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Introduccién y objetivos

Diversas investigaciones en didactica de la matematica muestran las numerosas
dificultades inherentes al aprendizaje del Analisis Matematico, y muchas destacan que los
estudiantes finalizan los cursos de Analisis Matematico con ciertas destrezas en la
manipulacion simbolica, pero con grandes dificultades para resolver problemas no
rutinarios y sin comprender el significado de los conceptos.

En todos los temarios de primer curso de matematicas en carreras de ciencias, y en especial
en ingenierias, se incluye el tema de la convergencia de sucesiones y Series numeéricas,
cuyo aprendizaje estd intimamente ligado al concepto de infinito. Este tema, el de la
convergencia de sucesiones y series, es de maxima importancia por su relacién con otros
topicos propios de la matematica aplicada a la ingenieria, tales como la aproximacién, los
desarrollos trigonométricos y en series de potencias, o las integrales impropias, por
nombrar algunos.

La autora de esta memoria es profesora en la Universidad desde hace trece afios, durante
los cuales siempre ha impartido clase a los estudiantes de primer curso de Ingenieria
Informatica. Su experiencia como profesora constata las dificultades que tienen los
estudiantes cuando aprenden topicos del Analisis Matematico, y en concreto con las series
numéricas. Todos los cursos, algin alumno responde algo asi como “infinito porque
siempre se suma algo” cuando se le pregunta por el resultado de una suma infinita. Este es
el punto de partida de esta investigacion.

Asi, la preocupacién de la autora por los problemas que encuentran sus alumnos a la hora
de aprender topicos del Analisis Matematico, y el interés por mejorar su comprension, le
llevan a plantearse una instruccion distinta de la habitual con la que, apoyada en la
herramienta de calculo simbolico Maple, logre su objetivo como docente de ayudar a que
sus alumnos construyan su conocimiento (Codes y Sierra, 2007b).

Para llevar a cabo la investigacion se eligié el marco tedrico APOS por centrarse en el
aspecto cognitivo del proceso de ensefianza-aprendizaje. Ademas, como sefialan Dubinsky
y McDonald (2001), este marco tedrico posee las caracteristicas necesarias para una
investigacion en didactica de las matematicas: capacidad de prediccién y de ser
explicativo, es aplicable a una extensa gama de problemas, ayuda a organizar lo que uno
piensa sobre fendmenos complejos interrelacionados, sirve de herramienta para organizar
la informacién, y proporciona un lenguaje para comunicar ideas sobre el aprendizaje que
va mas alla de descripciones superficiales.

Una vez elegido el marco tedrico, se plantearon los primeros objetivos secundarios con los
que se pretendia alcanzar el objetivo principal de analizar la comprensién del tpico serie
numérica y su convergencia en alumnos de primer curso de Universidad. Estos objetivos
secundarios estan relacionados con la comprension.

En primer lugar, fue necesario estudiar el desarrollo historico del concepto de serie
numeérica y su convergencia, que sirve de sustento para plantear una descomposicion



genética de este concepto. Apoyandose en ella, se describieron los niveles de comprension
que permiten explicar como los estudiantes conocen la convergencia de series numéricas.

El ordenador se empled en las clases para facilitar el enfoque geométrico y grafico de la
instruccion y asistir en los calculos repetitivos. Esto se llevé a cabo con el software de
calculo simbolico Maple y dio lugar a otro objetivo de investigacion relacionado con el
estudio del impacto de la utilizacion de una herramienta de calculo simbdlico en el aula de
Anadlisis Matematico (Codes y Sierra, 2005).

El dltimo paso antes del analisis de los datos para concluir los resultados, ha sido uno de
los més duros y fructiferos a la vez. EI empefio de la investigadora por analizar como
construyen los estudiantes su conocimiento en la clase de matematicas, le llevo a disefiar,
asistida por un ingeniero en Telecomunicaciones, una técnica innovadora de recogida de
datos que ha sido una de las contribuciones destacadas de la investigacion y que ha forjado
el ultimo objetivo de investigacion en relacién al disefio experimental (Codes, Sierra, y
Raboso, 2007). Este consiste en utilizar de manera eficiente los recursos tecnoldgicos
disponibles para obtener informacién acerca del trabajo de los estudiantes en el aula, rica
en detalles y de manejo sencillo.

Asi, las nuevas tecnologias han protagonizado esta investigacion, no solo por el empleo
que se ha hecho de un software de célculo simbdlico para apoyar el trabajo en clase del
estudiante, sino por el uso que se ha dado al software CamStudio y a las camaras web para
obtener las grabaciones de los estudiantes trabajando en las clases de matematicas. La
técnica con la que se han obtenido los datos de esta investigacion ofrece un potencial que
se puede explotar en un amplio abanico de investigaciones relacionadas con el trabajo de
los estudiantes en un aula de ordenadores. Ademas, esta técnica se puede emplear en
investigaciones de otras disciplinas que se apoyen en el trabajo del individuo con el
ordenador.

Una de las ventajas relevantes de disponer de todas las sesiones de clase grabadas en
formato digital, es que ha relevado la presencialidad del observador externo en todas las
sesiones de clase. Esta figura es imprescindible en una investigacion en la que el
investigador juega también el papel de profesor.

Para esta investigacion se obtuvieron grabaciones de seis grupos de estudiantes y de la
profesora en la clase magistral, durante todas las sesiones en las que se impartié el topico
de sucesiones numéricas; las primeras sirvieron de banco de pruebas para las sesiones en
las que se trabajo el topico de serie numérica. Tras un visionado general de todas las
grabaciones, se decidi6 analizar en profundidad aquellas en las que los estudiantes
resolvian la actividad rectangulos. Esta se disefid teniendo en cuenta el estudio del
desarrollo historico del concepto de serie numérica y su convergencia, y se presento en
clase antes de definir qué es una serie numérica (Codes y Sierra, 2007b).

Para analizar los datos, ha sido necesario realizar la trascripcion de las grabaciones de los
alumnos (véase el anexo 1V), asi como un documento resumen de las ejecuciones que
Ilevaron a cabo con la herramienta de célculo simbodlico. Con este material, se realiz6 un



primer analisis (Codes y Sierra, 2007a) sustentado por la primera descomposicion genética
que se planted (Codes y Sierra, 2004) y que posteriormente se completé para el analisis
que se presenta en esta memoria.

Una de las cuestiones que ha surgido en el analisis de los datos, ha sido la presencia de
diversas dificultades a las que se enfrentan los estudiantes que frenan la construccion de su
conocimiento (Codes y Sierra, 2008). Un analisis mas detallado de este asunto establece
una de las cinco lineas de investigacion que han quedado abiertas y se proponen al final de
la memoria.

Organizacion de la memoria

La documentacion generada contiene una memoria dividida en cinco capitulos y un DVD
que se incluird en los tomos impresos. El contenido de la memoria se resume a
continuacion.

En la primera parte se describen los principios tedricos sobre los que se asienta esta
investigacion, distinguiéndose cinco hitos: los modelos teéricos del pensamiento
matematico avanzado, el papel de las nuevas tecnologias en el aula de matematicas, las
dificultades, errores y obstaculos a los que han de hacer frente los estudiantes cuando
construyen su conocimiento, el papel de la visualizacion en el aprendizaje de las
matematicas, y el papel que juega la historia de la matemaética en la investigacion en
didactica de la matematica.

En la segunda parte se revisan algunas investigaciones que versan sobre el topico de las
series numeéricas y sobre otros topicos relacionados con éste, como el de limite, infinito, y
sucesiones numéricas. También se revisan algunos trabajos relevantes sobre el impacto del
uso de herramientas de célculo simbolico en la instruccion, y se comentan algunas
aportaciones al disefio curricular de topicos de Anélisis Matematico.

Para finalizar este apartado, se repasa brevemente el desarrollo histérico del topico serie
numérica y se expone la descomposicién genética de este concepto que es uno de los
pilares sobre los que se apoya el analisis de los datos de esta investigacion.

Una vez concretados el marco tedrico y el problema de investigacion, en la tercera parte se
tratan aspectos relativos al disefio de la investigacion. En primer lugar se documenta
detalladamente el proceso de recogida de datos y se describe el como y el porque del tipo
de datos que se han obtenido. Para terminar, se describe la actividad con la que se
obtuvieron los datos.

En el cuarto capitulo se describen las tres etapas en las que se ha llevado a cabo el analisis
de los datos. La primera etapa es descriptiva e interpretativa ya que se ha relatado como
han resuelto los distintos apartados de la actividad cada uno de los dos grupos y se ha
comentado cada hito que de algin modo ha contribuido a caracterizar como se construye el
conocimiento. La segunda es interpretativa y con ella se aporta una visién individual de los
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logros de cada grupo. La tercera etapa también es interpretativa y en ella se elabora una
vision global del desarrollo de cada grupo en la construccion del concepto de serie
numérica y su convergencia, que permite compararlos y caracterizar los elementos
comunes y los que los diferencian en el proceso de construccion de este concepto.

En el quinto capitulo se exponen los resultados de investigacion logrados, tratando de
destacar aquellos que aportan algo innovador al panorama actual de la investigacion en
educacion matemética. La memoria finaliza con la propuesta de cinco lineas de
investigacion que han quedado abiertas para ampliar los resultados de este trabajo o para
desarrollar otras lineas de trabajo.

La redaccion de esta memoria se ha realizado siguiendo el estdndar marcado por la
Asociacién Americana de Psicologia (American Psychological Association, 2009), con el
apoyo de un manual de correccion de estilo (Rodriguez-Vida, 2006).

La informacion que contiene el DVD es la siguiente:

v" Anexo |: Actividad Rectangulos.

v Anexo II: Leccién de Cynthia Lainus.

v Anexo IlI: Descripcion técnica de los medios utilizados en las grabaciones.
v" Anexo IV: Trascripciones.

v Archivos de las grabaciones realizadas con CamStudio.

v" Memoria de tesis en formato electrénico.

A continuacion se plantean los objetivos de la investigacion.

Objetivos de la investigacion

El principal objetivo de esta investigacion es analizar la comprension del topico serie
numérica y su convergencia en estudiantes de primer curso de universidad. Para la
consecucion de este objetivo, se plantean los siguientes objetivos secundarios:

En relacién a la comprension:

Objetivo 1.  Estudiar el desarrollo histérico del concepto de serie numérica y su
convergencia.

Objetivo 2. Realizar una descomposicion genética del concepto de convergencia de
serie numeérica.

Objetivo 3.  Describir niveles de comprension que permitan explicar como los
estudiantes conocen la convergencia de series numéricas.

El estudio del desarrollo histérico del concepto de serie numérica se ha planteado en este
primer bloque por su estrecha relacion con el objetivo 2. Como se vera en el primer
capitulo de esta memoria, uno de los hitos sobre los que se apoya el disefio de la
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descomposicidn genética de un concepto, es el andlisis de la evolucion del mismo a lo
largo de los siglos.

En relacion al uso de un software de calculo simbdlico:

Objetivo 4. Estudiar el impacto de la utilizacion de una herramienta de céalculo
simbolico como soporte en el aula, para facilitar el enfoque geométrico y
grafico de la instruccion, y asistir en los calculos repetitivos.

En relacién al disefio experimental:

Objetivo 5. Utilizar de manera eficiente los recursos tecnoldgicos disponibles para
obtener informacion rica en detalles y de manejo sencillo.

Estos objetivos se formalizaron en el proyecto de tesis y se han conseguido en su totalidad.
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Anélisis de la comprension de los conceptos de serie numérica y su convergencia

CAPITULO | Principios tedricos

En este capitulo se describen los principios tedricos sobre los que se asienta este trabajo. Se
han distinguido cinco apartados con las principales cuestiones que atafien a esta
investigacion.

En el primer apartado se describen los modelos tedricos del pensamiento matemético
avanzado que sirven de marco para el desarrollo de este trabajo. Se prestara especial
atencion al marco teérico APOS (Action, Process, Object, Schema) que sienta las bases de
esta investigacion. En el segundo apartado se hace una revision general del papel de las
nuevas tecnologias en el aula de matematicas. El tercero se encarga de analizar un aspecto
esencial en el proceso de aprendizaje: las dificultades, errores y obstaculos a los que han de
hacer frente los estudiantes cuando construyen su conocimiento. El cuarto apartado trata
sobre la importancia y el papel de la visualizacion en el aprendizaje de las matematicas, y
en él se analizan algunas dificultades asociadas a la visualizacion. Para terminar, se
sintetiza el papel que juega la historia de la Matematica en la investigacion en did4ctica de
la matematica, destacando la relevancia de introducir la historia en el curriculo y el modo
en que se lleva a cabo.



CAPITULO I Principios teéricos

| 1 MODELOS TEORICOS SOBRE EL PENSAMIENTO MATEMATICO
AVANZADO

En general, la investigacion en didactica de la matematica puede centrar su foco de
atencion en los procesos de ensefianza o en los procesos de aprendizaje. En el primer
blogue, el protagonista es el profesor y el objeto de investigacion puede ser, entre otros, su
conocimiento matematico, sus actitudes, su conocimiento profesional, las estrategias
educativas que emplea en el aula, o sus creencias acerca del proceso de ensefianza. En el
segundo bloque, el protagonista es el estudiante y el objeto de investigacion puede ser,
entre otros, sus actitudes hacia las matematicas, sus motivaciones, 0 como comprende un
topico matematico concreto.

Para abordar estos temas, existen dos grandes lineas de pensamiento psicolégico que
engendran los principales marcos tedricos: el constructivismo y el socio-culturalismo
(Cottrill, 2003; Font, 2002). Una de las grandes diferencias entre estos dos marcos tedricos
es la importancia otorgada al entorno en el que se desarrolla el proceso de ensefianza-
aprendizaje. Mientras que el marco socio-cultural, se apoya en la teoria de Vigotsky segun
la cual el desarrollo de la inteligencia de un individuo es el resultado de las iteraciones
sociales con su entorno, el marco constructivista se apoya en la teoria cognitiva de Piaget
segun la cual el individuo construye su propio conocimiento en un entorno social que
ostenta un papel secundario.

Dentro de la corriente socio-cultural, cabe destacar el enfoque antropoldgico desarrollado
por Chevallard, y continuado por el grupo de Artigue, Trouche y Guin, entre otros.

Esta investigacion se enmarca en la corriente constructivista y mas concretamente en la
teoria APOS que desarrolla el grupo de investigacion RUMEC (Research in Undergraduate
Mathematics Education Community). En el apartado | 1.5 se explica con detalle esta
metodologia de investigacion, y en el capitulo Il 7 se muestra como se ha aplicado a esta
investigacion.

Tambien, dentro de la corriente constructivista caben destacar los trabajos de Tall y Vinner
(1981), de Gray y Tall (1994), de Sfard, (1991) y de Sfard y Linchevski (1994), que se
comentan mas adelante.

Todos estos enfoques se integran en lo que se conoce como Pensamiento Matematico
Avanzado que segun Robert y Schwarzenberger (1991) es una actividad creativa que, a
través de la abstraccion, completa un circuito que va desde las intuiciones iniciales y las
conjeturas, hasta la definicion y la demostracion formal.

111 Pensamiento matematico avanzado

En 1985, dentro del congreso del PME (Psychology of Mathematics Education), se crea un
grupo de trabajo cuya principal preocupacion es estudiar el proceso de ensefianza-
aprendizaje del Analisis Matematico en niveles de ensefianza superior, esto es, bachillerato
y primeros cursos de universidad (Azcérate, 1998; Azcarate y Camacho, 2003).
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Si bien es cierto que muchas de las caracteristicas que suelen asociarse a la actividad
matematica en la ensefianza superior también se dan en la matematica elemental (Dreyfus,
1991), la capacidad de definir y deducir formalmente es propia de la matematica superior.
En palabras de Tall (1991), “el paso de la matemética elemental al pensamiento
matematico avanzado involucra una transicion: de la descripcion a la definicion, del
convencimiento a la demostracion logica basada en las definiciones” (p. 20).

Robert y Schwarzenberger (1991) repasan las similitudes y las diferencias que encuentran
entre la matematica elemental y la matematica superior. Desde el punto de vista del
contenido matematico, en la Universidad se imparten mas conceptos en menos tiempo, lo
que conlleva una mayor carga de trabajo individual fuera del aula. Ademas, los conceptos
son muy diferentes desde el punto de vista del estudiante, ya que a menudo implican no
solo capacidad de generalizacion, sino también de abstraccion y formalizacién. De hecho,
el estudiante ha de formalizar en un breve espacio temporal, conceptos que histéricamente
han tardado mucho tiempo en consolidarse. Este trabajo involucra un proceso de
abstraccion generalizada que requiere nuevas construcciones mentales que entran en
conflicto con las antiguas construcciones que se habian adquirido en la ensefianza
elemental. Esto produce en los estudiantes de primer curso universitario una “falta de
conexion en la dificil transicion desde la matematica elemental a la matematica avanzada”
(p. 129). Ademas, la tradicion de examinar sobre nociones tedricas formales y sus
demostraciones, suele desembocar en la memorizacion de una demostracién formal sin que
se llegue a producir un aprendizaje significativo, en el sentido de construcciéon del
conocimiento.

Desde el punto de vista de las caracteristicas psicoldgicas y cognitivas de los estudiantes,
se espera que posean la capacidad de “distinguir entre el conocimiento matematico y el
meta-conocimiento matematico (es decir, la exactitud, relevancia, o elegancia de una parte
de las matematicas)” (Robert y Schwarzenberger, 1991, p. 131), ademas de la capacidad de
comunicarlo. Sin embargo, algunas investigaciones en didactica de la matematica muestran
que la realidad del aula es la de unos estudiantes que se enfrentan, en muchos casos sin
éxito, a numerosos obstaculos de distinta indole, y que presentan muchas dificultades para
adaptarse a las nuevas exigencias.

El pensamiento matematico avanzado “es un proceso extremadamente complejo, en el cual
interactla un gran nimero de componentes de forma compleja” (Dreyfus, 1991, p. 29). La
abstraccion es uno de los procesos que caracterizan la matematica superior y la distinguen
de la matematica elemental, hasta el punto de que la capacidad de abstraccion refleja el
nivel del pensamiento matematico. Para Dreyfus, la abstraccion es ante todo un proceso de
“construccion de estructuras mentales desde estructuras matematicas, es decir, desde
propiedades y relaciones entre objetos matematicos” (p. 37). Los procesos de representar,
generalizar y sintetizar son necesarios para que se produzca la abstraccion:

v’ Representar: a grandes rasgos, se pueden distinguir dos tipos de representaciones,
las externas al individuo, es decir, los simbolos con los que representamos
conceptos matematicos, y las internas al individuo, es decir, las representaciones
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mentales. Las investigaciones en pensamiento matematico avanzado centran mas su
atencion en las representaciones mentales del concepto matematico que construye
el individuo. Una forma de precisar la comprension de un concepto se basa en la
riqgueza de esas representaciones, medida a partir de los distintos modos de
representacion y la capacidad para alternar de unas a otras, y a partir de las
conexiones que el individuo establezca entre los diversos aspectos relacionados con
el concepto.

v Generalizar: consiste en identificar las caracteristicas comunes a hechos
particulares y extenderlas a un dominio mas amplio. La generalizacién se produce
siempre a partir de un objeto matematico y requiere tiempo y experiencia para
adquirir las destrezas cognitivas que necesita.

v’ Sintetizar: consiste en extraer lo esencial de diversas partes y coordinarlas para
construir una nueva entidad. Este proceso es dificil de trasmitir, de ahi que muchas
veces los profesores dediquen su esfuerzo, y el de los estudiantes, en realizar tareas
aisladas sin establecer las conexiones necesarias entre ellas para que se integren en
una entidad.

1 1.2 Esquema conceptual vs. definicion del concepto.

Tall y Vinner (1981) utilizan el término concept definition (traducido por definicion del
concepto) para designar a la definicion formal del concepto, la que acepta la comunidad
matematica y se puede leer en los libros. Por otro lado, utilizan el término concept image
(traducido por esquema conceptual) para referirse a “toda la estructura cognitiva que esta
asociada a un concepto” en la mente de un individuo. Asi, cada individuo genera su propio
esquema conceptual a lo largo de los afios a partir de la definicion del concepto y de la
experiencia acumulada. El proceso de formacion y maduracion del individuo hace que este
esquema no sea estatico, sino que varie incorporando nuevos elementos en el esquema o
modificando los ya existentes. Ademas, este esquema no tiene porqué ser coherente, ya que
el proceso de formacion del mismo permite que los elementos asociados a un esquema
puedan ser contradictorios. Estas incoherencias solo las percibimos cuando el individuo
evoca dos partes del esquema simultaneamente conflictivas. Es entonces cuando se
manifiestan los errores de los que se hablara en la seccién 1 3.

Puesto gque el esquema conceptual es individual y propio de cada individuo, la definicién
personal que éste puede dar de un concepto también es personal y caracteristica de él, y por
tanto no tiene porqué ser igual a la definicion formal. De hecho, un individuo puede
generar un esquema conceptual en el que la definicion personal del concepto no sea la
apropiada.

Tall y Vinner denominan factor potencial de conflicto a aquella parte del esquema
conceptual o de la definicién del concepto que puede entrar en conflicto con otra parte del
esquema o de la definicion. Cuando esto ocurre, el individuo cometerd errores y daré
respuestas confusas que pueden llegar a ser contradictorias. EI mayor problema ocurre
cuando se produce una incoherencia entre una parte del esquema conceptual y la definicion
formal, ya que esto supone una seria dificultad para el aprendizaje; mientras no se
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produzca un conflicto, el individuo considerara que la teoria formal esta carente de valor y
le resultara indtil ya que con su esquema conceptual, aunque erroneo, es capaz de resolver
tareas. Solo cuando la definicion formal del concepto desarrolle un esquema conceptual
que entre en conflicto con el esquema anterior, se manifestara esta incoherencia y sera
posible una rectificacion que proporcionara una oportunidad para que se produzca el
correcto aprendizaje del concepto.

Hay ocasiones en las que el proceso de ensefianza puede provocar factores potenciales de
conflicto. Esto ocurre, por ejemplo, cuando el profesor utiliza ejemplos que representan
solo un aspecto del concepto y luego exige al estudiante que evoque otro aspecto; el
estudiante es incapaz de hacerlo porque no se le ha entrenado para ello.

La nocion de procepto

Hace méas de una década, Gray y Tall (1994) introdujeron la nocién de procepto para
designar la combinacion de un proceso y un concepto representados por el mismo simbolo.

Un proceso, es la representacion cognitiva de una operacion matematica que se
implementa con un procedimiento. Este, es un algoritmo especifico formado por una
secuencia coherente de acciones y decisiones gque se ejecutan paso a paso. Cada proceso, se
puede implementar mediante distintos procedimientos. Los simbolos matemaéticos con los
que describimos estos procesos pueden, a veces, describir también el concepto matematico
asociado a dicho proceso. Esta doble interpretacion de los simbolos, como concepto y
como proceso, es lo que Gray y Tall llaman procepto.

Cuando Gray y Tall hablan de conocimiento procedimental, aluden al conocimiento
focalizado en la manipulacién rutinaria de objetos. EI conocimiento conceptual, es mas
flexible y rico en relaciones. ElI alumno que piensa de manera proceptual es capaz de
reconocer el caracter ambiguo de los simbolos que representan un topico, como proceso y
como concepto, logrando con ello una forma més eficiente de aprendizaje. La labor del
docente es la de disefiar un curriculo que facilite la exploracion y la experimentacion de un
concepto antes de definirlo formalmente y conseguir asi que el estudiante genere un
esquema conceptual rico y coherente.

I 1.3 Lanaturaleza dual de los objetos matematicos

En 1991, Sfard publica un articulo en el que detalla los cimientos de una nueva teoria
dentro del pensamiento matemético avanzado, la teorfa de la reificacion®. Segun ésta, “las
nociones abstractas, tales como ndmero o funcién, pueden ser concebidas
fundamentalmente de dos maneras: estructuralmente, como objetos, u operacionalmente,
como procesos.” (p. 1).

Cuando Sfard habla de objetos matematicos, se refiere a nociones u objetos abstractos que
son aquellos que no pueden ser explorados por nuestros sentidos; son entes que sélo
existen en un universo tedrico y, por tanto, s6lo los podemos ver con nuestra mente.

! Traduccion de reification.
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Cuando uno se plantea si en la mente de un individuo existen 0 no esos objetos, no se
plantea una existencia real que se pueda comprobar o refutar de forma rigurosa. EIl Gnico
criterio que se puede utilizar es su efectividad tedrica: sélo se puede saber de la existencia
de objetos matematicos en la mente de un individuo si estos ayudan a dar sentido a
comportamientos observables cuando dicho individuo realiza alguna actividad matematica.

Los objetos abstractos se comportan como vinculos que dan sentido a estructuras
coherentes dentro de una teoria. Lo que ocurre con frecuencia es que son mas faciles de
identificar cuando se dan situaciones en las que su ausencia provoca alglin tipo de
desorden; por ejemplo, cuando un estudiante yerra en la resolucion de una desigualdad,
confunde la relacién entre una férmula algebraica y una grafica, o no identifica
correctamente al dominio de una funcidn, esta manifestando la falta del objeto abstracto
denominado funcion. Pero también se pueden identificar estos objetos en situaciones
exitosas; por ejemplo, cuando un estudiante es capaz de resolver una ecuacion lineal a
partir de la representacion grafica mental de las dos rectas que implicitamente aparecen en
la ecuacion, estd utilizando el objeto abstracto funcidn como nexo de union entre dos
modos diferentes de representar simbdlicamente dicho objeto. En este caso, la construccion
de este objeto abstracto en la mente del individuo se manifiesta a través del vinculo que
establece entre estas dos formas de representacion que le llevan a resolver correctamente el
problema planteado (Sfard y Linchevski, 1994).

La capacidad de un individuo para construir en su mente estos objetos (abstractos)
matematicos tiene que ver con su habilidad matematica. Esta es la concepcidn estructural
de las nociones matematicas, pero el analisis historico y psicologico de la formacion de
conceptos matematicos revela que, para la mayoria de las personas, la concepcion
operacional es el primer paso en la adquisicion de una nocion matematica nueva, de modo
que precede a la concepcion estructural (Sfard, 1991).

La concepcién operacional de un objeto matematico estd asociada a la ejecucion de
calculos que dan sentido a su existencia. Sfard (Idem) caracteriza esta concepcién como
dindmica, secuencial y puntual. La concepcion estructural implica la vision de un objeto
matematico como un objeto abstracto, como una entidad que conexiona las partes de un
todo. Supone, por tanto, un estado méas avanzado en el desarrollo del concepto matematico.
Sfard caracteriza esta concepcién como estética, instantdnea y con tendencia a combinar y
coordinar diferentes elementos en un todo.

Estas dos maneras de concebir un objeto matematico no son incompatibles sino mas bien
complementarias, ya que las dos son necesarias para una correcta comprension de los
conceptos matematicos. Segun esta teoria, el proceso de aprendizaje y de resolucion de
problemas consiste en una compleja interaccion entre la concepcion operacional y
estructural de los conceptos. Tras estudiar las fases de la formacion de un concepto, Sfard
Ilega a la conclusién de que la transicion desde operaciones de célculo a objetos abstractos
es un proceso largo e inherentemente dificil, que se lleva a cabo en tres etapas que se
corresponden con tres estados de estructuracion de los objetos matematicos en la mente del
individuo: interiorizacion, condensacion y reificacion.
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“En la etapa de interiorizacién, el individuo se familiariza con procesos que eventualmente
daran lugar a nuevos conceptos. (...) Estos procesos son operaciones de bajo nivel que se
realizan con objetos matematicos” (Sfard, 1991, p. 18). Se dice que un individuo ha
interiorizado un proceso cuando es capaz de reflexionar sobre él sin necesidad de
ejecutarlo.

La etapa de condensacion se produce cuando el individuo es capaz de pensar en el proceso
como un todo, cuando las operaciones llevadas a cabo con el mismo objeto matematico se
agrupan en una unidad mas manejable. La consecucion de esta etapa se manifiesta en la
facilidad con la que se manipulan los procesos (combinandolos con otros procesos,
comparandolos, generalizandolos).

El paso de la etapa de interiorizacién a la de condensacion supone un cambio cuantitativo
en el desarrollo del concepto que se realiza de manera gradual. Sin embargo, la Gltima
etapa de reificacion se produce repentinamente cuando el individuo es capaz de concebir la
nocion como un objeto hecho y derecho y el objeto abstracto se convierte en un todo
compacto. Cuando esto ocurre, el individuo posee una concepcidn estructural del concepto
matematico, lo cual supone la “reorganizacion cognitiva del esquema” que a su vez
conlleva a un “aprendizaje mas efectivo”. En este estado es cuando comienza la
interiorizacion de alto nivel (Sfard, Idem).

Esta etapa conlleva una enorme dificultad, en gran parte, provocada por lo que Sfard
denomina el circulo vicioso de la reificacion: “por un lado, la reificacion no se lleva a cabo
sin un intento de interiorizacion de alto nivel; por otro lado, es indispensable para la
reificacion la existencia de objetos sobre los que ejecutar procesos de alto nivel — sin tales
objetos los procesos aparecen carentes de sentido” (p. 31). De ese modo, para que se
produzca la reificacion un individuo ha de ejecutar procesos de alto nivel con un concepto
matematico que previamente requiere de procesos de bajo nivel; asi, los procesos de bajo
nivel son previos a los de alto nivel. Sin embargo, los procesos de alto nivel justifican la
necesidad de consolidar la manipulacién de procesos de bajo nivel, por lo que los procesos
de alto nivel se manifiestan previos a los de bajo nivel. Esta aparente discrepancia entre las
dos condiciones que parecen necesarias para el nacimiento de un nuevo concepto
matematico (Sfard y Linchevski, 1994) deja clara la necesidad de una concepcion tanto
operacional como estructural de los objetos matematicos.

I 1.4 Lateoria de Piaget

La teoria de Piaget se basa en la idea de que el individuo construye su propio conocimiento
del mundo; “las estructuras cognitivas se construyen desde el principio y sufren
sistematicamente modificaciones de creciente diferenciacion e integracion jerarquica”
(Dubinsky y Lewin, 1986, p. 59); por ello es un constructivismo genético. Hay dos
conceptos que juegan un papel central en la teoria de Piaget: la equilibracion y la
abstraccion reflexiva.

La equilibracion es “el principio organizador del desarrollo cognitivo” (Dubinsky y Lewin,
1986, p. 60). Consiste en una serie de acciones cognitivas que lleva a cabo el individuo
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cuando trata de comprender un nuevo paquete de informacién que recibe su sistema
cognitivo. Esta nueva informacion produce un desequilibrio en el sistema cognitivo ante el
cual el sujeto trata de re-equilibrarlo a través del proceso de asimilacién. Asi, el individuo
aplica a esta nueva informacion operaciones cognitivas que ya han sido previamente
construidas. En general, el nuevo conocimiento ofrece resistencia a este proceso de
asimilacion y provoca en el individuo la modificacion de sus estructuras cognitivas hasta
que concluya esta resistencia. Entonces se produce el proceso de acomodacion; “llegado a
este punto, el individuo ha comprendido el nuevo conocimiento y su sistema cognitivo se
ha re-equilibrado a través de la reorganizacion y re-construccion de sus estructuras
cognitivas” (p. 60). En toda adquisicién de nuevo conocimiento, siempre se dan los
procesos de asimilacion y acomodacion, pero con mayor o menor éxito dependiendo de
diversos factores, como la estructura cognitiva existente en el individuo o el modo en que
percibe el nuevo conocimiento.

La abstraccion reflexiva es la forma mas interesante y poderosa del proceso de
equilibracion, con la que Piaget “describe la construccion de estructuras logico-
matematicas de un individuo durante el transcurso del desarrollo cognitivo” (Dubinsky,
1991, p. 95). Para Dubinsky y Lewin (1986) consiste en la construccidon progresiva de
estructuras cognitivas “a través de la interaccion con alimentos cognitivos® y la re-
construccion progresiva debida a continuas interacciones con alimentos cognitivos
posteriores” (p. 59).

Piaget distinguié otros dos tipos de abstraccion: la abstraccién empirica, que produce
conocimiento a partir de las propiedades del objeto; y la abstraccion pseudo-empirica, por
la que se obtienen propiedades que las acciones del individuo han introducido en el objeto.
Los tres tipos de abstracciones son el resultado de construcciones internas del individuo.
Sin embargo, mientras en la abstraccidn empirica las experiencias son externas al
individuo, en la abstraccion pseudo-empirica el conocimiento parte del objeto pero las
relaciones que se establecen son el resultado de acciones internas al individuo; en la
abstraccion reflexiva la fuente del conocimiento es totalmente interna al individuo. Estos
tres tipos de abstraccidn no son independientes, sino que mas bien se apoyan unos en otros.
Dubinsky (1991) sintetiza esta idea afirmando que:

La abstraccion empirica y pseudo-empirica extraen el conocimiento desde el objeto
ejecutando (o imaginando) acciones sobre él. La abstraccion reflexiva interioriza y
coordina esas acciones para generar nuevas acciones y, en ultima instancia, nuevos
objetos (que ya no son fisicos sino matematicos, como una funcién o un grupo).
Entonces, la abstraccién empirica extrae datos de esos nuevos objetos a través de
acciones mentales sobre ellos, y asi sucesivamente. (p. 98)

Existen diversas formas de abstraccion reflexiva. La generalizacion, o extension, es el
equivalente a la abstraccion empirica con objetos cognitivos. Ocurre cuando el individuo

2 Dubinsky y Lewin (1986) se refieren con el término alimento cognitivo a las estructuras cognitivas que
posee un individuo (sujeto epistémico) y que utiliza conscientemente para la adquisicion de nuevo
conocimiento.
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se da cuenta de que un nuevo conocimiento posee ciertos atributos comunes a otros
conocimientos que ya posee y puede aplicarle estructuras cognitivas ya existentes. Otra
forma de abstraccién reflexiva es la coordinacion de dos 0 mas estructuras existentes para
dar lugar a otra nueva estructura. Pero la forma de abstraccion reflexiva més importante es
la encapsulacion. Ocurre cuando el individuo es capaz de percibir una coleccion de
conocimientos como un todo estructurado. Este proceso lleva tiempo y no todos los
individuos llegan a experimentarlo (Dubinsky y Lewin, 1986).

115 Lateoria APOS

El modelo tedrico conocido con las siglas APOS (Action, Process, Object, Schema) es una
adaptacion de la teoria piagetiana al aprendizaje de la matematica avanzada.

Para Dubinsky y McDonald (2001), un modelo tedrico en el area de investigacion en
didactica de las matemaéticas ha de poseer las siguientes caracteristicas: tener capacidad de
prediccion y de ser explicativo; debe ser aplicable a una extensa gama de problemas; ha de
ayudar a organizar lo que uno piensa sobre fendmenos complejos interrelacionados; ha de
servir de herramienta para organizar la informacion y ha de proporcionar un lenguaje para
comunicar ideas sobre el aprendizaje que vaya mas alla de descripciones superficiales. La
teoria APOS posee estas seis caracteristicas y en este apartado se dara muestra de ello.

En la teoria APOS, el foco de atencion se centra en los procesos de ensefianza y
aprendizaje de la matematica en niveles superiores de ensefianza, por lo que sus objetivos
tratan de responder a interrogantes tan diversos como ¢;qué dificultades se encuentran los
estudiantes en el proceso de aprendizaje?, ;qué mecanismos ayudan a superar esas
dificultades?, ;como comprenden un tépico matematico determinado?, o ;qué tipo de
instruccién puede favorecer la construccién de esquemas mentales apropiados?

1151 Elementos de la teoria APOS

Esta teoria parte de la hipotesis de que “el conocimiento matematico de un individuo
consiste en el modo en que se enfrenta a las situaciones-problema matematicos,
construyendo acciones, procesos Yy objetos mentales y organizandolos en esquemas para
dar sentido a las situaciones y resolver los problemas” (Dubinsky y McDonald, 2001, p.
276). El texto de Asiala, Brown, DeVries, Dubinsky, Mathews, y Thomas (1996)
proporciona una detallada descripcion de esta metodologia que comprende un ciclo de tres
pasos: un analisis tedrico del concepto matematico objeto de estudio, el disefio e
implementacion de una instruccion basada en el analisis teorico, y la recogida y el analisis
de datos cuyos resultados aportaran detalles al analisis tedrico y posiblemente haran que se
modifique la instruccion. Asi, se vuelve a llevar a cabo otro ciclo hasta que el investigador
considere que se ha depurado suficientemente la teoria.

Descomposicion genética

El primer paso consiste en un analisis tedrico del concepto que se pretende investigar, que
incluye un andlisis histérico del desarrollo del tépico matematico, y esta influenciado por
las concepciones del investigador o investigadores y de su experiencia como estudiante y
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como docente. El objetivo de este analisis es describir “las construcciones mentales
especificas que un estudiante deberia desarrollar para la comprensién del concepto”
(Asialay otros, 1996, p. 7). El andlisis tedrico concluye en una descomposicion genética de
dicho concepto que, segun estos autores, s “un conjunto estructurado de construcciones
mentales que podria describir como el concepto se puede desarrollar en la mente de un
individuo” (p. 7). La descomposicion genética no es Unica, ya que depende de la formacion
y la experiencia del investigador en el aprendizaje y la ensefianza del concepto
matematico; ademas, no es estatica ya que la informacion que aporta el analisis de los
datos puede hacer que sufra modificaciones.

Las construcciones mentales que elabora un estudiante, consisten en acciones, procesos,
objetos y esquemas (Action, Process, Object, Schema).

Las acciones son transformaciones de objetos que se perciben por el individuo como algo
que es, en cierta medida, externo. La construccion de acciones, es el primer objetivo de la
instruccién. Las acciones, se interiorizan en procesos cuando se repiten y el alumno
reflexiona sobre ellas. El individuo, percibe un proceso como algo interno a él. Los
procesos, se encapsulan en objetos cuando se perciben como una totalidad sobre la que se
realizan transformaciones. Este paso de encapsular procesos en objetos, suele resultar muy
complicado, y s6lo unos pocos llegan a él. Para Asiala y otros (1996), “el esquema de un
individuo, es la totalidad del conocimiento que para él estd conectado (consciente o
inconsciente) a un tdpico matematico particular” (p. 12); resulta de organizar
estructuradamente la coleccion de objetos, procesos y acciones que el individuo posee.
Cuando el individuo trata al esquema como un objeto en si mismo, se dice que ha
tematizado el esquema.

Ciclo de ensefianza ACE

El segundo paso utiliza la descomposicion genética para disefiar e implementar una unidad
didactica cuyo principal objetivo es que el alumno construya el modelo cognitivo
propuesto en el anélisis tedrico.

Dubinsky (1991) apela a que el aprendizaje “involucra aplicar la abstraccion reflexiva a
esquemas existentes a fin de construir nuevos esquemas para comprender los conceptos”
(p- 120), y a la necesidad de que esta construccion sea activa para el individuo, para
justificar la discordancia entre la ensefianza tradicional y las necesidades docentes de un
aprendizaje significativo. Dubinsky critica, principalmente, la falta de atencion a los
esquemas que ha de poseer un individuo y sobre los cuales se construyen nuevos
esquemas, la ausencia de un aprendizaje activo y el uso de ejemplos repetitivos.

El aprendizaje, como proceso de construccion del conocimiento, no se puede derivar de
practicas como la imitacion, la memorizacion y la transmision verbal de los contenidos.
Ademas, Dubinsky cuestiona la utilizacion de ejemplos repetitivos sin que el profesor
preste atencion a las estructuras cognitivas que posee el individuo. Asi, si un estudiante ha
construido un esquema incorrecto, los ejemplos repetitivos haran que este esquema se
refuerce alzando una barrera de concepciones erroneas que cada vez sera mas dificil de
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franquear. Tall (1986), propone la utilizacibn de ejemplos genéricos que sean
“representativos de toda una clase de ejemplos que plasmen una propiedad general” (p. 5)
y que favorezcan el proceso de abstraccion. En este sentido, es muy importante que el
profesor preste atencidén a los esquemas que estan construyendo sus estudiantes, y que
detecte y clasifique los errores que comenten para disefiar una estrategia que guie a los
estudiantes en la construccién de esquemas mentales apropiados.

En contraste con la tradicional organizacion secuencial de los contenidos, el grupo de
investigacion RUMEC propone lo que denominan un holistic spray que consiste en
introducir al estudiante en un entorno desequilibrado; cada estudiante, o grupo de
estudiantes, construye su conocimiento al tratar de dar sentido a la situacion-problema.
Esta técnica se basa en la idea de que cada individuo utiliza distintas partes de su
conocimiento en diferentes situaciones, de modo que no siempre es capaz de utilizar todas
las construcciones mentales que posee. Puesto que el desarrollo de la comprension de un
individuo no es lineal, tampoco debe serlo la instruccion que le conduzca a aumentar su
comprension sobre un tépico determinado. Ademas, proponen que los estudiantes trabajen
en grupos colaborativos de modo que se favorezca la reflexion sobre lo que estan
aprendiendo.

Para implementar la propuesta teorica, el grupo RUMEC desarrollo el ciclo de ensefianza
ACE: actividades, discusiones en clase y ejercicios (Asiala y otros, 1996). En un aula de
informatica, se realizan actividades que requieren la programacion con el ordenador y
pretenden favorecer las construcciones mentales que surgen tras el analisis tedrico. Aunque
pueden implicar un elemento de descubrimiento, el principal objetivo es proporcionar un
entorno que facilite la experimentacion. Después, se discute en la clase las actividades
realizadas con lapiz y papel basadas en las practicadas con el ordenador. El objetivo de esta
puesta en comun, es que el alumno reflexione sobre lo que ha hecho y que el profesor
aporte definiciones y explicaciones que relacionen los conocimientos que los estudiantes
estan construyendo. Por Ultimo, se proponen ejercicios tradicionales que el estudiante ha de
resolver como tareas para casa, de modo que con ellos refuerce el conocimiento que ha
construido en el aula. Como se ha mencionado anteriormente, este ciclo instructivo se
realiza en un ambiente de trabajo cooperativo, que favorece la reflexién del individuo en
los procedimientos que realiza.

En este ciclo el ordenador juega un papel esencial, ya que se utiliza como un recurso que
favorece la abstraccion reflexiva mediante la programacion. En general, la implementacion
de un proceso en el ordenador conlleva la interiorizacion de dicho proceso; cuando el
estudiante manipula ese proceso como un objeto sobre el cual se pueden ejecutar
operaciones, se produce la encapsulacion del proceso en un objeto. Para evitar que el
lenguaje de programacion genere dificultades afiadidas a las propias del tépico en cuestion,
el grupo RUMEC utiliza el lenguaje de programacion ISETL cuyo disefio esta
fundamentado en los conceptos matematicos. Asi, posee una sintaxis tan cercana a la
notacion matematica que, ademas de resultar familiar al profesor, minimiza las dificultades
propias de un lenguaje de programacién de alto nivel (Dubinsky, 1995).

11
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Para completar el proceso de instruccion, el grupo ha editado libros de texto basados en el
enfoque constructivista en el que se apoya la teoria APOS, y con los que se impulsa al
estudiante a descubrir las ideas matematicas que conducen a la resolucion de los
problemas. Los libros de texto tradicionales no cumplen las expectativas creadas por este
marco tedrico ya que evitan el desequilibrio necesario para que el estudiante construya su
conocimiento. La contrapartida de estos textos, es que no son buenos libros de consulta ya
que estan disefiados expresamente para el aprendizaje.

Recogida y analisis de los datos

La recogida de datos y su posterior andlisis tiene como fin contestar a dos tipos diferentes
de cuestiones. Por un lado, conocer cdmo los estudiantes han construido su conocimiento
respecto al modelo planteado en el andlisis te6rico puede aportar informacion que
modifique dicho modelo, mejorando asi su poder descriptivo y su capacidad de prediccion.
Ademas, del analisis del impacto de la instruccion en el aula se derivaran modificaciones
en la misma que favorezcan las construcciones mentales que ha de adquirir el estudiante.
En este caso, se completaria el ciclo que volveria a repetirse con las modificaciones del
modelo tedrico inicial y de la instruccion, que de nuevo se llevaria al aula para analizar su
impacto. Este ciclo continla hasta que el investigador considere que ha depurado la teoria
y el proceso de instruccion.

Por otro lado, este analisis ha de dar respuesta a algunas de las preguntas que se plantean
en las investigaciones en didactica de las matematicas y para las cuales se ha desarrollado
este marco teorico: ;cOmo aprenden nuestros estudiantes?, ¢qué tipo de instruccion puede
favorecer la construccion de esquemas mentales apropiados?, ¢qué dificultades se
encuentran en el proceso de aprendizaje?, 0 ¢qué mecanismos ayudan a superar esas
dificultades?

115.2 El mecanismo de la triada

En 1997, Clark, Cordero, Cottrill, Czarnocha, DeVries, St. John, Tolias y Vidakovic
publicaron un trabajo de investigacion dentro del grupo de investigacion RUMEC relativo
a la comprension de la regla de la cadena y sus aplicaciones. Siguiendo el marco teorico
propuesto por la teoria APQOS, propusieron una primera descomposicion genética,
implementaron una instruccion segun el ciclo ACE y recopilaron datos cuyo analisis debia
responder a tres cuestiones: ;cémo construyen los estudiantes su comprension de la regla
de la cadena?, ¢qué componentes conceptuales son necesarias para construir el concepto de
la regla de la cadena?, y ¢,cémo reconocen y aplican los estudiantes la regla de la cadena en
diferentes situaciones matematicas?.

En la fase de analisis, se dieron cuenta de que los elementos de esta teoria (acciones,
procesos y objetos) eran insuficientes para describir cbmo comprendian los estudiantes la
regla de la cadena. La descomposicion genética que plantearon en un principio era
incompleta, ya que era necesario describir las relaciones entre otros esquemas como, por
ejemplo, la regla de potenciacion. Motivados por esa falta de elementos que les permitiera
describir cdmo los estudiantes construian su conocimiento relativo a la regla de la cadena,
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introdujeron el mecanismo de la triada. Este consiste en definir tres estados en el
“desarrollo de las conexiones que el individuo puede realizar entre conceptos particulares
dentro del esquema, asi como la coherencia de esas conexiones” (Dubinsky y McDonald,
2001, p. 7). Cada uno de los tres niveles de desarrollo, el nivel Intra, Inter y Trans, se
caracteriza por “el grado de construccion de relaciones entre los elementos constitutivos
del esquema” (Trigueros, 2003, p. 6). El nivel Intra, se caracteriza por la falta de conexién
entre acciones, procesos u objetos de la misma naturaleza. En el nivel Inter, el individuo
establece relaciones entre los elementos cognitivos y en el nivel Trans el esquema adquiere
coherencia, de modo que el individuo puede decidir qué esta dentro y qué esta fuera del
esquema. Llegado a este punto, el individuo puede tematizar el esquema.

A partir del trabajo de Clark y otros (1997), diversas investigaciones, como Sanchez-
Matamoros (2004), Trigueros (2003), Baker, Cooley, y Trigueros (2000), o McDonald,
Mathews, y Strobel (2000), han incorporado el mecanismo de la triada para describir como
los estudiantes construyen el conocimiento de un topico matematico.

El trabajo de Sdnchez-Matamoros (2004) plantea una variacion del mecanismo de la triada
propuesto por Clark y otros (1997). El principal objetivo de la investigacion era el de
caracterizar la comprension/construccion del objeto derivada por parte del estudiante, es
decir, su nivel de desarrollo del esquema. Para ello, se centra en los elementos matematicos
que aparecen (analiticos y graficos) y en el tipo de relaciones que se establecen entre ellos
(relaciones logicas: conjuncién, contra reciproco, y equivalencia). En la fase de analisis
observé que, tras asignar a cada estudiante en un nivel, existian diferencias dentro de cada
nivel, debido al nimero de elementos matematicos que los estudiantes son capaces de usar
y al nimero y tipo de las relaciones establecidas. Asi, habia alumnos en un mismo nivel de
desarrollo que mostraban mas riquezas en las relaciones sin que se pudieran considerar en
un nivel mas avanzado de comprension. Esto le llevo a la definicidn de subniveles (Intra 1
e Inter 1) que mostraban el caracter progresivo de la construccién del esquema. Con los
cinco niveles, Intra 1, Intra, Inter 1, Inter y Trans, consiguié una mayor diferenciacion de
los niveles de comprension que se tradujo en una mejor caracterizacion de la construccion
del concepto de derivada por parte de los estudiantes.

1 1.5.3  Los procesos iterativos infinitos

Brown, McDonald, y Weller (2008) consideran que un proceso iterativo infinito consiste
en aplicar infinitamente la repeticion “de una transformacion de objetos mentales o fisicos,
que involucra uno 0 mas parametros que se modifican en cada repeticion” (p. 118). Segln
estos autores, un proceso iterativo infinito es un tipo de construccion mental que se ajusta a
lo que en la teoria APOS se entiende por proceso, y consideran que “se conceptualiza
como resultado de coordinar un proceso de iteracion a través del conjunto de los numeros
naturales con una transformacion que se puede aplicar repetidamente” (p. 125).

Por tanto, aparecen dos esquemas, el de la iteracion a través de los nimeros naturales, N, y
el de la transformacion que, en general, se manifestard a través de una operacion
matematica. “La descripcion tedrica de iteracion a través de N se utiliza como parte de la
descripcion de la conceptualizacion de un proceso iterativo infinito que obtiene una
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secuencia de objetos, y de la encapsulacion de ese proceso” (p. 126). Estos autores
proponen la siguiente descripcion de las concepciones accion, proceso y objeto de estos
dos esquemas:

Comprension accion de la iteracion a través de N: un individuo manifiesta una concepcion
accion de iteracion a traveés de N cuando

se refiere explicitamente a avanzar a través de un segmento de N, normalmente
escribiendo o hablando de los valores que toma la secuencia. El individuo se puede
referir a afiadir repetidamente 1, o usar terminologia que sugiera pasar de un nimero
natural a su sucesor. (p. 125)

Comprension proceso de la iteracion a través de N: un individuo manifiesta una
concepcidn proceso de iteracion a través de N cuando

la accidn de iteracion finita a través de un segmento de N se interioriza en un proceso
mental de iteracion a través de cualquier segmento finito de N; se coordinan multiples
casos de iteraciones finitas, aunque no necesariamente la inicial, para construir un
proceso infinito completo de iteracion a través de N. Tener conciencia de que cada
namero natural se ha alcanzado, y admitir que sélo se pueden tomar nimeros naturales,
indican que el individuo puede concebir el proceso como completado. (p. 125)

Comprension objeto de la iteracion a través de N: un individuo manifiesta una concepcion
objeto de iteracion a través de N cuando

una vez que se ve como una totalidad (es decir, como una sola operacion que se
sobreentiende que consiste Unicamente en alcanzar cada natural en orden), el proceso
de iteracién infinita se puede encapsular cuando el individuo intenta aplicar una
operacion de evaluacion para determinar qué es “lo siguiente”. El objeto resultante
tradicionalmente se denota con co. Este objeto se puede ver como un valor de la
variable de iteracién que va mas alld de los naturales, pero se debe sobreentender que
este objeto no se obtiene en el proceso de iteracion a través de N. (p. 126)

Comprension accidn de proceso iterativo infinito: un individuo manifiesta una concepcion
accion de proceso iterativo infinito cuando

ejecuta un pequefio numero de transformaciones. Un individuo, por ejemplo, puede
percibir la presencia de una variable indice en la notacion matematica dada como la
indicacion de comenzar k = 1, obtener el primer objeto utilizando la transformacion,
afadir 1 para tener k = 2, obtener el segundo objeto, y asi sucesivamente. (p. 126)

Comprension proceso de proceso iterativo infinito: un individuo manifiesta una concepcion
proceso de proceso iterativo infinito cuando

la accidn de iteraciones finitas se interiorizan en un proceso mental de iteracion finita
coordinando un proceso de iteracién a través de un segmento finito de N con una
transformacion que se puede aplicar repetidas veces. Posteriormente, se coordinan
multiples representaciones de este proceso mental (es decir, utilizando la misma
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transformacion pero avanzando a través de diferentes segmentos finitos de N), para
construir un proceso mental infinito, al cual podemos llamar proceso infinito iterativo.
Con el proceso iterativo infinito se logra una secuencia de objetos (infinita contable). El
individuo entiende que un objeto se obtiene para cada nimero natural en orden, y esos
objetos se obtienen sélo para nimeros naturales. (p. 126)

Comprension objeto de proceso iterativo infinito: un individuo manifiesta una concepcion
objeto de proceso iterativo infinito cuando

una vez que se ve como una totalidad (es decir, como una sola operacion que asocia un
objeto a cada natural en orden), el proceso de iteracién infinita se puede encapsular en
respuesta a un intento de realizar una accion de evaluacion. El objeto resultante es un
estado en el co. Se sobreentiende que este objeto va mas alla de los objetos que se
corresponden con los nimeros naturales y asi no es el resultado directo del proceso.
Llamamos a este objeto un objeto trascendente para el proceso. (p. 126)

Existe una sutil distincion entre haber construido completamente un proceso infinito y
verlo como una totalidad: en el primer caso, el individuo puede imaginar como realizar
cada paso y qué se obtendra en cada paso; en el segundo caso, el individuo se da cuenta de
que el proceso consiste en una sola transformacién que se puede aplicar en ese momento.
De acuerdo con la teoria APOS, ver el proceso como una totalidad forma parte de la
encapsulacion de un proceso en un objeto que ocurre cuando se lleva a cabo una accion, en
este caso una accion de evaluar.

En el caso de las series numéricas convergentes, el objeto trascendente (la suma de la serie)
es finito. Los autores se cuestionan si en este caso apareceran el mismo tipo de
construcciones y surgiran el mismo tipo de cuestiones.

| 2 ENTORNO COMPUTACIONAL Y EDUCACION MATEMATICA

Hace més de veinte afios, se comenzaron a introducir las nuevas tecnologias en el aula de
matematicas. Primero fueron las calculadoras, después las calculadoras graficas y, en los
Gltimos afios, software de calculo simbdlico ejecutado en un ordenador personal. Se han
realizado muchas investigaciones en didactica de las matematicas en las que se introduce
un entorno de trabajo con ordenadores para aprovechar las ventajas que ofrece, sin olvidar
las dificultades adicionales que originan. Otras investigaciones, se centran en estudiar el
impacto de este nuevo entorno en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. Los
topicos matematicos en los que se centran las investigaciones son variados, desde la
geometria hasta el calculo, pasando por el algebra y la aritmética.

Existen dos marcos tedricos principales que determinan el paradigma en el que se
desarrollan las investigaciones, el constructivista y el instrumental. Si bien los dos tienen
como objetivo comun mejorar la ensefianza y el aprendizaje de distintos topicos
matematicos, discrepan en el modo de llevar a cabo esta mejora.

El punto principal de discrepancia de estos dos enfoques es el valor otorgado al trabajo
técnico. Bajo el enfoque instrumental, se piensa que nuestra forma de interactuar con los
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objetos matematicos esta determinada y expresada a través de tareas y técnicas que le dan
forma y valor, y del discurso técnico y tedrico circundante. Este enfoque se apoya en la
teoria antropoldgica de Chevallard, que le permite integrar la dimensién institucional y
defiende el papel de las técnicas y los instrumentos como mediadores del conocimiento
matematico. El enfoque constructivista, centra su atencion en el aspecto cognitivo del
aprendizaje y no otorga el mismo valor al trabajo técnico, que esta asociado a la
automatizacion de tareas y esto, en ocasiones, a la falta de comprension.

Asi, mientras que la teoria antropoldgica sostiene que el conocimiento avanza con la
automatizacion de tareas y técnicas, el enfoque constructivista mira con recelo los
automatismos que pueden encubrir una falta de comprension. Desde la perspectiva
constructivista, el conocimiento matematico se forja desarrollando destrezas cognitivas
como la intuicion, la interiorizacién y la abstraccion.

Por otro lado, estos dos paradigmas tienen en comun el interés por mejorar la ensefianza y
el aprendizaje de la matematica, a la vez que utilizan la nocién de esquema que introdujo
Piaget. Desde el constructivismo, el esquema de un individuo es la totalidad del
conocimiento que para €l estd conectado (consciente o0 inconsciente) con un topico
matematico particular (Asiala y otros, 1996); resulta de organizar estructuradamente la
coleccion de objetos, procesos y acciones que el individuo posee. Desde la
instrumentalizacion, es “la organizacion invariante de conductas para una clase de
situaciones dada” (Vergnaud, citado en Guin y Trouche, 2002, p. 205); tiene tres funciones
principales: una funcion pragmatica (permite al sujeto hacer algo), una funcion heuristica
(permite al sujeto anticipar y planear acciones) y una funcion epistémica (permite al sujeto
entender algo).

En una posicién moderadora, en cuanto al uso de las nuevas tecnologias en el aula de
matematicas, Buchberger (2003) propone el principio de caja blanca/caja negra que
proclama un uso comedido del ordenador segun la fase de aprendizaje del topico en la que
se encuentre el estudiante. La idea que subyace en este principio es secundada por diversos
autores que comparten la utilizacion del ordenador en el aula de forma controlada. Dana-
Picard y Steiner (2003) sostienen que el alumno ha de utilizar comandos de bajo nivel para
fomentar la creatividad; cuando se ha superado la comprension del concepto en cuestion,
se pueden utilizar comandos de alto nivel para realizar céalculos que ya han sido
interiorizados.

La revision bibliografica que se expone en las siguientes secciones, revela que las
investigaciones en didactica de las matematicas y nuevas tecnologias tratan de responder a
preguntas del tipo: ;,como utilizar las nuevas tecnologias para ensefiar matematicas?, ¢qué
topicos matematicos se pueden ensefiar en este nuevo entorno?, ¢hay que modificar el
curriculo, y si es asi, como?, ;cuales son las actitudes de los alumnos hacia el uso de las
nuevas tecnologias?... A pesar de que las investigaciones aportan soluciones parciales
sobre ciertos topicos concretos, estas preguntas quedan abiertas. Al margen del marco
tedrico sobre el que se desarrollen las investigaciones, y de las preguntas que se planteen,
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existen ciertas reflexiones que se repiten en muchas de ellas. Algunas de estas reflexiones
comunes referentes a la utilizacion de nuevas tecnologias en el aula son:

v Sin una buena planificacion, los efectos son negativos.

v" No es la panacea a los problemas de ensefianza-aprendizaje de las matematicas.
v Requieren un cambio profundo en la ensefianza.
v

Existen ciertas ventajas e inconvenientes que se manifiestan en algunos entornos,
en concreto con calculadoras graficas y con el uso de software especifico en
ordenadores personales.

v Existe una resistencia social e institucional al empleo de nuevas tecnologias en el
aula.

v (Estan preparados los profesores para los cambios que se avecinan al introducir
nuevas tecnologias en el aula?

v" Hace mas compleja la tarea del alumno y del profesor, ya que el manejo correcto
del nuevo entorno demanda un aprendizaje por parte de ambos.

v Requiere una renovacion de los recursos pedagogicos.
v Las nuevas tecnologias, junto con el trabajo cooperativo, mejoran el aprendizaje.

Heid (2003) afirma que “la tecnologia puede afectar al aprendizaje de los alumnos, a la
interaccion profesor-alumno, al acceso de los alumnos a las ideas matematicas y a la
naturaleza de la ensefianza de las matematicas”. Siendo asi, es necesario prestar atencion a
los resultados de las investigaciones de los dos enfoques tedricos comentados
anteriormente, el instrumental y el constructivista.

12.1 Enfoque instrumental

En los afios 80, se produce en Francia un movimiento para introducir nuevas tecnologias
en la ensefianza de las matematicas. Una década después, el equipo de investigacion al que
pertenece Artigue, se incorpora a una iniciativa del Ministerio de Educacion para
reflexionar sobre el potencial de los sistemas de calculo simbolico en la ensefianza de las
matematicas a nivel de secundaria. Con el software Derive, se lleva a cabo una
investigacion en la que se trabaja a partir del enfoque antropoldgico desarrollado por
Chevallard. La eleccion de este marco teérico se debe fundamentalmente a dos motivos.
Segun Artigue (1997), por un lado permite trabajar la dimensién social e institucional de la
integracion de las nuevas tecnologias en la ensefianza de la matematica, frente al analisis
epistemoldgico y cognitivo que mas impera. Por otro lado, ayuda a reflexionar sobre la
dimensidn técnica e instrumental del trabajo matematico, que en analisis mas conceptuales
quedan en un segundo plano. “Para Y. Chevallard, los objetos mateméticos no existen por
si mismos, sino que emergen de sistemas de practicas, practicas que son necesariamente las
practicas institucionales, en el sentido amplio que se da a este término en la teoria” (p.
138).
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Este paradigma concierne a la complejidad de la relacion entre el trabajo técnico y el
conceptual. Desde este modelo, no se pueden tener en cuenta estos problemas sin
considerar el contexto institucional, las restricciones que impone y las potencialidades que
ofrece a la ensefianza y el aprendizaje de la matematica. En palabras de Artigue, la
evolucion tecnoldgica provoca un cambio en las necesidades matematicas de las técnicas,
que no se puede identificar facilmente si no se le da la importancia debida al trabajo
técnico. Estas necesidades, surgen ligadas a la implementacion en el ordenador del
conocimiento matematico y asociadas a la evolucion de las representaciones semioticas. El
enfoque antropoldgico proporciona un marco adecuado para cuestionarse este tipo de
cambios y sus posibles efectos en la ensefianza y el aprendizaje (Artigue, 2001).

Desde la perspectiva del enfoque antropoldgico,

los objetos matematicos (...) son entidades que surgen de la practica en una institucion
dada.

Estas practicas o praxeologias, como las llama Chevallard, se describen en
términos de tareas que contienen los objetos, en términos de técnicas utilizadas para
resolver esas tareas y en términos de un discurso que explica ambas y justifica las
técnicas. Y. Chevallard distingue dos niveles en ese discurso: el tecnoldgico y el tedrico

(...).

Analizar la vida de un objeto matemaético en una institucién, entender el significado
en la institucién del “conocimiento/comprensién de un objeto”, es identificar las
praxeologias que entran en juego. En este punto, juegan un papel esencial las técnicas.
(Artigue, 2001, p. 3)

Guin y Trouche (2002) definen una técnica como un “conjunto de gestos, o acciones,
construidos por el sujeto para llevar a cabo una tarea dada” (Lagrange, citado en Guin y
Trouche, 2002, p. 206). Es un modo de “resolver una tarea, (...) un complejo engranaje de
razonamientos y de subtareas rutinarias” (Artigue, 2001, p. 3), que tienen un valor
pragmatico y epistémico que al cambiar por ser instrumentadas por el ordenador, hace que
estos valores cambien. Por otro lado, un gesto es un “componente elemental de la actividad
que puede tener diversas funciones. Para comprender su funcion, no se puede considerar de
manera aislada, sino dentro de la actividad efectuada por el estudiante para conseguir la
tarea planteada” (Touche, citado en Guin y Trouche, 2002, p. 206). Lagrange (2000) utiliza
el término geste en su sentido etimoldgico de accién finalizada. En un entorno tecnolégico,
muchas veces se llevan a cabo con la ejecucion de un comando, mientras que en un
entorno no tecnoldgico, con el lapiz y el papel. Una técnica posee un valor pragmatico, el
que le permite producir resultados, y un valor epistémico relativo al modo en el que
contribuye a comprender los objetos que involucra (Artigue, 2001).

El elemento clave de este paradigma es la génesis instrumental que Trouche (2003), define
como “un proceso complejo, que requiere tiempo y conexiona las caracteristicas de la
herramienta (sus potencialidades y sus restricciones) y la actividad del individuo, su
conocimiento, formando un método de trabajo” (p. 5). Mediante el proceso de la génesis
instrumental, un artefacto se convierte en un instrumento mediante la generacion de una
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construccion de esquemas personales, o mas frecuentemente, una apropiacion de esquemas
sociales preexistentes. Segun esta teoria, un instrumento consta de dos partes, una material
o simbdlica, el artefacto, y otra psicoldgica, el esquema, que hace de este artefacto un
instrumento. La nocién de esquema fue introducida por Piaget, y en este enfoque la
redefine Vergnaud como “la organizacién invariante de conductas para una clase de
situaciones dada” (citado en Guin y Trouche, 2002, p. 205). Para entender su funcién y
dinamismo, se deben considerar todos sus componentes: el objetivo y la anticipacion, las
reglas de accion, de informacion creciente, de toma de control y de invariantes operativos.
Estos ultimos, son el conocimiento implicito contenido en los esquemas que guian las
actividades; pueden ser de dos tipos, concepto-en-actos y teorema-en-actos, que son
conceptos 0 proposiciones aceptados implicitamente como verdaderos y forman parte de
los esquemas de accion instrumentada. Como se citd anteriormente, un esquema tiene tres
funciones principales: una funcion pragmatica (permite al agente hacer algo), una funcién
heuristica (permite al agente anticipar y planear acciones) y una funcién cognitiva (permite
al agente entender algo) (Trouche, 2003).

A continuacion, se comentan algunos trabajos relevantes que tratan de investigaciones bajo
este paradigma instrumental.

Artigue (1997) introduce los fundamentos teoricos del enfoque instrumental para enmarcar
una investigacion en la que va a analizar la integracion de entornos informéticos en la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas a nivel de secundaria. Utiliza el software de
calculo simbdlico Derive, del que, ademas de atribuirle el aumento de la motivacion de los
estudiantes, destaca otras ventajas como el facilitar la posibilidad de individualizar la
ensefianza segun las necesidades particulares de cada estudiante, permitir la “integracion
en el curriculo de problemas mas interesantes y mas ricos que los problemas escolares
usuales” (p. 142), y favorecer, de manera sencilla, el uso de un enfoque experimental.

En la misma investigacion, establece algunos requisitos, a un nivel mas cognitivo, que se
esperan de esta herramienta informatica: “favorecer un trabajo més reflexivo, estratégico y
conceptual, al liberar al alumno del trabajo técnico” (p. 142); puede remediar, en cierta
medida, las dificultades que tienen los estudiantes en cuestiones como los célculos
numéricos o el algebra elemental;

puede ayudar a desarrollar imagenes mentales, por las posibilidades que ofrece la
visualizacion, y a mejorar la comprension de la relacion entre la formulacion numérica,
grafica y algebraica, por la posibilidad del manejo conjunto de los tres enfoques; (...)
en definitiva, puede compensar ciertos efectos negativos de las calculadoras en la
concepcién de nimero desarrollada por los alumnos, por la posibilidad que ofrece de
calculos exactos. (pp. 142-143)

Uno de los hechos relevantes de esta investigacion, es el escaso nimero de profesores que
utilizan el software Derive en sus clases, y los que lo utilizan, lo hacen con tan poca
frecuencia, que no es suficiente para que el alumno se familiarice con el entorno. A este
hecho, se le atribuyen restricciones materiales e institucionales, pero Artigue esta
convencida de que tienen que existir otras razones mas profundas que la materiales, que
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justifiquen la lenta adaptacion del sistema educativo a las nuevas tecnologias, jcon lo
rapido gue avanzan!

Referente a los estudiantes, detecta cuatro posicionamientos respecto al software Derive.
Muy minoritariamente, de rechazo; minoritariamente, de confianza ciega,;
mayoritariamente Util para calcular y verificar resultados y también minoritariamente, util
para el aprendizaje.

En la investigacion que lleva a cabo, Artigue observa dos situaciones de distinta
naturaleza: situaciones construidas en torno a Derive, en las se utiliza para un tépico
matematico especifico y “aparece como un elemento esencial de medida a-didactica”, y
situaciones en las que Derive es “un elemento periférico méas de medida a-didactica,
aparece como un instrumento de trabajo, a la disposicion del alumno, que en general es
libre para utilizarlo; esto hace aumentar la viabilidad y la productividad matematica de la
situacion” (p. 147).

Ligados a los mecanismos de transposicion del saber, registra dos fendmenos didacticos: la
pseudo-transparencia y la doble referencia. EI fendmeno de pseudo-transparencia esta
ligado al desnivel existente entre lo que escribe el alumno y lo que muestra la pantalla; el
de doble referencia, a la doble interpretacion de las tareas dependiendo de si uno trabaja en
un entorno de papel y lapiz o con un software de célculo simbolico (Guin y Trouche,
2002).

En un trabajo posterior, Artigue (2001) hace hincapié en la compleja relacién entre el
trabajo técnico y la conceptualizacion. Identifica dos principios en los cuales el trabajo
instrumentado mediante software de calculo simbdlico puede ofrecer una
conceptualizacion, o mas generalmente, una progresion del conocimiento matematico. Uno
de ellos, es el poder de las técnicas instrumentales; describe un ejemplo en el que aparece
la herramienta de célculo simbolico como motor para la construccion de situaciones
didacticas, permitiendo al profesor establecer una negociacion y trabajar con sus alumnos.
En entornos tradicionales, se sabe que esto es complicado de llevar a cabo. Artigue
argumenta con este ejemplo que se ve compensada la reduccién del valor epistémico por la
mejora observada en los resultados. El segundo principio, es el nuevo potencial que
ofrecen las herramientas de calculo simbdlico. Este principio es el més facil de identificar
y el que mas esta presente en la literatura. Las herramientas de calculo simbdlico permiten
conexionar el trabajo grafico con el simbdlico, permitiendo al alumno probar
simbdlicamente las regularidades observadas graficamente. Es interesante destacar que
esto lo han utilizado en diversos proyectos de investigacion autores como Lagrange,
Trouche, o Drijvers.

Drijvers (2000, 2002) realiza un trabajo exhaustivo acerca de los obstaculos con los que se
encuentran los estudiantes al recibir la instruccion en un entorno computacional. Todos los
resultados y conclusiones, estan condicionados por el marco tedrico REM (Realistic
Mathematics Education) en el que desarrolla la investigacion. Este entorno se caracteriza
por contextualizar los problemas con situaciones del mundo que rodea a los alumnos; dar
oportunidad a los alumnos a que desarrollen sus propias técnicas, guiados por el profesor;
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llevar a cabo una progresiva matematizacion, tanto horizontal (modelizar matematicamente
una situacion problema y viceversa) como vertical (alcanzar un mayor nivel de abstraccion
matematica), a través de la reflexion; interactuar entre el profesor y los alumnos y entre
alumnos, para impulsar la discusién y la cooperacion, que juegan un papel importante en la
reflexion; e impulsar la habilidad para interactuar entre distintos tépicos.

Destaca tres posibles beneficios del uso de sistemas de algebra computacional:

v' Matematizacién horizontal: al dejar de lado la parte puramente algoritmica, permite
al alumno centrar su atencidn en la interpretacion de los resultados.

v Exploracion: permite descubrir, conjeturar, reflexionar,...
v' Facilita la integracion flexible de distintos sistemas de representacion.

Aunque también advierte de los peligros mas importantes:

v' Herramienta top-down: ya estad todo inventado, por lo que puede frustrar la
motivacion del alumno por construir o reinventar.

v Caja negra: el modo de operar de la herramienta informatica es desconocido para el
alumno.

v’ Idiosincrasia: cada herramienta tiene su propia sintaxis y un modo particular de
visualizar los resultados que el alumno ha de conocer.

Los resultados referentes a los obstaculos que surgen cuando los estudiantes trabajan en un
entorno computacional se tratan en la seccién | 3.2 de esta memoria.

Relacionado con la utilizacion de herramientas tecnoldgicas en el aula, pero centrando el
estudio en las calculadoras graficas, Guin y Trouche (1999) analizan las restricciones y las
ventajas del uso de la calculadora grafica en el aula. Las restricciones son las que Trouche
caracteriza en su trabajo de tesis doctoral: restricciones internas, restricciones de comandos
y restricciones de organizacion.

v’ Las restricciones internas estan “ligadas a la representacién interna de los objetos y
sus procesos de calculo” (p. 203). A su vez se catalogan en aquellas cuya causa son
las limitaciones inevitables de memoria, las debidas al también inevitable proceso
de hacer discreto el trazo de un grafico por las propiedades de la pantalla, y
aquellas “ligadas a la coexistencia de distintos modos de célculo” (p. 204), el
exacto y el aproximado.

v’ Las restricciones de comandos estan ligadas a las posibilidades de eleccion, por
parte del usuario, de los comandos que han de ejecutarse. Es ineludible el
conocimiento y la memorizacién de dichos comandos que, a pesar de la ayuda que
facilitan las herramientas, suelen generar problemas. En contra de lo que
normalmente se piensa acerca de la falta de reflexion asociada a la utilizacion de
comandos, estos autores creen que las limitaciones propias de los comandos pueden
generar situaciones en las que se produzca esta reflexion.
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v’ Las restricciones de organizacion estan “ligadas al acceso a los comandos y su
organizacion” (p. 203).

En cuanto a las ventajas, destacan la posibilidad que ofrecen los nuevos entornos de trabajo
para manipular los distintos enfoques grafico, algebraico y de tablas, que fomentan el
trabajo experimental. Estos cambios de registro, favorecen el descubrimiento de las
propiedades invariantes de los conceptos matematicos. Ademas, frente a los ordenadores
personales, las calculadores gréficas ofrecen la ventaja de estar disponibles en cualquier
momento, sin necesidad de acondicionar un aula con un ordenador de sobremesa para cada
alumno, o de disponer en casa del software apropiado.

A parte de las restricciones mencionadas, hay que tener en cuenta los inconvenientes
derivados del mal uso de las nuevas tecnologias. En esta investigacion, en concreto, se
menciona el bajo porcentaje de profesores que utilizan las calculadoras graficas en sus
clases. Esto no solo no evita que el alumno las utilice, sino que provoca que el alumno mal
interprete la informacion de las graficas y le lleve a adoptar reglas incorrectas. Ademas, no
hay que olvidar que los “efectos de la visualizacion pueden ser mucho méas complejos de lo
que habitualmente se considera. (...) [Ya que] la calculadora no es un instrumento
matematico eficiente per se” (pp. 198-199), es necesario que el profesor intervenga para
evitar este tipo de inconvenientes.

Guin y Trouche (2005) reiteran la importancia y la complejidad del papel que desarrolla el
profesor en el proceso de ensefianza e instan a facilitar su labor mediante un programa de
formacion a distancia para dar soporte a los profesores que utilizan nuevas tecnologias en
el aula. Con ello, se podria subsanar la falta de formacion y de medios de que dispone el
profesor para llevar al aula las herramientas de célculo simbdlico (calculadoras simbdlicas
0 software para ordenadores personales).

Para que el profesor promueva la instrumentalizacion de las calculadoras graficas, Guin y
Trouche (1999) proponen tres sugerencias: desde el punto de vista institucional, dedicar
mas tiempo al trabajo exploratorio del alumno y disponer correctamente el mobiliario del
aula; desde el punto de vista tecnoldgico, limitar el numero de comandos introducidos en
cada actividad, dedicar el tiempo suficiente al aprendizaje de los distintos registros, grafico
y numeérico, relacionar los dos entornos en las actividades, proporcionar técnicas
instrumentadas eficientes, y tener en cuenta el curriculo oficial; desde el punto de vista
psicologico, adaptar la instruccion a la capacidad de los alumnos y facilitar el trabajo
experimental.

Lagrange (2000) reflexiona acerca de la manipulacion algebraica y la comprension, en la
ensefianza tradicional y en la ensefianza que utiliza programas de céalculo simbdlico.
Afirma que,

si la integracion de un instrumento tecnoldgico tiende a reducir la dimensidon técnica de
la actividad matematica a un papel accesorio, no puede realmente contribuir a la
adquisicién de conceptos: los alumnos se van a encontrar con las trampas de la doble
referencia y de la experimentacion a ciegas. En contraposicion, la consideracion de
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técnicas es, junto con la instrumentalizacion, una de las claves que permiten pensar en
la incorporacion de la tecnologia en la ensefianza. (p. 26)

En este trabajo, trata de contestar, principalmente, a dos cuestiones: una relacionada con
las matemaéticas experimentales, el papel de las nuevas tecnologias en su desarrollo y los
problemas de su transposicion en la ensefianza, y otra, a como varia la comprensién de los
alumnos en ambientes tecnoldgicos y qué relaciones aparecen entre el trabajo técnico vy el
conceptual.

Describe dos caracteristicas importantes de los lenguajes de calculo simbélico tipo Derive,
Maple o Mathematica, que afectan a la actividad matematica cuando se utilizan en el aula:
la inmediatez de las acciones y el fenémeno de la doble referencia. Para Lagrange, la
importancia de las acciones recae en su finalidad y la reflexion que puedan suscitar, mas
que en el comando concreto que se halla ejecutado o lo que se haya escrito con lapiz y
papel. La rapidez con la que un ordenador ejecuta un comando, bien sea para calcular un
limite, o para representar una grafica, “no garantiza la productividad matematica que dara a
la actividad un verdadero caracter ‘experimental’” (p. 5). Por otro lado, la interaccion con
un software de calculo simbdlico implica para el estudiante lidiar con los significados
matematicos y a la vez con la logica algoritmica del sistema informatico. Para que el
fendomeno de la doble referencia no tenga un efecto negativo en el aprendizaje, es necesaria
la anticipacion del profesor a este fendmeno, instruyendo a sus alumnos en el buen uso de
la herramienta.

Recalca el aspecto positivo del uso de herramientas informaticas al evitar errores de
calculo y liberar al alumno de las tareas manipulativas. En contraposicion, los calculos a
veces provocan una reflexion y una experimentacion que las herramientas no siempre
permiten que se lleven a cabo, y la utilizacion de herramientas de célculo simbdlico puede
introducir errores debido a la sintaxis y a la semantica del software que se utilice.

También Trouche (2004) concluye algunas ventajas e inconvenientes acerca de la
informatizacion de los entornos de aprendizaje. Por un lado, muestra las capacidades de un
atil y de su puesta en marcha en un entorno dado, evidencia la importancia del tiempo en la
construccion de un instrumento e infunde la necesidad de adecuar los entornos
(orquestacion instrumental) para asegurar la viabilidad de los Utiles y su transformacion en
instrumentos. Por otro lado, hace mas compleja la tarea del alumno y del profesor, ya que
el nuevo entorno demanda un aprendizaje para su correcto manejo y requiere una
renovacion de los recursos pedagogicos.

1 2.2 Enfoque constructivista

El trabajo de Piaget es el punto de partida de las investigaciones bajo el paradigma
constructivista. Segun esta escuela, el conocimiento de un individuo se construye con la
encapsulacion de procesos y acciones en objetos matematicos. Se van a comentar dos
corrientes en las que el ordenador juega un papel importante en el aprendizaje de la
matematica, tanto es asi, que en ambas se ha desarrollado un software especifico para
materializar sus teorias.
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En los trabajos del grupo RUMEC, dentro del ciclo de ensefianza ACE (ver apartado |
1.5.1) el ordenador se utiliza como fuente de experiencia, a traves de la programacion, para
favorecer las construcciones mentales que llevan al alumno a tematizar un esquema.
Dentro de este grupo se ha desarrollado el lenguaje ISETL (Dubinsky, 1995) que es una
adaptacion del lenguaje de programacion SETL de Jack Schwartz para la ensefianza de la
matematica.

En la corriente de Tall y Gray, el ordenador juega el papel de herramienta en forma de
organizador genérico y, segun el caso, cibernético. El organizador genérico, ha de ayudar
al alumno a conseguir experiencias que le proporcionen una estructura cognitiva sobre la
que pueda construir conceptos abstractos. Asi, con una secuencia diferente a la tradicional
encapsulacion por repeticion de tareas hasta hacerlas rutinarias, se puede desarrollar un
esquema conceptual mas rico (Tall, 1993). Los entornos de aprendizaje basados en nuevas
tecnologias, facilitan la exploracion y la experimentacion de un concepto antes de definirlo
formalmente. Para obtener los beneficios que pueden aportar, es necesario un buen disefio
de actividades, sin olvidar el papel del profesor como mediador y guia. Para ello, Tall
(2000) propone el principio de construccion selectiva basado en el disefio de software que
permita al estudiante centrar su foco de atencion en la parte conceptual mientras el
ordenador lleva a cabo, de manera oculta, la parte procedimental. Asi, mientras que con un
enfoque tradicional el alumno ha de familiarizarse con la parte rutinaria antes de conocer el
concepto subyacente, con este enfoque, el ordenador realiza estas tareas rutinarias,
permitiendo el contacto del alumno con el concepto antes, después o durante la fase
procedimental (Tall, 1993). En su teoria, define los organizadores genéricos como
entornos que permiten explorar ejemplos y contraejemplos de procesos 0 conceptos,
mediante la ejecucion de instrucciones que introduce el usuario a través de comandos. El
organizador genérico se limita a realizar su labor de herramienta, dejando para el usuario la
labor de control y el poder de decision sobre la correccion de los resultados. Cuando un
organizador genérico permite, ademas, programar acciones, se le llama organizador
cibernético (Tall, 1990). La complejidad con la que el ordenador manipula internamente
los proceptos, hace que se clasifiquen en tres tipos: operacionales, plantilla, o estructurales
(Tall, 1995). Los operacionales requieren programar un algoritmo sencillo que los efectue,
mientras que los plantilla se manipulan de distinta forma segun el contexto. Los
estructurales, requieren de una programacion mas compleja, utilizando mas algoritmos
para su ejecucion. Segun esta clasificacion, un procepto puede ser, por ejemplo,
operacional para la maquina pero no para el estudiante.

Tanto en el entorno del grupo RUMEC como en el de Tall y Gray, el ordenador se utiliza
como herramienta que facilita la construccion de esquemas mentales ricos; en el caso del
paradigma RUMEC, apoyandose en una instruccion disefiada a partir de la descomposicion
genética del topico matematico y aplicando el ciclo ACE; en la teoria del procepto, a través
de la experimentacion con ejemplos y contragjemplos.

A continuacién, se comentan algunos trabajos relevantes que tratan de investigaciones bajo
este paradigma constructivista.
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Asiala y otros (1996), proponen un modelo de ensefianza que facilite la reflexion en los
alumnos. Lo que pretenden es que el trabajo que lleven a cabo los alumnos con el
ordenador les afecte a la mente, y esto ocurre de tres formas distintas:

v' Fomentando construcciones mentales directamente, a través del disefio de tareas
que incidan en las fases de la descomposicion genética propuesta en el analisis
teorico (ver apartado 1 1.5.1). Para ello, se proponen a los alumnos la realizacion de
pequefios programas para construir conceptos matematicos a nivel de accion,
interiorizar acciones en procesos, construir conceptos matematicos a nivel de
proceso, encapsular procesos en objetos, y finalmente construir esquemas.

v’ Proporcionando una base de experiencia para facilitar la abstraccion.

v A través de efectos indirectos, como los observados en alguna experiencia en la
que, tras la practica con programas de calculo simbolico, se percibe mayor riqueza
en las respuestas de los alumnos y una evolucion de la concepcién accion a la
concepcion proceso.

En un trabajo antiguo, Ayers, Davis, Dubinsky, y Lewin (1988) realizaron un analisis
comparativo entre un grupo que recibe la instruccién en un entorno informéatico con UNIX
y un grupo de control con ensefianza tradicional, para el aprendizaje de la composicion de
funciones. Una de las conclusiones mas relevantes de esta investigacion, aparte de que no
se haya observado desventaja en la manipulacion algebraica por parte de los alumnos del
grupo experimental, es el hecho de que el ordenador aporte un entorno en el que se
favorece la abstraccion reflexiva (en el sentido APOS), entre otros motivos, por la
atraccion que ejerce el entorno informatico en los estudiantes.

También Breidenbach, Dubinsky, Hawks, y Nichols (1992) apoyan este resultado al
observar una mejora en la comprensién de los estudiantes debida, en parte, al entorno de
trabajo en el que se ha llevado a cabo la instruccion. Este entorno utiliza el lenguaje ISETL
que, como se indicé anteriormente, ha sido disefiado con una sintaxis muy parecida a la
notacion matematica estandar para crear una herramienta sencilla de manejar.

La creacidn de este lenguaje se debe a Dubinsky (1995), que muestra con algunos ejemplos
como la programacion de codigo con este programa puede facilitar al alumno la
construccion de acciones, procesos, y objetos relativos a un tépico matematico, y los
procesos de interiorizacion y encapsulacion.

Gray y Tall (1994) afirman que al realizar el ordenador la parte mecanica, el alumno puede
concentrarse en los resultados y mejorar asi su aprendizaje.

Para Mackie (2002) el ordenador es un medio, no un fin. Es una herramienta que ofrece al
alumno un entorno de descubrimiento para construir su propio conocimiento. Advierte de
los peligros que encierran las herramientas de calculo simbolico por la pérdida de
habilidades en la manipulacién algebraica, que muchos matematicos consideran
fundamental para la comprensién de ciertos topicos; pero también destaca como facilitan el
desarrollo de una mejor comprension de los conceptos matematicos, al “cambiar el énfasis
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de la ensefianza y el aprendizaje del calculo desde las técnicas y la manipulacion simbolica
de rutinas hacia un nivel superior de destrezas cognitivas que se centran en los conceptos y
la resolucién de problemas” (p. 1). La caracteristica de los sistemas de algebra
computacional de facilitar enfoques gréaficos, analiticos y algebraicos de un topico, destaca
la ventaja que ofrecen para transferir el conocimiento aprendido de una tarea a otra y
moverse entre distintas representaciones de objetos matematicos, ambos claves indicadoras
de la profundidad del aprendizaje y la comprension conceptual.

Pero Mackie también advierte del peligro que entrafia el conocimiento sélo parcial del
entorno de la herramienta informatica. Desde luego, sin el conocimiento del lenguaje de la
herramienta y sin la comprension del concepto matematico, se producen situaciones en las
que la herramienta produce matemaéticas sin sentido. Los errores de la sintaxis de la
herramienta se pueden subsanar facilmente si el alumno se da cuenta de que algo va mal,
pero no siempre tiene el conocimiento necesario para ello.

Al igual que Dubinsky, también Tall (1990, 1993) disefid un software que permite al
estudiante centrar su foco de atencion en la parte conceptual mientras el ordenador lleva a
cabo, de manera oculta, la parte procedimental. En esto se basa el principio de
construccion selectiva con el que, en un entorno computacional, se consigue una mejor
formacion del esquema conceptual debido a que este entorno facilita una secuencia
didactica distinta a la tradicional mecanizacion y encapsulacion por repeticion.

Para Tall (1990), los ordenadores son herramientas que han de utilizarse para “suplementar
y complementar los procesos del pensamiento humano” (p. 55), siendo necesaria la
intervencion de profesor como mediador y guia en el proceso de aprendizaje (Tall, 2000)
para obtener las capacidades que ofrece el entorno computacional.

Tall (2000) propone explorar un concepto antes de definirlo o conocerlo formalmente, y el
uso de las nuevas tecnologias hace viable esta propuesta que huye de la tradicional
secuencia de aprendizaje. Ademas, aun sin realizar un estudio exhaustivo del nimero de
estudiantes de Analisis Matematico que seran futuros matematicos, podemos asegurar que
es inferior al de estudiantes de Analisis Matematico que terminaran sus estudios superiores
en otras disciplinas menos formales, como ingenierias u otras carreras de ciencias. Esto
compensa el que se utilicen propuestas que huyen del formalismo y se centran en la
comprension.

Tall, Smith, y Piez (2008), tras analizar un gran numero de investigaciones en las que se
trabaja con un entorno computacional, destacan la atmosfera de cooperacion que fomenta
la experimentacion y la discusion, y complementa la construccion personal del
conocimiento de muchas propuestas innovadoras que utilizan un entorno computacional.
Estos autores sintetizan la evolucion de las tecnologias aplicadas al célculo en cinco
etapas:

v’ etapa de algoritmos numéricos: se utilizan lenguajes de programacién como BASIC
o ISETL disefiados especificamente para desarrollar conceptos matematicos.
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v etapa de visualizacion grafica: el potencial de las pantallas para realizar
representaciones graficas promueve nuevos enfoques que pretenden ayudar a que el
estudiante visualice las ideas matematicas. Sin embargo, no hay que perder de vista
las restricciones de las pantallas del ordenador y el peligro que esto supone por la
interpretacion que se pueda dar a una representacion grafica en el plano cartesiano.

v’ etapa de control activo: el desarrollo de interfaces que permiten la intervencion
directa del usuario (normalmente haciendo uso del raton), pone al alcance del
usuario (en este caso el estudiante) una herramienta con un alto potencial para la
exploracién y para manipular objetos matematicos.

v’ etapa de herramientas de calculo simbélico: programas como Mathematica o Maple
sirven de apoyo a un buen disefio curricular para liberar a los estudiantes de los
calculos algoritmicos y centrar su atencion en los conceptos esenciales; pero sin
una buena planificacion por parte del profesor, no representan una mejora (los
alumnos aprenden lo que hacen, y si se limitan a apretar un botdn sin centrarse en
los conceptos esenciales, solo aprenderan a apretar un boton).

v etapa de nuevas tecnologias: actualmente vivimos en un periodo de gran
crecimiento tecnoldgico que pone a nuestra disposicién nuevas herramientas con
las que intervenir en los procesos de ensefianza y aprendizaje. Las nuevas
tecnologias como el World Wide Web o el software multimedia siguen
planteandonos el reto de evaluar como intervienen en el aprendizaje.

A pesar de que las nuevas tecnologias estan ahi, por lo que ¢por qué no usarlas?, no se
puede dar una respuesta definitiva a la cuestion de si el uso de las tecnologias, en general,
es mejor. De hecho, muchos estudios revelan que el uso del ordenador sin mas no aporta
nada; entre otros factores, porque es necesario un buen disefio de la instruccién para que el
ordenador contribuya a conseguir un aprendizaje eficiente (Tall, 2000).

1 2.3 El principio de caja blanca / caja negra

Existen dos posturas extremas en cuanto a la utilizacion de herramientas informéticas, o
mas generalmente, de nuevas tecnologias, en la ensefianza-aprendizaje de las matematicas:
la de aquellos que defienden no utilizar las herramientas informaticas en el proceso de
ensefianza-aprendizaje por el peligro que suponen al reducir ciertas habilidades de los
estudiantes, y la de aquellos que consideran que las herramientas informaticas son la
panacea para los problemas rutinarios y que habra que poner hincapié en ensefiar a manejar
estas herramientas. Con objeto de reducir la distancia entre estas dos posturas
contrapuestas, Buchberger introdujo en 1989 el principio White-Box/Black-Box sustentado
por un modelo de ensefianza basado en lo que él denomina la espiral de la creatividad o de
la invencion.

En este modelo, el topico matematico que se ensefia pasa por dos fases, la fase de caja
blanca (White-Box) y la de caja negra (Black-Box). En la fase de caja blanca, el topico
matematico es nuevo para el alumno y no debe utilizarse el ordenador para aquellos
algoritmos que le atafien directamente. En la fase de caja negra, el alumno ha superado la
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etapa de aprendizaje de este topico y puede utilizar el ordenador para ejecutar el algoritmo
referido al concepto ya aprendido (Buchberger, 1997).

Facts

Results

Algorithm
Method Conjecture

Insight

Theorem

Knowledge

Figura 1. Espiral del aprendizaje.

Cuando Buchberger alude en su discurso al uso de las nuevas tecnologias, se refiere a la
utilizacion del ordenador para ejecutar un algoritmo matematico. En su propuesta, el uso
del ordenador toma una postura intermedia entre las expuestas anteriormente, de modo que
ni se repudia, ni se asume sin restricciones, sino que se emplea, en mayor o menor medida,
dependiendo de la fase de aprendizaje en la que se sitle el topico matematico. Las
restricciones que imperan en cada fase han de ser controladas por el profesor, para facilitar
la interiorizacion de los conceptos que se pretenden transmitir.

Uno de los ejemplos propuestos por Buchberger concierne al tema de los sistemas lineales
y no lineales (Buchberger, 2003). Cuando se ensefian sistemas lineales, el topico de
operaciones aritméticas esta en la fase de caja negra, por lo que es optimo utilizar el
ordenador para realizar estas operaciones. Algunos topicos, como los sistemas
triangularizables, algunos sistemas lineales, el teorema de Gauss o el algoritmo de Gauss,
estan en la fase de caja blanca, por lo que no se debe utilizar el ordenador para realizar
algoritmos que involucren la solucion directa de estos problemas. El ordenador se utiliza
de modo restringido.

Sistemas
triangularizables

Teorema

Algunos de Gauss

sistemas lineales

Algoritmo
de Gauss

Figura 2. Caja blanca/Caja negra en el aprendizaje de los sistemas lineales.
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Prosiguiendo en la espiral de aprendizaje, los sistemas no lineales se ensefian cuando se ha
superado la fase de aprendizaje de los sistemas lineales. En este punto, el algoritmo de
Gauss esta en fase de caja negra. Puesto que ahora la caja blanca contiene a los sistemas no
lineales, es licito utilizar el ordenador para resolver, por ejemplo, un sistema lineal por el
método de Gauss. Se sigue utilizando el ordenador, pero con otra restriccion.

SIHENES
triangularizables

1

Sistemas no
lineales

Célculos
aritméticos

Teorema
de Gauss

Algunos sistemas
lineales

Algoritmo
de Gauss

Figura 3. Caja blanca/Caja negra en el aprendizaje de los sistemas no lineales.

La espiral de aprendizaje es recursiva porque, lo que en un momento es una caja blanca, se
convierte en caja negra una vez superada su instruccion.

Esta propuesta para el uso del ordenador en la ensefianza-aprendizaje de las matematicas,
en la que sélo se permite manejar con el ordenador aquellos conceptos que ya se conocen,
va en la linea de la reflexion de Monaghan (citado en Stacey, Kendal, y Pierce, 2002) que
propone que el alumno realice a mano aquellos algoritmos que jueguen un papel
importante en el desarrollo cognitivo, o aquellos que contienen un principio que sea
importante para un desarrollo posterior.

En este sentido, el algoritmo de Gauss para resolver un sistema lineal de ecuaciones, juega
un papel importante cuando se estdn estudiando los sistemas lineales, y deja de ser
relevante cuando el alumno ha interiorizado este proceso y su resolucion no le aporta
conceptualmente nada.

En el caso del aprendizaje de las sucesiones numéricas a nivel de primer curso de
universidad, los topicos del Analisis Matematico funciones reales y limites de funciones
reales, se sitUan en la fase caja negra. Ya que éstos son conceptos que se estudian en
Bachillerato, se puede utilizar el ordenador para representar graficamente una funcién real,
o calcular ciertos limites que ayuden a obtener resultados parciales al aplicar algun criterio
de convergencia de sucesiones numéricas. Como el topico de sucesién numérica, esta en la
fase caja blanca, no es dptimo calcular el limite de una sucesion utilizando, por ejemplo, el
comando limit de Maple.
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Sucesion
mondétona

Funcién
real

Sucesién
acotada
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funcion real

Criterio de convergencia
de sucesion

Figura 4. Caja blanca/Caja negra en el aprendizaje de las sucesiones numéricas.

Siguiendo con la espiral de aprendizaje, una vez que las sucesiones numéricas de términos
positivos, que no tengan una expresion del término general en la forma de suma parcial,
pasen a la fase de caja negra, el topico de series numeéricas de términos positivos entrard en
la fase de caja blanca.

Sucesion
monotona
r Funcién Sucesion
Criterios de real acotada
convergencia de
series numéricas
Limite de
\ funcion real
Criterio de convergencia
Sucesion de de sucesion

sumas parciales

Figura 5. Caja blanca/Caja negra en el aprendizaje de las series numéricas.

En unas matematicas méas avanzadas, por ejemplo con series de funciones, el estudio de la
convergencia de una serie numérica utilizando un programa de célculo simbdélico estaria en
la fase de caja negra, mientras los criterios de convergencia de series de funciones estarian
en fase de caja blanca.

1 2.4 Otros enfoques

A continuacion se recapitulan los principales resultados de algunas investigaciones que, al
margen del paradigma tedrico bajo el que se desarrollan, se centran en el uso de nuevas
tecnologias en el aula.

1241  El papel del profesor

La introduccion del ordenador en el aula genera cambios en la labor del docente que no se
pueden obviar. Segun Balderas (1999), cambia la actividad profesional del profesor por su
relacion con el nuevo entorno de trabajo (otras formas de disefiar y resolver tareas,...) y
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cambia el modo de comunicarse con sus alumnos y, en general, con la comunidad docente
y cientifica (correo electronico, paginas Web,...).

Estos cambios, demandan una formacion técnica de los profesores para desenvolverse con
soltura en el entorno de las nuevas tecnologias (internet, correo electrénico, software de
calculo simbodlico,...) y originan obstaculos que pueden surgir por problemas puramente
técnicos (problemas con la red, falta de memoria, gestion de ficheros,...). No hay que
olvidar que la mayoria de los docentes forman parte de una generacién que no se formé en
este entorno y esto provoca, en algunos casos, no sélo errores sino también un rechazo
hacia los cambios innovadores. Uno de los motivos de rechazo puede ser el hecho de que
el profesor vea mermada las fuentes donde consultar, ya que muchos libros de texto se han
escrito antes de la era tecnoldgica y estan desfasados respecto de las nuevas tecnologias y
las nuevas metodologias de ensefianza que éstas conllevan.

Kendal y Stacey (2002) compararon la instruccion de dos profesores que utilizan
herramientas de célculo simbdlico de modo diferente. Uno de ellos la utiliza para mejorar
la comprension y restringe su uso porque considera que realizar a mano algunas
operaciones algebraicas facilita la comprension. El otro, considera que la herramienta
ahorra tiempo en los célculos rutinarios, por lo que no restringe su uso para facilitar las
operaciones. El analisis de los dos tipos distintos de ensefianza que llevan a cabo los
profesores voluntarios, les hace reflexionar sobre qué debe cambiar en el ambito educativo
para introducir adecuadamente las herramientas de calculo simbdlico en el aula.

Una vez que el profesor introduce el ordenador en el aula, ha de posicionarse entre estas
dos posturas que se reflejan en la investigacion de Kendal y Stacey (2002). Monaghan
(citado en Stacey y otros, 2002), al igual de Buchberger (2003) y Dana-Picard y Steiner
(2003), sugiere que los estudiantes realicen a mano aquellos algoritmos que jueguen un
papel importante en el desarrollo cognitivo, o aquellos que contengan un principio que sea
importante para un desarrollo posterior. Pero, aqui esta la gran pregunta, ¢cuales son esos?
La respuesta a esta cuestion es uno de los retos que se le plantean al profesor cuando ha de
planificar el curriculo.

También Guin y Trouche (2005) aluden a la falta de formacion y de medios de que dispone
el profesor como uno de los problemas que se plantean al introducir las herramientas de
calculo simbdlico (calculadoras simbolicas o software para ordenadores personales) en el
aula. Desde el paradigma instrumental, insta a facilitar su labor mediante un programa de
formacion a distancia para dar soporte a los profesores que utilizan nuevas tecnologias en
el aula.

12.4.2  Ensefianza tradicional versus nuevas tecnologias

En general, en las investigaciones que analizan comparativamente un grupo que recibe la
instruccion en un entorno computacional y otro grupo de control con ensefianza
tradicional, no se observan desventajas en la manipulacion algebraica por parte de los
estudiantes que reciben la instruccion con nuevas tecnologias (Heid, 1988; Ayers y otros,
1998; Soto-Johnson, 1998). Sin embargo, son muchos los trabajos que constatan una
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mejoria en el proceso de aprendizaje, en cuanto a comprension del topico matematico
objeto de estudio, cuando se utiliza un entorno computacional (Balderas, 1999;
Breidenbach y otros, 1992; Camacho y Depool, 2001a, 2001b, 2001c; Soto-Johnson, 1998;
McDonald y otros, 2000; Galbraith y Haines, 1998; O’Callaghan, 1998; Palmiter, 1991).
Uno de los factores que contribuyen a esta mejoria, es la actitud positiva que, en general,
muestran los estudiantes hacia el uso de herramientas de calculo simbolico en la clase de
matematicas. Ademas, las propuestas curriculares innovadoras suelen requerir la
participacion activa del estudiante, con lo cual se introduce un elemento que contribuye a
mejorar el aprendizaje. No obstante, hay que tener en cuenta que en muchas ocasiones los
individuos trabajan mejor cuando saben que forman parte de un experimento (Palmiter,
1991).

12.4.3  Propuestas curriculares

Muchos trabajos se desarrollan en torno a una propuesta curricular innovadora en cuanto a
la introduccién del ordenador en el aula, (Breidenbach y otros, 1992; Buchberger, 2003;
Camacho y Depool, 2003a, 2003b; Guzman, 1991; Guin y Trouche, 1999; Heid, 1988;
Kidron, 2001; Kimmis, 2004; Llorens y Santonjan, 1997; Soto-Johnson, 1998; Trouche,
2004). Con ella, principalmente se pretende crear un escenario que satisfaga algunas de las
siguientes caracteristicas:

v que el alumno pueda explorar, plantear conjeturas, y evaluarlas y sintetizar los
resultados;

v/ que permita trabajar de manera grafica y analitica, y muestre asi otro enfoque
distinto al algoritmico;

v que libere al alumno de célculos, facilitando el trabajo experimental y de ese modo
pueda centrar su atencion en el porqué de los resultados;

v que les ayude a enfocar su atencion en aspectos mas globales de la resolucién de
los problemas;

que les haga sentir confianza en los resultados que obtienen;
que ayude al estudiante a construir su propio conocimiento matematico;

que sea sencillo en el manejo y eficaz;

AN NI NN

que favorezca la visualizacion.

Hitt (2003) propone un “uso reflexivo de la tecnologia”, destacando su papel de
herramienta que permite manipular diferentes representaciones y, con ello, favorecer la
construccion de los conceptos matematicos. También Kidron (2002) destaca la facilidad
con la que el ordenador pone al alcance del estudiante distintas representaciones del mismo
concepto, y lo pone en préactica proponiendo el uso de animaciones graficas en el
ordenador que ponen al alcance del estudiante el manejo del concepto de suma infinita
desde un enfoque analitico y algebraico. Con ello se ayuda al estudiante a que perciba una
serie como el limite de un proceso infinito.
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| 3 DIFICULTADES, ERRORES, OBSTACULOS

Es un hecho indiscutible que los estudiantes se encuentran con no pocas dificultades en el
aprendizaje de las matemaéticas, se enfrentan a obstaculos, y cometen errores. El estudio de
estas dificultades, errores, y obstaculos, se ha convertido en un aspecto importante de
muchas investigaciones (Blanco, 2001; Cornu, 1991; Drijvers, 2002; Herscovics, 1989;
Llorens y Santonjan, 1997; Sierpinska, 1985; Socas, 1997, 2007; Tall, 1994) que tratan de
aportar alguna solucion, aunque sea parcial, a los problemas que involucran la ensefianza y
el aprendizaje de las matematicas.

Socas (1997) sintetiza esta realidad afirmando que:

El aprendizaje de las Matematicas genera muchas dificultades a los alumnos y éstas son
de naturalezas distintas....

Estas dificultades se conectan y refuerzan en redes complejas que se concretan en la
practica en forma de obstaculos y se manifiestan en los alumnos en forma de errores.
(p. 125)

En este apartado se trataran estos aspectos.

1 3.1 Dificultades

Los argumentos mas sencillos para explicar las dificultades que encuentran los estudiantes
cuando aprenden matematicas suelen recaer sobre una ensefianza inadecuada o un bajo
potencial intelectual de los estudiantes. Sin embargo, es posible encontrar otras
justificaciones. Herscovics (1989), busca una explicacion a las dificultades que aparecen
en el aprendizaje del algebra teniendo en cuenta tres puntos de vista diferentes:

v Desde el punto de vista histérico, el algebra, comparada con otras disciplinas como
la aritmética o la geometria, es una disciplina relativamente joven. “Histéricamente,
su nacimiento fue tardio y su crecimiento bastante lento” (p. 61) debido en parte a
su alto nivel de abstraccion, a que maneja elementos que no son nNumMeéricos ni
figurativos, y a su representacion simbdlica.

v Desde el punto de vista epistemolégico, al igual que los obstaculos epistemolégicos
definidos por Bachelard se consideran impulsores inseparables del desarrollo del
pensamiento cientifico, también los obstaculos cognitivos se consideran piezas
clave en el desarrollo de los esquemas conceptuales de un individuo, e igualmente
son propios de la construccién individual del conocimiento.

v" Desde el punto de vista psicoldgico, se necesita un marco tedrico de referencia que
siente las bases de como se construye el conocimiento. Uno de los marcos teéricos
utilizados por las investigaciones de naturaleza constructivista es la teoria de Piaget
de la equilibracion y la abstraccion reflexiva. Desde esta perspectiva (ver apartado |
1.4), la acomodacién conlleva cambios en la estructura cognitiva del individuo que
son necesarios para la adquisicion del nuevo conocimiento. Pero no es facil
modificar la estructura cognitiva que posee el estudiante y asi, su existencia se
convierte en un obstaculo cognitivo para la construccion de estructuras nuevas. Por
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ejemplo, algunas investigaciones como las de Collins, Davis o Matz (citados en
Herscovics, 1989), muestran como la aritmética es una “fuente de dificultades para
la construccion del significado de las expresiones algebraicas” (p. 62).

Para Socas (1997) las dificultades del aprendizaje de las mateméticas proceden
generalmente del microsistema educativo: alumno, materia, profesor e institucion escolar.
Este autor distingue cinco grandes categorias que describen la procedencia de las
dificultades:

v

34

Dificultades asociadas a la complejidad de los objetos matematicos: “el lenguaje de
las Matematicas opera en dos niveles, el nivel semantico -los signos son dados con
un significado claro y preciso-, y el nivel sintactico -los signos pueden ser operados
mediante reglas sin referencia directa a ningun significado-" (p. 130). Es decir, los
objetos matematicos se presentan bajo dos posibles estatus que son los que ponen
de manifiesto la naturaleza abstracta y la complejidad de los mismaos.

o0 El estatus operacional tiene un caracter dinamico y en él los objetos se ven
COMO Procesos.

o El estatus conceptual tiene un caracter estatico y en él los objetos se ven
como una entidad conceptual.

Dificultades asociadas a la complejidad de los procesos de pensamiento
matematico: la naturaleza logica de las matematicas exige que se fomente el
pensamiento l6gico, sin necesidad de ser formal, como “una destreza de alto nivel
que resulta necesaria para alcanzar determinados niveles de competencia
matematica” (p. 131). Pero en muchas ocasiones, en el aula de matematicas se
genera una logica escolar diferente a la logica social; asi, “los modos de
pensamiento matematico provocan rupturas que se convierten en dificultades en el
proceso normal de construccion del conocimiento matematico” (p. 132); el saber
matematico anterior produce modelos implicitos que pueden ser inadecuados tras la
adquisiciéon de nuevos conocimientos. El profesor ha de tener constancia de estas
dificultades para disefiar estrategias que las hagan explicitas a fin de facilitar su
superacion.

Dificultades asociadas a los procesos de ensefianza desarrollados para el
aprendizaje de las matematicas: tienen que ver con la institucién, el curriculo y con
los métodos de ensefianza.

Dificultades asociadas a los procesos del desarrollo cognitivo de los alumnos: esta
informacion es muy valiosa para el profesor a la hora de disefiar secuencias de
aprendizaje. Para ello, hay que apoyarse en alguno de los diferentes enfoques que
describen el desarrollo cognitivo del individuo (jerarquico, evolutivo,
constructivista, estructuralista,...).

Dificultades asociadas a las actitudes afectivas y emociones hacia las matematicas:
la naturaleza jerarquica del conocimiento matematico, la actitud de los profesores,
las creencias trasmitidas por los padres, etc., pueden producir sentimientos de
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ansiedad o miedo que ocasionan bloqueos de origen afectivo que interfieren en el
aprendizaje.

Por tanto, las dificultades “pueden abordarse desde varias perspectivas segiin pongamos
énfasis en uno u otro elemento: desarrollo cognitivo de los alumnos, curriculo de
matematicas y métodos de ensefianza” (p. 125). Segun Palarea (1998), las dificultades
asociadas a la propia disciplina (debidas a la complejidad de los objetos matematicos y a la
complejidad de los procesos de pensamiento matematico), en general, no pueden evitarse,
pero es necesario conocerlas para que el profesor implemente estrategias de ensefianza-
aprendizaje que las expliciten para facilitar la adquisicion de nuevos conocimientos.

1 3.2 Obstaculos

El filésofo Gaston Bachelard introdujo en 1938 la nocion de obstaculo epistemologico en
el contexto de las ciencias experimentales:

c’est en termes d’obstacles qu’il faut poser le probleme de la connaissance scientifique.
Et il ne s’agit pas de considérer des obstacles externes, comme la complexité et la
fugacité des phénomenes, ni d’incriminer la faiblesse des sens et de I’esprit humain:
c’est dans I’acte méme de connaitre, intimement, qu’apparaissent, par une sorte de
nécessité fonctionnelle, des lenteurs et des troubles. C’est la que nous montrerons des
causes de stagnation et méme de régression, c’est la que nous déecélerons des causes
d’inertie que nous appellerons des obstacles épistémologiques. (Bachelard, 1975.
Reedicion).

Bajo el paradigma de la transposicion didactica, Brousseau introdujo la nocion de
obstaculo en el contexto de la didactica de las matematicas. Para este autor, los obstaculos
no son el resultado de una falta de conocimiento, sino un conocimiento, entendiendo
conocimiento como “la manera regular de tratar un conjunto de situaciones” (Brousseau,
1997) que en un determinado dominio proporciona resultados correctos pero que en un
dominio nuevo 0 més extenso, provoca respuestas falsas o inadecuadas. Estos son los
errores entendidos como la manifestacién de los obstaculos. Asi, al adquirir un nuevo
conocimiento, el conocimiento antiguo se convierte en un obstaculo por la imposibilidad
de adaptarse al cambio. Los obsticulos tienen asi un caracter permanente por la
complejidad que supone integrar el nuevo conocimiento. También tienen un caracter
universal, en el sentido de que no son propios de construcciones mentales personales de un
individuo, aunque si de dominio concreto, sino que aparecen en la génesis del concepto.

Sintetizando, los obstaculos se manifiestan a través de errores y oponen resistencia a la
adquisicién de nuevos conocimientos para los cuales son un obstaculo, por tanto, mas que
ignorarlos, hay que utilizarlos para disefiar contraejemplos que ayuden a construir el nuevo
conocimiento. En este sentido “son constitutivos del saber” (Brousseau, 1983).

También Tall (1991) considera necesario utilizar contragjemplos para facilitar en el
estudiante la construccion del conocimiento. Para Tall, la causa de muchos obstaculos
responde al principio de extension genérica:
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If an individual works in a restricted context in which all the examples considered have
a certain property, then, in the absence of counter-examples, the mind assumes the
known properties to be implicit in other contexts. (p. 10)

Este principio justifica ampliamente la necesidad de disefiar cuidadosamente un curriculo
que evite la aparicion de estos obstaculos. Para ello, Tall propone el uso de contraejemplos
que compensen el abuso de ejemplos en contextos limitados que conllevan la aparicion de
obstéaculos cognitivos.

Otras investigaciones, como las de Blanco (2001), Cornu (1991), Herscovics (1989),
Llorens y Santonjan (1997) y Socas (1997), dejan también patente la necesidad de revisar
el curriculo, prestando especial atencion a su secuencia para prevenir, y si cabe solventar,
las dificultades que generan los obstaculos.

Socas (1997) destaca la necesidad de realizar una evaluacion diagnoéstica, tanto al
comienzo de las unidades didacticas como durante su desarrollo, con objeto de detectar los
errores y su naturaleza. Con esta informacion, el profesor puede disefiar un plan de
prevencion.

Blanco (2001) observa errores de contenido matematico en estudiantes de magisterio en
conceptos de geometria. La causa se la atribuye a la ensefianza que han recibido los
estudiantes cuando cursaban primaria. Algunas caracteristicas de este tipo de ensefianza
son:

v' Utilizar ejemplos estandar para describir distintos conceptos.

v Enfatizar excesivamente la definicion, obviando el analisis de propiedades y
restando importancia a la visualizacion.

v' Abusar de los ejemplos plantilla en los que aparecen procesos repetitivos y
estaticos.

v’ Escasez de oportunidades para experimentar y, en general, de materiales y recursos.

Llorens y Santonjan (1997) critican la secuencia de contenidos en los libros de texto
referidos al concepto de integral, y la incidencia en los apartados célculo de primitivas y
métodos de integracion. Consideran que con ello sélo persiguen, y consiguen, que el
estudiante ejercite el calculo de primitivas repitiendo muchos ejercicios estandar. También
creen que se abusa del formalismo y se omite una revision del concepto de area. Todo esto
justifica la aparicion de deficiencias, ya que este tipo de instruccion fomenta que el
estudiante genere un esquema conceptual que entra en conflicto con la definicion del
concepto. De su experiencia y de otras investigaciones, resumen en tres las deficiencias
que manifiestan los estudiantes en el conocimiento del concepto de integral:

v El que se identifique la integral de una funcién con su primitiva.

v El que se identifique una integral definida con la regla Barrow, aunque ésta no
pueda aplicarse.
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v’ La falta de asociacion de los conceptos de area y de integral, que también se pone
de manifiesto cuando, por ejemplo, un estudiante plantea utilizar una integral
cuando se le pide calcular el area de una figura sencilla como un rectangulo (base
por altura).

Para evitar estas deficiencias, proponen invertir el orden en que habitualmente se expone el
topico en las aulas, y apoyarse en el recurso que ofrece DERIVE para la visualizacion.

Brousseau (1983) distinguid tres tipos de obstaculos:

v De origen ontogenético, debidos a las limitaciones del individuo.

v De origen didactico, debidos al sistema de ensefianza y en particular a la practica
docente (disefio curricular, etc.)

v" De origen epistemoldgico, constitutivos del propio conocimiento.

Para Herscovics (1989) los obstaculos cognitivos se identifican con dificultades en el
aprendizaje que no son de naturaleza idiosincrésica, pero que ocurren de manera
generalizada. Apoyandose en un enfoque constructivista, distingue tres tipos de obstaculos
cognitivos:

v Obstaculos inducidos por la instruccion, producto de la discontinuidad cognitiva
que existe en muchas ocasiones entre el nuevo concepto y el conocimiento que
posee el individuo. En ocasiones, una instruccion muy formal produce este tipo de
obstaculos.

v' Obstaculos de naturaleza epistemoldgica. El paralelismo existente entre los
obstaculos epistemoldgicos, de los que dan fe el estudio historico de algunos
conceptos, y algunos obstaculos cognitivos que aparecen en los individuos, ha de
interpretarse con reservas ya que el entorno actual de aprendizaje es sensiblemente
diferente al de hace unos siglos.

v Obstaculos asociados a los procesos de acomodacién del individuo. Son los mas
retadores pedagdgicamente hablando, ya que los esfuerzos por disefiar y llevar a
cabo una secuencia didéctica que ayude a los estudiantes a completar el proceso de
acomodacion, no garantiza el éxito de los resultados.

Algunos investigadores han analizado los obstaculos epistemoldgicos de un topico
concreto como es el caso de Cornu (1991) y Sierpinska (1985) con el concepto de limite.

Cornu (1991) mantiene la clasificacion de Brousseau y distingue cuatro grandes obstaculos
epistemoldgicos en el desarrollo historico del concepto de limite:

v' El fracaso en enlazar la geometria con los nimeros.
v La nocién de infinitamente grande e infinitamente pequefio.
v El aspecto metafisico de la nocion de limite.

v El argumento de si se alcanza o no el limite.
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Como otros investigadores, propone distinguir y analizar los obstaculos para identificar las
dificultades con las que se encuentran los estudiantes en el proceso de aprendizaje y
encontrar una estrategia de ensefianza apropiada que permita superarlos.

También Sierpinska (1985) analiza los obstaculos epistemologicos relativos a la nocion de
limite. Tras el estudio del desarrollo historico del concepto y el anélisis de una experiencia
propone estos cinco:

v" Horror al infinito, expresién debida a Cantor con la que define “una forma de
miopia que impide ver el infinito actual”. Relacionados con este obstaculo,
aparecen otros, como los asociados al paso al limite y los de tipo algebraico. Los
primeros se manifiestan al rechazar el paso al limite como una operacion
matematica, o al asociar el paso al limite con un movimiento fisico. Los segundos,
se producen al transferir automaticamente las manipulaciones algebraicas propias
de cantidades finitas a cantidades infinitas, y las propiedades de los términos de una
sucesion convergente a su limite.

v Obstaculos ligados a la nocién de funcién, manifestados al razonar sélo con
funciones mondétonas o al no distinguir el limite de una funcion con su cota superior
o inferior.

v Obstaculos geométricos, que se manifiestan en la concepcion geométrica de la
diferencia entre una cantidad variable y otra constante que es su limite. Esto esta
relacionado con la concepcion geométrica y numérica de punto.

v Obstaculos logicos, relacionados con el significado y las propiedades de los
cuantificadores lIdgicos (existencial y universal).

v Obstaculos simbélicos, debidos al significado de la grafia lim, introducida por
Cauchy. Este obstaculo, esta relacionado con el de no considerar el paso al limite
con una operacion matematica en si misma.

Aceptando dos aspectos de la nocion de obstaculo epistemologico de Bachelard (la
aparicion de obstaculos es inevitable y la repeticion de su aparicion en la filogénesis -
origen y desarrollo evolutivo- y la ontogénesis -formacion y desarrollo- del concepto),
Sierpinska utiliza una nocion de obstaculo caracterizada por ser especifica de un concepto
y s6lo de él, y por la necesidad de tomar conciencia del mismo para el desarrollo del
concepto.

Centrado también en los limites y en los nimeros reales, Tall y Schwarzenberger (1978)
sugieren el disefio de un curriculo que evite los conflictos que surgen en relacién a estos
dos conceptos. Para ello, proponen que el profesor tenga en cuenta esos conflictos y
“construya un esquema libre de conflictos en el sentido de que exista un transito sin
problemas que enlace unos y otros [conceptos] sin el estrés y la inestabilidad que se
produce por la oscilacién de un concepto a otro” (p. 49). En este contexto, distinguen tres
tipos de conflictos. Los causados por un uso inadecuado del lenguaje, que se pueden
remediar eligiendo cuidadosamente la definicion o motivacion del concepto; los causados
por la propia diferencia en cuanto a la naturaleza matematica de diversos conceptos, como
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el de sucesién y serie (nos centramos en eliminar primero el conflicto de las sucesiones y
se dejan las series para mas tarde); y los conflictos que surgen de experiencias particulares
anteriores de cada alumno, que sélo podra remediar un profesor que tome conciencia de la
situacion.

Unos afios mas tarde, sin distinguir entre distintos tipos de obstaculos, Tall (1989) postula
dos causas que los provocan: el principio de extensién genérica citado anteriormente y la
secuencia en el disefio del curriculo. Este Gltimo motivo se debe a que no siempre la
secuencia légica que se emplea es la mas adecuada. Teniendo en cuenta que los obstaculos
cognitivos son el resultado de las experiencias previas del individuo, un cambio en el orden
en que se introducen los conceptos puede esquivar algunos obstaculos cognitivos.

Obstaculos debidos a las herramientas de calculo simbélico (HCS).

Las investigaciones de Drijvers (2000, 2002) destacan por el anélisis que realiza de los
obstaculos que aparecen cuando se incorporan las herramientas de calculo simbdlico
(HCS) en el aula de matematicas. Desde la perspectiva del enfoque instrumental, la
definicion de obstaculo como falta de equilibrio entre la parte técnica y la parte conceptual
en el proceso de instrumentalizacion, desencadena la evidencia de que el trabajo que
requiere superar un obstaculo, beneficia al proceso de aprendizaje. Aunque los detalles de
esta conclusion no son compartidos por otras corrientes, la lista de obstaculos que presenta,
en gran parte, es corroborada por otras investigaciones en las que se ha hecho hincapié en
los problemas que aparecen cuando se incorpora el ordenador a la clase de matematicas.
(Artigue, 1997; Balderas, 1999; Gleason, 2001; Guin y Trouche, 1999; Lagrange, 2000;
Mackie, 2002).

Drijvers (2002) considera que un obstaculo se produce cuando “se desequilibra la parte
técnica y la parte conceptual de la instrumentacion de un esquema, bien porque la técnica
no este acompafada por las concepciones y significados apropiados, o porque se carezca
de la destreza técnica para ejecutar un concepto” (p. 224). Puesto que el desarrollo
conceptual forma, en general, parte del proceso de instrumentacion y, en particular, de los
procesos que superan los obstaculos, estos propician oportunidades para el aprendizaje.

Drijvers (Idem) enumera una totalidad de doce obstaculos, unos locales y otros globales.
Con obstaculos locales se refiere a aquellos que son propios de un topico matematico y
tienen por tanto un caracter dual, por la parte técnica y la parte concerniente al concepto
matematico. Los globales, son aquellos propios de la idiosincrasia de la herramienta. Estos
obstaculos, no estan provocados por las herramientas de calculo simbolico, sino que son
obstaculos cognitivos que en ocasiones se manifiestan méas intensamente con el uso de las
mismas. Los doce obstaculos son:

v Obstaculos locales (aparecen con un tépico concreto, en este caso el algebra, y con
el modo en que es tratado por la HCS):

o La diferencia entre la representacion algebraica que proporciona el HCS y
aquella que los estudiantes esperan y conciben como simple.
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o La diferencia entre los calculos algebraicos y numéricos, y la forma
implicita en la que el HCS se ocupa de estas diferencias.

o0 La concepcion flexible de variables y parametros que requiere el uso de
HCS.

La tendencia a aceptar solo soluciones numéricas y no algebraicas.

La concepcidn limitada de la sustitucién algebraica.

o O O

La concepcidn limitada de la solucién algebraica.
0 La concepcion de una expresion como un concepto.
v Obstaculos globales (aparecen, en general, cuando se trabaja con la maquina):

o Las limitaciones de la HCS y la dificultad de proporcionar estrategias
algebraicas que ayuden a la HCS a superar estas limitaciones.

0 La imposibilidad de decidir cuando y como el algebra computacional puede
ser util.

o0 El caracter de caja negra de las HCS.

o La dificultad de transferencia entre las técnicas de la HCS vy las de lapiz y
papel por la falta de congruencia entre las técnicas en los dos medios.

o0 Ladificultad de interpretar la respuesta de la HCS.

Aunque estos obstaculos han salido a la luz en distintos experimentos y dependen de ellos,
tanto por el individuo que participa como por el objeto de estudio y el entorno en el que se
desarrollan, se pueden tomar como punto de partida para la deteccion y el analisis de los
obstaculos que aparecen cuando el curriculo se desarrolla en entornos informaticos.

Drijvers aporta dos razones poderosas por las que hay que tener en cuenta los obstaculos.
Por un lado, aunque en ocasiones el quehacer matematico lleva consigo estados de
frustracion, otras veces la frustracion producida por los obstaculos puede ser
contraproducente, incluso la ignorancia de los obstaculos desde la posicion del profesor
puede amplificar este estado de frustracion negativo. Por otro lado, la concepcién de
obstaculo implica la integracion de aspectos técnicos y conceptuales, por lo que trabajar la
manera de superar obstaculos, a menudo significa trabajar el desarrollo conceptual de las
matematicas que involucran. Los obstaculos que se han observado, a veces son obstaculos
cognitivos que se manifiestan mas abiertamente en un entorno computacional. Por ello,
todo el trabajo de descubrirlos y buscar estrategias para superarlos repercute en una mejora
de la comprension. Asi, es importante la relacion entre los beneficios de los entornos de
algebra computacional y los obstaculos que originan, porque los errores y dificultades
pueden desemperfiar un papel importante en el proceso de aprendizaje, y al mismo tiempo
pueden aportar informacion valiosa para el trabajo de los docentes e investigadores.

La propuesta de Drijvers para prevenir la repercusion que tienen estos obstaculos en el
proceso de ensefianza se sintetiza en tres medidas:
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v Los profesores deberian tenerlos en cuenta y prestar atencion a las ventajas que
poseen las HCS haciendo explicitas las matematicas que hay detras.

v Cuando se utilizan HCS, merecen mas atencion los calculos aproximados y exactos,
la simplificacion de formulas y el papel que desempefian variables y pardmetros,
que cuando no se utilizan.

v Hay que evitar que en el alumno se establezca una dependencia con las
herramientas informéticas.

Para Tall (1989) el ordenado juega un doble papel. Por un lado, es una herramienta
poderosa para el aprendizaje porque ayuda a los estudiantes a crear representaciones
mentales de conceptos que provocan dificultades; por otro lado, la autoridad del
ordenador puede entorpecer el aprendizaje. Tall cita el trabajo de Nachmias y Linn en el
que observaron que algunos estudiantes interpretaron literalmente las representaciones
graficas que visualizan en la pantalla del ordenador y esto les llevd a conclusiones
incorrectas.

También Weigand (2004) hace una reflexion sobre el uso del ordenador en el aula y
advierte del peligro que supone trabajar con el ordenador por la cantidad de informacién
que se puede llegar a generar en una sesion de trabajo. Sin embargo, destaca la ventaja que
conlleva el que permita un manejo tanto simbdlico como gréfico, y la facilidad para
cambiar de uno a otro con cierta flexibilidad.

13.3 Errores

Es muy habitual que los profesores dediquen muchos esfuerzos intentando corregir los
errores que cometen sus estudiantes. Sin una reflexion profunda, podria parecer gue estos
errores son solo fruto de una falta de conocimiento o un despiste. Sin embargo, son
muchos los investigadores, como Brousseau (1983), Cornu (1991) o Socas (1997), que
consideran que el error es algo mas que el resultado de un esquema cognitivo inadecuado.

Tall (1991) cree que la causa de muchos errores son los conflictos que se producen entre el
esquema conceptual y la definicion del concepto. Considerando que el nuevo conocimiento
se construye siempre sobre experiencias previas que concurren con las definiciones
formales del concepto en la mente del individuo, para evitar que se produzcan estos
conflicto, es necesario que tomemos conciencia del esquema conceptual que ha construido
el estudiante antes de conocer la definicion del concepto.

Socas (1997) diferencia tres origenes distintos de los errores:

v Debidos a obstaculos, bien sean didacticos, epistemolégicos o cognitivos.
v Debidos una ausencia de sentido por la complejidad de los objetos matematicos.
v Debidos a dificultades asociadas a actitudes afectivas y emocionales.

Considerando que en un error siempre hay una falta de sentido, la semiosis del error es
como sigue:
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epistemolégico

Obstaculo

Afectividad Falta de sentido

Figura 6. Semiosis del error.

Para Socas (2007), las dificultades y los errores a los que se enfrentan los individuos
forman parte del modelo de competencia cognitivo segun la siguiente semiosis:

Dificultades y errores

Sistema de Estadios de
representacion desarrollo cognitivo

Figura 7. Modelo de competencia cognitivo.

Socas (2007) propone desarrollar marcos teoricos locales para contenidos matematicos
concretos que permitan no solo una clasificacion, sino también una explicacion del origen
de los errores. De este modo, al menos se conseguird a nivel individual lo que ain no se ha
conseguido con marcos de referencia generales que pretenden un tratamiento sistematico
de los errores. Solo al conocer el origen de los errores se podran disefiar lineas de
actuacion que traten de corregirlos.

| 4 VISUALIZACION

El fracaso de un gran nimero estudiantes de calculo en los primeros cursos universitarios,
es un hecho evidente que motiva a muchos investigadores en busca de las causas que lo
desencadena. Algunos investigadores, creen que una posible causa de este hecho es la falta
de conexion entre los aspectos visuales y analiticos de los conceptos y procedimientos
matematicos (Eisenberg y Dreyfus, 1991). Para Arcavi (2003) la visualizacion es:

La capacidad, el proceso y el producto de creacion, interpretacion, uso y reflexion
sobre dibujos, diagramas, e imagenes en nuestra mente, en el papel o con herramientas
tecnoldgicas, con el propdésito de representar y comunicar informacion, pensando y
desarrollando ideas previamente desconocidas y anticipando la comprension. (p. 217)

Para Guzman (2002) la visualizacion matematica consiste en prestar atencion a la “posible
representacion concreta de los objetos que uno manipula para conseguir un enfoque mas
eficiente de las relaciones abstractas” (Seccion 1, para. 4). El hecho de que nuestro
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principal sentido para percibir el mundo exterior sea la vision, hace que el aspecto visual
esté inmerso en muchas tareas en matematicas, no solo las relacionadas directamente con
la geometria sino también las propias del Analisis Matematico.

Arcavi (2003) destaca el papel que desempefia la vision en nuestras vidas, tanto a nivel
bioldgico como socio-cultural, por su labor en los procesos de comunicacion. A través de
algunos ejemplos, muestra como diversos aspectos de la visualizacion ponen de manifiesto
su capacidad para convertirse en un poderoso complemento en la ensefianza-aprendizaje de
distintos topicos matematicos. Por ejemplo, para el estudiante la representacién visual es
un soporte y un ilustrador de resultados simbdlicos, como las graficas en estadistica;
debido a la capacidad que posee una imagen visual para crear la sensacion de
convencimiento y de inmediatez, permite resolver conflictos entre una solucion simbdlica
correcta y una intuicion incorrecta; ademas, les “ayuda a re-enlazar y recuperar
conocimientos basicos que pueden pasar inadvertidos en una solucion simbdlica” (p. 222).
Si bien la visualizacion no resolverad todos los problemas asociados al fracaso con las
matematicas, especialmente las matematicas superiores, puede aportar cierta informacion
complementaria acerca de como los estudiantes construyen los conceptos matematicos.

Uno de los aspectos que potencian la importancia del papel de la visualizacion en el
aprendizaje de las matematicas es la oportunidad que ofrece como medio para demostrar
algunos resultados. Este aspecto es el centro de ciertas controversias ya que, frente a una
posicion mas conservadora que considera una demostracién valida sélo si se puede
expresar aritméticamente, otros, como Eisenberg y Dreyfus (1991) o Arcavi (2003),
consideran que el razonamiento visual tambien se puede considerar formal. Sirva de
ejemplo, la demostracion del criterio de convergencia de las series alternadas propuesta por
Hammack y Lyons (2006), o las representaciones visuales de las sumas de diversas series
recopiladas en Bossé y Faulconer (2007), en Lay (1985), o en Bonar y Khoury (2006),
como la de la serie geométrica de razon % que aparece en Mabry (1999):

. .. . . o 01
Figura 8. Demostracion visual de la suma de la serie geométrica de razén :

Sfard (1991) considera que la visualizacion de representaciones graficas facilita una
concepcion estructural de los objetos matematicos, ya que, frente al caracter secuencial de
la representacion no pictérica (verbal), la representacion grafica permite obtener distinta
informacion segln el contexto desde el que se analice.
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1 4.1 Dificultades asociadas a la visualizacién

A pesar de las ventajas que ofrece la visualizacion, muchos estudiantes se muestran
reticentes a trabajar en un entorno visual, prefiriendo el enfoque algebraico o analitico,
segun el topico al que se aplique. Eisenberg y Dreyfus (1991) razonan desde tres puntos de
vista los motivos por los cuales muchos estudiantes se resisten a lo visual:

14.1.1  Nivel cognitivo

A nivel cognitivo, lo visual es més dificil. Desde el punto de vista cognitivo, un diagrama
es una coleccion de informacién muy compleja y concentrada. Mientras que en una
expresion analitica la informacidn se encuentra implicita, en un diagrama aparece de forma
explicita. Esto es una ventaja de los diagramas que no siempre se percibe, ya que se
requiere un conocimiento extra para entender la informacion que contiene un diagrama. Si
no se poseen las claves para descifrar este conocimiento, no se puede aprovechar la ventaja
que proporciona.

Guzman (2002) también sefiala que la visualizacion requiere de un sistema de codificacion
y decodificacion en el que intervienen aspectos tanto personales como sociales, y que en
muchos casos esta enraizado en la historia de la actividad matemética. La capacidad para
manipular este sistema de codificacion/decodificacion es la causa de que muchas veces la
representacion visual sea compleja para el estudiante, mientras que al profesor, por su
experiencia, le parece muy sencilla.

14.1.2  Nivel sociol6gico

A nivel socioldgico, lo visual es méas dificil de ensefiar: el estudiante tiende a repetir la
estructura que le han ensefiando en el aula y ésta, en muchos casos, es la de una sucesién
de pasos algoritmicos con los que se resuelve la tarea sin necesidad de utilizar otros
mecanismos mas complejos.

En el contexto de la teoria de la transposicion didactica de Chevallard, es importante
destacar la secuenciacion y la compartimentacién del conocimiento. Por un lado, el
conocimiento academico se transmite de forma lineal, por lo que es mejor representarlo
secuencialmente y no en forma de diagrama; para el profesor, es méas facil transmitirlo de
forma algoritmica y lineal, por lo que el alumno prefiere trabajar de manera analitica, mas
que procedimental. Por otro lado, la compartimentacion del conocimiento ocurre no sélo
porque se destruyen los lazos entre conceptos y procedimientos, sino también porque en el
aula se separa el conocimiento del contexto.

14.1.3 Nivel de creencias sobre la naturaleza de las matematicas

A nivel de creencias sobre la naturaleza de las matematicas, lo visual no es matematico.
Desde el punto de vista de Vinner (citado en Eisenberg y Dreyfus, 1991), en cursos
avanzados el enfoque visual deberia ser sustituido por el algebraico. Sin embargo, también
afirma que se deberia terminar con la creencia de que una demostracion matematica no es
valida si es visual. Son muchos los que consideran que una demostracion formal
matematica ha de ser aritmética, aunque también otros han comenzado a trabajar sobre las
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demostraciones sin palabras, que enfatizan la visualizacidn sobre el manejo aritmético y
algebraico.

Para Guzmaén (2002) esta falta de validez de lo visual es una consecuencia derivada de la
historia de la matematica: en la matematica griega el aspecto visual tiene una clara
relevancia asociada a la geometria imperante; el siglo XVII hereda esta tendencia que no
pierde validez por la naturaleza visual de los problemas geométricos y fisicos que
engendran sus avances; desde el nacimiento del Analisis Matematico hasta la
formalizacion del siglo XX, los procesos asociados al concepto de infinito provocan
polémicas y serias dudas sobre la validez de algunos resultados que la aritmetizacion del
andlisis en el siglo XIX erradica; la desconfianza de los resultados asociados a una
matematica mas gedmetra, mas visual y la firmeza con la que la formalizacién resuelve
estos trances, hace que la tendencia formal de la matematica trascienda a las aulas
fomentando una matematica moderna formal y con un prejuicio heredado hacia lo visual.

1 4.2 Tendencia actual

Algunos investigadores como Tall, Artigue, Heid, Scwarz, y Ruthven, (citados en
Eisenberg y Dreyfus, 1991), hacen hincapié en la representacion analitica y visual de un
mismo concepto matematico y, la mayoria de ellos, han desarrollado propuestas
curriculares en las que han incorporado el uso del ordenador para sacarle partido a la
facilidad con la que maneja las representaciones graficas. En esta misma linea, Fernando
Hitt, apoyandose en la teoria de Duval segun la cual “para la construccién de conceptos
matematicos no basta trabajar las actividades dentro de un solo sistema de representacion,
sino también realizar tareas de conversion de una representacion en otra, y viceversa”
(Hitt, 2003, p. 216), propone el uso de las nuevas tecnologias para la visualizacién y asi
reforzar la manipulacion coherente de distintas representaciones del mismo concepto que
permitan una sélida construccion del concepto (Hitt, Idem).

Llorens y Santonja (1997) se apoyan en la visualizacion para proponer un cambio
curricular que mejore la ensefianza y el aprendizaje del concepto de integral. La tendencia
de muchos profesores a presentar los aspectos puramente algebraicos de las matematicas
estimula un aprendizaje algoritmico centrado en el resultado final, que ignora todo el
proceso de creacion del concepto matematico. El aspecto visual, como describe Guzman
(2002), se encuentra en el origen de muchos conceptos de Analisis Matematico que quedan
ocultos por la algebrizacion. En los libros de texto también se manifiesta esta tendencia a
abusar de la formalizacion que, ademés de tener un origen historico, es més sencillo para
los matematicos encargados de redactar los manuales y también para los profesores de
matematicas encargados de disefiar un curriculo. Al final, el estudiante reproduce lo que le
han ensefiado y, como sefialan Llorens y Santonja (1997), a la hora de resolver un ejercicio
de célculo de areas en un contexto grafico, prefieren el contexto algebraico-formal antes
que un contexto visual-geométrico porgue no han integrado este modo de representacion.

Guzman (2002), desde el punto de vista del profesor, propone una linea de actuacién para
devolver a la visualizacion la relevancia que se merece en la actividad matemaética. Segun
él, el profesor deberia fomentar la practica de la visualizacion, y ensefiar explicitamente
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como codificar y decodificar al lenguaje visual la informacion que tradicionalmente se
expresa en lenguaje formal; con ello, conseguiria que se apreciara el lenguaje visual y se
valorara como una forma mas de hacer matematicas. Por otro lado, ademé&s de aumentar la
frecuencia en el empleo de la visualizacion en la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas, se deberian evaluar el uso que se da a la visualizacion y las destrezas que
involucra su utilizacion.

I 5 HISTORIA

Dentro de la didactica de la matemaética, es importante estudiar el uso que se hace de la
historia de la matematica en la ensefianza, puesto que su introduccién en el curriculo tiene
como intencion mejorar el aprendizaje de los estudiantes (Bagni, 2001a). EI uso que se da
a la historia de la matematica en los procesos de ensefianza-aprendizaje es muy variado; sin
bien nos es grato leer alguna anécdota o conocer algo sobre la vida de algun ilustre
matematico que pone su nombre a un teorema, para Bagni esto no es suficiente para
garantizar el aprendizaje. Sin embargo, el reclamo es Gtil desde el punto de vista didactico
por la componente motivadora que aporta (Bagni, 2001a; Kleiner, 2001), ya que puede
modificar la imagen que los estudiantes suelen tener de las matematicas.

Heeffer (2006) sugiere tres argumentos que justifican la relevancia de integrar la historia
de la matematica en el curriculo de matematicas. EI primero es de caracter filosofico: la
historia nos ofrece la posibilidad de contextualizar el desarrollo de la matematica y nos
ofrece una vision de ella distinta a la que se presenta en las aulas como productora de una
“verdad eterna y absoluta”; conocer los estados por los que ha pasado una teoria antes de
formalizarse, con sus periodos de inconsistencias y verdades a medias, desmitifica su
naturaleza.

El segundo es de carécter filogenético: el desarrollo de los conceptos a lo largo de la
historia nos aporta informacion acerca de como un individuo adquiere esos conceptos. El
profesor puede utilizar esta informacion para relacionar las dificultades que ha atravesado
un concepto a lo largo de la historia con las dificultades que muestran los estudiantes para
la comprension de dicho concepto; esta informacion le da una oportunidad para disefiar
una instruccién que permita superar estas dificultades.

El tercero es un argumento historico: la ensefianza de las matematicas es tan antigua como
las matematicas, por lo que tantos afios de trasmitir conocimiento matematico nos puede
ser (til para reflexionar sobre las implicaciones que conlleva la naturaleza de los métodos
matematicos y para proporcionar diversos métodos de ensefianza que sean mas acordes con
la diversidad de formas de comprender que tienen los estudiantes de nuestras aulas.

Estos tres argumentos estan relacionados con los tres blogues que describen los distintos
papeles que, segun Sierra (2000), ha de jugar la historia de la matematica en la ensefianza.
A continuacion se describen estos tres bloques con las aportaciones de algunas
investigaciones.
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1 5.1 Evolucion de los conceptos y procedimientos

Para Duran (1998), la historia de la matematica como apoyo a la ensefianza,

[puede actuar] como corrector del sistema educativo. (...) La perspectiva historica de
un concepto, problema o teoria, desde sus origenes hasta su formulacion actual, pone a
disposicion tanto del que ensefia como del que aprende una vision dinamica de ese
concepto, problema o teoria matematica que rompe la imagen cerrada y estatica que
presenta cuando se desarrolla mediante el sistema educativo. [Ademas,] recuperar sus
origenes historicos facilitara por tanto la valoracion adecuada de los roles que rigor e
intuicion deben jugar en los razonamientos matematicos; y esta mejor ponderacion es
sin duda una forma de mejorar la ensefianza de las matematicas. (p.132)

En esta misma linea, para Grugnetti y Rogers (citados en Bagni, 2004):

el enfoque histérico fomenta y nos permite considerar a las matematicas no como un
producto estatico, con una existencia a priori, sino como un proceso intelectual; no
como una estructura completa disociada del mundo, sino como una actividad actual de
los individuos. (p. 4)

Ademas, algunas investigaciones como las de (Bagni, 2000, 2004) muestran que existe un
paralelismo entre el desarrollo historico de un concepto y el desarrollo del conocimiento de
un individuo. Por ejemplo, Bagni (2000) observo que las justificaciones de los estudiantes
cuando estudian la convergencia de la serie ),(—1)™ son similares a las que se han
producido a lo largo de la historia. Este paralelismo se puede utilizar para apoyar el disefio
curricular.

Burn (2005) se apoya en la historia para identificar posibles pasos del desarrollo de un
concepto que sean acordes con el desarrollo del concepto en un estudiante. Asi, propone un
enfoque genético para la nocion de limite que pospone definir la nocién -8 del imite a
cambio de utilizar el método de exahuscion de la Grecia clasica. Esta fue la manera en la
que se gestd el concepto de limite que tardoé casi dos mil afios en formalizar su definicion.

Sfard (1991) también propone una reflexion sobre el proceso de formacién de un concepto
ya que la historia nos ha dejado muestras de que, como en el caso de la nocién de nimero o
de funcion, primero se da una concepcién operacional y mas tarde, tras afios de estudio y
experimentacion, se da la concepcion estructural que supone un estado méas avanzado en el
desarrollo del concepto. Esto mismo ocurre en la mente del individuo y la historia de la
matematica es el vehiculo para conocer estos estados en el desarrollo histérico del
concepto.

1 5.2 Contexto socio-cultural

Bagni (2004) propone un uso de la historia de la matematica basado en la dimensién socio-
cultural de la ensefianza y del desarrollo de la ciencia que, como se comento anteriormente,
va méas alld de un nivel bésico (anécdotas o referencias historicas). Las anécdotas o
referencias historicas es lo que mas se ve en los libros de texto y también en algunos
trabajos de investigacion en los que proponen un cambio en el curriculo basado en la
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introduccidn de notas historicas o problemas clasicos para introducir un tépico. Para Bagni,
la historia de la matematica sirve de enlace para conectar la matematica con el resto de la
cultura, ya que los procesos de ensefianza-aprendizaje se dan en un contexto socio-cultural
como asi ha sido también el desarrollo de la matematica y de la ciencia en general.

I 5.3 Laboratorio para el desarrollo curricular.

Al igual que Bagni, Swetz (1989) considera que para que la historia de la matematica
pueda enriquecer los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, no basta con
introducir algunas notas biograficas o contar alguna anécdota, sino que es necesario
sumergir al estudiante en el proceso de resolucion de un problema matemaético planteado
en épocas pasadas. Con este planteamiento, los problemas propuestos se convierten en un
recurso que favorece el aprendizaje cognitivo y afectivo al hacer al estudiante participe del
proceso de creacion matematica. De este modo, es facil motivar al estudiante y trasmitirle
la belleza de la matemética. En este sentido, la historia de la matemética puede hacer la
funcién de “herramienta metodoldgica (ya sea para corregir los defectos del método
axiomatico-deductivo habitualmente usado en la ensefianza de las matematicas o para
promover una ruptura con dicho método hacia planteamientos mas enddgenos o
genéticos)” (Duran, 1998, p. 229). Esto es lo que hace Burn (2005) al proponer un
desarrollo genético del concepto de limite inspirado en el desarrollo histérico del concepto.

En un trabajo de Kindt (2005) se encuentra una magnifica presentacion de como utilizar
problemas clasicos para introducir conceptos del andlisis infinitesimal con una fuerte
componente geometrica. Sin duda, con este tipo de trabajos la historia de la matematica
hace “mas apreciables las componentes estéticas que tanto abundan en las matematicas,
aunque no siempre sean faciles de captar” (Duran, 1998, p. 230).

Desde el punto de vista de la teoria de los obstaculos epistemoldgicos de Brousseau, la
historia de la matematica se puede utilizar para apoyar esta perspectiva (Bagni, 2004), ya
que la historia puede ayudar al profesor a comprender las dificultades de sus alumnos y a
buscar sugerencias para superarlas (Bagni, 2000).

Con especial énfasis en la formacion del docente, la historia de la matematica es til tanto
“para el perfeccionamiento didactico del profesor” (Duran, 1998, p. 229) que ejerce su
docencia, como para la formacion de profesores. En esta Ultima, Furinghetti (2007)
encuentra una herramienta con la que intervenir en el estilo de ensefianza de los futuros
profesores para que no repitan patrones que han aprendido siendo estudiantes. Asi, la
historia de la matematica actia como mediadora del conocimiento para ensefiar, ya que
permitird que los futuros profesores encuentren el significado de los objetos matematicos
que tendran que trasmitir.
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CAPITULO Il  El problema de investigacion

En este capitulo se diferencian tres blogues. En el primero se abordan varios temas
relacionados con el problema de investigacion. En concreto, se analizan investigaciones
que aportan resultados sobre conceptos como limite, infinito, y sucesiones y series
numéricas. También se comentan algunas aportaciones al disefio curricular de topicos del
Analisis Matematico, y, por ultimo, se revisan algunos trabajos de especial relevancia
relacionados con el entorno computacional.

El segundo bloque recoge un breve repaso al desarrollo historico del topico serie numérica,
en el que se han identificado cinco etapas: la etapa griega, medieval, de desarrollo, de
formalizacion, y la etapa moderna.

En el tercer blogue se expone la descomposicion genética del concepto de convergencia de
serie numeérica, que es uno de los pilares sobre los que se apoya el anélisis de los datos de
esta investigacion.
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1 EL CONCEPTO DE LIMITE

Hablar de la convergencia de una suma infinita es hablar de la existencia del limite de una
sucesion (la de las sumas parciales) y, por tanto, es necesario comentar algunas
investigaciones en las que tratan diversos aspectos relacionados con la ensefianza y el
aprendizaje del concepto de limite. Ademas, no se ha de olvidar que el concepto de limite
es uno de los grandes protagonistas del pensamiento matematico avanzado, ya que todo el
Anélisis Matematico se basa en la nocién de limite (continuidad, derivabilidad,
integrabilidad, convergencia de desarrollos en serie, aproximacion,...).

Williams (2001) distingue tres tipos de investigaciones segin como aborden el tema de la
comprensién por parte de los estudiantes del concepto de limite. Las que utilizan el
enfoque de Tall y Vinner (1981) de la definicion del concepto y el esquema conceptual; las
que centran su atencion en los obstaculos a los que se enfrentan los estudiantes durante el
aprendizaje, como Cornu (1991) y Sierpinska (1985); y las que siguen la tradicién
piagetiana de la teoria APOS liderada por Dubinsky (Asiala y otros, 1996; Cottrill,
Dubinsky, Nichols, Schwingendorf, Thomas, y Vidakovic, 1996; Dubinsky, 1991,
Dubinsky y McDonald, 2001).

En general, las investigaciones bajo un paradigma constructivista destacan la prevalencia
de una imagen dinamica del concepto de limite, que se manifiesta en una concepcion de
limite como proceso. Para algunos investigadores, esta concepcion provoca obstaculos para
la correcta adquisicion del concepto de limite de una sucesién numérica (Williams, 2001,
Mamona-Downs, 2001; Earles, 2000; Monaghan, Sun, y Tall, 1994). Sin embargo, en un
trabajo reciente, Roh (2008) encontré un grupo de alumnos que eran capaces de
compatibilizar esa imagen dindmica con la definicion formal de limite.

Desde la perspectiva del marco tedrico APOS, Cottrill y otros (1996) consideran que el
concepto formal de limite no es estético, sino que presenta una fuerte componente
dindmica que requiere que el individuo haya construido un esquema sélido del concepto de
cuantificacion. Proponen la siguiente descomposicién genética de lim,_,, f(x) = L

1. Accion de evaluar la funcion en un punto a.
2. Accion de evaluar la funcion en varios puntos proximos al valor de a.
3. Construccién del siguiente esquema coordinado:

a. Interiorizacion del paso 2 para construir un proceso en el dominio
consistente en que x se aproxima al valor a.

b. Construccion de un proceso en el rango consistente en que y se aproxima al
valor del limite .

c. Coordinacion de los dos pasos anteriores a través de la funcion, de modo
que cuando se aplica el proceso de aproximacion de x al valor a, se obtiene
el proceso por el que de f(x) se aproxima al valor del limite .
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El esquema que se ha construido en el paso 3 se encapsula en un objeto cuando se
llevan a cabo acciones sobre él, como por ejemplo aplicar el limite a una suma de
funciones.

Reconstruccién del proceso 3c en términos de intervalos y desigualdades, es decir,
introduciendo el significado de la notacion matematica para la estimacion numérica
y la proximidad de valores, a través de los simbolos 0 < |[x —a| <& y |f(x) —
l| <e.

Aplicacioén del esquema de cuantificacion conectado con el proceso reconstruido en
el paso 5, para obtener la definicion formal de limite.

Una vez completada la concepcion e-8, aplicacion de la misma a situaciones
concretas.

Estos investigadores consideran que cuando un individuo realiza una Unica evaluacion de
la funcion para concluir acerca de su limite, posee una preconcepcién de limite; una
concepcion accion implica realizar un nimero finito de evaluaciones antes de obtener
alguna conclusion, mientras que una concepcion proceso requiere imaginar qué ocurre
cuando se repite la evaluacion de manera indefinida.

Przenioslo (2004) distingue seis elementos clave en el esquema conceptual de limite que
construyen los estudiantes en cursos universitarios. De estos elementos se fija en su
eficiencia, entendiendo por esquema conceptual eficiente aquel que se puede utilizar para
resolver problemas correctamente. Estas seis concepciones dominantes son:

v

Esquema conceptual centrado en la idea de vecindad: Esta concepcidn se considera
eficiente, a pesar de que en algunas ocasiones conduce a los estudiantes a
resultados erréneos porque, en general, los estudiantes con esta concepcion
entienden y aplican correctamente las propiedades y teoremas del concepto de
limite, asi como las relaciones entre este concepto y otras nociones.

Esquema conceptual centrado en la idea de aproximacion grafica: Esta concepcion
resulta ineficiente porque normalmente no permite resolver los problemas o
conduce a soluciones incorrectas.

Esquema conceptual centrado en la idea de aproximacion de valores: Esta
concepcion resulta bastante eficiente, aungque algunos estudiantes que la manejan
manifiestan dificultades.

Esquema conceptual centrado en la idea de que la funcién esté definida en x,: Los
estudiantes con esta concepcion, suelen identificar el concepto de limite en un
punto con el de continuidad de la funcion en ese punto. Mantiene muchos
elementos en comUn con la concepcidn centrada en la idea de aproximacion grafica.

Esquema conceptual centrado en la idea de que el limite de f(x) en el punto x, es
el valor f(x,): Esta concepcion no resulta eficiente en la resolucion de problemas
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y, como en el caso anterior, mantiene muchos elementos en comdn con la
concepcion centrada en la idea de aproximacion grafica.

v' Esquema conceptual centrado en un enfoque esquematico de algoritmos: Esta
concepcion no resulta eficiente en la resolucion de problemas, no sélo en el caso de
problemas dificiles, sino tampoco en problemas sencillos cuando varian
ligeramente de los mas habituales.

Muchas de estas imagenes se formaron cuando los estudiantes cursaban bachillerato, y el
paso por la universidad no solo no consiguid que se sustituyeran por la definicion del
concepto, sino que en algunos casos incluso aumenté el ndmero de asociaciones
incorrectas entre los elementos del esquema conceptual. De hecho, en muchos casos ni
siquiera el estudiante es capaz de darse cuenta de la contradiccion existente entre su
esquema conceptual y la definicion del concepto. Esto constituye un tipo serio de factor
potencial de conflicto (Tall y Vinner, 1981). En muchos casos, los errores que manifiestan
los estudiantes son el producto del choque entre dos partes del esquema conceptual que son
factores potenciales de conflicto, en concreto, el hecho de que un individuo evoque un
esquema conceptual que es un factor potencial de conflicto con la definicion del concepto,
puede impedir que se produzca el aprendizaje de la teoria formal. Para Tall y Vinner, en el
caso de la convergencia de sucesiones numericas y limites de funciones reales, supone un
importante factor potencial de conflictos el hecho de considerar que el limite nunca se
alcanza; expresiones del tipo tiende a, tan cerca como o acercarse manifiestan esta
concepcion de limite inalcanzable.

La comprensidn de otros tdpicos que resultan imprescindibles para la correcta adquisicion
del concepto de limite, es un aspecto importante que hay que tener en cuenta. Para
Mamona-Downs (2001), la comprension del concepto de limite demanda la adquisicion de
ciertas nociones como la de nimero real, funcion o continuidad de funciones reales en un
contexto grafico. Un ejemplo de la importancia de estos requerimientos es el hecho de que
los estudiantes tiendan a considerar una sucesion como un Proceso mMas que como un
objeto matematico, debido a que normalmente no consideran una sucesién como una
funcién cuyo dominio son los nimeros naturales.

Davis y Vinner (1986) proporcionan un listado de nueve ideas equivocadas que salieron a
la luz en un test que realizaron acerca del limite de una sucesion o una serie. Estas nueve
ideas son:

i) Una sucesion no alcanza su limite, de lo que se deriva que una sucesion
constante no tiene limite.

i) El caracter mondtono implicito de una sucesion, que se deriva de considerar
literalmente que la sucesion tiende a (va hacia) el limite.

iii) La confusion entre el limite y una cota.

iv) La suposicion de que una sucesion tiene un ultimo término, una especie de a..
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v) La suposicién de que, de alguna forma, uno puede recorrer los infinitos términos
de una sucesion.

vi) La confusion entre f(x,) y lim,_,_ f(x), que en el contexto de las sucesiones se

refleja cuando se obtiene el limite de la sucesion evaluando s6lo unos cuantos
términos de la misma.

vii) La asuncién de que una sucesion debe seguir un modelo sencillo, expresado a
través de una férmula algebraica simple.

viii) Descuidar la importancia que conlleva el orden en el que aparecen € y Ng en la
definicion formal de limite cuando se lee de izquierda a derecha.

iX) El desconcierto que produce el hecho de que n no llegue a infinito y sin embargo
a,, pueda alcanzar su limite.

Mamona-Downs (2001) sostiene que algunas de estas concepciones erréneas pueden ser el
resultado de desconocer la caracterizacion de una sucesién como una funcion.

También Earles (2000) destaca la importancia del concepto de funcion para el aprendizaje
del concepto de limite. Tanto es asi, que una de las conclusiones que se derivan de su
estudio es que la concepcion que tienen los estudiantes del concepto de funcion esta
asociada con la comprension del concepto de limite. Esta autora conjetura que las fuentes
de conviccion de los estudiantes son, en ocasiones, el origen de muchas dificultades a las
que se enfrentan en el aprendizaje de las matematicas. A grandes rasgos, se pueden
clasificar a los estudiantes entre aquellos que tienen una fuente de convicciones externa y
aquellos que tienen una fuente de convicciones internas. Para los primeros, el Analisis
Matematico es un conjunto de hechos y procedimientos que han de memorizar y aplicar;
los segundos, reconocen su logica y su consistencia.

Para los estudiantes con una fuente de convicciones externa, la teoria que subyace a los
hechos y procedimientos del Analisis Matematico carece de sentido, y estan convencidos
de que nunca llegaran a entenderla. A estos estudiantes no les convencen los argumentos
matematicos y no reconocen la utilidad de los contraejemplos; para ellos la verdad o
falsedad de los argumentos matematicos provienen de una autoridad externa que suele
encarnar el profesor o el libro de texto. Sin embargo, los estudiantes con una fuente de
convicciones interna aprecian la légica y la consistencia del anélisis; ellos buscan la verdad
de los argumentos matematicos en la evidencia empirica, la intuicion o la légica.

Los datos obtenidos por Earles para su investigacion con estudiantes universitarios,
muestran evidencias de la relacion entre la comprension del concepto de limite y la fuente
de convicciones. Con las restricciones propias de una investigacion cualitativa en cuanto a
la representatividad de los datos obtenidos con unos determinados individuos, de su
investigacion se desprende que los estudiantes con una fuente de convicciones externa no
son capaces de dar una definicion coherente del limite de una funcion, o de explicar la
validez de los procedimientos con los que resuelven los ejercicios; suelen tener la idea
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equivocada de limite como algo inalcanzable. Los estudiantes con una fuente de
convicciones interna dan definiciones coherentes del limite de una funcion y, aunque
cometan errores, son capaces de reflexionar formalmente sobre ello. Estos estudiantes
poseen un esquema conceptual de carécter estatico frente al esquema dinamico que poseen
aquellos con una fuente de convicciones externa.

Ademas, la definicion formal de limite requiere de ciertas habilidades que en ocasiones se
convierten en un obstaculo cognitivo para los estudiantes y entorpecen el aprendizaje.
Muestra de ello es la dificultad con la que a veces manipulan los cuantificadores 16gicos, el
valor absoluto o las desigualdades, que son imprescindibles en la comprension de los
limites de funciones o de sucesiones numéricas (Mamona-Downs, 2001; Tall y Vinner,
1981).

Desde la perspectiva de la nocion de procepto (Gray y Tall, 1994), el limite es un caso
particular de procepto porque el simbolo lim,,_,., a,,, 0 referido a una funcion cualquiera
lim,_, f(x), representa tanto el proceso de acercarse a un valor especifico, como el valor
del limite en si mismo, y los estudiantes normalmente centran su atencion en el limite
como proceso (Monaghan, Sun, y Tall, 1994). Ademaés, este proceso no se resuelve de
forma algoritmica, sino que es necesario emplear técnicas que requieren cierto nivel de
abstraccion y que involucran el concepto de infinito, lo cual aumenta la complejidad de
este concepto.

Para Monaghan (1991), el lenguaje es una de las fuentes de dificultades asociadas al
concepto de limite, debido a que expresiones como limite, converge, se aproxima, o tiende
a, tienen un significado en la vida cotidiana con distintos matices al significado
matematico. Este hecho puede provocar que los estudiantes formen una imagen del
concepto asociada al concepto de limite que no se corresponde con la definicién
matematica formal del mismo.

Roh (2008) contrasté cémo influyen las imagenes que han construido los estudiantes sobre
el concepto de limite, con la definicién formal de limite de una sucesién, y encontré tres
tipos de imagenes que denomind asintdtica, de puntos de acumulacion y de limite puntual.
Estas tres imagenes tienen en comun que son dindmicas, pero solo la Gltima es compatible
con la definicion formal de limite de una sucesion. Aquellos estudiantes que han
construido una imagen de limite asint6tica, consideran que una sucesién converge sélo si
su grafica tiene la forma de puntos que se aproximan cada vez mas a una linea, la asintota,
que nunca cortan. Estos estudiantes cometen errores con sucesiones convergentes que no

son monotonas o con sucesiones en las que el limite coincida con algin término de la

1 sines par

sucesion, como es el caso de la sucesion {a,}o-; = { , Y por tanto

1, .
1 —— sinesimpar

sus graficas no tienen el aspecto de la tipica sucesion monétona acotada:
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Otro grupo de estudiantes consideraban que una sucesion es convergente si sus términos se
aproximan a un valor determinado, el punto de acumulacién. En este caso, sucesiones
oscilantes con dos puntos de acumulacién pueden ser consideradas convergentes con dos
limites, como es el caso de la sucesion {a,},—; = (—1)™ que posee dos puntos de
acumulacion, 1y —1, pero no tiene limite.

o o el o o

o o] o] o o]

Figura 11. Gréfica de la sucesion oscilante a,, = (—1)"

Estudiantes con una imagen de limite como punto de acumulacion si aceptan que algin
término de la sucesion valga lo mismo que el limite, y coinciden con aquellos que poseen
una imagen asintética en no tener problemas con aquellas sucesiones que son monétonas y
acotadas.

Un tercer grupo manifestd una imagen de limite puntual, es decir, considera que una
sucesion es convergente cuando sus términos se aproximan a un unico valor, o son igual a
él. La unicidad del limite es lo que marca la principal diferencia entre este grupo y los
anteriores, y también es lo que hace que esta imagen sea compatible con la definicién
formal de limite de una sucesion.

Una de las principales conclusiones a las que llega Roh en su trabajo, es que no hay que
cuestionarse la conveniencia 0 no de inducir con la instruccion una imagen dindmica de
limite con expresiones del tipo acercarse cada vez mas o aproximarse, sino mas bien qué
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tipo de imagen dindmica se induce, ya que las tres categorias de imagenes tenian en comdn
que eran dindmicas pero s6lo una de ellas era compatible con la definicion formal de
limite. Roh propone una actividad que denomina ¢ — strip que es efectiva para inducir una
imagen de limite que no sea incompatible con algun aspecto de la definicion formal.

12 EL CONCEPTO DE INFINITO

Desde la antigua Grecia, el concepto de infinito ha suscitado controversias y paradojas que
aun se pueden observar en las aulas de primeros cursos de matematica superior. La
dicotomia aristotélica de infinito potencial versus infinito actual es, segin Fischbein,
Tirosh, y Hess (1979), un mecanismo de nuestra inteligencia para sobrellevar la naturaleza
contradictoria del concepto de infinito. Este caracter contradictorio intrinseco al concepto
de infinito, justifica la versatilidad de la intuicion del infinito que se muestra sensible
frente a cambios en el contexto (Monaghan, 2001; Tsamir, 2001; Tirosh y Tsamir, 1996).
Hace ya treinta afios de la experiencia que llevaron a cabo Fischbein y otros (1979)
pasando un cuestionario a estudiantes de diferentes cursos para cotejar sus hipotesis acerca
de la naturaleza contradictoria del concepto de infinito, y de la permanencia de la intuicién
del infinito con la edad y la formacion académica. En ella, observaron dos tipos de
respuestas, las finitistas, asociadas a afirmaciones del tipo “el proceso se termina”, y las
infinitistas que se asocian a respuestas del tipo “el proceso es infinito”. Una de las
conclusiones a las que llegaron, y que hoy en dia recogen muchos trabajos relacionados
con la comprension de la nocion de infinito (Dienes, 2002; Mamona-Downs, 2001; Garbin,
2000), es que nuestra manera natural de pensar es finitista debido a que nuestros esquemas
mentales estan adaptados a nuestras experiencias con una realidad finita.

Hace unos afos, en un especial de la revista Educational Studies in Mathematics sobre el
concepto de infinito, se publicé un trabajo en el que Tommy Dreyfus y los editores de ese
numero especial, recogen parte del trabajo que Efraim Fischbein dejé tras su muerte
(Fischbein, 2001). En él, mantiene su teoria compartida por Tirosh y Hess acerca de que
“nuestra logica, con todas sus leyes, puede manejar consistentemente s6lo conceptos que
expresan realidades finitas, y alcanza conclusiones bien definidas que concuerden con las
premisas dadas sélo si tratan de objetos finitos o conjuntos finitos de elementos” (p. 309).
De ahi que aparezcan dificultades y se produzcan contradicciones cuando nos enfrentamos
al infinito en sentido actual. Sin embargo, no nos cuesta asumir un concepto dinamico
asociado a un proceso finito que se puede repetir indefinidamente, el infinito potencial. La
dualidad del concepto de infinito como proceso y como objeto se ha analizado desde
distintas perspectivas (Bagni, 2001a; Dubinsky, 1991; Gray y Tall, 1994; Monaghan, 2001,
Sfard, 1991; Weller, Brown, Dubinsky, McDonald, y Stenger, 2004).

Monaghan (2001) asegura que la primera idea que desarrollan los estudiantes sobre el
concepto de infinito esta asociada al infinito como proceso, y el lenguaje que utilizan
refleja esta concepcion: Infinity means going on and on, this goes on and on.

Desde la perspectiva de la teoria APOS, Dubinsky, Weller, McDonald, y Brown, (2005a)
proponen una estrategia para que los estudiantes mejoren la comprension del concepto de
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infinito, basada en incitar a que se produzca la interiorizacion y la encapsulacion. Para la
interiorizacion, se han de disefiar actividades que requieran la repeticion de acciones, y la
reflexion sobre las mismas. Para la encapsulacion, se ha de crear la necesidad de ejecutar
operaciones sobre los procesos resultantes de la interiorizacion. Es importante tener en
cuenta que el andlisis desde la teoria APOS no ofrece una explicacion de lo que realmente
ocurre en la mente del individuo, lo cual es imposible de conocer, sino que describe los
pensamientos para los que puede estar capacitado un individuo. De hecho, el que un
individuo posea ciertas estructuras mentales no significa que las aplique en una situacion
determinada, ya que ello depende de otros factores como puede ser el estado emocional.

Dubinsky y otros (2005a) distinguen tres grandes hitos en el desarrollo historico del
concepto de infinito:

v La distincion aristotélica entre el infinito potencial y el infinito actual. En esta
concepcion dual, que ha dominado el panorama filosofico y matematico, el infinito
actual se muestra como algo inconcebible, intuitivamente contradictorio y, por
tanto, incomprensible y causa de las incoherencias asociadas a las cuestiones que
involucren el infinito.

v’ La aceptacion del infinito actual. Dentro de la corriente filos6fica del racionalismo,
y con una fuerte componente religiosa, algunos matematicos como Bolzano o
Descartes aceptan la existencia del infinito actual como resultado de un proceso
mental que va mas alla de lo que podemos experimentar.

v La formalizacion del infinito. El trabajo de Cantor sobre los transfinitos formaliza
la concepcion sobre el infinito, distinguiendo entre dos tipos cognitivos distintos de
infinito, el infinito alcanzable, que se corresponde con el concepto aristotélico de
infinito actual, y el infinito inalcanzable que es el infinito potencial.

Para Dubinsky y otros (2005a), la teoria de los transfinitos es el producto de que Cantor
haya “encapsulado los procesos infinitos involucrados en la construcciones de los nimeros
cardinales y ordinales, y haya sido capaz de pensar en ellos como objetos a los cuales
podia aplicar acciones y procesos (p.ej. operaciones aritméticas o comparacion entre
conjuntos)” (p. 346). Segun esto, la concepcion de infinito potencial es la concepcion del
infinito como proceso.

Tomando como ejemplo la construccidn cognitiva del conjunto de los nimeros naturales,
el primer paso consiste en la ejecucion de la accidon de contar o enumerar algunos de sus
elementos, el 1, el 2, el 3; ésta es una concepcion accion de los nUmeros naturales. La
repeticion de la accion de afadir 1 indefinidamente conlleva la interiorizacion de esta
accion en un proceso, que es la concepcion de infinito potencial. La concepcion de infinito
actual es el resultado de encapsular este proceso en un objeto; este objeto, el infinito actual,
es un infinito cognitivamente alcanzable. Asi, desde la perspectiva de la teoria APOS, el
infinito no alcanzable de Cantor es un ejemplo del infinito como proceso que no ha llegado
a ser encapsulado.
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Por tanto, el infinito potencial y el infinito actual representan dos concepciones cognitivas
diferentes del infinito, que estan relacionadas mediante el mecanismo mental de la
encapsulacion, y que forman parte del esquema de un individuo. Que cognitivamente sea
alcanzable o no, depende de si se ha producido o no la encapsulacion del infinito como
proceso en el objeto infinito actual.

El andlisis de las paradojas de Aquiles y la tortuga (Weller y otros, 2004; Dubinsky y otros,
2005a), y la de las pelotas numeradas de tenis (Dubinsky y otros, 2005a), sirven para
describir las etapas que conducen a la construccion del concepto de infinito cuando
aparecen procesos iterativos infinitos (Brown y otros 2008). Desde el marco teérico APOS,
una accion consiste en la ejecucion de un namero pequefio de iteraciones que, en el caso de
Aquiles y la tortuga, se produce cuando la tortuga recorre cierta distancia y Aquiles cubre
parte de la distancia que ha recorrido la tortuga; en el caso de las pelotas de tenis, se
produce cuando se introducen dos nuevas pelotas en la mesa y se retira la que esta
numerada con el menor natural. Un individuo puede iterar estas acciones varias veces
pensando en ellas explicitamente hasta un punto en el que las interioriza en un proceso y
puede imaginarse la repeticion de la accién de manera indefinida. En este punto el
individuo posee la concepcion de infinito potencial.

El mecanismo de encapsulacion ocurre cuando un individuo lleva a cabo acciones con y
entre procesos, transformandolos en objetos. En el caso de la paradoja de Aquiles y la
tortuga, el individuo ha de coordinar dos procesos: uno es el resultado de cubrir la distancia
que recorre la tortuga en cada iteracion, y el otro es el resultado del avance de Aquiles
detras de la tortuga. Si un individuo realiza la accién de comparar las distancias recorridas
por cada uno cuando el proceso contindia indefinidamente, obtendra la suma de las series
correspondientes y podrd comprobar que la distancia recorrida por Aquiles es mayor que la
de la tortuga, por lo tanto la paradoja desaparece porque Aquiles logra alcanzar a la
tortuga. En el caso de las pelotas de tenis, puesto que en el paso enésimo se elimina la bola
enésima, la encapsulacion se produce cuando se comparan el conjunto de bolas en la mesa
tras completar el proceso, con el conjunto vacio. La encapsulacion del proceso iterativo
infinito requiere una concepcion de infinito actual.

También esta teoria presenta argumentos que justifican los motivos que inducen a muchos
estudiantes a contestar que no es cierta la igualdad 0.999 ... =1 (Weller y otros, 2004;
Dubinsky, Weller, McDonald, y Brown, 2005b). Una causa posible de esta confusion
puede ser el que el individuo no haya construido completamente la concepcién proceso de
decimal infinito, en cuyo caso puede concebir el decimal infinito 0.999... como una
cadena finita pero indeterminada de nueves, por lo que siempre existira una pequefia
diferencia con el nimero 1.

Otra posible explicacion puede ser la concepcion de un decimal infinito como un proceso y
no como un objeto. En ese caso, puesto que el simbolo “1” representa un objeto, no tiene
sentido para el individuo igualar un proceso con un objeto, ya que un proceso es el
resultado de ejecutar acciones mientras que un objeto es algo sobre lo que se ejecutan
acciones. Si el individuo logra encapsular el proceso ejecutando una accion sobre él, en
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este caso el calculo del limite de la sucesion 0.9,0.99,0.999, ..., entonces puede concebir
el decimal infinito 0.999 ... como un objeto y asi lo podra comparar con el objeto 1,
dandose cuenta de que en valor absoluto difieren una cantidad menor que cualquier
numero positivo, por lo que sélo es posible que esa diferencia sea 0 y asi se cumple la
igualdad. Para que se produzca la encapsulacion, el proceso ha de entenderse como un todo
y asi se podran ejecutar acciones con él.

Fischbein (2001) atribuye la causa de los errores que aparecen en los razonamientos que
involucran el infinito a los modelos que acttan en el pensamiento del individuo. Segun este
autor, “pensamos en términos de modelos que son sustitutos de ciertos conceptos
originales; normalmente esos conceptos son demasiado abstractos, o demasiado
complejos” (p. 311) para nuestra mente. Asi, los modelos mentales son representaciones
mentales de un concepto, generalmente abstracto, que ayuda al individuo en los procesos
de razonamiento facilitando su manejo; el modelo es un sustituto del concepto, lo
reemplaza. Los modelos pueden ser abstractos o simbdlicos, analdgicos, paradigmaticos o
representados por diagramas, tacitos o explicitos. Un mismo modelo de un concepto puede
generar conclusiones correctas o erroneas, segun el aspecto o la propiedad del concepto
sobre la que se aplique tal modelo. En general, el concepto de infinito provoca la aparicién
de resultados contradictorios, sobre todo cuando nos apoyamos en modelos simbdlicos.
Otro tipo de modelos que provocan incoherencias, son los modelos tacitos, aquellos actdan
en los razonamientos sin que tengamos conciencia de ellos. Estos modelos, aunque se
hayan generado de manera consciente en nuestra mente, con el tiempo reemplazan
implicitamente ciertas componentes del proceso de razonamiento y se acomodan en
nuestra mente sin que seamos conscientes de su influencia. De este modo, soportan
razonamientos correctos de una matematica elemental, pero provocan razonamientos
incorrectos cuando se introducen conceptos mas abstractos propios del pensamiento
matematico avanzado, como es el caso del infinito.

Garbin y Azcarate (2002) presentan unos resultados relativos a las inconsistencias e
incoherencias en el esquema conceptual de infinito actual en estudiantes de bachillerato.
En este trabajo se han clasificado a los estudiantes en tres categorias: coherente y
consistente, coherente pero inconsistente, e incoherente. La primera categoria se
corresponde con estudiantes que manifiestan un esquema conceptual de infinito actual
consistente y ademas este esquema lo mantiene al resolver problemas que representan la
misma nocién matematica expresada en diferentes registros de representacion semidtica.
La segunda categoria se corresponde con estudiantes que manifiestan un esquema
conceptual de infinito actual inconsistente, que mantienen al resolver problemas que
representan la misma nocion matematica expresada en diferentes registros de
representacion. La ultima categoria se corresponde con estudiantes que manifiestan un
esquema conceptual de infinito actual inconsistente y ademas incoherente, de modo que
“dependiendo de la representacion del problema, puede dar una respuesta consistente o0 no
con el concepto, que puede ser coherente 0 no con otra representacion del mismo
problema” (p. 100).
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Belmonte (2009) amplié los modelos intuitivos observados en anteriores investigaciones®
con cuatro modelos més, el modelo intuitivo de indefinicion, acotado-finito / no acotado-
infinito, de divergencia, y de aproximacion. Ademas, concluyd que estos modelos
presentaban una dependencia en sus patrones de evolucidn, aspecto que hasta este
momento no se habia observado en otras investigaciones. La gran cantidad de datos que
obtuvo de estudiantes de cuatro niveles educativos espafioles®, le permitié describir
“patrones de evolucion nivelar” que muestran las caracteristicas del esquema conceptual
colectivo del concepto de infinito en individuos de la misma edad a lo largo de los cuatro
niveles educativos. Belmonte constata el papel clave que desempefia el pensamiento
metaférico de los individuos en el aprendizaje del concepto de infinito, y destaca la
relevancia del lenguaje en la corporeizacion de este concepto.

I3 SUCESIONES Y SERIES NUMERICAS

Las sucesiones y series numéricas constituyen una herramienta muy poderosa para el
desarrollo de otros conceptos como el de funcion, limite o infinito, y para la
matematizacion de la vida cotidiana a partir de la modelizacién (Weigand, 2004). En
particular, el tema de la convergencia de sucesiones y series, es de maxima importancia por
su relacién con otros tépicos propios de la matemaética aplicada a la ingenieria, tales como
la aproximacion, los desarrollos trigopnométricos y en series de potencias o las integrales
impropias, por nombrar algunos. A lo largo de toda la historia, han sido objeto de
controversia por acarrear consigo conceptos tan complejos como el de limite y el de
infinito, por lo que no es de extrafar el interés por facilitar la comprension de este
concepto. En la literatura se encuentran muchos trabajos que pretenden contextualizar
problemas que involucren sucesiones y series numeéricas para eludir el habitual formalismo
de la ensefianza de las matematicas (Aledo y Cortés, 2000, 2001; Bennett, 1989; Bossé y
Faulconer, 2007; Boulton y Rosas, 2003; Hammack y Lyons, 2006; Jaramillo y Campillo,
2000; Lay, 1985; Silvester, 1997; Yarema y Sampson, 2001). En muchas de estas
propuestas se hace uso de las representaciones geométricas y de las ventajas que aportan
las herramientas informaticas para facilitar las operaciones aritméticas, y la visualizacion
de graficas y otras representaciones. En el siguiente apartado se comentaran algunos de
estos trabajos.

Otro tipo de investigaciones son aquellas que utilizan el contexto de las sucesiones y series
numéricas para estudiar otros aspectos de las matematicas, como el caso de lannone y
Nardi (2001) que utilizan el contexto del estudio de criterios de convergencia de series
numéricas, en particular el criterio de comparacion en el limite, para analizar la
demostracion formal en estudiantes de bachiller y primeros cursos de Universidad. Lo méas
destacado de esta investigacion, es la tendencia que observaron en muchos estudiantes a
esperar que la aplicacion de un criterio de convergencia siempre concluya. La resistencia a
aceptar que el criterio no siempre aporta informacion, se traduce en una mutacion del

® Modelo de inclusién, infinito = infinito, de inagotabilidad y punto-marca.
* Educacién Primaria (de 6 a 12 afios), Secundaria Obligatoria (de 12 a 16 afios), Bachillerato (de 16 a 18) y
Universidad (a partir de 18 afios).
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criterio que desemboca en respuestas erréneas. También estas autoras utilizan el contexto
de la definicion de convergencia de una sucesion numeérica para analizar los errores
cometidos por los estudiantes debidos a la utilizacion o interpretacion incorrecta del
cuantificador universal. Esto, en parte, se debe a que los estudiantes estan acostumbrados a
probar los resultados para unos cuantos casos particulares e inferir que se cumple para
todos.

Otra vertiente de las investigaciones sobre sucesiones y series numéricas es la que se centra
en el estudio historico. Bagni (2005), estudiando la reaccion de los estudiantes ante la serie
de Grandi®, observé que algunos razonamientos son similares a los que se han realizado en
épocas anteriores. En este trabajo comprobo que cuando un estudiante considera una suma
infinita como una operacidn aritmética, tiene problemas con la serie de Grandi. Para Bagni,
desde el punto de vista epistemoldgico, el punto clave es el paso de lo finito a lo infinito,
cuyo principal problema es cultural. Este mismo autor, en (Bagni, 1999), realiza un breve
repaso historico al concepto de serie: desde los primeros trabajos relacionados con series
convergentes (Zenon, Aristoteles, Arquimedes, Gregorio de San Vicente) a los primeros
trabajos con series divergentes (Oresme, Jacob Bernoulli) o sobre series indeterminadas
(Grandi, Leibniz y Wolf, Lagrange, Euler, Lacroix, Riccati, D’ Alembert).

Dentro de la corriente del pensamiento matematico avanzado que considera la dualidad
proceso/objeto, Kidron (2002) y Kidron, Zehavi, y Openhaim (2001) analizan la
percepcion de los estudiantes de las sumas infinitas de funciones a partir de los
cuestionarios que se pasaron durante tres afios consecutivos a estudiantes del mismo curso
académico. Estos estudiantes recibieron una instruccion en un entorno computacional con
el software de calculo simbdlico Mathematica, y se les introdujo el concepto de suma
infinita desde dos enfoques, el algebraico y el analitico.

En el enfoque analitico la suma infinita se representa como un proceso potencialmente
infinito. Los estudiantes han de utilizar el ordenador para representar curvas y para obtener
los polinomios de Taylor de distinto grado de dichas curvas. Utilizando animaciones, el
estudiante puede observar codmo se aproxima la grafica del polinomio de Taylor a la de la
curva cuando aumenta el grado del polinomio. Asi, el estudiante visualiza el proceso de
aproximacion sucesiva.

El enfoque algebraico se basa en la idea de Euler de expresar funciones no polinémicas
como un polinomio con infinitos términos, es decir, una suma infinita. De este modo, la
suma infinita representa un objeto que requiere una concepcion de infinito actual. El

estudiante ha de encontrar un polinomio con un namero infinito de términos que verifique
la igualdad f(x) = % = ay + a;x + azx? + azx® + -+, reproduciendo el tipo de
calculos que manejo Euler, es decir, asumiendo que tal polinomio existe, se obtienen los
valores de los coeficientes multiplicando a ambos lados de la igualdad por Q(x) y se

comparan los coeficientes de los polinomios que resultan.

? Zrso(=D)".

61



CAPITULO Il El problema de investigacion

A partir de las respuestas de los estudiantes, Kidron (2002) observa tres formas de percibir
una suma infinita de funciones:

v/ Como una aproximacién finita, es decir, como una suma con un ndmero muy
grande de sumandos pero finito.

v Como un proceso, no como un producto.
v Como un limite, es decir, como el producto de un proceso infinito.

Comparando los resultados obtenidos con los de otras investigaciones, hubo un porcentaje
relativamente alto de estudiantes que comenzaban a dar muestras de concebir la suma
infinita como un limite, esto es, como un objeto. La explicaciéon a este hecho hay que
buscarla en la instruccion que recibieron, ya que el uso del ordenador permitié manejar el
concepto de suma infinita desde dos puntos de vista, como proceso y como objeto, y
facilitd la transicién de uno a otro. El software ayuda a distinguir el proceso de afadir
infinitos sumandos, que es un proceso divergente, del proceso suma infinita que puede ser
convergente; este efecto se consigue tanto con las animaciones de las gréaficas, que
permiten percibir como concluido un proceso que continla, como a traves de la
manipulacion algebraica de expresiones con infinitos términos. A pesar de estas
facilidades, la instruccion no logré resolver todas las dificultades.

Mamona-Downs (2001) también aporta pistas acerca de como favorecer el paso de una
concepcion proceso a una concepcion objeto, cuando apunta que el descubrimiento por
parte de un individuo de que con la expresion general de una sucesion se puede obtener
cualquier término de la sucesion, le ayuda a pasar de una concepcidn proceso de sucesion,
a una concepcion objeto.

Uno de los trabajos mas destacados sobre sucesiones numéricas es el que realizaron
McDonald y otros (2000) bajo el paradigma APOS. Estos autores plantearon una
descomposicidn genética del concepto de sucesion numérica igual que para el concepto de
funcién, ya que una sucesion es una funcion con dominio discreto. En este trabajo
justifican la importancia que para ellos tiene el concepto de sucesién, ya que el estudiante
lo necesitara cuando trabaje otros tépicos del Anélisis Matematico como polinomios y
series de Taylor, desarrollos en serie de soluciones de ecuaciones diferenciales, o para
comprender la equivalencia entre sucesion y la definicion €-6 de continuidad.

En su investigacion, relacionan las concepciones de los estudiantes de las sucesiones
numéricas con las concepciones sobre otros topicos como limites, monotonia y cotas.
Sefialan que los estudiantes asocian la palabra monotonia al significado usual de hablar en
tono monoétono y no asocian esta palabra con su significado en el contexto de las
sucesiones. En cuanto a la cota, aunque en general entienden su significado, se producen
errores debidos a dos motivos principalmente: la creencia de que la cota es Unica y la
vinculacion de la cota con el limite.

62



Anélisis de la comprension de los conceptos de serie numérica y su convergencia

Una de las aportaciones mas importante de este trabajo es la identificacion de dos
entidades cognitivas que los estudiantes construyen cuando se enfrentan a problemas que
involucran sucesiones numéricas, SEQLIST y SEQFUNC.

Un individuo posee una concepcion SEQLIST de una sucesion cuando la identifica con
una lista de nimeros. Hay dos elementos especialmente importantes en esta concepcion, la
presencia de las comas que separan los términos de la sucesion, y la existencia de un
patron que siguen los elementos de la lista. Del andlisis de datos que realizaron, dedujeron
que para los estudiantes resulta relativamente sencillo construir una concepcién objeto de
SEQLIST por la solidez del objeto cognitivo nimero natural y porque enumerar es una
habilidad que se adquiere en los primeros afios de vida de un individuo. Ademas, esta
concepcion es productiva porque con ella pueden resolver la mayoria de los problemas a
los que se enfrentan.

Una construccién cognitiva mas sofisticada consiste en identificar una sucesion con una
funcion cuyo domino es el conjunto de los nimeros naturales, es la concepcién
SEQFUNC. Uno de los motivos por los que los estudiantes no llegan a alcanzar una
concepcion objeto de SEQFUNC, es porgque poseen un esquema pobre del concepto de
funcién. Este hecho se manifiesta, por ejemplo, cuando un estudiante dibuja una gréafica de
una sucesion con un trazo continuo, o cuando manifiesta una concepcion de funcion
asociada a un signo igual seguido de una expresion. De ahi la importancia de poseer un
esquema rico y coherente de funcion para poder abordar otros tépicos del Analisis
Matematico relacionados con concepto.

Los autores consideran que existe un vinculo entre estas dos estructuras cognitivas que es
sencillo de establecer para los estudiantes: una concepcion accion de SEQFUNC consiste
en evaluar una expresion con nameros enteros; la interiorizacion de esta accidon en un
proceso genera el objeto SEQLIST que, como se comentd anteriormente, es un objeto
cognitivo sélido para los estudiantes. Asi, el objeto SEQLIST aparece como el resultado de
una concepcion proceso de SEQFUNC.

La comprension del concepto de sucesion no solo requiere la construccion de estas dos
estructuras, sino que también necesita que se establezcan relaciones entre ellas para
desencadenar una construccion mas madura del esquema. Cuando un individuo tiene la
concepcion SEQFUNC de sucesion, se encuentra en un estado mas avanzado de
comprension que con la concepcion SEQLIST. Conforme aumenta la conexion entre estos
dos objetos mentales y la reflexion sobre ellos, un individuo comienza a verlos como dos
representaciones de la misma entidad matemaética, y asi construye un esquema maduro del
concepto de sucesion. Los estados de construccion del esquema son los siguientes:

En el estado Intra del desarrollo del esquema de sucesion, no se relacionan las dos
concepciones de sucesion SEQFUNC y SEQLIST, es decir, el individuo maneja una u otra
concepcion para resolver un problema pero no establece ninguna conexion entre las
mismas.
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En el estado Inter, el individuo ain no ha construido el objeto cognitivo de SEQFUNC y
no tiene conciencia de la relacion entre las dos concepciones SEQLIST y SEQFUNC. Sin
embargo, puede utilizar una sucesion como una lista 0 como una expresion dependiendo
del contexto, aunque no sea capaz de ver la equivalencia entre ambas. Aunque la mayoria
de los estudiantes que observaron en el estado Inter mostraban una concepcidn proceso de
SEQFUNC, alguno podia haber logrado una concepcién objeto de SEQFUNC y no tener
conciencia de la equivalencia entre las dos construcciones SEQFUNC y SEQLIST que le
Ilevarian a un estado del desarrollo més avanzado.

Para un individuo que haya alcanzado el estado Trans del desarrollo del esquema de
sucesion, SEQFUNC y SEQLIST son distintas representaciones del mismo concepto, y
empleara una u otra segun el contexto. En este estado, es necesario, aunque no suficiente,
poseer una concepcion objeto tanto de SEQLIST como de SEQFUNC.

14 LA INSTRUCCION

Uno de los puntos clave en los procesos de ensefianza y de aprendizaje es la
implementacion de un buen disefio curricular por parte del profesor que favorezca la
adquisicién de conocimientos en el estudiante. Son muchas las evidencias que se
encuentran en la practica docente que confirman la existencia de dificultades en el
aprendizaje de las matematicas asociadas a los procesos de ensefianza desarrollados, y que
tienen que ver con la institucion, el curriculo, y con los métodos de ensefianza (Socas,
1997, 2007). Este es el caso de Tall y Vinner (1981) que atribuyen al programa del
profesor la responsabilidad de crear algunas situaciones de conflicto, como por ejemplo,
cuando utiliza ejemplos que sélo evocan una parte del concepto y luego exige al estudiante
que evoque otra parte. Otra forma en la que el disefio curricular frena el aprendizaje, es
cuando provocan situaciones potenciales de conflicto (vease | 1.2).

En la literatura aparecen numerosos trabajos cuyo objetivo es proponer y evaluar un disefio
curricular sobre algun topico concreto. Muchos de estos trabajos, como los de Przenioslo
(2005) y Aldis y otros (1999), estan impulsados por el malestar producido en el profesor
como consecuencia del fracaso, cada vez méas generalizado, en la adquisicion de conceptos
matematicos. Algunos, buscan en el desarrollo histérico del concepto objeto de estudio la
clave para su propuesta (Bagni, 2005; Burn, 2005; Kindt, 2005; Swetz, 1989), y otros
recurren a otros enfoques no tradicionales que dejan de lado el habitual formalismo de la
ensefianza de las matematicas para favorecer la comprension, a veces apoyandose en las
nuevas tecnologias que facilitan la manipulacion de distintos enfoques (geométrico,
analitico, etc.) o recurriendo a juegos y anécdotas para contextualizar algunos problemas
de célculo (Aldis y otros, 1999; Aledo y Cortés, 2000, 2001; Bennett, 1989; Bossé y
Faulconer, 2007; Boulton y Rosas, 2003; Dienes, 2002; Hammack y Lyons, 2006;
Jaramillo y Campillo, 2000; Kidron, 2002; Kidron y otros, 2001; Mamona-Downs, 2001;
Monaghan y otros, 1994; Sierra, Gonzélez, y Lépez, 2002; Silvester, 1997; Tsamir, 2001,
Williams, 2001; Yarema y Sampson, 2001).
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Aledo y Cortés (2001), rompiendo con el tradicional enfoque analitico-algebraico, utilizan
un enfoque geométrico para sumar algunas series numericas. Con su propuesta pretenden,
por un lado, estimular el trabajo creativo del estudiante en un entorno poco habitual por
conjugar dos partes de la matematica que suelen presentarse por separado: el anélisis y la
geometria. Por otro lado, su propuesta juega un papel preliminar para la introduccion del
concepto de serie numérica, por lo que la falta de rigor se vera compensada con un
tratamiento posterior mas formal desde el punto de vista analitico-algebraico.
Anteriormente, ya habian realizaron un trabajo similar con sucesiones trigonométricas
(Aledo y Cortés, 2000). También Boulton y Rosas (2003) utilizan argumentos geométricos

para sumar series de la forma Z;’f’zl’;—:, donde p = 0,1,2, ..., y Bennett (1989) se apoya en el

recurso que ofrece la visualizacion de rectangulos para justificar la convergencia de la serie
geométrica. Para valores enteros positivos de la razén utiliza la adiccion de rectangulos, y
cuando la razodn es el inverso de un entero utiliza la division de los rectangulos. Con la
representacion geométrica de términos de la serie, pretende facilitar al estudiante la
comprensién de la convergencia de la serie geométrica.

Yarema y Sampson (2001) utilizan el contexto de las tarjetas de crédito para trabajar el
topico de progresiones geométricas y aritméticas, ofreciendo un buen ejemplo de
contextualizacion; Silvester (1997) utiliza el contexto de un cuento protagonizado por
ranas para analizar la serie geométrica de razon Y2 y la serie armonica; y Dienes (2002)
pretende clarificar al estudiante la comprensidn de las sumas infinitas a traves de un par de
ejemplos en los que contextualiza una suma infinita con un problema geométrico de
cuadrar un triangulo y con un problema de reparto.

Otro tipo de propuesta, también contextualizando una suma infinita con un problema
geométrico, pero apoyandose en una secuencia que permite a cada estudiante avanzar al
ritmo de su capacidad de comprension, es la que plantea Cynthia Lanius, asesora
independiente y codirectora del Empowering Leadership: Computing Scholars of
Tomorrow Alliance, grupo apoyado por el National Science Foundation's Directorate for Computer and
Information Science (CISE) y el programa Engineering's Broadening Participation in Computing (BPC), @ través
de su pagina web. En ella, nos brinda una serie de problemas que denomina “Fun Mathematics
Lessons” entre los que se puede encontrar “Visualizing An Infinite Series” (Lanius, 1999-2008).

La leccion de Lanius comienza contextualizando la serie geométrica de razon % con un
problema geométrico de division de un trapecio (véase el anexo 1), y su contenido sigue la
linea del trabajo de Lay (1985) y la representacion visual de la suma de la serie geométrica
de razon Y. que aparece en (Mabry, 1999).

También Hammack y Lyons (2006) emplean la representacion geométrica de areas de
rectangulos para justificar sin formalismos, y haciendo uso de la visualizacion, el criterio
de convergencia de las series alternadas. Con su propuesta, pretenden eludir el obstaculo
que supone para los estudiantes algunos elementos matematicos considerablemente
abstractos que se encuentran en la demostracion formal de este resultado. La opinion de
sus estudiantes de lo clarificador de este enfoque frente a la demostracion formal, confirma
su éxito.
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Desde otro punto de vista, uno de los problemas que afectan a la ensefianza y el
aprendizaje del Analisis Matematico es el papel del rigor. La ensefianza tradicional de las
matematicas a nivel avanzado ha sido generalmente una ensefianza formal que, en carreras
técnicas que requieren conocimientos matematicos, se puede convertir en una barrera para
acceder al significado de los conceptos.

En este sentido, Weigand (2004) sugiere que, para evitar que el estudiante trabaje sélo a
nivel simbolico, ejercitando la manipulacion algebraica sin llegar a comprender los
conceptos, el proceso de formacién de un concepto comience de manera no formal, con
observaciones empiricas. También en esta linea, Bagni (2001b) afirma que la evolucién
histdrica del concepto de infinito, y en particular la de limite, se produce paralelamente a la
evolucion del lenguaje y del modo de representacion. Esta evolucion paralela, y su
influencia en el desarrollo del topico matematico, es parte de la informacién que nos aporta
un analisis detallado de la historia. Asi, en la linea de Sfard (1991), Bagni propone que el
aprendizaje del concepto de infinito evolucione de un modo similar a como lo ha hecho el
concepto en su desarrollo a lo largo de la historia: en una fase inicial el concepto se percibe
intuitivamente, y en una segunda fase madura se concibe estructuralmente.

Otro planteamiento es el que propone Earles (2000) que, ante la disyuntiva que se les
plantea a los profesores acerca de como ensefiar los topicos del Andlisis Matematico,
informalmente proporcionando al estudiante un entorno que soporte la experimentacion o
presentando la materia formal y estructuradamente, propone que el profesor tenga en
cuenta las dos tendencias y que en cada caso actle segun las necesidades de sus
estudiantes.

Kleiner (2001) considera que para responder a la cuestion de qué se debe ensefiar y como
se debe ensefiar el Analisis Matematico, hay que tener presente que en éste se integran
tanto algoritmos como teoria y aplicaciones, de modo que los estudiantes deberian conocer
estos tres aspectos. En su repaso historico acerca de lo infinitamente grande y lo
infinitamente pequefio, sugiere algunas aportaciones para la ensefianza y el aprendizaje de
estos conceptos:

v Necesidad de ejemplos: Tras repasar el periodo del 1400 al 1600 previo a la
invencion del calculo por Newton y Leibniz, Kleiner se cuestiona el motivo por el
cual los predecesores a Newton y Leibniz no fueron capaces de sintetizar los
resultados sobre los que se apoyaron estos dos grandes matematicos. EI motivo que
argumenta es la falta de ejemplos. Asi, hemos de proporcionar a los estudiantes
ejemplos en diferentes contextos antes de definir, generalizar o demostrar un
concepto.

v" Notacion matematica: Para justificar la relevancia de una buena notacién
matematica no sélo para demostrar, sino también para comprender los conceptos,
recuerda la prevalencia del trabajo de Leibniz sobre el de Newton por el empefio
que puso Leibniz por utilizar una notacion eficiente.
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v’ Célculo sin funciones: A mediados del siglo XVI1I el prolifico Euler fue el primero
en centrar el foco de atencion del calculo en las funciones mas que en las variables.
Sin embargo, motivados por resolver problemas fisicos o geométricos en los que
estaban involucradas las curvas, los sucesores de Newton y Leibniz siguieron
utilizando el célculo de variables. Kleiner propone la posibilidad de ensefiar un
calculo sin funciones utilizando la geometria y la cineméatica como motor impulsor
del aprendizaje, y las variables y ecuaciones como Utiles de trabajo. Por supuesto,
esta propuesta no es adecuada para cursos avanzados en los se hace imprescindible
el uso de las funciones.

v Desarrollos en series de potencias: Los desarrollos en series de potencias fueron
una herramienta muy poderosa en manos de los matematicos de los siglos XVII y
XVIIl. Kleiner sugiere sacar partido a estos desarrollos para proporcionar
herramientas para la aproximacion numérica, para extender las definiciones de
funciones trascendentes de variable real a variable compleja, para obtener algunos
resultados interesantes como la formula de Euler-Cotes, y para aprovechar el
potencial de la analogia como motor del descubrimiento mostrando con cautela
algunas analogias entre los desarrollos en serie y los polinomios.

v/ Sacar partido a los errores: A lo largo del desarrollo histérico del Analisis
Matematico se han utilizado muchas técnicas que mas tarde se han comprobado
erroneas. Estas, en muchas ocasiones se reconocian cuestionables para los propios
matematicos que las utilizaban, pero eran aceptadas porque con ellas se alcanzaban
resultados correctos. El descubrimiento de muchos resultados importantes ha estado
en ocasiones marcado por este camino repleto de confusiones y dudas que casi
siempre terminan con la formalizacion de los conceptos. Pero la matemaética que se
refleja normalmente en las aulas, y siempre en los libros de texto, muestra sélo el
resultado final formalizado sin dejar ocasion para cuestionarlo. Quiza, seria
conveniente dar una oportunidad al estudiante para que conozca el camino del
descubrimiento que en muchas ocasiones difiere del formalismo al que le somete la
matematica escolar.

Respecto a este ultimo comentario, es importante tener en cuenta la observacion que
realiza Mamona-Downs (2001) cuando propone que al comienzo del aprendizaje del
concepto de limite no se introduzcan tareas en las que puedan surgir ciertos conflictos que
no ayuden a crear un esquema conceptual sélido, sino mas bien a confundir y a crear un
ambiente de desconfianza. Un buen disefio curricular evitara este tipo de situaciones.

También relacionado con los conflictos, pero en otra linea de pensamiento, Fischbein
(citado en Tsamir, 2001), cree necesario disefiar estrategias que permitan que el estudiante
tome conciencia de los conflictos que subyacen en los modelos tacitos que imperan sobre
los conceptos formales; éste es el punto de partida del trabajo de Tsamir (2001), proponer
unas actividades que provoquen esta toma de conciencia. Las actividades reciben el
nombre de IST (it’s the same task) y estan disefiadas para fomentar la técnica utilizada por
Cantor para comparar conjuntos infinitos, que es la correspondencia uno a uno. En ella
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utiliza diferentes modos de representacion para que los estudiantes tomen conciencia de los
conflictos que subyacen en su comprension del concepto de infinito, ya que el modo de
representacion influye en la respuesta de los estudiantes al evocar diferentes partes del
concepto.

Przenioslo (2005) propone y justifica una serie de ejercicios (problemas y cuestiones para
discutir) que pueden ayudar a los estudiantes a mejorar aspectos de la definicion formal de
limite de una sucesion. La revision de otras investigaciones en las que se ha observado una
divergencia entre la definicion formal del limite de una funcion y las concepciones de los
estudiantes, y su experiencia como profesora, de la que concluye que muchas concepciones
erroneas en cursos universitarios se han formado en secundaria, le inducen a prestar su
atencion a la ensefianza del concepto de limite de una sucesion y a plantear una propuesta
didactica.

El marco tedrico que sustenta la propuesta de Przenioslo es una ecléctica de recursos en la
que las representaciones graficas juegan un papel significante y se presta especial atencion
al desarrollo del esquema conceptual que se forja con los primeros ejemplos que se
muestran al alumno. Ademas, también considera que las iteraciones sociales juegan un
papel importante en la construccién del conocimiento, destacando la relevancia del papel
del profesor como guia en el proceso de aprendizaje.

En su propuesta didactica la actividad se centra en un problema en el que los estudiantes
han de sefialar qué propiedad no tienen en comun una sucesion dada con otras once. En los
once enunciados se muestran todo tipo de situaciones para contrarrestar algunas de las
concepciones erroneas que se han citado en otros trabajos como los de Monaghan (2001) y
Mamona-Downs (2001), entre otros. Algunas de estas concepciones son: la idea de que los
términos de una sucesion no pueden alcanzar el valor del limite, que la cota de una
sucesion es su limite, o que el limite de una sucesion es su Gltimo término.

A través de cuatro actividades mas, se presenta a los estudiantes cuatro discusiones sobre
el problema principal protagonizadas por personajes ficticios. Los estudiantes han de
evaluar estas cuatro situaciones con la peculiaridad de que algunas reflejan razonamientos
errbneos y otras, razonamientos correctos. Aunque los personajes son ficticios, las
conversaciones son reales ya que estan basadas en las trascripciones de las discusiones de
la autora con otros grupos de estudiantes.

El papel de Przenioslo en estas discusiones era la de un profesor que participa en la
conversacion y asiste a los estudiantes, centrando su atencién en los puntos importantes y
ayudandoles a que se den cuenta de los errores y las contradicciones, a superar las
dificultades, y a investigar las conclusiones. Desde luego, los estudiantes han de poseer
ciertos conocimientos y destrezas previas como el concepto de funcién y la idea de que una
sucesion es un tipo especifico de funcion.

La autora descompone la secuencia didactica en tres fases que se corresponden con tres
estados en el desarrollo de la comprension de los estudiantes de la nocion de limite de una
sucesion. Estos tres estados son:
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v Desarrollo de la concepcién relacionada con el significado de la frase “a partir de
un cierton”.

v' Comprensién de la nocion relacionada con la idea de “banda en torno a la recta
y = limite.”

v Desarrollo de las concepciones relacionadas con la idea de proximidad.

El estudiante que sea capaz de superar estas tres fases, sera capaz de entender que para
estudiar el comportamiento de una sucesion es necesario fijarse en cdémo son los términos a
partir de un cierto n, y que no basta con fijarse en unos cuantos primeros términos.
Tambien, sera capaz de desarrollar un esquema mental de convergencia en la que, a partir
de un n, los valores de la sucesion se encuentren en una banda en torno al valor del limite.
Por ultimo, extendera este esquema mental de convergencia a otro en el que cualquier
banda en torno al limite contenga infinitos términos de la sucesion.

Tras superar estas etapas, habria que introducir la definicion formal de convergencia de
una sucesion numeérica. El estudiante que haya alcanzado los tres estados, habra construido
un esquema conceptual de convergencia coherente con la definicion formal. Aun cuando
un estudiante no sea capaz de alcanzarlos, a pesar de que el salto conceptual de un estado a
otro es pequefio, el esquema conceptual parcial de convergencia que haya construido tras el
primer o segundo estado estard conectado con la definicion formal de convergencia.

Los problemas que plantea Przenioslo en esta y en otra investigacion (Przenioslo, 2004), si
bien son sencillos, no son convencionales en el sentido de que no son el tipo de problemas
que abundan en los libros de texto, en los que se pide comprobar si un cierto valor es el
limite de una funcién o de una sucesion; en un estudio previo, la autora comprobé como
estos problemas de solucién estandar algoritmica, dificultan el proceso de construccion del
conocimiento.

Dejando de lado la preocupacién por la comprension por parte de los estudiantes de la
definicién formal -8 del concepto de limite, Williams (2001) propone un nuevo enfoque
centrado sélo en los modelos informales que invocan los estudiantes y dan sentido a este
concepto, y en como surgen y se desarrollan esos modelos. Del anélisis de los modelos que
construyen dos estudiantes, destaca la prevalencia de una vision dinamica de limite y del
salto cognitivo que existe desde lo finito hasta lo infinito. Esto ayuda a explicar la
aparicion del infinito actual como un obstaculo enraizado en la comprensién de limite, y la
dificultad que esto supuso para comprender la definicion formal e-6 de limite.

Mamona-Downs (2001) propone modificar la intuicion del concepto de limite a partir de
las imagenes mentales que surgen desde la definicién formal. Asi, plantea una secuencia
didactica que permite madurar en los estudiantes las intuiciones del concepto de limite.
Estas intuiciones han de ayudar a comprender la definicion formal, por lo que la estrategia
para crear un esquema coherente y Gtil en la mente del estudiante se apoya en la definicion
formal de limite.

Sugiere seguir tres pasos para introducir el concepto de limite:
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v Iniciar y desarrollar intuiciones planteando temas en clase para discutirlas.

v" Introducir la definicion formal y analizarla complementandose con lo expuesto en
el primer paso. Introducir una representacion concreta.

v Validar o invalidar los argumentos realizados en el primer paso comparandolos con
la definicion formal y haciendo especial hincapié en la representacion elegida en el
segundo paso.

Otro tipo de propuesta es la que plantean Sierra y otros (2002) en la que disefian una
unidad didéactica para la ensefianza del limite de una sucesion basada en una aproximacion
cualitativa sin formalismos. En esta propuesta, las definiciones se introducen a medida que
se van necesitando, se emplea con sumo cuidado la simbolizacion, se manejan calculadoras
graficas, en particular la TI-82, y se plantean situaciones en las que los estudiantes
experimentan en un contexto de resolucion de problemas.

Tras la experiencia, el profesor que participd en la investigacion considerd positivo el uso
de problemas contextualizados, destacando la ventaja que ofrecen, frente a los problemas
descontextualizados, a la hora de establecer la coherencia entre el problema y el resultado
final obtenido. También resultaron positivos el entorno de trabajo colaborativo y el empleo
de calculadoras graficas que ayudaron notablemente en aspectos como el estudio del
comportamiento de las sucesiones y la obtencion de términos de una sucesion.

Sin embargo, a pesar de que la propuesta promovia en los estudiantes la utilizacion de
procesos mentales que en la ensefianza tradicional no se ponen en juego, como conjeturar,
modelizar o comprobar, en los resultados de la investigacion se constatd que,
posiblemente, “la presencia de procesos infinitos dificiles de asimilar” (p. 93) sea la causa
de muchas dificultades en el aprendizaje del concepto de limite.

s ENTORNO COMPUTACIONAL

En el capitulo | de esta memoria se ha analizado, en lineas generales, el impacto de las
herramientas de calculo simbolico (HCS) en la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas. En este apartado, se analizaran algunos trabajos de especial relevancia
relacionados con esta investigacion y se presentara la postura que defiende la autora de esta
tesis.

Soto-Johnson (1998) realizd un trabajo de investigacion en el que conjugd dos temas
relacionados con este trabajo, el de las nuevas tecnologias y el del aprendizaje de las series
infinitas. Soto-Johnson analizd la existencia de estudios sobre el impacto de las
herramientas de calculo simbdlico en temas de Analisis Matematico. Comprobé que los
topicos que tratan son, principalmente, derivadas e integrales, pero no series infinitas, y
aquellos estudios que utilizan el tdpico de las series infinitas lo hacen para contextualizar
entornos de aprendizaje con HCS, sin prestar demasiada atencion a las cuestiones que
atafien al aprendizaje de este topico concreto. Por ello, su trabajo es pionero en estudiar el

70



Anélisis de la comprension de los conceptos de serie numérica y su convergencia

impacto de las HCS en la comprensidn de las series infinitas y es de los pocos en los que
las series infinitas tienen un papel central.

En su articulo, la autora analiza cuantitativamente el efecto de tres metodologias distintas
de ensefianza para la comprension del concepto de serie infinita. En concreto, espera
determinar si existen diferencias entre los tres métodos de ensefianza en cuanto a la
comprension de los estudiantes del concepto de serie infinita, sus destrezas
computacionales, sus actitudes hacia el calculo y sus actitudes hacia el uso del ordenador
en el aprendizaje del calculo. Estas tres metodologias son:

v Proyecto CALC (Calculus As a Laboratory Course): enfatiza la conceptualizacion,
la modelizacién, y la creaciéon de informes escritos y las précticas en el aula de
ordenadores. La mayor parte del tiempo, los estudiantes trabajan en grupos.

v Proyecto Revised Illinois: enfatiza el aprendizaje por exploracién apoyandose en el
software de célculo simbdlico Mathematica que se emplea como complemento de
la clase tradicional. Es una adaptacion del proyecto Calculus & Mathematica® en el
que toda la instruccion se realiza en el aula de ordenadores con el software
Mathematica. Aungue ocasionalmente en el aula de ordenadores los estudiantes
trabajan en grupo, durante la mayor parte del tiempo el trabajo es individual.

v' Ensefianza tradicional.

Tanto el “Proyecto CALC” como el “Proyecto Revised Illinois”, se centran en la
comprension conceptual del Analisis Matematico y utilizan el software de calculo
simbdlico Mathematica para crear un entorno en el que el alumno pueda explorar, plantear
conjeturas y evaluarlas, y sintetizar los resultados. Ademas, permite trabajar los conceptos
de manera gréafica y analitica.

A pesar de que los promotores de la reforma del calculo afirman que la comprension de los
conceptos de calculo aumenta para los estudiantes y asi se sienten mas satisfechos, y que
las herramientas informaticas no suponen un obstaculo, el estudio llevado a cabo no
respalda estas ideas para el tdpico de las series infinitas. Aunque los estudiantes que
recibieron la instruccion con los dos métodos basados en la reforma de la ensefianza del
calculo mostraron una actitud positiva hacia el uso de herramientas informaticas en las
clases de Anélisis Matematico, no se encontraron diferencias en la comprension conceptual
ni en la actitud hacia el Analisis Matematico entre estos y los que recibieron una ensefianza
tradicional.

Bajo el enfoque de la teoria de Gray y Tall (1994), Monaghan y otros (1994) analizan la
construccion del concepto de limite en un entorno de sistema de célculo simbdlico.
Partiendo de que el limite es un procepto, ya que el simbolo lim,,_,, a,, representa tanto el
proceso de acercarse a un valor, como el objeto resultante de ese proceso que es el valor

® Programa innovador de ensefianza del Analisis Matemético con el software Mathematica de Wolfram,
desarrollado por el profesor Bill Davis de la Universidad de Ohio State y los profesores Horacio Porta y Jerry
Uhl de la Universidad de Illinois Urbana-Champaign.
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del limite, los autores sefialan que la capacidad de los sistemas de calculo simbdlico para
evaluar internamente un limite, ofrece una gran ventaja al estudiante que puede centrar mas
su atencion en el limite como objeto; asi se produce un equilibrio entre las dos
concepciones de limite como concepto y como proceso.

Por otro lado, critican los entornos en los que se puede aproximar el valor del limite
ejecutando un procedimiento con el que se obtengan sucesivos valores de la sucesion, es
decir, evaluando a,, para valores de n grandes. Estos entornos no permiten una vision
proceptual del concepto de limite ya que contribuyen a que el estudiante afiance la idea de
que el limite es un proceso y no un objeto. Con un software de calculo simbdlico del tipo
Maple, Mathematica o Derive, es posible variar el orden en el que se construyen los
conceptos: el ordenador permite al estudiante explorar las propiedades del objeto antes,
durante o después de estudiar el proceso en si mismo. Asi, le libera de tener que
encapsularlo antes de que sus propiedades cobren algun sentido. Este es el argumento del
principio de construccion selectiva descrito en esta memoria en la seccion | 2.2.

Aldis, Sidhu, y Joiner (1999), motivados por el fracaso en la comprension de los temas de
Analisis Matematico en la academia de la Armada de Australia, realizaron una experiencia
en la que, al igual que hizo Soto-Johnson (1998) como alternativa a la ensefianza
tradicional, experimentaron con una adaptacion de la metodologia promotora de la reforma
del célculo Calculus & Mathematica.

En esta adaptacion sustituyeron el software de calculo simbdlico Mathematica por Maple
por cuestiones de logistica, pero mantuvieron el espiritu de una ensefianza no formal,
centrada en la interpretacion de los resultados mas que en los algoritmos de resolucién, y
en la que el ordenador se utiliza para involucrar al estudiante en su aprendizaje.

La instruccién se llevo a cabo en un aula de ordenadores con el software de célculo
simbdlico, lo cual representdé un cambio muy radical para aquellos estudiantes que
cursaban su altimo afio de estudios y habian recibido el resto de su formacién matematica
de forma tradicional.

El anélisis de los datos recopilados a partir de cuestionarios, entrevistas y notas de clase,
destaca la conveniencia del empleo de grupos colaborativos en el aula y los beneficios que
ofrece el entorno informatico. A pesar de ello, el poco tiempo con el que contaron los
estudiantes para familiarizarse con la sintaxis del software Maple, supuso una fuente de
dificultades afiadidas a las propias del topico que estaban aprendiendo. Para evitar esto, los
autores proponen introducir el uso de la herramienta informatica desde el principio del
curso y en la fase de introduccidn del concepto matematico.

Asi, el ordenador juega el papel de instrumento facilitador en un ambiente en el que es
posible experimentar, visualizar y escapar de los formalismos. Posteriormente, una vez que
el estudiante ha tenido un primer contacto “no formal” con el concepto, el resto de la
instruccion puede continuar en un entorno no tecnoldgico.
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Camacho y Depool (2003a) disefiaron un programa de utilidades con el software de calculo
simbdlico DERIVE para determinar qué dificultades y qué potencialidades presenta el
software DERIVE cuando se utiliza para impartir tépicos del Analisis Matematico a los
estudiantes de ingenieria. El fin Gltimo de esta investigacion es el de mejorar la ensefianza
y aprendizaje del tépico de Analisis Matematico integral definida.

Una de las aportaciones mas relevantes de este trabajo, es que el programa de utilidades
disefiado contribuy6 a que los estudiantes formaran una imagen mas flexible del concepto
de integral definida. Ademas, los autores destacan las posibilidades que brinda el software
DERIVE para facilitar una instruccion en la que no solo se utilicen procedimientos
algoritmicos, y la ventaja que ofrece, frente a los métodos tradicionales, en los procesos de
resolucién paso a paso, tanto en los sistemas de representacion grafico como numérico.

16 DESARROLLO HISTORICO DEL CONCEPTO DE
CONVERGENCIA DE SERIE NUMERICA

Ya se menciond en el capitulo I que el analisis tedrico del concepto que se pretende
investigar incluye un analisis historico del desarrollo del topico matematico. Es en este
punto, donde la historia de la matemaética juega un papel crucial para esta investigacion, ya
que se utilizard para dos de los cometidos que segun Sierra (2000) puede cumplir la
historia de la matematica en los procesos de ensefianza y aprendizaje. Estos son los de
ofrecer conocimiento sobre la evolucion de los conceptos y procedimientos, y servir de
laboratorio para el desarrollo curricular.

Respecto al papel de la historia de la mateméatica como elemento que pone a nuestra
disposicion la evolucion de los conceptos y procedimientos, y recordando el argumento de
caracter filogenético que sugiere Heeffer (2006) para justificar la integracion de la historia
de la matemética en el curriculo de matematicas (véase apartado | 5), en este trabajo se
utiliza la historia de la matemaética para identificar puntos clave en el desarrollo del
concepto de convergencia de serie numeérica, que servirdn de cimientos para la
descomposicion genética del concepto que se propone. Esto facilitara el modelo teorico
sobre el que se ha disefiado la instruccion y sobre el que se apoya el analisis de los datos.

Al igual que les ocurre a Burn (2005) y Sfard (1991), la historia de la matematica
proporciona a esta investigacion el vehiculo para conocer los estados en el desarrollo
historico del concepto de convergencia de serie numérica que provocan la primera
reflexion sobre cémo ha de ser el proceso de formacion de este concepto en la mente del
estudiante.

Respecto al papel de la historia de la matematica como laboratorio para el desarrollo
curricular, éste cubre tres aspectos de esta investigacion. Por un lado, es una herramienta
metodoldgica que ayuda a romper con el método axiomatico-deductivo utilizado
habitualmente en la ensefianza de las matematicas y a desarrollar un planteamiento mas
genético (Duran, 1998). Ademas, la historia justifica los obstaculos de origen
epistemoldgico que provocan que los estudiantes cometan algunos errores y causan
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dificultades en su aprendizaje. Por Gltimo, la historia ayuda a comprender estas dificultades
y a buscar sugerencias para superarlas (Bagni, 2000).

Para llevar a cabo estos cometidos se han revisado, principalmente, libros sobre historia de
las matematicas que ofrecen un panorama completo del desarrollo historico del Analisis
Matematico y muestran el contexto en el que se ha ido desarrollando. Si bien la lectura
minuciosa de textos originales aporta un incalculable valor, el objetivo de esta
investigacion se ve cumplido con el examen de los libros que se citan en las referencias
bibliograficas. Tras esta revision, se han identificado cinco etapas en la evolucion del
concepto de serie (Codes y Sierra, 2004).

Durante la etapa griega, la matematica se mueve en un contexto geométrico en el que se
pueden encontrar series numéricas en algunos trabajos sobre cuadraturas. EI manejo
implicito de las mismas, se lleva a cabo con un habil uso del principio de Eudoxo y la
reduccion al absurdo.

A los problemas sobre cuadraturas, en la etapa medieval se les unen los relativos al
movimiento para contextualizar las series numéricas. EI manejo sin recelos de procesos
infinitos propicia el calculo de algunas sumas infinitas y sirve de abono para el posterior
nacimiento del célculo infinitesimal.

A finales del siglo XVIy a lo largo del XVII, se produce un rapido desarrollo de técnicas
de calculo. En esta etapa de desarrollo, los trabajos sobre mecanica celeste o navegacion,
hacen que se sumen series numeéricas y de funciones para aproximar las soluciones de estos
problemas. La concepcion de Newton de los desarrollos en serie de funciones, afianza el
uso de las series infinitas en los problemas de calculo.

Tras el manejo indiscriminado de las series, tanto convergentes como no convergentes, en
el siglo XVl y primera mitad del XIX, conviven dos posturas enfrentadas, la de los que
intuyen las aplicaciones de las series no convergentes, y la de los que rechazan de plano el
uso de las series. Esto se produjo por la desconfianza que crearon los resultados obtenidos
por el mal uso de las series no convergentes. En la etapa de formalizacion, se trat6 de dotar
al recién estrenado célculo de un rigor que habia estado casi ausente durante el periodo
anterior.

A finales del siglo XIX y principios del XX, los trabajos sobre ecuaciones diferenciales
suscitan el desarrollo de una teoria de series divergentes. En la etapa moderna, surgen
nuevas definiciones de sumabilidad, distintas a la nocion de suma de Cauchy.

De las cinco etapas que se han detallado para describir los avances en el estudio de las
series numéricas, las mas interesantes para esta investigacion son las primeras. La Gltima
etapa, que comienza a mediados del siglo XIX, se caracteriza por los avances en el estudio
de series divergentes de funciones. A pesar de la importancia de este topico, su estudio
detallado se aleja del interés de esta investigacion que se centra en el estudio y
comprensién de la convergencia de series numéricas.
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Sin pretender describir exhaustivamente el largo periodo de desarrollo de la matematica
desde que aparecen las primeras series numéricas, en los siguientes apartados se dan unas
pinceladas que describen las cinco etapas que se han identificado, haciendo referencia sélo
a aspectos que atafien directamente al topico de las series numéricas.

116.1 Etapagriega

La confrontacidn de dos corrientes filoséficas, la de los pitagéricos y los eleaticos, influyd
notablemente en el desarrollo de la matematica griega. Los discipulos de Parmenides,
contrarios a la idea de multiplicidad y cambio que defendia la escuela pitagérica, adoptaron
el principio de unidad y permanencia del Ser que dio lugar a las famosas paradojas de
Zendn (Boyer, 1986/1994).

A pesar del “horror al infinito” manifestado en la matematica griega, del que hablan los
historiadores, la figura de Demdcrito siembra la duda acerca del rechazo total de procesos
infinitos. Algunas obras conocidas, como las de Aristoteles o Arguimedes, permiten
describir como se enfrentaron los matematicos de esta época a los procesos infinitos.

116.1.1 Lasseries en la etapa griega

En la época griega, las series numéricas no aparecen tal y como las entendemos
actualmente. Las primeras manifestaciones de sumas infinitas aparecen en las paradojas de
Zenon y en el trabajo de Arquimedes.

Respecto a las paradojas de Zenon, cuando en el siglo XVII Saint Vincent demostrd la
convergencia de la serie geométrica, afladid un comentario a la paradoja de Aquiles
afirmando que Zendn no habia considerado que la distancia total es la suma de una serie
geométrica convergente, por lo que su suma es finita.

También en la proposicion XXIII de la Cuadratura de la parabola de Argquimedes, se
. , . f S ;1
vislumbra un célculo relacionado con la suma de la serie geométrica de razén " camuflado

entre el principio de exhauscion y la reduccion al absurdo, que es como Arquimedes se
enfrento a los procesos infinitos.

116.1.2 Personajes de la etapa griega

Zenon de Elea (490-425 a.C.): defendia la filosofia de Parménides que rechazaba el
pluralismo y la realidad de cualquier tipo de cambio, defendiendo la creencia de que todo
es un indivisible, realidad inmutable, y la razon descarta cualquier presuncion de lo
contrario. Zenon pretendia demostrar la inconsistencia de los conceptos de multiplicidad y
divisibilidad de la escuela platonica mediante el método dialéctico, consistente en suponer
cierto lo contrario de lo que se pretende demostrar y llegar asi a una contradiccion o a un
argumento absurdo.

Una de las paradojas méas conocidas es la de la Dicotomia, en la que aparece una
., S ;1
progresion geometrica de razon P

75



CAPITULO Il El problema de investigacion

Antes de que un objeto en movimiento pueda recorrer una distancia dada, debe recorrer
en primer lugar la mitad de esa distancia, pero aun antes de recorrer ésta debera
recorrer el primer cuatro de la distancia inicial, y antes aun el primer octavo, y asi
indefinidamente a través de una cantidad infinita de subdivisiones. (...) Por lo tanto, el
mismisimo comienzo del movimiento es imposible. (Boyer, 1986/1994, p. 109)

Otra, quizd mas familiar, es la de Aquiles y la tortuga, en la que también aparece una
progresion geométrica. Aquiles compite con una tortuga en una carrera, dejandole una
ventaja inicial.

Cuando Aquiles haya alcanzado la posicion inicial de la tortuga, ésta habrd avanzado
alguna distancia, aunque sea pequefia, y cuando Aquiles haya recorrido esta distancia,
la tortuga habra avanzado algo mas lejos, y asi el proceso continla indefinidamente,
con el resultado de que el veloz Aquiles no puede alcanzar a la lenta tortuga. (Boyer,
1986/1994, p. 109)

Demdcrito de Abdera (460-370 a.C.): inspirado quiza en el atomismo geométrico de los
pitagoricos, defiende una teoria fisica atomista que no encontrd herederos. Sin que se tenga
certeza de la existencia de técnicas infinitesimales, se cree, por el tipo de problemas que
abordd, que pudo intuir un proceso de descomposicién de una figura en una cantidad
infinita de secciones transversales infinitamente delgadas (Boyer, 1986/1994, p. 115).

Eudoxo (408-355 a.C.): en un intento de proporcionar rigor al calculo del &rea de una
figura curvilinea, realiz6 esta operacién formando una secuencia de poligonos hasta llenar
0 agotar (dejar exhausto) la figura de la cual se quiere calcular su area. (Edwards, 1979).
Este procedimiento, llamado principio de exhauscién, es el precursor del célculo de un
limite en nuestro actual calculo infinitesimal. Aparece en la proposicion 1 del libro X de
los “Elementos” de Euclides. En la traduccion de Maria Luisa Puertas Castafio, se puede
leer:

Dadas dos magnitudes desiguales, si se quita de la mayor una [magnitud] mayor que su
mitad, y de la que queda, una magnitud mayor que su mitad y asi sucesivamente,
quedara una magnitud que serd menor que la magnitud menor dada. (Euclides, trad.
1996, p. 12)

Arquimedes realiza un razonamiento similar en el corolario de la proposicion XX de la
Cuadratura de la parébola:

Si en un segmento comprendido por una recta y una secciéon de cono rectangulo se
inscribe un triangulo que tenga la misma base que el segmento y la misma altura, el
triangulo inscrito serd mayor que la mitad del segmento. (...)

Corolario: Demostrado esto, es evidente que es posible inscribir en este segmento
un poligono de tal manera que los segmentos que quedan en torno sean menores que
cualquier area propuesta. Por ello esta claro que, restada continuamente un area que sea
mayor que la mitad, al disminuir continuamente los segmentos restantes, Ilegaremos a
hacerlos menores que cualquier area propuesta. (Arquimedes, trad. 2009, pp. 181-182).
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Aristoteles (384-322 a.C.): rechazd la existencia del infinito actual, limitando el uso del
término infinito solo para referirse al infinito potencial (Boyer, 1959) porque pensaba que
si algo es desconocido, existe solo potencialmente. Distinguié dos tipos de infinito
potencial, el que se deriva de afiadir sucesivamente, lo infinitamente grande, y el que se
deriva de la division o resta sucesiva, lo infinitamente pequefio.

Euclides de Alejandria (325-265 a.C.): a pesar de que se conocen varios textos de este
autor, se suele asociar su nombre a los “Elementos”. El talante de esta obra es la de un
libro de texto, ya que Euclides destaco en la Universidad de Alejandria méas por su labor
docente que por su capacidad investigadora. Por ello, los “Elementos” han formado parte
de la instruccion de los cientificos a través de los siglos.

Para esta investigacion, el interés de esta obra reside en la proposicion 35 del libro IX en la
que aparece una formula para sumar los n primeros términos de una progresion
geométrica. Esta formula, fue utilizada en los siglos XVI y XVII para sumar la serie
geométrica. De hecho, actualmente es la formula que se utiliza para estudiar la
convergencia de esta serie. Esta proposicion enuncia:

Si tantos nimeros como se quiera son continuamente proporcionales, y se quitan el
segundo y del altimo [nameros] iguales al primero, entonces, como el exceso del
segundo es al primero, asi el exceso del Gltimo serd a todos los anteriores a él.
(Euclides, trad. 1994, p. 236).

Con la notacion actual viene a expresar:

. -y s, . . aj . e
Sia , Ay, Az, ,0n, A €S una progresion geometrica, es deC|r, e rVj,se verifica;
1, A2, A3 n An+1 a J
j
Ap+1 — A Ay~
a1+a2+"'+an al

Despejando S,, = a, + a, + -+ a,, de la expresion anterior, se obtiene la formula de la
suma de los n primeros términos de una progresion geomeétrica,

a,—7r-a,
Sn = 1—r

Euclides prueba esta proposicién utilizando otros resultados obtenidos sobre proporciones
de cantidades, en concreto, utiliza las proposiciones 11, 12 y 13 del libro VII. Actualmente,
este resultado se prueba restando a S, la cantidad r - S,,_; y despejando S,,:

Sp—=1 Sp—1=0a1 — Anyq

S\1—-r)y=a,—r-a,

a,—r-a,

S =
n 1—r

Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.): algunos lo consideran el padre de la fisica
matematica, otros el predecesor del célculo infinitesimal, pero nadie discute su ingenio. No
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en vano, el contenido de la obra de Arquimedes es vital para el nacimiento del calculo en el
siglo XVII.

Sin menospreciar la brillantez de su obra, Edwards (1979) sefiala tres ingredientes
indispensables que, segln él, le faltaron a los métodos arquimedianos para ocupar esta
posicion de fundador. A saber:

v La introduccion explicita del concepto de limite, que los griegos sustituyeron por
una doble reduccion al absurdo y la aplicacion del principio de exhauscion.

v Un algoritmo general para el calculo de areas y volimenes, debido en parte a la
falta de una notacion algebraica adecuada que posibilitara la identificacion de
similitudes en los célculos. Por ello, en general, cada problema se abordaba con un
planteamiento particular y distinto al de otros problemas anélogos.

v El reconocimiento de la relacion existente entre los problemas de areas y de
tangentes. Esta relacion nada trivial, marca la fundacién del calculo infinitesimal
con Newton y Leibniz,

Bourbaki (1976) afirma que Arquimedes es la principal fuente sobre la que se apoyan los
primeros resultados del calculo infinitesimal.

Uno de los resultados mas destacados es el calculo del area de la region limitada por un
arco de parébola y una recta perpendicular al eje de la parabola. En la proposicion XXIV
de la Cuadratura de la parabola, demuestra que este area es cuatro tercios del area del
triangulo con la misma base y altura que dicha region.

Figura 12. Arco de parabola.

Para probarlo, utiliza la reduccion al absurdo comprobando que el area del arco de
parabola no puede ser ni mayor ni menor que la del tridngulo. Se apoya también en otros
resultados que ha ido obteniendo en proposiciones anteriores. En algunos de estos
resultados utiliza el método de exahuscion que, como afirma Mugler (1970), en las manos
de Arquimedes se convierte en un instrumento con una potencia y una flexibilidad que le
conduce a las primeras integraciones de la historia de la matematica.

En una de las proposiciones previas que utiliza, la proposicién XXIII, aparece
. , . . P ;1
implicitamente la suma de una serie geométrica de razon "
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Si se disponen sucesivamente magnitudes en la razon de cuatro a uno, todas las
magnitudes mas la tercera parte de la menor sumadas en una sola seran cuatro tercios
de la mayor. (Arquimedes, trad. 2009, p. 185)

Con la notacion actual, lo que Arquimedes demuestra es que Si

1
a2—4a1
1
a3—4a2
1
a, = —das
_1
a5—4a4

entonces

5

1 3
Zaj +§a5 = Zal
j=1

Utilizando las cantidades correspondientes a una tercera parte de las cuatro cantidades
menores, deduce facilmente este resultado que, interpretado con los conocimientos actuales

. . . o ;1
sobre series, equivale a la suma de la serie geomeétrica de razon "

Una lectura detenida de la obra de Arquimedes corrobora su genialidad y como se anticip6
al calculo del siglo XVII. En “El Método”, expresa que un area estad formada por una suma
de segmentos rectilineos. Véase, por ejemplo, el capitulo 14 de la traduccion de Maria
Luisa Puertas y Luis Vega:

... Asi pues, llenado el paralelogramo AH por restas paralelas a KZ, y llenado el
segmento comprendido entre la seccion de cono rectangulo y el didametro por las partes
de esas rectas intersecadas por el propio segmento

7

a las paralelas KZ trazadas en el paralelogramo 4H; (...).

Ahora bien, el prisma esta compuesto por triangulos que se hallan en el prisma; el
segmento del cilindro por los tridngulos que estan en el segmento cortado del cilindro;
el paralelogramo AH por las paralelas a KZ en el paralelogramo AH y el segmento de la
[parabola] por las rectas comprendidas entre la seccion de cono rectilineo y la recta EH.
Luego el prisma es al segmento del cilindro como el paralelogramo AH es al segmento
EZH comprendido entre la seccion de cono rectangulo y la recta EH. (Arquimedes,
trad. 1986, p. 88)

" Nota de los traductores M2 Luisa Puertas y Luis VVega: laguna de varias lineas que no se han sabido cubrir.
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Figura 13. (Arquimedes, trad. 1986, p. 86)

“El Método” ha sido una obra desconocida hasta el siglo XX, por lo que no se tiene
evidencia de que esta técnica la conociesen los matematicos de siglos posteriores a
Arquimedes. En 1906, se localiz6 un palimpsesto del siglo X del que se habia borrado su
contenido para que unos monjes escribieran encima una coleccién de textos liturgicos y
plegarias. El texto borrado revel6 “El Método” de Arquimedes.

Luis Vega (Arquimedes, trad. 1986) afirma que, a pesar de la utilizacién del método de
exhauscion, no se ha de confundir el trabajo de Arquimedes, basado en una teoria de
razones y proporciones, con el analisis infinitesimal basado en la nocion de limite, ya que
en ningin momento Arquimedes sugiere este concepto. A pesar de que con los
conocimientos actuales interpretamos la proposicion XXIV de la Cuadratura de la

, . _ , . 4
paradbola con una suma infinita, Arquimedes no asocia el valor ;@ la suma

1+1+2+3+
4 4 4 7
sino que suma hasta el quito sumando y utiliza su teoria de proporciones para deducir el

valor del resto de los sumandos.

11 6.2 Etapa medieval

Este amplio periodo que engloba la Edad Media y antecede al Renacimiento, se produce un
cambio en la concepcion del infinito que, junto con las investigaciones acerca del
movimiento, hace posible que se acepten procesos infinitos. Sin que se consigan grandes
avances, algunos trabajos sirvieron de caldo de cultivo para el posterior desarrollo del
calculo infinitesimal.

Destacan la obra de Leonardo de Pisa (Fibonacci) y un siglo més tarde la de Swineshead
(Calculator) y Oresme. El primero, no realizd6 ningun trabajo conocido con series
numéricas, pero tiene interés nombrarlo porque introdujo la famosa sucesion de Fibonacci
que posee propiedades notables relacionadas con las series numéricas. Los otros dos, se
interesaron por los problemas relativos al movimiento. En este contexto, estudiando las
variaciones de cantidades (nuestras variables) y calculando areas, Swineshead y Oresme
suman algunas series numeéricas.
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La introduccion por parte de Oresme de las graficas para representar las variaciones que se
producen por el movimiento, proporciona un metodo geométrico para sumar algunas series
numéricas. Ademas, transmite la idea de que una superficie esta formada por la adicion de
segmentos. Esta concepcion, se materializard a finales del Renacimiento en la técnica de
los indivisibles de Cavalieri.

116.2.1 Las series en la etapa medieval

En esta epoca las series infinitas aparecen asociadas al concepto de la latitud de las formas
y se ponen de manifiesto en la resolucion de problemas suscitados por el estudio del
movimiento. Se manejan a través de argumentaciones verbales o geométricamente a partir
de la representacion grafica, mas que mediante consideraciones aritméticas basadas en el
concepto de limite (Boyer, 1959). Edwards (1979) sostiene que, apoyados en la idea
aristotélica de cualidad (atributo que admite distintas intensidades), durante la edad media
florecio un grupo de filésofos y logicistas en el Merton Collage de Oxford que se
plantearon cuestiones relativas a variaciones en la intensidad de una cualidad.

Distintos autores destacan de este periodo la pérdida del miedo al infinito que caracterizo6
la época griega. Apoyando esta idea, Boyer (1986/1994) sostiene que

Los matematicos del Occidente europeo mostraron durante el siglo XIV imaginacion y
notable claridad de pensamiento, pero lo que les faltaba era habilidad tanto algebraica
como geomeétrica, y asi sus contribuciones no consistieron en una extension de la obra
de los clasicos, sino en la exploracién de nuevos puntos de vista. (p. 341)

Asi, mientras que la tradicion griega habia mostrado un rechazo al infinito actual, los
filosofos escolasticos de la baja Edad Media recurrieron frecuentemente al infinito, tanto
en el sentido potencial como actual. De este modo, salvo por algun algoritmo iterado de la
antigliedad y por la suma de la progresion geometrica de Arquimedes, el tema de las series
numéricas infinitas es original y novedoso en esta época, segin cita Boyer (ldem).
Edwards (1979) afirma que los estudios de series infinitas continuaron a lo largo de los
siglos XV y XVI1 al estilo de Oresme y Swineshead, sin lograr avances significativos en las
técnicas argumentativas verbal y geométrica. No se obtuvieron grandes resultados salvo la
suma de algunas series numeéricas, pero lo mas importante de este periodo es el cambio de
mentalidad al aceptar los procesos infinitos en matematicas. Esto sirvio para preparar “el
camino para trabajos mas significantes en series infinitas y procesos del siglo XVII,
cuando se disponia de un potente arsenal de técnicas algebraicas y aritméticas” (p. 93).

Kline (1992) también destaca el caracter de transicion de esta etapa entre la Edad Media y
el Renacimiento, en general sin resultados brillantes, pero que sirvio para difundir y
asimilar la herencia griega. En esta época, se fusion6 nuevamente la matemética a la
ciencia y la tecnologia, como en la época de Alejandria, asegurando asi su posterior
desarrollo.
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116.2.2 Personajes de la etapa medieval

Leonardo de Pisa (1170?-12507): se interesO principalmente por la aritmética. En su obra
“Liber abaci” aparece un problema que da lugar a la conocida sucesion de Fibonacci:

¢Cuantas parejas de conejos se produciran en un afio, comenzando por una pareja unica,
si cada mes cualquier pareja engendra otra pareja, que se reproduce a su vez desde el
segundo mes?

La sucesion de parejas de conejos es 1,1,2,3,5,8,::-. Esta sucesion, aparte de sus
aplicaciones, tiene interesantes propiedades como la de que el limite del cociente entre dos

L . . , . 1+V5
términos consecutivos es igual al nimero aureo, -

Robert Swineshead (1350): fue un filésofo logicista del Merton Collage de Oxford. A él se
debe la primera suma de una serie (sin contar con la serie geométrica) ante el problema

planteado en un contexto de velocidades:

Si un punto se mueve durante la primera mitad de un intervalo de tiempo a una
velocidad constante, durante el siguiente cuarto de intervalo de tiempo a una velocidad
el doble que la inicial, durante el octavo al triple que la velocidad inicial, y asi hasta
infinito; entonces la velocidad media durante el intervalo de tiempo total sera el doble
de la velocidad inicial.

Con la notacion actual, la conclusion a la que llega tras una larga demostracion verbal es:

1,2 + > + 4 - +.0=2

2 4 8 2n B

Nicolas Oresme (1323-1382): influenciado por la corriente del Merton Collage, en 1350
publica su “Tractatus de configurationibus qualitatum et motuum” en el que introduce por
primera vez® la configuracién geométrica de magnitudes continuas, su latitud de las

formas que encarna nuestras actuales representaciones graficas.

Magnitud uniformemente “deforme” Magnitud uniforme de igual Magnitud uniformemente “deforme”
finalizada con una altura nula. intensidad en todas sus partes. con una cierta altura a ambos lados.

Figura 14. Representacion de magnitudes.

Utilizo rectangulos, triangulos y trapecios, para representar magnitudes y asi represento las
variaciones en la intensidad de la magnitud velocidad, nuestra actual f(t), con respecto al

& Aunque esta no es la primera representacion gréfica que se conoce, se le atribuye a Oresme su primacia por
ser la suya mas clara e influyente, segln cita Boyer (1986/1994). De hecho, es posible que este trabajo
influenciara en la obra de Descartes.

82



Anélisis de la comprension de los conceptos de serie numérica y su convergencia

tiempo, como se muestra en el dibujo anterior (Dhombres, Dahan-Dalmedico, Bkouche,
Houzel, y Guillemot, 1987).

Con estas representaciones confirmé el resultado conocido como la regla de Merton acerca
del movimiento uniformemente acelerado:

La distancia recorrida en un intervalo establecido de tiempo por un cuerpo con
movimiento uniformemente acelerado, es igual a la que tendria el cuerpo si se moviera a
velocidad uniforme igual a la velocidad que lleva en la mitad del intervalo de tiempo.

La demostracion dada por Oresme es la primera que se conoce para este resultado:

Figura 15. Representacion grafica de la regla de Merton

Oresme obtuvo en su tratado de 1350 una formula general para la suma de series
geométricas escrita como sigue (Edwards, 1979, pp. 91-92):

Si a una cantidad a se le quita una k-ésima parte, y a lo que resta se le quita otra k-ésima
parte, y asi hasta infinito, tal cantidad sera extinguida.

Es decir,

a+a[1 1]+a[1 ] bt o [1 =
Kl Tkl Tk -
Una interpretacion actual de la demostracion es como sigue:

Si se resta a la cantidad a una k-ésima parte queda
a——=a [1 - =

A esta cantidad se sustrae una k-ésima parte, resultando:

N )

k k

Nuevamente se sustrae una k-ésima parte a lo que queda, resultando

e |

Tras la enésima sustraccion, la cantidad que quede sera
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o]

Asi,

a=%+ah— ] E+ah— ] =

1 1
=%+ahgﬁhﬁhkk]+ah_%3=
12 111—1
ey [1k—z]+“[1;z]+ +a[1—kz] +a[1_%"

n
Como el limite de [1 - %] es 0 cuando n — oo, la suma
a+a [1 1]+a[1 1]2+ +a[1 1]"‘1
k kIl k k k k
vale a cuando n — oo.

También obtuvo la primera prueba de que la serie arménica no converge en sus
“Cuestiones super geometricam Euclidis”.

1eiely +1+
23

., . 1
Para ello reunié sumandos consecutivos en grupos cuya suma es mayor que -.

1,1_7 1
34 127 2
1,1,1 1 53 1
56 7 8 840 2
1,11, 11 vl 1 - 1,1 _ 95549 1
9710 11 12 13 15 " 16~ 144144~ 2
1 1 1 1

ces _— > j—
Tt2n 1 242n 1 i1 2
De modo que

11 1
1 ->1 c=1+14+14=
Fokg - FoFg et =114 14
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Mediante su método grafico de representacion de las “variaciones de la intensidad de una
magnitud”, facilité un procedimiento grafico para sumar algunas series. Por ejemplo, la

suma de la serie % + % + % + -+ zln + .-+ se puede obtener de manera mas sencilla de como
lo hizo Swineshead gracias a la representacion grafica. Edwards (1979, pp. 92-93) lo
expresa asi:

La figura 16 muestra dos disecciones de la representacion grafica del movimiento de un
cuerpo que lleva velocidad 1 durante la primera mitad del intervalo de tiempo, velocidad 2
durante la siguiente cuarta parte, velocidad 3 durante la octava parte, y asi sucesivamente.
El area de cada seccidn es, respectivamente,

n
C’Q(An) = 2_n
‘A(Bn) = Z_n

, . . . ;1
Puesto que la suma de las areas de las secciones B,, es una serie geomeétrica de razon SYysu

suma es 2, se verifica:

1 2 1
STk Zcﬂ(An)—chl(Bn)—1+ +7 Ly =2

-
‘a

Figura 16. Representacion grafica del movimiento de un cuerpo (Edwards, 1979, p. 92).

Las sumas infinitas que realiza Swineshead se basan en su intuicion sobre la razén de
cambio, utilizando la retérica y sin aclarar en exceso las definiciones que utiliza de
velocidad, intensidad y otros términos que maneja en su discurso. Sus demostraciones son
verbales, sin que se pueda encontrar un atisbo de geometria en ellas. Oresme, sin embargo,
recurre a las representaciones de gréaficas, dotando a su discurso de una fuerte componente
geométrica. Hoy en dia se ha perdido este vinculo entre la representacion geométrica y el
analisis matematico (Boyer, 1959).
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11 6.3 Etapa de desarrollo

Los trabajos sobre logaritmos iniciados por Napier y Briggs, cobran especial importancia
cuando en 1647 Gregory St. Vincent publica su descubrimiento sobre la relacion entre el
logaritmo natural y el &rea bajo la hipérbola rectangular x -y =1 en su obra “Opus
Geometricum”. A. A. Sarasa observa, a partir de la lectura del “Opus Geometricum” de
Gregory, que la funcion que define el area bajo la hipérbola x - y = 1 posee propiedades
aditivas que son caracteristicas de los logaritmos (Edwards, 1979).

Segun afirma Edwards (1979),

el caracter logaritmico de las areas de funciones hiperbdlicas (...), sirvid para estimular
el estudio de las areas hiperbdlicas, y estas investigaciones jugaron un papel
significante en la introduccién de las series infinitas y técnicas algoritmicas de célculo,
a comienzo de los afios 1650 y 1660. (p. 158)

A finales del siglo XVI, se continla considerando una superficie compuesta por segmentos
indivisibles. Esta linea de pensamiento, que fue secundada por Oresme, es la que cuatro
siglos mas tarde se descubri6 en “El Método” de Arquimedes. Algunos matematicos, como
Galileo y su discipulo Cavalieri, refinaron este planteamiento que desembocé en la técnica
de los indivisibles de Cavalieri. Boyer (1986/1994) sitia a Cavalieri en el periodo de
transicion del Renacimiento a la Epoca Moderna.

Las técnicas infinitesimales estaban lo suficientemente avanzadas como para enunciar el
teorema fundamental del célculo. Este hecho, que marca el nacimiento del célculo
infinitesimal, fue la consecuencia del trabajo de muchos hombres durante varios siglos. Se
le atribuye a Newton y Leibniz su creacion por ser ellos los primeros que generalizaron la
relacion existente entre los problemas de célculo de areas y de tangentes.

La matematica no era entonces lo formal que es ahora. A pesar de los grandes éxitos que se
habian alcanzado, aun les quedaba la asignatura pendiente de su justificacion formal, con
rigor.

116.3.1 Lasseries en la etapa de desarrollo

En el siglo XVII se suman series infinitas, numéricas y de funciones, para resolver
problemas de aproximacion. Estamos en el despuntar del calculo infinitesimal y el rigor en
las demostraciones cede protagonismo a la intuicién, permitiendo que los procesos
infinitos tomen protagonismo en el célculo de cuadraturas. A finales de siglo, los trabajos
de Newton y Leibniz conducen a un nuevo concepto de serie infinita: no es sélo una
herramienta para hacer célculos aproximados sino que es otra manera en la que se
manifiesta una funcion. Se demuestra la divergencia de algunas series y se comienza a
cuestionar el uso de series cuando estas no convergen.

Los problemas que suscitan en este siglo la aparicion de series, bien sean numéricas o de
funciones, son normalmente problemas en los que se ha de aproximar una cantidad. Estos,
suelen aparecer en el célculo de distancias o de areas, en el contexto de calculos
astronomicos, de mecénica celeste o de navegacion. Por ejemplo, suscitados por las
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necesidades de los célculos en alguno de estos campos, Gregory y Newton realizaron
paralelamente investigaciones sobre la interpolacion y las series de potencias para resolver
problemas de aproximacion.

Se realizaron muchos calculos y se obtuvieron muchos resultados sin tener en cuenta el
caracter convergente de las series. Newton, por ejemplo, era consciente de la necesidad de
demostrar la convergencia de las series, a pesar de que él no lo consigui6. Aun asi,
reconocia que casi siempre las series de potencias introducidas por él, eran convergentes
para valores pequefios de la variable (Bourbaki, 1976).

En esta época coexisten dos tendencias: la de aquellos que, como Newton, reconoce que
les falta “algo” para acreditar los resultados que obtienen sumando series y se contentan
comprobando que los resultados fisicos avalan los calculos, dejando en un segundo plano
la justificacion tedrica formal; y la de aquellos que esperan una prueba formal, dudan de
los resultados obtenidos al sumar series e insisten en la inconsistencia de estos trabajos
(Berkeley, 1734/2002).

Este tira y afloja entre lo que funciona en la realidad fisica y lo que se espera que funcione
formalmente, ha producido algunos resultados incorrectos a los que muchas veces se les ha
Ilamado paradojas o se han atribuido a propiedades extrafias del infinito. Con una profunda
aceptacion de los procesos infinitos, en este siglo conviven las primeras sumas de series de
funciones y la utilizacion sistematica de los desarrollos en serie.

116.3.2 Personajes de la etapa de desarrollo

Francois Viéte (1540-1603): en 1593 obtuvo la formula para la suma de una progresion
geomeétrica utilizando la férmula de Euclides para la suma de un ndmero finito de términos
de una progresion geométrica (Duran, 2000).

Gregorio de Saint Vincent (1584-1667): En su obra de 1647 sumo la serie geométrica e
incluy6 como aplicacién una discusion sobre la paradoja de Zendn de Aquiles y la tortuga,
en la que argumentaba que Zendn no tuvo en cuenta que el tiempo formaba una progresion

o ;1 , , . P
geométrica de razon > ¥, por tanto, aunque el nimero de términos es infinito, su suma es
finita (Duréan, 2000).

Bonaventura Cavalieri (1598-1647): discipulo de Galileo, continu6 con la idea de
Arquimedes y Oresme de considerar una superficie formada por la suma de segmentos y la
materializd en su obra mas reconocida, “Geometria indivisibilibus continuorum nova
guadam ratione promota”, publicada en 1635 aunque escrita con anterioridad, hacia 1626.
Su idea se refleja claramente en lo que se conoce como el teorema de Cavalieri:

Si dos cuerpos solidos tienen la misma altura y si las secciones que determinan planos
paralelos a las bases y a distancias iguales de ellas estan siempre en una razén dada,
entonces los volumenes de los dos solidos estan también en esa misma razén. (Smith,
citado en Boyer, 1986/1994, p. 417)
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Cavalieri utiliz6 un razonamiento geométrico que pronto quedo en desuso por el desarrollo
de otras técnicas basadas en los infinitesimos. Boyer (1986/1994) describe esta
demostracion:

Cavalieri compara potencias de segmentos que son paralelos a la base de un
paralelogramo, con las correspondientes potencias de los segmentos en uno cualquiera
de los triangulos en que una diagonal divide al paralelogramo. Sea AFDC el
paralelogramo dividido en dos tridngulos por la diagonal CF (fig. 17) y sea HE un

Figura 17. Representacion de un razonamiento geométrico de Cavalieri segin C. Boyer.

indivisible del triangulo CDF que es paralelo a la base CD. Entonces, tomando BC=EF
y trazando BM paralela a CD, es facil ver que el indivisible BM en el tridngulo ACF
serd igual al HE en el CDF. Por lo tanto, podemos poner en correspondencia biunivoca
los indivisibles del tridngulo CDF con indivisibles iguales dos a dos del tridngulo ACF,
y en consecuencia los dos tridngulos son iguales. Y como el paralelogramo es la suma
de los indivisibles en los dos triangulos, resulta claramente que la suma de las primeras
potencias de los segmentos en uno de los triangulos es la mitad de la suma de las
primeras potencias de los segmentos en el paralelogramo; dicho en otras palabras,

a
=
XX—Z
0

(pp. 417-418)

Nicolaus Kaufmann (Mercator) (1620-1687): en 1668 publica Logarithmotechnia. En la
tercera parte se encuentra su famosa serie (utilizada previamente por Newton)

2 x3 x4—

1 1 = —_—— —_——— cee
og(l+x)=x 5 + 32 +

, . - 1 .
para el &rea bajo la hipérbola y = L en el intervalo de 0 a x.

El célculo de este area lo realizd utilizando una técnica basada en los indivisibles de
Cavalieri. Aunque Mercator no dio muchos detalles de su prueba, se puede leer una
exposicion mas clara en la obra de Wallis de 1668 “Philosophical Transactions”, fruto de
la revisién de la obra “Logarithmotechnia” de Mercator.
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Comienza dividiendo el intervalo [0, x) en n subintervalos de igual longitud h, de modo
que h = % y construyendo rectangulos cuya base la forman los subintervalos citados, y

de alturas:

. 1 1 1 1
"1+h’1+42h"1+3h" "1+ (n—-Dh

El &rea es aproximadamente:

1 1
Asht bt Tt sttt T oo

—h[1+ ! + ! + ! + o+ ! ]

B 1+h 1+42h 1+3h 1+ (n—1h

Teniendo en cuenta que por divisién larga

1 [0.0]
—=1—h+h2—h3+---=z(—1)k-hk
k=0

1+h
L 1—2h+4h*—8h3 + .. = i(—nk - (2h)*
1+ 2h
k=0
—1_ 2 _ 34... = —_1\k. k
= 1-3h+ 9k — 27h° + ;;(1) Gh)

El area se puede calcular como

A=h+h-

D DE R Y (DR @R 4t
k=0 k=0

+ ) (D ((n- 1)h)k‘

Agrupando términos con la misma potencia de h,
A=n-h—h(1+2++m-D)+ KA +22++nm-1D)+-+

+(-DF-R*A@+ 2K+ + (= D) + -
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Teniendo en cuenta que h = % el area

xzn—l x3n—1 xk+1n_1
A=x——22i+—3 24+ (1K k+12ik+---
n* 4 n- 4 n 4
i=1 i=1 =1

Wallis habia probado en su “Aritmética Infinitorum” de 1656 que

Hnlzﬁ;}ﬁ:: 1
noco nktl k+1

De modo que tomando limites en la suma anterior, se tiene la serie de Mercator:

x? x3 x*

A=x——+—5——+
2 3 4
Para la convergencia de esta serie, Wallis considera que es necesario que se cumpla la

desigualdad x < 1 (Edwards, 1979).

Este calculo deja bien patente el impulso que recibié el manejo de sumas infinitas por su
aplicacion en el célculo de logaritmos y areas.

Pietro Mengoli (1625-1686): discipulo de Cavalieri, usé las series infinitas como
instrumento para atacar los problemas relativos a los indivisibles y al area bajo las
hipérbolas. A él se debe la suma de la serie:

b -1 n+1

E g—j———=ln2
n

n=1

Prob6 con éxito la convergencia de la serie de los inversos de los numeros triangulares,
pero fracaso al intentar sumar la serie de los inversos de los cuadrados y de otras potencias.
Hubo de trascurrir casi un siglo hasta que Euler consiguiera sumarla. También razoné que
la serie armédnica no es convergente con el siguiente argumento (Duran, 2000):

Utilizando la desigualdad entre la media armonica y la aritmética,

2 x+y
1 1 2
xTy
O lo que es lo mismo,
2x x +
y < y’
x+y 2

Y que cada término de la serie armonica es la media armdnica de los contiguos, es
decir,
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1 2

n:(n—1)+(n+1)

Se tiene que

1<1(1 + 1)
n 2\n—-1 n+1

Y asi se deduce facilmente que

3< 1 +1+ 1
n n—1 n n+1

Aplicando esta desigualdad a agrupaciones de tres sumando consecutivos de la serie
armonica se tiene,

1+1+1>1
2 3 4
1+1+1>1
5 6 7 2
1+1+1>1
8 9 10 3
Y asi,
1+ 1+1+1+ 1+1+1+ 1+1+1+[] >1+1+1+1+
2 3 4 5 6 7 8 9 10 2 3

Si la serie fuera convergente, llamemos S a su suma, tendriamos S = 1 + S lo cual es
una contradiccion.

James Gregory (1638-1675): fue el primero que utilizé la palabra convergencia. Boyer
(1986/1994) considera que tenia todas las herramientas para descubrir el calculo pero su
modo geométrico de trabajar, en vez de analitico, impidio que esto se produjera. Gregory,
influenciado por Mengoli, descubrio el potencial de los desarrollos en series infinitas y de
los procesos infinitos en general.

Se baso en la técnica arquimediana de inscribir y circunscribir poligonos en una superficie
curva para obtener aproximaciones de su area (Arquimedes, trad. 1986). Creaba asi dos
sucesiones, la de las areas circunscritas y la de las areas inscritas que se aproximaban cada
vez mas al area de la curva; en este contexto utilizd la palabra convergencia. Con esta
técnica intentd probar que el nimero 7 no se podia expresar algebraicamente, aunque no lo
consiguio.

Conoci6 el teorema binomial para exponentes racionales antes de que Newton lo publicara,
y los desarrollos en serie de Maclaurin para algunas funciones. Hoy en dia sélo recibe el
nombre de serie de Gregory el desarrollo:
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X
1 %3 x5 x7
11 k2 dk=arctag(x)=x—?+?_7+...
0

1

Gregory posiblemente conoci6 en Italia que el area bajo la curva y = entre 0 y x es

14+x2
arctag(x). A partir de este resultado, y transformando por division larga 1+1x2 se obtiene
la serie:
! =1—-x2+x*"—x®+ -
1+ x?

Aplicando después la formula de Cavalieri

a
. an+1
x"dx = :

0

n+1

obtiene la serie que lleva su nombre.

Esta técnica, la de expresar funciones en términos de series infinitas, la utilizaron Gregory
y Newton simultdneamente, sin conocer el uno el trabajo del otro.

Isaac Newton (1643-1727): el interés por los problemas de la velocidad de cambio de
magnitudes y por el desarrollo de funciones en forma de sumas infinitas, lo que él
denomind “mi método”, le llevo a la serie binomial que utiliz6 incesantemente en sus
calculos. Aunque ya era conocida para potencias enteras, y Wallis utiliz6 potencias
racionales, nadie antes habia conseguido generalizarla quiza por el manejo de una notacion
que no era la adecuada. El teorema binomial, publicado por Wallis en 1685, fue anunciado
por primera vez en una carta a Leibniz en 1667. Newton llegé a esta férmula a partir de un
problema de cuadraturas y mediante la interpolacion de Wallis.

m—ZnC +m—3n
Q 4n

- m m m m-—n
P+PQ|;=PE+;AQ+—BQ+ DQ + etc.

2n 3n
A partir de este descubrimiento, Newton pens6 que “podria operar con series infinitas mas
0 menos de la misma manera que con expresiones polindmicas finitas” (Boyer, 1986/1994,
p. 496). Comprobando con algunos ejemplos que sus desarrollos con series infinitas daban
el mismo resultado que operando por divisién larga, descubri6 que:

El analisis mediante series infinitas tenia la misma consistencia interna que el algebra
de cantidades finitas y que estaba regido por las mismas leyes generales. Las series
infinitas no debian ser consideradas mas como recursos de aproximacion, sino que eran
formas alternativas de las funciones que representaban. (Boyer, 1986/1994, p. 497).

Esta idea la expresa Wallis al describir el teorema binomial diciendo que:

Estas series infinitas, o series convergentes ‘sugieren la designacion de alguna cantidad
particular mediante una progresion regular o sucesion de cantidades que se aproximen a
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ella de una manera continua y que, si se prolonga infinitamente, debe terminar por ser

igual a ella’. (Boyer, 1986/1994, p. 497).

Las series de potencias adquieren especial protagonismo por su aplicacion a la hora de
resolver los problemas denominados “imposibles”. Algunos de estos problemas consistian
en encontrar la cuadratura de alguna funcion cuya expresion venia dada por una fraccion
algebraica. Otros, tenian su origen en los calculos aproximados que se debian realizar para

resolver problemas de navegacion, fisica, mecanica celeste 6 astronomia.

Newton utiliza la expansion binomial y la integracion término a término para resolver

problemas de cuadraturas de funciones circulares e hiperbdlicas tales como:

Si

entonces

Y de igual modo, si

2 4

Y X X
zT: /az—x2=a——+——“'

2a 8a?
entonces
x3  x°
Ty B

)

Aproximadamente a mediados de 1660, antes del descubrimiento del teorema binomial,

Newton publica un manuscrito en el que calcula el area bajo la hipérbola y = T siendo

x > —1, integrando término a término la serie infinita que produce el mecanismo de

division larga de 1 entre 1 + x.

1

y=——=1—-x+x2—x3+ -

=1+x

Asi obtiene que el area entre 0 y x de la hipérbola es:
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2 X3 x4—

Al = ——F ———F ..

1+x)=x ~t3 -7t

Edwards (1979) sostiene que Newton no se refiere a este area como el logaritmo natural de
1+ x, aunque si “reconoce su caracter logaritmico” (p. 159). Utilizando unos cuantos

sumandos de la féormula anterior, calcula una pequefia tabla de logaritmos de enteros.

En 1671 publicé “De Analysi per Aequationes Numero Terminorum Infinitas”, obra que
habia escrito en 1669 a modo de breve recapitulacién de sus resultados, aunque sélo
contiene parte del trabajo realizado entre los afios 1664 y 1666 (cuando regresd a su casa
por una plaga que tuvo lugar en Cambridge). Esta obra comienza con una descripcion de su
método general para calcular el area encerrada bajo una curva, que resume en tres reglas
que no prueba ya que, “as Newton says, rather briefly explained than narrowly
demonstrated” (Edwards, 1979, p. 201). Las dos primeras describen como calcular el area
encerrada bajo una curva cuando estd definida mediante una expresion polinémica. En la
tercera regla resuelve el dilema que surge si la curva viene dada por una expresion mas
compleja: reducirla a una suma infinita y aplicar las reglas anteriores. Para realizar estas
reducciones, utiliza la expansion binomial.

En esta obra obtiene la primera expresion en serie de la funcién exponencial aplicando el
método de aproximaciones sucesivas llamado de inversion de series (Edwards, 1979):

Partiendo de la conocida serie de Mercator, el desarrollo en serie de la funcion

logaritmo que para Newton era el area bajo la hipérbola y = le

1 1 1
Z=log(1+x)=x—§x2+§x3—zx4+...’

Newton trata de buscar una serie de potencias para x, expresando x en funcion de z:
X =a.z+ ayz% + azz® + az* + -

Opta por quedarse con los cinco primeros sumandos de la serie original y resolver la
ecuacion:
1 1 1 1

Z=x—§x2+§x3—zx4+§x

5

Despreciando los términos no lineales en x, obtiene una primera aproximacion
xX=z

En la ecuacién x = z + p sustituye este valor y, despreciando de nuevo los términos no
lineales en p, logra una aproximacion para este valor:

De este modo, la segunda aproximacion es
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x =z 4 z°
2

Repitiendo estas sucesivas aproximaciones, obtiene la serie

1 1 1
_ 2,232,343 7 44 ..,
X z+22 +6Z +24z+

Como z = log(1 + x), despejando la x se tiene x = e* — 1, de donde

eZ=1+Z+lzz+123+iz4+---
2 6 24

Utilizando este método, obtiene los desarrollos en serie de las funciones seno y coseno:

1 1 1
sen(x) =x—gx3+120x5—5040x7+---
1 1 1
cos(x) =1 —=x?>+—x*——x%+ -

2 24 720

Estas series del seno y del coseno, las utiliza Newton para calcular el area bajo el cicloide y
la quadratrix.

En 1736, nueve afios después de su muerte, se publico “De Methodis Serierum et Fluxion”
en la que amplia los trabajos que escribi6 en su obra “De Analysi”, e incluye una elaborada
discusion de teécnicas de series infinitas para resolver ecuaciones algebraicas y
diferenciales (Edwards, 1979).

Leibniz (1646-1716): Leibniz comenzd a trabajar con series numéricas infinitas a raiz de

un problema que le propuso Huygens. Se trataba de encontrar la suma de los inversos de
2

n(n+1):

los numeros triangulares, es decir, de la forma

S—1+1+1+1-+
N 3 6 10

Dividiendo todo entre dos se obtiene:

5_1+1+1+1+
2 2 6 12 20

2

Descomponiendo cada sumando de la forma en fracciones simples

n(n+1)
2 _ [1 1
nn+1) “In n+1

se tiene:

S_P 1y+F 1{_1 1+ *{1 1 N
2 2 2 3 3 4 n n+1
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Eliminando los paréntesis, se tiene que la mitad de la suma vale 1, por lo que el valor de
la suma ha de ser 2:
1+ ! + ! + ! + 2
3 6 10 B

Relaciond la suma de algunas series con el triangulo aritmético y arménico. A partir del
triangulo diferencial de Barrow y Pascal, y de la raiz cuadrada y la division larga, Leibniz
obtuvo el desarrollo en serie de la funcion seno, coseno y arcocoseno, también conocidos
por Newton. Al igual que Newton, obtuvo la serie para la funcidn exponencial utilizando el
método de inversion de series a partir de la serie de Mercator.

Se le atribuye a Leibniz la suma

que aparece en su cuadratura del circulo, aungue es s6lo un caso particular del desarrollo
del arco tangente que habia dado anteriormente Gregory.

Observé que una serie alternada de términos decrecientes en valor absoluto y tendiendo a 0
es convergente, resultado que hoy en dia se conoce como criterio de las series alternadas.

Jacob (Jacques) Bernoulli (1654-1705): entre 1682 y 1704 publico cinco tratados sobre
series infinitas. Uno de los primeros, “Proporciones arithmeticae de seriebus infinitis
earumgue summa finita” de 1689, contiene la demostracion de la divergencia de la serie
armonica que ya habia probado Mengoli unos afios antes, aunque esto lo ignoraba Jacob.
La demostracién de Jacob es mas complicada que la de Mengoli o la de Oresme. Demostro
que, a partir de cualquier término, se pueden encontrar grupos de términos que suman mas
que la unidad, lo que implica la divergencia de la serie:

. , . . . 1 . ., .
A partir de un término cualquiera, por ejemplo ~ considera la progresion geométrica de
e n - . . . 1 ., -
razon —— que tiene por primer término ~. Sumando esta progresion hasta el Gltimo

P 1 .
termino menor que — , se tiene:

n2
1___nf
1 1 n n? nk n” (n+ 1)k2
—+ + + + o+ T = -
n n+l (n+1)2%2 (Mm+1)3 (n + 1)k+1 1"
n+1
-g- nk 1 .
donde k verifica o <2 0 lo que es lo mismo,

nk+2 1

<
(n+1F2 n+1

Es facil observar que la suma anterior es mayor que 1, ya que
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1 nk+1
n (n+1F2 n+1 nk+2 >n+1b 1]_
1 -1 T on (n+ 1)k+2 n n+1l

n+1

Ademés cada término de esta progresién es menor o igual que el correspondiente en la

suma — +—+m+m+ +—, ya que aplicando el desarrollo del binomio de

Newton, se tiene que

nt B 1 - 1
t+1
(Tl+1) n+t+lm+...+l’: Tl+t
n 2 n

De donde se tiene la desigualdad

! ! + ! + -+ ! >1+ ! + 4+ n > 1
n n+l n+2 n+k n n+1 (n+ 1)k*1

. , . ., 1
Jacques Bernoulli no tuvo éxito en encontrar una expresion cerrada para la suma Z,‘f’zln—z ,

aunqgue si logré probar que convergia a una cantidad finita menor que 2. Fue Euler, en
1737, quien dio la suma de esta serie.

Johann Bernoulli (1667-1748): fue instructor del marqués de I’Hopital, que plasmé en su
obra “Analyse des infiniment petits” publicada en 1696 las lecciones del joven Bernoulli.
Johann Bernoulli sumé también algunas series y probd la divergencia de la serie arménica
utilizando una ingeniosa descomposicion en fracciones simples:

2 2-3 3-4 4.5
1+1+1+1+ _1 2 3 4 B
2 3 4 5 2 2. 3 34 4 . 5 B
—[-r + 1-+ + ]+ 1 + 1-r1 + ]+ 1 + 1 + ]+
272334 4.5 23 3-4 4.5 3.4 4.5
+[1 + ]+ —1+[1 ] [1 ] [1 1]+ -
4.5 N 2.3 2 2-3 3-4 N
=1+- +1+1+ + -
N 2 3 4 5

De manera analoga a como lo hizo Mengoli, si la serie fuera convergente y su suma
fuese S, setendria S =S + 1.
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11 6.4 Etapa de formalizacion

En el siglo XVIII y la primera mitad del XIX, muchos matematicos se esforzaron por dotar
de rigor al recién creado Andlisis Infinitesimal. Hubo quien recurrié a la matematica
clasica griega y lo redujo a geometria; otros lo algebrizaron. No todos quisieron enfrentarse
al concepto de limite que tan intimamente aparece vinculado a los procesos del calculo
infinitesimal pero, con sus errores y sus dudas, todos aportaron algo para fundamentarlo. A
lo largo de estos afios, hubo que definir conceptos tan basicos para el Anélisis Matematico
como funcién, derivada, continuidad, o nimero real.

A pesar de gque se conocia la idea de la integral como el limite de una suma o como el area
encerrada bajo una curva, en el siglo XVIII se manejo la integral como el procedimiento
inverso de la derivada (la antiderivada), y s6lo cuando no se podia calcular una integral con
el teorema fundamental del célculo se utilizaron las series para aproximar su valor.
Suscitado por las integrales de los coeficientes de las series de Fourier, Cauchy reformulé
la definicion de integral como limite de una suma y Riemann complet6 este trabajo
definiendo la integral como aparece actualmente en los libros de texto.

116.4.1 Lasseries en la etapa de formalizacion

Hasta este momento se han dado a conocer muchas series numéricas convergentes y
muchos matematicos han utilizado los desarrollos en serie de funciones sin estudiar su
convergencia, aunque ya algunos intuian que no se podia prescindir de este asunto. Las
funciones que se manejaban en el siglo XVIII admitian desarrollos en series de potencias,
por lo que no se plantearon qué condiciones habrian de verificarse para que una funcion
admitiera un desarrollo en serie.

La no convergencia de algunas series provoco controversias acerca de la legitimidad de los
resultados que se obtenian manipuldndolas. Muchos mateméticos de renombre se
mostraron ambiguos en su posicionamiento respecto a la validez de resultados que se
derivaran de procesos divergentes, ya que por un lado aceptaban los resultados de series no
convergentes, y por otro lado rechazaban trabajos de otros matematicos que utilizaban
series no convergentes. Tal fue la confusion que crearon las series divergentes, que algunos
ilustres matematicos como Cauchy y Abel, censuraron su uso. Los cientificos menos
formales, sacaron partido de las series en aproximaciones numéricas, admitiendo que aln
faltaban cosas por descubrir sobre ellas. Uno de los grandes retos que dejaron en herencia
al siglo XX fue definir y manipular series no convergentes. Sirva de ejemplo para ilustrar
este desconcierto, la serie no convergente >.(—1)™, conocida como serie de Grandi:

Segun Kline (1992), en 1703 Guido Grandi (1671-1742) sustituyd x por 1 en el
desarrollo en serie de la funcion

1

=1—-x+x2—x3+--
1+x

obteniendo asi
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1
S=1-141—1+--
> + +

Puesto que agrupando los términos de dos en dos se consiguen infinitas sumas parciales
iguales a cero,

A-D+(A-1)+-+=0+0+--
Grandi concluyo que habia probado que el mundo puedes ser creado de la nada.

Leibniz, de acuerdo con el primer resultado de Grandi, realizd sumas parciales
obteniendo los resultados

1
1-1=0
1-1+1=1

1-1+1-1=0

) , 1 . . L.
Concluyo que la suma debia valer > Por ser la media aritmética de 0 y 1, ambos valores

equiprobables. En Kline (1992) se puede leer tanto Jacques, Daniel y Jean Bernoulli
como Lagrange, aceptaron este resultado, que segun el propio Leibniz era mas
metafisico que matematico. También asegura Kline que este razonamiento de la
equiprobabilidad no convencia en el fondo a Leibniz, ya que él mismo puso objeciones
a una extension de su razonamiento que llevé a Christian Wolf (1678-1754) a sumar

1-24+4—84-==

1-349-274 ==

Anteriormente, Jacques Bernoulli en 1696 publica

consecuencia de considerar m = n en la expresion

_1 1 n+
m m2 m3

t t
m+n m[

Para J. Bernoulli este resultado es una paradoja, de la cual, sustituyendo t y m por 1,
igualmente se obtiene la suma
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1
S=1-141—1+--
> + +

También Euler sumd esta serie. Su argumento es similar al de Grandi, ya que sustituye
x por —1 en el desarrollo en serie

1

——=14+x+x*+x>+-
1—x

Sustituyendo x por —2, se obtiene la suma de Wolf
1
3=1-2+4-8+-

Siguiendo estos pasos suma otras muchas series, obteniendo en muchos casos resultados
erroneos. Nicolas Il Bernoulli, repitiendo este razonamiento en los desarrollos en serie

1
——=1+x+x>+x3+--
1—x
y
=1+x+2x%+3x3+ -
1—x—x?
llega a que
-1=14+2+4+8+--
y

—1=1+14+243+-

concluyendo que no es posible que dos series distintas den el mismo valor porque
entonces se podrian igualar. Euler contesto que solo era posible sustituir x por aquellos
valores que hicieran a las series convergentes, pero €l mismo no tuvo en cuenta este
argumento cuando dedujo que

1 1 5. 3
=S+ -+1+x+x"+x7+- =0
X% x

A partir de sumar las series
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Las investigaciones sobre las posiciones de los planetas, la propagacion del sonido o del
calor, o la vibracion de una cuerda, dieron paso a las series trigonométricas. El principal
personaje en este terreno es Fourier, si bien otros como Euler, Lagrange o Daniel
Bernoulli, sumaron también alguna serie trigonométrica. Uno de los problemas que se
plantearon fue la viabilidad de desarrollar en serie trigopnométrica funciones que no fueran
periddicas.

116.4.2 Personajes de la etapa de formalizacion

Colin Maclaurin (1698-1756): en 1742, en su “Treatise of fluxions”, dio la forma
geomeétrica del criterio integral para la suma de una serie. Afirmé que para que una serie
converja, sus términos han de hacerse pequefios y bastard con elegir los primeros
sumandos para aproximar la suma total. Utiliz6 las series para integrar funciones que no
podian expresarse algebraicamente.

Euler (1707-1783): muchos consideran que es el gran impulsor de las series. Las manipuld
como si de polinomios se trataran, y pensé gque todas las funciones admitian un desarrollo
en serie. Caracterizo las funciones como algebraicas y trascendentes, siendo la diferencia
entre unas y otras, que las trascendentes vienen dadas por series infinitas, es decir, se
pueden expresar combinando un numero infinito de veces operaciones algebraicas (Kline,
1992).

En relacién a las series no convergentes, se mantuvo impreciso ya que tan pronto admitia
que s6lo se podian aceptar los desarrollos en serie de funciones cuando estas fueran
convergentes, como admitia un resultado de una serie divergente.

En muchas ocasiones utiliz6 un razonamiento como el que sigue:

Como i =1+4+x+ x2+ x3+ -, sustituyendo x por —1 o por —2, se obtiene:
=1-141-1+4

=1-2+4—8+-

Wl N

Queda patente que unas veces le condujo a resultados ciertos, y otras a falacias.

. . . , . ., 1
Observando regularidades al trabajar con series armonicas, aproximo el valor Zﬁﬂ;
obteniendo la conocida constante de Euler, y:

n

1
ZEZIH(1+H)+Y
k=1

A partir del desarrollo en serie de Taylor de la funcion seno, y tras manipular esta serie
infinita como si de un polinomio finito se tratara, sumoé la serie de los inversos de los
cuadrados de los nUmeros naturales:
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1+ ! + L + L + = m
49 16 6
En Dunham (2004) se pueden leer los pasos que siguid. A partir de esta suma, obtuvo otras

como:

1+1+1+1+ _m?
4 16 36 64 24
1+1+1+1+ _r

9 25 49 8

Lagrange (1736-1813): en un intento por dotar de rigor al calculo infinitesimal sin recurrir
al concepto de limite, redujo todo al algebra y baso su teoria en que todas las funciones
admiten desarrollos en serie de potencias. Por supuesto, las series se manejan como
polinomios y a pesar de proponer la formula del resto de Lagrange para el desarrollo de
Taylor, no traté con rigor el problema de la convergencia (Kline, 1992).

En sus estudios sobre la propagacion del sonido, sumé la serie trigonométrica

E: 1+ cosx+cos2x +cos3x + -

Fourier (1768-1830): en 1822 publicéd la “Théorie analytique de la chaleur”, en la que,
utilizando la serie de Taylor, obtuvo el desarrollo en serie trigonométrica de una funcién
arbitraria. La falta de rigor en su demostracion hizo que perdiera credibilidad entre sus
contemporaneos, aunque actualmente tiene una importante aplicacion en el area de teoria
de la sefial. Su trabajo hizo que se replantearan algunos conceptos como el de
integrabilidad o el de funcion.

Gauss (1777-1855): fue el primero en publicar un trabajo riguroso sobre la convergencia
de una serie (Kline, 1992). Lo hizo en 1812, en el articulo “Disquisitions Generales Circa
Seriem Infinitam”, en el que estudio la serie hipergeométrica. En este articulo, rectifico su
definicion de serie convergente que habia dado hasta entonces en sus trabajos ya que habia
considerado que una serie era convergente si, a partir de un término, los restantes decrecen
hacia cero. Puesto que la serie hipergeométrica representa distintas funciones segun los
valores de los parametros, pensd que en cada caso se podria dar o no la convergencia.
Utilizé para ello el criterio del cociente, que ya habia sido utilizado con anterioridad por
Edward Waring (Boyer, 1986/1994).

Se limito a estudiar la convergencia de series concretas, por o que no enuncio una teoria
general de convergencia. Tampoco tuvo en cuenta el error cometido al aproximar el valor
de una funcion tomando los primeros sumandos de su desarrollo en serie; se limitaba a
desestimar los sumandos a partir de uno cuyo valor numérico fuera pequefio (Kline, 1992).

Bolzano (1781-1848): preocupado por la convergencia de las series, obtuvo algunos
resultados interesantes que hoy en dia se conocen con el nombre de otros matematicos,
como Cauchy, por la falta de divulgacion de sus trabajos.
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Cauchy (1789-1857): como buen seguidor de la tradicién de la Ecole Polytechnique,
publico en abundancia. En su obra “Cours d’analyse”, incluye un capitulo en el que estudia
formalmente las series infinitas. Enuncia y demuestra varios criterios de convergencia y
adjunta algin resultado erréneo. El célculo de Cauchy es el que hemos heredado en
nuestros libros de texto.

Es el autor de varios criterios de convergencia de series, aunque, como se ha comentado
anteriormente, algunos de ellos fueron descubiertos por otros matematicos. Este es el caso,
por ejemplo, del criterio del cociente que lo usdé Gauss para demostrar la convergencia de
su serie hipergeomeétrica, o del criterio integral que lo publicé Maclaurin en 1742.

Abel (1802-1829): junto con Cauchy, fue uno de los que prohibieron el uso de series
divergentes. Enuncio algunos criterios de convergencia y fue el primero en demostrar por
completo el teorema binomial en 1826.

116.5 Etapa moderna

Desde el siglo XVII, la convergencia de las series ha suscitado desacuerdos sobre la
validez de muchos resultados en los que intervenia series infinitas. Basta recordar la
polémica suma }:(—1)". La falta de una estructura teérica firme sobre sumas de series
infinitas provoc6 muchos resultados contradictorios.

Una de las razones que produjeron conclusiones erroneas, muchas veces denominadas
paradojicas, fue el uso del algebra de las sumas finitas aplicada a las sumas infinitas. Se
llegaron a muchos de estos resultados tras manipular sin restricciones expresiones que
contenian sumas infinitas. Esto es consecuencia de la falta de una teoria de calculo
infinitesimal consolidada que aln debia esperar dos siglos para asentarse.

De los trabajos realizados en los siglos XVII y XVIII, heredd el siglo XIX aspectos
fundamentales para trabajar coherentemente con sumas infinitas:

v' Concepto de funcién: Las series trigonométricas, utilizadas por algunos
matematicos anteriores a Fourier, como Lagrange, D. Bernoulli o D’Alembert,
aparecieron en muchas ocasiones en célculos de astronomia, principalmente para
aproximar distancias. Estas series plantearon la cuestion, no resuelta hasta el siglo
XIX, de si cualquier funcidn podria desarrollarse como una serie trigonométrica.
El trabajo de Fourier sobre la trasmisién del calor impulsé diversas investigaciones
en las que se cuestionaron las concepciones sobre continuidad, derivabilidad,
diferenciabilidad e incluso el significado de funcion.

v’ ldeas relativas al infinito: Cuando Dedekind definié un conjunto infinito como
aquel que es semejante a una parte de él mismo, doto al concepto de infinito de
entidad logica que hasta entonces no habia tenido. A lo largo de los siglos, ha
estado rodeado de confusion y tanto matematicos como fildsofos han opinado sobre
su naturaleza. Desde el infinito potencial de Aristételes, pasando por la idea de
Eular de situarlo en una frontera entre los nimeros positivos y los negativos (Kline,
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1992), ha sido una de las dificultades a las que se ha enfrentado la ciencia a lo largo
de los siglos, y lo sigue siendo para los estudiantes de calculo superior.

Aungue a finales del siglo XIX el trabajo de Cantor sobre los nimeros transfinitos
clarifica muchos aspectos de este concepto, aun permanecen las dificultades
inherentes a la nocion de infinito.

v Herramientas de calculo potentes: La imaginacion y el ingenio de todos los que
trabajaron distintos aspectos del célculo infinitesimal, forjaron un sistema para
operar cada vez mas potente y efectivo. ElI enfoque puramente geométrico de la
matematica, fue cediendo paso a los desarrollos analiticos que facilitaron el avance
y consolidacion del Analisis Matematico.

v' Teoria de calculo infinitesimal: Tras el estallido de ideas e intuiciones del siglo
XVI1, el célculo infinitesimal se formaliza a partir del siglo XVIII y emerge como
una teoria consolidada en el siglo XIX. Con el paso de los afios, se consolidan
algunos conceptos esenciales del Analisis Matematico como el de funcion o limite.

Paraddjicamente, tras la prohibicion del uso de series no convergentes, se formaliza una
teoria de series divergentes que justifica su empleo para aproximar valores de una funcion.
En esta nueva teoria aparece el concepto de sumabilidad. Es posible definir la suma de una
serie con otro significado distinto del habitual, en el que se asocia a un proceso de
acumular, y asi se puede definir una suma para una serie divergente.

Las investigaciones en astronomia promueven los trabajos sobre ecuaciones diferenciales y
ecuaciones en derivadas parciales, que requieren de la teoria de series divergentes. A pesar
de lo artificial de las nuevas definiciones de suma, la validez de su interpretacion fisica
justifica su aceptacion.

17 DESCOMPOSICION GENETICA Y NIVELES DE DESARROLLO

El analisis del desarrollo histérico del concepto de serie numérica y la experiencia de la
autora de este trabajo como estudiante y profesora, dieron lugar a una descomposicion
genetica inicial en la que se esbozaron las primeras ideas acerca de como podian ser las
construcciones mentales que debia desarrollar un individuo para comprender el concepto
de convergencia de serie numérica. Su estructura es la siguiente (Codes y Sierra, 2004):

Prerrequisitos (funcion)

— Representacion grafica de funciones algebraicas.

e Reconocimiento del comportamiento de una funcion a partir de su gréfica,
en cuanto a monotonia y cotas.

e Representacion grafica de funciones algebraicas discretas.
— Limites.
¢ Significado gréafico del limite de una funcion.

¢ Significado del comportamiento de una funcién con asintotas.
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Prerrequisitos (sucesion)

Definicion informal (intuitiva) de una sucesién numerica.

e NuUmeros ordenados con un criterio.

e El orden viene dado por los naturales, hay un primero, un segundo, etc., y
cada uno de ellos tiene un valor segin una ley.

Definicién formal de una sucesion numérica

e Funcién con dominio discreto que a cada natural n le asigna un valor real

a(n) = a,.

Representacion de una sucesion numérica.

e Como funcion (a trozos, etc.) o de manera recursiva.

e Obtencidn del término general.

Comportamiento de una sucesién numérica desde el punto de vista grafico.

e Monotonia.

e C(Cotas.

Comportamiento de una sucesion numérica desde el punto de vista analitico.

e Monotonia.
e C(Cotas.

e Convergencia.

Visualizacion

p.v. geométrico

p.v. gréafico

sucesion
Modelo

sucesién de sumas parciales

| 1.g. sucesion Y
L |

g

-z . |
i t.g. sucesion se sumas parciales >
k=0

I

I

I .

| sumas parciales | [

| interiorizacion "
! lim Z ay
k=0

accion

proceso

Figura 18. Descomposicion genética inicial.

30\_'0\C U"OD/O:(‘D

objeto
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Problema contextualizado.

VI.

VII.

VIII.

Visualizacion del problema.

e Punto de vista geométrico: dibujo, esquema,...

e Punto de vista gréfico.

Reconocimiento de la sucesion de las sumas parciales.

e Identificacion de dos partes en el modelo matematico que representa el
problema, una general (sucesion) y otra creada afiadiendo sucesivos
términos de la anterior (sucesién de sumas parciales).

Obtencion del modelo matematico:
e Accidn de obtener el término general de una sucesion.
e Accidn de obtener el término general de una sucesion de sumas parciales.

e Accién de representar en un eje cartesiano los términos de una sucesion
cualquiera, por ejemplo, a, ¥ S,, = Xr=1 ax.

Interiorizacion de las dos partes del modelo en un proceso que diferencia las
dos partes del modelo, a,, y S,, = X.p=1 k.

e La parte general se modela con una sucesion, expresada como una funcién,
a(n) = a,.

e Laotra, con una sucesion cuyo término general es la suma de los n primeros
términos de la anterior, S,, = X.7-; ax.

Intuicién acerca del comportamiento.

e EI comportamiento de la sucesion a,, condiciona el comportamiento de la
sucesion S, = Y p—q ak.

e Lasucesion a, puede ser convergente y no serlo la sucesion S,, = Y7 a.
Acciones sobre el comportamiento:
e Accidn de aproximar un valor utilizando la sucesion de sumas parciales.

e Accion de calcular lima,, y lim S,, sin utilizar los algoritmos habituales de
calculo de limites, es decir, con gréaficas, representaciones geomeétricas, etc.

Interiorizacion de las acciones anteriores en un proceso que consiste en el
calculo formal del limite lim S,,.

Encapsulacion de los procesos IV y VI en el objeto serie numérica, lim S,,.

Posteriormente, tras un primer examen de las grabaciones y el estudio de los trabajos de
Brown y otros (2008) y Dubinsky y otros (2005a, 2005b), la descomposicion genética se
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modificéd afiadiendo la coordinacion de los esquemas de sucesion de sumas parciales y
limite de sucesion. El resultado es como sigue:

Una serie numérica es el limite de una sucesién de sumas parciales a la que se llamara
normalmente S,,. Por tanto, el esquema de serie numérica es el resultado de coordinar el
esquema de sucesion de sumas parciales (SSP) con el esquema de limite de una sucesién
(LS).

Serie

LS SSP numérica

Coordinar los dos esquemas supone tener conciencia de que el limite de la sucesion de
sumas parciales es lo que se llama la suma de la serie y su caracter define el caracter de la
serie, convergente o divergente (a infinito o por oscilacion). Lo que ocurre en la practica,
es que es posible coordinar estos esquemas aunque no estén adecuadamente construidos,
bien porque sean inconsistentes o porque sean incoherentes (en el sentido de Garbin y
Azcarate, 2002). En ese caso se dira que el individuo ha encapsulado el pre-objeto serie
numérica y ha construido un esquema de serie numeérica inconsistente, o incoherente,
segun el caso.

11 7.1 Esquema de limite de una sucesion

El trabajo de Cottrill y otros (1996) propone una descomposicion genética del concepto de
limite en la que la comprensién formal de limite no tiene un caracter estatico sino mas bien
todo lo contrario. En su propuesta, la construccion del esquema de limite requiere haber
construido un esquema de cuantificacion que permita operar en dos niveles (para todo...,
existe....) y aplicarlo al objeto resultante de haber encapsulado la coordinacién de dos
procesos, uno en el dominio de la funcion (0 < |x — a| < &) y otro en el rango de la
funcion (0 < |f(x) — L| < €). En el caso de las sucesiones numéricas, el proceso en el
dominio es n = n, Yy el proceso en el rango es |a,, — L| < &, mientras que los dos niveles
de cuantificacién que se han de aplicar son: para todo ¢ existe un n.

(7 s ™ N

Proceso en el dominio n > n,

Proceso en el rango |a, — L| < ¢ ssp Serie
numérica

- J

Tanto la coordinacion de estos dos procesos como la construccion de la cuantificacion,
justifican sobradamente las dificultades que encuentran los estudiantes en el concepto de
limite.

Cuantificacion
universal y existencial /

107



CAPITULO Il El problema de investigacion

Del trabajo de Breidenbach y otros (1992), Cottrill y otros (1996) adoptan las tres formas
(que pueden coexistir por no ser mutuamente inconsistentes) de pensar en una funcion,
como prefuncion, como accion o0 como proceso, y describen tres formas de pensar en un
limite. Estos investigadores consideran que cuando un individuo realiza una Unica
evaluacion de la funcién para concluir acerca de su limite, posee una preconcepcién de
limite; una concepcion accion implica realizar un numero finito de evaluaciones antes de
obtener alguna conclusion, mientras que una concepcion proceso requiere imaginar qué
ocurre cuando se repite la evaluacion de manera indefinida.

11 7.2 Esquema de sucesion de sumas parciales

Una sucesion de sumas parciales admite siempre dos formas para expresar su término
general, como un sumatorio o de forma recursiva:

n
So=a
s=Ye Rl
Sh=8Sp-1+a, n>1
k=0
siendo a,, el término general de una sucesién numérica cualquiera.

En cualquiera de los dos casos, la expresion general de una sucesion de sumas parciales
deja patente que cada término de la sucesion es el resultado de sumar al término anterior el
enésimo término de la sucesion a,,. Esto muestra dos caracteristicas fundamentales de las
sucesiones de sumas parciales:

v’ La presencia de dos sucesiones, a,, Y S,.

v’ Su caracter iterativo y recursivo.

CRi )
O )

Sucesion

s N )

Proceso en el dominio n > n,
Proceso enelrango |a,, — L| < ¢

Serie
numérica

Cuantificacion
universal y existencial /

J

N\

11721 §,: Sucesion de sumas de términos de otra sucesion

En el trabajo de McDonald y otros (2000) se destaca la presencia de dos entidades
cognitivas que construyen los estudiantes cuando se enfrentan a problemas que involucran
sucesiones numéricas: SEQLIST y SEQFUNC.
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Respecto a la concepcion SEQFUNC, McDonald y otros (2000) consideran que dar la
expresion algebraica del término general de una sucesion (closed form)®, junto con la
habilidad para manejar sus propiedades y operar con esa expresion, es una manifestacion
de una concepcion objeto de SEQFUNC. También puntualizan que una concepcién
inconsistente o incoherente de funcién obstaculiza la comprension de ideas matematicas
mas elaboradas como las series numéricas, y en general sobre cualquier topico del Analisis
Matematico que se fundamente en el concepto de funcion.

Por tanto, en esta investigacion se considera que es necesario que un individuo posea un
estado de desarrollo TRANS del esquema de sucesibn como requisito minimo para
construir el concepto de serie numérica. Un estado de desarrollo inferior conducird a una
construccion del esquema de serie numérica inconsistente.

Al margen de estas cuestiones propias de las sucesiones, la nocidn de sucesion de sumas
parciales es un caso particular de una sucesion recursiva que conlleva un mayor nivel de
complejidad por la propia recursividad y por integrar dos sucesiones:

n

ap y Sn=zak

k=0

Para coordinar estos dos conceptos matematicos, a,, y S,,, €S necesario establecer vinculos
entre los elementos matematicos que los conforman. Asi, la existencia 0 no de vinculos y
los elementos matematicos que intervengan en los mismos, determinaran el nivel de
desarrollo del esquema de sucesion de sumas parciales. De ese modo, los niveles de
desarrollo del esquema de sucesion de sumas parciales se caracterizan como sigue:

v' INTRA: se caracteriza porque no se establecen relaciones entre los elementos
matematicos de la sucesion a,, y de la sucesion S,,. Esto puede ocurrir, por ejemplo,
cuando en un problema contextualizado se obtiene una expresion algebraica para la
sucesion de sumas parciales que no esta escrita como una suma. Otra caracteristica
de este estado es la confusion entre los simbolos “+” y las comas, que convierten al
término general de la sucesiéon S,, en la lista de los n primeros términos de la
sucesion a,,.

apta;+-t+ta, w a,a3,a,
También es propio de este estado tratar cualquier sucesion cuyo término general

esté escrito con una suma de n términos como si fuera una sucesién de sumas
parciales, como es el caso de la sucesion

1 2

+ + 4
n+l1l n+1 n+1

En este caso, el termino general se puede escribir como un sumatorio, aunque no se
ajusta al patron de sucesion de sumas parciales:

a, =

® La traduccion literal forma cerrada o férmula cerrada, presenta matices que no son pertinentes en este
discurso.
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n
In = n+1
k=1

v" INTER: se caracteriza porque en algunos contextos se establecen vinculos entre las
dos sucesiones, pero no en todos. Los vinculos consisten en operaciones o
representaciones matematicas, o manipulaciones algebraicas en las que se
diferencian las dos sucesiones, bien de forma explicita, como por ejemplo cuando
se expresa el término general de una sucesion de sumas parciales con una formula
del tipo S,, = Y%= ax, 0 de forma implicita cuando por ejemplo se aplica el criterio
del término enésimo para estudiar la convergencia de la sucesion S,,.

v" TRANS: se caracteriza por la total distincidn entre las dos sucesiones que se
evidencia a través de los vinculos que se establecen entre las mismas. Un individuo
con este nivel de desarrollo, salvo por un despiste, distingue una sucesion de sumas
parciales de otra que no lo es, aunque su término general esté escrito con un
sumatorio, y es capaz de utilizar caracteristicas de a,, para argumentar sobre el
caracter de S,,.

11 7.2.2 Caracter iterativo

Segun el diccionario de la Real Academia de la Lengua Espafiola (Real Academia
Espafiola, 2001), un proceso es el conjunto de las fases sucesivas de un fenémeno natural o
de una operacion artificial, el término iterativo es un adjetivo que indica que algo se repite
y el adjetivo infinito indica que no tiene ni puede tener fin ni término. Estas definiciones de
las palabras proceso, iterativo e infinito fuera del &mbito de la matematica, se ajustan al
significado que se da en matematicas a un proceso iterativo infinito (Pii) y que Brown y
otros (2008) definen como “la aplicacion repetida y sin fin de una trasformacién mental o
fisica de objetos, que involucra la variacién de uno 0 méas parametros en cada repeticion”
(p. 118). Teniendo en cuenta que, segun estos autores un Pii requiere de un “tipo de
construccion mental que se ajusta a la categoria de proceso segun la teoria APOS” (p. 125),
las sucesiones de sumas parciales son un caso particular de Pii que ademas es recursivo.

Por tanto, en esta investigacion se considera que la construccion del esquema de sucesion
de sumas parciales se puede analizar desde la perspectiva de Brown y otros (2008)
teniendo en cuenta que en el esquema conceptual de las sucesiones de sumas parciales
coexisten dos Pii, las sucesiones a,, y S,,.

Siguiendo los argumentos del trabajo de estos autores, se considera que poseer una
concepcion accion de SSP consiste en obtener los primeros valores de la sucesion S,
aplicando sucesivamente la transformacion consistente en afiadir al término anterior de la
sucesion un nuevo sumando. Este sumando es a su vez el resultado de la trasformacion
consistente en obtener un término de la sucesion a,, para lo cual analiticamente es
necesario evaluar la expresion general de la sucesion a, para un valor concreto de la
variable n.
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Asi, la accion de obtener un término de la sucesion S,, es el resultado de dos evaluaciones:
una primera, que normalmente no conlleva mucha dificultad porque consiste Unicamente
en sustituir el valor de la variable n en una expresion algebraica, y una segunda mas
compleja’® porque involucra al término anterior de la sucesién y al nuevo sumando
resultante de la evaluacion anterior.

La complejidad de estas transformaciones encadenadas provoca que, en ocasiones, el
individuo se fije solamente en la primera evaluacion que es mas sencilla. Por ello, éste es
un punto clave para la construccion del esquema de sucesion de sumas parciales ya que
llevar a cabo las dos evaluaciones es una forma de establecer un vinculo entre las dos
sucesiones a, Y Sy.

Cuando el individuo repite varias veces la transformacion de obtener nuevos términos de la
sucesion S,,, coordinando un proceso de iteracion a través de un segmento finito de N con
la transformacidn consistente en obtener un nuevo término de la sucesién S,,, se construye
el proceso mental infinito al que Brown y otros (2008) llaman proceso iterativo infinito.
Con una concepcion proceso de sucesion de sumas parciales, el individuo puede
imaginarse la repeticion de la transformacion de manera indefinida.

Para poseer una concepcion objeto de sucesion de sumas parciales, se ha de encapsular el
proceso iterativo infinito en un objeto aplicando una trasformacion sobre dicho proceso.
Dicha trasformacion estd encaminada a obtener el limite de la sucesion de sumas parciales.
En este punto es donde entra en juego el esquema de limite de una sucesion.

11 7.3 Elementos matematicos de los esquemas SSP y LSSP

Cada uno de los esquemas de LS y de SSP, como conceptos matematicos, estan formados
por elementos matematicos que se relacionan para dar sentido al concepto. Se entiende que
un elemento matematico es “el producto de una disociacién o de una segregacion en el
interior del concepto o la nocién matemaética (vinculado a la definicion del concepto y a
sus propiedades)”, definicion adaptada por Sanchez-Matamoros (2004, p. 79) de la
definicion dada por Piaget.

Los elementos matematicos de los conceptos de sucesion de sumas parciales (SSP) y limite
de una sucesion de sumas parciales (LSSP) son los que siguen:

10| a complejidad resulta de tener que realizar dos evaluaciones, en vez de una.
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discreta a(n) = a,

discreta S(n) = S,

Sucesion SSP LSSP
8 | Comportamiento: Comportamiento: Caracter
% Monotonia Monotonia Convergente
§ Cotas Cotas Divergente a infinito
Z Sucesion de sumas Divergente por oscilacion
(o)
&
Término general Término general Aproximacién al limite
Razon del término general Sumatorio Criterios de convergencia
8 | Términos de la sucesion Términos de la sucesion Criterio del término
_;5 Comportamiento Comportamiento e_nés.imo _
2 | Monotonfa Monotonfa Criterio de las serie
e Cotas Cotas ) geometr[ca_s
% Raz6n de la sucesion Célculo del limite
o | geométrica Convergente
Divergente a infinito
Divergente por oscilacion
Puntos del plano cartesiano | Puntos del plano cartesiano | Aproximacion al limite
8 | Rectangulos Unidn de rectangulos Rectangulo 2 x 1
‘g Comportamiento Comportamiento
o Monotonia Monotonia
g Cotas Cotas
& | Asintota de la funcién Asintota de la funcion

Tabla 1. Elementos matematicos de SSP y LSSP.

Estos elementos matematicos se relacionan a través de operaciones, entendidas como
manipulaciones analitico-algebraicas o graficas que derivan resultados, correctos o no,
sobre los conceptos matematicos.

La coordinacion de los dos esquemas se medira en relacién a las operaciones que
involucren elementos de ambos conceptos. Por ejemplo, se dira que coordinan los dos
esquemas cuando en el registro grafico se aproxime el valor del limite de la sucesién de
sumas parciales a partir de la asintota de la funcion discreta S(n) = S,,.

I1 7.4 Niveles de desarrollo

Los niveles de desarrollo en la comprension de un concepto matematico (el mecanismo de
la triada) se introdujeron para facilitar la descripcion de como construyen los estudiantes su
conocimiento (Clark y otros, 1997). Sanchez-Matamoros (2004) afiadio dos niveles més a
los tres que propusieron Clark y otros (1997), (véase | 1.5.2), atenuando asi el paso de un
nivel a otro.

En base a los resultados del analisis tedrico del concepto de serie numérica y su
convergencia, y segun la experiencia de la investigadora como profesora, se ha
considerado que para construir este concepto es necesario coordinar dos esquemas, el de
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SSP y el de LS. Asi, se considerara si el individuo no coordina los dos esquemas, los
coordina en algunos contextos, o los coordina siempre. Ademas, la coherencia y la
consistencia de estos esquemas afectan directamente a la construcciéon del concepto de
serie. Por tanto, cuando un individuo coordine los esquemas, en todos o en algin contexto,
el estado de desarrollo de los mismos determinard un nivel, superior o inferior, en el
desarrollo del concepto de serie numérica. Por otro lado, la coordinacién de estos
esquemas y de las dos sucesiones implicitas en el esquema de SSP, esta relacionada con la
concepcion que posee el individuo de Pii.

En un trabajo anterior (Codes y Sierra, 2007a) se propuso una primera aproximacion a los
niveles de comprension. Estos, se han modificado tras un analisis mas detallado de los
datos y una reflexion mas profunda sobre los mismos. Asi, la caracterizacion de los niveles
de desarrollo del concepto de convergencia de serie numérica propuesta en esta
investigacion es como sigue:

Nivel Intra: un individuo en el nivel Intra no coordina los esquemas de SSP y LS, de modo
que puede resolver ejercicios rutinarios aplicando algoritmos sin relacionar la convergencia
de una sucesion de sumas parciales con la suma de su serie numeérica.

Nivel Intra avanzado: un individuo en el nivel Intra avanzado es capaz de coordinar en
algun contexto los esquemas de SSP y LS, pero posee un nivel Intra o Inter de desarrollo
del esquema de SSP.

Nivel Inter: un individuo en el nivel Inter es capaz de coordinar los dos esquemas de SSP y
LS en algunos contextos, pero en otros no. Por ejemplo, un individuo en el nivel Inter de
desarrollo del esquema de convergencia de serie numérica puede reconocer el limite de la
sucesion de sumas parciales como la suma de su serie en un contexto analitico-algebraico,
pero tener dificultades en un contexto grafico-cartesiano. Ademas, posee un nivel Trans de
desarrollo del esquema de SSP.

Nivel Inter avanzado: un individuo en el nivel Inter avanzado coordina los dos esquemas
de SSP y LS, pero esa coordinacion se ve afectada por las concepciones previas de
conceptos como limite e infinito, es decir, las inconsistencias e incoherencias asociadas a
estos conceptos producen resultados inconsistentes o incoherentes, a pesar de que se
coordinen los esquemas de SSP y LS. Estas concepciones previas pueden, por ejemplo,
provocar que un individuo reconozca la suma de una serie como el limite de una sucesion
de sumas parciales, pero concluya que la suma de la serie “se acerca” a un valor por su
concepcion de limite como algo inalcanzable.

Nivel Trans: un individuo en el nivel Trans coordina los dos esquemas de SSP y LS sin
dificultad, independientemente del contexto en el que se desarrolle la actividad
matematica. Ademas, es capaz de sumar una serie numérica aplicando criterios de
convergencia o calculando directamente el limite de su sucesién de sumas parciales sin que
aparezcan inconsistencias o incoherencias provocadas por las concepciones de limite o de
infinito.
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CAPITULO Il  Disefio de la investigacion

Una vez concretados el marco teérico y el problema de investigacién, en este capitulo se
trataran aspectos relativos al disefio de la investigacion.

En primer lugar se documentard detalladamente el proceso de recogida de datos. Entre
otros aspectos, se describira el como y el porqué del tipo de datos que se han obtenido. El
porqué esta asociado al marco tedrico desde el que se desarrolla este trabajo y a las
preguntas de investigacion. EI como tiene que ver con los instrumentos que se han
utilizado, que aportan un aspecto innovador a esta investigacion. La eleccién de los
participantes no solo tiene que ver con el porqué y el como, sino también con limitaciones
ajenas a la investigacion.

En la segunda parte de este capitulo se describe la actividad con la que se obtuvieron los
datos.

115



CAPITULO Il Disefio de la investigacion

1 RECOGIDA DE DATOS

El proceso de recogida de datos para esta investigacion se llevo a cabo durante el curso
académico 2005-2006 con estudiantes de primer curso de la Escuela de Informaética de la
Universidad Pontificia de Salamanca (UPSA). Los datos provienen de tres fuentes
distintas:

v' Los apuntes y las notas de clase de la profesora, y los apuntes de clase de los
estudiantes. De toda esta informacion se disponen de los originales o de fotocopias
de los mismos.

v’ Las grabaciones de audio y video de las sesiones, tanto de aquellas en las que los
estudiantes realizaban ejercicios, como de aquellas en las que la profesora impartia
clase.

v La captura de todo lo que acontecia en el escritorio del ordenador con el que
trabajaron los estudiantes.

El propoésito de las grabaciones fue reunir informacion acerca de como los estudiantes
construyen su conocimiento sobre la convergencia de las series numéricas mientras
trabajaban en clase resolviendo diversas tareas.

Uno de los logros que se ha conseguido en este trabajo, es el de disponer de toda la
informacion en formato digital. Las ventajas que ofrece el soporte digital se aprovechan
tanto en el proceso de obtencion de datos como en su manipulacién, analisis y
almacenamiento.

En la obtencion de los datos ha aportado flexibilidad por el reducido tamafio de los
instrumentos, y dinamismo por la posibilidad de utilizarlos en diversos entornos; en la
manipulacion y el almacenamiento se aprovechan la rapidez que ofrece el formato digital
para acceder a la informacidn y el reducido espacio en el que se pueden almacenar grandes
cantidades de datos; en el analisis, facilita la disponibilidad de los datos en cualquier
momento y en un formato de facil acceso, fiable y facilmente reproducible.

La Unica exigencia que requiere este tipo de formato es la de disponer de suficiente espacio
de memoria para almacenar todos los datos, y de ordenadores con los que obtener las
grabaciones. Las exigencias de almacenamiento de datos se ha resuelto facilmente con
dispositivos tecnoldgicos de bajo coste y facil manejo, como discos duros externos y
memorias (pendrive); en cuanto a la utilizacion de dispositivos para obtener las
grabaciones, se ha contado con los ordenadores de sobremesa del laboratorio y los
ordenadores portatiles que estan a disposicion de los profesores para utilizarlos en las
clases. Teniendo en cuenta que las herramientas informaticas se han convertido en un
medio indispensable de trabajo y que cada vez se estan imponiendo mas en las aulas en
todos los niveles educativos, estas necesidades de material no han supuesto demasiado
esfuerzo.
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111 1.1 Las grabaciones de video

En el campo de la didactica de las matematicas las grabaciones de video se utilizan con
distintos propdsitos segun se emplee en la investigacion o en la préctica docente.

En concreto, en la formacion de maestros tiene una gran utilidad como recurso didactico.
Por ejemplo, el profesor Salvador Llinares de la Universidad de Alicante tiene una amplia
experiencia en el uso de las grabaciones de video como apoyo a la docencia en la
formacion de maestros (Callejo, Valls, y Llinares, 2007; Llinares, 2008; Llinares y
Olivero, 2008; Llinares y Sanchez, 1998; Llinares y Valls, 2007; Valls, Llinares, y Callejo,
2006). Llinares, Valls, y Roig (2008) sostienen que:

el uso de registros de video de las clases de matemaéticas, como material didactico para
la formacion, es una alternativa que se ha mostrado pertinente, ya que los videos en los
programas de formacién han demostrado su potencial como un medio que permite que
los estudiantes para profesor tengan acceso a situaciones reales de clase, haciendo mas
facil el analisis de la ensefianza de las matematicas. (p. 48)

También en la Universidad de Extremadura, el profesor Lorenzo Blanco utiliza las
grabaciones en video de algunas sesiones de estudiantes para profesor de Educacién
Primaria en préacticas, para estudiar su conocimiento didactico en relacion a algin tépico
propio de este nivel educativo (Blanco, 1996). Ademas este autor también ha utilizado las
grabaciones en video como instrumento de investigacion (Blanco, Guerrero, Caballero,
Brigido, y Mellado, 2009).

Sherin (2003) utiliza las grabaciones de video en formacion de maestros, y ofrece un
repaso histérico sobre las aplicaciones que se han dado a las grabaciones en video desde
que se introdujeron en los afios sesenta en la formacion de maestros: microteaching,
analisis de interacciones, ejemplificar con la practica de un experto, estudio de casos y
programas hypermedia. También en formacion de maestros, se ha desarrollado el
videopaper como una “herramienta alternativa para la produccion, utilizacién y difusion de
investigacion educativa. (...) El videopaper es un documento multimedia que integra y
sincroniza diferentes formas de representacion, tales como texto, video e imagenes, en un
solo documento integrado no lineal” (Lazarus, 2006, transp. 13). Es algo asi como la
version moderna del portafolio.

En el ambito de la investigacion las grabaciones de video son un arma poderosa para la
obtencion de datos en estudios de caracter cualitativo. Lesh y Lehrer (2000) advierten que
se ha de tener en cuenta cuatro aspectos cuando se obtienen datos mediante grabaciones de
video. En primer lugar, las consideraciones tedricas marcaran los tipos de eventos y de
relaciones que forman el centro de interés de la investigacion. Todos los demas aspectos
que se han de valorar en las grabaciones, vienen determinados por la perspectiva tedrica
desde la que se analizaran los datos. De ahi la necesidad de hacer explicito el marco teorico
desde el que se analizaran los datos que se obtengan de las grabaciones, asi como el
propasito y la funcién de las mismas. El proposito es fundamental en la planificacion de las
grabaciones, mientras que el marco tedrico es imprescindible en el andlisis ya que, como
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sefialan Lesh y Lehrer, “cada vez que la informacion se filtra, selecciona, simplifica o se
organiza, se esta sometiendo a una interpretacion” (p. 672).

En las consideraciones practicas, el propdsito de las grabaciones determinara el cémo y
donde se llevan a cabo las grabaciones. La consideraciones fisicas atienden a las
necesidades materiales para las grabaciones: el nimero de cdmaras que se necesitaran,
hacia donde se enfocaran, la necesidad de utilizar micréfonos, etc. Por ultimo, las
consideraciones temporales responden a cuestiones como el periodo de tiempo durante el
que se grabara, como se definiran las unidades de andlisis o cual es el intervalo temporal
con mas relevancia.

Por otro lado, Hall (2000) considera que uno de los problemas que surge cuando en una
investigacion los datos provienen de grabaciones de video, es que en los informes de
investigacion se suprimen los procesos de recogida y seleccion de grabaciones de video
como datos. Para que esto no ocurra en esta memoria, a continuacion describimos como se
ha realizado este proceso de recogida de datos, atendiendo a los cuatro aspectos que
proponen Lesh y Lehrer.

111 1.1.1 Consideraciones teéricas

En los capitulos I y 1l de esta memoria estan detallados el marco teérico sobre el que se
apoya esta investigacion, y los objetivos que pretende cubrir.

La teoria APOS proporciona el marco tedrico desde el que se ha planteado el modelo
tedrico que guiara el andlisis de los datos (véase Il 7). Estos datos han de determinar qué
relaciones establecen los estudiantes entre los elementos del modelo tedrico que se ha
propuesto. Estas relaciones ayudardn a describir como los estudiantes, a los que se ha
grabado, comprenden el concepto de serie numérica. Asi, el centro de interés de las
grabaciones se sitla en los estudiantes mientras resuelven tareas en clase y, puesto que
para resolver ciertas tareas utilizan el ordenador, también todo lo que acontece en el
escritorio del ordenador forma parte del interés de las grabaciones. La mayor parte de esta
informacion se ha obtenido mediante grabaciones de dos tipos:

v Audio y video de los estudiantes mientras resuelven en clase tareas relativas al
topico de sucesiones y series numeéricas; estas grabaciones contienen las reflexiones
y los argumentos con los que resuelven cada tarea.

v Captura de todo lo que sucede en el escritorio del ordenador mientras utilizan el
software Maple para resolver algunas tareas; con ello, se ha podido seguir paso a
paso cada movimiento que han realizado los estudiantes con el raton, los errores de
sintaxis que han corregido y no se aprecian en el fichero final, la destreza con la
gue manejan la herramienta y otras cuestiones relativas al uso de esta herramienta
informaética. El tipo de informacion que aporta esta herramienta es muy variada.

Ademas, se han grabado todas las sesiones en las que se impartia clase magistral para
conservar un registro con la informacién que facilitd la profesora. Estas grabaciones tienen
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especial interés para la triangulacion de los datos, ya que la autora de esta tesis juega el
papel de profesora-investigadora.

111 1.1.2 Consideraciones practicas

Las grabaciones se han llevado a cabo en dos escenarios, el aula habitual y el aula de
ordenadores.

En el aula habitual se han obtenido las grabaciones de la profesora impartiendo clase
magistral y las grabaciones de los estudiantes mientras resolvian algunos ejercicios
tradicionales con lapiz y papel.

En el aula de ordenadores se han grabado a los estudiantes mientras resolvian tareas que
requerian el uso del software Maple, y también se ha grabado todo lo que acontecia en el
escritorio del ordenador con el software CamStudio.

Las grabaciones del audio y video se han obtenido con cdmaras web y micr6fonos
conectados a ordenadores (portatiles o de sobremesa segln el escenario).

Las intervenciones de la profesora en el aula de ordenadores aparecen en las grabaciones
de los tres grupos, principalmente en las del grupo S1 que estaba situado junto a la pizarra
portatil que se utilizo en ese aula.

111 1.1.3 Consideraciones fisicas

Para grabar las clases magistrales de la profesora se necesité una Gnica camara web
conectada a un ordenador portéatil que se situaba en la primera fila de bancos de la clase. La
camara enfocaba a la pizarra, de modo que con estas grabaciones y con los apuntes de la
profesora, es posible reproducir el contenido de estas sesiones. EI micréfono de la camara
web fue apropiado para recoger el audio.

Figura 19. Clase magistral grabada en el aula de pizarra.

Para grabar a los estudiantes en el aula habitual, hubo que triplicar el nimero de camaras
web y de portétiles para grabar a los tres grupos. La camara web conectada al ordenador
portatil enfocaba a la mesa donde trabajaban los estudiantes; estas grabaciones so6lo
recogieron el audio porque la disposicion de la camara no permitia captar el papel en el que
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escribian. Para minimizar en las grabaciones el ruido que se genera en el aula mientras los
estudiantes trabajan en grupo, se tomaron dos medidas: repartir convenientemente a los
estudiantes por todo del aula, de manera que los grupos a los que se grababa estuvieran
alejados de otros compafieros, y obtener la sefial de audio utilizando micréfonos estéreos
de solapa conectados al ordenador portatil. Estos micr6fonos, al disponer de dos
componentes separables para el audio de cada canal (izquierdo y derecho), permitian
registrar a dos o tres participantes con un solo micréfono.

Para las grabaciones en el aula de ordenadores se sustituyeron los ordenadores portatiles
por los ordenadores de sobremesa del aula. Para cada grupo se utilizaron dos ordenadores
debido a las necesidades de memoria, almacenamiento y velocidad de proceso de CPU.
Para obtener la grabacion del escritorio del ordenador, se instalo el software CamStudio en
el ordenador asignado para trabajar en clase. La cAmara web se conect6 a otro ordenador
para que no hubiera problemas con los recursos que requieren este tipo de grabaciones, y
se situd en la pantalla del ordenador en el que trabajaban los estudiantes, de modo que se
capto al grupo de frente. Asi, queda constancia del lenguaje gestual y de los movimientos
que realizaban con las manos, lo cual ha sido muy util a la hora de sincronizar la grabacién
de audio y video, con la que recoge los movimientos en la pantalla del ordenador.

También en este aula se situd a los grupos lo suficientemente distantes como para que el
audio no se viera demasiado afectado por el ruido de fondo. Teniendo en cuenta que la
mayor parte de la sesidn en este aula se dedicaba el trabajo de los estudiantes en grupo, y
que los ventiladores de los ordenadores emiten un zumbido constante, el nivel de ruido del
aula era superior al de una sesion en la que se imparte una clase tradicional. Por ello, se
utilizaron los micréfonos externos para recoger el audio del grupo. Estos micréfonos
también recogieron las intervenciones de la profesora con cada grupo y con toda la clase.

111 1.1.4 Consideraciones temporales

Las grabaciones se llevaron a cabo en el curso acadéemico 2005-06 durante las dieciséis
sesiones de clase que dur6 la instruccion. La duracion habitual de cada clase fue de
cincuenta minutos. Ademas, se grabaron las sesiones de los dias previos en los que se
impartid el tépico de sucesiones numéricas y que sirvio de prueba piloto. De las dieciséis
sesiones en las que se impartié el topico de series numéricas, nueve se realizaron en el aula
habitual y siete en el aula de ordenadores.

Las unidades de andlisis no vienen dadas por cada sesion, sino por la tarea que resolvian
los estudiantes, de modo que para resolver algunas tareas, como la actividad rectangulos,
se tuvo que invertir mas de una sesion de clase, mientras que en otras ocasiones, en una
sesion de clase se resolvian varias tareas.

111 1.2 Participantes

Los participantes en las grabaciones fueron catorce estudiantes de la Escuela de
Informéatica de la UPSA, repartidos en seis grupos, cuatro parejas y dos trios. Los
estudiantes voluntarios aceptaron que se les grabara durante las clases y firmaron la
correspondiente autorizacion. De los seis grupos, la mitad pertenecen a la titulacion de
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Ingeniero Técnico en Informatica de Gestidn y la otra mitad a la de Ingeniero Técnico en
Informatica de Sistemas.

Los grupos S2 y S3 estan formados por tres individuos porque habitualmente estudiaban
juntos en ésta y otras asignaturas, y cuando se ofrecieron como voluntarios pidieron
trabajar también los tres en el aula. Puesto que los medios técnicos permitian esta opcion,
se les concedi6 su peticion. Ademas, se penso que el hecho de que el grupo ya funcionara
trabajando en equipo garantizaba su participacion mientras se les grababa en clase.

Gl Dos estudiantes

Ingeniero Técnico en

Informética de Gestion G2 Dos estudiantes

G3 Dos estudiantes

S1 Dos estudiantes

Ingeniero Técnico en

Informatica de Sistemas 52 Tres estudiantes

S3 Tres estudiantes

Tabla 2. Participantes en las grabaciones.

Tras una primera revision de las grabaciones, se han elegido a dos de los seis grupos para
aportar los datos en esta investigacion, los grupos S1 y S3, principalmente por dos
motivos. Por un lado, participaron muy activamente en las clases, lo que permite tener méas
informacion sobre como construyen el conocimiento, respecto de otros grupos en los que
los integrantes practicamente no dialogaban cuando resolvian los ejercicios, o los resolvian
de manera individual. El hecho de que al menos uno de los integrantes verbalizara casi
todo lo que iba pensando confiere mucha mas riqueza a la grabacion. Ademas, estos dos
grupos manifestaban distintos niveles en el desarrollo del concepto de serie numérica y se
penso que la heterogeneidad entre los dos grupos compensaba el hecho de haber excluido a
los otros cuatro grupos.

Si bien el reducido nimero de estudiantes no da opcion para hablar de resultados
estadisticos, la experiencia de la investigadora como profesora de la asignatura ratifica que
estos estudiantes no se salen de la normalidad. Ademas, el interés de esta investigacion no
es de caracter cuantitativo.

Los dos grupos estaban formados por estudiantes que cursaban por primera vez la
asignatura Fundamentos Matematicos | en la Escuela de Informatica de la UPSA, si bien
uno de los integrantes del grupo S1 habia estudiando anteriormente en otra Universidad un
primer curso de ingenieria informatica sin aprobar las asignaturas de matematicas.

El grupo S1 estd compuesto por dos estudiantes, José Maria (Chema) y Daniel. Chema
cursa su primer afio en la Universidad y Daniel ha cursado dos veces un primer curso de
Ingenieria Informatica en otra Universidad sin aprobar la asignatura de matematicas (en
esos dos afios sdlo aprobo tres asignaturas). No son compafieros habituales en clase, pero
se sientan préximos y han accedido con agrado a trabajar juntos para que se les grabara en
la clase.
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El grupo S3 esta compuesto por tres estudiantes, Manuel, Carlos y Ricardo. Los tres cursan
su primer afio universitario y pertenecen al mismo grupo de amigos de clase;
habitualmente quedan fuera de clase para estudiar y realizar las practicas de otras
asignaturas de la carrera. Por este motivo pidieron colaborar en la experiencia los tres
juntos.

111 1.3 Instrumentos

Como se ha comentado anteriormente, se ha introducido el empleo de instrumentos
digitales para recoger la informacion, lo cual confiere a este proceso cierto grado de
innovacion. Después de hacer una breve referencia a estos instrumentos, se comentara este
aspecto innovador.

Se han utilizado diferentes instrumentos en funcion del tipo de datos recogidos. Los
apuntes y las notas de clase de los estudiantes estan en papel, original o fotocopiado, al
igual que las notas de la profesora y sus apuntes; estos Gltimos también se encuentran en
formato electrénico. Parte de este material se ha escaneado para adjuntarlo en la presente
memoria.

Las intervenciones orales de los estudiantes, al igual que las explicaciones de la profesora
en clase, se han grabado en formato digital mediante el uso de camaras web (modelo
Logitech QuickCam Communicate STX) y microfonos de solapa (modelo AIWA CM-P11)
y ambiente.

Figura 20. Micrdfono utilizado en las grabaciones.

En el aula de pizarra la camara web enfocaba al papel en el que los estudiantes
desarrollaban los ejercicios que debian resolver; en el aula de ordenadores, la cAmara web
enfocaba directamente a los estudiantes para recoger informaciéon del lenguaje gestual.

Figura 21. Camara web utilizada en las grabaciones.
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Es importante destacar dos ventajas del uso de las camaras web para las grabaciones de
video: por un lado, no requieren baterias ni cintas, y por otro lado confiere a los datos un
caracter de inmutabilidad que no se consigue con las grabaciones analégicas.

La misma camara web puede recoger también el audio, aunque para los estudiantes se ha
utilizado adicionalmente un microfono externo de solapa para optimizar la calidad del
sonido. Estas camaras y los microfonos, estaban conectados a los ordenadores donde se
almacenaban las grabaciones.

El trabajo de los estudiantes con el ordenador se ha recogido mediante el empleo del
software CamStudio (CamStudio.org) que graba todo lo que se visualizaba en la pantalla
del ordenador. Existen otras aplicaciones software que realizan esta tarea, como Bulent’s
Screen Recorder. Aungque ambos cumplen los requisitos exigidos, se utiliz6 el primero por
su facilidad de uso y estabilidad (veéase el anexo IlI)

Con esta herramienta se consigue un registro digital con todas las ejecuciones que
realizaron los estudiantes con Maple, y otras aplicaciones como la calculadora de
Windows. Ademas de su sencillez en la instalacion y manejo, su caracter gratuito lo hace
idoneo para esta investigacion.

Para almacenar toda la informacién digital se necesitd un disco duro externo de 160 GB y
se utilizaron discos DVD para guardar una copia de seguridad de todos los datos recogidos.

Innovacién

La obtencion de datos en formato digital es natural en aquellas investigaciones en las que
se trabaja en un entorno computacional.

Hoy en dia existen algunos programas software, como Cabri, que incluyen una opcion que
almacena en un archivo cualquier cambio que se produzca en la pantalla del ordenador
donde se ejecuta el software, e incluso es posible reproducir la secuencia de cambios como
si de una proyeccion de diapositivas se tratara (Gutiérrez, 2005). Esto amplia el tipo y la
calidad de informacion que tradicionalmente se obtiene con los archivos digitales que s6lo
dan cuenta del resultado pero no permiten observar el proceso.

En esta investigacion, utilizando el software CamStudio se ha innovado en el proceso de
obtencion de datos derivados del trabajo del estudiante con el ordenador, ya que permite el
empleo de cualquier software y capta cualquier evento que se refleje en el escritorio del
ordenador. Asi, utilizando una herramienta similar a CamStudio, es posible obtener este
tipo de informacion sin las restricciones de utilizar un software concreto, como es el caso
de Cabri (Gutiérrez, 2005). Ademas, esto se hace extensivo a otro tipo de investigaciones
en didactica de las matematicas u otras disciplinas, en las que el uso del ordenador no esta
limitado al empleo de un software matematico sino que implica el uso de otros programas
o de paginas web.

Una de las grandes ventajas que se aporta con el empleo de esta herramienta, es el poder
seguir paso a paso cada movimiento que han realizado los estudiantes con el raton, los
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errores de sintaxis que han corregido y no se aprecian en el fichero final, la destreza con la
que manejan la herramienta y otras cuestiones relativas al uso de esta herramienta
informatica. El tipo de informacion que aporta esta herramienta es muy variado:

v’ Para la triangulacion: al visualizar simultaneamente el video con los participantes y
el video con el trabajo en el ordenador se complementan ambas informaciones.
Ademas, suple la figura del observador externo necesaria en una investigacion en la
que el profesor de la asignatura toma también el papel de investigador.

v’ Para conocer algunos aspectos de la herramienta, tales como las prestaciones que
ofrece a los estudiantes o la sencillez o dificultad de su manejo.

v’ Para conocer como el estudiante maneja la herramienta: el tipo de blsquedas que
realiza, el uso que hace del copy-paste’’ o los errores sintacticos que comete, entre
otros.

v’ Para conocer como actla la herramienta informatica en el desarrollo conceptual del
estudiante, lo que le aporta y lo que le obstaculiza.

También el uso de las camaras web para grabar el audio y el video aporta cierto grado de
innovacion en la fase de recogida de datos, ya que habitualmente las grabaciones de video
y audio se llevan a cabo con cdmaras de video tradicionales y con grabadoras de voz. La
facilidad para disponer hoy en dia de un ordenador portatil amplia el campo de
posibilidades para la obtencion de datos.

111 1.4 Datos

Los datos obtenidos para esta investigacion no provienen sélo de las grabaciones digitales.
Se dispone también de los apuntes de clase de los participantes y de las hojas donde
resolvian las tareas, de los apuntes de la profesora-investigadora, y de las notas que tomo la
profesora en las clases. Cada uno de ellos aporta un tipo diferente de informacion:

v Los apuntes de la profesora y las grabaciones de las clases magistrales permiten
reproducir la instruccion que recibieron los estudiantes. Asi, los archivos digitales
con las clases magistrales son un elemento fundamental para la triangulacion, ya
que todo lo que acontecid en el aula esta grabado.

v’ Las notas que tomo la profesora en clase sirven para crear una imagen general de
cada sesion y para localizar algunas intervenciones relevantes de los estudiantes.

v Los apuntes de clase de los participantes y las hojas donde resolvian las actividades
contienen detalles que no aparecen en las grabaciones, como férmulas y
expresiones matematicas utilizadas por los estudiantes.

v El archivo digital con la captura del escritorio del ordenador en el que trabajan los
estudiantes permite que en la fase de analisis se puedan visualizar al mismo tiempo

1 El término “copy-paste” es una forma extendida de referirse a las acciones de copiar y pegar un parrafo de
texto, un archivo, lineas de codigo, u otro objeto digital. En este trabajo se utiliza para indicar la accion de
copiar lineas de instrucciones del software Maple y pegarlas en el mismo archivo o en otro diferente.
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el archivo de audio-video y el que contiene las interacciones de los participantes
con el ordenador. Con esto, ademas de completar la informacién que la cAmara no
registra, se obtiene una informacién méas rica acerca de como trabajan los
estudiantes en un entorno computacional.

v El archivo digital que contiene todos los didlogos entre los integrantes de cada
grupo cuando resolvian las tareas en clase y las intervenciones que requerian de la
profesora. Aunque estos dialogos constituyen la mayor fuente de informacion con
la que se realizara el anlisis, el resto de las fuentes que se han mencionado juegan
un papel relevante en algin momento, bien por contener informacion que no quedd
registrada de otro modo, bien por fortalecer informacion que contienen otras
fuentes.

2 DISENO DE LA UNIDAD

La instruccion que se ha disefiado persigue el objetivo de que el estudiante construya el
modelo cognitivo propuesto en el andlisis teérico. Aungue la propuesta tiene algunos
elementos en comun con el ciclo ACE (ver apartado | 1.5.1), no lo sigue al pie de la letra,
fundamentalmente por dos motivos: el uso del ordenador y las discusiones en clase.

En esta propuesta, el ordenador se utiliza para sacarle partido en aspectos tales como el
enfoque geométrico y grafico del concepto matematico de serie numérica, o estimular el
trabajo intuitivo del alumno e introducirle en el quehacer matematico: observar,
experimentar, conjeturar y probar. Para ello, en ocasiones es necesario que el estudiante
programe un pequefio bloque de instrucciones Maple, en el que hace uso de instrucciones
que ejecutan algunos calculos matematicos, como la suma de una serie, un limite, o una
aproximacion numeérica, de forma trasparente para el usuario. Algunas de éstas, son
operaciones matematicas que en una propuesta del ciclo ACE los estudiantes tendrian que
programar.

En cuanto a las discusiones en clase, los estudiantes tuvieron libertad para realizar las
tareas en pequefios grupos (dos o tres personas) o individualmente, si bien se considera
ventajoso el trabajo en pequefios grupos cooperativos. Las discusiones en clase se han
producido entre los integrantes de estos grupos y la profesora.

Uno de los aspectos en los que incide la instruccion es en el papel que juega la
visualizacion. Se ha hecho hincapié en proporcionar al estudiante un soporte que permita
trabajar el enfoque geométrico y grafico (representacion grafica en el plano cartesiano), sin
excluir el analitico. Para ello, se ha utilizado el ordenador como herramienta que facilita la
visualizacion de representaciones graficas y dibujos geométricos, de manera similar a
como lo hizo Bennett (1989), mediante un lenguaje de programacién sencillo. En este
sentido, Kidron (2002) destaca la facilidad con la que el ordenador pone al alcance del
estudiante distintas representaciones del mismo concepto. En su investigacidn sobre sumas
infinitas, utilizé6 animaciones graficas para que el estudiante centrara su atencion en el
proceso en si y no en el proceso divergente de afiadir términos de una sucesion. Asi es
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como se espera que perciban los estudiantes una suma infinita con la instruccién disefiada,
como un limite, es decir, como un objeto.

Como ya argumentaron Eisenberg y Dreyfus (1991) (véase apartado | 4.1), existe cierta
resistencia al uso de la visualizacion en matematicas. En esta investigacion, esas
dificultades se han plasmado de la forma siguiente:

v" A nivel cognitivo, la visualizacion se utiliza para facilitar al estudiante la
comprension del topico de convergencia de serie numérica. Esto no excluye el
tratamiento analitico, sino que lo complementa. Por tanto, no se exige al estudiante
que domine el registro visual, sino que mas bien se le ofrece como una alternativa
al tratamiento institucional clasico de las matematicas. A pesar de ello, es posible
que el estudiante se muestre, cuanto menos, sorprendido y receloso por la novedad,
lo cual puede, en algin momento, entorpecer el proceso de aprendizaje instruccion.
Como contrapartida, se espera que la herramienta informatica sea lo
suficientemente atractiva como para disipar esta dificultad.

v' A nivel socioldgico, el disefio de las representaciones geométricas de las
actividades ha supuesto un esfuerzo adicional para la profesora, ya que ha tenido
que desarrollar un fragmento de cddigo con una herramienta que le era desconocida
a nivel de programacion. Este trabajo es transparente para el estudiante ya que él se
limita a ejecutar el cddigo y observar el resultado. El esfuerzo se ve ampliamente
compensado por el resultado obtenido y por la posibilidad, como ocurre siempre en
programacién, de reutilizar el codigo para otros fines, como representar un
problema similar.

v" A nivel de creencias sobre la naturaleza de las matematicas, la profesora cree
firmemente que se puede trabajar la matematica sin necesidad de recurrir a
demostraciones formales. Un factor que influye notablemente en este
convencimiento, es la creencia de que no se pueden ensefiar las mismas
matematicas a cualquier estudiante universitario, ni de otro nivel, sin tener en
cuenta el futuro empleo que le van a dar a los conocimientos matematicos. Se ha de
tener en cuenta que la mayoria de los alumnos universitarios que cursan analisis
matematico o algebra en su primer afio en la Universidad, no son futuros
matematicos, sino ingenieros, economistas o biologos, por lo que no se les puede
exigir el mismo nivel de formalidad ni de abstraccion que se exige en un aula de
una facultad de matematicas. De hecho, ni en ese aula esta justificada la exclusion
de otros métodos, como el visual, para demostrar algun resultado. Es mas, se
deberian proporcionar estos otros métodos para complementar el conocimiento
analitico formal propio de las matematicas.

A continuacién se presenta la secuencia didactica que se llevo a cabo cuando se recogieron
los datos, en la que se alternan las clases tradicionales en la pizarra con clases que se
desarrollan en un aula de ordenadores. El tiempo estimado para completar la unidad es de
quince sesiones de cincuenta minutos cada una. Debido a una disfonia que sufrid la
profesora en los ultimos dias en los que se impartid el topico de serie numérica, hubo que
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prolongar un dia mas las grabaciones en el aula de pizarra en la que los estudiantes
realizaron ejercicios de refuerzo. Asi, se retraso el comienzo del siguiente tema y la
profesora pudo recuperar la voz para impartir la clase magistral.

Todo el contenido, y en especial las actividades que se han disefiado para que los alumnos
las resuelvan en el aula de ordenadores (Rectangulos, Reordenacion, Triangulos,
Cuadrados), pretenden fomentar la adquisicion, por parte del estudiante, de las
construcciones mentales que se derivan del analisis tedrico y que se plasman en la

descomposicién genética.

Dia Aula Contenido

1° | Ordenadores | Actividad Rectangulos.

2° Pizarra Introduccion del concepto de serie numérica como el limite de
una sucesion de sumas parciales.

3° | Ordenadores | Finalizan la Actividad Rectangulos.

4° | Ordenadores | Actividad Reordenacion.

50 Pizarra Estudio la convergencia de la serie geométrica en funcion de la
razon, utilizando la formula de Euclides para la suma de los n
primeros términos de una progresién geométrica.

6° Pizarra Operaciones con series. Estudio de la convergencia de la serie
armonica aplicando el criterio integral de las integrales impropias.
Ejemplo. Series alternadas. Criterio del término enésimo.

7° | Ordenadores | Actividad Triangulos. Ejemplos de series armonicas.

8° | Ordenadores | Ejercicios para introducir el uso de una serie convergente para
aproximar un valor:

, . 1 .
¢Cuantos sumandos de la serie Yo, — S0n necesarios para
aproximar el valor de e con 5 cifras decimales?
¢Con cuél de estas dos series te quedarias para aproximar el valor

n+1
hyoo (=1 o _1
de In(2)? £ = — Tt o
Comienzan la Actividad cuadrados.
90 Pizarra Criterios de convergencia. Ejemplos.
10° Pizarra Ejercicios de refuerzo.
11° | Ordenadores | Actividad Cuadrados.
120 Pizarra Ejercicios de refuerzo.
13° Pizarra Ejercicios y Actividad La Torre.
140 Pizarra Ejercicios de refuerzo.
15° Pizarra Ejercicios de refuerzo.
16° | Ordenadores | Finalizan la actividad Cuadrados. Ejercicios de refuerzo.

Tabla 3. Secuencia didactica.
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111 2.1 Actividad Rectangulos

Bajo el nombre de Actividad Rectangulos, Actividad Reordenacion, Actividad Cuadrados
y Actividad La Torre, se han disefiado una serie de ejercicios con el proposito de que el
estudiante establezca relaciones entre los elementos del modelo tedrico, y asi favorecer la
construccion del concepto de serie numérica. Cada una de ellas incide en distintos
aspectos, como el desarrollo histdrico del concepto de serie numérica, la relacién entre la
suma de una serie y la sucesion de términos que suman, o la visualizacion de los términos
de una sucesion de sumas parciales (fig. 22).

En esta investigacion sélo se describird y analizara la primera de ellas, que tiene una
relevancia especial porque con ella el estudiante tiene el primer contacto con las series
numéricas. Uno de los objetivos que se plantean con esta actividad, es mostrar al estudiante
que una suma infinita no siempre “da infinito porque siempre se suma algo”, que es la
respuesta habitual de muchos estudiantes de primer curso cuando se les pregunta por el
valor de una suma infinita. Para ello, se ha elegido el contexto del célculo de areas de
rectangulos por su sencillez y por la posibilidad de visualizar el proceso de afadir méas y
méas sumandos. Otro aspecto que caracteriza a esta actividad, es que los apartados estan
inspirados en las etapas del desarrollo histérico del concepto de serie numérica.

Esta actividad consta de nueve apartados en los que se van introduciendo diversos aspectos
relacionados con las series numéricas aumentando paulatinamente el nivel de abstraccion.
El contenido es el siguiente:

111 2.1.1 Enfoque geométrico

La actividad comienza vinculando el nacimiento de un tépico de calculo infinitesimal con
un sencillo problema geométrico de célculo de areas, retrocediendo en el tiempo hasta la
época de la matematica griega. En este apartado el alumno tiene ocasién de visualizar el
resultado de iterar una suma de términos de una sucesion.

Desde el punto de vista geométrico, los dos procesos iterativos infinitos que coexisten en la
actividad rectédngulos son, el de generacion de nuevos rectangulos y el de la construccién

de la figura a la que se afiaden rectangulos. Estos procesos simbolizan, respectivamente, las

. 1 1
sucesiones a, = Y Sy = Y=o -

A continuacion se describe el modo en que pueden manifestarse, en este apartado, una
concepcion accién, una concepcidn proceso y una concepcion objeto, del concepto
matematico SSP como proceso iterativo infinito.

Un individuo manifiesta una concepcion accion cuando, por ejemplo, es capaz de generar
unas cuantas figuras afiadiendo a la anterior un nuevo rectangulo. Ese rectangulo es el
resultado de dividir por la mitad el que se ha generado en el paso anterior. Si un individuo
es capaz de considerar la sucesion de las areas coloreadas a partir de la unién del nuevo
rectangulo a la figura creada en el paso anterior, establece un vinculo entre los dos
conceptos matematicos sucesion (a,,) y sucesion de sumas parciales (S,,).
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También manifiesta una concepcién accién, cuando es capaz de asociar a cada paso el
numero de rectangulos que conforman la figura, es decir, en el primer paso hay una figura,
en el segundo paso dos figuras, y asi sucesivamente. Igualmente, puede asociar a cada paso
el &rea de la figura que queda sin colorear.

Enfoque geométrico

Observa cdmo se generan nuevos rectangulos a partir de un cuadrado de lado 1.

Figura 22. Apartado Enfoque Geométrico.

Un individuo manifiesta una concepcion proceso cuando, tras repetir varias veces los pasos
de generacion de nuevos rectangulos y adhesion de los mismos a la figura coloreada, los
coordina con un proceso de iteracion a través de un segmento finito de N y puede
imaginarse cémo es la figura resultante de iterar los pasos n veces, siendo capaz de
identificar esta figura con el ndmero natural n. Otro modo de manifestar una concepcion
proceso ocurre cuando, por ejemplo, es capaz de identificar un nimero natural n grande,
por un lado con un rectangulo de pequefias dimensiones y, por otro lado, con una figura
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coloreada cuya forma se asemeja al rectdngulo de dimensiones 2 X 1. Brown y otros
(2008) sostienen que en este punto el individuo ha construido completamente el proceso
iterativo infinito. El proceso de iteracion a través de un segmento finito de N se materializa
a partir del registro grafico con la secuencia de dibujos en la que cada nuevo dibujo es una
representacion de un niamero natural.

La encapsulacion de este proceso iterativo infinito en un objeto, en el sentido de APOS, se
produce cuando se realiza una evaluacion sobre el mismo. En el caso del enfoque
geométrico de la actividad rectangulos, esto se produce cuando se compara el area del
rectangulo de dimensiones 2 x 1 con el area de la figura resultante de afiadir nuevos
rectangulos de manera indefinida. Cuando se realiza esta comparacién se coordinan los
esquemas de SSP y LS de donde deriva el objeto trascendente (Brown y otros, 2008).

Cuando un individuo ha construido completamente el proceso iterativo infinito pero no lo
ve como una totalidad, es decir, no lo ha encapsulado, no es capaz de concebir que el
resultado de infinitas iteraciones sea un rectangulo completo, sin que le falte un “trocito”
para completar la figura del rectangulo de dimensiones 2 x 1.

En este apartado aparecen explicitamente las dos sucesiones a, Yy S, en el registro
geomeétrico, la primera en los dibujos de los rectdngulos que se afiaden, y la segunda en la
figura coloreada resultante de unir estos rectangulos. El esquema de LS aparece solo en la
mente del individuo que es capaz de encapsular alguno de los procesos iterativos infinitos
(Pii), el que representa a la sucesion a,, y el que representa a la sucesion S,,.

111 2.1.2 Calcula

Tras el énfasis en la visualizacion y en desarrollar la intuicion a través de la geometria, se
introduce la manipulacion algebraica junto con las representaciones geométricas para el
calculo del &rea de los rectangulos.

En la seccidn calcula hay implicita una traduccion del registro geométrico al numérico, y
de éste al algebraico.

Desde el punto de vista numérico-algebraico, los dos procesos iterativos infinitos que
coexisten son el del calculo del area de los nuevos rectangulos y el del célculo del area de
la figura coloreada resultante de afadir esos rectangulos. Al igual que en el apartado

. . . 1 n 1 .
anterior, son representaciones de las sucesiones a, = -y Sn = Xg— 35, fespectivamente.

Un individuo manifiesta una concepcién accion de SSP cuando, por ejemplo, es capaz de
calcular las areas de los nuevos rectangulos que se generan en los primeros pasos, y de
calcular numéricamente las areas de las figuras resultantes de afiadir esos rectangulos a la
figura coloreada del paso anterior. También, cuando es capaz de asociar a cada paso el
namero de sumandos que ha de calcular para obtener el area de la figura coloreada, es
decir, en el primer paso hay un sumando, en el segundo paso dos sumandos, y asi
sucesivamente. El calculo del area coloreada en el paso enésimo, se puede escribir como
una suma de n + 1 fracciones, u obteniendo el valor de esa suma como una Unica fraccion,
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en cuyo caso pierde la caracteristica de sucesion de sumas parciales. En el primer caso, se
establece un vinculo entre las nociones matematicas de sucesion (a,,) y sucesion de sumas
parciales (S,,); en el segundo caso se pierde ese vinculo.

Calcula

Calcula el rea de la figura coloreada y de cada nuevo rectangulo que se afiade:

0.5

0.251
0.1251

0 0
0 025 04 1 2 0 025 05 1
Areacoloreada= 1 Areacoloreada=  1+1/2 = 3/2
Area nuevo rectangulo= 1 Area nuevo rectangulo = 1/2

o
0 02 05 1 025 05 1
Area coloreada = Area coloreada =
Area nuevo rectangulo = Area nuevo rectangulo =

o o
o 02 05 1 o 02 05 1
Area coloreada = Avrea coloreada =
Area nuevo rectangulo = Avrea nuevo rectangulo =

ul ul
0 025 04 1 0 02 04 1
Area coloreada = Area coloreada =
Area nuevo rectangulo = Area nuevo rectangulo =

Figura 23. Apartado Calcula

Un individuo manifiesta una concepcion proceso de SSP cuando, tras repetir varias veces
los calculos de las areas de los nuevos rectangulos y de la figura coloreada en cada paso, es
capaz de dar una expresion general, tanto para el area del nuevo rectangulo, como para el
area de la figura coloreada en cada paso. El resultado de este segundo célculo lo puede
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. . 1 1 1
expresar algebraicamente con una suma de fracciones, en este caso 1 + 5 + " + -+ 70

n+1

, . .y, 2 . .,
con una unica fraccion, = » €N Cuyo caso desaparece el matiz de sucesion de sumas
parciales y se pierde el vinculo entre las sucesiones a,, Y S,,.

También un individuo manifiesta una concepcion proceso de SSP cuando, por ejemplo, es
capaz de identificar un numero natural n grande, por un lado con la inversa de la potencia
enésima de 2 y por otro lado, con la suma de las primeras n potencias inversas de 2. El
primer valor aproximado es un decimal positivo cercano a 0, y el segundo es un decimal
cercano inferiormente a 2. Brown y otros (2008) sostienen que en este punto el individuo
ha construido completamente el proceso iterativo infinito.

La encapsulacion de este proceso iterativo infinito en un objeto (en el sentido APOS) se
produce cuando se realiza una evaluacion sobre el mismo. En el caso del registro
algebraico, esto se produce cuando se calcula el limite de la SSP, que es sencillo si se
maneja una expresion general de la sucesién S,, con una sola fraccién, pero que resulta
bastante mas complejo si se maneja una expresion con un sumatorio. En contrapartida, es
posible aproximar el valor del limite. El resultado de esta evaluacion es lo que Brown y
otros (2008) llaman el objeto trascendente para el proceso iterativo infinito que, segin
ellos, “se sobreentiende que va mas alla de los objetos que se corresponden con los
numeros naturales y asi no es el resultado directo del proceso” (p. 126), sino que es el
resultado de una transformacion que no tiene porqué conservar las mismas caracteristicas
que los objetos resultantes de una iteracion finita, como por ejemplo que sea un nimero
que admita una expresion entera, en vez de un numero cuya expresion decimal es un uno
seguido de varios nueves (algo del tipo 1,999).

Cuando un individuo reconoce el objeto resultante de la encapsulacion, aunque no sea
capaz de expresarlo algebraicamente, posee una concepcion objeto de serie numeérica. En
ese caso, ha coordinado los esquemas de SSP y de LS, aunque tenga dificultades con la
manipulacion algebraica de los mismos.

En este apartado las dos sucesiones a,, y S, aparecen explicitamente en dos registros
diferentes: el geométrico, en los dibujos de los rectangulos y de la figura coloreada
resultante de unir rectangulos, y el numérico en el calculo de las areas de los rectangulos y
de la figura coloreada. El esquema de LS aparece solo en la mente del individuo que es
capaz de encapsular el Pii del calculo de las areas.

Es posible que un individuo que interiorice las acciones del calculo de las areas en el Pii,
utilice el registro algebraico para expresar el término general de las dos sucesiones. En ese
caso, si la expresion de la sucesion de las areas coloreadas esta expresada en forma de
sumatorio, se establece un vinculo implicito entre las dos sucesiones a,, y S,,. En otro caso,
ese vinculo desaparece.
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111 2.1.3 Enfoque gréafico

El enfoque grafico evoca la época de la Edad Media introduciendo las representaciones
graficas en el plano cartesiano. En esta seccidon hay una traduccion explicita entre los
modos de representacién tabular-numérico y grafico, y otra implicita del tabular-numérico

al algebraico y de éste al gréafico.

Un aspecto importante de este apartado es que la representacion en el plano cartesiano de
los primeros términos de una sucesion fortalece la concepcion de sucesion como funcion

con dominio discreto.

Enfoque grafico

Dibuja en el plano cartesiano los valores de las sucesivas areas, tanto de cada rectangulo como

de toda la figura coloreada. Ayuddate de una tabla de valores como la que tienes a continuacion:

) ) area valor aproximado del rea
n area rectangulo
coloreada coloreada
0 1 1 1
1 1 E 15
2 2
1
2 — Z 1.75
4 4
1
3 — 5 1.875
8 8
4 L 31 1.9375
16 16
5 S 63 1.96875
32 32

Area rectanaulo

Avrea coloreada

Figura 24. Apartado Enfoque grafico

Aunque no es necesario el empleo de la herramienta de calculo simbdlico para realizar este

apartado, su uso puede reforzar varios aspectos:
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v La concepcion SEQFUNC de sucesion, al impulsar la necesidad de obtener una
expresion algebraica para que la herramienta represente en el plano cartesiano las
sucesiones. Diversos autores han destacado la importancia del esquema que posee
un individuo cuando construye otros conceptos del Andlisis Matematico que se
apoyan en el de funcién.

v La coordinacion de los esquemas SSP y LS, implicita en la representacién grafica
en el plano cartesiano.

v’ La relacion entre las dos sucesiones a, y S,,, implicita en la expresion algebraica de
la sucesidn de sumas parciales s6lo en el caso en que se utiliza un sumatorio.

Desde el punto de vista gréafico, los dos procesos iterativos infinitos que coexisten son el de
representacion en el plano cartesiano de las sucesiones a, y S,, cuyos primeros términos
se listan en una tabla de valores.

En el registro gréafico, un individuo manifiesta una concepcién accion de Pii cuando, por
ejemplo, dibuja los puntos de coordenadas (n,a,) y (n,S,,), respectivamente, en el plano
cartesiano para los primeros nimeros naturales.

Tras dibujar varias veces estos puntos en el plano cartesiano apoyandose en los valores
listados en la tabla, manifiesta una concepcion proceso de Pii cuando es capaz de dibujar
aproximadamente mas puntos sin necesidad de consultar los valores de la tabla. El
individuo puede imaginarse como es la grafica para valores grandes de n a través de la
asintota horizontal que, en el primer caso, es larecta y = 0, y en el segundo la recta y = 2.
Cuando esto ocurre, el individuo ha construido completamente el proceso iterativo infinito
(Brown y otros, 2008).

La encapsulacion de este proceso en un objeto se produce cuando se realiza una evaluacion
que puede consistir, por ejemplo, en comparar los puntos de la grafica con las asintotas. De
esta evaluacion se deriva el objeto trascendente. En el segundo caso, esa evaluacion es el
resultado de coordinar los esquemas de SSP y de LS.

Cuando un individuo ha construido completamente el Pii de SSP pero no lo ve como una
totalidad, es decir, no lo ha encapsulado, no es capaz de concebir que el resultado de
infinitas iteraciones se represente en el plano cartesiano con la ordenada 2.

En este apartado aparecen explicitamente las dos sucesiones a,, y S,, en los puntos de las
graficas, y el esquema de LS puede aparecer en la aproximacion grafica al limite de la
sucesion S,, 0 en la representacion de la asintota y = 2.

111 2.1.4 Reflexiona

El apartado Reflexiona invita a meditar sobre el resultado de las experiencias de los
apartados anteriores. A la vez, se verbaliza por primera vez el comportamiento de una
suma infinita. Con este apartado finaliza la parte mas intuitiva de la actividad, avanzando
en el desarrollo histérico hasta la transicién entre la Edad Media y la etapa de desarrollo.
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Este apartado requiere un nivel de abstraccién mayor que los anteriores puesto que el
enunciado se presenta solo en el registro numérico. Si en los apartados anteriores, a través
de los distintos modos de representacion, se han coordinado los esquemas de SSP y LS y
se han establecido vinculos entre las dos sucesiones, se habra construido una parte
importante del concepto de serie numérica; esa construccion se puede reflejar contestando
correctamente a este apartado.

Para ello, la principal dificultad que se ha de vencer es el paso de operar con una cantidad
finita de sumandos a realizar una suma infinita, es decir, el paso al limite. Para superar este
trance, es crucial ser capaz de no atribuir ciertas caracteristicas de los objetos que proceden
de iteraciones finitas, al objeto derivado de un estado en el o, el objeto trascendente de
Brown y otros (2008). Las experiencias en los modos de representacion geométrico,
grafico, tabular algebraico y numérico, favorecen la encapsulacion por ser un vehiculo para
construir distintas partes del concepto de serie numérica.

Reflexiona

¢Cuanto vale la suma 1+£+1+E+~-~?
2 4 8

Acabas de comprobar que una suma de infinitos sumandos puede estar acotada y por tanto tener
un valor finito.

o 111 L. - S
Los términosl,=,~,=,---,... forman una progresién geométrica porque para obtener un término
a partir del anterior hay que multiplicar por una cantidad constante llamada raz6n. Normalmente

i . . 1
llamaremos a este valor r. En este proceso de construccion de rectangulos, la razén es r = > En

el apartado Resultados tienes mas informacion a cerca de las progresiones geométricas.

Figura 25. Apartado Reflexiona

La respuesta esperada, 2, se obtiene tras encapsular el proceso iterativo infinito S,, en un
objeto derivado de los apartados anteriores, en los que se ha promovido la encapsulacion
desde la manipulacion de diversos registros de representacion y la traduccién entre ellos.
Esta respuesta se deriva de coordinar los esquemas de SSP y LS.

Cuando un individuo ha construido completamente el proceso iterativo infinito de afadir
indefinidamente los inversos de las potencias de dos, pero no lo ve como una totalidad, es
decir, no lo ha encapsulado, no es capaz de concebir que el resultado de esa suma infinita
sea el nimero 2.

También es posible, pero menos probable después de haber realizado los apartados
anteriores, que la respuesta sea “infinito”, por la tipica creencia de que una suma infinita

135



CAPITULO Il Disefio de la investigacion

“da infinito porque siempre se suma algo”*?. En este caso, la ejecucién de los apartados
anteriores no habria conseguido el objetivo de facilitar la construccion del concepto de
serie numérica a partir de manejar distintas representaciones de los conceptos matematicos
que lo integran.

En este apartado aparecen implicitamente los esquemas de LS y de SSP.

111 2.1.5 Experimenta

Una vez que se ha mostrado que una suma infinita puede dar como resultado un nimero, se
proponen experiencias en las que se muestran cémo influye el comportamiento de la
sucesion a, en la suma de la serie Y, a, (experiencias 1, 2 y 3) y como, cuando la serie
converge, se puede utilizar un término de la sucesion de sumas parciales para aproximar la
suma de la serie (experiencia 4).

Para favorecer la reflexion sobre estos puntos, sin que el manejo algebraico suponga una
barrera para obtener los resultados, se propone realizar las experiencias con la herramienta
de calculo simbdlico Maple. Con un uso adecuado de la misma se puede llegar a las
conclusiones con poco esfuerzo, reutilizando una simple linea de comandos.

Para las tres primeras experiencias, es posible obtener los resultados de las diferentes
sumas (convergente, divergente a infinito o divergente por oscilacion, segin el valor de la
razon), o una aproximacion de los mismos, segun el tipo de instrucciones que se utilicen.

Por ejemplo, utilizando el comando sum de Maple para sumar la serie, se obtendran o bien
el valor finito cuando sea convergente, 0 oo cuando diverja a infinito, o la respuesta
undefined cuando diverja por oscilacion:

> restart:
sum(1l/3”n,n=0. .infinity) ;
3
2
> restart:
sum( (2) “n,n=0..infinity) ;
o0
> restart:
sum (- (2) “n,n=0. .infinity) ;
—
> restart:
sum( (-1) "n,n=0..infinity) ;
undefined

Figura 26. Respuestas de Maple para las sumas de distintas series.

12 LLa experiencia docente de la autora de este trabajo constata que todos los afios algn estudiante de primer
curso de Universidad responde con esta afirmacién cuando se le pregunta por el resultado de una suma
infinita.
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Utilizando el bloque de instrucciones con el que han aprendido a dibujar los primeros
términos de una sucesion y a aproximar su limite, los estudiantes se han de apoyar en la
representacion en el plano cartesiano de la funcion discreta f(n) = S,, y en la posibilidad
de conocer el valor de la funcion para un determinado valor de la variable ene, para
aproximar su limite.

Experimenta

experiencia 1

. . 1
Comprueba cuéanto vale la suma 1+r+r? +r3 + ... para otros valores de r, por ejemplo, r = 3’

r= % Ayudate del comando sum de Maple.

1 1 1 - 1
I+—+—=+—+=) —=
3 3 3 ;y
1 1 1
I+—+—=+— =) —=
4 4% 4 ,%4'

experiencia 2

Prueba ahora con otros valores de r, por ejemplor=1, r=2.

141422+ 4= 1" =
r=0

142428428 +..=>"2"=
r=0

Como puedes comprobar, los sumandos son cada vez mayores. r" no esta acotado si | I |>1.

experiencia 3

¢Qué ocurre si r<0? Pruebacon r=-1, r:—2,r:—%.

114 (D)2 + (-2 + =3 (1) =

Figura 27. Apartado Experimenta. Experiencias 1, 2 y 3.

Las cuatro experiencias ofrecen al estudiante un espacio donde, apoyandose en la
instruccion de Maple para sumar sumas infinitas, podra realizar sumas geométricas con
distintos valores de la razon. Estas sumas, han de servir de base para realizar conjeturas
relativas a las series en general y, en particular, a la convergencia de la serie geomeétrica.
Continuando con la analogia entre el desarrollo histérico del tépico serie numérica y las
secciones de la actividad rectangulos, nos situamos en la etapa de desarrollo, en la que se
suman series sin formalizar aun las cuestiones relativas a la divergencia de algunas de
ellas.
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Experiencias 1,2y 3

La experiencia 1 es un caso de series geomeétricas convergentes similares a la geometrica
;1 . . . .
de razon > que se ha trabajado en los apartados anteriores. La experiencia 2 es un caso de

series geométricas divergentes a infinito para las que Maple devolvera infinito y realizara
unas graficas en las que claramente se observa este comportamiento. La experiencia 3 es
un caso de series geométricas alternadas: las dos primeras divergen por oscilacion y la
ultima converge. Para los casos divergentes, Maple devolvera la respuesta undefined y, en
cualquier caso, realizara unas graficas en las que claramente se observe el comportamiento
de alternancia, convergente en un caso y divergente en los otros.

En estas experiencias aparecen explicitamente los elementos )’ a,, y a,, e implicitamente
S,, como sucesidn cuyo limite es el resultado que se ha de calcular.
Experiencia 4

En la experiencia 4 se hace hincapié en la sucesion de sumas parciales y en el papel que
desempefian sus términos para aproximar la suma de una serie convergente:

experiencia 4

Suma s6lo una cantidad finita de términos de la progresion geométrica de razon r:E. Por

ejemplo 10 sumandos. Ayldate del comando sum de Maple y utiliza el comando evalf para

aproximar con 15 decimales.

Figura 28. Apartado Experimenta. Experiencia 4

En esta experiencia aparecen explicitamente los elementos S,, y a,,, € implicitamente ). a,,
como valor al que se aproximan los resultados que se piden.

111 2.1.6 Conjeturas

Prosiguiendo con la analogia entre el desarrollo historico del tépico serie numérica y las
secciones de la actividad rectangulos, como transicion entre la etapa de desarrollo y la
etapa de formalizacion, en la seccién Conjetura se pide al estudiante que conteste acerca de
tres cuestiones: la convergencia de la serie geométrica, el uso de los primeros términos de
una suma infinita para aproximar el valor de dicha suma, y el significado del limite de una
sucesion, vinculado con la suma de una serie. Este apartado exige un nivel de abstraccion
mayor que los anteriores y se espera que en él hayan coordinado los esquemas de SSP y LS
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para entender que la suma de la serie es el limite de la sucesion de sumas parciales, es
decir, es necesario poseer una concepcion objeto de SSP.

Con las tres conjeturas se consolida el objeto serie numérica que se ha construido en los
apartados anteriores. Esta consolidacion se produce cuando se des-encapsula el objeto serie
numérica para actuar sobre los elementos matematicos a,, 0 S,,, coordinando los esquemas
de SSPy LS.

Conjetura

conjetura 1

¢Para qué valores de r la suma z r" es finita? En esos casos, ¢cual es su valor?

n

conjetura 2

¢Cuéntos rectangulos se necesitan generar para que la suma de sus areas sea al menos 1.999 u®?

conjetura 3

¢Cual es la diferencia entre el &rea de la figura 1 y el &rea de la figura coloreada, resultante de
iterar el proceso 7 veces? ;Y 10 veces? ;A qué valor se acerca la diferencia entre el area total y
el area de los cuadrados generados tras n iteraciones?

Figura 29. Apartado Conjetura

Conjetura 1

En la primera conjetura aparecen explicitamente los elementos a,, y Y. a,, pero segin
como se plantee la resolucién también puede aparecer el elemento S,, como aproximacién
al limite:

La herramienta de calculo simbolico facilita el que se manejen diversos registros, como el
analitico, el grafico-cartesiano o el tabular, favoreciendo la construccion del conocimiento
cuando se traduce de uno a otro. Por ejemplo, se pueden representar en el plano cartesiano
los primeros términos de la sucesion de sumas parciales y aproximar su limite con la
grafica, o con el calculo de unos cuantos términos de esta sucesion para valores grandes de
la variable n.

En esta conjetura se dan dos hitos importantes para la construccion del concepto de serie
numérica. Por un lado, es necesario poseer un concepto de limite de una sucesion
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consistente y, por otro, es necesario caracterizar el comportamiento del limite segun ciertas
propiedades de la sucesion a,,. Para ello, es conveniente que el individuo distinga el papel
que juega el elemento matemaético a,, dentro del concepto de serie numérica, por lo que se
deberia poseer una concepcién objeto de SSP (los apartados anteriores de la actividad
ofrecen una oportunidad para construir esa concepcién objeto de SSP).

En cuanto a la concepcidn de limite, en este apartado ya se deberia haber coordinado este
esquema con el de SSP, por lo que las peculiaridades del esquema de LS que posea cada
individuo se reflejaran en particularidades del esquema de serie numérica: concepcion
estatica o dinamica, el limite se alcanza o no, etc.

En este apartado se consolida el objeto serie numérica que se ha construido en los
apartados anteriores. Esta consolidacion se produce cuando se des-encapsula para actuar
sobre el elemento matematico a,,: se ha de encontrar una dependencia entre el elemento a,,
y el limite de la sucesion de sumas parciales (LS). Para ello, un individuo puede asignar
distintos valores a la razon y comprobar como es el limite de la sucesion de sumas
parciales o la suma de la serie para esos valores. Cuando se repiten esas acciones, se
interiorizan en un proceso que consiste en entender que el caracter del limite depende del
valor del parametro r. En este punto un individuo es capaz de adelantar el caracter del
limite segin los valores de la razon sin necesidad de realizar ningin algoritmo para
calcular el limite de la sucesion de sumas parciales. Estas ejecuciones forman parte de la
coordinacion de los esquemas de SSP y LS.

Conjetura 2

La segunda conjetura incide en los elementos del modelo a,, y S,,. El célculo de diversos
términos de la sucesion de sumas parciales refuerza el vinculo entre las dos sucesiones a,,
y Sp; la herramienta de calculo simbdlico facilitara esta labor.

Conjetura 3

En este apartado se sintetiza la relacion entre los elementos matematicos del esquema de
serie numérica convergente.

Las tres preguntas simulan algunos de los pasos que se han repetido en la actividad
rectangulos y que incitan a ejecutar acciones que se interioricen en procesos gue,
posteriormente, se encapsularan en el objeto serie numérica. Las dos primeras preguntas se
refieren a las acciones y la Ultima, a construir completamente el proceso infinito, paso
previo para verlo como una totalidad (Brown y otros, 2008).

Las dos primeras preguntas plantean un par de iteraciones del ejercicio de comparar el area
del rectangulo 2 x 1 y el area resultante de iterar el proceso de afadir nuevos rectangulos
un numero finito de veces, es decir, un par de términos de la sucesién de sumas parciales.

La ultima pregunta propone la misma cuestion para un numero de veces finito pero
indeterminado, de modo que contestar a esta pregunta resulta evidente habiendo construido
totalmente el proceso iterativo infinito.
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I3 HERRAMIENTA DE CALCULO SIMBOLICO MAPLE

En este trabajo el entorno computacional aporta una herramienta de la que hay con
considerar sus ventajas, para aprovecharlas, e inconvenientes, para intentar evitarlos. De
ésta se espera que:

v/ proporcione un entorno que atraiga a los estudiantes;

v’ favorezca la visualizacion y la interpretacion de las representaciones graficas y
geomeétricas, proporcionando las condiciones necesarias para que el estudiante
maneje distintos registros: analitico, geométrico y grafico;

v’ contribuya a la experimentacion y libere al estudiante de tediosos calculos y de los
errores asociados a ellos;

La ventaja de llevar a cabo la instruccién con alumnos que estudian ingenieria informatica,
es el interés que manifiestan frente a un ordenador y la familiaridad con la que se
desenvuelven en este entorno. A pesar de ello, es inevitable que se sientan incomodados
por un software novedoso y que aparezcan ciertas dificultades (inherentes a este entorno)
que se han puesto de manifiesto en algunas investigaciones, como la correcta
interpretacion de los resultados que se obtienen por pantalla y la adaptacion al entorno para
saber qué se tiene que ordenar al programa para que realice aquello que uno espera.

Balderas (1999) cita una clasificacion de siete tipos distintos de productos directos de
software matematico (los productos indirectos, son aquellos entornos, como los editores de
férmulas o las péginas de internet de contenido matematico, que se utilizan en la actividad
matematica, pero no resuelven problemas matematicos). A su vez, distingue entre aquellos
especificos para la educacion matematica y los que no tienen ningin propésito didactico.
El software que se ha utilizado, Maple de Maplesoft, se encuentra en este ultimo grupo de
programas, en los que es esencial el papel del profesor para establecer una estrategia
didactica que guie la instruccion.
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CAPITULO IV  Analisis de datos

En este capitulo se describen las tres etapas del analisis de los datos.

La primera etapa consiste en la descripcion de coémo han resuelto los distintos apartados de
la actividad cada uno de los dos grupos. Cada hito que de algin modo contribuya a
caracterizar como construyen el conocimiento, se comentara para hacer referencia a él en
la segunda etapa del andlisis. Por tanto la primera etapa es descriptiva e interpretativa.

La segunda es interpretativa, al igual que la tercera. En la segunda etapa se caracterizara,
para cada grupo, los modos de conocer las series numéricas cuando realizaron la actividad
rectangulos. Esto aportara una vision individual del producto de cada grupo.

En la tercera etapa se elaborard una vision global del producto de cada grupo, y se podra
comparar el desarrollo de los dos grupos con el fin de caracterizar los elementos comunes
y los que los diferencian en el proceso de construccion del concepto de serie numérica. En
esta etapa se tratara de dar respuesta a lo que caracteriza el desarrollo del esquema.
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V1 PRIMEROS PASOS

Antes de comenzar formalmente el analisis de los datos, se visionaron todas las sesiones de
los seis grupos que se grabaron para recoger la primera impresion del contenido de las
grabaciones. Esto permitié seleccionar los dos grupos que se han utilizado para esta
investigacion. Posteriormente, se volvieron a visionar y se generaron tres documentos, el
primero con las transcripciones de cada sesion (DOC1), posteriormente, otro con un
resumen de lo que realizaron los estudiantes cada dia en la sesion de clase (DOC2) y
finalmente un tercer documento con los pantallazos de las ejecuciones que realizaron con
la herramienta de calculo simbdlico (DOC3).

El segundo documento recoge un resumen de como se desarrolla cada sesion, destacando
algunas intervenciones en las que se hace referencia a cuestiones relacionadas con ciertos
conceptos matematicos como limite o infinito, o suceden hitos relevantes como la
consumacion de errores. El tercer documento describe brevemente cada ejecucion con la
herramienta Maple.

Con la elaboracion de estos documentos se pudo esbozar una idea acerca de como trabaja
cada grupo el concepto de convergencia de serie numérica y se perfilaron las principales
diferencias.

Un posterior visionado de las grabaciones, apoyado continuamente por estos documentos,
es el que da lugar al analisis que se detalla mas adelante. En él se ha tratado de encontrar
evidencias de la existencia de vinculos entre algunos de los elementos matematicos que
aparecen en la actividad rectangulos con los que se construye el concepto de convergencia
de serie numérica, segun la herramienta tedrica que se ha descrito en el apartado 11 7.

La eleccidn de la actividad rectangulos para realizar el andlisis de los datos, conlleva que
no se contemplen ciertos elementos matematicos relacionados con la convergencia de
series numeéricas. Esto es asi porque no aparecen en esta actividad que ha sido disefiada
para que el estudiante tenga el primer contacto con las series numéricas. Sin embargo, si se
hallan algunos de los que se consideran (segin la autora de este trabajo) relevantes para
comprender este concepto, como las dos sucesiones implicitas en una serie numérica y el
calculo ineludible de un limite.

Aceptando que “cada vez que la informacién se filtra, selecciona, simplifica o se organiza,
se esta sometiendo a una interpretacion” (Lesh y Lehrer, 2000, p. 672), hay que asumir que
la interpretacién bajo la que se realiza este analisis no es la Unica, pero en cualquier caso
ofrece elementos para una reflexién (Furinghetti y Marselli, 2009) siempre necesaria para
avanzar en nuestro conocimiento sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje del
Anélisis Matematico.
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Min. Resumen
Cuando Daniel observa el proceso de generacion de rectangulos inmediatamente afirma:
.§ S | (05:58)(D) Que nunca llega a llenar, vamos.
E § José Maria ya empieza a calcular las areas de la seccion ‘Calcula’ y también afirma
> 3 rotundamente:
LIJ o
(06:03)(JM) Nunca llega a dos. Nunca va a llegar a dos.
En el minuto 06:22 intervengo diciéndole a toda la clase que utilicen fracciones para dar
los resultados, no aproximaciones decimales. Lo hago para forzar que utilicen en los
calculo Y%, %,... y reconozcan el término general de la sucesion.
En la seccion de ‘Reflexiona’, José Maria afirma contundentemente:
(16:42)(JM) Que siempre va a mas, pero nunca llega a dos. O sea, tiende a dos. La suma...
casi dos.
Daniel enuncia la formula de ‘sumatorio desde ene igual cero...’
Cuando tienen que escribir la respuesta a:
¢ Cuanto vale la suma 1+£+1+1 +---?
gl S | 1
5 : 2 4 8
E § Les surge un conflicto por el signo ‘=’
(17:53)(JM) Si, pero aqui,... es que seria dos.
(17:2?)(D)Mm
(17:57)(IM) ¢Seria dos 0 no?
(18:00)(D) No
(18:??)(JM) No, nunca llega a dos.
(18:07)(D) Nunca llega a dos, o sea que... Tiende a dos pero nunca es dos.
En la hoja tachan el igual y escriben ‘tiende’.
Reutilizan las instrucciones de Maple que han utilizado anteriormente y deciden dibujar
dos graficas porque en una sola no aprecian bien el comportamiento:
(34:??)(D) Yo lo haria en dos plots separados.
Parece claro que ‘los dos sumatorios tienden a infinito’, aunque Daniel puntualiza que ‘el
dos a la erre es un infinito mucho més bruto’.
o o Vuelve a salir el asunto relacionado con el ‘tiende’ y la igualdad ‘=":
g ;) (37:03)(D) Esto es igual a ...
é Q|
o & (37:10)(JM) Tiende, pero... no puede ser igual a infinito. Algo tiende a infinito.

(37:20) (D) Es que tiende es cuando es limite de tal tiende a tal. Pero aqui no te pregunta
por el limite. Te pregunta por el sumatorio de tal hasta infinito, ¢cuanto vale? Infinito.
(37:??)(JM) Claro, porque da por hecho que ya tienes infinito ahi

Sin més, siguen con la experiencia tres.

Tabla 4. Ejemplo de DOC2
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Min. Resumen
Copia un trozo de codigo de otro archivo y lo pega.
-> restart:
8 n:=10:
& a:=array: #esta asignacién no es necesaria.
© for k to n do alk]:=sum(1l/(27j),J=0..k) end do; #comienza en k=1.
A:=[[i,a[i]] $i=0..k]:
plet (A, style=point) ;
Modifica la expresion de los a[k], cambiando ¥ por 1/3, y ejecuta. Con este cddigo visualiza y dibuja
en el plano cartesiano del segundo al décimo primer término de la sucesion Z}CZ"@
> restart:
n:=10:
a:=array: #esta asignacidén no es necesaria.
for k to n do a(k]:=sum(1/373,3=0..k) end do; #comienza en k=1.
A:=[[i,al[i]] $i=0..k];
plet (A, style=point) ;
4
-
¢ 1 3
13
@, =
g
10
ay —:
88573
0 50049
A=
! 13 10 121 3647 1093 3280 | [ 9841 29524 88573
[0,al|Lobl 2L oL s 6, 7. — || 8.=— 1| 9. |10, L[ ay,]
L3 9 27 81 L7243 L 729 2187 L 76561 19683 59049 !
15 o y -
145
1.46
144
1.42
14
138
13%
1.34
2 B B 0
Suma 3k, —
J=0(3)j
o > restart:
N . .
o sum({1l/¢(3"3),3=0..k) ;
A PN
il 3
2\3) "
Luego suma hasta infinito
o > restart:
23 sum(1l/(3"3) ,J=0..infinity) ;
- 3
2

Uno de los puntos clave que en cierto modo afectan a los resultados de cualquier
investigacion, en especial a aquellas de caracter social, es el tipo de datos que se manejan.
Las ambiciones que tiene un investigador sobre el tipo de informacion que desea estudiar,
no siempre se logran por las limitaciones institucionales y personales que se dan en cada
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caso. En esta investigacion se ha querido estudiar como construyen los estudiantes su
conocimiento en el entorno del aula y para ello ha sido necesario fijarse en la construccion
del conocimiento grupal. Por ello, en el analisis de los datos se hablard de grupo y, por
tanto, del matiz que globalmente ha destacado en el mismo.

Casualmente, las caracteristicas de los integrantes de los dos grupos han hecho de ellos dos
grupos internamente homogeéneos, lo cual ha favorecido el tipo de andlisis por grupo que se
ha llevado a cabo.

V2 VINCULOS

La caracterizacion de la construccion del conocimiento se realizard en base a la existencia
0 no de vinculos o relaciones entre los elementos matematicos del esquema de
convergencia de serie numérica. Las relaciones pueden ser de dos tipos segin se
establezcan entre dos elementos matematicos desde diferentes puntos de vista (analitico-
algebraico, grafico,...), o entre distintos puntos de vista de un mismo elemento
matematico.

Estas relaciones, se explicitan a traves de la traduccion entre diferentes modos de
representacion, de modo que, por ejemplo, cuando se obtiene la expresion algebraica de
una sucesion a,, a partir de la representacion grafica de los primeros términos de la misma,
se establece una relacion entre el punto de vista grafico y el punto de vista algebraico del
elemento matematico sucesion; es decir, se ha efectuado una traduccion del modo de
representacion grafico al algebraico en la que se manifiesta la relacion entre distintos
modos de entender una sucesién. También se establece una relacion entre distintos
elementos cuando, por ejemplo, se expresa el término general de una sucesion de sumas
parciales, S, = >.}-o ax, como suma de los n primeros términos de una sucesion a,. En
este caso, se establece un vinculo desde el punto de vista algebraico entre las dos
sucesiones implicitas en una serie.

Algunas relaciones que se pueden establecer con el elemento sucesion, a,,, son:
Sucl. Modelizar un suceso con la expresion algebraica de una sucesion a,,.

Suc2. Obtener la expresion algebraica del término general de una sucesion a,, a partir
de la representacion grafica de sus primeros términos.

Suc3. Obtener la expresion general del término general de una sucesién a,, a partir de
la expresion numérica de sus primeros términos.

Suc4. Obtener la representacion grafica de unos cuantos términos de una sucesion a,,
a partir del término general de la misma.

Suc5. Obtener los primeros términos de una sucesion a partir del término general.

Suc6. Inferir caracteristicas de la sucesion a, a partir de su representacion grafica
(monotonia y acotacion).
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Suc’.

Suc8.

Suc9.

Inferir caracteristicas de la sucesion a, a partir de su expresion analitico-
algebraica (monotonia y acotacion).

Inferir el comportamiento de la sucesion a,, a partir de su representacion grafica
(existencia 0 no de su limite).

Inferir el comportamiento de la sucesion a,, a partir de su expresion analitico-
algebraica (existencia o no de su limite aplicando criterios de convergencia).

Algunas relaciones que se pueden establecer con el elemento SSP, S,, = >}, ax, son:

Sspl.

Ssp2.

Ssp3.

Ssp4.

Ssp5.

Sspb.

Ssp7.

Modelizar un suceso con la expresion algebraica de una sucesion de sumas
parciales S,, = Y.r—o k-

Obtener la expresion algebraica del término general de una sucesion S, a partir
de la representacion grafica de unos cuantos términos.

Obtener del término general de una sucesion S, a partir de sus primeros
términos.

Obtener la representacion gréafica de unos cuantos términos de una sucesion S,
a partir de la expresion algebraica del término general.

Obtener los primeros términos de una sucesion S,, a partir del término general.

Inferir caracteristicas de la sucesion S,, a partir de su representacion grafica
(monotonia y cotas).

Inferir caracteristicas de la sucesion S, a partir de su expresion analitico-
algebraica (monotonia y cotas).

Algunas relaciones que se pueden establecer entre los elementos del modelo a,, y S,, son:
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SspSucl. Distinguir los dos tipos de sucesiones: a, Y S,,.

SspSuc2. El término enésimo de la sucesion S,, es la suma de los n primeros términos

de la sucesion a,,. Desde el punto de vista cartesiano, se explicita cuando se
representa en el plano cartesiano la sucesion S, del siguiente modo: el
término S, ;. se dibuja sobre la ordenada n + 1 con la altura resultante de
afiadir a la altura de S,, el término a,, ;.
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Desde el punto de vista algebraico, se explicita cuando se escribe el término
general de la sucesion S,, como suma de los n primeros términos de la
sucesion a,,.

n
Sn = Z ay
k=1

SspSuc3. Inferir caracteristicas de la sucesion S,, (monotonia, existencia o0 no de su
limite) a partir de otra caracteristica (monotonia, convergencia) de la
sucesion a,, (por ejemplo, aplicacion del criterio de término enésimo).

Algunas relaciones que se pueden establecer entre los elementos del modelo Y a,, y S,, son:
SSspl. ) a, representa el limite de la sucesion S,,.

SSsp2. Inferir el comportamiento de la sucesion S, a partir de su representacion grafica
(existencia 0 no de su limite).

SSsp3. Inferir el comportamiento de la sucesion S,, a partir de su expresién analitico-
algebraica (existencia o no de su limite aplicando criterios de convergencia).

SSsp4. Aproximar la suma ) a,, con un término de la sucesion S,,.

Zan ~ S0

Algunas relaciones que se pueden establecer entre los elementos del modelo Y a,, vy a,
son:

SSucl. El carécter de la suma depende de a,,.
SSuc2. Criterio del término enésimo.
SSuc3. Otros criterios de convergencia (de comparacién, del cociente, etc.)

Estas relaciones no son las Unicas que se pueden establecer, y ademas no todas se tiene
porqué dar en la actividad rectangulos.

V3 PRIMERA ETAPA DEL ANALISIS: DESCRIPCION

A continuacién se describe como han resuelto cada uno de los apartados de la actividad
rectangulos los dos grupos de estudiantes que aportan los datos de esta investigacion.

Cuando se produce un hito relevante para caracterizar como construyen el concepto de
serie numeérica, se incluyen los comentarios oportunos que afiaden un matiz interpretativo a
esta etapa del analisis. Para facilitar la lectura, se ha incluido el enunciado de cada
apartado.
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IV 3.1 Descripcion del apartado Enfoque geométrico

Los dos grupos dedican un minuto a comentar los dibujos de este apartado.

Enfoque geométrico

Observa como se generan nuevos rectingulos a partir de un cuadrado de lado 1.

Figura 30. Extracto del enunciado del apartado Enfoque geométrico.

IV 3.1.1 Grupo S1: Enfoque geométrico

El grupo S1 se fija s6lo en el resultado del proceso iterativo de construccion de la figura
coloreada que es un ejemplo de S,,.

Daniel: A ver, observado. Que nunca llega a llenarse, vamos. Se acerca pero no se llena.
Chema: (...) No llega nunca a dos. Nunca va a llegar a dos.

Ademas, al referirse explicitamente al limite de esta sucesion pone de manifiesto que
coordina los esquemas de SSP y LS (SspSuc3), aunque el resultado no sea el objeto
trascendente de Brown y otros (2008), sino el pre-objeto serie numérica. Esto es asi porque
Daniel y Chema no son capaces de concebir que el resultado de infinitas iteraciones sea un
rectangulo completo, sin que le falte un “trocito” para completar la figura del rectangulo de
dimensiones 2 x 1. Esta es su primera manifestacion de limite como algo inalcanzable.

IV 3.1.2 Grupo S3: Enfoque geométrico

El grupo S3 se fija solamente en el proceso iterativo de generacion de nuevos rectangulos
(ejemplo de a,), pasando por alto el proceso iterativo de construccion de la figura
coloreada (ejemplo de S,,).

Ricardo: (lee el enunciado) ...generan nuevos rectangulos a partir de un cuadrado de lado
dos. De un cuadrado, es decir, este. Pues es: la mitad. Vale. Esto si es... Ah observa.
Myriam. Esto de observa es observa.

Profesora: Si, observa

(...)

Ricardo: La mitad, esto va a ser la mitad... (esta leyendo)... nuevos rectangulos.

Este es la mitad de esto que luego va la mitad y luego... La mitad, la mitad de la... (...)
Mira, este, la mitad, este; la mitad, este; la mitad, este (sefialando a los dibujos).

Carlos: Claro, la mitad de la mitad

Manuel: La mitad este, la mitad ese. Claro tio.

Ricardo: Fuera, observado.
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Por ello, pierde una oportunidad para establecer alguna relacién entre las dos sucesiones S,,
y a,, Yy construir el esquema de SSP.

Por otro lado, los tres integrantes del grupo reiteran la frase “la mitad de la mitad...”
haciendo referencia al Pii de generacion de nuevos rectangulos. Esto permite adelantar que
han interiorizado la accién de obtener un nuevo rectangulo coordinando esta
transformacion con el proceso de iteracion a través de un segmento finito de N. EI grupo
S3 entiende que en cada paso, es decir, para cada natural, se obtiene un nuevo rectangulo
elaborando una secuencia infinita contable de objetos; cada objeto es el resultado de
aplicar la transformacion de “dividir por la mitad el objeto anterior”.

Sin embargo, no dejan constancia de poseer una concepcion objeto de Pii porque no se
plantean ninguna evaluacion que les pudiera llevar al objeto transcendente del proceso.
Una evaluacion que les permitiera encapsular el Pii podria consistir en obtener el objeto
final del Pii que, en este caso, no solo es finito sino que ademas es nulo. Por tanto, una
concepcion objeto supondria concluir que el objeto transcendente resultante del proceso es
la inexistencia de rectangulos. Puesto que no hay ninguna referencia a este objeto, sélo se
puede decir que poseen una concepcion proceso de proceso iterativo infinito.

IV 3.2 Descripcién del apartado Calcula

Para realizar las operaciones que requiere contestar al apartado Calcula, el grupo S1 apenas
necesita tres minutos para obtener resultados aceptables, mientras que el grupo S3 necesita
seis minutos solo para aclarar el significado de los dibujos.

Calcula

Caleula ] dr=a de la figura coloreada vde cada mevoe metingulo que s aflade:

05

0%
01%
0

0 0% 0% 0% 05

Area coloreada= 1 Areacoloreada= 1+12=32

Area nuevo rectingulo = 1 Agea nuevo rectingulo= 12

051

0%

0.1259

o
0 035 05 1 2 0% 0% 1

Area colorsada= Area colorsada =

Area nuevo rectangulo = Area nuevo ractingulo =

os

02
0125

o
0 00X 0% 1

Area colorsada = Area coloreada=

Area nuevo rectangulo = Area nuevo rectangulo =

Figura 31. Extracto del enunciado del apartado Calcula.
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IV 3.2.1 Grupo S1: Calcula

Chema responde correctamente, haciendo caso a la profesora que les aviso de que no era

necesario “hacer las cuentas, con ponerlo indicado basta”.

Cuando aumenta el nimero de sumandos, Chema manifiesta un vinculo entre las dos
sucesiones, a, Y S,, al indicar con una flecha que el ultimo sumando de la sucesion de las

areas coloreadas es el area del nuevo rectangulo (SspSuc2).

]
.;:

. A
Area nuevo rectingulo = (/ Ared nuevo rectingulo = %S
. Tk (4

+
Area nuevo rectingulo = ? Area nuevo rectidngulo =
tY 128

Actividad rectangulos

1 1
; . . A1 M & L
Area coloreada = 7 7/3" ?'/‘-f Areu coloreada = 1 ¥ /? f /H‘ /\'
Area nuevo rectingulo = 4/-1 Area nuevo rectingulo = /'7%

.-:: 15 . a , 0 02 ' 4 )
Areu coloreada = 14 1/-3 *kr T‘,f/r Z!‘. Area coloreada = 74 ‘f/’:T 1/~; £ ’!/'Q + %"’ /5;

o - - 2, :.-+| I . y ; 1
. e £ Tre /4 fsk« - : 1 ’f ’f‘ 4+
Areu coloreadu = 1+ 2 .r/u; t /-f ﬂe Area coloready = 1+ % */f 1 /\ * /4’!;‘ /55 £y
1

y

Figura 32. Respuesta de Chema al apartado Calcula.

Daniel también responde de forma correcta, aunque parcial, ya que sélo escribe el area del
nuevo rectangulo y no se toma la molestia de escribir los sucesivos sumandos del area

coloreada cuando el nimero de sumandos se incrementa:
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1

Area coloreada = ~ Area coloreada =

0 03 05 \

Actividad rectingulos

Area coloreada = Lies solomnda s
—~ Area coloreada = —
Area nuevo rectingulo = %.lf Area nuevo rectingulo = 4/

i 0 o5 i 2
Area coloreada = 'H% +% :% Area coloreada = 1*% r%*% Pl
Area nuevo rectingulo = 7" Area nuevo rectingulo = 75

Area nuevo rectingulo = %C Area nuevo rectingulo = A(

125

Figura 33. Respuesta de Daniel al apartado Calcula.

Después de obtener los valores de las areas, trata de expresar el término general de la

sucesion de areas coloreadas, la SSP:

Daniel: Bueno, vamos a... esto es dos a la... uno partido de dos a la n ¢no?

Chema: ¢Qué? No. Un octavo, un dieciseisavo, un... claro.
Daniel: Eso es dos a la ene.

Chema: Si, eso es.

(...)

Daniel: Es desde n igual a cero ¢no? (no hay respuesta). Bueno.
Chema: Ahora... ;qué hay que hacer? (busca en las hojas)
Daniel: No bueno, yo he puesto la formula.

€30 ﬁ, %
L]

S1 DG l Fecha ...[1:02566. ...

Figura 34. Apunte de Daniel sobre el apartado Calcula.

Aunque la férmula que utiliza es incorrecta, segun el trabajo de McDonald y otros (2000),
utilizar una expresion algebraica para dar el término general de una sucesion es un
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resultado de poseer una concepcion objeto de SEQFUNC. Ademas, la expresién que utiliza
para la SSP esta escrita en forma de sumatorio, lo cual describe un vinculo entre las dos
sucesiones a, Y S, (SspSuc?). La rapidez con la que Daniel escribe la expresion general de
la SSP con notacion de sumatorio puede estar impulsada por los conocimientos previos de
Daniel (él ya habia cursado, aunque no aprobado, unas matematicas de primer curso de
Universidad).

El error en la formula se debe a dos motivos. Por un lado, el uso del simbolo de igualdad;
por otro lado, que sume hasta infinito y no hasta la variable de la SSP, por ejemplo n.

En cuanto al simbolo de igualdad, podria ser una muestra de un vinculo inconsistente entre
a, Yy S, que se traduciria en: la sucesién a, juega un papel en este proceso iterativo
infinito, pero no se sabe expresar mateméaticamente de forma correcta; algo asi como un
estado INTER de desarrollo del esquema porque se reconoce un vinculo entre los
elementos a,, y S,, pero no es lo suficientemente fuerte (o consistente) como para
manifestarlo en el registro analitico-algebraico. También podria estar relacionado con que
el sujeto escriba literalmente lo que le pasa por la cabeza, algo asi como “se esta sumando
algo igual a uno partido de dos a lan”.

En cuanto a la suma no acotada, se podria justificar como un error debido a un despiste
producido al adelantarse a escribir el limite en el que estd pensando al observar el proceso
iterativo infinito. Es decir, Daniel podria estar realizando una accién sobre el proceso
iterativo infinito SSP consistente en calcular su limite, que esta expresado en la suma hasta
infinito. La falta de atencidn sobre la notacion matematica es suficiente para conducirle a
este error.

Asi, respecto a la concepcidn de Pii, Daniel manifiesta una concepcién proceso porque las
acciones iterativas finitas de obtener el valor de los primeros términos de la sucesion las ha
interiorizado en el proceso sucesion, a través de la abstraccion que supone encontrar la
regla que rige la transformacion vy, si la hipétesis de la causa del error fuera cierta, estaria
dando un paso mas en la construccion del conocimiento con una concepcion objeto de Pii.
Chema s6lo manifiesta una concepcion accién de Pii porque no va mas alla de realizar la
accion de obtener los primeros términos de la sucesién S,,.

IV 3.2.2 Grupo S3: Calcula

Este apartado comienza con una pequefia confusion referente a la entidad del nuevo
rectangulo que se va generando:

Manuel: No lo sé, porque ahora... Si, el area coloreada si. O sea, en el &rea coloreada lo
gue vamos a hacer es irle sumando todo el rato un medio, ¢no?

Ricardo: Claro, es una sucesion.

Manuel: A lo que nos dé le sumamos un medio, a lo que nos dé le damos un medio. Pero
luego, al area del nuevo rectangulo, ¢qué le vamos a hacer, le vamos a ir restando
un medio o0 c6mo?

Ricardo: (...) Uno mas cero cinco mé&s cero veinticinco... cero setenta y cinco, que son tres
cuartos. ¢(No?

Manuel: Cuatro medios
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Ricardo: ¢Como va a ser cuatro medios, esto mas esto, mas esto?

Manuel: ¢Un cuarto le sumas? ¢Por qué? ¢Con cudl lo coges? ¢Respecto a cual? Respecto
a éste ... (sefiala en la hoja)

Ricardo: A ver, si esto es uno. Si esto es uno mas un medio, ... es un medio de esto. Pues esto
€S uno mas un medio mas un cuarto. Que si, tres cuartos

(-...)

Ricardo: El &rea del nuevo rectangulo es respecto del blanco. Myriam, una duda.
Carlos: Pero del nuevo rectangulo ¢Qué es?

Manuel: (susurrando, esté escribiendo en su hoja) Dos cuartos

Carlos: No, seria un cuarto.

Manuel: Un medio menos un cuarto.

El grupo solicita la intervencion de la profesora que aclara cuél es el nuevo rectangulo en
cada paso:

Ricardo: (a la profesora) El area del nuevo rectangulo, es respecto...

Profesora: El nuevo rectangulo respecto del caso anterior. Mira, el ...

Manuel: O sea, respecto del caso anterior o a este.

Profesora: En este caso, respecto este, el nuevo rectdngulo es este, ¢no?, que tiene area...

Carlos: Un medio

Profesora: ... un medio

Manuel: Si

Profesora: En este caso es este con respecto a este, ¢cudl es el nuevo rectangulo? Este
cuadrado, que tendra area pues mira por donde llega.

Ricardo: ¢ Y area coloreada?

Profesora: El &rea coloreada es el area total. La de ésta méas la de esta, mas la de esta

Ricardo: Ah, yo es que pensaba que el rea coloreada era todo y area del nuevo rectangulo,
el blanco que queda.

Profesora: No, no, claro. No, no, el nuevo rectangulo, el que generas de esta parte a esta.

Manuel: Claro, era...

Ricardo: Vale, vale, pues es un cuarto sélo.

Manuel: ... a un medio le quitas un cuarto, ¢no? A un medio le quitas un cuarto.

Ricardo: No, area del nuevo rectangulo es solo este.

Profesora: Este.

Ricardo: Pues es un cuarto.

(...)

Manuel: Pero ahora le tendras que restar un cuarto al area del nuevo rectangulo. Tienes
uno, le has quitado un medio, ahora le quitas un cuarto. Le quitas un cuarto. Igual
que le has afiadido un cuarto, le tendras que meter otro cuarto, quitar otro cuarto

Profesora: ¢ Como estas contando el area ti?

Ricardo: Claro, es que estamos diciendo cosas distintas. (...) No, pero él esta diciendo que si
esto es uno, esto es un medio, esto es el un medio de este un medio que serad un
cuarto

Una vez aclarada la duda, responden correctamente al area de cada nuevo rectangulo con
una fraccion numérica. Para el célculo del &rea coloreada, Ricardo se confunde al realizar
el primer calculo:

Operacién incorrecta: 1 +

Operacion correcta: 1 +
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7,
) ! — * O = /g
\reacoloreada = ¢ 34 4 =4 Area coloreada = /3 |
Area nuevo rectingulo = 1 Area nuevo rectingulo = -
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irea coloreada = /16 Arca coloreada = /¢
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Area nuevo rectingulo = e Area nuevo rectingulo = 1y
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Area nuevo rectingulo = ,"r{ﬁ' Area nuevo rectangulo = I{I.ﬂf

Actividad rectangulos

Figura 35. Respuesta de Ricardo al apartado Calcula.

Cuando le consulta a la profesora para comprobar si ha hecho bien el célculo, ésta tampoco
se da cuenta del error y aprueba la operacion mal hecha:

Ricardo: ¢Esta bien esto asi, area coloreada tres cuartos?
Profesora: Si.

Por otro lado, Manuel calcula correctamente los sucesivos términos de S, pero se deja
llevar por Ricardo:

Ricardo: Area coloreada es uno mas un medio mas un cuarto mas un octavo.

(...)

Manuel: ¢Quince octavos os da?

Ricardo: Pues es tres cuartos mas un octavo. (Hace cuentas)

Manuel: Y ahora es un octavo ¢no? lo que hay, del area del nuevo rectangulo. ¢No?
Ricardo: ¢Cuanto has dicho que te da?

Manuel: Quince octavos

Ricardo: Siete octavos. Porque si es tres cuartos lo anterior, todo esto, mas un octavo.
Manuel: (...) si, que he puesto siete cuartos. Estoy bobo.
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Figura 36. Respuesta de Manuel al apartado Calcula.

Enseguida Ricardo y Manuel obtienen una expresion general (incorrecta) para la SSP
utilizando una unica fraccién numérica:

Manuel: Que si, que no es a 0jo. Que es simplemente es una sucesién, ¢no? Esto siempre
va... el de arriba es uno menos que el de abajo, siempre, en el area coloreada.
Siendo potencia de dos. O sea, una potencia de dos menos uno partido una potencia

de dos.
2 —1
211

Segun el trabajo de McDonald y otros (2000), se podria considerar que el grupo S3 posee
una concepcién objeto de SEQFUNC que manifiesta al obtener el término general de una
sucesion (que en este caso es la de sumas parciales) con una expresién algebraica (Sucl).
Esta concepcion objeto la manifiestan para una sucesion cualquiera sin el matiz de SSP. De
haber sido asi, la expresion tendria que estar escrita en forma de suma de los n primeros
términos de otra sucesion. Sin embargo, al sumar el total de las fracciones numéricas, en
vez de dejar indicada la suma, se pierde la conexion entre la SSP S, y la sucesion a,,:

Sk = Sk—l + a
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Asi, la SSP pierde la caracteristica de ser una sucesion en la que el término enésimo es el
resultado de sumar al término anterior el término enésimo de otra sucesion. De ese modo,
manejan la nocion matematica de sucesion, pero no la de SSP.

En cuanto a la concepcidn de Pii, la obtencion de una expresion algebraica que modeliza el
Pii supone una concepcidn proceso porque las acciones iterativas finitas de obtener el valor
de los primeros términos de la sucesion, se interiorizan en el proceso sucesion a través de
la abstraccion que supone encontrar la regla que rige la transformacion.

Respecto al error de célculo, se debe a un despiste que se ve reforzado por la intervencion,
también erronea, de la profesora que no se fija en el resultado de la operacion y la da por
vélida. Si bien este error no esta directamente relacionado con la concepcién de sucesion,
ni de Pii, es cierto que los integrantes del grupo podrian haberse dado cuenta de que el
limite de la sucesion que ellos plantean no coincide con la figura limite que ellos
visualizan. Esta falta de atencidn evidencia una ausencia del vinculo entre los esquemas de
SSP y LS (no como sucesion de sumas parciales y su limite, sino como una sucesion
cualquiera y su limite) que, de haber existido, les hubiera ayudado a reflexionar sobre la
conveniencia de la expresion algebraica que proponen. Sélo mas tarde, cuando introducen
la expresion en Maple y listan los valores de la sucesion, toman conciencia de su
equivocacion, aungue en ningin momento manifiestan conocer el origen del error.

Es posible que Ricardo cometiera este error por no sumar el primer término. De hecho, los
valores que obtiene coinciden con los correspondientes a no sumar el primer sumando. A
continuacién, se muestran en la columna izquierda los primeros términos de la sucesion de
sumas parciales S,, que se debian haber obtenido, y en la columna derecha, los que calculd
Ricardo:

2k+1 _ 1 2k 1
Sie=—— Sk =%

1+-=2 2

2 2

1 1 7 1 1 3

T+3+27% 2 tiT

1 1 1 15 1 1 1_Z

T+ tits™% 2titsTs

Efectivamente, sin contar con el primer rectangulo de area 1 la expresion que obtiene el
grupo S3 es correcta:

2k+1 _q 2kt —1 -2k 2k2-1)-1 2F-1

2k 2k 2k 2k
Carlos se da cuenta de que, con la férmula que han dado, no se obtienen los valores de
1 1 1 1 1 1 ~ .,
1+2 14245, 14+-+-+- ..., pero sus compafieros no le prestan atencion y
contindan:
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Carlos: En el de arriba no sale.

Manuel: Es verdad, macho. (...) El de abajo si. Si hijo. En todos sale.

Carlos: ¢Sale el de abajo también? ¢No sale el de arriba en este? Tres medios sale otra vez.
Ricardo: Yo qué sé, si ese ya esta hecho, tio.

En este apartado se pone de manifiesto una actitud del grupo que se repite a lo largo de
otras sesiones y siempre tiene el mismo efecto: uno de los integrantes del grupo se da
cuenta de que algo es incorrecto pero los otros compafieros ignoran su observacion y
continuan sin percatarse del error y por tanto pierden una oportunidad para aprender.

Si el grupo se hubiera planteado el error, habria buscado otra expresion y con ello, sus
integrantes no sélo habrian dejado de lado una expresion incorrecta que mas adelante les
puede confundir, sino que ademas hubieran tenido otra oportunidad para establecer un
vinculo entre las dos sucesiones, a,, y S, al haber reflexionado nuevamente sobre ellas.

Atendiendo a las causas que segun Socas (1997) provocan los errores, se podria justificar
la aparicion de este error por una dificultad asociada a actitudes afectivas y emocionales.
En este caso, la actitud poco reflexiva del grupo en general, y el papel que juega cada
individuo dentro del grupo, provocan que el despiste inicial de Ricardo (y de la profesora)
no se corrija. (En otro tipo de investigacion se podrian discutir los roles
dominante/subordinado que encarnan Ricardo y Carlos, respectivamente, y como influyen
en la construccion del conocimiento).

IV 3.3 Descripcidon del apartado Enfoque gréafico

El grupo S1 realiza este apartado en aproximadamente siete minutos, sin utilizar la
herramienta de célculo simbdlico para realizar las representaciones graficas en el plano
cartesiano. El grupo S3 emplea casi cuarenta minutos utilizando Maple y necesitando en
varias ocasiones la intervencion de la profesora.

Enfoque gréfico

Dibuja en el plano cartesianolos valores delas sucesivas dreas, tanto de cada rectingulo como

detoda la figura coloreada. Ayidate de una tabla de valores comola que tienes a continuacion:

B B drea valor aproximado del drea
n | drea rectangulo
coloreada coloreada

1 1

bl | =

Bl oW

1.75

o

1.875

=] =] sl
2| el

1.9375

w
bk

1.96875

Bl

Figura 37. Enunciado del apartado Enfoque gréafico.

IV 3.3.1 Grupo S1: Enfoque grafico

Daniel comienza fijandose en la columna de la tabla en la que se muestran los valores
decimales de las sucesivas areas coloreadas para hacer referencia al limite de esa sucesion;
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su comparfiero respalda su comentario. Estas referencias inmediatas al limite muestran la
buena coordinacion de los esquemas SSP y LS, al margen de como es su concepcion de
limite (SspSuc3).

Daniel: Vamos que se acerca a uno. Esto... a dos. Se acerca a dos, a dos todo el rato, ¢no?
Chema: (...) Si, se va acercando a dos cada vez mas. Logico.

Para realizar las representaciones graficas en el plano cartesiano de las dos sucesiones,
Chema pretende utilizar Maple, lo cual le lleva a obtener una expresion algebraica para el
término general de las dos sucesiones, la de los nuevos rectangulos y la de las areas
coloreadas (Daniel ya las habia calculado en el apartado anterior). Asi, muestra por
primera vez su concepcion objeto de SEQFUNC (McDonald y otros, 2000). Ademas,
Chema fortalece esta concepcion objeto cuando en dos ocasiones se refiere a los términos
de las dos sucesiones como “las funciones”, o habla de “sacar la funcion” refiriéndose a
obtener la expresion algebraica que describe el término general de la sucesion.

Para la sucesion S,, Chema no llega a obtener el término general, pero el hecho de tratar de
expresarlo como un sumatorio muestra el vinculo que establece entre las dos sucesiones a,,
y S, (SspSuc?).

~a U-&“ o a—&:& 0

Figura 38. Apunte de Chema sobre el Enfoque geométrico.

Chema: Seria el sumatorio... Desde a sub...;Como era? ;Como se hacia esto? (...)
Sumatorio...desde... Si, pero las gréficas estas las hacemos en Maple. ¢ Eh Dani?
Las gréficas estas las hacemos en Maple, ¢no? (...) (susurrando) es el sumatorio
entre ...

(.

Profesora: ¢Habéis pasado ampliamente de meteros directamente en Maple ¢no?
Chema: Yo si lo estaba haciendo, sacando la funcion para meterlo en Maple, pero claro, es
que para meterlo en Maple tienes que sacar...

También, con la informacidn de la tabla, el grupo S1 establece un vinculo casual entre las
sucesiones a,,, S, y el limite de la SSP:

Daniel: Que sumas esto mas esto y te da siempre dos.
Chema: Claro, siempre sumando las dos te da dos, con lo cual si sumas las dos funciones te
va a dar dos. Ya esta (se rien)

Como se ha comentado al principio de este apartado, la representacion grafica en el plano
cartesiano la realizan sin utilizar la herramienta de calculo simbélico, lo cual deja entrever
cierta destreza en la manipulacion de funciones.

Daniel: Y ahora, cada vez la mitad de la distancia de aqui
Chema: Uno, dos, tres, cuatro y cinco. Vale. Para el uno es uno y medio. Para el dos es...
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Daniel: Hazte una linea en el dos, ¢sabes?... y vas haciendo la mitad y ya esta.

Area rectingulo Area coloreada
-
Y/ 4
1 -
A
if * 14
1 1 -
%1
.
L
| ¥
—"_f_"'_ ' 1. 3 ‘ - ¢ 3 i i L i i

Figura 39. Respuesta de Daniel al apartado Enfoque grafico.

Para la gréfica de la sucesion de los rectdngulos Daniel propone marcar la ordenada del
primer término, y = 1, y a partir de ahi marcar “cada uno la mitad del otro”. Para la
grafica de las areas coloreadas, propone marcar la ordenada del primer término, y =1,y
marcar “la mitad de la distancia” a la recta y = 2. En ambos casos, establece una relacion
entre el registro numerico y el registro grafico-cartesiano del elemento sucesion (Suc3).

Ademas, la representacion en el plano cartesiano de los valores de la funcion discreta
f(n) =S, , se interpreta como un vinculo entre las dos sucesiones ya que el siguiente

punto que dibujan en la gréafica, f(n + 1) = S, , Se obtiene siguiendo la ley de sumar al
1
2n+1

anterior el correspondiente término de la sucesion a,, es decir, S,4;1 = f(n) +

(SspSuc?2). Ademas, la “linea” con la que representa la asintota horizontal de la funcion
discreta f(n) = S, es una evidencia de la coordinacion, por parte de Daniel, de los
esquemas de SSP y LS (SSsp2).

También en el registro gréafico-cartesiano hacen referencia al limite cuando realizan una
trasformacion sobre el Pii que consiste en comparar los valores de la funcién discreta que
han dibujado en el plano cartesiano con la recta horizontal y = 2:

Daniel: La manera mas facil de dibujarlo... Dibujas este, luego la mitad, luego la mitad. No
sé, cada uno la mitad del otro y ya esta.

Chema: (...) la mitad y la mitad. Ya esta, vale. Area coloreada.

Daniel: Y ese es justo lo contr... lo mismo pero en dos.

Chema: Que sale asi, ¢no?

(-...)

Daniel: Uno mas... ¢sabes? Haces ahi una flecha en dos, otra en uno y ya esta.

(-...)

Daniel: Y ahora, cada vez la mitad de la distancia de aqui.

Chema: Uno, dos, tres, cuatro y cinco. Vale. Para el uno es uno y medio. Para el dos es...

Daniel: Hazte una linea en el dos, ¢sabes?... y vas haciendo la mitad y ya esta.

El apartado finaliza con una reflexion de Chema en la que vuelve a hacer referencia al
limite de la sucesién de sumas parciales como algo inalcanzable:

161



CAPITULO IV Anélisis de datos

Chema: Ahi tiene una mitad. Ahi... la mitad. Ahi la mitad y ahi la mitad. Ya esta. Que
siempre va a mas, pero nunca llega a dos. O sea, tiende a dos. La suma... casi dos.

En esta ultima intervencion, Chema vuelve a mostrar una evaluacion sobre el Pii para
encapsularlo en el objeto limite de la sucesion. Queda clara la coordinacion de los dos
esquemas de SSP y LS por la que construye totalmente el Pii (SSsp2), pero no lo ve como
una totalidad por la concepcion proceso de limite que impide que se encapsule
correctamente en el objeto serie numérica. Manifiesta, por tanto, una concepcién pre-
objeto de serie numérica.

IV 3.3.2 Grupo S3: Enfoque grafico

Para representar las graficas de las dos sucesiones, el grupo S3 utiliza la herramienta de
calculo simbolico y, haciendo uso del copy-paste, reutiliza unas instrucciones que habia
utilizado en clases anteriores para dibujar los primeros términos de una sucesion. A partir

. -, 1 .
de la tabla de valores, obtiene la expresion general a,, = = Para las areas de los nuevos

rectangulos (Suc3), manifestando de nuevo una concepcion objeto de SEQFUNC
(McDonald y otros, 2000):

Ricardo: Entonces qué es, ¢sacar la sucesion?

Profesora: Con el mismo cddigo del otro dia.

Ricardo: ¢Sacar la sucesion? Del rectangulo, del cuadrado.

Carlos: Si, ¢no ves? Es que es igual que lo de antes pero al revés.

(...)

Ricardo: Si es igual que esta.

Carlos: Claro, si es lo que te he dicho yo.

Ricardo: Es igual

Carlos: Es igual pero al revés.

Ricardo: Es uno partido n al cuadrado. No, dos elevado a ene. Uno partido dos, no.

Carlos: (niega con la cabeza)

Ricardo: Si, uno partido dos a la ene. Si, uno partido dos a la ene. Es esta.

Manuel: Vale, tenemos una que hay que dibujar que es area de rectangulo, que esa es facil

Ricardo: Si, esa es uno partido de dos a la ene. Es dos a la cero uno, uno partido de uno,
uno. Dos a la uno dos, un medio. Dos a la dos, dos a la tres, dos a la cuatro.

Carlos: Si, si, si, si.

Ricardo: Hala, fuera. Esto es uno partido dos a la ene, desde cero hasta infinito.

Cuando Carlos y Ricardo afirman que “es igual a lo de antes”, se refieren al ejercicio
anterior que habian realizado en el aula de ordenadores antes de comenzar la actividad

p , . .y 1
rectangulos; en ese caso habian trabajado con la sucesion = El hecho de que en ambos

1 1 . . .. .
casos, — Y o las expresiones algebraicas sean similares (fracciones de numerador la

unidad, y una potencia en el denominador que contiene una letra n y el nimero 2), provoca
que aflore la dificultad que tienen en identificar la variable de la sucesion: en el primer
caso es la base de la potencia y en el segundo caso, el que concierne a la actividad
rectangulos, es el exponente de la potencia.

Una vez que han obtenido la expresién general de la sucesion de nuevos rectangulos, se
disponen a sustituir en las instrucciones de Maple que reutilizan la expresion general de la
sucesion cuyos términos listan y representan en el plano cartesiano; al hacerlo, no se
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percatan de que la variable de la sucesion ahora es la letra k, en vez de la letra n que en el
blogue de instrucciones de Maple es un valor constante que indica el nimero de términos
de la sucesion que se van a calcular:

> restart:
n:=10:
a:=array: #esta asignacidén no es necesaria.
for k to n do al[k]l:=(1/2"n) end do; #comienza en k=0.
A:=[[1,a[i]] §i=0..mn];
Plot (A, style=peoint) ;
1
a; =
1024
1
a, =
21024

Figura 40. Primera ejecucion de S3 para responder al Enfoque gréafico.

De ese modo, no son conscientes de que no estan representando los diez primeros términos
.z 1 . - . P - .4
de la sucesion a,, = 7 SINO los diez primeros términos de la sucesion constante a,, =

210°
Se dan cuenta del error que han cometido cuando la profesora, al pasar por su lado y ver la
grafica en la pantalla, resalta el papel del parametro n:

Profesora: Hala, mil veinticuatro. ¢ Qué habéis puesto? Estéis elevando dosalanyanle
habéis dado el valor diez.

Carlos: Ah, vale. Si, si, si, si.

Manuel: Entonces hay que darle k.

En este episodio aparece por primera vez el error E(nk) (error debido a utilizar la misma
letra como la variable de la sucesion y como parametro) cuyo origen tiene dos
componentes. Por un lado, una debida a un despiste asociado al empleo de copiar y pegar
sin prestar demasiada atencion al nuevo significado que adquieren las variables y los
parametros en la nueva linea de codigo. Por otro lado, la tendencia a utilizar la letra n
como variable independiente de la funcién discreta f(n) = a,, provoca que, en ocasiones,
se asocie a esa letra el significado de variable independiente y se desestime el empleo de
esta letra para otros usos. Este error es consecuencia de la dificultad, comentada
anteriormente, que les produce identificar la variable de la sucesion.

Antes de la intervencion de la profesora, Carlos ya habia avisado del peligro que supone el
empleo de la letra k, pero el resto del grupo, y principalmente Ricardo, no hacen caso de su
advertencia provocando la consecucién del error y la falta de atencion de Carlos, que ni
insiste en su propuesta, ni es capaz de verla como la causa del error:

Carlos: Cuidado con la ka, tu.

(...)

Carlos: Pon jota directamente tio y ya esta.

Ricardo: ... espacio end do. E n d espacio do, punto y coma
Carlos: Pero que es, lo que se habia que cambiar era eso.

(.)

Carlos: Quita lo de la ka, tu
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Ricardo: For ka to ene, a de ka. Ah, espera. Esto para empezar lo tenemos mal. Esto hay que
poner...
Manuel: For jota

(.)

Ricardo: (...) (a Carlos) Quée més da ka que jota que ache. Eso era lo de ayer porque eran
dos valores distintos, tio.

De nuevo vuelve a darse una situacion en la que un integrante del grupo, Carlos, advierte
de que algo es incorrecto pero los otros compafieros ignoran su observacion y contindan
sin percatarse del error y por tanto pierden una oportunidad para aprender. Aunque ésta no
es la causa del error, de no haberse dado esta situacion, es decir, si el grupo hubiera
reflexionado sobre la observacién de Carlos, habrian tenido una oportunidad para reforzar
el esquema de sucesion como funcion discreta.

Tras la intervencion de la profesora, modifican la letra de la variable y ejecutan las
instrucciones con las que representan correctamente los diez primeros términos de la

iy 1
sucesion a,, = on

Manuel: Entonces hay que darle k. (Lo cambia y ejecuta). Ahora si.
Ricardo: Ahora si.

> restart:
n:=10:
a:=array: #esta asignacién no es necesaria.
for k to n do al[k]:=(1/27k) end do; #comienza en k=0.
A:=[[1i,a[i]] $i=1..n];
plot (A, style=point) ;

a =

R I S I

ay =

05 @

0.4+

03

0z

0.14

Figura 41. Ejecucion correcta del grupo S3.

Con estas instrucciones, representan también la sucesion de las areas coloreadas
modificando sélo la expresion general de la sucesion. Para obtenerla, observan la tabla de
valores y se fijan en la relacion entre el numerador y el denominador (Suc3):

Ricardo: Por dos mé&s uno.
Manuel: Son potencias de dos, tio, las de abajo
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Ricardo: Uno por dos, dos mas uno tres. Tres por dos seis mas un siete. Siete por dos
catorce mas uno quince. Quince por dos treinta mas uno treinta y uno. Treinta y
uno... Si, ¢no lo ves?

Manuel: Mmmm. EI primero por el ...

Ricardo: Dos a lan més... dos ene... no, a ver. Si.

Manuel: Dos a la n mas uno

Ricardo: No, no dos n mas uno partido dos elevado a ene. A ver, dos por cero, cero mas uno,
uno. Uno partido uno, uno. Dos por una dos mas uno tres.

El planteamiento inicial de Ricardo es correcto, al observar que los términos del numerador
siguen la relacion del doble del anterior méas uno.

1,3,7,15,31, ...

Sin embargo, no son capaces de expresar esta relacion con una formula algebraica correcta.
. . 2n+1 - z
De este modo, utilizan la formula a,, = —n para la sucesion de areas coloreadas.

Antes de introducir esta informacién en las instrucciones de Maple, dan unos valores a la
variable n para comprobar que es correcta; no detectan el error porque sélo lo comprueban
para los dos primeros valores que, casualmente, coinciden con los que observan en la tabla
de valores del enunciado:

Datos del enunciado Primeros valores de la sucesion
Area 2-n+1
n _—
coloreada 2n
0 1 0 1
3
1 — 1 %
2 2
2 7 2 5
4 4

Cuando introducen en Maple esta expresion, comprueban que es incorrecta por los valores
que listan de la sucesion. Ademas, por un error en la escritura de un paréntesis, la férmula

. 2n+1 . 1,
que introducen en Maple no es la propuesta a,, = —n o SN0 ay = 2-n+ e

for k to n do al[k]l:=((2*k)+1/(2"k)) end do:

5 17 49 129 321 769 1793 4097 9217 20481
A= Lo L3 b Sk e T .| 8, L] 9. .| 10,
2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024

20 =]

Figura 42. Respuesta de Maple para una sucesion inadecuada.
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Después de repasar los valores de la tabla del enunciado, Manuel verbaliza una expresion
correcta, pero Ricardo tiene dificultades para expresarla en el registro algebraico:

Manuel: El de abajo, o sea el de de arriba es el doble del de abajo menos uno. Mas uno.
Menos uno, menos uno. El doble del de abajo mas uno.

(...)

Ricardo: Ya, pero esa expresion no la puedes poner asi tampoco. ¢Como pones que es el
doble del de abajo?

Manual: Simplemente poniendo el mismo de abajo pero multiplicado por dos.

Ricardo: ¢ Y como Ilamas a lo de abajo?

Carlos: Claro.

Manuel: Dos a la ene. ¢ Como lo voy a llamar? Dos a la n por dos menos uno.

Ricardo: Es decir, cuatro elevado a la n menos uno. Que no es.

Manuel le corrige el error:
22" £ 4"

Ricardo: Tu al de abajo le llamas dos a la ene, ¢no? Vale. Y el de arriba es el doble de dos a
la n menos uno. Es decir,...

Manuel: Dos por dos a la ene...

Ricardo: Espera.

Manuel: ...menos uno. No cuatro a la ene, si no dos por dos a la ene...

Ricardo: No es cuatro a la ene. Claro.

Manuel: Claro hijo. Es dos, paréntesis, dos a la ene, menos uno.

De nuevo introducen la expresion en Maple y comenten dos errores distintos:

v' Otra vez el error E(nk), al utilizar la misma letra como pardmetro y como variable
de la sucesion:

Este error lo descubre la profesora cuando solicitan su ayuda.

Ricardo: Myriam.

Profesora: Si.

Ricardo: Que yo creo que esta mal la expresion, vamos no, la expresién no, la expresién esta
bien. Los paréntesis o algo.

v’ Escribir incorrectamente un paréntesis en la expresion del término general de la
sucesion que introducen en Maple. Asi, listan y dibujan la sucesion

n 1
(2-2 )_2_"'
en vez de
(2-2"-1)
2n

Este error puede deberse a un simple despiste, pero no son capaces de rectificarlo.
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Este es el area coloreada
> restart:
n:=10:
a:=array: #esta asignacién no es necesaria.
for k to n do al[k]:=((2*¥2”n)-1/2"n) end do; #comienza en k=0.
A:=[[1i,a[i]] $i=1..n];
plot (A, style=point);
2097151
a, =
1024
2097151
a, =
1024

Figura 43. Respuesta de Maple a unas instrucciones incorrectas.

Aunque se pueden justificar los errores que han cometido atribuyéndoselos a un despiste,
el hecho de que no sean capaces de corregir el error E(nk) después de que la profesora les
advierta de él, y de que tampoco sean capaces de localizar un paréntesis mal puesto, denota
algo mas que un despiste. Para Socas (2001, 2007), la utilizacion incorrecta de los
paréntesis puede tener su origen en una ausencia de sentido, en ocasiones por problemas en
la aritmética que no se han superado, o en un obstaculo didactico ocasionado por el modo
de ensefiar el uso de los paréntesis. Pero ademas, estos errores tienen una componente
afectiva debida a la actitud que manifiestan hacia las matematicas.

Cuando Ricardo reconoce que tienen problemas con los paréntesis y llama a la profesora,
ésta les induce a expresar el término general de la sucesiéon de sumas parciales utilizando
un sumatorio, y a relacionar este apartado con lo que habian hecho previamente en la
actividad:

Profesora: ¢Por qué tanto follén? A ver...

Ricardo: Si, dos a la ka.

Profesora: ...pensad. No, no, no. Vamos a pensar un poquito. A ver, un segundo, ¢qué habéis
hecho aqui, en la pagina anterior? ¢ Qué habéis hecho aqui?

Ricardo: Ir sumando lo anterior.

(...)

Manuel: Ya te digo, asi se ve mucho mas claro. Puf, pues hay que sumarle la mitad del
anterior. Cada vez le vas sumando la mitad del anterior.

Al escribir el término general como un sumatorio con la instruccion sum de Maple,
vuelven a utilizar la misma letra como parametro y como variable de la sucesion, de modo
que reinciden en el error E(nk):

Este es el area coloreada

> restart:
n:=10:
a:=array: #esta asignacidén no es necesaria.
for k to n do al[k]:=((2*2"n)-1/2"n) end do;

Figura 44. Cédigo de Maple con el error E(nk)

Como la profesora esté presente, les dicta la expresion correcta.
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IV 3.4 Descripcion del apartado Reflexiona

El grupo S1 no invierte mas de dos minutos en reflexionar acerca de la suma infinita que se
plantea por primera vez utilizando el registro analitico. EI grupo S3 dedica los dos ultimos
minutos de clase para comentar este apartado.

Reflexiona

;Cudnto vale la suma 1+ 2~ 1 o
271

)

o1
2 4 8

1

Acabas de comprobar que una suma de infinitos sumandos puede estar acotada y por tanto tener
un valor finito.

Los términos 1, % % % +-,... forman una progresién geométrica porque para obtener un término

a partir del anterior hay que multiplicar por una cantidad cons? llamadarazén. N
‘o . . 1
llamaremos a este valor r. En este proceso de construccion de rectangulos, larazénes r= 5 En

el apartado tienes mas informacion a cerca de las progresiones geometricas.

Figura 45. Enunciado del apartado Reflexiona.

IV 3.4.1 Grupo S1: Reflexiona

Daniel comienza escribiendo al otro lado de la igualdad la misma férmula incorrecta con la
que expreso en el apartado Calcula el término general de la SSP:

Daniel: ¢ Cuénto vale? Pues...vale el sumatorio de... Esto es verdad, ¢no?. Desde n igual a
cero hasta infinito de uno partido de dos a la ene. Eso es lo que vale.

Reflexiona

(Cudnto vale la suma 1+l+l+4+---?
2 4 8

PELPE B, S §="Z~‘WZ
2748 <

Figura 46. Respuesta de Daniel al apartado Reflexiona.

En este apartado Daniel expresa correctamente en el registro verbal la formula para la
suma de la serie, pero comete el mismo error que en el apartado Calcula, lo cual apoya la
tesis de que este error se debe a que el vinculo entre las sucesiones a,, y S, no es lo
suficientemente fuerte (o consistente) como para manifestarlo en el registro analitico-
algebraico. Asi, Daniel manifiesta un estado INTER de desarrollo del esquema de SSP.

Chema se plantea que la suma infinita pueda ser igual a 2, pero Daniel rechaza esta
propuesta a favor del argumento de que “no llega a dos”, lo cual corrobora Chema
refiriéndose al limite:

Chema: ... la suma de infinito... (esta leyendo). Si, pero aqui,... s que seria dos.
Daniel: ;Mm?

Chema: ¢Seria dos 0 no?

Daniel: No.

Chema: No, nunca llega a dos.
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Daniel: Nunca llega a dos, 0 sea que... tiende a dos pero nunca es dos.

Esta alusion al limite es otra prueba de la coordinacion de los esquemas de LS y SSP que
se ha trabajado en los apartados anteriores y que se hace explicita con la suma de la serie
(SSspl). También, una vez mas el esquema inconsistente de limite de una sucesion como
algo inalcanzable se materializa con la frase “nunca llega a dos”.

Chema escribe correctamente la suma con un sumatorio, pero no escribe el valor numérico
de la suma:

Reflexiona .

) 111 v o1
‘;Cuanlovafelasumal+:}-—.-»+—+---'? Yy -
2 48 Az A

1. 1 1
l+=—+—+—=+-=
2 4 8

Figura 47. Respuesta de Chema al apartado Reflexiona.

Esta ausencia del registro numérico para el valor de la suma infinita es una muestra de la
solidez de la concepcion de limite como algo inalcanzable.

IV 3.4.2 Grupo S3: Reflexiona

Ricardo se fija sélo en la expresion general de la sucesion de los sumandos y comienza
escribiendo al otro lado de la igualdad la siguiente expresion:

1 [ee)
(2")0
Ricardo: ¢Cuanto vale la suma uno mas...? Es igual a uno partido dos a la ene, desde cero
hasta infinito, ;no? ¢Se pone asi?

A pesar de que este despiste de Ricardo no trasciende, es importante tener en cuenta que
una de las primeras acciones que se han de llevar a cabo para construir el concepto de serie
numérica es la de distinguir las sucesiones a,, y S,,.

. . - . . . 1 .
Carlos corrige a Ricardo para que se fije en que los términos de la sucesién a,, = - estan

separados por simbolos de suma y no por comas. De ese modo, al diferenciar las dos
sucesiones a, Yy S,, establece un vinculo entre ambas (SspSucl) y, al corregir a Ricardo,
contribuye a que éste se fije también en la relacion entre estas sucesiones:

Carlos: Pero que esto sigue siendo sumatorio, tio.

Ricardo: Uno partido dos a la ene, desde cero hasta infinito. Que si, tio. Dos a la cero es
uno, uno.
Carlos: Que tiene que ser un sumatorio. No ves que te lo va sumando, tio.

Ricardo se refiere al valor de la suma como el resultado final, y vuelve a utilizar
incorrectamente la variable indice del sumatorio y la variable de la sucesion cuando trata
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de contestar al valor de la suma con una expresion para la suma infinita sin puntos
suspensivos, cometiendo de nuevo el error E(nk):

Ricardo: ¢Cuanto vale la suma? (leyendo). Pero la suma es el resultado final. Vale.
Carlos: Claro.
Ricardo: Sumatorio de uno partido dos a la k desde n igual a cero hasta k.

- Reflexiona

1.1 1
;Cudnto vale la suma 1+ —+—+—+---7
2 4 38

‘ <
1. 1.1 )
l+‘2‘+z+§+---= g ( /Z—K‘ n-o

Figura 48. Respuesta de Ricardo al apartado Reflexiona.

Ademas, con esta expresion (SspSuc2) suma una cantidad finita de términos, por lo que se
corresponde méas con la SSP que con su limite, la suma infinita (debiera haber sumado
hasta infinito). Este error esta originado por una mala coordinacion entre los esquemas de
SSP y LS, por lo que se puede atribuir su origen a una ausencia de sentido debida a la
complejidad del concepto de serie numérica como resultado de coordinar los esquemas de
SSPy de LS.

Por ultimo, cuando Carlos lee la aclaracion del enunciado “Acabas de comprobar que una
suma de infinitos sumandos puede estar acotada y por tanto tener un valor finito”,
confunde la suma de la serie con un término de la sucesion de sumas parciales, que es un
valor fijo “finito” y asi justifica la finitud de la suma infinita.

Ricardo: (leyendo) Acabas de comprobar que una suma de infinitos sumando puede estar
acotada y por tanto tener un valor finito.
Carlos: Claro, si a k le das un valor fijo, esta acotada y... Yo creo, vamos, que es asi

Este error vuelve a ser consecuencia de la mala coordinacion entre los esquemas de SSP y
LS.

IV 3.5 Descripcion del apartado Experiencial

El grupo S1 realiza las operaciones de la primera experiencia de forma desenvuelta, pero la
intervencion de la profesora provoca un debate que prolonga la resolucién de este apartado
durante quince minutos. El grupo S3 dedica trece minutos y requiere de la ayuda de la
profesora.

experiencia 1

- 2.3 . 1
Comprueba cuintovalelasumal+r+r’ +° +--- para otros valores der, por gjemplo, r=-—,

= L . Ayudate del comando sum de Maple.
Eoge Bt

Figura 49. Enunciado del apartado experiencia 1.
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IV 3.5.1 Grupo S1: Experiencia 1

El grupo S1 utiliza por primera vez la herramienta de céalculo simbdlico, y lo hace para

representar en el plano cartesiano los cien primeros términos de las sucesiones de sumas

. n 1 n 1 n 1
parciales Xk _o >z, Xk=o 3z ¥ Zk=o0 75

> restart:
n:=100;
for k to n do al[k]:=sum((1/(2”t)) ,t=0..k) end do:
A:=[[i,a[i]] $i=1..n]:
for k to n do b[k]:=sum((1/(3”°t)) ,t=0..k) end do:
B:=[[i,b[i]] $i=1..n]:
for k to n do c[k]:=sum((1/(4"t)) ,t=0..k) end do:
C:=[[1i,c[i]] $i=1..n]:
plot ([A,B,C], style=point, legend=["a","b","c"]);

7n:=100

20 40 [=i1] a0 100
Legend

Figura 50. Ejecucion de S1 para contestar a la Experiencia 1.

Para obtener estas graficas, realizan los cambios pertinentes en unas lineas de cddigo que
recuperan haciendo copy-paste a unas instrucciones con las que dias anteriores habian
dibujado tres sucesiones en el mismo plano cartesiano. Las sumas de las respectivas series
geométricas del enunciado las obtienen aproximandolas a partir de las asintotas que
observan en el registro cartesiano (SSsp2):

Daniel: Uno tiende a dos, el otro hasta uno con cinco. (...) Vale. El tres y el cuatro a cuanto
tiende. La del tres...(miran a la pantalla)

Chema: La del tres tiende a uno y medio.

Daniel: A uno con cinco.

Chema: Claro, porque siempre tiende a... a uno y medio y la de cuatro tiende a... ¢A cuanto
tiende? Fijate, voy a dar cien valores.

. . S ;01 ;- . .
Solo para la serie geométrica de razon , fecurren a obtener el valor numérico del término

100 de la sucesion, el ¥129 fk para cerciorarse de que el limite es 1,3 (SSsp4):

Daniel: (...) Y el otro tiende a...

Chema: A uno con treinta y cinco, una cosa asi ¢ Cuanto es eso?
Daniel: Sera uno con tres periodo, supongo, ¢no?

Chema: Claro, es decir, a... Uno con tres periodo....

Daniel: Mira a ver el valor del Gltimo...

(..)

Chema: Es que no estoy entendiendo qué estas...
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(...)

Daniel: Estas mostrando b cien y c cien.

(...) (JM escribe en el ordenador y ejecuta)

Chema: Uno con cinco y uno con tres, tres, tres. Lo que decimos.

Cuando escriben en las hojas el resultado de las sumas infinitas, se refieren al valor de la

suma como “el limite” y reemplazan la igualdad por el simbolo “—”0 la frase exacta de
“tiende a”:

Chema: ¢Cémo lo pones? (mirando a la hoja de Daniel) Ah, tiende
Daniel: Tiende a... lo que sea.
Chema: Si, con una flechita también se puede. (...)

Chema Daniel
11 el o o 3
l+-l~+—+ﬂl1 =Zn_— Ly 5/?_ l+§+3—2+57 -;;,— M— »/Z
i
1 1 > 1 [N SR B G =L A, 74
1+Z+ e =§?= — Lrg 1+4+41+43+ ;4{ 3

Figura 51. Respuesta de Chema y Daniel a la Experiencia 1

Cuando la profesora ve lo que han escrito les incita a que justifiquen el porqué de sustituir

la igualdad por la frase “tiende a” o por el simbolo “—”. Se produce una conversacién en
la que los dos integrantes manifiestan su postura:

Profesora: Si ya os he puesto yo un igual, ¢por qué ponéis tiende a?

Chema: Es que esto...

Daniel: Porque no es un igual...

Chema: No es igual, no es igual. Es. O sea, no llega a ser... nunca el valor...Claro, o sea...
es como con el cuadrado, nunca llega a dos.

Profesora: ¢Por qué?

Daniel: ¢Como que por qué? No llega a dos.

Chema: Siempre le falta...

Daniel: ¢Cuando llega a dos? Cuando n es infinito, como no llega a infinito, porque no hay
infinito, pues...

Daniel, que ha comenzado mostrando problemas con el concepto de infinito, es capaz, de
aceptar que el limite se alcance cuando deja de lado sus conflictos con este concepto:

Daniel: (...) si es el sumatorio hasta infinito, teniendo en cuenta que se pudiera llegar hasta
ese namero, entonces si que seria igual a dos, ¢no?

(...) aqui dice que cuando llega a infinito, es dos. Si, ¢no?, bueno. Otra cosa es que no
llegue.

Chema, por su parte, tiene muy arraigada la idea de que nunca se llega a alcanzar el limite:

Chema: Es que nunca llega a dos, ni en infinito, nunca llega a tocar (gesticula), nunca llega
cortar...

(...) Claro, que no llega nunca. Por muy alto que sea el valor que das (sefiala a la pantalla)
a la ene, nunca vas a llegar a encontrar un valor que valga...

(...) Que siempre falta un trocito.

Si, pero es que nunca va a llegar a valer tres medios (...) porque falta un cuadrito
infinitisima... infinitésimamente pequefio para llegar.
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Vamos a ver, si tu a esa pared te vas acercando, primero te acercas a la mitad, después te
acercas a la mitad de la mitad, a la mitad de la mitad, nunca llegas a tocar la pared.

Estas intervenciones dejan de manifiesto las dos posturas que mantienen los integrantes del
grupo S1 frente a la concepcion de limite: para Chema el proceso iterativo infinito nunca
termina, por tanto, el limite no llega a alcanzarse y lo manifiesta sustituyendo el simbolo
de igualdad por “—”; para Daniel, el conflicto que presenta el concepto de infinito (“es un
numero al que no se puede llegar”) provoca que sustituya la igualdad por la expresion
“tiende a”. Sin embargo, esta respuesta la tacha cuando admite que es posible alcanzar el
limite “s6lo en el mundo de las matematicas”.

A pesar de las inconsistencias en los conceptos de limite e infinito, las dos posturas
coinciden en comprender que la suma de la serie es el limite de la sucesion de sumas
parciales, por lo que contindan coordinando los esquemas de SSP y LS (SSspl) y
manifestando una concepcidn pre-objeto de serie numérica, por insistir en la concepcion de
limite inalcanzable.

En cuanto a las instrucciones de Maple que emplean para encontrar la respuesta, mantienen
las que han utilizado para listar y representar los primeros términos de una sucesion de
modo que con ellas no obtienen la suma de la serie sino el término S;,, de la SSP. Este
modo de obtener la suma de la serie se puede interpretar como la desencapsulacion del pre-
objeto serie numérica que han construido en los apartados anteriores, para actuar sobre el
proceso SEQFUNC, aproximando el limite de la SSP a partir de la visualizacién de su
asintota (SSsp2), y sobre la accion de obtener el término S, o (SSsp4).

IV 3.5.2 Grupo S3: Experiencia 1

El grupo S3, siguiendo la indicacion del enunciado de utilizar el comando sum de Maple,
reutiliza unas lineas de cddigo con las que dias antes habian dibujado los primeros

, . ., . . L. . , 1 R
términos de la sucesion de sumas parciales de la serie geométrica de razon - Y sustituye el

1 1
valor de > por el de >

Ricardo: (...) Pon ahi uno partido tres a la jota. O tres a la i. No, tres a la... jota. No,
espérate. Esto ¢qué cofios es? Esto no lo hemos puesto.

Manuel: No, no, no. A ver. Cual estamos haciendo, ¢este?.

Ricardo: Si. Tres a la erre.

Manuel: Uno partido...

Ricardo: Tres a la erre. Jota, yo creo. O a la i.

Manuel: Espera.

Ricardo: Jota, jota. Tres a la jota, ;no?

Manuel: Tres a la k.

Carlos: Si. Si, porque si hemos puesto...

Manuel: Tres a la k, ¢no?.

Carlos: Que no. Tres a la jota.

Ricardo: A la jota, a la jota. Porque es desde jota igual a cero.

Manuel: Ahi va.

Ricardo: Si, si. Esta bien, tres a la jota. A ver, sube.
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> restart:
n:=10:
a:=array: #esta asignacidén no es necesaria.
for k to n do a[k]:=sum(1/37j, j=0..k) end do; #comienza en k=0.
A:=[[i,a[i]] $i=0..k];
plot (A, style=point) ;
4
a ==
'3
3
a, =
By

—

1.48 ©

1.46

1.44

1.42

138

1.36

1.34

Figura 52. Sucesion de sumas parciales de una serie geométrica.

4 13 40

Tanto el registro numérico, con los valores 3 5 5 - COMO el registro grafico con la

asintota de la grafica, confunden al grupo S3 que espera ver representados los términos de
., 1 -z 1
la sucesion a;, = -0 €N vez de los de la sucesion S, = Zf:o v Por ello, a pesar de que el

resultado es correcto, el grupo considera que la respuesta de Maple es incorrecta porque
cree haberse confundido con los nombres de los pardmetros del sumatorio y del bucle for:

Carlos: Hala.

Ricardo: No puede estar bien. No

Manuel: No.

Ricardo: ... uno partido... Cuatro, trece, uy, uy, uy. Es por esto, ¢eh? (sefiala la pantalla y
lee de la pantalla) For k to ene, a de k. Prueba ahi a poner k. (Ejecutan) No.

Como el dia anterior el grupo habia tenido problemas con el nombre de la letra para la
variable indice del sumatorio, cambia aleatoriamente su valor por k ¢ i:

> restart:
n:=10:
a:=array: #esta asignacidén no es necesaria.
for k to n do a[k]:=sum(1l/37i, j=0..k) end do; #comienza en k=1.
A:=[[i,a[i]] $i=0..k];
plot (A, style=point) ;

Figura 53. Ejecucion incorrecta del grupo S3 en el apartado Experiencia 1.
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Asi continua ejecutando instrucciones incorrectas con las que obtienen resultados que nada
. -z 11 1

tienen que ver con la solucion que espera: 3151550
Este modo de proceder modificando aleatoriamente el nombre de las variables es propio de
individuos que manifiestan una actitud matematica poco reflexiva.

Manuel es el que se da cuenta del error y establece un vinculo entre las dos sucesiones
(SspSucl) cuando se percata de que se trata de una SSP por el caracter recursivo de la
suma:

Manuel: Es que se nos... este uno. Ah, que esta sum. Claro tio que no. (...) Claro, es que va
sumando. Le suma el anterior.

Sin embargo, al igual que ocurre en otros momentos, la determinacién de Ricardo arrastra
al resto de los comparieros e impide que Manuel siga con su argumento, que es correcto:

Ricardo: Si, pero estd mal.

Manuel: No, no. No esta nada bien.

Ricardo: Es que por qué ponia dos por tal, ¢,no? Espera, pon iy pon aqui uno (sefiala la
pantalla). Pon ahi uno. Y alli pon i.

En la Gltima intervencién, Ricardo desestima el argumento de Manuel porque un mal uso
de la herramienta de célculo simbdlico ocasiona que confunda la respuesta de Maple en el
caso correcto, con la que obtienen cuando escriben incorrectamente la variable indice del
sumatorio:

for k to n do al[k]:=sum(1/3"j, j=0..k) end do; for k to n do a[k]:=sum(l/3"i, j=0..k) end do;
A:=[[i,a[i]] $i=0..k]; A:=[[i,ali]] $i=0..k];
plot (A, style=point) ; pleot (A, style=point);

4 .

a, == a, =277

3 1S

13 3 1

a, =— -

CR a; 5

40 1

a, = =4 —

ER a; =4 5

12 1

% aG=5

Figura 54. Ejecucion correcta (min. 06:10) Figura 55. Ejecucion incorrecta (min. 07:19)

Este mal uso de la herramienta tiene lugar cuando se ejecutan repetidas veces el mismo
cbdigo variando una pequefia parte del mismo sin darle sentido a ese cambio. En este caso,
el nombre de la variable indice del sumatorio. Asi, Ricardo solo recuerda la respuesta de
Maple cuando escribieron incorrectamente la variable indice del sumatorio, y no tiene en
cuenta que esa respuesta se corresponde con un codigo diferente al que hace referencia
Manuel.

Segun la clasificacién de Drijvers (2002), el grupo S3 se encuentra con el obstaculo global
de la herramienta de célculo simbdlico debido a la dificultad para interpretar la respuesta
que ofrece la herramienta. Este obstaculo, como afirma Drijvers (2002), no esta provocado
por la herramienta, sino que es un obstaculo cognitivo que se manifiesta mas intensamente
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en el entorno de la herramienta de calculo simbdlico. En este caso, este obstaculo pone de
manifiesto la dificultad que entrafia para los integrantes del grupo S3 el significado en el
algebra de las letras como pardmetros y variables; la incapacidad para reconocer el papel
de los indices estd relacionada con la dificultad que ya han mostrado en apartados
anteriores, para identificar las variables en expresiones algebraicas. Ademas, en este
episodio dejan constancia de su actitud matematica que se refleja en el trabajo mecanico y
poco reflexivo.

Cuando piden ayuda a la profesora, ésta les sugiere que utilicen sélo el comando sum de
Maple para obtener la suma de la serie:

Profesora: Entonces olvidaros del for y de todo, ¢no? Escuchadme, ahi queréis calcular el
valor de esa suma, no representar unos cuantos terminos, ni dibujarlos, ni nada de
es0. Entonces, pasad de todo y utilizad solamente el comando sum... y ya esta. Y asi
0s quitais muchos indices.

Entonces Manuel y Ricardo escriben en Maple:

> restart:
sum(1/(3"9) ,3=0..k) ;

3(1\(“” 3
23 2

Figura 56. Utilizacion errénea del comando sum de Maple.

La instruccién correcta hubiera sido sumar hasta infinito, en vez de hasta k, pero de nuevo
la falta de reflexion produce resultados erroneos. En este caso la profesora corrige el error
y una vez que el grupo consigue la instruccion correcta, la copian y pegan modificando
unicamente el valor de la razon:

> restart:
sum(l/(373) ,3=0..infinity) ;

[SREM

> restart:
Sum(l/(373),3=0..infinity) ;

Y
J=0 3
> restart:

sum(1/(4"9) ,3=0..infinity) ;

W

Figura 57. Ejecucion de S3 para responder a la experiencia 1.

Carlos: Tres medios. Si ya esta.

(...)

Ricardo: ¢Ese es el resultado? Tu ahora pon sum, la primera con mayuscula.
Manuel: ¢Aqui? ;O aqui?

Ricardo: (...) Haz el siguiente, bueno copia-pega este

Carlos: Y le cambias la funcion y ya esta

Ricardo: Y es uno parti... S6lo tienes que cambiar...

Manuel: El tres.
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Ricardo: ...el tres por el cuatro.
Carlos: Simple y llanamente.

Aunque las respuestas son correctas, el modo de llegar a ellas muestra que no se producen
las conexiones suficientes entre los elementos del modelo para construir el concepto de
convergencia de serie numeérica.

IV 3.6 Descripcion del apartado Experiencia2

La similitud de la segunda experiencia con la primera, reduce su resolucion a cinco
minutos en el caso del grupo S1 y a dos minutos en el caso del grupo S3.

experiencia 2

Prueba ahora con otros valores de r. por ejemplor=1,1=2.

1-1-1’-15---‘:i1’:
=

1+2+2%+2° 7---=i2’=
1=l

Como puedes comprobar, los sumandos sen cada vez mayores. r”no estd acotado si [7|=1.

Figura 58. Enunciado del apartado experiencia 2.

IV 3.6.1 Grupo S1: Experiencia 2

El grupo S1 reutiliza el bloque de instrucciones de la Experiencia 1, modificando
correctamente el valor de la razon.

> restart:
experiencia 2;
n:=100;
for k to n do alk]:=sum((17t), t=0..k) end do:
A:=[[i,a[i]] $i=1l..n]:
for k to n do blk]:=sum((2°t), t=0..k) end do:
B:=[[1i,b[i]] $i=1..n]:
plot ([A, B], style=point, legend=["a","b"]);
evalf(a[n]); evalf(b[n])
experiencia_2
n =100

245e+30

Ze+30

1.5e+30

Te+30

fe429

Legend
o0 o o0 e g

101.
.2535301200 10%!

Figura 59. Primera ejecucion de S1 para contestar al apartado experiencia 2.
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Como la sucesion Y_, 2% toma valores muy grandes respecto a los de Y%_, 1%, en la
grafica no se aprecian bien los valores de esta Gltima y las representan por separado:

Daniel: Yo lo haria en dos plots separados
Chema: Si, casi va a ser mejor, ¢verdad?

Figura 60. Segunda ejecucion de S1 para contestar al apartado experiencia 2.

Cuando contemplan las graficas de las dos sucesiones vuelven a utilizar la expresion
“tiende a” para referirse a la suma de las series que en estos casos diverge a infinito.

Chema: Entonces los dos tienden a infinito, cuando... Los dos sumatorios tienden a infinito.

Al utilizar un lenguaje propio de limites para sumar las series, muestran de nuevo la
coordinacion de los esquemas de SSP y LS (SSsp2) para construir el pre-objeto serie
numérica.

La concepcion inconsistente de limite se sigue manifestando, en este caso, cuando al
escribir el resultado de la suma de las series divergentes dudan si poner a continuacion del
simbolo de igualdad del enunciado la frase “tiende a”. De hecho, Daniel comienza a
escribir esta frase aunque luego la tacha:

Daniel: Esto es igual a... bueno.
Chema: Ps, igual...

L+1+1P2 4P +-=3 1= «8 &

142427 +2% .23 2"= S W)

Figura 61. Respuesta de Daniel al apartado experiencia 2.
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El simbolo de igualdad después de la suma infinita que muestra el enunciado les incomoda
y reflexionan sobre su conveniencia:

Chema: Tiende, pero... no puede ser igual a infinito. Algo tiende a infinito.

Daniel: Bueno

Chema: Si, bueno

Daniel: Es que tiende es cuando es limite de tal tiende a tal. Pero aqui no te pregunta por el
limite. Te pregunta por el sumatorio de tal hasta infinito, ¢cuanto vale? Infinito

Chema: Claro, porque da por hecho que ya tienes infinito ahi.

La reflexion sobre el simbolo de igualdad desencadena una breve discusion en la que
vuelve a registrarse la diferente postura frente a la concepcion de limite que manifiestan los
dos integrantes del grupo S1, con la connotacién de que en este caso el limite diverge a
infinito. Aparece asi otra forma de entender el infinito como el resultado de un limite que
diverge.

La postura de Chema (“Tiende, pero... no puede ser igual a infinito”) es el resultado de
una concepcion proceso de limite divergente a infinito que no llega a encapsularse en el
objeto resultante del limite que es co.

La intervencion posterior de Daniel (“Pero aqui no te pregunta por el limite. Te pregunta
por el sumatorio de tal hasta infinito”) parece incoherente con lo que realizaron en la
experiencia anterior, en la que las sumas de las series habian sido finitas. Esta desconexion
puede ser fruto de la dificultad a la que se enfrenta cuando ha de lidiar con cuestiones
relativas al concepto de infinito, por lo que se considera que el concepto de infinito se
manifiesta como un obstaculo, con una fuerte componente epistemoldgica, para la
construccion del concepto de convergencia de serie numérica.

El hecho de que en el contexto de las series numéricas convergentes Daniel sea capaz de
encapsular y des-encapsular el pre-objeto serie numerica y que en el contexto de las series
numéricas divergentes a infinito tenga problemas para coordinar los esquemas de SSP y
LS, deja clara la dificultad que acarrea el concepto de infinito. Esa falta de coordinacion
queda patente cuando diferencia el limite de la suma infinita.

IV 3.6.2 Grupo S3: Experiencia 2

El grupo S3 contintia copiando y pegando la instruccion que le facilito la profesora para
sumar series:

> restart:
sum((1°j) ,3=0..infinity) ;

> restart:
sum((277) ,7=0..infinity) ;

o

Figura 62. Ejecucion de S3 para responder a la experiencia 2.

Carlos se sorprende notablemente de la respuesta de Maple para la suma de una serie
divergente a infinito:
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Ricardo: Infinito.

Carlos: Pero ¢como?

Ricardo: Si.

Manuel: Si, si no dejas de sumarle uno y uno y unoy uno y uno, ¢no?
Carlos: (...), y los demés también.

Un argumento que explica esta sorpresa se puede encontrar en el principio de extension
genérica (Tall, 1991) que se produce cuando el profesor utiliza ejemplos que representan
solo un aspecto del concepto y luego exige al estudiante que evoque otro aspecto; el
estudiante es incapaz de hacerlo porque no se le ha entrenado para ello. Sin embargo, en
este caso aun no se han dado situaciones en las que tenga sentido el principio de extension
geneérica, porque esta actividad se utiliza para introducir el concepto de serie numérica y
los estudiantes atin no han recibido una instruccidn sobre este topico.

Desde la perspectiva tedrica de esta investigacion, la respuesta de Carlos se puede justificar
por dos motivos. Por un lado, la falta de un vinculo entre las dos sucesiones, a,, Y S,,, que
permita argumentar sobre el caricter de S, a partir de el de a,; por otro lado, la
inconsistencia del esquema de LS de Carlos, provoca que no considere todos los posibles
resultados para el limite de una sucesion.

El razonamiento con el que Manuel justica que la suma dé infinito (“Si, si no dejas de
sumarle uno y uno y uno y uno y uno, ¢no?”) esta relacionado con el criterio del término
enésimo. Puesto que a estas alturas de la instruccion aun no conocen este criterio, puede
que Manuel manifieste una intuicion acerca de este resultado. Esta intuicion representa un
vinculo entre las dos sucesiones a,, y S,,, Y €s un primer paso para coordinar los esquemas
de SSPy LS.

En esta misma linea, mas tarde Ricardo justifica que la suma no sea finita porque el valor
de la razén no es del mismo tipo que en los casos anteriores; antes era “uno partido de
algo” y ahora es “uno”.

Ricardo: Ah, espera que es que esto tu no, no va... ¢Sabes por qué?, porque es partido, tio.
(...)También infinito. ¢No ves? Es que no ves que en estos anteriores era uno
partido, uno partido. No es lo mismo.

Este comentario de Ricardo, en el que argumenta sobre el caracter de la sucesion S,, a
partir de caracteristicas de la sucesion a,,, manifiesta también un vinculo entre las dos
sucesiones (SspSuc3).

IV 3.7 Descripcion del apartado Experiencia3

La aparicion de valores de la razon negativos, provoca de nuevo un debate entre el grupo
S1y la profesora que prolonga la resolucion de esta experiencia a diez minutos. EI grupo
S3 no invierte mas de dos minutos en resolver la tercera experiencia copiando y pegando la
instruccion que ha utilizado en los apartados anteriores.
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experiencia 3

N . 1
;Que ocurre si r <07 Prueba con r=~1, r=—2 r=—__
R

1=t (1) (1) +e= 3 (1) =
-2+ (2P (-2 + =32 =
LV (A, _a( 1Y

1 [—=| =] =3 =] =
N =l 2

PR - -
E} 7% | ¢s un cjemplo de una serie altemada que converge. 3 (-2, F(~1* son
L2 B B

ejemplos de series altemadas que no convergen.

Figura 63. Enunciado del apartado experiencia 3.

IV 3.7.1 Grupo S1: Experiencia 3

Antes de dibujar las sucesiones con Maple, reflexionan acerca de lo que esperan obtener
cuando la razon de la serie geométrica es un nimero negativo. En el caso de la serie
geométrica de razon —1, los dos integrantes del grupo son poco coherentes con su
concepcion de limite y de infinito, porque en sus discursos coexisten argumentos
contradictorios tales como la unicidad, la no existencia del limite frente a que el valor del
limite sea al mismo tiempo 1 6 0, o la paridad de infinito, como si se tratase de un nimero
entero del cual se puede decidir si es par o impar:

Daniel: No, si es... si no fuera sumatorio, si fuera una sucesion de estas... seria el uno
menos uno, uno menos uno (oscila el brazo en el aire) entonces... pero como es
sumatorio...

Chema: No puede tender a infinito y a menos infinito a la vez.

Daniel: ...suma...Es uno, uno (sefiala en el aire),...

Chema: Va a tender a cero.

Daniel: ...menos uno, cero, mas uno...

Chema: Claro, porque lo que tiende por un lado...

Daniel: Es decir, cero, uno.

Chema: ... menos lo que tiende por el otro.

Daniel: Es uno, cero, uno, cero, ...

Chema: Va a tender a cero

Daniel: ... uno, cero,...No, no tiende a nada.

Chema: A cero

Daniel: ;Como va a tender a cero?

Chema: Si, porque va siendo... va sumandolo

Daniel: Ah, si, si, si, sf.

Chema: Claro, ¢Sabes lo que te digo? O sea es, por ejemplo, en un lado uno, en otro lado
cero con nueve, en el otro lado uno con uno.

Daniel: No, no, no. Aqui es uno, menos uno.

Chema: Ya, bueno. Te lo estoy diciendo de... (gesticula como diciendo “de cualquier
manera”) Te lo estoy diciendo como...

Daniel: Ya, ya, ya. Aqui si que lo hara el dibujo este tal, pero éste sera una...

Chema: Y con este igual

Daniel: No, en este tiende a... No tiende a nada.

Chema: Tiende a cero

Daniel: No, no tiende a cero, porgue esta cambiando de cero a uno todo el rato. Esto es uno
menos uno, Cero...

Chema: Claro, depende de si...

Daniel: ...més uno, uno

181



CAPITULO IV Anélisis de datos

Chema: ...de si este infinito es par o es impar, para que te dé algo positivo...
Daniel: Vale, infinito es igual a qué, igual a nada.

Chema: Claro

Daniel: lgual a...

Chema: Es que esto no tiene...

Daniel: ... cero, uno, cero, uno. No tiende a nada.

Chema: De todas formas...

Daniel: Igual a... A cero o uno (lo escribe y se rie)

Chema: Espérate que lo meto aqui (Maple)

Cuando la profesora se interesa por lo que estan haciendo, Chema defiende la no existencia
del limite porque oscila:

Profesora: Bien, a ver ahora la tres qué os da. Que tenéis términos negativos.

Chema: Hemos visto que este no nos puede dar nada porque... Cero o0 uno, segun sea...
fuera par o impar, pero como es infinito, no... (...) Es que no se puede dar un
resulta...

Sin embargo, Daniel mantiene la no unicidad del limite asignandole el valor 0 6 1. Aunque
la profesora insiste en que eso no es un resultado admisible, en ningln momento expresa
explicitamente la unicidad del limite.

Daniel: Cero o uno, ¢no? (...)

Profesora: No, pero tenéis que dar algo. ¢Qué dais?
Daniel: Cero o uno.

Profesora: Vale, bueno

Daniel: Ese es el resultado.

Profesora: ¢ Cero 0 uno?, ¢;es eso un resultado?
Daniel: Si

Profesora: ¢ No dais un resultado?

Daniel: Cero o uno. Ese es nuestro resultado.
Profesora: Cero o uno, vale (se rien) El siguiente.

El empleo de la herramienta de célculo simbélico con la que representan unos cuantos
términos de las sucesiones de sumas parciales, S, = Yr_,(—1)k, S, =X"_,(=2)F y

2
incoherencias. Ejecutan un solo bloque de instrucciones con el que obtienen los resultados

para las tres series del enunciado, de modo que visualizan en la pantalla las tres gréaficas y
los tres valores de los términos S;,, de las respectivas sucesiones. Con esta informacion
estudian el comportamiento de las sucesiones de sumas parciales y concluyen las sumas de
las respectivas series (SSsp2 y SSsp4).

k
1 - 4 f .
S, = LO(——) , 'y obtienen el término S;,, de las mismas, no resuelve estas

A continuacién se muestran las respuestas de Maple, las sucesiones de sumas parciales que
dibujan en el plano cartesiano y el valor que obtienen del término 100 de dicha la
sucesion:
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evalf (a[n]) ; evalf(b[nl) ; evalf (c[n]) ;
1. 8451004002 10% 6666666667
n n n 1 k
Su= D (=D Su= ) (=2 S0= > (-3)
k=0 k=0 k=0
Si00 =1 S100 = 0,8451 - 1036 S100 = 0,666666667

Figura 64. Ejecucion de S1 para contestar al apartado experiencia 3.

Como hicieron anteriormente, cuando la serie converge calculan su suma aproximando con
el término cien de la sucesion de sumas parciales (SSsp4):

Chema: En el tercero, si.

Daniel: El tercero tiende a... ¢a qué tiende? Mira a ver...
Chema: A cero con seis, seis, seis, seis, seis.

Daniel: Pon cien otra vez, a ver qué valor te da en... (ejecuta) Si.
Chema: Que eso es...

Daniel: Eh... dos tercios

Chema: Dos tercios. Si, dos tercios.(...)

Sin embargo, cuando la sucesion de sumas parciales no converge, este modo de proceder
provoca el error consistente en confundir el valor S, de la sucesion con su limite:

Daniel: Ah, tiende a uno

Chema: No, no, da uno porque n es cien

Daniel: Ah, vale, vale

Chema: Si ahora pongo aqui ...

Daniel: Ciento uno

Chema: Ciento uno... pues ya da (ejecuta) que cero

Daniel: Cero, pues cero o uno, lo que deciamos. Para infinito igual a... par (se rien)
Chema: Este no, pero estos si estan determinados, porque estos se van...

Corrigen inmediatamente este error y, aunque Chema mantiene la no existencia del limite
haciendo referencia a que no esta determinado, Daniel continda sosteniendo la no unicidad
del limite, asignandole el valor 0 6 1.

En el caso de la sucesion de sumas parciales S, = Yr_,(—2)* en el que la sucesion
diverge por oscilacion, Chema sigue defendiendo la no existencia del limite y Daniel
continua proponiendo dos valores distintos del limite, tanto en el caso convergente como
en el divergente:

Daniel: Ese tiende a infinito y el otro... a mas menos infinito...

Chema: Es que esto tampoco tiende a nada, porque eso es otra.
Daniel: Pues en el otro era cero-uno y en este mas-menos infinito. ¢No?
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Las soluciones que Daniel anota en su hoja de trabajo son las siguientes:

%, %
- . Sd g O
W’I.
(,,rm;,mﬁ, 2. P, + @9

- - 4
U(f,eh wsa 3 (70’4/ it , /3

Figura 65. Respuesta de Daniel a las experiencias 1, 2 y 3.

Chema: Dos tercios. Si, dos tercios. Dos tercios y los otros no estan determinados, es que
no.

Daniel: Cero-uno y el otro mas-menos infinito. Tiende a mas infinito y a menos infinito.

Chema: (mientras escribe) cero o uno. Més infinito o menos infinito. (no parece
convencido). Venga, si te lo dice aqui abajo que no converge.

Daniel: Ya, pues eso.

Al final, Chema anota en sus hojas la solucién de Daniel, aunque no estd convencido de
ello porque continda afirmando que, en los dos casos en que no existe el limite, éste no esta
“determinado”. La ultima intervencidn de Daniel, confirmando que su solucion es analoga
a la no convergencia, muestra una incoherencia en el concepto de limite.

Las respuestas incorrectas para la suma de las series que divergen por oscilacion (oo y 0
0 1) tienen su origen en un esquema de limite inconsistente e incoherente, relacionado con
la unicidad del limite. Sin embargo, al igual que ocurrié en situaciones anteriores, se
produce la coordinacion de los esquemas de SSP y LS (SSspl) por lo que mantienen una
concepcion pre-objeto de SSP.

IV 3.7.2 Grupo S3: Experiencia 3

El grupo S3 continta copiando y pegando la instruccion que les facilito la profesora en la
primera experiencia para sumar series, pero en esta ocasion, a causa del signo de la razon,
escriben incorrectamente en Maple un paréntesis que produce un resultado que les lleva a
sumar la serie Y, —1%, en vez de la serie Y.(—1)* y asi obtienen como resultado —co, en vez
de undefined:

Ricardo: Venga, el siguiente. Copia y pega y es menos uno a la jota.
Manuel: Menos infinito.
Ricardo: Menos infinito. El otro también menos infinito. Haz el de menos un medio a la erre.

> restart:
sum( (-177) ,J=0..infinity) ;

> restart:
sum( (-2773) ,J=0..infinity) ;

> restart:
sum( (-1/2) ~j,3j=0..infinity) ;

w2

Figura 66. Ejecucion de S3 para responder a la experiencia 3.
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Este resultado afectara mas adelante a la respuesta de la conjetura 1. En este caso, se
ratifica la idea de Tall (1989) acerca de la posicion contradictoria del ordenador en el
proceso de aprendizaje cuando su autoridad mas que facilitar, entorpece el proceso de
aprendizaje. Si el grupo S3 reflexionara sobre las respuestas de Maple, por ejemplo, dando
los primeros valores de la SSP antes utilizar el ordenador para conjeturar sobre el
comportamiento del limite, se habria dado cuenta de que la respuesta de Maple no se
corresponde con la esperada y se hubiera podido plantear revisar la sintaxis de la
instruccion.

Aunque el grupo no conoce cémo es la respuesta de Maple cuando un limite diverge por
oscilacién, si hubiera previsto que el comportamiento es oscilante, no habrian tenido
ningun problema en interpretar la respuesta de Maple en este caso: undefined.

Cuando suman la serie para un valor de la razén negativo pero mayor que —1, Ricardo
espera que sea convergente, pero se extrafia de que el resultado sea positivo. El resto de sus
compafieros copian el resultado sin mas:

Ricardo: Ya. No, antes de leerlo lo he dicho, he dicho esto va a dar distinto. Sin saberlo,
claro luego te pone aqui esto. Es una alternada, converge.

Carlos: Uy, tarda mucho, tarda mucho, tarda mucho. jParanoia!

(escriben lo que ven en la pantalla)

Ricardo: Espera, ¢coémo va a ser constante? ;Cémo va a salir positivo? Si.

. -, . . 1 . ,
La prediccion del comportamiento de la serie para r = — 7 por parte de Ricardo, sélo se

puede explicar por una intuicion acerca de como afecta la sucesion a,, a la suma de la serie.
Esto es un primer paso para establecer un vinculo entre la sucesion a,, y la SSP, que a su
vez ha de coordinarse con el esquema de LS para concluir el caracter del mismo. Empero,
Ricardo no da muestras claras de ese vinculo (SspSuc3).

En cuanto a que se extrafie porque la suma sea positiva, si hubiera representado
graficamente la sucesion de sumas parciales, o hubiera listado los primeros términos de la
misma, no le extrafaria que la suma infinita fuera positiva porque podria haber
comprobado gréfica y numéricamente como son las sumas parciales. Estas acciones
hubieran justificado la coordinacion de los esquemas de SSP y LS y podrian contribuir a
construir el esquema de SSP.

IV 3.8 Descripcidn del apartado Experienciad

El grupo S1 realiza la cuarta experiencia en los ultimos seis minutos de clase. El grupo S3,
al igual que en las dos experiencias anteriores, resuelve agilmente este apartado en cuatro
minutos.
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experiencia 4|

- " - . N 1
Suma sélo una cantidad finita de términos de la progresion geométrica de razén r:7 . Por

ejemplo 10 sumandos. Ayiidate del comando sum de Maple y utiliza el comando evalf para

aproximar con 15 decimales.

2
l,l,L,L,L,L,L,L,L,L=ZL=
2728 23 2t 2828 2T R 2t o

Ahora suma més términos. por ejemplo 20
12 1

=2

Figura 67. Enunciado del apartado experiencia 4.

IV 3.8.1 Grupo S1: Experiencia 4

El grupo S1 realiza correctamente la experiencia 4, pero no comentan el resultado debido a
que se acerca el final de la clase y tienen premura por terminar. Cuando Chema hace uso
del copy-paste incurre en el error de no modificar adecuadamente los parametros y los
nombres de las variables. Este error lo comete no por desconocimiento, sino por un
despiste asociado a copiar y pegar lineas de cddigo sin reflexionar previa y posteriormente
sobre la informacion que contiene dicho codigo para adaptarla a las nuevas necesidades.
Daniel advierte de estos errores y los corrige.

. , gy . , . . ., 1 . .
El primer cédigo que ejecutd Chema dibuja la sucesion constante S, = ?20; y visualiza
el valor de S, o:

> restart:

experiencia_1;
n:=100;
for k to n do a[k]:=sum(1/(2”t), t=0..9) end do:
A:=[[i,a[i]] $i=1..n]:
for k to n do a[k]:=sum(1l/(2”t), t=0..19) end do:
B:=[[i,b[1i]] $i=1..n]:
plot (A, style=point, legend=["a"])
plot (B, style=point, legend=["b"]);
evalf(a[n]), evalf(b[n])

experiencia_I

n:=100

] 0 40 &0 Eil 100
Legend

Plotting error, empty plot
1.999998093
blOO

Figura 68. Primera ejecucion de S1 para responder a la experiencia 4.
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Como olvida cambiar el nombre de la sucesién con la que calcula la segunda suma en el
bucle for, el array “b” queda sin definir y Maple no puede dibujar su grafica. Tras corregir
este error, dibuja en dos gréaficas separadas los primeros 9 y 19 términos, respectivamente,

., Yk 1
de la sucesion S, = £=05¢-

experiencia 4;

n:=100;

for k to 9 do a[k]:=sum(1l/(27t), t=0..k) end do:
A:=[[i,a[i]] $i=1..n]:

for k to 19 do b[k]:=sum(l/(2”t), t=0..k) end do:
B:=[[i,a[i]] $i=1..n]:

plot (A, style=point, legend=["a"]):;

plot (B, style=point, legend=["b"]):;

evalf (a[n],15); evalf(b[n],15);

Figura 69. Segundo codigo de S1 para responder a la experiencia 4.

Puesto que sblo calcula esos primeros términos, Maple no tiene ningln valor asignado al
término S,, para el valor de n = 100:

Figura 70. Respuesta vacia de Maple.

Finalmente ejecuta un cédigo en el que visualiza Sy y S;o:

evalf(a[2],16); evalf(b[19],16);
1.998046875000000
1.999998092651367

Figura 71. Respuesta de S1 para la experiencia 4.

Respecto a la utilizacion de la herramienta de célculo simbdlico, en esta experiencia hay
que destacar que para obtener los valores de S, Yy S;4, S0l0 necesitan ejecutar la instruccion
sum de Maple dos veces, pero ellos ejecutan todo el bloque de instrucciones que han
reutilizado:

evalf(sum(1l/2°t t=0..9),15)
evalf(sum(1/2°t t=0..19),15);

Figura 72. Instrucciones con las que se puede contestar a la experiencia 4.

Si hubieran sido mas selectivos en la reutilizacion de las instrucciones, quiza no hubieran
cometido los errores que se acaban de comentar porque las instrucciones necesarias son
mas sencillas y requieren el empleo de menos variables.
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IV 3.8.2 Grupo S3: Experiencia 4

El grupo S3 realiza esta experiencia sin contratiempos reutilizando la instruccion que
emplearon en las experiencias anteriores.

Ricardo: ...sumas una cantidad finita de... cuatro... ah... sumas una cantidad finita de
términos de la progresion geométrica de razon... evalf... Con quince decimales...
Vale. Hala, venga. Lo mismo, copia-pega.

Carlos: Y hay que utilizar el comando evalf.

Manuel: Nada mas que... solo hasta el nueve, ;no? En vez de infinity nueve.

> restart:
evalf (sum((1/2"3) ,3=0..9),15) ;

1.99804687500000
> restart:
evalf (sum((1/2"3) ,3j=0..19),15) ;
1.99999809265137

Figura 73. Ejecuciones de S3 para responder a la experiencia 4.

La ausencia de comentarios en este apartado no permite derivar ninguna conclusion sobre
la construccion del conocimiento de los estudiantes que integran el grupo S3.

IV 3.9 Descripcion del apartado Conjetura 1

El grupo S1 comienza este apartado el segundo dia que trabaja en el aula de ordenadores
con la actividad rectangulos, y dedica mas de media hora a reflexionar sobre esta
conjetura. El grupo S3 contesta parcialmente a la primera conjetura en sélo seis minutos.

conjetura 1

¢Para qué valores de 1 la suma 31 es finita? En esos casos, jenal es su valor?
3

Figura 74. Enunciado del apartado conjetura 1.

IV3.9.1 Grupo S1: Conjetural

Daniel comete un error que en ocasiones se observa en el aula (segun la experiencia
docente de la profesora), que consiste en confundir una serie geométrica con una serie
armonica por las similitudes que presentan el término general de estas dos series en su

expresion algebraica:
2. 2"

Serie armonica de orden « Serie geométrica de razén r

A estas alturas de la instruccion, otros estudiantes no conocen aun la serie armdnica, pero
Daniel ya curso el afio anterior una asignatura de matematicas en la Universidad, por lo
que recordaba ciertas nociones sobre series numéricas. En esta intervencion, se observa
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que no s6lo confunde estas dos series sino que ademas se refiere a una serie de funciones,
No a una serie numerica:

Daniel: Para erre igual a uno partido de equis cuadrado sabemos que es convergente. (...)
Para uno partido de equis no es convergente.

Aunque esta confusion no produce ningun resultado incorrecto, pone de manifiesto este
error producido por una ausencia de sentido debida a la complejidad del algebra. Estas
expresiones, en las que la letra n ocupa dos posiciones distintas en una potencia, en un
caso en la base y en el otro en el exponente, inducen a que el estudiante piense en que la
variable n esta involucrada en una potencia sin prestar atencion a la base y el exponente de
la misma. Este error también puede deberse a un despiste, pero no hay méas informacion
que permita discernir qué componente tiene mas peso, el despiste o la ausencia de sentido.

También aparece el error E(aS) (error debido a la incapacidad para distinguir las dos
sucesiones, a, Y S, = Yr_, a,) cuando Chema, al confundir la sucesion S,, = ¥%_, 1% con
la sucesion a,, = 1™, duda de la divergencia de la serie geométrica de razén 1. Este error lo
corrige rapidamente Daniel de modo que no llega a entorpecer produciendo resultados
incorrectos o estados de confusion; al corregirlo deja claro un vinculo entre las dos
sucesiones (SspSucl):

Chema: Cuando erre vale uno ...

Daniel: También va aumentando.

Chema: No, si vale uno erre.

Daniel: Uno, mas uno, mas uno, mas uno.

Chema: También va aumentando, eso es. (...) Claro, es que es sumatorio no es sélo
exponencial, es también...

Por el modo en que contesta Chema a Daniel cuando éste le corrige, parece que este error
se debe sélo a un despiste y no es consecuencia de ignorar el simbolo del sumatorio.

Cuando buscan la caracteristica que diferencia a las series geométricas que convergen de
. . S ;1
las que no convergen, se apoyan en el ejemplo de la serie geométrica de razon 2 desde el
punto de vista geométrico:
Daniel: Cuando se suma algo menos de lo que... {no?
Chema: Cuando se va sumando algo que es inferior a lo que ya hay.
Daniel: (asiente)

Chema: No.
Daniel: Inferior a lo que le queda por rellenar de huecos, ¢sabes?

El hecho de recurrir a la imagen de los rectangulos de la actividad, pone de manifiesto uno
de los roles que juega la visualizacion en los procesos de aprendizaje como soporte e
ilustrador de resultados (Arcavi, 2003), en este caso en el ambito del Andlisis Matematico.

Ante la imposibilidad de contestar analiticamente, recurren a la herramienta de calculo
simbolico:

Daniel: ¢Hacemos un programita de estos nuevo?
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Primero reutilizan unas instrucciones con las que anteriormente (antes de la actividad
rectangulos) habian generado y representado en el plano cartesiano, los primeros terminos
de una sucesion cualquiera; posteriormente, reutilizan otras en las que la sucesion es de
sumas parciales:

Daniel: Aqui tenemos que hacer un sumatorio, no un factorial.

(.)

Chema: Pero el sumatorio del factorial que teniamos antes.

(.)

Daniel: (...) Es que estamos haciendo copy-paste de otros...
Chema: De otros y claro, se arma la de...

Daniel ejecuta tres versiones incorrectas del codigo hasta que en el cuarto intento acierta
con el nombre de cada variable. La respuesta que devuelve Maple le advierte del error en
las instrucciones:

v/ Comienza escribiendo correctamente la variable indice del sumatorio, pero luego
no utiliza esta letra en el cuerpo del sumatorio, de manera que lo que suma no
depende del contador. Ademas, el limite del contador no es la variable de la
sucesion de sumas parciales sino la constante n que en este caso no se utiliza como
variable de la sucesion sino como parametro que determina el nimero de términos
de la sucesion que se calculan y se dibujan en el plano cartesiano:

> restart:

n:=10:
for k to n do alk] := evalf(sum(((-1)"(k)),t=0..n)) end do:
A:=[[1i,a[i]] $i=1..n]:

plot (A, style=point, legend=["Alternativo"]):;

0

Legend
oooooo Altemativo

Figura 75. Primera ejecucion incorrecta de Daniel para contestar a la Conjetura 1.

Con esta instruccion la expresion general de la sucesion de sumas parciales es:

ay = Z(—l)k.

de modo que representa la sucesion: —11,11,-11,11,—11, -~

v Después corrige la letra del contador del sumatorio para hacerla coincidir con la
variable de la expresion que suma, lo cual es correcto, pero utiliza la misma letra
que la del contador del bucle for que es la variable de la sucesion de sumas
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parciales. En este caso no se pueden ejecutar las instrucciones de Maple y devuelve
un error:

> restart:
n:=10:

for k to n do al[k] := evalf (sum(((-1)"(k)),k=0..n)) end do:
A:=[[i,a[i]] $i=1..n]:
plot (A, style=point, legend=["Alternativo"l]):;

Error, (in sum) summation wariable previously assigned, second argument evaluates to 1 =0 .. 10

Plotting error, empty plot

Figura 76. Segunda ejecucidn incorrecta de Daniel para contestar a la Conjetura 1.

Con esta instruccion la expresion general de la sucesion de sumas parciales es:

ag = i (-1
k=0

v Vuelve a corregir la letra del contador del sumatorio y de la variable de la expresion
que suma para que no coincidan con la letra que la variable de la sucesion de sumas
parciales, pero mantiene como limite del contador del sumatorio la letra n que no es
la variable de la sucesion de sumas parciales.

> restart:
n:=10:

for k to n do alk] := evalf(sum(((-1)~(t)),t=0..n)) end do:
A:=[[i,a[i]] $i=1l..n]:
plot (A, style=point, legend=["Alternativo"]):;

2

0s

b
Legend
000000 Alternativa

Figura 77. Tercera ejecucion incorrecta de Daniel para contestar a la Conjetura 1.

Con esta instruccion la expresion general de la sucesidn de sumas parciales es:

ax = Z(—l)t,

de modo que representa la sucesion constante: 1,1,1, -+

Finalmente escribe correctamente la instruccién:
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> restart:

n:=10:
for k to n do al[k] := evalf (sum(((-1)"(t)),t=0..k)) end do:
A:=[[i,a[i]] $i=1l..n]:

plot (A, style=point, legend=["Alternativo"]);
1 . .

0.6
06
0.4

0.2

v F] i g g 10
Legend
@@@@@@ Altemativo

Figura 78. Ejecucion correcta de Daniel para contestar a la Conjetura 1.

Con esta instruccion se define la sucesion de sumas parciales:

k
ay = ;(—1)t,

de modo que representa la sucesion: 0,1,0,1,0,1, -+

La falta de reflexion previa sobre las variables que manejan, provoca pérdida de tiempo y
un estado de confusion que ellos mismos reconocen y que se manifiesta en el error E(nk)
(error debido a utilizar la misma letra para la variable de la sucesion y como parametro).
La aparicion de este error puede justificarse por un despiste o0 una falta de atencion que
subsanan sin desviar la atencion de su objetivo (dibujar los primeros términos de
sucesiones de sumas parciales de series geométrica variando el valor de la razén), aunque
también puede estar ocasionado por la dificultad que acarrea un esquema conceptual de
funcion inadecuado o el significado de las expresiones algebraicas. EI hecho de que no
comentan este error habitualmente, hace pensar que se deba a una falta de atencion, mas
que a un obstaculo cognitivo. Esa falta de atencidn estaria justificada porque estan al
comienzo de la clase y desde hacia seis dias no habian vuelto a trabajar con la herramienta
de calculo simbolico.

Otro hecho que explica la falta de atencion, es que son capaces de detectar que la
instruccion es incorrecta por la representacion en el plano cartesiano que devuelve Maple.
La falta de atencidn la manifiestan modificando aleatoriamente los pardmetros, pero no se
puede decir que presenten un esquema conceptual inadecuado porque entonces no serian
capaces de interpretar la informacion de las graficas.

El grupo S1 es capaz de encontrar el criterio de convergencia de la serie geometrica:
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Figura 79. Respuesta de Maple cuando r = —i

Chema: Vale, y se va haciendo a cero y pico, vale. Y si ahi pones un tres, ¢qué? ¢ Qué
haces?
Daniel: S6lo por ver.

Figura 80. Respuesta de Maple cuando r = — ﬁ

Daniel: Mira, ya empieza ahi a juntarse un poquito. Si pongo un cien aqui.
Chema: Se lo piensa. Ah, dices si...

Daniel: Si es menor que... 0 sea si es...si estd entre menos uno y cero, ¢no?
Chema: Se aburre el ordenador. Ah si.

Figura 81. Representacion de 100 términos cuando r = -

1,01
Chema: Tiende a... converge. Y si es. Pero menos uno entre...
Daniel: Vamos a poner cincuenta.
Figura 82. Representacion de 50 términos cuando r = — %
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Chema: Ya, converge. Y si es mayor gue uno, o sea, entre menos uno y?

Daniel: Y cero, ¢no?

Chema: Y cero. Si, eso es. Si, entre menos uno y cero. Entonces cambia, cambia eso y pones
menos uno con nueve. Y si es...

Daniel: Menos cero con nueve esta entre menos uno y cero

Figura 83. Respuesta de Maple cuando r = —0,9

Chema: Claro, por eso te decia, por verlo mejor.

Daniel: Si, si.

Chema: ¢Y si le pones menos uno con uno? A ver qué te sale.
Daniel: Menos uno con uno ya lo...

&0y

]

Figura 84. Respuesta de Maple cuando r = —1,1

Chema: Ya diverge, eso es. Pero y para los positivos?
Daniel: ;Mm?

E] 7] ]

Figura 85. Respuesta de Maple cuando r = 0,1

Chema: También. Pero te lo hace... A ver. Sigue subiendo.
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1] ] 1) ] i)

Figura 86. Respuesta de Maple cuando r = 0,5

Chema: No, pero estas dando valores positivos.

Daniel: Si.

Chema: Vamos a ver...

Daniel: Para los positivos también converge, entonces.

Chema: Si, hasta uno. A ver, prueba hasta uno. Cero... va, uno con uno, por ejemplo.

]

1] ] 4] & Eil

Figura 87. Respuesta de Maple cuando r = 1

Chema: No, uno siteva a...
Daniel: Cero con nueve, a ver.
Chema: Cero con nueve.

1] ] 4] & Eil

Figura 88. Respuesta de Maple cuando r = 0,9

Daniel: Y en uno ya se hace...
Chema: En uno ya se hace...
Daniel: Cero con nueve, nueve, ya...

1] ] 4] & Eil

Figura 89. Respuesta de Maple cuando r = 0,999
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Chema: Ah, bueno porque ya lo toma... pero va
Daniel: Si, si, si. Va.
Chema: O sea va entre uno y menos uno.

Figura 90. Respuesta de Maple cuando r = 0,99

Chema: Pon cero con ocho, que se va a ver mejor.

15

Figura 91. Respuesta de Maple cuando r = 0,8

Daniel: Entre uno y menos uno, entonces..., excluyéndolos, vamos.
Chema: Claro, excluyéndolos.
Daniel: ¢ Para qué valores es finito?, pues eso.

Cuando al comienzo de este episodio dibujan mas términos de la sucesion para distinguir
mejor su comportamiento, se aprecia muy bien el impacto de la visualizacién de la asintota
horizontal. También en la pendltima intervencion se confirma la influencia de las

representaciones graficas.

Después de concluir correctamente los valores de la razén para que la serie geométrica

converja, buscan una justificacion de este resultado:

Chema: ¢ Por qué? Porque... Pero no encuentro una razon... Porque lo que va sumando...

Daniel: Es menor a la unidad.

Chema: Va siendo, es menor a lo que ya has sumado.
Daniel: (asiente)

Chema: A lo que has, a la tltima suma. A la suma anterior.
Daniel: Si, si, si, si.

Chema: Entonces llega un momento que eso va tendiendo a cero, y entonces... Eso es, claro.

La explicacién la encuentran en la condicion necesaria, aunque no suficiente, para que una

serie converja: el criterio del término enésimo.

Para que la serie ), a,, sea convergente es necesario (pero no suficiente) que lima,,
(o sea, que su término general sea un infinitésimo) (Burgos, 2002, p. 437).
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Aunque la convergencia a cero de la sucesion a,, no basta para que la serie )’ a,, converja,
para ellos es suficiente ya que no han tenido méas experiencias con series numéricas y en el
caso de la serie geométrica se cumple que si |a,| converge a 0, entonces la serie ). a,
converge. Por tanto, en este contexto este resultado puede considerarse valido. A lo largo
de la instruccion, se les mostrara este criterio y el caso de la serie arménica que ejemplifica
la condicidn de que sea necesario, pero no suficiente, el que a,, converja a 0 para que la
serie Y’ a,, sea convergente.

Por ultimo, cuando la suma de la serie es finita han de obtener su valor. La diferencia entre
el caracter monotono de la sucesion de sumas parciales cuando la razon es positiva, del
caracter no monotono cuando la razon es negativa, les hace diferenciar estos dos casos:

Chema: Si, pero ¢y cual es su valor? Pues es distinto cuando es positivo de cuando es
negativo. Porque cuando es positivo se va sumando y cuando es negativo se van
anulando.

Daniel: La diferencia es si es negativo no es monotona, si es positivo si es monotona.

La intervencidn de Daniel expresa, a partir de la visualizacion de su grafica cartesiana, un
vinculo entre las dos sucesiones por el cual una caracteristica de la sucesion a,, determina
la monotonia de la sucesion S,, (SspSuc3). Chema, aunque también establece un vinculo
entre las dos sucesiones al hacer referencia al comportamiento de la sucesién S,, segun el
signo de la sucesion a,,, obvia la informacidén que contiene la grafica de la sucesion en
relacién a la oscilacion, y se fija s6lo en la parte del concepto de signo negativo asociada a
gue “una resta anula valores”.

De hecho, cuando la razon es positiva encuentran una regla entre su valor y la suma de la
serie (que obtienen aproximando la asintota de la representacion grafica de los primeros
valores de la sucesion de sumas parciales):

Chema: O sea, hasta lo que le falta para llegar a la unidad. A la inversa de lo que le falta
para llegar a la unidad
Daniel: Si. Le falta un cuarto. O sea, vale

(...)

Chema: Con cero veinticinco, me daria...

Daniel: Le falta... ¢cuanto le falta para la unidad?

Chema: Quedan tres cuartos, cuatro tercios. (...) Cuatro entre tres, algo més de uno.
Daniel: A uno con tres.

(..)

Chema: Entonces es uno menos... uno menos erre elevado a la menos uno, ;no?
Daniel: Si.

Cuando la razdn es negativa, no son capaces de verificar que también se cumple la formula
que han obtenido. Por este motivo, concluyen erroneamente que no se verifica la misma
férmula para la suma de la serie geométrica de razdn positiva, que para la suma de la serie
geométrica de razon negativa. No se tiene informacion acerca del origen de este error, ya
que realizan un célculo mental que no manifiestan en lenguaje hablado o escrito. Por tanto,
solo se puede concluir que cometen un error que no corrigen:

Chema: Y para los nimeros negativos. Venga, vamos.
Daniel: Supongo que sera lo mismo
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Chema: A lo mejor es lo mismo, pero claro, uno menos algo negativo, al elevarlo a menos
uno. Uno menos algo negativo...

am

Figura 92. Respuesta de Maple cuando r = —0,25

Daniel: Vamos a hacerlo con el cinco. Nos tendria que salir....

-5
oF

12

Figura 93. Respuesta de Maple cuando r = —0,5

Daniel: Que no sale.

Chema: Pues no nos sale.

Daniel: Sale cero con seis periodo.

Chema: Cero con seis periodo. Prueba con cero setenta y cinco, a ver.

an

03

1] ] E1] 40 Ei)

Figura 94. Respuesta de Maple cuando r = —0,75

Chema: Sale siempre igual.
(...) [ContinGa realizando varias pruebas mas]

Figura95.7 = —0,1 Figura96.r = —0,25 Figura 97. r = —0,75

Chema: Se mueve siempre entre cero con cinco y uno, si te das cuenta.
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(..)

Daniel: Vamos a poner uno exagerado. Cuanto més cerquita esta del cero,...

Figura 98. Respuesta de Maple cuando r = —0,01

Chema: Mas se acerca a uno.
Daniel: ...mas se acerca a uno.
Chema: Claro, porque... Y cuando mas lejos?, ¢ Mas?

Figura 99. Respuesta de Maple cuando r = —0,99

Daniel: Se acerca a cero con cinco.

Chema: (...) Para valores que tienden a menos uno, cuando aqui le llamamos erre. Si erre
tiende a menos uno, decimos que se acerca a cero. Pues el sumatorio tiende a cero
con cinco. Y cuando erre tiende a cero, el sumatorio tiende a uno. No, si a uno. Pon
cero con cinco.

Daniel: Era creo que cero seis periodo.

Figura 100. Respuesta de Maple cuando r = —0,5

Chema: Cero seis periodo. Se acaba la hora.

Daniel: No hemos hecho nada, tio.

Chema: Bueno, venga, vamos para adelante y ya esta. Bueno, ya por lo menos hemos sacado
€so.

Las prisas por terminar la actividad antes de que finalice la hora de clase les lleva a no
plantearse una reflexion mas profunda sobre este asunto y se contentan con haber
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respondido a una parte de la pregunta. Mas tarde, la profesora aprueba la decisidn de seguir
adelante con el resto de la actividad:

Chema: Y después hemos sacado la férmula que nos daria para los positivos. Para los
negativos no...
Profesora: Bueno, no importa. Seguid.

Esta intervencion de la profesora estd condicionada por la dinamica de la clase.

En cuanto al empleo de la herramienta informatica, hay que destacar que continlan
utilizando la representacion en el plano cartesiano de los términos de la sucesion de sumas
parciales para aproximar el valor de la suma de la serie.

> restart:

n:=10:
for k to n do a[k] := evalf(sum(((-1/2)"(t)),t=0..k)) end do:
A:=[[i,a[1]] $i=1..n]:

plot (A, style=point, legend=["Alternativo"]);
0.754 °

065

0.554

3 7 [ 8 10
Legend
oooooo Alternativo

Figura 101. Ejecucion de S1 para responder a la conjetura 1.

Este es un claro ejemplo de coordinacion de los esquemas SSP y LS para construir el
concepto de serie numérica (SSsp2): la suma de la serie es el limite de la sucesion de sumas
parciales (SSspl), por tanto, con la grafica de esta sucesion se puede aproximar la suma de
la serie. Esta coordinacién se lleva a cabo en el registro gréafico-cartesiano, lo cual refuerza
el papel de lo visual en el proceso de construccion del conocimiento. En los comentarios de
las experiencias ya se explico que este modo de contestar se interpreta como la
desencapsulacion del objeto serie numérica que han ido construyendo en los distintos
apartados de la actividad.

El tipo de informacién que solicita el grupo S1 a Maple podria obtenerse ejecutando
reiteradamente una sola instruccién de Maple.

Con el comando sum de Maple se pueden obtener las sumas de las series. Ademas, como
puede comprobarse, la respuesta de Maple en los distintos casos justifica sobradamente el
caracter de la misma: undefined cuando diverge por oscilacion, oo cuando diverge a
infinito y —co cuando diverge a menos infinito, o el valor de la suma cuando converge:

200



Anélisis de la comprension de los conceptos de serie numérica y su convergencia

> sum((-1/2)*n,n=0..infinity) ;

2
3
> sum((-1/1.01) “n,n=0..infinity) ;
5024875622
> sum((-1/1.1)”n,n=0..infinity) ;
5238095238
> sum((-0.9)"n,n=0..infinity) ;
5263157895
> sum((-1.1) “n,n=0..infinity) ;
Float(undefined)

> sum((.1) "n,n=0..infinity) ;
1111111111
> sum((.5)"n,n=0..infinity) ;

8]

> sum( (1) *n,n=0..infinity) ;

> sum((.9)"n,n=0..infinity) ;
10.
> sum((.999)"n,n=0..infinity) ;
1000.
> sum((.99)"n,n=0..infinity) ;
100.
> sum((.8)"n,n=0..infinity) ;

Figura 102. Calculo de sumas de series con Maple.

IV 3.9.2 Grupo S3: Conjetura 1

Para contestar a esta conjetura, el grupo S3 se apoya en los resultados que obtuvo en las
experiencias 1, 2 'y 3, y responde correctamente a la primera pregunta:

Manuel: Pues vamos a comparar con los que ya hemos hecho, ¢no? (...) Para los valores
que son fracciones...;,no? (...)Perddn. No, cuando es menor de uno, ¢no?

Carlos: Espera, espera, espera.

Manuel: Cuando es menor de uno. Yo creo

Carlos: ¢Para qué valores de erre la suma...? ¢ Y por qué no calculamos este sumatorio en
Maple?

Manuel: Yo creo que cuando erre es menor de uno.

(...)

Ricardo: Si'y este caso qué. Mira. Que también es menor que uno en si, porque es negativo.
Pero hay algunos negativos..., el menos ocho va a dar infinito, y el menos diez y...

Manuel: ¢Por qué lo sabes? (...) Si, porque el menos dos nos da infinito, menos infinito.
Para los valores entre uno...

Ricardo: Para los valores entre menos uno, entre menos uno

Manuel: ...Entre uno y cero.

Ricardo: No, entre uno y menos uno, entre uno y menos uno.

Carlos: Entre uno y cer... entre uno y menos uno.

Manuel: ¢Podra ser, ser eso?

Ricardo: ¢Podra ser, ser eso?

Carlos: Entre uno y menos uno. ¢Y por qué, por qué te sacas el uno y el, o sea el unoy el
menos uno?

Ricardo: Por los casos anteriores. Pero eso es una bobada, yo creo. Pero vamos a ver.

Carlos: Pero tienes que tener en cuenta que en los casos anteriores tenias un nimero
elevado a algo que no sabias.

Manuel: Bueno chicos y por qué no lo dibujamos aqui
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Ricardo: El sesenta y cuatro tercios. El sesenta y cuatro tercios es mayor que unoy va a ser
un infinito también ¢eh? Estoy seguro
Carlos: Lo comprobamos y punto.

Para corroborar este resultado realizan algunas sumas en Maple para asegurarse de que con
r>1lasumaes o, ysi —1 <r <1, es finita. Como anteriormente la profesora les habia
indicado la instruccién para obtener la suma de la serie, no cometen ningan error. Prueban

p 3 9 64
con valores de larazon, —, —1,1, =y —:
64 10 © 13

> restart:
sum( (3/64) *j,J=0..infinity) ;
64
61
> restart:
sum((-1)~j,J=0..infinity) ;
undefined
> restart:
sum( (9/10) ~j,Jj=0. .infinity) ;

> restart:
sum((64/13)"3,3=0..infinity) ;

Figura 103. Sumas de series geométricas para distintos valores de la razén.

Manuel: Es entre menos uno y uno sin incluirlos.

A la segunda pregunta no responden porque no son capaces de advertir la dependencia
entre a,, y el valor de la razdn, y entre éste y la suma de la serie:

Esto muestra una falta de coordinacion entre los esquemas de SSP y LS que puede estar
originada por la ausencia de un vinculo entre las sucesiones a, y S, que relacione el
resultado del limite de la sucesion S,, con la sucesion a,,. Ese vinculo podria derivarse de
las acciones que han realizado con Maple para comprobar el caracter de la suma de la serie
para distintos valores de la razén. Sin embargo, el grupo S3 no llega a interiorizar estas
acciones porque tienen dificultades para generalizar:

Ricardo: Si. Pregunta cual es su valor. Y ¢ cuales ponemos?

Carlos: Pues lo haces con Maple, tio.

Ricardo: Pero hay mil valores.

Ricardo: Si, pero hay que poner, en esos casos cudl es su valor. Como si hubiera un valor
fijo o que de los ejemplos que pongamos, pongamos su valor.

Carlos: Claro, hay un valor fijo, infinito.

Ricardo: Muy bien... es fini... en esos casos ¢ cudl es su valor?

Carlos: Pues pones dos ejemplos de...

Ricardo: Dale con el de los ejemplos.
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Ademas, solo consideran que el limite converja o diverja a infinito sin contemplar el caso
en el que diverge por oscilacion, lo cual revela que poseen un esquema de limite
inadecuado. Una consecuencia de esto es que no dejen claro qué ocurre cuando la razén
toma un valor negativo, ni siquiera cuando es —1:

Carlos: Pero que dices que ¢en qué casos es finito?...
Ricardo: Entre menos uno y uno.
Carlos: ...porque en el resto, en el resto, el resto es infinito.

Esta idea de que el limite s6lo pueda ser finito o infinito, se ve reforzada por las
experiencias del apartado anterior en las que, por haber escrito mal un paréntesis, habian
obtenido una suma infinita cuando la razon era r = —1. En ese momento no se percataron
del error y se quedaron con la idea de que cuando la suma no es finita, entonces es infinita.
De hecho, ignoran la respuesta de Maple cuando el limite no existe porque diverge por
oscilacion:

> restart:
sum( (-1) *3,3=0. .infinity) ;
undefined

Figura 104. Suma de una serie divergente por oscilacion.

Ricardo: Indefinido.
Carlos: Bue
Ricardo: Menos uno elevado. Bueno, pon ... espérate

Respecto a este asunto hay que comentar varios aspectos:

v El empleo de la herramienta de calculo simbolico deja nuevamente de manifiesto el
obstaculo global que Drijvers (2002) describe como la dificultad para interpretar la
respuesta de la herramienta: cuestionarse el significado de la salida undefined de
Maple daria pie a contemplar la posibilidad de que el limite no existe porque la
sucesion diverge por oscilacion.

v' En algunas investigaciones se hace referencia a que la herramienta de célculo
simbdlico no es la panacea para los problemas del aprendizaje, y éste es un buen
ejemplo de ello. De nada sirve que la herramienta realice calculos precisos y
representaciones graficas inmediatas si el individuo no es capaz de interpretarlos.

v' La actitud que manifiestan hacia las matematicas frena considerablemente los
procesos de aprendizaje. El hecho de que no entiendan la respuesta undefined de
Maple y no traten de conocer su significado, deja claro su desinterés por la
actividad matematica que se traduce en una falta de reflexion.

La dinamica de la clase también dificulta la reflexion. Cuando el grupo S3 pregunta a la
profesora por el significado de “dar el valor cuando la suma es finita”, ésta no se percata de
la dificultad que tienen para comprender lo que se les pide y les anima a continuar con el
resto de los apartados:

Ricardo: Pero y lo de ¢cual es su valor?
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Profesora: Si lo sabéis calcular vale, y si no, seguid con las conjeturas.
Ricardo: Ah bueno, pues seguimos.

IV 3.10 Descripcion del apartado Conjetura 2

A pesar de la sencillez de este apartado, el grupo S1 necesita diez minutos y el grupo S3
mas de veinte para contestar correctamente a la segunda conjetura.

conjetura 2

¢Cuantos rectangulos se necesitan generar para quela suma de sus areas sea al menos 1,999 u??

Figura 105. Enunciado del apartado conjetura 2.

IV 3.10.1 Grupo S1: Conjetura 2

El grupo S1 responde correctamente a la pregunta de la conjetura 2, pero antes de ello
Chema protagoniza dos episodios que merecen comentario.

Cuando Chema asocia una suma infinita con un numero real con expresion decimal
periddica, y una suma finita con una expresion decimal no periddica (supuestamente
exacta, aunque no periodica también engloba a los infinitos decimales de un irracional),
estd cometiendo un error debido a una ausencia de sentido por la dificultad de los
conceptos de nimero real y de infinito:

Daniel: Esto, en vez a la cuenta la vieja, habria que saber hacerlo de la otra manera, ¢no?

Chema: ¢{Qué? ¢ Esto?

Daniel: Habria que saber darle la vuelta a esto.

Chema: Pues ahi tiene la cosa de que si esto es periddico, serian infinitos rectangulos. Como
no es periddico... son unos rectangulos determinados.

Daniel: Si, si, pero claro, por la cuenta la vieja mirando a ver cuando sale si se puede,
pero... pero habra alguna otra manera de hacerlo.

Este comentario de Chema es incoherente con las respuestas de apartados anteriores en los
que ya habia dado una expresion entera para unas cuantas sumas infinitas. La incoherencia
surge cuando aparece la expresion decimal y Chema evoca una imagen inconsistente de
expresion decimal infinita asociada a un proceso que no termina, mientras en apartados
anteriores habia dado una expresion entera para unas cuantas sumas infinitas. Podria
parecer que este error es solo debido a la dificultad por el concepto de numero real, pero el
hecho de que ocurra en el momento en que interviene el concepto de infinito en los
“infinitos decimales”, hace pensar que este concepto también sea causa del error.

El otro hito relevante ocurre cuando Chema se empefia en que Maple resuelva la ecuacion:

x
1

Z oK = 1,999

k=0

Con la sintaxis de Maple gue utiliza, esta haciendo un uso inapropiado de la herramienta de
calculo simbdlico asociado a los errores que describe Drijvers (2002) como:
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v" Las limitaciones de la HCS vy la dificultad de proporcionar estrategias algebraicas

que ayuden a la HCS a superar estas limitaciones (error global).

v La imposibilidad de decidir cuando y como el algebra computacional puede ser Util

(error global).

v' Ladificultad de transferencia entre las técnicas de la HCS y las de lapiz y papel por

la falta de congruencia entre las técnicas en los dos medios (error global).

v" La concepcion limitada de la solucidn algebraica (error local).

Nachmias y Linn (citados en Tall, 1989) observaron como algunos estudiantes
interpretaban literalmente las representaciones graficas que visualizan en la pantalla del
ordenador. En este caso, Chema traduce literalmente a la herramienta de calculo simbdlico
el esquema algebraico de resolucion que tiene en la cabeza, y que no es capaz de llevar a
cabo con lapiz y papel. Por desconocimiento de las instrucciones de Maple y su sintaxis,

ejecuta una instruccién incorrecta:

> restart:

Plotting error, empty plot

for k to n do alk] :=
A:=[[i,a[i]] $i=1l..n]:
plot (A, style=point, legend=["Alternativo"]):;

Error, final value in for loop must be numeric or character

evalf (sum(1/(27t) ,t=0..k))=1999/1000 end do:

Figura 106. Ejecucion incorrecta de Chema para contestar a la Conjetura 2.

Una posible solucion consiste en utilizar la instruccién solve de Maple. La siguiente
ejecucion muestra cémo encontrar la solucion que busca Chema y como comprobar la

veracidad de la misma:

> restart:

> evalf:

evalf (solve (sum(1l/2"k,k=0..x)=1999/1000,%)) ;

9.965784284

Sum(1/2"k,k=0..9)=evalf (sum(1/2"k,k=0..9)) ;
Sum(1/27k,k=0..10)=evalf (sum(1/2"k,k=0..10)) ;

]

2

k=0

= 1.998046875

2
&-"—

1

=

1
—=1.999023438

P

2

k=0

Figura 107. Posible solucion para la Conjetura 2.

Por Gltimo, en relacion al uso de la herramienta de calculo simbdlico, contintan ejecutando
el blogue de instrucciones que han utilizado para realizar toda la actividad, a pesar de no

necesitar algunos de los resultados que obtienen, como la grafica del plano cartesiano:

205



CAPITULO IV Anélisis de datos

> restart:
n:=100:

for k to n do a[k] := evalf (sum(l/(2"t) ,t=0..k)) end do:
A:=[[i,a[i]] $i=1l..n]:
a[nl;
plot (A, style=point, legend=["Alternativo"])
2.000000000

s = i Bl Ei] 180
Legend
oooooo Alternativo

Figura 108. Ejecucion de S1 para contestar a la conjetura 2.

Incluso una vez que en la lista A tienen a los cien primeros términos de la sucesion de
sumas parciales, siguen ejecutando el mismo bloque de instrucciones modificando el valor
de la variable n, en vez de utilizar la informacion que queda almacenada en la lista. De ese
modo, repiten una ejecucion como la anterior las cinco veces que prueban con distintos
valores de n. La siguiente tabla muestra un resumen de los resultados que devuelve Maple,
sin considerar las representaciones graficas en el plano cartesiano:

n an

n:=50: 2.000000000
n:=10: 1.999023438
n:=15: 1.999969482
n:=14: 1.999938965
n:=13: 1.999877930

Tabla 6. Términos de la SSP para distintos valores de n.

Un modo de optimizar la carga computacional, podria consistir en ejecutar las siguientes
instrucciones con las que se obtienen los valores deseados sin realizar las representaciones
gréficas:

> evalf(al[l0]);

1.999023438
> evalf(a[l5]) ;

1.999969482
> evalf(a[l4]) ;

1.999938965
> evalf(all3]):;

1.999877930

Figura 109. Propuesta para responder a la Conjetura 2.
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Como se ha comentado anteriormente, aungue la solucion del grupo S1 no es eficiente
porque consume muchos recursos del ordenador, se interpreta como la des-encapsulacion
del pre-objeto serie numérica para realizar las acciones de evaluacion de la expresion
general para un valor de n concreto, y de comparacion de ese valor con el nimero 1,999.

IV 3.10.2 Grupo S3: Conjetura 2

La confusion que produce la lectura errénea del punto decimal en el nimero 1.999 (el
grupo lee el namero mil novecientos noventa y nueve, en vez de la expresion decimal uno
coma nueve, nueve, nueve), da una oportunidad para que Manuel exprese su concepcion
objeto del Pii resultante de afiadir nuevos rectangulos a la figura coloreada (representacion
de la sucesion S,,).

Manuel: Es que esto como mé&ximo va a ser dos.

Aunque la expresion que utiliza (*como maximo va a ser”) se asemeja a las expresiones
que denotan una concepcion proceso, se considera que manifiesta una concepcion objeto
por haber encapsulado el Pii en un objeto mediante la accion de comparacion de las areas
de las figuras resultantes del Pii (Brown y otros, 2008) con el rectangulo 2 x 1. El modo de
representacion grafico-geométrico juega un papel crucial en esta accion de evaluacion. El
resto del grupo no contesta a este comentario.

Una vez aclarada la confusion, tratan de responder a la pregunta comprobando cuénto
valen distintos términos de la sucesion de sumas parciales para elegir aquel que primero
sobrepase 1,999. EI nimero de rectdngulos sera el valor de la variable discreta para ese
término.

Al utilizar la herramienta de célculo simbolico para probar con el término S,,, cometen un
error que pone de manifiesto un esquema de funcion inadecuado:

Ricardo: Ya sé. Aqui se pone sumatorio de uno partido dos a la k, desde ene, y ponemos por
ejemplo igual a diez. Porque si a la cinco es uno coma noventa y seis, se prueba a la
diez. Ponlo, ponlo, ponlo. Ponlo ahi.

Este error consiste en un uso incorrecto de la variable indice del sumatorio y de la variable
de la funcion discreta S,,, ya que el nimero 10 es el valor que han de asignar a la variable
de la funcion discreta y que ocupa el nivel superior del sumatorio:

10
1
¥
=0

Sin embargo, ellos utilizan este nimero en el nivel inferior del sumatorio, cambiando por
completo el significado de la suma:
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> restart:
sum((1/273) ,j=10. .infinity) ;

> restart:
evalf (sum((1/2”73) ,3=10..infinity) ,3);

.00195

Figura 110. Ejecucion erronea de S3 para contestar a la conjetura 2.

El origen de este error esta en una ausencia de sentido debida a la complejidad del objeto
matematico funcion. En este caso, la dificultad estd asociada al significado de la variable
independiente de la funcion discreta:
=1
St =) o
j=0

Ademas, aparecen otras dificultades debidas al algebra y al concepto de sucesion de sumas
parciales. En cuanto al algebra, la frase de Ricardo “Porque si a la cinco es uno coma
noventa y seis, se prueba a la diez”, deja entrever que conoce el procedimiento que le
llevara a la respuesta, sin embargo, tiene dificultades para expresarlo algebraicamente.
Posiblemente, si hubieran dispuesto de una lista con algunos términos de la sucesion de
sumas parciales, no habrian tenido ningin problema en encontrar la respuesta correcta.
Pero el problema para ellos es expresar, tanto verbal como algebraicamente, los objetos
matematicos. Por ello, poseer un esquema consistente de sucesién de sumas parciales como
funcidn discreta, contribuiria a que no se produjeran este tipo de errores.

Al observar el segundo resultado, Carlos comete el error E(aS) cuando, al tratar de
justificar el resultado que obtienen de Maple y que no esperan, confunde la sucesién
Sn = Xk—o ax Ccon la sucesion a,:

Carlos: Lo que pasa es que ahora, como le has dado un valor muy alto a la k, que es diez,
si... cada valor alto te va a salir un nimero més pequefio, porque es uno partido
mucho.

Ningun otro compafiero corrige este error. EI hecho de que en unos contextos diferencie las
dos sucesiones y que en otros no sea capaz de hacerlo, induce a pensar que no ha
construido un esquema consistente de sucesion de sumas parciales.

El entorno de la herramienta de calculo simbolico, ademas de permitir que se manifiesten
las dificultades debidas al algebra, es idéneo para que el individuo se percate de ellas y
trate de solucionarlas. En este caso, gracias al uso que se le puede dar a este entorno como
banco de pruebas y a la inmediatez de las respuestas, Manuel realiza varios ensayos con
distintos rangos de valores para el contador del sumatorio.

Comienza sumando con un rango acotado, pero superiormente desconocido, de modo que
el resultado depende de un parametro:
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> restart:
evalf (sum((1/2~j),3j=10..k),3);

k+1)
-2..500 +.00195

Figura 111. Variable contador entre 10 y k.

Posteriormente suma hasta infinito, comenzando, respectivamente, en 10 y en 5:

> restart:
sum((1/273) ,j=10. .infinity) ;

> restart:
evalf (sum((1/2”7,3=5..infinity))) ;
.06250000000

Figura 112. Variable contador en el intervalo [10,0) y en el intervalo [5,0).

Vuelve a sumar hasta un valor desconocido, que en este caso coincide con la variable
contador y de nuevo el resultado depende de un parametro:

> restart:
evalf (sum((1/2"3,3=5..9))) ;

P+l
2. 5000000000” " + 06250000000

Figura 113. Variable contador en el intervalo [5,).

Finalmente, ejecuta una instruccion de Maple que muestra la operacion con notacion
matematica sin visualizar el resultado.

> restart:
Sum((1/2"7,3=5..infinity)) ;

Figura 114. Expresién matematica de la suma.

Las distintas ejecuciones parecen no estar meditadas, sino mas bien elegidas al azar, y sin
embargo ayudan a que Manuel se dé cuenta de como resolver este apartado:

Manuel: Es que... Es que tendria que ser desde jota igual a cero, ¢no? (...) (Manuel teclea)
Ahora si, chavales. (...) Que es desde el principio, desde cuando empiezas a coger
rectangulicos.

Una vez que Manuel descubre el modo correcto para expresar la suma finita, aproxima con
. . . . . . -, 1

cinco cifras decimales los primeros términos de la sucesion S, = Z};O; , hasta que

encuentra el que mas se aproxima inferiormente al nimero 1,999.

Las pruebas las realiza para obtener los valores de los términos S¢, S5, Sg, S10: So, Y S11-
Comienza probando con los siete primeros sumandos, y obtiene la primera aproximacion
con el término Sg = 1,98438:
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> restart:
evalf (sum((1/2°5,3=0..6)),6);

1.98438

Figura 115. Suma de los siete primeros términos.

Continda afadiendo un sumando mas y calcula los valores de las sumas de los ocho y
nueve primeros sumandos, obteniendo S; = 1,99219 y S = 1,99609:

> restart:
evalf (sum((1/2”3,3=0..7)),6);
1.99219
> restart:
evalf (sum((1/2”3,3=0..8)),6);

1.99609

Figura 116. Suma de los ocho y nueve primeros términos.

Como la aproximacion no es suficiente, prueba con dos sumandos mas y calcula el valor de
los once primeros sumandos obteniendo S;, = 1,99902:

> restart:
evalf (sum((1/2"~j,3=0..10)) ,6) ;

1.99902

Figura 117. Suma de los once primeros términos.

Manuel: Ahi lo tenemos.

Ricardo: Al menos diez.

Manuel: Desde diez en adelante, ¢no?

Ricardo: Bueno, pon nueve para probar, por si acaso.

Al exceder este ultimo valor la cantidad de 1,999, vuelve a probar con un sumando menos
por si el término S, aproxima mejor que S; o; obtiene asi S = 1,99805:

> restart:
evalf (sum((1/2°3,3=0..9)),6);

1.99805

Figura 118. Suma de los diez primeros términos.

Tras comprobar que la aproximacion no ha mejorado, realiza una Gltima prueba y calcula
la suma de los doce primeros sumandos para obtener S;; = 1,99951:

> restart:
evalf (sum((1/2"j,3=0..11)) ,6) ;

1.99951

Figura 119. Suma de los doce primeros términos.

Carlos: Se necesitan al menos diez.

(.)

Carlos: Al menos diez, vale.
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vV 3.11 Descripcion del apartado Conjetura 3

La confusion acerca de la identidad de la “figura 1” a la que hace alusién el enunciado,
provoca que el grupo S1 necesite cinco minutos para contestar a estas preguntas de
respuesta casi inmediata. EI grupo S3 contesta en los Gltimos dos minutos de clase.

conjetura 3
;Cual esla diferencia entre el dreade la figura 1 v el drea de 1a figura coloreada, resultante de
iterar el proceso 7 veces? ;Y 10 veces? ;A qué valor se acerca la diferencia entre el area total y

el drea de los cuadrados generados tras n iteraciones?

Figura 120. Enunciado del apartado conjetura 3.

IV 3.11.1 Grupo S1: Conjetura 3

El grupo S1 contesta correctamente y sin dilacién. Apoyandose en el registro geométrico,
obtienen la diferencia calculando el area no coloreada en el paso séptimo y décimo,
respectivamente, del proceso iterativo:

Chema: Vale. Seria, uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete. Pues un sesenta y cuatroavo.

(.)

Daniel: Esa es la diferencia. (...)Uno partido de sesenta y cuatro. (...) Uno partido mil
veinticuatro para n igual a diez.

(...)
Daniel: ¢A qué valor se acerca la diferencia entre el &rea de .... Se acerca a cero.
El grupo S1 finaliza la actividad rectangulos sin necesidad de utilizar mas de dos dias de
trabajo en el aula de ordenadores.

IV 3.11.2 Grupo S3: Conjetura 3

A pesar de que las respuestas a este apartado son correctas, Ricardo hace un comentario al
principio que manifiesta un esquema cognitivo de limite inconsistente.

Manuel: A cero.

(.)

Ricardo: Va a ser cero coma nueve, nueve, nueve, o algo de eso. Se va a acercar a algo asi.

Manuel: Yo creo que a cero.

Carlos: Claro, se va a acercar cada vez mas a dos. Se van a sumar los decimales, los
decimales, los decimales...

Manuel: Pero si restas.

((Zarl)os: Ah, la diferencia. (...) Yo es que pensaba que era sélo eso.
Aunque tanto Carlos como Ricardo dan soluciones incorrectas para el valor del limite, para
Ricardo es 0,999 ... y para Carlos 2, la respuesta de Carlos se debe a un despiste porque
confunde la diferencia entre el area del rectangulo 2 x 1 y el area de la figura resultante de
afiadir nuevos rectangulos de manera indefinida, con esta Gltima, de modo que desde su
planteamiento la respuesta era correcta. Sin embargo, la respuesta de Ricardo esta
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totalmente descontextualizada y hace referencia s6lo a que serd un ndmero con una
expresion decimal con muchos nueves.

Por otro lado, Manuel y Carlos manifiestan una concepcién objeto de serie numérica
porque logran encapsular el proceso de generar términos de la sucesion de sumas parciales
en su limite, la serie numérica. La diferencia entre Manuel y el resto del grupo es que éste
compara el area del rectangulo del rectangulo 2 x 1 con el area de la figura resultante de
afiadir nuevos rectangulos de manera indefinida; al ser igual, su diferencia es nula. Asi, al
realizar esta operacion habra encapsulado el proceso iterativo infinito en el objeto serie
numeérica, o lo que es lo mismo, el limite de la sucesién S,,.

V4 SEGUNDA ETAPA DEL ANALISIS: CARCATERIZACION POR
GRUPO

En este apartado se sintetizara lo méas relevante de los hitos que ya se han comentado en la
primera etapa del analisis.

IV 4.1 Caracterizacion del grupo S1

El grupo S1 responde a todas la cuestiones que plantea la actividad, salvo en la conjetura 1
cuando ha de obtener el valor de la suma de la serie geométrica para valores de la razon
negativos y mayores que —1. Ademas, las respuestas son correctas con la excepcion de
aquellas relacionadas con dar el valor de un limite, porque parten de un esquema de limite
inconsistente. Esto les lleva a plantearse que la suma de la serie se acerca a un valor (su
suma), pero no llega a alcanzarlo.

A pesar de la inconsistencia del esquema de LS, lo mas relevante para la comprension del
concepto de serie humérica es que sean capaces de entender que la serie es el limite de la
sucesion de sumas parciales, y el grupo S1 da muestras continuas de ello coordinando los
esquemas de SSP y LS. Esto se produce cuando:

v en el apartado enfoque geométrico se refieren al resultado del proceso iterativo de
construccion de la figura coloreada como un limite;

v' en el apartado enfoque grafico concluyen el limite de la sucesién de sumas
parciales s6lo con fijarse en el listado de los valores numéricos de los primeros
términos de la misma, y utilizan la asintota de la funcion discreta f(n) = S,, para
representar en el plano cartesiano esta funcion;

v en el apartado reflexiona se refieren a la suma de la serie con la frase “tiende a”;

v en las experiencias 1, 2 y 3 se refieren al valor de la suma de las series como “el
limite”, e incluso reemplazan la igualdad por el simbolo “—”0 la frase exacta de
“tiende a”;

v’ en las experiencias 1, 2 y 3 y en la conjetura 1 utilizan la representacion en el plano
cartesiano de los términos de la sucesion de sumas parciales para aproximar el valor
de la suma de la serie.
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Al margen de la coordinacion de los esquemas de SSP y LS, el grupo S1 también muestra
una construccion consistente del esquema de SSP a través de los vinculos que establece
entre las dos sucesiones que estan implicadas en una serie, la de sumas parciales, S,,, y la
del término general de la serie, a,,. Estos vinculos se explicitan cuando:

v en el apartado Calcula y en el Enfoque grafico utilizan una expresion algebraica
para el término general de la sucesidn de sumas parciales con un sumatorio;

v en el Enfoque grafico representan los valores de la funcion discreta f(n) = S,
siguiendo la ley por la que el siguiente punto es el anterior mas el correspondiente
término de la sucesion a,,, es decir, Sp,+1 = Sy, + Aptq;

v' en la Conjetura 1 concluyen ciertas propiedades de la sucesién S, como la
monotonia, segun el signo de los términos de la sucesién a,,.

No se puede decir lo mismo del esquema de LS que han construido en los cursos de
bachillerato. Como se ha comentado mas arriba, manifiestan ciertas inconsistencias e
incoherencias que afectan directamente a la construccion del concepto de convergencia de
serie numérica, principalmente por la concepcion de que el limite nunca se alcanza y por
algunas incoherencias respecto a propiedades de los limites como la unicidad y la
divergencia por oscilacion. De ese modo, al reconocer la suma de la serie como un limite,
trasladan estas inconsistencias e incoherencias a la suma de una serie. Por ejemplo, en la
Experiencia 3 se hacen explicitas algunas incoherencias del concepto de limite cuando
asignan +oo 0 los valores 0 ¢ 1 a la suma de una serie que diverge por oscilacion.

El que consideren que el limite nunca se alcanza, es una de las nueve ideas equivocadas de
los estudiantes acerca del concepto de limite que salieron a la luz en el trabajo de Davis y
Vinner (1986). Esto provoca que no puedan construir el objeto trascendente serie
numérica, a pesar de coordinar los dos esquemas SSP y LS: cuando plantean que la
sucesion “no llegard” a su limite, estan estableciendo un vinculo entre la sucesion S,, y su
limite. Pero este vinculo esta afectado por la concepcion equivocada que poseen de limite,
lo cual provoca que la evaluacién sobre el proceso iterativo infinito no logre encapsularlo.

De este modo, se puede considerar que la concepcién equivocada de limite como algo
inalcanzable, es decir, la inconsistencia del esquema de limite de una sucesion, es un
obstaculo para la construccion del concepto de serie numérica. Este obstaculo, tiene una
fuerte componente epistemoldgica avalada por otras investigaciones (Cornu, 1991;
Sierpinska, 1985).

Cuando en el Enfoque geométrico el grupo S1, tras observar los dibujos del proceso
iterativo de creacién de nuevos rectangulos, afirma que el area coloreada “se acerca pero
nunca llega a dos”, esta ejemplificando la diferencia existente entre haber construido
completamente un proceso infinito y verlo como una totalidad (Brown y otros, 2008): se
podria decir que el grupo S1 ha construido completamente el proceso iterativo infinito pero
no lo ve como una totalidad porque, aunque es capaz de imaginarse lo que ocurrira en el
siguiente paso (*“se acerca”), no llega a contemplar la totalidad del proceso que conduce a
que “llegue a dos”.
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Sin embargo no puede decirse que manifieste sélo una concepcién proceso de Pii ya que
realizan una accion de evaluacion sobre el Pii cuando comparan el area resultante del Pii
con el area del rectangulo 2 x 1. El resultado de esta evaluacion no es el objeto
trascendente porque la concepcion de limite inalcanzable obstaculiza que vea el Pii como
una totalidad. Por eso se ha considerado que construyen un pre-objeto.

También el grupo S1 manifiesta un esquema conceptual inconsistente de infinito que
influye negativamente en la construccion del concepto de convergencia de serie numérica.
Por ejemplo, cuando:

v en la Experiencia 2, al aparecer series divergentes, tienen problemas para coordinar
los esquemas de SSP y LS. En esta misma experiencia, Chema aclara que el motivo
por el cual considera que el limite no se alcanza es porque “no es posible llegar a
infinito”;

v en la Experiencia 3, al enfrentarse a series que oscilan, se plantean la paridad de
infinito como si se tratase de un nimero entero del cual se puede decidir si es par 0
impar;

v' en la Conjetura 2 la cuestion de una expresion decimal con infinitos decimales
también plantea un problema para coordinar los esquemas de SSP y LS.

Sin embargo, a pesar de estas inconsistencias en las concepciones previas de conceptos
sobre los que se apoya la construccion del esquema de convergencia de serie numeérica, el
grupo S1 da muestras de haber construido un pre-objeto serie numérica e incluso de
aproximarse a tematizar el esquema cuando es capaz de desencapsular ese pre-objeto. Esto
ocurre en las experiencias 1, 2y 3 y en la Conjetura 1, cuando desencapsulan el pre-objeto
serie numérica convergente para actuar sobre el proceso iterativo infinito S,, o sobre la
accion de obtener un término de esa sucesion.

Por todo ello, con respecto al nivel de desarrollo del esquema de convergencia de serie
numérica, el grupo S1 posee un nivel Inter avanzado: coordina los esquemas de SSP y LS
y posee un nivel Trans de desarrollo del esquema de SSP, pero su concepcion de limite y
de infinito impide que construya completamente el objeto serie numérica.

IV 4.2 Caracterizacion del grupo S3

El grupo S3 responde a todas las cuestiones que plantea la actividad, salvo a la segunda
pregunta de la Conjetura 1. Las respuestas no son siempre correctas porque en ocasiones el
grupo ejecuta instrucciones de Maple que no son las adecuadas y acepta la respuesta de
Maple sin cuestionar su acierto.

En general, el grupo mantiene un modo de trabajar en el que lo mas destacado es la
obtencién rapida de resultados sin reflexionar previa y posteriormente acerca de su
significado. Por ejemplo, cuando en la Experiencia 3 se confunden al escribir un paréntesis
y suman la serie Y52, —1%, en vez de la serie X.i2,(—1)%, aceptan como resultado —co
cuando la respuesta correcta es que la suma diverge por oscilacion y, por tanto, no existe;
el grupo sencillamente copia la respuesta. Para percibir el caracter oscilante basta con
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representar o listar los primeros términos de la sucesion de sumas parciales, pero no lo
hacen a pesar de que tienen a su alcance las herramientas para llevarlo a cabo. Més tarde,
cuando en el apartado conjetura 1 suman esta serie escribiendo correctamente los
paréntesis y leen la respuesta de Maple (undefined), no la entienden pero no se la
cuestionan y simplemente lo dejan de lado y contintGan. Este episodio ejemplifica muy bien
como actua el grupo frente a la actividad matematica, por eso, cuando en otras ocasiones
responden correctamente, no se puede asegurar que se haya producido una construccion
del conocimiento.

Este modo de trabajar, unido a la cantidad de errores que cometen por diversos motivos,
les lleva a establecer pocos vinculos entre los elementos matematicos que constituyen el
concepto de convergencia de serie numérica.

Los errores que cometen tienen casi siempre una fuerte componente debida a dificultades
asociadas a actitudes afectivas. Se han detectado dos tipos distintos de situaciones en las
que destaca la actitud poco reflexiva del grupo frente a la actividad matematica:

v en los apartados Calcula y Enfoque grafico, uno de los integrantes del grupo detecta
alguna equivocacion en la respuesta, o en algun paso intermedio en la elaboracién
de la respuesta; cuando advierte de ello al grupo, sus compaferos ignoran su
observacién. Al margen de la causa por la que se comete la incorreccion, la actitud,
tanto del grupo sin prestar atencion como del individuo que no insiste en corregirla,
provoca que no se tome conciencia de haber cometido un error y por tanto se pierde
la oportunidad para construir el conocimiento implicito en la aceptacion de un error
y en su correccion.

Esta construccion se puede apreciar cuando en la Experiencia 2 un integrante del
grupo, Carlos, manifiesta una descoordinacion de los esquemas de SSP y LS y una
ausencia de vinculo entre las sucesiones a,, y S,,; esto provoca una reaccién en los
otros dos compafieros que dan respuestas en las que coordinan los dos esquemas y
establecen un vinculo entre las dos sucesiones. De ahi la relevancia de tomar
conciencia de los errores que cometen;

v’ en repetidas ocasiones (en los apartados Enfoque grafico y Reflexiona) incurren en
el que se ha llamado error E(nk), que consiste en confundir el significado de la
variable n de la sucesion y de la variable indice de un sumatorio. La persistencia de
este error, a pesar de que la profesora lo corrige en alguna ocasion, hay que
buscarla en una actitud poco reflexiva que conduce a respuestas impulsivas.

Todas estas situaciones dificultan la construccion del conocimiento porque restan
oportunidades para que se establezcan relaciones entre los elementos matematicos que
conforman el concepto de convergencia de serie numérica.

La otra componente que destaca en los errores que cometen, esta asociada a obstaculos o a
una ausencia de sentido por la complejidad de los objetos matematicos. Por ejemplo:
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v

en los apartados Calcula y Conjetura 2 tienen dificultades para expresar
algebraicamente objetos matematicos, como “el doble de” o “sumar desde O hasta
107;

en el apartado Reflexiona una ausencia de sentido debida a la complejidad del

concepto de serie numérica como resultado de coordinar los esquemas de SSP y de
LS, provoca la confusion entre los esquemas de SSP y LS que se manifiesta

igualando la suma infinita 1 +%+i+ - a la suma de una cantidad finita de
sumandos;

en la Experiencia 3 escriben incorrectamente un paréntesis en una expresion
algebraica cambiando por completo su significado;

en los apartados Experiencia 1 y Conjetura 2 algun integrante del grupo confunde la
sucesién S,, con a,, por fijarse solamente en el término general de la sucesion de
sumas parciales olvidando el operador suma; ese mismo individuo en otras
ocasiones distingue las dos sucesiones.

Al margen de los errores que cometen, se dan otras situaciones en las que no construyen el
esquema de SSP porque no establecen vinculos entre las dos sucesiones implicadas, la
propia sucesion S, y la del término general a,,. Esto ocurre cuando, por ejemplo:
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en los apartados Enfoque geométrico, Calcula y Enfoque grafico obtienen un
término general para la sucesion de sumas parciales con una fraccion algebraica,
ignorando la sucesion a,. Probablemente esta pérdida de vinculo entre las dos
sucesiones tenga una relevancia especial porque en los primeros apartados de la
actividad rectangulos es donde méas se matizan las caracteristicas de la SSP;

en la Experiencia 2 un integrante del grupo no es capaz de argumentar sobre el
caracter de la serie a partir de el de la sucesion a,,, por la ausencia de una reflexién
sobre las acciones que han realizado anteriormente sumando series geométricas con
distintos valores para la razon. Esta reflexion le hubiera permitido interiorizar las
acciones en un proceso con el que podria distinguir la convergencia de una serie
geométrica fijandose solo en el valor de la razén;

en la Experiencia 3 no son capaces de detectar que se han confundido al escribir un
paréntesis y suman la serie .22, —1%, en vez de la serie Y.22,(—1)*, aceptando por
valida la respuesta —oo de Maple cuando la respuesta correcta es que la suma no
existe porque diverge por oscilacion. Esto se produce porque no ejecutan ninguna
accion de evaluacion o de representacion en el plano cartesiano de algunos
términos de la sucesion de sumas parciales, que les dé una oportunidad para
reflexionar sobre ellas e interiorizarlas. Con ello estarian contribuyendo a construir
el esquema de SSP;

en la Conjetura 1 no son capaces de responder a la segunda pregunta porque no
interiorizan las acciones de obtener la suma de la serie para diversos valores de la
razdn; esto se produce por la falta de reflexion sobres estas acciones. Si lo hicieran,
podrian encontrar una relacién entre los valores de las sumas y el valor de la razon.
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A pesar de ello, en algunas ocasiones si establecen vinculos entre las dos sucesiones,
construyendo asi parte del esquema de SSP. Esto ocurre cuando, por ejemplo:

v en el apartado Reflexiona un integrante del grupo corrige a otro que ha confundido
la sucesion S,, por a,,; con ello incita al compariero a fijarse en la relacion entre las
dos sucesiones;

v' en la Experiencia 1 un integrante del grupo establecié un vinculo ente las dos
sucesiones al corregir el error de confundir la sucesion S,, con la sucesion a,,
fijandose en la caracteristica de S,, de la recursividad,;

v en la Experiencia 2 las acciones que han llevado a cabo en apartados anteriores
sumando series las interiorizan (s6lo dos integrantes del grupo) en un proceso por el
que son capaces de distinguir la convergencia de algunas series geomeétricas
fijandose en el valor de la razon.

Estos vinculos no son suficientes para construir un esquema consistente de SSP. De hecho,
las pocas manifestaciones de vinculos entre las dos sucesiones son propias de un estado
INTER de desarrollo del esquema de SSP que no es adecuado para construir el concepto de
convergencia de serie numerica.

El esquema de LS que han construido en los cursos de bachillerato es inconsistente al
menos en lo referente a la no convergencia. En la Conjetura 1, aunque concluyen
correctamente los valores para los cuales la serie geométrica converge, afirman que en el
resto de los casos la suma es oo, sin plantearse la posibilidad de que no sea convergente
porque diverja por oscilacion o porque diverja a —co. En el segundo caso, puede ocurrir
que se hable de que un limite es infinito cuando diverge, sin especificar el signo debido a
un obstaculo didactico relacionado con el principio de extensidon genérica de Tall (1991)
por el abuso de ejemplos en los que se manejan ndmeros positivos; el caso en el que el
limite diverge por oscilacion, simplemente se ignora.

No hay muchas mas referencias al esquema de limite porque, como se ha comentado mas
arriba, no construyen el esquema de SSP que deben coordinar con el de LS. De hecho, se
puede hablar méas de una ausencia de coordinacion de estos esquemas que de lo contrario.
Muestra de ello es la falta de comentarios en la Experiencia 1 cuando el grupo obtiene las
sumas de las series que requiere el enunciado manteniendo la postura de copiar y pegar sin
reflexionar sobre los resultados que obtienen o esperan obtener.

De hecho, el grupo S3 en toda la seccion experimenta se limita a copiar y pegar sin
reflexionar sobre el significado del valor del pardmetro r en los resultados de las sumas de
las series. Esto conlleva una ausencia total de vinculo entre los elementos del modelo. La
postura de copiar sin plantearse la veracidad de la respuesta que devuelve Maple, ni
siquiera en el caso en que devuelve un valor que no espera, muestra el aspecto negativo
que destaca Tall (1989) de las herramientas de calculo simbdlico que pueden entorpecer el
aprendizaje por la autoridad del ordenador. Una forma de prevenir esto, es evitar que en el
alumno se establezca una dependencia con las herramientas informaticas, como aconseja
Drijvers (2002).
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Sin embargo, al final de la actividad (en la Conjetura 3), dos integrantes del grupo son
capaces de realizar una evaluacion sobre el Pii para encapsularlo en el objeto serie
numeérica. S6lo por esta evaluacién no se puede decir que hayan construido el objeto serie
numérica porque en el resto de la actividad han mostrado un estado de desarrollo del
esquema poco avanzado y se han podido observar situaciones en las no han establecido
vinculos necesarios para construir el concepto.

Por todo ello, con respecto al nivel de desarrollo del esquema de convergencia de serie
numérica, el grupo S3 posee un nivel Intra avanzado: en algun contexto coordina los
esquemas de SSP y LS, pero posee un nivel Inter de desarrollo de SSP.

IV5 TERCERA ETAPA DEL ANALISIS: CARACTERIZACION
GLOBAL

A pesar de que los dos grupos responden correctamente en la mayoria de los apartados de
la actividad rectangulos, no se puede decir que ambos hayan construido el concepto de
convergencia de serie numerica. Mientras el grupo S1 mantiene una postura reflexiva que
le conduce a establecer relaciones entre elementos matematicos y a coordinar los esquemas
conceptuales que subyacen al concepto de convergencia de serie numérica, el grupo S3 se
muestra irreflexivo y pierde oportunidades para construir consistentemente su
conocimiento. Asi, ambos grupos poseen niveles de desarrollo del esquema de
convergencia de serie numeérica diferentes, el grupo S1 posee un nivel Inter avanzado y el
grupo S3 un nivel Intra avanzado.

Sin entran en detalles que ya se han comentado en los dos apartados anteriores, se han
encontrado dos hitos importantes que diferencian el modo en que construyen el
conocimiento de los grupos analizados: la actitud matemaética y hacia las matematicas, y
los esquemas previos que poseen los individuos sobre conceptos mateméticos que
intervienen en la construccion del topico que se estudia. También se comentara el uso que
hacen de la herramienta de calculo simbolico.

IV 5.1 Componente afectiva del aprendizaje

La componente afectiva del aprendizaje se ha mostrado como una caracteristica
diferenciadora en el proceso de construccién del conocimiento de los dos grupos
analizados. La capacidad de reflexion ante una pregunta que se ha de contestar y ante su
respuesta es fundamental para construir el conocimiento. Por un lado, evita que se cometan
ciertos errores que distraen la atencion del individuo y, por otro lado, es imprescindible
para que éste estructure los elementos matematicos en su mente (Asiala y otros, 1996;
Sfard, 1991).

La consumacidn de errores no ha de interpretarse como algo negativo, ya que si uno se da
cuenta de que ha cometido un error y lo corrige, esta brindando una oportunidad para
establecer vinculos entre elementos matematicos e impulsar la construccion del
conocimiento. Por eso, se mide méas la capacidad del grupo para percibir los errores y
corregirlos, que el nimero de errores que comete. En ese sentido, en general el grupo S1
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comete pocos errores, y cuando lo hace es capaz de corregirlos. No asi el grupo S3, que
incide repetidas veces en algunos errores a pesar de que la profesora los corrija. De ese
modo, se estancan en calculos sencillos y manipulaciones algebraicas propias de niveles
educativos inferiores, que distraen su atencion.

El porqué de este modo diferente de actuar de los dos grupos se encuentra tanto en la
actitud de los mismos hacia las matematicas, y en particular hacia el trabajo frente al
ordenador, como en la actitud matematica (Gémez-Chacén, 2009). Para el grupo S3 parece
que la actividad matematica es una mera rutina de algoritmos para obtener resultados que
carecen de sentido. Asi, frente al ordenador actia de manera impulsiva ejecutando
comandos sin recapacitar sobre la conveniencia de los mismos. Sin embargo, el grupo S1
trata de dar sentido a las respuestas que obtiene de la herramienta e incluso se adelanta a
los resultados especulando sobre los mismos. Por ejemplo, en el apartado Experimenta, el
modo en que se construye el conocimiento depende no s6lo de como se establecen los
vinculos entre los elementos matematicos, sino mas bien de la reflexion interna que cada
individuo realice al observar los resultados que devuelve la herramienta de célculo
simbolico.

Por ello, el como concibe cada grupo la actividad matematica, y las capacidades
matematicas de los integrantes de cada grupo, contribuyen a que uno de ellos establezca
vinculos entre elementos matematicos con los que construye su conocimiento, mientras el
otro distrae su atencién del objeto de estudio.

El hecho de que los datos se hayan tomado en el aula es determinante, ya que las tensiones
del trabajo en la clase afiaden un factor mas de tipo afectivo que favorece la actitud poco
reflexiva, y lo que esto conlleva. Un ejemplo de ello ocurre cuando el grupo S1 siente la
presion por terminar la conjetura 1 en la hora de clase y, a pesar de su conducta reflexiva,
se ve afectado por un bloqueo ocasionado por el poco tiempo que les queda para que
finalice la misma, y la premura con la que quieren contestar a la actividad. Esto se traduce
en una falta de reflexion que merma la consecucion de resultados.

También con el grupo S1 se ha observado que en los primeros minutos de la clase se
muestra mas distraido y esto se traduce en que comete errores que en sesiones anteriores
no habian aparecido. Esto ocurre cuando comienza la segunda sesion en el aula de
ordenadores para terminar de resolver la actividad rectangulos, y se dispone a realizar el
apartado Conjetura 1. El grupo S3 también se ve afectado por la rigidez de los horarios de
clase cuando trata de acelerar las respuestas al quedar pocos minutos para que termine la
clase.

Desde el principio de la actividad, cuando en el apartado Enfoque geométrico el grupo S1
ya daba muestras de coordinar los esquemas de SSP y LS mientras el grupo S3 se veia
inmerso en una marafia de expresiones algebraicas incorrectas, ya se puede apreciar la
diferencia entre el modo de enfrentarse a la actividad matematica de uno y otro grupo.
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IV 5.2 Esquemas previos

La otra gran diferencia entre los dos grupos estriba en los esquemas conceptuales que han
construido en niveles educativos inferiores sobre topicos matematicos, tanto del anélisis
como del algebra, que forman parte de los elementos matematicos que un individuo ha de
manejar para construir el concepto de serie numérica.

En general, la destreza en la manipulacion algebraica de operaciones sencillas con
fracciones, la modelizacion con expresiones algebraicas simples, o el significado de las
letras en una expresion algebraica, son los principales puntos débiles del grupo S3 respecto
del &lgebra. Sin embargo, para el grupo S1 estos aspectos no suponen ninguna dificultad.

Con respecto a los esquemas previos que posee un individuo sobre conceptos del Andlisis
Matematico, los grandes protagonistas son el concepto de funcién, de limite y de infinito.
Una serie numérica, por naturaleza, es un caso particular de un limite de una funcion
peculiar: es una sucesion, por lo que el dominio de la funcion es discreto, y ademas es de
sumas parciales, es decir, se construye sumando los términos de otra sucesion. Estas
caracteristicas componen un concepto en el que las inconsistencias e incoherencias de los
conceptos base (funcion, limite e infinito) se acumulan dificultando la construccién del
conocimiento del individuo. De ahi que el grupo S1 parezca poseer unas concepciones
previas mas consistentes (a pesar de manifestar ciertas inconsistencias e incoherencias en
algunos conceptos basicos) que el grupo S3 que dejaba entrever grandes lagunas en
cuestiones relativas al concepto de limite y de funcion.

IV5.2.1 EIlconcepto de limite

La concepcion de limite inalcanzable ha sido la idea que ha entorpecido al grupo S1 para
construir consistentemente el esquema de convergencia de serie numérica. Siempre que
han tenido una oportunidad para coordinar los esquemas de SSP y LS ha salido a la luz
derivando el pre-objeto serie numérica: el limite de la sucesién de sumas parciales que no
llega a alcanzarse. Este argumento no es compartido por los dos integrantes del grupo ya
que uno de ellos opina que el limite nunca se alcanza, mientras el otro cree que esto puede
ocurrir pero “sélo en el mundo de las matematicas”.

También asociado a este concepto, el caracter de un limite ha dificultado a los dos grupos
ya que, en general, s6lo han considerado la convergencia o la divergencia a infinito, sin
contemplar el caso en el que diverge por oscilacion y, por tanto, no existe. En esos casos,
el grupo S3 ha obviado la situaciéon (Conjetura 1), y Daniel del grupo S1 ha dado una
respuesta incoherente con la unicidad del limite (Experiencia 3). Este argumento es una de
las causas por las que el grupo S1 construye el pre-objeto serie numeérica, al coordinar los
esquemas de SSP y LS y mantener una respuesta que no es del todo correcta por las
concepciones previas sobre el concepto de limite. Sin embargo, en el caso del grupo S3 no
llega a producirse la coordinacidn de estos dos esquemas.
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IV 5.2.2 EIl concepto de infinito

intimamente relacionado con el concepto de limite, el concepto de infinito también ha
provocado alguna situacion en la que se ha dejado ver un esquema inconsistente. Por
ejemplo, el grupo S1 ha tenido problemas para coordinar los esquemas de SSP y LS en la
Experiencia 2 cuando aparecen series divergentes y en la Conjetura 2 con las expresiones
decimales infinitas; en la Experiencia 1, ha barajado la posibilidad de que infinito fuera un
namero que se pudiera alcanzar; y en la Experiencia 3 se ha planteado la paridad de
infinito como si se tratase de un nimero entero. EI grupo S3 no se plantea estas cuestiones
por la actitud poco reflexiva comentada anteriormente.

IV 5.2.3 EIl concepto de funcion

El concepto de funcion, en el caso del grupo S3 aparece asociado a la consumacion de
algunos errores, y en el caso del grupo S1 como esquema consistente.

El modo en que el grupo S1 se apoya en el registro grafico-cartesiano para aproximar la
suma de las series a partir de la representacion grafica de la sucesion de sumas parciales,
da fe, por un lado, de la coordinacion de los esquemas de SSP y LS, y por otro lado de un
esquema de funcion consistente.

Sin embargo, para el grupo S3 el esquema de funcion entrafia otra fuente de dificultades
que provoca errores, como el E(nk), relacionado con el papel de las variables y los
parametros de una expresion algebraica, el significado de la letra n como variable
independiente de la funcion discreta f(n), o el significado de una variable contador.
Tambien la confusion entre las dos sucesiones a, y S,, propia tanto del estado INTRA
como del estado INTER de desarrollo del concepto de SSP, esta relacionado con la
comprensién del significado de la expresion algebraica de una funcion.

1V 5.3 La herramienta de calculo simbdlico

El empleo de la herramienta de célculo simbolico marca también una importante diferencia
entre los dos grupos, y aunque hay una caracteristica que se repite en los dos, ésta consigue
efectos contrarios. Esta caracteristica esta relacionada con el obstaculo global que Drijvers
(2002) define como “la imposibilidad de decidir cudndo y cémo el algebra computacional
puede ser til” y consiste en ejecutar blogues de instrucciones con patrones conocidos. En
el caso del grupo S1 ese patrén consiste en representar y listar los primeros términos de la
sucesion de sumas parciales y en el caso del grupo S3 en utilizar el comando sum de Maple
que le facilité la profesora. EI hecho de que los individuos no se planteen obtener los
resultados de forma mas rapida, optimizando las lineas de codigo y el gasto computacional,
o simplemente obteniendo otro tipo de informacion, debe tenerse en cuenta en el disefio de
la instruccidn para evitar que el estudiante tienda a obtener resultados sin méas. Asi, el
ordenador perderia la ventaja de ofrecer un entorno para experimentar ya que copiar y
pegar tiene poco que ver con el descubrimiento, la observacion y el ensayo.

El patron del grupo S1, si bien en ocasiones no es el mas eficiente, ha favorecido la
construccion del conocimiento porque requiere de la coordinacion de los esquemas de SSP

221



CAPITULO IV Anélisis de datos

y LS para obtener las respuestas correctas. EI grupo S3, obtiene respuestas inmediatas,
unas veces adecuadas y otras no, que en ocasiones no sabe interpretar y casi nunca
reflexiona.

Ademas, el grupo S1 apenas comete errores de sintaxis y cuando lo hace los corrige
rapidamente, mientras que el grupo S3 reincide en el mismo tipo de errores que so6lo
ocasionalmente corrigen. También éste es otro factor que diferencia la construccion del
conocimiento de uno y otro grupo, ya que percatarse de un error y corregirlo da una
oportunidad para que se establezcan relaciones entre los elementos matematicos
involucrados.
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CAPITULOV  Resultados y lineas futuras

En este capitulo se van a exponer los resultados logrados en este trabajo, destacando
aquellos que aportan las mayores contribuciones cientificas al estado actual de la
investigacion en Educacién Matematica.

Los resultados se expondrén atendiendo a los cinco objetivos que se plantearon, tres en
relaciéon a la comprension, uno en relacién al uso de un software de célculo simbodlico y
otro en relacion al disefio experimental. En lineas generales se han conseguido todos los
objetivos de la investigacion, y se ha logrado innovar en el proceso de recogida de datos.

Para finalizar, se han planteado seis lineas de trabajo que, de algin modo han surgido tras
el proceso de analisis de los datos. Una de ellas se plantea dentro del marco tedrico de esta
investigacion.
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V1 RESULTADOS DE LA INVESTIGACION EN RELACION A LA
COMPRENSION

En la introduccién de esta memoria ya se reflejaron los objetivos relativos a la
comprensién. Como se indicd entonces, el objetivo 1 se incluye en este apartado por su
relacion con el objetivo 2.

Objetivo 1.  Estudiar el desarrollo histérico del concepto de serie numérica y su
convergencia.

Objetivo 2. Realizar una descomposicidn genética del concepto de convergencia de
serie numérica.

Objetivo 3. Describir niveles de comprension que permitan explicar cémo los
estudiantes conocen la convergencia de series huméricas.

Respecto al objetivo 1, se ha realizado un estudio del desarrollo histérico del concepto de
serie numeérica y su convergencia, basado en la sintesis de manuales sobre historia de la
matematica. Como resultado de este estudio se ha aportado la identificacion de cinco
etapas en la evolucién del concepto de serie: la etapa griega, medieval, de desarrollo, de
formalizacion y la etapa moderna.

Estas etapas inspiraron el disefio de la actividad rectangulos y se reflejan en los distintos
apartados de la misma. En concreto, la etapa griega protagoniza la presentacion de la
actividad y el apartado Enfoque geométrico; la etapa medieval se refleja en el Enfoque
grafico; la etapa de desarrollo en el apartado Experimenta y Conjetura; y finalmente la
etapa de formalizacion en el apartado Demuestra. La ultima etapa corresponde a un curso
mas avanzado, por lo que no se ha considerado pertinente incluirla en una actividad
introductoria del concepto.

Este estudio teorico facilitd parte de la informacion con la que se consigue el objetivo 2,
que se corresponde con la propuesta de una descomposicion genética del concepto de
convergencia de serie numeérica.

Uno de los aspectos que destaca en la descomposicion genética, es que el esquema de
convergencia de serie numérica es el resultado de coordinar los esquemas de sucesion y de
limite, que los individuos no siempre han construido de manera consistente en cursos
anteriores. La dificultad para coordinar estos esquemas, unida a la dificultad intrinseca de
cada uno de ellos, justifican las dificultades que se interponen en la construccion del
conocimiento de muchos estudiantes.

Completar el objetivo 2 ha sido el paso previo para abarcar el objetivo 3 y describir los
niveles de compresion que, junto con la descomposicion genética, han proporcionado una
herramienta con la que analizar los datos y concluir los resultados que se exponen en este
capitulo.

El analisis de los datos recogidos confirma la propuesta tedrica formulada en la
descomposicidn genética acerca de como se puede construir el concepto de serie numérica
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y su convergencia. Este resultado era esperable ya que la descomposicion genética
propuesta esta influenciada por la experiencia de la investigadora como profesora de la
asignatura Fundamentos Matematicos | en la Escuela de Informatica de la UPSA.

Los niveles de comprension diferencian a los estudiantes por su capacidad para establecer
relaciones entre elementos matematicos con las que construyen el conocimiento. La
clasificacion inicial de tres niveles de comprension (Clark y otros, 1997) se ha ampliado a
cinco, con objeto de conseguir una mayor diferenciacién de los niveles y asi caracterizar
mejor la construccion del concepto de convergencia de serie numérica por parte de los
estudiantes (Sanchez-Matamoros, 2004). Atendiendo a esta clasificacion, los dos grupos
analizados han manifestado un nivel de construccion del conocimiento diferente,
alcanzando el grupo S1 un nivel de desarrollo superior (nivel Inter avanzado) respecto al
del grupo S3 (nivel Intra avanzado).

Uno de los aspectos clave en las diferencias de los niveles de comprension de los dos
grupos es la concepcion de proceso iterativo infinito que manifiestan. Esta se encuentra
asociada a la coordinacion de los elementos matematicos con los que se construye el
concepto de serie numérica. En relaciéon al proceso iterativo infinito implicito en este
concepto, los resultados de esta investigacion confirman que la encapsulacion del mismo
en un objeto, acarrea serias dificultades a los estudiantes (Brown y otros, 2008).

La decision de analizar s6lo las grabaciones en las que se resolvié la actividad rectangulos,
ha ocasionado que sélo se contemple una parte de la construccion del conocimiento y no se
pueda discernir la coherencia del esquema. Sin embargo, la escucha minuciosa de todas las
grabaciones por parte de la autora de esta memoria, anticipa que ninguno de los grupos ha
tematizado el esquema.

Ademas, se han detectado diversos factores que condicionan la construccion del
conocimiento dificultando el que se establezca vinculos entre los elementos matematicos y
se coordinen los esquemas que dan sentido a la nocion matematica objeto de estudio. Los
maés destacados son: las nociones previas sobre ciertos topicos, la consumacion de errores
de diversa indole, y la componente afectiva del aprendizaje.

Respecto a esta Ultima cuestion, cuando se planteo esta tesis doctoral, el dominio afectivo
(Gomez-Chacdn, 1998, 2000) no formd parte del problema de investigacidn. Sin embargo,
a la luz del andlisis de los datos, se revela con una notable influencia en el proceso de
construccion del conocimiento. En este sentido, Przenioslo (2005), lejos de la posicion
atribuida al constructivismo, también considera que las iteraciones sociales juegan un papel
importante en la construccion del conocimiento.

El planteamiento inicial desde el marco tedrico APOS fue justificar si se produce o no la
construccion del conocimiento, el nivel de desarrollo que alcanza esa construccién y su
coherencia, por los elementos matematicos que entran en juego y las relaciones que se
establecen entre los mismos. En esta investigacion se han encontrado dos grupos de
estudiantes que manifiestan claramente diferencias en la construccion de su conocimiento
y, desde el marco tedrico APOS, se justifican esas diferencias por la capacidad para
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coordinar esquemas previos que han construido en los cursos de bachillerato. Se ha
observado que el grupo que manifiesta un estado de construccion del conocimiento mas
avanzado, se desenvuelve con soltura manipulando expresiones algebraicas y comete
pocos errores, de los que normalmente se percata y es capaz de corregir. Sin embargo, el
otro grupo tiene algunas dificultades en la manipulacion algebraica y comete muchos
errores de los que, en muchos casos, no es consciente y por tanto no es capaz de corregir.

Teniendo en cuenta que la reflexion es uno de los requisitos para que se movilicen
dispositivos mentales que faciliten la abstraccion, no deberia resultar extrafio que el grupo
que distrae su atencién tratando de corregir errores en una expresion algebraica, no sea
capaz de alcanzar un estado avanzado de construccion de su conocimiento. Esto es asi
porque en dicho grupo no se lleva a cabo la reflexion necesaria para que se produzca la
abstraccion. No en vano, Dreyfus (1991) asegura que la capacidad de abstraccion refleja el
nivel del pensamiento matematico y, para que esto se produzca, son necesarios los
procesos de representar, generalizar y sintetizar.

La cuestion estriba en buscar el origen de esos errores que frenan la construccion del
conocimiento por distraer la atencién del individuo sobre los elementos matematicos
asociados al tépico que se quiere construir. En este punto el trabajo de Socas (2009) es
revelador ya que, segun su tesis, la semiosis del error tiene siempre una componente
afectiva. Siguiendo la reflexion de Gomez-Chacon (2003) cuando afirma que el dominio
afectivo puede actuar “facilitando o bloqueando la adquisicién de conocimientos” (p. 226),
parece natural plantear que el grupo S3 manifiesta una actitud matematica derivada de un
sistema de “creencias limitativas” (p. 242), segun el cual las matematicas se reducen a
formulas para obtener resultados inmediatos. Este sistema de creencias provoca una actitud
matematica caracterizada por la ausencia de reflexion en la resolucion de tareas
matematicas.

Poner en conocimiento de la comunidad cientifica y de los profesores de matematicas las
dificultades que han encontrado los estudiantes, es el primer paso para disefar
conjuntamente secuencias didacticas que ayuden a superarlas.

La semiosis del error (Socas, 2009) también ofrece pistas acerca de otros factores que
condicionan el aprendizaje, como los obstaculos producidos por las concepciones de
ciertos tépicos sobre los que se asienta la nocién de serie numérica convergente. En
ocasiones, estas concepciones dificultan la coordinacién de esquemas, o el que se
establezca vinculos entre elementos matematicos que son necesarios para la construccion
del conocimiento. En otras ocasiones reproducen, en el nuevo concepto, las inconsistencias
e incoherencias que ha construido previamente el individuo. Estas se manifiestan en la
consumacion de errores de diversa indole.

Al margen de los objetivos planteados en relacion a la comprension, esta investigacion
aporta un trabajo en profundidad sobre el aprendizaje de las series numéricas y su
convergencia. Desde el trabajo de Soto-Johnson (1998), no se han realizado muchos
trabajos de investigacion que centren su foco de atencion en el concepto de serie numeérica.
Algunos trabajos realizados bajo el marco teérico APOS como los de McDonald y otros
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(2000) y Brown y otros (2008), estan relacionados con las series huméricas, pero no se
ocupan expresamente de ellas.

Recientemente se han publicado algunos trabajos derivados de una investigacion que se
esta llevando a cabo en Canada y Reino Unido, en la que plantean estudiar la ensefianza y
el aprendizaje de las series infinitas (Gonzalez-Martin, Seffah y Nardi, 2009; Gonzalez-
Martin, Seffah, Nardi y Biza, 2009; Nardi, Biza y Gonzélez-Martin, 2009). Hasta el
momento, estos trabajos se han centrado en analizar el curriculo de libros de texto, los
programas escolares, y la practica docente en relacion a las series infinitas.

V2 RESULTADOS DE LA INVESTIGACION EN RELACION AL USO
DE UN SOFTWARE DE CALCULO SIMBOLICO

El cuarto objetivo se planted en relacion al uso de software de calculo simbdlico:

Objetivo 4. Estudiar el impacto de la utilizacion de una herramienta de calculo
simbolico como soporte en el aula, para facilitar el enfoque geométrico y
grafico de la instruccion, y asistir en los célculos repetitivos.

En esta investigacion se han constatado algunas conclusiones de otros trabajos anteriores,
relativos al impacto de la herramienta de célculo simbodlico en el aula de matematicas
cuando se utiliza como soporte para facilitar el enfoque geomeétrico y grafico de la
instruccion, y asistir en los célculos repetitivos.

En relacion al fendmeno de la doble referencia al que se refiere Lagrange (2000) como una
posible fuente de dificultades afiadidas por el uso del ordenador, se ha observado
principalmente en el grupo S3, y en menor medida en el grupo S1. Efectivamente, los
estudiantes no recibieron una instruccion sobre el manejo de la herramienta Maple y esto
produjo situaciones en las que la herramienta no sélo no favorecid la construccion del
conocimiento, sino que se impuso como un obstaculo. A este obstadculo se ha hecho
referencia en el andlisis al citar el obstaculo global que Drijvers (2002) define como “la
imposibilidad de decidir cuando y cdmo el algebra computacional puede ser util”.

Merece un comentario especial el hecho de que en el grupo S1 este fendmeno haya servido
para manifestar su nivel de comprension: cuando ejecuta repetidas veces un blogue de
instrucciones conocidas que no son las méas eficientes para conseguir las respuestas, se
pone de manifiesto el fendmeno de la doble referencia ya que los individuos no manejan
con agilidad la sintaxis de Maple. Por ello, utilizan siempre el mismo patron con el que
manipulan la sucesion de sumas parciales y concluyen sus respuestas. Cuando han de
coordinar los esquemas de SSP y LS, es cuando se produce la construccion del
conocimiento.

La herramienta de célculo simbolico se muestra asi como facilitadora de la construccion
del conocimiento, no por ella misma, sino por el empleo que hacen los individuos de ella.
La herramienta es la misma, pero el modo en que la utilizan los estudiantes hace que se
convierta en un instrumento que promueve y colabora en la construccion del conocimiento,
0 en un simple entorno para la experimentacion a ciegas.
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En el grupo S3 también se ha observado la advertencia de Lagrange (2000) sobre la
imposibilidad de garantizar que la ejecucion de comandos se traduzca en aprendizaje, si no
se hace hincapié en una reflexion previa. Esto ocurre, por ejemplo, cuando el grupo S3
copia y pega la instruccién con la que suma una serie geométrica sin prestar atencion a la
respuesta que obtiene; la falta de reflexién en ocasiones produce respuestas incorrectas
porque un simple error en la sintaxis devuelve una respuesta que no es acorde con la
pregunta.

Por otro lado, con la herramienta de calculo simbolico Maple se ha logrado un entorno que
facilita la exploracion y la experimentacion, proporcionando al estudiante una estructura
cognitiva sobre la que puede construir conceptos abstractos. Por ejemplo, la visualizacion
de las gréficas cartesianas ha sido un mecanismo crucial para que el grupo S1 estableciera
relaciones entre algunos de los elementos matematicos del esquema de convergencia de
serie numérica, mostrando asi como la herramienta de calculo simbolico se implica en la
construccion del conocimiento.

V3 RESULTADOS DE LA INVESTIGACION EN RELACION AL
DISENO EXPERIMENTAL

En relacién al disefio experimental, se planted el objetivo 5:

Objetivo 5. Utilizar de manera eficiente los recursos tecnoldgicos disponibles para
obtener informacidn rica en detalles y de manejo sencillo.

Este es uno de los aspectos méas innovadores de esta investigacion. La combinacion de las
camaras web y el software CamsStudio, forja un recurso tecnologico facil de manejar y que
actualmente se encuentra al alcance de cualquier usuario.

Los resultados mas relevantes de esta técnica de recogida de datos se pueden resumir en
tres: el caracter universal, la flexibilidad en la recogida, almacenamiento y reproduccion de
los datos, y la riqueza de la informacidn que se consigue.

Caracter universal: El software CamStudio permite registrar todo lo que aparece en la
pantalla del ordenador, independientemente de la actividad que se esté realizando. Asi,
trabajando con otro software de célculo simbdlico, se pueden recoger el mismo tipo de
datos que se han obtenido en esta investigacion. Ademas, se puede utilizar en otros
contextos distintos a la clase de matematicas, lo que le confiere un caracter universal.

Flexibilidad: Los medios empleados para recoger en formato digital la informacion relativa
a la instruccion de la profesora, el trabajo de los estudiantes en clase y las producciones de
éstos con la herramienta de calculo simbdlico, son mas flexibles que los utilizados
tradicionalmente, ya que ocupan menos espacio, requieren menos mantenimiento y su
coste econdmico es inferior. Ademas, el hecho de disponer de todos los datos grabados
(audio, video y manejo de la herramienta informatica) en formato digital, aporta mayor
seguridad en el almacenamiento y mayor facilidad a la hora de reproducirlos. Por ejemplo,
supone una gran ayuda el poder visionar la grabacion de audio y video de los estudiantes al
mismo tiempo que se visiona el archivo en el que se grabo todo lo que acontecia en la
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pantalla del ordenador con el que trabajaban. Asimismo, es posible disponer en cada
momento de los archivos con la calidad que se requiera en funcion de la plataforma de
reproduccién o del medio de almacenamiento.

Riqueza de la informacién: ElI empleo del software CamStudio ha permitido recoger un
tipo de informacion que con los métodos tradicionales utilizados en otras investigaciones
se pierde. La posibilidad de reproducir la sesion completa del trabajo del estudiante frente
al ordenador, junto con su voz e imagen, permite trasladar al investigador al escenario de la
investigacion tantas veces como desee. Hasta ahora no se habia conseguido una
informacion tan completa del trabajo del estudiante en el aula. En investigaciones
anteriores, la informacion que manejaba el investigador, relativa al trabajo en un entorno
informatico, consistia en el archivo que contiene el resultado final de la actividad que ha
llevado a cabo el estudiante, pero no quedaba constancia del proceso por el cual llega a ese
resultado.

Prueba de la validez de esta técnica es que se ha utilizado en otras investigaciones
posteriores con unos resultados fructiferos que dan fe de su acierto y conveniencia. Ortega
y Contreras (2009) destacan la utilidad de poder visionar todo lo que acontece en la
pantalla del ordenador, frente al tipo de registro con el que contaban anteriormente, que
solo les permitia disponer del archivo final que contenia las respuestas de los estudiantes,
pero no el proceso para llegar a ellas. También se ha utilizado y se pretende seguir
utilizando en otras investigaciones (Aranda, 2008). La literatura dara cuenta de ello.

V4 LINEAS FUTURAS

Tras finalizar el analisis de los datos y concluir los resultados de la investigacion, se han
planteado varias lineas de trabajo que se agrupan en dos bloques segun dependan o no de
los datos obtenidos para realizar esta investigacion.

v Sin utilizar estos datos, se plantea como posible linea de trabajo el estudio del
desarrollo historico del concepto de serie numérica y su convergencia, a través de
una revision en profundidad de textos clasicos. Para conseguir el segundo objetivo
de esta investigacion, ha bastado con la revisién de manuales sobre historia de la
matematica y algunas obras de Euclides y Arquimedes. Sin embargo, para analizar
detalladamente el desarrollo historico del concepto de serie numérica y su
convergencia es necesario plantear otra investigacion que proponga este analisis
como objetivo principal.

Los datos que se han utilizado para llevar a cabo esta investigacion son parte de una
coleccion mas amplia, que recoge todas las grabaciones que se realizaron mientras se llevé
a cabo la instruccion del tépico serie numérica. Para concluir los resultados de esta
investigacion se ha analizado, mientras resolvian la actividad rectangulos, a dos de los seis
grupos que se grabaron.

v" Dentro del marco teérico APOS, los resultados que se han obtenido se pueden
completar realizando un analisis de estos dos grupos a lo largo de todas las sesiones
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en las que se trabajo el topico de serie numérica. De ese modo, se contemplarian los
elementos matematicos que no aparecen en la actividad rectangulos, por la
peculiaridad que tiene de ser introductoria del concepto de serie numérica. Ademas
se podria ampliar el estudio a los otros grupos que se grabaron, para obtener mas
informacion que permita afinar la caracterizacion de los niveles de desarrollo que
se han propuesto.

La riqueza de los datos obtenidos también da pie a plantear otras lineas de trabajo al
margen del marco tedrico APOS. Estas lineas son:
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Estudio de los errores que dificultan la construccion del conocimiento: en esta
investigacién se ha tratado de soslayo el origen de algunos errores que frenan la
construccion del conocimiento, pero no se ha realizado un estudio detallado. Para
completar este aspecto hay que tener en cuenta el enfoque l6gico semidtico del
doctor Martin Socas, profesor de la Universidad de La Laguna.

Dominio afectivo del aprendizaje: en un principio esta investigacion no
contemplaba el aspecto actitudinal y emocional del aprendizaje. Sin embargo, los
resultados obtenidos destacan la relevancia de estos aspectos en el proceso de
construccion del conocimiento y plantean otra posible perspectiva desde la que
analizar los datos. Con la informacion recogida de los seis grupos que participaron
en las grabaciones y con los de las clases magistrales de la profesora, se podria
realizar una investigacion para estudiar el impacto del dominio afectivo en el aula
de matemaéticas. Para seguir la linea planteada en las Ultimas investigaciones
relacionadas con el aspecto afectivo del aprendizaje de las matematicas (Furinghetti
y Morselli, 2009; Gomez-Chacdn, 2009), se deberia hacer hincapié en las
conexiones que surgen entre la parte mas conceptual de las actitudes (actitud
matematica) y la parte mas emocional (actitud hacia las matematicas).

Herramienta de calculo simbdlico: aunque el marco tedrico de esta investigacion,
en lo referente al papel del ordenador en el proceso de construccion del
conocimiento, deja en un segundo plano la dimension técnica e instrumental del
trabajo matematico, se han confirmado algunos resultados de investigaciones
realizadas bajo el enfoque instrumental. Por ello, cabria peguntarse como ha
influido el uso que se ha dado al software de calculo simbdlico Maple al proceso de
adquisicién del conocimiento y cémo podria utilizarse para que fuera un
instrumento optimo mediador del conocimiento matematico, sin restar importancia
al aspecto cognitivo del aprendizaje.

Aprendizaje versus ensefianza: las grabaciones que se han realizado para obtener
los datos de esta investigacion no sélo contienen el trabajo de los grupos de
estudiantes, sino también las clases magistrales de la profesora en la clase de
pizarra con objeto de facilitar el trabajo del observador externo para la
triangulacion del anélisis. Asi, se dispone de una serie de archivos digitales con las
grabaciones de audio y video de la intervencion de la profesora tanto en la clase
magistral como en el aula de ordenadores donde guiaba el trabajo de los estudiantes
y resolvia las dudas que les surgian. Estos datos se pueden analizar desde el papel
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del profesor y estudiar cémo influyen sus creencias y su formacion en el
aprendizaje de sus estudiantes (Kendal y Stacey, 2002).

Por altimo, y con el &nimo de manifestar el reconocimiento de la autora hacia otros marcos
tedricos que comparten con APOS el empefio por ampliar el conocimiento sobre los
procesos de ensefianza y aprendizaje, se considera que los datos que se han obtenido para
desarrollar esta investigacion permiten otra lectura, y otra interpretacion, desde diferentes
perspectivas para complementar los resultados logrados.
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