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Introducción

La Teoría de la Medida es un área clásica de las Matemáticas que se ha desarrollado dando respuesta a distintos
problemas, tanto teóricos como prácticos. Esa variedad de problemas ha hecho que aparezcan ramas, entre otras,
como la Teoría de la Integración, la Teoría de Medidas Fractales, las Medidas Finitamente Aditivas, la Teoría de
Capacidades, etc. A la vez, se ha manifestado como una herramienta que puede ser aplicada en una amplia variedad
de contextos y como una ayuda que da respuesta a problemas que surgen en otras áreas de las matemáticas.

Esta Memoria es, por una parte, una muestra de la aplicación de diferentes herramientas relacionadas con la
Teoría de la Medida al estudio de (ciertas) Funciones Peculiares; y, por otra parte, a la Teoría de Cópulas, donde
estudiamos una amplia gama de aspectos, como pueden ser sus soportes, el modo en que se encuentra distribuida
la masa en la función doblemente estocástica que subyace, las características fractales de conjuntos asociados, etc.

La Memoria está dividida en tres partes. Con el �n de que sea autocontenida, en la primera parte se presenta
una serie de de�niciones y resultados de los que se hará uso en las otras dos. En ella también se introduce un poco
de notación. Se ha pretendido que la terminología y la notación sean las comúnmente aceptadas por la comunidad
cientí�ca y son las que aparecen en libros que, normalmente, son los considerados como referencias de reconocido
prestigio.

La segunda parte está dedicada al estudio de ciertas funciones peculiares. En la literatura no existe una de�nición
de función peculiar. Entendemos, justi�cándonos en algunos de los trabajos usados en nuestra Memoria, que son
aquellas funciones continuas de�nidas en el intervalo unidad que tienen propiedades inusuales de derivabilidad.
Concretamente, nos centraremos en varios casos relacionados con las siguientes situaciones para tales funciones:
a) No tiene derivada en ningún punto.
b) Hay un conjunto de medida uno en el que la función es derivable y el valor de su derivada es cero.
c) No son monótonas en ningún intervalo (ésto es, son de tipo MNI o MNTI).

Ejemplos de estas funciones son conocidos desde �nales del siglo XIX, pero los estudios se habían realizado de
modo independiente. En 1984, Hata y Yamaguti establecieron la relación existente entre una familia de funciones
singulares y una función muy conocida debida a Takagi. Pretendemos continuar en esa línea y profundizar en la
relación entre este tipo de funciones y realizar estudios de dimensiones de Hausdor¤ de conjuntos asociados a estas
funciones. También, queremos enmarcar ciertas familias de funciones singulares estudiadas en esta Memoria, dentro
de un espacio más amplio de funciones (de este tipo) relacionado con un campo de investigación matemático que
ha aparecido en los últimos años como es el Análisis Armónico sobre Fractales.

La relación entre funciones continuas no derivables y funciones que no son monótonas en ningún punto es
conocida desde el primer momento en que se inicia el estudio de estas últimas. Menos conocida es la existente entre
las funciones con derivada nula en casi todo punto y aquellas que no tienen intervalos de monotonía. Dedicamos uno
de los capítulos a analizar ejemplos de estas funciones y a cómo obtenerlas a partir de funciones que son constantes
sobre una familia de intervalos de longitud total igual a uno.

Las principales herramientas que se utilizan en esta primera parte son resultados relacionados con la Teoría
Ergódia, la distribución de masa en el intervalo unidad de forma que podemos utilizar el resultado conocido como
lema de Frostman, la medida de los números normales en [0; 1], resultados de la Teoría de Probabilidad, etc.

Los contenidos de esta primera parte se dividen en siete Capítulos del siguiente modo:
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En el primer Capítulo se estudia una función de Takagi. Esta función ha sido analizada desde los puntos de vista
geométricos y analíticos. Aquí, se realiza un estudio desde una perspectiva diferente: haciendo uso de la expresión
en base dos de los números reales del intervalo [0; 1]; se obtiene una fórmula que permite alcanzar resultados (ya
conocidos) que se han ido demostrando mediante otras técnicas. El principal resultado, presentado en el teorema
1.40, a nuestro entender, es el haber podido aplicar dicha fórmula para resolver un problema planteado por Maddock
(Monats. für Maths., 2009), dando la acotación superior óptima de la dimensión de Hausdor¤ de los conjuntos de
nivel de la función de Takagi.

El segundo Capítulo está dedicado al estudio de un nuevo sistema de representación de los números reales,
que hemos llamado sistema diádico generalizado y está recogido en el teorema 2.2. Se plantea desde una doble
perspectiva: el análisis, en profundidad, de sus propiedades y la obtención de resultados que son necesarios en otros
capítulos de esta Memoria. Se logrará con la ayuda de la Teoría Ergódica, siguiendo las ideas de Ryll-Nardzewski
en el artículo que dio origen a la aplicación de estas técnicas a la Teoría de Números y del reciente libro de Dajani
y Kraaikamp. También, se obtienen resultados probailísticos de este sistema con la aplicación de teoremas clásicos
como son el T.C.L., la L.G.N. o la L.L.I.

El Capítulo 3 es el más amplio de esta Memoria. En él se estudian varios aspectos relacionados con la aplicación
del sistema de representación diádico generalizado a diferentes tipos de funciones.

Las funciones que representamos por Sa; han sido estudiadas y redescubiertas por varios autores (como son
Cèsaro, Faber, Salem, de Rham, etc.) a lo largo del siglo XX. Lo han hecho a partir de ideas geométricas y de
paso al límite. Alguno de ellos (p.e., de Rham) se ha aproximado a planteamientos aritméticos, sin llegar a ponerlo
plenamente de mani�esto. Con la ayuda del sistema diádico generalizado se obtienen las propiedades clásicas de
esta familia de funciones y, además, se obtienen las dimensiones de Hausdor¤ de ciertos conjuntos relacionados con
ellas.

Cambiando la variable considerada para la derivación (es decir, con una sencilla permutación de papeles de las
variables implicadas), se obtiene un conjunto de funciones que están relacionadas con la función de Takagi y, a su
vez, la generalizan. Este método es directo; y evita el laborioso trabajo que supone el uso de bases de Schauder,
como se hace en el trabajo pionero de Hata y Yamaguti. En el estudio realizado con estas nuevas funciones, se
obtiene que algunas de ellas son continuas no derivables en ningún punto; y que, para otras, existe un conjunto de
medida uno en el que su derivada es nula y son MNTI.

En la parte �nal de este Capítulo tercero, se establece una aplicación del sistema de representación diádico
generalizado a la Teoría de Lógica Difusa. Se trata de la aplicación de este sistema de representación al estudio
de las funciones Nk;k0 ; relacionadas con las Funciones de Agregación Lineal. Estas funciones fueron, inicialmente,
estudiadas por Mayor y Torrens. Estos autores lograron dar una expresión explícita de ellas en un conjunto denso
de los racionales en [0; 1]. Ahora, nos ha sido posible dar una expresión explícita de estas funciones en todo punto
del intervalo unidad, como puede verse en el corolario 3.80, y estudiar propiedades sobre su derivabilidad y las de
ciertos conjuntos asociados con ellas. Finalmente se aplican los resultados a una clase especial de negaciones, como
son las k�negaciones, dando respuesta al problema abierto de lograr una expresión explícita de ellas. Además, se
estudian propiedades de derivación y de dimensiones de Hausdor¤.

Desde que Salem generalizara las funciones que se estudian en el Capítulo 3 se han obtenido pocos avances en
el estudio de estas funciones generales. Su generalidad hace difícil obtener resultados válidos para todos los casos
posibles, por lo que es necesario hacer estudios particulares de estas funciones. Destacan, por su interés, las asociadas
con los inversos de los números primos y los sumandos de la serie armónica. En el cuarto Capítulo se hace un estudio
de la función asociada con estos últimos valores y se determinan condiciones (su�cientes) de derivabilidad nula y
de derivada generalizada in�nita. Asímismo, se calculan las dimensiones de Hausdor¤ de conjuntos en los que se
concentra la masa de las medidas asociadas a funciones generalizadas.

La interpolación sobre conjuntos fractales dados mediante un IFS (siglas en inglés para los sistemas de fun-
ciones iteradas) es un problema de creciente interés por la aplicación en informática de estos objetos y las técnicas
matemáticas involucradas. En el Capítulo 5, también, se dan condiciones necesarias y su�cientes para obtener
problemas de interpolación con solución única en ciertos espacios vectoriales.

En 2006, Demir et al. inician el estudio de la restricción al intervalo [0; 1] de funciones armónicas en el triángulo
de Sierpiński; y conjeturan que el conjunto de puntos en los que la derivada es nula es de medida uno. En este
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Capítulo, en el teorema 5.24, se da respuesta positiva a esta conjetura; y se describen familias de funciones que
generalizan las estudiadas y que tienen esa misma propiedad, como muestra el teorema 5.40.

Las construcciones de funciones singulares y continuas sin derivada en ningún punto han sido elaboradas y
estudiadas desde distintas perspectivas. Ya se ha comentado anteriormente que Hata y Yamaguti establecieron un
vínculo entre ambos campos de estudio. El sexto Capítulo, que es el último de esta segunda parte, está dedicado
a lograr otra forma de relacionar estos dos tipos de funciones con la ayuda de un instrumento clásico como es la
función de Cantor. Con ello, se concluye la segunda parte de la Memoria.

La relación existente entre una función de distribución n-dimensional y sus marginales unidimensionales ha des-
pertado interés en las investigaciones en Estadística desde hace bastantes años. En este sentido han de ser valorados
los trabajos que, en la década de los cincuenta del pasado siglo, desarrollaron Frèchet, Feron, Gumbel y Dall�Aglio.
Fué en 1959 cuando Sklar demostró el teorema que hoy es conocido como Teorema de Sklar. Este resultado dice,
esencialemnte, que, en el caso multidimensional, si H es una función de distribución n-dimensional con marginales
F1; F2; : : : ; Fn, entonces existe una cópula C veri�cando la igualdad H (x1; : : : ; xn) = C (F1 (x1) ; : : : ; Fn (xn)) :
Desde ese momento hasta la actualidad, las cópulas han sido un campo de investigación matemática que ha ido
adquiriendo un interés creciente. En la tercera parte de esta Memoria se estudian varias cuestiones relacionadas
con la cópulas. Las principales herramientas que se utilizan estan relacionadas, por una parte, con funciones que
conservan la medida y su conexión con cópulas, Teoría Ergódica y autoa�ninidad y autosimilaridad; y, por otra,
con la redistribución de la masa de medidas n�estocásticas asociadas con cópulas. Ello nos permite conectar con
las ideas recientemente desarrolladas bajo el nombre de rectangular patchworks"(mosaicos rectangulares).
Esta parte se divide en cinco capítulos.

Es conocido que las parejas de funciones que conservan la medida proporcionan cópulas y que, dada una cópula,
es posible encontrar parejas de funciones que conservan la medida de modo que, a partir de ellas, se vuelve a
obtener la cópula inicial. Recientemente se ha planteado por Kolesárová et al. (Med. J. of Math., 2008), la di�cultad
de encontrar una pareja de funciones que conservan la medida de modo que proporcionen una cópula dada. En
particular, se plantea el problema de dar un ejemplo para la cópula independiente (o cópula producto). En esta
línea de investigación, en el Capítulo 7 se da un método general para calcular pares de funciones que conservan
la medida que proporcionan una cópula dada; y se encuentran ejemplos particulares para la cópula independiente.
Este resultado se re�eja en el teorema 7.8. También se estudia el caso de las cópulas de soporte fractal introducidas
por Fredricks et al. El resultado más relevante al respecto es el teorema 7.14.

Un resultado de interés en este mismo Capítulo será determinar condiciones para que la grá�ca de una función
pueda soportar una cópula. Aunque el primer ejemplo explícito de cópula con soporte fractal ha sido el citado
anteriormente (introducido por Fredricks et al. en Ins. Math. Econ., 2005) estaba implícito en varios trabajos, sin
embargo, que existen diferentes funciones que tienen por grá�ca un conjunto fractal y son el soporte de una cópula.
Estas funciones y sus grá�cas no estaban estudiadas como soportes de cópulas. En este sentido, ayudándonos de
la caracterización dada, logramos obtener condiciones necesarias y su�cientes para determinar cuándo la grá�ca de
las funciones autoa�nes (en el sentido de Kamae) pueden soportar una cópula y calcular la dimensión de Hausdor¤
de la grá�ca, resultados que aparecen en el teorema 7.27 y el corolario 7.31.

En el octavo Capítulo profundizamos en el estudio de las cópulas introducidas Fredricks et al. Concretamente,
se dan, por primera vez, ejemplos de cópulas cuya masa se encuentra concentrada en un conjunto con dimensión
fractal menor que la de su soporte; y ejemplos de cópulas con el mismo soporte que son mutuamente singulares.

Al tener el soporte fractal, los problemas relacionados con la integración de estas medidas doblemente estocásticas
tienen una di�cultad especial. El cálculo de medidas de asociación (como son la Tau de Kendall, la Rho de Spearman,
o la Gamma de Gini) o el cálculo de momentos, resultan particularmente complejos. Utilizando la autosimilaridad
de la medida doblemente estocástica asociada, se realiza un cálculo de las medidas de asociación y se establecen
métodos iterativos que permiten calcular los momentos para estas cópulas. Este es el contenido central del Capítulo
8.

El Capítulo 9 está dedicado al estudio del Teorema de Sklar en dos dimensiones. La existencia de una cópula que
extiende a una subcópula es la base de la demostración que dieron Schweizer y Sklar de ese resultado. Se profundiza
aquí en esa idea; y se logra obtener cómo son todas las cópulas que extienden una subcópula dada y, por tanto,
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se logra establecer cómo son todas las cópulas que están asociadas con variables aleatorias no continuas (Teorema
9.5). También, se obtienen acotaciones superior e inferior de estás cópulas. Estas acotaciones también son cópulas.

Recientemente Nelsen et al. (en Insurance Math. Econom., 2008) han planteado dos problemas que permanecían
sin respuesta:

a) Determinar si la única función diagonal que tiene un único elemento en el conjunto de cópulas con esa sección
diagonal es la identidad.

b) Demostrar o refutar que dada una función diagonal, diferente de la identidad, la inclusión del conjunto de
cópulas con esa sección diagonal en el conjunto de cuasicópulas con esa misma sección diagonal es estricta.

En el Capítulo 10 se demuestra que es cierto que la única función diagonal con la propiedad descrita en a) es
la identidad; y que la respuesta a�rmativa a b) conlleva siempre una inclusión estricta. Además, dada una función
diagonal convexa, el teorema 10.3 da un método que permite construir nuevos ejemplos de cópulas que tienen
como sección diagonal esta función. A diferencia de las creadas por otros métodos, estas cópulas tienen, en general,
componente singular y componente absolutamente continua.

El último Capítulo se dedica al estudio de una familia de cópulas que generalizan las conocidas como "Shuf-
�es of Min"(que podría traducirse, muy libremente, como "barajada de (la cópula) Mínimo". Recientemente han
aparecido varias publicaciones extendiendo estas cópulas. Durante et al. (J. Math. An. Appl., 2009) lo hacen en
el caso bidimensional con funciones que conservan la medida. En este Capítulo, se introducen unas cópulas, que
llamaremos S�cópulas, que generalizan los shu­ es of Min y que, como caso particular, incluyen la generalización
multidimensional de Mikusinski y Taylor. Se estudian algunas propiedades, obteniéndose, como principal resultado,
la densidad de esta clase de cópulas en la familia de las cópulas con la topología derivada de la convergencia puntual
en la clase de todas las cópulas (Teorema 11.20).
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Con el �n de que esta Memoria sea autocontenida, en esta Parte se pretende recopilar y mostrar las de�niciones,
resultados y notaciones que se utilizarán a lo largo de ella. Consideramos que la selección realizada recoge todos
aquellos que son más relevantes. Las notaciones que utilizaremos son las de tipo estándar y, junto a los siguientes
resultados, están tomadas de libros reconocidos y de un uso extendido como son: [27, Billingsley], [30, Billingsley], [63,
Falconer], [62, Falconer], [64, Feller], [73, Halmos], [74, Hardy; Wright], [122, Nelsen], [88, Joe], [94, Kharazishvili],
[108, Loeve], [127, Niederreiter; Kuipers], [140, Pollicott; Yuri], [146, Riesz; Nagy] o [147, Rudin].
La Sección 0.1 está dedicada a recordar algunas propiedades sobre las derivadas de funciones reales de variable

real. Seguidamente, en la Sección 0.2 se recuerda la de�nición de base de Schauder y un ejemplo para las funciones
continuas de�nidas en [0; 1]. En la Sección 0.3 se introducen algunos resultados básicos de la Teoría de la Medida.
La Sección 0.4 esta dedicada a los resultados probabilísticos que se utilizarán posteriormente. Las herramientas de
la Teoría Ergódica serán utilizadas con mucha frecuencia y están recogidas en la Sección 0.5. En la mayoría de
los Capítulos será frecuente el uso de la Teoría de Fractales. Los instrumentos que utilizaremos de esta teoría se
muestran en la Sección 0.6. Finalmente, en la Sección 0.7, se hace una descripción de algunas propiedades de las
cópulas y cuasicópulas que serán utilizadas en la tercera parte de la Memoria.

0.1. Derivación

Recogemos a continuación algunos resultados sobre derivación que serán utilizados con frecuencia en esta primera
parte de la Memoria.

Teorema 0.1 Si g es una función de variación acotada, entonces g es derivable para casi todo valor x con la medida
de Lebesgue y su derivada g0 pertenece a la clase L1(R):

Demostración. Véase [94], [146, pág. 11] o [147, pág. 149].

Corolario 0.2 Si g es una función monótona, entonces es derivable para casi todo x, en el sentido de Lebesgue.

Lema 0.3 Si existe la derivada f 0(x), entonces, para u& x,v % x; se tiene que

f(u)� f(v)
u� v �! f 0(x):

Demostración.
f(u)� f(v)
u� v =

f(u)� f(x) + f(x)� f(v)
u� v =

=
f(u)� f(x)
u� x

u� x
u� v +

f(x)� f(v)
x� v

x� v
u� v =

= (f 0(x) + o(1))
u� x
u� v + (f

0(x) + o(1))
x� v
u� v =

= f 0(x) + o(1)! f 0(x):

Comentario 0.4 Podemos eliminar la condición de que (un) y (vn) estén separados por x y suponer, únicamente,
que (un) y (vn) sean convergentes a x; si añadimos la exigencia de que un�x

un�vn = O(1) y
vn�x
un�vn = O(1).

De�nición 0.5 Se dice que una función g admite derivada generalizada en x si existe g0(x) en el sentido usual o
l��m
h!0

g(x+h)�g(x)
h = �1.

Lema 0.6 Si existe la derivada generalizada g0(x) y u% x y v & x; entonces

l��m
h!0

g(u)� g(v)
u� v = g0(x):

Teorema 0.7 (Teorema de Fubini) Sea

f1(x) + f2(x) + � � � = s(x)

una serie convergente donde los términos son funciones monótonas del mismo tipo, de�nidas sobre el intervalo
a � x � b. Entonces, tenemos que

f 01(x) + f
0
2(x) + � � � = s0(x);

salvo, posiblemente, en un conjunto de medida nula.
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Demostración. Véase [94, pág. 63] o [146, pág. 12].

Teorema 0.8 (Teorema de Fubini para funciones de Variación Acotada) Sea
P1

n=1 fn una serie de fun-
ciones de variación acotada. Supongamos que la serie

P1
n=1 Tfn de las variaciones totales de las funciones es

convergente. Entonces,
P1

n=1 fn es convergente a una función f de variación acotada y f
0 =

P1
n=1 f

0
n en casi todo

punto.

Demostración. Véase [93].

0.2. Base de Schauder

Recordamos la de�nición de base de Schauder y la base correspondiente que utilizaremos en esta Memoria.

De�nición 0.9 Sea (X; k�k) un espacio de Banach. Se dice que la sucesión (xi) de elementos de X es una base de

Schauder si para cada x 2 X hay una única sucesión (�i) de elementos de R (en nuestro caso) tal que x =
1P
i=1

�ixi:

En este trabajo siempre que hablemos de base de Schauder, salvo que se diga lo contrario, nos referiremos al
contexto del espacio de las funciones continuas en [0; 1]; notado (C([0; 1]); k�k); donde k�k es la norma de Chebychev.
Sean

g1(t) = t; g2(t) = 1� t
y gk;i(x) es la función de�nida en [0; 1] que tiene por grá�ca un triángulo isósceles de altura 1 y vértices en i

2k
y

i+1
2k

y vale cero en el resto, con k = 0; 1; : : : y 0 � i � 2k � 1:

Teorema 0.10 Las funciones g1; g2; g00; g10; g11; : : : con k = 0; 1; : : : y 0 � i � 2k � 1 son una base de Schauder y
sus coe�cientes vienen dados por �1 = f(1); �2 = f(0); y

�ki = f

�
2i+ 1

2k+1

�
� 1
2

�
f

�
i

2k

�
+ f

�
i+ 1

2k

��
:

Demostración. Véase [137, pág. 278], o bien [83].

0.3. Teoría de la Medida

Recordamos, de manera sucinta, la forma en la que usaremos los teoremas relevantes de teoría de la medida.
Las demostraciones pueden encontrarse en la mayoría de libros de este tema, por ejemplo en [147].
Una función se dice medible cuando preserva la estructura entre espacios medibles. Formalmente, una función

f entre dos espacios medibles (X;A) y (X 0;A0) se dice medible si la preimagen de cualquier conjunto medible es, a
su vez, medible; es decir, f�1 (A0) � A.

Teorema 0.11 (de la Convergencia Monótona) Dados el espacio de medida (X;A; �) y (fn) una sucesión de
funciones medibles de X en [0;+1] tal que:

a. fn � fn+1 para casi todo x 2 X; y

b. fn(x)! f(x) cuando n!1; para casi todo x 2 X:

Entonces, f es medible y

l��m
n!1

Z
X

fnd� =

Z
X

fd�:

Teorema 0.12 (de la Convergencia Dominada) Sean dados el espacio de medida (X;A; �) y (fn) una sucesión
de funciones medibles de X en R tal que existe

f(x) = l��m
n!1

fn(x)

para casi todo x 2 X: Si existe una función integrable g tal que

jfn(x)j � g(x) con x 2 X y n 2 Z+;
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entonces f es integrable y

l��m
n!1

Z
X

fnd� =

Z
X

fd�:

De�nición 0.13 Dadas dos medidas �1 y �2 de�nidas en un mismo espacio medible (X;A); decimos que �1 es
absolutamente continua respecto de �2 (escrito ésto en la forma �1 � �2) si para un conjunto medible A tal que
�1(A) = 0, entonces �2(A) = 0:
Por otra parte, se dice que son mutuamente singulares (representado por �1?�2) si existen dos conjuntos medibles

A y B para los que ocurre que

�1(XnA) = 0 = �2 (A) = �2(XnB) = �1 (B) :

Podemos enunciar en un teorema dos resultados de gran importancia:

Teorema 0.14 Sean �1 y �2 dos medidas de�nidas en (X;A):
a) (Lebesgue) Existe un único par de medidas �1;a y �1;s para las que

�1 = �1;a + �1;s; �1;a � �2; �1;s?�2:

b) (Radon-Nikodým) Existe una única función integrable g tal que

�1;a(E) =

Z
E

gd�2:

Reservamos las letras: I para el intervalo cerrado unidad [0; 1] ; B para las ��álgebras de Borel y � para la
medida de Lebesgue (indistintintamente, pues no habrá confusión) en una o varias dimensiones.
Una medida que se utilizará con frecuencia es vg, llamada capacidad de la función g : Sea A � R un conjunto

tal que � (A) <1 y una función g : A! R. Se de�ne entonces

vg(x) := � (ft : g(t) � xg) :

Cuando tenemos una función monótona f , representamos por df a la correspondiente medida de Stieltjes
asociada a ella.

0.4. Probabilidad

En varios lugares se precisará, con frecuencia, de diferentes resultados de tipo probabilístico, que recordamos a
continuación en la forma en la que serán utilizados.

Teorema 0.15 (Ley fuerte de los grandes números, L.G.N.) Si las variables aleatorias Xn son independi-
entes y están idénticamente distribuidas con una ley común L(X); entonces en un conjunto de medida uno tenemos
el límite

X1 +X2 + � � �+Xn
n

�! c

si, y sólo si, E jXj <1; y, en tal caso, c = E(X):

Demostración. Véase [108, pag. 233].

De�nición 0.16 Sean F1; F2 dos funciones de distribución. Llamaremos convolución de ambas, y la notamos por
F1 � F2; a la nueva función de distribución

(F1 � F2) (x) :=
Z
F1(x� y)dF2(y):

De�nición 0.17 Dada la función de distribución F; a la función integral

f(u) =

Z
eiuxdF (x)

la llamamos función característica de F.
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De�nición 0.18 Una sucesión de funciones (Fn) converge débilmente a otra función F si Fn(x) ! F (x) en todo
punto x; y se notará Fn ) F:

Teorema 0.19 a) Si para las funciones de distribución se tiene Fn ) F; entonces fn(x)! f(x) para las funciones
características.
b) Si F = F1 � F2; entonces f = f1f2; para las correspondientes características.

Lema 0.20 Si el momento de orden dos de Fn es �nito (para cada valor de n), entonces la convergencia de

1X
n=1

E(Fn) y
1X
n=1

�2(Fn)

implica la convergencia de Hn(x) = F1 � � � � � Fn(x):

Demostración. Véase [87, pág. 56].

Teorema 0.21 Si F (x) = F1 �F2 � � � � (x) es una convolución in�nita convergente donde cada Fn sea atómica pura,
entonces F es atómica pura, singular o absolutamente continua.

Demostración. Véase [87, pag. 86].

Teorema 0.22 (Levy) Sean Fn funciones de distribución y dn = m�ax fFn(z+)� Fn(z�)g. Entonces, la convolu-
ción in�nita F := F1 � F2 � � � � es continua si, y sólo si,

1P
n=1

(1� dn) diverge.

Demostración. Véase [60, pág. 46].

Teorema 0.23 (Criterio 0-1 de Borel) Si los sucesos An son independientes, entonces

a) P (l��m supAn) = 0 si, y sólo si,
1P
n=1

P (An) <1:

b) P (l��m supAn) = 1 si, y sólo si,
1P
n=1

P (An) =1:

Teorema 0.24 (Criterio de las tres series) Sean Xn variables aleatorias independientes. Entonces
1P
n=1

Xn con-

verge casi seguro si, y sólo si, existe c de modo que las series

1X
n=1

P [jXnj � c];
1X
n=1

�2Xc
n;

1X
n=1

EXc
n

convergen, donde

Xc
n(x) =

�
Xn(x); si x � c
0; si x � c

y EX es la esperanza de X.

Demostración. Véase [30, pág. 290].

Teorema 0.25 (Lindeberg-Levy) Si Xn son variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas con
varianza �nita, entonces

l��m
n!1

P

�
a <

Sn � ESn
�(Sn)

< b

�
=

1p
2�

bZ
a

e
�x2
2 dx;

donde Sn = X1 + � � �+Xn:

Demostración. Véase [71, pag. 556].
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Teorema 0.26 (Ley del Logaritmo Iterado, L.L.I.) Si Xn son variables aleatorias independientes idéntica-
mente distribuidas con EXn = 0 y �n = 1; entonces

P

�
l��m sup

Snp
2n ln lnn

= 1

�
= 1;

donde Sn = X1 + � � �+Xn:

Demostración. Véase [30, pág. 154]

Teorema 0.27 En las condiciones anteriores; si hacemos an !1 y anp
n
! 0; entonces

P

�
Snp
n
� an

�
= e

�a2n
2 (1+o(1)):

Demostración. Véase [30, pág. 153].

0.5. Teoría Ergódica

Unas técnicas que utilizaremos de forma profusa, tanto en el estudio de funciones peculiares como en el de
cópulas, son las de la Teoría Ergódica. Recordamos algunas de ellas.

De�nición 0.28 Dados dos espacios de medida (X;A; �) e (Y;M; 
) decimos que la función medible T : X ! Y
preserva la medida si, y sólo si, para todo B 2M tenemos la igualdad �(T�1(B)) = 
(B):

Para ahorrar cálculos es muy práctico el siguiente resultado.

Teorema 0.29 Supongamos que X = Y (y A =M) y que existe una colección P cerrada para intersecciones �nitas
que genera a A. Si T�1(A) 2 A y �(T�1(A)) = �(A) para todo A 2 P, entonces T es medible y preserva la medida.

Demostración. Véase [30, pag. 311].

De�nición 0.30 A (X;A; �; T ) lo llamaremos sistema dinámico de representación.

Normalmente, y para simpli�car notación, escribiremos al sistema dinámico por T (sobreentendiéndose los otros
elementos).

Teorema 0.31 (Teorema Ergódico) Si (X;A; �) es un espacio de medida, la aplicación medible T : X ! X
preserva la medida y la aplicación f 2 L1; entonces

n�1P
j=0

f(T j(x))

n

converge en casi todo punto (con la medida �) y el límite, que lo notaremos por f�(x); tiene las siguientes
propiedades:

a. f�(x) 2 L1:

b. f�(T (x)) = f(x); para casi todo x:

c. Si �(X) es �nito entonces,
R
fd� =

R
f�d�.

d. Las medias 1
n

n�1P
j=0

f(T j(x)) convergen a f en media.

Demostración. Véase [73].

De�nición 0.32 Con la notación anterior decimos que T : X ! X es ergódica si para todo conjunto E invariante
(E = T (E)) se tiene que que �(E) = 0 o �(XnE) = 0.
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Lema 0.33 Sea P un subconjunto de la sigma álgebra A que la genera. Supongamos que existe c 2 R tal que para
cada A 2 P existe un valor nA para el que

P (B \ T�nA(A)) � cP (A)P (B) 8B 2 P:

Si T�1(C) = C; entonces �(C) = 0 o �(XnE) = 0.

Demostración. Véase [30].

Teorema 0.34 Con f� según la notación del teorema ergódico, si T : X ! X es ergódica y preserva la medida �;
entonces f� es constante para casi todo x. Si �(X) es �nito, entonces

f�(x) =

R
fd�

�(X)
:

Demostración. Véase [73, pág. 31].

De�nición 0.35 Se dice que la sucesión (an) tiene a F (función de distribución) como función de distribución
asintótica (a.d.f.) si existe el límite

l��m
n!1

Card fak < x : k = 1; : : : ; ng
n

= F (x):

Corolario 0.36 En las condiciones del teorema anterior, si X = I, la ��álgebra es B y F (x) = � ([0; x]), entonces
el conjunto de puntos tales que que (Tn(x)) tiene a F como a.d.f. es de medida uno.

Demostración. Es una consecuencia del teorema anterior.

De�nición 0.37 Decimos que x es normal para un sistema dinámico de representación (I;B; �; T ) si la x pertenece
al conjunto descrito en el corolario anterior.

Esta de�nición es equivalente a las que aparecen en [127], [105], [39], [74] o [128] para los sistemas de numeración
en base n, número entero positivo.
El lector interesado puede ver la de�nición de entropía y algunas de sus propiedades en [40], [27], o [140]. Aquí,

únicamente señalamos que se trata de un invariante, que notamos h(T ), y los dos resultados siguientes.

Teorema 0.38 Dado el sistema dinámico de representación (I;B; T; �) en el que T es una función con segunda
derivada continua a trozos y que existe � para el que ��nfx2I jT 0(x)j >� > 1: Entonces,

h(T ) =

Z
ln jT 0(x)jd�

siempre que ésta tenga sentido.

Demostración. Véase [140, pág. 133].

De�nición 0.39 Llamamos cilindro de orden k; y lo notaremos por �i0i1i2 : : : ik (aunque normalmente omitiremos
los índices y únicamente escribiremos �k), al conjunto Ai0 \ T�1(Ai1) \ : : : \ T k�1(Aik�1). Los cilindros de cada
orden forman una partición de X y cuando nos referimos al cilindro de orden k al que pertenece x lo notaremos
�k(x):

Teorema 0.40 (Shannon-McMillan-Breiman) Sea (X;A; �) un espacio de medida y T una función que preser-
va la medida �: Entonces, para un conjunto de medida uno (en la medida �)

l��m
n!1

� ln(�(�n))
n

= h(T ):

Demostración. Véase [27] o [140].

De�nición 0.41 Si x no tiene representación �nita y su k-ésimo cilindro es �i1i2 � � � in: Representamos por &n(x),
normalmente omitiremos la x; como el valor de desarrollo �nito con k índices, el primero ik, segundo ik�1 y así,
sucesivamente, hasta el índice k que será i1.
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La de�nición anterior es la usual para la fracción continua, que ilustramos como ejemplo:

x =
1

a1 +
1

a2+
1

...ak+ 1
���

&n =
1

an +
1

an�1+
1

...a2+ 1
a1

De�nición 0.42 Diremos que (X;A; �; T ) es fuertemente mezclado si para todos B;C 2 A tenemos que

l��m
n!1

�
�
T�nC \B

�
= �(B)�(C):

Teorema 0.43 Que (X;A; �; T ) sea fuertemente mezclado es equivalente a que para todo par de funciones f 2 L1
y g 2 L1; tenemos

l��m
n!1

Z
X

(f � Tn) gd� =
Z
X

fd�

Z
X

gd�:

De�nición 0.44 Sea dado un espacio de medida (Y;A; �) y sea (X;B; �0) =
1Q
n=1

(Y;A; �), donde B es la ��álgebra

generada por los conjuntos de la forma
n
x = (xk)k�1 : xi 2 A1; : : : ; xi+n�1 2 An

o
y A1; : : : ; An son elementos de A,

n es un entero positivo y �0 es la medida producto. Consideraremos el operador desplazamiento �((y1; y2; y3; y4; : : :)) =
(y2; y3; y4; : : :). Sea k � 2 un entero y p0; p1; : : : ; pk�1 números reales positivos satisfaciendo la relación

Pk�1
i=0 pi = 1:

Let K = f0; 1; : : : ; k � 1g y P = 2K el conjunto de las partes de K. La tripleta (K;P; �) es el espacio de probabil-

idad con � (i) = pi: Al espacio
1
�
j=1

(K;P; �) ; junto con la transformación � ((x0; x1; x2; : : :)) = (x1; x2; : : :) ; se le

llama sistema de Bernoulli lateral o de una cara. Podemos comprobar que un sistema de Bernoulli de una cara es
fuertemente mezclado (véase [164, Sec. 4.9]).

Recordemos (véase [140, Chap. 8]) que, dados dos espacios dinámicos de representación (Xi;
i; �i; Fi) ; i = 1; 2;
un isomor�smo es una aplicación � : X1 ! X2 tal que:
(1) � es una biyección (tras eliminar conjuntos de medida cero, si es necesario ),
(2) � y ��1 son aplicaciones medibles (i.e., ��1 (
2) � 
1 y � (
1) � 
2),
(3) �1

�
��1B

�
= �2 (B) ; para B 2 
2 (también �2 (�B) = �1 (B) ; para B 2 
1), y

(4) � � F1 = F2 � �:

De�nición 0.45 Decimos que (X1;
1; �1; F1) y (X2;
2; �2; F2) son isomorfos si entre ellos existe un isomor�smo
�. Si un espacio (X;
; �; F ) es isomorfo a otro que es un sistema de Bernoulli de una cara, entonces decimos que
(X;
; �; F ) es un sistema de Bernoulli.

De�nición 0.46 Sean (X;A; �; T ) y (Y;M; 
; S) dos sistemas dinámicos de representación. Decimos que (Y;M; 
; S)
es un factor de (X;A; �; T ) si existe una aplicación sobreyectiva 	 : X ! Y tal que:
a) 	�1M � A
b) 	T = S	
c) �

�
	�1E

�
= 
(E) 8E 2M

El sistema (X;A; �; T ) es llamado una extensión de (Y;M; 
; S) y 	 es llamada una aplicación factor.

De�nición 0.47 Sea un sistema (Y;M; 
; S) con S no inversible. Una extensión (X;A; �; T ) de (Y;M; 
; S) con T
inversible es llamado una extensión natural si la aplicación factor 	 satisface que la �-álgebra A está generada por
Tm	�1M = A con m = 0; 1; 2; 3; : : :

Teorema 0.48 Con la notación de la de�nición anterior, todo sistema (Y;M; 
; S) con S no inversible tiene una
extensión natural; y ésta es única, salvo isomor�smos. Además,
a) (X;A; �; T ) es ergódico si, y sólo si, (Y;M; 
; S) lo es.
b) (X;A; �; T ) es fuertemente mezclado si, y sólo si, (Y;M; 
; S) lo es.
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0.6. Fractales

El concepto de fractal, introducido formalmente por Mandelbrot en 1975, tiene su origen en el estudio de difer-
entes conjuntos matemáticos con propiedades especiales, denominados comúnmente como "monstruos matemáticos"
por su carácter patológico, que había propiciado su estudio como elementos disconexos y casos particulares de una
ciencia que estaba por nacer. Describimos aquí los resultados de los que haremos uso en esta Memoria.

De�nición 0.49 Sea A un subconjunto de Rn y 0 � s � n, � > 0. Para tal s; se de�ne la medida exterior
s-dimensional de Hausdor¤ de A por

Hs (A) = l��m
�!0

(
��nf
X
i

jUijs
)
;

donde el ín�mo se toma sobre todos los recubrimientos numerables fUig de A por subconjuntos de Rn; con 0 <
jUij � �. La dimensión de Hausdor¤, que se denota por dimH (A) ; es el valor s0 tal que Hs (A) =1 para s < s0,
y Hs (A) = 0 para s > s0. Escribimos jU j = sup fkx� yk : x; y 2 Ug para el diámetro del conjunto U .

De�nición 0.50 Una función f : (X; d) ! (Y; d0) es bilipschitziana si es biyectiva y tanto f como f�1 son
lipchitzianas.

De�nición 0.51 Sea A un subconjunto acotado de Rn. Para cada � > 0 notamos por N� (A) al menor número de
conjuntos de diámetro menor que � que son necesarios para cubrir el conjunto A. La dimensión inferior y superior
por cajas se de�nen, respectivamente como dimB (A) = l��m

�!1

logN�(A)
� log � y dimB (A) = l��m

�!1
logN�(A)
� log � . Si estos números

reales son iguales se llamará dimensión por cajas de A.

En [62, Prop. 4.1] encontramos la siguiente relación entre estas dimensiones.

Proposición 0.52 Si A � Rn puede ser recubierto por nk conjuntos de diámetro máximo �k: Si �k ! 0 cuando
k !1; entonces

dimH(A) � dimB (A) � dimB(A) � l��m
k!1

log nk
� log �k

:

El siguiente resultado es usado con frecuencia en el cálculo de dimensiones de Hausdor¤.

Lema 0.53 (Frostman) Sea F un conjunto de Borel de R y � una medida �nita de�nida sobre la ��álgebra de
Borel. (Por BS(x) denotamos la bola de centro x y radio S:) Bajo estas hipótesis:

i. Si el límite superior l��m sup �(BS(x))
Ss está acotado en F , entonces dimH F � s:

ii. Si existe un número real positivo c tal que l��m��nf �(BS(x))
Ss > c > 0 en F , entonces dimH F � s:

Un sistema iterado de funciones (IFS) es un conjunto �nito de contracciones, fF1; :::Fmg ; en un espacio métrico
(X; d) dado. El siguiente resultado es la versión del principio de la aplicación contractiva en espacios métricos
completos, cuando consideramos como espacio a la clase de los compactos (no vaciós) de X.

Teorema 0.54 Para un IFS dado por fF1; :::Fmg ; existe un único compacto S, tal que S = [iFi (S) : A este
conjunto lo llamaremos atractor.

Demostración. Véase [62].
Recordamos que un IFS puede ser aplicado para de�nir medidas invariantes soportadas en el atractor del sistema.

De�nición 0.55 Sea fF1; :::Fmg un IFS en K � Rn y sean p1;...pm números reales veri�cando que pi > 0 para
todo i con

Pm
i=1 pi = 1. Una medida � se dice que es autosimilar si � (B) =

Pm
i=1 pi�

�
F�1i (B)

�
para todo conjunto

de Borel B:

La demostración de la existencia de estas medidas puede verse, por ejemplo, en [62] o [81].
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0.7. Cópulas

El estudio y construcción de distribuciones multidimensionales que tienen unas distribuciones marginales dadas
ha ocupado, y sigue haciéndolo, mucho interés en Estadística. Después de que Sklar demostrara (1959) el teorema
que lleva su nombre, el interés se ha centrado en las cópulas. Recordamos la de�nición de cópula.

De�nición 0.56 Una cópula es una función C : In ! I que cumple las condiciones:
C1) Para todo u de In;

C(u) = 0 si al menos una coordenada de u es 0

y
si todas las coordenadas de u son 1 excepto uk; entonces C(u) = uk

C2) Para cada a y b de In tal que a � b;

VC ([a;b]) = �
bn
an�

bn�1
an�1 : : :�

b1
a1C (t) � 0

donde [a;b] = [a1; b1]� � � � � [an; bn] y

�bkakH (t) = H (t1; : : : ; tk�1; bk; tk+1; : : : ; tn)�H (t1; : : : ; tk�1; ak; tk+1; : : : ; tn) :

Decimos que una ecuación veri�cando C2) es n�creciente.
Son ejemplos clásicos de copulas M (u) = m��n (u1; u2; : : : ; un) o �(u) = u1u2 : : : un: Esta última es la llama-

da cópula producto o cópula independiente. Nos centraremos principalmente en el caso bidimensional. En esta
dimensión ocurre que hay otra cópula muy destacada W (x; y) = m�ax f0; x+ y � 1g ; y se da la relación

M � C �W;

para cualquier otra cópula (en particular, naturalmente, para el caso en el que C sea la cópula producto). Al conjunto
de todas las cópulas lo representamos por COP (sin hacer referencia a la dimensión , que vendrá determinada por
el contexto).
Toda cópula tiene asociada una medida doblemente estocástica de�nida en la ��álgebra de Borel, B

�
I2
�
(véase

[122]).
El teorema fundamental de la Teoría de Cópulas, conocido como Teorema de Sklar, tiene diferentes demostra-

ciones que, por ejemplo, pueden verse en [33], [42], [119], [148], [152] o [155]. Lo dejamos enunciado:

Teorema 0.57 (Sklar) Sea F una función de distribución multidimensional y sean Fi; con i = 1; : : : ; n; sus
distribuciones marginales. Entonces, existe una cópula C para la que

F (u1; u2; : : : ; un) = C (F1 (x1) ; F2 (x2) ; : : : ; Fn (xn)) :

Además, si todas las Fi son continuas entonces C es única.

Algunas de�niciones. Una generalización de las cópulas son las cuasicópulas. Aparecen por primera vez en 1993
en [3]; y han sido caracterizadas (véase [70]), como las funciones Q : I2 ! I que satisfaciendo la condición
C1), en lugar de C2), se le exigen estas otras condiciones más débiles:

Q1) Q es no decreciente en cada variable; y

Q2) la condición de Lipspchitz

jQ (u1; u2; : : : ; un)�Q (v1; v2; : : : ; vn)j � ju1 � v1j+ ju2 � v2j+ � � �+ jun � vnj ;

para todo (u1; u2; : : : ; un) ; (v1; v2; : : : ; vn) de In (una función con esta propiedad diremos que es 1-Lipschitz):

Cuando una cuasicópula no es una cópula decimos que es una cuasicópula propia.

Una subcópula bidimensional (o una subcópula, por brevedad) es una función C� : S1�S2 ! I, donde S1 y S2 son
subconjuntos de I conteniendo 0 y 1, que satisface:

i) C� (u; 0) = 0 = C� (0; v), para todo u 2 S1; v 2 S2.

ii) C� (u; 1) = u, C� (1; v) = v para todo u 2 S1; v 2 S2.
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iii) C� es 2�creciente; esto es,

C�(u2; v2)� C�(u2; v1)� C�(u1; v2) + C�(u1; v1) � 0;

para todos u1; u2 2 S1; v1; v2 2 S2 tales que u1 � u2 y v1 � v2:

La sección diagonal de una cópula C (y similarmente de una cuasicópula) es la función de�nida por �C (t) =
C (t; t; : : : ; t) para todo t 2 I.

Una función diagonal es una función � : I! I que cumple las condiciones

D1) 8t 2 I, � (t) � t:

D2) �(1) = 1:

D3) 8s; t 2 I, s � t =) 0 � �(t)� �(s) � n (t� s) :

Dada una diagonal �; el conjunto de las cópulas cuya sección diagonal es � se representa por C� y por Q� el de las
cuasicópulas.

Utilizando el volumen de un hipercubo VC ([a;b]) y el teorema de extensión (veáse [30]) tenemos que toda cópula
tiene asociada una medida n-estocástica que representaremos por �C : La relación existente entre cópulas y medidas
doblemente estocásticas nos permite trasladar muchos conceptos de la Teoría de la Medida a la Teoría de Cópulas.
En particular, el teorema de descomposición de Lebesgue (en el caso bidimensional) podemos expresarlo (véanse,
[147] y [122]) de la forma siguiente:

Teorema 0.58 Para cada cópula C; tenemos que �C = �
c
C + �

s
C donde

�cC(D) =

Z
D

@2C

@u@v
d� y �sC(D) = �C(D)� �cC(D)

para todo D 2 B
�
I2
�
; con �cC � � (como es usual � indica que �C es una medida absolutamente continua respecto

de �), y �sC ? � (medidas mutuamente singulares).
Puesto que las marginales de C tienen la distribución uniforme se deduce que �sC no tiene átomos.

De�nición 0.59 El soporte de una cópula es el conjunto de los puntos en el cuadrado unidad que tienen sus
entornos con medida positiva.

A lo largo de varios capítulos haremos referencia a un tipo particular de cópulas; nos referimos a las introducidas
por Fredricks et al. en [67]. Recordemos algunos conceptos relacionados con ellas.

De�nición 0.60 Una matriz de transformación T es una matriz con entradas no negativas, para las que la suma
de sus entradas es 1 y ninguna �la ni columna tiene todas sus entradas nulas.

Siguiendo a [67], recordamos que cada matriz de transformación T determina una subdivisión de I2 en subrec-
tángulos Rij = [pi�1; p] � [qj�1; qj ], donde pi (respect. qj) es la suma de las entradas de las primeras i columnas
(respect. j �las) de T .
Para una matriz de transformación T y una cópula C, denotamos por T (C) a la cópula que, para cada (i; j),

distribuye la masa en Rij de la misma forma en que lo hace C en I2:

Teorema 0.61 ([67, Th. 2]) Para toda matriz de transformación T 6= [1], existe una única cópula CT para la que
T (CT ) = CT .

Sea T una matriz de transformación. Consideramos las siguientes condiciones:
i) T tiene, al menos, una entrada igual a cero.
ii) Para cada entrada no nula de T , las sumas a lo largo de la �la y de la columna de esa entrada son iguales.
iii) Hay, al menos, una �la o columna de T con entradas no nulas.

Teorema 0.62 ([67, Th. 3]) Si T es una matriz de transformación que satisface i), entonces CT es singular (esto
es, su soporte tiene medida de Lebesgue cero o bien �CT � �sCT ).

De�nición 0.63 Una cópula C es invariante si C = CT para una matriz de transformación T . Una cópula invari-
ante CT se dice auto-similar si T satisface la condición ii).

Teorema 0.64 ([67, Th. 6]) El soporte de la cópula CT ; con T satisfaciendo i) y iii), es un conjunto fractal cuya
dimensión de Hausdor¤ está entre 1 y 2.
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Capítulo 1

La función de Takagi y sus conjuntos de
nivel

1.1. Introducción

Estamos acostumbrados a trabajar con funciones de una forma natural, casi sin pararnos a pensar en su signi�-
cado: en la actualidad es un concepto plenamente de�nido; sin embargo, esto no siempre ha sido así a lo largo de la
historia; y durante mucho tiempo eran de�nidas de modo más bien complicado y tortuoso. El gran logro del Cálculo
(1665-1685), mostrar que derivación e integración de funciones son operaciones recíprocas, fue logrado en ausencia
de una de�nición explícita. Fue necesario esperar hasta 1718 cuando Johan Bernouilli dijo que "una función de una
variable es una (nueva) magnitud compuesta, de un modo u otro, con esa magnitud variable y constantes".
Sin embargo, y éstos eran los excesos, se consideraba que para toda función: (i) se veri�caba el Teorema Fun-

damental del Cálculo; (ii) existía su desarrollo en serie de potencias; y (iii) era posible integrar y derivar término a
término en todas estas series. (Véase [136].)
El concepto de función, en una forma moderna, fue dado durante el siglo XIX. A pesar de estas mejoras, durante

buena parte de ese siglo, un gran número de matemáticos pensaban que las funciones continuas tenían derivada
en un "importante"subconjunto de puntos de entre los que estaba de�nida. (Ampère creyó haber demostrado este
hecho.)
Pero, tres grandes matemáticos encontraron, independientemente, una respuesta negativa a esta cuestión mostran-

do ejemplos explícitos de funciones continuas que no tienen derivada en ningún punto. Ellos fueron: Bolzano (1830),
publicado mucho después, en 1922 (véase [84]); Cellérier (1860, aprox.), publicado en 1890 (véase [37]); y Weierstrass,
que dio su celebre función

W (x) :=
+1X
k=0

ak cos
�
bk�x

�
; 0 < a < 1; ab > 1 +

3

2
�; b 2 (2n� 1)Z;

en julio de 1872, siendo publicada en 1875 (véase [31]). Como hemos podido colegir de arriba, los dos primeros nunca
vieron publicados sus resultados; y se da la paradoja de que los ejemplos fueron publicados en el orden inverso al
que fueron descubiertos por sus autores.
Un poco más tarde, en 1903, Takagi dio un ejemplo extraordinariamente sencillo de una función continua sin

derivada en ningún punto (tal como reconoce el propio autor en el título de su artículo; véase [158]).
Esta función ha sido ampliamente estudiada desde un punto de vista geométrico (véanse, por ejemplo, [16], [29],

[35] y [153]). Originalmente, fue de�nida en [158] de dos formas distintas que mostraremos que son coincidentes.
Para x 2 I; Takagi considera su desarrollo binario

0:x1x2:::xn:::

(xn 2 f0; 1g para todo n) y de�ne la función

f : I! R; f (x) :=
+1X
k=1

ak
2k

15
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con

an :=

�
�n:::; xn = 0
�n:::; xn = 1

donde �n y �n denotan, respectivamente, el número de ceros y unos entre x1; x2; :::; xn. (Por tanto �n + �n = n y
0 � an � n� 1.)
Posteriormente, este tipo de funciones continuas y no derivables en ningún punto fueron redescubiertas por otros

muchos autores (véase [76]).
En este Capítulo se estudian las propiedades de la función de Takagi haciendo uso de una expresión para ella

que enunciamos como teorema 1.3; y haciendo uso de la autoa�nidad que se establece a partir de ese resultado, se
da una acotación óptima de la dimensión de Hausdor¤ de los conjuntos de nivel de esta función, demostrando una
conjetura recientemente planteada por Maddock.

1.2. La función de Takagi

Comenzamos con la siguiente de�nición para la función de Takagi (véanse [158], [16], [30] o [35]). Sea d (x) la
distancia de cada número real x al entero más próximo. De�nimos la función:

Tn (x) :=
nX
k=0

d
�
2kx
�

2k
;8x 2 R;8n 2 Z+:

El limite (uniforme) de (Tn) es la función de Takagi. Como consecuencia, dicha función límite es continua en R: La
notaremos por T:
Por tanto, tenemos ahora una de�nición analítica para T :

T (x) :=

+1X
k=0

d
�
2kx
�

2k
;8x 2 R:

Lema 1.1 Las funciones f y T son la misma función.

Demostración. Si x tiene desarrollo binario igual a 0:x1x2:::xn:::, entonces

d(x) :=

�
x:::; x1 = 0
1� x:::; x1 = 1

La función actúa como sigue en el desarrollo binario:

d(x) :=

�
0:x1x2:::xn:::; x1 = 0
0:x1x2:::xn:::; x1 = 1

donde xk := 1� xk. Además,
d
�
2kx
�

2k
:= 0;0::;0exk+1exk+2::: [�]

donde exj := � xj :::; xk+1 = 0
1� xj :::; xk+1 = 1

Finalmente, sumando en el índice k en [�] ; sigue la igualdad requerida.
El objetivo de este Capítulo es obtener otra expresión (la tercera) para la función de Takagi T ; y, también,

deducir sus propiedades clásicas. Comenzamos probando una propiedad de unicidad para dos expresiones binarias
de ciertos números racionales.

Lema 1.2 Sea x en el intervalo I. Cuando sea posible escribir

x =
nX
k=1

1

2�k
=

+1X
k=1

1

2�
0
k

;

con �
�k = �

0
k::::; si k = 1; 2; :::; n� 1

k + �n = �
0
n+k�1::::; si k 2 Z+
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entonces
nX
k=1

�k � 2 (k � 1)
2�k

=
+1X
k=1

�0k � 2 (k � 1)
2�

0
k

:

Demostración. Podemos suponer x 2 ]0; 1[. Realizando sencillos cálculos en la serie de la derecha se tiene:

+1X
k=1

�0k � 2 (k � 1)
2�

0
k

=
n�1X
k=1

�0k � 2 (k � 1)
2�

0
k

+
+1X
k=n

�0k � 2 (k � 1)
2�

0
k

=
n�1X
k=1

�0k � 2 (k � 1)
2�

0
k

+
+1X
k=1

�n + k � 2 (n� 1 + k � 1)
2�n+k

;

manipulando la última serie de la suma:

+1X
k=1

�n + k � 2 (n� 1 + k � 1)
2�n+k

=
1

2�n

+1X
k=1

�n � k � 2n� 2
2k

=
�n � 2n
2�n

+
1

2�n

+1X
k=1

4� k
2k

=
�n � 2 (n� 1)

2�n
:

Teorema 1.3 Sea x 2 I. Si x =
P+1

n=1
1
2�n ; entonces

T (x) =
+1X
k=1

�k � 2 (k � 1)
2�k

:

Demostración. No existe restricción si únicamente calculamos T para x =
Pn

k=1
1
2�k ; por argumentos de con-

tinuidad en conjuntos densos. Notemos que

d
�
2�n�1x

�
=
1

2
y d (2mx) = 0;8m � �n:

Trabajando en el desarrollo en serie de T (x):

T (x) =
+1X
k=0

d
�
2kx
�

2k
=

�n�1X
k=0

d
�
2kx
�

2k

= d(x) + :::+
d
�
2�1�1x

�
2�1�1

+
d (2�1x)

2�1
+ :::+

d
�
2�n�1x

�
2�n�1

= x+
2x

2
+ (�1�2)::::::: +

2�1�2x

2�1�2
+
1� 2�1�1x
2�1�1

+
d (2�1x)

2�1
+ :::+

d
�
2�n�1x

�
2�n�1

= (�1 � 2)x+
1

2�1�1
+
d (2�1x)

2�1
+ :::+

d
�
2�n�1x

�
2�n�1

:

Sea
x1 :=

1

2�2��1
+

1

2�3��1
+ :::+

1

2�n��1
; i.e., 2�1x = 1 + x1;

y usando la periodicidad de T :

= (�1 � 2)

24 1

2�1
+

nX
j=2

1

2�j

35+ 1

2�1�1
+

1

2�1
T (x1)

=
�1
2�1

+ (�1 � 2)
nX
j=2

1

2�j
+

1

2�1
T (x1) :
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Haciendo manipulaciones similares en x1, y siendo

x2 :=
1

2�3��2
+

1

2�4��2
+ :::+

1

2�n��2
; i.e., 2�2x1 = 1 + x2;

sigue que

T (x1) =

�n��1X
k=0

d
�
2kx1

�
2k

= (�2 � �1 � 2)x1 +
1

2�2��1�1
+

1

2�2��1
T (x2) ;

y, por sustitución en T (x):

T (x) =
�1
2�1

+ (�1 � 2)
nX
j=2

1

2�j

+
1

2�1

�
(�2 � �1 � 2)x1 +

1

2�2��1�1
+

1

2�2��1
T (x2)

�
=

�1
2�1

+
�2 � 2
2�2

+ (�2 � 4)
nX
j=3

1

2�j
+

1

2�2
T (x2) :

Proponemos la validez de la siguiente fórmula, con p 2 Z+:

T (x) =

pX
j=1

�j � 2 (j � 1)
2�j

+ (�p � 2p)
nX

j=p+1

1

2�j
+

1

2�p
T (xp) ;

y lo demostramos para p+ 1. Razonando en xp:

T (xp) =

�n��pX
k=0

d
�
2kxp

�
2k

= (�p+1 � �p � 2)xp +
1

2�p+1��p�1
+

1

2�p+1��p
T (xp+1) ;

donde

xp+1 :=
1

2�p+1��p
+

1

2�p+2��p
+ :::+

1

2�n��p
; i.e., 2�p+1xp = 1 + xp+1:

Por tanto,

T (x) =

pX
j=1

�j � 2 (j � 1)
2�j

+ (�p � 2p)
nX

j=p+1

1

2�j
+

+
1

2�p

�
(�p+1 � �p � 2)xp +

1

2�p+1��p�1
+

1

2�p+1��p
T (xp+1)

�
=

pX
j=1

�j � 2 (j � 1)
2�j

+ (�p � 2p)
nX

j=p+1

1

2�j
+

+(�p+1 � �p � 2)
nX

j=p+1

1

2�j
+

2

2�p+1
+

1

2�p+1
T (xp+1)

=

pX
j=1

�j � 2 (j � 1)
2�j

+
�p+1 � 2p
2�p+1

+

+(�p+1 � 2 (p+ 1))
nX

j=p+2

1

2�j
+

1

2�p+1
T (xp+1) :
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Finalmente, con p = n� 1, concluimos:

T (x) =
n�1X
j=1

�j � 2 (j � 1)
2�j

+
�n�1 � 2(n� 1)

2�n
+
�n � �n�1

2�n

=
nX
j=1

�j � 2 (j � 1)
2�j

:

Esta fórmula permite obtener resultados de un modo sencillo. El siguiente es un ejemplo de ello.

Proposición 1.4 Si x 2 Q; entonces T (x) 2 Q: Además, T (x) tiene desarrollo binario �nito.

Demostración. El caso de desarrollo �nito es inmediato. En los demás tenemos periodicidad. Consideramos

x =
+1X
n=1

1

2�n
=

1

2�1
+

1

2�2
+ :::+

1

2�k
+

1

2�1
+

1

2�2
+ :::+

1

2�s

+
1

2r

�
1

2�1
+

1

2�2
+ :::+

1

2�s

�
+ :::

Aplicando la fórmula obtenida anteriormente, tenemos:

T (x) =

kX
j=1

�j � 2 (j � 1)
2�j

+

+

�
�1 � 2k
2�1

+
�2 � 2 (k + 1)

2�2
+ :::+

�s � 2 (k + s� 1)
2�s

�+1X
t=1

1

2tr
+

+(r � 2)
�
1

2�1
+

1

2�2
+ :::+

1

2�s

�+1X
t=1

t

2tr
;

donde la suma de cada serie tiene desarrollo binario �nito, y por tanto es cierto para T (x).
Esta es la grá�ca de la función de Takagi.

Grá�ca de T

Además, aparecen ventajas teóricas. El siguiente teorema, como una sencilla consecuencia de esta nueva fórmula
para T , es equivalente a describir los coe�cientes de la base de Schauder.

Teorema 1.5 Para enteros positivos n y k, se tiene la identidad

T

�
2n+ 1

2k+1

�
=
1

2

�
T
� n
2k

�
+ T

�
n+ 1

2k

��
+

1

2k+1
:
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Demostración. Si n; k 2 Z+; entonces

n
2k
= 1

2�1 +
1
2�2 + :::+

1
2�n

2n+1
2k

= 1
2�1 +

1
2�2 + :::+

1
2�n +

1
2k+1

n+1
2k

= 1
2�1 +

1
2�2 + :::+

1
2�n +

1
2k
;

y calculando en la fórmula de T :

T
�
n
2k

�
=
Pn

j=1
�j�2(j�1)

2�j

T
�
2n+1
2k

�
=
Pn

j=1
�j�2(j�1)

2�j
+ k+1�2n

2k+1

T
�
n+1
2k

�
=
Pn

j=1
�j�2(j�1)

2�j
+ k�2n

2k
:

Quedando clara la igualdad.

1.3. Propiedades clásicas de T

A continuación demostramos la no derivabilidad de T en ningún punto.

Teorema 1.6 (Véanse [158] y [29]) La función de Takagi no tiene derivada en ningún punto del intervalo
unidad.

Demostración. Inicialmente, suponemos que x tiene desarrollo �nito; i.e., x =
Pn

j=1
1
2�j
. (En este caso el número

de unos o ceros en sus desarrollos binarios son �nitos.) Consideramos

y := x+
1

2�n+k
(k 2 Z+):

Por tanto, el cociente
T (x)� T (y)

x� y = �n + k � 2n

diverge cuando k ! +1, lo que implica que no existe la derivada T 0(x).
Consideramos el caso en que tanto el número de unos como ceros en el desarrollo binario de x son in�nitos (por

tanto, el conjunto �
n 2 Z+ : �n+1 > �n + 1

	
es in�nito). Escribimos x =

P+1
n=1

1
2�n ; y consideramos dos tipos de cadenas de desigualdades:

un : =
nX
k=1

1

2�k
< x <

nX
k=1

1

2�k
+

1

2�n+1
=: vn

un < x < vn +
1

2�n+2
=: evn:

Para cada uno de estos casos calculamos:

T (un)� T (vn)
un � vn

= 1 + �n � 2n

T (un)� T (evn)
un � evn =

2

3
+ �n � 2n:

Pero, si n ! +1, los dos límites son distintos por lo que el lema 0.3 garantiza que no hay derivada para
x 2 ]0; 1[.
El caso x 2 f0; 1g tiene razonamiento análogo (para derivadas laterales).
Podemos tener más información si somos un poco más cuidadoso en los cálculos:

Teorema 1.7 (Véase [35]) La función de Takagi no tiene derivada lateral izquierda ni derecha en ningún punto.
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Demostración. Sea x 2 [0; 1[. Probaremos que T 0(x+) la derivada lateral por la derecha de T en x no existe. Para
la situación dual T 0 (x�) ; la demostración sigue análogamente (o, puede ser, considerando que T (1 � x) = T (x)
para todo x 2 I).
La demostración del teorema anterior muestra que si x tiene desarrollo binario �nito, entonces la derivada lateral

de T en x no existe. Por tanto, será reducido al caso en que existen una in�nidad de unos y ceros en el desarrollo
binario de x. Por tanto

x =
+1X
n=1

1

2�n
;

y el conjunto fn 2 Z+ : �n + 1 < �n+1g es in�nito.
De�nimos

xn =
n�1X
k=1

1

2�k
+

1

2�n�1
+

+1X
k=n+1

1

2�k
:

Sigue que xn > x; y
T (xn)� T (x)

xn � x
= �n � 2n:

Pero, si existe el límite �n � 2n �! T 0(x+), entonces debe ser un entero; esto implica un desarrollo periódico para
x de la forma

x =
rX

k=1

1

2�k
+

 
+1X
k=0

1

22k+r

!

=
rX

k=1

1

2�k
+
+1X
k=0

1

22k+m
:

Consideremos n � r + 1, y de�namos

yn := x�
�

1

2�n+2
� 1

2�n�1

�
:

En este caso:
T (yn)� T (x)

yn � x
= �n � 2n� 2=7;

y con esta contradicción se concluye la demostración.

De�nición 1.8 (Condición de Lipschitz y de Lipschitz local) Sea f una función de un espacio métrico (X; d) en
otro espacio métrico (X 0; d0). Decimos que f es Lipschitz si

9k > 0 : x; y 2 X =) d0 (f(x); f(y)) � kd (x; y) :

Decimos que f es Lipschitz en x 2 X si

9k; " > 0 : y 2 X; d(x; y) < " =) d0 (f(x); f(y)) � kd (x; y) :

Proposición 1.9 Existen puntos en que T no es Lipschitz; i.e., existe x 2 I tal que

8k; " 2 R+; fy 2 I : d(x; y) < "; jT (x)� T (y)j > k jx� yjg 6= ;:

Demostración. Para los puntos con desarrollo binario �nito, la demostración está implícita en la del teorema 1.3.

Lema 1.10 Si f�ng es una sucesión creciente de números enteros positivos tal que �n � 2 (n� 1) 6= 0, entonces

+1X
k=n

�k � 2 (k � 1)
2�k

� O
�
�n � 2 (n� 1)

2�n

�
:
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Demostración. Una sencilla manipulación nos da

+1X
j=1

�n + sj � 2 (n+ j � 1)
2�n+sj

=
+1X
j=1

�n � 2 (n� 1)
2�n

1

2sj
+

+
1

2�n

+1X
j=1

sj � 2j
2sj

= O

�
�n � 2 (n� 1)

2�n

�
:

Proposición 1.11 T es Lipschitz en un subconjunto denso de I:

Demostración. Consideremos

x =
rX

n=1

1

2�n
+
+1X
n=1

1

2�r+2n
;

y

y :=
rX

n=1

1

2�n
+

mX
n=1

1

2�r+2n
+

z

2�r+2m
; z 2 [0; 1[ :

En esta situación, existen números reales positivos A y B, tales que

A jx� yj � 1

2�r+2m
� B jx� yj

y

jT (x)� T (y)j � j�r+1 � 2rj
2�r+1

+
j�r+1 � 2rj
2�r+1+2

+
j�r+1 � 2rj
2�r+1+4

+ :::

+
j�0t � 2 (t� 1)j

2�t
+ :::

Por tanto, la serie en la primera �la es claramente O
�
j�n+1�2nj
2�n+1

�
; y la de la segunda también, por el lema

anterior y el decrecimiento de x=2x:
Con un poco de esfuerzo, tenemos más información. En primer lugar hacemos una de�nición.

De�nición 1.12 Una función f es Holdër-continua de grado � en x, si existen números reales positivos M y �
tales que jx� yj < � implica jf(x)� f(y)j < M jx� yj�. (Cuando � = 1, f es Lipschitz en x:)

Teorema 1.13 (Véase [153]) La función de Takagi T es Hölder-continua de grado �, para todo � de ]0; 1[ :

Este resultado se sigue como una consecuencia de un resultado más general de Hata. Con la fórmula del teorema
1.3, podemos probar la siguiente propiedad de continuidad:

Teorema 1.14 (Véase [75]) Para x; y 2 R,

jT (x)� T (y)j � O (jx� yj ln jx� yj) :

Demostración. Considerados los números

x :=
nX
k=1

1

2�k
+
1

2m
+

1

2m+1
+ ::: e y :=

nX
k=1

1

2�k
+

1

2m0 + :::

tenemos que m+ 1 = m0 o m+ 1 < m0. En ambos casos, tenemos

1

2m+2
� jx� yj � 1

2m�1
;
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y

jT (x)� T (y)j �
����m� 2n2m

����+ �����n+2 � 2 (n+ 1)2�n+2

����+ :::
+

����m0 � 2n
2m0

����+ �����n+2 � 2 (n+ 1)2�n+2

����+ :::
=

m

2m
+
m0

2m0 + 2
+1X
j=1

j +m

2j+m

= O
� m
2m

�
= O (jx� yj ln jx� yj) :

Por otra parte, si

x : =
rX

k=1

1

2�k
+
1

2m
+

1

2m1
+ :::

y : =
rX

k=1

1

2�k
+

1

2m+1
+ :::+

1

2m+n
+

1

2m2
+ :::;

consideramos m00 := m��n fm1;m+ ng. Entonces, existen números reales positivos c1 y c2, tales que
c1
2m00 � jx� yj �

c2
2m00 :

Finalmente, el término correspondiente a 1
2m en T (x) opera con los correspondientes a 1

2m+1 + :::+
1

2m+n en T (y);
y, procediendo como antes, obtenemos el resultado.

Proposición 1.15 No es posible mejorar el resultado de Hata.

9x 2 R : jT (x)� T (x+ h)j 6= o (jhj ln jhj) :

Demostración. Si consideramos x e y con desarrollos �nitos:

x =
1

2�1
+

1

2�2
+ :::+

1

2�n�1
+

1

2�n
e y = x+

1

2m
;

entonces

h = jx� yj = 1

2m
y jT (x)� T (y)j =

����m� 2n2n

���� :
Por tanto, con m �! +1,

jT (x)� T (x+ h)j 6= o (jhj ln jhj) :

1.4. Teorema de Kôno

Si x =
P+1

k=1 1=2
�k ; escribimos bk(x) para designar la longitud del k-ésimo grupo de unos en el desarrollo en

serie. (Las dos formas en que puede de�nirse x no son importantes para nosotros, porque ocurre en un conjunto
numerable de puntos.) Las bk son variables aleatorias.

Lema 1.16 Las variables aleatorias fbk : k 2 Z+g son independientes y están idénticamente distribuidas, con p (bk = n) =
1=2n+1:

Lema 1.17 El conjunto de puntos en que ocurre bk � 2 log2 k una in�nidad de veces, es de medida cero.

Demostración. Es una consecuencia del lema de Borel-Cantelli .
Dado un número x =

P+1
k=1 ak=2

k, estudiaremos las variables aleatorias ak.

Lema 1.18 Las variables aleatorias fak : k 2 Z+g son independientes y están idénticamente distribuidas con p (ak = 0) =
p (ak = 1) = 1=2:
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Aplicando la Ley del Logaritmo Iterado obtenemos:

Corolario 1.19

�

��
x : l��m sup

n

2
Pn

k=1 ak � np
n
p
2 ln lnn

= 1

��
= 1

y

�

��
x : l��m��nf

n

2
Pn

k=1 ak � np
n
p
2 ln lnn

= �1
��

= 1:

Ahora consideramos la subsucesión de los valores uno en (ak); por tanto:

Corolario 1.20

�

��
x : l��m sup

n

�n � 2np
2�n ln ln�n

= 1

��
= 1;

y

�

��
x : l��m��nf

n

�n � 2np
2�n ln ln�n

= �1
��

= 1:

Lema 1.21 Si 0 � y = 1

2�
0
1
+ 1

2�
0
2
+ � � �+ 1

2�
0
k
+ � � � � 1 y s

2r =
1
2�1 +

1
2�2 + � � �+

1
2�k , entonces

T

�
s+ y

2r

�
= T

� s
2r

�
+
r � 2k
2r

y + T (y) :

Demostración. Las siguientes igualdades son ciertas

T (y) =
�01

2�
0
1
+

�02�2
2�

0
2
+ � � �+ �0k�2(k�1)

2�
0
k

+ � � �
T
�
s
2r

�
= �1

2�1 +
�2�2
2�2 + � � �+ �k�2(k�1)

2�k
s+y
2r = 1

2�1 +
1
2�2 + � � �+

1
2�k +

�01

2l+�
0
1
+

�02�2
2l+�

0
2
+ � � �

T
�
s+y
2r

�
= �1

2�1 +
�2�2
2�2 + � � �+ �k�2(k�1)

2�k +
r+�01�2k
2r+�

0
1
+

r+�02�2(k+1)
2r+�

0
2

+ � � �

y, por tanto, se sigue el resultado.

Teorema 1.22 (Kono) En un conjunto de �-medida 1,

�

0@8<:x : l��m suph T (x+ h)� T (x)

h
q
2 log2

�
1
h

�
ln ln log2

�
1
h

� = 1
9=;
1A = 1:

Demostración. Consideramos puntos x con desarrollo binario in�nito. Sea

x =
s+ y

2r
; x+ h =

s+ y0

2r
; 0 � y < y0 � 1:

Elegimos r el máximo para el que esta relación es válida. Por tanto, y < 1
2 � y

0. El lema anterior nos da:

T

�
s+ y

2r

�
= T

� s
2r

�
+
r � 2k
2r

y + T (y)

T

�
s+ y0

2r

�
= T

� s
2r

�
+
r � 2k
2r

y0 + T (y0) ;

donde �k := r. Así que
T (x+ h)� T (x)

h
= r � 2k + T (y

0)� T (y)
y0 � y :

El último cociente está acotado, salvo cuando 1
4 < y <

1
2 � y

0 < 3
4 . Si este es el caso:

y =
1

22
+
1

2R
+

1

2�2
+ � � � ;

y0 =
1

2
+

1

2
1
+

1

2
2
+ � � � ; 
1 > R;
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entonces

T (y) =
RX
n=2

�n+ 4
2n

+
�2 � 2 (R� 2)

2�2
+ � � � ;

T (y0) =
1

2
+

1 � 2
2
1

+ � � � ;

y

T (y0)� T (y)
y0 � y �

1
2 +O

� 
1
2
1

�
� 1

2 �
�4+2R
21+R

+O
�
R
2R

�
1
2R

= O(R) = O(ln�k)

en un conjunto de medida cero. (La última desigualdad es consecuencia del lema previo.)
Si y0 := x + h e y := x, entonces T (x+h)�T (x)

h = r � 2k + O(ln�k). Por lo que, como consecuencia del último
corolario

l��m sup
h!0+

T (x+ h)� T (x)

h
q
2 log2

1
h ln ln log2

1
h

= l��m sup
k!+1

r � 2kp
2�k ln ln�k

= 1

en un conjunto de �-medida uno.
La simetría con respecto a 1/2 implica la validez del resultado para h! 0�.
Si aplicamos el Teorema Central del Límite, en lugar de la Ley del Logaritmo Iterado, obtenemos el siguiente

resultado.

Teorema 1.23

l��m
h!0
h>0

�

 (
x 2 ]0; 1[ : T (x+ h)� T (x)

h
p
� log2 h

< y

)!
=

1p
2�

Z y

�1
e�z

2=2dz:

1.5. Ecuaciones funcionales caracterizando a T y autoa�nidad

Con la ayuda del Teorema del Punto Fijo de Banach, T esta caracterizado por ecuaciones funcionales. (Véase
[145].)

Teorema 1.24 (Ecuaciones Funcionales) La función de Takagi T es la única continua (y acotada) en I que
satisface las ecuaciones funcionales (

T
�
x
2

�
= x

2 +
T (x)
2

T
�
1
2 +

x
2

�
= 1

2 �
x
2 +

T (x)
2 :

Demostración. Consideramos el espacio de Banach B (I;R) de las funciones reales acotadas de�nidas I que se
anulan en cero y en uno, dotado con la norma del supremo. De�nimos el funcional

F : B (I;R) �! B (I;R) ;
g �! F (g) : I �! R

dada esta nueva función por

F (g)(x) :=

(
x+ g(2x)

2 :::; 0 � x � 1=2
1� x+ g(2x�1)

2 :::; 1=2 � x � 1:

F (g) está bien de�nida, se trata de una contracción y aplicamos el Teorema del Punto Fijo de Banach: existe
una, y sólo una, g 2 B (I;R) cumpliendo las anteriores ecuaciones funcionales.
Sencillas manipulaciones en las series que determinan T nos dicen que esta función las veri�ca.
Como una sencilla consecuencia, podemos calcular el área bajo T:

Corolario 1.25
R 1
0
T = 1

2 :
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Demostración. Las ecuaciones funcionales anteriores muestran que T es autoafín. El área total � es la de un
triángulo de base 1, altura 1/2 y dos replicas a escala 1/2 de ella misma; es decir:

� =
1

4
+ 2

�

4
;

y, por tanto, el resultado sigue.

Teorema 1.26 (Véase [16]) La función de Takagi T alcanza sus máximos absolutos en el conjunto de puntos A
cuyo desarrollo en base cuatro únicamente contiene unos y doses. El valor del máximo (absoluto) de T en A es 2/3;
y la dimensión de Hausdor¤ de A es 1/2.

Demostración. Puesto que

A =

�
1

4
A+

1

4

�
[
�
1

4
A+

1

2

�
;

como consecuencia de la autosimilaridad de A, dimH (A) = 1=2:
Si x 2 A; entonces x =

P+1
n=1

an
4n , con an 2 f1; 2g, y podemos reescribir x como sigue

x =
+1X
n=1

1

22n�sn
; sn =

�
1:::; an = 2
0:::; an = 1

Aplicando la fórmula del teorema 1.3:

T (x) =
+1X
n=1

2n� sn � 2(n� 1)
22n�sn

=

+1X
n=1

2� sn
22n�sn

=

+1X
n=1

1

22n�1
=
2

3

(la penúltima igualdad no depende de sn).
Consideremos un x con algún 0 o 3 entre sus dígitos. Demostraremos que en estos puntos no se alcanza el máximo

de T . Sea

x : =

k�1X
n=1

an
4n
+
3

4k
+

+1X
n=k+1

bn
4n

=

k�1X
n=1

an
4n
+
3

4k
+

+1X
n=k+1

1

22n+cn
; an 2 f1; 2g; bn 2 f0; 1; 2; 3g:

(para ak = 0; el razonamiento será análogo.)
Entonces, con esta notación y el hecho que 3

4k
= 1

22k�1
+ 1

22k
,

T (x) =
k�1X
n=1

1

22n�1
+

1

22k�1
+
2k � 2k
22k

+
+1X
n=1

2k + cn � 2 (k + n)
22k+cn

:

Si consideramos

y :=
k�1X
n=1

an
4n
+
1

4k
+

+1X
n=k+1

bn
4n
=

k�1X
n=1

an
4n
+

1

22k
+

+1X
n=k+1

1

22n+cn
;

entonces

T (y) =
k�1X
n=1

1

22n�1
+

1

22k�1
+
2k � 2k
22k

+
+1X
n=1

2k + cn � 2 (k + n� 1)
22k+cn

:

Por lo que T (x) < T (y), y T no alcanza sus máximos en puntos de este tipo.
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1.6. Fórmula de Trollope

En Teoría de Números, frecuentemente, se estudia el comportamiento asintótico de la suma de funciones arit-
méticas. Con la ayuda del teorema 1.3, obtendremos una fórmula exacta para una de estas expresiones: la suma del
número de dígitos en desarrollo binario de los enteros positivos. (Véanse [160] y [43].)
Para n 2 Z+, su desarrollo binario es

P+1
k=0 ek (n) 2

n, con ek (n) 2 f0; 1g. De�namos los números

s (n) :=
+1X
k=0

ek (n) y S(N) :=
N�1X
n=0

s (n) :

Lema 1.27 Si 1 � n � 2m, entonces

T
� n
2m

�
� T

�
n

2m
� 1

2m

�
=
m� 2s (n� 1)

2m
:

Demostración. Cuando n es impar. Sea n = 2�
�
1 + 2�

�
2 + � � � + 2��k , con 0 = ��1 < ��2 < � � � < ��k. Por tanto,

podemos escribir
n

2m
=

1

2�1
+

1

2�2
+ � � �+ 1

2�k�1
+
1

2m

(donde m = �k); e inmediatamente sigue

T
� n
2m

�
� T

�
n

2m
� 1

2m

�
=
�k � 2 (k � 1)

2�k
=
m� 2s (n� 1)

2m
:

Cuando n es impar. Sea n = 2t+�
�
1 + 2t+�

�
2 + � � �+ 2t+��k , con 0 = ��1 < ��2 < � � � < ��k. Ahora,

n

2m
=

1

2m�t��
�
k
+

1

2m�t��
�
k�1

+ � � �+ 1

2m�t��
�
1

y

n

2m
� 1

2m
=

1

2m�t��
�
k
+

1

2m�t��
�
k�1

+ � � �+ 1

2m�t��
�
2
+

+
1

2m�t��
�
1+1

+
1

2m�t��
�
1+2

+ � � �+ 1

2m

obteniendo

T
� n
2m

�
� T

�
n

2m
� 1

2m

�
=

m� t� 2 (k � 1)
2m�t

� m� t+ 1� 2 (k � 1)
2m�t+1

�

�m� t+ 2� 2k
2m�t+2

� � � � � m� 2 (k + t� 2)
2m

=
m� 2 (k + t� 1)

2m
=
m� 2s (n� 1)

2m
:

Teorema 1.28 (Fórmula de Trollope generalizada) Si 1 � n � 2m, entonces

S(n) =
nm

2
� 2m�1T

� n
2m

�
:

Demostración. Por el lema,

T
� n
2m

�
=
m� 2s (n� 1)

2m
+ T

�
n

2m
� 1

2m

�
;

y aplicándolo repetidamente:

T
� n
2m

�
=
nm

2m
� s(1) + � � �+ s(n� 1)

2m�1
+ T (0):

Puesto que, T (0) = 0, sigue el resultado.

Corolario 1.29 (Fórmula de Trollope)

S(n) =
n log2 n

2
+
n (1� flog2 ng)

2
� n2�flog2 ngT

�
1

21�flog2 ng

�
:

Demostración. Se logra tomando m = 1 + [log2 n] en el teorema anterior.
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1.7. Conjuntos de nivel

Se ha descrito anteriormente cómo es el conjunto de puntos A donde la función de Takagi alcanza su máximo.
La autosimilaridad de este conjunto nos permite asegurar que su dimensión de Hausdor¤ y su dimensión por cajas
son iguales a 1=2: Recordamos que para una función f y un número real y; el y�conjunto de nivel de f; notado
como Ly, es el conjunto

fx : f(x) = yg :

Por tanto, el enunciado anterior podemos expresarlo diciendo que la dimensión de Hausdor¤ del 2=3�conjunto de
nivel L2=3 para la función T de Takagi es igual a 1=2:
Algunos casos especiales de conjuntos de nivel para T han sido estudiados en [101] y [110]. En [110], Maddock

conjeturó que la dimensión de Hausdor¤ de L2=3 de la función de Takagi es máxima; es decir,

dimH (Ly) � dimH
�
L2=3

�
= 1=2;

para todo y 2 I. En el trabajo [111], por el mismo Maddock, se ha establecido, mediante laboriosas técnicas
computacionales, el número � = 0;668 como una cota superior para la dimensión de Hausdor¤ de los conjuntos de
nivel de la función de Takagi.
En esta sección demostraremos que la conjetura de Maddock es cierta.

1.7.1. Preliminares y notación

Expresamos la autoa�nidad de T del siguiente modo:

Lema 1.30 Para k 2 Z+; 0 � m � 2k � 1, y x 2 I, la función T de Takagi satisface la relación

T
�m
2k
+
x

2k

�
= p

x

2k
+ T

�m
2k

�
+
T (x)

2k
;

donde la pendiente p = pk;m = p (k;m) 2 Z:

Demostración. Para cada x 2 I; podemos escribir

x =
+1X
n=1

1

2�n
;

y, por el teorema 1.3, tenemos que

T (x) =
+1X
n=1

�n � 2 (n� 1)
2�n

:

Por tanto, si

m

2k
+
x

2k
=

rX
s=1

1

2�s
+
+1X
n=1

1

2�n+k

(con r dependiendo de m), entonces

T
�m
2k
+
x

2k

�
=

rX
s=1

�s � 2 (s� 1)
2�s

+
+1X
n=1

�n + k � 2 (r + n� 1)
2�n+k

= T
�m
2k

�
+
+1X
n=1

k � 2r
2�n+k

+
1

2k

+1X
n=1

�n � 2 (n� 1)
2�n

= T
�m
2k

�
+ (k � 2r) x

2k
+
1

2k
T (x) ;

donde p := k � 2rm; y tenemos así probada la a�rmación del enunciado.
Como consecuencia, podemos escribir el siguiente resultado.
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Lema 1.31 La función T de Takagi toma en los puntos de la forma 1
22s+2 ;

2
22s+2 ;

3
22s+2 ;

1
22s ; los siguientes valores:8>><>>:

T
�

1
22s+2

�
= 2s+2

22s+2 ;
T
�

2
22s+2

�
= 4s+2

22s+2 ;
T
�

3
22s+2

�
= 6s+2

22s+2 ;
T
�
1
22s

�
= 2s

22s ;

(1.1)

y, además,

m�ax

�
T (x) : x 2

�
0;

1

22s+2

��
� 2s+ 8=3

22s+2
(1.2)

m�ax

�
T (x) : x 2

�
1

22s+2
;
2

22s+2

��
� (4s+ 8=3) 1

22s+2
(1.3)

Demostración. Vamos a calcular T
�
1
2k

�
: En el lema 1.30 tomamos m = 0 y x = 1: En este caso r = 0 y p = k;

por lo que obtenemos T
�
1
2k

�
= k

2k
.

Aplicado este resultado a 1
22s+2 ;

1
22s+1 ;

1
22s obtenemos

T
�

1
22s+2

�
= 2s+2

22s+2 ; T
�

2
22s+2

�
= 4s+2

22s+2 ; T
�

3
22s+2

�
= 6s+2

22s+2 :

Para T
�

3
22s+2

�
; utilizamos k = 2s + 2;m = 2 y x = 1; y el valor obtenido para T

�
2

22s+2

�
; y nos da como

resultado T
�

3
22s+2

�
= 6s+2

22s+2 :

Para la acotación del valor máximo en los intervalos
�
0; 1

22s+2

�
y
�

1
22s+2 ;

2
22s+2

�
hemos de utilizar que el valor

máximo que alcanza T es 2=3. Existe � 2 I tal que

m�ax

�
T (x) : x 2

�
0;

1

22s+2

��
= T

� �

22s+2

�
= (2s+ 2)

�

22s+2
+
T (�)

22s+2
+ T (0)

� 2s+ 2

22s+2
+
2

3

1

22s+2

= (2s+ 8=3)
1

22s+2
:

Del mismo modo, obtenemos

m�ax

�
T (x) : x 2

�
1

22s+2
;
2

22s+2

��
� (4s+ 8=3) 1

22s+2
:

Introducimos ahora un poco de notación que utilizaremos a continuación.
Para un entero positivo k; de�nimos la k-ésima partición de I como el conjunto

�kI :=
�
0;
1

2k
;
2

2k
; :::;

2k � 1
2k

; 1

�
:

Escribimos xj;k := j=2k para 0 � j � 2k (o simplemente xj si no hay confusión). Diremos de [xj ; xj+1] que es un
intervalo de la partición �kI. Para cada función

f : I �! I;

la partición �kI induce la k-ésima partición de nivel de f :

�k (f) :=
�
f (xj) : 0 � j � 2k

	
[ f1g :

Notemos que los cardinales de �kI y �k (f) son diferentes en general. Los elementos del último conjunto serán escrito
como yj;k; satisfaciendo que yj;k < yj+1;k; y el subíndice k será omitido si no hay confusión
Los intervalos de la forma [a; b] de I teniendo elementos consecutivos en �k (f) como puntos extremos son

llamados intervalos de dicha k-ésima partición de nivel �k (f) :
Ahora, para cada punto y de I; introducimos los números Nk (y) y Nk (y), como sigue:
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De�nición 1.32 Sea un punto y tal que no admite desarrollo diádico �nito.
a) Nk (y) es igual al número de intervalos [xj ; xj+1] de �kI tales que y 2 f ([xj ; xj+1]).
b) Nk (y) es igual al número de intervalos [xj ; xj+1] de �kI tales que la imagen de su interior mediante f tiene

intersección no vacía con el intervalo de �k (f) que contiene a y.
c) Si y 2 [ys;k; ys+1;k], de�nimos

�[xj ;xj+1];k(y) :=

�
0; si f (]xj ; xj+1[) \ [ys;k; ys+1;k] = ;
1; en otro caso.

Claramente, podemos escribir Nk (y) =
P

j �[xj ;xj+1];k(y):

Como y 2 f ([xj ; xj+1]) implica intersección no vacía, resulta claro que

Nk (y) � Nk (y) :

1.7.2. El resultado principal

Los siguientes lemas son unos resultados técnicos necesarios para la mejor exposición de la demostración.

Lema 1.33 a) El número p2k;m es un entero par.
b) Si p2k;m = 0; podemos construir parejas disjuntas de la forma

(p2k;m; p2k;m+1) = (0;�2) o (p2k;m�1; p2k;m) = (2; 0):

El primer caso ocurre cuando m es par y el segundo cuando m es impar.

Demostración. a) Es inmediato, puesto que p2k;m = 2k � 2rm:
b) Consideraremos, a su vez, cuatro casos diferentes: cuando m es 4n; 4n+ 1; 4n+ 2 o 4n+ 3:
Recordamos que p2k;4n = 2k � 2r4n: Teniendo en cuenta que la expresión diádica de 4n

22k
tiene r4n; términos se

tiene que 4n
22k

=
Pr4n

s=1
1
2�s y, por tanto,

4n+1
22k

=
Pr4n

s=1
1
2�s +

1
22k
; de donde deducimos que r4n+1 = r4n + 1:

Del mismo modo obtenemos �
r4n+2 = r4n + 1
r4n+3 = r4n + 2

Por tanto, obtenemos 8>><>>:
p2k;4n = 2k � 2r4n
p2k;4n+1 = 2(k � 1)� 2r4n = p2k;4n � 2
p2k;4n+2 = 2(k � 1)� 2r4n = p2k;4n � 2
p2k;4n+3 = 2 (k � 2)� 2r4n = p2k;4n � 4

:

Consideremos los vectores (p2k;4n; p2k;4n+1; p2k;4n+2; p2k;4n+3) :
Si p2k;4n = 0; el correspondiente vector es (0;�2;�2;�4); y, tomamos el par (p2k;4n; p2k;4n+1) = (0;�2):
Si p2k;4n+1 = p2k;4n+2 = 0; entonces el vector es (2; 0; 0;�2), y los pares serán (p2k;4n; p2k;4n+1) = (2; 0) y

(p2k;4n+2; p2k;4n+3) = (0;�2):
Finalmente, si p2k;4n+3 = 0; el vector es (4; 2; 2; 0): Por tanto, tomamos (p2k;4n+2; p2k;4n+3) = (2; 0):

Lema 1.34 Sea y 2 I sin expresión diádica �nita.
a) Si j es impar y p2k;j = 0 entonces

2
�
�[ j�1

22k
; j

22k
];2k(y) + �[ j

22k
; j+1
22k
];2k(y)

�
=

3X
d=�4

�[ 4j+d
22k+2

; 4j+d+1
22k+2

];2k+2(y): (1.4)

b) Si j es par y p2k;j = 0 entonces

2
�
�[ j

22k
; j+1
22k
];2k(y) + �[ j+1

22k
; j+2
22k
];2k(y)

�
=

7X
d=0

�[ 4j+d
22k+2

; 4j+d+1
22k+2

];2k+2(y): (1.5)
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Demostración. a) Si p2k;j = 0 y j es impar, entonces, en virtud del lema anterior, en el intervalo
�
j�1
22k
; j
22k

�
tenemos que p2k;j�1 = 2.
La autoa�nidad de T conduce a reducir el estudio a cuando (p4;0; p4;1) = (2; 0); donde los intervalos a con-

siderar son I y [1=4; 1=2]. Notamos por y0 la segunda coordenada de la imagen de (0; y) ; vía la a�nidad utilizada
anteriormente. En esta situación, tenemos que se dan las igualdades(

�[ j�1
22k

; j

22k
];2k(y) = �[0;1=4];2(y

0);

�[ j

22k
; j+1
22k
];2k(y) = �[1=4;1=2];2(y

0);

y (
�[ 4j+s

22k+2
; 4j+s+1
22k+2

];2k+2(y) = �[ s+416 ;
s+5
16 ];4

(y0);

con s 2 f�4;�3;�2;�1; 0; 1; 2; 3g :

En este caso, ocurre que �2 (T ) = f0; 1=2; 1g e y0 2 [1=2; 1] ; y que �4 (T ) = f0; 1=4; 3=8; 1=2; 5=8; 1g :
Si y0 2 [1=2; 1] ; entonces �I;2(y0) = �[1=4;1=2];2(y0) = 1:
Existen dos posibilidades. Para el primero, y0 2 [1=2; 5=8] ; sencillos cálculos conducen a

�[1=8;3=16];4(y
0) = �[3=16;1=4];4(y

0) = �[1=4;5=16];4(y
0) = �[7=16;1=2];4(y

0) = 1;

y cero en los otros cuatro intervalos.
Para el segundo caso, y0 2 [5=8; 1] ; tenemos

�[1=4;5=16];4(y
0) = �[5=16;3=8];4(y

0) = �[3=8;7=16];4(y
0) = �[7=16;1=2];4(y

0) = 1;

e igual a cero en los otros cuatro intervalos.
b) La simetría de T con respecto a x = 1=2, nos permite deducir el caso en que p2k;j = 0 y j es par.

El lema anterior queda ilustrado del siguiente modo:
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Lema 1.35 Sea y 2 I tal que no admite desarrollo un binario �nito y ocurre que �[ j

22k
; j+1
22k
];2k(y) = 1.

a) Si p2k;j = 2s > 0 entonces

2 �
3X
s=0

�[ 4j+s
22k+2

; 4j+s+1
22k+2

];2k+2(y): (1.6)

b) El mismo resultado es cierto cuando p2k;j = 2s < 0:

Demostración. Sea p2k;j = 2s > 0: La autoa�nidad de T implica que podemos hacer el estudio en el intervalo I:
De nuevo, y0 es la segunda coordenada de la imagen de (0; y) ; vía la a�nidad previamente utilizada.
En esta situación tenemos que se dan las igualdades

�[ j

22k
; j+1
22k
];2k(y) = �[0;1=22s];2(y

0) = 1;

y (
�[ 4j+d

22k+2
; 4j+d+1
22k+2

];2k+2(y) = �[ d

22s+2
; d+1

22s+2
];4(y

0);

con d 2 f0; 1; 2; 3g :

Tenemos �22s (T ) =
�
0; 2s22s ; : : :

	
y �I(y

0) = 1: Para la siguiente división, tenemos

�22s+2 (T ) =

�
0;
2s+ 2

22s+2
;
4s+ 2

22s+2
;
6s+ 2

22s+2
;
2s

2s
; : : :

�
:

Consideramos, a su vez, varios casos:
i) Si y0 2

�
0; 2s+222s+2

�
; entonces �[0; 1

22s+2
];4(y

0) = 1;

y �[ 1

22s+2
; 2

22s+2
];4(y

0) = �[ 2

22s+2
; 3

22s+2
];4(y

0) = �[ 3

22s+2
; 4

22s+2
];4(y

0) = 0. Por tanto, la desigualdad es cierta.

ii) Si y0 2
�
2s+2
22s+2 ;

4s+2
22s+2

�
; entonces

�[0; 1

22s+2
];4(y

0) = �[ 1

22s+2
; 1

22s+1
];4(y

0) = 1;

�[ 2

22s+2
; 3

22s+1
];4(y

0) = �[ 3

22s+2
; 4

22s+1
];4(y

0) = 0:

Se tiene la igualdad en (1.6).
iii) Si y0 2

�
4s+2
22s+2 ;

6s+2
22s+2

�
; entonces la acotación (1.2) y el valor de T

�
2

22s+2

�
; dadas en el lema 1.31, implican

�[ 1

22s+2
; 1

22s+1
];4(y

0) = �[ 1

22s+1
; 3

22s+2
];4(y

0) = 1;

�[0; 1

22s+2
];4(y

0) = �[ 3

22s+2
; 4

22s+2
];4(y

0) = 0;

y de nuevo se tiene la igualdad en (1.6).
iv) Si y0 2

�
6s+2
22s+2 ;

2s
22s

�
; entonces las acotaciones (1.2) y (1.3), y el valor de T

�
3

22s+2

�
; dadas en el lema 1.31, nos

dan

�[ 1

22s+1
; 3

22s+2
];4(y

0) = �[ 3

22s+2
; 2s
22s
];4(y

0) = 1

y

�[0; 1

22s+2
];4(y

0) = �[ 1

22s+2
; 2

22s+2
];4(y

0) = 0:

Por tanto, (1.6) es cierto en los cuatro casos considerados.
b) Para el caso p2k;j = 2s < 0 se procede como anteriormente cuando es positivo, por simetría.
La siguiente �gura ilustra el resultado anterior.
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Para la función T , los números Nk (y) dan la siguiente propiedad:

Lema 1.36 Si n 2 Z+ e y 2 I no tiene expresión diádica �nita, entonces

N2n+2 (y) � 2N2n (y) :

Demostración. Comenzamos con el caso n = 1. Si y 2 [0; 1=2[, entonces N2 (y) = 2; y si y 2 [1=2; 1] ; entonces
N2 (y) = 4: Para N4 (y) ; consideramos los intervalos I, [1=4; 3=8], [3=8; 1=2], [1=2; 5=8] y [5=8; 1] de �k (T ). En cada
uno de los casos tenemos: N4 (y) = 2, N4 (y) = 2, N4 (y) = 4, N4 (y) = 8 y N4 (y) = 8: Por tanto, N4 (y) � 2N2 (y).
Utilizamos las igualdades

N2n+2 (y) =
X
j

�[xj;2n+2;xj+1;2n+2];2n+2(y)

y
N2n (y) =

X
j

�[xj;2n;xj+1;2n];2n(y):

Teniendo en cuenta, por un lado, que si �[xj ;xj+1];2k(y) = 0; entonces para los intervalos de �2k+2I en los que se
descompone [xj ; xj+1] tenemos �I;2k+2(y) = 0; y, por otro lado, con las igualdades (1.4) y (1.5) del lema 1.34 y la
desigualdad (1.6) del lema 1.35, obtenemos que N2n+2 (y) � 2N2n (y) :
Y, como consecuencia, procediendo por inducción, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 1.37 Si n 2 Z+ e y 2 I no tiene desarrollo diádico �nito, entonces

N2n (y) � 2n+1:

El siguiente lema se obtiene sin di�cultad para la función T de Takagi.

Lema 1.38 Si y 2 I admite desarrollo diádico �nito, entonces el conjunto de nivel Ly de la función T de Takagi
es numerable.
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Y, �nalmente, tenemos el resultado central en esta sección.

Teorema 1.39 Si y 2 I no tiene desarrollo diádico �nito, la dimensión por cajas de los conjuntos Ly de la función
de Takagi es, como máximo, 1=2.

Demostración. Teniendo en cuenta las desigualdades

dimBLy � l��m
k

logNk (y)

k
� l��m

k

logNk (y)

k

= l��m
k

k=2 +O (1)

k
= 1=2:

En resumen, podemos dar respuesta positiva a la conjetura presentada en [110, Conjecture 6.1].

Teorema 1.40 La dimensión de Hausdor¤ de los conjuntos de nivel de la función de Takagi es menor o igual que
1/2.

Demostración. Es una consecuencia de

dimH Ly � dimBLy � dimBLy

y de la numerabilidad del conjunto de nivel en el caso de tener desarrollo �nito.

1.7.3. Conclusiones

1. Si y 2 I; entonces dimH (Ly) 2 I:

2. Para x 2 I,

T (x) = 2=3 () x =
+1X
n=0

xn
4n
; con xn 2 f1; 2g;

y por tanto, dimH Ly = 1=2; si y = 2=3.

El inverso es falso: si y es un punto en el que la función tiene un máximo relativo, entonces dimH Ly = 1=2.
Por tanto, hay un conjunto de puntos densos satisfaciendo esta propiedad.

3. El resultado obtenido nos da una respuesta a una cuestión más general: ¿Cuál es la cota inferior de las
dimensiones de Hausdor¤ de la intersección de los conjuntos de nivel de T con rectas de pendiente entera?

Podemos escribir la autoa�nidad en la forma:

T (y) = p
�
y � m

2k

� x
2k
+ T

�m
2k

�
+
T
�
2ky �m

�
2k

;

para m
2k
� y � m+1

2k
. Por tanto, el estudio de estas intersecciones se reduce a una recta horizontal intersecando

una cantidad numerable de copias de la grá�ca (o trozos de ella) de la función de Takagi, a diferentes escalas.

Puesto que estas funciones son a�nidades y, por tanto, bi-Lipschitzianas, han de preservar las dimensión de
Hausdor¤. Por tanto, 1=2 es una cota superior para el conjunto intersección de una recta de pendiente entera
con T . Puesto que L2=3 es 1=2 tenemos que este número es la cota inferior de las dimensiones de Hausdor¤
de estas intersecciones.

1.8. La función de Takagi y los números de Bernoulli

Frecuentemente, en estudios relacionados con la Termodinámica, se hace uso de un operador conocido como
Operador de Transferencia. La función de Takagi es una autofunción de ese operador en un caso particular que está
relacionado con una función de la que haremos uso frecuentemente.
Si a ]0; 1[ con la topología usual se le realiza la compacti�cación por un punto (de Alexandro¤) tenemos una

topología en [0; 1[ para la que es compacto. Dada una función g : [0; 1[! [0; 1[ diferenciable (hemos de tener en
cuenta que la compacti�cación por un punto equivale a la identi�cación de 0 y 1 en I) y, suponiendo que la derivada
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no es nula y que la imagen inversa de un punto es un conjunto �nito o vacío, el operador de transferencia asociado
con g aplicado a la función f actuará de esta forma:

Lg(f)(y) =
X

x:y=g(x)

f(x)

jg0(x)j

Para la función F1=2 : [0; 1[! [0; 1[ de�nida por F1=2(x) :=
�
2x:::; x 2 [0; 1=2[
2x� 1:::; x 2 [1=2; 1[ . Esta F1=2 es una función

derivable (hemos de tener en cuenta la identi�cación entre 0 y 1) y la imagen inversa de un elemento siempre es
�nito. El operador de Transferencia viene dado por

LF1=2(f)(y) =
1

2

�
f
�x
2

�
+ f

�
x+ 1

2

��
Las ecuaciones funcionales dadas en 1.24 garantizan que la función de Takagi es una autofunción de LF1=2 con

autovalor 1=2:
Vamos a demostrar que los polinomios de Bernoulli son autofunciones de LF1=2 : Además, estudiaremos dos

identidades de Euler relacionadas con los valores de estos polinomios en cero, es decir: los números de Bernoulli.
Recordamos que los polinomios de Bernoulli son las funciones Bn que encontramos en el siguiente desarrollo en

serie:

B(x; z) :=
zexz

ez � 1 =
1X
k=0

Bk(x)

k!
zk:

Los primeros polinomios son:

B0(x) = 1; B1(x) = x�
1

2
; B2(x) = x

2 � x+ 1
6
; B3(x) = x

3 � 3x
2

2
+
x

2
x; : : : : : :

Demostramos la propiedad que hemos anunciado anteriormente.

Proposición 1.41 El polinomio de Bernoulli Bk es una autofunción de LF1=2 correspondiente al autovalor 1
2n :

Demostración. Si aplicamos LF1=2 a la función B(:; z) que a x le hace corresponder B(x; z); tenemos que

LF1=2(B(:; z))(x) =
1

2

�
B
�x
2
; z
�
+B

�
x+ 1

2
; z

��
= B

�
x;
z

2

�
:

Por otra parte, la convergencia absoluta de las series nos permite escribir

LF1=2(B(:; z))(x) =
1X
k=0

LF1=2 (Bk) (x)
n!

zk

Igualando coe�cientes en los dos desarrollos de LF1=2 ; concluimos que LF1=2 (Bk) (x) = Bk(x):
Otras propiedades, muy conocidas, que se pueden obtener con la manipulación de B(x; z) son la siguientes:

Proposición 1.42 a) B0k(x) = kBk�1(x):
b) Bk(1� x) = (�1)kBk(x):
c) Bk(0) = Bk(1) k 6= 1:

d)
1R
0

Bk(x)dx = 0 k 6= 0:

Asociados a estos polinomios hay unos números muy conocidos. Son los números de Bernoulli, que están dados
por: Bk := Bk(0):
Las siguientes propiedades de estos números pueden encontrarse, por ejemplo, en [1], [89]:

a. Bp = � 1
p+1

p�1P
k=0

�
p+ 1
k

�
Bk

b. Los primeros valores son:

B0 = 1; B1 =
�1
2
; B2 =

1

6
; B4 =

�1
30
; B6 =

1

42
; B8 =

�1
30
; : : : : : :
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c. Salvo B1 todos los impares son cero.

d. Se tiene &(�n) = �Bn+1

n+1 , donde & es la función zeta de Riemann, que para Re(s) > 1 está de�nida por
1P
n=1

1
ns

y se extiende de manera holomorfa a Cn f0g.

e. Fórmula de Stirling. � (n) = nn�1e�n
p
2�ne

1P
m=2

Bm
m(m�1)nm�1

f. Fórmula de Euler-Mclaurin. Si g 2 C2m+2 (I), entonces

1Z
0

g(t)dt =
g(0)

2
+
g(1)

2
+

mX
l=1

B2l
(2l)!

�
g2l�1(0)� g2l�1(1)

�
� B2m+2
(2m+ 2)!

g2m+2 (�) ; � 2 ]0; 1[ :

Pretendemos es este trabajo dar algunas identidades nuevas entre estos números; en particular, se presenta una
generalización de la propiedad

B2p =

�
p�1P
l=1

�
2p
2l

�
B2lB2p�2l

2p+ 1

que Mordell en [120] atribuye a Euler y que también aparece como fórmula (5) en el trabajo de Ramanujan [131].

1.8.1. Identidad de Euler generalizada para los números de Bernoulli

Establecemos un resultado del que se hará uso.

Proposición 1.43 Para enteros positivos n y m, se tiene

1Z
0

Bn(x)Bm(x)dx = (�1)n+1
m!n!

(m+ n)!
Bn+m:

Demostración. Mediante integración por partes

1Z
0

Bn(x)Bm(x)dx = Bn(x)
Bm+1(x)

n+ 1

�1
0

� n

m+ 1

1Z
0

Bm+1(x)Bn�1(x)dx =

=
�n

m+ 1

1Z
0

Bm+1(x)Bn�1(x)dx

Repitiendo el proceso, �nalmente, tenemos

1Z
0

Bn(x)Bm(x)dx =
B1(x)Bm+n(x)m!n!

(m+ n)!
�

1Z
0

Bm+n(x)dx

Puesto que la integral es nula, por la de�nición de B1(x) obtenemos el resultado deseado.

Teorema 1.44 (Generalización de la identidad de Euler.) Cuando n+m es par, entonces

Bn+m=(n+m) !

Bn

n!
Bm

m! �
m+n
2 �1P
l=1

B2l

(2l)!
Bm+n�2l
(m+n�2l)!

��
2l � 1
n� 1

�
+

�
2l � 1
2l �m

��
(�1)n�1 +

�
m+ n
n

� :
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Demostración. La principal herramienta de la prueba es la fórmula de Euler-MacLaurin. Para su aplicación será
necesario hacer derivadas, buscando mayor comodidad utilizaremos los polinomios fm(x) =

Bm(x)
m! , que tienen la

propiedad f 0m(x) = fm�1(x)
Aplicando la fórmula de Euler-Mclaurin al producto de dos de las funciones anteriores fn(x)fm(x).

1Z
0

fn(x)fm(x)dx =
fn(0)fm(0)

2
+
fn(1)fm(1)

2
+

mX
i=1

B2i
(2i)!

d2i�1fn(x)fm(x)

dx2i�1

�0
1

= fn(0)fm(0) +
mX
i=1

B2i
(2i)!

2i�1X
k=0

�
2i� 1
k

�
fn�k(x)fm+k+1�2i(x)

#0
1

(si tenemos en cuenta que fk(0) = fk(1) salvo para k=1)

= fn(0)fm(0) +

m+n
2X
i=1

B2i
(2i)!

��
2i� 1
n� 1

�
f1(x)fn+m�2i(x) +

�
2i� 1
2i�m

�
f1(x)fn+m�2i(x)

��0
1

(puesto que f1(0) = �f1(1) = � 1
2 ; fn+m�2i(0) = fn+m�2i(1))

= fn(0)fm(0)�
m+n
2X
i=1

B2i
(2i)!

fn+m�2i(0)

��
2i� 1
n� 1

�
+

�
2i� 1
2i�m

��

= fn(0)fm(0)�
m+n
2 �1X
i=1

B2i
(2i)!

fn+m�2i(0)

��
2i� 1
n� 1

�
+

�
2i� 1
2i�m

��
� Bn+m
(n+m)!

��
m+ n� 1
n� 1

�
+

�
m+ n� 1

n

��
Aplicando la de�nición de f y la última proposición tenemos

(�1)n�1 Bn+m
(n+m)!

= fn(0)fm(0)�
m+n
2 �1X
i=1

B2iBn+m�2i
(2i)! (n+m� 2i)

��
2i� 1
n� 1

�
+

�
2i� 1
2i�m

��
� Bn+m
(n+m)!

�
m+ n
n

�
que nos conduce a la igualdad �

(�1)n�1 +
�
m+ n
n

��
Bn+m
(n+m)!

=

= fn(0)fm(0)�
m+n
2 �1X
i=1

B2iBn+m�2i
(2i)! (n+m� 2i)

��
2i� 1
n� 1

�
+

�
2i� 1
2i�m

��
;

de donde, �nalmente, despejando Bn+m; tenemos la identidad anunciada.
El siguiente corolario muestra cómo la identidad de Euler es un caso particular de esta última expresión.

Corolario 1.45 Identidad 1

B2p=

�
p�1P
l=1

�
2p
2l

�
B2lB2p�2l

2p+ 1

Demostración. Hacemos n = 1 y m = 2p� 1:

Corolario 1.46 Identidad 2

B2p =

�
2p
2

�
(3� 2p)B2B2p�2 �

p�2P
l=1

�
2p
2l

�
B2lB2p�2l

�1 + p(2p� 1)
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Demostración. Sustituimos n = 2 y m = 2p� 2:

Corolario 1.47 Identidad 3

B2p =

�
�

2p
2p� 2

�
B2B2p�2

��
2p� 3
2

�
+ 1

�
�
p�2P
l=1

�
2p
2l

�
B2lB2p�2l (2l � 1) (l � 1)

1 +

�
2p
3

� :

Demostración. Sustituimos n = 3 y m = 2p� 3:

Corolario 1.48 Identidad 4

B2p =

�
2p
p

�
B2p �

p�1P
l� p

2

�
2p
2l

�
B2lB2p�2l2

�
2i� 1
p� 1

�
(�1)p�1 +

�
2p
p

�
Demostración. Ponemos n = m = p.
Estos resultados podemos trasladarlos a la función de zeta de Riemann, �(z) =

P1
n=1

1
nz . Aquí enunciamos dos

identidades:

a. & (2p) = �
p�1P
i=1

&(2i)&(2p�2i)
2(2p+1) :

b. &(2p) =
(3�2p)&(2p�2)&(2)�

p�2P
i=1

&(2i)&(2p�2i)

2(p(2p�1)�1) :

1.8.2. Demostración de la fórmula de Euler para &(2p)

El problema de sumar la serie
P1

n=1
1
n2 se remonta al siglo XVII. (Es el conocido como problema de Basilea.)

Incluso en 1691, James Bernoulli a�rma haber calculado su valor. Pero la primera demostración de que el valor de
la suma es �2=6 fue publicada en 1734 por Euler. Posteriormente, en 1740, este gran matemático dio respuesta a
un problema más general. Calculó la suma de �(z) para los enteros pares positivos, demostrando la igualdad

�(2k) = (�1)k+1 B2k2
2k�1�2k

(2k)!
(1.7)

Algunos detalles históricos pueden ser consultados en [15], [100].
Los valores Bn son números racionales conocidos como números de Bernoulli y son los coe�cientes del desarrollo

en serie
z

ez � 1 =
1X
n=0

Bn
n!
zn; jzj < 2�

La fórmula �(2) = �2

6 ha sido demostrada por distintos métodos; la mayoría de ellos, elementales (no siempre
sencillos). Una recopilación de catorce de estas demostraciones puede encontrarse en [38]; y otras, no recogidas allí,
pueden encontrarse en [82], [80] y [133].
Tras la demostración de Euler la fórmula (1.7) han aparecido diferentes demostraciones. (Véanse [14], [61], [130],

[161], [167] y [168].) El objetivo de esta subsección es dar una nueva demostración elemental de (1.7).
Para la demostración haremos uso del desarrollo en serie de Taylor la función tangente que, como es conocido,

viene dado por:

tanx =
1X
n=1

B2n(�4)n(1� 4n)
(2n)!

x2n�1 cuando jxj < �=2

Aplicamos ese desarrollo a la función tanxy con jxj � �=2 e jyj < 1: Tenemos queZ �=2

0

tanxy dx =
1X
n=1

B2n(�4)n(1� 4n)
(2n)!

Z �=2

0

x2n�1dx y2n�1

=
1X
n=1

B2n(�1)n(1� 4n)
(2n)!

�2n

2n
y2n�1
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Es posible hacer el cambio de orden entre la integral y la suma gracias al teorema de Fubini.
Por otra parte integrando la función y haciendo uso del producto in�nito de la función coseno y del desarrollo

en serie de Taylor de ln(1 + x) resultaZ �=2

0

tanxy dx =
� ln (cos (xy))

y

��=2
0

=
� ln (cos (�y=2))

y

=

� ln
 1Y
n=1

�
1� (�y=2)2

�2(n�1=2)2

�!
y

=

� ln
 1Y
n=1

�
1�

�
y

2n�1

�2�!
y

= �
1X
n=1

1X
k=1

(�1)2k+1

k

y2k�1

(2n� 1)2k
=

1X
k=1

1

k

1X
n=1

1

(2n� 1)2k
y2k�1

Nuevamente, el teorema de Fubini nos permite cambiar el orden de las sumas. Identi�cando coe�cientes en el
desarrollo en serie tenemos que

1X
n=1

1

(2n� 1)2k
= (�1)k B2k(1� 4

k)

(2k)!

�2k

2
(1.8)

Puesto que
1X
n=1

1

n2k
�

1X
n=1

1

(2n)
2k
=

1X
n=1

1

(2n� 1)2k
;

resulta que

�(2k) =

�
1� 1

4k

� 1X
n=1

1

(2n� 1)2k
:

Sustituyendo en (1.8), obtenemos la fórmula de Euler dada en (1.7).
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Capítulo 2

Sistema de representación diádico
generalizado

2.1. Introducción

Es bien conocido que, para un número natural r � 2, cualquier número real x de ]0; 1[ tiene un único desarrollo
en serie (su desarrollo en base r) de la forma x =

P+1
n=1

an
rn ; donde los dígitos an 2 f0; 1; 2; :::; r � 1g. Además, este

desarrollo es único, salvo para ciertos números racionales (aquellos x = p
q con (p; q) = 1 y todos los factores primos

de q dividen a r). Para estos números existen dos posibles desarrollos en serie de este tipo, uno de ellos �nito.
Este tipo de desarrollos puede ser generalizado a bases no enteras. Es decir, para números reales � > 1 y x 2]0; 1[,

es posible establecer (véase [40]):

x =
+1X
n=1

an
�n

con an 2 f0; 1; 2; :::; [�]� 1g. Pero ahora, la situación es muy diferente, porque existe un conjunto de medida uno
en el que sus puntos tienen una in�nidad de desarrollos en serie de este tipo en base �. Por tanto, la unicidad para
estas series desaparece.
Este inconveniente puede evitarse vía la expresión greedy de Renyi -es la representación dada por el sistema:

T� : [0; 1[�! [0; 1[; T�(x) := �x (mod�) ;

obteniendo los dígitos

an =
h
�Tn�1�

i
:

Este sistema es ergódico y existe una, y sólo una, medida absolutamente �-continua (� es la medida de Lebesgue)
que preserva la medida y densidad h� . (Véase [143].)
Gel�fond (en [69]) y Parry (en [134]) mostraron que

h�(x) =

P+1
n=0

1
�n�[0;Tn(1)](x)R 1

0

P
x<Tn(1)

1
�n dx

:

El caso � < 2 tiene especial interés: en esta ocasión, todos los dígitos son ceros y unos. Cuando � es menor que
el número áureo, � < � := 1+

p
5

2 , para cada número de ]0; 1[ ; el conjunto de �-desarrollos tiene la cardinalidad del
continuo.
Si escribimos a := 1=�, las representaciones anteriores son de la forma

x =
+1X
n=1

amn ;

con mn < mn+1 y 1
2 < a < 1.

41
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El propósito de este Capítulo es introducir un nuevo sistema de representación para los números de ]0; 1[ ;
mediante desarrollos en serie, combinando las bases a y 1� a; concretamente, en la forma:

x =
+1X
n=1

(1� a)n amn :

En esta situación, la representación es única (similar al desarrollo diádico), salvo para un conjunto numerable de
números para los que existen dos representaciones; a saber, una �nita y otra in�nita.
Esta representación se obtiene mediante un sistema dinámico que es ergódico y preserva la medida de Lebesgue.

Un ventaja a favor de este sistema de representación es su validez para todo a 2 ]0; 1[, sin la restricción a > 1=2.
En la literatura estudiada, esta representación diádica generalizada no aparece de forma explícita. Lo hace en

un modo implícito, con algunas aplicaciones al estudio de ciertas funciones singulares. (Véanse al respecto, por
ejemplo, [109, pg.268] y [90, pg.227].)

2.2. Sistema de numeración diádico generalizado (SNDG)

De�nición 2.1 Sea a 2 ]0; 1[. Para cada x 2 ]0; 1], existe un entero n0 tal que

an0+1 � x � an0 :

Por tanto, x = an0+1 + y1, con 0 � y1 � an0 (1� a); y podemos escribir

x = an0+1 + an0 (1� a)x1;

donde x1 2 I. Repitiendo el proceso, ahora con x1, obtenemos

x = an0+1 + an0+n1+1 (1� a) + an0+n1 (1� a)2 x2;

y, reiterando inde�nidamente el algoritmo anterior, tenemos la igualdad formal:

x =
+1X
k=0

(1� a)k a1+
Pk

j=0 nj :

A esta expresión la llamaremos la representación diádica generalizada de x.

La serie anterior converge a x, puesto que:�����x�
mX
k=0

(1� a)k a1+
Pk

j=0 nj

����� < (1� a)m+1 ;
y puede ser aplicado el M�test de Weierstrass. Resumimos todo lo anterior así:

Teorema 2.2 Sea a 2 ]0; 1[. Si x 2 ]0; 1], entonces existe una sucesión creciente de números naturales 1 � m0 �
m1 � � � � � mk � � � � , tales que

x =
+1X
k=0

(1� a)k amk :

Proposición 2.3 El desarrollo de la anterior proposición es único, salvo que sea �nito o estacionario (i.e., mk =
mj si k � j).

Demostración. Puesto que
1 = a+ a (1� a) + a (1� a)2 + a (1� a)3 + � � � ;

obtenemos que, para el caso �nito o estacionario:

nX
k=0

(1� a)k amk =
n�1X
k=0

(1� a)k amk +
+1X
k=n

(1� a)k amk+1:
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Por otra parte, si la sucesión (mk) no está acotada (la expresión de x no es �nita ni estacionaria), consideramos el
desarrollo in�nito para x e y:

x =
P+1

k=0 (1� a)
k
amk ; y =

P+1
k=0 (1� a)

k
am

0
k ;

con 0 � k � n� 1, lo que implica que mk = m
0
k, y mk < m

0
k para k � n. Por tanto:

y �
n�1X
k=0

(1� a)k amk + am
0
n

+1X
k=n

(1� a)k

=
n�1X
k=0

(1� a)k amk + am
0
n�1 (1� a)n

<
n�1X
k=0

(1� a)k amk +
+1X
k=n

(1� a)k amk = x:

Como consecuencia, para un valor de x con sucesión (mk) no acotada, x di�ere de cualquier y con representación
estacionario o no estacionaria.

2.3. Sistema dinámico asociado con el SNDG

En todo lo que sigue a 2 ]0; 1[.

De�nición 2.4 Fa(x) :=
�

x
a :::; x 2 [0; a]
x�a
1�a :::; x 2 ]a; 1] :

Su representación grá�ca es (para a = 3=4):

Teorema 2.5 La transformación Fa preserva la medida � y es ergódica.

Para una demostración, puede verse [40, pg.68].
Si hacemos una "inversión.en Fa; tenemos

x =

�
aFa(x):::; si 0 < x � a
(1� a)Fa (x) + a:::; si a < x � 1;

y, por iteración, resulta:

x = an0+1 + (1� a) an0+n1+1 + :::+
+(1� a)m an0+n1+:::+nm+1 + (1� a)m+1 an0+n1+:::+nm+1F ra (x) ;

y, por tanto, se obtiene el sistema diádico generalizado para x.
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Proposición 2.6 La entropía h del sistema (I;B; �; Fa) es

ln
1

aa (1� a)1�a
:

Demostración. Es una consecuencia de la fórmula de Rholin.
Su representación grá�ca es la siguiente:

Con la ayuda del teorema de Shannon-McMillan-Breiman, es inmediato el siguiente resultado.

Corolario 2.7 Existe un conjunto de �-medida uno, tal que

l��m
n

ln� (4n)

n
= ln

1

aa (1� a)1�a
:

Sea ahora la función Ha dada por

Ha(x) :=

8>>>>><>>>>>:

x
1�a �

a
1�a � � � ; a < x � 1

x
(1�a)a �

a
1�a � � � ; a < x � a2

x
(1�a)a2 �

a
1�a � � � ; a3 < x � a2

x
(1�a)a3 �

a
1�a � � � ; a4 < x � a3

� � � � � �

Su representación grá�ca es de la forma:

Por "inversión", dependiendo de donde esté x, tendremos:

x =

8>>>><>>>>:
a+ (1� a)Ha (x) :::; a < x � 1
a2 + (1� a) aHa (x) :::; a2 < x � a
a3 + (1� a) a2Ha (x) :::; a3 < x � a2
a4 + (1� a) a3Ha (x) :::; a4 < x � a3
� � � � � �
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Este desarrollo, nuevamente, da lugar a la serie diádica generalizada de x:

x =
+1X
k=0

(1� a)k amk ;

con 1 � m0 � m1 � � � � � mk � � � �

Teorema 2.8 La función Ha; arriba consuderada, conserva la medida � y es ergódica.

Demostración. Véase [40, pg.68].

Teorema 2.9 En un conjunto de �-medida 1, se tiene

l��m
n

mn

n
=

a

1� a:

Demostración. De�nimos

d(x) :=

8>>>><>>>>:
0:::; a < x � 1
1:::; a2 < x � a
2:::; a3 < x � a2
3:::; a4 < x � a3
� � � � � �

Por tanto:

m0 = d(x) + 1

m1 = d (Ha (x)) + d(x) + 1

m2 = d
�
H2
a (x)

�
+ d (Ha (x)) + d(x) + 1

m3 = d
�
H3
a (x)

�
+ d

�
H2
a (x)

�
+ d (Ha (x)) + d(x) + 1

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Aplicando el Teorema Ergódico a d:

l��m
n

mn

n
= l��m

n

1 + d (Ha (x)) + � � �+ d (Hn
a (x))

n
;

existe en un conjunto de �-medida uno; y, puesto que d es integrable:Z 1

0

d(x)dx =

+1X
n=0

�
an � an+1

�
n = (1� a)

+1X
n=0

ann =
a

1� a:

Anticipando algunos resultados del siguiente Capítulo, enunciamos:

Teorema 2.10 La dimensión de Hausdor¤ del conjunto donde l��mn mn

n = d; es

d ln d� (1 + d) ln (1 + d)
d ln a+ ln (1� a) :

Corolario 2.11 La dimensión del conjunto de puntos donde l��mn mn

n = 1; es

�2 ln 2
ln a+ ln (1� a) :

Proposición 2.12 La entropía del sistema (I;B; �;Ha) es

ln
1

a
a

1�a (1� a)
:

Demostración. Aplicando la Fórmula de Rholin y una suma como la que se hizo en la demostración del teorema
2.9, se sigue el resultado.
Su grá�ca es la siguiente:
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El teorema de Shannon-McMillan-Brieman implica:

Corolario 2.13 Existe un conjunto de �-medida 1 tal que

l��m
n

ln� (4n)

n
= ln

1

a
a

1�a (1� a)
:

De�nición 2.14 Si

x =
+1X
k=0

(1� a)k amk ;

notamos por:
Bn :=

Pn
k=0 (1� a)

k
amk ; Cn := Bn + a

mn�1�1 (1� a)n :

Lema 2.15 Para el cilindro n-ésimo 4n,

a� (4n)

1� a � jx�Bn�1j � � (4n�1) :

Demostración. El cilindro 4n es ahora el intervalo [Bn; Cn], y las siguientes identidades implican el resultado:

� (4n) = amn�1�1 (1� a)n

Bn �Bn�1 = amn�1 (1� a)n�1 :

Tomando logaritmos en el lema anterior y aplicando el corolario previo:

Corolario 2.16 En un conjunto de �-medida uno,

l��m
n

� ln (x�Bn)
n

= ln
1

(1� a) a a
1�a

:

Corolario 2.17 (Tipo Loch) Si n dígitos del desarrollo de x determinan los k primeros mj, entonces existe un
conjunto de �-medida 1, tal que

l��m
n

n

k
= ln

1

(1� a) a a
1�a

= ln 10:

Demostración. Sea un valor x con desarrollo in�nito no estacionario y sea Dn (x) el cilindro decimal [An; A0n]
conteniendo a x. Ahora, sea 4k el cilindro diádico conteniendo x y Dn; con k tan grande como sea necesario; esto
es, Dn � 4k y Bk+1 2 Dn o Ck+1 2 Dn. Consideramos dos casos:
a. Si Bk+1 2 Dn, entonces [Bk+1; Bk+2] � Dn; y

� (4k+2)� Bk+2 �Bk+1 = amk+1 (1� a)k+1 :

b. Si Ck+1 2 Dn, entonces [Ck+2; Ck+1] � Dn; y

Ck+1 � Ck+2 � amk (1� a)k+1 � � (4k+1) :
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En ambos casos � (4k+j)� � (Dn) � � (4k) (j 2 f1; 2g), y obtenemos

� ln� (4k)

k
� � ln� (Dn)

k
� � ln� (4k+j)

k
+O

�
1

k

�
;

con los términos de los extremos convergentes al valor

� ln (1� a)� a

1� a ln a;

por tanto, también lo hace el término central.
Finalmente, con la ayuda del teorema de Shannon-McMillan-Breiman, existe el limite l��mn n

k cuyo valor es

� ln (1� a)� a
1�a ln a

ln 10

en un conjunto de �-medida 1.

Proposición 2.18 Notamos por sn el número de elementos diferentes en fm0;m1; :::;mng. Entonces, en un con-
junto de �-medida 1, es cierta la relación

l��m
n

sn
n
= a:

Demostración. Observando la de�nición de Ha, vemos que hay cambio en m si Hk
a (x) 2 [0; a[ y no lo hay si

Hk
a (x) 2 [a; 1]. Por tanto, por integración de �[0;a], y el teorema Ergódico, se obtiene

l��m
n

sn
n
= a:

2.4. Extensión natural y pares de Jager

El objetivo de esta sección se centra en el interés por conocer en que medida es buena la aproximación de x 2 I
por Bn+1. A este efecto se introducen los llamados pares de Jager.

De�nición 2.19 (Coe�cientes de aproximación) Para todo x y n,

�n (x) :=
jx�Bn+1j

amn�1 (1� a)n :

Comentario 2.20 Será �n = Hn+1
a ; puesto que

Hn
a (x) = a

�mn�1+1
+1X
k=0

amn+k (1� a)k :

Como consecuencia del Teorema Ergódico:

Teorema 2.21 Existe un subconjunto de I de �-medida 1 en el que la sucesión (�n) está uniformemente distribuida.

Corolario 2.22 Hay un conjunto de �-medida 1 en el que

1

n

nX
k=1

�k =
1

2
y
1

n

nX
k=1

�2k =
1

3
:

Teorema 2.23 Si notamos Ha (x; y) :=
�
Ha (a) ; a

m0 + (1� a) am0�1y
�
, entonces el sistema dinámico

�
I2;B; �;Ha

�
es la extensión natural de (I;B; �;Ha), donde m0 depende de x.
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Demostración. a) La proyección
� : I� I �! I; (x; y)! x

es medible.
b) La aplicación Ha preserva �. Si ahora nos restringimos al rectángulo

�
am; am�1

�
� I, la aplicación Ha :�

am; am�1
�
�I �! I�

�
am; am�1

�
preserva la medida en los rectángulos [c; d]� [s; t] : Pero, como esta familia genera

la �-algebra total, y Ha preserva � en los rectángulos incluidos en
�
am; am�1

�
� I, con m 2 Z+, por tanto (véase

[30, pg.311]), Ha preserva � en los conjuntos de Borel de I2.
c) Por argumentos similares a los anteriores, � (A� I) = � (A), ya que esto es así en los intervalos de la forma�

am; am�1
�
.

d) Para dos cilindros (m0;m1;m2; :::;mn) = (u; v) y (m0;m1;m2; :::;mk) = (r; s), consideramos el nuevo cilindro

(c; d) : = (mn �mn�1 + 1;mn �mn�2 + 1; :::;

mn;mn +m0 � 1;mn �m1 � 1; :::;mn +mr � 1):

Por tanto, tenemos que:
H
�n
a (c; d) = (u; v)� (r; s) ;

y deducimos que B está generada por imágenes inversas de cilindros (pues está generado por rectángulos que
son productos de cilindros).

Proposición 2.24 La aplicación H
n

a es ergódica y mezclada.

Demostración. El sistema (I;B; �;Ha) tiene ambas propiedades; por tanto, como son propiedades hereditarias, su
extensión natural también la tiene.
Y, como consecuencia del Teorema Ergódico:

Corolario 2.25 Si C es un conjunto medible con � (@C) = 0 (@C es la frontera del conjunto C), entonces

l��m
n

1

n

nX
k=1

�C

�
H
k

a (x; y)
�
= � (C) :

Corolario 2.26 (Tipo Jager) Existe un conjunto de �-medida 1 en I, tal que � es la función de distribución
asintótica para

n
H
k

a (x; 0)
o
:

Demostración. Consideramos un par (x; y) ; de modo que la sucesión
�
H
k

a (x; y)
�
k
está uniformemente distribuida

(*).
Para un valor " > 0 dado, con n tal que (1� a)n < ", si k � n, entonces

H
k

a (x; y) = (xk; yk) y H
k

a (x; 0) = (xk; yk)

implica jyk � ykj < ":
Si C := [a; b]� [c; d], C"� := [a; b]� [c+ "; d� "], y C"+ := [a; b]� [c� "; d+ "], entonces

H
k

a (x; y) 2 C"� =) H
k

a (x; 0) 2 C
H
k

a (x; 0) 2 C =) H
k

a (x; y) 2 C"+

)

lo que implica las dos cadenas de desigualdades siguientes:Pk
j=1 �C"� �H

j

a (x; y)

k
�
Pk

j=1 �C �H
j

a (x; 0)

k
�
Pk

j=1 �C"+ �H
j

a (x; y)

k

y

� (C)� 2" � l��m��nf
k

Pk
j=1 �C �H

j

a (x; 0)

k

� l��m sup
k

Pk
j=1 �C �H

j

a (x; 0)

k
� � (C) + 2":
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De acuerdo con ello, existe el límite

l��m
k

Pk
j=1 �C �H

j

a (x; 0)

k
= � (C) :

Para casi todo x de I, existe y (dependiente de x) veri�cando (*); y, por tanto,
n
H
k

a (x; 0)
o
está uniformemente

distribuida.
Podemos considerar la identidad

Hn
a = a

mn�mn�1+1 + (1� a) amn�mn�1Hn+1
a ;

y la reescribimos del modo:
�n�1 = a

mn�mn�1+1 + (1� a) amn�mn�1�n:

Es usual de�nir
	(x; y) :=

�
x; am0(y) + (1� a)m0(y)+1

�
;

y, por tanto,

	
�
H
k

a (x; 0)
�
= (�n (x) ; �n�1 (x)) :

De�nición 2.27 (Pares de Jager (�n (x) ; �n�1 (x))) La imagen de H
k

a (x; 0) bajo la aplicación 	 es llamado
como un par de Jager.

Hemos de hacer notar que 	 actúa aplicando el rectángulo I�
�
ar; ar�1

�
en el segmento de extremos

�
0; ar+1

�
y (ar; 1).

Puesto que
�
H
k

a (x; 0)
�
k
está uniformemente distribuido en I2 para casi todo x de I, el par de Jager (�n (x) ; �n�1 (x))

admite una función de distribución bidimensional correspondiendo a la super�cie 	�1 ([0; z1]� [0; z2]). Esta función
de distribución concentra homogéneamente la masa (1� a) ar en cada segmento de extremos

�
0; ar+1

�
y (ar; 1).

Por tanto, existe una distribución singular: F (�n � t1; �n�1 � t2), dada por8>>><>>>:
art1:::; si

ar+1 � t2 � ar;
t1 � t2�ar+1

(1�a)ar

ar+1t1 + (1� a) ar
�
t2 � ar+1

�
:::; si

ar+1 � t2 � ar;
t1 >

t2�ar+1
(1�a)ar

Para estudiar los pares de Jager necesitamos algunas de�niciones, que expresamos como límites (siempre que
existan):

De�nición 2.28 (Esperanza) E (�n) := l��mk 1
k

Pk
j=1 �j

De�nición 2.29 E
�
�2n
�
:= l��mk

1
k

Pk
j=1 �

2
j

De�nición 2.30 E (�n�n�1) := l��mk 1
k

Pk
j=1 �j�j�1

De�nición 2.31 (Varianza) �2 (�n) := E
�
�2n
�
� E (�n)2

De�nición 2.32 (Coe�ciente de correlación) � (�n; �n�1) :=
E(�n�n�1)�E(�n�1)E(�n)p

�2(�n)
p
�2(�n�1)

= E(�n�n�1)�E(�n)2
�2(�n)

Tras sencillas manipulaciones en E (�n�n�1), obtenemos:

+1X
r=0

ar (1� a)
Z 1

0

x
�
ar+1 + (1� a) arx

�
dx =

+1X
r=0

a2r

"
a (1� a)

2
+
(1� a)2

3

#

=
a+ 2

6 (1 + a)
;

que es lo que necesitamos para asegurar que
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Teorema 2.33 � (�n; �n�1) = 1�a
1+a :

El modo en que 	 actúa, conduce a este resultado:

Teorema 2.34

l��m
n

Card fk; �k < �k�1; k = 1; 2; :::; ng
n

= a (1� a)
+1X
k=0

a2r

1� (1� a) ar :

La serie del teorema anterior nos da un interesante resultado. Si de�nimos la función

f(a) := a (1� a)
+1X
k=0

a2r

1� (1� a) ar ;

para todo a en I, su grá�ca, que aparece a continuación, muestra que la proporción de los valores k para los que
�k > �k�1 es superior a 1=2 en un conjunto de medida uno.

2.5. Teorema tipo Gauss-Kuzmin-Levy y resultados relacionados

Teorema 2.35 El sistema dinámico (I;B; �;Ha) es Bernoulli.

Demostración. Notamos por A := Z+ [ f0g al conjunto de los enteros no negativos, por P (A) a la �-algebra de
las partes de A y la medida dada por � (fng) := (1� a) an. Ahora, de�nimos la biyección del producto numerable
de copias de (A;P (A) ; �) en I, dada por

H ((s1; s2; s3; :::)) :=

+1X
k=0

a1+
Pk+1

j=1 sj (1� a)k :

Esta aplicación induce una �-algebra en I (generada por los cilindros del desarrollo diádico generalizado), que es B.
Puesto que � coincide con � en los cilindros, implica que se trata de �.
Introduciendo el operador

S ((s1; s2; s3; :::)) := (s2; s3; s4; :::) ;

claramente S induce a Ha en I.

Corolario 2.36 Las variables Xj := mj �mj�1 son independientes y están idénticamente distribuidas, con prob-
abilidad

P (Xj = s) = (1� a) as:

Corolario 2.37 Se tiene la relación
P (mj = r) = P (r) (1� a)j ar;

donde P (r) es el número de veces para la que r se puede expresar como suma de j enteros positivos diferentes,
teniendo en cuenta el orden.
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Corolario 2.38 (Tipo Gauss-Kuzmin-Levy) Sea m una probabilidad de�nida en el espacio (I;B). Si m � �,
entonces

l��m
n
m (fx : Hn

a (x) � tg) = t:

El resultado es cierto en el caso particular de que dm = dx
1+x sea la medida de Gauss.

Demostración. Consideramos la derivada de Radon-Nikodym h := dm
d� . Ahora, por el Teorema Ergódico:

l��m
n
m (fx;Hn

a (x) � tg) = l��m
n

Z 1

0

�
�[0;t] �Hn

a

�
(x) dm

= l��m
n

Z 1

0

�
�[0;t] �Hn

a

�
(x)h(x)d�

por ser fuertemente mezclado,

= l��m
n

Z 1

0

�[0;t] (x) d� l��m
n

Z 1

0

h(x)d� = t:

De�nición 2.39 Si x no tiene desarrollo �nito y 4i0i1:::ik es su k-ésimo cilindro, por &k := &k (x) denotaremos
el valor cuyo desarrollo �nito está dado por los k índices dados en orden inverso; i.e., si

x = am0 + (1� a) am1 + � � �

entonces
&n = a

mk + (1� a) amk�1 + :::+ (1� a)k am0 :

Corolario 2.40 Si Hn
a (x) está uniformemente distribuido, entonces &n también lo está.

Demostración. Consideramos los conjuntos

C := Cs1;s2;:::;sn = fx : sus primeros Xk son s1; s2; :::; sng

y
C 0 := Csn;:::;s2;s1 = fx : sus primeros Xk son sn; sn�1; :::; s1g :

Notemos que &n 2 C () Hk�n
a (x) 2 C 0; por tanto

l��m
n

Card f&n 2 [0; t] : k = 0; 1; :::; ng
n

= l��m
n

Card
�
Hk�n
a (x) 2 C 0 : k = 0; 1; :::; n

	
n

= � (C 0) = � (C) :

Puesto que C y C 0 son cilindros y [0; t] es unión de cilindros, concluimos que:

l��m
n

Card f&k 2 [0; t] : k = 0; 1; :::; ng
n

= t;

y deducimos la distribución uniforme de la sucesión.

Corolario 2.41 (Tipo Levy) Sea m una probabilidad en el espacio (I;B). Si m� �, entonces

l��m
n
m (fx : &n � tg) = t:

Demostración. Dado que l��mnm (fx : Hn
a (x) 2 Jg) = � (J) para intervalos arbitrarios J , en los casos J = C o

J = C 0;
l��m
n
m (fx : &n 2 Cg) = l��m

n
m (fx : Hn

a (x) 2 Jg) = � (J) ;

y del mismo modo que anteriormente, concluimos que

l��m
n
m (fx : &n � tg) = t:
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Teorema 2.42 En un conjunto de �-medida 1,

l��m
n

1

n

nX
k=1

Xk =
a

1� a:

Demostración. Es una consecuencia de la Ley Fuerte de los Grandes Números, puesto que E (Xk) = a
1�a : (Es una

nueva demostración del teorema 2.9.)
Podemos añadir un término de error, aplicando la Ley del Logaritmo Iterado a las variables

Yk :=
Xk � a

1�ap
a

1�a

;

es inmediato que:

Teorema 2.43 En un conjunto de �-medida 1,

1

n

nX
k=1

xk =
a

1� a +O
�p

log log np
n

�
:

Del mismo modo, tenemos:

Teorema 2.44 Si (an) diverge positivamente y an = o(
p
n), entonces

P

0@Pn
k=1Xk � n a

1�aq
n a
(1�a)2

� an

1A = e�
a2n
2 (1+o(1)):

Teorema 2.45 Para las variables aleatorias Xk,

l��m
n
�

0@a < Pn
k=1Xk � n a

1�aq
n a
(1�a)2

< b

1A =
1p
2�

Z b

a

e�
x2

2 dx:

Demostración. Es una aplicación del Teorema Central del Límite con las condiciones de Lindeberg-Levy.

Teorema 2.46 Con la notación anterior, si

Zn := m�ax
1�k�n

Xk =) l��m
n
P (Zn � ny) = 1:

Demostración. Notemos que Zn � ny () Xk � ny; k 2 f1; 2; :::; ng, y por tanto

P (Zn � ny) =
�
1� a[ny]+1

�n
:

la sucesión de la derecha tiende a uno, por lo que también lo hace la de la izquierda.

Teorema 2.47 La sucesión

an := P

�
Zn � loga

1

n

�
es densa en I:

Demostración. Argumentando de modo similar a como se hizo anteriormente, y la densidad de floga�n [loga n]g
en I da el resultado.

Teorema 2.48
y < 1 =) l��mP

�
Zn � loga 1

ny

�
= 0

y > 1 =) l��mP
�
Zn � loga 1

ny

�
= 1

Teorema 2.49 Son equivalentes las dos a�rmaciones siguientes:

i. P (Xn � rn in�nitamente a menudo) = 1
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ii. la serie
P+1

n=1 a
[rn]+1 diverge.

Demostración. Consideramos las variables aleatorias

Vn :=

�
1:::; Xn � rn
0:::; Xn < rn

Que se tenga Xn � rn en una in�nidad de ocasiones es equivalente a que
P

n Vn diverja. Por el teorema de las tres
series concluimos la demostración.

Corolario 2.50 En un conjunto de �-medida 1,

l��m sup
n
�Xn ln a+ lnn

ln (lnn)
= 1:

Demostración. Si rn := � (loga n+ loga lnn), entonces

a[rn]+1 ' 1

n lnn
;

y la serie diverge
P

n�1 a
[rn]+1. Por tanto, el conjunto�

n 2 Z+ : Xn � � (loga n+ loga lnn)
	

es in�nito, y tenemos que

l��m sup
n
�Xn ln a+ lnn

ln (lnn)
� 1:

Realmente, se trata de una igualdad. Supongamos que

l��m sup
n
�Xn ln a+ lnn

ln (lnn)
� 1 + "

para algún " > 0. En este caso (y usando argumentos similares a los anteriores) la serie
P

n�1
1

n(lnn)1+"
diverge, lo

que entra en contradicción con el teorema anterior.

Proposición 2.51 En un conjunto de �-medida 1

l��m��nf
n
�Xn ln a+ lnn

ln (lnn)
= �1:

Demostración. Es una consecuencia de que en un conjunto de �-medida 1 Xn = 1 una in�nidad de veces.
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Capítulo 3

Funciones singulares y funciones de
Takagi generalizadas

3.1. Introducción

La historia de las funciones singulares (ésto es, funciones monótonas crecientes con derivada nula en un conjunto
de medida uno) tiene sus orígenes a �nales del siglo XVIII (véase [32], [79] o [151]). Adquirieron una nueva dimensión
con la publicación en 1904 del célebre libro de Lebesgue [107]. Ese año, Minkowski (véase [118]), con el �n de
enumerar los números cuadráticos, dio un nuevo ejemplo de este tipo de funciones. (Además, es cuando establece
una biyección entre los racionales y los números de I cuya representación diádica es �nita, vía la conocida como
sucesión de Farey.) En [46], se muestra la relación que establece esta función entre la representación del sistema de
Minkowski y la fracción continua simple.
En este Capítulo se describe una familia de funciones que relaciona el sistema de representación diádico y el

sistema de representación diádico generalizado. Se calcularán las dimensiones de Hausdor¤ de algunos conjuntos
relacionados con estas funciones. También se estudiarán varios tipos de funciones continuas que no son monótonas
en ningún intervalo satisfaciendo que son:
a) sin derivada en ningún punto;
b) con derivada nula en un conjunto de medida uno.
Finalmente se estudian las funciones de agregación lineal y se da para ellas una expresión explícita, prestando

especial atención a las k�negaciones.

3.2. La familia fSa : a 2 Ig
La familia Sa, con la que vamos a trabajar en esta sección, es una de las más conocidas y ha sido estudiada

desde una amplia variedad de puntos de vista (por ejemplo, el geométrico, el aritmético, el probabilístico, o el de
las ecuaciones funcionales), tal y como puede verse en [24], [30], [78], [146, pgs.48-49], [150], [157] o [165]. (Una
curiosa aplicación a la deformación de materiales plásticos puede encontrarse en [23].) Otras referencias sobre estas
funciones pueden encontrarse en [90].
En [150], el autor describe unas funciones ha dadas como límite de poligonales. Para de�nirlas, es conveniente

introducir el operador �a sobre un segmento AB con extremos de coordenadas A = (x; y), B = (x+�x; y+�y): Si
tomamos el punto C = (x+ �x

2 ; y+a�y), entonces �a(AB) es la poligonal ACB dada por la unión de los segmentos
AC y CB.
De�niremos las siguientes funciones: la grá�ca de f0 es el segmento que une (0; 0) con (1; 1); la de f1 se obtiene

aplicando �a a la grá�ca anterior. La de f2 se obtiene tras la acción de �a en los dos segmentos obtenidos para
f1. Obtendremos la grá�ca de f3 aplicando �a sobre los 22 segmentos que aparecen en f2; y, repitiendo el proceso,
podemos de�nir

ha(x) := l��m
n!1

fn(x):

Estudiaremos ha desde un punto de vista diferente al de los trabajos citados anteriormente. El estudio seguirá
de una relación entre el sistema diádico y el diádico generalizado.

55
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De�nición 3.1 Para cada x 2 I, podemos escribir

x =
+1X
n=0

1

2mn
:

Consideramos a 2 ]0; 1[, y de�nimos

Sa (x) :=
+1X
n=0

amn�n (1� a)n :

Proposición 3.2 La función Sa está bien de�nida para todo a 2 ]0; 1[ :

Demostración. Consideremos el caso en que x tiene dos desarrollos diferentes:

a. x =
kP

n=0

1
2mn +

1P
n=s

1
2n con s > mk + 1:

b. x =
kP

n=0

1
2mn +

1
2s�1 :

a.

Sa(x) =
kX

n=0

amn�n(1� a)n +
1X
n=1

as�1+n�k�n(1� a)k+n

=
kX

n=0

amn�n(1� a)n + as�1�k
1X
n=1

(1� a)k+n

=
kX

n=0

amn�n(1� a)n + as�2�k(1� a)k+1:

b.

Sa(x) =
kX

n=0

amn�n(1� a)n + as�2�k(1� a)k+1:

Como puede verse, los dos valores coinciden y, en consecuencia, la función está bien de�nida.

Proposición 3.3 La función Sa es estrictamente creciente, para todo a 2 ]0; 1[ :

Demostración. Consideramos x > y: Entonces

x =
kX

n=0

1

2mn
+

1X
n=k+1

1

2mn
; y =

kX
n=0

1

2mn
+

1X
n=k+1

1

2m
0
n

con m0
k+1 > mk+1. Los valores de la función en ellos son:

Sa(x) =
kX

n=0

amn�n(1� a)n +
1X

n=k+1

amn�n(1� a)n

Sa(y) =
kX

n=0

amn�n(1� a)n +
1X

n=k+1

am
0
n�n(1� a)n;

lo que junto a las siguientes desigualdades:

1X
n=k+1

am
0
n�n(1� a)n � am

0
k+1�(k+1)

1X
n=k+1

(1� a)n

= am
0
k+1�1�(k+1)(1� a)k+1

� amk+1�1�(k+1)(1� a)k+1

) Sa(x) > Sa(y);

nos dan el resultado deseado.
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Proposición 3.4 La función Sa es continua, para todo a 2 ]0; 1[ :

Demostración. Nuevamente consideramos varios casos para facilitar el seguimiento de la demostración:

a. Si x no admite desarrollo �nito, por tanto x =
1P
n=0

1
2mn . Entonces, para una sucesión fxkg convergente a x,

tenemos que (para xk =
1P
n=0

1

2
m0
n;k
; y por simplicidad omitimos k como subíndice en la escritura que sigue):

8j; 9k0 : k > k0 =) mn = m
0
n;8n = 0; : : : ; j:

Los valores de la función son:

Sa(x) =
1X
n=0

amn�n(1� a)n y Sa(xk) =
1X
n=0

am
0
n�n(1� a)n;

y, por tanto, la diferencia

jSa(x)� Sa(xk)j � 2ami+1�i�1(1� a)i+1 1
a
� 2bmi+1

1

a

(donde b = m�ax fa; 1� ag) tiende a cero, siendo f(x) el límite de f(xk).

b. Si x admite un desarrollo �nito, x =
jP

n=0

1
2mn ; consideramos dos tipos de sucesiones convergentes a este valor:

b.i. Por una parte, en una sucesión fxkg con xn � x, y dada por

xk =

jX
n=0

1

2mn
+

1X
n=j+1

1

2m
0
n
;

hacemos m0
j+1 ! +1 :

jSa(x)� Sa(xk)j =
1X

n=j+1

am
0
n�n(1� a)n

� am
0
j+1�j�1(1� a)j+1 1

a
� bm

0
j+1
1

a
;

lo cual tiende a cero cuando k ! +1:
b.ii. Por otra parte, xk < x :

xk =

j�1X
n=0

1

2mn
+

skX
n=j

1

2mj+n�j+1 +
1X

n=sk+1

1

2m
0
n

con sk ! +1 si k lo hace. Entonces,

Sa(x) =

j�1X
n=0

amn�n(1� a)n + amj�j(1� a)j

y

Sa(xk) =

j�1X
n=0

amn�n(1� a)n+
skX
n=j

amj�j+1(1� a)n+
1X

n=sk+1

am
0
n�n(1� a)n:

Por lo que

jSa(x)� Sa(xk)j � amj�j(1� a)j(1� a� a(1� a)1 � a(1� a)2 � � � �
� � � � a(1� a)sk�j) + bmsk

�1

� bmj (1� a)sk�j+1 + bmsk
�1

y el límite es, nuevamente, cero.
Uniendo estos resultados, para cualquier sucesión (xk) convergente a x tenemos f (xk) ! f (x); obteniendo la

continuidad de f .
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Proposición 3.5 El desarrollo en base de Schauder de Sa tiene los coe�cientes

�1 = 0; �2 = 1 y �k;j = am (1� a)n
�
a� 1

2

�
;

donde n es el número de sumandos en el desarrollo binario de j, y m = k � n:

Demostración. a. Para n par:

n

2k
=

tX
j=0

1

2mj
;

n+1

2k
=

tX
j=0

1

2mj
+
1

2k
;

2n+ 1

2k+1
=

tX
j=0

1

2mj
+

1

2k+1

y entonces,

f
� n
2k

�
=

tX
j=0

amj�j (1� a)j ;

f

�
n+1

2k

�
=

tX
j=0

amj�j (1� a)j + ak�t�1 (1� a)t+1 ;

f

�
2n+ 1

2k+1

�
=

tX
j=0

amj�j (1� a)j + ak�t (1� a)t+1 :

Entonces, los coe�cientes son:

�k;n = f

�
2n+ 1

2k+1

�
� 1
2

�
f
� n
2k

�
+ f

�
n+1

2k

��
= ak�t (1� a)t+1 � 1

2
ak�t�1 (1� a)t+1

=

�
a� 1

2

�
ak�t�1 (1� a)t+1

Si n
2k
=

tP
j=0

1
2mj ; tenemos n =

tP
j=0

2k�mj ; i.e., el desarrollo binario de n tiene t+ 1 sumandos.

b. Supuesto n es impar. Tenemos,

n

2k
=

pX
j=0

1

2mj
+

1

2mp+1
+ términos consecutivos::::::::::::: +

1

2k

con mp+1 > mp + 1; en este caso, ms = k;

n+1

2k
=

pX
j=0

1

2mj
+

1

2mp+1�1 ;

2n+ 1

2k
=

pX
j=0

1

2mj
+

1

2mp+1
+ � � �+ 1

2k
+

1

2k+1
;

su imagen es

f
� n
2k

�
=

pX
j=0

amj�j (1� a)j + amp+1�(p+1) (1� a)p+1 + � � �+ ak�s (1� a)s ;
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y teniendo en cuenta que al aumentar de uno en uno la diferencia siempre es k � s:
pX
j=0

amj�j (1� a)j + ak�s
�
(1� a)p+1 + � � �+ (1� a)s

�
=

pX
j=0

amj�j (1� a)j + ak�s (1� a)p+1 1� (1� a)
s+1

a
:

Por lo tanto

f

�
n+1

2k

�
=

pX
j=0

amj�j (1� a)j + amp+1�(p+1) (1� a)p+1

f

�
2n+ 1

2k

�
=

pX
j=0

amj�j (1� a)j + ak�s (1� a)p+1 1� (1� a)
s�p+1

a
;

y tenemos los coe�cientes

�k;n = f

�
2n+ 1

2k+1

�
� 1
2

�
f
� n
2k

�
+ f

�
n+1

2k

��
= ak�s (1� a)p+1

�
1� (1� a)s�p+1 � 1

2

�
1� (1� a)s�p + 1

��
= ak�s (1� a)p+1

 
� (1� a)s�p+1 � (1� a)

s�p

2

!

= ak�s (1� a)p+1 (1� a)s�p
�
� (1� a) + 1

2

�
= ak�s�1 (1� a)s+1 (1� a)s�p

�
a� 1

2

�
:

Proposición 3.6 La función Sa es singular para todo a 2 ]0; 1[ nf1=2g:

Demostración. Cuando x =
1P
j=0

1
2mj es un número normal en base dos, podemos elegir mk tal que mk+1 > mk+1

(puede encontrarse una in�nidad de veces, y como consecuencia,mk ! +1). De�nimos las sucesiones xk =
kP
j=0

1
2mj

y yk =
kP
j=0

1
2mj +

1
2mj+1

. Sea b = m�ax
n

a
1�a ;

1�a
a

o
. entonces, xk < x < yk y

0 � f (yk)� f (xk)
yk � xk

=
amk+1�k�1 (1� a)k+1

1
2mk+1

= 2mk+1amk�k (1� a)k+1 � 2mk+1a
mk
2 (1� a)

mk
2 bo(mk)

= 2 (4a (1� a))
mk
2 bo(mk) = 2

�
4a (1� a) bo(1)

�mk
2 � 2c

mk
2

Podemos tomar c < 1 cuando k es su�cientemente grande. Esto garantiza que el último término tiende a cero
cuando k ! +1. Como consecuencia, si la derivada existe, entonces ha de ser nula.
Como la función es continua, entonces es diferenciable en un conjunto de medida uno; por lo que tiene derivada

con valor cero en un conjunto de medida uno.

3.2.1. Ecuaciones funcionales

Proposición 3.7 La función Sa es la única acotada satisfaciendo el sistema de ecuaciones funcionales�
Sa
�
x
2

�
= aSa (x)

Sa
�
1+x
2

�
= a+ (1� a)Sa (x) :
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Demostración. Si observamos los desarrollos de x y x
2 :

x =
1X
n=0

1

2mn
;

x

2
=

1X
n=0

1

2mn+1
:

Por lo que

Sa

�x
2

�
=

1X
n=0

amn+1�n(1� a)n = aSa(x):

Y, del mismo modo, para la segunda ecuación.
La unicidad sigue a partir del Teorema del Punto Fijo de Banach: de�nimos para ello el funcional

F : (B(I) ; k�k)! (B(I) ; k�k)

dado por

F (g)(y) =

�
ag(2y); ::: si 0 � y � 1

2
a+ (1� a)g(2y � 1); ::: si 12 � y � 1;

y el resultado queda completamente probado.

Corolario 3.8 Las funciones Sa y ha son, realmente, la misma función.

Comentario 3.9 Una segunda demostración de la unicidad de Sa; recordando su origen geométrico, se puede dar
usando el espacio K

�
I2
�
de los conjuntos compactos en el cuadrado unidad dotado con la distancia de Hausdor¤.

Procediendo del siguiente modo:

C1 : I2 ! I2; C1 ((x; y)) :=
�x
2
; ay
�

C2 : I2 ! I2; C2 ((x; y)) :=
�x
2
; a+ (1� a)y

�
;

que da una nueva contracción:

C : K
�
I2
�
! K

�
I2
�
; C(T ) := C1(T ) [ C2(T ):

La grá�ca de Sa es un compacto de I2; que permanece �ja por C. Para cualquier otra función continua satisfaciendo
las ecuaciones anteriores, su grá�ca sería un punto �jo para C. Puesto que la grá�ca de una función continua es
un compacto tendríamos un segundo punto �jo. Esto sería una contradicción con la unicidad del punto �jo, lo que
garantiza la unicidad de Sa.

Proposición 3.10 La función Sa no admite derivada no nula si a 2 ]0; 1[ nf1=2g:

Demostración. La demostración se apoya en la idea anterior y en que el punto fíjo es el límite de Cn(T ) para
cualquier T . En este caso, tomamos como T el propio cuadrado unidad I2. Ocurre que C �ja el valor de Sa

�
1
2

�
; C2

hace lo mismo con Sa
�
1
22

�
y Sa

�
1
2 +

1
22

�
; C3 lo hace con Sa

�
1
23

�
, Sa

�
1
22 +

1
22

�
, Sa

�
1
2 +

1
23

�
y Sa

�
1
2 +

1
22 +

1
23

�
; y

así, sucesivamente, en las distintas iteraciones de C.
En cada iteración encontramos una división en el eje X y otra en el Y . Notaremos por un y vn los extremos del

intervalo que incluye a x en la n-ésima iteración de C. Mientras, su correspondiente intervalo en Y es [Sa(un); Sa(vn)];
que incluye a Sa(x). Si existe S0a(x) = � 6= 0; tendremos que para valores grandes de n:

S(vn)� S(un)
vn � un

=
ak(1� a)n�k

1
2n

' �

y según donde se encuentre el intervalo n+ 1;

S(vn+1)� S(un+1)
vn+1 � un+1

=

8<:
ak+1(1�a)n�k

1

2n+1
' 2a�

ak(1�a)n+1�k
1

2n+1
' 2(1� a)�

Pero ésto sólo puede ocurrir cuando a = 1=2.
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3.2.2. Convoluciones y una demostración alternativa de la singularidad de Sa
Consideramos las funciones de distribución:

Fn(x) =

8<: 0; si x < 0
a; si 0 � x < 1

2n

1; si 1
2n � x

(asociada a la probabilidad Pn(x) =

8<: a; si x = 0
1� a; si x = 1

2n

0; en otro caso
) y las obtenidas como convoluciones hn(x) = F1 � � � � �

Fn(x).
El estudio de Sa como un punto �jo del espacio de los compactos de I2; facilita aplicarlo de diferentes mod-

os. Anteriormente, hemos considerado I2 como conjunto inicial. Si el punto de partida hubiese sido la diagonal,
habríamos obtenido la de�nición dada por Salem, que era descrita con la ayuda del operador �a.
Si el punto inicial es el segmento (0; 1)(1; 1), que notaremos por h0; h1 = C(h0); h2 = C(h1),... y el límite sería,

etonces, la grá�ca de Sa; en todos los casos. Si probamos que C(hn�1) = hn; el siguiente resultado será cierto:

Proposición 3.11 La función Sa es una convolución in�nita de funciones escalonadas.

Demostración. Procedemos por inducción. Para los primeros valores de n; es cierto por observación directa.
Suponemos que C(hn�2) = hn�1: (Llamamos la atención en el hecho de que esta de�nición a través de C y la

obtenida vía convoluciones, no son idénticas, puesto que estas son funciones y vía C están duplicadas las imágenes
para m

2n con m = 1; :::; 2n � 1).
Escribimos m = a02

0+ a12
1+ � � �+ an�12n�1: El número de unos en los dígitos a0; a1; : : : ; an�1 será notado por

u; mientras c lo hará para el número de ceros.
Pn notará la probabilidad asociada con F1 � � � � � Fn. En primer lugar, demostraremos (por inducción) que:

Pn(
m

2n
) = ac(1� a)u:

Para n = 1 es cierta; y lo suponemos válido para n� 1:
Para m par; m = 2k con k = a020 + a121 + � � �+ an�12n�1 y 2k = 0 + a021 + a122 + � � �+ an�12n. Por tanto,

Pn

�m
2n

�
= Pn

�
2k

2n

�
= Pn�1

�
k

2n�1

�
�Pn(0)

= Pn�1

�
k

2n�1

�
= ac(1� a)u;

donde hemos usado la hipótesis de inducción.
Si m es impar, m = 2k+1; k = a0+ a121+ � � �+ an�12n�1 y 2k+1 = 1+ a021+ a122+ � � �+ an�12n: Entonces,

Pn

�m
2n

�
= Pn

�
2k + 1

2n

�
= Pn�1

�
k

2n�1

�
�Pn

�
1

2n

�
= (1� a)Pn�1

�
k

2n�1

�
= ac(1� a)u;

nuevamente, por la hipótesis de inducción.

Cuando Fn
�
2n�1�1
2n

�
= a; la demostración seguirá por inducción y aplicando el razonamiento previo.

Por otra parte, sea 0 � m � 2n�1; entonces

Fn

�m
2n

�
=

mX
k=0

Pn

�
k

2n

�
=

mX
k=0

aPn

�
k

2n�1

�
= aFn�1

� m

2n�1

�
:

(Tenemos en cuenta, para la segunda igualdad, que cuando pasamos de n a n� 1 añadimos un cero.)
También tenemos:

Fn

�
m+ 2n�1

2n

�
=

mX
k=0

Pn

�
k + 2n�1

2n

�
+ Fn

�
2n�1 � 1
2n

�

= a+
mX
k=0

(1� a)Pn
�

k

2n�1

�
= a+ (1� a)Fn�1

� m

2n�1

�
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(puesto que, en la segunda igualdad, pasamos de k + 2n�1 con n dígitos a k en n� 1 dígitos, disminuye un uno).
Para el resto de valores es constante; y, con ello, se concluye el resultado C(hn�1) = hn:

Corolario 3.12 Si a 2 ]0; 1[ nf1=2g, la función característica de Sa viene dada por

u �!
+1Y
n=1

�
a+ (1� a) ei u

2n
�

Demostración. Es una consecuencia de que H = F �G implica h = fg (las letras minúsculas se utilizan para las
funciones características correspondientes funciones) y la convergencia débil: F1 � � � � �Fn ) Sa en las distrbuciones
implica hn(x)! sa(x) la puntual de las características (por el teorema 0.19).

Comentario 3.13 Con la ayuda del último teorema podemos dar una nueva demostración de la singularidad de
Sa utilizando únicamente técnicas probabilísticas. Y es que la convergencia del producto in�nito puede ser deducida
aplicando únicamente técnicas probabilísticas. En efecto, puede ser deducida del teorema 0.20, junto a las igualdades:

E(Fn) =
1� a
2n

;

M2(Fn) =
(1� a)2

2n
;

�2(Fn) =
(1� a)2

2n
� (1� a)

2

22n
:

La igualdades anteriores y el teorema 0.21 implican que Sa es atómica, singular, o bien absolutamente continua.
Por el teorema de Levy deducimos la continuidad, puesto que los saltos son de longitud 1=2n. Finalmente, deducimos
que no es absolutamente continua: sa(u) no converge a cero cuando u ! +1: Un modo de hacerlo es utilizar la
desigualdad dada en [150, pg.430]:

sa(2�2
n) > r2 cos2

��
4

�
cos2

��
8

�
cos2

� �
16

�
� � �

donde r = j1� 2aj; y la función debe ser singular.

3.3. Resultados métricos relacionados con Sa
Se puede hacer un estudio similar al realizado en el capítulo anterior. En esta ocasión, utilizando la medida de

Stieltjes dSa asociada con la función Sa. Los detalles de las demostraciones siguen de modo parecido a como se hizo
anteriormente. Únicamente escribimos aquellos resultados que nos parecen de mayor interés.

3.3.1. El sistema dinámico T

Consideremos la función "tienda de campaña"T , dada por:

T (x) =

�
2x; 0 � x � 1=2
2x� 1; 1=2 � x � 1

Teorema 3.14 La función T preserva dSa y es ergódica.

De�nición 3.15 Para cada x =
1P
k=1

x, Cn =
nP
k=1

ak
2k
es el número x truncado en el lugar n-ésimo.

Extensión natural y pares de Jager

De�nición 3.16 Para un numero x, de�nimos el cociente (que notaremos �n si no existe confusión):

��n (x) := jx� Cnj2�n:

El valor de ��n mide la proximidad de x por Cn, y surge de forma natural la pregunta de como esta distribuida
la sucesión f��ng. De acuerdo con la de�nición de ��n y la expresión anterior, tenemos ��n = Tn:
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Teorema 3.17 Hay un conjunto de dSa-medida 1 en I donde ��n tiene dSa como a.d.f.

Teorema 3.18 Para el sistema dinámico (I;B; dSa; T ), su extensión natural es
�
I2;B; dS2a; �T

�
; donde:

T (x; y) :=
�
T (x);

a1(x)

2
+
y

2

�
:

Proposición 3.19 El sistema dinámico para T es ergódico y fuertemente mezclado.

Corolario 3.20 Si C es un conjunto con frontera de dS2a-medida cero, entonces existe un conjunto de dS
2
a-medida

1 en el que ocurre que
nP
k=1

�C(T
k(x; y))

n
�! dS2a(C):

Teorema 3.21 Encontramos un conjunto de dSa-medida 1 en el que

�(�n; �n�1) =
1� a
2� a:

Teorema 3.22 Hay un conjunto de dSa-medida 1 en el que

l��m
n!1

# fk; �k> �k�1; k = 1 : : : ng
n

=
(1� a)2

2

6� 2a
3

:

Independencia de ciertas variables aleatorias

Teorema 3.23 El sistema dinámico (I;B; T; dSa) es un sistema de Bernoulli.

Si escribimos x =
P1

k=1
ak
2k
;tenemos los siguientes resultados:

Corolario 3.24 Las variables aleatorias aj(x) son independientes e idénticamente distribuidas con

P (aj(x) = 0) = a:

Corolario 3.25 (Tipo Gauss-Kuzmin-Levy ) Sea m una probabilidad en (I;B) con m� dSa: Entonces

l��m
n!1

m(fx : Tn(x) � tg) = Sa(t):

Teorema 3.26 En un conjunto de dSa-medida 1, tenemos que:

1

n

nX
j=1

aj = 1� a+O
� p

np
ln lnn

�
:

Teorema 3.27 Las variables aleatorias aj cumplen que:

l��m
n!1

dSa

0BB@b<
nP
j=1

aj � n(1� a)p
na(1� a)

< c

1CCA =
1p
2�

Z c

b

e�
x2

2 dx:

3.3.2. El sistema dinámico H

De�nición 3.28 En el intervalo ]0; 1] de�nimos la función:

H(x) :=

8>>><>>>:
2x� 1; ::: 1

2 < x � 1
22x� 1; ::: 1

22 < x �
1
2

23x� 1; ::: 1
23 < x �

1
22

...
...
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Extensión natural y pares de Jager

De�nición 3.29 Para x =
1P
k=1

ak
2k
; a la serie truncada la llamamos Bn =

nP
k=1

ak
2k
; y para un número x, llamamos

�n(x) (normalmente se omitirá la x) al cociente:

�n = jx�Bnj2�n :

�n es un valor que nos indica en qué medida es buena la aproximación de x por Bn, siempre está comprendido entre
cero y uno. Ésto nos lleva a preguntarnos por cómo está distribuida la sucesión (�n). De acuerdo con la de�nición de
�n y la expresión anterior, tenemos la identidad �n = Tn, donde T es el sistema dinámico d ela tienda de campaña.

Teorema 3.30 �n tiene dSa como a.d.f. en I en un conjunto de medida uno (para dSa)

Teorema 3.31 Para (I;B; dSa;H), la extensión natural es
�
I2;B; dS2a; �T

�
donde:

�T (x; y) = (T (x); a1(x)=2 + y=2):

Proposición 3.32 La aplicación �T es ergódica y mezclada.

Corolario 3.33 (Tipo Jager) En un conjunto de dSa�medida uno en I, �Hk(x; 0)tiene a dS2a como a.d.f.

Teorema 3.34 Para cualquier entero positivo n,

�(�n; �n�1) = 1=2:

Del mismo modo, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.35 En el contexto anterior,

l��m
n!1

Card fk : �k�1 > �k; k = 1; : : : ; ng
n

= (1� a):

Independencia de ciertas variables aleatorias (teorema tipo Gauss-Kuzmin-Levy y otros resultados)

Teorema 3.36 El sistema (I;B; T; dSa) es de Bernoulli.

Corolario 3.37 Las variables aleatorias aj(x) son independientes e idénticamente distribuidas con P (aj(x) = 0) =
a.

Corolario 3.38 (Tipo Gauss-Kuzmin-Levy) Sea m una probabilidad en (I;B) con m � dSa; en estas condi-
ciones

l��m
n!1

m(fx : Tn(x) � tg) = dSa(t):

Teorema 3.39 En un conjunto de medida uno es cierta la igualdad

nP
j=1

aj

n
= 1� a+O(

p
np

ln lnn
):

Teorema 3.40 Para las variables aleatorias aj tenemos:

l��m
n!1

dSa

0BB@b<
nP
j=1

aj � n(1� a)p
na(1� a)

< c

1CCA =
1p
2�

cZ
b

e�
x2

2 dx:
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3.4. Aplicación a dimensiones de Hausdor¤

Teorema 3.41 Notemos por N al conjunto de los números normales en base dos. Si a 6= 1=2; entonces Sa (N) es
un conjunto de medida de Lebesgue cero.

Demostración. Para x 2 N; tenemos mn = 2n+ o(n) y, consecuentemente, mn

n ! 2. Aplicando la función Sa:

Sa(x) =
+1X
n=0

amn�n (1� a)n =
+1X
n=0

am
0
n (1� a)n ;

donde m0
n

n ! 1. Pero, para el sistema diádico generalizado, este límite debe ser igual a a
1�a ; y, por tanto, a = 1=2:

Si a 6= 1
2 , el conjunto N (de �-medida 1) se aplica mediante Sa en un conjunto de medida cero para la medida

de Lebesgue (puesto que a
1�a 6= 1 y

�

 (
+1X
n=0

1

2mn
:
m0
n

n
! a

1� a

)!
= 1).

Lema 3.42 Si x =
P+1

n=0 a
mn (1� a)n ; entonces su imagen inversa bajo S�1a ,

S�1a (x) =
+1X
n=0

1

2m
0
n
;

veri�ca que, en su desarrollo binario, entre los k primero dígitos, el número de ceros es, aproximadamente, ak; y
el de unos es, aproximadamente, (1� a) k, cuando

l��m
n!+1

mn

n
=

a

1� a:

Demostración. Tenemos
m0
n

n
=
mn + n

n
! a

1� a + 1 =
1

1� a
(donde m0

n es el índice correspondiente a los n primeros unos de S
�1
a (x)). Para k, con 0

n � k � m0
n+1, tenemos que

n

mn+1
� n

k
� n

mn
;

lo que nos da el resultado.

Corolario 3.43 Para � la medida de Lebesgue en I tenemos que

�

"
Sa

 (
+1X
n=0

an
2n
:

Pn
k=0 ak
n

�! 1� a
)!#

= 1:

Demostración. El conjunto (
x =

+1X
n=0

amn (1� a)n : mn

n
! a

1� a

)
es de �-medida 1; y, bajo la acción de S�1a , está incluido en el conjunto con una proporción de unos igual a 1�a:
La medida de Stieltjes asociada con Sa, será notada como dSa; tiene la masa concentrada en un conjunto �-nulo.

Además, tenemos el siguiente resultado de Besicovitch (véase [25]):

Teorema 3.44 La medida dSa concentra su masa en un conjunto de dimensión de Hausdor¤ igual a

log2

"
1

aa
1

(1� a)1�a

#
:
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Demostración. Véase [62, lemma 10.1].
La dimensión tiende a 0 en 0 y 1; y a 1, si a! 1=2 (como era de esperar, ya que dS1=2 es la medida de Lebesgue).

Este resultado de Besicovitch, junto al teorema de Fubini sobre derivación término a término de series de
funciones monótonas, nos permite obtener una función singular que concentra su masa en un conjunto de medida
cero y dimensión fractal igual a uno:

Corolario 3.45 La función

f(x) :=
+1X
n=3

1

2n
S 1
2�

1
n
(x)

es singular y concentra la masa en un conjunto de �-medida cero con dimensión fractal igual a uno.

Teorema 3.46 La dimensión fractal de Sa (N) es igual a
ln 1

4

ln a(1�a) :

Demostración. Lo hacemos con la ayuda de S�1a : para y =
P+1

n=0 a
mn (1� a)n consideramos los intervalos"

nX
k=0

amk (1� a)k ;
nX
k=0

amk (1� a)k + amn�1 (1� a)n+1
#
;

y la correspondiente imagen bajo S�1a es el intervalo:"
+1X
k=0

1

2mk+k
;
+1X
k=0

1

2mk+k
+

1

2mn+n

#

con longitudes dadas por amn�1 (1� a)n+1 y 1
2mn+n respectivamente.

La dimensión fractal será dada por el número

sup

8><>:� > 0 : l��mn!1

1
2mn+nh

amn�1 (1� a)n+1
i� < +1

9>=>; :
Tomando logaritmos, como debe ser �nito:

l��m
n!+1

� (mn � n) ln 2� � (mn � 1) ln a� � (n+ 1) ln (1� a)
n

n < +1;

y teniendo en cuenta mn

n ! 1, ello conduce a que � ln 4
ln a(1�a) es la dimensión anunciada.

La grá�ca es, como muestra la �gura, muy similar a la anterior: siempre es un poco mayor que aquélla y coinciden
cuando a 2 f0; 1=2; 1g.
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Los resultados obtenidos para la función Sa puede ser generalizado del siguiente modo. Consideramos la clase�
Sb;a := Sa � S�1b : a; b 2 I

	
. Cada elemento Sb;a de la clase aplica el número x =

P+1
n=0 b

mn (1� b)n en el número
y =

P+1
n=0 a

mn (1� a)n.
Prestamos atención al caso b := 1� a. Esta función, Sa;1�a, que actúa del modo

+1X
n=0

amn (1� a)n �!
+1X
n=0

(1� a)mn an;

es singular. La forma más sencilla de demostrarlo es notar que el límite

l��m
n

mn

n

es a
1�a en uno de los de los sistemas y

1�a
a en el otro. Por tanto, Sa;1�a aplica un conjunto de medida uno en otro

de medida 0; y viceversa.
Enunciamos, sin demostración:

Teorema 3.47 La función Sa;1�a es la única acotada que cumple el sistema de ecuaciones funcionales�
Sa;1�a (ax) = (1� a)Sa;1�a (x)
Sa;1�a (a+ (1� a)x) = (1� a) + aSa;1�a (x)

Corolario 3.48 La función Sa;1�a aplica un conjunto de �-medida 0 en un conjunto de �-medida 1. El conjunto
inicial tiene dimensión igual a

ln
h
aa (1� a)1�a

i
ln [a1�a (1� a)a] :

Demostración. El conjunto de �-medida 0 es aquel en que los cocientes mn

n tienen por límite 1�a
a :

Para obtener la dimensión fractal, si x =
P+1

n=0 a
mn (1� a)n, consideramos el intervalo"

nX
k=0

amk (1� a)k ;
nX
k=0

amk (1� a)k + amn�1 (1� a)n+1
#
:

La imagen de este intervalo bajo Sa;1�a es:"
nX
k=0

amk (1� a)k ;
nX
k=0

amk (1� a)k + (1� a)mn�1 an+1

#
:

Sus respectivas longitudes son amn�1 (1� a)n+1 y (1� a)mn�1 an+1.
Por tanto, la dimensión fractal está dada por

sup

8><>:� > 0 : l��mn!1

(1� a)mn�1 an+1h
amn�1 (1� a)n+1

i� < +1
9>=>; :
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Si procedemos como anteriormente, entonces

l��m
n!+1

[mn � 1� � (n+ 1)] ln (1� a) + [(n+ 1)� � (mn � 1)] ln a
n

n < +1:

Finalmente, el hecho de que mn

n ! a
1�a ; conduce a que:

dimH (A) =
a ln a+ (1� a) ln (1� a)
(1� a) ln a+ a ln (1� a) :

La representación grá�ca la podemos ver a continuación:
Podemos generalizar este resultado para los demás miembros de la clase.

Teorema 3.49 La medida dSb;a concentra su masa en un conjunto de dimensión de Hausdor¤ igual a

b ln b+ (1� b) ln (1� b)
b ln a+ (1� b) ln (1� a) :

3.5. Una generalización de la función de Takagi

Hasta ahora, hemos considerado Sa dependiendo de x en I (para a �jo):

x =
+1X
n=0

1

2mn
�! Sa(x) :=

+1X
n=0

amn�n (1� a)n :

Se trata, realmente, de funciones dependientes de dos variables x y a. Intercambiando los papeles, las consideraremos,
ahora, dependientes del parámetro a; y estudiaremos su derivada respecto de esta variable.

De�nición 3.50 De�nimos Ta : I �! R como la función

Ta (x) : =
@Sa
@a

(x)

=
+1X
n=0

h
(mn � n) amn�n�1 (1� a)n � namn�n (1� a)n�1

i
:

Proposición 3.51 La función Ta está bien de�nida para todo a 2 ]0; 1[ :

Demostración. Estudiaremos su validez para x con dos desarrollos binarios

x =
nX
k=0

1

2mk
=

n�1X
k=0

1

2mk
+
+1X
k=1

1

2mn+k
:
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Para la primera expresión de x 2 ]0; 1[, tenemos

Ta(x) = m0a
m0�1 + (m1 � 1) am1�2 (1� a)� am1�1 + � � �

� � �+ (mn � n) amn�n�1 (1� a)n � namn�n (1� a)n�1 :

Por otra parte, para la segunda expresión, su correspondiente valor es

Ta(x) = m0a
m0�1 + (m1 � 1) am1�2 (1� a)� am1�1 + � � �

� � �+ (mn�1 � n+ 1) amn�n (1� a)n�1 �
� (n� 1) amn�1�n+1 (1� a)n�2 +

+
+1X
k=0

h
(mn + 1� n) amn�n (1� a)n+k �

� (n+ k) amn+1�n (1� a)n�1+k
i
:

Estudiamos la última suma en la expresión anterior:

+1X
k=0

h
(mn + 1� n) amn�n (1� a)n+k � (n+ k) amn+1�n (1� a)n�1+k

i
= (mn + 1� n) amn�n (1� a)n

+1X
k=0

(1� a)k �

�namn+1�n (1� a)n�1
+1X
k=0

(1� a)k �

�amn+1�n (1� a)n�1
+1X
k=0

k (1� a)k

= (mn + 1� n) amn�n (1� a)n 1
a
� namn+1�n (1� a)n�1 1

a
�

�amn+1�n (1� a)n�1 1� a
a2

= (mn � n) amn�n�1 (1� a)n � namn�n (1� a)n�1 :

Finalmente, demostraremos que Ta (0) = Ta (1) = 0, por estrategias diferentes.
Unos cálculos sencillos nos dan

Ta (1) = 1 + (1� a)� a+ (1� a)2 � 2a (1� a) + (1� a)3 � 3a (1� a)2 + � � �

=
1

a
� a1

a
= 0:

Para estudiar en 0, sea b := m�ax fa; 1� ag. Consideramos el número

x :=
+1X
k=0

1

2mk
Ta (x) �

1

b

+1X
k=m0

kbk =
1

b

 
b

(1� b)2
+

m0

1� b

!
bm0 ;

donde el miembro de la derecha tiende a 0 si m0 ! +1; por lo que la demostración está terminada.
El siguiente resultado generaliza el obtenido para el desarrollo en base de Schauder para la función de Takagi

(que corresponde para a = 1=2).

Proposición 3.52 (Identidades para Ta) Sean k 2 Z+ y el conjunto de puntos de la forma n
2k
= ak

2k
+ ak�1

2k�1
+

� � �+ a1
21 , aj 2 f0; 1g. Si d es el número de ceros entre los aj y r el correspondiente de unos, entonces

Ta

�
2n+ 1

2k+1

�
�
�
(1� a)Ta

� n
2k

�
+ aTa

�
n+ 1

2k

��
= ar (1� a)d :
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Demostración. Consideramos cuatro casos:
I) Para n par, consideramos n = 2c� con � impar; 1 < c y 0 < n < 2k � 1. Haciendo cálculos:

n

2k
=
0

2k
+

0

2k�1
+ � � �+ 0

2k�c+1
+

1

2k�c
+ � � � =

d�1X
j=0

1

2j
;

con md�1 = k � c;

n+ 1

2k
=
1

2k
+

0

2k�1
+ � � �+ 0

2k�c+1
+

1

2k�c
+ � � � =

d�1X
j=0

1

2j
+

1

2md�1+c
;

y

2n+ 1

2k
=
1

2k
+

0

2k�1
+ � � �+ 0

2k�c+1
+

1

2k�c
+ � � � =

d�1X
j=0

1

2j
+

1

2md�1+c+1
;

por tanto:

Ta

� n
2k

�
= m0a

m0�1 + (m1 � 1)am1�2(1� a)� am1�1 +

+(m2 � 2)am2�3(1� a)2 � 2(1� a)am2�2 + � � �
� � �+ (md�1 � d+ 1)amd�1�d(1� a)d�1 �
�(d� 1)(1� a)d�2amd�1�d+1;

y concluimos que

Ta

�
2n+ 1

2k+1

�
�
�
(1� a)Ta

� n
2k

�
+ aTa

�
n+1

2k

��
= amd�1+c�d(1� a)d

= ak�d(1� a)d

= ar(1� a)d

II) n impar; n+ 1 = 2c� con � impar; c > 1; y 0 < n < 2k � 1: Entonces,

n+1

2k
=
0

2k
+

0

2k�1
+ � � �+ 0

2k�c+1
+

1

2k�c
+ � � � =

nX
j=0

1

2mi
;

donde mn = k � c;

n

2k
=
1

2k
+

1

2k�1
+ � � �+ 1

2k�c+1
+

0

2k�c
+ � � � =

n�1X
j=0

1

2mj
+

cX
j=1

1

2mn+j
;

donde d = n+ c, y

2n+ 1

2k+1
=

1

2k+1
+
1

2k
+ � � �+ 1

2k�c+1
+

0

2k�c
+ � � � =

n�1X
j=0

1

2mj
+
c+1X
j=1

1

2mn+j
:

Los respectivos valores para Ta son ahora:

Ta

�
n+1

2k

�
= m0a

m0�1 + � � �+ (mn�1 � n+ 1)amn�1�n(1� a)n�1 �

�(n� 1)(1� a)n�2amn�1�n+1 +

+(mn � n)amn�n�1(1� a)n � n(1� a)n�1amn�n

Ta

�
i

2k

�
= m0a

m0�1 + � � �+ (mn�1 � n+ 1)amn�1�n(1� a)n�1 �

�(n� 1)(1� a)n�2amn�1�n+1 +

+(mn + 1� n)amn�n(1� a)n � n(1� a)n�1amn+1�n +

+(mn + 1� n)amn�n(1� a)n+1 �
�(n+ 1)(1� a)namn+1�n + :::

:::+ (mn + 1� n)amn�n(1� a)n+c�1 �
�(n+ c� 1)(1� a)n+c�2amn+1�n
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Ta

�
2n+ 1

2k+1

�
= m0a

m0�1 + � � �+ (mn�1 � n+ 1)amn�1�n(1� a)n�1 �

�(n� 1)(1� a)n�2amn�1�n+1 +

+(mn + 1� n)amn�n(1� a)n �
�n(1� a)n�1amn+1�n +

+(mn + 1� n)amn�n(1� a)n+1 �
�(n+ 1)(1� a)namn+1�n +

+(mn + 1� n)amn�n(1� a)n+1 �
�(n+ 1)(1� a)namn+1�n + :::

:::+ (mn + 1� n)amn�n(1� a)n+c�1 �
�(n+ c� 1)(1� a)n+c�2amn+1�n +

+(mn + 1� n)amn�n(1� a)n+c �
�(n+ c)(1� a)n+c�1amn+1�n;

de donde se sigue la relación:

T

�
2n+ 1

2k+1

�
�
�
(1� a)T

� n
2k

�
+ aT

�
n+1

2k

��
=

= amn�n(1� a)n � (1� a)namn+1�n � � � �
� � � � (1� a)n+c�2amn�n+1 � (1� a)n+c�1amn�n+1

= amn�n(1� a)n+c = ar(1� a)d:

III) Si n = 0; entonces

n

2k
=

0

2k
+

0

2k�1
+ � � �+ 0

2
n+1

2k
=

1

2k
+

0

2k�1
+ � � �+ 0

2
2n+ 1

2k
=

1

2k+1
+
0

2k
+

0

2k�1
+ � � �+ 0

2

con imágenes:

T

�
2n+ 1

2k+1

�
= (k + 1)ak; T

�
n+1

2k+1

�
= kak�1; T

� n
2k

�
= 0;

y, por tanto,

T

�
2n+ 1

2k+1

�
�
�
(1� a)T

� n
2k

�
+ aT

�
n+1

2k

��
= ak = ar;

pues, en este caso, d = 0 y r = k:
IV) Para n = 2k � 1; tenemos

n

2k
=
1

2k
+

1

2k�1
+ � � �+ 1

2

2n+ 1

2k
=

1

2k+1
+
1

2k
+

1

2k�1
+ � � �+ 1

2

n+1

2k
=

1X
j=1

1

2j
= 1; d = k; b = 0:

Los valores de la función están dados por:
Ta(1) = 0;

Ta

� n
2k

�
= 1 + (1� a)� a+ (1� a)2 � 2(1� a)a+ � � �

� � �+ (1� a)k�1 � (k � 1)(1� a)k�2a;
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Ta

�
2n+ 1

2k+1

�
= 1 + (1� a)� a+ (1� a)2 � 2(1� a)a+ � � �

� � �+ (1� a)k � k(1� a)k�1a;

y nuevamente se tiene la igualdad anunciada:

T

�
2n+ 1

2k+1

�
�
�
(1� a)T

� n
2k

�
+ aT

�
n+1

2k

��
= 1� a� a(1� a)� � � �

� � � � a(1� a)k�1

= (1� a)k = (1� a)d:

El valor a = 1=2 en el resultado anterior conduce a la igualdad

T

�
2n+ 1

2k+1

�
� 1
2

�
T
� n
2k

�
+ T

�
n+ 1

2k

��
=

1

2k+1
;

y, por tanto, es válido el siguiente

Corolario 3.53 2T = T 1
2
:

Teorema 3.54 (Una base de Schauder diferente de la usual (aS)) La familia dada por las funciones

g1(x) := Sa (x)
g2(x) := 1� Sa (x)

gk;j(x) :=

8><>:
Sa
�
2k+1

�
x� j=2k

��
; :::x 2

�
j=2k; 2j+1

2k+1

�
1� Sa

�
2k+1

�
x� 2j+1

2k+1

��
; :::x 2

h
2j+1
2k+1

; j+1
2k

i
0; ::: otro caso

para k = 0; 1; 2; :::; j = 0; 1; 2; :::; 2k�1

es una base de Schauder para el espacio de las funciones continuas C (I) ; con la norma uniforme.

La demostración es similar a la dada en [137] para la base usual.

Teorema 3.55 La función Ta es la única para la que es cierto�
G (x=2) = aG (x) + Sa (x)
G
�
1+x
2

�
= (1� a)G (x) + 1� Sa (x) :

Demostración. Es una consecuencia del teorema del punto �jo y una aplicación de las ecuaciones funcionales de
Sa:
Por inducción, estas ecuaciones funcionales conducen al siguiente resultado.

Teorema 3.56 Los coe�cientes en el desarrollo en serie de Ta en la base (aS) están dados por

�0 = 0; �1 = 0; �k;j = a
k�n (1� a)n ;

donde n denota el número de unos en el desarrollo binario de j.

Proposición 3.57 Si a 6= 1
2 ; entonces existe la derivada T

0
a (x) y es igual a cero para casi todo x en I

Demostración. Demostraremos que es cierto para los números normales, lo que junto al teorema de Borel dará el

resultado. Dado un número normal en base 2, x =
nP
i=1

1
2mi

+
1P

j=n+1

1
2mj ; consideramos xn =

nP
i=1

1
2mi

+
1P

j=n+1

1

2
m0
j
,

con mn+1 6= m0
n+1: Por tanto,

jTa(x)� Ta(xn)j � amn�n�1 (1� a)n �
�(
��(mn+1 � (n+ 1)) amn+1�mn�1 (1� a)� (n+ 1) amn+1�mn + � � �

��+
+
����m0

n+1 � (n+ 1)
�
am

0
n+1 (1� a)� (n+ 1) am

0
n+1�mn+ � � �

���):
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Necesitamos acotar los términos �nales:��(mn+1 � (n+ 1)) amn+1�mn�1 (1� a)� (n+ 1) amn+1�mn+

(m2 � (n+ 2)) amn+2�mn�2 (1� a)2 � (n+ 2) amn+2�mn�2 + � � �
���

�
�
(mn+1 � (n+ 1)) amn+1�mn�1 (1� a) +

+ (m2 � (n+ 2)) amn+2�mn�2 (1� a)2 + � � �
i
+

+
��(n+ 1) amn+1�mn + (n+ 2) amn+2�mn�2 + � � �

�� �
introducimos la nueva notación, b1 = mn+1�mn�1, b2 = mn+1�(n+ 1), cj = mj�mn+1�(j�1)+n; escribimos
la desigualdad:

�
1X

j=n+1

(b2 + cj) a
b1+cj (1� a)j�n + nk1 + k2 �

� b2a
b1k3 + a

b1

1X
j=n+1

cja
cj (1� a)j�n+1 + nk4 �b2ab1k3 + ab1k5 + nk6 �

� mn+1a
mn+1�mnk7 + nk6 = O

�
mn+1a

mn+1�mn + nk
�
;

donde k5 aparece, puesto que xax está acotada.
Por lo tanto,

jTa(x)� Ta(xn)j = O
�
amn�n�1 (1� a)n

�
mn+1a

mn+1�mn + nk
��

= O
�
amn�n�1 (1� a)nm2

n

�
;

la última igualdad es cierta puesto que xax�y < 1 si x2 > y para un valor su�cientemente grande. La constante
implícita en O depende de a. Entonces,

jTa(x)� Ta(xn)j = O
�
amn�n�1 (1� a)nm2

n

�
= O

�
a
mn
2 (1� a)

mn
2 a

mn
2 �n(1� a)n�

mn
2 m2

n

�
= O

�
a
mn
2 (1� a)

mn
2 Cj

mn
2 �njm2

n

�
= O

�
a
mn
2 (1� a)

mn
2 C�mnm2

n

�
donde C 2

n
a
1�a ;

1�a
a

o
, y � aparece puesto que x es normal, y mn = 2n+ o(n), si tomamos mn > m(�):

Al �nal, tenemos: ����Ta(x)� Ta(xn)x� xn

���� = O

 
(a(1� a))mn

2 C�mnm2
n

1
2mn+o(mn)

!
= O

�
2mn+o(mn)(a(1� a)C2�)

mn
2 m2

n

�
= O

�
(4a(1� a)C2�2�)

mn
2 m2

n

�
:

Como anteriormente, tomamos mn > m(�). La última expresión tiende a cero cuando � y � satisfacen que 4a(1�
a)C2�2� < 1. Todo esto es posible ya que 4a(1 � a) < 1 si a 6= 1=2. Como x es un número normal, los valores �
y � pueden ser tomados tan pequeños como sea necesario. Si una sucesión yk converge a x, entonces tomamos k
su�cientemente grande para asegurar que el primer valor mi 6= m0

i sea mayor que mn. Ahora, si n! +1; entonces
el cociente tiende a 0 y, por tanto, existe T 0a(x) con valor igual a cero.

Proposición 3.58 Si a 6= 1
2 ; entonces Ta no es monótona en ningún intervalo.

Demostración. Tomamos un intervalo arbitrario J � I: Existe n y k tal que

� :=

nX
j=0

1

2mk
<

nX
j=0

1

2mj
+

1

2mn+k
=: �
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con �; � 2 J ; y

Ta (�)� Ta (�) = (mn + k � n� 1) amn+k�n�2 (1� a)n+1

� (n+ 1) amn+k�n�1 (1� a)n

= amn+k�n�2[(mn + k � n� 1) (1� a)n+1 �
� (n+ 1) a (1� a)n];

que es positivo para un k adecuado. Sin embargo, para:


 : =
nX
j=0

1

2mj
+

kX
j=1

1

2mn+j

<
nX
j=0

1

2mj
+

kX
j=1

1

2mn+j
+

1

2mn+k+1
=: �;

con 
; � 2 J , se tiene que

Ta (�)� Ta (
) = amn�n�1 (1� a)n+k [(mn � n) (1� a)� (n+ k + 1) a] ;

siendo negativa para valores convenientes de k. Lo que garantiza la no monotonía de Ta en J .

Comentario 3.59 Observamos que podemos obtener un resultado más fuerte: Ta es de tipo no monótono en ningún
intervalo (MTNI); i.e., para cada x;m existe un intervalo I en el que la función

I 3 x �! Ta (x) +mx

no es monótona.

De�nición 3.60 Para todo entero positivo k; de�nimos

kTa (x) :=
@kSa
@ak

(x)

con a; x 2 I.

Teorema 3.61 Se tiene la relación kT
0
a (x) = 0 en un conjunto de �-medida uno.

Teorema 3.62 Si k es impar, entonces kTa es una función de tipo MTNI.

Finalmente, y con la ayuda de las funciones Sa;b; damos una última generalización que conduce a una familia
biparamétrica de funciones sin derivada en ningún punto.

De�nición 3.63 Para a y b dados,

Ta;b :=
@Sa;b
@b

:

Teorema 3.64 La función Ta;b es la única acotada para la que son ciertas las ecuaciones�
G (ax) = bG (x) + Sa;b (x)
G (a+ (1� a)x) = (1� b)G (x) + 1� Sa;b (x) :

Teorema 3.65 La función Ta;a no tiene derivada en ningún punto.

Demostración. Si x tiene desarrollo �nito (con n términos), consideramos ym := x+ am (1� a)n+1. Por tanto,

Taa (ym)� Taa(x)
ym � x

�!1

cuando m! +1.
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Por otra parte, si x no admite desarrollo �nito, tomamos n tal que mn+1 > mn. De�nimos

x1 := a
m0 + � � �+ amn (1� a)n

(el desarrollo truncado de x), y
x1 := x+ a

mn (1� a)n+1 ;
lo que implica x1 < x < x1. Ahora, el lema 0.3 da el resultado, puesto que

l��m
n!+1

Taa (x1)� Taa(x1)
x1 � x1

=1:

Para x 2 f0; 1g, el uso de la derivada lateral completa la demostración.

Comentario 3.66 Esta propiedad es cierta para una clase más amplia de funciones;

kTa;a :=
@kSa;b
@bk

jb=a :

Teorema 3.67 Si a 6= b, entonces Ta;b es una función MTNI.

Teorema 3.68 Si a 6= b, existe un conjunto de medida uno donde Ta;b tiene derivada en todos sus puntos con valor
cero; ésto es, T 0a;b(x) = 0.

3.6. Funciones de agregación lineal y k-negaciones

En [113] se estudian unas relaciones de dualidad para pares de clases de operaciones binarias en el intervalo
unidad I. Concretamente, se trata de miembros del conjunto FAL de los operadores de agregación que satisfacen
ciertas condiciones de frontera.
En estas secciones damos un expresión explícita de una negación Nk;k0 y estudiamos varias de sus propiedades.

En particular, Nk;k0 es una función estrictamente decreciente con derivada cero en un conjunto de medida uno, es
decir, es una función singular. Un caso particular es el de las k-negaciones.
Las funciones de agregación son objetos matemáticos que tienen el �n de obtener un único número a partir un

conjunto de ellos.

De�nición 3.69 Una función de agregación es una función F : I2 ! I que satisface (i) F (0; 0) = 0 y F (1; 1) = 1;
y (ii) F (x1; y1) � F (x2; y2) si x1 � x2 y y1 � y2:
Uno de los ejemplos más comunes de estas funciones es el de las t�normas. Una t�norma (o norma triangular)

T se de�ne como una función de agregación asociativa (T (x; T (y; z)) = T (T (x; y)z)) y conmutativa T : I2 ! I
satisfaciendo T (1; x) = x para todo x 2 I. Una t�conorma S se de�ne como una función de agregación S : I2 ! I
asociativa, conmutativa y que, además, satisface S(0; x) = x para todo x 2 I. Una negación N es una función
N : I! I no creciente con las condiciones de frontera N(0) = 1; N(1) = 0. Si N es involutiva, i.e., N2(x) = x para
todo x 2 I, se dice que N es una negación fuerte.

Las t-normas y sus operaciones duales, las t-conormas, han sido utilizadas para de�nir la intersección de conjuntos
difusos y para modelar el operador .and"de estos conjuntos, como una generalización de los conectores de la lógica
Booleana o de la lógica multivaluada.
También, algunas familias de cópulas (objeto de nuestro estudio en la tercera parte de esta Memoria) son t-

normas (véanse, por ejemplo, [2], [72] y [122]). En [159, Terorema 2.1], se caracterizan las funciones de negación
fuerte en el contexto de la teoría de conjuntos difusos.

De�nición 3.70 Dada una t-conorma S y una negación N la función N(S(N(x); N(y)) para todo x; y 2 I es una
t-norma, llamada la t-norma N -dual de S.

Ya hemos hablado más arriba de un subconjunto muy interesante de los operadores de agregación: los FAL; es
el de las operadores de agregación lineales. Son operadores de agregación conmutativos tales que

F (x; 0) = F (1; 0)x y F (x; 1) = (1� F (1; 0))x+ F (1; 0)

para todo x 2 I:
Observemos que todas las t-normas y t-conormas pertenecen a FAL. La combinación lineal convexa de dos

miembros de FAL también pertenece a FAL:
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De�nición 3.71 Si T; S pertenecen a FAL y N es una negación, decimos que N es una función de dualidad para
el par (T; S), o que el par (T; S) es N -dual, si, y sólo si, N(T (x; y) = S(N(x); N(y)) para todo x; y 2 I.

En [113] se demuestra el siguiente resultado.

Teorema 3.72 ([113, Theorem 2]) Sea F 2 FAL con F (1; 0) = k 2 (0; 1) : Para cada 0 < k0 < 1; existe una
única GF;k0 2 FAL con GF;k0(1; 0) = k0 y una única Nk;k0 : I! I tal que (F;GF;k0) es Nk;k0�dual.

Además, es posible dar una expresión para Nk;k0 y GF;k0 : Están relacionadas con la solución del siguiente sistema
de ecuaciones funcionales �

S
�
x
2

�
= kS(x)

S
�
x+1
2

�
= (1� k)S(x) + k;

que ha sido estudiado con anterioridad.

Podemos obtener las igualdades Nk;k0 = Sk0(1� S�1k ) y GF;k0(x; y) = Nk;k0F
�
N�1
k;k0(x); N

�1
k;k0(y)

�
; donde Sk y

Sk� son las soluciones del sistema anterior para k; k0 2 ]0; 1[.
A su vez, la función Nk;k0 está caracterizada por ser la única solución en I de un sistema de ecuaciones funcionales

que está relacionado con el sistema anterior:�
f (kx) = k0 + (1� k0) f (x)
f (k + (1� k)x) = k0f (x) :

(Los detalles pueden consultarse en [113].)
Por tanto, el conocimiento de Nk;k0 y de sus propiedades es básico en el estudio de la dualidad en las funciones

de FAL. Aunque es conocida (vease [157] o la de�nición 3.1) una expresión explícita para Sk(x) en función de la
expresión diádica de x; no es conocida una expresión explícita de Nk;k0(x): El mejor resultado obtenido en este
sentido ha sido el dado en [113, Teorema 3], donde se dá una expresión explícita para un conjunto numerable de
puntos. Es conocido que Nk;k0 es una biyección continua y decreciente in I, pero no han sido estudiadas otras
propiedades.

3.7. La función Nk;k0

En primer lugar, introducimos una clase de funciones dependientes de dos parámetros.

De�nición 3.73 Para cada k; k0 2 ]0; 1[ nf 12g de�nimos la función fk;k0 : I! I dada del siguiente modo: para x tal
que no admite desarrollo �nito (i.e., existen 1 � t0 < t1 < � � � < td < � � � , tal que

x = kt0 + � � �+ kt0 (1� k)s0 +
+kt1 (1� k)s0+1 + � � �+ kt1 (1� k)s1 + � � �
+ktd (1� k)sd�1+1 + � � �+ ktd (1� k)sd + � � � )

se aplica en

fk;k0(x) : = k0 + k0 (1� k0) + � � �+ k0 (1� k0)t0�2 +
+k0s0+2 (1� k0)t0�1 + � � �+ k0s0+2 (1� k0)t1�2 +
+k0s1+2 (1� k0)t1�1 + � � �+ k0s1+2 (1� k0)t2�2 + � � �
+k0sd�1+2 (1� k0)td�1�1 + � � �+ k0sd�1+2 (1� k0)td�2 + � � �

Si t0 := 1, entonces k + k (1� k) + � � �+ k (1� k)t0�2 no existe. En el caso en el que hay desarrollo �nito,

x = kt0 + � � �+ kt0 (1� k)s0 + � � �
+ktd (1� k)sd�1+1 + � � �+ ktd (1� k)sd ;

entonces

fk;k0(x) : = k0 + k0 (1� k0) + � � �+ k0 (1� k0)t0�2 + � � �
+k0sd�1+2 (1� k0)td�1�1 + � � �
+k0sd�1+2 (1� k0)td�2 + k0sd+1 (1� k0)td�1 :
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Comentario 3.74 Si vemos a x como un número dado por una in�nidad de cadenas de la forma

ktd (1� k)sd�1+1 + � � �+ ktd (1� k)sd ;

la imagen será una suma in�nita de cadenas de la forma

k0sd�1+2 (1� k0)td�1�1 + � � �+ k0sd�1+2 (1� k0)td�2 :

Si el número de cadenas es �nito, el resultado es análogo, pero añadiendo

k0sd+1 (1� k0)td�1 :

Describimos algunas propiedades de fk;k0 .

Proposición 3.75 La función fk;k0 es estrictamente decreciente.

Demostración. Consideramos cuatro casos diferentes.
a. Sea y < x, donde

x = kt0 + � � �+ kt0 (1� k)s0 +
+kt1 (1� k)s0+1 + � � �+ kt1 (1� k)s1 + � � �
+ktd (1� k)sd�1+1 + � � �+ ktd (1� k)sd +
+ktd+1 (1� k)sd+1 + � � �+ ktd+1 (1� k)s

0
d+1 + � � �

+ktd+1 (1� k)sd+1 + � � �

e

y = kt0 + � � �+ kt0 (1� k)s0 +
+kt1 (1� k)s0+1 + � � �+ kt1 (1� k)s1 + � � �
+ktd (1� k)sd�1+1 + � � �+ ktd (1� k)sd +
+ktd+1 (1� k)sd+1 + � � �+ ktd+1 (1� k)s

0
d+1 +

+kt
0
d+2 (1� k)s

0
d+1+1 + � � �

(notemos que s0d+1 < sd+1), y por tanto

fk;k0(x) : = k0 + k0 (1� k0) + � � �+ k0 (1� k0)t0�2 + � � �
+k0sd�1+2 (1� k0)td�1�1 + � � �
+k0sd�1+2 (1� k0)td�2 + k0sd+2 (1� k0)td�1 + � � �
+k0sd+2 (1� k0)td+1�2 + k0sd+1+2 (1� k0)td+1�1 + � � �

y

fk;k0(y) : = k0 + k0 (1� k0) + � � �
+k0 (1� k0)t0�2 + � � �+ k0sd�1+2 (1� k0)td�1�1 + � � �
+k0sd�1+2 (1� k0)td�2 + k0sd+2 (1� k0)td�1 + � � �
+k0sd+2 (1� k0)td+1�2 + k0s

0
d+1+2 (1� k0)td+1�1 + � � � ;

que conduce a fk0(x) < fk0(y).
b. Ahora, consideramos x e y, y < x, de la forma:

x = kt0 + � � �+ kt0 (1� k)s0 +
+kt1 (1� k)s0+1 + � � �+ kt1 (1� k)s1 + � � �
+ktd (1� k)sd�1+1 + � � �
+ktd (1� k)sd + � � �+ ktd+1 (1� k)sd+1 + � � �
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e

y = kt0 + � � �+ kt0 (1� k)s0 +
+kt1 (1� k)s0+1 + � � �+ kt1 (1� k)s1 + � � �
+ktd (1� k)sd�1+1 + � � �+ kt

0
d+1 (1� k)sd+1 + � � �

+ktd+1 (1� k)s
0
d+1+1 + kt

0
d+1 (1� k)s

0
d+1+1 + � � �

(Notemos que td+1 < t0d+1). Por tanto,

fk;k0(x) : = k0 + k0 (1� k0) + � � �+ k0 (1� k0)t0�2 + � � �
+k0sd�1+2 (1� k0)td�1�1 + � � �+ k0sd�1+2 (1� k0)td�2 +
+k0sd+2 (1� k0)td�1 + � � �+ k0sd+2 (1� k0)td+1�2 + � � �

y

fk;k0(y) : = k0 + k0 (1� k0) + � � �+ k0 (1� k0)t0�2 + � � �
+k0sd�1+2 (1� k0)td�1�1 + � � �+ k0sd�1+2 (1� k0)td�2 +

+k0sd+2 (1� k0)td�1 + � � �+ k0sd+2 (1� k0)t
0
d+1�2 + � � � ;

que, de nuevo, implica fk;k0(x) < fk;k0(y).
c. Cuando x tiene desarrollo �nito e y no lo tiene, con x < y.
d. Si x e y tienen desarrollo �nito.
Los casos c. y d. completan el resto de posibilidades y las demostraciones son similares a las dadas en a. y b.

Proposición 3.76 La función fk;k0 es continua.

Demostración. Sea x 2 I; consideremos dos casos:
a. Si x tiene desarrollo �nito:

x = kt0 + � � �+ kt0 (1� k)s0 + � � �
+ktd (1� k)sd�1+1 + � � �+ ktd (1� k)sd + � � �

Si la sucesión (xn) converge a x, entonces existe m tal que n � m implica

xn = kt0 + � � �+ kt0 (1� k)s0 + � � �
+ktd (1� k)sd�1+1 + � � �+ ktd (1� k)sd +
+kt

0
d+1 (1� k)sd+1 + � � �+ kt

0
d+1 (1� k)s

0
d+1 + � � � ;

i.e., xn y x coinciden en los primeros d bloques si n � m. Entonces fk;k0(x) y fk;k0(xn) tienen desarrollos que
coinciden en la forma

k0 + k0 (1� k0) + � � �+ k0 (1� k0)t0�2 + � � �
+k0sd�1+2 (1� k0)td�1�1 + � � �+ k0sd�1+2 (1� k0)td�2 +
+k0sd+2 (1� k0)td�1 + � � � ;

lo que implica que

jfk;k0 (x)� fk;k0 (xn)j � 2k0sd+2
h
(1� k0)td�1 + (1� k0)td + � � �

i
=

= 2k0sd+1 (1� k0)td�1 :

Pero, si n! +1 entonces, d; td y sd ! +1. Por tanto, fk;k0 (xn)! fk;k0 (x) :
b. Si x tiene desarrollo �nito, entonces consideramos las sucesiones (xn) convergiendo a x por la izquierda o por

la derecha. En primer lugar, sea xn & x. Puesto que

x = kt0 + � � �+ kt0 (1� k)s0 + � � �
+ktd (1� k)sd�1+1 + � � �+ ktd (1� k)sd ;
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entonces

xn = kt0 + � � �+ kt0 (1� k)s0 + � � � ktd (1� k)sd�1+1 + � � �
+ktd (1� k)sd + kt

0
d+1 (1� k)sd+1 + � � �

(donde t0d+j = t
0
d+j(n) para todo j y t

0
d+j ! +1 cuando n lo hace). Aplicando fk:

fk;k0(x) = k0 + k0 (1� k0) + � � �+ k0 (1� k0)t0�2 + � � �
+k0sd�1+2 (1� k0)td�1�1 + � � �+ k0sd�1+2 (1� k0)td�2 +
+k0sd+1 (1� k0)td�1 ;

y

fk;k0(xn) = k0 + k0 (1� k0) + � � �+ k0 (1� k0)t0�2 + � � �
+k0sd�1+2 (1� k0)td�1�1 + � � �+ k0sd�1+2 (1� k0)td�2 +

+k0sd+2 (1� k0)td�1 + � � �+ k0sd+2 (1� k0)t
0
d+1�2 + � � �

Pero, si t0d+j ! +1, entonces

k0sd+2 (1� k0)td�1 + � � �+ k0sd+2 (1� k0)t
0
d+1�2 + � � � = k0sd+1 (1� k0)td�1 ;

i.e., fk;k0 (xn) �! fk;k0 (x).
Por otro lado, cuando xn % x, el razonamiento es análogo.
Los dos casos anteriores garantizan la convergencia de fk (xn)! fk (x), si n! +1:

Teorema 3.77 Cuando k 6= k0;existe un conjunto de medida 1 en el que la función fk;k0 tiene derivada cero en
cada punto.

Demostración. Consideramos un número normal x en el sistema diádico generalizado. Necesariamente tiene un
desarrollo in�nito:

x = kt0 + � � �+ kt0 (1� k)s0 + � � �
+ktd (1� k)sd�1+1 + � � �+ ktd (1� k)sd + � � � ;

y de�nimos sucesiones (xn) e (yn):

xn = kt0 + � � �+ kt0 (1� k)s0 + � � �
+ktd (1� k)sd�1+1 + � � �+ ktd (1� k)sd ;

y

yn = kt0 + � � �+ kt0 (1� k)s0 + � � �+ ktd (1� k)sd�1+1 + � � �
+ktd (1� k)sd + ktd (1� k)sd+1 ;

tal que xn � x � yn para todo n 2 Z+: La función fk actúa del siguiente modo:

fk;k0(xn) = k0 + k0 (1� k0) + � � �+ k0 (1� k0)t0�2 + � � �
+k0sd�1+2 (1� k0)td�1�1 + � � �+ k0sd�1+2 (1� k0)td�2 +
+k0sd+1 (1� k0)td�1 ;

y

fk;k0(yn) = k0 + k0 (1� k0) + � � �+ k0 (1� k0)t0�2 + � � �
+k0sd�1+2 (1� k0)td�1�1 + � � �+ k0sd�1+2 (1� k0)td�2 +
+k0sd+2 (1� k0)td�1 :
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Entonces, tenemos
fk;k0 (yn)�fk;k0 (xn)

yn�xn =

=
k0sd+2(1�k0)

td�1�k0sd+2(1�k0)
td�1

ktd (1�k)sd+1

=
�k0sd+1(1�k0)

td

ktd (1�k)sd+1 �
 
�k0(1�k0)

k
1�k+o(1)

k
k

1�k+o(1)(1�k)

!sd
;

donde hemos tenido en cuenta que td ' k
1�ksd para los números normales.

Ahora,
k0(1�k0)

k
1�k+

k
k

1�k (1�k)
toma su valor máximo cuando k0 = 1� k y vale uno, y

l��m
fk;k0(yn)� fk;k0(xn)

yn � xn
= 0:

Por tanto, la existencia de f 0k;k0(x) implica que es nula.
Pero la monotonía de f conlleva su derivabilidad en un conjunto de medida 1; y por tanto, f 0k;k0(x) = 0 en un

conjunto de medida uno 1.

Proposición 3.78 Cuando k 6= k0; la función fk;k0 no admite derivada diferente de cero.

Demostración. Consideramos x con desarrollo �nito:

x = kt0 + � � �+ ktd (1� k)sd ;

y
x�n = k

t0 + � � �+ ktd (1� k)sd + kn (1� k)sd+1 :

Para cada n:

fk;k0(x
�
n)� fk;k0(x)
x�n � x

=
�k0sd+1 (1� k0)n

kn (1� k)sd+1

= �
�

k0

1� k

�sd+1�1� k0
k

�n
;

y cuando n! +1, esta sucesión converge a 0 o a �1, dependiendo del valor de 1�k0
k . Por tanto, si existe el límite,

debe ser cero.
Por otra parte, si x no tiene desarrollo �nito, consideramos las sucesiones (xn) e (yn), como en el teorema

anterior. Además, sea

y0n = kt0 + � � �+ kt0 (1� k)s0 + � � �
+ktd (1� k)sd�1+1 + � � �+ ktd (1� k)sd +
+ktd (1� k)sd+1 + ktd (1� k)sd+2 :

Para estos números:
fk(yd)� fk(xd)

yd � xd
= ��k

0sd+1 (1� k0)td

ktd (1� k)sd+1
;

y
fk(y

0
d)� fk(xd)
y0d � xd

= �1 + k
0

2� k
�k0sd+1 (1� k0)td

ktd (1� k)sd+1
:

En el caso de existir derivada, el cociente de ambos límites � 1+k0

2�k debe ser igual a 1; pero esto no ocurre cuando
k 6= 1� k0. Por tanto, cuando la derivada existe, debe ser 0.

Teorema 3.79 La función fk;k0 es solución del sistema de ecuaciones dado por�
f (kx) = k0 + (1� k0) f (x)
f (k + (1� k)x) = k0f (x) :
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Demostración. Demostraremos que fk;k0 veri�ca el sistema de ecuaciones funcionales. Consideremos el caso en
que no admite un desarrollo �nito (el caso �nito será similar). Si

x = kt0 + � � �+ kt0 (1� k)s0 + kt1 (1� k)s0+1 + � � �
+ktd (1� k)sd + � � � ;

entonces

fk;k0(x) : = k0 + k0 (1� k0) + � � �+ k0 (1� k0)t0�2 +
+k0s0+2 (1� k0)t0�1 + � � �+ k0s0+2 (1� k0)t1�2 +
+k0s1+2 (1� k0)t1�1 + � � �+ k0s1+2 (1� k0)t2�2 + � � �

En estas fórmulas, sustituyendo por kx; observamos que para fk(kx), es cierta la primera de las ecuaciones.
Para el segundo caso tenemos: si t0 6= 1, entonces

k + (1� k)x = k + kt0 (1� k) + � � �+ kt0 (1� k)s0+1 +
+kt1 (1� k)s0+2 + � � �+ kt1 (1� k)s1+1 + � � �

y

fk;k0 (k + (1� k)x) = k02 + k02 (1� k0) + � � �
+k02 (1� k0)t0�2 + k0s0+3 (1� k0)t0�1 + � � �
+k0s0+3 (1� k0)t1�2 + � � �

y si t0 = 1, entonces
fk;k0(x) = k

0s0+2 (1� k0)t0�1 + � � �+ k0s0+2 (1� k0)t1�2 + � � �
y

fk;k0 (k + (1� k)x) = k0s0+3 (1� k0)t0�1 + � � �
+k0s0+3 (1� k0)t1�2 + � � �

En ambos casos, se cumple la segunda de las ecuaciones.

Corolario 3.80 La función Nk;k0 y fk;k0 son la misma función.

Corolario 3.81 La inversa de Nk;k0 es Nk0;k:

Para estudiar algunas dimensiones fractales haremos uso del lema de Frostman. En este caso utilizamos los
cilindros del sistema de representación en lugar de bolas.

Teorema 3.82 Cuando k0 6= 1 � k; la función Nk;k0 aplica un conjunto de �-medida 0 en otro de �-medida 1. El

primero de los conjuntos tiene dimensión de Hausdor¤
ln

�
k0k

0
(1�k0)

1�k0
�

ln[k1�k0 (1�k)k
0
]
:

Demostración. El conjunto de puntos para el que su representación diádica generalizada con k cumple que
l��mn

mn

n = 1�k0
k0 es un conjunto de medida cero. Este conjunto se aplica en otro de medida uno, ya que los puntos

cuya representación diádica generalizada con k0 satisfacen que l��mn mn

n = 1�k0
k0 es un conjunto de medida uno. La

expresión explícita de la función nos muestra que el conjunto"
nX
i=0

kmi (1� k)i ;
nX
i=0

kmi (1� k)i + kmn�1 (1� k)n+1
#

se aplica en otro de longitud (1� k0)mn�1 k0n+1: La dimensión de Hausdor¤ será el número

sup

8><>:� > 0 : l��mn!1

(1� k0)mn�1 k0n+1h
kmn�1 (1� k)n+1

i� < +1
9>=>; :



82 CAPÍTULO 3. FUNCIONES SINGULARES Y FUNCIONES DE TAKAGI GENERALIZADAS

Tomando logaritmos, puesto que debe ser �nito:

l��m
n!+1

(mn � 1) ln (1� k0) + (n+ 1) ln k0 � � (mn � 1) ln k � � (n+ 1) ln (1� k)
n

n < +1;

y comomn

n ! 1�k0
k0 , obtenemos que

ln

�
k0k

0
(1�k0)

1�k0
�

ln[k1�k0 (1�k)k
0
]
es la dimensión deseada.

Puesto que la inversa de Nk;k0 es Nk0;k; tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.83 La función Nk;k0 aplica un conjunto de �-medida 1 en otro de �-medida 0 con dimensión de Haus-

dor¤ igual a
ln[kk(1�k)1�k]
ln[k01�k(1�k0)k]

:

3.7.1. K�negaciones
El subconjunto de las t�normas arquimedianas (y t-conormas) es particularmente interesante puesto que pueden

ser representadas por medio de la función llamada el generador aditivo. Es conocido que H es una t�norma arqui-
mediana si, y sólo si, existe una función continua y estrictamente decreciente h tal que H(x; y) = h[�1] (h(x) + h(y))
con h : I ! [0;+1] satisfaciendo h(1) = 0 y h[�1] es la pseudo inversa de h, de�nida por h[�1](t) = h�1(t) si
t 2 [0; h(0)] y h[�1](t) = 0 si t 2 ]f(0);+1]. Un teorema equivalente existe para las t�conormas.
Llamamos negación asociada a H a la función NH : I! I de�nida por N (x) = h�1 (h(0)� h(x)) y la t�conorma

H�(x; y) = NH(N(x); N(y)) es la t�conorma dual de H:
Evidentemente, F = (1� k)H + kH� 2 FAL: Es conocido que F es idempotente; i.e.: F (x; x) = x; 8x 2 I si, y

sólo si, f = 1� S�1k :
Por tanto, NH es una de las funciones Nk;k0 ;concretamente, aquella en que k0 = 1� k (las representaremos por

Nk): Estas funciones reciben el nombre de k�negaciones.
Nk está caracterizada, por ser la única función de�nida en I y acotada para la que son ciertas las ecuaciones

funcionales �
g(kx) = k + (1� k)g(x)
g2(x) = x:

Para más detalles en k-negaciones, véase el trabajo de Alsina et al. [2].
Los resultados previos nos permiten escribir los siguientes:

Teorema 3.84 Para cada k 2 ]0; 1[ de�nimos la función Nk : I ! I dada de la siguiente forma: cada x sin
desarrollo �nito (i.e., existe 1 � t0 < t1 < � � � < td < � � � , tal que

x = kt0 + � � �+ kt0 (1� k)s0 +
+kt1 (1� k)s0+1 + � � �+ kt1 (1� k)s1 + � � �
+ktd (1� k)sd�1+1 + � � �+ ktd (1� k)sd + � � � )

es aplicado en

Nk(x) : = k + k (1� k) + � � �+ k (1� k)t0�2 +
+ks0+2 (1� k)t0�1 + � � �+ ks0+2 (1� k)t1�2 +
+ks1+2 (1� k)t1�1 + � � �+ ks1+2 (1� k)t2�2 + � � �
+ksd�1+2 (1� k)td�1�1 + � � �+ ksd�1+2 (1� k)td�2 + � � �

Si t0 := 1, entonces k + k (1� k) + � � �+ k (1� k)t0�2 no aparece. En el caso de admitir desarrollo �nito

x = kt0 + � � �+ kt0 (1� k)s0 + � � �
+ktd (1� k)sd�1+1 + � � �+ ktd (1� k)sd ;

entonces

Nk(x) : = k + k (1� k) + � � �+ k (1� k)t0�2 + � � �
+ksd�1+2 (1� k)td�1�1 + � � �
+ksd�1+2 (1� k)td�2 + ksd+1 (1� k)td�1 :
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Proposición 3.85 La negación Nk es una función continua.

Teorema 3.86 Para cada k 2 ]0; 1[ n1=2; existe un conjunto de medida 1 donde la negación Nk tiene derivada
nula en cada punto.

Proposición 3.87 Si k 2 ]0; 1[ n1=2; la negación Nk no admite derivada distinta de cero.

Teorema 3.88 La negación Nk es la única solución acotada del sistema de ecuaciones funcionales dado por�
f (kx) = k + (1� k) f (x)
f (k + (1� k)x) = kf (x)

Teorema 3.89 La k-negación Nk aplica un conjunto de �-medida 0 en un conjunto de �-medida 1. El primero de
ellos tiene dimensión de Hausdor¤

ln
h
kk (1� k)1�k

i
ln
h
k1�k (1� k)k

i :
Teorema 3.90 La k-negación Nk aplica un conjunto de �-medida 1 en un conjunto de �-medida 0 con dimensión
de Hausdor¤ igual a

ln
h
kk (1� k)1�k

i
ln
h
k1�k (1� k)k

i :
Ejemplos de varias grá�cas de k-negaciones son:
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Capítulo 4

Una función de Salem generalizada

4.1. Introducción

En el Capítulo anterior hemos descrito el método geométrico que permite crear las funciones Sa: Recordemos
que se introduce el operador �a en un segmento AB cuyos extremos tienen coordenadas A = (x; y); B =

(x+�x; y +�y)) ; y consideramos el punto C =
�
x+ �x

2 ; y +
�y
2

�
en �a

�
AB
�
, y ACB es la poligonal forma-

da por los segmentos AC y CB.
Designemos f0 al segmento que une (0,0) con (1,1); f1 se obtiene aplicando �a al segmento anterior; f2 lo

obtenemos operando �a a los dos segmentos de que consta ; para f3 aplicamos �a a los 22 segmentos de f2 y así
repetida y sucesivamente

fa(x) = l��m
n!1

fn(x):

En [150] el autor generaliza esta construcción. El proceso es similar al utilizado para fa, pero en esta ocasión
�a no será siempre la misma, utilizaremos un valor bn, que pueden ser iguales o diferentes, en cada uno de los
pasos. De este modo: f0 es el segmento que une (0,0) con (1,1); pero ahora f1 se obtiene aplicando �b1 al segmento
anterior ; f2 lo obtenemos operando con �b2 sobre los dos segmentos de que consta f1; para f3 aplicamos �b3 a los
22 segmentos de f2; y así, sucesivamente,

f(x) = l��m
n!1

fn(x)

En este Capítulo se estudia un caso particular de esta última construcción, concretamente aquel en que ak = 1
k+1 .

La función inversa había sido estudiada en [92]. Se obtiene estableciendo una función que relaciona los puntos del
intervalo I expresado en el sistema de representación binario con estos mismos puntos representados en el sistema
que llamaremos de Engel modi�cado. Se obtiene, con facilidad, que la función, a la que llamaremos G; es singular;
i.e., es continua, monótona creciente y tiene derivada nula en un conjunto de medida (Lebesgue) uno. También se
demuestra que tanto dG; la medida de Stieltjes asociada con G; como dG�1; la asociada con su inversa, concentran
su masa en conjuntos de dimensión fractal cero y se calcula su dimensión de Hausdor¤ exacta.
En el apartado �nal se describe una función c de�nida en I con la propiedad de que para cualquier punto x de

ese intervalo, la sucesión tiene a SG�1 como a.d.f.

4.2. Relación entre sistemas de representación y dimensiones de Haus-
dor¤

Para cada x 2 ]0; 1] existe un único natural n tal que

1

n+ 1
< x � 1

n
:

Consideremos el algoritmo

x =
1

n+ 1
+
1

n

x0

n+ 1
:

Entonces, con el número x0

n+1 ; podemos realizar un proceso iterativo que queda re�ejado en este resultado:

85
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Teorema 4.1 (Representación de Engel modi�cada) Para cada número real x 2 ]0; 1] ; existe una sucesión
de números naturales, estrictamente creciente, (an)n�1 ; tal que

x =
1

a1 + 1
+

1

a1(a2 + 1)
+

1

a1a2(a3 + 1)
+ � � � :

A tal sucesión se le llama representación modi�cada de Engel del número real dado.

Teorema 4.2 Para cada número irracional existe una única representación modi�cada de Engel. Sin embargo, para
cada racional existe dos representaciones modi�cadas de Engel; a saber, una �nita y la otra in�nita.

Otra propiedad de interés para nosotros concernientes a la representación modi�cada de Engel, involucra al
famoso número e: (Para una demostración de tal hecho pueden consultarse [68] or [132].) La podemos enunciar así:

Teorema 4.3 Existe un conjunto medible en el sentido de Lebesgue con medida 1 tal que

l��m
n!1

n
p
an = e

para cada una de las representaciones de sus elementos.

De�nición 4.4 Para x =
1P
i=1

1
2ai (escrito en el sistema diádico) tenemos el valor

SG(x) =
1

a1 + 1
+

1

a1(a2 + 1)
+

1

a1a2(a3 + 1)
+

1

a1a2a3(a4 + 1)
+ � � �

(Escrito en el sistema de Engel modi�cado.)

El siguiente lema se obtiene sin di�cultad por inducción.

Lema 4.5 Se cumple la igualdad

1

m+ 1
� 1

m+ 2
� 1

(m+ 1)(m+ 3)
� 1

(m+ 1)(m+ 2)(m+ 4)
� � � �

� 1

(m+ 1)(m+ 2) � � � (k � 2)k �
1

(m+ 1)(m+ 2) � � � (k � 1)(k + 1)

=
1

(m+ 1)(m+ 2) � � � k(k + 1)

La función SG tiene, entre otras, las siguiente propiedades.

Proposición 4.6 La función SG está bien de�nida.

Demostración. Para un punto con dos representaciones

x =
nX
i=1

1

2ai
=

n�1X
i=1

1

2ai
+

1X
i=1

1

2an+i

Para cada una de las expresiones SG toma la forma

SG(x) =
1

a1 + 1
+

1

a1(a2 + 1)
+

1

a1a2(a3 + 1)
+ � � �

+
1

a1a2 : : : an�1(an + 1)

SG(x) =
1

a1 + 1
+

1

a1(a2 + 1)
+

1

a1a2(a3 + 1)
+ � � �

+
1

a1a2 : : : an�1(an + 2)
+

+
1

a1a2 : : : an�1(an + 1)(an + 3)
+

+
1

a1a2 : : : an�1(an + 1)(an + 2)(an + 4)
+ � � �
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por el lema anterior, tomando límites,

1

an + 1
=

1

an + 2
+

1

(an + 1)(an + 3)
+

1

(an + 1)(an + 2)(an + 4)
+ � � �

y la función tiene el mismo valor para las dos expresiones de x.

Proposición 4.7 La función SG es monótona creciente.

Demostración. Consideremos los valores

x =
nX
i=1

1

2ai
+

1X
j=n+1

1

2aj
; y =

nX
i=1

1

2ai
+

1X
j=n+1

1

2a
0
j

con an+1 > a0n+1 que implica x < y y las imágenes son

SG(x) =
1

a1 + 1
+

1

a1(a2 + 1)
+

1

a1a2(a3 + 1)
+ � � �

+
1

a1a2 : : : an�1(an + 1)
+

1

a1a2 : : : an

�
1

an+1 + 1
+

+
1

an+1(an+2 + 1)
+

1

an+1an+2(an+3 + 1)
+ � � �

�
y

SG(y) =
1

a1 + 1
+

1

a1(a2 + 1)
+

1

a1a2(a3 + 1)
+ � � �

+
1

a1a2 : : : an�1(an + 1)
+

1

a1a2 : : : an

�
1

a0n+1 + 1
+

1

a0n+1(a
0
n+2 + 1)

+
1

a0n+1a
0
n+2(a

0
n+3 + 1)

+ � � �
�

Como (
1

an+1+1
< 1

an+1+1
+ 1

an+1(an+2+1)
+ � � � � � � � 1

an+1
1

a0n+1+1
� 1

a0n+1+1
+ 1

a0n+1(a0n+2+1)
< 1

a0n+1+1
+ 1

a0n+1(a0n+2+1)
� � � � � �

teniendo en cuenta que 1
an+1

� 1
a0n+1+1

; concluimos que SG(x) < SG(y).

Teorema 4.8 La función SG es continua.

Demostración. Si x tiene desarrollo �nito x =
kP
i=1

1
2ai y tenemos una sucesión convergente a x cuyos términos son

todos mayores que x, a partir de cierto valor nr el coe�ciente ak+1 de xm es mayor que r y

jSG(x)� SG(xm)j <
1

a1a2 : : : akr
:

Si los valores de la sucesión son menores que x, a partir de cierto valor son de la forma

xm =
k�1X
i=1

1

2ai
+

r+1X
i=ak�1+1

1

2i
+

1X
j=1

1

2aj

y

jSG(x)� SG(xm)j <
1

a1a2 : : : ak�1(ak�1 + 1) : : : r
:

Como cualquier sucesión convergente a x puede descomponerse en dos sucesiones de este tipo, concluimos que
SG(xn)! SG(x).
Si x no tiene desarrollo �nito y (xn) tiende a x a partir de cierto valor de nk; los primeros k valores de ai son

iguales, por tanto SG(x) y SG(xn) tienen en común esos valores, así que

jSG (x)� SG (xn)j < 2
1

a1a2 : : : ak�1ak

teniendo que SG (xn)! SG (x) y SG es continua.
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Teorema 4.9 La función SG es singular.

Demostración. Consideremos un número x =
1P
i=1

1
2ai normal en el sistema diádico, por tanto, en su desarrollo

binario existirán in�nitas cuaternas de la forma 1010, el primer uno correspondería a ank�1 y el segundo a ank .
De�nimos

xk =

nk�1X
i=1

1

2ai
; yk = xk +

1

2ank�1+1

x0k =

nk�1X
i=1

1

2ai
; y0k = x

0
k +

1

2ank+1

En ambas parejas tenemos las desigualdades xk < x < yk, x0k < x < y
0
k. Si existe SG

0(x), por el lema 0.3:

SG0(x) = l��m
k!1

SG(yk)� SG(xk)
yk � xk

= l��m
k!1

SG(y0k)� SG(x0k)
y0k � x0k

:

Por tanto, si SG0(x) 6= 0 el límite de los cocientes incrementales ha de ser uno.
Pero,

l��m
n!1

1
a1a2���ank (ank+2)

1

2
ank

+1

:

1
a1a2���ank�1 (ank�1+2)

1

2
ank�1+1

= l��m
n!1

2ank�ank�1 (ank�1 + 2)

ank(ank + 2)

= l��m
n!1

4
�
ank�1 + 2

�
ank (ank + 2)

= 0;

y al no ser uno, de existir SG0(x) ha de ser cero para los números normales. Como es monótona, es derivable en un
conjunto de medida uno; y como los números normales también son de medida uno. Concluimos que SG0(x) = 0 en
un conjunto de este tipo.

Teorema 4.10 La función SG es una función de Salem generalizada con ak = 1� 1
k+1 :

Demostración. Para comprobarlo basta �jarnos en los valores de la forma m
2k
, que es donde se aplican las sucesivas

transformaciones i. Estudiemos los tres valores

x0 =
l

2k
; x00 =

l + 1

2k
; x000 =

2l + 1

2k+1
:

a) Cuando l es par8>>>>><>>>>>:

x0 = 1
2a1 + � � �+

1
2an ; SG(x0) = 1

a1+1
+ 1

a1(a2+1)
+ � � �+ 1

a1a2:::an�1(an+1)

x00 = x0 + 1
2k
; SG(x00) = SG(x0) + 1

a1a2:::an(k+1)

x000 = x0 + 1
2k
; SG(x000) = SG(x0) + 1

a1a2:::an(k+2)

Con estos valores tenemos (
SG(x00)� SG(x0) = 1

a1a2:::an(k+1)
= �y

SG(x000)� SG(x0) = k+1
a1a2:::an(k+1)(k+2)

=
�
1� 1

k+2

�
�y

b) Si l + 1 es par, consideramos:8<: x0 = 1
2a1 + � � �+

1
2an�1 +

1
2an+1 + � � �+

1
2k

x00 = 1
2a1 + � � �+

1
2an

x000 = 1
2a1 + � � �+

1
2an�1 +

1
2an+1 + � � �+

1
2k
+ 1

2k+1
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Sus imágenes mediante SG son:8>>><>>>:
SG(x0) = 1

a1+1
+ 1

a1(a2+1)
+ � � �+ 1

a1a2:::an�2(an�1+1)
+ 1

a1a2:::an�1(an+2)
+

1
a1a2:::an�1(an+1)(an+3)

+ � � �+ 1
a1a2:::an�1(an+1):::(k�1)(k+1)

SG(x00) = 1
a1+1

+ 1
a1(a2+1)

+ � � �+ 1
a1a2:::an�1(an+1)

SG(x000) = SG(x0) + 1
a1a2:::an�1(an+1):::(k)(k+2)

En esta ocasión:

�y = SG(x00)� SG(x0)

=
1

a1a2 : : : an�1(an + 1)
� 1

a1a2 : : : an�2(an�1 + 1)
� � � �

� 1

a1a2 : : : an�1(an + 1) : : : (k � 1)(k + 1)

=
1

a1a2 : : : an�1

�
1

(an + 1)
� 1

(an + 2)
� 1

(an + 1)(an + 3)
� � �

� 1

(an + 1)(an + 2) : : : (k � 1)(k + 1)

�
=

1

a1a2 : : : an�1

1

(an + 1) : : : (k + 1)

=
k + 2

a1a2 : : : an�1(an + 1) : : : (k + 2)
:

(La penúltima igualdad es consecuencia del lema anterior.)
Por otro lado,

SG(x000)� SG(x0) =
1

a1a2 : : : an�1(an + 1) : : : k(k + 2)

=
k + 1

a1a2 : : : an�1(an + 1) : : : k(k + 1)(k + 2)

=

�
1� 1

k + 2

�
�y:

Como el primer caso corresponde a k = 0; obtenemos a1 = 1� 1
2 ; el segundo para k = 1 con a2 = 1�

1
3 y, en general,

am = 1� 1
m+1 . Teniendo que, efectivamente, SG es una función de Salem generalizada con estos coe�cientes.

Teorema 4.11 La función de Salem generalizada con bk = 1
k+1 es G(x) = 1� SG(1� x):

Demostración. Como anteriormente estudiamos la función para puntos distinguidos l
2k
; 2l+1
2k+1

; l+1
2k
:

G

�
2l + 1

2k+1

�
�G

�
l

2k

�
= SG

�
1� l

2k

�
� SG

�
1� 2l + 1

2k+1

�
= SG

�
2k � l
2k

�
� SG

�
2k+1 � 2l � 1

2k

�
=

1

k + 2

�
SG

�
2k � l
2k

�
� SG

�
2k � l � 1

2k

��
=

1

k + 2

�
SG

�
1� l

2k

�
� SG

�
1� l + 1

2k

��
=

1

k + 2

�
G

�
l + 1

2k

�
�G

�
l

2k

��
:

La última igualdad es consecuencia del teorema anterior. Observamos que la función veri�ca el enunciado.
De este modo hemos podido relacionar la función de Salem con coe�cientes 1

m+1 con dos sistemas de numeración.
Los siguientes resultados son ciertos para SG o G, pero, para una mayor facilidad, las demostraciones se harán con
SG.
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Corolario 4.12 Si existe G0(x); ha de ser cero.

Teorema 4.13 Las funciones SG y G aplican un conjunto de medida cero en uno de medida uno y la dimensión
fractal del primero es cero.

Demostración. El conjunto de puntos en los que los coe�cientes an en el desarrollo de Engel modi�cado cumplen

que n
p
an converge a e; es de medida uno. Por ello, el conjunto de valores con desarrollo diádico

1P
n=1

1
2an con

an = e
n+o(n) se aplica en este conjunto (de medida uno). Pero como en casi todos los números de I se tiene que en

su desarrollo diádico an = 2n+ o(n); el conjunto anterior es de medida cero. Para estudiar su dimensión fractal, en

esta ocasión para los puntos x con esa propiedad en los coe�cientes, tomamos
�
nP
i=1

1
2ai ;

nP
i=1

1
2ai +

1
2an

�
. Su imagen

mediante SG es el intervalo de extremos

1

a1 + 1
+

1

a1 (a2 + 1)
+ � � �+ 1

a1a2:::an�1 (an + 1)

y
1

a1 + 1
+

1

a1 (a2 + 1)
+ � � �+ 1

a1a2:::an�1 (an + 1)
+

1

a1a2:::an (an + 1)
;

cuyas longitudes son 1
2an y

1
a1a2:::an(an+1)

.
Siendo la dimensión de Hausdor¤

sup

�
� 2 R : l��m

n!1

2an�

a1a2 � � � an (an + 1)
<1

�
;

si tomamos logaritmos,
an� ln 2� (ln a1+ ln a2 + � � �+ ln an+ ln (an + 1))

en
en <1;

y para � tenemos:

� = l��m
n!1

ln a1+ ln a2 + � � �+ ln an+ ln (an + 1)
en ln 2

� l��m
n!1

(n+ 1) ln (an + 1)

en ln 2

= l��m
n!1

(n+ 1) (n+ o (n))

en ln 2
= 0:

Como � no es negativo, ha de ser cero.

Teorema 4.14 La imagen del conjunto de números normales en el sistema diádico mediante SG es un conjunto
de medida cero y de dimensión fractal también cero.

Demostración. Un elemento del conjunto de números normales diádicos es aplicable en un valor cuyo n-ésimo
coe�ciente de Engel modi�cado es an = O(n) y este conjunto es de medida cero. Para ver su dimensión fractal
procedemos como en el teorema anterior. En esta ocasión la función a utilizar será SG y los intervalos los cilindros
del sistema de representación de Engel modi�cado. La dimensión fractal será

sup

(
� 2 R : l��m

n!1

(a1a2 � � � an (an + 1))�

2an
<1

)
tomando logaritmos

� (ln a1+ ln a2 + � � �+ ln an+ ln (an + 1))� an ln 2
2n

2n <1

y � será (en la segunda igualdad tenemos en cuenta que al ser los números normales para los coe�cientes diádicos
an = 2n+ o(n)):

� = l��m
n!1

an
2n

2n ln 2

ln a1+ ln a2 + � � �+ ln an+ ln (an + 1)

= l��m
n!1

2n ln 2

ln a1+ ln a2 + � � �+ ln an+ ln (an + 1)
;
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donde volvemos a hacer uso de an = 2n + o(n). Podemos tomar n su�cientemente grande, de modo que ai > 4
p
n

para i =
p
n; : : : ; n; y el último límite es menor o igual que

� l��m
n!1

2n ln 2

(n�
p
n) ln 4

p
n
= 0:

Como anteriormente, también ahora, la dimensión fractal es cero.

4.3. Unas cuestiones sobre la derivada

Teorema 4.15 Si x =
1P
n=1

1
2an es un punto irracional para el que existe 0 < � < 1 tal que an < n ln

� n a partir de

cierto valor, y existe la derivada generalizada, entonces SG0(x) = 0.

Demostración. Encontramos una in�nidad de ocasiones en las que an+1 > an + 1: Tomemos xn =
nP
i=1

1
2ai y

x0n = xn +
1

2an+1 : Entonces,

l��m
n!1

SG(x0n)� SG(xn)
x0n � xn

= l��m
n!1

2an+1

a1a2:::::an(an + 2)

� l��m
n!1

2an+1

n!

= 2an+1�(n+1) lg2 an

� l��m
n!1

en ln
� n ln 2�n lnn+O(n) = 0;

de modo que se concluye la prueba.

Teorema 4.16 Si x es un número simplemente normal en base dos entonces existe derivada y es cero.

Demostración. Sean x =
1P
n=1

1
2an y x

0 un número menor que x con ai = a0i desde 1 hasta n, pero an+1 6= a0n+1.
Entonces,

0 � SG(x0)� SG(x)
x0 � x � 2an+2

a1a2:::::an
� 2an+2

n!
=
22n+o(n)

n!
;

por lo que existe

l��m
x0!x
x0<x

SG(x0)� SG(x)
x0 � x = 0:

Si tomamos x0 mayor que x con ai = a0i desde 1 hasta n, pero an+1 6= a0n+1 con an+1 = an+1; : : : ; an+k = an+k;
entonces el valor máximo en esa serie de igualdades (k depende de n), al ser simplemente normal, obtenemos que
k = o(n) y

0 � SG(x0)� SG(x)
x0 � x � 2an+k

a1a2:::::an
� 22n+o(n)

n!

por lo que existe

l��m
x0!x
x0<x

SG(x0)� SG(x)
x0 � x = 0

Teorema 4.17 Si x =
1P
n=1

1
2an es un punto en el que existe � > 1 tal que an > n ln

� n a partir de cierto valor; y

existe derivada generalizada, entonces SG0(x) = +1
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Demostración. Encontramos una in�nidad de ocasiones en que an+1 > an + 1. Tomemos xn =
nP
i=1

1
2ai y x

0
n =

xn +
1

2an+1 : Entonces,

l��m
n!1

SG(x0n)� SG(xn)
x0n � xn

= l��m
n!1

2an+1

a1a2:::::an(an + 2)

� l��m
n!1

2an+1

an+1n

= 2an+1�(n+1) lg2 an :

Si an + 1 = n ln� n, donde � depende de n, la última expresión es 2n ln
� n�(n+1)(lnn+� ln lnn)= ln 2 que tiende a

in�nito al ser � � � > 1.

Corolario 4.18 En el conjunto de valores tales que an = en+o(n) concentra la masa de dG; si hay derivada
extendida, ha de ser con valor +1

4.4. Una función que genera a SG�1 como a.d.f.

Recordamos que la sucesión (an) tiene a F (función de distribución) como a.d.f. (función de distribución asin-
tótica), si existe el límite y se da la igualdad

l��m
n!1

Card fak < x : k = 1; : : : ; ng
n

= F (x):

De�nición 4.19 Una sucesión (an) de términos de ]0; 1[ tiene a g como a.d.f. si

l��m
n!1

Card fk : ak � x y k � ng
n

= g(x)

para todo x de I.

Atendiendo al siguiente resultado, podemos encontrar una ordenación de los racionales que nos dé las funciones
estudiadas anteriormente como a.d.f. (por la forma de construirlas realmente habrían de ser estudiadas únicamente
dos).

Teorema 4.20 ([127, pág. 140.]) Sea g una función no decreciente de�nida en I; continua por la derecha con
g(0) = 0 y g(1) = 1. Entonces, toda sucesión densa en ]0; 1[ puede ser reordenada de modo que se obtiene una nueva
función que tiene a g como a.d.f.

Parece complicado encontrar una ordenación de estos números para obtener la función f como a.d.f., pero no
resulta complicado hacerlo para f�1.

Notación 4.21 Tomando prestada la notación de fracciones continuas notaremos por [a1; a2; : : : ; ak] al número
1

a1+1
+ 1

a1(a2+1)
+ � � �+ 1

a1a2:::ak�1(ak+1)
; y del mismo modo, para el desarrollo in�nito.

De�nición 4.22 Sea b : Z+ ! ]0; 1[\Q donde b (n) = bn = [a1 + 1; a2 + 1; : : : ak + 1;] y los valores ai corresponden
al desarrollo en base dos de n = 2a1 + 2a2 + � � �+ 2ak :

Teorema 4.23 La sucesión (bn) tiene a f�1 como a.d.f.

Demostración. Es consecuencia de la distribución uniforme de xn = 1
2a1 +

1
2a2 + � � � � � � +

1
2ak donde n = 2a1 +

2a2 + � � �+ 2ak :

Proposición 4.24 a) Para bn = [1; 2; 3; : : : ; s; as+1; : : : ; ak] ; con as+1 > s+1; se tiene c (bn) = [s+ 1; as+1; : : : ; ak],
lo que incluye el caso s = 0.
b) Si �

br = [a1; a2; : : : ; as; d1; : : : ; dl] ; n = 2a1 + 2a2 + � � �+ 2as
br0 = [a

0
1; a

0
2; : : : ; a

0
s0 ; d1; : : : ; dl] ; n = 2a

0
1 + 2a

0
2 + � � �+ 2a0s ;
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con n0 > n, n00 = n0 � n; entonces, cn0�n (br0) = br:
c) Podemos extender c a I obteniendo una biyección c : I! [0; 1[, cuya expresión restringida a ciertos intervalos

son trozos de recta �
1� 1

n!
; 1� 1

(n+ 1)!

�
�!

�
1

n+ 1
;
1

n

�
c(x) =

(n� 1)!
n

x� n!� 1
n2

+
1

n+ 1

y c(1) = 0:
También podemos utilizar una expresión similar a la del primer punto: para x = [1; 2; 3; : : : ; s; as+1; : : :] ; con

as+1 > s+ 1; se tiene c (x) = [s+ 1; as+1; : : :] :
d) La transformación c respeta la naturaleza aritmética de x; es decir:
i. x 2 Q, c (x) 2 Q:
ii. x es algebraico de orden n , lo es c(x):
iii. x es trascendente , también lo es c(x):

Lema 4.25 Dada una sucesión (sn) que tiene una función g continua como a.d.f. y otra (tn) convergente a cero
entonces la sucesión (sn + tn) tiene a g como a.d.f.

Teorema 4.26 Si cn es la composición de c con ella misma n veces, para cualquier punto x de I la sucesión (cn(x))
tiene a f�1 como a.d.f.

Para terminar mostraremos que la función c nos permite dar un ejemplo, similar al que se muestra en [147, pág.
52], de un conjunto que no es medible Lebesgue.

De�nición 4.27 Decimos que dos puntos x, y de I son equivalentes si existe un entero positivo n para el que
cn(x) = y o cn(y) = x.

Claramente se trata de una relación de equivalencia. De�nimos un conjunto S formado por un elemento de cada
una de las clases de equivalencia descrita anteriormente con la condición adicional de que pertenezca a [0; 1=2[.

Teorema 4.28 El conjunto S no es medible.

Demostración. Supongamos que S sea Lebesgue medible. La demostración se basa en los dos puntos siguientes:
a. Los conjuntos S; c(S); c2(S); : : : son disjuntos.
b. Si A es un conjunto medible tal que c(A) y c2(A) son disjuntos, entonces �(c(A) [ c2(A)) � �(A).
La primera a�rmación es cierta debido a la de�nición de c. Para la segunda, necesitamos observar la acción de

c en el intervalo I. Se trata de trozos de funciones a�nes sobre ciertos subintervalos. Por tanto, la medida de sus
correspondientes imágenes es la medida del conjunto inicial multiplicado por la pendiente correspondiente a cada
subintervalo. Como el mínimo de ellas es 1=2, entonces 1 corresponde al intervalo ]0; 1=2[; y aplica los subintervalos
]0; 1=2[ y ]1=2; 1[ ; uno en el otro. Obtenemos la desigualdad anunciada.
Aplicando estos resultados al caso que nos ocupa:
i) �(c(S) [ c2(S)) � �(S):
ii) �(c3(S) [ c4(S) [ c5(S) [ c6(S)) � �(c

�
c(S) [ c2(S)

�
[ c2

�
c(S) [ c2(S)

�
)

� �(c(S) [ c2(S)) � �(S):
iii) �(c7(S) [ c8(S) [ c9(S) [ c10(S) [ c11(S) [ c12(S) [ c13(S) [ c14(S))
� �(S):
En general, �([2

n+1�1
j=2n cj(S)) � �(S); y, por tanto,

1 = � (I) � �
�
[2

n+1�1
j=0 cj(S)

�
= (n+ 1)� (S) ;

para todo n, lo que implica que � (S) = 0.
Por otra parte, siendo S un conjunto medible de medida nula, y puesto que c es afín a trozos, tenemos �

�
ck(S)

�
=

0 para todo entero positivo k. Como, c�1 es también afín a trozos, de la misma forma, tenemos que �
�
c�k(S)

�
= 0

para todo entero positivo k. Pero esto contradice que �
�
ck(S)

�
> 0, para algún k. (Notemos que I = [k2Z�

�
ck(S)

�
.)
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Capítulo 5

Interpolación y funciones singulares en
fractales

5.1. Introducción

Una cuestión planteada durante mucho tiempo en el Análisis Matemático en Fractales es la existencia de un
operador de Laplace en un conjunto autosimilar. Durante las últimas décadas han tenido lugar varias aproximaciones
que han sido desarrolladas con la �nalidad de crear una Teoría del Potencial. El principal impulso se debe a varios
trabajos de Kigami (véanse [95] y [96]) de los que surge una teoría general del análisis en los conjuntos autosimilares
p.c.f. (post critically �nite). Se desarrolla bajo la hipótesis de la existencia de una estructura armónica y de un
operador de Laplace autosimilar.
Basado en el trabajo de Hutchinson [81] y usando los sistemas de funciones iterados (IFS), Barnsley introduce

en [20] el método de interpolación fractal por el que se construyen funciones, con cierta propiedad, que interpolan
una serie de datos.
Este Capítulo tiene dos objetivos. En primer lugar, se intenta generalizar los resultados de Barnsley en un

intervalo [a; b] de R a los conjuntos de tipo p.c.f. (en un problema que llamaremos interpolación de Barnsley
generalizado), utilizando para su solución funciones armónicas.
El segundo de los objetivos es estudiar la restricción a I de ciertas funciones armónicas en un caso particular de

conjuntos autosimilares (a saber, el triángulo de Sierpiński); y dar una respuesta positiva a una conjetura planteada
por Demir et al. [45].

5.2. Notaciones y de�niciones

En esta sección recordamos algunas de las de�niciones y propiedades relacionadas con la interpolación fractal y
las funciones armónicas. Para una información detallada, véanse [97, sec. 1-3] y [21, Chap. 6].
Anteriormente se señaló que un sistema de funciones iterado (IFS, por sus siglas en inglés) es un conjunto

�nito de contracciones fF1; :::Fmg de�nidas en un espacio métrico (X; d) dado (sobre sí mismo); y que el principal
resultado consiste en que para un IFS dado por fF1; :::Fmg ; existe un único compacto K, tal que K = [iFi (K) :

5.2.1. Funciones de Interpolación Fractal

Supongamos que se conoce un conjunto de puntos (datos)

� :=
�
(xi; ui) 2 R2 : i = 0; 1; 2; :::; N ;N � 2

	
;

con x0 < x1 < � � � < xi < xi�1 < � � � < xN . Una función de interpolación para este conjunto de puntos es una
función continua h : [x0; xN ]! R tal que h(xi) = ui para cada i = 0; 1; 2; :::; N: Diremos que h interpola los datos
(xi; ui) ; y que la grá�ca de h pasa por los puntos de interpolación. En [21, Chap. 6] se muestra cómo se puede
construir un IFS (en R2) tal que su atractor, que notaremos por G; sea la grá�ca de la función h que interpola los
datos.
Notaremos [N ] := f1; 2; 3; : : : ; Ng. Sean Fi : [x0; xN ]! [xi�1; xi] las similaridades dadas por Fi(x) = mix+ ni

donde mi =
xi�1�xi
x0�xN y ni =

x0xi�xNxi�1
x0�xN para i 2 [N ]. Sea Mi : [x0; xN ] ! R una función continua satisfaciendo

Mi (x0) = 0; Mi (xN ) = 1 para i 2 [N ] y para la que existe c > 0 tal que jMi (x)�Mi (y)j � c jx� yj :

95
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A continuación, de�nimos en [x0; xN ] las funciones ri(x) = m0
iMi(x) + n

0
i; donde m

0
i = ui � ui�1 + �i (u0 � uN )

y n0i = ui�1 � �iu0:
Finalmente, para i 2 [N ] sea Pi : [x0; xN ] � R ! R una aplicación de�nida por Pi(x; y) = (Fi(x); �iy + ri(x));

donde j�ij < 1:
En [21, Chap. 6]., el autor demuestra un teorema de interpolación fractal, cuya versión damos utilizando la

terminología anterior.

Teorema 5.1 Sean � un conjunto de datos y Pi las funciones de�nidas anteriormente. Entonces, existe una única
función continua h : [x0; xN ] ! R que interpola el conjunto de datos �, satisfaciendo h (Fi(x)) = �ih(x) + ri(x)
para x 2 [x0; xN ], i 2 [N ] y tal que su grá�ca G es el atractor del IFS determinado por las funciones Pi: Es decir,
G = [i2[N ]Pi (G) :

La función h cuya grá�ca es el atractor de un IFS como se describe en el teorema 5.1 es llamada la función de
interpolación fractal (abreviadamente FIF).

Ejemplo 5.2 La función de Takagi, que fue estudiada en el capítulo 1, es un ejemplo de FIF con � = f(0; 0) ; (1=2; 1=2) ; (1; 0)g.
Nótese que no necesariamente la función ha de tenerfalta de regularidad para la derivada. Por ejemplo, la parábola
y = x(x� 1) es la grá�ca de la función correspondiente a � = f(0; 0) ; (1=2; 1=4) ; (1; 0)g.

El intervalo unidad I puede verse como un caso particular de conjunto autosimilar. Es el caso "límite"de distintas
familias, por ejemplo:
a) Familia de funciones tipo Von Koch, 0 < Im(�) �

p
3=6 ([138]).

G�(t)=

�
�G(2t); si 0 � y � 1=2
(1� �)G(2t� 1) + �; si 1=2 � y � 0

Curva de Von Koch

b) El árbol de Hata (véase [97, ejemplo 1.2.9]). SeaX = C; para las funciones F1(z) = cz; y F2(z) =
�
1� jcj2

�
z+

jcj2 ; donde jcj ; jc� 1j 2 ]0; 1[. Resulta el conjunto autosimilar con respecto a fF1; F2g llamado como árbol de Hata.

Arbol de Hata

Los elementos de la primera familia son todos homeomorfos a I; y, sin embargo, no lo es con los de la segunda.
Puesto que los elementos de la familia a) son homeomorfos con I es posible extender el teorema 5.1 a esos

conjuntos. Nos preguntamos si también puede hacerse con los elementos de la familia b).
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5.2.2. Estructuras autosimilares p.c.f.

Las propiedades básicas de estructuras autosimilares p.c.f. pueden encontrarse en [97, sec. 1-3] y [95].

Sea � := [N ]Z
+

= fw1w2w3 : : : : wi 2 [N ] con i 2 Z+g la colección de sucesiones con elementos de f1; 2; 3; : : : ; Ng.
Para i 2 [N ]; de�nimos �i : � ! � por �i (w1w2w3 : : :) = iw1w2w3 : : :; y también el operador avance (o desplaza-
miento o shift, en inglés) � : �! �; dado por � (w1w2w3 : : :) = w2w3 : : :
Para w; � 2 �; con w 6= � , de�nimos s (w; �) = m��n fm : wm 6= �mg� 1 y �r(w; �) = rs(w;�): Cuando w = � será

�r(w; �) = 0: Tenemos que �i es una similaridad y � es el conjunto autosimilar con respecto f�1; �2; : : : ; �Ng.
Ahora, sea (K; d) un espacio métrico compacto y conexo y, para cada i 2 [N ], sea Fi : K ! K una inyección

continua. Entonces, la terna L :=
�
K; [N ]; fFigi2[N ]

�
es llamada una estructura autosimilar de K si existe una

aplicación continua y sobreyectiva � : �! K tal que Fi � � = � � �i para cada i 2 [N ]:
Notamos por Wm := [N ]

m al conjunto de las palabras de longitud m 2 Z+ y W� =
S
m�0Wm . Cada palabra

w = w1:::wm 2 Wm de�ne una inyección continua Fw : K ! K por Fw := Fw1 � � � � � Fwm cuya imagen Fw (K) se
representa por Kw:

Sea L una estructura autosimilar de K. El conjunto crítico CL � � esta de�nido por

CL = �
�1([

i;j2[N ]
i 6=j

(Fi(K) \ Fj(K))

y el conjunto p.c.s. (siglas en inglés de post critical set) PL � � es de la forma

PL = [n�1�n (CL) :

Una estructura autosimilar L es llamada estructura autosimilar p.c.f. (o simplemente, p.c.f.) si PL es un conjunto
�nito. De�nimos la frontera de K de la forma V0 := � (PL). El cardinal de V0 lo notamos v y a sus elementos pi
con i 2 [v]: De�nimos otros dos conjuntos:

Vm =
[

i2[N ]m
Fi (V0) y V� =

S
m�0

Vm:

Ejemplo 5.3 Los conjuntos G� y el árbol de Hata admiten estructuras autosimilares p.c.f.
Otro ejemplo es el de un segmento cerrado dividido en N segmentos. Dado [x0; xN ] y los puntos x0 < x1 < x2 <

x3 < � � � < xN con las funciones

Fi : [x0; xN ]! [xi�1; xi]

de�nidas anteriormente. En este caso, tenemos

PL = f1111 : : : ; NNNN : : :g :

5.2.3. Funciones armónicas

Una exposición muy completa de las estructuras armónicas y funciones armónicas en una estructura autosimilar

p.c.f. L =
�
K; [N ]; fFigi2[N ]

�
puede consultarse en [97]. En ese mismo libro pueden encontrarse ejemplos de esas

estructuras para varios casos; dos de ellos son el árbol de Hata y el triángulo de Sierpiński. Aquí, únicamente
recogemos dos resultados:
1. Para L una estructura autosimilar p.c.f. con una estructura armónica y para un conjunto

f(pi; ui) 2 V0 � R; i = 0; 1; 2; :::; vg ;

existe una única función armónica u� en L cumpliendo que u� (pi) = ui:
2. Si L es una estructura autosimilar p.c.f. con una estructura armónica y u� una función armónica en L; entonces

existe una única función continua u : K ! R satisfaciendo que u (x) = u�(x) para todo x 2 V�: Al conjunto de
funciones u con esa propiedad lo representamos por A(L):
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5.3. Resultados

5.3.1. Interpolación fractal generalizada

En toda esta sección, K � Rn denotará a un compacto y L :=
�
K; [N ]; fFigi2[N ]

�
a una estructura autosimilar

p.c.f. A los elementos de V0 los seguimos representando por p1; : : : ; pv y a los de V1 por t1; : : : ; tA; con la condición
p1 = t1; : : : ; pv = tv: También utilizamos la notación ti;k = Fi (pk) :
En el caso del intervalo [x0; xn] descrito en la subsección 5.2.1, se tiene que t1 = p1 = x0; t2 = p2 = xN ; ti = xi�2

con i = 3; : : : ; N + 1:

De�nición 5.4 Sea L =
�
K; [N ]; fFigi2[N ]

�
una estructura autosimilar p.c.f., un vector u = (u1; : : : ; uT ) y un

conjunto S de funciones de�nidas en K: Llamamos problema de interpolación de Barnsley generalizado (brevemente,
problema de Barnsley) a encontrar N funciones ri 2 S y una función h de�nida en K para la que

h (Fi(x)) = �ih(x) + ri(x) para todo x 2 K

Estamos interesados en poner condiciones para lograr que el problema de Barnsley tenga solución y sea única.
Cuando haya solución única escribiremos hu y ri;u:

Proposición 5.5 Para una estructura autosimilar p.c.f. L :=
�
K; [N ]; fFigi2[N ]

�
y un conjunto de N funciones

acotadas en Kn [ Vm, notadas ri: Entonces, existe una única función acotada h en Kn [ Vm que satisface las
relaciones funcionales

h (Fi(x)) = �ih(x) + ri(x) con x 2 Kn [ Vm: (5.1)

Demostración. La demostración está basada en el teorema del punto �jo de Banach.
Observamos que, para una función, veri�car las ecuaciones (5.1) es equivalente a cumplir la relación

h (x) = �ih(F
�1
i (x)) + ri(F

�1
i (x))

cuando x 2 Fi(K)n [ Vm. Sea B(KnVm) el conjunto de las funciones acotadas de�nidas en Kn [ Vm dotado de la
norma del supremo k�k.
De�nimos el operador

G : B(Kn [ Vm)! B(Kn [ Vm)

que a la función f le hace corresponder la función G(f) que actúa del siguiente modo para cada x 2 Fi(K)n [ Vm:

G(f) (x) = �if(F
�1
i (x)) + ri(F

�1
i (x))

Cuando x 2 Fi(K)n [ Vm; se tiene que

jG(f)(x)�G(g)(x)j = j�ij
��f(F�1i (x))� g(F�1i (x))

�� � j�ij kf � gk ;
por tanto, kG(f)�G(g)k � j�j kf � gk donde � = m�ax fj�ij : i 2 [N ]g < 1:
Luego se trata de una contracción, lo que garantiza la existencia y unicidad de una función acotada h que

satisface las ecuaciones (5.1) y, por tanto, el enunciado.

Ejemplo 5.6 En [24] se estudia el sistema de ecuaciones funcionales�
f
�
t
2

�
= af(t)

f
�
t+1
2

�
= b+ cf(t)

Cuando 0 < jaj < 1 y jcj < 1; tiene una única solución continua por la izquierda en 0 < t � 1: La grá�ca de
esta función, en el conjunto de puntos que no admite desarrollo diádico �nito, coincide con la que se obtiene en
la proposición 5.5 para el caso en que K = I; N = 2; F1(x) = x=2; F2(x) =

x+1
2 ; r1(x) = 0; r2(x) = b; �1 = a y

�2 = c: En los puntos con desarrollo diádico �nito se obtiene mediante extensión continua por la izquierda.
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Podemos plantearnos si es posible de�nir la función del ejemplo 5.6 en los puntos con desarrollo diádico �nito
de forma diferente, de modo que la función obtenida en I mediante una extensión de la proposición 5.5. Para ello
es necesario que f(0) = 0, lo que implica que cuando 0 < a = b = 1� c o b = 0 se tiene respuesta positiva, pero no
ocurre así en el resto de casos.
La siguiente grá�ca muestra el caso en el que se trata de los parámetros a = 0;4; b = 0;5 y c = 0;4 :

Pretendemos poner condiciones en la proposición 5.5 que permitan extenderla a todo K: Para ello es necesario
poner condiciones que solventen problemas en los puntos de [Vn:

Proposición 5.7 Sea L :=
�
K; [N ]; fFigi2[N ]

�
una estructura autosimilar p.c.f. Supongamos que existen N fun-

ciones (ri; i = 1; 2; :::N) acotadas en [Vn : Entonces, si existe una función acotada en [Vn tal que

h (Fi(x)) = �ih(x) + ri(x) con x 2 [Vn; (5.2)

es necesario que ri(x) = h(Fi(x))� �ih (x) cuando x 2 V0:
En el sentido inverso tenemos que dadas las funciones ri acotadas en [Vn y una función h� de�nida en V1 tal

que
ri(x) = h

�(Fi(x))� �ih� (x)
cuando x 2 V0; entonces existe una única función h de�nida en [Vn veri�cando (5.2) que extiende a h�:

Demostración. La primera de las a�rmaciones es inmediata. Para la segunda, cuando x 2 V0; las condiciones
impuestas aseguran que se cumplen las ecuaciones (5.2); y cuando x 2 VnnV0; entonces sólo existe un i tal que
x 2 Fi(K) y h (x) = �ih(F�1i (x)) + ri(F

�1
i (x)):

Lo anterior, podemos resumirlo en el siguiente resultado.

Teorema 5.8 Si L :=
�
K; [N ]; fFigi2[N ]

�
es una estructura autosimilar p.c.f. y, además, supongamos que las

funciones ri están acotadas en K: Entonces, para V1 = ft1; : : : ; tAg y para A valores reales, fujgj2[A] ; se tiene que
existe una única función acotada h en K tal que h (tj) = uj y

h (Fi(x)) = �ih(x) + ri(x), con i = 1; 2; :::n

si, y sólo si, se cumple que cuando tj = ti;k; se tiene uj = �iuk + ri(pk):
Si las funciones ri son continuas, entonces h también lo es.

5.3.2. Interpolación FIF en p.c.f.

Los resultados anteriores nos permiten estudiar el problema de interpolación en estructuras autosimilares p.c.f
cuando K � Rn. En el caso de que las funciones Fi veri�quen la existencia de constantes 0 < si < 1 para las que
kFi(x)� Fi(y)k < si jx� yj ; con (x; y) 2 K2; decimos que L =

�
K; [N ]; fFigi2[N ]

�
es una estructura autosimilar

p.c.f. contráctil.

Teorema 5.9 Sea L =
�
K; [N ]; fFigi2[N ]

�
una estructura autosimilar p.c.f. contráctil. Supongamos que S es un

subconjunto de C (K) (familia de las funciones continuas en K) tal que para cualesquiera valores ui 2 R; con i 2 [v];
existe una única función f de S para la que f (pi) = ui y, además, existe una constante k que depende de f tal que

jf (r)� f (s)j � k kr � sk ; para r; s 2 K:
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Entonces, dado un conjunto f�igi2[N ] de números reales cumpliendo que 0 < j�ij < 1, existe una única función
continua en K para la que h (tj) = uj con tj 2 V1 y h (Fi(x)) = �ih(x) + ri(x); con i 2 [N ] ; donde ri es la única
función de S tal que ri(pk) = uj � �iuk, donde el índice j corresponde a tj = ti;k; y su grá�ca G coincide con el
atractor del IFS en Rn � R determinado por las aplicaciones Pi(x; y) = (Fi(x); �iy + ri(x)); con i 2 [N ]; es decir,
G = [i2[N ]Pi (G) :

Demostración. Para cada i 2 [N ] tenemos una constante ki para la que

jri (x)� ri (y)j � ki kx� yk :

Sea � una constante satisfaciendo que s2i +
4k2i
�2
< 1 y 2�i

� < 1; para todo i:

El teorema 5.8 garantiza que existe una única función continua f tal que f (tj) =
uj
� con tj 2 V1 y f (Fi(x)) =

�if(x)+r
0
i(x) con i 2 [N ] ; donde r0i es la única función de S cumpliendo r0i(pk) =

uj
� ��i

uk
� y el índice j corresponde

a tj = Fi(pk):
La grá�ca de f es un punto �jo del IFS dado por las aplicaciones

P �i (x; y) = (Fi(x);
�iy + ri(x)

�
); i 2 [N ]:

Puesto que cada una de ellas es una contracción, entonces

P �(G) := [i2[N ]P �i (G)

es una nueva contracción en el espacio de los compactos de Rn dotado de la métrica de Hausdor¤.
Si la grá�ca de f es el atractor de P �; entonces la grá�ca de h = �f es un atractor de P (G) := [i2[N ]Pi (G) :

Notación 5.10 Dada una estructura autosimilar p.c.f. contráctil L y los conjuntos f�igi2[N ] y S como antes, al
conjunto de funciones h dadas en el teorema 5.9 lo notamos por FIF (L; f�ig ; S):
Para un subespacio vectorial V de polinomios de n variables. Dado

� = f(xi; ui) 2 Rn; i = 0; 1; 2; :::;m ; m � 2g ;

llamamos problema de interpolación lagrangiano al que consiste en encontrar los elementos q 2 V tal que q (xi) = ui.
Notamos �n el conjunto de polinomios de dos variables con grado menor o igual que n:

Corolario 5.11 Sea L =
�
K; [N ]; fFigi2[N ]

�
una estructura autosimilar p.c.f. contráctil con K � R2 y los puntos

de V0 veri�cando que el problema de interpolación lagrangiana en ellos tiene solución única en �n:
En estas condiciones, existe una única función continua h 2 FIF (L; f�ig ;�n) para la que h (xi) = ui con

pi 2 V0 y h (Fi(x)) = �ih(x)+ ri(x) con i 2 [N ] donde ri es la única función de �n satisfaciendo ri(pk) = uj ��iuk
donde el índice j es el de tj = ti;k:

Ejemplo 5.12 En el árbol de Hata se tiene V0 = f0; 1; cg y el resultado anterior es cierto para �1: Esta situación
es similar a la del teorema 5.1 donde se sustituyen rectas por planos.

Proposición 5.13 Sea L =
�
K; [N ]; fFigi2[N ]

�
una estructura autosimilar p.c.f. contractil. Si S es un espacio

vectorial, entonces FIF (L; f�ig ; S) también lo es y su dimensión es igual al cardinal de V1:

Demostración. a) Multiplicación por escalares. Sea hu 2 FIF (L; f�ig ; S) y ri;u son sus funciones asociadas.
Entonces, se tiene que �hu = h�u y sus funciones asociadas �ri;u = ri;�u:
b) Suma de funciones. Sean hu; hv 2 FIF (L; f�ig ; S) y ri;u; ri;v son sus funciones asociadas. Entonces, hu+hv =

hu+v y ri;u + ri;v = ri;u+v:
Una base de este espacio vectorial es la formada por fhui : i 2 [T ]g donde ui es el vector con todos sus elementos

cero menos el de la i�ésima posición que es uno.
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5.3.3. Interpolación armónica en estructuras p.c.f.

Nótese que el corolario 5.11 parece una extensión natural del teorema 5.1 al utilizar polinomios; pero requiere de
una condición que puede no darse al exigir que la interpolación lagrangiana tenga solución única en V0: Un ejemplo
de esto sería el conjunto conocido como copo de nieve (véase [97, p. 54], 3.8.), que viene dado por contracciones

(utilizando la identi�cación natural de C y R2) Fi : C! C de�nidas por Fi(z) = z+2pi
3 ; con i 2 [7] y pi = e

2�i
p
�1

6 ;
para i 2 [6] y p7 = 0: En este caso V0 = fpigi2[6] y la interpolación lagrangiana puede no tener solución o que no
sea única en �2:
Por tanto, se tiene el inconveniente de que la aplicación del corolario 5.11 depende del modo en que están situados

los puntos en R2: Hay otros conjuntos de funciones que garantizan la existencia de una única función para la que
h(pi) = ui: Se trata de las funciones armónicas en L:
Por otra parte, para las funciones armónicas se tiene el inconveniente de que no se puede asegurar que exista k

tal que jf (r)� f (s)j � k kr � sk para todo r; s 2 K; y, por este motivo, no es posible generalizar el resultado del
teorema 5.9.

Ejemplo 5.14 Es inmediato que el intervalo unidad I es un conjunto autosimilar para el par de funciones F1(x) =
x=2 y F2(x) = x=2 + 1=2. Por tanto, tenemos una estructura autosimilar que es p.c.f. Siguiendo la ideas dadas
en [97, example 3.1.4], las funciones armónicas correspondientes a ese ejemplo, son las funciones del ejemplo 5.6
cuando a = b = 1� c: Estas funciones no cumplen que exista k para la que jf (r)� f (s)j � k kr � sk para r; s 2 K:

En esta situación, aplicando el teorema 5.8 a estructuras autosimilares p.c.f., se sigue directamente la demostración
del siguientes resultado.

Teorema 5.15 Sea L =
�
K;S; fFigi2[N ]

�
una estructura autosimilar p.c.f. con una estructura armónica y con-

sideremos el conjunto A(L): Entonces existe una única función acotada h en K tal que h (pi) = ui para xi 2 V1
y

h (Fi(x)) = �ih(x) + ri(x) con i 2 [N ]

donde ri : Fi(K)! R es la única función de A(L) tal que

ri(pk) = uj � �iuk;

donde el índice j corresponde a tj = ti;k:

El conjunto de las funciones h que veri�can la conclusión del teorema anterior lo representamos por H(L; f�ig):
Puesto que A(L) es un espacio vectorial, procediendo como en la proposición 5.13, el siguiente resultado es

cierto.

Proposición 5.16 Sea L =
�
K;S; fFigi2[N ]

�
una estructura autosimilar p.c.f. con una estructura armónica. En-

tonces, H(L; f�ig) es un espacio vectorial y su dimensión es igual al cardinal de V1:

5.4. Funciones armónicas en el triángulo de Sierpiński

El triángulo de Sierpiński S es un objeto fractal autosimilar. Fue estudiado desde una perspectiva matemática
por primera vez en 1915 ([154]), aunque puede encontrarse ya en el arte italiano del siglo XIII. Como es conocido,
dado un triángulo de vértices p0 = 0; p1 = 1 y p2 = 1=2+ i

p
3=2, S es el único compacto de R2 que queda �jo bajo

la acción de las funciones Fj : C! C (j = 0; 1; 2) de�nida por

F0(x) = z=2;

F1(x) = 1 + (z � 1)=2;
F2(x) = 1=2 + i

p
3=2 + (z � 1=2 + i

p
3=2)=2;

es decir, S = F0(S) [ F1(S) [ F2(S): Se trata de un conjunto fractal de dimensión ln 3= ln 2:
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Triángulo de Sierpinski

La aplicación de este tipo de objetos en fenómenos físicos presentes en la naturaleza ha motivado que en
los últimos veinte años se hayan desarrollado técnicas de análisis en ellos, en particular el estudio de funciones
armónicas. Una buena introducción a este campo de estudio puede encontrarse en [97]. Para las necesidades de esta
Memoria únicamente diremos que una función H es armónica en S si dado un triángulo equilátero, de vértices p00;
p01; p

0
2; incluido en S; ocurre que dados unos valores para los vértices, digamos

H (p00) = �;H (p
0
1) = �;H (p

0
2) = �

0
2;

en los puntos medios p000 =
p01+p

0
2

2 ; p01 =
p00+p

0
2

2 ; p02 =
p00+p

0
1

2 se tiene

H (p000) =
�02 + 2�

0
0 + 2�

0
1

5
;

H (p001) =
2�02 + �

0
0 + 2�

0
1

5
;

H (p002) =
2�02 + 2�

0
0 + �

0
1

5
:

Por tanto, dadas unas condiciones iniciales para los vértices, podemos obtener los valores que han de corre-
sponder a los puntos medios de los lados; y así, sucesivamente en los triángulos menores que van apareciendo.
Finalmente, extendiendo por continuidad obtenemos que, para cualesquiera tres valores iniciales, existe una única
función armónica con esos valores en la "frontera".

Notación 5.17 La función armónica con H (0) = �; H (1) = �; H
�
1=2 + i

p
3=2
�
= 
 será representada por H�;�;


y la restricción a I será notada por h�;�;
 :

Los primeros resultados de la restricción de H a los segmentos que forman los lados del triángulo de vértices
p0; p1; p2 fueron obtenidos en 1999 en [41]. Concretamente, allí obtienen el siguiente teorema.

Teorema 5.18 Si ordenamos los lados del triángulo que forman el borde de acuerdo con los valores jH (pi)�H (pj)j
notando por l1 el de mayor longitud, como l2 el de longitud intermedia y por l3 al de menor longitud, tendremos
que H es monótona en l1 y l2 y que en l3 tiene dos posibilidades: a) ser monótona, o b) tener un único extremo.

El siguiente avance en el estudio de esas restricciones ha sido dado recientemente y aparece en los artículos [44]
y [45]. En ellos, los autores demuestran que para cualquier terna (�; �; 
) se tiene que h�;�;
 es derivable en 1=3 y
el valor de la derivada es cero, también encuentran que esa función admite derivada generalizada igual a 1 en 1=2
y con la ayuda de la autosimilaridad de S y la forma de construir las funciones armónicas encuentran dos conjuntos
in�nito numerables; en el primero, la derivada es cero; y en el segundo, tiene derivada generalizada in�nita.
En este estudio pretendemos seguir analizando las funciones armónicas en I, como principal resultado obtenemos

que la función h�;�;
 no admite derivada no nula y, como consecuencia , al ser monótona se trata de una función
singular.
También, encontramos dos conjuntos no numerables en los que, respectivamente, la derivada es nula o in�nito y

se generalizan estas funciones como elementos de grupos más amplios que vienen determinados por ciertas relaciones
funcionales. En estos grupos se encuentran otras funciones singulares muy conocidas y estudias.
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5.5. Resultados

Para evitar tener que repetirlo en cada caso, partir de ahora siempre consideraremos � < � < 
:

5.5.1. El lado l1
El intervalo I es el lado l1 si la función armónica es H�;�;
 :
La siguiente proposición nos permite hacer el estudio suponiendo que los valores en los extremos son 0 y 1; y,

por tanto, la función únicamente depende del parámetro central. Notaremos a f0;�;1 como f�; por economía de
símbolos.

Proposición 5.19 Se tiene, con la notación de más arriba, la siguiente relación:

h�;�;
 = �+ (
 � �) f ���

��

:

Vamos a establecer unas relaciones funcionales entre f� y otros elementos de la familia que serán las principales
herramientas utilizadas para obtener los resultados de este estudio. Nos referiremos a las funciones f� como funciones
de clase f:

Proposición 5.20 (Relaciones funcionales) Para x 2 I; se cumplen:(
f�
�
x
2

�
= 2+�

5 f 1+2�
2+�

(x)

f�
�
1+x
2

�
= 3��

5 f �
3��
(x) + 2+�

5

Las ecuaciones anteriores permiten determinar el valor de f� en los números con representación diádica �nita;
y, de este modo, se puede obtener una aproximación de la función mediante poligonales.

Notación 5.21

i.

h0(�) =
2 + �

5
; h1(�) =

3� �
5

r0(�) =
1 + 2�

2 + �
; r1(�) =

�

3� �

ii.
�i (x) = rd(T i(x))

�
�i�1 (x)

�
con �0 = �; y donde las funciones T y d son:

T (x) =

�
0 0 � x � 1

2
1 1

2 < x � 1
d(x) =

�
2x 0 � x � 1

2
2x� 1 1

2 < x � 1

Comentario 5.22 Los resultados no sufren variación si de�nimos d
�
1
2

�
= 1:

Enunciamos a continuación dos resultados conocidos que nos ayudan a demostrar el próximo teorema.

Teorema 5.23 La función f� es singular.

Demostración. Dado un punto x que no admite desarrollo �nito, para k 2 Z+ buscamos el número m tal que
m
2k
� x < m+1

2k
. Estudiaremos el cociente

f�
�
m+1
2k

�
� f�

�
m
2k

�
1
2k

:

Ayudándonos de las poligonales que hemos creado anteriormente tenemos que ese cociente es

2k
kY
i=1

��
1� d(T i(x))

�
h0(�i(x)) + d(T

i(x))h1(�i(x))
�
:
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Este producto converge a un valor no nulo si, y sólo si, la serieX
i�1

�
1� 2

�
1� d(T i(x))

�
h0(�i(x))� 2d(T i(x))h1(�i(x))

�
es convergente. Para ello es necesario que

2
�
1� d(T i(x))

�
h0(�i(x)) + 2d(T

i(x))h1(�i(x)) �! 1

tienda a la unidad. Dada la de�nición de hj para que

2
�
1� d(T i(x))

�
h0(�i(x)) + 2d(T

i(x))h1(�i(x))

esté próximo a uno es necesario que �i(x) lo esté a 1/2. Si ésto es así, entonces �i+1(x) no lo estará, por lo que
existe " > 0 tal que para todo i, al menos, uno de los valores

2
�
1� d(T i(x))

�
h0(�i(x)) + 2d(T

i(x))h1(�i(x))

o
2
�
1� d(T i+1(x))

�
h0(�i+1(x)) + 2d(T

i+1(x))h1(�i+1(x));

es menor de 1� ": Por tanto el cociente anterior no puede tender a ningún valor real distinto de cero. El lema 0.3
nos dice que si existe derivada en algún punto, ésta ha de ser igual a cero. Uniendo este resultado con que una
función monótona es derivable en un conjunto de medida uno obtenemos que la función es derivable en un conjunto
de esta medida; y en él la derivada es cero.

Teorema 5.24 La función f� no admite derivada no nula.

Demostración. Está implícita en la demostración anterior.
Consideramos ahora los casos en que no ocurren las desigualdades � < � < 
. El caso � = � = 
 es trivial. Por

tanto, consideramos dos casos, divididos (a su vez) en subcasos (para facilitar el seguimiento de la demostración).
Tras haber estudiado el lado l1; vamos a considerar funciones en las que no ocurre que � < � < 
: Puesto que

el caso � = � = 
 es trivial al tratarse de una función constante, consideramos dos posibilidades:
a) � = � < 
.
i) Estudiar H�
� es equivalente a estudiar H010: La restricción a I; notada por h010; se descompone en dos

funciones, la primera en [0; 1=2] y la segunda en [1=2; 1]; de modo que en [0; 1=2] tiene las mismas propiedades que
h1;0;1=2 y en [1=2; 1] tiene las mismas que h1=2;0;1: Puesto que h1;0;1=2(x) = h1=2;0;1(1� x) el estudio se limita al de
h1=2;0;1:
ii) Para H��
 es equivalente estudiar H001: Se vuelve a tener una descomposición en los intervalos [0; 1=2] y

[1=2; 1]; en esta ocasión en el primer intervalo se tiene una función equivalente a f1=2 y en el segundo lo es a h0;0;1:
Repitiendo esta idea obtenemos que esta función en los intervalos de la forma�

1

2
+ � � �+ 1

2n
;
1

2
+ � � �+ 1

2n
+

1

2n+1

�
es equivalente a f1=2; pero esta función ya ha sido estudiada.
b) � < � = 
:
i)Estudiar H��
 es equivalente a estudiar H101: De modo similar a a.i) se obtiene que su estudio es equivalente

al de h1=2;0;1:
ii) EstudiarH��
 es equivalente a estudiarH011: De modo similar a a.ii) se obtiene que en los intervalos

�
1

2n+1 ;
1
2n

�
es equivalente al comportamiento de f1=2:
Nos resta estudiar h1=2;0;1: Esta función se descompone en los intervalos [0; 1=2] y [1=2; 1] en funciones equiva-

lentes a h1=2;0;1 y h1=5;0;1; respectivamente, por lo que es su�ciente estudiar esta última.
La función h1=5;0;1 se descompone en [0; 1=2] y [1=2; 1] en funciones equivalentes a h1=14;0;1 y f�(5); respecti-

vamente, donde �(n) = 2n�3
5n : Repitiendo este argumento, estudiar h1=2;0;1 en

�
1

2n+1 ;
1
2n

�
es equivalente a estudiar

f�(ni) con n1 = 5 y ni = 3ni � 1:
Las propiedades de las funciones armónicas en las que dos de los valores que se tienen en los vértices son iguales

y el otro diferente son las mismas que las que tiene la familia de funciones f� :
Por todo lo anterior, en el estudio de funciones armónicas siempre consideraremos que nunca ocurre que se

repiten dos valores en los vértices, ni en la función que inicialmente se estudia ni en aquellas que aparecen ligadas
con ella en las relaciones funcionales, pues, de no ser así, se aplicarían las propiedades de la familia de funciones f� :
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5.5.2. El lado l2

Para que I sea el lado l2 tenemos dos posibilidades que consideramos a continuación.
a) La función armónica es de la forma H�;�;
 con 
 � � > � � �:
Cuando � � 1=2 la restricción de H�;0;1 será notada como g� :Nos referiremos a las funciones g� como funciones

de clase g: El siguiente resultado nos dice que podemos estudiar únicamente funciones de esta forma sin perdida de
generalidad en los resultados que se obtengan.

Proposición 5.25 Con la notación anterior,

h�;�;
 = �+ (
 � �) g ���

��

:

Ahora, estableceremos relaciones entre g� y los otros elementos de la familia. Serán las principales herramientas
que utilizaremos a continuación.

Proposición 5.26 (Relaciones funcionales) Cuando � � 1=2 el intervalo I es l2; en este caso8><>: g�
�
x
2

�
=

(
� + 2�3�

5 f 1�3�
2�3�

(x) si � < 1=3
2�+1
5 + 1

5g3��1(x) si 1=3 < �
g�
�
1+x
2

�
= 3��

5 g �
3��
(x) + 2+�

5 ;

(5.3)

donde f
 son las funciones antes de�nidas.

b) La función armónica es de la forma H�;
;� con 
 � � < � � �:
Cuando � > 1=2 notaremos la restricción de H0;1;� por g�� :

Proposición 5.27 Con la notación anterior,

h�;
;� = � + (
 � �) g����

��

:

Ahora, estableceremos relaciones funcionales entre g�� y otros elementos de la familia.

Proposición 5.28 (Relaciones funcionales) Cuando � > 1=2 el intervalo I es l2; en este caso8>><>>:
g��
�
x
2

�
= �+2

5 g�1+2�
�+2

(x)

g��
�
1+x
2

�
=

(
1+2�
5 + 3��1

5 f 1
3��1

(x) si � > 2=3
2�+1
5 + 1

5g
�
3��1(x) si 2=3 > �;

(5.4)

donde f
 son las funciones antes de�nidas.
Con la ayuda de las relaciones anteriores y un razonamiento similar al realizado en el caso anterior nos está

permitido obtener el siguiente teorema.

Teorema 5.29 Toda función g� o g�� es singular y no admite derivada distinta de cero.

5.5.3. El lado l3

Si observamos el comportamiento de la función armónica H�;
;� en el lado l3; vemos que este lado se divide
(por la mitad) en dos que corresponderían a uno del tipo l2 y otro del tipo l1(no necesariamente en ese orden),
de funciones armónicas en los subtriángulos de S que se forman utilizando los vértices y los puntos medios. Por
tanto, la función armónica, H�;
;� ; en los lados l3 heredará la propiedad de no admitir derivada no nula. La posible
excepción estaría, si existe, en el punto interior donde puede alcanzar el máximo; y en ese punto, evidentemente, si
tiene derivada, habrá de ser cero.
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5.6. Propiedades en el caso del lado l1
Teniendo en cuenta los resultados anteriores, sería interesante encontrar un conjunto de puntos donde la derivada

existe y vale cero. Además, buscaremos otro conjunto en el que la derivada generalizada exista y tome el valor in�nito.
A continuación nos centraremos en el lado l1:
Para este objetivo es necesario analizar el comportamiento de la sucesión�

1� d(T i(x))
�
h0(�i(x)) + d(T

i(x))h1(�i(x)):

Cada término depende de � y todos los d(T j(x)); con j � i. Si únicamente consideramos T i(x) y T i�1(x), indepen-
dientemente de �, y si

d(T i(x)) = d(T i�1(x)) = � � � = d(T i�k(x)) = 1
o

d(T i(x)) = d(T i�1(x)) = � � � = d(T i�k(x)) = 0;
entonces

1=2 < �(k) <
�
1� d(T i(x))

�
h0(�i(x)) + d(T

i(x))h1(�i(x)) < 3=5;

con �(k)! 3=5 para k ! +1:

Proposición 5.30 El conjunto de puntos cuyo desarrollo diádico está dado por cadenas de ceros y unos con longitud
k o k + 1 (el valor de k se �jará en la demostración) es no numerable con derivada generalizada igual a in�nito.

Demostración. Sea k tal que d(T i(x)) = d(T i�1(x)) = � � � = d(T i�k(x)) = 1 o d(T i(x)) = d(T i�1(x)) = � � � =
d(T i�k(x)) = 0; implica

2k
kY
i=1

��
1� d(T i(x))

�
h0(�i(x)) + d(T

i(x))h1(�i(x))
�
> 
 > 1:

Con x en el conjunto descrito y � > 0, tomamos los números x� = r
2t ; x

0
� =

r+1
2t veri�cando que x � x� � x0� � x+�;

que x0� � x� � � y
f (x+ �)� f (x)

�
� f (x0�)� f (x�)

�
� C f (x

0
�)� f (x�)
x0� � x�

� C 0
n;

donde C y C 0 depende de k; y n lo hace de x y �; además, tiende a in�nito cuando � ! 0:
Procedemos de un modo similar para � negativo.
Para demostrar que se trata de un conjunto no numerable, es su�ciente comprobar que el subconjunto de esos

puntos que comienzan por cero es biyectivo con las sucesiones (an)n2Z+ con a2j 2 f�; �g y a2j+1 2 f��; ��g :

Comentario 5.31 No es necesario que todas las cadenas sean de la forma descrita: es su�ciente que lo sea su
�nal; los valores iniciales pueden ser de cualquier forma.

Comentario 5.32 No es difícil observar que este razonamiento puede trasladarse al caso x = 1=3: Este es el
resultado recogido en [44, Lemma 6] para el caso de l1:

Proposición 5.33 El conjunto de puntos con desarrollo diádico �nalizado en cadenas de dieces (10) de longitud
mayor que s (el cual será determinado durante la demostración), seguido por una cadena repitiendo la forma cien
(100), es un conjunto no numerable donde existe la derivada y es cero.

Demostración. Sea x un elemento de ese conjunto. Para un valor � positivo; consideramos los valores x� = k
2t ; x

0
� =

k+1
2t para los que x � x� � x0� � x+ �; con x0� � x� � � y

f (x)� f (x+ �)
�

= O

�
f (x�)� f (x0�)

x0� � x�

�
:

En estos puntos,

f�
�
k+1
2t

�
� f�

�
k
2t

�
1
2t

= 2t
tY
i=1

[(1� d(Ti(xh)))h0(�i(x�))

+ d(Ti(xh))h1(�i(x�))] :
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Estudiando el comportamiento deY
2
��
1� d(T i(x))

�
h0(�i(x)) + d(T

i(x))h1(�i(x))
�

para cadenas de pares 10. Puesto que los unos y ceros se alternan, lo mismo ocurre para 2h1 y 2h0 en el interior
del producto. Lo mismo ocurre para g0 y g1 en la de�nición de �i: Si la longitud de las cadenas crece, entonces
�i ! 5�

p
13

2 para los valores asociados con 0 y converge a �3+
p
13

2 para los unos. Para estos valores, tenemos:

2h1

 
5�

p
13

2

!
= 2h0

 
�3 +

p
13

2

!
=
1 +

p
13

5
:

Para la segunda pareja de la forma 10, tanto 2h0 como 2h1 son menores que � < 1; y, para el último término,
la terna 100, tenemos como cota superior el valor 2 35 . Por tanto, tomamos s tal que �

s�22 35 = � < 1: Entonces,

f (x)� f (x+ �)
�

= O

�
f (x�)� f (x0�)

x0� � x�

�
= 2t

tY
i=1

[(1� d(Ti(x�)))h0(�i(x�))

+d(Ti(x�))h1(�i(x�))]

= O (�n) ;

donde n depende de x y �: Este cociente tiende a in�nito cuando h! 0: Lo que nos da el resultado buscado.
Se procede del mismo modo cuando � es negativo.

Que el conjunto no es numerable es consecuencia de que sea biyectivo con fs; s+ 1; s+ 2; :::gZ
+

:

Comentario 5.34 No es difícil observar que este razonamiento puede trasladarse al caso en que x = 1=3 para todo
i a partir de k: Este es el resultado recogido en [44, Teorema 7], para el caso de l1:

Comentario 5.35 Es sencillo comprobar que el resultado sigue siendo cierto si intercambiamos ceros y unos entre
si. Este comentario es necesario puesto que en el lado l3 no se tiene monotonía.

Proposición 5.36 La proposición anterior sigue siendo cierta para las caras l2 y l3:

Demostración. El caso de la cara l2 puede reducirse al anterior (para l1) a través de las relaciones funcionales
5.3 cuando d(T i(x)) = 0; d(T i�1(x)) = 1: Podemos encontrar un intervalo conteniendo a x donde la función sea
una réplica de una de la clase f: Por tanto, cualquier propiedad de la última proposición es cierta. Las condiciones
d(T i(x)) = 0 y d(T i�1(x)) = 1 se satisfacen para todos los puntos, salvo el origen.
Cuando las relaciones funcionales están dadas por 5.4, consideraciones similares conducen al mismo resultado.

Con respecto a l3; se ha señalado que puede descomponerse en réplicas de las funciones de clase f o g; por tanto,
el resultado es cierto.

Teorema 5.37 La función mx; dada por mx(�) = f�(x); es una función continua.

Demostración. Para x = n
2k
, el valor mx(�) queda determinado, con la ayuda de las ecuaciones funcionales, en k

pasos. Su expresión es una fracción algebraica en �, cuyos coe�cientes dependen únicamente de n=2k: Cuando �0

tiende a �; ocurre que m n

2k
(�0) lo hace a m n

2k
(�); y para ese valor de x; la función mx es continua. Para un valor

cualquiera de x, la continuidad viene dada por lo demostrado anteriormente y la desigualdad

jmx(�)�mx(�
0)j = jf�(x)� f�0(x)j

�
���f�(x)� f� � n

2k

����+ ���f� � n
2k

�
� f�0

� n
2k

����+ ���f�0 � n
2k

�
� f�0(x)

��� :
Teorema 5.38 La función mx; de�nida como arriba, es monótona creciente.
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Demostración. Para x = n=2k; la monotonía es consecuencia de que también lo son las funciones g0; g1; h0 y
h1. Para un valor cualquiera, lo es a causa de la monotonía en los valores indicados y de la continuidad probada
anteriormente.

Teorema 5.39 Las grá�cas de las funciones f� llena una super�cie del cuadrado unidad limitada por la grá�ca de
funciones singulares.

Demostración. La función mx es continua y monótona creciente; por lo tanto mx (]0; 1[) es un intervalo abierto.
Notamos por S(x) a l��m

�!1
mx(�) = l��m

�!1
f�(x): Ayudándonos de las ecuaciones funcionales(

f�
�
x
2

�
= 2+�

5 f 1+2�
2+�

(x)

f�
�
1+x
2

�
= 3��

5 f �
3��

(x) + 2+�
5 ;

al tomar límite cuando � tiende a 1, obtenemos nuevas ecuaciones para S :�
S
�
x
2

�
= 3

5S(x)
S
�
1+x
2

�
= 2

5f 12 (x) +
3
5 :

Del mismo modo, escribimos I(x) en vez de l��m
�!0

mx(�) = l��m
�!0

f�(x); y las ecuaciones obtenidas son:�
I
�
x
2

�
= 2

5f 12 (x)

I
�
1+x
2

�
= 3

5I(x) +
2
5 :

5.7. Generalización

En esta sección damos una generalización de los resultados obtenidos en las secciones anteriores para una familia
de funciones que satisfacen unas relaciones funcionales que incluyen, como caso particular, las de las funciones de
clase f: Las demostraciones se obtienen de un modo similar a como se ha hecho para esa clase:

Teorema 5.40 Sean funciones continuas h0; g0; g1 : I! I tales que h0 (I) �]0; 1[: Supongamos que si hay un valor
� tal que h0 (�) = 1=2; entonces ha de ocurrir que h0(g0 (�)) 6= 1=2 6= h0(g1 (�)): Existe una familia de funciones
continuas tales que:

f�(0) = 0; f�(1) = 1;
f�
�
x
2

�
= h0(�)fg0(�)(x)

f�
�
1+x
2

�
= (1� h0(�))fg1(�)(x) + h0(�)

�
Proposición 5.41 La función f� es monótona, singular y no admite derivada no nula.

Proposición 5.42 Dada la relación mx(�) = f�(x); la función mx (así de�nida) es continua.

Proposición 5.43 Si g0; g1 son funciones monótonas crecientes, tenemos que mx también lo es.

Proposición 5.44 Si h0 no es constante, el grafo de f� llena una super�cie en el cuadrado unidad limitada por
la grá�ca de funciones singulares.

En el caso en que g0(0) = 0; g0(1) = 1; g1(0) = 0; g1(1) = 1 corresponde al de elementos de una familia de
funciones singulares muy conocida y estudiada. Véase el Capítulo 3 o [150]. Esta familia está caracterizada por
cumplir �

Sa
�
x
2

�
= aSa(x)

Sa
�
1+x
2

�
= (1� a)Sa(x) + a:

La super�cie cubierta es la comprendida entre las grá�cas de Sh0(0) y Sh0(1):

Ejemplo 5.45 a) i. Cuando h0(�) = a; 8�;todas las funciones f�(x) son la misma función. Se trata de la comen-
tada anteriormente.
ii. El mismo resultado se obtiene si g0(�) = g1(�) = �:
b) En [150] el autor generaliza la construcción de Sa y caracteriza el caso en que las funciones son singulares.

El estudio de un ejemplo de un caso particular ha sido realizado en el Capítulo 5.6. Cuando g0(�) = g1(�); todos
los elementos de la familia f� son miembros de las generalizaciones realizadas por Salem.



Capítulo 6

La función de Cantor y funciones
peculiares

6.1. Introducción

En el estudio realizado en el capítulo 3 nos encontramos con una familia de funciones reales, de�nidas en I,
que llamamos Tab: Estas funciones tienen las siguientes propiedades: son continuas, en un conjunto de medida uno
tienen derivada nula y no existe ningún intervalo de monotonía; no se ha establecido si los elementos de esta familia
son de variación acotada. Ante esta situación, en este capítulo se pretende buscar ejemplos sencillos de funciones
que tengan las mismas propiedades que Tab y, además, son de variación acotada. Con las ideas que se desarrollan
con el �n de crear estas funciones se han podido crear ejemplos de funciones de los siguientes tipos:

a) Monótonas singulares que concentran la masa en un conjunto de dimensión de Hausdor¤ igual a un valor de
I previamente �jado.

b) Sin derivada en ningún punto.

c) De variación acotada y existe un conjunto de medida uno en el que la función es derivable; y el valor de su
derivada es cero.

d) No son monótonas en ningún intervalo (esto es, son de tipo MNI o MNTI).

El principal instrumento en la construcción de la primera función es la conocida función de Cantor C. Recordamos
que el conjunto de Cantor c; está formado por aquellos números de I cuyo desarrollo en base tres contiene únicamente
ceros y doses. Puede ser construido a partir de I dividiéndolo en tres intervalos de igual longitud y eliminando el
interior del central. Repitiendo el proceso con los dos intervalos cerrados que quedan obtenemos otros cuatro
intervalos; y continuando con este proceso hasta el in�nito, el conjunto que queda es el de Cantor.

La función puede ser descrita como aquella que a un elemento x =
P1

n=1
an
3n ; del conjunto c; le hace corresponderP1

n=1
an=2
2n : Para un elemento del complementario de c escrito como x =

Pk
n=1

an
3n +

1
3k+1

+ y
3k+2

(donde an 2 f0; 2g,
y 2 I), su imagen es:

Pk
n=1

an=2
2n + 1

2k+1
:

Se trata de una función monótona creciente con C(0) = 0 y C(1) = 1: La de�nición en los puntos del comple-
mentario de c nos muestra que en cada uno de los intervalos eliminados en los sucesivos pasos que han dado lugar
a la construcción de c la función es constante.

109
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6.2. Funciones singulares estrictamente crecientes

Anteriormente hemos creado y estudiado funciones singulares que son estrictamente crecientes, para ello se
han utilizado sistemas de representación de los números reales en I: Pretendemos hacer lo mismo de un modo
sensiblemente diferente. Para ello, de�nimos la función C�; con � 2]0; 1[. Procedemos como en la construcción de
C; pero el segmento eliminado tendrá una proporción � de los anteriores (véase [147, pág.168, ejemplo 8.20]). Esta
función tiene las siguientes propiedades:

i. Es monótona creciente y tiene una in�nidad de intervalos en los que es constante. La suma de las longitudes de
esos intervalos es 1.

ii. La medida de Stieltjes asociada dC�; concentra su masa en un conjunto autosimilar con dimensión de Hausdor¤
ln 2

ln 2�ln(1��) :

iii. Si � 2]0; y � x[; entonces C�(x) < C� (y).

El primer ejemplo es una aplicación del teorema 0.7 (Fubini).

Proposición 6.1 La función

F :=
+1X
n=1

1

2n
C 1

n+1

es estrictamente positiva, con medida de Stieltjes asociada dF; que concentra su masa en un conjunto de medida
cero, pero con una dimensión de Hausdor¤ 1.

Para el segundo de los ejemplos hemos de de�nir previamente un conjunto no numerable de medida nula.
Procedemos del siguiente modo: en el primer paso eliminamos el intervalo abierto central de longitud 1/3 (del
mismo modo que para el conjunto ternario de Cantor). En el segundo paso, en cada uno de los dos intervalos
que han quedado eliminamos el intervalo central de longitud

�
33 � 2

�
=33: quedan cuatro intervalos, cada uno de

longitud 1=33. De modo similar en el tercer paso se obtienen ocho intervalos de longitud 1=36 cada uno: Procediendo

de este modo, en el n-ésimo paso, tenemos 2n intervalos cerrados de longitud 1=3(n
2+n)=2 cada uno.

El conjunto que obtenemos como límite de este proceso lo representamos por c�:

Lema 6.2 La dimensión de Hausdor¤ de c� es cero.

Demostración. La desigualdad dada en la proposición 0.52 nos permite escribir:

dimH c� � l��m
k!1

lnnk
� ln �k

:

En nuestro caso tenemos que nk = 2k y �k = 3�
n2+n
2 . Por tanto, concluimos que:

dimH c� � l��m
k!1

n ln 2
n2+n
2 ln 3

= 0:

Por simplicidad, introducimos la siguiente notación.
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Notación 6.3 Sea f : I �! R una función acotada. Para a; b 2 I; a < b; de�nimos dos nuevas funciones:

abf(x) :=

8><>:
0; si x < a

f
�
x�a
b�a

�
; si a � x � b

1; si x > b

; y f(x) :=
X

a;b2Q\I

abf(x)

2na;b

donde na;b da una numeración de (Q \ I)� (Q \ I) :

De modo inmediato tenemos el siguiente resultado.

Proposición 6.4 Sea C� : I! I la función construida del mismo modo que la función C�. Entonces, i) C� es una
función singular que concentra su masa en el conjunto c�; y ii) la función C� es estrictamente creciente y singular
cuya medida de Stieltjes asociada dC�; concentra su masa en un conjunto de dimensión de Hausdor¤ cero.

Comentario 6.5 Puesto que dC� concentra su masa en un conjunto de dimensión de Hausdor¤ ln 2
ln 2�ln(1��) , la

medida dC� concentra su masa en un conjunto de la misma dimensión de Hausdor¤.

Si unimos este hecho con los resultados anteriores, entonces concluimos que para todo � 2 I es posible construir
funciones estrictamente crecientes y singulares cuyas medidas de Stieltjes asociadas concentran la masa en un
conjunto de dimensión de Hausdor¤ �. Este proceso comienza con funciones que son constantes en un conjunto de
subintervalos cuya suma de sus longitudes es 1.

6.3. Una función MTNI y de variación acotada con derivada nula en
casi todo punto

Recordemos la de�nición de función tipo MNI y MTNI. Las funciones de tipo MNI (del inglés MNI monotone
on no interval ) son aquellas que pertenecen a C (I) y no existe ningún intervalo abierto en el que la función es
monótona. Un subconjunto especial de estas funciones son las de tipo MNTI (del inglés monotonic type on no
interval). La función continua f es de tipo MNTI si para todo m 2 R ocurre que la función dada por f(x) +mx es
de tipo MNI.
En primer lugar de�nimos una función con dos copias de C:

De�nición 6.6

D0 : I! I

D0(x) =

�
C(2x); 0 � x � 1=2
C(2� 2x); 1=2 � x � 1

Destacamos un conjunto Mc = c=2[ (1=2+ c=2); es el conjunto de puntos x para los que no existe un intervalo,
conteniendo a x; donde D0 sea constante.

De�nición 6.7 Dada una función f de�nida en I y acotada; para a; b 2 I escribimos

fab(x) =

(
f
�
x�a
b�a

�
; si a � x � b

0; en otro caso

La función D0 tiene una in�nidad de intervalos, que escribiremos de forma numerada f[a0;n; b0;n] : n 2 Ng en los
que la función es constante; y la longitud total de esos intervalos es uno. Crearemos una función

D1(x) = D0(x) +
1X
n=1

(b0;n � a0;n)
2

D
a0;nb0;n
0 (x)

Esta función tiene las mismas propiedades que D0, los intervalos en los que es constante son notados como
[a1;n; b1;n]; procediendo como antes se tiene:

D2(x) = D1(x) +
1X
n=1

(b1;n � a1;n)
22

D
a1;nb1;n
0 (x)
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En general tenemos una sucesión de funciones obtenidas de este modo

Dk+1(x) = Dk(x) +
1X
n=1

(bk;n � ak;n)
2k+1

D
ak;nbk;n
0 (x)

La función D : I! I está de�nida por

D (x) = l��m
k!1

Dk(x) = D0(x) +
1X
k=0

1X
n=1

(bk;n � ak;n)
2k+1

D
ak;nbk;n
0 (x):

D es la función con las propiedades enunciadas anteriormente. La continuidad es consecuencia de la convergencia
uniforme de las Dk. Para estudiar la derivabilidad es necesario un resultado previo. (Por Tf denotaremos, como es
acostumbrado, a la variación total de una función de variación acotada f .)

Teorema 6.8 D es una función de variación acotada y tiene derivada cero en un conjunto de medida uno.

Demostración. Con la ayuda del teorema 0.8 es su�ciente demostrar que la serie doble

1X
k=0

1X
n=1

(bk;n � ak;n)
2k+1

TD
ak;nbk;n
0 ;

existe.
Para una función f de variación acotada, sepamos que f y fab (para cualesquiera a y b) veri�can Tf = Tfab:

Pero,
1X
k=0

1X
n=1

(bk;n � ak;n)
2k+1

TD
ak;nbk;n
0 = 2

1X
k=0

1X
n=1

(bk;n � ak;n)
2k+1

=
1X
k=0

1

2k+1
= 1;

por lo que D es de variación acotada. Como cada Dab
0 tiene derivada cero en un conjunto de medida uno, existe un

conjunto de medida uno en el que todas las Cak;nbk;n son derivables con derivada nula, por lo que hay un conjunto
de medida uno en el que la derivada de D es cero.

Teorema 6.9 El conjunto de puntos donde se alcanzan máximos relativos de D es un subconjunto de racionales,
denso en I.

Demostración. El modo en que ha sido de�nida D1(x) garantiza que D1(x) < D0(1=2) = D(1=2) para cualquier
valor de x 6= 1=2. Del mismo modo, para un intervalo [a0;n; b0;n], se tiene

D2(x) < D1

�
a0;n + b0;n

2

�
= D

�
a0;n + b0;n

2

�
para cualquier x 2 [a0;n; b0;n] y x 6= a0;n+b0;n

2 : En general,

Dk+1(x) < Dk

�
ak�1;n + bk�1;n

2

�
= D

�
ak�1;n + bk�1;n

2

�
para los puntos x 2 [ak�1;n; bk�1;n] y x 6= ak�1;n+bk�1;n

2 : Lo que hemos descrito nos garantiza que D alcanza su
máximo absoluto en 1=2: Como en [ak;n; bk;n] se tiene una réplica de D (la escala depende de cada intervalo),
podemos deducir que D tiene un máximo relativo en ak;n+bk;n

2 : Todos estos puntos son racionales.
Quedan dos casos:
i) Existe un intervalo [ak;n; bk;n]; de modo que para un elemento y 2 Mc se tiene que x =

y�ak;n
bk;n�ak;n ; por lo que

la función no puede tener un máximo.
ii) Existe una in�nidad de intervalos [ak;n; bk;n] que contienen a x. Por lo que para cualquier intervalo ]m;n[ 3 x;

encontramos x 2 [ak;n; bk;n] � ]m;n[ : En este intervalo D(x) < D
�
ak;n+bk;n

2

�
, por lo que la función no puede tener

un máximo en x:

Teorema 6.10 El conjunto de mínimos de D es un subconjunto de racionales, denso en I.
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Demostración. El razonamiento es similar al anterior, los mínimos se alcanzan en uno de los dos extremos de cada
intervalo [ak;n; bk;n]: Se trata de ak;n si [ak;n; bk;n] está incluido en un intervalo abierto en que Dk es monótona
decreciente y bk;n si en el intervalo encontrado Dk es monótona creciente.

Proposición 6.11 La función D es de tipo MTNI.

Demostración. La función de Cantor C satisface que l��m
n!1

1�C(1� 2
3n )

2=3n = +1; por tanto,

l��m
n!1

D0
�
1
2

�
�D0

�
1
2 �

1
3n

�
1=3n

= l��m
n!1

�
D0
�
1
2

�
�D0

�
1
2 +

1
3n

�
1=3n

= +1:

Pero en los puntos de la forma 1=2; 1=2� 1=3n y 1=2+ 1=3n; las funciones D y D0 coinciden. Los límites anteriores
son ciertos para D: En particular, para cualquier intervalo abierto que contenga a 1=2, es imposible encontrar un
número natural m satisfaciendo

D0

�
1

2
� 1

3n

�
+m

�
1

2
� 1

3n

�
� D0

�
1

2

�
+
m

2

� D0

�
1

2
+
1

3n

�
+m

�
1

2
+
1

3n

�
para todo n tal que 1=2� 1=3n y 1=2+1=3n pertenecientes al intervalo . Por tanto, D es MTNI en estos intervalos.
La forma en que hemos de�nido D asegura que, para un intervalo abierto I; existe un subintervalo cerrado J

con interior no vacío, donde D y DjJ se obtienen de la misma forma (multiplicado por alguna constante). Por tanto,
el razonamiento anterior puede aplicarse en J para concluir que D es MTNI.

6.4. Una función continua que no admite derivada en ningún punto

De�nición 6.12 Si el intervalo [ak;n; bk;n] tiene longitud 3�rk;n : La función será:

h(x) = D0(x) +
1X
k=0

1X
n=1

1

2rn;k
D
ak;nbk;n
0 (x):

Pero, en lugar de estudiar esta h, lo haremos con f(x) = h(x=2): La forma en que se construye la función muestra
que satisface las ecuaciones: 8>>><>>>:

f
�
x
3

�
= f(x)

2

f
�
x+2
6

�
= 1

2 +
f(x)
2

f
�
x+3
6

�
= 1

2 +
f(1�x)

2

f
�
x+2
3

�
= 1

2 +
f(x)
2

El teorema del punto �jo de Banach nos garantiza que es la única que las cumple.
Con el �n de obtener una representación relativamente sencilla y manejable estudiaremos la función continua

que satisface las ecuaciones: 8>>><>>>:
f
�
x
4

�
= f(x)

2

f
�
x+1
4

�
= 1

2 +
f(x)
2

f
�
x+2
4

�
= 1

2 +
f(1�x)

2

f
�
x+3
4

�
= 1

2 +
f(x)
2

Esta función es semejante a la anterior, pero cuando se crea el conjunto de Cantor los intervalos eliminados
tienen longitud 1=2 del anterior en vez de 1=3: Esto nos permite ayudarnos de la representación en base cuatro para
dar una expresión de la función. Su grá�ca es la que vemos a continuación.
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Necesitamos una breve introducción sobre máquinas y funciones secuenciales (véanse [59, Chap.XI] o [139]).
Sea S� el monoide libre generado por el alfabeto S (los elementos de S�son llamados palabras), y su elemento

unidad es la palabra vacía representada por �. Notamos por [m] el alfabeto f0; 1; 2; : : : ;m � 1g: Una máquina
secuencial (o transductor) M = (Q;A;B; �; �) consiste en un conjunto �nito de estados Q; un alfabeto de entrada
A; y otro de salida B; una función de transición � : Q�A! Q; y una función de salida � : Q�A! B:
Las funciones de transición y salida pueden ser extendidas de forma única a � : Q�A� ! Q y � : Q�A� ! B�;

respectivamente, satisfaciendo que � (q; �) = q; para todo q 2 Q; y para todas las palabras v; w 2 A� y todo q 2 Q
ocurre que

� (q; vw) = � (� (q; v) ; w) ;

� (q; vw) = � (q; v) � (� (q; v) ; w) :

Para cada q 2 Q; la máquina secuencial M = (Q;A;B; �; �) de�ne una función f�q : A
� ! B�que es llamada la

función secuencial correspondiente a M y q: De�nida por

f�q (a1; : : : ; an) = � (q; a1; : : : ; an) :

Si A = [n] y B = [m], entonces cada función secuencial f�q generalmente conduce a funciones multivaluadas fq : I! I
del siguiente modo: para x 2 I; sea x =

P1
k=0 xkn

�k; xk 2 [m] para todo k 2 Z+ [ f0g ; y f�q (x1 : : : xr) = b1 : : : br
para todo r 2 Z+: Entonces

fq(x) :=
1X
j=1

bj
mj
:

Teorema 6.13 Sea M = (Q;A;B; �; �) una máquina secuencial con,

Q = f�; �g ; A = f0; 1; 2; 3g ; y B = f0; 1g ;

� : Q�A! Q

tal que
(�; 0)! 0; (�; 0)! 1
(�; 1)! 1; (�; 1)! 1
(�; 2)! 1; (�; 2)! 1
(�; 3)! 1; (�; 3)! 0

y
� : Q�A! B

tal que
(�; 0)! �; (�; 0)! �
(�; 1)! �; (�; 1)! �
(�; 2)! �; (�; 2)! �
(�; 3)! �; (�; 3)! �

Entonces, la función f coincide con f�: (Notemos que f�(x) = f(1� x):)
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Demostración. Como g está bien de�nida en los puntos de doble de�nición de la representación diádica, basta
comprobarlo para 1=4; 1=2; 3=4: Pero, para veri�car que son la misma función es su�ciente observar que satisface
las ecuaciones funcionales.

Teorema 6.14 La función f es continua y no admite derivada en ningún punto.

Demostración. Fijado x 2 I. Para cualquier intervalo abierto conteniendo x, es posible encontrar x0 satisfaciendo
que jx� x0j � 1

4n y jf(x)� f(x
0)j � 1

2n : Por tanto, si existe derivada, debe ser in�nita y la a�rmación es cierta.
Observemos que, la función f no es una función de Besicovitch (i.e., una función continua que no tiene derivada

�nita o in�nita en ningún punto). Efectivamente, existen puntos para los que podemos encontrar una derivada
lateral in�nita, por ejemplo el origen. Pero, como veremos ahora, son un conjunto excepcional.

Proposición 6.15 Existe un conjunto de medida uno donde la función f no admite derivada lateral, �nita o
in�nita, en ninguno de sus puntos.

Demostración. Si el punto x 2 I tiene una in�nidad de dígitos igual a uno en su desarrollo en base cuatro
entonces, para cualquier " > 0; es posible encontrar x1;" > x tal que jx� x1;"j < " y f(x) = f(x0). Por tanto, de
existir derivada lateral derecha debe ser igual a cero.
Si el punto x 2 I tiene una in�nidad de dígitos igual a dos en su desarrollo en base cuatro entonces, para

cualquier " > 0; es posible encontrar x2;" < x cumpliendo que jx� x2;"j < " y f(x) = f(x0). Por tanto, de existir
derivada lateral izquierda, debe ser igual a cero.
Si el punto x 2 I tiene una in�nidad de dígitos igual a cero en su desarrollo en base cuatro entonces, para una

in�nidad de valores n; es posible encontrar x1;n > x veri�cando que jx� x1;nj � 1
4n y jf(x)� f(x1;n)j �

1
2n . Por

tanto, de existir derivada lateral derecha, no puede ser �nita.
Si el punto x 2 I tiene una in�nidad de dígitos igual a tres en su desarrollo en base cuatro entonces, para una

in�nidad de valores n; es posible encontrar x2;n < x para el que jx� x2;nj � 1
4n y jf(x)� f(x2;n)j �

1
2n . Por tanto,

de existir derivada lateral izquierda, no puede ser �nita.
Como es conocido por Teoría de Números, el conjunto de puntos cuyo desarrollo en base cuatro toma cada uno

de los cuatro dígitos en una in�nidad de ocasiones es de medida uno (véanse [74] y [128]). Por tanto, ninguno de
los puntos de este conjunto admite derivada lateral (�nita o in�nita).

Proposición 6.16 i. Para cada x 2 I; la función f satisface la condición de Hölder para el índice 1=2; i.e.,
jf(x)� f(y)j = O

�
jx� yj1=2

�
para y próximo a x:

ii. No existe ningún punto tal que la propiedad anterior sea cierta para 1=2� ":

Demostración. i. Si x =
P1

k=1
ak
4k
; e y =

P1
k=1

a0k
4k
, entonces consideramos dos casos.

i.a) x =
Pn

k=1
ak
4k
+ 1

4n+1 +
P1

k=m
ak
4k
; e y =

Pn
k=1

ak
4k
+
Pm�1

k=n+2
3
4k
+
P1

k=m
a0k
4k
, para am 6= 0: En este caso,

jx� yj � 1
4m y jf(x)� f(y)j = O

�
1
2m

�
: Por tanto, la a�rmación es cierta.

i.b) x =
Pn

k=1
ak
4k
+ 1

4n+1 +
P1

k=m
ak
4k
; e y =

Pn
k=1

ak
4k
+
Pp�1

k=n+2
3
4k
+
P1

k=p
a0k
4k
, para ap 6= 3 y p < m: En este

caso, jx� yj � 1
4p y jf(x)� f(y)j = O

�
1
2p

�
: Por tanto, la a�rmación es cierta.

i.c) En otro caso, si ak = a0k para los primeros n términos, entonces jx� yj � 1
4n y jf(x)� f(y)j = O

�
1
2n

�
; y se

obtiene nuevamente el resultado.
ii. La segunda parte está implícita en el último teorema puesto que hemos encontrado un valor y, para un x;

dado tal que jx� yj � 1
4n y jf(x)� f(y)j �

1
2n . Entonces, el índice no puede cambiarse por 1=2� ":

Corolario 6.17 La grá�ca de la función f tiene dimensión por cajas 1=2:

Ahora, demostraremos que f no admite derivada aproximada en ningún punto. Es necesario un poco de notación.
Recordamos que x es un punto de densidad en un conjunto medible A (véase [166]) si ocurre que

l��m
n!1

� (A \ [x� h; x+ h])
2h

= 1:

Casi todos los puntos de un conjunto medible A son densos en él. Una función f se dice que es aproximada-
mente derivable en un punto x si existe un conjunto A para el que x es un punto de densidad y existe el límite
l��m

A�a!x

f(a)�f(x)
a�x : No es difícil demostrar que, en caso de existir, el límite no depende de A: Este límite es la derivada

aproximada de f en x.
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Teorema 6.18 La función f no tiene derivada aproximada en ningún punto.

Demostración. Para todo intervalo
�
x� 1

4n�1 ; x+
1

4n�1

�
; podemos encontrar subintervalos de la forma�

k

4n
;
k + 1

4n

�
�
�
t

4n+1
;
t+ 1

4n+1

�
3 x:

Si t � 0; entonces consideramos
h
4(t+1)+1
4n+2 ; 4(t+1)+24n+2

i
=: Bn: En otro caso, tomamos

�
4t
4n+2 ;

4t+1
4n+2

�
=: Bn:

En los dos casos, si y 2 Bn; entonces jx� yj � 1
4n y jf(x)� f(y)j �

1
2n+2 ; por tanto

��� f(x)�f(y)x�y

��� � 2n�2:
Si x es un punto de densidad en A; existe una in�nidad de valores n para los que A\Bn 6= ;: Si no ocurre esto,

entonces

�

�
A \

�
x� 1

4n�1
; x+

1

4n�1

��
� 2 1

4n�1
� 1

4n+1
;

lo que contradice el hecho de que

l��m
n!1

�
�
A \

�
x� 1

4n�1 ; x+
1

4n�1

��
2 1
4n�1

= 1:

Sea (nk) la sucesión de los índices para los que A \ Bnk 6= ;: Podemos elegir yk 2 A \ Bnk : Para cada uno de
ellos, tenemos

��� f(x)�f(yk)x�yk

��� � 2nk�2: Por tanto, no puede ser aproximadamente derivable.
Argumentos de autosimilaridad conducen al siguiente resultado.

Proposición 6.19 Z 1

0

f(x)dx = 3=4

Proposición 6.20 El conjunto de puntos en que f(x) = 1 tiene dimensión de Hausdor¤ ln 3= ln 4:

Demostración. El conjunto es autosimilar y responde a estas tres contracciones de I:8<: T1(x) =
1
4x+

1
4

T2(x) =
1
4 (1� x) +

1
2

T3(x) =
1
4x+

3
4

Esta función está relacionada con la familia Sa que ya estudiamos anteriormente. Son funciones de�nidas en el
intervalo unidad I satisfaciendo las ecuaciones:�

Sa
�
x
2

�
= aSa (x)

Sa
�
1+x
2

�
= a+ (1� a)Sa (x) :

La relación se establece mediante la medida de capacidad. Recordamos que, para una función dada g, vg está
dada por

vg(A) = � (fx : g(x) 2 Ag) :

Proposición 6.21 La función f cumple:
vf ([0; x]) = S1=4(x).

Demostración. La función k(x) := vf ([0; x]) satisface las ecuaciones funcionales de arriba. Esta igualdad se obtiene
gracias a la autosimilaridad de f:

Corolario 6.22 Existen dos conjuntos, que llamamos A y B; tales que A es de medida de Lebesgue 1 y f�1(A) es
de medida nula. Por otra parte, B es nulo, mientras que f�1(B) es de medida 1.

Comentario 6.23 Es posible una descripción explícita para los conjuntos dados arriba con la ayuda del sistema
diádico generalizado que se desarrolla en [5]. En particular, A es el conjunto de puntos cuyo desarrollo en serie
dado por

x =
+1X
k=0

�
3

4

�k
1

4mk
;

con 1 � m0 � m1 � � � � � mk � � � � y l��m
n!1

mk

k = 1: Además, es posible obtener su dimensión de Hausdor¤ como
3
4 ln

3
4+

1
4 ln

1
4

ln 2 .
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6.5. El caso absolutamente continuo

Siguiendo las ideas anteriores se creará una función absolutamente continua que no es monótona en ningún
intervalo. Para ello, en primer lugar, construiremos un conjunto de tipo Cantor. En el intervalo I, eliminamos un
intervalo central de longitud 1=22 (es decir [3=8; 5=8]), posteriormente en cada uno de los dos intervalos que quedan
hacemos lo mismo, pero los intervalos eliminados serán de longitud 1=24; repitiendo el proceso con los intervalos
eliminados de longitud 1=26; 1=28; :::; 1=22n; :::. El resultado después de este proceso es un conjunto de medida 1=2;
al que notaremos por k:
La función auxiliar K podemos crearla mediante sucesivas aproximaciones por polinomios, de modo que sea

constante el los intervalos eliminados. Sin embargo, optamos por un método que parece más adecuado para nuestros
intereses.

De�nición 6.24 K(x) = 2
R x
0
�k(t)dt; (donde �k es la función característica del conjunto k).

Evidentemente esta función es absolutamente continua, monótona creciente, tiene un conjunto denso de intervalos
en los que es constante y K(0) = 0 y K(1) = 1. Procedemos como en el caso anterior.

De�nición 6.25

K0 : I! I

K0(x) =

�
K(2x); 0 � x � 1=2
K(2� 2x); 1=2 � x � 1

La función K0 tiene una in�nidad de intervalos, que escribiremos numerada, [c0;n; d0;n] en los que la función es
constante. Crearemos una función

K1(x) = K0(x) +
1X
n=1

(d0;n � c0;n)
2

Kc0;nd0;n(x):

Los intervalos en los que K0 es constante son notados como [c1;n; d1;n]. Ahora,

K2(x) = K1(x) +

1X
n=1

(d1;n � c1;n)
22

Kc1;nd1;n(x);

y en general:

Ks+1(x) = Ks(x) +

1X
n=1

(ds;n � cs;n)
2s+1

Kcs;nds;n(x)

De�nición 6.26 De�namos

K (x) = l��m
s!1

Ks(x) = K0(x) +

1X
s=0

1X
n=1

(ds;n � cs;n)
2s+1

Kcs;nds;n(x)

Comentario 6.27 La longitud de los intervalos hace que, ahora, la situación sea distinta al caso anterior y no es
necesario multiplicar por 1=2s+1: Podíamos haber de�nido

K� (x) = K0(x) +
1X
s=0

1X
n=1

(ds;n � cs;n)Kcs;nds;n(x)

y la función seguiría teniendo las mismas propiedades.

Razonando como anteriormente:

Teorema 6.28 K es una función absolutamente que no ningún intervalo de monotonía. Sus máximos y mínimos
relativos son un conjunto de números racionales denso en I.

Demostración. Lo único que hemos de demostrar es que la función es absolutamente continua, las demás a�rma-
ciones siguen como se hizo para D. Considerando

K (x) = K0(x) + l��m
s!1

rX
s=0

rX
n=1

1

2s+1

Z x

0

Rcs;nds;n(t)dt:

Las funciones Rcs;nds;n están acotadas, por lo que el teorema de la convergencia dominada nos permite inter-
cambiar límite e integración. De este modo obtenemos que la función es absolutamente monótona.
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6.5.1. Particiones de I y funciones MNI
Encontrar una función absolutamente continua que no sea monótona en ningún punto está garantizado si en-

contramos una descomposición de I en dos conjuntos medibles A y B tales que para cualquier intervalo abierto J
se tiene que � (J \A) > 0 y � (J \B) > 0. La función a de�nir sería

G(x) =

Z x

0

�A(x)� �B(x)dx

Estos conjunto A y B no pueden estar distribuidos "homogéneamente", por ejemplo: no puede ocurrir que
exista un valor � veri�cando que � (J \A) = ��(J) y � (J \B) = (1 � �)�(J): Si así fuese la función G(x) =R x
0
�A(x)dx = �x debería ocurrir que en un conjunto de medida �(B) su derivada fuese nula, lo que evidentemente

no es posible.
a) Para construir A y B creamos, mediante el método de eliminación de intervalos centrales, un conjunto de

medida positiva. Los elementos de éste menores que 1=2 pertenecerán a A y los mayores a B: Repetimos el proceso,
con los puntos centrales, en cada intervalo (evidentemente, se puede elegir la pertenencia a A o B en cada ocasión
como se quiera). El único cuidado que hay que tener es el que en el resultado �nal, la unión de A y B tenga medida
uno. Con estos conjuntos tenemos la función G: K� es el caso en que siempre se toman como conjuntos de medida
la mitad del anterior.
b) Otro modo de crear A y B es ayudarnos de funciones singulares estrictamente crecientes. Sea f : I ! I

una de estas funciones (con f(0) = 0; f(1) = 1), A� un conjunto de medida cero que concentra la masa y B� su
complementario, i.e., df(A�) = 1; dx(A�) = 0; df(B�) = 1; dx(A�) = 0:
Por otra parte, tomamos una función absolutamente continua estrictamente creciente g : I ! I, con g(0) = 0;

g(1) = 1: De�nimos h = f+g
2 ; nuestros conjuntos serán A = h(A

�) y B = h(B�): Dado un intervalo J; escribimos
J� = h�1(J); entonces

� (J \A) = dh (J� \A�) = df(J�) + dg (J� \A�)
2

=
df(J�)

2
> 0:

(La última igualdad es consecuencia del teorema de Banach-Zaretzki [93, pág. 167].) Para B se procede del mismo
modo.

Comentario 6.29 Para los casos particulares de f = Sa y g = identidad; ¿la función G(x) =
R x
0
[�A(t)� �B(t)] dt

es derivable en todos los puntos?

Comentario 6.30 (Relación con funciones absolutamente continuas cuya inversa no lo es) Es conocido
que una función de distribución es singular en I;si y sólo si, aplica un conjunto de medida uno en otro de medida
cero y, al contrario, un conjunto de medida cero en otro de medida uno. Evidentemente, si f es singular y estric-
tamente creciente entonces f�1 también ha de serlo. Este no es el caso de las funciones absolutamente continuas,
podemos encontrar funciones f creciente y absolutamente continuas con inversa que no es. La clave de la propuesta
que se hace a continuación está en el teorema de Banach-Zaretzki, ya que únicamente pide que aplique conjuntos de
medida cero en otros de la misma medida; buscaremos una función a.c. y creciente que aplica un conjunto de medida
positiva en uno de medida cero. Un método sencillo nos lo da una descomposición de las anteriores. La función
G(x) = 1

�(A)

R x
0
�A(t)dt; evidentemente, es una función de distribución absolutamente continua. En un conjunto de

medida �(A) se tiene G0(x) = 1
�(a) y en otro de medida �(B) = 1� �(A) se tiene G

0(x) = 0.
Necesitamos ayuda del siguiente resultado: Si f es creciente y en todos los puntos de un conjunto E; la función

tiene derivada y el valor de ésta es �; entonces � (f(E)) = �� (f (E)) ; se deduce de [93, pág. 22].
Un subconjunto B0 de B, de medida positiva, se aplica, mediante f; en uno de medida nula. La inversa f�1;

aplica el conjunto f(B0); de medida nula, en otro de medida positiva, por lo que no puede ser absolutamente continua.
(Notemos que tampoco puede ser singular pura.)
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Capítulo 7

Funciones que conservan la medida y
cópulas

7.1. Introducción

La relación entre cópulas y funciones que conservan la medida en el intervalo unidad es un campo de investigación
relativamente nuevo. La existencia de una relación entre ellas ha sido establecida en 1996 en [129] y [163] del siguiente
modo: si f1; f2; : : : ; fn son funciones que conservan la medida, la función Cf1;f2;:::;fn : In ! I de�nida por

Cf1;f2;:::;fn (x1; x2; : : : ; xn) := �
�
f�11 ([0; x1]) \ f�12 ([0; x2]) \ : : : \ f�1n ([0; xn])

�
es una cópula. Inversamente, toda cópula puede expresarse de la forma Cf1;f2;:::;fn .
Recientemente, en [102], los autores plantean el problema de caracterizar los pares de funciones (f; g) que

conservan la medida y tales que la cópula asociada es la llamada cópula producto o cópula independiente; es decir,
� = Cf;g. En este Capítulo damos respuesta a ese problema; y se da un método que, para una cópula C; permite
encontrar funciones (f; g) que preservan la medida para las que C = Cf;g: El resultado también es válido para n
dimensiones.
En el caso de la cópula independiente � se dan algunos ejemplos de estas funciones. Se trata de funciones bien

conocidas pues fueron descubiertas a �nales del siglo XIX y principios del siglo XX; son debidas a Cantor, Hilbert
y Peano.
Recientemente, Fredricks et al. en [67], utilizando un sistema iterado de funciones, construyen una familia de

cópulas fCTr : r 2 ]0; 1=2[g cuyo soporte es un conjunto fractal. Utilizando dos sistemas de representación de los
números del intervalo I, describimos dos funciones fr y gr que preservan la medida para las que Cfr;gr es la cópula
CTr :
También, utilizando técnicas relacionadas con fractales, probabilidad y Teoría Ergódica (véanse, por ejemplo,

[30], [63], [64]), se estudian algunas propiedades de estos sistemas de representación.
Mediante la caracterización de las funciones cuya grá�ca concentra una medida doblemente estocástica y, por

tanto, origina una cópula, podemos estudiar un caso particular de funciones. Se trata de las funciones autoa�nes.
Kamae, en [91], usando una generalización de la dada por Kôno, en [103], para funciones autoa�nes, da una
caracterización de éstas como funciones generadas por autómatas. Urbanski, en [162], ha dado condiciones para
determinar la dimensión de la grá�ca de una función autoafín en el sentido introducido por Kôno.
En [104], Kono obtiene las dimensiones de Hausdor¤ y por cajas de la grá�ca de una función autoafín bajo

algunas condiciones. En [22] y [141] se encuentran resultados que siguen esta línea de investigación.
En este Capítulo vamos a dar una de�nición de función autosimilar, en el sentido de Kamae, adaptada al intervalo

I, y condiciones para que la grá�ca de una de estas funciones pueda soportar una medida doblemente estocástica
y, por tanto, tenga asociada una cópula. Esta condición nos permitirá calcular la dimensión de Hausdor¤ de las
funciones autoa�nes.

7.2. Resultado general

Proposición 7.1 Sea f : I ! I una función medible Borel. Entonces, existe una cópula C cuya medida asociada
�C tiene su masa concentrada en la grá�ca de f (con �C (G (f)) = 1) si, y sólo si, la función f preserva la medida
de Lebesgue �:
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Demostración. La condición es necesaria: sea C una cópula satisfaciendo que �C (G(f)) = 1:
Representamos por B (G (f)) la ��álgebra formada por los conjuntos de B

�
I2
�
que están incluidos en G (f) ;

y, en ella, la restricción de �C que notaremos �f . La biyección f
� : I ! G (f) ; dada por x ! (x; f(x)) ; permite

establecer un isomor�smo entre los espacios de medida (I; �;B (I)) y (G(f);B (G (f)) ; �C) : La función f� induce
una biyección entre las ��álgebras; y, para un subintervalo [a; b] � I, ocurre que

� ([a; b]) = �C ([a; b]� I) = �C ([a; b]� I\G (f)) = �f ([a; b]� I\G (f)) :

Como estos conjuntos generan la ��álgebra, entonces el teorema de extensión (veáse,[30]) garantiza que, para
todo A 2 B

�
I2
�
;

�C(A) = � (ft : (t; f(t)) 2 Ag) :

Por tanto, para todo B 2 B (I) ; tenemos

�(f�1 (B)) = � (ft : (t; f(t)) 2 I�Bg) = �C (I�B) = �(B);

esto es, f conserva la medida.
Por otra parte, si � es una medida tal que

�(A) = � (ft : (t; f(t)) 2 Ag)

para todo A 2 B
�
I2
�
; entonces es doblemente estocástica. Y, por tanto, está concentrada en la grá�ca de f:

Concluimos que la condición es también su�ciente.
Vamos a considerar ahora cuatro aplicaciones de I2 en sí mismo:8>><>>:

f0 : I2 ! I2; (x; y)! (x=2; y=2)
f1 : I2 ! I2; (x; y)! (x=2; y=2 + 1=2)
f2 : I2 ! I2; (x; y)! (x=2 + 1=2; y=2 + 1=2)
f3 : I2 ! I2; (x; y)! (x=2 + 1=2; y=2) :

Representaremos por Ai al conjunto fi
�
I2
�
; con i 2 f0; 1; 2; 3g ; por Aij a fi � fj

�
I2
�
; con i; j 2 f0; 1; 2; 3g : En

general, Ai1i2:::in = fi1 � fi2 � : : : � fin
�
I2
�
; con i1; i2; : : : ; in 2 f0; 1; 2; 3g :

Para n �jo, la unión de los conjuntos Ai1i2:::in ;donde i1; i2; : : : ; in 2 f0; 1; 2; 3g ; es el cuadrado unidad. Los
interiores de estos cuadrados son disjuntos; y sus intersecciones son vacías o bien se trata de segmentos verticales u
horizontales de longitud 1=2n:
Para la siguiente demostración necesitamos introducir unas de�niciones. Para evitar complicar la notación, en

las de�niciones y el teorema nos limitaremos a considerar dimensión dos; pero, fácilmente, se puede extender a más
dimensiones.

De�nición 7.2 Al conjunto fAi1i2:::in : i1; i2; : : : ; in 2 f0; 1; 2; 3gg lo llamaremos división n�ésima de I2:

Dado un entero 0 � m < 4n le asociamos un índice, i1i2 : : : in; obtenido de la representación de m en base 4,
m = 4i1 + 4i2 + � � �+ 4in . Al conjunto Ai1i2:::in lo representamos por Am;n; y al valor �C (Am;n) ; por �m;n:

De�nición 7.3 (División del intervalo I asociada a la cópula C) El intervalo m de orden n es de la forma

Bm;n =

"
m�1X
s=0

�s;n;
mX
s=0

�s;n

#
:

Puede ocurrir que haya intervalos de longitud nula; y también puede ocurrir que estén repetidos.
Resulta inmediato que Bm;n�1 = B4m;n [B4m+1;n [B4m+2;n [B4m+3;n. Por tanto, si el primero se reduce a un

punto, los otros también.
Dadas las de�niciones anteriores, una sucesión de cuadrados (Dn) ; tales que Dn pertenece a la división n�ésima

y que Dn � Dn�1; determina un único punto del cuadrado unidad.

Lema 7.4 Una sucesión de intervalos (En) ; veri�cando que En pertenece a la división n�ésima y que En � En�1;
determina un único punto del intervalo unidad.

Demostración. Es consecuencia de que las medidas asociadas a las cópulas no tienen átomos; y, por tanto, � (En)
tiende a cero.
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Teorema 7.5 Si f1; f2; : : : ; fn son funciones que conservan la medida, la función Cf1;f2;:::;fn : In ! I de�nida por

Cf1;f2;:::;fn (x1; x2; : : : ; xn) := �
�
f�11 ([0; x1]) \ f�12 ([0; x2]) \ : : : \ f�1n ([0; xn])

�
es una cópula. Inversamente, toda cópula puede expresarse de la forma Cf1;f2;:::;fn :

Demostración. Por simplicidad, la demostración se hará en dimensión dos. Vamos a establecer una correspondencia
entre I y I2: Dado x 2 I, de�nimos como Ax al conjunto de sucesiones de intervalos (En) tales que En pertenece a
la división n�ésima, En � En�1 y x 2 En; 8n. Dada una sucesión de (En) 2 Ax; para En hay un único valor m
cumpliendo que En = Bm;n: Por tanto, la sucesión (En) tiene asociada de forma natural otra sucesión de cuadrados
(Dn) ; de modo que Dn pertenece a la división n�ésima y que Dn � Dn�1: El modo de hacerlo consiste en tomar
Dn = Am;n: Cada una de las sucesiones (Dn) anteriores determina un único punto. De�nimos la correspondencia
c0 : I! I2 de modo que c0(x) es el conjunto de puntos determinados por las distintas sucesiones (Dn) asociadas con
los elementos de Ax:
La correspondencia c0 determina, a su vez, otras dos:

c01 : I! I y c02 : I! I;

donde c01(x) es la proyección de c
0(x) en la primera coordenada y c02(x) lo es en la segunda.

Las funciones que vamos a estudiar son las de�nidas mediante:

c1(x) = ��nf c
0
1(x) y c2(x) = ��nf c

0
2(x):

Hemos de comprobar que ambos preservan la medida de Lebesgue en los conjuntos de Borel, para ello es su�ciente
con comprobarlo en los intervalos de la forma

�
l
2k
; l+1
2k

�
:

En primer lugar, demostraremos que �
�
c�11

�
l
2k

��
tiene medida nula. Evidentemente,

c�11

�
l

2k

�
� c�11

��
2sl � 1
2k+s

;
2sl + 1

2k+s

��
� c0�1

��
2sl � 1
2k+s

;
2sl + 1

2k+s

�
� I
�
:

Por el modo en que se de�nió c0 tenemos que

�

�
c�11

�
l

2k

��
� �

�
c0�1

��
2sl � 1
2k+s

;
2sl + 1

2k+s

�
� I
��

� 1

2k+s�1
:

(La última desigualdad es una consecuencia de que C es una cópula.) Si s tiende a in�nito, queda demostrada
la a�rmación.
La forma de de�nir c0; junto a la a�rmación anterior, nos permite escribir

�

�
c�11

��
l

2k
;
l + 1

2k

���
= c0�1

��
l

2k
;
l + 1

2k

�
� I
�
=
1

2k
:

Comentario 7.6 La de�nición de c1(x) y c2(x) no era necesaria ya que en un conjunto de medida uno c01(x) y
c02(x) constan de un único punto; no es así en un conjunto numerable, por lo que la de�nición que se ha hecho no
tiene in�uencia y podía haber sido cualquier otra.

7.3. El caso de la cópula producto �

En [102] los autores plantean el siguiente problema sobre la representación de la cópula producto (o cópula
independiente) �:

Problema 7.7 Encontrar un par de funciones f y g para las que Cf;g es �:

Ocurre que el método de construcción anterior nos permite encontrar esas funciones. Posteriormente, daremos
una expresión utilizándolo; pero ahora vamos a dar una respuesta general al problema.
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Teorema 7.8 Para que la cópula Cf;g sea la cópula producto � es necesario y su�ciente que f y g sean variables
aleatorias independientes.

Demostración. Si las funciones f y g consideradas como variables aleatorias en I son independientes tenemos que

Cf;g((x; y)) = �
�
f�1([0; x] \ g�1([0; y]

�
= �

�
f�1([0; x]

�
�
�
g�1([0; y]

�
= xy = �(x; y):

Por el contrario, si
�(x; y) = xy = Cf;g((x; y)) = �

�
f�1([0; x] \ g�1([0; y]

�
;

y entonces
�
�
f�1([0; x] \ g�1([0; y]

�
= xy = �

�
f�1([0; x]

�
�
�
g�1([0; y]

�
;

y, por tanto, se sigue la independencia de f y g:

Corolario 7.9 Si f : I ! I es una función biyectiva que conserva la medida entonces no existe ninguna otra
función g que preserve la medida de modo que f y g (vistas como variables aleatorias) sean independientes.

Demostración. Lo demostraremos, en primer lugar, para la identidad; i.e. f(x) = i(x) = x: Si existe g independi-
ente con f; tomaremos el conjunto A = g�1([0; 1=2]): La independencia garantiza que

� (A \ [0; t]) = �
�
g�1([0; 1=2]) \ i�1 ([0; t])

�
= �

�
g�1([0; 1=2])

�
�
�
i�1 ([0; t])

�
= t=2:

De�nimos ahora la función h(t) =

tZ
o

�A(x)dx: Puesto que

� (A \ [0; t]) =
tZ
o

�A(x)dx

tenemos que, para cualquier valor de t; es h0(t) = 1=2:
Por otra parte, en un conjunto de medida uno, es cierto que h0(t) = �A(t): Esta contradicción nos permite

concluir que no existe tal función g:
En general, si f es una biyección que conserva la medida y otra función g que también preserva la medida y es

independiente con f; se tiene que
�((x; y)) = Cf;g = Cid;g�f�1 :

Puesto que g � f�1 preserva la medida, tenemos que hemos encontrado una función que es independiente con la
identidad y preserva la medida, lo que es una contradicción.
A continuación se muestran tres ejemplos de pares de funciones para los que Cf;g es �:

7.3.1. Ejemplo de Cantor

En este caso, la cópula cumple que para cualquier rectángulo con interior no vacío, se tiene que la medida
asociada con ella es positiva; en particular, los de la forma

�
l
2k
; l+1
2k

�
�
�
m
2k
; m+1
2k

�
tienen medida 1

22k
. Esto garantiza

que la correspondencia de�nida en el teorema 7.5, asocia un único punto a los puntos de I que no admiten desarrollo
�nito en base cuatro; y a los que admiten desarrollo �nito, les hace corresponder dos puntos.
Para � las divisiones inducidas en I son intervalos de longitud 1=4n; por lo que parecería adecuado utilizar la

representación en base cuatro pero no es así. Para describir las funciones f y g utilizamos la representación en base
dos. Sea x =

P an
2n un punto con representación única en base dos, las funciones son:�

f(x) =
P a2n�1

2n

g(x) =
P a2n

2n

En el resto de puntos podemos optar por una de las dos representaciones de x y asociarle un valor siguiendo
estas reglas; o por cualquier valor: no in�uirá ya que se trata de un conjunto de medida nula.
Este ejemplo puede extenderse a otras dimensiones sin ninguna di�cultad.
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7.3.2. Ejemplo de Hilbert

Las funciones anteriores son discontinuas. Podríamos introducir una modi�cación que nos dé como resultado
funciones continuas. Para ello cambiamos la de�nición de las funciones fi; y, por tanto, de las divisiones. Las nuevas
funciones serían: 8>><>>:

f0 : I2 ! I2; (x; y)! (y=2; x=2)
f1 : I2 ! I2; (x; y)! (x=2; y=2 + 1=2)
f2 : I2 ! I2; (x; y)! (x=2 + 1=2; y=2 + 1=2)
f3 : I2 ! I2; (x; y)! (1� y=2; x=2 + 1=2)

En este caso no hay doble de�nición en ningún punto; y la correspondencia es una función. Las grá�cas de f y
g son:

Coordenadas de la curva de Hilbert.

Proposición 7.10 Las coordenadas de la curva de Hilbert conservan la medida y son variables aleatorias indepen-
dientes.

7.3.3. Ejemplo de Peano

La división que se hizo del intervalo I2 no es esencial en la demostración del teorema 7.5 y podría haberse hecho
otra diferente. Un ejemplo puede ser utilizar una división en nueve cuadrados y las funciones8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

f0 : I2 ! I2; (x; y)! (y=3; x=3)
f1 : I2 ! I2; (x; y)! (�x=3 + 1=3; y=3 + 1=3)
f2 : I2 ! I2; (x; y)! (x=3; y=3 + 2=3)
f3 : I2 ! I2; (x; y)! (x=3 + 1=3;�y=3 + 1)
f4 : I2 ! I2; (x; y)! (�x=3 + 2=3;�y=3 + 2=3)
f5 : I2 ! I2; (x; y)! (x=3 + 1=3;�y=3 + 1=3)
f6 : I2 ! I2; (x; y)! (x=3 + 2=3; y=3)
f7 : I2 ! I2; (x; y)! (�x=3 + 1; y=3 + 1=3)
f8 : I2 ! I2; (x; y)! (x=3 + 2=3; y=3 + 2=3)

El resultado nos da las coordenadas de la curva de Peano, que cubre el cuadrado unidad.

Proposición 7.11 Las coordenadas de la curva de Peano conservan la medida y son variables aleatorias indepen-
dientes.

Para ver la extensión a más dimensiones de las dos últimas curvas puede consultarse [149].
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7.4. Cópulas autosimilares

El método general, descrito anteriormente, no siempre es el más adecuado para intentar encontrar una expresión
explícita de las funciones f y g: Concretamente, en el caso de cópulas autosimilares podemos utilizar otros más
adecuados. En el siguiente Capítulo puede encontrarse un conjunto de estas cópulas a las que se pueden aplicar
ideas similares a las que utilizaremos a continuación. Vamos a centrarnos en las medidas de�nidas en el tranajo de
Fredricks el al. [67].
Estas cópulas vienen determinadas por medidas autosimilares tales que en los cuadrados:

C0; que tiene por vértices a (0; 0) ; (0; r) ; (r; 0) ; (r; r);

C1; que tiene por vértices a (0; 1� r) ; (0; 1) ; (r; 1� r) ; (r; 1);
C2; que tiene por vértices a (1� r; 0) ; (0; 1) ; (1� r; r) ; (1� r; 1);
C3; que tiene por vértices a (1� r; 1� r) ; (1� r; r) ; (1� r; 1) ; (1; 1);
C4; que tiene por vértices a (r; r) ; (1� r; r) ; (r; 1� r) ; (1� r; 1� r);

tienen, respectivamente, masas r=2; r=2; 1�2r; r=2; r=2; y cero, fuera de ellos. Todo lo anterior lo podemos expresar
matricialmente mediante

Tr =

24 r=2 0 r=2
0 1� 2r 0
r=2 0 r=2

35
Para encontrar una expresión de f y de g no son adecuados los sistemas de representación usuales; y por este
motivo, describiremos dos nuevos sistemas de representación que, para este ejemplo, son más adecuados.

Proposición 7.12 (Sistema A) Todo punto del intervalo ]0; 1] puede expresarse de la forma

�0 + �1�1 + �2�2 + � � �+ �i�i + � � �

con �i 2 f0; r=2; r; 1� r; 1� r=2g y �i de�nido a partir de �i�1 de la forma

�i =

8>>>><>>>>:
�i�1r=2; si �i�1 = 0
�i�1r=2; si �i�1 = r=2
�i�1(1� 2r); si �i�1 = r
�i�1r=2; si �i�1 = 1� r
�i�1r=2; si �i�1 = 1� r=2

Esta representación es única, salvo en un conjunto numerable de puntos en los que admite dos representaciones,
una �nita y otra estacionaria.

Proposición 7.13 (Sistema B) Todo punto del intervalo ]0; 1] puede expresarse de la forma

a0 + d1a1 + d2a2 + � � �+ diai + � � �

con ai 2 f0; r; 1� rg y di de�nido a partir de di�1 de la forma

di =

8<: di�1r; si ai�1 = 0
di�1(1� r); si ai�1 = r
di�1r; si ai�1 = 1� r

Esta representación es única, salvo en un conjunto numerable de puntos en los que se admiten dos representaciones,
una �nita y otra estacionaria.

Teorema 7.14 La cópula C dada por la matriz Tr es igual a Cf;g; donde la función f se obtienen mediante una
relación entre los sistemas A y B del siguiente modo. Sea un punto con representación única

x = �0 + �1�1 + �2�2 + � � �+ �i�i + � � �

en el sistema A, entonces
f(x) = d0 + d1a1 + d2a2 + � � �+ diai + � � �
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donde los coe�cientes ai están determinados por los �i:

�i =

8<: 0; si ai�1 = 0 ó r=2
r; si ai�1 = r
1� r; si ai�1 = 1� r ó 1� r=2

Para g ocurre igual, pero la relación viene dada por

ai =

8<: 0; si ai�1 = 0 ó 1� r
r; si ai�1 = r
1� r; si ai�1 = r=2 ó 1� r=2

En el caso de los puntos con doble representación se puede tomar cualquiera de las dos.

Demostración. La demostración es idéntica a la general, pero utilizando el hecho de que la cópula es autosimilar
y singular; y que su soporte está determinado por cinco contracciones.

7.5. Propiedades de los sistemas de representación

Con la ayuda de herramientas probabilísticas y técnicas propias de fractales, que pueden consultarse en [30],
[63], o en [64], no es difícil obtener los siguientes resultados:

Teorema 7.15 Los sistemas A y B son de Bernoulli. Además:

a. En el sistema de representación A, �i(x) son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.

b. En el sistema de representación B, ai(x) son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.

Proposición 7.16 Hay un conjunto de medida uno en el que ocurre:

a. Para el sistema A, existen los siguientes límites

l��m
n!1

Card f�i = 0 : 0 � i � ng
n

= r=2

l��m
n!1

Card f�i = r=2 : 0 � i � ng
n

= r=2

l��m
n!1

Card f�i = r : 0 � i � ng
n

= 1� 2r

l��m
n!1

Card f�i = 1� r : 0 � i � ng
n

= r=2

l��m
n!1

Card f�i = 1� r=2 : 0 � i � ng
n

= r=2

b. Para el sistema B, existen los siguientes límites

l��m
n!1

Card f�i = 0 : 0 � i � ng
n

= r

l��m
n!1

Card f�i = r : 0 � i � ng
n

= 1� 2r

l��m
n!1

Card f�i = 1� r : 0 � i � ng
n

= r

Hay un conjunto de medida uno en el que ocurre:

c. Para el sistema A, existe el límite

l��m
n!1

Pn
i=1 �i
n

= 2r � 5
2
r2:
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d. Para el sistema B, existe el límite

l��m
n!1

Pn
i=1 ai
n

= 2r � 3r2

Y aún podemos precisar un poco más:

Proposición 7.17 Hay un conjunto de medida uno en el que ocurre:

a. Para el sistema A, existe el límite Pn
i=1 �i
n

= 2r � 5
2
r2 +O

 p
ln lnnp
n

!

b. Para el sistema B, existe el límite Pn
i=1 ai
n

= 2r � 3r2 +O
 p

ln lnnp
n

!

Proposición 7.18 Hay un conjunto de medida uno en el que ocurre:

a. Para el sistema A, existe el límite

l��m
n
�

 
a <

2
Pn

i=1 �i � n
�
2r � 5

2r
2
�p

n (4r � 18r2 + 35r3 � 25r4)
< b

!
=

1p
2�

Z b

a

e�
x2

2 dx;

b. Para el sistema B, existe el límite

l��m
n
�

 
a <

Pn
i=1 �i � n

�
2r � 3r2

�p
n ((r � 5r2 + 11r3 � 9r4))

< b

!
=

1p
2�

Z b

a

e�
x2

2 dx:

Si tenemos dos valores reales r y r0 comprendidos entre 0 y 1=2; podemos de�nir una función h1 que a un punto
x con representación en el sistema A (con parámetro r)

x = �0 + �1�1 + �2�2 + � � �+ �i�i + � � � ;

le hacemos corresponder
h1(x) = �

0
0 + �

0
1�

0
1 + �

0
2�

0
2 + � � �+ �0i�0i + � � � :

(La tilde indica que en esta representación sustituimos r por r0.)

Proposición 7.19 La función h1 está bien de�nida; i.e., la función no depende de la representación elegida para
aquellos puntos con doble representación.
Además, es continua, estrictamente monótona creciente y en un conjunto de medida uno es derivable con deriva-

da igual a cero. En particular, h1 no admite derivada no nula en ningún punto.

Proposición 7.20 La función h1 aplica un conjunto de medida cero y dimensión fractal

2r ln r
0

2 + (1� 2r) ln(1� 2r
0)

2r ln r
2 + (1� 2r) ln(1� 2r)

;

en otro de medida uno.

Proposición 7.21 La función h1 aplica un conjunto de medida uno en otro de medida cero y la dimensión fractal
del último es

2r0 ln r
2 + (1� 2r

0) ln(1� 2r)
2r0 ln r

0

2 + (1� 2r0) ln(1� 2r0)
:

Si hacemos lo mismo con el sistema de representación B, tenemos una función h2 con las mismas propiedades
que h1; pero, en este caso, las dimensiones de Hausdor¤ de los conjuntos obtenidos son

2r ln r0 + (1� 2r) ln(1� 2r0)
2r ln r + (1� 2r) ln(1� 2r) y

2r0 ln r + (1� 2r0) ln(1� 2r)
2r0 ln r0 + (1� 2r0) ln(1� 2r0)

respectivamente.
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7.6. Cópulas y funciones autoa�nes

Enunciamos, para el caso continuo la proposición 7.1.

Proposición 7.22 Dada una función continua f : I ! I; la condición necesaria y su�ciente, para poder de�nir
una cópula cuyo soporte sea la grá�ca de f es que la función preserve la medida de Lebesgue.

Para k 2 Z+; notamos por
[k] = f0; 1; 2; : : : ; k � 1g ;

y por
[k]

�
=
�
a1 : : : ak : k 2 Z+; 1 � j � k

	
:

Daremos una de�nición de función autoafín que, al estar adaptada a las funciones de I en sí mismo, es ligeramente
diferente a la de Kamae (véase [91]) y a la de Peitgen et al. (véase [139]).

De�nición 7.23 Una familia de funciones x0; x1; : : : ; xN�1 : I ! I es llamada autoafín de orden � 2 I y base
m 2 Z+nf1g; si satisface las siguientes condiciones:

a. xj(0); xj(1) 2 f0; 1g para todo j 2 [N ]

b. Hay una aplicación � : [N ] ! [N ]
�
; de longitud constante m; tal que para todo (j; h) 2 [N ] � [m] y para t 2 I

tenemos

xj

�
h+ t

m

�
� xj

�
h

m

�
=
x�h(j) (t)� xj(0)

m�

donde �h(j) es el elemento de [k] que ocupa el lugar h�ésimo en �(j):

Decimos que cada una de las xj es autoafín.

Ejemplo 7.24 Recordamos que las coordenadas de la curva de Peano vienen dadas de la siguiente forma: de�nido
el operador k(�) = 2� �; con � 2 f0; 1; 2g ; si t =

P1
n=1

tn
3n ; entonces(

x(t) = t1
3 +

kt2 (t1)
32 + kt2+t4 (t5)

33 + � � �
y(t) = kt1 (t2)

3 + kt1+t3 (t4)
32 + kt1+t3+t5 (t6)

33 + � � �

La coordenada x de la curva de Peano es autoafín con:

a. N = 2;m = 9;� = 1=2

b. x0(t) = x(t); x1(t) = 1� x(t)

c. �(0) = 010010010; �(1) = 101101101

Para caracterizar las funciones autoa�nes cuya grá�ca puede soportar una cópula, vamos a utilizar el conjunto
I2 � [N ]. En él podemos de�nir la siguiente métrica:

d ((x; y; j) ; (x0; y0; j0)) =

(
10; si j 6= j0q
(x� x0)2 + (y � y0)2; si j = j0

Proposición 7.25 Toda función autoafín es continua.

Demostración. Es consecuencia de que jz � z0j < m�n ) jxj (z)� xj (z0)j < 2m�n�:

Proposición 7.26 Una función es autofín si, y sólo si, la grá�ca de la función xj es la intersección del cuadrado
I2�fjg con el compacto �jo, en el espacio de los compactos de I2� [N ] (notado �(I2� [N ])) dotado con la métrica
de Hausdor¤ asociada con d, de la contracción que de�niremos a continuación.
Dadas la funciones

� jh : I2 � f�h(j)g

!
�
h

m
;
h+ 1

m

�
�
�
xj

�
h

m

�
� xj(0)

m�
; xj

�
h

m

�
+
�xj(0) + 1

m�

�
� fjg
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y

(x; y)� f�h(j)g !
�
h+ x

m
; xj

�
h

m

�
+ cjh +

y � xj(0)
m�

�
� fjg ;

de�nimos
� : �(I2 � [N ])! �(I2 � [N ])

de modo que
C ! [

jh
� jh(C \ I2 � f�h(j)g):

Demostración. Es sencillo comprobar que se trata de una contracción.
Representamos por F el compacto �jo por � : En general, tenemos las dos igualdades:

� (C) \ I2 � fjg = [
j
� jh(C \ I2 � f�h(j)g)

y

� (C) \
�
h

m
;
h+ 1

m

�
� I� fjg = � jh(C \ I2 � f�h(j)g):

Pero, esta última igualdad es equivalente a condición:

xj

�
h+ t

m

�
� xj

�
h

m

�
=
x�h(j) (t)� xj(0)

m�
:

Teorema 7.27 Una familia de funciones autoa�nes que pueden soportar una cópula si, y sólo si, m1�� 2 Z+y para
cada j 2 [N ] y r 2 [m�] se tiene que

Card

�
h : 0 � h � m� 1;xj

�
h

m

�
� xj(0)

m�
=

r

m�

�
= m1��:

Demostración. Si las funciones son autoa�nes y pueden soportar una cópula ha de ocurrir que su recorrido sea
el intervalo I: Como xj(0); xj(1) 2 f0; 1g para todo j; las imágenes de los intervalos

�
h
m ;

h+1
m

�
son intervalos de la

forma
�
r
m� ;

r+1
m�

�
con r 2 Z+ y r < m�: Unido ésto a la a�rmación previa conduce a que m� 2 Z+: Si xj soporta

una cópula, ha de preservar la medida de Lebesgue. Por ello,

1

m�
= �

��
r

m�
;
r + 1

m�

��
= �

�
x�1j

��
r

m�
;
r + 1

m�

���
;

y puesto que x�1j
��

r
m� ;

r+1
m�

��
es la unión de intervalos de longitud 1=m; obtenemos que m1�� 2 Z+:

El razonamiento anterior también nos conduce a que

Card

�
h : 0 � h � m� 1;xj

�
h

m

�
� xj(0)

m�
=

r

m�

�
= m1��:

Para demostrar la su�ciencia, gracias al teorema de extensión, basta con demostrar que

1

mn�
= �

�
x�1j

��
r

m�n
;
r + 1

m�n

���
:

Como hemos visto, es cierto para n = 1: Para los demás valores se obtiene por inducción.

7.7. Aplicación al cálculo de dimensiones fractales

Si tenemos una familia de funciones autoa�nes cuyas grá�cas pueden soportar una cópula podemos utilizar esta
propiedad para calcular su dimensión de Hausdor¤.

Lema 7.28 La dimensión superior por cajas de las grá�cas de una función autoafín que puede soportar una cópula
es menor o igual que 2� �:
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Demostración. Para establecer esta acotación vamos a buscar un recubrimiento de la grá�ca mediante cuadrados
de la red de lado 1=mn: Utilizando la aplicación � tenemos que �m(I2� [N ]) es un recubrimiento de las grá�cas. En
cada conjunto I2 � fjg ; la grá�ca de xj está recubierta por mn rectángulos de dimensiones 1

mn � 1
m�n : Por tanto,

dividiéndolos, encontramos un recubrimiento formado por mnm(1��)n cuadrados con lado de longitud 1=mn:
A partir de este recubrimiento deducimos que

dimB� (xj) � l��m
n!1

� lnm
nm(1��)n

ln 1=mn
= 2� �

donde � (xj) representa la grá�ca de xj :
Para dar una acotación inferior nos ayudamos de la siguiente forma del lema de Frostman.

Lema 7.29 Sea � una medida de�nida en A � R2: Si existen constantes c > 0 y � > 0 tales que, para todo cuadrado
m�ádico Q � R2 con � (lado (Q)) � �;

� (Q) = O (lado (Q)
s
) ;

entonces
s � dimH (A) :

Proposición 7.30 Las grá�cas de una familia de funciones autoa�nes que pueden soportar una cópula tienen una
dimensión de Hausdor¤ mayor o igual que 2� �:

Demostración. Vamos a aplicar el lema anterior a los cuadrados m�ádicos. Como la grá�ca soporta una cópula,
C; tenemos que los cuadrados fuera de los rectángulos utilizados en el lema 7.28 tienen masa nula. Un cuadrado c de
lado 1=mn y masa positiva estará incluido en un rectángulo R de los utilizados en el lema 7.28. Como �C(R) = 1=m

n

y R contiene una copia (deformada) de alguna de las � (xj) ; entonces la distribución vertical de la masa es uniforme,
por lo que la �C�medida del cuadrado es 1

mnm(1��)n : Esto nos permite escribir que �C(c) = lado (Q)
2��

; y deducir
el resultado.

Corolario 7.31 Las dimensiones de Hausdor¤ y por cajas de una función autoafín capaz de soportar cópulas es
2� �:

Ejemplo 7.32 En [149, pag. 26], el autor propone una generalización de la curva de Hilbert a tres dimensiones; es
decir, una curva que cubre el cubo unidad. Las coordenadas x(t); y(t); z(t) son autoa�nes de orden 1=3 respondiendo
al esquema:

x0(t) = x(t); x1(t) = y(t); x2(t) = z(t);

x3(t) = 1� x(t); x4(t) = 1� y(t); x5(t) = 1� z(t):
�(0) = 02025050; �(1) = 21133115; �(2) = 10241234;

�(3) = 35352323; �(4) = 54400442; �(5) = 43514501

y sus grá�cas son las siguientes:

Coordenada X
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Coordenada Y

Coordenada Z

Ejemplo 7.33 Se trata de funciones que pueden soportar cópulas. Esto es consecuencia de la proposición 7.27 ya
que al observar la matriz

�
xj

�
h

8

�
� xj (0)

2

�
=

0BBBBBB@
0 0 1=2 1=2 1=2 1=2 0 0
0 1=2 1=2 0 0 1=2 1=2 0
0 0 0 0 1=2 1=2 1=2 1=2
1=2 1=2 0 0 0 0 1=2 1=2
1=2 0 0 1=2 1=2 0 0 1=2
1=2 1=2 1=2 1=2 0 0 0 0

1CCCCCCA
donde vemos que

Card

�
h : 0 � h � 7; xj

�
h

8

�
� xj (0)

2
= 0

�
= Card

�
h : 0 � h � 7; xj

�
h

8

�
� xj (0)

2
= 1=2

�
= 4 = 81�1=3

independientemente de j:
Por todo lo cual, podemos concluir que las grá�cas de estas funciones coordenadas tienen dimensiones fractales

iguales a 5=3.

Comentario 7.34 Esta técnica es aplicable a otras funciones que ya han sido estudiadas por otros autores. Es
posible obtener, en particular, que la dimensión de las coordenadas de la curva de Peano o la de Hilbert es de 3=2.
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7.8. El caso no continuo

Las condiciones impuestas en la de�nición de una familia de funciones autoa�nes conducen a la continuidad
de dichas funciones. Podemos, no obstante, dar otra de�nición que nos permita estudiar casos de funciones con
discontinuidades. Por ejemplo, si cambiamos la condición b) por la siguiente:
b�) Hay una aplicación � : [N ] ! [N ]

� de longitud constante m tal que para todo (j; h) 2 [N ] � [m] y para
t 2 [0; 1) tenemos

xj

�
h+ t

m

�
� xj

�
h

m

�
=
x�h(j) (t)

m�

donde �h(j) es el elemento de [k] que ocupa el lugar h�ésimo en �(j):
Es entonces posible obtener resultados similares a los anteriores.

Proposición 7.35 Las funciones xj son continuas en los números con representación m�ádica in�nita, en par-
ticular los irracionales; y en aquellos que admiten representación �nita tiene límites laterales y, al menos, uno de
ellos coincide con el valor de la función en el punto.

Proposición 7.36 Los elementos de una familia de estas funciones pueden soportar una cópula si, y sólo si,
m1�� 2 Z+y para cada j 2 [N ] y r 2 [m�] se tiene que

Card

�
h : 0 � h � m� 1;xj

�
h

m

�
=

r

m�

�
= m1��:

Proposición 7.37 La dimensión de Hausdor¤ y por cajas de las grá�cas de estas funciones capaces de soportar
cópulas es 2� �:

Ejemplo 7.38 (Coordenadas de la función de Cantor) Consideremos las coordenadas de la aplicación de I
en I2 dada por: si t =

P tn
2n ; entonces �

x(t) =
P t2n�1

2n

y(t) =
P t2n

2n

Para el resto de puntos (un conjunto numerable de puntos en los que hay doble representación), podemos elegir
cualquiera de los dos desarrollos de t y de�nir su imagen siguiendo una de estas reglas.
La proposición anterior puede ser utilizada para obtener las dimensiones de Hausdor¤ y por cajas para las

grá�cas de estas funciones. En este caso es 3=2.

El resultado �nal del ejemplo anterior es un caso particular del obtenido en [115], ya que la grá�ca de la función
x y el conjunto

Rx =

��X an
4n
;
X bn

4n

�
: (an; bn) 2 f(0; 0) ; (1; 0) ; (2; 1) ; (3; 1)g

�
di�eren en un conjunto numerable. Lo mismo ocurre para la grá�ca de y y el conjunto

Ry =

��X an
4n
;
X bn

4n

�
: (an; bn) 2 f(0; 0) ; (1; 1) ; (2; 0) ; (3; 1)g

�
:

El resultado obtenido en [115], permite obtener otros que no pueden ser obtenidos por los métodos utilizados aquí.
Por otra parte, cuando N es mayor que 1; es posible aplicar los resultados obtenidos aquí, mientras que no pueden
aplicarse los de [115].
A lo largo del Capítulo se ha utilizado la autoa�nidad de las funciones, pero el resultado principal es posible

extenderlo a funciones que no son autoa�nes. Este hecho lo recogemos en el siguiente teorema. Primero, necesitamos
una de�nición.

De�nición 7.39 Dados los rectángulos
R = [r; t]� [r0; t0]

y

Rij =

�
t� r
a
i+ r;

t� r
a

(i+ 1) + r

�
�
�
t0 � r0
b

j + r0;
t0 � r0
b

(j + 1) + r0
�

con a; b; ab 2 Z
+; decimos que R0 es un Cab�subconjunto de R si R0 =

[
(i;j)2A

Rij, donde A � [a]� [b] ; veri�candose:

Card fh : 0 � h � a� 1 : (h; j) 2 Ag = a

b
independientemente de j:
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Teorema 7.40 Sean dos enteros mayores que uno m y m� tales que el primero es múltiplo del segundo. Partimos
del cuadrado unidad R1 := I2; y R2 será un Cab�subconjunto de R1; R3 es, a su vez, un subconjunto de R2
cumpliendo que la intersección de R3 con uno de los rectángulos que forman R2 es un Cab�subconjunto de ese
rectángulo; y, en general, Rn+1 se obtiene a partir de Rn del mismo modo que R3 a partir de R2: Entonces:

a. El conjunto C =
\
i2Z+

Ri puede soportar una cópula.

b. El conjunto C di�ere de la grá�ca de una función en un conjunto numerable de puntos.

c. La función correspondiente al apartado anterior es continua en los puntos que no admiten desarrollo m�ádico
�nito; en particular, los irracionales; y en aquellos que admiten representación �nita tiene límites laterales y,
al menos, uno de ellos coincide con el valor de la función en el punto.

d. La dimensión de C; y por tanto la de la grá�ca de la función de los dos apartados anteriores, es 2� �:



Capítulo 8

Copulas con soporte fractal

8.1. Introducción

En el Capítulo anterior se ha encontrado una expresión de las cópulas CTr asociadas con la matriz

Tr =

0@r=2 0 r=2
0 1� 2r 0
r=2 0 r=2

1A
con la ayuda de dos funciones que preservan la medida fr y gr para las que Cfr;gr = CTr :
Estas cópulas son el primer ejemplo, explícito, conocido de cópula con soporte fractal.
Pretendemos, en este Capítulo, hacer un estudio sobre las propiedades de estas cópulas y su generalización a

otros conjuntos más amplios. Entre otros resultados, se obtendrán:
a) Ejemplos de cópula cuya medida doblemente estocástica asociada está concentrada en un conjunto de dimen-

sión de Hausdor¤ menor que el de su soporte.
b) Ejemplos de cópulas con el mismo soporte y mutuamente singulares.
c) Cópulas cuyo soporte es totalmente disconexo y su intersección con cualquier línea vertical (u horizontal) es

un punto, salvo en un conjunto numerable en el que tiene dos puntos de intersección.
Como consecuencia de ser una cópula discreta soportada en un conjunto fractal, los cálculos que están relaciona-

dos con la integración de funciones integrables con respecto a la medida asociada a la cópula son difíciles de hacer.
Hay algunas integrales que son de especial interés. Se trata de los momentos de la medida asociada a la cópula y
medidas de asociación.
Como es conocido, dada una medida positiva �nita � en C; es posible encontrar de forma única polinomios

pn(z) = pn(z; �) = �nz
n + � � � con �n > 0 que constituyen un sistema ortonormal en L2 (�) ; es decir:Z

pmpnd� =

�
0 si m 6= n
1 si m = n

:

Estos polinomios pueden ser determinados a partir de los momentos complejos de la medida; es decir: �i;j =R
zizjd�(z):

Por tanto, conociendo los momentos, con la parte real y compleja podemos calcular los polinomios ortonormales
con respecto de la medida � (véanse, por ejemplo, [156] y [77]).
Por otra parte, también se requiere el cálculo de la integral de una función cuando se estudian medidas de

concordancia en las cópulas. Nuevamente, resulta difícil su cálculo cuando el soporte de la cópula es un conjunto
fractal.
En la parte �nal del Capítulo abordamos estos dos problemas en el contexto de las copulas de soporte fractal

introducidas en [67]. En concreto, damos una fórmula recurrente que permite calcular los momentos reales de la
medida asociada a la cópula y también para las funciones diagonal principal y opuesta de las cópulas. También, se
estudian diferentes medidas de concordancia para estas cópulas.
Desde hace varias décadas, diferentes artículos han aparecido para estudiar momentos de distribuciones singu-

lares (principalmente unidimensionales), puesto que los polinomios ortogonales con respecto a la distribución están
determinados por los momentos (véanse, por ejemplo, [106] y [17]).

135
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En este Capítulo se da una fórmula recurrentes para calcular los momentos de las copulas de soporte fractal. La
principal herramienta es la autosimilaridad, junto a la relación entre la función característica y los momentos de la
distribución.
También, se estudian las principales medidas de asociación, obteniendo que no dependen del parámetro r 2

]0; 1=2[ que determina a la matriz Tr:

8.2. Estudio ergódico

Estudiaremos las cópulas y sus medidas doblemente estocásticas asociadas (de�nidas en [67]) y algunas de sus
propiedades, haciendo uso de su autosimilaridad y la de su soporte, al que representaremos por S (en realidad
debería ser Sr, pero la ausencia del índice no causará confusión). Su medida asociada la representamos por �
(debería ser �CTr , pero tampoco causará confusión). Lo mismo haremos con otras medidas y soportes que se irán
introduciendo. En esta sección r 2 ]0; 1=2[ :

De�nición 8.1 Notamos por S1; S2; S3; S4; S5 la intersección de S con los siguientes cuadrados:

Q1 que tiene por vértices a (0; 0) ; (0; r) ; (r; 0) ; (r; r);

Q2 que tiene por vértices a (0; 1� r) ; (0; 1) ; (r; 1� r) ; (r; 1);
Q3 que tiene por vértices a (1� r; 0) ; (0; 1) ; (1� r; r) ; (1� r; 1);
Q4 que tiene por vértices a (1� r; 1� r) ; (1� r; r) ; (1� r; 1) ; (1; 1);
Q5 que tiene por vértices a (r; r) ; (1� r; r) ; (r; 1� r) ; (1� r; 1� r):

De�nimos la función
F : S ! S

F (x; y) =

8>>>><>>>>:

�
x
r ;

y
r

�
; si (x; y) 2 S1�

x
r ;

y�1+r
r

�
; si (x; y) 2 S2�

x�1+r
r ; yr

�
; si (x; y) 2 S3�

x�1+r
r ; y�1+rr

�
; si (x; y) 2 S4�

x�r
r ;

y�r
r

�
; si (x; y) 2 S�5

donde S�5 = S5n f(r; r) ; (1� r; r) ; (r; 1� r) ; (1� r; 1� r)g : La función Fi : Si ! S es la restricción a Si de F:

Proposición 8.2 La función F es invariante bajo �:

Demostración. Dado D 2 B
�
I2
�
; el conjunto de Borel F�1 (D) está formado por cinco conjuntos similares a D,

cada uno de ellos incluido en Si: Y veri�can que cada uno tiene una medida de r
2� (D) para los cuatro primeros

índices y para el último (1� 2r)� (D) : Sumando las cinco medidas, tenemos que �
�
F�1 (D)

�
= � (D) :

Para el siguiente resultado introducimos un modo de identi�car los puntos como intersección de conjuntos
cerrados encajados. Para ello, en cada punto, de�nimos a ((x; y)) = i; donde i es el índice del conjunto Si al
que pertenece (x; y): Salvo para una cantidad numerable de puntos, tenemos que (x; y) queda determinado por la
sucesión fbn = a (Tn(x; y))gn2Z+[f0g : Notamos Ib0;b1;:::;bka la adherencia del conjunto Fb0 �Fb1 � : : : �Fbk(I2): Para
un punto (x; y); decimos que el conjunto Ib0;b1;:::;bkes su cilindro de orden k: Puesto que (x; y) 2 Ib0;b1;:::;bk tenemos
que

(x; y) = \n2Z+[f0gFb0 � Fb1 � : : : � Fbn(I2):

Como a�rmábamos, los puntos están determinados de forma única.

Teorema 8.3 El par (F; �) es ergódico.

Demostración. La demostración se basa en el uso del lema 2 de la sección 24 (pg. 315) de [30]. En esta ocasión,
P está dado por los conjuntos Ib0;b1;:::;bk con bj 2 f0; 1; 2; 3; 4g y k 2 Z+ [ f0g : Si A = Ib0;b1;:::;bk ; tomamos nA = k
y tenemos la igualdad � (A \ F�nA(B)) = �(A)�(B); por lo que es ergódica.

Comentario 8.4 En realidad, podíamos haber obtenido que (S; �; F ) es un sistema de Bernoulli.

Con la ayuda del último teorema podemos obtener información sobre los puntos del conjunto S:
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Corolario 8.5 El conjunto de puntos de S satisfaciendo las condiciones

l��m
n!1

Card fk : bk = 1; k = 0; : : : ; ng
n

= r=2

l��m
n!1

Card fk : bk = 2; k = 0; : : : ; ng
n

= r=2

l��m
n!1

Card fk : bk = 3; k = 0; : : : ; ng
n

= r=2

l��m
n!1

Card fk : bk = 4; k = 0; : : : ; ng
n

= r=2

l��m
n!1

Card fk : bk = 5; k = 0; : : : ; ng
n

= 1� 2r

es un conjunto de ��medida uno.

Demostración. La demostración es una consecuencia del teorema ergódico aplicado a las funciones características
de los conjuntos Si: El conjunto anunciado es la intersección de los que se obtienen para cada una de esas funciones
características.

Corolario 8.6 El conjunto de puntos de S para el que

l��m
n!1

b0 + � � �+ bn
n

= 5� 5r

es un conjunto de ��medida uno.

Demostración. Es una consecuencia del corolario anterior. También podemos obtenerlo aplicando el teorema
ergódico a la función a de�nida en la demostración de la proposición 8.2.
Otra consecuencia de la aplicación de la teoría ergódica a esta cópula nos muestra el modo en que podemos

obtenerla como límite en la convergencia débil de probabilidades atómicas.

Corolario 8.7 Casi todo punto (x; y) (referido a �) de S cumple que

C((�; �)) = l��m
n!1

Card
�
F k((x; y)) : �1(F

k((x; y))) � �; �2(F k((x; y))) � �
	

n
:

Corolario 8.8 Para casi todo punto (x; y) (referido a �) de S ocurre que para los cilindros de orden n (lo notamos
�n = �n((x; y))) se tiene:

l��m
n!1

ln�(�n)

n
= �2r ln r � (1� 2r) ln(1� 2r) + 2r ln 2:

Demostración. Por el segundo de los corolarios, tenemos que los elementos de un conjunto de medida uno cumplen
que, para los n primeros coe�cientes bk; el número de veces que toman el valor uno es rn+ o(n) (para cada uno de
ellos está asociada la probabilidad r=2). Y lo mismo ocurre para 2, 3 y 4. Para el valor 5 toma (1 � 2r)n + o(n);
asociado con la probabilidad 1 � 2r: La probabilidad del cilindro será

�
r
2

�2rn+o(n)
(1 � 2r)(1�2r)n+o(n); lo que nos

conduce a resultado anunciado.

Corolario 8.9 La entropía del sistema (S;B; �; F ) es

�2r ln r � (1� 2r) ln(1� 2r) + 2r ln 2:

Demostración. Es una consecuencia del teorema de Shannon-McMillan-Breiman (véanse [30], [140], o [164]).
Las copulas Cr están soportadas en conjuntos con una dimensión fractal comprendida entre uno y dos; pero

podemos preguntarnos si existen conjuntos de dimensión de Hausdor¤ inferior tales que su ��medida sea igual a
uno. En estos ejemplos, la respuesta es a�rmativa.

Corolario 8.10 La medida está concentrada en un conjunto de dimensión de Hausdor¤

2r ln r + (1� 2r) ln(1� 2r)� 2r ln 2
2r ln r + (1� 2r) ln(1� 2r) :
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Demostración. El conjunto es el de los puntos en los que

l��m
n!1

ln�(�n)

n
= �2r ln r � (1� 2r) ln(1� 2r) + 2r ln 2;

la demostración sigue de un modo sencillo a partir del lema de Frostman (proposición 4.9 de [63]), adaptado a los
cilindros de los puntos.
Haciendo uso de que el sistema es de Bernoulli, lo que implica que es fuertemente mezclado, podemos obtener

el siguiente resultado del tipo Gauss-Kuzmin-Levy.

Corolario 8.11 Sea m una probabilidad veri�cando m� �, entonces

l��m
n
m
��
(x; y) : �1(F

k((x; y))) � �; �2(F k((x; y))) � �
	�
= � ((�; �)) :

Demostración. Consideramos la derivada de Radon-Nikodym h := dm
d� . Ahora:

l��m
n
m
��
(x; y) : �1(F

k((x; y))) � �; �2(F k((x; y))) � �
	�

= l��m
n

Z
I2

�
�[0;�]�[0;�] � Fn

�
((x; y)) dm

= l��m
n

Z
I2

�
�[0;�]�[0;�] � Fn

�
((x; y))h(x)d�

y al ser Bernoulli, es fuertemente mezclado, y por tanto:

= l��m
n

Z
I2
�[0;�]�[0;�]((x; y)) d� l��m

n

Z
I2
h((x; y))d� = � ((�; �)) :

Comentario 8.12 Las funciones bn son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Este he-
cho, junto a la Ley Fuerte de los Grandes Números, nos permite dar una nueva demostración de los corolarios 8 y
9. Si aplicamos la Ley del Logaritmo Iterado podemos mejorar el resultado añadiendo un término de error óptimo:

Card fk : bk = 1; k = 0; : : : ; ng
n

= r=2 +O

 r
ln lnn

n

!

Card fk : bk = 2; k = 0; : : : ; ng
n

= r=2 +O

 r
ln lnn

n

!

Card fk : bk = 3; k = 0; : : : ; ng
n

= r=2 +O

 r
ln lnn

n

!

Card fk : bk = 4; k = 0; : : : ; ng
n

= r=2 +O

 r
ln lnn

n

!

Card fk : bk = 5; k = 0; : : : ; ng
n

= 1� 2r +O
 r

ln lnn

n

!

b0 + � � �+ bn
n

= 5� 5r +O
 r

ln lnn

n

!
:

Teorema 8.13 Para las variables aleatorias bk,

l��m
n
�

 
b <

Pn
k=1 bk � n(5� 5r)p
n(15r � 25r2)

< c

!
=

1p
2�

Z c

b

e�
x2

2 dx:

Demostración. Es una aplicación del Teorema Central del Límite con la condición de Lindeberg-Levy (véase [30,
pg.357]).
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8.2.1. Generalización

A continuación hacemos una generalización y destacamos los resultados más notables que se pueden obtener
mediante técnicas similares a las utilizadas previamente. Únicamente demostraremos la última de las proposiciones.
Podemos generalizar la cópula anterior, en el mismo soporte, pero con una distribución de masa diferente. Si en

vez de utilizar la matriz

Tr =

24 r=2 0 r=2
0 1� 2r 0
r=2 0 r=2

35 ;
tal y como se hace en [67], utilizamos

Tr;a =

24 a 0 b
0 1� 2r 0
b 0 a

35 ;
con 0 < a < r y a + b = r; obtenemos una nueva familia de cópulas Cr;a: En esta ocasión, es biparamétrica, con
el mismo soporte que Cr; y tiene asociada una nueva medida, que notamos � = �r;a: Para estas medidas podemos
hacer un estudio similar al realizado anteriormente para � obteniendo los siguientes resultados.

Proposición 8.14 La función F es invariante bajo �:

Teorema 8.15 El sistema (S;B; �; F ) es ergódico.
Corolario 8.16 El conjunto de puntos de S para el que

l��m
n!1

Card fk : bk = 1; k = 0; : : : ; ng
n

= a

l��m
n!1

Card fk : bk = 2; k = 0; : : : ; ng
n

= b

l��m
n!1

Card fk : bk = 3; k = 0; : : : ; ng
n

= b

l��m
n!1

Card fk : bk = 4; k = 0; : : : ; ng
n

= a

l��m
n!1

Card fk : bk = 5; k = 0; : : : ; ng
n

= 1� 2r

es un conjunto de ��medida uno.
Corolario 8.17 El conjunto de puntos de S cumpliendo que

l��m
n!1

b0 + � � �+ bn
n

= 5� 5r

es un conjunto de ��medida uno.
Corolario 8.18 Casi todo punto (x; y) (referido a �) de S veri�ca que

C 0((�; �)) = l��m
n!1

Card
�
F k((x; y)) : �1(F

k((x; y))) � �; �2(F k((x; y))) � �
	

n
:

Corolario 8.19 Casi todo punto (x; y) (referido a �) de S satisface que para los cilindros de orden n (lo notamos
�n = �n((x; y))) se tiene:

l��m
n!1

ln �(�n)

n
= �2a ln a� 2b ln b� (1� 2r) ln(1� 2r):

Corolario 8.20 La entropía del sistema (S;B; �; F ) es �2a ln a� 2b ln b� (1� 2r) ln(1� 2r):
Corolario 8.21 La medida está concentrada en un conjunto de dimensión de Hausdor¤

2a ln a+ 2b ln b+ (1� 2r) ln(1� 2r)
2r ln r + (1� 2r) ln(1� 2r) :

Proposición 8.22 Dadas dos medidas �1; �2 de la familia descrita (asociadas con Cr;a1 y Cr;a2) están soportadas
en el mismo conjunto, ambas originan cópulas y son mutuamente singulares.

Demostración. El conjunto de puntos en los que el promedio de ceros en los bn es a1 tiene �1�medida igual a
uno, por otra parte ese conjunto es de �2� medida nula. Lo inverso ocurre para el conjunto de puntos en los que el
promedio de ceros es a2:
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8.3. Cópulas con soporte de interior no vacío

Igual que en la última subsección, enunciamos una serie de resultados sin demostraciones. Se basan en las técnicas
usadas en el capítulo 8.2 y por eso es por lo que nos limitamos a exponer algunos de los más relevantes.
Vamos a dar un ejemplo de una cópula cuyo soporte es el cuadrado unidad pero la masa de la medida doblemente

estocástica asociada está concentrada en conjuntos de dimensión de Hausdor¤ inferior. En esta sección r 2 ]0; 1=3[
Sean los siguientes cuadrados:

Q1 que tiene por vértices (0; 0) ; (0; 1=3) ; (1=3; 0) ; (1=3; 1=3);

Q2 que tiene por vértices (1=3; 0) ; (1=3; 2=3) ; (2=3; 1=3) ; (2=3; 2=3);

Q3 que tiene por vértices (2=3; 1=3) ; (2=3; 2=3); (1; 0) ; (1; 2=3);

Q4 que tiene por vértices (0; 1=3) ; (0; 2=3) ; (1=3; 1=3) ; (1=3; 2=3);

Q5 que tiene por vértices (1=3; 1=3) ; (1=3; 2=3) ; (2=3; 1=3) ; (2=3; 2=3);

Q6 que tiene por vértices (2=3; 1=3) ; (2=3; 2=3); (1; 1=3) ; (1; 2=3);

Q7 que tiene por vértices (0; 2=3) ; (0; 1) ; (1=3; 2=3) ; (1=3; 1);

Q8 que tiene por vértices (1=3; 2=3) ; (1=3; 1) ; (2=3; 1) ; (2=3; 2=3);

Q9 que tiene por vértices (2=3; 2=3) ; (2=3; 1); (1; 1) ; (1; 2=3):

Nos vamos a ayudar de esta división de I2 para crear las cópulas que den respuesta a la segunda de las cuestiones
planteadas. Para ello utilizamos la matriz

T 0r =

264
1=3�r
2

1=3�r
2 r

1=3�r
2 r 1=3�r

2

r 1=3�r
2

1=3�r
2

375 :
Nuevamente tenemos una medida autosimilar, a la que llamaremos �0: El soporte de la cópula asociada es el cuadrado
unidad, por lo que evidentemente tiene interior no vacío.
Al �nal de este apartado veremos que está concentrada en un conjunto de dimensión de Hausdor¤ inferior a dos.

La cópula la representamos por C 0:
Enunciamos los siguientes resultados que se obtienen como en ocasiones anteriores.

De�nición 8.23 Consideremos la función
A : I2 ! I2

que viene dada por

A(x; y) =

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

(3x; 3y) ; si (x; y) 2 Q1
(3 (x� 1=3) ; 3y) ; si (x; y) 2 Q2
(3 (x� 2=3) ; 3y) ; si (x; y) 2 Q3
(3x; 3 (y � 1=3)) ; si (x; y) 2 Q4
(3 (x� 1=3) ; 3 (y � 1=3)) ; si (x; y) 2 Q5
(3 (x� 2=3) ; 3 (y � 1=3)) ; si (x; y) 2 Q6
(3x; 3 (y � 2=3)) ; si (x; y) 2 Q7
(3 (x� 1=3) ; 3 (y � 2=3)) ; si (x; y) 2 Q8
(3 (x� 2=3) ; 3 (y � 2=3)) ; si (x; y) 2 Q9

Proposición 8.24 La función A es invariante bajo �0

Teorema 8.25 El sistema
�
I2;B; �0; A

�
es ergódico.

Corolario 8.26 El conjunto de puntos de I2 en los que

l��m
n!1

Card fk : bk = 1; k = 0; : : : ; ng
n

= r

l��m
n!1

Card fk : bk = 2; k = 0; : : : ; ng
n

=
1=3� r
2

l��m
n!1

Card fk : bk = 3; k = 0; : : : ; ng
n

=
1=3� r
2
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l��m
n!1

Card fk : bk = 4; k = 0; : : : ; ng
n

= r

l��m
n!1

Card fk : bk = 5; k = 0; : : : ; ng
n

=
1=3� r
2

l��m
n!1

Card fk : bk = 6; k = 0; : : : ; ng
n

=
1=3� r
2

l��m
n!1

Card fk : bk = 7; k = 0; : : : ; ng
n

= r

l��m
n!1

Card fk : bk = 8; k = 0; : : : ; ng
n

=
1=3� r
2

l��m
n!1

Card fk : bk = 9; k = 0; : : : ; ng
n

=
1=3� r
2

es un conjunto de �0�medida uno.

Corolario 8.27 El conjunto de puntos de I2 tales que

l��m
n!1

b0 + � � �+ bn
n

=
11� 9r
2

es un conjunto de �0�medida uno.

Corolario 8.28 Para casi todo punto (x; y) (referido a �0) de I2 ocurre que C 0((�; �)) vale

l��m
n!1

Card
�
F k((x; y)) : �1(F

k((x; y))) � �; �2(F k((x; y))) � �
	

n
:

Corolario 8.29 Casi todo punto (x; y) (referido a �0) de I2 cumple que para los cilindros de orden n se tiene:

l��m
n!1

ln�0(�n)

n
= 3r ln r + 6

�
1=3� r
2

�
ln

�
1=3� r
2

�
:

Corolario 8.30 La entropía del sistema
�
I2;B; �0; A

�
es 3r ln r + 6

�
1=3�r
2

�
ln
�
1=3�r
2

�
:

Corolario 8.31 La medida está concentrada en un conjunto de dimensión de Hausdor¤

3r ln r + 6
�
1=3�r
2

�
ln
�
1=3�r
2

�
� ln 3 :

Proposición 8.32 Dadas dos medidas arbitrarias �01; �
0
2 de la familia descrita que están soportadas en I2, ambas

originarán cópulas y son mutuamente singulares.

8.4. Ejemplos en los que el soporte no es conexo

En todos los ejemplos anteriores que hemos presentado el soporte es un conjunto conexo. Daremos ahora un
ejemplo en el que no lo sea. En este caso, la matriz utilizada será la dada por

T �r =

2664
r=2 0 0 r=2
0 0 1�2r

2 0
0 1�2r

2 0 0
r=2 0 0 r=2

3775
con r 2 ]0; 1=2[ : La nueva medida la representamos por ��:
Enunciamos, sin demostración, los siguientes resultados. Al soporte lo representamos por S� y a la cópula por

C�:
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De�nición 8.33 De�namos los siguientes subconjuntos del cuadrado unidad:

Q1 que tiene por vértices (0; 0) ; (0; r) ; (r; 0) ; (r; r);

Q2 que tiene por vértices (0; 1� r) ; (0; 1) ; (r; 1� r) ; (r; 1);
Q3 que tiene por vértices (1� r; 0) ; (0; 1) ; (1� r; r) ; (1� r; 1);
Q4 que tiene por vértices (1� r; 1� r) ; (1� r; r) ; (1� r; 1) ; (1; 1);
Q5 que tiene por vértices (r; r) ; (1=2; r) ; (r; 1=2) ; (1=2; 1=2);

Q6 que tiene por vértices (1=2; 1=2) ; (1=2; 1� r) ; (1� r; 1=2) ; (1� r; 1� r):

y sea H� : I2 ! I2 la función dada por

H�(x; y) =

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

�
x
r ;

y
r

�
; si (x; y) 2 Q1�

x
r ;

y�1+r
r

�
; si (x; y) 2 Q2�

x�1+r
r ; yr

�
; si (x; y) 2 Q3�

x�1+r
r ; y�1+rr

�
; si (x; y) 2 Q4�

x�1=2
1�2r
2

; y�1=21�2r
2

�
; si (x; y) 2 Q5�

x�1+r
1�2r
2

; y�1+r1�2r
2

�
; si (x; y) 2 Q6

Proposición 8.34 La función H� es invariante bajo ��:

Teorema 8.35 El sistema (S�;B; ��;H�) es ergódico.

Corolario 8.36 El conjunto de puntos de S� tales que

l��m
n!1

Card fk : bk = 1; k = 0; : : : ; ng
n

= r=2

l��m
n!1

Card fk : bk = 2; k = 0; : : : ; ng
n

= r=2

l��m
n!1

Card fk : bk = 3; k = 0; : : : ; ng
n

= r=2

l��m
n!1

Card fk : bk = 4; k = 0; : : : ; ng
n

= r=2

l��m
n!1

Card fk : bk = 5; k = 0; : : : ; ng
n

=
1� 2r
2

y

l��m
n!1

Card fk : bk = 6; k = 0; : : : ; ng
n

=
1� 2r
2

es un conjunto de ���medida uno.

Corolario 8.37 El conjunto de puntos de S para los que

l��m
n!1

b0 + � � �+ bn
n

=
11

2
� 6r

es un conjunto de ���medida uno.

Corolario 8.38 Para casi todo punto (x; y) (referido a ��) de S veri�ca que

C�((�; �)) = l��m
n!1

Card
�
F k((x; y)) : �1(F

k((x; y))) � �; �2(F k((x; y))) � �
	

n
:

Corolario 8.39 En casi todo punto (x; y) (referido a ��) de S� ocurre que para los cilindros de orden n (los
notamos por �n = �n((x; y))) se tiene:

l��m
n!1

ln��(�n)

n
= 2r ln r + (1� 2r) ln(1� 2r)� 2r ln 2:

Corolario 8.40 La entropía del sistema (S�;B; ��;H�) es 2r ln r + (1� 2r) ln(1� 2r)� 2r ln 2:

Corolario 8.41 La medida está concentrada en un conjunto de dimensión de Hausdor¤

2r ln r + (1� 2r) ln(1� 2r)� 2r ln 2
2r ln r + (1� 2r) ln(1� 2r) :
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8.4.1. Ejemplos en los que la proyección sobre cada eje es un punto

Como último caso, presentamos un ejemplo de cópula que recuerda a los shu­ es de Min, ya que la intersección
de su soporte y cualquier línea vertical u horizontal es un único punto (salvo en un conjunto numerable); pero, a
diferencia de aquellos, el soporte es totalmente disconexo. Hasta donde conocemos, este es el primer ejemplo de
cópula con esta propiedad. Viene dado por la matriz

T ��r =

266664
r 0 0 0 0
0 0 0 r 0
0 0 1� 4r 0 0
0 r 0 0 0
0 0 0 0 r

377775 ;
y la medida asociada la representamos por ���, el soporte por S�� y a la cópula por C��:
Nuevamente, nos limitamos a dar los resultados sin demostración. Es sencillo hacerlas siguiendo las técnicas de

la sección 8.2.

Proposición 8.42 La función H�� es invariante bajo ���

Teorema 8.43 El par (S��;B; ���;H��) es ergódico

Corolario 8.44 El conjunto de puntos de S�� tales que

l��m
n!1

Card fk : bk = 1; k = 0; : : : ; ng
n

= r

l��m
n!1

Card fk : bk = 2; k = 0; : : : ; ng
n

= r

l��m
n!1

Card fk : bk = 3; k = 0; : : : ; ng
n

= r

l��m
n!1

Card fk : bk = 4; k = 0; : : : ; ng
n

= r

y

l��m
n!1

Card fk : bk = 5; k = 0; : : : ; ng
n

= 1� 4r;

es un conjunto de ����medida uno.

Corolario 8.45 El conjunto de puntos de S�� satisfaciendo

l��m
n!1

b0 + � � �+ bn
n

= 5� 10r

es un conjunto de ����medida uno.

Corolario 8.46 Para casi todo punto (x; y) (referido a ���) de S ocurre que

C��((�; �)) = l��m
n!1

Card
�
F k((x; y)) : �1(F

k((x; y))) � �; �2(F k((x; y))) � �
	

n

Corolario 8.47 Casi todo punto (x; y) (referido a ���) de S cumple que para los cilindros de orden n (lo notamos
�n = �n((x; y))) se tiene:

l��m
n!1

ln���(�n)

n
= 4r ln r + (1� 4r) ln(1� 4r)

Corolario 8.48 La entropía del sistema (S��; ���;H��) es 4r ln r + (1� 4r) ln(1� 4r):

Corolario 8.49 La medida está concentrada en un conjunto de dimensión de Hausdor¤ uno.

Proposición 8.50 El soporte de la cópula es totalmente disconexo.
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8.5. Fórmula recurrente de los momentos

Como anunciabamos en la introducción realizaremos un estudio de los momentos de la medida doblemente
estocástica asociada con la cópula CTr :

8.5.1. Primer método

Puesto que una cópula C puede considerarse como un caso particular de una función de distribución bidimen-
sional, entonces para C tenemos la función característica de�nida por

� (t1; t2) =

Z
I2

e(xt1+yt2)id�C(x; y)

y los momentos

Mm;n =

Z
I2

xmynd�C(x; y)

(véase [30, sec 26]).

Lema 8.51 Sea K un subconjunto de Rn en el que hay de�nida una medida autosimilar �; asociada con la familia
de contracciones autosimilares Fk y los pesos pk: Con estas condiciones tenemos queZ

Fk(K)
g(x)d� (x) = pk

Z
K

g(Fk (x))d� (x) ;

(el uso de � para la medida en K y para su restricción a Fk (K) no debe causar confusión).

Demostración. Al ser Fk una autosimilaridad, es un isomor�smo de espacios medibles; por tanto, existe una
biyección natural entre las funciones escalonadas en K y Fk (K) (ambos con la ��álgebra inducida). Puesto que la
medida del conjunto medible A y la de Fk (A) son proporcionales con razón pk; tenemos que la a�rmación es cierta
cuando g es una función escalonada. Por argumentos de densidad, también lo habrá de ser en el conjunto de las
funciones integrables.
Este resultado nos conduce a poder escribir la fórmulaZ

K

g(x)d� (x) =
X
k

pk

Z
K

g(Fk (x))d� (x) (8.1)

que será la herramienta a utilizar para obtener los resultados de esta parte �nal del Capítulo.
Volvemos a considerar la familia de matrices de transformación

Tr =

0@r=2 0 r=2
0 1� 2r 0
r=2 0 r=2

1A
con r 2

�
0; 12
�
:

Proposición 8.52 (Ecuación funcional) La función característica de CTr ; que representaremos por cr; veri�ca

cr(t1; t2) =
r

2

�
1 + ei(1�r)t1 + ei(1�r)t2 + ei(1�r)(t1+t2)

�
cr(rt1; rt2) +

+ (1� 2r) eir(t1+t2)cr((1� 2r)t1; (1� 2r)t2):

Demostración. Es una reescritura de la fórmula 8.1, teniendo en cuenta los pesos de la matriz y la forma particular
de g:
Esta igualdad tiene un caso de especial interés; se trata de aquel en que r = 1=3: Para este valor la cópula se

obtiene como una convolución in�nita.
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Corolario 8.53 Cuando r = 1=3 podemos expresar la función característica como un producto in�nito

c1=3(t1; t2) =
1Y
k=1

�
1

6

�
1 + ei

2

3k
t1 + ei

2

3k
t2 + ei

2

3k
(t1+t2)

�
+
1

3
ei

1

3k
(t1+t2)

�

Por tanto, la probabilidad asociada a la cópula puede escribirse como una convolución in�nita de las probabilidades
Pk : (

Pk ((0; 0)) = pk

��
0; 2

k

3k

��
= Pk

��
2k

3k
; 0
��
= Pk

��
2k

3k
; 2

k

3k

��
= 1

6

Pk
��

1
3k
; 1
3k

��
= 1=3:

Demostración. La función

H ((t1; t2)) =
1Y
k=1

�
1

6

�
1 + ei

2

3k
t1 + ei

2

3k
t2 + ei

2

3k
(t1+t2)

�
+
1

3
ei

1

3k
(t1+t2)

�

es holomorfa en dos variables complejas, puesto que lo es en cada variable.
Cuando r = 1=3 la ecuación funcional queda como

cr(t1; t2) =

�
1

6

�
1 + ei

2
3 t1 + ei

2
3 t2 + ei

2
3 (t1+t2)

�
+
1

3
ei

1
3 (t1+t2)

�
cr

�
t1
3
;
t2
3

�
;

y, en general, se tiene

cr(t1; t2)
nY
k=1

�
1
6

�
1 + ei

2

3k
t1 + ei

2

3k
t2 + ei

2

3k
(t1+t2)

�
+ 1

3e
i 1

3k
(t1+t2)

� = cr � t1
3n+1

;
t2
3n+1

�
;

por lo que gracias a la continuidad de cr :

cr(t1; t2)

H ((t1; t2))
= cr (0; 0) = 1:

Corolario 8.54 Los momentos de las cópulas CTr satisfacen la expresión recurrente

Mm;n = m!n!
A+B + C +D

1� 2rm+n+1 � (1� 2r)m+n+1 ;

donde

A =
r

2

mX
a=1

(1� r)a rm+n�aMm�a;n
a!n!(m� a)! ;

B =
r

2

mX
b=1

(1� r)b rm+n�bMm;n�b
b!m!(n� b)! ;

C =
r

2

mX
a=0

n�X
b=0

(1� r)a+b rm+n�a�bMm�a;n�b
a!b! (m� a)!(n� b)! ;

y

D = (1� 2r)
mX
a=0

n�X
b=0

ra+b (1� 2r)m+n�a�bMm�a;n�b
a!b! (m� a)!(n� b)! :

(El asterisco indica que la suma es tomada en todo el rango salvo para a = b = 0:)
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Demostración. Si en el interior del integrando de la expresión
Z
I2

e(xt1+yt2)id�Cr (x; y) hacemos uso del desarrollo

en serie de la exponencial, se efectúan las potencias y se hace un intercambio ente sumas e integral (en virtud del
teorema de la convergencia monótona), obtenemos la conocida igualdad:

cr(t1; t2) =

Z
I2

e(xt1+yt2)id�Cr (x; y)

=
1X
k=0

X
n+m=k

im+n

m!n!
Mm;nt

m
1 t

n
2 =

=
1X
m=0

1X
n=0

im+n

m!n!
Mm;nt

m
1 t

n
2 :

Para aplicar la ecuación funcional, sustituimos en la expresión anterior y tenemos:

cr(rt1; rt2) =
1X
m=0

1X
n=0

im+nrm+n

m!n!
Mm;nt

m
1 t

n
2

cr((1� 2r)t1; (1� 2r)t2) =
1X
m=0

1X
n=0

im+n(1� 2r)m+n
m!n!

Mm;nt
m
1 t

n
2 :

Multiplicando estas series por las de 1+ei(1�r)t1+ei(1�r)t2+ei(1�r)(t1+t2) y (1� 2r) eir(t1+t2) nos da la igualdad
1X
m=0

1X
n=0

im+n

m!n!
Mm;nt

m
1 t

n
2

=
1X
m=0

1X
n=0

r

2

im+n

m!n!
Mm;nt

m
1 t

n
2 +

+

1X
m=0

1X
n=0

r

2

mX
a=0

im+n (1� r)a rm+n�aMm�a;n
a!n!(m� a)! tm1 t

n
2 +

+
1X
m=0

1X
n=0

r

2

mX
b=0

im+n (1� r)b rm+n�bMm;n�b
b!m!(n� b)! tm1 t

n
2 +

+
1X
m=0

1X
n=0

r

2

mX
a=0

nX
b=0

im+n (1� r)a+b rm+n�a�bMm�a;n�b
a!b! (m� a)!(n� b)! tm1 t

n
2 +

+
1X
m=0

1X
n=0

(1� 2r)
mX
a=0

nX
b=0

im+nra+b (1� 2r)m+n�a�bMm�a;n�b
a!b! (m� a)!(n� b)! tm1 t

n
2

Finalmente, igualando los coe�cientes de las potencias en tm1 t
n
2 y despejando Mm;n; obtenemos la igualdad

escrita.

8.5.2. Segundo método

Podemos obtener el mismo resultado utilizando directamente la integral de xmyn:
Demostración. En este ocasión la aplicación de la fórmula 8.1 nos daZ

I2
xmyndCr =

r

2

Z
I2
(rx)

m
(ry)

n
dCr +

r

2

Z
I2
(rx+ 1� r)m (ry)n d�Cr +

+
r

2

Z
I2
(rx)

m
(ry + 1� r)n dCr

+
r

2

Z
I2
(rx+ 1� r)m (ry + 1� r)n d�Cr +

+(1� 2r)
Z
I2
((1� 2r)x+ r)m ((1� 2r)y + r)n d�Cr ;
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operando dentro de la integral e integrando tenemos:

Mm;n =
r1+n+m

2
Mm;n +

r1+n

2

mX
a=0

�
m

a

�
ra (1� r)m�aMa;n

+
r1+m

2

n�1X
b=0

�
n

b

�
rb (1� r)n�bMm;b

+
r

2

nX
a=0

mX
b=0

�
m

a

��
n

b

�
ra+b (1� r)n+m�a�bMa;b

+(1� 2r)
nX
a=0

mX
b=0

�
m

a

��
n

b

�
(1� 2r)a+b rn+m�a�bMa;b:

Finalmente, despejando Mm;n; obtenemos el resultado enunciado.
En esta grá�ca podemos ver los momentos M2;3;M3;3;M3;4:

Momentos M2;3;M3;3;M3;4

8.5.3. Secciones diagonales

En una cópula destacan dos funciones �1; �2 de I en I de�nidas por �1(x) = C(x; x) (la sección diagonal principal
) y �2(x) = C(x; 1� x) (la sección diagonal opuesta). La sección diagonal principal es una función de distribución
absolutamente continua, pero no parece fácil hacer un cálculo de sus momentos. Aplicando los mismos argumentos
que anteriormente y utilizando el siguiente resultado sobre las ecuaciones funcionales (añadimos la observación de
que hay una perturbación producida por una medida absolutamente continua), es posible obtener una fórmula
recurrente para los momentos de orden n, respecto a la familia de copulas CTr .

Proposición 8.55 (Ecuaciones funcionales) La sección diagonal principal veri�ca las ecuaciones funcionales8<: �1 (rx) =
r
2�1 (x)

�1 (r + (1� 2r)x) = r
2 + (1� 2r) �1 (x)

�1 (1� r + rx) = 1� 3r
2 +

r
2�1 (x) + rx:

Proposición 8.56 La función característica de la sección diagonal principal cumple

c (t) =
r

2

�
1 + ei(1�r)t

�
c (rt) + (1� 2r) eirtc ((1� 2r) t) + r e

it � eit(1�r)
it

:

Corolario 8.57 En el caso r = 1=3 tenemos la expresión

c(t) =
1

3it

1X
k=0

3k
�
eit=3

k

� e2it=3
k+1
��1

6
+
1

3
ei=3 +

1

6
e2i=3

�k
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Corolario 8.58 Para los momentos Mm de la sección diagonal principal, de�nidos por Mm =
R 1
0
xnd�1 (x) ; se

tiene la relación de recurrencia:

m�1X
k=0

�
m
k

�
(1� 2r)k+1 rm�kMk +

1
2

m�1X
k=0

�
m
k

�
(1� r)m�k rk+1Mk +

rm+1+1�(1�r)m+1

2(m+1)

1� rm+1 � (1� 2r)m+1
:

Observamos la grá�ca, dependiendo de r, de los ocho primeros momentos:

Momentos de la sección diagonal

Recordamos que, en el caso de la sección diagonal opuesta, no se tiene una función de distribución ya que no
es monótona; se trata de una función de variación acotada; y, asociada a ella, existe una medida signada. Para esa
medida podemos estudiar sus momentos.

Proposición 8.59 (Ecuaciones funcionales) La sección diagonal opuesta veri�ca las ecuaciones funcionales

8<: �2 (rx) =
r
2�2 (x) +

r
2x

�2 (r + (1� 2r)x) = r
2 + (1� 2r) �2 (x)

�2 (1� r + rx) = r
2�2 (x) +

r
2 (1� x)

Proposición 8.60 La función característica de la sección diagonal opuesta cumple

c (t) =
r

2

�
1 + ei(1�r)

�
c (rt) + (1� 2r) eirtc ((1� 2r) t) + r

2

eitr + eit(1�r) � 1� e
it

:

Corolario 8.61 Los momentos Mm de la sección diagonal opuesta, de�nidos por Mm =
R 1
0
xnd�2 (x) ; satisfacen

la relación recurrente:

m�1X
a=0

�
m
a

�
(1� 2r)a+1 rm�a+1

2 Ma +
1
2

m�1X
a=0

�
m
a

�
(1� r)m�a+1 raMa +

r
2
rm+1�1+(1�r)m+1

(m+1)

1� rm+1 � (1� 2r)m+1
:

A continuación observamos la grá�ca, dependiendo de r, de los ocho primeros momentos de la diagonal opuesta.
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Momentos de la diagonal opuesta

8.6. Medidas de asociación

Recordemos que muchas medidas de asociación están basadas en la noción de concordancia o discordancia.
Dos pares ordenados (x1; y1) y (x2; y2) de números reales son concordantes si (x1 � y1) (x2 � y2) > 0 y discor-

dantes en caso contrario.
Dados dos vectores, (X1; Y1) y (X2; Y2) ; de variables aleatorias continuas con distribuciones marginales comunes

F y G y distribuciones conjuntas H1 y H2; llamamos función de concordancia a:

Q = P [(X1 � Y1) (X2 � Y2) > 0]� P [(X1 � Y1) (X2 � Y2) < 0]

(Para consultar una revisión de las medidas de concordancia y el papel que las cópulas juegan en el estudio de la
dependencia o asociación entre variables aleatorias, puede verse [122, Chap. 5].)
En particular, el siguiente resultado es una herramienta fundamental en el estudio de Q (véase [122, Theorem

5.1.1.]):

Teorema 8.62 Sean (X1; Y1) y (X2; Y2) vectores de variables aleatorias independientes con funciones de distribu-
ciones conjuntas H1 y H2; respectivamente, y con marginales comunes F y G. Si C1 y C2 son, respectivamente,
cópulas de (X1; Y1) y (X2; Y2) tales que H1(x; y) = C1(F (x); G(y)) y H2(x; y) = C2(F (x); G(y)); entonces

Q = Q (C1; C2) = 4

ZZ
I2

C2(x; y)d�C1(x; y)� 1:

De�nición 8.63 Cuando H1 y H2 son la misma distribución decimos que

Q = Q (C;C) = �

es la medida de asociación de Kendall.
El caso en que una de las cópulas sea �; es decir, la cópula independiente, podemos introducir la llamada medida

� de Spearman
� = 3Q (C;�) :

Otra medida de gran interes es la de Gini, dada por


 = Q (C;M) +Q (C;W ) :

Proposición 8.64 Para la cópula CTr de parámetro r tenemos los valores:

a.
R
I2 m�ax(x+ y � 1; 0) dCr(x; y) =

1�r
8�10r :
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b.
R
I2 m��n(x; y) dCr(x; y) =

3�4r
8�10r :

c.
R
I2 xy dCr(x; y) = 1=4:

d.
R
I2 Cr(x; y) dCr(x; y) = 1=4:

Demostración. a. Descomponemos la integral en suma de integrales en cinco regiones, y
aplicando que d�Cr es autosimilar tenemos:Z

I2
W (x; y)d�Cr (x; y) =

r

2

Z
I2
W (rx; ry)d�Cr +

r

2

Z
I2
W (rx+ 1� r; ry)d�Cr +

+
r

2

Z
I2
W (rx; ry + 1� r)d�Cr

+
r

2

Z
I2
W (rx+ 1� r; ry + 1� r)d�Cr +

+(1� 2r)
Z
I2
W ((1� 2r)x+ r; (1� 2r)y + r)d�Cr

=
r

2

Z
I2
0d�Cr +

r

2

Z
I2
rW (x; y)d�Cr

+
r

2

Z
I2
rW (x; y)d�Cr +

r

2

Z
I2
rx+ ry + 1� 2rd�Cr

+(1� 2r)2
Z
I2
W (x; y)d�Cr

=
�
r2 + (1� 2r)2

�Z
I2
W (x; y)d�Cr (x; y) +

r (1� r)
2

Despejando la integral obtenemos el resultado enunciado.
b. Proceríamos como en el caso anterior.
c. Se trata de M1;1:
d. Descomponiendo como en el caso a., se tieneZ

I2
Cr(x; y)d�Cr (x; y) =

r

2

Z
I2
Cr(rx; ry)d�Cr +

r

2

Z
I2
Cr(rx+ 1� r; ry)d�Cr

+
r

2

Z
I2
Cr(rx; ry + 1� r)d�Cr

+
r

2

Z
I2
Cr(rx+ 1� r; ry + 1� r)d�Cr +

+(1� 2r)
Z
I2
Cr((1� 2r)x+ r; (1� 2r)y + r)d�Cr

=
r

2

Z
I2

r

2
Cr(x; y)d�Cr +

r

2

Z
I2

r

2
y +

r

2
Cr(x; y)d�Cr

+
r

2

Z
I2

r

2
x+

r

2
Cr(x; y)d�Cr +

+
r

2

Z
I2

r

2
+ 1� 2r + r

2
(x+ y) +

r

2
Cr(x; y)d�Cr +

+(1� 2r)
Z
I2

r

2
+ (1� 2r)Cr(x; y)d�Cr

=
�
r2 + (1� 2r)2

�Z
I2
Cr(x; y)d�Cr (x; y)

+
3

4
r2 + r(1� 2r):

Despejando, obtenemos el valor de la integral.

Corolario 8.65 Tenemos la siguiente consecuencia para las medidas de asociación:
Las medida � de Kendall, � de Spearman y la medida de asociación de Gini son cero para cualquier valor de r:



Capítulo 9

Cópulas y variables aleatorias no
continuas

9.1. Introducción

Fue en 1959 cuando Sklar ([155]) introdujo el concepto de cópula como una función que ayuda a representar
una distribución bidimensional mediante sus marginales. Hoy ese resultado es conocido como Teorema de Sklar y
ha sido el elemento fundamental que ha hecho que la Teoría de Cópulas sea un campo de estudio matemático de
plena vigencia.

Es sorprendente el hecho de que la primera demostración publicada de este teorema no aparezca hasta 1974
en [152], para el caso bidimensional (también puede consultarse en [122]). Desde entonces, han aparecido otras
demostraciones (pueden consultarse, por ejemplo, los trabajos [33], [42], [119] y [148]).

En [152], la demostración se hace construyendo una cópula con las propiedades deseadas; y el método utilizado
es la extensión de una subcópula. Sin embargo, en los otros artículos citados arriba, únicamente se demuestra la
existencia de al menos una cópula veri�cando el Teorema de Sklar.

El objetivo de este Capítulo es seguir la línea de [152] y establecer, como resultado principal, la descripción de
todas las cópulas C que cumplen el teorema de Sklar para una distribución bidimensional H dada, con marginales
F y G (Teoremas 9.4 y 9.5). El método utilizado, que denominaremos H-proceso, consiste en la construcción de
medidas doblemente estocásticas que permitan encontrar esas cópulas C (Proposición 9.2). El procedimiento para
obtener C es constructivo. En particular, se obtienen, como aplicaciones, las cotas superior e inferior de todas las
cópulas que extienden una subcópula dada y que, de hecho, se trata de cópulas (Teoremas 9.7 y 9.8); y, además, se
prueba cómo este método permite extender una sub-cuasicópula a una cuasicópula.

El Teorema de Sklar representa una función de distribución bidimensional H en dos partes, las funciones de
distribución marginales F;G y la cópula C. Ambas están conectadas por la ecuación H(x; y) = C(F (x); G(y))
(véanse [152] y [122]).

Si F y G son continuas, entonces C es única; en otro caso, C estará determinada de forma única en RanF�RanG:
Para la demostración del Teorema de Sklar podemos de�nir una subcópula en RanF � RanG y extender la

de�nición a su clausura. Para nuevas consideraciones recordamos el siguiente resultado (véase Lema 2.3.4 de [122]).

Lema 9.1 Sea H una función de distribución bidimensional en I2 con funciones de distribución marginales F y G.
Entonces existe una única subcópula C� : RanF �RanG! I, tal que C�(F (x); G(y)) = H(x; y) para todo x; y 2 I.

Es evidente que si la restricción de una cópula C1 a RanF �RanG coincide con C�; entonces C1(F (x); G(y)) =
H(x; y):

Siguiendo esta línea, lo más difícil para obtener la demostración del Teorema de Sklar es extender la subcópula
C� a una cópula. Un modo de proceder para obtener esa extensión puede verse en [152] lema 5 y en [122], lema
2.3.5. Otros tipos de demostración del citado teorema pueden encontrarse, por ejemplo, en [33], [42], [119] o en
[148].
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9.2. Resultado Principal (Extensión del Teorema de Sklar)

9.2.1. El H-proceso

Como hemos venido escribiendo, H : I2 ! I es una función de distribución bidimensional con funciones de
distribución marginales F y G:
Por otra parte, asociados a una función de distribución F : I ! I, existe un conjunto numerable de intervalos

cerrados contenidos en I tales que las intersecciones de ellos, dos a dos, es un punto o vacía. Para hacerlo, consid-
eremos la grá�ca de F . La proyección de su clausura en f0g � I es un conjunto, que representaremos por S1 de
intervalos cerrados disjuntos. Puede ocurrir que algunos intervalos estén formados por un único punto. Dividimos
S1 en los subconjuntos: P1 formado por los intervalos que se reducen a un punto y D1 formado por el resto.
El complementario de la proyección de los intervalos de S1 en el eje de ordenadas está formado por intervalos

abiertos. Al conjunto formado por los intervalos cerrados correspondientes a los anteriores (abiertos) lo representa-
mos por O1:
Por T denotaremos la unión de D1[ O1; y los miembros de T serán notados por Tt (el conjunto de índices será

�nito o Z+ y lo representaremos T 0).
Del mismo modo, para la función de distribución G; se tienen los conjuntos S2; P2; D2; O2; y la unión de D2

y O2 la representaremos por J y sus elementos por Jj : Nuevamente, el conjunto de índices será �nito o Z+; y lo
representaremos por J 0:
Los intervalos los representamos por Tt = [at; bt] y Jj = [cj ; dj ].
A continuación, construiremos una medida � en los rectángulos de la forma Tt � Jj ; con Tt 2 T y Jj 2 J , y

comprobaremos que esa medida es doblemente estocástica.

Proposición 9.2 Sea H : I2 ! I una función de distribución bidimensional, con funciones de distribución mar-
ginales F y G. Entonces, existe una medida doblemente estocástica � para la que la cópula C1 asociada con ella
veri�ca que su restricción a RanF �RanG es C�:

Demostración. El proceso de construcción de la medida � lo desarrollamos en las siguientes etapas:
i) Construcción de funciones de distribución continuas Ft;j (resp., Gt;j) asociadas a Tt 2 O1(resp., O2).
Se de�nen unas funciones auxiliares asociadas con los elementos de O1 y O2. Sea Tt 2 O1; elegimos una familia

de funciones Ftj que son funciones de distribución 1�Lipschitz de modo que se tiene

x =
1

V

X
j

�tjFtj(x)

donde
�tj = H

�
b0t; d

0
j

�
+H

�
a0t; c

0
j

�
�H

�
b0t; c

0
j

�
�H

�
a0t; c

0
j

�
y

V = H (b0t; 1) +H (a
0
t; 0)�H (b0t; 1)�H (a0t; 0)

donde a0t es tal que F (a
0
t) = at; y lo mismo ocurre para las otras notaciones.

Del mismo modo se eligen las funciones Gtj asociadas con Jj 2 O2:
ii) Asignación de medida, con la ayuda de una distribución bidimensional con marginales Ft;j y Gt;j.
Distinguimos varios casos:
a) Tt � Jj 2 D1 �D2. Si [a; b]� [c; d] � Tt � Jj ; tenemos que

� ([a; b]� [c; d]) = H (b0; d0) +H (a0; c0)�H (b0; c0)�H (d0; a0)

donde a0es un valor tal que F (a0) = a; y lo mismo ocurre para las otras letras. El teorema de extensión permite
extender la medida a los conjuntos de Borel de ese rectángulo.
b) Tt � Jj 2 D1 � O2: Si �tj = 0; la medida de un conjunto de Borel contenido en ese rectángulo es cero. Si

�tj 6= 0 consideramos las funciones de distribución

Ftj(x) =
1

�tj
(C� ((bt � at)x+ at; dj) + C� (at; cj)�

� (C� (at; dj) + C� ((bt � at)x+ at; cj)))

y Gtj (asociada previamente).
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Para Ft;j y Gt;j y una cópula cualquiera (que representaremos por Ctj), existe una distribución de masa que
responde a una función de distribución

Htj (x; y) = Ctj (Ftj(x); Gtj(x)) :

La aplicación

Qtj : I2 ! Tt � Jj
Qij((x; y)) = ((bt � at)x+ at; (dj � cj) y + cj)

permite trasladar la masa que determina Htj ; de I2 a Tt � Jj : La medida � en Tt � Jj es la "trasladada"por Qtj
multiplicada por �ij :
c) Tt � Jj 2 O1 �D2: Se trata del "dual"de b).
d) Tt�Jj 2 O1�O2: En este caso procedemos de un modo similar a b). En esta ocasión las funciones Ftj y Gtj

han sido �jadas previamente.
iii) La probabilidad � es doblemente estocástica.
Basta demostrar que � ([a; b]� I) = b� a cuando [a; b] está incluido en algún Tt: Distinguimos varios casos.
Si Tt 2 D1tenemos que

� ([a; b]� I) =
X
j

C� (b; dj)� C� (a; dj)� C� (b; cj) + C� (a; cj)

= C� (b; 1)� C� (a; 1) = b� a:

Si Tt 2 O1tenemos que � ([a; b]� I) = 1
V

P
j �tj (Ftj(b)� Ftj(a)) = b� a:

El caso de I� [a; b] es simétrico.
Finalmente, esta medida � tiene asociada una cópula C1. Notemos que la forma de construir la medida nos

garantiza que su restricción a RanF �RanG es C�. Además, se tiene que C1(F (x); G(y)) = H(x; y); con lo que se
concluye el resultado.
Hemos de notar que, dada una función de distribución H; el método de construcción anterior (que denominamos

H�proceso) está asociado con las cópulas Ct;j y las funciones de distribución Ftj y Gtj :

9.2.2. Teorema de Sklar

Si en los casos en que hemos de elegir una cópula Ctj tomamos la cópula independiente o cópula producto � y
cuando podemos elegir algunas funciones de distribución unidimensionales tomamos Ftj(x) = Gtj(x) = x; tenemos
un caso particular que es el utilizado por Sklar y Schweizer en la demostración del Teorema de Sklar que dan en
[152].
Sea la cópula C y la familia fSigi2= de subconjuntos cerrados y acotados de I2 cuyas fronteras (notadas por

@Si) cumplen que Si \ Sj � @Si \ @Sj cuando i 6= j: Además, para cada i 2 =; tomamos una función Li : Si ! I
continua y creciente en cada variable, tal que C = Li en @Si: Entonces, la función L : I2 ! I de�nida por

L(x; y) =

�
Li(x; y); si (x; y) 2 Si
C(x; y); en otro caso

es llamada patchwork de fFigi2= : Cuando los conjuntos Si son rectángulos se les llama rectangular patchwork (ver
[54]).
Podemos obtener, sin di�cultad, el siguiente resultado:

Proposición 9.3 Si notamos por C1 y C2 las cópulas obtenidas en dos H�procesos en los que se han tomado las
mismas funciones de distribución Ftj ; Gtj ; entonces C1 es un rectangular patchwork de C2 (y viceversa).

9.2.3. Extensión del Teorema de Sklar

El H-proceso descrito en este Capítulo nos permite establecer el objetivo de describir cómo son todas las cópulas
que cumplen el Teorema de Sklar para una distribución bidimensional H y sus marginales F y G:
Para ello, introducimos previamente una notación adicional. Si D0

1 es el conjunto de índices t 2 T 0 para los que
Tt 2 D1; y de modo similar D0

2; O
0
1 y O

0
2: Al subconjunto de D

0
1 �O02 [O01 �D0

2 [O01 �O02 formado por los índices
para los que �tj 6= 0; lo representamos por K:
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Por 1FD representamos al conjunto de funciones de distribución 1�Lipschitz de�nidas en I y M1 es el subcon-
junto de 1FDO0

1�J
0\K tal que

x =
1

V

X
j:(t;j)2O0

1�J0
�tjFtj(x):

De modo idéntico se de�ne M2:

Ahora, analizando la demostración de la Proposición 9.2 observamos que hemos probado más de lo que se enuncia
en ese resultado. Notaremos por COP al conjunto de todas las cópulas. En concreto, podemos decir que para cada
elemento de COPK�M1�M2 elH�proceso asociado con él nos da una cópula para la que C(F (x); G(y)) = H(x; y):
Por otra parte, teniendo en cuenta que en toda cópula C; que extiende a C�, las secciones verticales y horizontales

son 1�Lipschitz y monótonas crecientes. Es fácil comprobar que, cuando �tj 6= 0; si tomamos

Ftj(x) =
1

�tj
(C ((bt � at)x+ at; dj) + C (at; cj)�

� (C (at; dj) + C ((bt � at)x+ at; cj)))

y

Gtj(y) =
1

�tj
(C (bt; (dj � cj) y + cj) + C (at; cj) �

� (C (at; (dj � cj) y + cj) + C (bt; cj)))

entonces, obtenemos a C como un H�proceso.

Teorema 9.4 (Extensión del teorema de Sklar) a. Para cada elemento de COPK �M1 �M2 el H�proceso
asociado con él nos da una cópula que veri�ca C(F (x); G(y)) = H(x; y): Además, a elementos diferentes de
COPK �M1 �M2 les corresponden cópulas diferentes.

b. Toda cópula C satisfaciendo que C(F (x); G(y)) = H(x; y) se obtiene mediante un H�proceso.

Finalmente, teniendo en cuenta el resultado anterior, podemos dar la expresión de todas las cópulas que cumplen
que C(F (x); G(y)) = H(x; y):

Teorema 9.5 Sea H(x; y) una función de distribución bidimensional en I2 con distribuciones marginales F y G,
y sea C una cópula cumpliendo la relación C(F (x); G(y)) = H(x; y): Entonces, C tiene la siguiente expresión

C(x; y) =

8>>>>><>>>>>:

C�(x; y); si (x; y) 2 RanF �RanG
C�(at; cj) + �tjCtj

�
Ftj

�
x�at
bt�at

�
; Gtj

�
y�cj
dj�cj

��
+

+
P
t02St

�t0jGtj

�
y�cj
dj�cj

�
+
P
j02Zj

�tj0Ftj

�
x�at
bt�at

�
;

si (x; y) =2 RanF �RanG; (x; y) 2 Tt � Jj :

donde St = ft0 : at0 < atg y Zj = fj0 : cj0 < cjg :

Ejemplo 9.6 En el caso en que RanF = I y RanG = f0; b; 1g la subcópula, esencialmente, se puede identi-
�car con la sección horizontal C�(x; b) = hb(x): La función hb : I ! [0; b] es una función creciente, biyectiva y
jhb(x)� hb(y)j � jx� yj (esto es, es 1�Lipschitz).
La situación inversa también es cierta, si una función hb : I ! [0; b] es creciente, biyectiva y jhb(x)� hb(y)j �

jx� yj ; entonces la aplicación C� : I� f0; b; 1g ! I dada por

C�(x; y) =

8<: 0 si y = 0
hb(x) si y = b
x si y = 1

es una subcópula.
En este caso T = fT0 = Ig y J = fJ0 = [0; b] ; J1 = [b; 1]g ; F0;0 = hb(x)

b ; F0;1 =
x�hb(x)
1�b ; G0;0(x) = G0;1(x) = x:
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El resultado anterior conduce a una expresión general para todas las cópulas con una sección horizontal hb; dada
por

C (x; y) =

8<: bC1

�
hb(x)
b ; yb

�
; si x � b

(1� b)C2
�
x�hb(x)
1�b ; y�b1�b

�
+ hb(x); en otro caso

Donde C1 y C2 son cópulas.
Este resultado ha sido obtenido por otros métodos en [54]. Teniendo en cuenta las acotaciones de Fréchet�

Hoe¤ding, cuando tomamos
a) C1(x; y) = C2(x; y) =M(x; y) = m��n fx; yg

o bien
b) C1(x; y) = C2(x; y) =W (x; y) = m�ax f0; x+ y � 1g

se obtienen, respectivamente, la mayor y la menor de las cópulas de esta familia. Este resultado corresponde con
los teoremas 3.1 y 3.2 de [99].

9.3. Aplicaciones

9.3.1. Acotaciones superior e inferior

Dada una subcópula C�; es interesante conocer las funciones

SC�(x; y) = sup fC(x; y) : C es una cópula que extiende a C�g

y
IC�(x; y) = ��nf fC(x; y) : C es una cópula que extiende a C�g :

Veremos que tanto SC� como IC� son cópulas y daremos un método para determinarlas.

Un intervalo Tt se divide en subintervalos indizados en J 0; de modo que el intervalo
h
ajt ; b

j
t

i
= T jt � Tt es un

intervalo de longitud igual a VC� (Tt � Jj) y su extremo inferior es at +
P

cj0<cj
VC� (Tt � Jj0) : De modo similar se

divide Jj en intervalos J tj :
En el caso en que podamos elegir la función Ft;j se tomará

Ft;j(x) =

8>><>>:
0; 0 � x � ajt�at

bt�at
bt�at
bjt�a

j
t

x+
at�ajt
bjt�a

j
t

;
ajt�at
bt�at � x �

bjt�at
bt�at

1;
bjt�at
bt�at � x � 1

y de modo similar se haría para Gt;j .

Teorema 9.7 Si en el H�proceso elegimos las funciones Ftj y Gtj como se ha descrito anteriormente y hacemos
Ctj =M; entonces la cópula asociada con la medida doblemente estocástica será SC�:

Demostración. Es sencillo observar que si Tt � Jj 2 O1 �O2; entonces en ese rectángulo la masa está distribuida
uniformemente en la diagonal del cuadrado T jt � J tj : Si Tt � Jj 2 D1 �O2 la masa está distribuida en la grá�ca de
una función biyectiva y monótona creciente de Tt en J tj :

Si Tt� Jj 2 O1�D2 la masa está distribuida en la grá�ca de una función biyectiva y monótona creciente de T jt
en Jj :
Para comprobar que la cópula asociada con esa medida es SC� veremos varias situaciones. Representamos la

cópula por C 0:
i) Si (x; y) 2 RangF �RangG es obvio que se trata de SC�(x; y):
ii) Si (x; y) 2 Tt � Jj 2 O1 �O2 distinguimos, a su vez, varios casos:
�) Si x � ajt ; y � ctj ; entonces C 0(x; y) = C� (at; cj)+(x� at)+(y � cj) ; que es el mayor valor que puede tomar.
�) Si x � bjt ; y � dtj ; el valor es C 0(x; y) = C� (bt; dj) ; que también es el máximo que puede tomar.
�) Si ajt � x � b

j
t ; y � ctj se tiene

C 0(x; y) = C� (at; cj) +
X
j0<j

VC� (Tt � Jj0) + x� at;
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que vuelve a ser el valor máximo que puede alcanzar.
�) Del mismo modo se obtiene cuando x � bjt ; ctj � y � dtj :
Razonamientos similares nos dan el mismo resultado para las situaciones:
�) x � bjt ; y � ctj
�) x � ajt ; y � dtj
�) ajt � x � b

j
t ; y � dtj

#) x � bjt ; ctj � y � dtj :
�) ajt � x � b

j
t ; c

t
j � y � dtj :

iii) Si (x; y) 2 Tt � Jj 2 D1 �O2 o (x; y) 2 Tt � Jj 2 O1 �D2; se hace una descomposición en casos del mismo
modo que en ii).
De modo similar obtenemos la cota inferior. En este caso, el intervalo T jt � Tt es un intervalo de longitud igual

a VC� (Tt � Jj) ; y su extremo superior es

bt �
X
j0<j

VC� (Tt � Jj0) :

También de este modo se divide Jj en intervalos J tj : Las funciones Ft;j y Gt;j se de�nen como en el caso anterior.

Teorema 9.8 Si en el H�proceso elegimos las funciones Ftj y Gtj como se ha descrito anteriormente y Ctj =W
entonces la cópula asociada con la medida doblemente estocástica será SC�:

Los dos últimos teoremas incluyen, como caso particular, el resultado obtenido por Carley y Taylor en [34]
cuando RanF y RanG son conjuntos �nitos.

9.3.2. Extensión de sub-cuasicópulas

El H-proceso también se puede aplicar a la extensión de sub-cuasicópulas (véase [142]).
En este caso, cuando Tt 2 O1; la elección de funciones de distribución continuas Ftj ; con x = 1

V

P
j �tjFtj(x)

puede llevar a que no se tenga la condición 1-Lipschitz, ya que alguno de los �tj puede ser negativo. Ésto se evita
mediante conveniente elección de esas funciones: Ftj(x) = x (del mismo modo para Gtj cuando Jj 2 O2). La cópula
Ctj puede ahora ser cualquiera.
a) Este proceso de extensión de la sub-cuasicópula se hace con la ayuda de una distribución de masa (positiva,

negativa o masa cero en los rectángulos Tt � Jj).
b) Cuando en los rectángulos no degenerados de RanF �RanG la sub-cuasicópula responde a una distribución

de masa signada, las cuasicópulas obtenidas están asociadas con una medida signada doblemente estocástica.
c) Si tomamos Ctj = � obtenemos el ejemplo de extensión que se da en el apéndice A de [142] debido a F.

Durante.



Capítulo 10

Cuestiones sobre cópulas con sección
diagonal dada

10.1. Introducción

Dada una diagonal � estamos interesados es estudiar C�, que, recordemos, denota la familia de cópulas que tiene
a � como diagonal principal. Posiblemente, las cópulas pertenecientes a C� mejor conocidas son las llamadas cópulas
diagonales (véanse [123] y [66]), que están de�nidas por la expresión

K�(x; y) = m��n

�
x; y;

�(x) + �(y)

2

�
: (10.1)

Basados en investigaciones recogidas en [85] y [86], podemos señalar que las cópulas diagonales tienen la siguiente
interpretación probabilística. Para cada (x; y) 2 I2, se tiene que

K�(x; y) =
m��nf2x� �(x); �(y)g

2
+
m��nf2y � �(y); �(x)g

2
:

Puesto que las funciones F y G de I2 en I dadas por

F (x; y) = m��nf2x� �(x); �(y)g y G(x; y) = m��nf2y � �(y); �(x)g

son 2�crecientes (son funciones de distribución bidimensionales obtenidas por la composición de la cópulaM(x; y) =
m��nfx; yg con las funciones de distribución unidimensionales t 7! �(t); t 7! (2t � �(t)); entonces una cópula
diagonal es una combinación lineal convexa de dos distribuciones bidimensionales con la misma cópula M , pero con
marginales diferentes.
Esta interpretación también permite demostrar que, efectivamente, K� es una cópula y que es discreta.
Bajo condiciones adicionales sobre �, pueden construirse otras cópulas de C�; como puede verse en [19], [48],

[50], [53], o [114].
Queremos ahora proponer otro método de construcción de cópulas de C� bajo la condición de que � sea una

función convexa.
También, daremos respuesta a dos problemas propuestos por Nelsen et al. en [126]. Concretamente, se trata de:
a) Determinar para qué diagonales la inclusión C� � Q� es estricta.
b) Determinar si existen diagonales diferentes de �M para las que C� = Q� es un único elemento.

10.2. Construcción de cópulas con una sección diagonal convexa

Para construir un nuevo tipo de cópulas con sección diagonal dada, necesitamos algunos lemas previos. El
primero está contenido en la proposición 4.B.2 de [112] y el segundo el teorema 7.1 de [51].

Lema 10.1 Sean A un intervalo de R y f : A ! R una función. Si f es convexa y creciente, entonces para cada
a1; a2; a3; a4 2 A tales que a1 � a2 � a3 � a4; y a1 + a4 � a2 + a3, se tiene que

f(a1) + f(a4) � f(a2) + f(a3):

157
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Lema 10.2 Para una aplicación A : I2 ! I que sea 2�creciente y 1�Lipschitz en cada variable, con A(0; 0) = 0 y
A(1; 1) = 1, la función

C(x; y) = m��nfx; y;A(x; y)g (10.2)

es una cópula.

Teorema 10.3 Para una diagonal convexa �, la función C� : I2 ! I dada por

C�(x; y) = m��n

�
x; y; �

�
x+ y

2

��
; (10.3)

es una cópula.

Demostración. Sea la función A : I2 ! I de�nida por

A(x; y) = �

�
x+ y

2

�
:

Para demostrar que C� es una cópula, únicamente hemos de comprobar que A satisface las hipótesis del lema 10.2.
Es sencillo comprobar que A(0; 0) = 0 y A(1; 1) = 1. Además, puesto que � satisface j�(v) � �(u)j � 2jv � uj,

para x; y; x0; y0 2 I, tenemos que

jA(x; y)�A(x0; y0)j =
������x+ y2

�
� �

�
x0 + y0

2

����� � jx� x0j+ jy � y0j;
esto es, A es 1�Lipschitz en cada variable.
Finalmente, para todo x; y; x0; y0 2 I con x � x0 e y � y0, tenemos que

A(x; y) +A(x0; y0)�A(x; y0)�A(x0; y)

= �

�
x+ y

2

�
+ �

�
x0 + y0

2

�
� �

�
x0 + y

2

�
� �

�
x+ y0

2

�
:

Esta expresión es no negativa, puesto que � es convexa y, por tanto, el lema 10.1 puede ser aplicado.

10.3. Resolución de dos problemas abiertos sobre C� y Q�
Ahora, daremos respuesta a dos problemas que han sido planteados en la sección 10.1. En primer lugar, estamos

interesados en las diagonales � para las que C� contiene un único punto. El siguiente resultado las caracteriza.

Proposición 10.4 Sea � una diagonal. Las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

(a) Hay una cópula C tal que C� = fCg;

(b) � = �M ; o, en otras palabras, C =M .

Puesto que C� � Q�, entonces ocurre que Q� contiene un único elemento cuando � = �M .
Notemos que, para demostrar la proposicion, es su�ciente demostrar que (a) implica (b), puesto que la otra

implicación es cierta como una consecuencia de la proposition 2.7 de [56]. Previamente, introducimos un poco de
notación.
Dada una función H : [a1; a2] � [b1; b2] ! [c1; c2], las marginales de H son las funciones hHb1 , h

H
b2
, vHa1 , y v

H
a2

de�nidas por

hHb1 : [a1; a2]� [b1; b2]! [c1; c2] ; hHb1 = H (x; b1) ;

hHb2 : [a1; a2]� [b1; b2]! [c1; c2] ; hHb2 = H (x; b2) ;

vHa1 : [a1; a2]� [b1; b2]! [c1; c2] ; vHa1 = H (a1; y) ;

vHa2 : [a1; a2]� [b1; b2]! [c1; c2] ; vHa2 = H (a2; y) :

Primera demostración. Supongamos que C� tiene la cópula C como su único elemento. Supongamos que �(t0) 6=
t0 para algún t0 2 ]0; 1[; y tomemos R = [0; t0]� [t0; 1]. Como consecuencia de ser una cópula, tenemos

VC(R) = t0 � �(t0) = �R > 0:
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Sean C1 y C2 dos cópulas diferentes, C1 6= C2, y consideramos, para i = 1; 2, las funciones eCi(x; y) dadas por8>><>>:
�RCi

�
VC([0; x]� [t0; 1]

�R
;
VC([0; t0]� [t0; y])

�R

�
+ hCt0(x);

si (x; y) 2 R;
C(x; y); en otro caso.

Teniendo en cuenta el teorema 2.2 de [54], eC1 y eC2 son cópulas, con eC1 6= eC2. Además, es fácil comprobar queeC1 y eC2 tienen la misma sección diagonal y que es �. Como consecuencia, C� contiene, al menos, dos elementos
distintos, lo cual es una contradicción. Por tanto, � debe ser igual a �M .
Segunda demostración. Supongamos que C� tiene la cópula C como su único elemento y que �(t0) 6= t0 para
algún t0 2 ]0; 1[. Entonces, C no es absolutamente continua. Efectivamente, es posible asociar a la diagonal �
la cópula K� dada por (10.1). Por tanto, si C es absolutamente continua, entonces C� contendrá, al menos, dos
elementos.
Por otra parte, es conocido por el teorema 2.3 de [48] que C� contiene una cópula absolutamente continua

cuando �(t) < t; para todo t 2 ]0; 1[. Además, como � es una función continua, existe un intervalo [t1; t2] 6= I tal que
�(t1) = t1, �(t2) = t2 y �(t) < t en ]t1; t2[. Además, el teorema 3.2.1 de [122] asegura que C es una suma ordinal.
Es sencillo comprobar que C1 : I2 ! I dado por

C1(x; y) =
C ((t2 � t1)x+ t1; (t2 � t1)y + t1)� t1

t2 � t1
;

es una cópula cuya sección diagonal es

�1(t) =
� ((t2 � t1)t+ t1)� t1

t2 � t1
:

Hemos de notar que �1(t) < t para todo t 2 ]0; 1[. Sea C2 otra cópula cuya sección diagonal es �1 y C2 6= C1. La
existencia de C2 esta garantizada ya que el teorema 2.3 de [48] a�rma que existe una cópula absolutamente continua
con sección diagonal igual a �1 y, por otra parte, existe la cópula singular K�1 . Ahora, de�nimos una cópula eC de
la forma:

eC(x; y) = (t1 + (t2 � t1)C2 � x�t1t2�t1 ;
x�t1
t2�t1

�
; si (x; y) 2 [t1; t2]2;

C(x; y); en otro caso.

En estas circunstancias, eC 2 C� y eC 6= C. Como consecuencia, C� contiene al menos dos elementos, lo que es una
contradicción. Por tanto, � debe ser igual a �M .
La segunda versión de la demostración puede ser usada para demostrar un resultado d�dimensional análogo

(n � 3), que escribimos como un corolario.

Corolario 10.5 Sea � una d�diagonal. Las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

(a) la clase de todas las cópulas d�dimensionales cuya sección diagonal es � consta de un único elemento;

(b) �(t) = t en I.

La demostración puede obtenerse imitando la segunda de las demostraciones de la proposición 10.4 y utilizando
los resultados que aparecen en [85] sobre la clase de las cópulas d�dimensionales con una sección diagonal dada.

Comentario 10.6 Notemos que, si la clase C� contiene dos elementos, entonces contiene una in�nidad de elemen-
tos. En efecto, si C1; C2 2 C� y C1 6= C2, entonces �C1 + (1� �)C2 2 C� para todo � 2 I.

Ahora, estudiamos el segundo de los problemas. Sea � una diagonal y consideremos las clases C� yQ�. Es conocido
que C� = Q�cuando � = �M (véase, por ejemplo, la proposición 2.7 de [56]). A continuación demostraremos que este
es el único caso en el que se da la igualdad.

Proposición 10.7 Sea � una función diagonal. Entonces C� = Q� si, y sólo si, � = �M .



160 CAPÍTULO 10. CUESTIONES SOBRE CÓPULAS CON SECCIÓN DIAGONAL DADA

Demostración. Supongamos que C� = Q� y que �(t0) 6= t0 para algún t0 2 ]0; 1[. Como en la primera de las
demostraciones de la proposición 10.4, tomamos R = [0; t0] � [t0; 1] y VC(R) = �R > 0. Sea Q una cuasicópula
propia, es decir, una cuasicópula que no es una cópula (su existencia está garantizada por [70]). Consideramos la
función eC(x; y) = (D(x; y); (x; y) 2 R;

C(x; y); en otro caso,
(10.4)

donde D : R ! I, D(x; y) = �RQ (F (x); G(y)) + h
C
t0(x), y las funciones F : [0; t0] ! I y G : [t0; 1] ! I de�nidas,

respectivamente, por

F (x) =
VC([0; x]� [t0; 1])

�R
=
x� hCt0(x)

�R

G(y) =
VC([0; t0]� [t0; y])

�R
=
vCt0(y)� C(t0; t0)

�R
:

Teniendo en cuenta las proposiciones 4, 5 y 6 de [18], para demostrar que eC es una cuasicópula, hemos de comprobar
que C = D en la frontera de R, D es creciente en cada variable, y que las aplicaciones t 7! D(t; y0) y t 7! D(x0; t)
son 1�Lipschitz para cada x0 2 [0; t0] e y0 2 [t0; 1].
Puesto que la primera condición para D se demuestra fácilmente, queda por comprobar que las secciones vertical

y horizontal de D son 1�Lipschitz. Para este �n, tomamos t1; t2 en [0; t0]; y sin pérdida de generalidad, supondremos
que t1 < t2. Sea y0 2 [t0; 1]. Tenemos que

D(t2; y0)�D(t1; y0) = �R (Q (F (t2); G(y0))�Q (F (t1); G(y0)))
+
�
hCt0(t2)� h

C
t0(t1)

�
� (t2 � t1)�

�
hCt0(t2)� h

C
t0(t1)

�
+
�
hCt0(t2)� h

C
t0(t1)

�
= t2 � t1:

Análogamente, sean t1; t2 2 [t0; 1]; y supondremos que t1 < t2. Sea x0 2 [0; t0]. Así,
D(x0; t2)�D(x0; t1) = �R (Q (F (x0); G(t2))�Q (F (x0); G(t1)))

� vCx0(t2)� v
C
x0(t1) � t2 � t1:

Podemos concluir que t 7! D(t; y0) y t 7! D(x0; t) son 1�Lipschitz y, por tanto, eC es una cuasicópula. Además, se
puede comprobar fácilmente que eC 2 Q�.
Notemos que eC es realmente una cuasicópula propia. Efectivamente, puesto que Q es una cuasicópula propia,

existe un rectángulo en el que R� = [a�1; a
�
2]� [b�1; b�2] � I2 tal que VQ (R�) < 0. Ahora, sean a1, a2, b1 y b2 puntos

de R tales que
F (a1) = a

�
1; G(a2) = a

�
2; F (b1) = b

�
1; F

�
b2
�
= b�2:

Se sigue, por ser
V eC �[a1; a2]� �b1; b2�� = �RVQ (R�) < 0;

que eC no es una cópula.
Por tanto, tenemos que Q 2 Q� n C�, lo que es una contradicción. Entonces, � = �M . Puesto que la implicación

inversa es obviamente cierta, tenemos demostrado el resultado.

Comentario 10.8 De la demostración de la proposición 10.7, podemos deducir que C 2 C�, � 6= �M , puede ser
aproximada por medio de una cuasicópula propia Q 2 Q�. En efecto, dado " > 0, y utilizando la notación de la
proposición 10.7, consideramos el rectángulo R = R" � [0; t0] � [t0; 1], VC(R) > 0, y la cuasi cópula Q de (10.4).
Para R su�cientemente pequeño (pero de C�volumen positivo), podemos deducir que jC(x; y) � Q(x; y)j < " para
todo (x; y) 2 I2. Además, por el uso del teorema 4.2 de [124], podemos suponer que la cuasicópula Q tiene una masa
negativa, en algún subconjunto de R; menor que la cantidad que queramos �jar.

Notemos que si la cópula C es simétrica, entonces la cuasicópula eC de (10.4) no es simétrica. Sin embargo, no
es difícil construir una cuasicópula simétrica perteneciente a Q�. Efectivamente, podemos considerar la cuasicópulaeC�(x; y) = eC(m��nfx; yg;m�axfx; yg) (véase Remark 3 de [52]). Como consecuencia, si denotamos por Qs la clase de
las cuasicópulas simétricas, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 10.9 Sea � una diagonal. Entonces C� \Qs = Q� \Qs si, y sólo si, � = �M .
Es interesante hacer notar que para � 6= �M , tenemos que C� \Qs � Q� \Qs, es conocido que las cotas superior

e inferior de C� \Qs y Q� \Qs coinciden (véanse [98] o [125]).



Capítulo 11

S-cópulas

11.1. Introducción

El concepto de shu­ e de Min fue introducido por Mikusinski et al. en [116] (véase también [122]). En ese trabajo
dan una demostración de que estas cópulas son densas en el conjunto de las cópulas con la distancia del supremo.
Recientemente, se han dado generalizaciones de las mismas: en el caso bidimensional, por Durante et al. en [55]; y
en el multidimensional, por Mikusinski y Taylor en [117].
Pretendemos aportar una forma de generar cópulas a partir de una familia dada. Este método incluye, como

caso particular, a los shu­ es de Min (en el sentido introducido en [117]) y a las sumas ordinales de cópulas. Este
tipo de cópulas, que llamaremos S�cópulas, tienen la interesante propiedad de que dadas dos cópulas cualesquiera
C1 y C2, la primera puede ser aproximada uniformemente por S�cópulas de la segunda.

11.2. S�estructura
Recordamos que una cópula C es un shu­ e de Min (bidimensional) si existe un entero positivo n; dos particiones

0 = s0 < s1 < � � � < sn = 1 y 0 = t0 < t1 < � � � < tn = 1 de I y una permutación � de f1; 2; : : : ; ng tales que cada
producto [si�1; si]�

�
t�(i)�1; t�(i)

�
es un cuadrado en el que C deposita una masa de tamaño si � si�1 distribuida

uniformemente en una de las diagonales. Para cada i = 1; 2; : : : ; n representamos m(i) a la pendiente de la diagonal
del cuadrado [si�1; si]�

�
t�(i)�1; t�(i)

�
en la que está distribuida la masa.

Podemos ver los shu­ es of Min como cópulas cuya distribución de masa está formada por n copias (con pesos)
de la distribución de masa de M o W . Siguiendo esta idea, podemos generalizar el concepto a conjuntos de cópulas
diferentes de fM;Wg ; y la descomposición de I en subintervalos puede ser in�nita.

De�nición 11.1 Dadas d familias Jj ; con j = 1; : : : ; d; formadas por una cantidad numerable de subintervalos
cerrados (puede ser �nito), no degenerados, representados por Jjn =

�
�jn; �

j
n

�
, tal que para n 6= m se tiene que

Jj�n \ Jj�m = ;
�
Jj�m es el interior de Jjm

�
y que

P
n �
�
Jjn
�
= 1; con la condición de que �

�
Jjn
�
= �

�
Jbn
�
para todos

j; b: Si el número de intervalos es �nito el conjunto de índices será A = f0; 1; 2; 3; : : : ; ag y si es in�nito A = Z+.
Sea un conjunto K numerable (puede ser �nito) y una aplicación sobreyectiva i : A! K: A i(n) lo representamos
como in: Llamamos S�estructura a (J � d;A;K; i) ; donde J � d representa las familias Jj y la representamos por
SJ�d;A;K;i: (Si no hay confusión se omitirán los subíndices total o parcialmente.)

De�nición 11.2 Decimos que m es una S�medida de la familia de probabilidades fmkgk2K (de�nidas en la
��álgebra de Borel y sin masa en la frontera) si existe una S�estructura tal que m es la medida que está de�nida
en las cajas J1n1 � : : :� J

d
nd
de la siguiente forma:

a. m
�
J1n1 � : : :� J

d
nd

�
= 0 si existen k y k0 con nk 6= nk0 :

b. Para B un subconjunto de Borel de J1n� : : :�Jdn se tiene que m(B) = �(J1n)min
(fn(B)); donde fn(x1; : : : ; xd) =�

x1��1n
�(J1n)

; : : : ;
xd��dn
�(J1n)

�
y in 2 K:

Proposición 11.3 Las S� medidas son probabilidades; y si las probabilidades fmkgk2K son d�estocásticas, en-
tonces las S�medidas asociadas con ellas también lo son.
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Demostración. Para una S� medida, la medida total es
P

n �
�
J1n
�
min

(fn(Id)) = 1; por lo que podemos a�rmar
que es una probabilidad.
En el caso de que las medidasmk sean doblemente estocásticas. Para x1 = 0; resulta inmediato quem

�
[0; x1]� Id�1

�
=

0; en otro caso:

m
�
[0; x1]� Id�1

�
=

X
J1n\[0;x1] 6=;

x12J1n

�
�
J1n
�
m

in
(fn(J

1
n � : : :�

�
Jdn \ [0; x1]

�
� J2n � : : :� Jdn))

+
X

J1n\[0;x1] 6=;
x1 =2J1n

�
�
J1n
�
min

(fn(J
1
n � : : :� Jdn)):

La segunda de las sumas es igual a la suma de las longitudes de los intervalos cuyos extremos son menores que x1;
la primera puede ser vacía, o estar formada por un sumando o por dos.
En el caso de ser vacía, x1 no pertenecería a ningún In; pero sería un punto de acumulación de la unión de los

intervalos de cuya intersección con [0; x1] es no vacía. Este hecho, unido a que la suma total de longitudes es uno,
nos garantiza que m

�
[0; x1]� Id�1

�
= x1:

Si la suma tiene un término, la primera suma es igual a

�1n(x1) = sup
[

J1n\[0;x1] 6=;
x1 =2J1n

J1n

y x1 2 J1n(x1) =
h
�1n(x1); �

1
n(x1)

i
: Puesto que:

(�1n(x1) � �
1
n(x1)

)m
in(x1)

(fn(
�
J1n \ [0; x1]

�
� J2n � : : :� Jdn))

= (�1n(x1) � �
1
n(x1)

)min(x1)

�
fn([�

1
n(x1);

x1]� J2n � : : :� Jdn)
�

= (�1n(x1) � �
1
n(x1)

)m
in(x1)

 
([0;

x1 � �1n(x1)
�1n(x1) � �1n(x1)

]� Id�1)
!

= x1 � �1n(x1);

si la suma consta de dos sumandos, resulta que x1 es el extremo �nal de uno de los intervalos y el inicial de otro.
Para el caso del intervalo en el que se trata del punto inicial, el sumando es cero y la situación es similar a cuando
hay un único sumando.
Del mismo modo se razonaría para x2; : : : ; xd:

De�nición 11.4 Decimos que la cópula C es una S�cópula si su medida asociada �C es una S�medida.

Proposición 11.5 Si C es una S�cópula, entonces tiene la expresión:

C(x1; : : : ; xd) =
X
n

�
�
J1n
�
C
in

�
T

�
x1 � �1n
�(J1n)

�
; : : : ; T

�
xd � �dn
�(J1n)

��
;

donde T es la función T (x) =

8<: 0; si x � 0
x; si 0 � x � 1
1; si x � 1

Ejemplo 11.6 (Los shu­ es of Min) Recordamos que un shu­ e de M está determinado por un entero positivo
n; una partición de I en n subintervalos cerrados, representados por Hl; una permutación � de f1; 2; : : : ; ng ; y una
aplicación m : f1; 2; : : : ; ng ! f1;�1g :
Si queremos expresarlo como una S�medida, tomaríamos la S�estructura dada por A = f1; 2; : : : ; ng ;

�
J1l
	
=�

H�(l)
	
;
�
J2l
	
= fHlg ; con K = f1; 2g ; in = m

�
��1 (n)

�
y las probabilidades m1 = �M ; m2 = �W :

Por simplicidad nos hemos restringido al caso bidimensional, pero no es difícil incluir los shu­ es de otras
dimensiones introducidos en [117].
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Ejemplo 11.7 (Las sumas ordinales) Dada una partición de I en intervalos cerrados Hl = [�l; �l] y una colec-
ción de cópulas fClg indizada en el mismo conjunto de índices L que los intervalos. La suma ordinal de fClg
respecto de fHlg está dada por:

C(x1; : : : ; xd) =

8><>:
�l + (�l � �l)Cl

�
x1��l
�l��l

; : : : ; xd��l�l��l

�
;

si (x1; : : : ; xd) 2 Hl � � � � �Hl
m��n f(x1; : : : ; xdg ; en otro caso

Para expresar �C como una S�medida, tomamos la S�estructura dada por A = K = L; Jjl = Hl; 8l; i(l) = l; y las
medidas ml = �Cl : Notemos que si las cópulas Cl no son todas distintas se debería reducir el conjunto K y cambiar
i: De modo similar, puede extenderse a una de�nición más general dada en [121].

11.3. Propiedades de las S�cópulas
De�nición 11.8 Sea SJ�d;A;K;i una S�estructura. Asociada con ellos tenemos la función

SJ�d;A;K;i : COPK ! COP

fCkgk2K ! C;

donde la medida �C es la S�medida asociada con SJ�d;A;K;i y las medidas �Ck :
El uso de la misma notación para la S�estructura y la función no debe causar confusión, ya que el contexto en

que se utilizan las diferencia sin di�cultad.

Teorema 11.9 La aplicación SJ�d;A;K;i (evitaremos los subíndices siempre que sea posible) es uniformemente
continua cuando el conjunto de cópulas está dotado de la distancia del supremo (que notaremos) d1 y en COPK

disponemos de la distancia

d+
�
fCkgk2K ; fC

�
kgk2K

�
= sup

k2K

 
sup

(x1;:::;xd)2Id
jCk(x1; : : : ; xd)� C�k(x1; : : : ; xd)j

!
:

Demostración. Consideremos
�
C1k
	
k2K satisfaciendo que d+

�
fCkgk2K ;

�
C1k
	
k2K

�
< ": Vamos a estudiar

d1

�
S
�
fCkgk2K

�
; S
��
C1k
	
k2K

��
:

El modo en que se ha de�nido la S�cópula nos permite asegurar que cuando (x1; : : : ; xd) no pertenece a ninguna
caja J1n � : : :� Jdn; se tiene que S

�
fCkgk2K

�
(x1; : : : ; xd) es independiente de fCkgk2K :

Si (x1; : : : ; xd) 2 J1n � : : :� Jdn se tiene que

d1

�
S
�
fCkgk2K

�
(x1; : : : ; xd); S

��
C1k
	
k2K

�
(x1; : : : ; xd)

�
< � (In) ";

por lo que la función es uniformemente continua.

Comentario 11.10 En realidad, hemos demostrado más de lo que se dice en el enunciado, pues se ha obtenido
que la aplicación es una contracción con constante igual a la mayor de las longitudes de los intervalos de I:

Si nos restringimos al caso en que K contiene un único elemento, podemos preguntarnos por cuáles son los
puntos �jos de esta aplicaciones.
Para la siguiente proposición es necesario recuperar el concepto de medida autosimilar dada en los Preliminares

(o consultar [81]).

Proposición 11.11 El punto �jo de S0J�d;A;K;i : COP ! COP es aquella cópula para la que �C es la medida que
esta asociada con la familia de autosimilaridades Fn : Id ! J1n � : : :� Jdn de�nida por

Fn(x1; : : : ; xd) = �(In)(x1; : : : ; xd) + (�
1
n; : : : ; �

d
n) y pn = � (In) :
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Demostración. Es inmediato, a partir de la de�nición que se ha hecho de la aplicación.
Recordemos que, a partir de d funciones que conservan la medida, se de�ne la cópula

Cg1;:::;gd(x1; : : : ; xd) = � (ft : g1(t) � x1 ,. . . , gd(t) � xdg) ;

y que, para una cópula C; es posible encontrar d funciones g1; : : : ; gd; tal que C = Cg1;:::;gd . El siguiente resultado
permite encontrar funciones de este tipo para las S�cópulas, a partir de funciones relacionadas con las cópulas Ck:

Teorema 11.12 Si para cada una de las cópulas fCkgk2K conocemos una d-upla de funciones que conservan la
medida tal que Ck = Cgk1 ;:::;gkd :
Las funciones dadas por

gs(t) = g
in
s

�
t� �1n
�1n � �1n

��
�1n � �1n

�
+ �sn si t 2 J1�n:

En el conjunto, númerable o �nito, de los extremos de los vértices todas las gs toman el valor cero.
Entonces, las funciones gs con s 2 f1; 2; : : : ; dgson un ejemplo de funciones que preservan la medida y Cg1;:::;gd

es la S�cópula C:

Demostración. Es sencillo comprobar que gs preserva la medida.
Demostraremos que �C y �Cg1;:::;gd son, de hecho, la misma medida en los rectángulos J

1
n1 � � � � � J

d
nd
:

Si existen ns 6= nr; tenemos que�
t : gs(t) 2 Jsns y gk(t) 2 J

r
nr

	
=
�
t : t 2 J1�ns y t 2 J

1�
nr

	
= ;;

por lo que �Cg1;:::;gd
�
J1n1 � � � � � J

d
nd

�
= 0; que es el mismo valor que �C

�
J1n1 � : : :� J

d
nd

�
:

En el caso en que ns = n; 8s; tenemos que

�Cg1;:::;gd

��
�1n; x1

�
� � � � �

�
�dn; xd

��
= �

��
t : g1(t) 2

�
�1n; x1

�
; : : : ; gd(t) 2

�
�dn; xd

�	�
=

�
�1n � �1n

�
�

��
t : gin1 (t) 2

�
0;
x1 � �1n
�(J1n)

�
; : : : ;

gind (t) 2
�
0;
xd � �dn
�(J1n)

���
= (�n � �n)�C

g
in
1 ;:::;g

in
d

��
0;
x1 � �1n
�(J1n)

�
� � � � �

�
0;
xd � �dn
�(J1n)

��
= �C

��
�1n; x1

�
� � � � �

�
�dn; xd

��
:

Si el resultado es cierto para las cajas
��
�1n; x1

�
� � � � �

�
�dn; xd

��
; también es cierto para cualquier otra caja incluida

en J1n � � � � � Jdn; y, gracias al teorema de extensión, lo es para cualquier conjunto de Borel incluido en él.
Al ser cierto en los rectángulos en los conjuntos de Borel de los rectángulos J1n1�� � ��J

d
nd
; lo es en los conjuntos

de Borel de Id:
Hay un caso en el que el resultado anterior no es aplicable. Se trata de los puntos �jos de S0J�d;A;K;i; ya que al ser

autosimilares, para aplicar el teorema necesitaríamos conocer la solución. En este caso es posible dar directamente
una expresión de unas funciones g1; : : : ; gd:

Ejemplo 11.13 Vamos a ilustrarlo con un ejemplo en dos variables. Utilizando la notación introducida en [67]
para las cópulas autosimilares, si consideramos la S�cópula dada por la matriz0@ 0 1=3 0

0 0 1=3
1=3 0 0

1A
Vamos a dar un ejemplo de funciones para las que la S�cópula, que llamamos C; correspondiente a la matriz
anterior es Cfg:
Como función f tomamos la identidad y como g aquella que a un número con representación en base tres

x =
P

n
an
3n le hace corresponder g(x) =

P
n
bn
3n ; tal que cuando an = 0, entonces bn = 0; si an = 1, entonces bn = 2;

y si an = 2; entonces bn = 1:
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Hay un conjunto numerable en el que la función no está bien de�nida; para los elementos de ese conjunto
hacemos g(x) = 0: Esto no tiene in�uencia, pues al ser numerable es de medida nula.
Para demostrarlo, haremos uso de un sistema de ecuaciones funcionales. Sea h(x) = vg ([0; x]) = � ft : g(t) � xg :

Esta función cumple que h(0) = 0 y h(1) = 1 y las ecuaciones funcionales son8><>:
h( t3 ) =

h(t)
3

h( 1+t3 ) =
1+h(t)
3

h( 2+t3 ) =
2+h(t)
3

(11.1)

Representamos por (X; d�) el espacio métrico donde X es el conjunto de las funciones acotadas para las que se
tiene que s(0) = 0 y s(1) = 1 y d� la distancia del supremo. Se trata de un espacio métrico completo. De�nimos el
funcional B : (X; d�)! (X; d�) que sobre la función k actúa del siguiente modo:

B(k)(t) =

8><>:
k(3t)
3

1+k(3t�1)
3

2+k(3t�2)
3

Este funcional es una contracción en (X; d�), por lo que tiene un único punto �jo. Las ecuaciones funcionales (11.1)
garantizan que B(h) = h; y, por otra parte, la identidad i(x) = x también satisface B(i) = i: Por tanto, h(x) = x y
g preserva la medida de Lebesgue.
Resta demostrar que Cf;g es la S�cópula anterior. Es sencillo comprobar que g veri�ca las ecuaciones funcionales8><>:

g( t3 ) =
g(t)
3

g( 1+t3 ) =
2+g(t)
3

g( 2+t3 ) =
1+g(t)
3

Sean x; y � 1=3: Gracias a la primera de las ecuaciones, podemos escribir

Cf;g(x; y) = � ft : f(t) � x y g(t) � yg

=
1

3
� ft : f(t) � 3x y g(t) � 3yg

=
1

3
Cf;g(3x; 3y):

Este resultado podemos escribirlo como

�Cf;g ([0; x]� [0; y]) =
1

3
�Cf;g ([0; 3x]� [0; 3y])

cuando [0; x]� [0; y] � I2:
Del mismo modo, gracias a las otras dos ecuaciones, es posible demostrar que

�Cf;g ([1=3; x]� [2=3; y]) =
1

3
�Cf;g ([0; 3x� 1]� [0; 3y � 2])

cuando[1=3; x]� [2=3; y] � [1=3; 2=3]� [2=3; 1] y

�Cf;g ([2=3; x]� [1=3; y]) =
1

3
�Cf;g ([0; 3x� 2]� [0; 3y � 1])

cuando [2=3; x]� [1=3; y] � [2=3; 1]� [1=3; 2=3] : Estos resultados conducen a la autosimilaridad de la medida �Cf;g
y por tanto a demostrar que C = Cf;g:

Para generalizar este caso particular hemos de introducir una forma de representación de los números reales
conocida como serie de Luroth generalizada. Para ver un estudio de estas series puede consultarse [40, pág.41].

Teorema 11.14 (Serie de Luroth generalizada) Dado un conjunto de intervalos disjuntos (ln;rn) tales queP
n rn � ln = 1; se tiene que todo número real (salvo un conjunto numerable) de I, admite una única expresión de

la forma

x =
1X
s=1

hk
s1s2:::sk

con (hk; sk) 2
n�

ln
rn�ln ;

1
rn�ln

�o
; y toda serie de esa forma converge a un elemento de I:
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Teorema 11.15 Si C es una SJ�d�cópula autosimilar. Dado un número x de I con expresión x =
P1

s=1
h1k

s11s
1
2:::s

1
k

asociada con la partición I:

De�nimos gr(x) =
P1

s=1
hrk

sr1s
r
2:::s

r
k
donde (hrk; s

r
k) =

�
�rn

�rn��rn
; 1
�rn��rn

�
cuando

�
h1k; s

1
k

�
=
�

�1n
�1n��1n

; 1
�1n��1n

�
.

Entonces la cópula C es igual a C
g1;:::;gd

:

Demostración. Sigue como en el caso de la S�cópula autosimilar anterior.

Teorema 11.16 Podemos expresar los momentos Ms1;:::;sd;C de C = S
�
fCkgk2K

�
en función de las distintas Ck

mediante la expresión

X
n

�
�
J1n
� m1X
s1=0

� � �
msX
s2=0

�
m1

s1

�
� � �
�
md

sd

�
�
�
J1n
�s1+���+sd �

�1k
�m1�s1 � � �

�
�dk
�md�sd

Ms1;:::;sd;Cik

Demostración. Haciendo cálculos a partir de las de�niciones:Z
Id
xm1
1 � � �xmd

d d�C =
X
n

Z
J1n�����Jdn

xm1
1 � � �xmd

d d�C

=
X
n

�
�
J1n
� Z

Id

�
�
�
J1n
�
x1 + �

1
n

�m1 � � �
�
�
�
J1n
�
xd + �

d
n

�m
d�Cin

=
X
n

�
�
J1n
� Z

Id

m1X
s1=0

�
m1

s1

��
�1k
�m1�s1

�
�
J1n
�s1
xs11 � � �

� � �
mdX
sd=0

�
md

sd

��
�dk
�md�sd

�
�
J1n
�sd
xsdd d�Cik

=
X
n

�
�
J1n
� m1X
s1=0

� � �
msX
s2=0

�
m1

s1

�
� � �
�
md

sd

�
�
�
J1n
�s1+���+sd �

�1k
�m1�s1 � � �

� � �
�
�dk
�md�sd

Z
Id
xs11 : : : x

sd
d d�Cik ;

que es el resultado buscado.

De�nición 11.17 Si C1 y C2 son cópulas, decimos que C1 es menor que C2; y escribimos C1 � C2; si C1(x1; : : : ; xd) �
C2(x1; : : : ; xd) para todo (x1; : : : ; xd) 2 Id:

Proposición 11.18 Si tenemos una S�estructura y dos subconjuntos de los conjuntos de cópulas fCkgk2K y
fC 0kgk2K tales que Ck � C 0k para todo k entonces S

�
fCkgk2K

�
� S

�
fC 0kgk2K

�
:

Demostración. Las cópulas S
�
fCkgk2K

�
y S

�
fC 0kgk2K

�
toman los mismos valores cuando (x1; : : : ; xd) no pertenece

a ninguna caja J1n � : : :� Jdn: También ocurre que

S
�
fCkgk2K

�
(�1n; : : : ; �

d
n) = S

�
fC 0kgk2K

�
(�1n; : : : ; �

d
n):

Cuando (x1; : : : ; xd) 2 J1n � � � � � Jdn se tiene

S
�
fCkgk2K

�
(x1; : : : ; xd)

= S
�
fCkgk2K

�
(�1n; : : : ; �

d
n) + Cin

�
x1 � �1n
�1n � �1n

; : : : ;
xd � �dn
�1n � �1n

�
y

S
�
fC 0kgk2K

�
(x; y)

= S
�
fC 0kgk2K

�
(�1n; : : : ; �

d
n) + C

0
in

�
x1 � �1n
�1n � �1n

; : : : ;
xd � �dn
�1n � �1n

�
:

Puesto que Cin
�
x1��1n
�1n��1n

; : : : ;
xd��dn
�1n��1n

�
� C 0in

�
x1��1n
�1n��1n

; : : : ;
xd��dn
�1n��1n

�
; tenemos que S

�
fCkgk2K

�
� S

�
fC 0kgk2K

�
:
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11.4. Aproximación

Posiblemente, la propiedad más destacada de los shu­ es de Min es que son densos en el conjunto de las cópulas.
Vamos a estudiar si esta propiedad se mantiene para S-cópulas.
Es conocido que, en el conjunto de las cópulas, la convergencia puntual implica la convergencia uniforme, por

lo que para demostrar que una sucesión de cópulas converge uniformemente a otra es su�ciente demostrar que lo
hace puntualmente. Para estudiar la convergencia puntual utilizamos el lema que se da más abajo.
Previamente, es necesario recordar que para un espacio métrico en el que se ha de�nido una probabilidad P; en

la ��álgebra de Borel decimos que un conjunto A es P�continuo si P (@A) = 0 (recordamos que @A es la frontera
de A): Si P es una medida doblemente estocástica, entonces la P�medida de los lados de un cuadrado de lados
paralelos a los ejes es cero.

Lema 11.19 Si para toda función continua f , la sucesión
R
Id f(x1; : : : ; xd)d�Cn converge a

R
Id f(x1; : : : ; xd)d�C ;

entonces la sucesión de cópulas (Cn)n2Z+ converge puntualmente a C:

Demostración. En [28, pág. 12] encontramos que si
R
Id f(x1; : : : ; xd)d�Cn converge a

R
Id f(x1; : : : ; xd)d�C ; para

las funciones continuas, entonces

Cn(x1; : : : ; xd) = �Cn([0; x1]� � � � � [0; xd])
! �C([0; x1]� � � � � [0; xd]) = C(x1; : : : ; xd):

Teorema 11.20 Dada una cópula C; la familia de sus S�cópulas es densa en el conjunto de las cópulas, dotado
con la norma del supremo.

Demostración. Dado un número p; dividimos I en p intervalos de la forma
h
a
p ;

a+1
p

i
con a 2 f0; 1; : : : ; p� 1g ; e Id

en pd cajas, de la forma �d�1j=0

h
aj
p ;

aj+1
p

i
; donde aj 2 f0; 1; : : : ; p� 1g. A �d�1j=0

h
aj
p ;

aj+1
p

i
lo notamos por Bpm; con

m = a0 + a1p+ a2p
2 + � � �+ ad�1pd�1 2

�
0; 1; : : : ; pd � 1

	
:

Dividimos cada intervalo de la forma
h
a
p ;

a+1
p

i
en p subintervalos de interiores disjuntos de longitud total 1p . En

cada eje se trabajará de un modo diferente.
En el eje OXj : Si a = a00 + a

0
1p+ a

0
2p
2 + � � �+ a0d�1pd�1 de�nimos por Sa;j al conjunto�

m :
m = a0 + a1p+ � � �+ aj�1pj�1 + a0jpj + aj+1pj+1 + � � �+ ad�1pd�1

as 2 f0; 1; : : : ; p� 1g y j 6= s

�
:

Cada elementom de Sa;j tiene asociado un intervalo Jjm de longitud �C(B
p
m) (los intervalos pueden ser degenerados).

Esto se hace de modo que si m1 2 Sa1;j y m2 2 Sa2;j entonces el extremo superior de Jjm1
es menor o igual que el

inferior de Jjm2
:Lo mismo ocurre si m1;m2 2 Sa;j y m1 < m2: Obtenemos una descomposición (asociada con el eje

OXj) de I en p2 intervalos que están numerados; y la longitud de Jjm es �C(B
p
m) (independiente de j).

Las divisiones Jj , con A =
�
0; 1; : : : ; p2 � 1

	
;K = f1g ; e i la única aplicación posible de A en K; nos dan una

S�estructura. Si alguna de las longitudes es nula, esos intervalos han de eliminarse y el conjunto de índices cambiar.
La S�cópula asociada cumple que para la medida asociada:

�Cp (B
p
m) = �C (B

p
m) :

Consideremos una función f continua en Id: Al ser Id un compacto, la función es uniformemente continua. Dado
un real " > 0; existe un entero positivo q; de modo que para p > q, si se tiene que (x1; : : : ; xd); (x01; : : : ; x

0
d) 2 Bpm

entonces

jf(x1; : : : ; xd)� f(x01; : : : ; x0d)j < ":
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Aplicando lo anterior, tenemos que:X
r

m��n ff(x1; : : : ; xd) : (x1; : : : ; xd) 2 Bpmg�C (Bpm)

�
Z
Id
f(x1; : : : ; xd)d�Cp

�
X
r

m�ax ff(x1; : : : ; xd) : (x1; : : : ; xd) 2 Bpmg�C (Bpm)

�
X
r

m��n ff(x1; : : : ; xd) : (x1; : : : ; xd) 2 Bpmg�C (Bpm) + ":

Puesto que �Cp (B
p
m) = �C (B

p
m) ; las desigualdades siguen siendo ciertas para

R
Id f(x1; : : : ; xd)d�C ; por lo que

tenemos que ����Z
Id
f(x1; : : : ; xd)�C �

Z
Id
f(x1; : : : ; xd)d�Cp

���� < "
cuando p > q:
Este resultado, junto al lema anterior, nos conduce a que las cópulas Cp convergen puntualmente y, por tanto,

uniformemente a C:
Este resultado no es cierto cuando el conjunto de cópulas esta dotado de otras topologías que también puedan

ser de interés. Por ejemplo, consideremos el conjunto de las medidas signadas en Id (con la ��álgebra de Borel),
esto es, funciones de B en Rtales que � (E) =

P1
i=1 � (Ei) para todo E 2 B y toda partición fEig de E: A este

conjunto lo representamos porMS: Para cada � 2MS; su variación total es

k�k
�
Id
�
= sup

1X
i=1

� (Ei)

donde el supremo está tomado en las particiones de Id: Para la suma y el producto por escalares de�nidos en la
forma usual, se tiene queMS es un espacio vectorial sobre R y k:k es una norma que lo convierte en un espacio de
Banach. En este espacio �n ! � si, y sólo si, �n (A)! � (A) para todo subconjunto de Borel.
Podemos restringirnos al espacio de las probabilidades d-estocásticas y dotarlo de estructura de espacio métrico.

Gracias a la biyección entre estas medidas y las cópulas, es posible de�nir una nueva distancia y, por tanto, una
topología en el conjunto de cópulas.

Proposición 11.21 Con la topología anterior las S�cópulas de cualquier familia fCkg no son densas en el conjunto
de las cópulas.

Demostración. Vamos a construir una cópula que no pueda ser límite de ninguna sucesión de S�cópulas asociadas
con la familia fCkg :
Tomamos una cópula D absolutamente continua, con 0 < a � @D

@x@y ; que sea distinta de todas las Ci:
Sea C una cópula para la que existe una familia de cópulas fCkg y una sucesión (Sn) de S�cópulas convergentes

a C: Las longitudes de los intervalos de la S�estructura asociada con Sn serán
�
�
�
J1n;m

�	
:

a) Si l��m sup
n

�
sup
m
� (Jn;m)

�
= 1; tenemos que C es una de las cópulas Ck. Por tanto, en estas condiciones D no

es límite de ninguna sucesión de S�cópulas asociadas con fCkg :

b) Si l��m sup
n

�
sup
m
�
�
J1n;m

��
< r < 1; es posible encontrar un conjunto de medida rd�1(1 � r) veri�cando que

su �Sn�medida es nula, lo que implica que la distancia entre Sn (para el valor elegido) y C es mayor o igual
rd�1(1� r)a y concluimos que C 6= D:
Como consecuencia del método utilizado en la demostración, podemos enunciar el siguiente resultado.

Corolario 11.22 Si la cópula independiente � no pertenece a fCkg, dada una sucesión (Sn) de S�cópulas con-
vergentes a � con la norma del supremo, es posible encontrar B 2 B

�
Id
�
para el que �Sn(B) no converge a �(B):
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