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INTRODUCCION

Este trabajo representa la version escrita de una investigacion realizada en el marco
de estudios de doctorado en Didactica de las Ciencias y de las Matematicas que
ofrece el Departamento de Educacion de la Universidad Auténoma de Barcelona. En
él recogemos sus aspectos mas destacados. La investigacion tiene como propdsito
analizar y validar una unidad didactica vinculada con el curso de Matemaéticas
Discretas para el aprendizaje de los conceptos béasicos del tema conteo
(combinaciones y ordenaciones) y que se convierta en una herramienta que oriente el
trabajo del profesor.

Para lograr tal fin nos hemos planteado como objetivos particulares: Conocer el tipo
de dificultades que tienen los estudiantes antes y después de trabajar con la unidad
didactica, comparar estas dificultades con las que tiene un estudiante con la
ensefianza tradicional y conocer la influencia de los ejemplos y contra ejemplos en el
aprendizaje.

El conocimiento de tales dificultades, no es un fin en si mismo. Estamos interesados
en la resolucién de problemas de matematicas como estrategia didactica en la
ensefianza de las matematicas en general, aunque nuestro estudio se centra en los
primeros cursos del nivel universitario.

Es necesario, por tanto, caracterizar y subsanar las dificultades que puedan
obstaculizar el proceso de aprender matematicas universitarias con base en la
resolucion de problemas. En mi experiencia docente que comprende mas de veinte
afios, he tenido oportunidad de trabajar en los niveles de secundaria y bachillerato.
En ese lapso he podido darme cuenta de las dificultades que enfrentan los estudiantes
en el aprendizaje de las matematicas.

Sin embargo, ha sido en el nivel universitario en donde he identificado una
problematica compleja en la cual, uno de los problemas notables tiene que ver con la
divergencia entre la meta deseada y los resultados esperados. La identificacion de
algunos de los factores que intervienen en este hecho puede contribuir en lograr un
acercamiento entre resultados y metas educativos asi como al aprendizaje
significativo de las matematicas. Aunque el problema es susceptible de ser observado
en diferentes niveles educativos, estamos interesados en enfocar nuestro estudio al
inicio del nivel universitario.

De conformidad con nuestro propdsito, esta investigacion busca mejorar el
aprendizaje de las matematicas en la Facultad de Estadistica e Informatica de la
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Universidad Veracruzana. Esta universidad se ubica en el estado de Veracruz, en
México. La actividad docente que he desempefiado durante varios afios en esta
institucion, atendiendo diversos cursos de matematicas, me ha permitido observar
algunas de las dificultades que tienen los estudiantes al enfrentar la resolucion de un
problema.

Otro aspecto que he podido observar es que los estudiantes de la licenciatura en
Estadistica e Informatica muestran una desercion escolar elevada de los estudiantes
que ingresan. Esta desercion generalmente se ha producido en el segundo semestre y
muy probablemente, la causa de esta desercion, guarda relacién con los elevados
indices de reprobacion que en cada periodo escolar se obtienen en los cursos del area
de matematicas. Los cursos de matematicas que se imparten en la licenciatura en
estadistica, son obligatorios y pertenecen a un tronco comun. La observacion de
hechos como los que aqui mencionamos justifica la realizacidn de este trabajo.

En los dltimos 4 afos, en esta universidad se ha impulsando un cambio que
gradualmente se ha podido ir implantando en cada una de sus escuelas y facultades.
Este cambio consiste en la transicién de un modelo rigido a uno flexible. EI modelo
que se esta dejando atras se caracteriza por la integracion de grupos en los cuales, un
conjunto estable de estudiantes recorre un mismo itinerario a lo largo de sus estudios.
En el modelo que se esta dejando atrés, la ensefianza es fundamentalmente presencial
y los cursos se imparten en un mismo horario que puede ser 0 bien matutino o bien,
vespertino. EI modelo que se estd implantando se caracteriza porque ya no existe el
tradicional concepto de grupo. Actualmente los estudiantes de las licenciaturas que
han adoptado este cambio —entre ellos los de la facultad de Estadistica e Informéatica—
tienen la posibilidad de elegir un itinerario propio.

Consideramos que una parte del problema que nos ocupa puede atribuirse a los
métodos de ensefianza que regularmente se han seguido en esta institucion. En
términos generales, la ensefianza de las matematicas ha consistido en seguir
procedimientos rutinarios dentro del salon de clase. El procedimiento generalmente
adoptado consiste en iniciar con una breve explicacion de los conceptos involucrados
en el tema a presentar. A continuacion, la actividad en el aula se centra en realizar
algunos ejercicios que el profesor selecciona del libro de texto. Finalmente, el
profesor encarga como trabajo extraescolar resolver ejercicios parecidos a los que se
han resuelto en clase.

Con un método como el descrito en el parrafo anterior, que en adelante llamaremos
ensefianza tradicional, no es dificil darse cuenta que la ensefianza de la matematica
gue se imparte en la mencionada Facultad, presenta una situacion que puede
calificarse como inadecuada a los propdsitos que busca la ensefianza de la
matematica.
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Merece la pena tener presente que, en general, la ensefianza y el aprendizaje de esta
disciplina muestra situaciones semejantes en los diferentes niveles donde se imparte.
Entre los factores comunes que dan lugar a ambientes como los que describimos se
encuentran las siguientes:

e Interés. Los profesores no siempre logran encontrar un método que permita
mantener el interés de sus estudiantes en la resolucion de un problema.

e Mejora del aprendizaje. Los métodos y técnicas de ensefianza que se siguen
en el aula dificilmente favorecen en los estudiantes la comprension de los
conceptos propuestos y menos aun habilidades para construir nuevos
conocimientos.

e Conocimientos de las matematicas. A menudo, los profesores consideran
como problemas los ejercicios que cotidianamente aplica en el aula.

e Competencias béasicas. La mayoria de los estudiantes no ha adquirido los
conocimientos basicos deseables en el dominio de adscripcion de diferentes
problemas.

Otros problemas que se relacionan con la problematica que enfrentan los cursos de
matematicas son:

e Conocimientos especificos. Muchos profesores dedican su interés a la
resolucién de ejercicios elementales y no acostumbran resolver problemas no
rutinarios.

e Creencias. La creencia de muchos profesores, que consideran ‘su método’
como bueno o adecuado, se resisten a considerar la resolucion de problemas
como una alternativa metodoldgica en la ensefianza que puede ser mas
adecuada que la que tradicionalmente utilizan.

e Afectos. Algunos aspectos de los afectos como la confianza las emociones y
los sentimientos de los estudiantes, en general son poco valorados por los
docentes en el proceso de ensefianza.

La situacion que describimos es la que a menudo sigue la mayoria de los profesores
de la institucion donde laboro. Dado que estas son las caracteristicas que distinguen a
los cursos que normalmente sigue la mayoria de los profesores de la institucion
donde me desempefio como profesor, cobra actualidad la cita de Polya (1965) quien
hace alusion a la gravedad que supone un procedimiento de ensefianza como el
descrito.
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Un profesor de matemaéticas tiene en sus manos una gran
oportunidad: Si utiliza su tiempo en ejercitar a sus alumnos en
operaciones rutinarias mataré en ellos el interés, impedira su
desarrollo intelectual; pero si estimula en ellos la curiosidad
podra despertarles el gusto por el pensamiento independiente.
(Polya, 1965, pp. 5.)

Debido a la complejidad del problema de ensefiar matematicas, no es dificil
imaginar que la mera seleccidon y puesta en practica de una estrategia didactica
cualquiera, resulta insuficiente. Existen muchos aspectos que pueden incidir en los
resultados que pueden observarse al final de un curso. Por ejemplo, la mera
estrategia de resolver problemas para aprender matematicas seria infructuosa sin
una formacion sdlida en mateméticas. Esta es una de las condiciones maés
relevantes. Parece una obviedad decirlo pero merece la pena insistir en que, para
ensefiar algo, es necesario tener conocimientos y experiencias amplias en el tema a
ensefiar.

Otros aspectos que resultan importantes incluyen, por ejemplo, la capacidad para
hacer investigacion desde la Didactica de la Matematica. Al respecto,
consideramos que un area relevante es la linea de investigacion en Resolucién de
Problemas.

Nos parece importante disponer de un método de ensefianza de la matematica que
incluya la resolucion de problemas como método de ensefianza y que se pueda
implementar con un grupo de estudiantes. Con base en esta apreciacion, decidimos
concretar nuestro trabajo en la ensefianza y el aprendizaje de los conceptos de
ordenacién y combinacion a través de la resolucion de problemas. En
consecuencia, uno de los retos que enfrentamos era el de hacer emerger, en los
estudiantes, las dificultades que tienen antes y después de trabajar con la unidad
didactica, comparar estas dificultades con las que tiene un estudiante con la
ensefianza tradicional y conocer la influencia de los ejemplos y contra ejemplos en
el aprendizaje.

La consideracion de la problematica descrita hasta aqui, da pautas para hacer
investigacién en la linea de resolucion de problemas como estrategia didactica. Con
este fin y como un primer acercamiento al conocimiento de tal problematica,
iniciamos nuestra investigacion en el contexto de la Universidad Auténoma de
Veracruz, donde este autor es profesor de tiempo completo.

Por tanto, los resultados de esta investigacion surgen del analisis de las respuestas
que dieron estudiantes de la facultad de informatica que tomaban el curso de
Probabilidad y Estadistica. Nuestro objeto de estudio esta delimitado por el objetivo
general que nos planteamos:
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Disefiar analizar y validar una unidad did&ctica vinculada con el curso de
Matematicas Discretas para el aprendizaje de los conceptos basicos del tema
conteo (combinaciones y ordenaciones) de manera que se convierta en una
herramienta que oriente el trabajo del profesor.

La investigacion que se presenta en este trabajo explora situaciones relativas a
nuestro objetivo general, tomando como base la utilizacion de la unidad didactica, un
método de ayuda para los estudiantes en la resolucion de problemas durante el curso
(Gomez, 2008), los cuestionarios de problemas de inicio y fin de la unidad didactica
y la forma de participacion de los estudiantes y el profesor en el aula.






CAPITULO 1
DELIMITACION DEL PROBLEMA

La presente investigacion tiene como objetivo, acercarnos al conocimiento de la
problematica inherente a la ensefianza y el aprendizaje de la matematica, a través
de la resolucion de problemas. Se trata de un &rea de investigacion que ha sido
tratada por autores como Polya (1965, 1981) y Schoenfeld (1985,1992), entre
otros. Sin embargo, son pocos los trabajos que, siguiendo esta estrategia, se han
realizado en el nivel de educacion superior. Con esta base, decidimos ubicar
nuestra tarea en el nivel de licenciatura, especificamente centramos nuestra
actuacion en la practica de estudiantes de una licenciatura en informatica.
Concretamos nuestro trabajo y nuestra atencion en el proceso de comprender el
concepto de conteo que actualmente corresponden a cursos de matematicas
discretas.

En mis 25 afios de experiencia docente, he ensefiado en los niveles de secundaria,
bachillerato y universitario. En ese lapso he podido darme cuenta de algunas de las
dificultades que enfrentan los estudiantes en el aprendizaje de las matematicas.

En mi opinion, una parte de esta problematica puede atribuirse al método de
ensefianza que, a menudo, se sigue en el aula. En términos generales, y dentro del
contexto donde realicé la investigacion, la ensefianza de las matematicas consiste en
mencionar los conceptos involucrados en el tema a presentar. A continuacion, la
actividad en el aula se centra en realizar ejercicios que el profesor selecciona del
libro de texto. Posteriormente, el profesor encarga como trabajo extraescolar resolver
ejercicios parecidos a los que se han resuelto en clase.

No es dificil darse cuenta que la ensefianza de la matematica que sigue este
procedimiento: ensefiar — memorizar — evaluar, es ineficiente con relacion a los
propdsitos que busca la ensefianza de la matematica. Dado que este procedimiento
caracteriza el trabajo que normalmente es seguido por la mayoria de los profesores
de la institucion donde me desempefio como profesor, cobra actualidad la cita de
Polya (1965), quien hace alusion a la gravedad que supone un procedimiento de
ensefianza como el mencionado en este documento.

La consideracion de la problemética descrita, da pautas para hacer investigacion en la
linea de resolucion de problemas como estrategia didactica. Este trabajo pretende
hacer aportaciones en el dominio de la Didactica de la Matematica y particularmente
en la linea de investigacion denominada resolucion de problemas.
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Para aproximarnos al conocimiento tedrico de la resolucion de problemas retomamos
la perspectiva que considera que la matemética es creada en un proceso de
formulacién y resolucion de problemas segin Kilpatrick (1985)

Este posicionamiento nos lleva también a relacionar nuestras ideas al respecto y a
sumarnos con la idea de incrementar las investigaciones en resolucion de problemas
que identifica Lester (1994).

Para abordar este planteamiento, en el presente trabajo nos posicionamos en el nivel
I11 de Puig (1966) quien considera que en el proceso de resolucion de problemas se
han de identificar los elementos que integran la terna: estudiante, profesor y
problema. Adicionalmente incorporamos el contexto en el que se lleva a cabo la
resolucion del problema como un cuarto elemento descrito por Callejo y Carrillo
(1998).

De acuerdo con nuestros objetivos, cabe mencionar que este trabajo no pretende
analizar la resolucién de problemas desde la perspectiva de las creencias y los afectos
de los estudiantes que participen en la investigacion. No obstante y aunque este
aspecto no constituye nuestro foco de analisis, hemos de incluir aquellas creencias
que incidan en el tiempo que los estudiantes dediquen al intento por resolver el
problema propuesto antes de abandonarlo y que en este sentido resultan esenciales
para el logro de tales objetivos.

La investigacion se centra en identificar las dificultades que enfrentan los estudiantes
antes y después de haber cursado una unidad didactica sobre combinatoria. El
método de ensefianza de esta unidad esta basado en la adquisicion de conocimientos
a través de un método de ensefianza constructivista, especificamente en la
adquisicién de conocimientos por medio de la resolucion de problemas. Ademas,
estamos interesados en comparar los logros de estos estudiantes con los de otro grupo
de estudiantes que ha cursado los contenidos del mismo tema con otro método de
ensefianza, especificamente el tradicional. Todo lo anterior nos permitira construir
una unidad didactica que rescate las ventajas y los logros de ambos meétodos de
ensefanza.

Como actores principales, en esta investigacion identificamos dos grupos de
estudiantes, un profesor que actia como monitor para uno de los grupos y otro que lo
hace como conferenciante para el otro grupo. Estas dos personas participan de una
manera establecida previamente. Los dos grupos de estudiantes deben cursar una
unidad de conocimientos. La unidad contiene los conocimientos béasicos del tema de
combinatoria inscrito en el programa de estudios de la asignatura de Matematica
Discreta.
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Objetivos de la investigacion

En el caso concreto de la problemética que hemos elegido para esta investigacion
nuestro objeto de estudio esta delimitado por el objetivo general que nos planteamos:

Disefiar, analizar y validar, una unidad didactica vinculada con el curso
de Matematicas Discretas para el aprendizaje de los conceptos basicos
del tema conteo (combinaciones y ordenaciones) de manera que se
convierta en una herramienta que oriente el trabajo del profesor.

Para asegurar el logro de nuestro objetivo general, planteamos los siguientes
objetivos particulares:

e Conocer el tipo de dificultades que tienen los estudiantes antes de trabajar con
la unidad didactica o la unidad tematica segln sea el caso.

Conocer las formas de plantear la resolucion de problemas.

Conocer la influencia de los ejemplos y contra ejemplos en el aprendizaje.

Conocer las dificultades que perduran en los estudiantes después del curso.

Comparar los logros de la unidad didactica con otra de corte tradicional

Para alcanzar estos objetivos nos hemos planteado los siguientes interrogantes:

¢ ;La eleccidon adecuada del modelo combinatorio al que pertenece un problema
estd relacionado con la posibilidad de dar un ejemplo y/o un contragjemplo
del conjunto solucién de un problema?

¢ ;Si al final del enunciado de un problema de combinatoria se da un ejemplo, este
es una ayuda para la resolucién del problema?

o ;La capacidad de los estudiantes de seleccionar el modelo combinatorio que
conduzca a resolver un problema mejora después de cursar la unidad
didactica basada en la resolucién de problemas o de desarrollar el tema de
manera tradicional?
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¢ El uso de la multiplicacién o de la suma de datos dados como heuristica de
resolucion, perdura después de cursar la unidad didactica o tradicional, o bien
se modifica?

e;Son diferentes las estrategias heuristicas elegidas por los estudiantes en la
resolucion de los problemas de la prueba final al término de la Unidad
Didactica o la Unidad Tradicional, que las utilizadas en la prueba
diagnostica?

e ; Utilizan mas estrategias, para la resolucién de problemas del cuestionario final,
los estudiantes del grupo experimental que los estudiantes del grupo de
control?

¢ ;Cuales son los principales errores que comete un estudiante cuando utiliza un
método de conteo sistematico, un diagrama de arbol, el principio del palomar
(diagrama de caja) o una férmula?

10



CAPITULO 2
MARCO TEORICO

En este capitulo enmarcamos el problema que nos hemos planteado, de acuerdo con los
campos del conocimiento cientifico en el que se ubica. Como mencionamos en la
introduccidn, el presente trabajo de tesis tiene como objeto de estudio, la resolucion de
problemas como estrategia didactica para el aprendizaje matematico.

Es, por tanto, una investigacion que en primera instancia corresponde al dominio
cientifico de la Didactica de las Matematicas. Los trabajos de investigacion en Didactica
de las Matematicas se interesan generalmente en el estudio de las herramientas, los
métodos o los enfoques que contribuyan a mejorar el quehacer matematico desde su
perspectiva didactica.

El problema que discutimos es asi mismo, un problema de la Educacion Matemaética en
tanto que disciplina que estudia la practica de la ensefianza y el aprendizaje
matematicos, ademas de la investigacion que se desarrolla en relacion con estos
aspectos. A diferencia del contexto europeo, en el contexto americano el campo de la
Didéctica de las Matematicas se conoce como Educacion Matematica.

Toda vez que nuestro objeto de estudio es la resolucién de problemas, y mas
concretamente, la ensefianza de la matematica a través de la Resolucion de Problemas
iniciamos nuestra discusion a partir de lo que ha de entenderse por la frase: resolucion
de problemas. El diccionario de la Real Academia Espafiola muestra que el término
resolucién es multiseméntico. De las diferentes acepciones que ofrece este diccionario,
el que recoge de manera apropiada el significado que damos en este trabajo al
mencionado término es el de: Accion y efecto de resolver o resolverse (RAE).

Ahora bien, la yuxtaposicion del término resolucion con el término problema da lugar a
interpretaciones diversas ya que, en la accion y efecto de resolver, es posible identificar
un conjunto de acciones que pueden estar presentes en el proceso de resolucion de
problemas matematicos. El uso de negritas que utilizamos en la frase anterior, tiene el
propdsito de destacar el alcance y el tipo de problemas al que nos referimos en este
trabajo.

Entre las acepciones que ofrece el mencionado diccionario, para el término resolver,
encontramos las siguientes:

1. tr. Tomar determinacion fija y decisiva.
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2. tr. Resumir, epilogar, recapitular.

3. tr. Desatar una dificultad o dar solucion a una duda.
4. tr. Hallar la solucion de un problema.

5. tr. Deshacer, destruir.

6. tr. Dicho de un agente natural: Deshacer algo cuyas partes separa
destruyendo su unién.

7. tr. Analizar, dividir fisica 0 mentalmente un compuesto en sus partes o
elementos, para reconocerlos cada uno de por si.

Si consideramos con Brousseau (1986), que la didactica es la ciencia que se interesa por
la produccion y comunicacion del conocimiento, es decir, por saber qué es lo que se esta
produciendo en una situacion de ensefianza, entonces el término resolver ha de desvelar
algo méas que el mero hecho de hallar ’la’solucion de un problema.

En general, los procesos matematicos son complejos y en el proceso de resolver
problemas afloran algunas de las acciones que dan significancia a este proceso. La
presencia de algunas de ellas, en la traza del trabajo de los estudiantes, posibilita
comprender, como postula Schoenfeld (1987), las estructuras mentales de los alumnos.
Schoenfeld considera que tal comprension ayuda a conocer de mejor manera los modos
en que el pensamiento y el aprendizaje tienen lugar.

El quehacer matematico de un estudiante puede caracterizarse por las acciones presentes
en sus procesos creativos. En este sentido, tales acciones han de mirarse como una
resultante de cuestiones tales como una participacion comprometida en el tratamiento de
situaciones problematicas. Situaciones que, a menudo, demandan un pensamiento
creativo que le lleve a conjeturar; a aplicar una informacion dada o supuesta; a
descubrir; a inventar; a comunicar ideas o analizar sus propias concepciones a la luz de
la una reflexion critica y de la argumentacion.

En el siguiente apartado hacemos una discusién sucinta del término problema que es un
concepto clave en nuestro trabajo. En primer lugar especificamos lo que entendemos
por problema y el criterio que utilizamos para clasificar los problemas. Asi mismo,
definimos cémo han de entenderse los términos resultado, solucion y resolucién
aplicados con el vocablo problema.

2.1 Problema y clasificacion de problemas

Al analizar el término problema, encontramos una pluralidad de significados analoga a
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la que encontramos con la palabra resolucion. Al ser multisemanticos los términos que
conforman el binomio resolucion/problema, dan lugar a diferencias en el tipo de
situaciones susceptibles de ser calificadas como problema. Esta multiplicidad de
significados no es inocua puesto que lo que se entienda por problema, tiene
implicaciones en el discurso cotidiano entre profesores y estudiantes y tiene que ver
también, con el disefio curricular de las diferentes asignaturas de los cursos de
matematicas.

La confusion mas frecuente reside en llamar problema a otras actividades que
propiamente han de denominarse ejercicio. Problema y ejercicio no son sinénimos. Este
término, a su vez, tiene también diferentes acepciones. La que mejor le describe es la
que considera que: un ejercicio es un trabajo practico que en el aprendizaje de ciertas
disciplinas sirve de complemento y comprobacion de la ensefianza teérica (RAE).

Para Puig (2008) la practica docente muestra que, el planteamiento de problemas ha
tenido un papel destacado en los cursos de matematicas en todos sus niveles. Sin
embargo, la resolucion de problemas, ha sido soslayada. No ha sido sino hasta afios
relativamente recientes que se ha considerado la idea de que el desarrollo de la habilidad
para resolver problemas merece un lugar destacado en la didactica de las matematicas.

La resolucion de problemas suele ser vista como una actividad establecida tan sélo
como paso previo para el alcance de objetivos extra matematicos. Una concepcion
diferente es aquella que pondera la resolucion de problemas como estrategia para el
aprendizaje matematico. Esta idea parece encontrar sustento en la idea generalizada que
consiste en creer que el trabajo de los matematicos es precisamente el de resolver
problemas. Es necesario pues clarificar las dimensiones ontoldgica y epistemoldgica de
la resolucion de problemas.

No obstante, la valoracion de la resolucion de problemas ha dejado ver su
desconocimiento entre el profesorado en tanto que estrategia de aprendizaje. Su
aplicacion ha dado lugar a actividades que parecen responder mas al entusiasmo que a
su conocimiento. No obstante, la resolucion de problemas deja ver la conveniencia de
adecuar sus planteamientos a los diferentes cursos que conforman el curriculo
matematico actual.

La ensefianza de la matematica, desde una concepcion basada en la resolucion de
problemas, pasa por considerar una habilidad especial en el profesorado que la utiliza en
su practica. Se trata de una competencia que ha de permitir a los profesores adelantarse
a la trayectoria seguida por los estudiantes. El profesor ha de tener la capacidad para
anticipar la validez de las aproximaciones a la solucion de un problema, a pesar de que
puedan ser fructiferas o no. La ensefianza basada en la resolucién de problemas supone
también la capacidad del profesor para decidir en qué momento ha de intervenir o qué
sugerencias pueden ayudar a los estudiantes en el proceso de resolucion.

El diccionario de la Real Academia Espafiola establece que, por problema puede
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entenderse cualquiera de las acepciones siguientes:
1. m. Cuestion que se trata de aclarar.
2. m. Proposicion o dificultad de solucion dudosa.

3. m. Conjunto de hechos o circunstancias que dificultan la consecucion de
algun fin.

4. m. Disgusto, preocupacion.

5. m. Planteamiento de una situacion cuya respuesta desconocida debe
obtenerse a través de métodos cientificos.

Estas maneras de entender lo que representa un problema pueden encontrarse en mayor
0 menor medida en una situacién de ensefianza/aprendizaje. Por ejemplo, una actividad
determinada puede suponer un problema para algunas personas y no serlo para otras.
Esto puede observarse entre un nifilo de la escuela primaria y su profesor. La
inexperiencia del primero y la practica continua y especifica son diametralmente
opuestas. Cuando una persona resuelve un problema de matematicas, este mismo
problema deja de serlo inmediatamente para esa persona. A partir de su resolucion
parece razonable suponer que podra encontrar la solucion en cualquier otra ocasion. Lo
que si ha de tenerse presente es que, la experiencia en la resolucién de problemas no
garantiza la capacidad para resolver cualquier problema.

Aunque no existe una manera Unica de entender lo que es un problema, cuando se le
considera en el marco de la didactica de las matematicas parece haber un acercamiento
en la concepcion de este término. Diferentes investigadores han hecho sus aportaciones
con la intencién de recoger la manera como ha de entenderse lo que es un problema.

Por ejemplo, Deulofeu (2002) considera que: Un problema de matematicas es un
enunciado donde se pide que se obtenga un resultado a partir de un conjunto de
informaciones que se proporcionan. El problema es tal, cuando una vez conocido el
enunciado, no es inmediato el camino que hay que seguir para hallar la solucion.
(Deulofeu, 2002: 536/4)

La definicion de Puig (1996) considera que: Un problema escolar de matematicas es
una tarea de contenido matematico, cuyo enunciado es significativo para el alumno al
que se ha planteado, que este desea abordar, y para el cual no ha producido sentido.
(Puig, 1996: 31). Resalta en esta manera de entender el término problema, el adjetivo
matematico que delimita el tipo de problemas. Destaca también la participacién en la
resolucion como un acto volitivo. Sin embargo, podria establecerse esta condicion
cuando el estudiante ha entendido o conocido el enunciado, como menciona Deulofeu
(2002).

Una de las definiciones destacada es la que ofrece Schoenfeld (1985). Para él, un
problema es: "Una tarea que es dificil para el individuo que esta intentando resolverlo.
Es mas, esa dificultad debe ser un callejon sin salida intelectual en lugar de uno
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computacional. Para declarar las cosas mas formalmente, si uno tiene acceso listo a un
esquema de solucion para una tarea matemdtica, esa tarea es un ejercicio y no un
problema”. (Schoenfeld 1985:74)

Este autor clasifica las tareas dificiles de resolver en dos categorias: problemas y
ejercicios. La diferencia tiene que ver con las tareas a las que el resolutor tiene acceso a
un esquema de solucion.

Por otra parte, Puig (1996) no sélo recurre a esta clasificacion sino que, ademas, lo hace
por nivel de dificultad, tratando de identificar la diferencia entre ejercicio y problema.
Incluye también, el conocimiento de los recursos de adscripcion o conocimientos de
definiciones, hechos y procedimientos que son necesarios para resolver el problema que
tiene el resolutor. La inclusion de estas categorias da lugar a las siguientes situaciones:

e Ejercicio de reconocimiento

Si lo unico que tiene que hacer el resolutor es buscar en la memoria el
resultado.

e Ejercicio algoritmico
Si s6lo se ha de ejecutar un algoritmo de forma automatica.
e Problema de aplicacion

Cuando el resolutor conoce un procedimiento para resolver un problema y
ha de justificar que ese procedimiento es adecuado para obtener su solucién
o siempre que la ejecucion de un procedimiento tenga que ir acompafiada de
la argumentacién de que sus pasos son adecuados.

¢ Problema de busqueda
Cuando ha de crear un procedimiento de solucién.
e Situacion problematica

Son aquellas en cuyo enunciado no se ha precisado qué es lo que hay que
hacer y esa es la primera tarea del resolutor. (Puig L., 1996: 32-33)

Es necesario destacar un tipo de problema al que Puig (1966) llama situacion
problematica. Estas situaciones aparecen con mucha frecuencia en la vida cotidiana.

En esta misma linea Vila (2004) considera que un problema es: Una situacion que
plantea una cuestion matematica cuyo método de solucién no es inmediatamente
accesible al sujeto que intenta responderla porque no dispone de un algoritmo que
relacione los datos y las incognitas o los datos y las conclusion y debe por tanto,
buscar, investigar, relacionar, implicar sus afectos, etc., para hacer frente a una
situacion nueva. (Vila, 2004: 31)
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Destacamos en esta definicion el hecho de mencionar, de manera explicita, que una de
las caracteristicas basicas de un problema es que se le considere como una tarea que no
es accesible de manera inmediata. Este autor establece las diferencias entre ejercicio y
problema de la siguiente manera.

O

Al leer un ejercicio, se ve inmediatamente en qué consiste la cuestion y cual
es el medio de resolverla. Ante un problema no se sabe a primera vista como
atacarlo y resolverlo; a veces ni siquiera se ve claro en qué consiste el
problema.

El objetivo que persigue el profesor cuando propone un ejercicio, es que el
alumno apliqgue de forma mecéanica conocimientos y algoritmos ya
adquiridos y faciles de identificar. El objetivo que persigue el profesor, al
proponer un problema, es que el alumno busque, investigue, utilice la
intuicién, profundice en el conjunto de conocimientos y experiencias
anteriores y elabore una estrategia de resolucion.

En general la resolucién de un ejercicio exige poco tiempo y éste se puede
prever de antemano. Por otra parte, la resolucion de problemas exige un
tiempo que es imposible prever de antemano

La resolucion de un ejercicio no suele implicar la afectividad. La resolucion
de un problema supone una fuerte inversion de energias y de afectividad. A
lo largo de la resolucién se suelen experimentar sentimientos de ansiedad,
de confianza, de frustracion, de entusiasmo, de alegria, etc.

En general los ejercicios son cuestiones cerradas. En cambio, los problemas
estan abiertos a posibles variantes y generalizaciones y a nuevos problemas.

Los ejercicios abundan en los libros de texto mientras que los problemas
suelen ser escasos en ellos. (VilaA., 1995: 74)

Finalmente, Vila (2001) menciona una clasificacion del tipo de problemas propuesta por
(Polya, 1981), de acuerdo al conocimiento de los recursos que posee el resolutor, del
dominio de adscripcion del problema y toma en cuenta tanto las experiencias anteriores
y la situacion en que los problemas son propuestos. Vila distingue entre:

a)

b)

Problemas en los cuales la regla que hay que aplicar salta a la vista porque
acaba de ser presentada o estudiada en clase.

Problemas en los cuales hay que escoger la regla que hay que aplicar; regla
gue se ha trabajado en clase recientemente.

Problemas en los cuales hay que escoger una combinacion de reglas
previamente estudiadas.
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Problemas en los cuales hay que investigar. Se trata de problemas en los que
la resolucion exige una combinacién original de reglas acompafiados de un
razonamiento plausible. (Vila, A., 2001: 30).

En mi opinion, esta clasificacion puede resultar ambigua debido al uso de términos
vagos o borrosos. Por ejemplo, el término recientemente, que menciona en el punto
numero dos de la vifieta anterior. En este caso, el término recientemente, podria referirse
a horas, dias, semanas 0 meses.

No obstante, pienso que esta clasificacion de problema, a diferencia de las antes
mencionadas, esta estrechamente relacionada con los tiempos escolares por lo que
resulta de utilidad en esta investigacion, si hacemos las siguientes modificaciones:

v

En el inciso "a" se debe precisar que las reglas se han estudiado durante la
sesion en que se propone la resolucion del problema;

en el inciso "b" entendemos que la regla se ha trabajado en clase y el
problema se aplica inmediatamente después de haber terminado la ultima
sesion en que se terminaron de ver las reglas necesarias para la solucion del
problema;

en el inciso "c" entendemos que las reglas a aplicar fueron estudiadas
durante algun curso o de manera independiente.

en el inciso "d" no es necesaria alguna explicacion ya que no contiene
términos ambiguos.

En consecuencia, la clasificacion de problema que utilizamos en el presente trabajo es la
de Polya (1981) con las precisiones antes sefialadas y que presentamos a continuacion:

a)

b)

d)

Problemas en los cuales la regla que hay que aplicar salta a la vista, porque
la regla se da a conocer en la sesion en la cual se propone la resolucién del
problema.

Problemas en los cuales hay que escoger la regla que hay que aplicar, entre
las que se han trabajado en clase. El problema se aplica inmediatamente
después de haber terminado la Gltima sesion en que se finalizé de ver las
reglas necesarias para la solucion del problema.

Problemas en los cuales hay que escoger una combinacion de reglas
previamente estudiadas en algun curso o de forma independiente.

Problemas en los cuales hay que investigar: Se trata de problemas en los que
su  resolucion exige una combinacion original de reglas y de un
razonamiento plausible.

Para los fines de la presente investigacion estamos interesados en los problemas que
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pertenecen a los incisos a, b y ¢ de la clasificacion modificada de Polya (1981).

En esta investigacion usamos la definicion de problema que da Vila (2004). En ella
consideramos, ademas, la definicion de Puig (1996), en cuanto a la idea de que el
alumno desea participar en el proceso de resolucion y que el enunciado es significativo
para el estudiante. Siempre que el estudiante haya conocido o estudiado el problema,
como menciona Deulofeu (2002).

En el contexto de esta investigacion, entendemos por problema, una situacion que
plantea una cuestion matematica, cuyo enunciado es significativo para el estudiante a
quien se le plantea lo cual supone la puesta en practica de su voluntad en el intento por
resolverlo, después de haber conocido o estudiado el problema. Adicionalmente, el
método de resolucion no ha de ser inmediatamente accesible al estudiante.

La intencion volitiva que suponemos en el resolutor supone que éste, no dispone de un
algoritmo que relacione los datos con las incdgnitas ni los datos con la conclusion. Esta
limitante ha de llevarle a buscar, investigar, relacionar, implicar sus afectos, etc., Estas
acciones le han de permitir hacer frente a nuevas situaciones semejantes.

Otros elementos que consideramos importantes en relacion con los problemas son: En
general, se trata de problemas que no han sido resueltos en clase; no han sido pedidos
como trabajo extraescolar y no aparecen en el curriculo de los niveles inferiores de
educacién de los estudiantes. Los recursos de adscripcion de los problemas son
conocimientos basicos de definiciones, hechos y procedimientos propios de la
aritmética.

Otros términos que forman parte de los conceptos relacionados con nuestra discusion de
la nocion de problema, son conceptos tales como: resultado, solucion y resolucién. Para
nuestro analisis seguiremos la distincion que hace Puig (1996)

"usaremos el término resultado para indicar lo que contesta a la pregunta del
problema, ya sea un namero, una formula, una expresién algebraica, una construccion
geometrica, una derivacion logica, etc. El término solucion lo usaremos para indicar la
presentacion final del conjunto de pasos que conducen de los datos a la incognita o de
la hipotesis a la conclusion. Finalmente usaremos el término resolucion para indicar el
conjunto de las acciones del resolutor durante el proceso, que pueden conducir a
obtener la solucion o no" (Puig, 1996: 34)

Una vez que hemos establecido la distincion entre los términos problema y resolucion
de problemas, pasamos a la discusion de un método para el segundo de estos aspectos.
Buscamos con ello, disponer de un procedimiento que permita a los estudiantes resolver
problemas, intentando evitar que el estudiante se encuentre en una trampa cognitiva en
la cual, no sepa que hacer. Esta situacion impide avanzar hacia la resolucion del
problema.

A continuacién describimos como esperamos captar la atencion de los estudiantes y, a la
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vez, hacerlos avanzar en la resolucién de un determinado problema. El darse cuenta que
han conseguido avanzar en la resoluciéon del problema tiene como efecto inmediato
atraer y mantener la atencién del grupo en la actividad propuesta. El trabajo
desarrollado conjuntamente con algunos compafieros favorece la apropiacién de
conocimientos por parte de los estudiantes.

2.2 Un método para resolver problemas.

Cuando decimos que el estudiante avanza en la resolucién de un problema, nos
referimos al hecho en el cual, el estudiante desarrolla una actividad reflexiva que lo
acerca, a lo largo del proceso de resolucion, a lo solucion del problema. Por ejemplo,
cuando un estudiante realiza calculos que siguen siendo aplicables al problema pero que
eventualmente lo conducen a un callejon sin salida. Los problemas a resolver deben ser
tales que los estudiantes que participen en el estudio puedan resolverlo tan sélo con sus
conocimientos previos en matematicas. El area de las matematicas denominada
Combinatoria, ofrece varias alternativas para el disefio de nuestra investigacion.

Los estudiantes consiguen avanzar en la resolucién de un problema cuando estan
involucradas las cuatro fases que establece Polya (1965) para la resolucion de
problemas:

e Comprender el problema

e Concebir un plan

e Ejecutar el plan

e Examinar la solucién obtenida

En cada fase se plantean algunos interrogantes a los estudiantes. La respuesta que den,
puede permitirles avanzar en la resolucion del problema planteado. Dos aspectos que
han de supervisarse tienen que ver con el momento y la manera de guiarles en el
proceso que ha de llevarles a la obtencion de una solucidon que han de conseguir por si
mismos. Las preguntas orientadoras estan pensadas para que sirvan como una ayuda que
favorezca cumplimentar la resolucion del problema y ha de ser equilibrada. Es decir, no
debe ser excesiva pero tampoco ha de ser limitada ni limitante al grado de hacer desistir
a los resolutores en su proposito.

La estrategia orientadora que derive de interrogantes oportunos y pertinentes se ve
incrementada cuando estan involucrados su intuicion y sus conocimientos. El desarrollo
de una capacidad resolutiva puede hacer que los estudiantes mantengan su atencion e
interés en la resolucion del problema. Estos dos aspectos nos hacen suponer que se
produciran avances cuando menos parciales, en la resolucion del problema planteado.
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Polya (1965) propone determinadas preguntas que pueden hacerse en cada fase al
resolutor y que —en su opinion— garantizan una ayuda equilibrada. Es necesario entender
que estas preguntas las establece Polya a manera de sugerencia y que ha de ser el
profesor o el monitor, en tanto que conocedores del hecho educativo, quienes tienen que
encontrar preguntas equivalentes a las propuestas por Polya.

De acuerdo con este autor, el tipo de preguntas que pueden hacerse en cada una de las
etapas son las siguientes:

Comprender el problema.
e ;Cuédl es la incognita? ¢ Cudles son los datos?

e ;Cual es la condicion? ¢Es la condicién suficiente para determinar la
incégnita? ¢ Es insuficiente? ¢Redundante? ¢ Contradictoria?

Concebir un plan

e ;Se ha encontrado un problema semejante? ¢ha visto el mismo problema
planteado en forma ligeramente diferente?

e ¢ Conoce un problema relacionado con este? ¢ Conoce algin teorema que le
pueda ser util? ¢Mire atentamente la incognita y trate de recordar un
problema que le sea familiar y que tenga la misma incognita o una
incdgnita similar?

e He aqui un problema relacionado con el suyo y que se ha resuelto ya.
¢Podria usted utilizarlo? ¢Podria utilizar su resultado? ¢Podria emplear su
método? ¢Le haria falta introducir algunos elementos auxiliares a fin de
poder utilizarlo?

e ¢ Podria enunciar el problema en otra forma? ¢Podria plantearlo en forma
diferente nuevamente? Refiérase a las definiciones.

¢ Si no puede resolver el problema propuesto, trate de resolver primero algin
problema similar. ¢Podria imaginarse un problema analogo que le parezca
mas accesible? ¢Puede resolver una parte del problema? Considere solo
una parte de la condicidn; descarte la otra parte; ¢en qué medida la
incognita queda ahora determinada? ¢En qué forma puede variar? ¢Puede
usted deducir algun elemento util de los datos? ¢Puede pensar en algunos
otros datos apropiados para determinar la incognita? ¢Puede cambiar la
incognita? ¢ Puede cambiar la incdgnita, los datos o ambos, si es necesario,
de tal forma que la nueva incognita y los nuevos datos estén mas cercanos
entre si?
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e (Ha empleado todos los datos? ¢Ha empleado toda la condicion? ¢Ha
considerado usted todas las nociones esenciales concernientes al problema?

Ejecucion del plan

Al ejecutar su plan de la solucion, compruebe cada uno de los pasos.

¢Puede usted ver claramente que el paso es correcto? ¢Puede usted
demostrarlo?

Examinar la solucion obtenida

¢ Puede usted verificar el resultado? ¢ Puede verificar el razonamiento?

¢Puedes obtener el resultado en forma diferente? ¢Puede verlo de golpe?
¢Puede usted emplear el resultado o el método en algin otro problema?
(Polya, 1965: 19)

El primero de estos puntos "Comprender el Problema”, como sugiere la frase, tiene
como finalidad precisamente, entender el problema. Cuando decimos ‘entender el
problema’ estamos suponiendo que el estudiante sabe cudles son las incdgnitas, los
datos o las condiciones del problema. Suponemos también que puede determinar si tales
elementos son suficientes o insuficientes, o bien, si son redundantes o contradictorios.

En cuanto al segundo punto "Concebir un plan”, nos referimos a que el resolutor ha de
recurrir a sus conocimientos previos en el dominio del problema. Esta fase supone
también modificar o mantener, segin convenga, una estrategia de resolucion basada en
las preguntas que se le formulen lo que, posiblemente, puede hacerlo regresar a la fase
de comprension del problema. En estas decisiones puede seguir alguna heuristica que en
combinacion con sus conocimientos o recursos puedan acercarlo a la solucion del
problema.

En relacion con el tercero de estos puntos "Ejecutar el plan”, se considera que para
aproximarse a la resolucion del problema, el resolutor debe mantener el control de los
recursos que puede usar; como los usa y cuando los usa. Es en este paso donde ha de
decidirse si se regresa a la primera fase o a la segunda. Cualquiera de estas decisiones se
toma cuando el resolutor considera que lo hecho hasta el momento, no permite avanzar
en la resolucion del problema. Esta fase nos deja ver que el método de Polya (1965) no
es lineal. Se trata mas bien de una construccion evolutiva ascendente y en espiral hacia
la obtencion de la solucion al problema planteado.

El Gltimo paso, "Examinar la solucién obtenida", se caracteriza porque ocurre cuando el
resolutor ha resuelto ya el problema y necesita revisar si los pasos que le han conducido
a obtener la solucion, se han dado tal como se planearon previamente. De manera
destacada se han de considerar la posibilidad de que haya otro procedimiento para llegar
a la solucion asi como, la obtencién de otros resultados que, aunque no se hayan
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solicitado, pudiesen ser aportaciones valiosas.

El profesor que hace las preguntas a los estudiantes con el fin de que logren avanzar en
la resolucion del problema lo hace en momentos puntuales y que puede ser en los
momentos en que es notorio que se ha producido alguna de las situaciones siguientes:

¢ El estudiante no consigue avanzar hacia la resolucion del problema.

e El estudiante se encuentra inmerso en un entresijo de célculos que le
resulten complicados de manejar.

e El desarrollo seguido por el estudiante le aleje de la solucion.
e Cuando las conjeturas sean palmariamente invalidas.

La lista de situaciones que mencionamos no es exhaustiva y en el proceso de resolucion
pueden surgir otras. Este hecho demanda un monitor (profesor) con unos conocimientos
que incluyan las fases propuestas por Polya (1965). EI monitor debe tener experiencia
en el dominio del problema pero de manera destacada debe tener la capacidad de
percatarse cuando ha llegado el momento de intervenir. Este momento ocurrird cuando
el estudiante se encuentre en una situacién que puede calificarse como estética, es decir,
una situacion en la cual no avanza en el proceso de obtencion de la solucion del
problema.

2.3 EL monitor

Se Ilama monitor a la persona que acompafa a un estudiante o grupo de estudiantes y
observa su actuacion al resolver un problema. Este ‘acompafiamiento’ consiste en
hacerle preguntas o sugerencias pertinentes, en el momento adecuado. Mason (1988)
define el papel del monitor y especifica claramente en qué consiste su actuacion:

“Este monitor actuara, pues, casi lo mismo que un tutor personal que te vigila y te hace
las preguntas oportunas, con la ventaja de ser estrictamente personal a tus
pensamientos y a tus actos. Y ¢qué clase de cosas puede hacer este monitor?

e Vigilar los célculos para que sigan siendo aplicables al problema. Si te
ves envuelto en largos y tediosos calculos que te van alejando del problema
propiamente dicho y te llevan a un callejon sin salida, una resistencia
creciente a continuar por ese camino indica que el monitor estd inquieto y
Se empieza a preocupatr.

o Vigilar la ejecucion de un plan (INTENTAR...) para asegurar que no nos
lleve demasiado lejos. Una desgana o incomodidad creciente con lo que
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estas haciendo significa que el monitor ya ha comenzado a actuar.

e Identificar las generalizaciones, por vagas e imprecisas que sean, como
conjeturas, y distinguir bien lo que SE, de lo que QUIERO y de lo que
PUEDE SER.

e \Valorar las ideas que se vayan presentando sobre la marcha, para ver si
merece la pena seguirlas. La tendencia a rechazar montones y montones de
calculos en un problema que «parece)) que no los va a necesitar en
absoluto, es otro indicio de que el monitor esta haciendo su trabajo. El
pararse a considerar con calma un plan de accién o una idea antes de
saltar a llevarlos a cabo irreflexivamente, es una de las tareas mas
importantes del monitor.

e Darse cuenta de cuando se presenta la situacion de ATASCADO y hacer
tal conciencia explicita, permitiendo asi un cambio de actividad.

e Sugerir, si es necesario, un regreso a la fase de abordaje, Con objeto de
clarificar lo que SE y lo que QUIERO, de particulizar de una manera méas
sistematica, o bien de adoptar una perspectiva, figura o notacion
alternativas.

e Sugerir modificaciones en el plan de ataque, tratando de generalizar en
una direccién distinta, buscando leyes generales subyacentes alternativas.

e Examinar criticamente los razonamientos para tratar de detectar
lagunas, suposiciones ocultas o errores 16gicos.

e Exhortar a revisar la resolucién completa antes de dar por finalizado el
trabajo.

e Estar constantemente vigilante hacia el exterior, proponiendo nuevos
problemas motivados por cualquier cosa que pase, ya sea en el
razonamiento matematico o en la vida diaria. (Mason, 1988:126)

Un papel fundamental del monitor es el de propiciar que el resolutor se convierta en
monitor interno. En este papel, el monitor ha de propiciar que el mismo resolutor se
plantee interrogantes y haga sugerencias cuando sea alentado a hacerlo. Este auto
cuestionamiento se va conformando a través de la experiencia en la resolucién de
problemas y de la reflexion acerca del proceso de resolucion por parte del estudiante.

El monitor debe tener presente que, en general, los estudiantes mantienen la atencion en
la resolucién de un problema, en periodos cuya duracion no va mas alla de los 10
minutos, antes de suponer que no podran resolverlo. Esta conducta suele presentarse
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particularmente en estudiantes con una formacion matematica basada en la resolucion
de ejercicios rutinarios como ocurre a menudo en Meéxico.

En un estudio sobre creencias de los estudiantes, Schoenfeld (1992) aplicd un
cuestionario a estudiantes del décimo segundo grado de la escuela superior (equivalente
al ultimo afio de Bachillerato en México). En ese estudio, las Gltimas dos preguntas del
cuestionario fueron las siguientes: ¢Si entiendes el enunciado, cuanto tiempo te tomara
resolver un problema de las tareas para realizar en casa? y ¢Cuél es el tiempo razonable
que le dedicas a la resolucién de un problema antes de saber que es imposible que lo
resuelvas? La media para la primera pregunta fue de 2.2 minutos con una muestra de
tamafio n = 221). Para la segunda, fue de 11.7 minutos y el tamafio de la muestra fue
ligeramente mayor que la anterior (n = 227).

Tanto los pasos que propone Polya como las actividades que propone Mason involucran
aspectos relacionados con el papel del monitor interno, ademéas del conocimiento
relacionado con el problema. Estos aspectos son llamados recursos por Shoenfeld
(1985). Para poder avanzar en cada uno de los pasos de la resolucion de un problema
son necesarios distintos conocimientos o recursos. Para precisar esta idea, en la
siguiente seccién ampliamos esta nocion.

2.4 Los recursos

Polya (1965) supone en el resolutor un conocimiento del dominio donde se plantea el
problema. Este hecho se hace evidente cuando en su intento por hacer avanzar al
estudiante en la busqueda de la solucion, le dice:

"Mire atentamente la incdgnita y trate de recordar un problema que le sea familiar y
que tenga la misma incdgnita o una incdgnita similar” o bien ¢Conoce algin teorema
que le pueda ser util?" (Polya, 1965:19)

De manera analoga, cuando le pide recordar una definicion, Polya (1965), esta evocando
el conocimiento relacionado con el problema que posee el resolutor. Debemos
asegurarnos que los estudiantes que resuelven el problema tengan, cuando menos, los
conocimientos minimos necesarios para hacerlo.

Por otro lado, Schoenfeld (1985), considera que los recursos no son el dnico
componente por el que una persona fracasa en la resolucion de problemas. Para este
autor, existe otra componente que influye en este proceso y que no considera Polya
(1965). Nos referimos al sistema de creencias.

No obstante, para los fines de nuestro estudio, nos hemos centrado en conocer si los
resolutores tienen los conocimientos previos necesarios en el dominio de los problemas
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que han de resolverse en las sesiones de la unidad. Este aspecto, aparentemente, se hace
evidente en nuestro estudio debido a que los estudiantes que participan son alumnos de
ingreso reciente al sistema de educacion superior. Es decir, estudiantes que
recientemente han terminado el bachillerato. En una situacion como la descrita, puede
suponerse que todos ellos tienen los conocimientos aritméticos necesarios para enfrentar
los problemas de combinatoria que habrian de resolver a lo largo de algunas sesiones en
las cuales se estudiaria Combinatoria.

Sin embargo, como ya hemos mencionado, no era dificil advertir que se trata de
estudiantes que mayoritariamente no han enfrentado algun problema a lo largo de su
vida académica y, por tanto, puede suponerse que desconocen estrategias heuristicas
propias de la resolucion de problemas, especificamente del &rea de conteo. Schoenfeld
(1992) se refiere a estos conocimientos como base de conocimiento.

Para precisar cuéles son los recursos del dominio de adscripcion del problema,
Schoenfeld menciona y describe los siguientes:

"Recursos: Son los conocimiento de Matematicas que ya posee el individuo y que
pueden ser evocados para incidir sobre el problema dado. Entre ellos se encuentran:

e Las intuicionesy el conocimiento informal con respecto al dominio
e Hechos y definiciones

e Los procedimientos algoritmicos

e Los procedimientos no-algoritmicos adquiridos como rutinas

e Los acuerdos (el conocimiento de la proposicién) sobre el estar de acuerdo-
en las reglas para trabajar en el dominio™ (Schoenfeld, 1985: 15)

Por otra parte, Lester (1987) incluye también entre tales recursos, los conocimientos que
puede utilizar una persona para resolver problemas. De manera destacada, uno de tales
conocimientos son las estrategias heuristicas.

En este trabajo exploraremos conocimientos o recursos desde la perspectiva de
Schoenfeld (1985). Es decir, partimos del supuesto que los estudiantes tienen
conocimientos acerca de determinados hechos. Suponemos también, que conocen y
posiblemente recuerdan definiciones, procedimientos algoritmicos y procedimientos no-
algoritmicos.

En resumen, el procedimiento para avanzar en la resolucion de un problema que
seguimos en este trabajo, consiste en hacer las preguntas sugeridas por Polya (1965) a
los resolutores, con base en las fases y en los momentos que sugiere Mason (1988).
Adecuamos también las actividades del monitor y el concepto de recursos de
Schoenfeld (1985).
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Hasta aqui, hemos definido qué entendemos por problema y cuéles son sus principales
caracteristicas. Explicamos ademas el método que seguiriamos para hacer avanzar a un
estudiante o a un grupo de estudiantes durante la resolucion de un problema. Finalmente
hemos precisado lo que entendemos por monitor y mencionamos cuales son sus
intervenciones y el momento de hacerlas a lo largo del proceso de resolucién de
problemas que habran de intentar los estudiantes. Ademas, requerimos determinar la
forma en que consideramos la organizacién del proceso ensefianza-aprendizaje durante
las sesiones de la unidad didéctica.

2.5 Investigaciones sobre resolucion de problemas

Dentro de la didactica de las matematicas, la linea de investigacion sobre resolucion de
problemas constituye, al menos en los Gltimos afios, una de las que presenta un gran
namero de investigaciones. Dada su amplitud y su diversidad, algunos tedricos han
realizado estados de la cuestion con la finalidad de clasificar los tipos de temas
abordados, las perspectivas desde las cuales se abordan y la importancia de los
componentes basicos que intervienen en la resolucion del problema.

Uno de los investigadores que ha trabajado en esta linea es Castro, quien realiza un
acercamiento a los campos de investigacion actuales en resolucion de problemas. Dicho
autor reconoce que la resolucion de problemas es una extensa area de investigacion. Por
tanto, una manera de describir y situar un trabajo de investigacion en resolucién de
problemas es el considerar los distintos agentes que intervienen en la resolucion y los
componentes que lo articulan (Castro, 2008)

Por otra parte, y para cualquier situacion relacionada con la didactica de las matematicas
es necesario tener en cuenta que en toda situacién de resolucion de los problemas de
matematicas se distinguen o intervienen tres componentes: a) el problema, interrogante
0 cuestion que se plantea, b) el alumno (o los alumnos) a quien se plantea el problema
para que lo resuelva, y ¢) la situacion en que resuelve el problema, que en el ambito
educativo es el aula, manejada por el profesor (Kilpatrick, 1978).

La consideracion y la importancia que se otorgue a cada uno de ellos, por separado o
conjuntamente, y en interaccion con los otros componentes, permite situar distintas
lineas de investigacion en resolucion de problemas en Educacion Matematica. Estos tres
componentes constituyen las dimensiones de un continuum que permite enmarcar las
investigaciones sobre resolucion de problemas escolares. En unos casos las
investigaciones se centran en una de estas dimensiones, 0 en mas de una, pero sin perder
la perspectiva de las otras dimensiones de manera individual o en conjunto.

Una sintesis de los aspectos que han merecido la atencion y han estado incluidos en las

agendas de investigacion a nivel internacional sobre resolucion de problemas lo
presentamos en la siguiente tabla 2.
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Aislamiento de determinantes clave de la | Interacciones sociales (Cobo y Fortuny,
dificultad de los problemas, 2000; Goos, Galbraith y Renshauw,

2002).
Esquemas en resolucién de problemas

(Marshall, 1995) Resolucién de problemas en contexto
(resolucion  de  problemas  situada)

lidentificacion de las caracteristicas de | (Greeno, 1991: Greeno, Collins y Resnick
buenos resolutores de problemas; (1996)

Identificacion de estrategias; entrenamiento | |nyencion de problemas (English, 1998;

en heuristicos y estrategias Silver y Cai, 1996; Tortosa y Castro,

. 1997)
Comparacion entre  buenos y malos

resolutores de problemas (expertos Vs. | Evajuacion de la resolucion de problemas
novatos) (Charles, Lester y O"Daffer, 1987;

Fernandez, 1997
Metacognicion (Flavell, 1976; Garofalo y ernandez )

Lester, 1985; Schoenfeld, 1992). Rpresentacion y resolucion de problemas
(Castro, Morcillo, Castro, 1999; Goldin,

Afectos/creencias en  resolucion  de 1998a: Lesh, 1997 Schwartz, 1981)

problemas (DeBellis y Goldin,1997)
Tecnologia y resolucién de problemas

Tabla 2. Temas de investigacién en resolucion de problemas (Castro, 2008).

Como podemos observar las teméticas abordadas dentro de la resolucion de problemas
son muy diversas; no obstante, forzando la situacion y con animos de simplificar la
exposicion, si nos atenemos a los motivos practicos que nos conducen en Educacién
Matematica a investigar en resolucion de problemas de matematicas, considero que las
investigaciones realizadas se pueden agrupar en dos grandes lineas: a) investigaciones
sobre como ensefiar a resolver problemas y b) estudios sobre cdmo pensamos cuando
resolvemos problemas.

Por tanto, y considerando la clasificacion general de Castro (2008) la presente
investigacion esta enmarcada en los temas de investigacion de entrenamiento en
estrategias heuristicas y aislamiento de determinantes claves de las dificultades de los
problemas.

Por otra parte y haciendo una delimitacion contextual sobre el estado de la cuestion,
identificamos las investigaciones actuales desarrolladas en Espafia en el &mbito de la
resolucion de problemas. En este sentido Puig (2008) presenta una panoramica general
sobre las investigaciones en este campo. Para ello retoma ciertos antecedentes como es
el caso del trabajo realizado por Manuel Torralbo quien en el 2003 clasificé como de
“Investigacion y resolucion de problemas” treinta y seis de las ciento treinta y cinco
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tesis doctorales del ambito de la didactica de las matematicas, que catalogo en el
periodo 1976-1998, . (cf. Torralbo, Fernandez, Rico, Maz y Gutiérrez, 2003).

En cuanto a los temas de la resolucion de problemas que se abordan, la heuristica esta
presente en varias de sus facetas. Por ejemplo en Cerdan y Puig (1983), se examinaba
el potencial heuristico de los problemas del curriculo; en Arrieta (1989), la forma de
integrar los resultados de la investigacion en el curriculo, y en Pifarré y Sauny (2001),
la ensefianza efectiva de algunas estrategias de resolucién de problemas. Otra manera de
concebir la resolucion de problemas lo encontramos en Alonso, Gonzalez Carmona, y
Séenz (1988), que la estudiaron a través de lo que llamaron “estrategias operativas”.

Por otra parte, El estudio de clases de problemas desde el punto de vista de la
contribucion de la resolucion de problemas a la ensefianza y el aprendizaje de los
conceptos implicados esta presente en Castro, Rico y Gil (1992). Para el caso de los
problemas aritméticos de enunciado verbal aditivos, identificamos las aportaciones de
Bruno y Martinén (1997) para la extension de estos problemas cuando estan presentes
en ellos los nUmeros negativos.

En los estudios desarrollados por Gascon (1985) y Bosch y Gascon (1994) se presenta
el estudio de campos de problemas examinando los detalles de un método general; y
otros dos de los altimos articulos publicados hasta la fecha estuvieron dedicados, desde
dos puntos de vista distintos, al estudio de los problemas de probabilidad (Huerta, 2002
y Guisasola y Barragués, 2002).

Dentro de esta panoramica general, consideramos que las aportaciones de nuestra
investigacion se centran en la aplicacidn y valoracion de una unidad didactica a través
de la cual podamos identificar ventajas y desventajas de su implementacion asi como
estrategias de mejora de los procesos de resolucién de problemas.

En la siguiente seccion describimos definiciones, hechos, procedimientos y estrategias
heuristicas que utilizamos en nuestra investigacion.

2.6 Definiciones, hechos, procedimientos y estrategias heuristicas
propias de la combinatoria

Las razones por las que elegimos la combinatoria es que ademés de formar parte del
contenido curricular del curso de matematicas discretas es necesaria como recurso para
comprender algunos contenidos de la programacion lineal, la probabilidad, la
estadistica, la teoria de juegos, la topologia o la teoria de nimeros. Estas asignaturas
suelen formar parte de los planes de estudio de las licenciaturas en informatica.

Ademas, nos hemos decantado por el tema de la combinatoria porque coincidimos con
Kapur (1970) cuando considera que:
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e La combinatoria se puede adaptar a los diferentes niveles educativos y
pueden ser resueltos o discutidos con los estudiantes una gran variedad de
problemas que los pueden llevar a la necesidad de descubrir nuevos
conocimientos matematicos.

e Los estudiantes pueden ser entrenados en técnicas de enumeracion de
elementos, en conjeturar, en generalizar y en el desarrollo del pensamiento
sistematico.

e Se pueden presentar muchos problemas de aplicacion a muchos campos del
conocimiento.

En su “Art Congectanding” Bernoulli, manifiesta que el alcance de la combinatoria es
mas que resolver problemas de permutaciones, ordenaciones y combinaciones. El lo
describe como el arte de enumerar todas las posibles formas en las que un nimero dado
de objetos puede mezclarse y combinarse de tal forma que podamos asegurar que estan
todas las posibilidades en el resultado.

Ademas define tres diferentes categorias de problemas combinatorios: problemas de
existencia, problemas de conteo y problemas de optimizacion. Los problemas de
existencia centran su atencion en determinar si el problema tiene o no solucién. Los de
conteo investigan cuantas soluciones pueden tener los problemas que conocemos sus
soluciones y los problemas de optimizacién apuntan a localizar la mejor solucién para
un problema. Para Batanero, Godino & Navarro-Pelayo (1997) existe una cuarta
categoria: problemas de enumeracién que corresponden a si existe un procedimiento
sistematico para listar todos los elementos del conjunto solucién del problema.

Consideramos que, como primera experiencia en el estudio de los contenidos de un
curso de conocimientos basicos de la combinatoria, el estudiante debe enfrentar
problemas en los que interesa saber cuantas soluciones tiene un problema que pueden
enumerarse los elementos del conjunto solucion.

Existen diferentes tipos de problemas de acuerdo a las operaciones combinatorias
(arreglos y combinaciones) que se utilicen para su resolucion. Los problemas mas
sencillos son aquéllos en los que, en general, se necesita saber de cuantas maneras
diferentes se pueden desarrollar una tarea que contiene dos actividades, donde la
primera actividad se realiza de m maneras diferentes y la segunda de n maneras
diferentes. Estos son problemas que se resuelven utilizando la regla del producto.
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2.6.1 Regla del producto o Principio multiplicativo

Si un suceso se puede dar de m maneras diferentes y después de haber ocurrido, otro
suceso se puede dar de n maneras diferentes entonces, los dos sucesos se pueden dar de
m x n maneras diferentes.

Otra forma de expresar el principio del producto Cuando en un conjunto A se tienen M
elementos y en un conjunto B se tienen N elementos entonces en el conjunto AxB,
formado por todas las parejas de elementos donde el primer elemento es de A vy el
segundo es de B, hay MxN elementos.

En general la regla del producto o principio multiplicativo lo podemos definir como
sigue:

Si tenemos Pconjuntos A , A, , -~ , A, donde el nimero de elementos de cada

conjuntoes m; m, .. m_ entonces el nimero de elementos del producto cartesiano

de losp conjuntos A X A, XX Aj es m x m, x - x m_.También podemos decir,

si un primer suceso A se puede dar de M maneras diferente, un segundo suceso A se
puede dar de M, maneras diferentes y asi sucesivamente hasta el suceso A, que se

uede dar de M, entonces los sucesos juntos se pueden dar de X m, X =X m
2 p

No obstante, existen problemas donde la regla de la multiplicacion no es suficiente para
resolverlos, requiriéndose otro tipo de operaciones combinatorias. Por ejemplo, si
requerimos saber de cuantas maneras diferentes puedo elegir a 3 estudiantes de un
grupo de 5 para pasar a borrar el pizarrén, no tendremos la solucién si aplicamos la
regla del producto. A continuacién describimos los tipos de operaciones combinatorias
que usamos en nuestra investigacion.

2.6.2 Modelo Combinatorio

Cuando nos referimos a “Modelo Combinatorio” entendemos cualquier de las cuatro
tipos: arreglos con repeticion, arreglos sin repeticion, combinaciones con repeticion y
combinaciones sin repeticion. Asi, cuando en lo escrito por el estudiante en el proceso
de resolucion de un problema deja constancia que supuso que el orden de los elementos
del conjunto solucion no es importante y que los elementos no se repiten, establecemos
que el estudiante pensd en una combinacidn sin repeticibn como modelo combinatorio.
El modelo combinatorio deja constancia de que el estudiante pensé si es importante el
orden o no lo es y en si hay repeticion o no la hay. Mientras que la operacion
combinatoria, incluye ademas las operaciones que son necesarias para resolver el
problema.
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En Meéxico se consideran las Permutaciones como un caso particular de las
Ordenaciones o Variaciones, cuando coinciden el nimero de elementos del conjunto
inicial con el nimero de elementos que ordenamos, a diferencia del &mbito anglosajon
donde el término permutaciones es sindnimo de ordenaciones o variaciones.

Para Navarro-Pelayo (1994) los problemas combinatorios se dividen en dos clases: los
problemas que se pueden resolver con una sola operacion combinatoria (problemas
simples) y los problemas que se requieren mas de una operacion combinatoria
(problemas compuestos) llamados asi por Gascon (1988).

Los problemas simples, que son los que interesan para este trabajo los podemos
clasificar, de acuerdo con Dubois (1984), en problemas de seleccién, de colocacién y de
particion.

Llamamos problemas de seleccion aquéllos en los que se pide seleccionar una muestra.
Por ejemplo, elegir un comité de tres personas de un grupo de cinco. Llamamos
problemas de colocacién aquéllos en los que se pide colocar elementos de un conjunto
en lugares de otro conjunto. Por ejemplo, colocar tres cartas en 5 sobres. Finalmente,
[lamamos problemas de particion aquéllos que se relacionan con la idea de partir un
conjunto en subconjuntos disjuntos. Por ejemplo, distribuir cuatro automdviles entre
tres hermanos, en los que puede suceder que todos los automaviles le toquen a uno sélo
de los hermanos.

En Batanero, C., Godino, J. D. y Navarro-Pelayo, V. (1997a) y de acurdo con Dubois
(1998) los problemas de seleccién de un conjunto de m elementos (generalmente
diferentes) sacamos una muestra de n elementos en donde es posible que el orden en
que sacamos los elementos de la muestra nos interese o bien, que sea irrelevante.
También es posible que se permita repetir uno o varios elementos de la muestra o que
no se pueda.

Por tanto, tenemos las siguientes posibilidades:

Cuando el orden en que extraemos los elementos resulta ser importante y no se permite
la repeticion de elementos estamos ante una ordenacion de m elementos sacados de n en

n, al nimero de estos elementos los denotados utilizando el simbolo O, .

Cuando el orden resulta ser irrelevante y no se permite la repeticion de elementos
estamos, ante una combinacion de m elementos tomados de n en n; al nUmero de estos

elementos los denotamos con el simbolo C,

Por ejemplo, el problema 6 del cuestionario corresponde a un problema de seleccion que
se resuelve mediante una combinacion sin repeticion y el problema 13 corresponde a un
problema de seleccion que se resuelve mediante una ordenacion sin repeticion (Anexo
M1)
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En el caso de los problemas de colocacion entendemos que se trata de colocar n objetos
en m lugares. El resultado de este tipo de problemas depende de:

¢ Si los objetos a colocar son idénticos o no
¢ Si los contenedores son idénticos o no
¢ Si debemos ordenar los objetos antes de colocarlos en los contenedores

Ademaés, es posible otro tipo de condiciones béasicas para encontrar la solucién al
problema, como el méximo nimero de objetos en los contenedores o la posibilidad de
que haya celdas vacias. Por lo que no hay un modelo combinatorio para cada tipo de
problema de colocacion, puede ser que el mismo modelo combinatorio pueda ser usado
en dos problemas de colocacion diferentes.

Por ejemplo, Los problemas 3 y 8 del cuestionario estan dentro de esta categoria, es
decir son problemas de colocacion. El problema 3 es un problema de colocacion sin
repeticion, donde los objetos a colocar (las cartas) son idénticos, los contenedores (los
sobres) son diferentes y el nimero méximo de objetos (cartas) es de un elemento en
cada contenedor (sobre). EI modelo combinatorio utilizado en el proceso de resolucién
del problema es una combinacion. El problema 8 es de colocacién sin repeticion, donde
los objetos a colocar (coches) son diferentes, los contenedores (lugar de
estacionamiento) son diferentes y el nimero maximo de objetos (coches) es de uno. El
modelo combinatorio utilizado durante la resolucion del problema es un arreglo.

Este tipo de problemas se puede convertir en problemas de seleccién. El problema 3
puede ser pensado como obtener las posibles maneras diferentes de seleccionar 3 sobres
de un conjunto de 4 sobres, sin importar el orden en que son elegidos (las cartas son
idénticas). El problema 8 puede ser replanteado como elegir una muestra de 3 lugares de
estacionamiento de un conjunto de 5 lugares de estacionamiento donde el orden es
importante (los coches son diferentes).

Por altimo, los problemas de particion son aquellos en los que tenemos un conjunto de
m elementos y deseamos hacer una particion del conjunto en sub-conjuntos de n
elementos. Los problemas de particion pueden ser vistos como problemas de colocacion
y por tanto de seleccion.

Los problemas del cuestionario que fueron analizados en este trabajo de investigacion y
que pertenecen a esta categoria son los problemas 4 y 5.

En el problema 5 tenemos un conjunto de m elementos (4 estudiantes) y deseamos hacer
una particion del conjunto en sub-conjuntos de n elementos (2 estudiantes para realizar
un trabajo). El problema se puede ver como un problema de colocacion en el que
queremos colocar m objetos (4 estudiantes) en n contenedores (2 contenedores que
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formarén las parejas de estudiantes). Este problema de colocacidn se puede pensar como
extraer dos estudiantes de donde hay 4 sin que nos interese el orden.

2.6.3 Estrategias Heuristicas

A continuacion mencionamos y describimos las estrategias heuristicas observadas,
utilizadas por los estudiantes durante la resolucion de los problemas:

a) Tablas de enumeracion de datos

Para Besot y Richard (1980), Presci (1994) y Navarro-Pelayo (1994) los métodos de
resolucion de problemas més usados por los estudiante son los de enumeracion y el uso
de formulas y muchas veces se usa uno de estos para validar el otro.

El uso de este método implica el empleo de estrategias para la enumeracion de los
elementos del conjunto solucion del problema. Estas estrategias van desde las que
utilizan un método de ensayo y error hasta las que mediante métodos sisteméticos
logran todos y cada uno de los elementos del conjunto solucion.

Para English (1993a y b) las estrategias de enumeracion empleadas se caracterizan en
dos problemas de combinatoria: bidimensional y tridimensional. En cada uno de ellos
distingue cinco basadas en el nivel de sofisticacion y en el uso sistematico de fijacion de
elementos. En el caso tridimensional se distinguen dos tipos de elementos que se
mantienen fijos y actlan de pivotes: principal y secundario. El principal se fija primero
y el secundario es el siguiente a fijar.

Basandose en lo anterior fija las siguientes estrategias:

Estrategia 1: técnica de ensayo y error, con poca 0 nula presencia de patrones y con
menos de la mitad de los elementos secundarios considerados.

Estrategia 2: mas eficiente que la anterior. Sin acabar de considerar todos los elementos
secundarios, los nifios que emplean esta estrategia consideran méas de la mitad de ellos.
Existe un patron inicialmente pero llega un momento en que este patron se abandona.

Estrategia 3: Todos los elementos secundarios son considerados siguiendo claramente
un patrén de resolucién. Sin embargo, no todas las posibilidades principal-secundaria
son tenidas en cuenta en esta estrategia.

Estrategia 4. muy sofisticada, los alumnos que siguen esta estrategia completan un
conjunto principal secundario pero no el otro.

Estrategia 5: completan todas las posibilidades de la manera méas ordenada y eficiente.

Para esta investigacion consideramos solo dos estrategias de las 5 mencionadas
anteriormente. Supusimos que el estudiante que estuviera en las estrategias 1 y 2 son
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personas que no aplicaron un método de enumeracion sistemético y los que se
encontraran en los supuestos de las estrategias 3, 4 y 5 son los que aplicaron un método
sistematico de conteo.

Por lo que las dos posibilidades consideradas para la enumeracién en tablas son:

v Enumeracién de los datos a través de un conteo no sistematicamente es
decir, mediante un procedimiento de localizacion de los elementos por
ensayo Yy error (Estrategias 1y 2)

v" Enumeracion de los datos a través de un conteo sistematico, esto es,
mediante un procedimiento recurrente de localizacion de los elementos
(Estrategias 3,4y 5).

El término recurrente se refiere a la propiedad de aquellas secuencias en las que
cualquier término se puede calcular conociendo los precedentes. De otro modo, se
determina el elemento faltante a través de un procedimiento en que se localiza por
medio de los ya existentes.

b) Principio del Palomar

El principio del Palomar postulado por Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859)
también Ilamado Principio de los Casilleros que en términos particulares dice:

Si tenemos 4 nidos y en ellos duermen 5 palomas, entonces hay al menos un nido con
mas de una paloma. Esto es, en general, si tenemos n casilleros y p objetos, y

queremos introducir en n casilleros los p objetos, donde p >n, entonces hay al menos
un casillero con més de un objeto.

Este principio ha sido estudiado en varias investigaciones, una de ellas la de Sriraman
(2002a y 2003b) estudié la habilidad de los estudiantes de noveno grado para el
desarrollo independiente de principios combinatorios cuando se dan cambios de
contexto en la resolucion de problemas. En uno de los experimentos de ensefianza
(Sriraman 2002b, 2003a, 2004a) los estudiantes trabajaron en problemas en los cuales el
principio del palomar (el cual declara que si hay n nidos y n+1 palomas, entonces al
menos un nido tiene mas de una paloma) fue el principio combinatorio fundamental.

¢) Diagrama de Arbol

Un diagrama de arbol es una forma gréafica de representar y enumerar todas las posibles
formas de combinar los elementos de uno 0 mas conjuntos.

Los diagramas de arbol estan construidos por dos elementos: los nodos y las ramas. Por
ejemplo, el siguiente grafica diagrama de arbol representa las posibles formas en que se
pueden sacar de una urna 2 sobres de diferente color (rojo y verde), de uno en uno y sin
regresar los sobres.
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Gréfica: Diagrama de arbol donde los nodos son las cartas y las ramas cada una de las extracciones.

Fischbein (1975) investiga los efectos de la instruccion en nifios de entre 10 y 15 afios
de edad sobre la capacidad combinatoria, para esto experimenta al ensefiar con
diagramas de arbol y material manipulativo encontrando que estos promueven el
razonamiento recursivo, propio de la combinatoria.

Sin embargo, Pesci (1994) afirma que los estudiantes encuentran dificultad para
construir diagramas de arbol adecuados para representar situaciones problematicas y por
tanto, los diagramas son la causa de muchos errores.

2.7 Resultados de investigaciones sobre el aprendizaje de la
combinatoria

Para el caso especifico de las investigaciones en torno al aprendizaje de la combinatoria,
de acuerdo con Bharath Sriraman y Lyn D. English (2004), éstas pueden ser rastreadas
desde los estudios de Piaget e Inhelder (1951) los cuales desde una vision que
podriamos denominar constructivista, abordan la evolucion de la nocién de probabilidad
en nifos de acuerdo a sus etapas de desarrollo. Batanero, Navarro-Pelayo, y Godino
(1997) proporcionan una narracion descriptiva e ilustrativa de las tesis sobre
razonamiento combinatorio de Piaget e Inhelder.

Numerosos estudios posteriores al de Piaget han sido conducidos y han llegado a nuevas
conclusiones. Las cinco mayores implicaciones para la practica docente surgen de una
sintesis de las investigaciones internacionales méas recientes. En este sentido podemos
resumir que el uso de problemas combinatorios puede:

Promover el pensamiento independiente

Impulsar la flexibilidad en métodos y representaciones
Impulsar un enfoque en estructuras de problemas
Alentar a compartir soluciones, y

Presentar problemas-plantear oportunidades

YV VYV VY
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En la siguiente seccion describimos cada una de estos cinco puntos y discutimos
investigaciones que se relacionan con ellos. A pesar de que muchos de estos estudios
fueron abordados con nifios que no han entrado a la educacién secundaria los hallazgos
se pueden extender a estudiantes de la escuela secundaria. ElI contexto de la
combinatoria se presta de manera natural para entregar a los estudiantes trabajo practico
manipulativo, haciendo de esto un excelente contexto de trabajo para estudiantes en
remediacion y estudiantes con necesidades especiales, asi como un rico contexto para la
exploracién matematica para todos los estudiantes.

» Promover el pensamiento independiente
Para promover el desarrollo de un pensamiento independiente en el alumnado, el
profesor puede usar problemas de combinatoria, tales como el de las pizzas o el
problema de la torre, los cuales ayudan a los estudiantes a sistematizar su pensamiento.

Por ejemplo, veamos el problema de la torre (Martino y Maher, 1999): dado un
conjunto de cubos de plastico iguales de dos colores diferentes, ¢cuantas torres
diferentes de una cierta altura pueden ser construidas? Por ejemplo, ¢Cuéantas torres de
tres cubos pueden ser construidas?

Problemas como estos son particularmente efectivos cuando se presentan en una
secuencia gque ayude a los estudiantes a descubrir principios generales de los mismos.
Los profesores pueden facilitar el proceso de descubrimiento pidiendo a los estudiantes
que expliquen y justifiqguen su solucion. Los estudiantes pueden entonces rechazar
algunas de sus ideas originales y pueden modificar, refinar o consolidar sus argumentos
originales (Maher y Martino 1996a). Maher y sus colaboradores (Maher y Martino
1996a, 1996b, 1997; Maher y Speiser 1997; Martino y Maher 1999; Muter y Maher
1998; Sepeiser 1997) conducen estudios longitudinales que incluyen un enfoque sobre
la evolucion matematica de un grupo de estudiantes de los grados 5 al 12 a traves del
uso de combinatoria y probabilidad. Los problemas de la torre y de la pizza se usaron en
este estudio porque permiten la formulacién de soluciones que son matematicamente
similares. Estudiantes del cuarto grado que trabajaron con estos problemas descubrieron
propiedades de las combinaciones, y estas propiedades se incrementaron desde las
imagenes concretas de torres y pizzas. Para el décimo grado, los estudiantes vincularon
nociones concretas abstrayendo nociones de combinaciones y del coeficiente binomial
en el triangulo de Pascal.

Estos hallazgos no simplemente confirman lo encontrado por Piaget sino en un sentido
revelan el crecimiento del acelerado razonamiento combinatorio de los estudiantes que
cursan del grado cuatro al diez. En el modelo Piagetano el desarrollo del pensamiento
para la solucion de problemas de combinatoria, abarca un periodo de tiempo de 11 afios,
mientras que lo encontrado por los estudios longitudinales conducidos por Maher y sus
colegas indican que, con apropiada instruccion, el pensamiento combinatorio de los
estudiantes puede desarrollarse sobre estructuras sofisticadas en el periodo de 7 a 8
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afos. Este incremento en el desarrollo en un menor nimero de afios, depende del uso de
tareas apropiadas para facilitar su desarrollo en un intervalo de tiempo muy corto.

Sriraman (2002a y 2003b) estudid la habilidad de los estudiantes de noveno grado para
el desarrollo independiente de principios combinatorios cuando se dan cambios de
contexto en la resolucion de problemas. En este estudio, a los estudiantes se les permitio
trabajar independientemente sobre una secuencia de problemas en su jornada en un
tiempo prolongado. En uno de los experimentos de ensefianza (Sriraman 2002b, 2003a,
2004a) los estudiantes trabajaron en problemas en los cuales el principio del palomar (el
cual declara que si hay n nidos y m palomas con m>n, entonces al menos un nido tiene
mas de una paloma) fue el principio combinatorio fundamental. En este tipo de
problemas el principio del palomar es una herramienta adecuada.

Se pide a los estudiantes que resuelvan 5 problemas combinatorios no rutinarios. Los
problemas se asignaron con incrementos en el nivel de complejidad en un periodo de 3
meses. Los resultados muestran que aproximadamente el 50 % de los estudiantes fueron
capaces de usar intuitivamente el principio del palomar, el que aplicaron a las diversas
situaciones representadas en la secuencia de problemas. Asimismo, los estudiantes
desarrollaron mejores estrategias a lo largo del tiempo. Los hallazgos revelan que los
estudiantes son capaces de descubrir el principio fundamental centrado en la estructura
de un problema dado y entender la estructura de un problema dado (Dubinsky 1991;
Piaget 1971).

En un estudio diferente (Sriraman 2003a, 2004b), a los estudiantes se les dio una serie
de problemas a lo largo de 4 meses. Cuatro de estos problemas fueron dados no
secuencialmente, la estructura subyacente es que la solucion involucra la construccion
de Steiner (STS) que es un arreglo de n objetos en ternas, tal que cualquier par de
objetos aparece en una terna exactamente una sola vez.

Para este caso los resultados muestran que mas del 50% de los estudiantes fueron
capaces de idear estrategias que requieren un alto nivel de abstraccién y sistematizacion
para contar todos los posibles arreglos. Estos hallazgos son notables porque los
estudiantes fueron capaces de idear estrategias complejas, construir representaciones
significativas, abstractas, y generalizar sin instruccion explicita.

Los hallazgos reportados en esta seccion son semejantes a los de English (1991, 1993)
excepto que en sus estudios, los nifios desarrollan sofisticadas estrategias a través de un
conjunto de tareas no trabajadas de acuerdo con el nivel de complejidad. Estos estudios
son discutidos en el siguiente punto.

» Impulsar la flexibilidad en métodos y representaciones
Las situaciones combinatorias se prestan a una variedad de métodos de solucion y
representaciones. Cuando los estudiantes se enfrentan con nuevos problemas de
combinatoria, usan diferentes métodos de solucion, como lo muestran las
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investigaciones contenidas en este articulo, Sriraman (2004). Al mismo tiempo, los
estudiantes adoptan varias representaciones en la resolucion de estos problemas,
incluyendo el uso de dibujos, tablas de listados sisteméaticos (y no sistematicos) y
modelos concretos. Es importante que los estudiantes tengan libertad para utilizar
diferentes representaciones y modelos y que estos sean alentados a describir y explicar
sus acciones. Alentar tal flexibilidad y el andlisis critico de la construccion elegida, es
una base en la matematica compleja.

English (1991) explora con nifios estrategias para resolver problemas combinatorios. A
50 nifios, de entre 4 y 10 afios de edad, se les administrd una serie de siete tareas que
involucran vestimentas de juguetes en cartulina (puestos en percheros) en todas las
formas posibles; la vestimenta consiste de camisas y pantalones de diferente color (o
algunas camisas de diferente color y faldas con diferente nimero de botones, para dos
de las tareas). El objetivo de las tareas fue vestir los percheros de tal forma que cada
perchero tenga un vestimenta diferente (en los colores para las primeras cinco tareas, y
en el total del nimero de botones para las restantes tareas). La complejidad de la tarea
se incrementa durante la entrevista. No se proporciona asistencia a los nifios.

El resultado de la investigacion revela el uso de una serie de estrategias de solucion
usadas por los nifios en la resolucion del conjunto de tareas. Estas estrategias van desde
seleccion de elementos al azar a seleccion de elementos en patrones sistematicos,
reflejando incrementos en la sofisticacion de los procedimientos de solucion. El
procedimiento mas eficiente, la estrategia de “cuenta kilometros”, implica repetir la
seleccidn de un elemento hasta que todas las posibles combinaciones con este elemento
hayan sido formadas (por ejemplo, camisa roja); un nueva constante de elemento es
elegida (por ejemplo, camisa amarilla) y el proceso mecanico sistematico se repite. La
seleccién de elementos para combinar con cada nuevo elemento constante despliega un
patrén ciclico sistematico (por ejemplo, pantalones azules, pantalones amarillos,
pantalones rojos; pantalones azules, pantalones amarillos, pantalones rojos). Los nifios
que desarrollan esta estrategia “cuenta kilometros” saben cuando tienen la solucion a la
tarea y concluyen que no se pueden formar combinaciones adicionales (por ejemplo, “sé
gue no puedo hacer mas vestidos porque hay tres diferentes camisas y he usado cada par
de pantalones tres veces).

Aungue los nifios de cuatro a seis afios no despliegan aprendizajes significativos a
través del conjunto de tareas, con todos los nifios de 7 a 9 afios se demostraron mejoras
considerables en sus estrategias de solucion, y 4 de los 26 nifios mostraron mas
eficiencia en los procedimientos sistematicos que cuando iniciaron la tarea. Un hallazgo
interesante encontrado es el uso de la estrategia “cuenta kilometros” por los nifios para
validar un procedimiento. Con todo, 29 de los 50 nifios usaron la estrategia del “cuenta
kilometros” para formar combinaciones de ternas con los elementos no usados. Un
componente significativo en la adopcion de estrategias por los nifios es su habilidad
para usarlo y su capacidad para checar o verificar. Los hallazgos indican que, dado un
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apropiado contexto, los nifios son capaces de producir de forma independiente un
procedimiento sistematico para formar combinaciones mxn antes de alcanzar la etapa
de las operaciones formales postulado por Piaget e Inhelder (1951). Aunque este estudio
involucra nifios que son mas jovenes que los estudiantes de la escuela secundaria, la
implicacion sigue siendo relevante; es decir, involucrar estudiantes en trabajos con
problemas combinatorios puede fomentar la flexibilidad en los enfoques y puede apoyar
el desarrollo eficiente, estrategias razonadas. Ademas, dado que los nifios en este
estudio mostraron mejoras durante la entrevista, es razonable proponer que los
estudiantes trabajen con problemas combinatorios para impulsar el desarrollo de
estrategias mas eficientes en todos los estudiantes.

La participacion de estudiantes en trabajos con problemas combinatorios puede
fomentar la flexibilidad en los enfoques y puede apoyar el desarrollo de eficientes,
estrategias razonadas.

» Impulsar un enfoque en estructuras de problema
Uno de los principales objetivos de la educacion matematica es que los estudiantes vean
las conexiones y las relaciones entre ideas matematicas y aplicar este conocimiento a
resolver problemas nuevos (Fuson 1992; Hiebert 1986; NCTM 2000). Una implicacion
de importancia pedagdgica en la investigacion analizada en este articulo es la eleccion
de los problemas, que varian contextualmente pero que son basicamente similares en su
estructura matematica.

En otro estudio con nifios jovenes, English (1999) investiga la estructura de la
comprensién de los problemas combinatorios cuando los problemas se presentaron en
situaciones diferentes. 32 nifios de diez afios de edad, fueron examinados en habilidades
para:

Identificar la estructura (o relacion) propia de los problemas combinatorios

elementales (dos dimensiones [XxY] y tres dimensiones [XxY xZ]),

representar y resolver problemas que se concretan en:

v aplicar el proceso de razonamiento por analogia determinando las
estructuras similares y diferencias entre problemas (origen de los
problemas),

v" resolver nuevos problemas relacionados (los ya realizados),

v’ plantear problemas.

Se entregaron los problemas a los nifios en dos sesiones de aproximadamente veinte
minutos de duracion, principalmente en dias consecutivos.

Las conclusiones destacan los resultados en relacion con su solucién en contraposicion
a la comprension de la estructura de los problemas. La mayoria de los nifios deben
resolver los problemas en muchas formas y representar el problema simbolicamente.
Sin embargo, tienen dificultades en explicar completamente las estructuras de los
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problemas bidimensionales (XxY) y raramente pueden identificar los rasgos de
multiplicaciones cruzadas de estos problemas. Aunque muchos de los nifios registran
enunciados multiplicativos, un gran nimero de estos prefieren la repeticion de sumas,
sin tomar en cuenta el tipo de representacion grafica que estos emplean (por ejemplo,
dibujos, listados sistematicos, diagramas de arbol). Las representaciones simbolicas de
nifios para los problemas de tres dimensiones sugieren que los nifios carecen de una
comprension completa de su estructura.

Por otra parte, el trabajo de Fischbein y Gazit (1988) sefiala que los problemas mas
dificiles antes de recibir una instruccion en combinatoria son los problemas de
permutaciones, seguido de las ordenaciones con repeticidn, ordenaciones sin repeticion
y los menos dificiles son los de combinaciones. Luego de la instruccion cambia el orden
y los que tienen la menor frecuencia de respuesta correcta son las combinaciones y las
permutaciones las de mayor respuesta correcta. Ademas, con relacion al tipo de errores
ellos encuentran que:

»  Multiplican los datos dados en el enunciado del problema.

» Uno de los datos del problema es dado como la solucion al problema.

» Lapersona da un dato como resultado del problema sin que aparentemente tenga
relacion con los datos.

»  Confunde el modelo combinatorio en el uso de las formulas.

Por otro lado, ellos consideran basados en los hallazgos de sus investigaciones que el
orden de ensefianza en los modelos combinatorios debe ser: Arreglos con repeticion,
permutaciones, arreglos sin repeticion y combinaciones. Los problemas deben contener
elementos simbdlicos (digitos y letras) para mas tarde incluir problemas en contextos
concretos.

El extenso trabajo de Batanero y sus colegas (e.g., Batanero, Navarro-Pelayo, y Godino
1997) en Espafia, prolongacién del anterior trabajo de Fischbein y Gazit (1988),
proporciona comprension significativa sobre el aprendizaje de la combinatoria. En el
exploran el razonamiento combinatorio de estudiantes de 14 y 15 afios de edad antes y
después de la instruccion. Los siguientes tres tipos de problemas se administraron a 720
estudiantes:

Problemas de Seleccion, que enfatizan el concepto de muestreo.

Problemas de Distribucion, relacionados con el concepto de funcion.

Problemas de Particion, que estan relacionados con la division de un conjunto en

subconjuntos,
Las operaciones combinatorias involucradas en los problemas anteriores son las
combinaciones, permutaciones con repeticion, arreglos con repeticion, permutaciones y
arreglos. La respuesta de los estudiantes al cuestionario antes de la instruccion indica
diferencias no mayores en el nivel de dificultad de los tres tipos de problemas. Después
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de la instruccion hay una mejora en un subconjunto de estos. En conjunto la mejora
ocurre en los problemas de seleccion y en los problemas de arreglos, permutaciones y
permutaciones con repeticion. En los problemas de distribucion la mejora no fue general
y no mejoraron en todo lo suscitado en los problemas de particion. Como destacan los
autores, estos hallazgos pueden ser explicados por el orden en que las operaciones son
introducidas en el curriculo espafiol.

Las investigaciones de Roa (2000) para estudiantes universitarios centradas en las
estrategias y dificultades de dichos estudiantes con preparacion universitaria avanzada y
utilizando problemas simples, muestran que los resultados son mejores que los
obtenidos por alumnos de secundaria (Navarro-Pelayo, 1994), pero en algunos casos
son similares o inferiores. También se encontrd que la dificultad de los problemas no
depende del modelo combinatorio (problemas de seleccién, de colocacion y de
particion), implicito en el enunciado. Sin embargo, se constato que la dificultad aumenta
con el tamafio de la solucion. Ademas, hall6 que con respecto a la operacién
combinatoria que los resuelve, los mas dificiles son los de variaciones con repeticién y
los més sencillos los de combinaciones.

» Alentar a compartir la solucion

Recomendamos que los estudiantes compartan la solucion de los problemas
combinatorios con sus pares. Como consecuencia, deberan describir y explicar como
Ilegaron a la solucion y por qué consideran que su solucion es verdadera y Unica. Esta
practica de compartir significa que la solucién que los estudiantes generan debe
sostenerse bajo el escrutinio de otros estudiantes. Ademas, cuando los estudiantes
comparten su solucion, estos nos proporcionan conocimiento sobre su comprensién de
la combinatoria e importante oportunidad para que sus pares proporcionen
retroalimentacion constructiva.

Los problemas combinatorios que exigen que los estudiantes ideen eficientes estrategias
de clasificacién han sido utilizados por Hung (1998a, 1998b, 2000) en Singapur para
estudiar conversaciones entre pares de estudiantes mientras resolvian problemas. Hung
encontrd que los estudiantes son capaces de construir generalizaciones maravillosas
descubriendo férmulas que aplican a situaciones problematicas.

Los estudiantes también fueron capaces de transferir el concepto usado en un problema
para vincular contextos. Hung (2000) toma la hipétesis de que los estudiantes
construyen generalizaciones matematicas potentes cuando son capaces de conectar una
relacion de problemas resueltos previamente con un problema similar en contextos
diferentes completamente.

» Plantear problemas
La capacidad para plantear problemas (dentro de la resolucidn de estos) es importante
en la sociedad de hoy en dia (Brown y Walter 1993; English 1998; English 2003). En
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English (1999), el cual ha sido citado previamente, los 32 nifios de 10 afios fueron
invitados a plantear sus propios problemas usando dos de los problemas dados como
base. Los nifios han tenido dificultad considerable, con el 41% incapaz de crear un
problema sensato o plantear un problema de un tipo diferente, tal como una resta. El
18% de los nifios fueron capaces de construir un enunciado de problemas apropiados
pero incapaces de plantear una pregunta apropiada, dar un problema sin solucion. Solo
el 32% pudieron crear un problema con solucién, muchos de ellos puestos en uno de los
contextos de los problemas dados.

Incluyendo problemas planteados en experimentos con combinatoria, podemos
incrementar su acceso a los conceptos combinatorios importantes y procedimientos,
ademas de mejorar su entendimiento de la estructura de los problemas combinatorios.
Adicionalmente, cuando los nifios crean sus propios problemas combinatorios, necesitan
considerar el disefio del problema, esto es, los componentes que hacen construir el
problema, tal como el conocimiento o desconocimiento de la informacion, los objetivos
a ser alcanzados y cualquier condicion para alcanzarlos (Moses, Bjork y Goldenberg
1993). Esta comprension del disefio del problema permite a los estudiantes diferenciar
los problemas matematicos de los no matematicos, de buenos problemas y pobres, y de
problemas solubles y no solubles (English de proxima aparicion).
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METODOLOGIA

En este capitulo describimos las estrategias metodolégicas que hemos seguido para
acercarnos al conocimiento y la comprension de la actuacion que siguen los estudiantes
al resolver problemas de conteo. Aunque en la introduccién de este trabajo hemos hecho
ya una descripcion general del escenario en el cual se lleva a cabo esta investigacion, en
este capitulo recuperamos algunas caracteristicas distintivas del evento que
consideramos relevantes para comprender las acciones que muestran los estudiantes.

Las tareas mas relevantes para el disefio de esta investigacion han sido: la seleccion de
una muestra de la poblacidn; el disefio de una unidad did4ctica creada ex profeso para
este trabajo; la aplicacion de la unidad didactica asi como el disefio y seleccion de un
conjunto de problemas. El esquema de recogida de datos parte del andlisis de los
protocolos de resolucion de los 13 problemas del cuestionario de Navarro y Pelayo
(1994) que siguieron dos grupos de estudiantes. Este analisis distingue entre dos
momentos: antes y después de recibir un curso de razonamiento combinatorio siguiendo
diferentes metodologias de ensefianza.

El disefio del experimento y el tratamiento diferencial aplicado a los dos grupos de
estudiantes ha dado lugar a medidas estadisticas tales como porcentajes o pruebas
especificas correspondientes a los métodos no paramétricos (Prueba Chi cuadrada y
Prueba de McNemar).

3.1 Contexto de la investigacion

La presente investigacion corresponde a un trabajo desarrollado con estudiantes de nivel
universitario. Especificamente, la poblacion bajo estudio consiste de estudiantes de
ingreso reciente a la licenciatura en Informatica que ofrece la Universidad Veracruzana.
Esta universidad se ubica en la ciudad de Xalapa, que es la capital del estado de
Veracruz, en México. Es ésta la universidad publica mas importante de la zona centro
oriental del pais.

A pesar de su importancia relativa en el contexto local, las posibilidades de estudiar
alguna disciplina en sus instalaciones estan fuertemente restringidas debido a los
recursos limitados de que dispone tal universidad. Por ejemplo, de los 37.800 egresados
del nivel de bachillerato en Veracruz, en el afio inmediato anterior, el examen de
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selectividad permitié que tan solo 17.500 pudieran cursar alguna de las 62 licenciaturas
que pueden estudiarse ahi.

La situacion econdmica dominante en el pais, ha tenido un fuerte impacto social en las
generaciones actuales, al ver limitadas sus posibilidades de continuar sus estudios. Este
hecho, que pudiera parecer intrascendente tiene implicaciones que pueden incidir en el
desempefio académico de los estudiantes.

Para admitir a sus estudiantes, la Universidad Veracruzana contrata un servicio de
outsourcing para aplicar un examen a cada uno de los aspirantes. Cabe destacar que al
ser limitada la oferta de lugares en las diferentes carreras, a menudo los estudiantes se
ven en la disyuntiva de elegir entre su area de interés o un area diferente pero que les
asegure la continuacion de sus estudios. Asi, de los 461 aspirantes que solicitaron su
ingreso a la carrera de informatica, s6lo fueron aceptados los 220 estudiantes que
obtuvieron los puntajes relativamente mayores, que es el nimero de estudiantes que
pueden admitirse en la Facultad de Informética. Este nimero estd vinculado a la

plantilla de profesores que atienden los cursos de la carrera de informatica.
(http://www.uv.mx/escolar/RESULTADOS/XALAPA.htm)

El servicio de outsourcing que mencionamos en el parrafo anterior lo proporciona el
Centro Nacional de Evaluacién para la Educacién Superior (CENEVAL). se trata de
una asociacion civil -sin fines de lucro- cuya actividad principal consiste en disefar y
aplicar instrumentos de evaluacion de conocimientos, habilidades y competencias. Asi
mismo, se encarga del analisis y la difusién de los resultados de la aplicacion de tales
instrumentos.

En el caso particular que nos ocupa, el instrumento de evaluacién que aplica el
CENEVAL incluye reactivos de opcién mdaltiple para obtener indicadores de
competencias en las areas: Razonamiento verbal, Razonamiento Matematico, Mundo
contemporaneo, Ciencias naturales, Ciencias Sociales, Espafiol, Inglés y Derecho. En
cada pregunta, el aspirante debe elegir una de 5 opciones propuestas.

Conviene precisar que el hecho de que los aspirantes consigan superar el examen de
ingreso que disefla CENEVAL, no garantiza que tengan los conocimientos y
habilidades minimos necesarios para enfrentar exitosamente los programas de la carrera
de su eleccidn. Esto puede deberse a que el instrumento de evaluacion utilizado no
considera el plan de estudios vigente en la mayoria de los bachilleratos del estado de
Veracruz y a que el ingreso esté determinado por el nimero de lugares. En
consecuencia, algunos estudiantes que consiguen ser aceptados lo hacen con un puntaje
muy bajo.
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3.1.1 Bachillerato

Los estudiantes que participan en esta investigacion han concluido en el periodo
inmediato anterior los estudios de}l bachillerato e iniciaban sus estudios en la
universidad veracruzana.

Consideramos importante, para los fines de este trabajo, describir las condiciones que
acomparian a los estudiantes en la transicion del bachillerato a la universidad. Con este
propdsito, a continuacion describimos brevemente los objetivos que se persiguen en el
bachillerato, asi como los conocimientos que de acuerdo al curriculo oficial se han de
adquirir en los cursos de matematicas.

De acuerdo con la Direccion General de Bachilleratos, de la Secretaria de Educacion
Pablica (www.dgb.sep.gob.mx), el bachillerato tiene como finalidad generar en el
educando el desarrollo de una primera sintesis personal y social que le permita su
acceso a la educacion superior, a la vez que le dé una comprension de su sociedad y de
su tiempo y lo prepare para su posible incorporacion al trabajo productivo. Como
etapa de educacion formal el bachillerato se caracteriza por:

e Launiversalidad de sus contenidos de ensefianza y de aprendizaje.

e Iniciar sintesis e integracion de los conocimientos disciplinariamente
acumulados.

e Ser la ultima oportunidad en el sistema educativo para establecer contacto
con los productos de la cultura en su mas amplio sentido, dado que los
estudios profesionales tenderan siempre a la especializacion en ciertas areas,
formas o tipos de conocimiento, en menoscabo del resto del panorama
cientifico cultural.

Por otra parte, es esencialmente formativo, integral y propedéutico. Integral porque
considera y atiende todas las dimensiones del educando (cognitivas, axioldgicas, fisicas
y sociales), a fin de consolidar los distintos aspectos de su personalidad. Propedéutico
porque prepara al estudiante para ingresar a la educacion superior al ofrecerle
contenidos de estudio que le permiten adquirir conocimientos, habilidades y valores, en
el campo cientifico, humanistico y tecnologico. Formativo porque no se reduce a la
transmision, recepcién y acumulacion de informacion, sino que pretende hacer
participe al alumno de su proceso educativo, propiciando la reflexion y comprension de
como y para qué se construye el conocimiento; esto le permite tener conciencia de las
razones que lo fundamentan. Asimismo, le brinda los elementos metodologicos
necesarios para entender de manera objetiva y critica su realidad.

El plan de estudios y los programas de las diversas modalidades de bachillerato
actualmente no son muy diferentes, especialmente en el area de matematicas. Los
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programas del plan de estudios que entraron en vigor el semestre Septiembre — Febrero
de 2010 incluyen cuatro cursos semestrales de matematicas que han de ensefarse a lo
largo de los primeros cuatro semestres (Algebra, Trigonometria, Geometria analitica,
Célculo funcional). Adicionalmente, el programa de matematicas incluye dos cursos que
solo son obligatorios para estudiantes del area técnica.

Actualmente, cada uno de los cursos tiene asignadas cinco horas a la semana para el
trabajo dentro del aula. El total de horas semanales es de 80 hrs. El quinto y sexto
semestres del bachillerato son considerados como &rea propedéutica para las carreras
universitarias. En consecuencia, las asignaturas correspondientes a este periodo
dependen del éarea que elijan los estudiantes. Existen cuatro &reas diferentes:
humanidades, técnica, econdmico-administrativa y médico-bioldgicas. Para quienes han
elegido el area técnica, en los semestres quinto y sexto los cursos versan sobre el calculo
diferencial y célculo integral respectivamente. Para mayor informacién sobre los
contenidos de cada asignatura puede consultarse: www.dgb.sep.gob.mx

Es importante tener presente, para los fines de este trabajo, que la finalidad del curriculo
de Matematicas del Bachillerato es desarrollar la creatividad y el pensamiento l6gico y
critico de los estudiantes mediante procesos de razonamiento, argumentacion y
estructuracion de ideas que supongan el despliegue de conocimientos, habilidades,
actitudes y valores en la resolucion de problemas matematicos que en su aplicacion
trascienda el ambito escolar. (El subrayado es nuestro).

3.1.2 Facultad de Informatica

En los apartados anteriores hemos descrito de manera general aspectos que permiten
contextualizar el escenario en el cual se llevo a cabo la parte experimental de esta
investigacion. En este apartado ampliamos esta descripcion destacando aspectos propios
de la institucion educativa en la cual trabajamos.

La parte experimental de este trabajo se realiz6 en el periodo comprendido entre agosto
del 2009 y enero del 2010. Los estudiantes sujetos de esta investigacion eran alumnos
de la Facultad de Estadistica e Informética de la Universidad Veracruzana. Todos ellos
iniciaban sus estudios y tenian en comun el encontrarse tomando la asignatura
denominada Probabilidad y Estadistica.

De acuerdo con lo que muestra la pagina web de la Facultad de Informatica su mision
consiste en: ... formar profesionales propositivos, comprometidos con su superacion y
el avance de la informética; que permanezcan vinculados con las necesidades sociales
de su entorno y que comprendan y utilicen de manera analitica, critica y creativa
modelos, enfoques, metodologias y herramientas de la computacién en la solucion de
problemas relacionados con el manejo de la informacién.
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Actualmente, el plan de estudios vigente de la Facultad de Informética se encuentra
divido por areas de conocimiento.

El area de formacion béasica comprende los cursos:

Computacién Bésica

Habilidades del pensamiento critico y creativo

Inglés |

Inglés I

Lectura y Redaccion a traves del analisis del mundo contemporaneo
El &rea de iniciacion a la disciplina informética comprende los cursos:
Algoritmos y Estructuras de Datos |

Arquitectura de Computadoras |

Algebra Lineal

Probabilidad y Estadistica

Matemaéticas Discretas

En general, el nivel de conocimientos elementales necesarios para relacionar hechos,
procedimientos o definiciones en la resolucion de ejercicios del area de matematicas no
parecia ser un problema para estos estudiantes. Sin embargo, parecia que enfrentaban
serias dificultades de aprendizaje cuando se requeria una capacidad de razonamiento
abstracto para el planteamiento y resolucion de problemas matemaéticos, propios de las
asignaturas de esta area.

Es posible que esto se debiera a que en la mayoria de las instituciones de educacion
bésica y de bachillerato, los docentes suelen reproducir el modelo de ensefianza que
tradicionalmente han adoptado y en el cual pueden identificarse tres fases:

e Introduccion del tema
e Ejemplos realizados por el profesor
e Resolucion de ejercicios semejantes a los ejemplificados por el profesor

A pesar de no existir investigaciones en el estado de Veracruz que confirmen lo
anterior, podemos mencionar los siguientes elementos que fortalecen nuestra
aseveracion:
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e Los resultados de los diferentes instrumentos de ingreso a la educacion
superior que afio con afio se realizan en el estado de Veracruz, muestran
resultados pobres en razonamiento matematico por parte de los egresados del
bachillerato (Cuesta 2009).

e Los resultados de PISA aplicado a nivel nacional a estudiantes de
bachillerato, también lo indican asi.

e Las observaciones realizadas en mi practica docente a lo largo de 21 afios.

Por otro lado, los profesores de las asignaturas de matematicas de la Facultad de
Informéatica en su mayoria desconocen metodologias de ensefianza basadas en la
resolucion de problemas. Este desconocimiento lo manifestaron en diferentes reuniones
que sostuvimos con ellos con el fin de planear la aplicacién de la unidad didactica que
se erige como elemento esencial de esta investigacion.

En la siguiente seccion describimos, de manera general, las etapas que seguimos para
dar cuenta del desarrollo de este trabajo de investigacion y en las siguientes secciones lo
haremos de forma detallada.

3.2 Esquema general de la fase experimental

Las oportunidades de investigacion que pueden presentarse en cursos de matematicas
son numerosas tanto por el nivel en el cual se ensefie, como por las caracteristicas
distintivas de cada tipo de asignatura. En el caso concreto de la problematica que hemos
elegido para esta investigacion nuestro objeto de estudio esta delimitado por el objetivo
general que nos planteamos:

Analizar y validar una unidad didactica vinculada con el curso de Matemaéticas
Discretas para el aprendizaje de los conceptos basicos del tema conteo (combinaciones
y ordenaciones) y que se erija en herramienta que oriente el trabajo del profesor.

Para asegurar el logro de nuestro objetivo general, planteamos los siguientes objetivos
particulares:

= Conocer el tipo de dificultades que tienen los estudiantes antes de trabajar con
la unidad didactica o la unidad tematica segun sea el caso.

= Conocer las formas de plantear la resolucion de problemas.

= Conocer la influencia de los ejemplos y contra ejemplos en el aprendizaje.
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= Conocer las dificultades que perduran en los estudiantes después del curso.
= Comparar los logros de la unidad didactica con otra de corte tradicional.

Para el logro de los objetivos anteriores, las acciones que derivan de ellos las dividimos
en tres etapas:

1. Disefio de los elementos de la unidad didactica y temética
2. Aplicacion y experimentacion de la unidad didactica
3. Anélisis del proceso de aprendizaje

El disefio de investigacion condujo a la division de la poblacion bajo estudio, dando
lugar a la conformacion de dos grupos de estudiantes que en lo sucesivo
denominaremos “Grupo Experimental” y “Grupo de Control”. En el primero caso, los
estudiantes y el profesor guiarian el aprendizaje de los temas de combinatoria utilizando
la unidad didactica basada en resolucién de problemas. De manera semejante, el grupo
de control realizaria el mismo trabajo pero basando su aprendizaje en la unidad tematica
en la cual el profesor sigue el método tradicional que hemos descrito ya lineas arriba

A continuacion, describimos las etapas y las acciones seguidas para el alcance de
nuestros objetivos:

3.2.1 Etapa 1: Elaboracion de la Unidad Didactica.

Para la elaboracion de las unidades didactica y tradicional fue necesario determinar los
siguientes aspectos relacionados con la fase de experimentacion:

e Objetivos del proceso de ensefianza aprendizaje

e Contenidos del curso y su secuenciacién

e Actividades y tareas de aprendizaje

e Orientaciones de caracter metodoldgico para el profesor

e Forma de evaluacién

Acciones

Elaboracién de la unidad didactica para profesor v estudiantes

La unidad didactica es la guia de trabajo del profesor y de los estudiantes del grupo
experimental. Tiene la finalidad de informar acerca de los objetivos de ensefianza
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aprendizaje; establece la secuencia de las sesiones que componen la unidad didactica;
muestra cuéles son las tareas que han de realizarse asi como, la forma de evaluacion.
Esta unidad propone al docente tareas que pueden realizar los estudiantes dentro y fuera
de la sesion de clase e incluye algunas orientaciones metodoldgicas que pueden serle
utiles en el desarrollo de cada sesion.

Elaboracién de la unidad tradicional para profesor y estudiantes

La unidad que Ilamamos tradicional difiere del anterior solo en la metodologia de
ensefianza que -como hemos mencionado- se caracteriza por el esquema de ensefianza
que consiste en: Introduccion del tema por parte del profesor; desarrollo de ejemplos
por parte del profesor y la resolucidn de ejercicios semejantes a los ejemplificados por
el profesor mismos que han de realizar los estudiantes.

3.2.2 Etapa 2: Aplicacion y experimentacion

Una vez definidos el grupo experimental y de control, se inform6 a los estudiantes
cudles eran los objetivos del tema de combinatoria y la forma de evaluacién de ambas
unidades. A continuacion se aplicaron ambas unidades didacticas.

La parte relativa a la puesta en marcha del trabajo de ensefianza aprendizaje se centra en
el trabajo desarrollado por los estudiantes divididos en ambos subgrupos. El “grupo
experimental”, trabajo bajo la direccion de un profesor. En este caso, el investigador
participaba como observador para obtener informacion del proceso de ensefianza
aprendizaje. El “grupo de control”, trabajo bajo la direccion de un segundo profesor. En
este segundo grupo, un miembro del claustro de profesores de la Facultad de Estadistica
e Informatica anota los problemas que el profesor resuelve en clase y hace un resumen
de la metodologia de ensefianza aprendizaje que utiliza el profesor en cada sesion.

Acciones

Seleccion de los grupos experimental v de control

De un grupo de estudiantes de primer ingreso a la Facultad de Informatica, inscritos a la
asignatura de Probabilidad y Estadistica, se seleccionaron dos grupos para formar los
dos subgrupos. En este punto, decidimos que al grupo experimental se aplique la unidad
didactica para el aprendizaje de la combinatoria mientras que al grupo de control se
aplique la unidad tradicional. La seleccion de estos dos grupos se basé en el analisis del
puntaje obtenido por los estudiantes en el examen de selectividad para ingresar la
Universidad Veracruzana, realizado en septiembre del 2010.
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Informacién a los estudiantes de los objetivos v la evaluacion de las unidades didactica
y tradicional

En la primera sesion de trabajo se informd a ambos grupos, reunidos en el mismo
espacio educativo, acerca de los objetivos de la investigacion y de la forma de
evaluacion de ambas unidades. Es en esta primera sesion se aplicd el cuestionario
diagnostico como primer instrumento de recoleccion de datos de la investigacion.
(Anexo M1)

Aplicacion de las unidades didéctica y tradicional

Estas actividades de ensefianza-aprendizaje se desarrollaron, bajo la orientacion del
profesor de cada grupo, en las sesiones de clase y con la metodologia de aprendizaje
correspondiente a cada grupo.

3.2.3 Etapa 3: Analisis del proceso de aprendizaje

El objetivo de esta etapa consiste en describir, interpretar, analizar y evaluar el
aprendizaje, antes y después de aplicar las unidades didactica y tradicional, en los
grupos correspondientes. Los datos resultantes de tal aplicacion han permitido:

e Identificar algunas dificultades y errores de los estudiantes en el proceso de
aprendizaje, antes y después de la aplicacion de la unidad didactica y la
unidad tematica.

e Evaluar la unidad didactica, la unidad tematica y su desarrollo como
instrumento de aprendizaje.

e Comparar ambas unidades como instrumento de aprendizaje
Acciones

Organizacidn, codificacion y procesamiento de datos obtenidos al dar respuesta a los
problemas del cuestionario diagnéstico v final de ambos grupos

Como parte de nuestro analisis definimos un conjunto de variables discretas. Dichas
variables corresponden a alguna accion observable en lo escrito por el estudiante
mientras intenta resolver los problemas. Las acciones observadas posibilitan dar
respuesta a preguntas planteadas en los objetivos de la investigacion.

Para el procesamiento de la informacion elegimos el software estadistico denominado
SPSS Statistics 17.0 para windows. Esta eleccién obedecio fundamentalmente a las
siguientes consideraciones.
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e Esta a disposicion de estudiantes y profesores de la Universidad Veracruzana
y se encuentra instalado en la mayoria de sus terminales de trabajo.

e Es facil su uso.

Andlisis de los datos obtenidos durante el proceso de resolucién de los problemas del
cuestionario diagndstico y final en ambos grupos de estudio

La necesidad de comparar los procedimientos que siguieron los estudiantes y el papel
del profesor tutor, surgié a partir de los resultados preliminares que se obtuvieron al
analizar las respuestas que los estudiantes dieron a 13 problemas.

Seleccionamos las variables propias de estos problemas, en la hoja electronica de Excel
2007 (Anexo M2) vy se trasladaron al software SPSS para hacer el analisis estadistico
correspondiente. De este software estadistico se utilizaron dos herramientas de métodos
no parametricos:

e Tablas de Frecuencias, que usamos para determinar proporciones de algun
valor observado.

e Prueba de Chi cuadrada, usada para determinar si la proporcion de estudiantes
en los que se realizd una observacion es diferente, significativamente, con la
proporcion de estudiantes en los que no se realiz6 la observacion.

e Prueba de McNemar, usada para la comparacion de los resultados anterior y
posterior al seguimiento de un curso con una unidad didactica concreta a cada
uno de los estudiantes.

Evaluacion de la unidad didactica combinatoria.

La unidad didactica es el instrumento que utilizaron el profesor y los estudiantes —del
grupo experimental- en el proceso ensefianza aprendizaje. La mencionada unidad
didéactica, tiene como objetivo desarrollar en los estudiantes el pensamiento matematico
propio de la combinatoria. Por lo que, en esta investigacion nos enfocaremos en algunas
habilidades que pueden propiciarse y que consideramos de importancia para los
estudiantes de la facultad de informatica.

= definir los modelos combinatorios.
= clasificar problemas segun el modelo combinatorio.
= conjeturar

= particularizar y generalizar
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= utilizar estrategias heuristicas tales como: diagramas de arbol; el principio del
palomar, enumeracion sisteméatica de los elementos de un conjunto o
férmulas propias del modelo combinatorio en la resolucion de problemas.

Consideramos de importancia lo anterior debido a que cuando conocemos estas
componentes tenemos mas posibilidades de elegir un proceso que lleve a la resolucion
del problema. Consideramos que cuando conocemos una forma de contar
sistematicamente los elementos de un conjunto, tenemos pocas posibilidades de omitir
alguno o bien de duplicarlo. Si podemos elegir el modelo combinatorio al que pertenece
el problema estamos en condiciones de no tener la necesidad de adivinar el proceso a
seguir en la resolucién de un problema. Tener conocimientos de estrategias heuristicas
para la resolucion de problemas combinatorios implica tener herramientas adecuadas
para atacar el problema.

Para valorar la unidad didactica centramos nuestra atencion en la evaluacion de estas
componentes. El proposito ha sido el de determinar los problemas que enfrentan los
estudiantes, con el fin de mejorar la Unidad Did&ctica. Para lograrlo sera necesario
hacer las adecuaciones necesarias a la unidad didactica. Ademas, debemos considerar
los logros en ambos grupos, destacando los logros del grupo experimental en la unidad
y adicionando los éxitos del grupo de control.

3.3 Disefio y elaboracion de la Unidad Didactica y del Curso
Tradicional.

3.3.1 Unidad didactica

Una unidad didactica es basicamente la planificacidn del proceso ensefianza-aprendizaje
de un objeto concreto de conocimiento. Alrededor de dicho objeto se concretan y
organizan los elementos mas relevantes que contextualizan una practica docente situada.
En el disefio de una unidad didactica no basta con precisar cual es el objeto de
conocimiento y cudles son los objetivos que se persiguen. Su disefio esta condicionado
por elementos tan importantes como:

e aquién va dirigido;
e cuantas sesiones la integran,
e en qué orden deben desarrollarse,

e cudles son los contenidos de cada una de ellas,
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e qué metodologia de ensefianza-aprendizaje debe emplearse durante el
desarrollo de las secciones,

e qué actividades, dentro y fuera del saldn de clases, deben desarrollarse para el
logro de los objetivos de cada seccion.

e como esperamos evaluar a los estudiantes y
e en qué tiempo se espera alcanzar los objetivos.

La presente unidad didactica que ha guiado el proceso de ensefianza aprendizaje con los
estudiantes participantes en esta investigacion esta inscrita en la definicion anterior y
corresponde al area de la matematica y se centra en el estudio de la Combinatoria
(Anexo M3).

Como mencionamos, el profesor y los alumnos desarrollaron el tema de combinatoria
de acuerdo a lo que especificamos en la unidad didactica. En esta unidad describimos
una didactica especifica para el aprendizaje de conceptos basicos de la combinatoria,
con base en la resolucion de problemas. Se describe ademas como han de llevarse a
cabo las actividades a desarrollar durante las sesiones de clase. Estas actividades son:
Intervencion del profesor; exposicion de los estudiantes; trabajo en equipo; trabajo
individual y discusién general (Arcavi, A., Kessel, C., Meira, L., y Smith, J., 1998).

A continuacion, hacemos una breve descripcién de cada una de estas actividades. Cabe
mencionar que el orden en que las presentamos no guarda relacién con su importancia.
La descripcion de las actividades no supone gque deban seguirse exhaustivamente en una
sesion en el aula. Tampoco se especifica la duracion de la clase.

a) Intervencion del profesor

Las intervenciones del profesor, al introducir un tema, han de ser cortas. En todo caso,
han de producirse con la finalidad de orientar a los estudiantes en aspectos concretos
como: a) Establecer los objetivos particulares; b) Describir la forma de organizar el
trabajo de los equipos y en el aula; ¢) Explicar procedimientos, hechos o heuristicas que
permitan a los estudiantes avanzar en la resolucion de un problema.

b) Exposiciones de los estudiantes

Las intervenciones de los estudiantes pueden ser de manera individual o por equipos
para a) Presentar sus argumentos; b) Dirimir ideas que puedan parecer contrarias entre
uno o mas miembros del equipo; ¢) Presentar el proceso de resolucion de un problema;
d) Presentar el proceso de resolucién de algin problema dado como trabajo extra
escolar; e) Presentar trabajos o tareas a desarrollar fuera del aula.
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c) Trabajo en equipo

Los equipos podréan integrarse con tres o cuatro estudiantes. El trabajo en equipo tiene
como propdsito proporcionar a los estudiantes un contexto mas o menos estable y
continuo para enfrentar colectivamente la resolucién de problemas. Se sugiere dedicar a
esta actividad el tiempo suficiente en cada sesion para resolver los problemas
planteados.

d) Trabajo individual

El trabajo individual tiene como propdsito evaluar el trabajo de cada estudiante fuera de
la sesion. La frecuencia y grado de participacion puede obtenerse a partir de la
participacién individual en el aula o bien, a partir de los reportes escritos que formen
parte del portafolio de trabajo de cada estudiante.

e) Discusion general

Esta actividad ha de permitir a los estudiantes escuchar y valorar las preguntas y
comentarios de sus compafieros; corregir errores cometidos en el proceso de resolucion
de un problema o aprender a sustentar sus ideas.

Un ejemplo de la implementacion de estas actividades, puede ser como sigue: Después
de que los estudiantes, agrupados en equipos de tres o cuatro personas (Trabajo en
equipo), intenten resolver algunos problemas utilizando sus propios recursos, el
profesor y los estudiantes, escucharan algunos de los procedimientos seguidos por otros
equipos, (Exposiciones de los estudiantes y Discusiéon general). Si ningun equipo usa
alguna de las estrategias de conteo que el profesor quiere introducir, por ejemplo los
diagramas de arbol, el profesor, ha de tomar la palabra cuando lo considere pertinente.
(Intervencidn del profesor) Su intervencion la hard para explicar a los estudiantes qué es
un diagrama de arbol o bien para hacer las preguntas pertinentes que pueda conducir a
los estudiantes a generar alguno.

Como hemos visto todas las actividades estan centradas en la resolucion de problemas.
Por tal razon existen actividades que ha de desarrollar el profesor antes, durante y
después de la sesion. Existen también actividades a desarrollar por los estudiantes
durante y después de la misma.

Los problemas que desarrollan los estudiantes dentro y fuera del aula, durante las
actividades mencionadas en parrafos anteriores, se suscriben al contenido curricular
correspondiente a los conceptos basicos de la combinatoria y que especificamos en la
siguiente seccion.

En la discusion previa que tuvimos con el profesor que estaria a cargo del grupo
experimental se le hizo ver la necesidad de tener en cuenta que en los estados iniciales
de aprendizaje los estudiantes requieren de un tipo particular de ayuda a lo largo del
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proceso de resolucion de un problema. La ayuda que proponemos ha de apegarse de
manera general a los lineamientos establecidos en (Gomez, 2008):

e Plantear interrogantes que provoquen en los estudiantes un avance en la
resolucion de cada problema de acuerdo con las pautas establecidas en las
cuatro fases de (Polya, 1965).

e Determinar el momento en que se debe prestar ayuda a los estudiantes en la
resolucion de problemas, de acuerdo a las pautas que al respecto propone
(Mason, 1988).

e Conjugar la experiencia del profesor con la propuesta de (Schoenfeld, 1992)
en relacién con el tiempo que cabe esperar antes de suponer que el estudiante
ha decidido que no podra resolver un problema.

3.3.2 Curso tradicional.

La Unidad temaética solo difiere de la Unidad didactica en la metodologia de ensefianza-
aprendizaje. Esta en términos generales puede ser narrada como sigue: el profesor
expone en una conferencia los conceptos, hechos y procedimientos que considera
importantes de la sesion. A continuacion en seguida explica como se resuelven algunos
problemas (ejercicios) en donde se usan los conceptos, hechos y procedimientos
explicados anteriormente por él. Cuando termina de resolver los problemas, pide a los
estudiantes que encuentren la solucion de un problema que escribe en el pizarron.

Es importante aclarar que la solucion del problema puede ser encontrada usando el
mismo procedimiento que utiliz6 en la resolucion de los problemas trabajados
previamente, dando lugar a que el estudiante sélo tenga que aplicar el procedimiento
para resolver el problema. Después de haber transcurrido a lo méas 10 minutos, pregunta
al grupo si encontraron alguna solucién y cuél es. Esta pregunta tiene la intencion de
saber cuantos estudiantes y quiénes lograron la solucién correcta, ya que en ningun
momento hace mas preguntas. En seguida el profesor se apropia del pizarron y explica
como se resuelve el problema, segun su procedimiento. Finalmente el profesor entrega
una hoja a los estudiantes que contiene de 2 a 4 problemas que se resuelven utilizando
los mismos procedimientos ensefiados en el aula que deberan resolver en casa y traer
para la préxima clase.

En cuanto al trabajo a desarrollar por los estudiantes asignados al grupo de control,
puede suponerse que el profesor hara uso de la unidad tradicional (Anexo M4). Esta
unidad se caracteriza por apegarse a lo que cabe denominar método de ensefianza el
tradicional, mismo que ya hemos descrito anteriormente.
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3.4 Disefio de instrumentos para la recogida de datos

La recogida de datos cuantitativos y cualitativos encuentra su origen, por una parte, en
el momento mismo donde se desarrolla el hecho didéctico.

Para esta investigacion decidimos capturar la informacion en tres momentos: Antes de
iniciar el desarrollo del tema; durante la resolucion de los problemas y al final de las
unidades didactica y tradicional.

3.4.1 Instrumentos aplicados antes del desarrollo de las Unidades Didactica y
Curso Tradicional

En la primera sesion de ambas unidades se aplicé el primer instrumento de recogida de
datos que denominamos “Cuestionario Diagnostico”. La aplicacion se llevo a cabo en el
espacio educativo donde se encontraban reunidos los estudiantes que conformarian los
grupos experimental y de control, los dos profesores y el investigador.

Las instrucciones que se dieron a los estudiantes para desarrollar el trabajo con este
instrumento fueron expresadas en forma escrita y verbal. En el primer caso fueron las
siguientes:

e Escribir en el cuadernillo todas las operaciones que utilicen en la resolucion
del problema.

e No usar hojas adicionales para escribir.

e No borrar las operaciones que realicen mientras resuelven un problema, sin
importar que parezcan erréneas o si en algin momento les parece que no
conduciran a la solucion del problema. Si ha de desecharse algo, no
eliminarlo para que se pueda dar seguimiento a lo escrito.

e La calificacién de cada estudiante se determinard en funcién del esfuerzo
realizado para resolver los problemas y de los resultados obtenidos.

e  Pueden solicitar un cuadernillo adicional al aplicador del cuestionario cuando
lo requieran.

Las explicaciones dadas a los estudiantes de forma verbal fueron las siguientes:

- La disponibilidad del tiempo que requieran para resolver los problemas del
cuestionario es total.

- Cuél es el significado de los términos ejemplo y contraejemplo.

- El trabajo es individual.
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- Conveniencia de leer el cuestionario y aclarar cualquier duda que surja.

- Por unica ocasion, los estudiantes que participen en esta investigacion, podran
obtener un beneficio de hasta 2.5 puntos adicionales a la calificacion final de
la asignatura de Probabilidad y estadistica. Estos puntos se distribuiran de la
siguiente manera: hasta medio punto por el intento que muestren al resolver
los problemas del cuestionario diagnostico; hasta dos puntos por sus
participaciones en cada sesion de trabajo, de acuerdo al resultado y al
esfuerzo puesto en la resolucién de los problemas del cuestionario final.

Cuestionario diagnostico

El cuestionario diagndstico que mostramos en el (Anexo M1) es un instrumento que
aplicamos con el fin de obtener informacion inicial del problema al que nos
enfrentdbamos. Su aplicacién tenia como objetivo conocer el tipo de dificultades de los
estudiantes en la resolucion de problemas ademas de conocer el tipo de estrategias que
siguen para encontrar a la solucion de los problemas planteados.

La eleccion de este instrumento de evaluacion la hemos incluido porque ha sido usado
en otras investigaciones como Batanero, C., Godino, J. D. y Navarro-Pelayo, V.
(1997a). Este cuestionario contiene problemas que se resuelven considerando ambos
modelos combinatorios (ordenaciones y combinaciones); se adapta a los objetivos de
esta investigacion y sus problemas se adaptan a los objetivos de la asignatura de
Probabilidad y Estadistica.

El cuestionario se integrd con 13 problemas de combinatoria de dos clases. Los
problemas que denominamos simples reciben este nombre debido a que se resuelven
mediante una sola operacion combinatoria. Los problemas que adjetivamos como
compuestos, requieren dos 0 mas operaciones del tipo mencionado.

Los problemas 2 y 7 pertenecen a la clase denominada problemas compuestos (Gascon,
1988). Los 11 problemas restantes pertenecen a la clase denominada problemas simples
(Navarro-Pelayo, 1994). Los problemas seleccionados corresponden a la clasificacion
de Dubois, (1984). En el cuestionario puede distinguirse también la particion que
corresponde a cuatro problemas de seleccion (1, 6, 11 y 13); cuatro problemas de
colocacion (3, 8,9y 12) y tres problemas de particion (4, 5y 10).

De acuerdo con Dubois (1984), llamamos problemas de seleccion aquéllos en los que se
pide seleccionar una muestra. Por ejemplo, elegir un comite de tres personas de donde
hay cinco. Llamamos problemas de colocacion aquéllos en los que se pide colocar
elementos de un conjunto en lugares de otro conjunto. Por ejemplo, colocar tres cartas
en 5 sobres. Finalmente, llamamos problemas de particion aquéllos que se relacionan
con la idea de partir un conjunto en subconjuntos ajenos. Por ejemplo, distribuir cuatro
automoviles entre tres hermanos, en los que puede suceder que todos los automaviles le
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toquen a uno sélo de los hermanos. En cada uno de los problemas del cuestionario,
ademaés del enunciado se da a los estudiantes un ejemplo, como ayuda, de una de las
soluciones del conjunto solucion.

Este momento de recogida de datos, antes de iniciar el trabajo en el aula, esta orientado
por el objetivo de conocer el tipo de dificultades que pueden tener los estudiantes antes
de desarrollar el trabajo tanto con la unidad didactica como con la unidad temética. Los
interrogantes que nos planteamos en este momento fueron:

e ;Cual es la proporcion de estudiantes que elige de manera adecuada el
modelo combinatorio al que pertenece el problema?

e ;Cual es la proporcidn de estudiantes que utiliza tablas, diagramas de arbol,
diagramas de caja, formula, multiplicacion directa de datos u otro tipo de
estrategias?

Para determinar si los ejemplos y/o contraejemplos que se dan o que se piden en el
enunciado de un problema, son una ayuda para la resolucion del problema, nos
planteamos los siguientes interrogantes:

e La eleccion adecuada del modelo combinatorio al que pertenece un
problema esta relacionado con la posibilidad de dar un ejemplo y/o un
contraejemplo del conjunto solucion de un problema?

e (El ejemplo dado al final del enunciado de un problema de combinatoria es
una ayuda para la resolucién del problema?

3.4.2 Instrumento aplicado durante el desarrollo de la Unidad Didactica y temética
Observacion no participativa

Como mencionamos anteriormente, el disefio de esta investigacion incluye la
participaciéon de dos observadores. Uno para el grupo de control y otro para el grupo
experimental. El papel de estos observadores se limitd estrictamente a observar y
registrar acciones bien definidas de los miembros de cada grupo.

Los observadores recibieron instrucciones para no involucrarse en modo alguno con los
roles y el trabajo del grupo. Para los fines de este trabajo, entendemos el término
observacion no—participante la que corresponde a la clasificacion que hace (Mc Kernan,
2001). Elegimos esta técnica de observacion debido a que permite mirar de forma
sistematica y determinante la manera como se desarrolla la vida social sin manipularla
ni modificarla (Ruia e Ispiz, 1989). En todo caso, la tarea de cada observador estd
orientada por los siguientes objetivos:
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Registrar los problemas que el profesor utiliza en cada sesion.

- Elaborar un resumen de las caracteristicas més destacadas en la metodologia
de ensefianza empleada por el profesor en cada sesion.

Los contenidos de tales registros permitirian discutir posibles adecuaciones al método
empleado por el profesor del grupo experimental. En relacién con el grupo de control,
permitirian conocer si el profesor ha recurrido, en todas las sesiones, al método
tradicional como instrumento de ensefianza aprendizaje.

3.4.3 Instrumentos aplicados al finalizar las unidades didactica y tematica

El instrumento empleado en este momento fue el cuestionario final que como
mencionamos anteriormente es el mismo que el cuestionario diagnostico.

Cuestionario final

Una semana después de haber concluido la Gltima sesién de trabajo con ambos grupos,
se aplicd un cuestionario que contenia exactamente las mismas preguntas que las del
cuestionario diagnodstico (Anexo M1). Llamamos a este instrumento “Cuestionario
Final” (Anexo M5) mismo que se aplicd a ambos grupos reunidos en un mismo espacio
y en presencia de sus profesores y del investigador.

De manera semejante a la primera aplicacién, antes de que los estudiantes diesen
respuesta al cuestionario se les dieron las mismas instrucciones que les fueron dadas en
el cuestionario diagndstico:

- Tienen el tiempo que consideren necesario para resolver los problemas del
cuestionario

- El significado de ejemplo y contragjemplo
- Se les recuerda que el trabajo es individual
- Se les pide leer el cuestionario y aclarar las dudas que consideren pertinentes

El objetivo del cuestionario final era conocer las dificultades que perduran en los
estudiantes después de enfrentar la unidad didactica o la unidad tradicional segun el
caso y comparar los logros entre los dos grupos.

Los aspectos que hemos mencionado hasta este punto, tienen el propdsito de abordar el
problema de investigacion. Con el objetivo de conocer las dificultades que tienen los
estudiantes después de enfrentar la unidad didactica o la unidad tematica, nos
planteamos las siguientes interrogantes:
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e ;Mejora la capacidad de los estudiantes de seleccionar el modelo
combinatorio que conduzca a resolver un problema después de cursar las
unidades didactica o la tradicional?

e ;Perdura o se modifica el uso de la multiplicacion o de la suma de datos
dados como heuristica de resolucion después de cursar las unidades didactica
o tradicional?

e ;Son diferentes las estrategias heuristicas elegidas por los estudiantes en la
resolucion de los problemas de la prueba final al término de la Unidad
Didactica o la Unidad Tradicional, que las utilizadas en la prueba
diagnostica?

e ;Utilizan méas estrategias, para la resolucion de problemas del cuestionario
final, los estudiantes del grupo experimental que los estudiantes del grupo de
control?

e (Cudles son algunos de los errores que comete un estudiante cuando utiliza
un meétodo de conteo sistematico, un diagrama de arbol, el principio del
palomar (diagrama de caja) o una formula?

3.5 Seleccion de estudiantes y profesores de los grupos
experimental y de control

En esta seccion describimos el proceso utilizado para elegir a los estudiantes que
participan en la investigacion, el método utilizado para asignarlos a cada uno de los dos
grupos, el grupo de control y el experimental y el proceso de seleccidn de los docentes
que tendran la tarea de llevar a cabo el proceso de ensefianza aprendizaje a través de la
unidad didéactica, en uno de ellos y el otro de la unidad tradicional.

3.5.1 La seleccidon de los estudiantes de los grupos experimental y control

Para la seleccion de la muestra se eligieron los estudiantes inscritos en la asignatura de
Probabilidad y Estadistica en el grupo vespertino. El grupo en cuestion tiene 39
estudiantes.

Para asignar estudiantes al grupo experimental y al grupo de control de estos 39 se
procede de la siguiente forma: Se ordenan los estudiantes, de mayor a menor, de
acuerdo al puntaje logrado en el examen de admision; se construyen dos listas,
asignando al de mayor puntaje a una lista y el estudiante siguiente a la otra lista, y asi
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sucesivamente. Consiguiendo de esta manera dos grupos, uno de 20 estudiantes y otro
de 19 estudiantes.

Después de sortear los grupos, en presencia de cada uno de los docentes que se encargan
de impartir las unidades didactica y tradicional, 19 estudiantes quedan asignados al
grupo experimental y 20 al grupo de control. Sin embargo, después de presentar el
cuestionario diagnostico, 5 estudiantes del grupo experimental y 2 del grupo de control,
tomaron la decision de darse de baja en la materia.

Por lo que el grupo experimental lo constituyeron 14 estudiantes y el de control 18.
Todos ellos permanecieron en el aula durante las cuatro sesiones que conforman las
unidades didactica y tradicional.

3.5.2 La eleccion de los docentes del grupo de control y experimental

Para seleccionar a los profesores que podrian participar en nuestra investigacion
consideramos que en ambos casos, los docentes participantes debian poseer cuando
menos, las siguientes caracteristicas:

e Tener gusto por la resolucién de problemas.

e Tener experiencia en resolucion de problemas de combinatoria.

e En el caso del profesor del grupo de control, estar convencido de que el
método de ensefianza tradicional (unidad tradicional) aporta conocimientos, al
menos, equivalentes a los métodos de ensefianza a través de la resolucion de
problemas.

e En el caso del profesor del grupo experimental (unidad didactica), estar
convencido de que el método de ensefianza a través de resolucion de
problemas aporta méas beneficios a los estudiantes.

Para el grupo experimental se seleccion al profesor por tener las siguientes cualidades.
De manera destacada hemos considerado que se ha graduado en la Licenciatura de
Matematicas que imparte la Facultad de Matematicas de la Universidad Veracruzana.
Posee ademas una Master en Matematicas pero, sobre todo, le gusta resolver problemas.
Con esta base, puede suponerse que el Profesor no ha adquirido las préacticas viciadas
gue hemos mencionado anteriormente ya que cuenta con 8 afios de experiencia docente
en la Facultad de Economia de la Universidad Veracruzana.

Otros aspectos que consideramos han sido: su destacada participacion en la Olimpiada
de Matematicas el afio 1992 en el que obtuvo el tercer lugar nivel nacional cuando
estudiaba el bachillerato. EI entusiasmo de este profesor le ha llevado, en varias
ocasiones, a mencionar la necesidad de inducir a los estudiantes a adentrarse en la
resolucion de problemas. En consecuencia, aceptd y mostrd su disposicion cuando se le
propuso participar en esta investigacion, en el grupo experimental. Debemos mencionar
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que, como todos los maestros de matematicas de la Facultad de Informatica usa una
metodologia de ensefianza de corte tradicional.

En cambio, para desarrollar el trabajo con el grupo de control se seleccion6 un profesor
que cuenta con 28 afios de experiencia como profesor de diferentes cursos de la
disciplina matematica. EI también ha egresado de la Licenciatura de Matematicas de la
Universidad Veracruzana. Actualmente imparte cursos de Logica, Algebra Lineal o
Célculo en la Facultad de Estadistica e Informéatica de la misma universidad. Por su
trayectoria, tiene un alto prestigio con los estudiantes como buen expositor. El es un
apasionado del método de ensefianza tradicional con lo cual, no resultdé extrafio que
hubiese manifestado su interés por participar en el proyecto trabajando precisamente
con el grupo de control.

3.6 Los procesos de recogida y analisis de datos

Después de aplicar los instrumentos de recogida de datos es necesaria una abstraccion
de propiedades de la informacién a observar, para responder a las preguntas de la
investigacion, que nos permita hacer analisis mediante técnicas estadisticas apropiadas
que permitan: su descripcion, la determinacion de correlaciones y la posibilidad de
analizarla cualitativamente.

3.6.1 Andlisis Cuantitativo.

La abstraccion de las propiedades de la informacion puede hacerse a través de la
codificacion de la informacion. Para esto es conveniente definir variables que tomen
valores de acuerdo a las respuestas dadas por los estudiantes, al intentar resolver los
problemas del cuestionario (Anexo M6). Por ejemplo, definimos la variable “OVVE”
que toma valores de acuerdo a la respuesta a la pregunta ¢el ejemplo dado por el
estudiante es verdadero?

La informacion resultante es un conjunto de variables, cuyos valores estan dados en
escala nominal, para cada pregunta que se plantea en los objetivos de la investigacion.
Por ejemplo, en la funcion OVVE los tipos posibles de respuesta observadas son: no es
verdadero el ejemplo; es verdadero el ejemplo; no escribio el ejemplo 0 no contesto el
problema ni el ejemplo. Con el fin de aplicar métodos estadisticos tales como: tablas de
frecuencias y algunas pruebas propias de la estadistica no-paramétrica, procedimos a
codificar las respuestas dadas por los estudiantes. Por ejemplo, en el caso de la variable
OVVE decidimos que toma el valor 0 cuando el ejemplo dado por el estudiante no es
verdadero, toma el valor 1 si es verdadero, etc.

En los préximos apartados definiremos las variables utilizadas para analizar cada
pregunta planteada en los objetivos, los valores que toman cada una de las variables que
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corresponden a la accion del estudiante y los métodos estadisticos empleados para dar
respuesta a las preguntas de los objetivos

3.6.1.1 Definicion de Variables

Los simbolos que utilizamos para hacer referencia a las variables son una combinacion
de letras y nUmeros que aparecen en el orden: seguido de un conjunto de letras hay un
namero, que refiere al problema al que pertenece la variable y luego, la letra D o F que
especifica el cuestionario al que pertenece el problema (Diagnostico o Final). Por
ejemplo, las siguientes son algunos nombres de variables usados en esta investigacion:
PA6D, 013D, F4F, OVVESF

Asi, el nombre de variable PA6D de significa:

PA: corresponde a la pregunta (El estudiante uso el principio del palomar en la
resolucion del problema?

6: indica que el problema del cuestionario al que corresponde la variable es el 6 y,
D: muestra que el problema es del cuestionario diagnostico.

Por lo tanto, la variable PAGD significa: ¢El estudiante uso el principio del palomar en
la resolucién del problema 6 del cuestionario diagnostico? Los valores que toma la
variable PA6D dependen de la respuesta que se dé a la pregunta.

Para distinguir variables que pertenecen al grupo experimental o al grupo de control,
denotamos: PA6D, para significar que la pregunta esta referida al grupo experimental y
PAGD 1 para el grupo de control.

Existen variables que corresponden a ambos grupos (experimental y control) que
utilizamos durante el analisis. Para distinguir estas variables usamos, al final del numero
de problema, la notacion DD_1 o FF_1 para considerar ambos grupos en el cuestionario
diagnostico o en el cuestionario final, respectivamente.

Por ejemplo, la variable T6DD_1 representa las respuestas a la pregunta: ¢ El estudiante
del grupo experimental o del grupo de control uso un diagrama de arbol para resolver el
problema 6 del cuestionario diagnostico?

Algunas variables son comunes a todos los problemas, mientras otras son propias del
tipo de problema que analizamos. También hay constantes y variables especiales que se
utilizan para el manejo del paquete estadistico SPSS.

3.6.1.2 Metodologia estadistica empleada para el analisis de datos

Uno de los objetivos de este trabajo de investigacion incluye la comparacion de los
resultados anterior y posterior al seguimiento de un curso con una unidad didactica
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concreta a cada uno de los estudiantes. En consecuencia, el analisis de los datos
obtenidos lo hemos hecho con base en la prueba de McNemar.

En la investigacidn en ciencias sociales como es el caso que nos ocupa, se presentan situaciones donde un
individuo acttia como su propio control. En tales casos se cuenta con pares de observaciones tomadas de
un mismo individuo. Una de ellas corresponde al estado anterior al tratamiento y la segunda, al estado
después de haberse aplicado algln tratamiento. La prueba de McNemar es bastante apropiada para este
tipo de problemas, ya que cada pareja observada puede clasificarse en una de dos categorias excluyentes,
lo que permite usar informacién referida a escala nominal. (Ojeda, 2008)

2
Hemos utilizado también la prueba 4 (Ji-cuadrada) para determinar si la proporcion de
estudiantes en los que se realiz6 una observacion es diferente, significativamente, con la
proporcién de estudiantes en los que no se realizo la observacion.

La prueba Ji-cuadrada puede usarse inclusive para variables que tengan escala nominal de medida. Se

aplica cuando se desea probar si una muestra aleatoria X1 X2, Xgooon X
poblacion con funcion de probabilidad FO o ¢?no; es decir, el sistema de hip6tesis es:

N proviene de una

Ho :F(X)=Fo(x) vs H, : F(X) = Fy(X)

Ademas, utilizamos tablas de frecuencias para hacer comparaciones visuales entre
algunas variables.

A continuacion, definimos cada variable utilizada para responder a una de las preguntas
de los objetivos de esta investigacion. Para facilitar su lectura, en la Tabla 3.1
escribimos primero la pregunta; enseguida escribimos las variables que se usan para
responderla y finalmente, el método estadistico empleado para el andlisis asi como
algunas observaciones.
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Pregunta

Variables y la pregunta que

Valores que pueden
representan

tomar estas variables

Metodologia de
analisis

Observaciones

L Qué proporcién de estudiantes
elige de manera adecuada el
modelo combinatorio al que
pertenece el problema?

OMN: Representa la
respuesta a la pregunta: ¢El
estudiante  considero el
modelo combinatorio
adecuado?

1, si eligi6 bien el
modelo combinatorio
y 0, en otro caso.

[Tablas de
frecuencias

Respondemos a la
pregunta considerando
el grupo experimental
y de control por
separado y después
uniendo ambos grupos.
En algunos
procedimientos de
resolucién de
problemas usados por
los estudiantes no es
evidente la eleccion
del modelo
combinatorio. Por tal
razon, juzgamos que el
estudiante no
considera el modelo
combinatorio
apropiado cuando
realiza alguna de las
siguientes acciones:
Una suma o un producto
de los datos dados en el
enunciado para dar la
solucién al problema.
No intenta resolver el
problema.
ISélo
resultado.

escribe el

¢Cual es la proporcion de
estudiantes que utiliza
heuristicas  como:  tablas;
diagramas de arbol; regla del
palomar (diagrama de caja);
férmulas, multiplicacion
directa de los datos o bien,
otro tipo de estrategias
diferentes en cada uno de los
grupos?

0: no la considerd
1: si la considerd

MD: ¢El estudiante
consider6 una suma o
multiplicacion de los datos
dados en el enunciado del
problema?

T: ¢El estudiante consider6
una tabla para enumerar los
elementos  del  conjunto
solucion del problema?

F: ¢El estudiante considerd
durante el proceso de
resolucion  del problema
alguna férmula propia de la
combinatoria (ordenaciones,
combinaciones [0}
permutaciones)?

PA: (El estudiante considerd
durante el proceso de
resolucion del problema la
regla del palomar (diagrama

de caja)?

DA: ¢El estudiante
consider6 durante el proceso
de la resolucion  del
problema un diagrama de
arbol?

Tablas de
frecuencias

Respondemos a las
preguntas  anteriores
para los grupos
experimental, de
control 'y uniendo
ambos grupos.

Cuando un estudiante
usa mas de una
estrategia durante el
proceso de resolucion
del problema,
contabilizamos  cada
una de ellas en el
analisis de los datos.
Consideramos como uso
de una tabla cuando el
estudiante escribe un
conjunto de posibles
soluciones aunque estas

no se encuentren
ordenadas en filas y
columnas

¢La eleccion adecuada del
modelo combinatorio al que
pertenece un problema esta
relacionada con la posibilidad

OVVE:

0: ejemplo falso.

1: ejemplo verdadero.
OVVC:

OMN: variable ya definidd
anteriormente
OVVE: el estudiante escribig
un ejemplo verdadero del

Prueba de Ji

cuadrada (}(2)

Para dar respuesta a la
pregunta consideramos
ambos grupos unidos

en un sdlo grupo.
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de dar un ejemplo y/o un
contragjemplo del conjunto
solucién de un problema?

conjunto solucién del
problema?

OVVC: (el estudiante escribid|
un contraejemplo verdadero?
OVVEC: ¢el  estudiantg
escribi6 un ejemplo y un
contraejemplo verdaderos?
OMNOVVE: variable

compuesta por las variables

OMN Yy OVVE

OMNOVVC: variable
compuesta por las variables
OMNy OVVC
OMNOVVEC: variable
compuesta por las variables
OMN vy OVVEC

0: contraejemplo falso.

1: contraejemplo
verdadero.

OVVEC:

1: el ejemplo y el
contraejemplo son
verdaderos.

0: en cualquier otro caso

OMNOVVE:

1. si OMN y OVVE

toman valores iguales.

0: en cualquier otro caso

OMNOVVC:

1: si OMN y OVV(C

toman valores iguales.

0: en cualquier otro caso

OMNOVVEC son:

1: si OMN y OVVEC

toman valores iguales.
0: en cualquier otro caso

Ademés, usamos el
cuestionario
diagnéstico para el
analisis de las
respuestas.

(El ejemplo dado al final del | OMN: variable ya definida | SCRN: Tabla de | Para dar respuesta a la
enunciado de un problema de | anteriormente 0: no lo considera. Frecuencias. pregunta consideramos
combinatoria es una ayuda para | SCRN: el estudiante | 1: lo considera. ambos grupos unidos
la resolucion del problema? considera que Sota, Caballoy | NSCR: en un so6lo grupo.
Rey son inseparables, que | 0:no lo considera. Ademés, usamos el
deben estar en el orden SCR | 1: lo considera. cuestionario
y que cualquier  carta JSCR diagnéstico para el
numerada debe estar al final | 0: no lo considera. analisis de las
de estas como en el ejemplo 1: lo considera. respuestas.
dado en el enunciado del
problema, esto es, S, C, R, 1?
NSCR:¢el estudiante
considera que Sota, Caballo y
Rey son inseparables, que
deben estar en el orden SCR
y que cualquier carta
numerada debe estar al inicio
de estas como en el siguiente
ejemplo 1, S,C, R?
JSCR: el estudiante
considera que las cartas Sota,
Caballo 'y Rey son
inseparables, que deben estar
en el orden SCR y que
cualquier carta numerada
debe estar al inicio o al final
de estas?
;Después de cursar la Unidad | OMN: variable ya definida | 0: si no elige el | Prueba de | Para dar respuesta a la
Didactica o la  Unidad | anteriormente modelo combinatorio | McNemar pregunta consideramos
Tradicional mejoran la eleccién adecuado. la variable OMN para
del modelo combinatorio que 1: en cualquier otro el cuestionario
resuelve el problema? caso diagndstico y para el
final en el grupo
experimental y en el
grupo de control.
¢Los estudiantes dejan de usar | MD: variable ya definida Prueba de | Para dar respuesta a la
como estrategia heuristica la | anteriormente. McNemar pregunta consideramos

multiplicacién o suma de datos
dados en el enunciado del
problema, después de cursar la
Unidad Didactica o la Unidad
Tradicional?

la variable MD para el
cuestionario
diagnéstico y final en
el grupo experimental
y en el de control.
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;Son diferentes las estrategias | FPDA: ¢el estudiante usa en | FPDA: Prueba de | Para dar respuesta a la
heuristicas elegidas por los | el proceso de resolucién del | 0: no usé otra | McNemar pregunta
estudiantes en la resolucion de | hroplema una formula, el | estrategia  heuristica consideramos la
:;IJS ptr;’tr)TI]eirr:"(l)as czjeela ?;uetgn];g]a&g principio del palomar | diferente a la de sumar variable FPDA para el
Didactica o la  Unidad | (diagrama de caja) o un | o multiplicar los datos cuestionario
Tradicional, que las utilizadas | diagrama de arbol? del enunciado  del diagnostico y final en
en la prueba diagnéstica? problema, o la de usar el grupo experimental
una tabla. y en el de control.
1: us6 una diferente
(férmula, principio del
palomar o diagrama de
arbol u otras).
¢En qué tipo de problemas los | OMN: variable ya definida Prueba de | Para dar respuesta a la
estudiantes del grupo | anteriormente. McNemar pregunta
expe_rimental son mejor_es para consideramos la
elegir el modelo combinatorio variable OMN para el
que resuelve el problema que . A
los estudiantes del grupo de cuestionario
control? diagnoéstico y final en
el grupo experimental
y en el de control.
¢Utilizan maés estrategias, para | FPDA: variable ya definida Prueba de | Para dar respuesta a la
la resolucion de problemas del | anteriormente. McNemar pregunta
cuesti_onario final, los consideramos la
estudl'antes del grupo variable EPDA en el
experimental que los . L
estudiantes  del grupo  de cuestionario final de
control? los grupos
experimental y de
control.
;Cudles son algunos de los Anélisis de
errores que comete un casos.

estudiante cuando utiliza un
método de conteo sistematico,
un diagrama de arbol, el
principio del palomar
(diagrama de caja) o una
formula?

Tabla 3.1 Variables, significado de las variables, valores que toman, método estadistico empleado y
observaciones.

El valor que toma cada variable por estudiante y tipo de grupo al que pertenece el
estudiante aparece en el Anexo M7.

3.6.2 Andlisis Cualitativo

Las siguientes preguntas no fueron consideradas dentro del analisis cuantitativo ya que
el nimero de elementos en las categorias observadas es muy pequefio, de uno a tres

estudiantes.

Pregunta: ;Cuales son los errores que comete un estudiante cuando utiliza un método
de conteo sistematico?

Pregunta: ;Cuales son los errores que comete un estudiante cuando usa un diagrama de
arbol para resolver un problema?
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Pregunta: ;Cuéles son los errores que comete un estudiante cuando utiliza un diagrama
de caja para resolver un problema

Pregunta: ¢Cuales son los errores que comete un estudiante cuando utiliza una formula
para resolver un problema?
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CAPITULO 4
RESULTADOS

En este capitulo damos respuesta a las preguntas que nos planteamos en cada uno de los
objetivos especificos de nuestra investigacion. Decidimos escribir cada pregunta y luego
presentar la respuesta o respuestas a cada una con objeto de hacer la lectura lo més
sencillay clara posible.

Con el fin de justificar las respuestas hacemos uso de tablas de frecuencias y pruebas
estadisticas que pertenecen a los métodos Estadisticos No Paramétricos. Ademas,
usamos ejemplos que aclaren las acciones que llevan a cabo los estudiantes y que son de
interés en nuestro analisis. Solo desglosamos las pruebas estadisticas en los casos en
que encontramos evidencia para rechazar la hipétesis nula.

Para guardar el anonimato de los estudiantes y de los profesores que participaron en la
investigacion, nos referimos a ellos usando dos letras mayusculas.

4.1 PREGUNTA 1

OBJETIVO: Conocer algunas dificultades que tienen los estudiantes antes de cursar la
unidad didactica o la unidad tematica

PREGUNTA: ;Cual es la proporcion de estudiantes que elige de manera adecuada el
modelo combinatorio al que pertenece el problema?

Calculo de la proporcion de estudiantes, del grupo experimental (Tabla 1R), grupo de
control (Tabla 2R) y ambos grupos juntos (Tabla 3R), que eligieron el modelo
combinatorio adecuado en la resolucién de los problemas 6, 13, 3, 8, 5 v 4 del
cuestionario diagndstico.

En las Tablas (1R, 2R y 3R) presentamos el porcentaje de estudiantes que no eligieron
el modelo combinatorio adecuado en los problemas 6, 13, 3, 5, 8 y 4 en el renglon
marcado con 0. En el sefialado con 1 aparecen los porcentajes de estudiantes que
eligieron el modelo combinatorio adecuado a los problemas y en el renglon sefialado
con la palabra Total escribimos la suma de ambos.

En primer lugar presentamos la Tabla 1R, en ella, nos referimos a los estudiantes del
grupo experimental. En segundo lugar, la Tabla 2R presenta los del grupo de control y
por ultimo en la Tabla 3R los estudiantes de ambos grupos.
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TABLAS DE ELECCION CORRECTA O INCORRECTA DEL MODELO

COMBINATORIO

Seleccion Colocacion Particion
Problema 6 Problema 13 Problema 3 Problema 8 Problema 5 Problema 4
Combinacion | Ordenacion | Combinacion | Ordinacion | Combinacion | Ordenacion
0 71% 86% 50% 71% 36% 50%
1 29% 14% 50% 29% 64% 50%
Total 100% 100% 100% 100% 100% 100%

Tabla 1R: Frecuencia de eleccion del modelo combinatorio de forma correcta o incorrecta, en cada
problema en el grupo experimental.

Seleccion Colocacion Particion
Problema 6 Problema 13 Problema 3 Problema 8 Problema 5 Problema 4
Combinacion | Ordenacion | Combinacion | Ordinacion | Combinacion | Ordenacion
0 56% 2% 56% 78% 28% 50.0%
1 44% 28% 44% 22% 2% 50.0%
Total 100% 100% 100% 100% 100% 100%

Tabla 2R: Frecuencia de eleccion del modelo combinatorio de forma correcta o incorrecta, en cada
problema en el grupo de control.

Seleccion Colocacion Particion
Problema 6 Problema 13 Problema 3 Problema 8 Problema 5 Problema 4
Combinacién | Ordenacion | Combinacién | Ordinacion | Combinacion | Ordenacion
0 63% 78% 53% 75% 31% 50.0%
1 37% 22% 47% 25% 69% 50.0%
Total 100% 100% 100% 100% 100% 100%

Tabla 3R: Frecuencia de eleccion del modelo combinatorio de forma correcta o incorrecta, en cada
problema en ambos grupo.

Las Tablas (4R, 5R y 6R) muestran en el renglon llamado CS el niumero de estudiantes
que usé durante la resolucion de problemas Conteo Sistematico y en el renglon
denominado CSYRC los estudiantes que mediante el conteo sistemético lograron la
solucion del problema. Esta informacion la presentamos a continuacion en tres tablas
que corresponden a la del grupo experimental, del grupo de control y a la de ambos

grupos.
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TABLAS DEL USO CORRECTO DEL CONTEO SISTEMATICO

Problema 6 | Problema 13 | Problema 3 Problema 8 Problema 5 Problema 4
CS 2 2 7 2 6 2
CSYRC 0 0 4 0 4 0

Tabla 4R: Uso del Conteo Sistematico en el examen diagnostico por parte de los estudiantes del grupo
experimental y efectividad del mismo para encontrar la solucion del problema.

Problema 6 | Problema 13 | Problema 3 Problema 8 Problema 5 Problema 4
CS 9 3 8 3 7 6
CSYRC 2 2 5 0 1 0

Tabla 5R: Uso del Conteo Sistematico en el examen diagndstico por parte de los estudiantes del grupo de

control y efectividad del mismo para encontrar la solucion del problema.

Problema 6 | Problema 13 | Problema 3 Problema 8 Problema 5 Problema 4
CS 11 5 15 5 13 8
CSYRC 2 2 9 0 5 0

Tabla 6R: Uso del Conteo Sistematico en el examen diagnostico por parte de los estudiantes de ambos

grupos y efectividad del mismo para encontrar la solucion del problema.

De las Tablas 1R, 2R y 3R observamos lo siguiente:

e En los problemas 13 y 8 aparecen mayor nimero de equivocaciones por parte de
los estudiantes al elegir el modelo combinatorio al que pertenece cada problema,
con el 78% y el 75% respectivamente (Tabla 3R).

Par el problema 13, una posible causa es que el 68% de los estudiantes
cometieron el error de multiplicar los datos que se dan en el enunciado del
problema (3 puestos x 4 personas) o por realizar operaciones sin sentido con
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estos datos, con el fin de dar una solucién al problema (Tabla 3R). Esto condujo
a incluir a estos estudiantes en el grupo que erraron la eleccién del modelo
combinatorio al que pertenece el problema. Elevando el porcentaje de
estudiantes que erraron la eleccion del modelo combinatorio.

Por otra parte, en el problema 8 tenemos un conjunto solucién de 60 elementos,
lo que hace laborioso y complicado enumerarlos cuando se desconoce un
método sistematico de conteo. La enumeracion de elementos en una tabla es la
estrategia heuristica mas usada por los estudiantes, aunque la mayoria de estos
no conocen un método de conteo sistematico y los pocos que lo conocen no
logran concluir con éxito el conteo. Los estudiantes, al responder el examen
diagnostico, usaron 57 veces el conteo sistematico y en 18 casos los llevo a la
solucién del problema. Ademas, en el problema 8 a los 5 estudiantes que
utilizaron el conteo sistematico no lograron la solucién del problema. (Tablas 3R
y 6R)

Antes de que los estudiantes de ambos grupos reciban el curso de Combinatoria,
los problemas que pertenecen al modelo combinatorio de ordenaciones
(problemas 13, 8 y 4) representan los de mayores dificultades para determinar el
modelo combinatorio. (Tablas 1R, 2R y 3R).

Esto es contrario a lo que se ha encontrado en otras investigaciones con jovenes
de entre 11 y 14 afios de sexto y octavo grado, antes de recibir instruccién en
combinatoria. (Fischbein E. y Gazit A., 1988) y (Piaget y Inhelder, 1975). Es
posible que los resultados obtenido en esta investigacion se deben a que los
estudiantes son de mayor edad (18 o mas afios) y con mayor preparacion
matematica (después del bachillerato), lo que les ha permitido adquirir mayor
cantidad de hechos y procedimientos en matematica.

El problema 5 es el que menos dificultades tuvieron los estudiantes para
determinar el modelo combinatorio al que pertenece. EI 69% eligieron el modelo
combinatorio adecuado. (Tabla 6R)

El problema 5 es de interés para los estudiantes y el proceso de resolucién puede
ser muy comodo para ellos por conjugarse dos factores: (1) el problema es de la
vida real de un estudiante, en algin momento de su vida escolar, han tenido que
resolver el mismo problema y (2) el conjunto solucion del problema tiene pocos
elementos los cuales resulta facil de enumerar, aun usando un método de conteo
no sistematico. Por tanto, es de esperar que sea el problema en el que se
cometieron menos errores en la eleccion del modelo combinatorio.
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4.2 PREGUNTA 2

OBJETIVO: Conocer algunas dificultades que tienen los estudiantes antes de cursar la
unidad didactica o la unidad tematica

PREGUNTA: (Cual es la proporcion de estudiantes que utiliza tablas, diagrama de
arbol, principio del palomar (diagrama de caja), formula, multiplicacion directa de los
datos u otro tipo de estrategias diferentes?

Calculo de la proporcién de estudiantes, del grupo experimental (Tabla 7R), del grupo
de control (Tabla 8R) y de ambos grupos juntos (Tabla 9R) que eligieron alguna de las
siguientes estrategias heuristicas: Multiplicacion o suma de los datos dados en el
enunciado, tablas, diagramas de arbol, principio del palomar (diagramas de caja) y
formulas en la resolucién de los problemas 6, 13, 3, 8, 5 vy 4 del cuestionario

diagnostico.

Las Tablas (7R, 8R y 9R) representan el porcentaje del uso de estrategias heuristicas en
la resolucion de problemas. Las estrategias heuristicas utilizadas por los estudiantes en
la resolucion de los problemas son: Multiplicacion de los datos del enunciado (MD),
Tablas de enumeracidn de los elementos del conjunto solucién (T), Formulas propias de
la combinatoria (F), Principio del palomar (PA), Diagramas de Arbol (DA) y uso de
varias operaciones con los datos que no conducen al resultado. La Tabla (7R)
corresponde a los estudiantes del grupo experimental, la (8R) al de control y la (9R) a
ambos grupos.

Problema 6 Problema 13 Problema 3 Problema 8 Problema 5 Problema 4

Combinaciéon | Ordenacion | Combinacion | Ordinacién | Combinacién | Ordenacion
MD 57% 64% 36% 50% 21% 36%
T 43% 36% 79% 57% 71% 71%
F 0% 0% 0% 0% 0% 0%
PA 0% 0% 0% 0% 0% 0%
DA 0% 0% 7% 0% 0% 14%
OTR 0% 21% 7% 7% 7% 21%

Tabla 7R.: Frecuencia de uso de algunas estrategias para la resolucion de problemas del grupo

experimental
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Problema 6 Problema 13 Problema 3 Problema 8 Problema 5 Problema 4

Combinacion | Ordenacion | Combinacion | Ordinacién | Combinacion | Ordenacion
MD 33% 50% 28% 56% 22% 22%
T 61% 33% 61% 33% 67% 67%
F 0% 0% 0% 0% 0% 0%
PA 0% 0% 0% 0% 0% 0%
DA 11% 11% 11% 6% 11% 17%
OTR 0% 6% 6% 17% 11% 6%

Tabla 8R.: Frecuencia de uso de algunas estrategias para la resolucion de problemas del grupo de control

Problema 6 Problema 13 Problema 3 Problema 8 Problema 5 Problema 4

Combinacién | Ordenacion | Combinacion | Ordinacion | Combinacion | Ordenacion
MD 44% 56% 31% 53% 22% 28%
T 53% 34% 69% 44% 69% 69%
F 0% 0% 0% 0% 0% 0%
PA 0% 0% 0% 0% 0% 0%
DA 6% 6% 9% 3% 6% 16%
OTR 0% 12% 6% 12% 9% 12%

Tabla 9R: Frecuencia de uso de algunas estrategias para la resolucién de problemas de ambos grupos

En la Tabla 9R podemos apreciar aspectos tales como:

Ningun estudiante utilizo las Formulas propias de la combinatoria (F) o el Principio del
Palomar (PA) en la resolucion de los problemas y sélo 4 de 32 estudiantes (12%) en el
problema 4 usaron un diagrama de arbol, en los demés problemas sélo 1 o 2 estudiantes
lo usaron. Por lo que, podemos suponer que la enumeracion de elementos en tablas son
la Unica estrategia heuristica que aplican para la resolucion de problemas.

Por tanto es necesario que la unidad didactica promueva el uso de estrategias heuristicas
tales como: los diagramas de arbol, el principio del palomar, las formulas y el conteo
sistematico en el uso de la enumeracién de elementos en tablas. Ademas debe mostrar al
estudiante que el uso del producto de los datos dados en el enunciado o el uso, no
explicable, de operaciones con los datos del enunciado no necesariamente conducen al
resultado correcto del problema.
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4.3 PREGUNTA 3

OBJETIVO: Determinar si los ejemplos y/o contragjemplos que se piden en el
enunciado de un problema, son una ayuda para la resolucion del problema.

PREGUNTA 3: ¢La posibilidad de dar un ejemplo y/o un contraejemplo del conjunto
solucion del problema, produce cambios, en los estudiantes, en relacion con la eleccion
del Modelo Combinatorio para la resolucion de problemas de combinatoria?

Para poder dar respuesta a esta pregunta usaremos la prueba estadistica denominada
Binomial la que nos permitira determinar si existe evidencia suficiente para rechazar la
siguiente hipotesis nula

H,: No hay diferencias en la probabilidad de eleccién del modelo combinatorio en la
resolucion de problemas.

Nivel de significacion.
Para todo valor de probabilidad igual o menor que 0.05, se rechaza Ho.
Zona de rechazo.

Para todo valor de probabilidad mayor que 0.05, se acepta

Andlisis de la relacion entre dar un ejemplo del conjunto soluciéon de un problema y
determinar el modelo combinatorio al que pertenece el problema en estudiantes de
ambos grupos en el cuestionario diagnostico.

En los problemas 3, 4, 5, 6, 8 y 13 no se encontraron evidencia que respalde el hecho de
que dar un ejemplo del conjunto solucién del problema provoque cambios en los
estudiantes al elegir el modelo combinatorio al que pertenece el problema. En adelante,
cuando no encontremos evidencia para rechazar la hipétesis nula, no escribiremos la
demostracion; esta sélo aparecera en el caso que si exista evidencia.

Por otro lado, en los problemas 3, 4, 5, 8 y 13 no se encontrd evidencia que respalde el
hecho de que, dar un contraejemplo del conjunto solucién del problema haya ejercido
cambios en los estudiantes al elegir el modelo combinatorio al que pertenece el
problema. En el caso del problemas 6 se encontré evidencia como lo mostramos en el
siguiente analisis.

Analisis de la resolucion de un problema simple de seleccion (problema 6) por parte de
los estudiantes de ambos grupos, que se resuelve mediante una combinacidn,,
relacionado con un contraejemplo dado por el estudiante en el cuestionario diagnoéstico:
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Problema 6
Prueba binomial
OMNOVVC6DD_1 Sig. asintot.
Categoria N Proporcién observada | Prop. de prueba (bilateral)
Grupo 1 1 27 .84 .50 .000?
Grupo 2 0 5 .16
Total 32 1.00

A. Basado en la aproximacion Z.

Decision.

En razon de que el valor calculado es (0.00) tiene una probabilidad menor que 0.05, cae
en el nivel de significancia, por lo tanto, hay suficiente evidencia para rechazar Ho.

Interpretacion.

Hay evidencia que respalde el hecho de que dar un contraejemplo del conjunto solucion
del problema haya ejercido cambios en los estudiantes, al elegir el modelo combinatorio
para resolver un problema simple de seleccion cuyo conjunto solucién es resultado de
hacer una combinacion de elementos de un conjunto. El problema en cuestion es el
namero 6 de los cuestionarios diagnostico y final.

RESUMEN.

Con el fin de sintetizar los resultados presentados anteriormente construimos la Tabla
7R, en ella utilizamos “No” para significar que los estudiantes no mejoraron su
desempefio en la eleccion del modelo combinatorio para resolver el problema y un “Si”
para significar que lograron mejorar en su desempefio. Ademas, “—Si” significa que los
estudiantes antes de tomar la unidad correspondiente, tenian mejor desempefio para
determinar el modelo combinatorio que debian usar para resolver el problema.

Como observamos en la Tabla 10R no hay suficiente evidencia que muestre que poder
dar un ejemplo del conjunto solucién de un problema (6, 13, 3, 8, 5 y 4) esté
relacionado con elegir el modelo combinatorio adecuado. Hay evidencia suficiente que
permite sefialar que cuando el estudiante puede dar un contra-ejemplo del conjunto
solucion de los problemas de seleccion y colocacion, que se resuelven utilizando una
combinacion (6 y 3), entonces son capaces de elegir el modelo combinatorio adecuado
para resolver el problema. En todos los demés casos no se encontraron evidencias para
afirmar lo anterior.

El caso en el que los estudiantes pueden dar un ejemplo y un contra-ejemplo del
conjunto solucién es un caso particular, por tanto se comporta de la misma manera.

La Tabla 10R muestra los resultados obtenidos en el analisis anterior. En el renglén
denominado Ejemplo aparecen determinados por un Si, los problemas donde hay
evidencia de haber relacion entre dar un ejemplo y elegir el modelo combinatorio
adecuado en el proceso de resolucion. En el renglon nombrado Contra-ejemplo aparecen
los problemas sefialados con un Si, los que se encontrd evidencia de haber relacion entre
dar un contra-ejemplo y elegir el modelo combinatorio adecuado.
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EJEMPLO O CONTRAEJEMPLO RELACIONADO CON EL MODELO COMBINATORIO
SELECCION COLOCACION PARTICION
PROBLEMA 6 13 3 8 5 4
Ejemplo No No No No No No
Contra-ejemplo Si No No No No No

Tabla 10R: Resultados del anlisis de determinar si dar ejemplo o un contraejemplo del conjunto solucion
modifica las posibilidades de elegir el modelo combinatorio adecuado para resolver el problema.

En la Tabla 10R, en el renglon correspondiente a Ejemplos observamos que no hay
relacion entre dar un ejemplo verdadero del conjunto solucion de los problema 3, 4, 5,
6, 8 y 13, y determinar el modelo combinatorio al que pertenecen los mismos

Esto es posible, porque para dar un ejemplo del conjunto solucién no requerimos
conocer el modelo combinatorio al que pertenece el problema. Por ejemplo, en el
problema 6 (Anexo M1) si consideramos que el modelo combinatorio es una ordenacion
podemos dar como ejemplo a Elisa, Fernando y Maria, pero también podemos dar el
mimo ejemplo si consideramos que el problema pertenece a una combinacion.

Tal es el caso del estudiante CS que da un ejemplo verdadero del conjunto solucion del
problema 6 y deja ver de acuerdo a la enumeracion de elementos en tabla que construye,
que el problema se corresponde con una ordenacion, lo cual es incorrecto. (Dibujo 1R)
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Dibujo 1R: Copia de la resolucién del problema 6 realizada por el estudiante MM.

En el siguiente caso, el estudiante GA da un ejemplo verdadero del conjunto solucion
del problema 8 (Anexo M1) y para encontrar la solucion multiplica los datos dados en el
enunciado (3 personas x 5 lugares de estacionamiento). Mostrando con esta accion que
es poco probable que conozca el modelo combinatorio al que pertenece el problema.

(Dibujo 2R)
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Dibujo 2R: Copia de la resolucién del problema 8 realizada por el estudiante GA.

Por otro lado, ser capaces de dar un contraejemplo verdadero del conjunto solucién no
esta relacionado con conocer el modelo combinatorio adecuado al que pertenece el
problema. No obstante que en la Tabla Resumen 7R observamos que en el problemas 6
hay relacion entre dar un contraejemplo verdadero y encontrar el modelo combinatorio
adecuado del problema.

Para dar una explicacion de lo anterior hemos escrito a continuacion el tipo de
contraejemplo que dieron los estudiantes en cada uno de los problemas 3, 4, 5, 6, 8y 13
(Anexo M1) del cuestionario

e Problema 3: Colocar 2 cartas en un sobre; colocar una cuarta carta en un
sobre; colocar una carta en dos sobres y colocar una carta en un sobre
adicional no especificado en el enunciado.

e Problema 13: Colocar a una persona en dos puestos diferentes y colocar
en un puesto a dos personas diferentes.

e Problema 6: Pasar a borrar el pizarrén a una persona que no se menciona
en el enunciado del problema; pasar a borrar el pizarron a mas de 3
personas y pasar a borrar el pizarron a menos de tres personas.

e Problema 8: Estacionar 2 o mas automdviles en el mismo lugar;
estacionar 1 automavil en 2 o 3 lugares y estacionar un automovil en un
sexto lugar (solo hay cinco).

e Problema 5: Asignar a 3 estudiantes para hacer el trabajo de una de las
materias, todos los estudiantes hacen los dos trabajos, un estudiante
participa en dos materias, un estudiante que no es del grupo hace junto
con otro un trabajo y todos hacen un solo trabajo.
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e Problema 4: Regalar el mismo automovil a dos hermanos, no regala un
automovil, regala automoviles a una persona que no esté en el enunciado,
no regala los automoviles, regala uno que no tiene.

Como se puede apreciar en cada uno de los contraejemplos de cada problema, estos no
dependen del conocimiento que el estudiante tenga sobre el modelo combinatorio al que
pertenece el problema.

Por ejemplo, en el problema 13 el estudiante (MM) da como contraejemplo verdadero:
David y Arturo darles la presidencia y a Carlos la secretaria es decir, “colocar en un
puesto a dos personas diferentes”. Esto lo podemos observar en la siguiente imagen que
corresponde a una copia del proceso de resolucion del mismo estudiante. (Dibujo 3R)
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Dibujo 3R: Copia de la resolucion del problema 13 realizada por el estudiante MM.

En la misma imagen observamos que en lugar de suponer que esta ante un problema que
corresponde a un modelo combinatorio de una ordenacion, el considera que corresponde
a una combinacion.

Por tanto, los ejemplos y contraejemplos dados por los estudiantes en la resolucion de
un problema no garantizan que el estudiante conozca el modelo combinatorio al que
pertenece el problema.
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4.4 PREGUNTA 4

OBJETIVO: Objetivo: determinar si los ejemplos que se dan en los problemas son una
ayuda para elegir el modelo combinatorio adecuado para resolver el problema

PREGUNTA 4: (El ejemplo dado al final del enunciado de un problema de
combinatoria es una ayuda para la resolucion del problema?

El 72% de los estudiantes de ambos grupos, que intentaron resolver el problema 2 del
cuestionario diagnostico, consideran que las cartas sota, caballo y rey son inseparables,
que deben estar en el orden scr y que cualquier carta numerada debe estar al final de
estas como en el ejemplo dado en el enunciado del problema, esto es, sota, caballo, rey,
1. (Tabla 11R).

A continuacion la tabla 11R muestra la Frecuencia de estudiantes que consideran que
las cartas sota, caballo y rey son inseparables, que deben estar en el orden sota, caballo,
rey y que cualquier carta numerada debe estar al final de estas. En el renglon de la Tabla
11R sefialado con el nimero 1, mostramos el nimero de estudiantes que considero lo
dicho anteriormente.

SCRN2DD_1
Frecuencia Porcentaje Porcentaje valido Porcentaje acumulado
Validos 0 9 28.1 28.1 28.1
1 23 71.9 71.9 100.0
Total 32 100.0 100.0

Tabla 11R: Frecuencia de estudiantes que piensan que el conjunto solucién estd formado
por elementos de la forma (s, ¢, r, No.), donde No. representa algin nimero del 1 al 9

Ademas, el 34% de estudiantes consideran que las cartas sota, caballo y rey son
inseparables, que deben estar en el orden sota, caballo, rey y que cualquier carta
numerada debe estar al inicio de estas. (Tabla 12R)

En la tabla 12R, mostramos en el regalon marcado con el nimero 1 el namero de
estudiantes que consideran lo dicho en el parrafo anterior.
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NSCR2DD_1
Frecuencia Porcentaje Porcentaje valido Porcentaje acumulado
\Validos 0 21 65.6 65.6 65.6
1 11 34.4 344 100.0
Total 32 100.0 100.0

Tabla 12R: Frecuencia de estudiantes que piensan que el conjunto solucion esta formado
por elementos de la forma (No., s, ¢, r), donde No. representa algin nimero del 1 al 9

El 75% de estudiantes consideran que las cartas sota, caballo y rey son inseparables, que
deben estar en el orden sota, caballo, rey y que cualquier carta numerada debe estar al
inicio o al final de esta. (Tabla 13R)

JSCR2DD_1
Frecuencia Porcentaje Porcentaje valido Porcentaje acumulado
Validos 0 8 25.0 25.0 25.0
1 24 75.0 75.0 100.0
Total 32 100.0 100.0

Tabla 13R: Frecuencia de estudiantes que piensan que el conjunto solucion esta formado
por elementos de la forma (No., s, ¢, ) 0 (s, ¢, r, No.) donde No. representa algin nimero
del 1al 9

Estos datos muestran que el problema 2 del cuestionario es una muestra de que el
gjemplo ‘“‘sota, caballo, rey, 17, dado en el enunciado del problema, y la palabra
“alineadas” del mismo enunciado, juntos crean la idea de que los tnicos elementos del
conjunto solucion son las cuaternas donde sota, caballo, rey deben estar juntas.

En consecuencia podemos considerar que posiblemente en la pregunta del enunciado,
¢De cuantas maneras se pueden alinear cuatro de las doce cartas, con la condicion de
que siempre estén alineadas las tres figuras? (el subrayado es nuestro), los estudiantes
consideran que la palabra alinear significa mantener juntas en un orden determinado.
Adicionalmente, el ejemplo (sota, caballo, rey, 1) lo confirma. (Tablas 11R, 12R y 13R)

Es posible que un ejemplo como (caballo, rey, 1, sota) sea una ayuda para los
estudiantes en la resolucion del problema 2, porque rompe con la idea de que las cartas
sota, caballo y rey deban estar juntas e implicitamente, aclara el significado de la
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palabra alinear en el sentido de que deben estar consideradas en la cuaterna sin importar
el orden y lugar en el que se pongan.

Es posible que este sea un ejemplo de dificultades en la resolucion de problemas ya
mencionadas por Roa (2000) y denominada como “Identificacion del grupo de sucesos
u objetos que se pide enumerar o contar” y “en el enunciado de los problemas
combinatorios hay a veces convenios implicitos que no quedan claros para el alumno”.

Por tanto, y con base en estos resultados consideramos que los ejemplos que utilicemos
en los enunciados de un problema, con fines de ayuda a los estudiantes, deben
representar a todos los elementos del conjunto solucién y no a una parte, como en el
caso del problema 2. En este problema el ejemplo dado “sota, caballo, rey, 1”7 so6lo
representa a los elementos del subconjunto donde las cartas sota caballo y rey estan
juntas y en el orden en que estan escritas.

4.5 PREGUNTA 5

OBJETIVO: Conocer algunas dificultades que tienen los estudiantes después de cursar
la unidad didéactica o la unidad tradicional.

HIPOTESIS: los estudiantes se equivocan menos al elegir el modelo combinatorio para
resolver problemas después de cursar la unidad didactica combinatoria o la unidad
tradicional

PREGUNTA: ;Mejora la capacidad de los estudiantes de seleccionar el modelo
combinatorio que conduzca a resolver un problema después de cursar las unidades
didactica o la tradicional?

Para poder dar respuesta a esta pregunta usaremos la prueba estadistica de McNemar
que nos permitira determinar si existe evidencia suficiente para rechazar la siguiente
hipétesis nula

H,: No hay diferencias en la probabilidad de eleccion del modelo combinatorio en la
resolucion de problemas.

Nivel de significacion.
Para todo valor de probabilidad igual o menor que 0.05, se rechaza Ho.
Zona de rechazo.

Para todo valor de probabilidad mayor que 0.05, se acepta Ho
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4.5.1 Grupo experimental

En los problema 6, 13, 3, 8 y 4 no se encontraron evidencias para suponer que la unidad
didactica combinatoria haya ejercido cambios significativos en los estudiantes del grupo
experimental, al elegir el modelo combinatorio adecuado para resolver estos problemas.

En el problema 5 se encontré evidencia suficiente para decir que después de haber
cursado la unidad didactica tuvieron mas dificultades para encontrar el modelo
combinatorio al que pertenece el mismo. Asi lo muestra el analisis que presentamos a
continuacion.

Analisis de la resolucion de un problema simple de particién gue se resuelve mediante
una combinacién.

Problema 5

OMN 5D y OMN 5F
OMN 5F

OMN 5D

Estadisticos de contraste”

OMNS5D y OMN5SF
N 14
Sig. exacta (bilateral) .0312

a. Se ha usado la distribucion binomial.

b. Prueba de McNemar

Decision.

En razon de que la probabilidad calculada (.031) es menor que 0.05, cae en el nivel de
significancia, por lo tanto, hay suficiente evidencia para rechazar Ho.

Interpretacion.

Hay evidencia para suponer que la unidad didactica combinatoria haya ejercido cambios
significativos en los estudiantes del grupo experimental, al elegir el modelo
combinatorio para resolver un problema simple de particién cuyo conjunto solucién es
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resultado de hacer una combinacion de elementos de un conjunto. El problema en
cuestion es el numero 5 de los cuestionarios diagnoéstico y final.

Estos cambios, como se observa en la tabla anterior, se refieren a que los estudiantes
que al inicio eligen adecuadamente el modelo combinatorio para resolver el problema,
después de la unidad didéctica no logran elegir el modelo combinatorio adecuado.

4.5.2 Grupo de Control

En los problema 3, 4, 5, 6 y 8 no se encontraron evidencias para suponer que la unidad
tematica haya ejercido cambios significativos en los estudiantes del grupo de control, al
elegir el modelo combinatorio adecuado para resolver estos problemas.

En el problema 13 se encontré evidencia suficiente para decir que después de haber
cursado la unidad temética mejoraron su desempefio para encontrar el modelo
combinatorio al que pertenece el mismo. Asi lo muestra el analisis que presentamos a
continuacion.

Andlisis de la resolucién de un problema simple de seleccién gue se resuelve mediante
una ordenacion.

Problema 13

OMN 13D_1y OMD 13F_1
OMD 13F_1
OMN 13D_1 0 1

0 5 8
1 1 4

Estadisticos de contraste®

OMN13D_1y OMN13F_1

N 18

Sig. exacta (bilateral) .039%

a. Se ha usado la distribucion binomial.

b. Prueba de McNemar

Decision.

En razon de que la probabilidad calculada (.039) es menor que 0.05, cae en el nivel de
significancia, por lo tanto, hay suficiente evidencia para rechazar Ho.

Interpretacion.

Hay evidencia que respalde a decir que la unidad temética combinatoria haya ejercido
cambios en los estudiantes del grupo control, al elegir el modelo combinatorio para
resolver un problema simple de seleccion cuyo conjunto solucién es resultado de hacer
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una ordenacion de elementos de un conjunto. El problema en cuestion es el nimero 13
de los cuestionarios diagnostico y final.

RESUMEN.

Con el fin de sintetizar los resultados presentados anteriormente construimos la Tabla
11R. en ella utilizamos las siglas UD para designar a la Unidad Didactica y UT para
referirnos a la Unidad Tradicional. NO, significa que los estudiantes no mejoraron su
desempefio en la eleccion del modelo combinatorio para resolver el problemay Sl, que
lograron mejorar en su desempefio. Ademas, —SlI, significa que los estudiantes antes de
tomar la unidad correspondiente, tenian mejor desempefio para determinar el modelo
combinatorio que debian usar para resolver el problema.

Unidad Didactica

Los estudiantes no lograron mejorar su desempefio en la eleccion del modelo
combinatorio que debian usar para resolver el problema. En el caso de los problemas de
particion que se resuelven mediante una combinacion, hay suficiente evidencia para
sefialar que estos estudiantes tenian mas éxito en la eleccion del modelo combinatorio
que después de tomar la Unidad Didactica.

Unidad Tradicional

Los estudiantes que tomaron la Unidad Tradicional lograron mejorar su desempefio en
la eleccion del modelo combinatorio en los problemas de seleccion que se resuelven
considerando ordenaciones. En todos los demas hay suficiente evidencia para sefialar
que no mejoraron en su desempefio para elegir el modelo combinatorio que resolver el
problema.

Cuadro Resumen

DESEMPENO EN LA ELECCION DEL MODELO COMBINATORIO

Seleccion Colocacion Particion
Problema 6 13 3 8 5 4
ubD NO NO NO NO —SI NO
uT NO Sl NO NO NO NO

Tabla 14R: Resultado del desempefio del estudiante en la eleccion del modelo combinatorio después de
cursar la unidad didactica y la unidad tradicional.

La unidad didéactica no logré mejorar la eleccion del modelo combinatorio en todos los
problemas. En algunos empeoraron los estudiantes, como es el caso del problema 5 que
pertenece a un modelo combinatorio de combinaciones (Tabla 14R).

La unidad tematica logré mejorar la eleccion del modelo combinatorio en los problemas
de seleccién que se resuelven por medio de una ordenacion, tales es el caso del
problema 13 que se resuelve mediante una ordenacion (Tabla 14R).
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En general podemos decir que ninguna de las unidades logr6 que los estudiantes
mejoraran su capacidad para elegir el modelo combinatorio de un problema dado que se
resuelve mediante una operacion combinatoria.

En el caso de los estudiantes que cursaron la unidad didactica es posible que esto se
deba fundamentalmente a las siguientes causas:

» Es la primera experiencia que tienen con resolucion de problemas.
» Es la primera experiencia que tienen con el método de ensefianza empleado.

» Es la primera vez que tienen conocimiento de estrategias heuristicas, como:
diagramas de arbol, el principio del palomar y enumeracion sistematica de un
conjunto de elementos.

Por lo que pensamos que esto los condujo a no lograr determinar:

= Cuéndo en un problema es importante el orden de los elementos del conjunto
solucion y cuando no tiene importancia.

= COmo usar las estrategias heuristicas propias de la resolucion de problemas de
combinatoria.

En el caso de los estudiantes que cursaron la unidad tematica es posible que se debiera
fundamentalmente a las siguientes causas:

» Es la primera experiencia que tienen con resolucién de problemas

» EIl método de ensefianza es memorista y los conceptos vertidos por el profesor
son incorrectos “...los problemas que piden sacar una muestra de un conjunto de
elementos dados, necesariamente se resuelven usando la férmula de
combinaciones y la mayoria de estos problemas son sin repeticién de
elementos...” o “...las ordenaciones son los problemas que no son
combinaciones y pueden resolverse usando el principio del palomar...”

» No habian tenido experiencias en el uso del principio del palomar.

Lo anterior motivé a los estudiantes a:

Tratar los problemas como ejercicios y por lo tanto, buscar en el enunciado la palabra
clave “extraer una muestra” motivando con esto que los estudiantes no lograran aplicar
lo dicho por el profesor.

4.6 PREGUNTA 6

OBJETIVO: Conocer algunas dificultades que tienen los estudiantes después de cursar
la unidad didactica o la unidad tradicional.
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HIPOTESIS: los estudiantes usan menos la multiplicacion de datos del enunciado como
estrategia para determinar el nimero de soluciones posibles, despues de cursar la unidad
didactica combinatoria.

PREGUNTA: ¢Perdura o se modifica el uso de la multiplicacién o de la suma de datos
dados como heuristica de resolucion después de cursar las unidades didactica o
tradicional?

Para dar respuesta a esta pregunta usaremos la prueba estadistica denominada McNemar
que nos permitird determinar si existe evidencia suficiente para rechazar la siguiente
hipétesis nula

H,: No hay diferencias en la probabilidad de eleccion de la estrategia de resolucion de
problemas.

Nivel de significacion.
Para todo valor de probabilidad igual o menor que 0.05, se rechaza Ho.
Zona de rechazo.

Para todo valor de probabilidad mayor que 0.05, se acepta Ho

4.6.1 Grupo experimental

En los problemas 3, 4, 5, 8 y 13 no se encontraron evidencias que nos permitan decir
que la Unidad Didactica permitié que los estudiantes dejaran de usar el producto de los
datos del enunciado como estrategia para resolver los problemas. El problema 6 es el
unico caso en el que se encontraron evidencias de que la unidad didactica ejercid
cambios en los estudiantes.

Andlisis de la resolucién de un problema simple de seleccién gue se resuelve mediante
una combinacion.

Problema 6
MD6D y MD6F
MD6F
MD6D 0 1
0 5 1
1 8 0

89



RESULTADOS

Estadisticos de contraste®

MD6D y MD6F
N 14
Sig. exacta (bilateral) .039%

a. Se ha usado la distribucion binomial.

b. Prueba de McNemar

Decision.

En razon de que la probabilidad calculada (.039) es menor que 0.05, cae en el nivel de
significancia, por lo tanto, hay suficiente evidencia para rechazar Ho.

Interpretacion.

Hay evidencia que respalde el hecho de que la unidad didéactica combinatoria haya
ejercido cambios en los estudiantes del grupo experimental, al utilizar otra estrategia
diferente a la de sumar o multiplicar los datos del enunciado, para resolver el problema.
El problema en cuestion es el nimero 6 de los cuestionarios diagndstico y final.

4.6.2 Grupo de Control.

En los problemas 3, 4, 5y 6 no se encontraron evidencias que nos permitan decir que la
Unidad Didactica permitié que los estudiantes dejaran de usar el producto de los datos
del enunciado como estrategia para resolver los problemas. En los problemas 8 y 13 se
encontr6 evidencias de que la unidad didactica ejercié cambios en los estudiantes.

Presentamos el analisis de estos dos casos:

Analisis de la resolucion del problema 13 simple de seleccidén gue se resuelve mediante
una ordenacion v del problema 8 simple de colocacién gue se resuelve considerando
una ordenacion.

Problema 13

MD13D_1y MD13F 1

MD13F_1

MD13D_1 0 1

0 9 0
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Estadisticos de contraste®

MD13D_1y MD13F_1

N 18

Sig. exacta (bilateral) .016%

a. Se ha usado la distribucién binomial.

b. Prueba de McNemar

Problema 8

MD8D_1y MDSF_1

MDSF_1

MD8D_1 0 1
0 8 0

1 10 0

Estadisticos de contraste®

MDS8D_1y MDSF_1

N 18

Sig. exacta (bilateral) .002?%

a. Se ha usado la distribucién binomial.

b. Prueba de McNemar

Decision.

En razon de que la probabilidades calculadas (.016) para el problema 13 y de (.002)
para el problema 8 y que estas son menores que 0.05, caen en el nivel de significancia,
por lo tanto, hay suficiente evidencia para rechazar ambas hipdtesis nulas Ho., la del
problema 13 y la del 8.

Interpretacion.

Hay evidencia que respalde el hecho de que la unidad tradicional haya ejercido cambios
en los estudiantes del grupo de control, al utilizar otra estrategia diferente, a la de sumar
o multiplicar los datos del enunciado, para resolver los problemas. Los problemas en
cuestion son el 13y 8 de los cuestionarios diagndstico y final.
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RESUMEN.

Con el fin de sintetizar los resultados presentados anteriormente construimos la Tabla
15R. En ella utilizamos las siglas UD para designar a la Unidad Didactica y UT para
referirnos a la Unidad Tradicional. NO, significa que los estudiantes no cambiaron su
estrategia, de sumar o multiplicar datos dados en el enunciado, para resolver el
problema. Y Sl, que cambiaron. Ademas, —SlI, significa que los estudiantes antes de
tomar la unidad correspondiente, usaban menos la estrategia de resolucion de problemas
consistente en sumar o multiplicar datos del enunciado, que después de cursar la Unidad
Didéctica o la Unidad Tradicional.

Cuadro Resumen de Resultados

USO DE LA MULTIPLICACION DE DATOS DESPUES DE LAU.D. Y U.T.

Seleccion Colocacion Particion
6 13 3 8 5 4
ub Sl NO NO NO NO NO
uT NO Sl NO Sl NO NO

Tabla 15R: Resultado del desempefio del estudiante en el uso de la multiplicacién de datos en la
resolucion de problemas después de tomar la unidad didactica o la unidad tradicional.

En general las unidades didactica y tradicional no lograron evitar que los estudiantes
multiplicaran los datos del enunciado para dar la solucién del problema (Ver Tabla
15R).

En el caso de los estudiantes que tomaron unidad didactica, no obstante que dejaron de
multiplicar los datos de forma explicita (Tabla 15R), dejan ver, en el uso de las
diferentes estrategias heuristicas, que siguen pensando en la multiplicacién de datos.

En el problema 8 se puede observar que el estudiante GL desarrolla un diagrama de
arbol con 3 nodos (numero de carros) y 5 ramas para cada nodo (nimero de lugares de
estacionamiento) con la idea de obtener la solucion (nimero de carros) x (nimero de
automoviles) = 3x5 = 15. Este resultado lo usa en la construccion de una tabla donde
desglosa algunos elementos del conjunto solucién usando como estrategia conteo
sistematico. Luego detiene el desglose porque en la enumeracion ya tiene los 15
elementos. (Dibujo 4R)
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Dibujo 4R: Copia de la resolucién del problema 8 realizada por el estudiante GL.

Lo mismo podemos observar, en el siguiente dibujo, con el estudiantes VR que para
resolver el problema 13 construye un diagrama de arbol de dos ramas, en los nodos de
la primera rama coloca los 3 puestos (presidente, tesorero y secretario) y en los nodos de
la otra las 4 personas (1, 2, 3 y 4), luego aplica la regla del producto (4 personas x 3
puestos = 12)
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Dibujo 5R: Copia de la resolucion del problema 13 realizada por el estudiante VR.

Asi que, estos dos ejemplos nos muestran que ahora los estudiantes justifican la
multiplicacion de datos del enunciado con las estrategias heuristicas que revisaron
durante las sesiones de la unidad didactica. Esto s6lo nos muestra que explicitamente
durante las sesiones de debe pedir una justificacion a los estudiantes del uso del
producto de datos del enunciado para dar la solucion del problema.

4.7 PREGUNTA 7

OBJETIVO: Conocer las dificultades que tienen los estudiantes después de cursar la
unidad didactica o la unidad temética

HIPOTESIS: La Unidad Didéactica o la Unidad Tradicional producen cambios, en los
estudiantes, en relacion con la cantidad de estrategias heuristicas usadas para resolver
problemas.
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PREGUNTA: ;Son diferentes las estrategias heuristicas elegidas por los estudiantes en
la resolucion de los problemas de la prueba final al término de la Unidad Didactica o la
Unidad Tradicional, que las utilizadas en la prueba diagnostica?

Para dar respuesta a esta pregunta usaremos la prueba estadistica de McNemar que nos
permitira determinar si existe evidencia suficiente para rechazar la siguiente hipotesis
nula

H,: No hay diferencias en la probabilidad de uso de estrategias heuristicas en la
resolucion de problemas.

Nivel de significacion.

Para todo valor de probabilidad igual o menor que 0.05, se rechaza Ho.
Zona de rechazo.

Para todo valor de probabilidad mayor que 0.05, se acepta Ho

4.7.1 Grupo experimental

Analisis de la resolucién de los problemas 6, 13, 3, 8,5y 4.

Problema 6

FPDAG6D y FPDAGF

FPDAGF
FPDAGD 0 1
0 4 10
1 0 0

Estadisticos de contraste®

FPDAGD y FPDAGF
N 14
Sig. exacta (bilateral) .0022

a. Se ha usado la distribucion binomial.

b. Prueba de McNemar
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Problema 13

FPDA13D y FPDA13F

FPDA13F

FPDA13D 0 1
0 1 10

1 0 3

Estadisticos de contraste®

FPDA13D y FPDA13F

N 14

Sig. exacta (bilateral) .002%

a. Se ha usado la distribucion binomial.

b. Prueba de McNemar

Problema 3

FPDA3D y FPDA3F

FPDA3F

FPDA3D 0 1
0 1 11

1 0 2

Estadisticos de contraste®

FPDA3D y FPDA3F
N 14
Sig. exacta (bilateral) .001%

a. Se ha usado la distribucién binomial.

b. Prueba de McNemar
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Problema 8

FPDASD y FPDASF

FPDASF

FPDA8SD 0 1
0 1 12

1 0 1

Estadisticos de contraste®

FPDAS8D y FPDAS8F

N

Sig. exacta (bilateral)

14
.000°

a. Se ha usado la distribucién binomial.

b. Prueba de McNemar

Problema 5

FPDASD y FPDASF

FPDASF
FPDASD 0 1
0 3 10
1 0 1

Estadisticos de contraste®

FPDA5SD y FPDASF

N

Sig. exacta (bilateral)

14

.002%

a. Se ha usado la distribucion binomial.

b. Prueba de McNemar

RESULTADOS

97



RESULTADOS

Problema 4

FPDA4D y FPDAAF

FPDA4F

FPDA4D 0 1
0 2 8
1 0 4

Estadisticos de contraste®

FPDA4D y FPDA4F

N 14

Sig. exacta (bilateral) .008%

a. Se ha usado la distribucion binomial.

b. Prueba de McNemar

Decision.

En razdn de que la probabilidad calculada para los problemas 6, 13, 3, 8, 5y 4 es (.002),
(.002), (.001), (.000), (.002) y (.008) respectivamente y son menores que 0.05, caen en
el nivel de significancia, hay suficiente evidencia para rechazar Ho en cada uno de los
problemas.

Interpretacion.

Hay evidencia que respalde el hecho de que la unidad didéactica combinatoria haya
ejercido cambios en los estudiantes del grupo experimental, al utiliza otras estrategias
diferentes a la de usar enumeracion de elementos en tablas o sumar o multiplicar los
datos del enunciado, para resolver los problemas 6, 13, 3, 8,5y 4.

4.7.2 Grupo de control.

El problema 5 es el Unico donde no se encontrd evidencia que nos permita decir que la
unidad temaética ejercié cambios en los estudiantes del grupo experimental, al utiliza
otras estrategias diferentes a la de usar enumeracion de elementos en tablas o sumar o
multiplicar los datos del enunciado, para resolver el problema.
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Analisis de la resolucién de los problemas 6, 13, 3, 8 y 4.

Problema 6

FPDA6D_1y FPDAGF_1

FPDAGF_1

FPDAG6D_1 0 1
0 0 16

1 0 2

Estadisticos de contraste®

FPDA6D_1y FPDAGF_1

N 18
Sig. exacta (bilateral) .000?

a. Se ha usado la distribucion binomial.

b. Prueba de McNemar

Problema 13

FPDA13D_1y FPDA13F 1

FPDA13F_1

FPDA13D_1 0 1
0 3 11

1 1 3

Estadisticos de contraste®

FPDA13D_1y FPDA13F_1

N 18

Sig. exacta (bilateral) .006%

a. Se ha usado la distribucion binomial.

b. Prueba de McNemar

RESULTADOS
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Problema 3
FPDA3D_1y FPDA3F_1
FPDA3F 1
FPDA3D_1 0 1
0 3 13
1 1 1

Estadisticos de contraste®

FPDA3D_1y FPDA3F_1

N 18

Sig. exacta (bilateral) .0022

a. Se ha usado la distribucion binomial.

b. Prueba de McNemar

Problema 8

FPDASD_1y FPDASF_1

FPDASF_1
FPDASD_1 0 1
0 3 11
1 2 2

Estadisticos de contraste”

FPDASD_1y FPDASF_1

N 18

Sig. exacta (bilateral) .022%

a. Se ha usado la distribucion binomial.

b. Prueba de McNemar
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Problema 4

FPDA4D_1y FPDA4F 1

FPDA4F_1

FPDA4D_1] © 1
0 2 12

1 1 3

Estadisticos de contraste”

FPDA4D_1y FPDA4F 1

N 18

Sig. exacta (bilateral) .003%

a. Se ha usado la distribucién binomial.

b. Prueba de McNemar

Decision.

En razon de que la probabilidad calculada para los problemas 6, 13, 3, 8 y 4 es (.000),
(.006), (.002), (.022) y (.003) respectivamente y son menores que 0.05, caen en el nivel
de significancia, hay suficiente evidencia para rechazar Ho en cada uno de los
problemas.

Interpretacion.

Hay evidencia que respalde el hecho de que la unidad didactica combinatoria haya
ejercido cambios en los estudiantes del grupo de control, al utiliza otras estrategias
diferentes a la de enumeracion de elementos en tablas o sumar o multiplicar los datos
del enunciado, para resolver los problemas 6, 13, 3, 8 y 4.En razdn de que en la
probabilidad calculada (.000), (.006), (.002), (.022) y (.003) son menores que .005, caen
en el nivel de significancia, hay suficiente evidencia para rechazar Ho en cada uno de
estos problemas.

RESUMEN.

Con el fin de sintetizar los resultados presentados anteriormente construimos la Tabla
16R. En ella utilizamos las siglas UD para designar a la Unidad Didéactica y UT para
referirnos a la Unidad Tradicional. NO, significa que los estudiantes, después de cursar
la Unidad Didéactica o Unidad Tematica, no cambiaron su estrategia de enumeracion de
elementos en tabla o sumar o multiplicar datos dados en el enunciado, para resolver el
problema. Y SI, que usaron otras estrategias heuristicas como: diagramas de arbol,
diagramas de caja (regla del palomar), formulas u otras. Por lo que, se observa:
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Los estudiantes eligen mas estrategias heuristicas, en todos los tipos de
problema, que antes de cursar la Unidad Didactica.

Los estudiantes no eligen mas estrategias heuristicas en los problemas de
particion que se resuelven mediante una combinacion. En todos los demas casos
eligen mas estrategias heuristicas que antes de tomar la Unidad Tradicional.

Cuadro Resumen de Resultados

USAN MAS ESTRATEGIAS HEURISTICAS DESPUES DE CURSAR LAS UNIDADES.

Seleccion Colocacion Particion
6 13 3 8 5 4
ub Sl Sl Sl Sl Sl Sl
uT Sl Sl Sl Sl NO Sl

Tabla 16R: Problemas donde los estudiantes usan otras estrategias heuristicas para resolver el problema
después de cursar la unidad did4ctica o la unidad tradicional.

En la Tabla 17R observamos la frecuencia de uso de cada una de las siguientes
estrategias heuristicas por parte de los estudiantes que cursaron la unidad didactica
(grupo experimental). Cada renglén de la tabla corresponde a una de las siguientes
estrategias heuristicas: (MD) Multiplicacion o suma de datos del enunciado, (T) tablas
para el conteo sistematico, (F) férmulas, (PA) diagramas de caja o regla del palomar,
(DA) diagramas de arbol y (OTR) varias operaciones con los datos que no conducen al
resultado.

Grupo Experimental

Problema 6 Problema 13 Problema 3 Problema 8 Problema 5 Problema 4

Combinaciéon | Ordenacion | Combinacion | Ordinacién | Combinacién | Ordenacion
MD 7% 29% 29% 28% % 14%
T 43% 21% 14% % 36% 21%
F 21% 14% 14% % 0% 7%
PA 21% 21% 14% 21% % 14%
DA 43% 72% 71% 64% 71% 79%
OTR 0% 0% 0% 0% % 0%

Tabla 17R: Frecuencia de uso de algunas estrategias heuristicas para la resolucion de problemas.
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El uso de los diagramas de arbol fue la estrategia heuristica mas demandada por los
estudiantes en el proceso de resolucion de problemas seguida por el uso de tablas de
enumeracion de elementos, las estrategias menos usadas fueron el principio del palomar
y las formulas. Ademas, los estudiantes dejaron de ejecutar operaciones, sin explicacién
aparente, con los datos (Tabla 17R).

También observamos que utilizaron todas las estrategias heuristicas que se aplicaron
durante el desarrollo de la unidad didactica (Tablas de enumeracion de elementos,
Diagramas de arbol, Principio del Palomar y Formulas). (Tabla 17R)

En la Tabla (18R) en el renglén denominado DA, esta la informacién relacionada con la
frecuencia con la que los estudiantes recurrieron a los diagramas de arbol para resolver
un problema y en el renglon sefialado con DAYRC la relacionada con las veces que esa
estrategia heuristica los condujo a la solucion del problema.

Problema 6F 13F 3F 8F 5F 4F SUMAF
DA 6 10 10 9 10 11 56
DAYRC 0 3 0 2 0 1 6

Tabla 18R: Uso de los diagramas de arbol en el examen final por parte de los estudiantes del grupo
experimental y efectividad del mismo para encontrar la solucién del problema.

De los 56 diagramas de arbol que construyeron los estudiantes que tomaron la unidad
didactica (grupo experimental), solo 6 de ellos condujeron al estudiante al resultado
correcto. Esto es, la efectividad de los diagramas de arbol construidos por los
estudiantes del grupo experimental para encontrar la solucion correcta del problema es
de apenas el 11% (Tabla 18R)

Lo anterior muestra, por un lado, que los estudiantes se sienten muy cémodos aplicando
los diagramas de arbol para resolver problemas y por otro, que no lograron madurar la
construccion de diagramas de arbol en el tiempo que dur6 la unidad didéactica.

En la Tabla 19R observamos la frecuencia de uso de cada una de las siguientes
estrategias heuristicas por parte de los estudiantes que cursaron la unidad tematica
(grupo de control). Cada renglon de la tabla corresponde a una de las siguientes
estrategias heuristicas: (MD) Multiplicacién o suma de datos del enunciado, (T) tablas
para el conteo sistematico, (F) férmulas, (PA) diagramas de caja o regla del palomar,
(DA) diagramas de arbol y (OTR) varias operaciones con los datos que no conducen al
resultado.
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Grupo de Control

Problema 6 Problema 13 Problema 3 Problema 8 Problema 5 Problema 4
Combinacién | Ordenacion | Combinacion | Ordinacién | Combinacion | Ordenacion
MD 17% 11% 17% 0% 6% 6%

T 0% 11% 17% 33% 33% 22%

F 78% 28% 22% 44% 39% 22%
PA 17% 56% 56% 44% 28% 61%
DA 0% 0% 0% 0% 0% 6%

OTR 6% 0% 0% 0% 0% 0%

Tabla 19R: Frecuencia de uso de algunas estrategias para la resolucion de problemas

En el caso de los estudiantes que cursaron la unidad tradicional (Grupo de Control)
observamos que las estrategias heuristicas que mas emplearon en la resolucion de
problemas, fueron las férmulas propias de la combinatoria (combinaciones y
ordenaciones) y el principio del palomar. (Tabla 19R). Esto se debe a que el profesor
ensefio explicitamente el uso de estas dos estrategias heuristicas de resolucion de
problemas.

En la Tabla (20R) en el renglén denominado F, estd la informacion relacionada con la
frecuencia con la que los estudiantes recurrieron a las formulas para resolver un
problema y en el renglén sefialado con FYRC la relacionada con las veces que esa
estrategia heuristica los condujo a la solucion del problema.

Problema 6F 13F 3F 8F SF 4F SUMA
F 14 5 4 8 7 4 42
FYRC 11 1 2 2 4 0 20

Tabla 20R: Uso de las férmulas en el examen final por parte de los estudiantes del grupo de control y
efectividad del uso de estas para encontrar la solucidn del problema

Como lo mencionamos en péaginas anteriores el profesor menciona a sus estudiantes
durante su conferencia lo siguiente: “...los problemas que piden sacar una muestra de
un conjunto de elementos dados, necesariamente se resuelven usando la formula de
combinaciones y la mayoria de estos problemas son sin repeticion de elementos...” o
“...las ordenaciones son los problemas donde el orden de los elementos es importante y
los problemas se pueden resolver usando el principio del palomar...”. Es posible que
esta declaracion del profesor también justifique el hecho de que en el problema 6 el
78% de los estudiantes aplicaron la formula de combinaciones para resolverlo y que el
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79% de estos estudiantes obtuvieron la solucion correcta. Este problema se ajusta
perfectamente a la obtencién de una muestra de un conjunto de elementos dados. (Tabla
20R)

Ademas, la estrategia heuristica que no se utilizé en la resolucién de problemas por
estos estudiantes fue el diagrama de arbol, debido a que el profesor no lo menciono
durante sus exposiciones durante la clase.

4.8 PREGUNTA 8

OBJETIVO: Conocer las dificultades que tienen los estudiantes después de cursar la
unidad didactica o la unidad temética

PREGUNTA: ;Cuales son los errores mas frecuentes que comete un estudiante cuando
utiliza un método de conteo sistemético?

4.8.1 No considera algunos elementos

No considera algunos elementos del conjunto solucion porque se olvida de variar, en el
conteo sistematico, un elemento del conjunto ordenado.

Por ejemplo, en el problema 6 del cuestionario se pide encontrar el numero de ternas
que se pueden formar con 5 estudiante (E, F, G, J y M) para borrar el pizarrén. El
estudiante (GL), usando conteo sistematico, construye una tabla con 6 casos. (Dibujo
1R)

GL inicia la construccion de la tabla con las ternas que se forman con el estudiante E
como primer elemento y variando el tercer elemento de la terna. De esta manera logra
construir los siguientes elementos: EFG, EFJ, EFM, sin embargo, se olvida de variar el
segundo elemento de la terna dando por resultado el no considerar los elementos EGJ,
EGM y EJM. (Dibujo 6R)

En consecuencia comete el mismo error cuando considera como primer elemento de la
terna al estudiante F y varia los elementos del tercer elemento, obteniendo las ternas
FGJ, FGM dejando a un lado la terna FJM. (Dibujo 1R)
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Dibujo 6R: Copia de la resolucién del problema 6 realizada por el estudiante GL.

Cuando se construyen ternas algunos estudiantes, que todavia no maduran esta
estrategia heuristica denominada “conteo sistematico”, cometan el error de olvidarse de
variar el término medio de la terna. Cuando se trata de formar grupos de mas de tres
elementos, los estudiantes olvidan variar algunos de los términos centrales.

4.8.2 Se basa en el producto de los datos

So6lo escribe en la tabla el nimero de elementos producto de multiplicar los datos del
enunciado.

En el problema 8 se pide a los estudiantes encontrar el niamero de formas diferentes en
que se pueden estacionar 3 vehiculos en 5 lugares diferentes En este caso, GL muestra
que puede aplicar conteo sistematico para encontrar las posibles soluciones del
problema, al lograr escribir todas las ternas posibles de estacionar los vehiculos,
suponiendo que uno de ellos se coloca en el lugar nimero 1. Sin embargo, al construir
las ternas que suponen un vehiculo estacionado en el lugar nimero 2, solo pone 3
posibilidades de las 12 existentes y omite las que resultan de estacionar un vehiculo en
el lugar numero 3, enel 4 y en el 5. (Dibujo 7R)
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Dibujo 7R: Copia de la resolucién del problema 8 realizada por el estudiante GL.

Asumimos que GL antes de iniciar la construccion de la tabla que contiene las posibles
soluciones al problema, considera que la solucion es 15, ya que multiplica 5 lugares por
3 vehiculos. Esto hace que al llegar a 15 elementos en la tabla de por concluido el
proceso. Esta conjetura se fortalece al observar que 5 problemas del cuestionario
diagnostico los resuelve sélo haciendo la multiplicacion de los datos proporcionados en
el enunciado. (Dibujo 7R)

4.9 PREGUNTA 9

OBJETIVO: Conocer las dificultades que tienen los estudiantes después de cursar la
unidad didactica o la unidad temética

PREGUNTA: ¢ Cuales son los errores mas frecuentes que comete un estudiante cuando
utiliza un diagrama de arbol para resolver un problema?

4.9.1 Considera un diagrama de arbol de dos ramas

Considera un diagrama de arbol de dos ramas, en los nodos de una rama coloca los
elementos del primer conjunto, dado en el enunciado del problema, y en los nodos de la

otra rama coloca los elementos del segundo conjunto.

En el problema 13 se pide a los estudiantes que encuentren los posibles modos de

formar un comité de 3 miembros (presidente, tesorero y secretario) con 4 personas.
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El estudiante VR construye un diagrama de &rbol de dos ramas, en los nodos de la
primera rama coloca los 3 puestos (presidente, tesorero y secretario) y en los nodos de la

otra las 4 personas (1, 2, 3 y 4), luego aplica la regla del producto (4 personas x 3
puestos = 12) (Dibujo 3R)

Es posible que el estudiante piense en multiplicar los datos para dar la respuesta y luego
busca la justificacion de este procedimiento en la construccion del diagrama de arbol.

P
1&7 3
(2 e
S —— N \ } i
2 1 TN X3 =IO~k
< S
A
-y
4 =
TEALY ' \ ;
-l -
3\ 7”1 ? . \)i:‘p‘ﬁ_f
| ‘{?—j\ dh/_'l —:)i \ 'J { ™
- S A e VD
._,‘\‘\:)J \‘ . ;:)‘!‘) ‘\:.1 l)-:}\\f.
, TS0 EN - ~ kAl
o 1e9 o5 Secictsh?l

-

Dibujo 8R: Copia de la resolucidon del problema 13 realizada por el estudiante VR.
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4.9.2 Dibuja diagramas con nodos de diferentes conjuntos (diagramas de &rbol con

mas de dos ramas)

En el problema 6 el estudiante CM construye un diagrama de arbol donde la primera
rama tiene nodos los vehiculos, la segunda, tercera y cuarta ramas tienen nodos las

personas, luego aplica la regla del producto para encontrar las diferentes posibilidades.
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Dibujo 9R: Copia de la resolucién del problema 6 realizada por el estudiante CM.

Podemos observar en lo que escribe el estudiante que al aplicar la regla del producto
obtiene 180 formas diferentes de acomodar los vehiculos. Sin embargo, si el estudiante
CM en la construccion del diagrama de arbol no considera la primera rama obtiene un
resultado correcto (60 formas diferentes). (Dibujo 9R) Por lo tanto en la construccion
del diagrama de arbol los nodos de las ramas los ocupan los elementos de un conjunto y
el nimero de ramas los determina el nimero de elementos del otro conjunto. Esto es, en
el caso que nos ocupa, el arbol tiene como nodos los elementos del conjunto de

personas y el nimero de ramas debia ser los puestos que hay.
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4.10 PREGUNTA 10

OBJETIVO: Conocer las dificultades que tienen los estudiantes después de cursar la
unidad didéctica o la unidad temética

PREGUNTA: ¢Cudles son los errores méas frecuentes que comete un estudiante cuando
utiliza el principio del palomar (diagrama de caja) para resolver un problema?

Cuando un estudiante utiliza el principio del palomar y conocen el modelo combinatorio
al que pertenece el problema este no cometen errores en el uso de esta estrategia
heuristica.

4.11 PREGUNTA 11

OBJETIVO: Conocer las dificultades que tienen los estudiantes después de cursar la
unidad didactica o la unidad temética

PREGUNTA: ¢ Cuales son los errores mas frecuentes que comete un estudiante cuando
utiliza una férmula para resolver un problema?

Los estudiantes que emplearon la formula adecuada en la resolucién del problema no
cometieron errores en su uso.
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CAPITULO 5

CONCLUSIONES

Nuestra investigacion se centro en identificar las dificultades que enfrentan estudiantes de la
licenciatura en informética antes y después de haber cursado la unidad didactica de
combinatoria. En este sentido la pregunta que orientd la recoleccion y el andlisis de los datos

planteaba la necesidad de conocer y comprender:

¢Como se puede desarrollar una unidad didactica vinculada con el curso de matemaéticas
discretas para el aprendizaje de los conceptos basicos de la combinatoria. Ademas esta
unidad estaba caracterizada por el uso de una metodologia de ensefianza que permite al
estudiante apropiarse de los conocimientos a través de la resolucion de problemas y que se

erija en herramienta que oriente el trabajo del profesor?

Una vez analizados los datos, hemos estructurado las conclusiones segln los resultados se
refieran a la situacion los estudiantes antes de la experimentacion, después de la puesta en
practica de la unidad de resolucion de problemas o después de la unidad tradicional. Ademas,
hemos dedicado un epigrafe de este capitulo a conclusiones relacionadas con el papel del

profesor en el proceso de ensefianza y aprendizaje.
5.1 Sobre el diagndstico inicial antes de la experimentacion

5.1.1 Dificultades de los estudiantes en un marco de resolucion de problemas

En general, todos los estudiantes que participaron en la investigacion habian recibido
ensefianza escolar principalmente a través de un metodo tradicional. Esto es debido a que
apenas en 2007 se llevo a cabo la reforma de planes y programas de estudio de la educacion

basica y media superior en México (www.sep.gob.mx), que incluian explicitamente formas de

ensefianza de corte constructivista. Es con esta reforma que las metodologias en torno a los
procesos de enseflanza-aprendizaje de la matematica sufrieron cambios sustantivos, al pasar
de enfoques cognoscitivistas cuyo centro de interés era el profesor y el dominio de la

disciplina, a enfoques constructivistas donde los estudiantes son los actores y en torno a ellos
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se deben disefiar las secuencias didacticas. No obstante esta investigacion pone de manifiesto
que la renovacion de los planes de estudio y en consecuencia, el cambio en los enfoques
didacticos no siempre se traduce en un cambio en las précticas de los profesores. Para el caso
de la did4ctica de las matemaéticas la resolucion de problemas constituye uno de los métodos

cuyos enfoques enfatizan esta vision constructivista.
5.1.2 Eleccion del modelo

Antes de que los estudiantes tomaran la Unidad Didéactica o el Curso Tradicional, la mayoria
de ellos no lograban identificar el modelo combinatorio en el que se inscribia el problema. En
algunos casos como el problema 13, el 22% de los estudiantes hacia la eleccion correcta y en

otros, como el problema 5 en donde el 69% hacia la eleccion correcta (Tabla 3R).

Una causa posible de este escaso avance es que la mayoria de los estudiantes usé una
multiplicacién de datos del enunciado del problema o bien realizaron operaciones nada
efectivas para la resolucion (Tabla 3R). Esto condujo a incluir a estos estudiantes en el grupo
que erraron la eleccion del modelo combinatorio al que pertenece el problema elevando el
porcentaje de estudiantes en este grupo. Esto coincide con los hallazgos del trabajo de
Fischbein y Gazit (1988) en el que sefialan el tipo de errores encontrados por estudiantes en la

resolucion de problemas combinatorios:
«  Multiplican los datos dados en el enunciado del problema.
» Uno de los datos del problema es dado como la solucion al problema.

» Lapersona da un dato como resultado del problema sin que aparentemente tenga

relacion con los datos.

En los problemas 13 y 8, que corresponden a ordenaciones, aparece el menor nimero de
errores al elegir correctamente el modelo combinatorio al que pertenece cada problemas, con
el 78% y el 75% respectivamente (Tabla 3R). Por otro lado, en los problemas 3 y 5, que
corresponden a combinaciones, los estudiantes se equivocan mas al elegir el modelo
combinatorio al que pertenece el problema, con el 53% y 31% de errores respectivamente
(Tabla 3R)

Estos resultados obtenidos con estudiantes que inician sus estudios universitarios son

similares a los hallazgos de Fischbein y Gazit (1988) que encuentran que los problemas mas
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dificiles, antes de recibir un instruccion en combinatoria son los problemas de permutaciones,
luego los de ordenaciones con repeticion, ordenaciones sin repeticion y los menos dificiles las

combinaciones.
5.1.3 Estrategias Heuristicas

El uso de tablas de enumeraciéon de elementos del conjunto solucién de un problema, los
diagramas de arbol y el principio del palomar o de Dirichlet son las estrategias heuristicas
observadas en el proceso de resolucion de problemas por parte de los estudiantes.

Las estrategias mas utilizada por los estudiantes antes de recibir la instruccién fue el uso de
tablas de enumeracion de elementos del conjunto solucion del problema con hasta el 69% de
los estudiantes para los problemas 3, 4 y 5. Ningun estudiante utilizé férmulas ni el principio
del palomar y el uso de los diagramas de arbol fue escaso.

Estos resultados muestran que la mayoria de estudiantes no son capaces de utilizar estrategias
heuristicas pertinentes cuando no han recibido instruccién en el uso de las mismas en los afios
que le anteceden en su educacion. Esto se puede confirmar al analizar los programas de

estudio de la educacion basica, y de la educacion media superior (www.sep.gob.mx) en los

programas de estudio anteriores a 2005 de la educacion basica y a 2007 los que se refieren a

la educacion media superior.
5.1.4 Ejemplos y contraejemplos pedidos a los estudiantes

Los ejemplos y contraejemplos del conjunto solucién, dados o pedidos a los estudiantes por el
monitor o en el enunciado del problema durante la resolucién del mismo, no garantizan que el
estudiante conozca el modelo combinatorio al que pertenece el problema segun los resultados

obtenidos al aplicar la prueba de McNemar.

En la seccion denominada Pregunta 3 del capitulo de resultados (poner ver pag, #)
demostramos que cuando un estudiante da un ejemplo y/o un contragjemplo del conjunto
solucion de un problema no modifica la posibilidad de elegir el modelo combinatorio

adecuando.

Sin embargo, es posible pedirle a un estudiante que determine si dos 0 mas elementos forman
parte del conjunto solucion de un problema. También es posible formular dos problemas que

solo sean diferentes en el modelo combinatorio al que pertenecen y pedir a un estudiante un
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par de elementos que pertenezcan a uno de los problemas y no al otro. Esto nos permite saber

si el estudiante conoce el modelo combinatorio al que pertenece el problema.
Un ejemplo que ilustra esta propuesta didactica seria el siguiente:
Dados los problemas:

1. De cuantas maneras diferentes se pueden entregar 3 lapiceros idénticos a los
estudiantes Alexis, Mariano, Inés, Matilde y Elisa, si cada uno de los estudiantes

elegidos para darle lapicero solo puede recibir uno.

2. De cuantas maneras diferentes se pueden entregar un lapicero verde, uno
amarillo y uno rojo a los estudiantes Alexis, Mariano, Inés, Matilde y Elisa, si cada

uno de los estudiantes elegidos para darle lapiceros solo puede recibir uno.

Dar dos ejemplos del conjunto solucién del problema 2 de manera que uno de ellos no sea del

conjunto solucion del problema 1
5.1.5 Ejemplos dados en el enunciado de un problema

Los ejemplos dados en el enunciado de un problema como estrategia para ayudar al estudiante
a entender el problema pueden alejar al estudiante de la eleccién correcta del modelo

combinatorio al que pertenece este.

Recordemos el problema 2 del cuestionario del que transcribimos el enunciado a

continuacion:

Un nifio tiene doce cartas: 9 de ellas son los nimeros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9. Las tres
restantes son las figuras: sota, caballo y rey. ¢ De cuantas maneras se pueden alinear cuatro de
las doce cartas, con la condicion de que siempre esten alineadas las tres figuras? Ejemplo:

sota, caballo, rey, 1.

Antes de iniciar la resolucion del problema, se pide al estudiante que escriba un ejemplo de
alineacion de cartas, diferente al anterior, que forme parte de la solucidn y otra alineacion que

no.

Observamos que el ejemplo a tomar en consideracion (sota, caballo, rey, 1) y la palabra

alinear, pueden inducir otros aspectos que restringen la solucion. Por ejemplo, en nuestra
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investigacion el 75% los condujo a pensar en la posibilidad de que las cartas deben estar en el
orden (sota, caballo, rey, cualquier nimero) o (cualquier nimero, sota, caballo, rey). Dejando
fuera elementos del conjunto solucién como (caballo, sota, 3, rey). Es posible que este ltimo
elemento del conjunto solucién sea un mejor ejemplo que el dado en el enunciado del

problema 2 del cuestionario.

5.2 Sobre los resultados después de la experimentacion de la Unidad
Didactica

5.2.1 Uso de la multiplicacién de datos

Antes de que los estudiantes realizaran la unidad didactica la mayoria de ellos utilizaba la
multiplicacion de los datos del enunciado, o bien tablas de enumeracion de elementos del

conjunto solucién, para dar respuesta a los problemas.

La aplicacion de la unidad didactica no logré que algunos estudiantes modificaran
significativamente la practica de multiplicar los datos del enunciado del problema segun la
prueba de McNemar aplicada a la informacion obtenida antes y después de tomar la unidad
didactica (Tabla 15R).

Para evitar estas situaciones, la Unidad Didactica podia considerar que cada vez que se
resuelva un problema combinatorio, se muestre a los estudiantes que realizar la suma o
multiplicacion de los datos no necesariamente conduce a su solucion. Este proceso llevaria a
los estudiantes a rechazar algunas de sus ideas originales y luego, modificar, refinar o

consolidar sus argumentos originales.

En este sentido consideramos que la unidad didactica debe contemplar como tema inicial
problemas que tengan como Unica finalidad determinar el modelo combinatorio al que
pertenece un determinado problema. De esta manera se logrard centrar la atencion del
estudiante en el proceso que lleva a la determinacion del modelo combinatorio al que

pertenece el problema.

Una posibilidad para llevar a cabo esta propuesta es que el profesor plantee dos problemas

muy parecidos. Por ejemplo veamos los siguientes casos:
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A.En un salon de clases hay cuatro estudiantes (Pedro, Juan, Mario y Saul). El
profesor tiene que elegir a 3 estudiantes para leer 3 libros idénticos. (De cuéntas
maneras diferentes puede elegir a los 3 estudiantes?

B. En un salon de clases hay cuatro estudiantes (Pedro, Juan, Maria y Sofia). El
profesor tiene que elegir a 3 estudiantes para leer 3 libros (Historia, Filosofia y
Matematicas). EI primero en ser elegido lee el libro de Historia el segundo en ser
elegido lee el de Filosofia y el tercero el de Matematicas. ¢De cuantas maneras

diferentes puede elegir a los 3 estudiantes?

Una vez planteados los dos problemas se pide a cada estudiante que dé un ejemplo de un
elemento del conjunto solucion de cada problema, argumentando su respuesta. Si después de
haber escuchado los ejemplos dados por los estudiantes no se logra que diferencien los
modelos combinatorios (combinaciones y ordenaciones) de cada problema, se procede de

manera diferente.

Ahora, el profesor da dos ejemplos del conjunto solucion de cada problema y pide a los
estudiantes que determinen a qué conjunto solucion pertenecen. Por ejemplo, para los dos

problemas dados en parrafos anteriores puede plantear el siguiente problema:

Problema: Determina cuél de las siguientes ternas que aparecen a continuacion puede ser
elemento del conjunto solucion del Problema Ay cuéles elementos del conjunto solucién del
problema B.

(Pedro, Juan, Maria), (Pedro, Maria, Juan) y (Sofia, Maria, Juan)

Adicionalmente, y de acuerdo con Moses, Bjork y Goldenberg (1993) consideramos necesaria
la creacion de problemas combinatorios con el fin de mejorar su comprension de la estructura
de los problemas combinatorios, dado que para lograrlo necesitan considerar el disefio del
problema, esto es, los componentes que hacen construir el problema, tal como el
conocimiento o desconocimiento de la informacion, los objetivos a ser alcanzados y cualquier

condicion para alcanzarlos.
5.2.2 Tablas de enumeraciéon de elementos

Las tablas de enumeracion de elementos como estrategia heuristica en la resoluciéon de

problemas de combinatoria tienen una gran importancia, sobre todo si los problemas que se
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han de resolver son de los llamados problemas de enumeracion (problemas en los que se

pueden enumerar los elementos del conjunto solucion).

En torno a este aspecto podemos identificar que antes de iniciar la unidad didactica, la
mayoria de los estudiantes aplico en alguno de los problemas una tabla de enumeracion de
datos al intentar escribir en una tabla cada uno de los elementos que conforman el conjunto

solucidn del problema (Tabla 7R).

Sin embargo, al terminar el curso tradicional algunos estudiantes que se inclinaban por el uso
de la multiplicacion de datos del enunciado y/o por la enumeracion de elementos en tablas
para resolver problemas, optaron por usar otro tipo de estrategias heuristicas como diagramas

de érbol, férmulas y el principio del palomar propias de la combinatoria (Tabla 17R).

Se observé que algunos estudiantes que tomaron la unidad didactica, y que utilizan un método
de conteo sistematico, cometieron dos tipos de error al enumerar los elementos del conjunto

solucion del problema que resuelven:

Error 1. Dar por concluido el conteo cuando el nimero de elementos encontrado
coincide con el resultado de multiplicar los datos dados en el enunciado del problema
(Dibujo 7R).

Error 2. Omitir algin elemento o elementos del conjunto solucion. Es decir, comenten

alguno de los errores mencionados por English (1993 a y b) (Dibujo 6R).

Por lo antes mencionado pensamos que el monitor debe estar atento a este tipo de errores los
cuales dificultan que los estudiantes logren la solucion del problema. Ademas es necesario
que el monitor alerte a los estudiantes sobre este tipo de errores, los cuales se cometen con

mucha frecuencia durante el uso del conteo sistematico.
5.2.3 Diagramas de arbol:

Antes de que los estudiantes tomaran la unidad didactica la mayoria de ellos (84%) no usaban

los diagramas de arbol como estrategia heuristica en la resolucion de problemas (Tabla 9R).

Sin embargo, al terminar la unidad didactica algunos estudiantes que se inclinaban por el uso
de la multiplicacion de datos del enunciado y/o por la enumeracion de elementos en tablas

para resolver problemas, optaron por usar otro tipo de estrategias heuristicas como los
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diagramas de arbol (hasta el 79% de los estudiantes) (Tabla 17R). Asi, pudimos identificar
que después de tomar la unidad didactica los diagramas de arbol se convirtid en la estrategia
heuristica mas utilizada por los estudiantes en el proceso de resolucion de problemas. En este
sentido al pasar a utilizar esta estrategia, los estudiantes dejaron de ejecutar operaciones, sin
explicacion aparente, con los datos (Tabla 17R). A pesar de los avances antes mencionados,
algunos estudiantes siguieron utilizando la practica de multiplicar los datos dados en el

enunciado.

A pesar del avance que significa el uso de heuristicas, es necesario constatar que la utilizacion
de diagramas de arbol, que fue la estrategia méas utilizada, tuvo una efectividad muy baja,
menor al 10% (Tabla 18R). El resultado es coherente con los hallazgos de Pesci (1994) quien
afirma que los estudiantes encuentran dificultad para construir diagramas de arbol adecuados
para representar situaciones problematicas y por tanto, los diagramas son la causa de muchos

errores.

Por otro lado, consideramos que es necesario que los estudiantes logren comprender el uso de
esta herramienta para resolver problemas combinatorios porque segin los hallazgos de
Fischbein (1975) promueven el razonamiento recursivo, propio de la combinatoria. Sin
embargo, puede tener sentido en estudiantes de educacion superior lo sefialado por Cafiadasy
Figueiras (2010) cuando sugieren que la instruccion de los diagramas de arbol sea posterior al
inicio del estudiante en la resolucion de problemas de combinatoria, cuando estén preparados

para analizar el proceso inductivo que representa el crecimiento del diagrama.
Los estudiantes cometieron dos tipos de error en el uso de esta estrategia:

e Considerar un diagrama de arbol de dos ramas: en los nodos de una rama se colocan los
elementos del primer conjunto dado en el enunciado del problema, y en los nodos de

la otra rama se colocan los elementos del segundo conjunto (Dibujo 8R).

2. Dibujar diagramas con nodos de diferentes conjuntos (diagramas de arbol con més de

dos ramas)

Consideramos que el profesor debe hacer referencia a este tipo de errores que cometen los
estudiantes durante la resolucion de problemas algo que puede hacer utilizando como ejemplo

situaciones en las que los estudiantes hayan cometido alguno de estos errores.
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5.2.4 Principio del palomar
Tanto esta estrategia como la siguiente fueron poco utilizadas por los estudiantes.

Antes de que los estudiantes tomaran la unidad didactica, no usaban el principio del palomar
como estrategia heuristica de resolucion de problemas. Al término de la unidad didactica

hasta el 21% la usaron en la resolucién de problemas.

Esto muestra que se lograron avances al pasar de la nula utilizacion de dicha estrategia a la
utilizacion por una determinada proporcion. Sin embargo, los que conocian el modelo

combinatorio las usaron adecuadamente.
5.2.5 Formula

En el caso del uso de las formulas, al inicio de la unidad didactica no las utilizaron vy al
término de la unidad didactica hasta el 21% de los estudiantes la usaron para resolver algunos

problemas.

Esto muestra que se lograron avances al pasar de la nula utilizacién de dicha estrategia a la
utilizacion por una determinada proporcion. Sin embargo, los que conocian el modelo

combinatorio las usaron adecuadamente.

5.3 Sobre los resultados después de la experimentacion del curso

tradicional

Después del curso tradicional la mayoria de los estudiantes la mayoria usaron como
estrategias heuristicas para resolver problemas: el principio del palomar y las formulas

propias de la combinatoria.
5.3.1 Uso de la multiplicacion de datos

Antes de que los estudiantes tomaran el curso tradicional la mayoria de ellos utilizaba la
multiplicacion de los datos del enunciado, o bien tablas de enumeracion de elementos del

conjunto solucion para dar respuesta a los problemas (Tabla 8R y 9R).

En este grupo no se logré que algunos estudiantes modificaran significativamente la practica
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de multiplicar los datos del enunciado problema segun la prueba de McNemar aplicada a la

informacion obtenida antes y después de la clase tradicional (Tabla 15R).

Por tanto, la unidad didactica y la clase tradicional no lograron que los estudiantes

modificaran esta practica.
5.3.2 Tablas de enumeraciéon de elementos

En torno a este aspecto podemos identificar que antes de iniciar la unidad didactica, la
mayoria de los estudiantes aplicé en alguno de los problemas una tabla de enumeracion de
datos al intentar escribir en una tabla cada uno de los elementos que conforman el conjunto

solucion del problema (Tabla 7R).

Sin embargo, al terminar el curso tradicional algunos estudiantes que se inclinaban por el uso
de la multiplicacion de datos del enunciado y/o por la enumeracion de elementos en tablas
para resolver problemas, optaron por usar otro tipo de estrategias heuristicas como el

principio del palomar y las formulas propias de la combinatoria (Tabla 19R).

5.3.3 Diagramas de arbol

Antes de que los estudiantes tomaran la unidad didactica la mayoria de ellos (83%) no usaban

los diagramas de arbol como estrategia heuristica en la resolucion de problemas (Tabla 8R).

Sin embargo, al terminar del curso tradicional practicamente ninguno (un estudiante para
resolver el problema 4) de los estudiantes uso los diagramas de arbol como estrategia

heuristica para resolver problemas (Tabla 19R)
5.3.4 Principio del palomar

Antes de que los estudiantes tomaran la unidad didactica, no usaban el principio del palomar
como estrategia heuristica de resolucion de problemas. Al término de la unidad didactica

hasta el 78% la usaron en la resolucién de problemas.

Esto muestra que se lograron avances al pasar de la nula utilizacion de dicha estrategia a la
utilizacion por una determinada proporcién. Sin embargo, la efectividad del uso de esta es
muy bajo (21%)
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5.3.5 Férmula

Antes de que los estudiantes tomaran el curso tradicional ningun de ellos usaban férmulas

como estrategia heuristica en la resolucién de problemas (Tabla 8R).

Sin embargo, al terminar la unidad didactica algunos estudiantes que se inclinaban por el uso
de la multiplicacion de datos del enunciado y/o por la enumeracion de elementos en tablas
para resolver problemas, optaron por usar otro tipo de estrategias heuristicas como formulas
(hasta el 78% de los estudiantes lo usaron para resolver el problema 6) y el principio del
palomar (hasta el 61% lo usaron para resolver el problema 4) (Tabla 19R). Asi, pudimos
identificar que después de tomar la unidad didactica las formulas se convirtieron en la
estrategia heuristica mas demandada por los estudiantes en el proceso de resolucion de
problemas, seguida por el principio del palomar y luego las tablas de enumeracién de
elementos. En este sentido y con el uso de estas estrategias los estudiantes dejaron de ejecutar
operaciones con los datos, sin explicacion aparente (Tabla 19R). A pesar de los avances antes
mencionados, algunos estudiantes siguieron utilizando la practica de multiplicar los datos

dados en el enunciado.

Ademas, el uso de formulas, que fue la estrategia mas utilizada tuvo una efectividad media,
del 50% (Tabla 20R).

A partir de estos resultados, entendemos que es necesario revisar la metodologia de ensefianza
tradicional y adaptarla a la propuesta en la unidad didactica para ensefiar el uso de formulas.

5.4 Sobre el método de enseitanza

5.4.1 Sobre el profesor

El analisis realizado en torno a la influencia que tuvo el método de ensefianza-aprendizaje

utilizado nos permite derivar conclusiones que tienen que ver con el papel del profesor

Los profesores del area de matematicas de la facultad de informatica de la Universidad
Veracruzana no han tenido experiencias ni como estudiantes ni como profesores con un
método de ensefianza-aprendizaje constructivista basado en la resolucion de problemas como

medio de aprendizaje. No obstante y a pesar de que el profesor encargado del grupo que
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utilizaria la unidad didéactica recibio instrucciones para apoyar su papel de monitor, le fue muy
complicado desarrollar esta funcion. Este metodo de corte constructivista en donde el
estudiante es el centro de este proceso y que utiliza la resolucion de problemas como eje
central para llevar a cabo el proceso ensefianza-aprendizaje le ocasiona varias dificultades.

Las que consideramos mas significativas observadas durante esta investigacion son:

a) El profesor en algunas ocasiones esté dispuesto a dar la idea central de la resolucion del
problema a los estudiantes, quitandoles la oportunidad para aprender a través de la
formulacién por ellos mismos. Para Polya (1965) las preguntas orientadoras estan
pensadas para que sirvan como una ayuda que favorezca cumplimentar la resolucion
del problema y ha de ser equilibrada. Es decir, no debe ser excesiva pero tampoco ha
de ser limitada ni limitante al grado de hacer desistir a los resolutores en su propdésito
(Anexo 3).

b)La ayuda que ofrece al equipo de estudiantes al que se acerca para identificar si la
requieren es excesiva. Frecuentemente permanece con ellos por espacio de mas de 15
minutos. En algunos casos se pudo observar que con esta ayuda los estudiantes

obtienen la idea central de la resolucion del problema (Anexo 3).

Por otra parte, las investigaciones de Schoenfeld (1988) ponen de manifiesto que los
estudiantes que habian recibido una instruccion a través de cursos tradicionales
dedican en promedio 11.7 minutos a la resolucion de un problema antes de
abandonarlo. En consecuencia el hecho de que el profesor se dedigue a un solo equipo
durante tanto tiempo da lugar a que los otros equipos, que no han logrado avanzar en
la resolucion del problema, ya no mantengan la atencion en el proceso de resolucion,

dedicandose a desarrollar otras actividades personales.

Estos indicadores nos llevan a pensar que los profesores requieren una mayor preparacion
para enfrentar este tipo de metodologia de ensefianza. Consideramos pertinente que como
parte de sus cursos teoricos-practicos de desarrollo y mejoramiento académico pueda
encontrar informacion y estrategias que al menos le puedan dar respuesta a preguntas como

las siguientes:
= ;Como plantear y resolver problemas desde un enfoque constructivista?

= (En qué momento debe intervenir un monitor para ayudar a un equipo de
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estudiantes a avanzar en la resolucion de un problema?

= ;,Como disefiar una sesion de clase para un grupo de estudiantes organizados en
equipos, usando un modelo constructivista de ensefianza-aprendizaje, tomando

como eje central de ensefianza la resolucion de problemas?
5.4.2 Eleccion del modelo

Algunos de los estudiantes que formaron parte de la investigacién no lograron los objetivos
planteados en la unidad didactica. En general se pudo observar que:

a) Los estudiantes que cursaron la unidad didactica fueron alentados para utilizar
diferentes estrategias heuristicas (modelos y representaciones) y explicar el uso de
ellas (Anexo X). Para Bharath (2004) es importante que los estudiantes tengan libertad
para utilizar diferentes representaciones y modelos y que estos sean alentados a
describir y explicar sus acciones. Alentar tal flexibilidad y el analisis critico de la

construccién elegida es una base para estudios mas avanzados en matematicas.

Los estudiantes de la clase tradicional fueron instruidos para resolver los problemas
utilizando férmulas acompafiadas de una serie de reglas para aplicarlas en diferentes
modelos combinatorios (Anexo 4). En torno a este aspecto Polya (1965) opina que un
profesor que usa su tiempo en ejercitar a sus estudiantes en operaciones que son

rutinarias no estimula el interés y la curiosidad, e impedira el desarrollo intelectual.

b) Los estudiantes que cursaron la unidad didactica, en general se mantuvieron
atentos al proceso de resolucién del problema, participando activamente dentro de su
equipo, compartiendo sus hallazgos, y cuando se les requirié la comparticion ante la
totalidad del grupo (Anexo 3). Bharath (2004) recomienda que los estudiantes
compartan la solucion de los problemas combinatorios con sus pares. Para ello, se
requiere que describan y expliquen cémo llegaron a la solucién y por qué consideran
que su solucién es verdadera y unica. Esta practica de compartir significa que la
solucion que los estudiantes generan debe sostenerse bajo el escrutinio de otros
estudiantes. Ademas, cuando los estudiantes comparten su solucion, nos proporcionan
conocimiento sobre su comprensién de la combinatoria. Reconocemos estas practicas
como unas de las que mejores efectos tienen en el aprendizaje y la comprensién en la

resolucion del problema.
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Por otro lado, algunos estudiantes de la clase tradicional se mantuvieron atentos a las
explicaciones del profesor y participaron individualmente en la resolucion de
problemas. A peticion del profesor, algunos de ellos (muy pocos), socializaron con el
grupo la solucion del problema y en raras ocasiones el proceso de resolucion (Anexo
Y).

5.4.3 Sobre la potencialidad del método

A pesar de que los resultados no son los esperados, se pueden destacar algunas conclusiones

importantes sobre los logros del método de ensefianza plasmado en la unidad didéactica:

Mayor riqueza de estrategias

No siempre los ejemplos son una ayuda en la resolucion de problemas.

Dar un ejemplo y/o un contraejemplo de un elemento del conjunto solucién no indica

que el resolutor conozca el modelo combinatorio al que pertenece el problema.

Buscan justificar el producto de los datos del enunciado del problema.

Si los estudiantes conocen el modelo combinatorio al que pertenece el problema, logran
la solucion cuando usan las formulas propias de la combinatoria o el principio del
palomar.
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ANEXO M3
UNIDAD DIDACTICA COMBINATORIA

Introduccion

Una unidad didactica es fundamentalmente un ejercicio de planificacién del proceso
ensefianza-aprendizaje de un objeto concreto de conocimiento. En torno de dicho objeto
se concretan y organizan los elementos mas relevantes que contextualizan una préactica
docente situada. En el disefio de una unidad didactica no basta con precisar cuél es el
objeto de conocimiento y cuales son los objetivos que se persiguen. Su disefio esta
condicionado por elementos tan importantes como: a quién va dirigido; cuantas sesiones
la integran o en qué tiempo se espera alcanzar sus objetivos. Este tipo de factores se
hacen precisos con el propoésito de disponer de una planificacién concreta y detallada de
uno de los componentes del curriculum.

La presente unidad didactica corresponde al area de la matematica y se centra en el
estudio de la Combinatoria. La decision de disefiar un trabajo de este tipo en esta rama
de las matematicas responde, en principio, al interés particular de este autor. Responde
también a la necesidad de disponer de una planeacion adecuada y precisa para enfrentar,
con mayores expectativas de éxito, el aprendizaje de la Combinatoria en dos cursos del
plan de estudios vigente de las licenciaturas donde realizo mi practica docente. Me
refiero a los cursos de Probabilidad y Matematicas Discretas.

Estos cursos se imparten a estudiantes de la licenciatura en Ciencias y Técnicas de la
Estadistica y de la licenciatura en Informatica en la Universidad Veracruzana (México).
Tienen asignadas cinco horas a la semana para su ensefianza, de un total de 15 para la
Unidad. Ambos cursos tienen caracter obligatorio para los estudiantes de las dos
licenciaturas. Normalmente, los estudiantes de las mencionadas licenciaturas se ven
estimulados a tomar estos cursos durante uno de los dos primeros periodos semestrales.
En caso contrario, se ven impedidos para continuar determinados cursos de semestres
superiores.

A menudo, los profesores que atienden estos cursos suelen reproducir el modelo de
ensefianza que tradicionalmente se ha adoptado y en el cual pueden identificarse tres
fases:

e Introduccion del tema

e Ejemplos realizados por el profesor
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¢ Resolucion de ejercicios semejantes a los ejemplificados por el profesor

A pesar de la ineficacia de este modelo de ensefianza, se sigue reproduciendo por causas
que no abordamos en este espacio. En consecuencia, el disefio de la presente unidad
didactica describe un plan de trabajo concreto que tiene el proposito de que los
estudiantes de los cursos arriba citados, adquieran un aprendizaje significativo de la
combinatoria a través de la resolucion de problemas.

En tanto que estrategia didactica, la resolucion de problemas reside fundamentalmente
en la reflexion y la creatividad. Por tanto, nos proponemos que como consecuencia de la
aplicacion de esta unidad didactica, los estudiantes desarrollen y mejoren aquellas
habilidades que facilitan la apropiacion de nuevos conocimientos que, en este caso, se
centra en la Combinatoria.

Nos referimos a habilidades como: observar, enumerar sistematicamente los elementos
de un conjunto dado; definir, en palabras del estudiante, los conceptos de arreglos con y
sin repeticion, permutaciones y combinaciones, clasificar los problemas de acuerdo a
estos conceptos; aplicar herramientas heuristicas para la resolucion de problemas
combinatorios; conjeturar las formulas de cada uno de los conceptos combinatorios;
particularizar; generalizar.

Ademas, el profesor ha de desempefiar el papel de guia facilitador del aprendizaje. Para
ello, debe estimular procesos de razonamiento que favorezcan el desarrollo de
heuristicas en tanto que técnicas de indagacion y de descubrimiento necesarios en la
resolucion de problemas. Una manera de estimular el trabajo de los estudiantes consiste,
en valorar la solucion de un problema. Asi como, valorar el avance logrado en la
bdsqueda de una solucion o de la solucion del problema.

La génesis de alguna heuristica demanda en el profesor conocimientos y experiencia
suficientes que le permitan ponderar las acciones de los estudiantes, que eventualmente
puedan conducir a resultados plausibles, sin importar si son correctos. En esta tarea,
resulta conveniente que el discurrir de los estudiantes vaya acompafiado de una breve
explicacion o comentario en relacion al camino elegido en la resolucion. En la tarea
metacognitiva de darse cuenta de tal avance, los estudiantes comprenden mejor el tema
a estudiar y su conocimiento adquiere mayor significatividad.

Por otra parte, resulta conveniente que el profesor induzca a los estudiantes a valorar los
procesos que pueden ser explicados por sus compafieros y que ayude a los estudiantes a
buscar una explicacion en aquellos procesos que no han logrado hacerlo. En todo caso,
los pasos que parezcan trucos sacados de la manga, merecen un tratamiento valorativo
diferenciado. En esta tarea, el papel del monitor exige una atencion cuidadosa para
captar el trabajo global que desarrollen los estudiantes que individualmente o en equipo,
trabajen en la resolucion de un problema.
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El profesor podria ayudar a los estudiantes en situaciones puntuales como las siguientes
(Mason, 1988):

e Cuando el estudiante hace patente que no puede avanzar en la resolucion
del problema.

e Cuando sea evidente gque el estudiante estd enredado en un entresijo de
calculos inconexos que le resulten complicados de manejar.

e Cuando el desarrollo elegido por el estudiante no conduzca a la solucion.
e Cuando las conjeturas sean palmariamente invalidas

La ayuda del profesor ha de alentar a los estudiantes para que se planteen interrogantes
y hagan sugerencias. La ayuda debe ser tal que favorezca cumplimentar la resolucién
del problema y ha de ser equilibrada. Es decir, no debe ser excesiva pero tampoco ha de
ser limitada ni limitante al grado de hacer desistir a los resolutores en su proposito.

Esta préactica puede hacer que los estudiantes consigan resolver problemas de una
complejidad adecuada a su nivel, sin la ayuda del profesor. El proceso de reflexion y el
planteamiento de interrogantes se desarrollan y son mejorados a través de una practica
continua en la resolucion de problemas.

Un aspecto importante que ha de tener en cuenta el profesor que ejerza como monitor es
que, en general, los estudiantes, en promedio, mantienen la atencion en la resolucion de
un problema, en periodos que pocas veces superan los 11.7 minutos, antes de considerar
que no podran resolverlo (Schoenfeld, 1992). Esta conducta la mantienen
particularmente estudiantes cuya experiencia en la resolucién de problemas ha
consistido tan s6lo en el desarrollo de ejercicios rutinarios.

En resumen, un método que proponemos y que puede ayudar a los estudiantes en la
resolucion de problemas, tiene las siguientes caracteristicas (Gémez, 2008):

e El uso de las cuatro fases de Polya (1965) para, mediante preguntas,
hacer avanzar a los alumnos en el proceso de resolucion de problemas.
e Las sugerencias de Mason (1988) que nos permiten determinar el
momento en que se debe prestar la ayuda a los alumnos en la resolucién de
problemas.
e El tiempo que debe esperar el docente, antes de suponer que el estudiante
considere que no podra resolver el problema (Schoenfeld, 1992).
La unidad didactica que presentamos aqui incluye una serie de problemas para ser
resueltos por los estudiantes. Como tales problemas pueden tratar aspectos diversos de
la combinatoria en situaciones diferentes, la seleccion que se haga debe incluir
problemas de una complejidad gradual. El aprendizaje de la combinatoria, a través de la
resolucion de problemas requiere que los participantes tengan los conocimientos
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propios de estudiantes que han concluido el bachillerato. De manera particular, es
importante que los estudiantes recuerden:

e Operaciones elementales con expresiones algebraicas

e Deberian tener ciertos habitos basicos propios de la resolucion de
problemas. Por lo menos algunas heuristicas elementales como
particularizar, simplificar el problema, resolver problemas anélogos.

Sin embargo, es dificil poder garantizar dichos héabitos, por lo que la unidad esta
disefiada partiendo de la idea que muchos estudiantes, posiblemente, no tengan estas
habilidades.

El conjunto de problemas que hemos seleccionado para esta unidad didactica asi como
las actividades propuestas la hemos dividido en 5 sesiones de trabajo. El orden en que
presentamos los diferentes tépicos de la unidad, es con el fin de mejorar el aprendizaje
de los estudiantes en la ensefianza de la combinatoria (Fischbein y Gazit, 1988).

En cada sesion iniciamos pidiendo a los estudiantes que resuelvan problemas que
contienen elementos simbdlicos, de nimeros y letras, con el fin de facilitar la resolucion
de estos (Fischbein y Gazit, 1988). No obstante, cuando los estudiantes ya han
entendido los conceptos objeto de la sesion, los problemas que se les pide resolver son
de toda indole.

En los primeros problemas que aparecen en cada sesion, segin nuestra experiencia
docente, describimos el proceso de resolucién que pueden seguir algunos grupos de
estudiantes. No obstante, habra otros grupos, que sorprenderan al profesor con procesos
de resolucion creativos y novedosos. Por lo antes dicho, el profesor debe evitar
intervenir directamente en la resolucion de los problemas, como ya lo hemos
mencionado en parrafos anteriores. Por lo que, la razén para describir uno de los
proceso de resolucién de estos problema es proporcionarle la mayor informacion
relacionada con este tipo de cursos, sobre todo a los docentes que no tiene experiencia
en la ensefianza de la combinatoria usando la resolucién de problemas.

El contenido de cada sesion incluye el o los temas que se muestra en la siguiente tabla:
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SESION TEMA TIEMPO

1 Diagrama de Arbol y Regla de la Multiplicacion. 150
Arreglos con repeticion. Construir grupos de k elementos de un
numero de n elementos dados, si los elementos se pueden usar

2 H A n_ Kk 50
tantas veces como se quiera. La formulaes A’ =n
Construir grupos de k elementos de un nimero de n elementos
dados, si cada elemento solo se puede usar una sola vez. La

3 formulaes A’ =n(n-1)(n-2)...(n—k +1) 100
Caso particular k=n, (Permutaciones)
P,=n(n-D(n-2)-....(n—n+) =n(n-1)(n-2)-...-1=n!
Combinaciones: Construir conjuntos de k elementos de un
grupo de n elementos dados. En este caso no pueden repetirse

4 los elementos y no se deben remplazar. La formula es 100

o _A _n(n-H(n-2)-....(n-k+)  n!
<R 1.2-3-...-k k!(n—k)!
5 Problemas de combinatoria en general. 100

Tabla 1. Distribucién de los temas considerados para el aprendizaje de la combinatoria

Los problemas a resolver, por los estudiantes en cada sesién, estdn pensados para
cumplir con los siguientes objetivos:

Desarrollar el pensamiento matematico de los estudiantes, en particular el pensamiento
propio de la combinatoria, que pueden resumirse en: observar, enumerar
sistematicamente, definir, clasificar, aplicar, conjeturar, particularizar y generalizar;
utilizar algunas estrategias heuristicas para la resolucion de problemas.

Los problemas seleccionados no han de ser necesariamente sencillos. La condicion
fundamental que requieren para ser propuestos a los estudiantes, es que puedan ser
entendidos por los estudiantes; ser susceptibles de ser resueltos sin necesidad de trucos
y ser generalizables.
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Recomendaciones generales para cada sesion.

Antes de iniciar las Sesiones, el profesor debera explicar a los estudiantes la mecénica
del curso. Pondré énfasis en el trabajo que alumnos y profesor desarrollaran en el aula.

Ademas, el profesor pedird a los estudiantes, al menos, realizar las siguientes
actividades, como trabajo extra escolar. Estas actividades se pediran, preferentemente,
en cada sesion:

e Resolver un problema, que no haya sido resuelto en el aula. durante las
sesiones. El problema puede ser elegido de la lista de problemas a ser
resueltos como trabajo individual, que aparece al final de la sesion.

e Construir y resolver un problema que requiera la aplicacion de los
conceptos dados en la sesidn y que esté relacionado con su area de estudio
de interés (Informatica o Estadistica).

e Describir el proceso que han seguido para verificar el resultado del
problema que haya resuelto.

Consideramos necesario que el profesor o monitor programe en cada sesion, las
siguientes actividades: Intervencion del profesor; exposicion de los estudiantes; trabajo
en equipo; trabajo individual y discusion general (Arcavi, A., Kessel, C., Meira, L., y
Smith, J., 1998).

A continuacién, hacemos una breve descripcion de cada una de estas actividades. Cabe
mencionar que el orden en que las presentamos, no guarda relacion con su importancia.
La descripcion de las actividades no supone que deban seguirse exhaustivamente en una
clase de 50 minutos.

¢ Intervencion del profesor

Las intervenciones del profesor, al introducir un tema, han de ser cortas. En todo caso,
han de producirse con la finalidad de orientar a los estudiantes en aspectos concretos
como: a) Establecer los objetivos particulares; b) Describir la forma de organizar el
trabajo de los equipos y en el aula; c) Explicar procedimientos, hechos o heuristicas que
permitan a los estudiantes avanzar en la resolucion de un problema.

e Exposiciones de los estudiantes

Las intervenciones de los estudiantes pueden ser de manera individual o por equipos
para a) Presentar sus argumentos; b) Dirimir ideas que puedan parecer contrarias entre
uno o mas miembros del equipo; ¢) Presentar el proceso de resolucion de un problema;
d) Presentar el proceso de resolucion de algun problema dado como trabajo extra
escolar; e) Presentar trabajos o tareas a desarrollar fuera del aula.
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e Trabajo en equipo

Los equipos podran integrarse con dos o tres estudiantes. El trabajo en equipo tiene
como propdsito proporcionar a los estudiantes un contexto mas o menos estable y
continuo para enfrentar colectivamente la resolucién de problemas. Se sugiere dedicar a
esta actividad el tiempo suficiente en cada sesion para resolver los problemas
planteados.

e Trabajo individual

El trabajo individual tiene como proposito evaluar el trabajo de cada estudiante fuera de
la sesion. La frecuencia y grado de participacion puede obtenerse a partir de la
participacion individual en el aula o bien, a partir de los reportes escritos que formen
parte del portafolio de trabajo de cada estudiante.

e Discusion general

Esta actividad ha de permitir a los estudiantes escuchar y valorar las preguntas y
comentarios de sus compafieros; corregir errores cometidos en el proceso de resolucion
de un problema o aprender a sustentar sus ideas.

Un ejemplo de la utilizacion de estas actividades, puede ser como sigue: Después de que
los estudiantes, agrupados en equipos de dos o tres personas (Trabajo en equipo),
intenten resolver algunos problemas utilizando sus propios recursos, el profesor y los
estudiantes, escucharan algunos procedimientos de resolucién elaborados por otros
equipos, (Exposiciones de los estudiantes y Discusion general). Si ningun equipo usa
como estrategia de conteo los diagramas de arbol, el profesor, si considera que es el
momento, tomara la palabra (Intervencion del profesor), para explicar a los estudiantes
el uso de estos o bien para hacer las preguntas pertinentes que pueda conducir a los
estudiantes a los diagramas de arbol.

El trabajo cotidiano consiste fundamentalmente en la resolucion de problemas de
diferente grado de dificultad. La coleccion de problemas que proponemos puede
facilitar el propdsito del profesor. Los problemas que incluimos pueden servirle para
organizar su trabajo docente, seleccionando aquellos que considere adecuados para
valorar el avance de sus estudiantes con los trabajos extraescolares. Conviene precisar
que el profesor puede plantear problemas de otra indole. No debe perderse de vista que,
independientemente de los problemas que sean seleccionados, el propdésito que nos
anima es el de ayudar a los estudiantes a alcanzar los objetivos planteados en la unidad.

Los problemas de la lista de cada sesion pueden agruparse en problemas que se
resuelven con la aplicacién de una operacion combinatoria y los que requieren mas de
una operacion. Ademas, los podemos ubicar en las tres primeras categorias, de las
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cuatro categorias de problema, definidas por Polya, (1981) y modificadas para uso
escolar por Gomez, (2008).

Estas categorias son:

1. Los problemas en los cuales la regla que hay que aplicar salta a la vista, porque la
regla se da en la sesion donde se propone la resolucion del problema;

2. Los problemas en los cuales hay que escoger la regla que hay que aplicar, se ha
trabajado en clase y el problema se aplica inmediatamente después de haber
terminado la dltima sesion en que se finalizd de ver las reglas necesarias para la
solucion del problema;

3. Los problemas en los cuales hay que escoger una combinacion de reglas
previamente estudiadas en algun curso o de forma independiente;

4. Los problemas en los cuales hay que investigar: se trata de problemas en los que la
resolucion de los cuales exige una combinacion original de reglas y el uso de
razonamiento plausible.

Finalmente, presentamos el contenido de cada una de las cinco sesiones, con los
objetivos a alcanzar por los estudiantes y los problemas sugeridos para lograr tal fin.
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SESION 1

Diagrama de Arbol y Regla de la Multiplicacion
Tiempo estimado: 150 minutos (tres clases de 50 minutos)

Se sugiere que se inicie la sesion con el planteamiento de un problema de combinatoria,
que los estudiantes intentaran resolver; éste debe ser soluble aplicando alguna estrategia
de conteo sistematico, o bien por ensayo y error. Es posible que algunos estudiantes no
logren encontrar la solucion al problema o bien den una solucién errénea. Dando lugar
con esto a que el estudiante tenga interés en conocer o construir alguna estrategia de
conteo sistematico para enumerar las posibilidades, o bien, valorar las que el docente
proponga (diagramas de arbol).

Como sabemos, los Diagramas de Arbol, son un recurso auxiliar en la resolucion de
problemas, como pueden ser los de la combinatoria. Su desconocimiento o el mal uso
de esta estrategia pueden dificultar la resolucion de algunos problemas. Este recurso
puede sugerir la generalizacion de un problema y mirar los problemas con una
perspectiva diferente.

Se espera que los estudiantes, después de resolver algunos problemas, consigan: aplicar
un método de conteo sistematico, el uso de la regla del producto, la utilizacion de
alguna estrategia heuristica para la resolucion de algunos problemas.

Para iniciar la sesion usaremos los siguientes problemas:
Problemas

a) Problemas para que los estudiantes, agrupados en equipos, resuelvan en
clase.

Problema 1.

Se tienen dos bolas, numeradas con los digitos 1 y 2, en una caja. Se saca una bola y se
anota el digito que tiene escrito y se regresa a la caja, en seguida se saca otra bola y se
anota el digito que tiene escrito, de tal forma que formemos nimeros de dos digitos.
¢Cuantos numeros diferentes podemos formar siguiendo este proceso y cuales son
estos?

Al extraer de la caja la primera bola podemos obtener alguno de los siguientes
resultados (Diagrama 1.1):
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Primera extraccion

1
2

Diagrama 1.1

Ya que al después de extraer la bola esta es retornada a la caja, al sacar la segunda bola,
nuevamente podiamos tener la posibilidad de sacar la bola 1 o la bola 2 (Diagrama 1.2):

Primera extraccion Segunda extraccion

1 21
2
2 22
Diagrama 1.2

Por lo que podemos formar los siguientes nimeros:

11, 12,
21, 22.

Por lo tanto, hay dos nimeros de la primera extraccion y dos de la segunda extraccion,
con lo que obtenemos 2x2=4 (aplicacion de la regla del producto) nimeros diferentes.

Problema 2.

Como en el Problema 1, ahora con 3 bolas rojas, numeradas del 1 al 3. ;Cuantos
nameros diferentes se pueden formar al extraer las tres bolas y cuales son estos
ndmeros?

Al extraer la primera bola roja, podemos obtener alguno de los siguientes nimeros
(Diagrama 1.3)
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Primera extraccion

1
2
3

Diagrama 1.3

Ya que al extraer la bola ésta es retornada a la caja, al sacar la segunda bola nuevamente
podiamos tener la posibilidad de sacar la bola 1 o la bola 2 o la bola 3.

Esto es (Diagrama 1.4):

Primera extraccion Segunda extraccion
1
1 2

Diagrama 1.4

En la tercera y ultima extraccién, debemos hacer uso de nuestra imaginacion. Asi que
no dibujaremos el diagrama completo, por ser muy grande, por lo que imaginaremos lo
gue no aparece en las Gltimas lineas del diagrama 1.5 que representa graficamente la
extraccion de las tres bolas de la urna y los nimeros obtenidos en las tres bolas después
de hacer las extracciones.
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Primera extraccion  Segunda extraccion  Tercera extraccion Numero formado

111
112
113
121

1
1< 2
3
1
2 122
\ 3 123
1
<2
3
1
2
3

131
132
133
211
212

1 \
213

etc. etc.

/\

etc.

\

Diagrama 1.5

Observamos, en la primera extraccion existen 3 posibilidades. En la segunda extraccion
existen tres posibilidades para cada una de la primera, esto es, 3x3 posibilidades. En la
tercera y Ultima extraccion hay tres posibilidades, para cada una de la segunda
extraccion, es decir, existen en total 3x3x3=27 numeros diferentes que se pueden
formar, algunos de ellos aparecen en la Gltima columna del diagrama anterior. Se
pueden deducir los nimeros faltantes, completando mentalmente el diagrama anterior.

A continuacion escribimos los 27 nimeros diferentes que podemos formar:

111, 112, 113, 121, 122, 123, 131, 132, 133,
211, 212, 213, 221, 222, 223, 231, 232, 233,
311, 312, 313, 321, 322, 323, 331, 332, 333,

Problema 3

Un estudiante presenta 3 exadmenes de una asignatura durante el curso. Las
calificaciones que puede obtener son: 0, 1, 2, 3 y 4. ;De cuantas maneras distintas
pueden ser calificados los 3 exdmenes?

En el primer examen el estudiante puede obtener cualquiera de las calificaciones 0, 1, 2,
3y 4. (Diagrama 1.6):
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Primer examen presentado

0
1
> 2
3
4
Diagrama 1.6: Calificaciones que pueden ser obtenidas en el primer examen

Para cada calificacion obtenida por el estudiante en el primer examen presentado, en el
segundo examen tiene también las posibilidades de obtener las calificaciones de 0, 1, 2,
3y 4 (Diagrama 1.7).

Primer examen Segundo examen
0

1

0 > 2
3

4

0

1

1 > 2
3

4

0

1

2

> 2
Ec. Etc. Etc.

Diagrama 1.7: Calificaciones posibles en el primero y segundo examen

En el diagrama 1.8 presentamos las posibles calificaciones que puede obtener un
estudiante en el tercer examen. En el diagrama se puede apreciar que el estudiantes tiene
5 posibilidades de obtener una calificacion, en el segundo también tiene 5 posibilidades
y en el tercero las mismas cinco.
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Por lo tanto, existen 5x5x5=125 posibilidades de obtener calificaciones en los tres
examenes, sabiendo que estas pueden ser en cada examen cualquiera de las siguientes:
0,1,2,3y4.

Primer examen Segundo examen Tercer examen

0

1

0 > 2

3

4

0

1

1 > 2

3

4

0

1

0 > 2 > 2
3

4

0

1

3 > 2

3

4

Etc. Etc. Etc

Diagrama 1.8: Calificaciones posibles en el primero, segundo y tercer examen

Problema 4

La Secretaria de Finanzas del Estado de Veracruz, requiere hacer credenciales para cada
uno de sus trabajadores, de tal forma que cada credencial tenga un nimero de 4 digitos
diferentes formado por las cifras 3, 4, 5, 6, 8 y 9 ;Cuantas credenciales diferentes puede
hacer?

El primer digito del nimero de dichas credenciales puede tener 6 posibilidades
(Diagrama 1.9):
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Primer digito
3

4
5}
6
8

9
Diagrama 1.9

Suponiendo que el primer digito del numero es 3, entonces, el segundo digito del
namero solo podra ser 4, 5, 6, 8 0 9. Ya que los digitos, segin el problema, deben ser
diferentes (Diagrama 1.10):

Primer digito Segundo digito
etc. etc.
3 > 6
etc. etc.

Diagrama 1.10

Para cada cifra del primer digito, existen 5 posibilidades para el segundo digito. Asi
que, como hay 6 posibilidades para el primer digito y 5 para el segundo, tenemos que
hay en total 6x5 digitos diferentes de dos cifras.

Como lo mostramos en el diagrama 1.11, al tercer digito del nimero solo le quedan 4
posibilidades. Ya que se asignaron, una al primer digito y otra al segundo. Por ejemplo,
si el primer digito seleccionado es 3, y el segundo es 5, solo le quedan al tercer digito
las posibilidades de ser 4, 6,80 9.
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Primer digito. Segundo digito Tercer digito
etc. etc. etc.

4\i8

(o]

w
v
(6]
v
© 0o O b

/4
6 > 5

etc. etc. etc.

Diagrama 1.11

En resumen, el diagrama 1.11 nos muestra que, para la eleccién del primer digito
tenemos 6 posibilidades, para la del segundo digito 5 posibilidades y para el tercer
digito 4 posibilidades. Por lo tanto, la cantidad de nimeros diferente que podemos
formar con los digitos 3, 4, 5, 6, 8 y 9 es 6x5x4=120. Es decir, se pueden formar 120
nameros diferentes.

Problema 5

En la sala de juntas de la Direccion de Estadistica e Informéatica hay una mesa
rectangular con 7 sillas, para reuniones de todo tipo. El consejo técnico de las dos
facultades consta de 7 miembros, incluyendo a la directora. ¢(De cuantas formas
diferentes se puede sentar cada uno de los miembros del consejo técnico si cada
integrante se puede sentar en cualquier lugar?

Después de que los estudiantes hayan resuelto en clase y en equipo los problemas
anteriores. Es posible que estén preparados para resolver los siguientes problemas:

b) Problemas para ser resueltos, de forma individual, por los estudiantes.

1) Se tienen 8 colores distintos y se desea pintar una pared, con 4 franjas de
colores diferentes. ¢ De cudntas maneras distintas lo podemos hacer?
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2) Se tienen n colores distintos y se desea pintar una pared, con r franjas de
colores diferentes (» < n). Suponemos que la pared es lo suficientemente
ancha para pintar las r franjas. ¢De cuantas maneras distintas lo podemos
hacer?

3) La clave de acceso al cajero bancario es de tres digitos. Una clave es
memorizable, si el primer digito es igual al tercer digito. ¢Cuantas claves
memorizables hay?

4) Si consideramos todos los numeros comprendidos entre 50 y 200,
incluyendo ambos numeros.

a) ¢Cuantos numeros enteros hay en total?

b) ¢Cuantos son pares y Cuantos impares?

c) ¢Cuantos son mayores que 7207

d) ¢Cuéntos son multiplos de 5?

e) ¢Cuantos contienen digitos diferentes?

f) ¢Cuéantos contienen el digito7?

g) ¢Cuantos no contienen el digito 0?

h) ¢Cuantos son mayores que 101 y no contienen el digito 67

i) ¢Cuantos contienen digitos en orden estrictamente creciente? (son
ejemplo de tales nimeros los siguientes: 13, 147 y 8.

5) Un estudiante presenta n examenes de una asignatura durante el curso.
Las calificaciones que puede obtener son: p, g, r, s, t, u, v. ;(De cuantas
maneras distintas pueden ser calificados los n exdmenes?

6) La clave de acceso a un banco, por internet, es de 9 digitos. Una clave es
memorizable si la secuencia di1d,dsd, es igual a la secuencia dgd;dgdg 0 a la
secuencia dsdgd;dg, donde d; representa el i-ésimo digito del ndmero.
¢ Cuantas claves memorizables hay?

7) ¢Cuantas secuencias diferentes de tres letras que contengan las letras a, b,
c, d, e, f pueden formarse?

a) con repeticion de cualquiera de las letras
b) sin repeticion de cualquier letra

c) sin repeticion de cualquier letra y que contenga la letra e
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d) con repeticién y que contenga la letra (f) sin repeticion y que
contenga la letra (e) o (f) o ambas.

8) Si se lanzan 3 dados diferentes ¢Cuantas maneras distintas hay de que el
mayor valor sea el doble del méas pequefio?

9) Hay 50 cartas numeradas del 1 al 50. Se eligen dos cartas diferentes al
azar. ¢Cuantas elecciones posibles puede haber para que una carta sea el
doble de la otra?

10) Una cadena de cartas se envia a 5 personas en la primera semana
del afio. La siguiente semana cada persona que recibe la carta la envia a 5
nuevas personas, Yy asi sucesivamente. ¢ Cuantas personas han recibido cartas
en las primeras 5 semanas?

11) Existen n formas diferentes de viajar de un lugar A a un lugar By
existen m formas diferentes de viajar del lugar B al lugar C.

a) ¢De cuantas formas diferentes se puede viajar del punto A al
punto C pasando por B?

b) ¢De cuantas maneras diferentes se puede hacer el itinerario
A—B—C—B—A?

c) ¢Cuantas rutas hay del tipo A—B—C—B—A4 si se te pide que no
repitas el camino 4—C en tu viaje de regreso?

12) n personas van a laborar a una fabrica que tiene r secciones de
trabajo. ¢De cuantas maneras diferentes puede el administrador de la
empresa distribuir las n personas en las r secciones? (Ejemplo: Puede poner
a todos en una sola seccién)
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SESION 2

Arreglos con repeticion.

Tiempo estimado: 50 minutos (una clase de 50 minutos)

Construir grupos de k elementos de un nimero de n elementos dados, si los elementos
se pueden usar tantas veces como se quiera. La formula es RA! = n*

Durante esta sesion y después de resolver algunos problemas, los estudiantes intentaran
expresar con sus propias palabras la definicion de arreglo con repeticién. Asi mismo han
de caracterizar problemas en los cuales el orden en que se cologuen los elementos es
relevante. Ademas, se les pedird conjeturar sobre la formula general de este concepto.
Podran distinguir entre problemas en los que pueden utilizar la formula y aquellos en
los que no es posible su uso.

Problemas
a) Problemas para que los estudiantes, agrupados en equipos, resuelvan en clase.

Problema 1

Si tenemos 3 digitos diferentes: 7, 4 y 3. ¢ Cuantos numeros diferentes podemos formar
con estos 3 digitos? y ¢ Cudles son? (Sabemos que algunos de ellos son: 743 y 333)

El primer digito se puede elegir de 3 maneras distintas (Diagrama 2.1).

Primer digito

Diagrama 2.1
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Ya que no existe la restriccion de que los digitos que forman el nimero sean diferentes,
para la eleccion del segundo digito, tenemos, también, las mismas elecciones: 7, 4y 3
para cada eleccion del primer digito (Diagrama 2.2).

Primera eleccion Segunda eleccién
7
7 > 4
3
7
4 > 4
3
7
3 > /4
3
Diagrama 2.2

En el diagrama 2.2 observamos que, si elegimos 7 como primer digito, entonces es
posible elegir como segundo digito cualquier de los digitos 7, 4 y 3. Si seleccionamos
como primer digito 4, entonces podemos seleccionar como segundo digito cualquiera de
los digitos 7, 4 0 3. Y por Gltimo, si tomamos como primer digito 3, entonces cualquiera
de los digitos 7, 4 0 3 podra ser seleccionado como segundo digito.

Para la eleccion del tercer digito, tenemos nuevamente, la posibilidad de elegir
cualquiera de los tres digitos 7, 4 y 3 como lo mostramos en el diagrama 2.3. El
diagrama representa las tres selecciones y por razones de espacio no lo dibujamos
completo.
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Primera eleccion segunda eleccidn tercera eleccion Numero formado

7 777

7-5::::::::::::::E 4 774

3 773

7 747

7 > 4-5::::::::::::::E 4 744
3 743

7 737

3-<E:::::::::::::::E 4 734

3 733

7 477

7 -E:::::::::::::E 4 474

3 473

7 447

4 > 4-5:::::::::::::E 4 444
3 443

a7 437

etc. etc. etc. etc.

Diagrama 2.3

Finalmente, el diagrama nos muestra que, para la eleccion del primer digito tenemos 3
posibilidades, para la del segundo digito, otras tres posibilidades y para el tercer digito
también 3 posibilidades. Por lo tanto, la cantidad de nimeros diferente que podemos

formar con los digitos 7, 4 y 3 es 3x3x3=3*= 27. Por lo que, se pueden formar 27
nameros diferentes.

Del diagrama 2.3, en la dltima columna, observamos que estos 27 numeros son:

777,774, 773, 747, 744, 743, 737, 734, 733,
477, 474, 473, 447, 444, 443, 437, 434, 433,
377, 374, 373, 347, 344, 343, 337, 334, 333,

Problema 2

El director de una fabrica quiere entregar tarjetas de identificaciones a sus 247
trabajadores. Espera que cada tarjeta contenga un nimero diferente por cada trabajador.
El numero debera estar compuesto por 3 digitos que seran cualquiera de las siguientes
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cifras: 1, 2, 3 y 4. ;Puede el director entregar a los 247 trabajadores las tarjetas de
identificacién con un nimero diferente a cada uno de ellos?

Se necesita conocer, cuantos numeros diferentes de 3 digitos pueden ser formados
usando las cifras 1, 2, 3y 4. Para esto, construimos un diagrama de arbol.

El primer digito del nimero de tres cifras puede ser cualquiera de los nimeros: 1, 2, 3y
4 (Diagrama 2.4).

Primer digito
1
2
3
4

Diagrama 2.4
Como en el enunciado del problema no aparece la restriccion, de que los digitos sean

diferentes, podemos elegir a cualquiera de las cifras 1, 2, 3 y 4, como segundo digito
(Diagrama 2.5).

Primer digito Segundo digito

1

1 > 2
3

4

1

2 > 2
3

4

1

etc. etc.

Diagrama 2.5
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Para la eleccion del tercer digito, existe nuevamente la posibilidad de elegir cualquiera
de los cuatro digitos 1, 2, 3 y 4. Como lo mostramos en el diagrama 2.6 en el que
representamos las tres selecciones y que por razones de espacio no lo dibujamos
completo.

Primer digito Segundo digito Tercer digito.
1
2
1 > 3
1 > 2 4
3
4
1
2 > 2
3
4
1
3 <: 2
etc. etc. etc.
Diagrama 2.6

El diagrama 2.6 nos muestra que en la eleccion del primer digito hay 4 posibilidades,
para la del segundo digito otras 4 posibilidades y para el tercer digito también 4
posibilidades. Por lo que, la cantidad de numeros diferente que podemos formar con los

digitos 1, 2,3 y 4 es de: 4x4x4=4%=64. De donde, el director de la empresa solo puede
dar a 64 trabajadores tarjetas de identificacion con nimeros diferentes.

Posiblemente, después de observar los resultados 3°y 4° de los problemas 1y 2,

respectivamente, seremos capaces de hacer alguna conjetura sobre la solucion de los
Problemas 3y 4.

Problema 3

¢ Cuantos nameros diferentes de 4 cifras se pueden formar con los digitos 1, 2y 3, 5?
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Problema 4
¢ Cuantos nameros diferentes de 2 cifras se pueden construir con los digitos 3, 4, 5, 7, 9?

Cuando hacemos referencia a que el estudiante conjeturara sobre la solucién de los
Problemas 3 y 4, queremos significar que ademas de dar una posible solucion, también
la soportara con argumentos. Las adivinanzas no seran valoradas por el docente, ya que
para éstas no hay argumentos solidos.

Es posible que algunos estudiantes, en este momento, no se encuentren preparados para
hacer estas conjeturas. Siempre existe la oportunidad de elaborarla con la introduccion
de un problema adicional y la ayuda del diagrama de arbol.

Después, los estudiantes, resolveran los Problemas 5y 6

Problema 5

¢ Cuantos nimeros diferentes de n digitos se pueden formar con los nimeros 2, 3y 4?
Finalmente, los estudiantes podran enfrentar el problema objeto de nuestra sesion:
Problema 6

¢Cuantos grupos diferentes de k elementos se pueden construir de un namero de n
elementos dados, si los elementos se pueden usar tantas veces como se quiera.

Consideramos, que éste es el momento de introducir una notacion que nos permita
representar arreglos con repeticion. Proponemos el simbolo RA', para denotar arreglos
de k elementos de un nimero de n elementos dados, si los elementos se pueden usar

tantas veces como se quiera (con repeticién). Ademas, el estudiante debe conocer la
existencia de otros simbolos diferentes al propuesto para representar la misma idea.

b) Problemas para ser resueltos, de forma individual, por los estudiantes.

1) La Secretaria de Finanzas del Estado de Veracruz tiene en su nGmina a 2080
trabajadores. Se requiere hacer credenciales para cada uno de ellos, de tal
forma que cada credencial tenga un numero de seis digitos diferentes
formado por las cifras 1, 2, 3, 4, 5y 6. ¢es posible hacerlo? Explique su
respuesta.

2) ¢Cuantas quinielas distintas se pueden hacer? (se pueden tomar tantos 1, X y
2 COMO necesitemos)
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3)

4)

5)

6)

¢De cuantas maneras se pueden formar un equipo de baloncesto de 5
jugadores, si en la plantilla hay 12 jugadores?. (No se tiene en cuenta el
puesto de cada jugador)

¢ Cuantos nimeros de tres cifras se pueden formar con los digitos 0, 1, 2, 3,
4,5, 6, 7, 8y 9? Las cifras se pueden repetir. La cifra de las centenas no
puede ser cero.

¢Cuantos resultados diferentes se producen al lanzar 5 dados de distinto
color y anotar los resultados de la cara superior?

Con un punto y una raya (simbolos clasicos del alfabeto Morse) ¢Cuantas
sefiales distintas de 5 digitos pueden hacerse?
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SESION 3

Arreglos sin repeticion.

Tiempo estimado: 100 minutos (dos clases de 50 minutos).

Construir grupos de k elementos de un niamero de n elementos dados, si cada elemento
solo se puede usar una sola vez. La formulaes A’ =n(n-1)(n—2)...(n—k +1)

Caso particular k =n, (Permutaciones)
A'=n(n-)(n-2)-...-(n—-n+1) =n(n-1)(n-2)-...-1=n!

Durante esta sesion y después de resolver algunos problemas, los estudiantes intentaran
expresar con sus propias palabras las definiciones de arreglos sin repeticion y
permutaciones. Asi mismo han de caracterizar problemas en los cuales el orden en que
se cologuen los elementos es relevante y si hay o no repeticién de sus elementos.
Ademas, se les pedird que hagan conjeturas sobre la férmula general acerca de estas
ideas. Podran distinguir los problemas en los que pueden utilizar las formulas.

Problemas

b) Problemas para que los estudiantes, agrupados en equipos, resuelvan en clase.

Problema 1

El maestro de matematicas quiere repartir 3 problemas diferentes a 3 estudiantes de
entre 4. ;De cuantas maneras diferentes puede repartir los problemas?

Denotemos con P1, P2 y P3 a cada uno de los problemas y con E1, E2, E3 y E4 a cada
uno de los cuatro estudiantes.

Asi que, el problema (P1) lo puede tener cualquiera de los 4 estudiantes E1, E2 y E3 y
E4 lo que describimos en el Diagrama 3.1
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Entrega del P1

Diagrama 3.1

El problema P2, puede ser entregado a solo aquellos estudiantes que no hayan recibido
el problema P1. Como se describe en el Diagrama 3.2

Entrega de problemas P1 P2

E2
E3
E4

El

El
E3
E4

E2

El
E3 E2
E4
El
E4 E2

E3

A AN

Diagrama 3.2

El problema P3, solo puede ser entregado a los estudiantes que no hayan recibido los
problemas P1y P2 (Diagrama 3.3).
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Entrega de problemas P1 P2 P3

E3
E4
E2
E4
E2
E3
E3
E4
El
E4
El

/'
\
/
\

E3

A

etc. € etc.

Diagrama 3.3

Observamos que el diagrama 3.3 ésta incompleto, ya que le faltan las ramas
correspondientes a las opciones de los estudiantes E3 y E4 de la columna

correspondiente a la entrega del problema P1. Completar este diagrama puede ser una
tarea para los estudiantes.

En este diagrama podemos observar que si el estudiante E1 recibe el problema P1, hay
tres opciones para entregar el problema P2, que son: el estudiante E2 reciba el problema
P2, 0 que E3 sea el que lo reciba, o bien que E4 lo tenga. Note que hemos descartado al
estudiante E1 como posible poseedor del problema P2, ya que él ya tiene el problema
P1. En resumen, para cada una de las 4 opciones de entrega del problema P1, existen 3
opciones de entrega del problema P2 (4x3).

Por ultimo, podemos observar en el mismo diagrama, que para cada estudiante poseedor
del problema P2, existen 2 estudiantes que pueden tener el problema P3.

Esto es, hay 4x3x2 = 24 formas diferentes para repartir 3 problemas entre 4 estudiantes.

En el lenguaje matematico, se dice, que se han construido grupos de 3 elementos (E2,
E3, E4) de un numero de 4 elementos E1, E2, E3, E4 dados, si cada elemento solo se
puede usar una sola vez y donde (E2, E3, E4) significa que al estudiante E2 se le ha
entregado la prueba P1, a E3 la prueba P2 y que a E4 la prueba P3. Ademas, notamos
que el orden en que se encuentran los estudiantes en los grupos formados es importante,
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ya que las ternas (E2, E3, E4) y (E3, E2, E4) representan distribuciones diferentes de
pruebas a los mismos estudiantes.

Problema 2

Se dispone de siete colores para disefiar una bandera que tiene tres franjas horizontales
de igual ancho pero de distinto color. ;Cuéntas banderas se pueden disefiar que no tenga
ningun color repetido?

Este es un problema en el que el orden en que se pongan los colores, cambia el disefio
de la bandera, y ademas no se admite repeticién de colores.

Para simplificar la escritura de colores, representaremos con las letras, A, B, C, D, E, F
y G, a los 7 colores diferentes. Por una terna de estas letras, a las banderas. Asi, por
ejemplo, la terna (B, C, F) representa a la bandera que tiene en la franja superior el color
B, en la franja central el color C y en la franja inferior el color F. Notamos que las
ternas (A, C, D) y (C, A, D) representan banderas que tienen los mismos colores, pero
en orden diferente, y por lo tanto, son banderas diferentes.

Un diagrama de arbol que nos ayuda a representar la cantidad de banderas diferentes de
tres colores que podemos formar es el que representamos en el Diagrama 3.4.

Primer color Segundo color Tercer color
C
D
B > E
F
G
B
D
C > E
F
G
D
A
etc. etc. etc.
7 elecciones 6 elecciones 5 elecciones
primer color segundo color tercer color
Diagrama 3.4
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Observamos del Diagrama 3.3, que para el primer color tenemos 7 posibilidades de
eleccion. Ya elegido el primer color de la bandera solo nos quedan 6 elecciones para la
eleccion del segundo color. Para el tercer color solo nos quedaran 5 colores de los 7,
porque 2 colores ya han sido elegidos para los dos colores anteriores. Por lo tanto, el
numero de banderas diferentes, de tres colores que podemos formar con 7 colores, es
7x6x5. Esto es 210 banderas diferentes, de tres franjas, formadas con 7 colores.

En términos matematicos, lo podemos expresar de la siguiente forma: Se han construido
grupos (banderas) de 3 elementos (colores) de un nimero de 7 elementos (colores)
dados, si cada elemento solo se puede usar una sola vez.

Es posible que el estudiante logre conjeturar la solucion al siguiente problema:
Problema 3

Se dispone de 36 colores para disefiar una bandera que tiene 6 franjas horizontales de
igual ancho pero de distinto color. ¢;Cuantas banderas se pueden disefiar que no tenga
ningun color repetido?

Después, de haber resuelto el problema 3, es posible que el estudiante resuelva los
Problema 4 y 5 en los siguientes términos:

Problema 4

¢Cuantos grupos de 6 elementos de un nimero de 36 elementos dados, se pueden
formar, si cada elemento solo se puede usar una sola vez?

Problema 5

¢ Cuantos grupos de k elementos de un nimero de n elementos dados, se pueden formar,
si cada elemento solo se puede usar una sola vez?

Este es el momento de introducir una notacion para representar los arreglos de k
elementos, sin repeticion, como la forma abreviada A . Ademas, debemos aclarar a los

estudiantes, que podemos encontrarnos, en algunos documentos, con otro tipo de
simbolos que representan la misma idea.

Iniciamos con los problemas de arreglos de n elementos tomados de un grupo de n
elementos, sin repeticion. Creemos que el estudiante, por el momento, no necesita saber
que el nombre que reciben estos arreglos es el de Permutaciones. Evitando con esto una
posible confusion. Considero que resulta de mayor importancia que el estudiante,
encuentre la equivalencia de este tipo de problemas (Permutaciones), con los arreglos
sin repeticion.
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Plantearemos el Problema 5 y Problema 6 con la finalidad de que el estudiante resuelva
problemas relacionados con arreglos sin repeticion, con k=n. Entender que el proceso
de resolucion de estos problemas es el mismo que el de los arreglos de k elementos
tomados de n, es el objetivo.

Problema 5

Con las letras de la palabra ABEDUL (arbol de la familia de las betulaceas que abunda
en los bosques europeos) ¢ Cuantas palabras diferentes de 6 letras no repetidas, con o sin
significado, podemos formar?

Sabemos que para la eleccion de la primera letra contamos con 6 posibilidades (A, B, E,
D, Uy L). Elegida la primera letra de la palabra que queremos contar, nos quedan 5
posibles elecciones para la segunda letra. Para la tercera letra, solo tenemos 4 letras
disponibles para hacer nuestra eleccion. Si seguimos eligiendo de esta manera, al hacer
la eleccion de la dltima letra, solo tendremos 1 posibilidad.

Por lo tanto, podemos formar 6x5x4x3x2x1=720 palabras diferentes con las letras de la
palabra ABEDUL.

Si el profesor lo considera necesario, pedira a los estudiantes que traten hagan el
diagrama de arbol que los conduzca la solucion del problema.

Problema 6

¢De cuantas formas distintas se pueden sentar 8 personas en una fila de 8 butacas del
cine?

Como en el Problema 5. Hay 8 personas que podemos sentar en la butaca 1. En la
butaca 2, quedan 7 personas, ya que hay una en la butaca 1. Para la butaca 3, se pueden
elegir a 6 personas. Para la 4 hay posibilidades de elegir a 5 personas. De esta manera
seguimos determinando el nimero de personas que podemos elegir, para sentar en cada
una de las butacas restante. Al terminar, observamos que:

Hay la posibilidad de elegir a 8 personas para sentar en la butacal.

Hay la posibilidad de elegir a 7 personas para sentar en la butaca 2.

Hay la posibilidad de elegir a 6 personas para sentar en la butaca 3.

Hay la posibilidad de elegir a 5 personas para sentar en la butaca 4.

Hay la posibilidad de elegir a 4 personas para sentar en la butaca 5.

Hay la posibilidad de elegir a 3 personas para sentar en la butaca 6.

Hay la posibilidad de elegir a 2 personas para sentar en la butaca 7.

Hay la posibilidad de elegir a 1 personas para sentar en la butaca 8.
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De donde, existen 8x7x6x5x4x3x2x1 formas diferentes de sentar a 8 personas en 8
butacas del cine.

Ahora, creemos que los estudiantes se encuentren preparados para resolver el problema
7.

Problema 7

¢De cuantas formas distintas se pueden sentar n personas en una fila de n butacas del
cine?

El problema anterior se puede escribir en términos generales de la siguiente forma:
¢Cuantos grupos diferentes de n elementos de un nimero de n elementos dados, se
pueden construir, si cada elemento solo se puede usar una sola vez.

Consideramos, que es el momento de introducir una notacion para representar las
permutaciones, esta puede ser P, y una forma abreviada de escribir el producto
n(n-1)(n—2)-...-2-1, como el factorial de n, representado por el simbolo n!.

Ademas, debe ser claro, para el estudiante que podemos encontrarnos, en algunos
documentos, con otro tipo de simbolos que representan la misma idea.

b) Problemas para que los estudiantes, agrupados en equipos, resuelvan en
clase.

1) En una mesa para estudiantes hay 8 sillas. ¢ De cuéntas formas diferentes
se pueden sentar, si Juan y Maria siempre han de sentarse juntos.

2) En la sala de espera del Rector de la Universidad Veracruzana hay 12
estudiantes que quieren hablar con él. 4 son de la Facultad de Economia; 6
son de la facultad de ingenieria y 2, son de la facultad de Estadistica.

a) ¢De cuantas formas distintas es posible ordenarlos

b) ¢De cuantas formas puede hacerlo, si los alumnos de cada
facultad deben estar juntos?

c) ¢De cuantas formas puede hacerlo, si solamente los alumnos de la
facultad de Estadistica deben estar juntos?
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3) Con la palabra ABEDUL (arbol de la familia de las betulaceas que
abunda en los bosques europeos) ¢Cuantas ordenaciones distintas se pueden
hacer que inicien con vocal?

4) ¢De cuantas formas distintas se pueden sentar 15 personas en una fila de
22 butacas del cine?

5) ¢Cuantas permutaciones de los numeros (1, 2, 3, 4, 5) dejan fijo
exactamente dos nimeros no consecutivos?

6) Un grupo de 7 estudiantes le pide a un compafiero que vaya por 40 tacos
para que puedan cenar mientras ellos pasan en limpio el trabajo que les
encargo el profesor. En la taqueria hay tres tipos de tacos: tacos de frijol, de
chicharrén en salsa verde y de papas con rajas.

a) ¢De cuantas formas diferentes puede seleccionar los 40 tacos?

b) Si sabe que a la mayoria le gustan los de chicharron en salsa verde
y decide llevar solo 10. ¢De cuantas maneras diferentes puede hacer la
seleccion, con esta restriccion, de los 40 tacos?

c) Sielige llevar 10 de chicharrén y 8 de frijol. ¢ De cuantas maneras
diferentes puede hacer la seleccion, con esta restriccion, de los 40
tacos?

7) En la sala de juntas de la Direccion de Estadistica e Informatica hay una
mesa redonda para reuniones de todo tipo. EI Consejo técnico de las dos
facultades consta de 7 miembros, incluyendo a la directora. Si la directora y
un profesor determinado siempre deben estar juntos. ;De cuantas formas
diferentes se pueden sentar los miembros del consejo?

8) Siete amigos hacen cola para el cine. Al llegar sélo quedan 4 entradas.
¢De cuantas formas podrian repartirse estas entradas para ver la pelicula?
Combinaciones sin repeticion. Solucion: 35 formas distintas de reparto.

9) Un entrenador de fltbol dispone en la plantilla de su equipo de 7
delanteros de la misma calidad y que pueden actuar indistintamente en los
tres puestos de ataque del equipo. ¢(Cuantas delanteras distintas podria
confeccionar? Variaciones sin repeticion. Solucién: 210 delanteras de
ataque.

10) Un técnico de sonido tiene que unir 6 terminales en 6 conexiones.
Si lo hiciera al azar, ¢de cuantas formas diferentes podria completar las
conexiones? Permutaciones sin repeticion. Solucién: 720 conexiones
diferentes
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11) ¢De cuantas maneras diferentes se pueden repartir tres premios
distintos entre Juan, Pedro, Maria, Aliciay Pilar?
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SESION 4

Combinaciones sin repeticion.

Tiempo estimado: 100 minutos (dos clases de 50 minutos).

Construir conjuntos de k elementos de un grupo de n elementos dados. En este caso no
pueden repetirse los elementos y no se deben remplazar. La formula es

A _nn-H(n-2)-....(n-k+) _ n!

Cr =
<R 1.2-3-...-k k!(n—k)!

En esta sesion y después de resolver algunos problemas, los estudiantes intentaran
expresar con sus propias palabras la definicion de combinaciones sin repeticion. Asi
mismo han de caracterizar problemas en los cuales el orden en que se cologuen los
elementos no es relevante. Ademas, se les pedira que hagan conjeturas sobre la formula
general acerca de esta idea. Podran distinguir entre problemas en los que pueden utilizar
las formulas y los problemas que no corresponden al uso de dichas formulas.

Problemas

a) Problemas para que los estudiantes, agrupados en equipos, resuelvan en
clase.

Problema 1

En una bodega hay en un estante hay cuatro tipos diferentes de botellas de refresco:
Coca cola, Sidral, Pepsi cola y Pascual. ;De cuantas formas se pueden elegir dos
botellas diferentes, si el orden en que sean elegidas no nos interesa?

El hecho de que el estudiante encuentre imposible usar un diagrama de arbol como
ayuda en la resolucion de problemas que involucren combinaciones, le permitira
apreciar la técnica descrita en la resolucion del Problema 1.

Una forma de resolver el Problema 1 es suponer que si nos interesa el orden en que
tomamos las botellas y procedemos de la manera usual.

Como el orden de las parejas de botellas de refrescos seleccionados nos interesa, el
problema corresponde a arreglos sin repeticion. Debemos, para resolver el problema,

aplicar la formula A’ =n(n—-1)(n—-2)-...-(n—k+1), donde k =2 y n=4. Por tanto, el
nimero de estas parejas es de 12, ya que A, =4-...-(4-2+1)=4-3=12. Esto es, hay

12 formas diferentes de elegir dos botellas de refresco, como lo mostramos a
continuacion:
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(Coca cola, Sidral), (Coca cola, Pepsi cola), (Coca cola, Pascual),
(Sidral, Coca cola), (Pepsi cola, Coca cola), (Pascual, Coca cola)
(Pepsi cola, Sidral), (Pepsi cola Pascual),

(Sidral, Pepsi cola), (Pascual, Pepsi cola),

(Sidral, Pascual),

(Pascual, Sidral).

En las combinaciones el orden no es importante, es lo mismo elegir la pareja (Pascual,
Sidral) que la pareja (Sidral, Pascual). Es decir, si queremos obtener las combinaciones,
entonces debemos quitar, por ejemplo, todas las parejas que repiten elementos que ya
estan considerados en alguna pareja.

Esto es, en las 12 parejas, producto de considerar los arreglos de 2 botellas de donde
hay 4, debemos quitar los arreglos que contienen los mismos elementos que alguna otra
pareja. Como lo mostramos a continuacion, tachando los elementos duplicados y
sefialados con una flecha la pareja que contiene los mismos elementos.

(Coca cola, Sidral), (Coca cola, Pepsi cola), (Coca cola, Pascual),
(&Mrge%e%), (Pepsi%elaiGee&eela), (PaSGH&L—GgGarGGla)
(Pepsi cola, Sidral), (Pepsi cola Pascual),

(Sidral-Pepsi-cola), (Paseual—Pepsi-cola),

(Sidral, Pascual),

(PaSGH&LL}d%‘)-

De lo anterior, observamos que el numero de formas en que se pueden elegir dos
botellas de refresco, si el orden en que son elegidas no es importante es de 6. Estas son:

(Coca cola, Sidral), (Coca cola, Pepsi cola), (Coca cola, Pascual),
(Pepsi cola, Sidral), (Pepsi cola, Pascual)
(Sidral, Pascual)

Asi que, las combinaciones posibles de 2 botellas de refresco tomadas de donde hay 4,
son 6.

Problema 2

En la Facultad de Informatica de la Universidad Veracruzana, se ofrecen 5 asignaturas.
¢ De cuéntas maneras diferentes puedo inscribir 3 materias diferentes en un semestre?
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Es claro que en este problema el orden carece de importancia, por lo que estamos ante
un problema de combinaciones. Para resolver este problema vamos a considerar que en
el problema nos interesa el orden en gque elegimos las materias.

Como el problema original se ha convertido en uno de arreglos sin repeticion, usamos la
formula  para  obtenerlos, en donde k=3 'y n=5. De donde,

A’ =5-...-(5-3+1)=5-...-3=5-4-3=60. Por lo tanto, hay 60 posibles formas
diferentes de inscribir 3 materias de donde hay 5.

No debemos perder de vista, que en el problema original el orden en que inscribimos las
materias no es importante.

Denotemos con las letras A, B, C, D, E y F a las cinco materias diferentes y acordemos
que una terna de materias representa las tres materias elegidas y el orden en que fueron
seleccionadas. Por ejemplo, la terna (A, E, F) representa que primero fue elegida la
materia A, luego la materia E y finalmente la materia F.

A continuacion escribimos algunas de estas 60 posibles formas de elegir las tres
materias de las 5 que hay.

(A B, C), (A, C, B), (B, A C), (B, C, A), (C, A B), (C, B, A)
(A, B, D), (A, D, B), (B, A D), (B, D, A), (D, A B), (D, B, A)
(A B, E), (A E, B), (B A E), (B E, A), (E A B), (E B, A)
(A, B, F), (A, F, B), (B, A, F), (B, F, A), (F, A B), (F, B, A)
(B, C, D), (B, D, C), (C, B, D), (C, D, B), (D, B, C), (D, C, B)
(B, C, E), (B, E, C), (C, B, E), (C, E, B), (E, B, C), (E, C, B)

etc.

Usando un poco de imaginacion, tenemos una idea de las ternas faltantes. En la primera
linea estan todas las posibilidades de inscribir las tres materias A, B 'y C, en la segunda
las posibilidades de inscribir las materias A, B y D y asi sucesivamente.

Sin embargo, el Problema 1 pide las posibles combinaciones de inscribir 3 materias de
donde hay 7. Por lo que, el orden resulta irrelevante para este problema. Asi que, para
obtener el resultado de estas combinaciones, debemos quitar todas las ternas que
contienen las mismas materias pero en diferente orden.

A continuacion mostramos las ternas que hemos tachado porque contienen las mismas
materias pero en diferente orden.
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(A, B, C),
(A, B, D),
(A, B, E),
(A, B, F),
(B, C, D),
(B, C, E),

etc.

Observamos, que las ternas que fueron tachadas resultan ser las permutaciones de cada
uno de los arreglos. Por tanto, si a los arreglos sin repeticion los dividimos por las
permutaciones de cada uno de los arreglos, obtenemos las combinaciones.

Denotando las combinaciones de k elementos, tomados de donde hay n por C.,
tenemos que la solucién al Problema 2 es:

10

cs A _5..(5-3+1) 5...3_ 543 60_
° PR 3-2-1 6 6 6

Hay 10 posibles combinaciones que se pueden formar de 3 materias tomadas de las 5
materias que hay. A continuacion escribimos las 10 combinaciones.

(A, B,C), (A B,D), (A B,E), (A B, F),
(B,C,D), (B,C,E), (B,C,F),
(C,D,E), (C,D, F),

(D, E, F).

Después, de haber resuelto el problema 2, es posible que el estudiante resuelva los
Problema 3y 4 en los siguientes términos:

Problema 3

¢Cuantos grupos de 6 materias se pueden formar, de un nimero de 36 materias dadas, si
no importa el orden en que sean elegidas las materias?

Problema 4

¢Cuantos grupos de k elementos se pueden formar, de un nimero de n elementos dados,
si no importa el orden en que sean elegidos los elementos?

b) Problemas para que los estudiantes, agrupados en equipos, resuelvan en clase.

172



1)

2)

3)

4)

5)

6)

¢De cuantas maneras puedes elegir comprar 2 computadoras diferentes y 3
impresoras diferentes de un grupo de 8 computadoras y 7 impresoras?

De una baraja de 52 cartas (13 corazones, 13 tréboles, 13 diamantes y 13 picas):
A) ¢Cuantas manos de cinco cartas (sin orden) se pueden dar?
B) ¢Cuéantas que tengan 4 ases?

C) ¢Cuantas que tengan 4 cartas de la misma denominacion (por ejemplo: que
tengan 4 reyes)?

En este juego de azar, se eligen 5 numeros naturales de 28 disponibles.
A) ¢Cuantas elecciones diferentes de estos 5 numeros distintos hay?

B) Si el reintegro (o devolucion del importe) se concede cuando se tienen dos
aciertos y tres fallos. ¢Cuantas maneras diferentes, de sacar los cinco
numeros diferentes de los 28 con esta situacion, hay?

C) Hay un premio de 100,000 pesos para el que tenga 3 aciertos de las 5
elecciones. ¢ Cuantas maneras hay de obtener 3 aciertos?

D) ¢De obtener 4 aciertos con premio de 300,000 pesos?
E) ¢De obtener 4 fallos, es decir, 1 acierto con el que no se gana nada?
F) ¢De obtener 5 fallas?

Una cadena binaria de longitud 16, es una sucesién binaria, formada por 16
nameros, que solo pueden ser 15y O.

A) (Cuéantas de estas cadenas diferentes de longitud 16 hay, que contengan 4
veces el cero?

B) ¢Cuantas contienen los 4 ceros juntos?
C) ¢Cuantas contienen al menos 3 ceros?

El director de la escuela quiere repartir, entre 3 maestros, las 10 secciones que
componen el reglamento de los derechos y obligaciones de los estudiantes.
Espera con esta medida que cada profesor los analice, reciben cada profesor al
menos 3 secciones de dicho reglamento. ¢;De cuantas formas puede hacerse el
reparto?

¢ Cuantos numeros naturales menores que 8730 no son capicta? (Investigar que
€S un numero capicua)
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7) Un grupo de 40 estudiantes, de la facultad de informatica, provienen de 4
estados diferentes de la republica mexicana, 10 son de Veracruz, 10 de
Tamaulipas, 10 de Tlaxcala y los restantes de Tabasco.

A) ¢De cuantas maneras diferentes podemos elegir a 6 estudiantes del grupo?
B) ¢Cuantas que todos sean del mismo estado?
C) ¢Cuantas que contengan 4 de un estado y dos de otro?

8) De cuantas maneras puede elegirse un grupo de 13 del Partido Revolucionario
Institucional (PRI), 15 del Partido Accion Nacional (PAN) y 25 del Partido de la
Revolucion Democréatica (PRD), de un grupo de 30 miembros de PRI, 42 del
PAN y 25 del PRD.

9) Para usar el procesador de la computadora de un banco, se requiere una clave
alfanumérica compuesta por 9 caracteres. ¢Cuantas claves hay que tengan a lo
sumo 4 numeros?

10) Un estudiante tiene 8 camisas diferentes, 3 pantalones diferentes y 4 zapatos de
modelos diferentes. ¢ Cuantos dias del afio puede ir a la escuela vestido de forma
diferente? (si solo se cambia los zapatos, se vestira de forma diferente)

11) Si X es un conjunto de n elementos y Y uno de m elementos, ¢ Cuéntas funciones
hay de X en Y. Sabiendo que: una funcién de X en Y (f: X—Y) es una relacion
gue asocia a cada elemento de X con uno y s6lo uno de Y.
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SESION 5

Problemas de combinatoria en general.

Tiempo estimado: 100 minutos (dos clases de 50 minutos)

Resolver problemas con una 0 mas operaciones combinatorias.

El profesor propondra varios problemas a resolverse, a los estudiantes agrupados en
equipos en el salon de clase, y otros mas para resolverlos de manera individual, como
traba extra escolar. Asi mismo, cada uno de los equipos construira y resolvera algunos
problemas que, después seran resueltos por los miembros de otro equipo.

Problemas.
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ANEXO M1
PRUEBA DE PROBLEMAS

PRUEBA DE PROBLEMAS ANTES Y DESPUES DE LA APLICACION DE LA
UNIDAD DIDACTICA Y LA ENSENANZA TRADICIONAL

Navarro-Pelayo (1994)

(Modificado para su uso en esta Investigacion)

Resuelve cada uno de los siguientes problemas en el cuadernillo que te hemos entregado
y por favor intenta seguir cada una de las indicaciones siguientes:

a) Escribe en él, todas las operaciones que utilices en la resolucion de cada problema.
b) No debes usar ninguna otra hoja adicional para escribir.

c) No borres operaciones que realices durante la resolucion del problema, aunque te des
cuenta que estas operaciones sean erréneas o0 no te conducen a la resolucion del
problema. Si has de tachar algo ponlo de manera que se pueda leer lo escrito.

d) Recuerda que tu calificacion esta en funcién del esfuerzo hecho para resolver los
problemas y de los resultados obtenidos. La unica forma de conocer el esfuerzo que has
realizado para resolver los problemas, es el analisis de lo escrito en el cuadernillo.

e) Si se agotan las hojas del cuadernillo, pidele otro al aplicador del cuestionario.

PROBLEMAS:

1. En una caja hay cuatro fichas de colores: dos azules, una blanca y una roja. Se toma
una ficha al azar y se anota su color. Sin devolver la ficha a la caja, se toma una segunda
ficha, y se anota su color. Se continua de esta forma hasta que se han seleccionado, una
detras de otra, las cuatro fichas. (De cuéntas formas diferentes se puede hacer la
seleccion de las fichas? Ejemplo: se pueden seleccionar en el siguiente orden, Blanca,
Azul, Rojay Azul.

Antes de iniciar con la resolucion del problema, escribe un ejemplo de una ordenacién
de fichas, diferente al anterior, que forme parte de la solucidn y otra ordenacion que no
forme parte de la solucion.

2. Un nifio tiene doce cartas: 9 de ellas son los numeros 1, 2, 3,4, 5,6, 7,8y 9. Las tres
restantes son las figuras: sota, caballo y rey. (De cuantas maneras se pueden alinear
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cuatro de las doce cartas, con la condicion de que siempre estén alineadas las tres
figuras? Ejemplo: sota, caballo, rey, 1.

Antes de iniciar con la resolucién del problema, escribe un ejemplo de alineacion de
cartas, diferente al anterior, que forme parte de la solucion y otra alineacion que no
forme parte de la solucion.

3. Disponemos de tres cartas iguales. Deseamos colocarlas en cuatro sobres de
diferentes colores: amarillo, blanco, crema y dorado. Si cada sobre sdlo puede contener,
a lo sumo, una carta. ¢;De cuantas formas podemos colocar las tres cartas en los cuatro
sobres diferentes? Ejemplo: podemos colocar una carta en el sobre amarillo, otra en el
blanco y otra en el crema.

Antes de iniciar con la resolucién del problema, escribe un ejemplo de colocacion de las
cartas que forme parte de la solucion y otra que no forme parte de la solucion.

4. Un nifio tiene cuatro coches de colores diferentes (azul, blanco, verde y rojo) y decide
regalarselos a sus hermanos Fernando, Luis y Teresa. ;De cuéntas formas diferentes
puede regalar los coches? Ejemplo: podria dar los cuatro coches a su hermano Luis.

Antes de iniciar con la resolucion del problema, escribe un ejemplo de formas de regalar
los diferentes coches, diferente al anterior, que forme parte de la solucion y otra forma
que no

5. Un grupo de cuatro amigos, Andrés, Benito, Clara y Daniel, tienen que realizar dos
trabajos diferentes: uno de Matemaéticas y otro de Lengua. Para realizarlo deciden
dividirse en dos grupos de dos chicos cada uno. ¢(De cuéntas formas pueden dividirse
para realizar los trabajos? Ejemplo: Andrés-Benito puede hacer el trabajo de
Matematicas y Clara-Daniel el trabajo de Lengua.

Antes de iniciar con la resolucion del problema, escribe un ejemplo de division del
trabajo, diferente al anterior, que forme parte de la solucién y otra que no.

6. Una maestra tiene que elegir tres estudiantes para borrar el pizarrén. Para ello dispone
de cinco voluntarios: Elisa, Fernando, German, Jorge y Maria. ¢(De cuantas formas
puede elegir tres de estos alumnos? Ejemplo: Elisa, Fernando y Maria.

Antes de iniciar con la resolucion del problema, escribe un ejemplo de eleccion de
estudiantes, diferente al anterior, que forme parte de la solucion y otra eleccion que no.

7. ¢ Cuantos nimeros de cinco cifras pueden formarse utilizando los digitos 1, 2, 4,6 y
8, si cada uno de ellos debe contener exactamente dos ochos. Ejemplo 88124.

Antes de iniciar con la resolucion del problema, escribe un ejemplo de un namero,
diferente al anterior, que forme parte de la solucion y otro que no
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8. El garaje de Angel tiene cinco lugares. Como la casa es nueva, hasta ahora sélo hay
tres coches; el de Angel, Beatriz y Carmen que pueden colocar cada dia el coche en el
lugar que prefieran, si no estd ocupado. Este es el esquema de la cochera:

| 1 | 2 | 3 | 4 | 5 |

Por ejemplo, Angel puede estacionar su coche en el lugar nimero 1, Beatriz en el
nimero 2 y Carmen en el nimero 4. ;De cuéantas formas posibles pueden Angel, Beatriz
y Carmen estacionar sus coches en la cochera?

Antes de iniciar con la resolucién del problema, escribe un ejemplo de forma posible de
estacionarse, diferente al anterior, que forme parte de la solucion y otra que no.

9. Cuatro nifios Alicia, Berta, Carlos y Diana, van a pasar la noche a casa de su abuela.
Esta tiene dos habitaciones diferentes (sala y estudio) donde poder colocar a los nifios
para dormir. ¢De cuantas formas diferentes puede la abuela colocar a los cuatro nifios en
las dos habitaciones? (puede quedar alguna habitacion vacia). Ejemplo: Alicia, Berta y
Carlos pueden dormir en la sala y Diana en el estudio.

Antes de iniciar con la resolucion del problema, escribe un ejemplo de colocacién de los
nifios, diferente al anterior, que forme parte de la solucion y otra que no.

10. Maria y Carmen tienen cuatro estampas numerados de 1 a 4. Deciden repartirselas
entre las dos (dos estampas para cada una. ;De cuantas formas se pueden repartir las
estampas? Ejemplo: Maria puede quedarse con las estampas 1 y 2, y Carmen con las
estampas 3y 4.

Antes de iniciar con la resolucion del problema, escribe un ejemplo de reparticion de
estampas, diferente al anterior, que forme parte de la solucién y otra que no.

11. En una urna hay cuatro bolas numeradas con los digitos 2, 4, 7 y 9. Elegimos una
bola de la urna y anotamos su nimero. La bola extraida se introduce en la urna. Se elige
una segunda bola y se anota su nimero. La bola extraida se vuelve a introducir en la
urna. Finalmente se elige una tercera bola y se anota su nimero. ¢Cuéntos nimeros tres
cifras podemos obtener? Ejemplo: se puede obtener el nimero 222.

Antes de iniciar con la resolucion del problema, escribe un ejemplo de un nimero de
tres cifras, diferente al anterior, que forme parte de la solucion y otro que no.

12. Disponemos de cinco cartas, cada una de ellas tiene grabada una letra: A, B, C, Cy
C. ¢De cuantas formas diferentes se pueden colocar en la mesa las cinco cartas, una al
lado de la otra formando una hilera? Ejemplo: pueden estar colocadas de la siguiente
forma ACBCC.

Antes de iniciar con la resolucion del problema, escribe un ejemplo de colocacién de
estas cinco cartas, diferente al anterior, que forme parte de la solucion y otra que no.
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13. Se quiere elegir un comité formado por tres miembros, presidente, tesorero y
secretario. Para seleccionarlo disponemos de cuatro candidatos: Arturo, Basilio, Carlos
y David. ¢(Cuantos comités diferentes se pueden elegir entre los cuatro candidatos?
Ejemplo: que Arturo sea presidente, Carlos sea tesorero y David sea secretario.

Antes de iniciar con la resolucion del problema, escribe un ejemplo de comité, diferente
al anterior, que forme parte de la solucion y otro comité que no.
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