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RESUMEN

Este documento constituye la memoria de tesis doctoral para optar al grado de
Doctor en Mateméticas. En ella se recogen las principales aportaciones del candi-
dato al campo de la ortogonalidad Sobolev. En particular, el objetivo es el estudio
de propiedades asintéticas de polinomios de Sobolev discretos, especialmente en el
caso variante.

Las aportaciones originales de esta memoria se recogen en los Capitulos2]al[5] A
modo de introduccion el Capitulo|[I]establece el marco tedrico en el que se va a desa-
rrollar este trabajo. De esta forma se realiza un recorrido por aspectos esenciales de
la teoria clasica de polinomios ortogonales. A continuacién, se introduce la ortogo-
nalidad Sobolev, dedicando algunas paginas a su motivacidn, a aspectos generales
de esta teoria y a los resultados més relevantes y necesarios para esta memoria. Se
ha pretendido que este capitulo sea el hilo conductor de los restantes.

El resto de los capitulos se divide en dos partes.

La primera de estas partes corresponde a los capitulos [2] al @4 En ellos el objeti-
vo es la obtencion de férmulas asintéticas tipo Mehler—Heine para polinomios de
Sobolev discretos variantes. Estas formulas asintdticas son importantes ya que des-
criben con detalle el comportamiento asintético local de los polinomios de Sobolev
alrededor del punto en el que hemos colocado la perturbacién. Ademads, como con-
secuencia de estas formulas, se deduce el comportamiento asintético de los ceros
de dichos polinomios ortogonales.

El término variante aparece al introducir una sucesién de masas variantes { M, },,>0

en el producto escalar, es decir, se considera

(£,9) = [ FE)gxdn+MufD ()30 c),

donde u es una medida de Borel positiva con soporte en un subconjunto infinito de
IR, j es un entero no negativo y ¢ € IR. La sucesién { M, },,>o estd formada por
nimeros reales no negativos.

Se probard cémo el comportamiento asintético de { My, },,>¢ influye en el com-
portamiento asintético local de los polinomios ortogonales con respecto al anterior
producto escalar, es decir, la influencia que el tamaifio de la sucesién { My, },>0 tie-

ne en la asintdtica tipo Mehler—Heine y, por tanto, en el comportamiento asintético
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y la ubicacién de los ceros de estos polinomios ortogonales de Sobolev discretos
(también llamados polinomios ortogonales tipo Sobolev).

En los Capitulos [2] y [3] se consideran los polinomios ortogonales tipo Laguerre—
Sobolev y tipo Jacobi—Sobolev, respectivamente. La técnica usada en el Capitulo
para obtener los resultados es una técnica particular que no es viable en un enfoque
general. Es en el Capitulo 4] donde, usando nuevas técnicas que aparecen en la lite-
ratura reciente, se aborda el caso general permitiendo que la medida y pertenezca
a contextos mas generales como, por ejemplo, clase de Nevai o relativa a pesos de
Freud generalizados.

Ademads, se mostrara que la asintética local tipo Mehler—Heine es la que permite
encontrar las diferencias asintéticas entre estos polinomios de Sobolev discretos y
los polinomios ortogonales con respecto a y. De hecho la asintética relativa exte-
rior correspondiente a estas dos familias de polinomios ortogonales es exactamente
igual a 1, es decir, asintéticamente no se diferencian en C\sop ().

La segunda parte de esta memoria, que corresponde al Capitulo [5] surge a partir
de una estancia de investigacion de mds de 3 meses con el Prof. Dr. Lance L. Little-
john en Baylor University (Texas, EEUU). Esta parte de la memoria se centra en
estudiar el comportamiento asint6tico de los autovalores de un operador diferencial
del que una familia de polinomios ortogonales de Gegenbauer—Sobolev discretos
son autofunciones.

Realmente, la motivacién para considerar este problema fue la determinacién de
un valor asintético que involucra a la norma infinito de los polinomios ortonormales
de Gegenbauer—Sobolev discretos y a los autovalores anteriormente citados.

Las técnicas usadas en este capitulo nos hacen pensar que podemos abordar este
problema en contextos mas generales.

Finalmente, el Capitulo [f] estd dedicado a unas breves conclusiones y a una lista
de problemas abiertos, algunos de los cuales ya se han comenzado a estudiar.

Respecto a las publicaciones ligadas a esa memoria de tesis doctoral indicar que
los capitulos del [2| al E] han sido publicados en [[112]], [118], [119] y [120]. Mas
detalles sobre la produccién cientifica realizada se encuentran en el Anexo[Al



ABSTRACT

This document constitutes the doctoral thesis to aim for a PhD degree in Mathe-
matics. Thus, it contains the main contributions made on Sobolev orthogonality by
the PhD candidate. In this way, the objective of this document is the study of the
asymptotic properties of discrete Sobolev orthogonal polynomials, especially in the

varying case.

The main contributions are included in Chapters [2] to [5] In the Chapter [I] we
establish the framework where we are going to develop our work. So, first we carry
out a review of the basic aspects of the theory of standard orthogonal polynomials.
Next, we introduce the Sobolev orthogonality, paying attention to general aspects
of this nonstandard orthogonality as well as to its historical motivation. The results

in Chapter 1 will be useful and necessary along this thesis.
The other chapters are divided into two parts.

The first part corresponds to the Chapters [2| to 4} The aim in these chapters is to
obtain the Mehler—Heine type asymptotics for varying discrete Sobolev orthogonal
polynomials. These asymptotic formulae are relevant because they describe in de-
tail the local asymptotic behavior of the Sobolev orthogonal polynomials around the
point where we have located the perturbation of the standard inner product. Further-
more, as a consequence of these formulae, the asymptotic behavior of the (scaled)

zeros of these varying discrete Sobolev orthogonal polynomials is deduced.

The varying term is determined by introducing a sequence of varying masses

{ M}, } >0 in the inner product, that is, we consider

(£,9) = [ F)gx)dn+MufD ()30 c),

where p is a positive Borel measure with support on an infinite subset of R, j is a
nonnegative integer and ¢ € R. The sequence { My, },>0 is a sequence of nonnega-

tive real numbers.

We will prove that the asymptotic behavior of {M, },>o influences the local
asymptotic behavior of the orthogonal polynomials with respect to the above inner

product, that is, it influences the Mehler—Heine type asymptotics and, therefore,

VII
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the asymptotic behavior of the zeros of these varying discrete Sobolev orthogonal
polynomials (also called Sobolev type orthogonal polynomials).

In Chapters 2] and [3] we consider the varying Laguerre—Sobolev orthogonal poly-
nomials and the varying Jacobi—Sobolev orthogonal polynomials, respectively. The
technique used in Chapter 2| to obtain the results is a particular technique that it
is not adequate when we want to make a general approach. Thus, in the Chapter
M we obtain general results using a new technique based on a one developed for
non-varying discrete Sobolev orthogonal polynomials. With this new approach we
recover the results obtained in the previous chapters and, moreover, these results
hold for a wide class of measures such as measures in the Nevai class or related to
generalized Freud weights.

In addition, it will be shown that the Mehler—Heine type asymptotics is the most
appropiate one to establish the asymptotic differences between these varying discre-
te Sobolev orthogonal polynomials and the orthogonal polynomials with respect to
. In fact, the outer relative asymptotics corresponding to these two families of ort-
hogonal polynomials is exactly equal to 1, that is, they are the same asymptotically
on compact subsets of C\sop ().

The second part corresponds to Chapter [5} The research in this chapter is motiva-
ted by an over three-month stay with Dr. Lance L. Littlejohn at Baylor University
(Texas, USA). Now, we consider a differential operator whose eigenfunctions are
a family of discrete Gegenbauer—Sobolev orthogonal polynomials. Our objective is
to get the asymptotic behavior of the corresponding eigenvalues.

Actually, the motivation to consider this problem is the computation of an asym-
ptotic value that involves the uniform norm of the discrete Gegenbauer—Sobolev
orthonormal polynomials and the eigenvalues aforementioned.

The techniques used in this chapter suggest that we can tackle this problem in
more general frameworks.

Finally, Chapter [/| is devoted to give the conclusions and pose a list of open
problems some of which we hope to study in the next future.

The results of this doctoral thesis have led to several publications. In this way,
Chapters [2] to [5] have been published in [112], [118], [119] and [120]. More infor-

mation about the scientific production of the PhD candidate can be found in the
Appendix [Al
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ORTOGONALIDAD SOBOLEYV

Los polinomios ortogonales de Sobolev se han estudiado extensamente en las ulti-
mas décadas. La investigacion en este campo se ha extendido en varias direcciones
y ha generado una gran cantidad de publicaciones. Este capitulo contiene unas pin-
celadas de la extensa literatura que hay sobre este tema de investigacion. El objetivo
es identificar las ideas fundamentales y los desarrollos en este campo para entender

y ubicar los resultados obtenidos en el resto de la memoria.

1.1 TEORIA BASICA DE POLINOMIOS ORTOGONALES ESTANDAR

Antes de comenzar con la teoria sobre polinomios ortogonales de Sobolev, se
hara un pequeio recordatorio de propiedades basicas y resultados mas importantes
sobre la teoria de polinomios ortogonales estdndar. La literatura sobre polinomios
ortogonales estdndar es muy extensa puesto que lleva desarrolldndose de forma in-
ninterrumpida desde el siglo XIX. Algunas referencias basicas usadas en la elabo-
racion de esta memoria son [19], [58]], [84], [90], [[103], [109], [116], [151]], [[152],
[168], [169], [170] y [171].

A lo largo de esta seccion se enunciardn varios resultados cldsicos cuyas demos-
traciones se pueden encontrar en las referencias anteriores. Estos resultados son ne-
cesarios para poder abordar con un adecuado conocimiento la teoria de polinomios
ortogonales de Sobolev. Sirven, a su vez, para visualizar las sustanciales diferencias
entre los polinomios de ortogonalidad estindar y los polinomios de Sobolev que

presentan una ortogonalidad no estdndar.



ORTOGONALIDAD SOBOLEV

1.1.1 Ortogonalidad estandar

Sea y una medida de Borel finita positiva con soporte contenido en la recta real.

. [ . p .
Diremos que una funcién f pertenece al espacio Ly[a, b] si

b
| @) () < o
Cuando p = 1 escribiremos simplemente f € L, [a, b].

Definicién 1.1.1 Se define el producto escalar estdndar de dos funciones f 'y g per-
tenecientes a L%l [a, b], y se denota por (f,g), como la integral de Stieltjes-Lebesgue

del producto de ambas funciones, es decir,

b
(£,8) = [ F()3(x)dp(). (1.1

Definicion 1.1.2 Si y es una medida, diremos que dos funciones f, § € L]% [a, b]

son ortogonales con respecto a y si su producto escalar estandar es nulo, es decir,

(f,g) =0.

Se denota mediante IP[x] el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes
reales y por IP,,[x] el subespacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual

que 7.

Definicion 1.1.3 Sean f ¢ Li [a,b] y el producto escalar definido en . Se defi-

ne la norma de f mediante

\mw=+wwmvz+¢éﬁ%wwwy

A continuacién daremos la definicidn de sucesion de polinomios ortogonales res-

pecto a un producto escalar (1.1)).

Definicién 1.1.4 Dada una sucesion de polinomios { Py },>0, diremos que es una
sucesion de polinomios ortogonales (SPO) con respecto a un producto escalar

si se cumple que:
1. P, es un polinomio de grado exactamente n,

2. (Py,Pn) =0, m#mn, paran,m >0,



1.1 TEORTA BASICA DE POLINOMIOS ORTOGONALES ESTANDAR

3. (Py, Py) >0, para todon > 0.

Por otra parte, si (P, P,) = 1 para todo n > 0 se dice que la sucesion { Py, },>0
es ortonormal y si el coeficiente lider de P, es 1 para todo n > 0 se dice que la
sucesion { P, },>0 es monica.

El siguiente teorema (ver, por ejemplo, [S8, p. 8]) es una caracterizacion de las
SPO.

Teorema 1.1.1 Dado el producto escalar ¥ { Pn }n>0 una sucesion de polino-

mios tal que gr[P,| = n. Los siguientes enunciados son equivalentes:
1. {Py}n>0 es una SPO respecto al producto (I.1).

2. (Py,q) = 0, para todo polinomio q de grado m < n,

(Pu,q) # 0 si q es un polinomio de grado exactamente n.

3. (Pp,x™) = knbum, donde ky, # 0, m = 0,1,...,ny dnm es la delta de

Kronecker.

El siguiente resultado (ver, entre otros, [38, p. 9]) nos asegura que una SPO forma

una base del espacio de polinomios P[x],
Teorema 1.1.2 Sea {P,},> una SPO respecto a (I.1)). Entonces, para cualquier

polinomio q de grado n se tiene que

(4, Pr)
|| Pe|[?

g(x) = i cxPr(x), donde ¢, = :
k=0

Los coeficientes cj de este desarrollo se denominan coeficientes de Fourier de g

en labase {P, ..., P,} del espacio vectorial IP;,[x]. Por otra parte, cada polinomio

P, de la SPO estd determinado de manera tnica, salvo un factor multiplicativo.

Por ello, a lo largo de esta memoria cada vez que se trabaje con una familia de

polinomios se especificard qué normalizacion se esta usando.

1.1.2 Recurrencia

Una de las caracteristicas mds importantes de los polinomios ortogonales estandar
es el hecho de que cualesquiera tres polinomios consecutivos satisfacen una relacion
de recurrencia a 3 términos (o ecuacion en diferencias lineal de segundo orden). Pa-
ra ello se tienen los dos siguientes teoremas (ver, entre otros, las paginas 18 y 21 de

[581).
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Teorema 1.1.3 Sea { P, },,> una sucesion de polinomios ortogonales ménicos con
respecto a un producto escalar . Entonces la SPO { Py },>0 satisface una rela-

cion de recurrencia a tres términos de la forma
xPy(x) = Ppy1(x) 4+ BuPu(x) + yuPu—1(x), n>0, (1.2)

con yn # 0. Imponiendo que P_1(x) = 0y Py(x) = 1, la SPO queda determinada

de forma vinica dadas las sucesiones {Bn}n>0 ¥ {VYn}n>0-

Antes de enunciar el reciproco del teorema anterior es necesario definir el con-

cepto de funcional de momentos.
Definicion 1.1.5 Un funcional es una aplicacion lineal
L:Lyab] =R,

satisfaciendo que Llaf + bg| = aL[f] + bL|[g] para cuales quiera a,b € Ry las
funciones fy g en Ly|a, b]. Diremos que L es un funcional de momentos determina-
do por una sucesion de niimeros reales {uy, },>0, donde wy, se denomina momento
de orden n, si L es lineal en el espacio de polinomios 'y L[x"| = ay, conn > 0.
Ademds, L es un funcional de momentos definido positivo si L[g] > 0 para

cualquier polinomio q no negativo y no estrictamente igual a cero en el intervalo

[a, b].

El siguiente resultado es conocido en la literatura como Teorema de Favard.

Teorema 1.1.4 Sean {By}n>0 ¥ {Yn}n>0 dos sucesiones cualesquiera de niime-
ros reales y la sucesion de polinomios monicos { P, } ;>0 definidos por la siguiente

relacion de recurrencia,

Pop1(x) = (x = Bu) Pu(x) = 1uPua(x), 120,

asumiendo P_1(x) =0y Py(x) = 1.

Entonces existe un tnico funcional de momentos de manera que la sucesion
{Py}n>0 es una sucesion de polinomios ortogonales si, y solamente si, v, # 0
con n > 0. Ademds, dicho funcional es definido positivo si v, > 0 para todo
n > 0.
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Definicién 1.1.6 Sea {P,},>0 una sucesion de polinomios ortogonales mdnicos
que satisface la relacion de recurrencia a tres términos ((I.2). Se define el polinomio

niicleo de grado n, y se denota por K,;, como

" Pi(x)P;
“”ﬁ*zgiéﬁmgL n>0. (1.3)

A lo largo de esta memoria, estos polinomios nucleo seran usados frecuentemen-

, . i,j
te, asi como sus derivadas que denotaremos por Kr(Z j) (x,y), esto es,

i e BB )
K, (x,y)—kgo A
paratodo i,j € NU{0}.

Obsérvese que el polinomio nicleo definido en no depende de la normaliza-
cién escogida para la familia { P, },,>0. Los polinomios niicleo pueden expresarse a
través de la formula de Christoffel-Darboux (ver demostracion, por ejemplo, en [S8,

p. 23] 0 [169, p. 43]).

Teorema 1.1.5 (Férmula de Christoffel-Darboux) Si {P,},>0 es una sucesion
de polinomios ortogonales monicos que satisface la relacion de recurrencia a tres

términos ((1.2)), entonces

Ka(y) = 1 Pt @) = Pa@P)
[P X—y
A partir de dicha férmula, se obtiene (ver, por ejemplo, en [38, p. 24] o [169, p.
43]):

Corolario 1.1.1 (Férmula confluente de Christoffel-Darboux) Si{P,},>0 es una
sucesion de polinomios ortogonales monicos que satisface la relacion de recurren-

cia a tres términos ((1.2), entonces

i ﬁ;||2 Pri1 (%) Pu(x) = Puga (x) P (x) n > 0.

[P [? '

Es importante destacar que el Teorema y la férmula de Christoffel-Darboux
se han obtenido gracias a que el producto escalar (1.1 es estandar, esto es, se

verifica la siguiente propiedad para cualesquiera dos funciones f, g € L%l a, b],

(xf,g) = (f,xg)-
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En la siguiente seccién, cuando se introduzca la ortogonalidad Sobolev, se vera
como esta propiedad no se cumple y, por tanto, todos los resultados que se deriven

de ella no son ciertos en el marco de la ortogonalidad no estandar.

1.1.3  Propiedades generales de los ceros

Vamos a presentar algunos resultados generales relativos a ceros de polinomios
ortogonales. Son resultados bien conocidos y las demostraciones pueden encontrar-

se en las referencias basicas citadas en la paginal[l]

Teorema 1.1.6 Sea I el soporte de una medida y de Borel positivay { Py },>0 una
SPO respecto a (I.1). Entonces,

1. Todos los ceros de P, son reales, simples y se encuentran en el interior de la

envoltura convexa de 1.

2. Py y Pyy1 no tienen ningiin cero en comiin. Es mds, denotando por X, ; a los
ceros del polinomio Py en orden creciente, esto es, X1 < X2 < ... < Xy,
entonces Xy41,j < Xpj < Xp41,j+1, conj=1,...,n, es decir, los ceros de

P, y Py, 41 estdn entrelazados.

1.1.4 Polinomios ortogonales cldsicos en la recta real

Tras la introduccion de algunas propiedades béasicas de polinomios ortogonales
estandar, vamos a centrarnos en las denominadas familias cldsicas de polinomios
pues juegan un papel relevante en los siguientes capitulos de esta memoria.

Supongamos que la medida y se puede expresar como du(x) = p(x)dx, es decir,
p es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue. A la funcion p
se le denomina funcion peso y habitualmente al referirnos a los polinomios ortogo-
nales con respecto a y se dice polinomios ortogonales con respecto a p.

En la literatura podemos encontrar varias caracterizaciones de las familias cldsi-
cas de polinomios ortogonales pero, quizas, una de las mas conocidas es que los
polinomios ortogonales cldsicos satisfacen la ecuacién diferencial de segundo or-

den

a(x)y" (x) + t(x)y' (x) + Any(x) =0, (1.4)

donde ¢ y T son polinomios de grados a lo sumo 2 y exactamente 1, respectiva-

mente, y A,, # 0 no depende de x. Esta ecuacion se denomina ecuacion diferencial
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hipergeométrica, pues satisface la llamada condicién de hipergeometricidad, consis-
tente en que si i es solucion de (1.4) entonces su m-ésima derivada, con m > 1, que
denotaremos por y(m) (x) = ym(x), satisface una ecuacién diferencial del mismo

tipo:

0 ()Y (%) + T ()Y (X) + iy (x) =0,
donde
Tn(x) = 7(x)+mo'(x),

a.ll(x)
2 .

wm(Ay) = An+ni;l) T/ (x) = Ay + mt' (x) + m(m —1)

Este resultado se puede probar facilmente usando el método de induccién. Las
familias clasicas quedan caracterizadas en el siguiente teorema (ver [3], [19], [41]],
[87] y [122]):

Teorema 1.1.7 Sea p una funcion peso y { P, } >0 la sucesion de polinomios orto-

gonales mdnicos con respecto a p, entonces son equivalentes:

1. Existen dos polinomios ® y ¥ con gr(®) < 2y gr(¥) = 1 tales que p

satisface una ecuacion tipo Pearson, esto es,

con xX*®(x)p(x)|% = 0, siendo a y b los extremos inferior y superior de la

envoltura convexa del soporte de la medida y para todo k > Q.

2. Py satisface la formula de Rodrigues:

p(x) dx"

Pu(x) = [@"(x)p(x)],  n >0,

B 1
con Cy = 0 (¥ () + 2 (n+k—1)@" (x))

3. Para cada n > 1, existe una constante no nula A, € C tal que el polinomio

Py, satisface la ecuacion diferencial de segundo orden:

®(x)y"(x) + ¥ (2)y' (x) = Any(x),
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donde ,
Ap=n {‘I’/(x) + n%@”(x)} , n > 1.

.. . . P! L. .
4. La sucesion de polinomios { ] } es una SPO ménica asociada al peso
n>0

n+1
P(x)p(x).
5. Existe un polinomio ® € Py[x] y niimeros reales ay, by, y ¢, # 0 verificando

D(x)Py(x) = anPpi1(x) + bpPu(x) + cnPy—1(x), n>1.

6. Existen pardmetros reales d,, y e, tales que

Pial®) L Px) | Paa(®)
Pale) = ey g PO Bl sy

A continuacion, enumeramos las 3 familias que cumplen el anterior resultado en

la recta real.

1. Jacobi: Esta familia es ortogonal con respecto a p(x) = (1 — x)*(1 + x)P,
con soporte el intervalo [—1,1] y siendow > —1y B > —1. Se denotan por
P,E""ﬁ ) (x). Si nos referimos a distribuciones de probabilidad, los polinomios
de Jacobi son ortogonales con respecto a la distribucion beta.

2. Laguerre: Estos polinomios son ortogonales con respecto a p(x) = x%e*,
donde &« > —1y el soporte es el intervalo [0, +00). Se denotan por Lg,“) (x).
Si nos referimos a distribuciones de probabilidad, los polinomios de Laguerre
son ortogonales con respecto a la distribucion gamma.

3. Hermite: Estos polinomios son ortogonales con respecto a p(x) = e~ con
soporte el intervalo (—oo, +00). Se denotan por Hy(x). Si nos referimos a
distribuciones de probabilidad, los polinomios de Hermite son ortogonales
con respecto a la distribucién normal.

Es importante destacar que la SPO ménica { l;'i—ﬁ }n>0, respecto a la funcién peso
®(x)p(x), vuelve a ser clasica y del mismo tipo que la sucesién { P, }, - ,. De aqui,
se tiene que cualquier orden de derivada de una SPO clésica, sigue siendo clasica.

Las propiedades basicas de estas familias cldsicas se pueden consultar, por ejem-

plo, en [19], [58]], [100], [1O01], [116] y [169].
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1.1.5 Polinomios cldsicos de Jacobi y Gegenbauer

Para los resultados de los capitulos [3]y [5| necesitaremos una serie de propiedades
de los polinomios de Jacobi y Gegenbauer, respectivamente, que vamos a dar a

continuacion.

1.1.5.1 Polinomios de Jacobi

A lo largo del Capitulo [3 consideramos los polinomios cldsicos de Jacobi con la

normalizacién dada en (ver [169, f. (4.21.2)]), es decir,

r2n+a+p+1)

(@B) (. _
P ) = T Tt a + 1)

x" + términos de grado inferior.

Estos polinomios son ortogonales con respecto al producto escalar

(9) = [ FOs@ -0+ Py, a1 A

Las derivadas de los polinomios de Jacobi verifican (ver [169, f. (4.21.7)])

(a,B) (k) B ll"(n +a+B+k+ 1) (a+k,B+k)
(Pn > (x) = 2k Tn+a+p+1) Puk (x). (1.6)

Ademas, se tiene (ver [[169, . (4.1.1)])

@p) .\ (n+a)  Thr4+a+l)
P (1)_< n >_1"(n+1)1“(0c+1)' 47
Asi, de (1.6) y (I.7) se deduce que
<P(a,ﬁ)>(k)(1):lr(ﬂ+ﬂé+ﬁ+k+1) F'n+a+1) (18)
! 2 Tn+a+B+1) Tn—k+1)I(a+k+1)"

(k)
donde (P,g“’ﬁ ) > (1) denota la k-ésima derivada de p“P) (x) evaluadaen x = 1.
De igual manera, conviene recordar que el cuadrado de la norma de un polinomio
de Jacobi (ver [169, f. (4.3.3)]), viene dado por

||P(0¢//3)||2 _ 20tprl I(n+a+1)I(n+B+1)
N —

2n+a+p+1T(n+DI(n+a+p+1) (19)
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1.1.5.2 Polinomios de Gegenbauer

En el Capitulo 5] se usa un producto escalar donde se involucra al peso de Gegen-
bauer. En [169] los polinomios cldsicos de Gegenbauer son los polinomios ortogo-

nales con respecto al producto escalar
1
(F8)= [ Fs@ -, 2> 172
-1

. ) A .
Estos polinomios se suelen denotar por P,g ) con la normalizacion

I'(n+2A)

(M) _
2V =ty e

En dicho capitulo se tomard « := A — 1/2 y se consideraran la sucesion de poli-

. . . P,(,A) (x) 5 (a) i6

nomios los polinomios 2 . Se denotaré por {C;; ' },,>0 a esta sucesién
n n>0

de polinomios (esta normalizacion fue usada en [81]]). En este sentido, es obvio que

(@)

los polinomios C;; * son ortogonales con respecto a
! 2\
(F,8)i= [ Fg(x)(1 - )ax,

con C,({x) (1) = 1, y usando las propiedades de simetria de estos polinomios, se tiene
que C(~1) = (-1)™.
Ahora, se recuerdan algunas propiedades de los polinomios de Gegenbauer. Estas

propiedades pueden encontrarse en [81] o [169], entre otras referencias.

o Derivadas:

() ® (o) o 5 (x) _ (=1 (n+ 204 D(=m)i (i)

dxk 2K (e + 1) ke (%)

(1.10)
conk = 0,1,..., donde (a); denota el simbolo de Pochhammer dado por
(ver, por ejemplo, [101} f. (1.3.1)])

(a)o=1, (a)= H(a +i—1), k>1 (1.11)

e FEcuacion diferencial:

(2= 1) ()" (1) + 202+ )x (¢) (1) = AC (),
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con
A =n(n+2a+1). (1.12)

e Coeficiente lider:

(m+2a+1),  T@2n+2a+1)T(a+1)

k = = . 1.13
) = D, TntariTnrzary) P
e Cuadrado de la norma:
2204—&-11’*2 T 1
1C |2 o= er s 1) (1.14)
2n+4+2a+1)I'(n+2a+1)

1.2 ASINTOTICA

El objetivo de esta memoria es obtener propiedades asintoticas de los polinomios
de Sobolev. Por tanto, es conveniente no sélo dar propiedades algebraicas y dife-
renciales de los polinomios estdndar sino alguna propiedad asintética que se usard
a lo largo de esta memoria. Ademads, esto permitird comparar la asintética de los

polinomios estdndar y la de los polinomios de Sobolev.

Definicién 1.2.1 ([169], p. 121) Una medida y, con soporte el intervalo [—1,1] y
con parte absolutamente continua p, se dice que satisface la condicion de Szegd en
[—1,1] si
1]
[ o)

Esta condicion se suele denotar por u € S.

A una medida que verifica la condicién de Szeg6 en [—1, 1] se le puede asociar

la conocida funcién de Szegd (ver [[153, p. 118]) definida mediante

1 [27melf 4 7

DGz i=exp{ g [ G logly@)do}, Izl <1,

donde
P(8) := mp(cos(f))|sin(8)| € L,[0,27].

Teorema 1.2.1 ([169], cap. 13) Sea y una medida que satisface la condicion de
Szegd en [—1,1] y D(z, ) la funcion de Szegé asociada. Entonces:

1. La sucesion {pn }n>0 de polinomios ortonormales con respecto a ji tiene la

siguiente asintotica fuerte exterior,
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IR i €)) )
pa(x) Ny (1+0(1)),

p(x)’

uniformemente en subconjuntos compactos de C\[—1, 1], con

p(x) =x+Vx2-1, (1.15)
donde \/x?> —1 > 0 cuando x > 1.

2. Si denotamos por hy, el coeficiente lider del polinomio p, ortonormal con

respecto a Ji se tiene que

271

"= a0, )

(140(1)).

En esta memoria van a jugar un papel central las férmulas asintéticas tipo Mehler—
Heine. Este tipo de asintética relaciona los polinomios ortogonales con la funcién
de Bessel de primera especie, que se denotara por J, y viene dada por (ver definicién

y propiedades, por ejemplo, en [154, f. (10.2.2)]):

oo (—1)" <x>2n+a.

) = X e s 2

(1.16)
n=0 2

Entre las varias propiedades de la funcién de Bessel de primera especie, destaca-
mos la siguiente relacién de recurrencia que serd usada en varias ocasiones en los
capitulos siguientes (ver, por ejemplo, [, f. (10.6.1)]:

« +

Ja(2v/x) — ﬁl Jar1(2vVx) = —Jar2(2V/%). (1.17)

Volviendo a las formulas de Mehler—Heine, éstas fueron introducidas en el siglo
XIX. A continuacién, se muestran dichas férmulas para las familias cldsicas de
Jacobi y Laguerre, usando las normalizaciones de [169]], (ver [169, p. 192] y [169,
p. 193], respectivamente):

Sean « y B nimeros reales, entonces

(a8) (1 _ 2
lim b <1 2”2> = (fya]a(x), (1.18)

n——+oo n« 2

lim L\ = xm%/27 (2 /x), (1.19)
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uniformemente en subconjuntos compactos de C. La correspondiente para los poli-
nomios clasicos de Hermite se deduce facilmente de la relacion entre los polinomios
de Laguerre y los de Hermite (ver, por ejemplo, [[169, p. 106]).

Estas formulas asint6ticas son especialmente utiles para estudiar el comporta-
miento asintotico de los ceros gracias al teorema de Hurwitz (ver, por ejemplo, [169,

p. 22]). Posteriormente, profundizaremos en este aspecto.

1.3 MOTIVACION Y RESULTADOS FUNDAMENTALES SOBRE POLINO-
MIOS ORTOGONALES DE SOBOLEV

El punto de partida de los polinomios ortogonales de Sobolev se remonta al articu-
lo [[111]]. El autor planteé el problema de encontrar la mejor aproximacion polinémi-
ca simultdnea a una funcién y a sus derivadas. Lo cual se puede expresar como

j

b
. 0) () — pH) ()12
pgﬁqugigjﬁ[f' (x) (x)]"dp,

siendo y; medidas de Borel positivas con soporte en I C Ry f satisfaciendo ciertas
condiciones de regularidad.

De esta forma, el autor en [111] intentaba generalizar el problema clésico de

aproximacion por minimos cuadrados, usando el producto escalar

j
(F95= Y [ O,
k=04

que induce la norma

Iplls = ++/(p, p)s-

Asi, se puede construir el espacio de Sobolev dado por

W2 i (1) = {f D e2(1,ief{o1,...,jLIfR< —{—oo}.

Por tanto, el problema planteado por el autor en [[111] se enmarca en la aproxi-
macién minimo cuadratica en el anterior espacio de Sobolev. Notese que en dicho

trabajo no se menciona explicitamente el uso de polinomios ortogonales.

Este espacio se introduce en [59]. Wﬁo:ﬂlw--/ﬂj(l ) es un espacio de Hilbert vy,

por tanto, podemos plantear el problema de encontrar la mejor aproximacién por
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minimos cuadrados a elementos de W2 (I) en IP,[x], esto es, dado f €

HooH1 -1

WEIO " (I) encontrar p € P, [x] tal que

If = pll§ = min ||f ql13-
qEPy[x

El primer articulo sobre polinomios ortogonales de Sobolev fue publicado en

[17], que se motiva por el trabajo [111]].

En 1962, se considera el producto

(o) = [ pa@dpo(x) + [ P07 @), (120

donde

10dx, si —1<x<0,

dyo(x) = a4, dyl(x) - dx si0<x<1

El autor prueba que el polinomio ménico ortogonal de segundo grado con respec-
to a (1.20), que puede ser calculado usando el algoritmo de Gram-Schmidt, viene

A2 27 1 : .
dado por Sp(x) = x° + 55x — 5 y tiene una raiz en

81+ +v21261

0 —1,08005 ¢ [—1,1].

Este fue un resultado muy novedoso, al plantear de forma sencilla un aspecto de
los polinomios ortogonales de Sobolev que no ocurre en la teoria de polinomios
ortogonales estdndar, ya que sabemos que los polinomios ortogonales estandar tie-
nen todas sus raices dentro de la envoltura convexa del soporte de la medida (ver
Teorema|1.1.6).

En [[17]] también se considero el producto escalar de Sobolev

(s = [ peadcia [ pgan a2

con A > 0. Este producto recibe el nombre de producto escalar de Legendre-
Sobolev pues las medidas involucradas corresponden a la medida de Lebesgue en
[—1,1]. Los polinomios ortogonales con respecto a (1.21) son generalizaciones de

los polinomios clasicos de Legendre, puesto que éstos se obtienen cuando A = 0.
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Debido a que uno de los objetivos de esta memoria es estudiar ceros de polino-

mios de Sobolev, merece la pena destacar la influencia que el pardmetro A tiene en

la localizacion de los ceros, incluso en el namero de ceros reales. Sea

()= [ f@g@ix+a [ Fwg v [ f g @i 022

con A > 0.

Se probé en [142] que, para n > 2y par, si A es lo suficientemente grande, los
polinomios de Sobolev ortogonales con respecto a (I.22) tienen exactamente dos
ceros reales, uno en el intervalo (—3, —1) y otro en (1,3). Por otro lado, si n es

impar con n > 3 y A suficientemente grande solamente hay un cero real y esta

localizado en (1,3).

Estos resultados fueron ilustrados numéricamente en |84} tabla 2.30], y se mues-

tra perfectamente cémo el valor de la constante A afecta al nimero de ceros reales.

Incluimos aqui dicha tabla para ilustrar dicha situacion.

Tabla 1.1.: Ceros de los polinomios ortogonales con respecto a (|1.22)

Grado del polinomio | A Numero de ceros reales
2 0<A<10,333 2

10,334 < A < o 2en[-3,—-1]U[1,3]
4 0< AL 74773 4

74774 < A < 61,754 2

61,746 < A < 153,23 4

153,24 < A < o0 2en [-3,—1]U[1,3]
6 0<A<45011 6

45,012 < A < 50,226 4

50,227 < A < 418685 |2

41868,6 < A < 421555 | 4

42155,6 < A < 43512,6 | 6

43512,7 < A < 43646,1 | 4

436462 < A < o0 2en[-3,-1]U[1,3]
3 0<A<21461 3

21,462 < A < © len|1,3]
5 0<A<10,193 5

10,194 < A < 1811,7 3

1811,8 < A < 2153,6 5

2153,7 < A <21834 3

21835 < A < len|[1,3]

Los polinomios ortogonales de Legendre-Sobolev fueron bien estudiados en [17].
Algunos de estos resultados fueron simplificados y extendidos en [[164]. Estos traba-
Jos previos mostraron varias caracteristicas de los polinomios ortogonales de Sobo-

lev. Denotando por sy, (x; A) el polinomio ortonormal con respecto a (|1.21)) de grado

15
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n y tomando P, el polinomio ménico de Legendre clasico de grado n, se tienen las

siguientes propiedades:
(1) {sn(x;A)},>0 satisface una ecuacién diferencial de la forma
Asp(xA) = sn(x: 1) = AuPhy (x) + BuPy_y(x),
donde A, y B, son dados de forma explicita.

(2) {sn(x;A)}n>0 verifica una relacién de estructura de la forma
Sn(A) —sp_2(x;A) = an (Py(x) — Py—2(x)) .

(3) sn(x; A) tiene n ceros reales, simples y localizados en (—1,1).

Para mas detalles se pueden consultar estos articulos o el survey [143]]. Estos
polinomios s, (x; A) ortogonales con respecto a también fueron estudiados
en [86] donde se obtiene un andlogo a la férmula de Rodrigues para polinomios
estdndar y en [59] se estudia el entralazamiento de los ceros de s, (x; A) con los
ceros de los polinomios de Legendre clasicos.

En esta primera etapa, otros dos productos escalares que dieron pie al estudio de

polinomios ortogonales de Sobolev, y son importantes de destacar, fueron:

400 400
(f, Q) := f(x)g(x)e *dx + /\/0 f(x)¢ (x)e ¥dx, A >0, (1.23)

0

)= ¥ [ s wusxei (1.24)

k)€IN?

donde w(x) es una de las tres medidas cldsicas: Jacobi, Laguerre y Hermite y Vjk s
un polinomio verificando que v;x(x) = v ;(x). En [45] el autor obtiene resultados
similares a [17] para el producto (I.23)). El producto es estudiado en [163],
los autores encuentran relaciones algebraicas entre S, y Py, bajo ciertas hipétesis
para v; . y condiciones para (j k) € IN2. Ademis, se dan condiciones suficientes
para que todos los ceros de los polinomios ortogonales con respecto a sean
simples y estén localizados en (a, b).

Acabamos de hacer un muy breve repaso por los primeros articulos de polino-
mios ortogonales de Sobolev, con el objeto de presentar una motivacion histdrica.

A continuacién, se resumen algunos aspectos esenciales de esta teoria.



1.3 RESULTADOS SOBRE POLINOMIOS ORTOGONALES DE SOBOLEV

Una primera observacion, como ya hemos visto, es que el Teoremal|l.1.6/no tiene
por qué verificarse en los productos escalares (1.20)-(1.24). Esto es debido a que se

trabaja con productos escalares no estandar, es decir, en estos productos

(xf,8) # (f,xg).

Esto se debe al hecho de introducir derivadas en el producto escalar.
Durante esta memoria se va a trabajar con productos escalares de Sobolev que
involucran medidas cuyo soporte se encuentra en la recta real. En general, estos

productos escalares pueden ser escritos como

(F,8)s = [ Flx)g(x)dpo+ Z / FO M (), (1.25)

donde py, conk € {0,1,...,m}, son medidas de Borel positivas con soporte en R.

Esencialmente, hay tres tipos:

= Polinomios ortogonales de Sobolev continuos: Cuando todas las medidas

ui, i =0,1,...m, tienen parte absolutamente continua no nula.

= Polinomios ortogonales de Sobolev discretos (o también llamados Polino-
mios ortogonales tipo Sobolev): Se dan cuando la medida i tiene parte ab-
solutamente continua no nula y las medidas y;, i = 1,2,...m, tienen como

soporte un subconjunto finito de R.

= Polinomios ortogonales de Sobolev discretos—continuos: Se dan cuando la
medida y,,, tiene parte absolutamente continua no nula y las medidas y;, i =

0,1,...m — 1, tienen como soporte un subconjunto finito de R.

A lo largo de la memoria se va a trabajar con productos de Sobolev discretos, en
particular, en los capitulos[2ald|se consideran productos de Sobolev discretos varian-
tes. La motivacion de introducir productos de Sobolev discretos variantes viene por
el estudio del caso balanceado en productos de Sobolev continuos, los cuales seran
abordados més adelante. Por todo ello en este capitulo solamente vamos a conside-
rar los dos primeros tipos de productos escalares de Sobolev. Para mas informacion
sobre los polinomios de Sobolev discretos—continuos consultar, por ejemplo, [16],
[46] o [93]], y las referencias alli incluidas. Es interesante mencionar que este tipo de
productos permiten dotar de ortogonalidad Sobolev a familias de polinomios clasi-
cos con parametros no cldsicos que hacen que el funcional no sea cuasi-definido
(ver, por ejemplo, [4]], [16]], [18]], [107], [158] y [163]).

17
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Por otro lado, es importante aclarar que los polinomios ortogonales de Sobolev
han sido estudiados en diferentes contextos. En esta memoria trabajaremos con po-
linomios ortogonales de Sobolev discretos y cuyas medidas tienen soporte en el eje
real. Sin embargo, es interesante mencionar que también hay una amplia literatura
en varias variables (ver, entre otros, [2], [44], [68], [79], [108], [172] y [173]), en
la circunferencia unidad (ver, entre otros, [37]-[40], [47], [48] , [133]) o incluso
cuando todas las medidas son discretas, aunque ya no estariamos en el marco pro-
piamente de la ortogonalidad Sobolev, ya que el operador derivada es reemplazado
por el operador diferencia A o el operador D4 derivada. Algunos ejemplos de este
tipo de trabajos son [24]-[28]], [61], [95], [149]], [150] o [166]], entre otros; por tanto,
nos encontrariamos en el dmbito de la ortogonalidad D-Sobolev (ver, por ejemplo,
[60D).

La teoria de polinomios ortogonales de Sobolev es una teoria joven y ain no
existen enfoques tan generales como los existentes para los polinomios ortogonales
estdndar, si bien en los tltimos afios han aparecido algunos trabajos con un enfoque
mas general (ver los surveys [127] y [135]). También el trabajo [128] es una breve
descripcion introductoria al “mundo de la ortogonalidad Sobolev”.

En el desarrollo de este capitulo se dardn una serie de resultados, sin demostra-
cion, aparecidos en articulos relevantes sobre esta teoria, y que serdn motivadores
para el objetivo de esta memoria.

En [84] podemos encontrar algunos resultados basicos sobre polinomios ortogo-

nales de Sobolev que enunciaremos a continuacion.

Teorema 1.3.1 Si el producto escalar es definido positivo en IP|x|, existe una
linica sucesion, que denotaremos por {Sy },,>0, de polinomios ortogonales monicos
de Sobolev.

Definicién 1.3.1 Se dice que el producto escalar de Sobolev es simétrico,
si cada medida iy tiene un soporte simétrico y con todas las medidas de Borel

simétricas y positivas.

Teorema 1.3.2 Si el producto escalar anterior (I.23)) es simétrico, entonces
Sn(—x) = (—1)"Su(x), n > 0.

Como ya se ha dicho anteriormente, un producto escalar de Sobolev es un pro-
ducto escalar no estdndar y por tanto, los polinomios ortogonales respecto a este
producto no satisfacen una relacion de recurrencia a tres términos. Sin embargo, los

polinomios ortogonales ménicos satisfacen una relacién de la forma:
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xSn(x) = S,H_l(X) + i ﬁn,ksnfk(x)/
k=0

donde
(xSn, Sn—k)S

(Sn—kr Sn—k)S ’

Si ll es un producto escalar simétrico entonces B, o = 0,conk =0,1,...,|
Si consideramos la matriz de Hessenberg de tamafio n X n (ver [84, p. 42])

Bk = k=0,1,...,n;, n>0.

NS

Boo P11 P22 .- Bu—2n-—2 PBu—1n-1

1 ,31,0 ,32,1 s ,Bn—Z,n—B ,anl,an
" — 0 1 ,3%,0 ,Bn—%,n—él ,Bn—?,n—?)

0 0 0 <. ,BO,n—Z ,anl,nfl

o 0 0 ... 1 Bu_10

y el vector S(x) = [Sp(x),...,S,_1(x)], entonces se puede probar (ver, [84, p.

42]) el siguiente resultado que es similar al existente para polinomios ortogonales
estandar.

Teorema 1.3.3 Sean y, , conk = 1,2,...,n, los ceros de S, (x). Entonces, Y, x

es un valor propio de H,, y S(y, k) es el vector propio a la izquierda asociado al

valor propio Y, k.

Es importante observar que los valores propios de H;, pueden ser complejos y de
aqui los ceros de S;,. En [84] se pueden encontrar diversos algoritmos para calcular

los valores propios de esta matriz de Hessenberg.

1.4 POLINOMIOS ORTOGONALES DE SOBOLEV CONTINUOS

A lo largo de la Seccion se han mostrado varios productos escalares (1.20)-
(1.24) donde se han enunciado propiedades de los correspondientes polinomios or-
togonales de Sobolev continuos con medidas de soporte acotado y no acotado, asi
como unas notas sobre localizacion de los ceros para ciertos casos particulares. El
estudio de los polinomios ortogonales de Sobolev continuos tuvo un desarrollo es-
pectacular a partir de la introduccioén del concepto de par coherente asociado a
un producto escalar de Sobolev. Este concepto fue definido en el primigenio traba-

jo [89]] en 1991. A continuacién, describimos los aspectos esenciales de los pares

!
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coherentes y su repercusion en el estudio de los polinomios ortogonales de Sobolev

continuos. Considérese el producto escalar

ng—/f x)dpo(x -Ht/f x)dpq(x), A>0, (1.26)

donde —oo < a < b < 400, siendo i y 1 medidas de Borel positivas en la recta

real.

Definicion 1.4.1 Sea P,(x; u;), coni € {0,1} el polinomio ortogonal ménico de
grado n con respecto a ;. El par {yo, u1} es un par coherente si existe una suce-

sion de niimeros reales {0y, },>1 distintos de cero tal que

Pr(po) | Pi(x;
Py (x; 1) = n4;11+1 + 0 n(nVO), n=1.
Si [a,b] = [—c,c| en y las dos medidas g y p1 son ambas simétricas,

entonces el par { o, ji1} es un par simétricamente coherente si se verifica que

Py 1 (x; po) . Py (x;po)

> 2.
n+1 "on—1 7 "=

Pn(x},ul) =

A raiz de esta definicién hay una amplia variedad de trabajos donde se obtie-
nen propiedades algebraicas y asintéticas, pero antes, se debe citar el trabajo [[144]
donde se prueba que, necesariamente, una de las dos medidas de un par coherente
ha de ser cldsica. Ademas, en dicho trabajo se hace una clasificacién de los pares

coherentes:

e Tipo I: La medida yq en es clasica.

e Tipo II: La medida y en (1.26) es clasica.

Desde el punto de vista asintdtico, algunas referencias significativas son [139] y
[146]] para el caso donde una de las medidas es la de Jacobi y [123] para el caso
simétrico involucrando a la medida de Gegenbauer. Para el caso en el cual una de la
medidas es la de Laguerre citamos [15], [125], [126] y [145] y en el caso Hermite y
Freud [14], [49], [S0] y [[147].

Una consecuencia fundamental de la coherencia es la posibilidad de establecer
una relacion algebraica entre los polinomios ménicos Py, (x; pg) y los polinomios
Syn(x; A) ménicos ortogonales con respecto a 6) (ver, por ejemplo [157, Prop.
5.4.3] 0 [89, f. (2.15)] con otra estandarlzacmn).
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Proposicion 1.4.1 Si {1, 11} es un par coherente, entonces
n
Sn(A) = tnSp-1(x;A) = Pu(xp0) = O —=Pua(X3p0),  n>1,

donde

an:O-n = 1’l>1,

d

condy = [ P2(x; wo)dpo(x) y dn = (Su, Su)r.

Un resultado similar se puede encontrar para un par simétricamente coherente
cualquiera (ver, por ejemplo, [89, Teo. 4] o [123, Prop. 6]).

El concepto de coherencia ha sido generalizado a la (M, N)—coherencia (ver
(631, [64] y [63]):

Definicién 1.4.2 Sean M, N y m, n enteros no negativos. El par {yo, p1} es un
par (M, N))—coherente de orden (m, n) si, para k > 0,
P( m) (x M m) (x ) p(”) (x. ) N P(”)‘ (X' )
k+m ]/lo Z k i+m Ho _ _k+n M1 + Z b'k k—i+n\*7 1
(k+1)u — " (k—i41)m (k+1), " (k—i+1),

donde a;y y b;y son niimeros reales tales que ay 7 0 sik > M, by # 0 si
k> N,yajx =bjy =0sii> kycon (a)y denotando el simbolo de Pochhammer

(ver (I.11)).

El par coherente de la Definicion corresponde a la (1,0)—coherencia de
orden (1,0). Algunos casos particulares fueron estudiados previamente, como la
(2,0)—coherencia de orden (1,0) en [106], la (M, 0)—coherencia de orden (1,0)
o también llamada M —coherencia en [[77]] o [[124].

1.4.1 Propiedades asintéticas y el caso balanceado

Uno de los aspectos de interés de los polinomios ortogonales de Sobolev conti-
nuos ha sido su comportamiento asintético en diferentes regiones del plano com-
plejo, asi como la influencia del parametro A en este comportamiento. Una forma
adecuada de establecer los diferentes comportamientos entre los polinomios de So-
bolev y los estandar es considerar la asintética relativa de ambas familias de polino-
mios. Como veremos, se probd que con A fijo la medida 1 juega el rol principal en

el comportamiento asintdtico. Asi se establece en el siguiente resultado:

21



22

ORTOGONALIDAD SOBOLEV

Teorema 1.4.1 ([139]) Sean un par coherente {],to, yl} de medidas con soporte
acotado, {S,(x,A) } >0 la SPO mdnica con respecto a Y A{Pu(x; 1) tn>o la

SPO ménica con respecto a 1. Entonces

lm Su(A) 2

= , 1.27
PP | ¢) (1:27)

uniformemente en subconjuntos compactos de C\[—1, 1|, donde ¢ fue definida en

(L.13).

Un resultado andlogo en el caso de la coherencia simétrica fue establecido en
[123] Teo. 7]. De se desprende la asintética fuerte exterior de los polinomios
de Sobolev S, (x; A) una vez conocida la de los polinomios estandar Py, (x; p1).

La asintotica sigue siendo cierta en contextos mas generales, en [136] se
probo que basta que las medidas o y 1 pertenezcan a la clase de Szegd (ver Defi-
nicién [[.2.1) para que se satisfaga.

Del Teorema y su posterior generalizacion en [[136], se desprende como
hemos comentado, que la medida relevante en el comportamiento asintético de los
polinomios de Sobolev cuando n — +o0 es y1. Esto motiva la pregunta de como
equilibrar (balancear) la influencia de dichas medidas y que ambas jueguen un
papel en el comportamiento asint6tico de los polinomios ortogonales de Sobolev
continuo con soporte acotado.

Parece natural la idea de hacer variar el parametro A en funcién de n, esto es,
considerar el producto de Sobolev variante

/f X)dpo(x) + An / f(x)g (x)dpa(x), An =0, (1.28)

de forma que el comportamiento asintético de A, influya de forma determinante en
la relevancia de ambas medidas en el comportamiento asintético de los polinomios
ortogonales de Sobolev.

En los productos escalares estandar el hacer variante la medida y estudiar las pro-
piedades de los correspondientes polinomios ortogonales es un tema ampliamente
considerado en la literatura donde citamos, entre otros, [22]], [42], [66], [67], [69],
[105], [138], [140] o [[167], junto al reciente libro [110] y las referencias alli inclui-
das.

En el ambito de la ortogonalidad Sobolev el primer acercamiento a considerar

productos escalares variantes es debido a [10]. Se considera el producto escalar va-
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riante (1.28]) y se busca determinar qué condiciones ha de satisfacer la sucesion
{An}n>0 para que el producto escalar esté equilibrado en el sentido que se ha co-
mentado anteriormente. Asi, los autores imponen las siguientes condiciones a la

sucesion decreciente { Ay },>0,

lim n’A, = L € [0, +c0], (1.29)
n—oo

lim n*(A,_1 — Ay) = lim (A“ — 1) = 0. (1.30)
n—00 n——+400 n

La eleccién de n? en la condicién (1.29) parece natural ya que al derivar un
polinomio ménico de grado n aparece 1 como coeficiente lider de su derivada.
Si {0, p11} es un par coherente de tipo Jacobi, esto es, una de las medidas corres-

ponde al peso clésico de Jacobi en [—1, 1] los autores probaron

. J Pi(x;dpo)dpo(x)
im
n—+eo (S, (x; An), Su(x; /\”)))\n

=k(L) € [0,1],
y establecieron la siguiente asintética relativa:

Teorema 1.4.2 ([10]) Sean un par coherente {yo, ]/tl} de medidas con soporte aco-
tado, {Sn(x, An)}n>0 la SPO médnica con respecto a (1.28), {Py(x; po) }n>0 la
SPO ménica con respecto a g y la sucesion { Ay } >0 satisfaciendo y @
Entonces,

o Sun(x) _ ¥(x)

n—eo Py (x;dpg)  k(L)¥(x) 4+ (1 —k(L))¢g'(x)/2’
uniformemente en subconjuntos compactos de C\[—1, 1|, donde ¢(x) fue definida

en (|1.15), ¥(x) = limy g”gg;; siendo Y (x) analitica en C\[—1, 1].

Cuando A, = A > 0, para todo n > 0, entonces L = +o0 y se prueba que
k(oo) = 0y, de esta forma, el Teorema generaliza el Teorema Ademas,
los autores probaron que en el caso de ser { o, 41} un par coherente, con 1 abso-
lutamente continua, los polinomios de Sobolev balanceados tienen asintética fuerte
exterior exactamente igual a la de los polinomios ortogonales con respecto a una

medida u* en [—1, 1] que puede ser descrita como

ap = ((x) + Llg/ (x)Ppi (x) ) d,

23



24 ORTOGONALIDAD SOBOLEV

donde ;t;(x), i = 0,1, denotan las partes absolutamente continuas de las medidas

Hi.

Serfa intuitivo pensar que ese factor 12

en el caso no acotado también equili-
brara la influencia de ambas medidas en el comportamiento asintético de los poli-
nomios de Sobolev. Pero en [11] los autores demostraron que esta idea intuitiva no
era correcta. De hecho, es necesario recurrir a los conocidos nimeros de Mhaskar—
Rakhmanov-Saff, que denotaremos por a,, con n > 1. Estos nimeros son las raices

positivas de la ecuacion (ver [109, f. (1.11)])

n—z/la tQ’' (ayt) at
- T Jo n n ,—1 — tzl
donde Q(f) es una funcién par y convexa definida en IR.

El resultado més relevante de [11]], es la obtencion del comportamiento asintético

de A, para equilibrar la influencia de ambas medidas. Los autores prueban que
Antt® ~ a2y, (1.31)

donde f,(x) ~ gn(x) en un dominio D significa que existen dos constantes positi-
vas C1 y Cy de manera que C19,(x) < fu(x) < Cpgn(x) para n suficientemente
grande y para todo x € D.

Para ejemplificar los resultados obtenidos en [11] se considera

4

du(x) = duo(x) = dpi(x) =e " dx.
Entonces, se tiene
(Su(x; An), Su(2; An))a, = /]RS%(x;An)ex“dan /R (Sh)% (x; Aw)e " dx,

con {A, },>0 una sucesién decreciente de nimeros reales positivos tales que

lim 1n3/2), = L € [0, +c0], (1.32)
n—oo

lim n”/*(Ay_p — Ay) = lim n'/* <@ — 1) =0. (1.33)
n—o0 n—o0 An

. . . v .
La condicion lb viene del hecho de que para la funcién peso e los nimeros
de Mhaskar—Rakhmanov-Saff se comportan como n1/#. Por tanto, para verificar la
condicién (1.31) es necesario que A,, se comporte como 1 ~3/2. En estas condiciones

se establece
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Teorema 1.4.3 ([11]) Sean un par coherente {ug, y1} de medidas con soporte aco-
tado, {Sn(x, An)}u>0 la SPO ménica con respecto a (1.28), {Py(x; po) }n>0 la

SPO ménica con respecto a py y {An}n>0 una sucesion decreciente de niimeros
reales positivos verificando (I.32) y (I.33). Entonces,

1, si L =0,
Sn (2 An) 1 0< L
li — —, StU <L <o,
e Py(x; 1) 1‘[4’(720%%\/5)]
3/2, si L = +o0,

uniformemente en subconjuntos compactos de C\IR.

Como acabamos de ver, en el Teorema|l.4.3|aparecen 3 diferentes comportamien-
tos asintdticos en funcién del tamafio de la sucesion {Ay },>0. Algo similar suce-
derd cuando se estudien productos de Sobolev discretos variantes en los Capitulos
2H4l

Para finalizar la seccion, vamos a considerar la asintética tipo Mehler—Heine. Co-
mo ya se ha dicho anteriormente, este tipo de asintética relaciona los polinomios
ortogonales con funciones de Bessel de primera especie [, (ver (1.16)), y su estudio
para polinomios ortogonales de Sobolev discretos variantes es uno de los principa-
les objetivos de esta memoria.

En el caso continuo este tipo de asintética local ha sido ampliamente estudiada
desde principios del siglo XXI. Entre otros, podemos citar las siguientes referencias
(151, (211, (431, [S01, [77], [78], [126], [147].

A modo de ilustracién, describiremos esta asintdtica para polinomios de Laguerre-

Sobolev. El resultado fue obtenido en un &mbito mas general.

Teorema 1.4.4 ([126]) Sea {Sn}nzo la sucesion de polinomios ortogonales moni-

cos con respecto a

(p)s= [ plgxte Sdxa [ p0g (oxte

conw > —1y A > 0. Entonces, el polinomio ortogonal monico S, verifica la

+o0

siguiente asintotica Mehler—Heine,

_1\n /A2
lim ( 1) Sn(x/n) _ A +4)\+)Lx_(w_1)/2]a_1(2\/§),

n—s400 nlne—1 2A

uniformemente en subconjuntos compactos de C.
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Se puede ver que varia sustancialmente con respecto a la asint6tica Mehler—Heine
de los polinomios de Laguerre dada en (1.19). Evidentemente, esto tiene implica-

ciones en los ceros reescalados de los polinomios de Laguerre-Sobolev.

1.5 POLINOMIOS ORTOGONALES DE SOBOLEV DISCRETOS O TIPO SO-
BOLEV

Un producto escalar de Sobolev discreto, o tipo Sobolev, que aparece usualmente

en la literatura y de gran interés para los capitulos siguientes, es de la forma

j
)5 = [ f@g@in) + Y M Yeghe, a3

donde u es una medida absolutamente continua con soporte en el eje real, ¢ € R,
My >0,conk=0,1,...,j—1,y M; > 0.

Bajo diferentes hipotesis relativas a la medida p, los polinomios ortogonales
con respecto a ([.34) han sido ampliamente estudiados. Citamos los surveys [121],

[127], [135] y [[137] y las referencias alli incluidas como fuente de documentacion.

Los productos escalares del tipo (I.34) han sido generalizados en diferentes di-
recciones y se han estudiado las propiedades de los correspondientes polinomios
ortogonales. Algunos trabajos relevantes en este sentido han sido [[76]], [115], [160]
y [161]].

Vamos a considerar algunos casos particulares de (1.34) que nos servirdn de mo-
tivacion para los siguientes capitulos. Los primeros estudios en este sentido consi-
deraron y una medida asociada a un peso cldsico. En [96] se trabaja con la medida

: _ x%e™*
normalizada de Laguerre, esto es, du(x) = FarD

Asi el producto (1.34) queda de la forma:

dx,cona« > —1 y siendo c = 0.

0 j . .
(f,8) = ﬁ/{) f(x)g(x)x" e “dx + ing-f(l)(O)g(‘)(O). (1.35)

El autor probé que el n-ésimo polinomio ortogonal ménico de Sobolev, S;;, se puede

expresar como

min(n,j+1)

Su(x) = Y. (m1)f AL P (),
k=0
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. a+k . . L. .
siendo Li_k ) los polinomios cldsicos de Laguerre y A, ;. constantes determinadas
a través de un sistema de ecuaciones. Esta expresion se analizard con més detalle en

el Capitulo 2, donde se dardn explicitamente los valores de A, k.

El caso en el cual u es la medida de Gegenbauer fue considerado en [34] y [35]].

Los autores trabajan con el producto simétrico de Sobolev discreto dado por

1 N\ A-1/2
(£.9)s = [ f@)g) (1=2) " dx+ Mo[F(1)g(1) + F(~D)g(~D)]
+ M [f(1)g'(1) + f(=1)g'(=1)], (1.36)
con A > —1/2. Denotamos mediante S, los polinomios ortogonales con respecto a

este ultimo producto escalar y con una normalizacion adecuada, los autores obtienen
una relacién algebraica dada por
2 k ~(A+K)
Su(x) = Y ay,x°C,7 7 (x),
k=0

donde ag,, a1, y a2, son constantes apropiadas independientes de x y los poli-

nomios CTS/\_Jrkk) son los polinomios de Gegenbauer clasicos con la normalizacién
CY(ZA)(l) = 1. Por otro lado, en los trabajos [34], [35] y [96l], para los productos

escalares ((1.35)-(1.36)), los autores encuentran relaciones algebraicas entre S, y Py,
y ademds, relaciones de recurrencia de mds de tres términos para los polinomios

ortogonales S;,.

Volviendo al producto de Sobolev discreto ((1.34]), si tomamos My = 0 para todo
ke {0,1,...,j — 1} nos queda

(£,9)s = [ F)zx)dn+Mf9 ()8 (c), (137)

conc € Ry M; > 0. Uno de los resultados algebraicos mas destacados, que se
usard con frecuencia a lo largo de esta memoria, fue obtenido en [132]. Sea { P, }nZO
la SPO ménica con respecto a £ y {Sy },>0 la SPO ménica con respecto a ,
entonces )
M;PY(c)

1+ MK (¢, c)
La férmula fue obtenida previamente en [[104] para j = 0 y usando las tres
medidas clasicas, en [[132] fue generalizado el resultado.

K% (x, ¢). (1.38)

n—1

Sn(x) = Pa(x) —
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1.5.1 Propiedades asintéticas

El objetivo de los capitulos del 2| al 4| de esta memoria es estudiar propiedades
asintéticas de polinomios de Sobolev discretos variantes. Por tanto, vamos a mostrar
algunos resultados importantes en este contexto. Se comenzara la seccion con la
asintdtica relativa y la asintética fuerte exterior y, posteriormente, se abordard la
asintotica tipo Mehler—Heine, justificando la relevancia de este tipo de asintética en

el estudio de estos polinomios.

Previamente al estudio de propiedades asintéticas, vamos introducir la denomina-

da clase de Nevai.

Definicién 1.5.1 Una medida 1t con soporte en el intervalo [—1,1] se dice que
pertenece a la clase de Nevai y se denota por u € M(0,1) si la sucesion de poli-
nomios ortonormales { p, }n>0 asociados a la medida y satisfacen una relacion de

recurrencia

Xpn = A1 Pn1 (X) £ bnpu(x) + anpn1(x),

con los coeficientes verificando

1
lim a, = =, lim b, = 0.
n——+o00 2 n——+o00

Un primer trabajo en asintdtica de polinomios ortogonales de Sobolev discretos

fue [134] donde se considerd el producto escalar

(f9)s = [ Fg(x)an(x) + Mf (g ©), (139

conc € R, M > 0y la medida y perteneciente a la clase de Nevai M(0,1). Los
autores obtienen la asintética relativa de los polinomios ménicos S, ortogonales
con respecto a (1.39) y los polinomios ménicos Py (x; jt) ortogonales con respecto

a la medida p. Concretamente, si ¢ € R\sop(u), entonces

i S0 _ (9(0) — 9(0))’
n—+too Py(x;u)  2¢(x)(x —c) ’

uniformemente en subconjuntos compactos de C\sop () y con ¢(x) definido en
(1.15). Si ¢ € sop(u), entonces la asintdtica relativa es 1.

Una primera extension a este resultado fue dada en [9]]. En este articulo se consi-

dera el producto escalar:
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(p,9)s = [ P¥)a(x)dn+P()' AQ),
donde

y A es una matriz cuadrada de tamafio 2 x 2. Suponiendo que u € M(0, 1) y siendo
r el rango de la matriz A, se tiene que

fm Sn(®)__ ((qo(x) - qo(c))z)’
n—-+oo Py (x; 1) 2¢9(x)(x —¢) !

uniformemente en subconjuntos compactos fuera del soporte de la medida y con ¢

definido en (I.15).

Una segunda extension de la anterior asintdtica relativa aparece en [[115] y [129]

para el producto

N N
(£,9)s = [ Fog@du(x) + Y- Y- 1) 8iu(gic);
j=1k=0

donde, y € M(0,1), {ck}}c\’:1 son nimeros complejos localizados fuera del soporte
de lamediday £;(g; c;) es laevaluacion en c; del operador diferencial ordinario ac-
tuando sobre ¢ y de manera que Ej,Nj no es idénticamente nulaparaj =1,2,..., N.
Entonces (ver Teorema 4 de [115]]), si denotamos por I; el nimero de ceros de Sy,

que son atraidos por c;, se tiene que

s M () — e
”ET"" P,sk)(x;y) i ( 2¢(x)(x —ci) ) ' =0

uniformemente en subconjuntos compactos C\sop (), con ¢ definido en (1.15), y
donde las familias de polinomios S, (x) y P, (x; ) son ménicas.

También es destacable el trabajo [[/] donde se obtiene la féormula asintética tipo

Mehler—Heine para un producto tipo Jacobi—Sobolev discreto.

29



30

ORTOGONALIDAD SOBOLEV

En el caso de soporte no acotado empezaremos con un caso particular correspon-
diente a la medida asociada al peso de Laguerre. En [20] los autores consideran el

producto escalar de Sobolev discreto

+oo
(P0)s = Ty Jy PR dx+ Mop(0)q(0) + Mup/(0)q/(0),
(1.40)
con Mo, M1 > 0ya > —1.
Se denota por {ngm}nzo la SPO de Laguerre clésicos y por {S; },,>0 la SPO de
Laguerre-Sobolev discretos. Ambas familias normalizadas de forma que el coefi-

(="

ciente lider del correspondiente polinomio de grado 7 sea “—y—. De hecho, en [20]

no se considera la misma normalizacién en ambas familias y las expresiones de las
asintdticas obtenidas son menos compactas; es en el survey [[127] donde se escogen

de esta forma. Las asint6ticas obtenidas son las siguientes:

e Asintética relativa exterior

lim Su(x) =1,
n=4oo L,(;X)(x)

uniformemente en subconjuntos compactos de C\ [0, +00).

e Asintotica relativa exterior tipo Plancherel-Rotach

lim —Sn(nx)

-1,
H—r+00 L}(q“)(nx)

uniformemente en subconjuntos compactos de C\ [0, 4].

e Asintética tipo Mehler—Heine

lim —Sn(x/n) =
n—-+o00 n«
—g1(x), My >0, M; =0,
5 (82(x) — (a +2)g1(x) — go(x)), My=0, My >0, (141)
g2(x)r My, M1 > 0,

uniformemente en subconjuntos compactos de C\IR donde

i(x) = x 2 10:(2V/x),
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y J« denota la funcién de Bessel de primera especie (ver (1.16)).

En dicho trabajo también se obtiene la asintética en compactos de (0, +0c0). Al
igual que la asintética tipo Mehler—Heine, se producen 3 situaciones diferentes en
funcidn de los 3 posibles casos determinados por las constantes Mgy M;.

La asintdtica tipo Mehler-Heine (I.41) es el primer resultado de este tipo que
se obtiene en el contexto de polinomios discretos de Sobolev con medidas de so-
porte no acotado. Esta clase de asintética local, uno de los objetivos de esta tesis,
proporciona una informacién que las otras asintéticas no pueden dar. Nos indica
detalladamente cémo la perturbacién introducida en el producto escalar estandar
afecta al comportamiento asintético de los nuevos polinomios ortogonales en un en-
torno de dicha perturbacidon. Entendemos por “perturbacion’ al término discreto del
producto escalar (1.40), en este caso Myp(0)g(0) + M;p'(0)g’(0). En este senti-

do es importante recordar que la férmula de Mehler—Heine para los polinomios de
Laguerre clasicos es (ver (1.19))

()
it o ,(ﬁ.f/”) =22 (2V),
uniformemente en subconjuntos compactos de C. Se puede observar como difiere
de la obtenida en (I.41)) para los polinomios de Sobolev.

En [20] también se planteé una conjetura relativa a la asint6tica Mehler—Heine

de los polinomios ortogonales con respecto al producto de Sobolev discreto

1 e —0,—X J i i
(s = pirry PO e N L M g 0),

cona > —1y M; > Oparatodoi € {0,1,...,]}. Esta conjetura fue probada afios
mas tarde en [12].

Teorema 1.5.1 ([12]) Sea {S, } >0 la sucesion de polinomios ortogonales monicos
con respecto al producto escalar conM; >0,i=0,...,j. Entonces,

lim (_1)n5n(x/n) = (—1)7+1x%“]w+2j+2(2\/§)

x—o0 nln®

uniformemente en subconjuntos compactos de C.

Ademais en [12] se obtienen los correspondientes resultados asint6ticos para los
polinomios de Hermite-Sobolev generalizados gracias al anterior teorema y a la co-
nexion entre los polinomios de Laguerre y los polinomios de Hermite generalizados
(ver [538, p. 43]).
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Otras referencias sobre resultados asint6ticos de polinomios de Laguerre-Sobolev
discretos son [[70], [[71], [88] y [131].

Como hemos visto anteriormente el hecho de que algin M; coni € {0,1,...,j —
1} valga cero produce lo que se denomina en inglés gap. Esta situacion hace cambiar
sustancialmente la asintética tipo Mehler—Heine. En [[12]], siendo uno de los resul-
tados mds importantes del trabajo, se establece la asintética tipo Mehler—Heine en
esta situacion, y que va a depender del tamafio del gap.

Sin embargo, volviendo al caso de todas las masas estrictamente positivas, un
articulo especialmente relevante y que serd de gran utilidad en esta memoria es
[156]].

En €l las autoras obtienen la asintética Mehler—Heine para los polinomios s,

ortonormales con respecto al producto escalar

j . .
(p,9)s = [ pa)du(x) + Y MpD (gD, (142
i=0
donde y es una medida finita positiva de Borel con soporte en un subconjunto infi-
nito de larectareal,c € Ry M; > 0coni € {0,1,...,j}.

Teorema 1.5.2 ([156]]) Sean {pn}n>0 la sucesion de polinomios ortonormales con
respecto a la medida p 'y { pn }nzo la sucesion de polinomios ortonormales con
respecto a la medida dyyi(x) = (x — ¢)?du(x) coni > 0. Supongamos que la
sucesion { p,&zﬂ}nzo satisface uniformemente en subconjuntos compactos de C la

siguiente formula asintotica tipo Mehler—Heine

li _ a1/2 [2i] _2 _ (a4-2i)
im (—1)" bl ——Pn b =z ]oc+21(22)

n——4o00
donde
a, /2 by
n1_1>+oo v 1, n1—1>r—|1:100 B =1, A,B,b>0, o> —1,
y
2a+1=0b(a+1),
entonces,

2
lim (—1)"al/?s, (c—i— ;

n—-—+oo

o) = (D (),

n

uniformemente en subconjuntos compactos de C.
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El anterior resultado tiene su andlogo cuando la medida p es simétrica (Teorema 6
en [156]). También es conveniente resaltar que las condiciones impuestas en el Teo-
rema[l.5.2] o en su andlogo para medidas simétricas, son satisfechas por un amplio

abanico de medidas tales como la clase de Nevai, Laguerre o Freud generalizado.

Nota 1.5.1 En la demostracion de este teorema se usa que

1/2 2 1/2 2
. _\nfn [2i] L W _ynn (2] z
A (1) P <C+bn) AN ey ra (Cﬂw)

para cualquier niimero entero £ fijo. Esto se puede asegurar gracias al Corolario 1
de [13|] donde los autores prueban un resultado mds general para funciones holo-
morfas usando técnicas de andlisis complejo. Dicho corolario también serd usado

en varias ocasiones en esta memoria.

1.6 CEROS DE POLINOMIOS ORTOGONALES DE SOBOLEV DISCRETOS

Si bien dedicamos la Seccién [I.4]a los polinomios ortogonales de Sobolev conti-
nuos, motivados por ser los primeros en el contexto Sobolev donde se introdujeron
sucesiones variantes de parametros, en este caso nos centraremos solamente en los
ceros de polinomios ortogonales de Sobolev discretos, que en el caso variante, seran
objeto de estudio en esta memoria. Algunos resultados iniciales sobre ceros de poli-

nomios ortogonales continuos se han presentado en la Seccion (1.3

En primer lugar, hemos de mencionar que en este contexto de Sobolev discreto

los ceros no tienen por qué verificar el Teoremal|l.l.6

En [8], se considera el producto

(£,8) = [ F()3(x)dp + Mof(Q)g(c) + Mif (g (c),

donde M; > 0, coni € {0,1}, I es un intervalo acotado y ¢ € R. Se estudian los

ceros de los correspondientes polinomios S;; y su ubicacién con respecto a c.

Proposicion 1.6.1 ([8]) Si My > 0y n > 3, S,,(x) tiene al menos n — 2 ceros
diferentes con multiplicidad impar en el interior de 1. Ademds, si ¢ = supl o
¢ = inf I, entonces los ceros de S, (x) son reales y simples 'y al menos n — 1 de

ellos estdn en el interior de I.
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En [[141] se introduce el producto escalar

(f,8) = /O " Fg(0)du(x) + MFD(0)gD(0), M>0, j>1, (143)

donde y es una medida con soporte en el semieje real positivo. Denotando por S,

los polinomios ortogonales con respecto a (1.43) se establece el siguiente resultado:

Teorema 1.6.1 ([141]) Los polinomios S,, tienen n ceros reales y simples y a lo
mds uno se encuentra fuera de (0,00). En este iltimo caso, ese cero se encuentra

en (—o0,0], paran > j+1.

También se encuentran condiciones relativas a la existencia de un cero real nega-

tivo de los polinomios ortogonales con respecto al producto escalar (1.43)).
Teorema 1.6.2 ([141]]) Se puede definir una sucesion {lxn}nzj_’_l, creciente tal que

a) Si0 < a,M < 1, entonces todos los ceros de S, son positivos.
b) SiayM > 1, entonces hay un cero en (—0,0).

c) Si Sy, tiene un cero negativo para n = ng, entonces Sy, tiene un cero negativo

para cada n > ny.

Se han presentado estos resultados particulares obtenidos en [141] puesto que en
el Capitulo [2] se va a trabajar con un producto similar a (1.43) pero introduciendo
masas variantes, esto es, la constante M en el producto escalar variara en
funcidn del grado del polinomio.

Otro resultado bastante general fue dado en [62]], donde se estudiaron los ceros

de los polinomios ortogonales S;, con respecto al producto

(F.9)s = [ Fg(x)dutx) + Mif (0)37)(0) + Mo (0)3)(0),

con My y M, estrictamente positivas. El autor encontré que S, tiene exactamente
n — 2 ceros reales y simples en (0,a). Si s = r + 1, entonces S, tiene un par de
ceros conjugados complejos de la forma a £ifcona <0y p #0.Sis > r+1,
entonces S tiene o dos raices complejas conjugadas de la forma & =i cona < 0
y B # 0 o dos ceros negativos en (—o0,0).

Estos resultados, junto con el Teorema[I.6.2] ponen de manifiesto que pequefias
variaciones en los pardmetros producen cambios significativos en el comportamien-
to de los ceros de polinomios de Sobolev discretos. Esto sera ilustrado en los Capitu-

los del 2] al d] para diferentes familias de polinomios de Sobolev discretos variantes.
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Consideremos ahora un producto escalar tipo Sobolev general,

(F,8)s = [ Fxg)dn(x)
+ (F0, £ f0)) A (0, 080(0)) (140

donde la medida y es absolutamente continua, j > 0y A una matriz de coeficientes
reales de tamafio (j+ 1) x (j+1).

Vamos a destacar varios casos particulares de este producto (1.44). Si A es dia-
gonal y j = 1 estamos en el caso considerado en [8]]. Si denotamos por x, 5, 1 <
k < n, los ceros en orden creciente de los polinomios S,, ortogonales con respecto
a , con ¢ = sup(I) y ademds no se dan las circunstancias de que S,(c) > 0

ni S;,(c) > 0, entonces ¢ < x,,,, < ¢+ C;Zri,l_

Més atin, denotando mediante A, ;

los coeficientes de la matriz A, si Aj 1 # 0 entonces x;,,, — ¢ < % <§%> V2 . Ha-
ciendo un cambio de variable x — —x se puede hacer un analisis similar siendo
¢ = inf(I).

En las hipdtesis anteriores, el caso en el cual ¢ se encuentra fuera del soporte de
y se analizé en [[130] con A; 1 = 0. En esta situacion S, nuevamente tiene ceros
reales, simples y al menos n — 1 de ellos pertenecen al interior de I. Ademas, si [
es un intervalo acotado, entonces para 1 suficientemente grande y ¢ > sup(I), Sy
tiene un cero mayor que c. Este cero converge a ¢ cuando 7 tiende a infinito. Por
otro parte, los ceros de los polinomios ortogonales con respecto a p y los ceros de
S, se entrelazan.

El caso A no diagonal y definida positiva con j = 1 fue estudiado en [9]. En-
tonces se probé que si I es acotado y ¢ > sup(I), existe un nimero natural 1y de
manera que, para todo n > ng, los ceros de S, son reales, simples y todos, salvo
el mayor de ellos, se encuentran en el intervalo (inf(I),¢), y el mayor cero es mds
grande que c.

Finalmente, asumiendo j > 1y A una matriz diagonal en el producto , en
[5]] los autores prueban que si ¢ no pertenece al interior de I, entonces, S, tiene al
menos 11 — j — 1 ceros con multiplicidad impar en el interior de I cuandon > j 4 1.
Mas aun, si 77 denota el numero de términos en la parte discreta de , es decir,
puede haber gaps o, en otras palabras, alglin término de la diagonal A, = 0,
entonces S, tiene al menos n — 7 ceros en el interior de I. Esta dltima afirmacion
serd usada en los proximos capitulos.

Sobre el comportamiento asint6tico de los ceros de los polinomios de Sobolev dis-

cretos, las formulas de Mehler—Heine anteriormente consideradas nos dan bastante
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informacién. Asi, volviendo a citar uno de los teoremas mds generales para férmu-
las tipo Mehler-Heine en el campo de polinomios ortogonales de Sobolev discretos,
ver el Teoremal[1.5.2] se deduce que los ceros de los polinomios ortogonales P, con
respecto a y que denotaremos por x,, x, 1 < k < n, verifican

lim b,(x,x—c)=0 1<k<j+1,

n—+oo

. . 2
]oc+2]+2,k—]—1) k> ] 42

(e =€) = ( 2

donde b, cumple las condiciones del Teorema Y jak denota el k-ésimo cero

positivo de la funcién J,.

1.7 ECUACIONES DIFERENCIALES ASOCIADAS A POLINOMIOS ORTO-
GONALES DE SOBOLEV

Por ultimo, se incluye en este capitulo una pequefia seccion sobre algunos resulta-
dos sobre operadores diferenciales asociados a polinomios ortogonales de Sobolev
discretos. Esto viene motivado porque uno de los objetivos del Capitulo [5] es el
estudio del comportamiento asintético de los autovalores del operador diferencial
cuyas autofunciones son una familia de polinomios ortogonales con respecto a un
producto Gegenbauer-Sobolev discreto.

Los trabajos [97], [99], [102] fueron de los primeros en buscar un operador di-
ferencial donde los polinomios de Sobolev discretos fueran autofunciones de dicho
operador para diferentes productos escalares. Los autores trabajan con el producto
escalar (1.40). En estos trabajos se obtuvo, entre otras propiedades, el operador dife-
rencial para el cual los polinomios ortogonales son autofunciones. Dicho operador

viene dado por

M() Z ai(x)D(i) + M1 Z bi(x)D(i) + M()M1 Z ci(x)D(i)
i=0 i=0 i=0

+xD® 4+ (a+1—x)D +nl,

donde D) indica el operador derivada de orden i, con D) = D, I es el operador
identidad, y a;(x), b;(x) y ¢;(x) son polinomios, independientes de 7, de grado a

lo mas i. Ademads, se obtuvo que, en el caso de My = 0y M; > 0, la ecuacion
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diferencial es de orden 2a + 8 si & es un numero entero no negativo y de orden
infinito en caso contrario. Mds adn, si My > 0y M; > 0, entonces el operador
diferencial es de orden 4a + 10 si « es un entero no negativo y de orden infinito en
caso contrario. Para a entero no negativo esto se estableci6 en [97] y el caso general
se demostr6 en [99]. Mas recientemente, en [74] se ha extendido este resultado y se
ha llegado a construir el operador diferencial asociado a los polinomios ortogonales

de Sobolev con respecto a la forma bilineal

(Fg)s= [ Fg e dx
+(FO)L £, 1) M (5(0),80), ..., 850@),  (145)

donde M es una matriz de tamafio j X jconj >2yj <a € IN.

Un andlisis similar, aunque fuera del marco de la ortogonalidad Sobolev, fue
dado en [97] y [98] para los polinomios ortogonales Jacobi-Krall, donde los autores
obtienen como principal resultado el orden del operador diferencial en funcién de

los pardmetros M y N del siguiente producto escalar

(F9)s = [ FS()(1— )1+ x)Pdx + MFD)3(1) + NF(-1)g(-1).

Los autores obtienen, ademds de una expresion para el operador diferencial, los
ordenes de este operador en funcién de My N, (ver [98, Sect. 8])

26 +4, siM>0,N=0yBe{0,1,2,...};
Orden del operador = { 2a + 4, siM=0,N>0ya€{0,1,2,... };
20+28+6, siM>0,N>0yape{01,2...}.

En [75] este resultado se ha extendido para un producto similar a (1.45)) en el
caso acotado involucrando la medida de Jacobi.

Por dltimo, destacar los trabajos [31]-[35] para diferentes familias. Dado un pro-

ducto escalar de la forma

(£,8)s = [ Fx)g(x)dp(x) + MDD () DVg(c),

con D denotando el operador derivada o el operador en diferencias si la medida y
es discreta, se consigue encontrar un algoritmo de construccién del operador dife-
rencial asociado a los polinomios ortogonales con respecto a este producto escalar.

; ) Ayl
Es mds, se consigue probar que dadas unas constantes {A; Hio arbitrarias el ope-
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rador diferencial es Unico, asi como también se obtienen los autovalores de dicho
operador diferencial, que denotaremos por Anconn > j + 1, dadas las cantidades
arbitrarias {}\i }iié Estos trabajos [31]-[35] serdan muy ttiles para la obtencién de
los resultados del Capitulo

1.8 CONSIDERACIONES FINALES

Para no ser reiterativo en los capitulos, indicamos aqui la notacién comtn, no
mencionada previamente, que usaremos con frecuencia en esta memoria.

Sean a, y by, dos sucesiones de nimeros reales, entonces diremos que a, ~ by, si
limy,; s 1o Z—Z =1

Finalmente, la estructura del resto de la memoria es la que se describe a continua-
cion. En los capitulos 2]y |3| se estudian los polinomios Laguerre-Sobolev variantes
y Jacobi—Sobolev variantes, respectivamente. Los resultados han sido publicados
en [118] y [119]. En el Capitulo [4] se abordan, con una técnica mas general, poli-
nomios tipo Sobolev variantes para un amplio rango de medidas. Los resultados de
este capitulo han sido publicados en [120]. En el Capitulo [5] se estudia un producto
de Sobolev discreto que involucra a un peso de Gegenbauer y sus resultados han

sido recientemente publicados en [112].
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POLINOMIOS ORTOGONALES TIPO LAGUERRE-SOBOLEV
VARIANTES

2.1 INTRODUCCION Y OBJETIVO

En el capitulo anterior se introdujo la ortogonalidad no estidndar conocida como
tipo Sobolev. En este sentido, se va a trabajar con un producto escalar de Sobolev
discreto o tipo Sobolev de la forma (1.34]), es decir,

]
(1:8) = | f@g@ptdx+ 1 M (g (e)

=0

Concretamente, se considera el producto escalar no estandar

Fr8)isn = rgy J F@sl)xe 7 + Mo (0590, @)

donde j > 0 es un niimero entero no negativo prefijado, « > —1y { M, },,>0 es una
sucesion de masas con ciertas propiedades que estableceremos mds adelante. Deno-
taremos por L,(f"M”) los polinomios ortogonales con respecto a con coeficiente
lider (—1)"/n!.

El objetivo de este capitulo es obtener distintos tipos de asintéticas para los poli-
nomios ortogonales con respecto a (2.1)). De hecho, se obtendrd la asintética fuerte
exterior en subconjuntos compactos de C\ [0, c0) asi como que la asintética relati-
va exterior con respecto a los polinomios cldsicos de Laguerre es 1, resultado que
ya fue observado en [12] para M,, = M para todo n. Sin embargo, el objetivo
fundamental serd obtener la asintética local tipo Mehler-Heine que describira con
detalle el comportamiento de estos polinomios ortogonales alrededor del origen,
que es donde se ha colocado la perturbacidn, asi como la influencia que la sucesién
de masas { M, },,>0 tiene en este comportamiento. Esencialmente, aparecerédn 3 ca-

sos que dependen del tamafio de la sucesiéon de masas { My, },>0. Si el tamafio de
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{M,, } >0 es suficientemente grande, esta sucesion influird de forma determinante
en la asintética tipo Mehler—Heine de estos polinomios variantes. Si por el contrario
el tamafio de { M, },,>0 es despreciable, la asintdtica tipo Mehler—Heine de los poli-
nomios de Laguerre—Sobolev y de los polinomios de Laguerre coincidird. El tercer
caso se obtiene cuando el tamafio de { M, },,>0 toma un valor concreto que invo-
lucra los pardmetros a y j, y entonces esta asintdtica local serd una combinacion
lineal convexa de los dos casos anteriores. Una interpretacion en términos de los
polinomios nucleo se realizara en el Capitulo 4{cuando se aborde el caso general.

Como consecuencia de estos resultados, y como ya se comentd en la Seccion
se podrd describir el comportamiento asintotico de los ceros de estos polino-
mios en términos de los ceros de determinadas funciones especiales que involucran
funciones de Bessel de primera especie (ver (I.16)). Estos resultados se ilustrardn
numéricamente. Los resultados de este capitulo fueron publicados en [118]].

De acuerdo a estos objetivos, la estructura del capitulo es la siguiente. En la
Seccién2.2]introducimos los polinomios tipo Laguerre—Sobolev variantes y algunas
de sus propiedades basicas. En las secciones y probamos los principales
resultados sobre propiedades asintéticas de los polinomios L,(f"M”). Finalmente, en
la Seccién [2.5]se hace un estudio de la distribucién y el comportamiento asintotico
de los ceros de L,(q“’M”) y en la Seccién mostraremos algunos experimentos

numéricos para ilustrar los resultados obtenidos.

2.2 EL CASO VARIANTE

Tal y como se ha comentado al inicio del capitulo, se considera el producto escalar

Valia]lte,
! ! r(lX -+ 1) 0 ’ ‘

conj > 0, « > —1ydonde {My},>0 es una sucesiéon de nimeros reales no

negativos verificando

lim M,nf =M >0, con BER. (2.3)
n—o00
Antes de continuar con el desarrollo del capitulo es importante realizar ciertas
observaciones sobre el producto escalar (2.2)).
La primera de ellas es mencionar que la introduccion de la constante r; en

(a+1)
la funcién peso, p(x), hace que se obtenga una medida de probabilidad, es decir,
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(e'e] xtxe—x
—————dx =1.
o T(a+1)

En este capitulo consideramos la sucesion de los polinomios ortogonales clasi-

(@)

cos de Laguerre, que denotaremos por L, ' (x), respecto a la funcién peso p(x) =

% con coeficiente lider (_nl!) ”, 1. e.
—1)"
L;(/la) (X) = %xn + an,n_lxnfl + .4 a?l,O'

Por otro lado, en [72] y en [[131] se consideran algunos casos particulares, pero
convenientes para ubicar nuestro problema. En estos trabajos, los autores consideran

el producto escalar

(F.9) = [ fEgE)xedx+NFI0)30(0), > @4

conj > 0y N > 0, estableciendo ciertas propiedades de los correspondientes po-
linomios ortogonales. En lo que respecta a propiedades asintéticas los resultados
obtenidos quedan incluidos dentro de los obtenidos en [12], en un &mbito mas ge-
neral. Hay que destacar que si la sucesion { M, },,>0 en fuera constante, esto
es, M, = M, para todo n > 0, entonces I'(« +1)(f,g)rsn = (f,g) donde el
ultimo producto escalar es el producto definido en con N =T(a+1)M. Esta
observacion tiene importancia a la hora de verificar que los resultados que se ob-
tienen en este capitulo generalizan los obtenidos en [72] y en [[131]. Asimismo, se
debe de prestar atencién a que cuando trabajamos con productos variantes, realmen-

te tenemos una tabla de polinomios ortogonales. Esto es, si se denota por L,(q“’M”)

el n-ésimo polinomio ortogonal con respecto || entonces (L;(qa'M"), xi> LS =0
N

parai = 0,1,...,n — 1, pero <L,(1“’M”), xi> . puede ser distinto de cero. Asi,
.

7

se forma una tabla de polinomios ortogonales dada por {LI(('X’M”) 0. Aclarar que

trabajaremos con la diagonal de dicha tabla, esto es
(LMY, g = (LM o) M)

También resaltar que, como ya se dijo en el capitulo anterior, estos productos
tipo Sobolev no son productos escalares estdndar salvo para j = 0; por tanto,
(xf,8)rs,n # (f,xg)Ls,n, y esto hace que se pierdan propiedades tan importantes
como la relacion de recurrencia a tres términos, la féormula de Christoffel-Darboux,

la propiedad de ubicacién de los ceros en el interior de la envoltura convexa del so-
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porte de la medida, etc. Por tltimo, se ha de mencionar que si la sucesion {Mn}nz()

(4,0)

es idénticamente nula, obtenemos los polinomios L,

()

clasicos de Laguerre denotados por L,

que son los polinomios

A continuacion, se va a establecer una relacion entre los polinomios de Laguerre
clasicos, L,(f‘)(x), y los polinomios ortogonales con respecto a 2), L™ M”)( ).
Para ello nos basamos en las ideas desarrolladas en [131], adaptandolas a nuestra
situacion.

Proposicion 2.2.1 Sea L(_’Xl) (x) = 0ya > —1. Entonces, para cada n > j,

L](;X,Mn)( _|_ Z Bn . IXJrk ’ (25)
donde i
. AY
B\, = 4, (2.6)
An,O
con

j _ (DT (e +1)M, (n+a)( n—k ) B .
Ak = k=1,...,i+1, 2.7
v Tlatj+1) \n—j/\j+1-k j+L o@D

Al g4 T (e +1)M, min{n—]'/]'+1}(_1)k+1< n-+a ) ( n—k )
o Tat+j+1) = n—j—k)\j+1—k
(2.8)
Demostracion: Sea Q,,(x) := ( )+ Z] B n“ik)( ) el polinomio de gra—

do n con coeficiente lider (= .) , 'y los coeﬁc1entes definidos como en
Vamos a demostrar que estos polinomios son ortogonales con respecto al producto
definido en (2.2). Sea pyyjy1(x) = ¥/ lgy(x), £ = 0,1,...,n — (j+2), don-
de g¢(x) es un polinomio de grado exactamente ¢. Se sigue que los polinomios

2

1,x,x%,...,xy Pryis (x),con? =0,1,...,n— (j+2), constituyen una base de

IP,,_1[x]. Entonces, paran > j+ 2,

1 ® o o —X
(pH]-H(x),Qn(x))Ls,n:m—H) | L (oxte v

+F(1XT Z B /0 x]“_kqg(x)L;(f_J;(k)(x)x“+ke_xdx =0.

La ultima igualdad es consecuencia de la ortogonalidad de los polinomios clasicos

de Laguerre.
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Ahora definimos las cantidades I; ; de la siguiente forma

1 © (a+i) ko
I = m/o L7 (x)x* e ¥ dx.

Considerando la expresion [169, f. (5.1.6)] se tiene

L&) (y) = :g (n”_t “ ]>(_]_f)] 2.9)
Entonces:
Li = ﬁ/m L,(f;i)(x)x“*ke’xdx
- HZ: ( ne ) (_.1)j /Oo xx* ke~ dx
1x+1 ] o\n—i—j/) J! 0
= nzl Ln+atl) CD'rkvms1)

zx—i—l = In—i—j+1)T(a+i+j+1) |

1 T(n-— )F(oc+k+1):<n—k—1)F(a+k+1)
T(a4+1) T(i—KkT(n+1—1) n—i I'(a+1)

. (2.10)

Veamos ahora que los polinomios Qy, (x) son ortogonales respecto la base can6ni-
ca de IPj[x]. Para ello usaremos la ortogonalidad de los polinomios cldsicos de La-

guerre y el valor de I ; obtenido en (2.10).

(1, Qu())isn = ﬁ 7 Qutoteax

j+1 +k
= B L : —d
F(oc 1) Z / *
— B0+ B,[{}l-lo,l + Bl{}z-lo,z et B,[ﬁ].-zo,,- + BL],]]. 0

(x, Qn(x))LS,n = ﬁ /OOO xQn(x)xte *dx

= B0+ B0+ B Lp -+ BE}J.-ILJ- 4 B,[j}j+1-11,j+1.

Andlogamente, se tienen los casos para2 < j < j — 2. Veamos los casos j — 1y j:
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(¢, Qs = iy ) Qe s

_ pli [j] 0.1 7]
=B, o0+ +Bn] 10+B I 1]+Bn]+1 li-1j+1,

y, finalmente,

(xj/ Qn(x))LS,n = ﬁ /Ooo ijn(x)xae_xdx + Mnj! (Qn(x));(c]lo

_ By[{,}O'O—f— Bm 0+ Bm 04+ Bm 0+ Br[z]ﬁl Tijr

k
+M” ]+1 ZBnk n“—’l_c—;] O)

Para concluir, usando las expresiones (2.7), (2.8) y (2.10), el valor de los polino-
mios de Laguerre en el origen (ver ), L,(q'x) (0) = ("1%), y la expresién de Bm

se tiene que (X, Qu(x))Ls, = Oparam =0, ..., j. Vedmoslo para el caso m = j,

dado que los demés casos se demuestran de forma andloga.

; (a+k+])
(x]/Qn(x))LS,n:B,E]}]+1I]]+1+Mn (j+1)( ZBnk nak ]] (0)
_ 1 AL T+ MAT (4 1)( A L@ )
n,0
(2.11)

Bastara con probar que el paréntesis de la expresion anterior es 0.

] oc+k+]
An]+1I]]+1+M” G+ 1)( ZAnk n—k—j (0)

n—+«
:ALJ]]HIHH—FMn (Gj+1)(-1) ( _])
+MnI"(j+1)(—1)J

min{n—j,j+1} 4 k+1j!MnF(a+1)( n+w )( n—k )(n—l—tx

8 k; ( Tatj+l) \n—j—k)\j+r1—k

~min{n—j,j+1}

+M,T(j +1)(—1) kz AL (0)
=1

nh—]

)
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= Agl]jﬂlj,jﬂ + M,I'(j + 1)(_1)j (Zt?)
+M,T(j+1)(=1)
U MR Y0k ()
o Tlat+j+1) \n—j—k)\j+1-k/\n—j
+MuL(j +1)(~1)

min{n—j,j+1} kw(nJra)( n—k )( n+a )

-1 . )L .
% k:Zl )F(ac-i—]—l—l) n—j)\j+1—k)\n—k—j

Los coeficientes de los dos ultimos sumandos vemos que son exactamente iguales

pero de signo contrario, por lo que se pueden eliminar y, usando (2.10), tenemos
que la expresion (2.11) queda como

i . (n+uo
Al i+ MG+ (-1 (500

" n-j |
s GO
(omim) T ey (G)
(1) M, (Zt‘;‘) +(—1)MI(+ 1) (’;t’;‘)
—0.

Por el Teorema una sucesion de polinomios ortogonales es tnica salvo una
constante multiplicativa, y como hemos visto que los polinomios Q;, y los L,({x )

tienen el mismo coeficiente lider se concluye la demostracion. |

Nota 2.2.1 El resultado obtenido en [I131] para el caso no variante utiliza estan-
darizaciones diferentes para las familias de polinomios {L,({X) oy {Lff"M”) >0,
lo que complica las expresiones de los resultados que se puedan obtener a partir de

él.

Nota 2.2.2 Los coeficientes de este resultado se han expresado de manera que pue-

dan ser calculados e introducidos directamente en un ordenador.
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Proposicion 2.2.2 Sean B ;Ej]k los coeficientes definidos en la Proposicion|2.2.1| en-
tonces
(0, sip>2j+a+1,
. ~Da+2j+1)MI(+ DT (e +1) ,
i kgl ) sip=2j+a+1
lim B, = ConTG—k+2) o Sp=2restd
(—Dfa+2j+1)T(+1) : .
- , sif<2i4+a+1,
| G129 pedmar

(2.12)

con Cojm = (6 +2j + 1)1 (@ +j+1) + MI(a +1).

Demostracion: Para demostrar el resultado vamos a usar (2.3)) y la férmula

bfal"
i =L +a)

Jim e = 1, (2.13)

que se deduce directamente de la bien conocida férmula de Stirling (ver, por ejem-
plo, [30, f. (5.11.13)].
[l

Analizamos en primer lugar los coeficientes A |
7

. parak > 1.

i (DT e+ )M, (n+a\ [ n—k
=Sty Gl )
_ (D@4 DTG+ 1M, T(n+a+1) T(n—k+1)

I'(a+j+1) In—j+1)I(a+j+1)T(G—k+2)'(n—j)
(DT (a+ DTG+ 1)nPMyn—® I(n+a+1)
B T(a+j+1)nP ni=*T(n—j+1)T(a+j+1)
y noitk=1 T(n—k+1)
nH1T(j —k+2)T(n—j)

Aplicando (2.13),
iae - ~DFT (e +1DT(j+1)M
1 B—2j—un 1—|—kA[]] — ( ) '
Am, 7 k= T2(a 1+ )T —k+2) @14

]

Ahora se va a proceder a analizar el comportamiento de A, |, cuando n — co. Sin

es suficientemente grande, se tiene que min{n — j,j + 1} = j + 1. Por tanto,
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~ i+1

0, JTe+ DM, k+1( n4+a )( n—k )
Afy = 1T+—=———7=2) (-1 . .

"o leq("“i‘]"‘l) kzzl( ) n—j—k)\j+1-k

M, TG+ 1D (a+1)
T(a+j+1) k;(_l)m
F'n+a+1) I'(n—k+1)
Tn—j—k+ DT (a+j+k+1)T(j—k+2)T(n—j)

= 1+

T(j+ 1T (a+1)nfM, ‘3 1)k+1 n—i—k-a

=1 — :
* nPr(a+j+1) k_zl( ) n—j—k—u

T(n+a+1) nitk=1 " T(n—k+1)
T(n—j—k+1)T(a+j+k+1)n it 1T(j—k+2)T(n—j)

Entonces, AT[{]O =1+ D,, donde

o B2ty _ MIGHDT(a+1) 5 (1)
n—c9 " Tla+j+1) S T(a+j+k+DI{—k+2)
MI(j+ DT (a+1) (a+j+1)
Fa+j+1) (a+2j+DIG+1)I(a+j+2)
B MT(a +1)
(a+2j+ T2 (a+j+1)
De aqui obtenemos
’00, sifp>2j+a+1,
, : MT(a+1) . .
. —2j—a—1 4] _ _
Jim nP AL = Y Gy )R 1y SPT AR
MTI(a+1) . .
| @2+ D2(a+j+1) sip<2jtatl

(2.15)

Usando (2.14) y (2.13) se tiene que
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—2j—a—14k olf]
np=2-" +Ank

lim nkB[]]k = lim . fi ==
n—r00 n—r00 n/;_zj_,x_1An]/0
(0, sip>2j+a+1,
(-DXa+2j +1)MI(j+ DT +1) . .
, sif=2]+ua+1,
Cajml(—k+2) =2
(-DFa+2j+1)T(+1) ) .
\ T—k+2) , sif<2j+a+1,
con Cpjm = (0 +2j+1)T*(a +j+1) + MI'(a +1). [ |

2.3 ASINTOTICA RELATIVA EXTERIOR Y ASINTOTICA FUERTE

Como se indic6 en la introduccion del capitulo, el objetivo principal es encontrar
las férmulas asint6ticas tipo Mehler-Heine para los polinomios ortogonales L(“ M)
con respecto al producto (2.2)). El interés de este tipo de asintética local viene moti-
vado por el hecho que permite describir de forma detallada las diferencias entre los
polinomios tipo Laguerre-Sobolev y los polinomios cldsicos de Laguerre. Sin em-
bargo, disponemos de las técnicas para probar otras asintéticas. Por ejemplo, se pue-
de obtener la asintotica relativa entre las sucesiones de polinomios {L,(f’M”) oy
{L(‘x)}n>0, y de aqui, usando el Teorema de Perron (ver [169, Teo. 8.22.3]) se de-
duce la asintética fuerte exterior de los polinomios L(“ M),

En el siguiente resultado se mostrara la asint6tica relativa exterior de la sucesion

{L;“’M”) }n>0 con respecto a {L,(q“) }n>0 en subconjuntos compactos de C\ [0, 00).

Proposicion 2.3.1 Se tiene que,

(e, M)
fim %) () _ 1,
n—00 Lﬁf‘)(x)

uniformemente en subconjuntos compactos de C \ [0, 00).

Demostracion: Del Teorema de Perron relativo a la asintética fuerte exterior de los

()

polinomios clasicos de Laguerre, L, ’, se deduce:

. L(a+j)(x) .
lim p(—0)/2 20tk 220 () (ED2 0 e R, hkeZ,  (2.16)
n—o0 (a+2) J
Ln+h (x)
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uniformemente en subconjuntos compactos de C \ [0, 00). De la Proposicién 2.2.1]

se sigue que

x, at+k a+k
L( Mn)( ) B j+1 0 L( + )( ) B j+1 k il L,gj;( )(x) 1
T o) 1+ZB 1+Z nk (a) k/2 "
L () ) (x) /2L () 1
Tomando limites cuando n — oo
(o, M) j+1 L(a—l—k)
fim ) g (14 anBBk nt () kl/z
n—r00 L,(Q{X)(x) n—00 k/ZL )(x) n
j+1 L(“Jrk)
= 1+ Z lim kB[]] nk (x) L

Teniendo presente que limy, nkB L] ,]k estd acotado para todo B € R (ver (2.12)),
(a+k)
n—k ( )

usando que, por (2.16), lim;, estd acotado en compactos de C\ [0, c0)

nk/ ;L,(f‘) (x)
y para cualquier k € {1,2,...,j+ 1} se obtiene el resultado buscado.

De lo anterior se deduce directamente la asintdtica fuerte exterior de los polino-

(a, M)

mios L, que, por la Proposicién , es la misma que la de los polinomios de

clasicos de Laguerre.
Corolario 2.3.1 Se tiene que

L(tx,Mn) 1 71/2ex/2(

1
n (x) =~ 570 )*06/271/4710(/271/462(—1135)2

—X

-1
Y. Ck(x)n 2+ 0(n~1"?)
en subconjuntos compactos de C\ [0, ), donde Cy(x) es independiente de n.

2.4 ASINTOTICA TIPO MEHLER—-HEINE

Acabamos de ver que la parte discreta del producto (2.2)) no influye en la asintoti-

(,Mn)

ca fuerte exterior de la sucesion de polinomios L; . Entonces, ;cémo influ-
ye esta parte discreta? La perturbacion que se ha introducido en el producto es-

calar estdndar ha sido en el origen. Asi, intuitivamente parece razonable pensar
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que esa perturbacion afecte asintéticamente, alrededor del origen, a los polinomios.

Ademas, surge la cuestion sobre si el tamafio de la sucesion { M,, },,>¢ influird en
nyn>0

dicha asintética y si lo hace, como sera esta influencia. La respuesta viene dada por

la asintética local conocida como férmula tipo Mehler-Heine.

Teorema 2.4.1 Sean & > —1y { M, }>0 satisfaciendo (2.3). Entonces,

dyj(X), si B<2j+a-+1,
L(zx,Mn)
lim nT(x/n) =9 AMdyj(x) + (1 —=A)cap(x), si p=2j+a+1,
cu0(X), si p>2j+a+1,
2.17)

uniformemente en subconjuntos compactos de C, con

MI'(x+1)
A= 2.1
(@12 + 2@+ )+ 1)+ MI(a + 1)’ (2.18)

donde [ es la funcion de Bessel de primera especie (ver (1.16))), y donde denotamos

(2v/x),

Coc,k(x) =X 2

. o (—F
doj(x) = coo(x) + (a+2/+ )T+ 1) k; mc%k(x).

Demostracion: Para demostrar este resultado debemos de comenzar reescalando

la variable x — x/n de la relacion algebraica entre las familias de polinomios

(e, M

ortogonales L,

2 y Lﬁla) dada en la Proposicion[2.2.1] Asi pues, paran > j,

LISIX,Mn)(x/n) L( (x/n ]+1 . L(a k (x/n)

) IS

() ]+1 ("H‘k a+k
_ Ly (x/n inlil Lok (x/n) (n—k
+ Z By, (n A ( - ) . (219

La demostracién del resultado se obtiene siguiendo los siguientes pasos:

1. Utilizar la Proposicion[2.2.2]

2. Tener en cuenta la formula de Mehler-Heine para los polinomios de Laguerre

clasicos (ver (1.19) y la Nota|[L.5.1)), con k un nimero entero no negativo,

(a+k)
lim —L” (x/n) =X
n—eo (1 — k)zx+k

(2v/x),
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uniformemente en subconjuntos compactos de C.

Usando lo anterior en cada uno de los sumandos de (2.19) se tiene el resultado
buscado. Vedmoslo, por ejemplo, para el caso f = 2j + a + 1. El resto de los casos
se demuestra de manera anéloga.

(a0, M)

Partimos de la expresion de los polinomios L,

decir, de (2.19).

con la variable reescalada, es

Li(j‘)(x/n) n ]f el Lna+kk (x/n) (n — k>tx+k
n® =R (n— k)etk n '

Aplicando limites

() a-+k) N\ atk
tim | L /) +>: gl Lk </ (=)

(D@42 + 1)MT( + DT (a + 1)
—x7 Ja( 2\/— +k21 Ca,j,Mr(j—k—l-Z) X

j+1 (—1)*(a+2j+1)MI(j+1)T(a +1)

#Ia—&-k(z\/})

— Ctx,()(x) + k:Zl Ca,]‘,MI‘(]' —k ¥ 2) Ctx,k(x)
' j+1 ( 1)k
=cuo(x)+ (a+2j+1DI(j+1 Azm k(x),

donde A fue definido en (2.18]).
Sumando y restando Acyo(x) en la expresion anterior obtenemos Ady ;(x) +

(1 — A)cq,0 como querfamos probar. [

Nota 2.4.1 Es importante aclarar la interpretacion de este resultado. Por se
tiene que, asintoticamente, la sucesion {Mn}nzo se comporta como M, ~ Mn—B.
El Teoremaestablece que existe un valor, 2] + « + 1, que depende del orden de
la derivada que hemos introducido en el producto escalar y del pardametro «,
tal que si la sucesion { M, },> es suficientemente pequeria, esto es, p > 2j+a +1,
entonces la parte discreta del producto escalar (2.2)) no ejerce ninguna influencia
en el comportamiento asintotico local alrededor del origen. Sin embargo, si es su-
ficientemente grande (B < 2j + a + 1) entonces si influye en la asintdtica local,
esto es, la asintotica tipo Mehler-Heine varia significativamente y la funcion limite
es una combinacion lineal de j + 2 funciones de la forma x5 Jaik(24/%).

El caso de transicion aparece cuando B = 2j + « + 1. Entonces, la funcion limite

es una combinacion convexa de las dos funciones limites de los casos B < 2]+« +
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1y B > 2j+ a+ 1. Este es el inico caso donde la constante M determinada por

tiene influencia en el comportamiento asintdtico.

Posteriormente en el Capitulo W, con una técnica mds general, veremos como
estas cantidades 2] + o + 1 realmente vienen determinadas por el comportamiento

asintotico de los polinomios niicleo.

Para ejemplificar estos comentarios, supongamos j = 3 y a = 2. En este caso,
2j+a +1 = 9. Entonces, las férmulas tipo Mehler-Heine dadas en el Teorema

[2.4.T]serdn iguales para las sucesiones con término general

5 4
M, = = Mn:ﬁ, M,=8 o M,=n'",

Por otra parte, las sucesiones de término general

3 5 6

My=—7, My=—x——% 0 = ———
n= 107 n T 100 43 m T 1000 1 q1”

tienen la misma férmula Mehler-Heine que la que se obtiene para los polinomios
clasicos de Laguerre.

También es importante mencionar que este teorema obviamente generaliza los
resultados obtenidos en [53] y en [52]] para los casos j = 0y j = 1, respectivamente

(ver también la tesis doctoral [51])).

Para su verificacion usaremos la misma notacién de [S3] y [52]. Sean

8ui(x) = X7 Joy2i(2V/%),

1

o) = — 5 (802(%) = (& + 280 (x) — ga0(2)),

(o +1)T(w +4)gao(x) + M(a +2)hs(x)

ka(x) = (0 + DT (a +4) + M(a +2)

En la siguiente proposicion resumimos las férmulas para los casos j = 0y j = 1,

(ver [53] y [52], respectivamente).

Proposicion 2.4.1 Sea « > —1,
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» Casoj=0.
[ —ga1(x), si B<a+l,
LM xe/m) ) T2 M
lim n—a — (DC+ )ga,O(x) B gl’é,l(x), si ‘B — 06+1,
n—00 n I'a+2)+M
\ 2a0(%), si B>a-+1
» Casoj=1
he(x), sip<a+3,
(e, My,)
L (x/n) ,
nh_r}r;o”T = ke(x), sifp=a-+3

Quo(x), si p>a+3,

en subconjuntos compactos de C.

Demostracion: La demostracion se hara por separado en cada uno de los tres casos.
Para mostrar el resultado s6lo es necesario recordar la relaciéon de recurrencia de
las funciones de Bessel, (ver (1.17)),
Casoj = 0.
= SiB>a+1,entonces gu0(x) = x72 J4(2¢/X) = cap(x).

= Si B < &+ 1, entonces del Teorema y (1.17) tenemos que

— —a—1
dzx,j(x) = X2 ]04(2\/;) —(a+1)x2 ]a+1(2\/§)
x -1
= x7 (Ja2VX) = (& + 1)x7 i (2V5))
= _x%x]a+2(2\/§) = —8u1(X).
» Si B = a + 1, para demostrar este caso escribimos como quedaria la expre-

sién (2.17)) en el Teorema [2.4.1 y luego desarrollamos el resultado obtenido

en [53]], y veremos que ambos coinciden.

M

Por el Teorema[2.4.1} al ser j = 0 se tiene que A = T 2) M

Adg,j(x) + (1= A)cao(x)
= A (ca0(x) = (@ +1)cu1(x)) + (1 — A)cao(x)
= Cuo(x) — (0 +1)Acy1(x)

= x%x]a(z\/;) - %xgl Ja+1 (2ﬁ)
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Desarrollando la expresion dada en [53]], obtenemos

C(a +2)x 7 [o(2V/7) — Mr P ui2(2V/5)

I'a+2)+M
M +2)x 2 Ju(2v/%) + Mx? (Ju2v/%) = (& + 127 i (2V5))
- T(a+2)+M
=7 Jo(2VE) ~ e a2,

Casoj = 1.

= SiB > a3, entonces g5 0(x) = x72 Ju(2¢/X) = cao(x).

= Si B < &+ 3, en primer lugar, observemos que iterando (1.17) se obtiene

Jara(2V7) = (2 +3) (2 +2)x 7 Jo12(2V/x)
— (@ +3)x7 [ (V%) = Jas2(2V/7). (2.20)

Vamos a comenzar con la expresion obtenida en [52]] y veamos que podemos recu-

perar la obtenida en el Teorema [2.4.1] Para simplificar la notacién, denotaremos

Javk == ]zx+k(2\/;)'

Entonces,

_x%a]oc + (@ +2)x7 Jayo — %7 Jaga

ha(x) = (@ +2)

o fat @+ 2)fara — (0 +3) (@ +2)x " up
B (a+2)

o @)X T e+ Jar

(a+2)

_ et (@4 3)Jaio + (a+ 3)x2 Jus1 — (¢ +3) (e +2)x oo
N (v +2)
o) (@ 2@ 3)x7 ot — (a4 2) (3 +3)x Yaso
N (o +2)

- x_Tlx][x — (a+ 3)x#],x+1 + (a+ 3)x#]zx+2 = dtx,j(x)-
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= Si B = & + 3, para demostrar este caso escribimos cémo quedaria la ex-
presion dada en el Teorema y luego comenzamos con la expresion de
[52], y veremos que ambas coinciden. Usaremos la notacion anterior donde

Jatk = Jasxk(24/x) para, de nuevo, simplificar la notacion.

/\da,j(x) + (1= A)cgpo(x)
= Acwo() £ A +3) (—Cu(¥) + () + (1 — Acqo(x)

e o(x) — M(x +3)cy1(x) N M(a+3)cyn(x)
- b (@+3)(a+ 12T (a+1)+M ' (a+3)(a+1)2T(a+1)+M
) M(a +3)x™% Jau M(a +3)x 5 Juya

(a+1)2(a+3)T(a+1)+M  (a+1)2(a+3)T(a+1)+M

Ahora partimos de la expresion de [52] y veamos que recuperamos esta ultima
expresion. Al igual que el caso anterior vamos a usar las expresiones (1.17)) y (2.20).

(a+ DT (a+4) —M)x7 J, — M(a+2)x7 Joo + Mx? [y 44
(o +1)I'(ax+4) + M(a+2)
(e +DT(a+4) —M)x7Z Jo — M(a+2)X7 oo+ Mx7 Juiy
(a+2)((a+3)(a+1)2T(a+1)+ M)
(e +1)*(a+2)(a+3)T(a+1)+Ma+2))x2 ],
(a+2)((x+1)2(a+3)T(x+1)+ M)
—M(a+3)(a +2)x5 Jar1 + M(a+3)(a+2)x"F Jupo
(a+2)((a+1)%2(a+3)T(a+1)+ M) )

ko(x) =

_|_

Simplificando de forma directa esta expresion recuperamos la misma que hemos

obtenido anteriormente. Asi queda probado este caso.
|

Nota 2.4.2 El Teorema prueba la conjetura formulada en [52] sobre el com-
portamiento asintotico tipo Mehler-Heine de la sucesion de polinomios ortogonales

{LS{X’M") }n>o en el caso general.

2.5 ESTUDIO DE LOS CEROS

En esta seccién se demostrard que los ceros de los polinomios tipo Laguerre-

a,M . . .
Sobolev, L,(q "), son reales, simples y a lo mas uno se encuentra en el exterior del

intervalo (0, 00). Posteriormente veremos qué ocurre con los ceros de las funciones
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limite estudiadas en el Teorema con el objeto de analizar el comportamiento

asintético de los ceros de L,({X’M”).

Para el siguiente resultado usaremos las técnicas de [141, Teo. 4.1], y ademas
[S, Lema 2], donde se establecid este resultado para el caso de productos escalares
no variantes. En este capitulo incluimos la demostracion en el caso variante, por
completitud, pero en los siguientes capitulos la omitiremos.

Proposicion 2.5.1 El polinomio L,(,la’M”) tiene n ceros reales y simples y, a lo mds,

uno de ellos se encuentra en el intervalo (—oo,0].

Demostracion: Sean G, 1 < ;2 < ... < G,k los ceros positivos y de orden impar

de L") Entonces definimos p(x) = (x —&1)(x — &) ... (x — &). Por tanto,
qoL,g'x’M”) no cambia de signo en el intervalo (0,00). Queremos ver que el grado

de ¢ esn on — 1. Lo vamos a probar por reduccion al absurdo. Supongamos que

grado de ¢ < n — 2. Usando el hecho que la derivada j-ésima de x¢ evaluada en

x = 0es joU=1)(0), asi como la ortogonalidad de LM se tiene
1 o0
0= (q)(x),L’(if% M”)(x))LS,n = m/o ( )Li(fl M”)(x)x“e Xy

+ Mg (L) (0),

a,My 1 o0 M, o —x
= (o) L™ (Wisa = gy ) FOCILE (oo

. i 4 (])
+ Mg (0) (L) (0).

Puesto que goL,({X’M”) es positivo en el intervalo (0,c0), las integrales son po-

; ]
sitivas en ese intervalo. Entonces se tiene que ¢!/)(0) <L,(1“’M”)> (0) < 0 asi

como ¢U=1(0) <L,(1a’M"))(]) (0) < 0, lo que implica que ¢)(0) y @U=1(0)

son del mismo signo. Pero esto es una contradiccién con el hecho de que si p(x)
es un polinomio con ceros reales y simples en (0,c0) entonces sgn(p(j)(O)) =
(—1)/sgn(p(0)). Por tanto, ¢/) (0) y ¢U~1)(0) han de tener signo distinto. Hemos
llegado a una contradiccion y, por tanto, el gradode g esnon — 1. |

La intencion ahora es estudiar los ceros de las funciones limite dados por ¢ g,
dyj y Adyj+ (1 — A)cqo definidas en el Teorema Usando la definicién de la
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funcién de Bessel de primera especie (ver (1.16)), las funciones c, ; definidas en el
Teorema vienen dadas por
% ()

— *(DﬁLk)/z 2 _ )
Cuk(¥) = x Juesi(2/) i:Z(:)i!F(i+oc+k+1)

A continuacién probamos el siguiente resultado sobre ceros de las funciones limi-
te en el Teorema[2.4.1]

Proposicion 2.5.2 Sean c, i las funciones definidas en el Teorema Entonces
(a) Las funciones c, y, paratodok € N U {0}, no tienen ningiin cero en (—o0,0].

(b) Para j > 1, la funcion da,j tiene exactamente un cero negativo. En el caso

j =0, dy tiene un cero en el origen.

(¢) Para j > 1, la combinacion lineal convexa Adyj + (1 — A)cq o tiene un cero

en (—o0,0] siy solo si

(14+a+2))(1+a+ )21 +a+))

M > .
- jT(a+1)

Paraj =0, Ay + (1 — A)cy o tiene solamente ceros positivos.

Demostracion: (a) Puesto que ¢, (x) = Y72 %, paratodo x € (—oo,0]

cy k(x) > 0y, por tanto, no hay ceros en (—oo, 0].

(b) En el caso j = 0, aplicando (1.17) se tiene que

duo(x) = cao(x) — (@4 1)cy1(x)
= 2T L2V) — (@ + DT Ju1(2V7)

= % (hevi) - v

= X7 Jo2(2Vx) = —xcha(),

y, en consecuencia, x = 0 es un cero de d, o9, de donde se sigue el resultado.

Para demostrar el resto de este caso se sigue el siguiente esquema:
1. Probar que d, ;(0) < 0.

2. Probar que limy, oo dy j(X) = +00.
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3. Probar que solamente puede haber un cero negativo.

Pasamos a obtener d, ;(0).

dp(,](O) = sz,O(O) + (0( + 2] + 1)T(] + 1) k_zl mclx,k(())
1 j+1 (_1)k
= — 2j+1)I'(j+1
Tarny F@+2+ DI+ )Er(j—k+2)r(a+k+1)
_ 1 +f+21(—1)k(a+2j+1)r(j+1)
Fa+1) Z T(G—-k+2)I(a+k+1)
j
= - . 0.
(ESERE
En el siguiente paso,
%) )1
;(:)1'1" (i+a+1)
j+1 (-1 (—x)i

+(a+2j+1)T(+1) Z
e (=)
_EQWU+“+U

1 2 +1)Y =
X( —|—(0¢+ ]+ ) (]+ )er(]—k—f—z)l—[c 1(1—|—0(+C)>

_i (—x)! L a+2j+1
=T+ a+1) i+a+j+1

-y (—x) 1 a+2j+1
AT (i tat1) i+a+j+1

& (—x) ( L a+2j+1 >
+.:§'r2i!1“(i+oc+1) i+a+j+1)"

1

(]—k+2 1201'1" z+zx+k+1)

Tomando x < 0, podemos observar que el primer término en la dltima igualdad
es un polinomio en x de grado j + 1 con coeficiente lider positivo, y el segundo
término es una serie donde todos los términos son positivos cuando x € (—o0,0).
Por tanto, limy_, _co da,]-(x) = 4o0.

Dado que d,x,j(x) es una funcién continua podemos decir que al menos hay un

cero en (—o0,0). Para mostrar que solamente hay un cero basta con recordar que los
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. . o,M . L, . C ey
polinomios LSI ") tienen a lo més un cero negativo, de acuerdo con la Proposicion
Aplicando el teorema de Hurwitz se tiene esta situacion.

(c) Para demostrar este caso se va seguir el siguiente esquema, muy similar al caso

(b).
1. Probar que Ad, ;(0) + (1 — A)cy0(0) < 0ssi

(1+a+2)(1+a+)T?(1+a+/)
T+ 1) '

M > i>1.

2. Probar que limy ;o (Adyj(x) 4+ (1 = A)cao(x)) = +oo.
3. Probar que solamente puede haber un cero negativo.

Al igual que en el caso anterior, el caso j = 0 se demuestra por separado. Sabe-
(IX,MVI)

mos que los ceros de los polinomios L, son reales, simples y positivos cuando
j = 0. Usando este hecho junto con
M 1
Ad, (0 1-A 0)=1(1- > 0,
2,j(0) + ( )Ca,0(0) < M—I—l“(oc+2)) [(a+1)

es suficiente aplicar el teorema de Hurwitz para deducir que, en este caso, /\d“,j (x)+
(1 — A)cqy,0(x) no tiene ceros negativos.
Para j > 1 calculamos Ad, ;(0) + (1 — A)ca,0(0). Se tiene que

Adyj(0) + (1= A)ca0(0)

1
T T(a+1)
ns (~DHT(j + M(a +2j+ DI (a+ 1)
STG—k+2)T(a+k+1) (T (a+j+1)(a +2j+1) + MI(a +1))
1 (x+2j+1)M

Fa+1) (a+j+1)(MI(a+1)+ (e +2j+1)T2(a+j+1))
Entonces, Ad, ;(0) + (1 — A)ca,0(0) < Osiy sélo si

1 (a+2j+1)M

Tatl) @+t M+ + @t + 0 2wtjr1) =

esto es,
(a+2j+1)(a+j+1)IP(a+j+1)

M > :
jT(e+1)
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Usando los resultados de (a) y (b) y que A € (0,1) se tiene

lim  (Adyj(x) 4 (1 — A)cqo(x)) = +eo.

X—r —00
Finalmente, realizando un razonamiento similar al del caso (b), obtenemos
. (1+a+2) (14a+j)T?(1+a+j) . .
s SiM > T(at1)) podria haber 1, 3, 5, ... ceros negativos,
pero aplicando el teorema de Hurwitz a 1o més hay uno. Por tanto, deducimos

que en este caso hay un solo cero negativo.

. SiM < (14+a+2j) (14+a+))T2 (1+a+j)

T(at1)] podria haber 0, 2, 4, ... ceros negativos.
. . M . .
Pero como sabemos que los polinomios LS[X ) (x) tienen a lo més un cero

negativo, y utilizando el teorema de Hurwitz concluimos que, para este valor

de M, no hay ceros negativos.

. . 2 .
= siM = WAt ITIR) 1 funci6n limite Ady j(x) + (1 - A)cq o(%)

tiene un cero en x = 0.

[

En estos momentos ya estamos en condiciones de establecer el comportamiento
.. a,M .

asintdtico de los ceros de L,(1 ") En concreto, presentamos el comportamiento

asintotico de los ceros reescalados.

o o2 ,M
Proposicion 2.5.3 Sean s, 1 < s,p < ... < Sy los ceros de L,(fx 2 Entonces,

(a) Sip<2j+a+1,

lim ns,,; = 0,4,
n—oo

donde 0, ; denota el i-ésimo cero real de la funcion da,j-

(b) Sip=2j+a+1,

lim TlSn,i = tzx,i/
n—»00

donde t, ; denota el i-ésimo cero real de la funcion Adyj + (1 — A)cg .

(c) Sip>2j+a+1,

2
lim ns, ; = Jai
n—o0 i 4 ’

donde j, ; son los ceros positivos de la funcion | .

Demostracion: La demostracion de este resultado es una consecuencia directa del
teorema de Hurwitz, el Teorema [2.4.1]y la Proposicion[2.5.2] [ |
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2.6 EXPERIMENTACION NUMERICA

Las formulas tipo Mehler-Heine dadas en el Teorema son especialmente
adecuadas para describir el cero més pequefio de los polinomios LL“’M"). Usando
el software Mathematica vamos a calcular los cuatro primeros ceros reescalados de
dichos polinomios hasta el grado 600. En las siguientes tablas y figuras mostraremos
ciertas experimentaciones numéricas, prestando especial atencion a los diferentes
casos descritos en las Proposiciones [2.5.2] y [2.5.3] También es importante aclarar

que en todos ellos se han considerado las sucesiones de término general M, = n—NﬁI

Tabla2.1.: Caso p < 2j +a +1

NSy 1 NSy 2 NnSy3 NSy 4
n =150 —16,499895 5,649929 17,916242 35,758173
n = 150 —15,941311 5,787543 18,270102 36,342549
n =300 —15,808299 5,823032 18,362221 36,498456
n = 600 —15,742730 5,840946 18,408856 36,578796
Limit | 911 = —15,677791 | 91, = 5,858974 | 013 = 18,455882 | 014 = 36,658511

Los valores utilizados son p =2/3,j =3, a =1, M = 10.

En la primera tabla se observa, de acuerdo con la Proposicién 2.5.2) que d,
tiene un cero negativo. Ademas en las figuras 2.1y [2.2] se pueden apreciar estos
polinomios reescalados y la funcion limite. Hay que sefialar que en la figura se

ha realizado un “zoom” para mostrar con mas claridad el primer cero.

2r — n=50
n=150

n=300
10— n=600
— di3(x)

-20

Figura2.1.: Caso f < 2j+a +1

Veamos el caso B > 2j + a + 1. De acuerdo con la Proposicién [2.5.2] para este
caso no hay ceros negativos como se puede ver en la tabla[2.2] Las figuras[2.3]y

muestran los resultados de esta tabla.

61



62 POLINOMIOS ORTOGONALES TIPO LAGUERRE-SOBOLEV VARIANTES

— n=50
—— n=150
— n=300
— n=600
— dy3(x)
Figura2.2.:Caso p < 2j +a +1
0.015 1
— n=50
0.010}
—— n=150
0.005 — n=300
— n=600
12 14 16 18 20 T Caolx)
~0.005
Figura2.3.:Caso f > 2j+a +1
0.002
0.0017 — n=50
—— n=150
— n=300
— n=600
-0.001 R C3,0(X)
~0.002f

Figura2.4.:Caso f > 2j+a +1
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Tabla2.2.: Caso f > 2j +a +1
NSy 1 NnSy,2 NnSy,3 NSy 4
n = 50 9,789487 22,922933 40,778399 63,406163
n = 150 10,043227 23,508339 41,798630 64,950778
n =300 10,109353 23,662250 42,070188 65,368620
n = 600 10,142840 23,740411 42,208618 65,582661
v} Y] V) 2
Limit | 31 =10,176616 | %2 =23,819393 | 52 = 42,348862 | B4 = 65,800214
Los valores utilizados son p =20, j =5, a =3, M = 32.
Por tltimo vamos a ilustrar el caso (c) de la Proposicién En esa Pro-
posicién se probé que la funcién Ad,; + (1 — A)cypo tiene un cero negativo si
(1+a+2)) (14+a+) T2 (1+a+j) - _ (I4a+2)) (1+a+j)T (1+a+j) e
M > T(at1)] SiM = T(at1)] la funcién limi-
te tiene un cero en x = (. Para ello tomaremos los valores ] = 2, &« = —0,5y
B = 2j+a+1 = 4,5; para estos valores se realizard una experimentacion con
. . 2 .
M =6 (ﬁgurasy, otra con M = (1—i-uc+2])(11_?;(”:*‘1]))],r (Itatj) _ 40152\éﬁ ~
5,60 (figuras 2.7y 2.8) y, finalmente, M = 5 (figuras[2.9]y [2.10).
Tabla2.3.:Caso p =2j+a +1
TlSn,1 TlSn,Z Tlsn,3 nsn,4
n= 0,361472 4,013769 13,273140 29,911532
n=25 0,045234 3,322179 12,692342 27,484004
n =50 —0,004229 3,265756 12,708104 27,510178
n =150 —0,037898 3,232452 12,729267 27,562443
n =300 —0,046386 3,224667 12,735899 27,579910
n = 600 —0,050639 3,220855 12,739418 27,589310
Limit | t_g51 = —0,054898 | t_gs52 = 3,217098 | t_gs53 = 12,743072 | t_g54 = 27,599156

Los valores utilizados son p =4,5, ] =2,4 = —0,5, M = 6.
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0.4t
0.3}
— n=50
0.2}
—— n=150
osl — n=300
— n=600
1 2 4 5 6 — Ad_122(X)+(1-A)c_112,0(x)
-0.1
—02}

Figura2.5.:Casop=2j+a+1yM =6

— n=50
— n=150
— n=300
— n=600
— Ad-1i22(X)+(1-A)c_12,0(X)

Figura2.6.:Casof=2j+a+1yM =

0.4
03
— n=50
0.2
— n=150
1 —— n=300
— n=600
! 2 y 4 ° 6 — Ad_1p2(X)+(1-A)C_12,0(X)
0.1
-02

Figura2.7.:Caso p=2j+a+1yM = 4:0152\45
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0.10

— n=50
— n=150
— n=300
— n=600

-0.2

02
— Ad_1p22(X)+(1=-A)c_1/2,0(x)

-0.05

Figura2.8.:Caso p=2j+a+1yM = 40152\éE

03}
0.2t — n=50
—— n=150
O .
— n=300
\ ‘ — n=600
2 3 4 5
— Ad_12,2(X)+(1-A)c_112,0(X)
-~}
—02f

Figura29.:Casof=2j+a+1yM =5

— n=50
— n=150
— n=300
— n=600
— Ad_1i22(X)+(1-A)c_12,0(X)

Figura2.10.:Casof =2j+a+1yM =5
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Tabla2.4.:Caso f=2j+a+1

MSn,1 18,2 nSn3 MSn4
n=>50 | 0,046939 3,366935 12,798708 27,592451
n =150 | 0,015775 3,332807 12,818347 27,643538
n =300 | 0,007902 3,324785 12,824596 27,660707
n =600 | 0,004400 3,320850 12,827923 27,669958
Limit | t 951 =0 | t g50 = 3,316967 | t 53 = 12,831384 | t_o54 = 27,679654

Los valores utilizados han sido =45, ] =2, a = —0,5, M = 40152‘2?.

Tabla2.5.:Caso p=2j+a+1

NSy 1 NSy 2 NnSy,3 NSy 4
n =50 0,123833 3,536847 12,953595 27,733338
n = 150 0,096668 3,502138 12,971011 27,782683
n = 300 0,089784 3,493918 12,976693 27,799408
n = 600 0,086323 3,489870 12,979735 27,808435
Limit | t o571 = 0,082864 | t o572 = 3,485872 | t_g53 = 12,982911 | t_o54 = 27,817907

Los valores utilizados han sido p =4,5,] =2, a = —0,5, M = 5.




POLINOMIOS ORTOGONALES TIPO JACOBI-SOBOLEV
VARIANTES

3.1 INTRODUCCION Y OBJETIVO

En el capitulo anterior se considerd el producto escalar variante asociado con un

peso de Laguerre, dado por la expresion

(f,8)Lsm = ﬁ /ooof(X)g(X)X"‘e_xdx + M fD(0)g(0),  j=>o0.

En este capitulo se considera un producto escalar similar pero en esta ocasion
involucrando al peso Jacobi. Concretamente, el objetivo es obtener propiedades

asintéticas de los polinomios ortogonales respecto al producto escalar variante

F8)isn= [ F@Sx)(1 =01+ 0P+ Myf D (0 (1), 3.1

donde « > —1,8 > —1,j > 0y con M, verificando una condicién similar a
la considerada en (2.3). Suponemos que M,, es una sucesion de nimeros reales no
negativos verificando

lim M,n" =M >0, (3.2)

n—00

con v € IR. Denotaremos mediante P,g“’ﬁ M)

pecto a (3.1)), con coeficiente lider

los polinomios ortogonales con res-

Irn+a+p+1)
2Tn+DI'(n+a+p+1)

(3.3)

esto es,
P,E'x’ﬁ’M”) (x) I'2n+a+p+1)

— n
ST+ )T (n+atBr1)” T
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En este caso no hemos podido establecer una relacién andloga a (2.5) entre los
(a,p,Mn) (a,B)

polinomios P, y los polinomios cldsicos de Jacobi P,; "’ donde conozcamos
explicitamente los coeficientes y asi poder determinar su asintética. Por ello, se
van a usar las técnicas de los articulos [155] y [[156] desarrolladas para el caso no
variante, adaptandolas al caso variante. Este serd el paso decisivo para abordar el

caso general en el Capitulo 4]

Un resultado preliminar fue obtenido en [148] cuando j = 0 en el producto
escalar (3.1)). En dicha situacién si se pueden usar las técnicas del Capitulo [2l En

dicho trabajo el autor considera el producto estdndar variante,

(poa) = [ p(x)a(x)(1 — X1+ 0 + Map(g(1), @, B> 1, G

5(a,8,My)

y la sucesiéon { My, },>o verificando li Si denotamos por P, los polino-

mios ortogonales ménicos con respecto a (3.4), éstos se pueden escribir (ver [148]))

Zar(,a’ﬁ’M”)(x) = ~,§“’ﬁ)(x) + an_lpﬁﬁl’ﬁ)(x),

donde P,S“’ﬁ ) denota el polinomio moénico clasico de Jacobi y a,,_1 viene dado por

M,, P\ ( /3)( 1)
BT () (1 x)a(1 4 x)Pdx + M, P (1)

Ap—1 =

Centrandonos en las formulas asintéticas tipo Mehler—Heine, el autor encuentra

(e, B,My)

que hay tres casos diferentes para P, dependiendo, al igual que en el capitu-

lo anterior, del tamafio de la sucesién de masas { My, },>0. También estudia la lo-
A([X/,B/Ml’l)

calizacién de los ceros de P, y, Ya que nos encontramos ante un producto

5(a,8,My)

escalar estandar, todos los ceros de P, se encuentran en el interior del inter-
valo [—1, 1], pero su comportamiento asint6tico también vendré determinado por el

correspondiente comportamiento de la sucesion { M, },,>o.

Nuestro objetivo es establecer cémo el tamafio de la sucesion { M, },>( tiene
influencia en el comportamiento asintético de los polinomios {P,S“’ﬁ M) Fn>0. Ve-
remos que esta influencia es solamente local, esto es, alrededor del punto donde
hemos colocado la perturbacion, en nuestro caso x = 1. Ademads, probamos que
esta influencia depende del tamaifio de la sucesion { My, },>0, del pardmetro «a y del
orden de derivada en (3.1)). Una vez establecida esta asintética local tipo Mehler—

Heine obtendremos como consecuencia la relacidn asintotica entre los ceros de los



3.2 PROPIEDADES DE LOS POLINOMIOS Pr(l“”g’M"l) 69

polinomios tipo Jacobi—Sobolev variantes y los ceros de combinaciones lineales de
funciones de Bessel de primera especie.

Recordamos, al igual que en el capitulo previo, que el producto escalar variante

7 /M
wp k)}n20° Pero so-

D(,'B,Mn) }n>0 —

ll induce una tabla de polinomios ortogonales, esto es {P,g

lamente vamos a trabajar con la diagonal de dicha tabla, esto es, { P,S

{P(gfxrﬁ/Mo)’ Pl(“zﬁfMl)’ Pz(azﬁ,Mz)’ b

La estructura del capitulo es la siguiente: la Seccion se dedica a la obtencion
de propiedades algebraicas y asintdticas de la sucesion de polinomios {P,S'X’[3 M) >0
que serdn de utilidad en la Seccion [3.3|para obtener la asintdtica tipo Mehler—Heine
y, en consecuencia, el comportamiento asintético de los ceros. Finalmente, en la Sec-

cién[3.4] se ilustrardn los resultados obtenidos con algunos experimentos numéricos.

M
3.2 PROPIEDADES DE LOS POLINOMIOS P,E“’ﬁ )

Los polinomios cldsicos de Jacobi constituyen una base del espacio IP[x], por

P}ga,ﬁ,Mn)

tanto, los polinomios tipo Jacobi-Sobolev, , se pueden escribir como:

n—1
PP (1) = P (x) + Y a,, PP (x). (3.5)
i=0

. . . . w,B,M
La idea ahora es conseguir una relacion algebraica entre PT(Z P M)

y los polinomios
clasicos de Jacobi. Siguiendo exactamente los mismos pasos que [132, Sect. 2] para

un producto escalar no variante, (ver (1.38)), se llega a la expresion

M, <Pr(1a’ﬁ)) (1) (1)

w,B,M;, o,
Prg P )(X)ZP,S 'B)(x)_ ()
1+ M,KU7) (1,1)

KV%1,x). (36

De esta expresion (3.6)), es facil obtener que

NG
(P},”"ﬁ’M”)>(j) (1) _ (Pn"‘ ) (1)
1+ MK (1,1)

n

. (3.7

La férmula (3.7]) serd necesaria posteriormente a la hora comparar las normas de los
polinomios cldsicos de Jacobi y los polinomios tipo Jacobi—Sobolev variantes.
El objetivo ahora es conocer algunos comportamientos asintdticos que, posterior-

mente, dardn pie a obtener las formulas asintéticas tipo Mehler—Heine para la SPO

{p{PMNY o
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Lema 3.2.1 Sean {P,g“’ﬁ M) }n>0 los polinomios ortogonales con respecto al pro-

ducto yk € NU{0}, entonces
(A)

k—j . .
(Prga,ﬁ,Mn)> (k) (1) o<+j+—1]c+1’ si y<2w+2j+1),

lim = Ga,ﬁ,j,k/ Si Y = 2(06 + 2] + 1), (38)
1, si y>2(a+2j+1),

donde 0, g . es una combinacion lineal convexa de los otros dos casos dada

por
k—j
Oa,ﬁ’]’k—)\“+j+k+1+1_)\/

con

M

= . 0,1). 3.9
M_|_r2(“+j+1)21x+/3+2]+1(“+2]'+1) E( ) (3.9)

(8) (PP, PP (R

Nota 3.2.1 En el Lema I de [119] viene dado el valor explicito de 0, g, x que es

o M=)+ T atj+ D2 PR 0425+ 1) (4 + k4 1)
w,Bjk = (+jt+k+1) (M+r2(a+]'—|—1)2a+ﬁ+2]'+1(1x+2j+1))

Demostracion: Primero vamos a comprobar, usando el criterio de Stolz, que

ik
K% (1,1)

A, a2 2kr2 € R.

Observemos que

n2at2j+2k+2 (n 1)2a+2]+2k+2 (2“ + 2] + 2k + 2) 20+2j+2k+1

Entonces,
S e (G VIR <l (VR e ()
oy 202 2R e et 21 2k42 _ (1 — 12222

o (B ’f)>( ") (P(""ﬁ))(k) (1)

o || )| 220 + 2 + 2K 4 2)n2et2j 2T
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Seguiremos los siguientes pasos. En primer lugar utilizamos las férmulas y
(1.9) y, finalmente, la férmula de Stirling (2.13), obteniendo

KYM(1,1)
1o 7202+ 2K+ 2
(a,8)\ V) (a,8)) 0
P (1) (P,” (1)
() o ()

n—r0 ||p «,p) | |2(20é + 2] + 2k + 2)n2a+2]+2k+1

ll"(n+oc+ﬁ+]) I'(n+a) 1 T'(ntat+p+k) I'(n4a)
— lim 2/ T(n+a+pB) T(n—j)I(a+j+1)2k T(n+a+p) T(n—k)I(a+k+1)

oo Qu+p+1 I'(n+a)T (n+p) . T
- 2(n+a/2+p/2-1/2) r(n)r(n+a+ﬁ)2(fx +j+ k+ 1)n2at2raks

i Lt at Al +at B+ )T (n +a)l(n)Copj
= 11mm i

n—eo  T(n—j)T(n+a+ B)T(n—k)T(n+ p)n2et2i+2k

= Capik €R,

con C, g ;  una constante que viene dada por

1
Copir = . :
CPIET T j+ V(a4 k+ 120 P (0 4 j 4 k4 1)

A continuacién, se demostrard el apartado (A) del lema. De (3.6) se tiene que

(P(a,ﬁ,Mn)>(k) " ) (P(w,ﬁ))(j) 0
{ ! — i 1( 1) n
lim B = 1lim | 1— 0 W

n—oo (P,Sa'ﬁ)> (1) n—oo 1+MnK]] (1,1) (P,E"‘"“) (1)

| Tratpijrl)  KMWD  opiniiorio

=1lim | 1- MY 5 T D) ezt . (3.10)

n—00 I'(n+a+p+k+1) K‘Ez )(1 1) .

%F(nfk+l)1@(a+k+l) <1+Mn v 204—}-4 n2ataj+2- 7)

Definimos las siguientes sucesiones convergentes:

a, := M,n" = lima, =M,

n—o0
i,k
b ik = —K*(l]’*l)(l’l) lim b, ix = C
kT 2a 2+ 2k+2 = Uik = Capike

De esta forma el limite (3.10) puede expresarse como
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. njkj T(n—j+1)I (a+j+1
lim | 1— (n—j+1)I(a+j+1)

n—roo 1 _T(ntatptk+l) . p20+4j+2—
T Tt ee) (L @by, n> T4 +277)

anb, D(ntatptjtl) . oa+2j+2k+2—y )
I
I

) 2T (e +k+1) In+a+p+j+1)T(n—k+1)
= lim (1— — ; anbnjk :
n—+00 2T(a+j+1) PTn+a+p+k+1)T(n—j+1)
n20+2j+2k+2—y
X -
(1 +anbn,jljn2a+4]+2—'y)
Zk_fl"(oc +k + 1)C,X '[;]kM n20+4j+2—y
= 1— . das X lim .
F(a+j+1) n—0o (14 ayby ;n®*T4+2-7)
25T (a + k+1)Cy kM 1
= 1- , T X lim 1 :
I'(a+j+1) e =y + MCup i

Aparecen tres casos en funcién de 2(« 4 2j + 1).

1. > 2(a+2j+1). Entonces, se tiene

2T (a 4+ k+1)Chpj M 1
— , e X lim T .
F(lx +] + 1) n—o00 m + MC,X,[;,]',]'
Puesto que
1
lim - OI

1
ne gy MGy
se deduce el resultado.

2. 9 <2(a+2j+1). Entonces,

2IT(a+k+1)ChpixM 1
— - X lim
T(a+j+1) n0 ey T MCupij

27T (a + k4 1)Cyp, kM 1
B F(zx —+ ] + 1) % MC,X,[;,]',]'

a+2j+1
Ca+jtk+1
_ k=i
a4 k41

3. v=2(a+2j+1).Entonces,
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2T (a +k+1)Cp kM 1
1 — , —— x lim 7
Ia+j+1) n—500 T + MC,X,’B,]',]'
2*IT(a +k +1)Cyp, kM 1
= — . X
r(tx +7+ 1) 1+ Mca,ﬁ’j,]'
= 1-— M

1“2(“+j+1)2a+[3+2j+1(06_|_]'+k_|_1)

rz(Dé—l—j—l-1)2“+ﬁ+2j+1(06+2j+1)
M +T2(a + j+ 1)20+F+2/+ 1 (g + 27 4 1)

Mk —j)+T?(a+j+1)28H P2+ (g 4 2j 4+ 1) (0 +j+k+1)
(0+j+k+1) (M+T?(a+j+1)28HF2/+1 (x 4+ 2j + 1))

= Oupjk

Para concluir la demostracién del Lema [3.2.1] se mostrard que la norma de los
polinomios ortogonales con respecto a (3.1) y la norma de los Jacobi clésicos tienen

el mismo comportamiento asintético. Partimos de la expresion (3.5), es decir,

n—1
PP () = PP () 4+ Y PP (),
i=0

Entonces,
(‘X B My) (a B Mn)
(P P! )]S’n
-1
_ (p@BMa) p(ap) k (M) 1(a,5)
- (Pn /P )]S,n+ izzoanl <Pn ’PZ >]S,n

4 M, (P,S”‘”S’M”)>(j) (1) (P,S“"B)>(j) (1)

wpn ) 2
(@B)| 2 M"((P’g 'ﬁ)> (1))
= ||P || +

! (3.11)
14+ MK (1,1)
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. . . (Dé,ﬁ/Mn)
donde se ha usado la ortogonalidad de los polinomios P,

(+,-)js,n> 1a ortogonalidad de los polinomios de Jacobi (ver (1.5)) y la férmula (3.7).
Veamos ahora el comportamiento asintético. De (3.T1)) se deduce

respecto al producto

NG
(pipM), pirbin)) Nh((%'m) (D)
1}21'010 (@,B) |2 = :nlgl;}o 1+ (@B) |2 (G.4)
1PP) PP (14 MK (1))

Para probar el apartado (B) del lema basta con demostrar que

((p® (j) )2
. M ((p ) (1)

— = 0.
LRI (14 Mk (1,1))

Para ello usamos las férmulas (1.8), (1.9), (2.13)), y el comportamiento asintdtico de
K;S] ] )1 (1,1) mostrado en la pagina

M, ((P’(lzx,‘B)>(]) (1)>
lim —
= PR (14 MK (1))

2

M 1 T(ntatp+j+1) I'(n+a+1) I'(n+at+p+j+1) I'(n+a+1)
— lim 22 T(n+a+p+1) T(n—j+1)I(a+j+1) T(n+a+p+1) T(n—j+1)T(a+j+1)

2n+a+B+1 T (n+1)I (n+a+p+1
M, L I'(n+a+p+j+1) T(n+a+p+j+1 I(n+at1) n—4—20—p+y
— lm 122 T(n—j+1)T(a+j+1) T(nt+a+p+1) T(n—j+1)I(a+j+1) n-4-20-F+y

n—00 20+p+1  T(n+p+1) =B (.1) n2a+4j+2—y
2nta+B+1l T(n+1) nP 1+M"Kn—1(1rl)m

)
n—o0 a+p+1  T'(n+a+1)'(n 1 7
: o T (17
)

A continuacioén, se definen las siguientes sucesiones convergentes

an = Mnn,y = ’}ilg.}oan — M,

2 : —4j—20—p
by — I’(n—i—a+[3—.i—]+1)l’(n—|—zx—|—1)n ~ limb, =1,

Fn—j+DI?n+a+p+1) n—+00
_ Tm+p+nF o
Cyp = Tn+1) = ,1151300”_1’
KA (1) ,

dn = Mnn W = nh—l;rolodn = Mca,ﬁ/j,j,
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y la constante E,x,]-,

1 1

Evi = o
“ 22T (e +j+1)

De esta forma el limite anterior se expresa como

M, L _Ltatprjrl) Tlntatprj+l) I(n+a+1) n—4—20—p+y
lim 22 T(n—j+1)l(a+j+1) T(ntatp+1) T(n—j+1)(atj+1) p=H-20-p+7

n—o0 2a+p+l  T(n+p+1) n—p G.J) n20+4j+2—y
B o) wf (LT MaKZ (L)

Ea janbnn4j+2a+/377

= lim
00 2a+p+1y,p TN
" C”m (1 + d,nY+2a+ ry)
. Ea,]'anbn (27”1 + o + ﬁ + 1)n4j+2a77
= lim

=00 ya+p+14,4j+20+2—y (714]'+chjlcq_~_2_’y + Cndn)

=0,
n—o0 [
Da+p+142 <—n4j+2;+277 + cndn>

para cualquier valor de y € IR. |
B

. ,M . .
Corolario 3.2.1 Sean {pﬁla ”)}nzo los polinomios ortonormales con respecto

al producto yAq p,(f(’ﬁ )}nzo los polinomios cldsicos de Jacobi ortonormales.

Entonces,
k—j . .
(p;(;x,ﬁ,Mn)>(k) (1) W;(H si ¥ <2a+2j+1),
ks (a,8)\ ) = Oupjk  si v =2(a+2j+1),
(Pn ) (1) 1, si oy >2(a+2j+1).
Demostracion: Es una aplicacion inmediata del Lema|[3.2.1 [

Para abordar el problema de encontrar la férmula asintética tipo Mehler—Heine

necesitamos expandir los polinomios tipo Jacobi—Sobolev discretos adecuadamente.

Con este objetivo buscamos una expansion finita de estos polinomios en términos de

polinomios de Jacobi clésicos, similar a la obtenida en (2.5). El siguiente resultado

nos da dicha expansion. En contextos mas generales fue establecido en [156, Teo.

1].

Proposicion 3.2.1 Existe una familia de niimeros reales no idénticamente nula, que

i+1 . .. .. .
denotamos por {b;(n) ZO’ de manera que se tiene la siguiente relacion algebraica,

PP ) = Y b (1= PP ), mz il G

n—i
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Demostracion: En el caso variante la demostracion es andloga al Teorema 1 de
[156]]. Asi, incluimos un esquema de la demostracion, y posteriormente, en el Capitu-
lodl1a demostracién de un resultado similar serd omitida.

La idea es formar un sistema homogéneo de j + 1 ecuaciones y j + 2 inc6gnitas
de forma que b;(n) sean solucién de dicho sistema. La particularidad de este caso es
que se pueden calcular explicitamente las entradas de la matriz del sistema. Vamos
a demostrar que existen nimeros reales {d;(n)}; " 0 no todos nulos, tales que el

polinomio R, (x) dado por R, (x) := Z] g di(n )( )lejm & )( ) satisface

(Rn(x), (1 —x)k)m =0, con 0<k<n-—1

(a,8,My)

Una vez probado esto, los polinomios R, y P, se diferencian solamente en
una constante multiplicativa.

En primer lugar, para j +1 < k < n — 1, el producto (Ry(x), (1 — x)k)]S’n es
siempre cero, independientemente del valor de d;(n). Solamente es necesario usar
la ortogonalidad de los polinomios clasicos de Jacobi.

Ahora falta probar que (R, (x), (1 — x)k)]s,n = Oparak = 0,...,j. De aqui
obtenemos el siguiente sistema homogéneo de ecuaciones lineales Ab = O, donde

Coj C1j C2j €, '+ Cj Lt cja,
0 ho Lo Lo -+ Ip Iit10
A=10 0 Dby By -+ I iy ’
0 0 0 0 Lit  ILijija
do(i’l) 0
dl(Tl) 0
b= : , O=
dj1(n) 0

Usando la formula ET 11 284 (2) de [83]], se tiene

Iy = / P oc+21,B x)(1— x)uc+i+k(1 + x)ﬁdx
PR (w4 i k+ DT (B+ 1 — i+ 1)T(n — k)

(n—=0)IT{i —kT(B+a+k+mn+2) /
cij = (—1)j'M, <(1 _ x)ip(a{rzaﬁ)(x))(j)

n—i

x=1
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En particular,
a,8)\ )
—ﬂM'<(m> (1).

Tenemos un sistema lineal homogéneo de j + 1 ecuaciones y j + 2 incdgnitas y
con elementos diagonales distintos de cero, por tanto podemos asegurar que tiene
solucién no trivial para {d;(n) }Zié El coeficiente lider debe ser distinto de cero ya
que en caso contrario la condicién (R, (x), (1 — x)¥) IS # 0no se cumpliria salvo
si Ry, es el polinomio idénticamente 0, pero esto seria una contradiccion. Puesto que
el coeficiente lider es distinto de cero, tenemos que R, (x) = c(n)P,S“’ﬁ M) (x)y,

finalmente, escribimos

1
pleBM) Jib PP () () = di(n)

A continuacién establecemos el comportamiento asint6tico de los coeficientes

{bi(m) V5.

Lema 3.2.2 Sean {b;(n) {ié los coeficientes en (3.12)). Entonces

lim bj(n) =b;e R i€{0,1,...,j+1}.

n—o0

Demostracion: Empezamos calculando la derivada k-ésima de la expresion (3.12)),

y para ello aplicamos la regla de Leibnitz,

% () (- ()

- E ) mi%k} (k> UG fs)! (1 xys (Bler) 7 ),

) _0s>i+1.

Evaluando en x = 1 queda solamente un sumando, que es el caso correspondien-

donde en la ultima igualdad se ha tenido en cuenta que ((1 — x)i)

te as = i, y obtenemos

() 1) = oo () v (B2) s
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pie) V)
(e#) Y1)

Por el Lema [3.2.1|se tiene que lim;, oo es un nimero real y, por

otro lado, tenemos que de (3.13))

(P,S"‘fﬁ,Mn)>(k) o k |
<Py§zx,ﬁ))(k) ) = ' ()( 1)'itA(k, n) (3.14)

( P(Wé@) (k=) (1

n—i

(Pr(lw,/s))(k)(l)

donde, posteriormente, se podrd asegurar que los coeficientes b;(1) son convergen-

tes. Usando (2.13)) y (I.8) se sigue que

con A;(k,n) = . Veamos la existencia del limy 0 A;(k, 1), de

1 T(n—itat2i+B+k—i+1) T(n—i+a+2i+1)
. , 2k=i  T(n—it+a+2i+p+1) T'(n—i—k+i+1)I(a+2i+k—i+1
lim A;(k,n) = lim ( prl) I 2 )
n—s00 n—s00 1 I'(n+a+p+k+1) I'(n+a+1)

2k T(ntatp+rl) T(n—k+1)T(atk+1)
. 2T(a+k+1) T(n+a+k+pB+1)
nooT(a+it+k+1)T(n+a+p+i+1)
I'mn+a+i+1) Tn+a+p+1) T'(n—k+1)
I'(n—k+1) F(n+zx+[3+k+1)l"(n+tx+1)

2T(a+k+1) T(n+a+k+p+1)n*
)nz k

— I
noeT(@+itk+ 1) T(ntatptitl

_ 2T(a+k+1)
CT(a+i+k+1)°

= Ak, ).

Nota 3.2.2 Sea b; := lim, o bj(n) coni € {0,1,...,j+ 1}. Los coeficientes b;

se calculan recursivamente a partir de (3.14). De hecho,
s Paso 1. Para k = 0 obtenemos by.

» Paso 2. Para k = 1 calculamos by de a partir del paso 1. Similarmente,
para k > 2 aplicamos de forma recursiva.

Proposicion 3.2.2 Seak € {0,1,...,j+ 1},

v >2(x+2j+1),
Jm b(n) =4 Ace+ (1= Aa, si v =2(a+2j+1), (3.15)
v <2(a+2j+1),

Ay, Si

Ck, Si
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con A definido en (3.9), ax = doy

k 1 i 2T (a+k+1)

o = (= 1) k|2kr(a+k+1) ’
I'(a+2k+1)

donde, por convenio, 21_210 = 0.

Demostracion: La demostracion de (3.13) ha de realizarse atendiendo al valor de

<. Por tanto, se divide en 3 casos.

Caso v > 2(a +2j+1). Vamos a probar que a9 = 1y ar = 0sik €
(1,2,...,j+1}.

Calculamos ay de (3.14). Si k = 0, entonces

PP (1)

ey A

Usando el Lema y tomando limites, se obtiene que limy,_, 1 bo(n) = ag = 1.
Si k = 1, de acuerdo con el Lema|3.2.1] tenemos

<P’£0¢,,B/Mn)> (1) (1)
(P’Sfx,ﬁ)> M) (1)

Tomando limites,

= bo(Tl)Ao(l, 1’1) — bl (n)Al(l,n).

1=1 —EllAl(l,Dé) =a; =0.

Aplicando el proceso recursivo descrito en la Nota [3.2.2] se prueba que a; = 0

parak € {1,2,...,j+ 1}. Veamos, a modo de ilustraci6n, el valor a; 1.

(o, M)\ (1) ' |
(Pn ) (1) — bO(H)AO(lrn)—“_ibi(n) (J—il_l

i+1
(P,S“'ﬁ)>(]+ ) (1) i=1
+ ja () (=) G+ DI (41 n).

) (=1)'itA;(j+1,n)

Tomando limites y aplicando que ay = 0 parak € {1,2,...,]}, tenemos que

1=1+a;1 (1) +1)!Aj(+ La) = aj11 =0.
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Caso ¥ < 2(a 4 2j + 1). Vamos a seguir el mismo procedimiento que en el caso

anterior.

P;f(l“,ﬁ,Mn) ( 1 )

P}g“/ﬁ)(l) = b()(n)A()(O,TZ).

Tomando limites en la siguiente expresion, cuando n — ©o, se tiene

—J

Cozm.

Para k > 1, volvemos a usar el Lema Asi, calculamos los coeficientes ¢y

de forma recursiva a partir de (3.14), y se tiene

(e (1)

<Pr(la,/3)> (k) (1)

Tomando limites y despejando ¢; obtenemos

k-1 k ]
~ Y bi(n) (l> (1)1 As (K, ) + b (n) (— 1)KL AL (k, 1),
i=0

k—1 iy 2T (atk+1)
— Lo b)) (D il et

1 2T (at-k+1
(~DHRET

a+]+k+1

Casoy =2(a+2j+1).
Utilizando el hecho de que 6, g ; ., definido en el Lema 3.2.1} viene dado como
una combinacién lineal convexa, vamos a ver que liIJIrl br(n) = Acy + (1 — A)ay
n—-+oo

cuando k = 0y k = 1y, posteriormente, usaremos el procedimiento recursivo.

Si k = 0, tenemos

Tomando limites

| )= _
Jm bo(11) = Oupio = 7\“+].+1 +(1=A) =Aco+ (1 —A)ag,

donde hemos usado (3.8).

Si k = 1, tenemos
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Volviendo a tomar limites,

2N +2)
il = ~ Tl g3y i, 0100) + (A0 + (1= A)ao).

Usando el Lema(3.2.1]

1-j

m —M lim bl (7’1) + (ACO + (1 — A)ao) ,

+A-2) = [(ax+3) n—+teo

y, despejando,

1—j 2l (a +2)
A ————— 1-A)(1— =—————2 lim b .
(zx Fit2 CO) + (A=A (A =a0) = =7 =5y lim o)
Finalmente, dividiendo por — er ((0'3‘:32)) nos queda que

lim by(n) =Ac;+(1—A)0 = Acy + (1 — A)ay.

n——+00

Para terminar la demostracidn, si hemos aplicado el procedimiento recursivo hasta
k — 1 obteniendo

lim bk_l(Tl) = /\Ck_l + (1 — )\)Elk_l, (316)

n—-+oo

veamos qué ocurre para k. Tomando limites en (3.14) y usando (3.16)), se tiene

k—1 j
k 2T (a+k+1)
Bupir = Y (Aci+(1—A)a 1)l .
k
b ZEEERED e ).

F((x + 2k + 1) n— 400

Del Lema deducimos

k—j = k iy 2T(a+k+1)
arjrkr1 T T = L (Qa+ (1= Aa) (i>(_1) kT i)

k

‘T(a+2k+1) n1—1>1110<> ().
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Despejando el 1im,,_, 4 « by (1) y sacando factor comtin Ay (1 — A), se obtiene que

lim bi(n) = Ack + (1 — A)ay.

n—-+oo

[ |
En [119, Teo. 2] vienen dados de forma explicita los valores Acy + (1 — A)ay
conk € {O, 1,...,7+ 1}. Sin embargo, esta combinacion lineal convexa permitird

dar una expresion mds compacta de la asintética tipo Mehler—Heine.

3.3 ASINTOTICA TIPO MEHLER—HEINE Y CEROS

Como se ha indicado al comienzo este capitulo, nuestro objetivo es conocer la
asintotica tipo Mehler-Heine de los polinomios ortogonales con respecto al produc-

to escalar (3.1). Para ello vamos a utilizar el siguente
Lema 3.3.1 Sea {P,g“’ﬁ )} la SPO cldsica de Jacobi. Entonces

. (%)1 pite) (1 - §> Py (f) T eaai(%),

n—o00 n« 2

uniformemente en subconjuntos compactos de C y donde |, denota la funcion de

Bessel de primera especie (ver ([[.16)).

Demostracion: De la asintdtica tipo Mehler-Heine para los polinomios clasicos de
Jacobi, (ver [169, Th. 8.1.1] o (1.18))), se tiene

2 (a+21,B) 2 . p(a42i,8) 2 )

1 (2?Cn2i> P (1 - ;7) _ K X2 P (1 - ;7) (n— i)”H'ZZ
e nw - a0 i na+2i (n—i)x+2
. pla+2i,p) .

) x21 Pn ; ( — 23(7> (1’1 _ Z')DH—Zz

a/,B/MH

Teorema 3.3.1 Para la familia de polinomios {P,S )}nZO se tiene la siguiente

formula tipo Mehler—Heine
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(a0, 8,Mpy)
. Dy (cos(x/n))
nlgr(;to ns
plaBM) ( _ ﬁ) Pu(x), si y>2(a+2j+1),
— lim — ) - (x), si =2(a+2j+1)
n—00 n« lPa,] S J ’
Puj(x), si ¥ <2(a+2j+1)
(3.17)

uniformemente en subconjuntos compactos de C, donde

X

o) = (5) R,
j+1

Paj(x) = ;)Cizi (%)_afwm'(x),
Pa,j(x) = Ay j(x) + (1= A)pa(x),

con A definido en y los coeficientes ci coni € {0,1,...,j+ 1} definidos en la
Proposicion[3.2.2]

Demostracion: Reescalando la variable en la expresion (3.12)

0] i (5 0 1 )

n— 00 n« n—0o n«
2 (a+2i,B) 2
i (2"7> P, (1 2’;2>
=) _ lim bi(n) x lim
=0 n—00 n—o0 n«
Usando los Lemas y y la Proposicién se tiene el resultado.
|

B M) }n>0 ortogo-

A continuacién, analizamos los ceros de los polinomios {P,S”‘
nales con respecto a (3.1). El siguiente resultado es consecuencia de [141], Teo. 4] y

también de [5, Lema 2] (ver comentarios y demostracion de la Proposicion [2.5.1)).

a,8,My)

Proposicion 3.3.1 El polinomio P,S ,n > 1, tiene n ceros reales y simples y

a lo mds uno de ellos se encuentra en el exterior del intervalo [—1,1]. Mds concre-

83



84

POLINOMIOS ORTOGONALES TIPO JACOBI-SOBOLEV VARIANTES

tamente, en caso de haber un cero fuera del intervalo [—1, 1], este se encontrard en
(1, +00).

El objetivo es establecer el comportamiento asintético de los ceros de P,(lo‘”8 ’M”).
El caso j = 0 fue considerado en [148]]. Destacar que, en este caso, todos los ceros
estdn en el intervalo (—1,1) ya que se trata de un producto escalar estdndar. Asi, a
partir de ahora vamos a asumir que j > 0 y denotaremos mediante v, 1 < VY2 <
vor < Ypn—1 < Yn,u los ceros de P,g“’ﬁ ’M”).

Nota 3.3.1 Por coherencia con la notacion seguida en esta memoria los ceros se
han tomado enumerados de forma creciente. En los correspondientes resultados
publicados en [119] los ceros fueron enumerados de forma decreciente.

“zﬁ,Mn

Proposicion 3.3.2 Sea {P,g )}nzo la sucesion de polinomios ortogonales con

respecto al producto (3.1). Para n suficientemente grande y j > 0, tenemos

o,B,My)

» Siy > 2(a+2j+4 1), todos los ceros de P,g estdn en el intervalo

(—1,1).

» Siy < 2(a+2j+1), entonces Yy, > 1y el resto de ceros se encuentran en
(—1,1).

w Siy =2(a+2j+1), entonces ynn > 1siy solo si

222 (1) (a + 2 + DT (a +j+ 1)
]

M >

7
y el resto de ceros se encuentran en (—1,1).

Demostracion: Distinguimos tres casos en funcion del parametro y. Para la demos-
tracion basicamente se usa el apartado (A) del Lema con k = 0y el hecho de
que el coeficiente lider de P,S""ﬁ M) (ver li es positivo. Entonces,

= Siy > 2(a+2j+ 1), del Lema [3.2.1] se tiene P,Sa’ﬁ’M")(l) > 0 para n

suficientemente grande. Ademas, usando la Proposicion tenemos que

todos los ceros han de estar en (—1,1), porque al ser P,S“’ﬁ ’M”)(l) >0y

a,B,M . . . )
BM) (x) = 400, serfa necesario que hubiera 2,4, 6, . .. cambios

limy o Py
de signo en el intervalo (1, +00), pero esto contradice la Proposicién m

Por tanto, se concluye que todos los ceros estdn en (—1,1).
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» Siy < 2(a«+2j+ 1), entonces piP ’M”)(l) < 0 para n suficientemente

grande. Con esto, y con el hecho que limy e P,Sa’ﬁ M) (x)

= 400, se ase-
gura que al menos hay un cambio de signo en el intervalo (1,+00). De la

Proposicién se sigue que solamente hay un cero.

DC,ﬁ,Mn) (1)

» Siy =2(a+2j+1),entonces Y, ,, > 1siy sélosi PTS < 0 para

n suficientemente grande. Esto ocurre si y s6lo si

2P (4 4+ 1) (e + 2] + P (0 +j + 1)
], .

M >

Para terminar la demostracion se razona de forma andloga a los casos anterio-

Ies.

Proposicion 3.3.3 Sean v,1 < Yu2 < ... < Yun—1 < Ynnu los ceros en orden

creciente de P,S'x’ﬁ M) Y $a Pu,j Wa,j las funciones definidas en el Teorema |3.3.1

Asumiendo j > 0,

1. Siy > 2(a+2j+1), entonces

lim n\/2(1 pnint) = i P21,

n—oo

donde j, ; denota el i-ésimo cero positivo de la funcion de Bessel de primera

especie.

2. Siy <2(a+2j+1), entonces

Jgrgoyn,n =1, lim 1’1\/2(1 - yn,n—i+1) =Sui-1, 122

n—oo

donde s, ; denota el i-ésimo cero positivo de la funcion ¢, ;.

3. Siy =2(a+2j+1), tenemos los dos siguientes casos:

: B2+ (i . o
a) SiM < 2 (“+J+1)(]z3c+21+1)r (a+j+1)
suficientemente grande, y

, entonces Yn, < 1, para n

lim 7’1\/2(1 - yn,nfz#l) = tot,i/ i>1,

n—o0

donde t, ; denota el i-ésimo cero positivo de la funcion Puj-

85



86

POLINOMIOS ORTOGONALES TIPO JACOBI-SOBOLEV VARIANTES

b) SiM> 2P (@t 4 1) (a4 2j+ 1) T2 (- j+1)

i , entonces

lim y,, =1,  lim ”\/2(1 —Ynn—it1) = tai-1, 122,

n—00 n—oo

donde t, ; denota el i-ésimo cero positivo de la funcion Puj-

Demostracion: Solamente es necesario aplicar el Teorema [3.3.1] la Proposicion
3.3.2] y el Teorema de Hurwitz (ver [169, Th. 1.91.3]). [ |

Al igual que en el capitulo anterior, vamos a mostrar como nuestros resultados
generalizan los resultados que encontramos en la literatura. Mds concretamente, va-

mos a ver cédmo nuestro Teorema generaliza el resultado de [[148]] para j = 0.

En [148] el autor deduce las férmulas tipo Mehler—Heine para el producto (3. 1))

cuando j = 0, usando los polinomios de Jacobi ménicos y, en nuestro caso, trabaja-
I'(2n4a+p+1)
2T (n+1)I (n+a+p+1)"

Teniendo esto en cuenta, vamos a ver como recuperar el caso j = 0. Para ello

mos con los polinomios de Jacobi de coeficiente lider

usaremos la relacion de recurrencia a tres términos de las funciones de Bessel de
primer orden dada en (1.17) y la férmula de duplicacién de la funcién Gamma de
Euler (ver, por ejemplo, [30, f. (5.5.5)]):

[(2)T(z + 3)
21722\/E )

En primer lugar, calculamos el comportamiento asintético de nuestro coeficiente

lider usando (2.13) y (3.18):

I(2z) = (3.18)

r2n+a+p+1)
2”F(n+1)1“(n-|—oc+[3—|—1)

C(n+g+5+3)T(n+g+5+1)
T 20l P T (i DI (n+ a+ B+ 1)/
2n+m+/3f(n+ + 8 +%) <n+ + 8 +1)
1)

VT F(n+1) Tn+a+pB+1)
grtarp T (548 +1) s 4T (n 5+ 5+1) e
VE T TmAD) il Tt et D) 5l
onta+p
~ n%ﬁ .
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Por otra parte, de [[148]] se obtiene

VT2 (X siy <2a+2
) anr(la,ﬁ,Mn)(Cos(x/n)) \%% 0(+2( )/ . r)/ s
. PSSV = ¢ V(2 (%) + g pmzest (X)), siy =20 +2,
Y 2a(x), Siy > 20 +2,
(3.19)
donde,
za(x) = x "Ja(x)
. —2M(a+1)
“pM M + 2 FH1T (0 + 2)[(a + 1)
y {P,S""ﬁ ’M”)}nzo denota la sucesion de polinomios ortogonales ménicos con res-

pecto al producto (3.1) con j = 0.

Asi pues, podemos escribir (3.19)

1.2 .

L — =Xz X), siy < 2o+ 2,
BB sy | 2 -

nh—r>rolo nat1/2 /¢ - 2« (Zl’é(x) + aﬂt/ﬁ,Mza-i-l(x))' siy =20 +2,

L2y (x) siy>2x+2

22—« 44 V4 ’

y, ademads, observemos que

n+a+p a(w,B,M,
p+at B POBM) (cog(x/n))  Armrela P (cos(x/m))  plapM) iy
nzx+1/2\/7TL- o n« ne ’

con la misma normalizacién que se usa en este capitulo. Asi, basta probar que en los
tres casos las funciones limite coinciden, cuestion que analizaremos a continuacion.
= Caso 7y > 2« + 2.

Esta situacion es trivial pues las funciones limites coinciden directamente y
el tamafio de la sucesidon de masas no afecta a la asintética tipo Mehler-Heine

del producto escalar.

= Caso 7y < 2« + 2.

Si usamos el Teorema [3.3.1} basta con calcular los valores de ¢y y ¢1 y com-
probar que tenemos la misma expresion usando (1.17).
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En este caso cg = 0y ¢; = —1/2. Por tanto,

@ (X) - _ (E)_"‘] (x) _ _szx_a—zj (X) _ —xzz (x)

w0 > a2 —u a+2 —a a+2 .
= Casoy =2« + 2.
Usando el Teorema [3.3.1] se obtiene ap = 1, a1 = 0,c9p =0y c3 = —1/2.
El valor de A se obtuvo en (3.9). Asi,
Pao(x) = A@ao(x) + (1 —A)¢a(x)
X\ & X\ —&
= A (3) @+ a-2)(3) )

B _M+F2(oc+1];/i“+5+1(oc+1) (%)a]“”(x)
R P e o (3)

B _M+F(a+2)ﬁ+5+1f(rx+1) (%)_a]““(x)
T T (3) k)

- _M+r((x+2)g+l3+1r(zx+1) (%)—“

X (—]a(x) +(a+1) (;)4 ]Hl(x))
T(a+2)2 A+ (0 + 1) N —
M +T(a +2)24FFHIT (a + 1) (E) Jal)

X\ @ 2M(a+1) x\ —e-1
- (E) A v 20HFHIT (w + 1)2 (o + 1) <§> Jrr(x)

1
= 5 (za0) + e przen (X))

3.4 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Para finalizar este capitulo se ilustrardn con ejemplos numéricos los resultados
obtenidos en el Teorema[3.3.1]y en las Proposiciones Las férmulas tipo
Mehler-Heine son especialmente ttiles para mostrar el comportamiento de
los ceros alrededor del punto x = 1, y esto es lo que se pretende mostrar en las si-
guientes tablas y gréficas. Para ello usaremos el software Mathematica®. En estos

ejemplos usaremos sucesiones que verifican la condicion (3.2)) y que especificare-
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mos en cada apartado. En todos los apartados hemos fijado el valorde j = 3, & = 3

y B = 1y se han calculado los polinomios ortogonales con respecto al producto

1
(f/8)isn = /_1f(x)g(x)(1 — 0P (1+ x)dx + Maf (1)g9)(1).
» Casoy > 2(a+2j+ 1) = 20. Los valores elegidos han sido:

3e

y M=

Como ya se probo en el Teorema[3.3.1]la formula asintética tipo Mehler—Heine para
: : (a/ﬁ/Ml’l)

los polinomios P,

Este hecho nos dice que en este caso la sucesién de masas { My, },>0 no afecta al

comportamiento asintético. Ademds, la Proposicién [3.3.3| nos dice todos los ceros

estdn contenidos en el intervalo (—1, 1), lo que podemos ver en la Tabla[3.1|y en la

Figura Los resultados relativos a las féormulas Mehler-Heine los mostramos en
la Tabla[3.2]y en la Figura[3.2]

Tabla3.1.:Casoy =25 > 2(a+2j+1)=20,j=3,a =3, =1 M, =

es la misma que la de los polinomios clasicos de Jacobi.

3e"
(6e"+4)n7"
Ynn-3 Yun-2 Ynun—1 Ynn
n =150 | 0,994346 | 0,99636 | 0,997952 | 0,999125
n =250 | 0,997937 | 0,998672 | 0,999253 | 0,999681
n =500 | 0,999479 | 0,999665 | 0,999811 | 0,999919
Cuatro mayores ceros de P,S3’1’M”).
400000
300000 /
200000
— n=150
100000 ¢ n=250
0.923185 ‘ 0.92390 ‘ 0.9595 1.0600 n=500
-100000
-200000

alrededor de x = 1.

Figura 3.1.: Caso v = 25 > 2(a +2j + 1) = 20. Representacion de P,g“’ﬁ M)
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Tabla3.2.:Casoy =25 > 2(a+2j+1)=20,j=3,a =3, =1 M, =
3 n
G 2y
nv/2(1 = ynu) ”\/2(1 —Ynn-1) | 121 = Yun2) | 1/2(1 = Yuu-3)
n =150 6,27524 9,59956 12,7982 15,9503
n = 250 6,31687 9,66385 12,885 16,0602
n = 500 6,34839 9,71233 12,9501 16,1421
Limite | js1 = 638016 | jsz = 9,76102 | jas = 13,0152 | jsa = 16,2235

Ceros de ¢, y de los polinomios reescalados.

0.05F

\
\

L\

— n=150
n=500
¢3(x)

5

10

Figura3.2.: Caso v = 25 > 2(a +2j+ 1) = 20. Funcién ¢, y polinomios

reescalados.

» Casoy < 2(a+2j+1) =20.

De acuerdo con el Teorema la férmula de Mehler-Heine viene dada por la

expresion ¢, 3(x) 1= Z?:o c;2! (3) % Jut2i(x), donde

€0

Cy) =

Cq —

-3

BT

3(a+7)

4(a+5)(a+6)

3

Lo 1, 3 3
2 a+4 a+b
-3
4(a+4)(a+5)

8(a+4)(a+5)(a+6)

Elegimos los siguientes valores:

’)/:2/

7In(n+1)+5

y M=

(3+2In(n))nr
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En la Tabla y en la Figura [3.3| podemos ver como el cero més grande es mayor
que 1 para n suficientemente grande, tal y como se establecid en la Proposicién
[3.3.2] En la Tabla[3.4]y en la Figura [3.4] mostramos el comportamiento asintético
deducido en el Teorema[3.3.1

Tabla3.3.:Casoy =2 < 2(ae+2j+1) =20,j =3, a =3, =1 M, =

7In(n+1)+5
(34+2In(n))nr"
Ynn-3 Ynn—2 Ynn—1 Ynn
n =150 | 0,995185 | 0,997186 | 0,998743 | 1,00191
n =250 | 0,998243 | 0,998973 | 0,999542 | 1,0007
n = 500 | 0,999556 | 0,999741 | 0,999884 | 1,00018
Cuatro mayores ceros de P,$3’1’M”).
1x108
p—— L\ 2150
| 0.9992 0.9994 0.9908 <D-U99e-+-6000_ 10002 1.0004
n=250
-1x10° n=500
-2x108
-3x108

Figura3.3.: Caso v = 2 < 2(a +2j + 1) = 20. Representacién de P,(l“’ﬁ’M”)

alrededor de x = 1.

Tabla34.:Casoy =2 < 2(a+2j+1) =20,j =3, a =3, =1 M, =

7In(n+1)+5
(3+2In(n))n7"
”\/2(1 —Ynn—1) | 1V/2(1 = Yun2) | 1/2(1 = Ynn-3)
n =150 7,52032 11,2535 14,7196
n =250 7,57031 11,3291 14,8199
n = 500 7,60812 11,386 14,895
Limite s31 = 7,64622 s32 = 11,4432 s33 = 14,9699

Ceros de @, 3 y de los polinomios reescalados.
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— n=150
n=500
Ws(x)

-0.08T
Figura3.4.:Caso v = 2 < 2(a +2j+ 1) = 20. Funcién ¢33 y polinomios
reescalados

» Casoy =2(a+2j+1) =20.

De acuerdo al Teorema [3.3.1] la férmula de Mehler—Heine viene dada por 1, 3.
Denotamos por V' la cantidad que aparece en la Proposicion (3.3.3] dada por

28R (4 1) (42 + DT (w44 1)
; :

V.

Asi, con estos valores anteriores
V = 24772608000.

Ahora tomando

Mn?(n—1/2)(n+2) Mn?*(n—1/2)(n+2)
ny+a - 124 :

Mn:

De acuerdo con la Proposicion [3.3.3|tenemos dos posibles elecciones de M que de-
terminan dos asintéticas diferentes, asi como dos comportamientos diferentes para
los ceros. Para el primer ejemplo tomaremos M = 1500000000 < V, lo mostramos
en las tablas [3.5]y [3.6]y en las figuras [3.5]y [3.6]

Finalmente, mostramos el caso M > V donde M = 3 x 1019, Entonces Yun > 1
para n suficientemente grande y esto se evidencia en las tablas y[3.8 y en las
figuras[3.7y en[3.8]

Para finalizar los experimentos numéricos es interesante observar la tltima Figura
@ En ella se puede observar la transicion de ¢3 a ¢33 en funcion del crecimiento
de M.
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Tabla 3.5.: Caso v = 2(a +2j + 1) = 20, M = 1500000000 < V,j =3, a =

150000000012 (n—1/2) (n+2)

3/ ﬁ - 1/ Ml’l - nv+4 ‘
Yun-3 Yun—2 Yunn—1 Yun
n =150 | 0,994465 | 0,996468 | 0,998039 | 0,999178
n =250 | 0,997975 | 0,998706 | 0,999281 | 0,999687
n =500 | 0,999488 | 0,999673 | 0,999818 | 0,999923
Cuatro mayores ceros de PTS3’1’M”).
1x108
500000 — n=150
// n=250
= | | n=500
0-9996 0.9997 0.9998 0.9999 1.0000
-500000

Figura 3.5.: Caso vy = 2(« + 2j 4+ 1) = 20. Representacién de P,(la’ﬁ Mn) alrededor

dex=1lconM < V.

Tabla 3.6.: Caso v = 2(a +2j+1) = 20, M = 1500000000 < V,j =3, a =

n?(n—1/2)(n+2)

3, =1 M, = e .
n\/2(1 — yn,n) n\/2(1 - yn,nfl) n\/2(1 - yn,n—Z) 7’1\/2(1 — yn,n—3)
n = 150 6,08367 9,39401 12,6078 15,7815
n = 250 6,14991 9,48275 12,716 15,9097
n = 500 6,1979 9,54792 12,7959 16,0043
Limit to,1 = 6,24461 to2 = 9,61199 to3 = 12,8748 to,4 = 16,0976

Ceros de 1, 3 y de los polinomios reescalados con M < V.
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— n=150
n=500
Ws(x)

-0 5 — 10

Figura 3.6.: Caso v = 2(a 4 2j 4+ 1) = 20. Funcién ¢, 3 y polinomios reescalados
con M < V.

Tabla3.7.:Caso v = 2(a +2j+1) =20, M = 3x 101" > V,j =3, a =
3,=1, M, = 3x1019%2(n—1/2)(n+2)

n’Y+4 .

Yun-3 Ynn-2 Yun-1 Yun
n =150 | 0,995035 | 0,997048 | 0,998633 | 1,00046

n =250 | 0,998181 | 0,998916 | 0,999495 | 1,00012
n =500 | 0,999539 | 0,999725 | 0,999871 | 1,00002
p(31M)

W .

Cuatro mayores ceros de

400000 -

200000 -

— n=150
n=250
n=500

+——00906—=02997 09998  (0.9999 _ 1.0000 __ 1.0001

-200000

-400000

-600000 -

Figura 3.7.: Caso v = 2(a + 2j + 1) = 20. Representacion de P,g“’ﬁ M) alrededor
dex=1conM > V.
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Tabla 3.8.: Caso v = 2(a +2j+1) =20, M = 3x 101 > V,j =3, a =

_ 3x10"%2(n—1/2)(n+2)

3, =1, M, po .
n\/2(1 — Ynn-1) n\/2(1 — Ynn—2) ”\/2(1 — Ynn—3)
n =150 7,84241 11,5252 14,9471
n = 250 7,94293 11,6385 15,0774
n = 500 8,02417 11,727 15,1773
Limit to,1 = 8,11098 to2 = 11,8188 to,3 = 15,2792

Ceros de 1, 3 y de los polinomios reescalados con M > V.

— n=150
n=500
— Ws(x)

Figura 3.8.: Caso v = 2(a 4 2j 4+ 1) = 20. Funcién ¢, 3 y polinomios reescalados
conM > V.

Figura 3.9.: Funciones limite en la asintotica (3.17). Funciones ¢, ¢33, y ademas,

3 3 con diferentes valores de M.

$5(x)
M=5000000000
M=20000000000
M=V=24772608000
M=30000000000
M=100000000000

®33(x)
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POLINOMIOS ORTOGONALES DE SOBOLEV DISCRETOS
VARTANTES

Una vez estudiados en los dos capitulos previos dos casos concretos de polino-
mios tipo Sobolev, en este capitulo se aborda el caso general. Esto es, siendo u
una medida finita positiva de Borel con soporte en un intervalo de la recta real, se

considera el producto escalar

(£,9)s = [ F)2(0)dn + Maf D ()87 (c),

donde ¢ estd adecuadamente situado en la recta real, j > 0, y {M,},>0 es una
sucesion de nimeros reales no negativos satisfaciendo una condicién muy general
que serd detallada mas adelante. El objetivo principal de este capitulo es estudiar
propiedades asintéticas de los polinomios ortogonales con respecto a este producto
escalar. Centraremos nuestra atencion, al igual que en los capitulos anteriores, en
las férmulas asintéticas tipo Mehler—Heine, ya que éstas describen con detalle el
comportamiento asintotico alrededor del punto ¢, que es justamente donde hemos
colocado la perturbacion en el producto escalar. Mdas aun, se estudiard el compor-
tamiento asintético de los ceros de dichos polinomios y, finalmente, se estudiardn
otras asintoticas, como la asintética relativa o la asintética tipo Plancherel-Rotach

para soportes de p no acotados.

Los resultados de este capitulo han sido publicados en [[120].

4.1 INTRODUCCION

En este capitulo nuestra atencion se centra en el estudio de propiedades asintoti-

cas de los polinomios ortogonales con respecto a

(£,9)s = [ fEg)du+MufD(@g0(e), =0, @)

97
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donde c estd adecuadamente localizado en el eje real. En este capitulo se genera-
lizan los resultados obtenidos en los capitulos [2| y |3| (ver también [118] y [119]).
Al igual que en dichos capitulos, focalizamos nuestro trabajo en estudiar las formu-
las asint6ticas Mehler—Heine ya que éstas muestran en detalle las diferencias entre
los polinomios ortogonales con respecto a y los polinomios ortogonales con
respecto a y. Esta asintética se obtendra en el Teorema que generaliza los
resultados anteriores. El resultado obtenido serd valido para un amplio abanico de
medidas, tanto de soporte acotado como no acotado.

Las técnicas desarrolladas en [156] serdn de gran utilidad para poder establecer
los resultados de este capitulo. Si bien en [[156]] se consideran productos tipo Sobo-
lev no variante, la adaptacion de las técnicas al caso variante no serd complicada.

Entrando en materia, se considera el producto escalar donde {M,, },>0 es

una sucesion de nimeros reales no negativos satisfaciendo la siguiente condicion,

. (i) _
lim M, K" (c,c) =L € [0, +00]. (4.2)

Es importante destacar que la condicion (4.2)) es mas general que las condicio-
nes (2.3) y (3.2) consideradas en los capitulos previos. Se puede observar que
MnK;(j ] % (¢, c) es no negativo para cada n, asi Kl(j ] )1 (¢, ) tiene un rol equivalente al
que tenian las sucesiones 1P y n? en los capitulos y respectivamente. Ademads,

la condicion |i admite que la sucesion M, K ()

21 (¢, ¢) sea divergente (L = +00).

Se probard, al igual que en los Capitulos 2|y 3} que aparecen 3 diferentes casos en
la férmula asintética tipo Mehler—Heine en funcién de los posibles valores de L o,
equivalentemente, en funcién del tamafio de la sucesién { My, },>0. Estos tres com-
portamientos asintéticos vendrén determinados por los casos L = 0, L € (0, +o0)
y L = 4o0.

Al igual que los productos escalares previos y (3.1), en se tiene una
tabla de polinomios ortonormales para cada n, esto es, {q,((M”) }e>0- En el capitulo
se trabajara solamente con la diagonal de dicha tabla, es decir, con la sucesién de po-
linomios {qﬁlM") }n>0 := {qn }n>0. También denotaremos por {p, },>0 la sucesién
de polinomios ortonormales con respecto a .

La estructura de este capitulo es la siguiente. En la Seccidon 4.2| se presentaran
propiedades algebraicas basicas y algunos resultados asintéticos para la sucesion
de polinomios ortonormales g,. En la Seccién [4.3] se obtendrd la asintdtica tipo
Mehler-Heine para la sucesion de polinomios {g, },>0. Ademas, se distinguirdn
2 casos: cuando p es simétrica y cuando no lo sea. En la Seccion se deducird

el comportamiento asintético de los ceros de q,. En la Seccion {.5] se obtendrd la
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asintética relativa exterior entre las familias {g, }4>0 y {pn }n>0 cuando u es una
medida de la clase de Szeg6 (4 € S) y también la asintdtica Plancherel-Rotach
cuando el soporte de y no es acotado. Finalmente, se ilustrard el comportamiento
asintético de los ceros en la Seccion con un ejemplo usando la distribucién

normal que es la medida de ortogonalidad para los polinomios de Hermite.

4.2 POLINOMIOS ORTONORMALES DE SOBOLEV DISCRETOS VARIAN-
TES

Sean {py } >0 con py(x) = y»x" + ... lasucesion de polinomios ortonormales
con respecto a la medida y y donde v, > 0 denota el coeficiente lider, y {qn }n>0
con g, (x) = 4,x" 4 ... la sucesién de polinomios ortonormales con respecto a
@) y donde 9,, > 0 denota su coeficiente lider. Ademas, en el desarrollo esta sec-
cién se considera la sucesién de polinomios ortonormales { pLzﬂ }n>0 con respecto
ala medida dpp;(x) = (x — ¢)%du(x), i > 0y c € R\sop(n).

Una relacién algebraica entre las familias {gy },>0 y {PLZi]}nzo de polinomios
se obtuvo en [156, Teo. 1] para polinomios ortogonales de Sobolev discretos no
variantes. El resultado en el caso variante es andlogo y, por tanto, se omite la demos-
tracion (ver comentarios a la Proposicion [3.2.1] donde se aborda esta relacion para

el caso particular de la medida de Jacobi).

Lema 4.2.1 ([156]) Asumiendo que pn(c)pf]_l(c) . pfﬁjg}r)l}) (c) # 0, entonces

.y . i+1 C o e
hay una familia de coeficientes {d; , Hio no idénticamente nulos de manera que se

tiene la siguiente relacion:

j+1 o
gn(x) = Zdi,n(x — c)ZpLzﬂi(x), n>j+1 (4.3)
i=0

El objetivo de esta seccion es establecer el comportamiento asintético de los coefi-
cientes d; , en (4.3) cuando n — +-oco. Para ello es necesario el siguiente resultado
similar al Lema

Lema 4.2.2 Suponiendo que existe una funcion estrictamente creciente f, verifi-
cando que 2f(0) +1 > 0, de manera que los polinomios {py}n>0 satisfacen la
condicion

P (c) m Cro(—1)"/®), 0<k<n, 4.4)
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entonces, para k > 0, se tiene

o D) _ LU0 = F())) + £(K) + £() ws)
noeo 8y T T A L) (FR) + £() + 1) |

donde 9k,j,+oo = ].imL*)()o Gk,j,L-

Demostracion: Tenemos la relacion (ver [132, Sec. 2] o (1.38) con otra normaliza-

cién):
~ Ml ,
() = 2 ()= — 2D 0o} g
Tn 1+ MK (c,c)
De donde,
(j) ) (c)
qu(c) = TR 4.7
14+ MK (c,c)

Con el objetivo de probar este lema, en primer lugar se estudiara la existencia y

el valor del siguiente limite

Teniendo en cuenta (4.4), y
nfOFf O+ _ (i — )OO~ (£(k) + £() + 1) nfO+0),

basta aplicar el Criterio de Stolz para obtener

k, k,j k,
e Kif{(c,c) ~ lm Kifl)(c,c) — Kn_]%(c,c)
imsco pf O+ nseo gf VHFHT _ (17 — 1)F R/ ()41
k

— lim P;g)1( )P;S)1( ) _ Cr0Cjo 48)

n=veo (f(k)+ f(j) + 1) nf OO f(k) + f() +1 ‘

Por otra parte, vamos a probar que
lim 1" = 1, 4.9)

n—00 ’)/n

Usando (@.6) y (.7) obtenemos
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<\ 2 (/) .

Tn Myupy’ (c) 0,7)
= — n(x a(x) — — K ™" (x,c) | d
(vn) /p AR 1+ MK (c,c) " e | i

: 2
i\, M ()
= (—) - 0 : (4.10)
Tn 1+ MK (c,c)

Por {#.4) y (4.8), se tiene

. 2
i M, (Pi(a])(c))
m —
n——+0o 1 + MTZK(],_])l (C, C)

n

=0,

para cualquier valor de L, y ya que, 7, > 0y ¥, > 0, se prueba (4.9) tomando

limites en (#.10).
Ahora bien, de (4.6) se sigue que

(k)
lim q,(qk)(C)
e Pn (C)
- (k.j) '
g T (1o MeKafilec) p /(0
=Y\ 14 MK (¢,0) p0 ()
.. (k.j) ;
(j,j) K, 7 (cc)  p2f(p+1
Vi MnKnjll (C, C) KU"; (c,c nfizk)'*‘f(]')+1 pﬁ,];((]s)
=jim 7 |1 0 ey R
n 1+ M“Kn—l(c’ C) p;:f(k)

El comportamiento asintético (4.3) se sigue aplicando (#.2) y (@.4) en la anterior
expresion y considerando los diferentes valores de L. El caso L = 0 es trivial. Si
L € (0, +00) de (4.8), se deduce

101
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L CroCio  2f(j)+1 Cjo

n a5 (c) 4 FO)+f(G)+1 C]Z’O Cro
n—o00 P;gk)(c) 1+ L
_ L(f(k)—f(j))+f(k)'+f(]')+1:Qk,L_
(A+L)(f(k)+f(j)+1) ”

En el caso L = 00, puesto que las sucesiones que multiplican a MnKy _] )1 (c,c)

en la expresién (@.11)) son convergentes, se obtiene

Ck0Cj0 Zf(j)HC-

lim q,(qk)(c) _ 9 FfO)+f(j)+1 Cj2,0 7,0
n—oo p1(1k) (C) - Cko
_ S —f0)
(f(k) +f(j) +1)

1, siL =0,
i ) _ ) L0s0) s
oo 0 0y TE o S E (0 4e),
Pn fR)—£(j) siL = +00
FR+F()+17 '

Cuando L € (0,400) el valor obtenido se puede expresar como una combina-

cion lineal convexa de los otros dos casos. Basta tomar A = LLH € (0,1) y se

tiene

L(f(k) = f()) +fR) +f(D+1 _ k)= £()
1+ L)(f(k) +f(j) +1) flk) + () +1

Este hecho nos asegura que la formula asintotica tipo Mehler—Heine que obten-

+1-A

dremos cuando L € (0,+00) serd una combinacion lineal convexa de los casos
L =0y L = +oc0. Para ello es suficiente con seguir los mismos pasos presentados
en el Capitulo

Sin embargo, puesto que la expresion obtenida en la formula es muy com-

pacta, mantendremos dicha expresion.
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Nota 4.2.2 El factor (—1)" en la condicion podria omitirse, segiin el tipo de
medida que se esté considerando. De hecho, en este resultado y en los siguientes
seguirian siendo ciertos aunque este factor fuera omitido. Sin embargo, es nece-
sario cuando se trabaja con el caso de Hermite que, posteriormente, serd usado

para ilustrar los resultados en la Seccion Por ello se ha decidido mantener esta

condicion ({#.4) y también en ({.14).

Nota 4.2.3 Vamos a ilustrar con un resultado obtenido en [134]. En este tra-

bajo los autores consideraron el producto escalar tipo Sobolev

(9= [ FRIgCdn+ A7 @ (@), A>0,

donde y pertenece a la clase de Nevai, (Definicion[I.5.1)). Los autores establecieron
en [134, f. (34)] que
lim g),(c)p),(c) =0, (4.12)

n—00

cuando ¢ € [—1,1]. En el contexto de este capitulo, el anterior producto escalar
puede ser visto como el producto con M,, = A paratodonyj = 1. En esta
situacion, L = +o0. Asumiendo que se satisface (#.4), entonces del Lema se
tiene que

tim 19 _ g,

n=eo py,(c)
Ademds, usando (4.6), [{.8) y el dato L = 4o, se deduce fdcilmente

fulc) K
ph(e) = marmeT 19

donde K es una constante. Unos cdlculos elementales permiten obtener a

partir de cuando se tiene ({4.4).

Ahora, se procedera como en [[156} Teo. 2] con el objetivo de establecer la conver-
gencia de los coeficientes d; ,, en (4.3) parai = 0,...,j + 1. Mds atn, se obtendrd

el valor explicito del 1im,, . d; ,,, que es esencial para los experimentos numéricos.

Proposicion 4.2.1 Suponiendo que existe una funcion estrictamente creciente f,
con 2f(0) +1 > 0, de manera que para todoi = 0,1, ...,j+ 1, los polinomios

2i . C .
{p,[q d tn>o satisfacen la condicion

. k .
(pL21}>( ) (€) ~ Ci(—1)"nf+) | 0 <k <, (4.14)

donde Cy, ; es una constante distinta de cero e independiente de n, entonces,
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limd;, =d;(L) e R, i=0,1,...,j+1,

n—o00

donde {d, , }fié son los coeficientes de la relacion algebraica . Ademds, para
0<i<j+1,

1) 0ij0 — Lo lo(— 1)y (L) () m! o

donde, por convenio, 2;1:0 =0.

Demostracion: Derivando k veces en (4.3) con 0 < k < j+ 1, y evaluando la

correspondiente expresion en x = c, se tiene

n (c) Zd,n(>z'A n), (4.16)

Pn (C i=0

(24]

donde A;(k,n) = <p" l

(k=)
%. Usando (4.14) se ve facilmente que la sucesion
Pn-(C

{A;(k,n)},>0 es convergente. De hecho,

mnAxhny:p4y922

R. 4.17
n—oo Ck,O < ( )

qf1>()

Del Lema 4.2.2} se sigue la existencia del limy, ;0 “7—. Usando este hecho y
pn (€

(4.4), se deduce que lim, 0o d;, := d;j(L) € Ry podemos aplicar un algoritmo
recursivo, similar al de la Proposicion para obtener los valores explicitos de
di(L)con0 <i<j+1.

Veamoslo: Para k = 0 se tiene que do,, = gn(c)/pn(c), y do(L) se obtiene
directamente del Lema aplicando limites,

do(0) =1, do(L) =80, 0<L <+, y do(+c0)= f(;(o) — 1)
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Para k = 1 en (4.16) se obtiene
/
A
= ay, +d1, Al(l,n).
pulc) "
Es suficiente tomar limites en la anterior expresion para obtener dq(L). De hecho,
/
() _
61] L= nl—lg-loo p;l (c) B nl—lg—loo (dO,n - dl’nAl(l’n))
Coa
= —— 1i
do(L) Cy g ni,
por tanto, dq , ha de ser convergente con limite
01,0 —do(L)
ngdeln :=dy(L) = B TR
Cio
Este procedimiento recursivo se puede continuar y, usando (4.17) y el Lema#.2.2]
se deducen el resto de los valores, d;(L) parai = 2,...,j + 1. Veamos un caso
2 < k < j+ 1. Partimos de la expresion (4.16)), entonces se tiene
(k) c
Z dln< )z Ai(k,n) + dy k! Ax(k, n),
pn (C
tomando limites,
Ol = kzld-(L) k i'(—l)ick_i’i + kv(—l)fco" lim d
ks i) C,0 Cro nrtoo
por tanto, dy , ha de ser convergente. Llamando dy(L) = lim, e di, y despe-
jando dy (L) se prueba (4.15)). [ |
Nota 4.2.4 El cdlculo de los coeficientes d;(L) serd esencial en los experimentos
numéricos en la Seccion Por este motivo los escribimos explicitamente en fun-
cion de los tres 3 casos posibles.
( 51',01 siL = 0,
i i Ci
03,1 — Lot (=1)"dm (L) () m! =g
(_1)1 L] m _ m Cio ) sil € (O,+oo),
di(L) = e
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4.3 ASINTOTICA TIPO MEHLER-HEINE

El objetivo de esta seccion es obtener la asintdtica tipo Mehler—Heine para la
sucesion de polinomios ortonormales discretos variantes de Sobolev, {gy }n>0 =
{ElgzMn)}nZO- Al igual que los dos capitulos previos, buscamos conocer cémo la
parte discreta del producto escalar influye en el comportamiento asintético de
los correspondientes polinomios ortonormales.

Sea I el soporte de y, se asumird que ¢ = inf(I) € R. Los resultados de esta
seccion se pueden obtener de forma similar suponiendo que ¢ = sup(I) € R

haciendo el cambio de variable x — —x.

4.3.1 Caso no simétrico

Tomamos 3 una medida no simétrica. Previo a la obtencion de la férmula asintoti-

ca tipo Mehler-Heine para ¢, se necesita suponer que la sucesion de polinomios

{Pv[azi] }n>o satisface la siguiente asintética tipo Mehler—Heine (ver Teoremal|l.5.2

: na}l/2 [2i] 22 — (a+2i) ; ;
nlglc}o(—l) b P C+E =z Jai0i(2z), i=0,1,...,j+1,
(4.18)

uniformemente en subconjuntos compactos de C, donde

a,'? ~ An", b,~Bn’, ABb>0, a>-1, y 2a+1=>bla+1).
4.19)

Como ya se coment6 en la pagina [98|las condiciones (4.18)) y (4.19) son satisfe-
chas por una amplia variedad de medidas.

La asintética local tipo Mehler—Heine se establece a continuacion.

Teorema 4.3.1 Sea ¢ = inf(I) y asumiendo que la sucesion de polinomios orto-

normales {p,[fi]}nzo satisface (4.14), (4.18), y (4.19), entonces

z2 s : _
lim (—1)"a}/?q, (c+ b_> =) (~1)'di(L)z™" Ja12i(22) := @ujL(2),

n—oco 4
i=0

uniformemente en subconjuntos compactos de C, donde los coeficientes d;(L) estdn
dados en (4.15).
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Demostracion: Teniendo en cuenta (4.18), es suficiente reescalar la variable y to-
mar limites en (4.3). Es necesario prestar atencion a la demostracion del Corolario
1 en [12] (ver también Nota[I.5.1) para obtener

2
Jim (<1)"a}/ %, (e 5 )
j+1 2172 2 2 72
_ 1z —1)" “
—nh_{%o;)( dl”bz Pn— 1( +bn>

j+1 172 2
=) (-1) ' lim d;, - 2% - lim (— 1)”_’an, [21]1 (C—|— Z—)

P,._
n—oo n—00 bh n b,

j+1

- Z ] a+2i (ZZ )
donde d;(L) fueron definidos en (4.15) dependiendo del valor de L. |

Nota 4.3.1 Hay que resaltar que la formula Mehler—Heine obtenida en este Teo-
rema es significativamente diferente de la que fue obtenida en [|156, Teo. 5]. En
primer lugar, el caso variante da lugar a tres diferentes formulas asintoticas en
funcion de L. Sin embargo, la diferencia esencial se da en el caso L = +o0 que
incluye la situacion M,, = M, para todo n y, por tanto, el que podemos comparar
con el caso no variante. En este caso el comportamiento asintotico determinado
por el Teorema se expresa como una combinacion lineal de j + 2 funciones a
diferencia del Teorema 5 en [156], donde el limite solo estd formado por una tinica
funcion. La razon proviene del hecho de que en este capitulo se ha permitido un gap
de orden j, esto es, los términos 9 (c)g® (c) parai =0,...,j— 1, no aparecen
en el producto escalar (4.1). En [l156, Teo. 5], las autoras establecen sus resulta-
dos para polinomios ortonormales con respecto a un producto escalar donde todos
los términos 9 (c)g)(c) para i = 0,...,], estdn multiplicados por constantes

estrictamente positivas.

Nota 4.3.2 En el caso L = 0 o, equivalentemente, cuando el tamario de la sucesion

{ My, }n>0 es suficientemente pequenio, entonces

(Pa,j,O(Z) =z %]4(22).

Eso significa que ambas familias de polinomios ortogonales, los polinomios tipo

Sobolev y los estdndar, tienen la misma asintotica tipo Mehler—Heine.
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Vamos a ilustrar el Teorema {.3.1] con un ejemplo conocido en la literatura (ver
[118]) y en el Capitulo [2] (ver Teorema [2.4.1). Consideremos el producto escalar

Laguerre—Sobolev variante

(F.)is = [ Fgovedx+ MoV (0)g0(0),  (420)

conaw > —1,7 > 0,y {M;},>0 una sucesion de nimeros reales no negativos
satisfaciendo (4.2)). El producto escalar (4.20) es un caso particular del producto
con ¢ = 0. De [169], haciendo unos calculos sencillos se obtiene

_1\k
(11(1«)>(k) (O) ~ 1—'<IX(_+_}<)+ 1) (_1)nnk+rx/2,

donde {l,(f‘) }n>0 son los polinomios ortonormales de Laguerre con coeficiente lider

positivo.
Entonces se satisface tomando

1 k
Cr0 )

0= Farkgn Y SR =kt

. . . 2i
Es conveniente observar que los polinomios pL I son ortonormales con respecto a

la funcién peso x*+2e~*, es decir, p,[fi] (x) = l,(qa+2i)(x). Asi, (4.14) también se

cumple con
(1"
Cri = .
M T(a+k+2i+1)

Por tanto, la formula Mehler—Heine para los polinomios de Laguerre ortonorma-

les es

‘ -1)" ] —(a+i
nlgrt}o %l,ﬁwl) <zz/n> =z~ (ot )]Hi(Zz), (4.21)

uniformemente en subconjuntos compactos de C. Por tanto, se deduce que b, = n

y a, = n~ % verificando (4.18)) y (4.19). Por consiguiente, el Teorema puede

aplicarse y se obtiene la siguiente formula asintética tipo Mehler—Heine para los

polinomios ortonormales con respecto a (4.20), que fue obtenida en el Teorema

241

Ilustrémoslo con un ejemplo. Considérese « = 5, ] = 2y L = +o0. Entonces,
del Teorema se obtiene

(—1)di(+00)z %5 421(22) = P5,1c0(2):

e

lim (—1)"n /%, (zz/n> =

i=0
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Usando (4.15)) se calculan los coeficientes d;(+o0) de forma recursiva y se obtiene

1 35 1 1
do(+00) = vy di(+o0) = 367 dy(+o0) = 1 dz(4+00) = —.

Con el objetivo de comparar los resultados del Teorema [2.4.1] con los obtenidos en

este capitulo, es necesario recordar que en el Capitulo 2] los polinomios ortogona-

les con respecto (4.20) se denotaban por LS{X’M”) y con coeficiente lider (—1)" /n!.

También es necesario recordar que la norma de estos polinomios de Laguerre clési-
cos es (ver [169, f. (5.1.1)])

Q

+oo 2 rn4+a+1)
(DH—k) at+k,—x — (Dé—i—k) /2 >
\//0 <Ln7k (x)) x*tke—xdx —F(n Py n , k>0,

donde hemos usado la férmula de Stirling (ver 2.13)) para dar el comportamiento

asintotico anterior. Ahora, denotando por l,(f‘ 2 el polinomio ortonormal con res-

pecto a (4.20) y coeficiente lider positivo ¥, se tiene (ver demostracién del Lema

#22) 5
lim %=1,
n—-+oo ’)/n
(a)

donde 7y, es el coeficiente lider de [, .

Por tanto, es facil deducir que

\/ (L,S”"M“,L,S""M”))LS ~ \/ /0 o (L,S“)(x)>2xv<e—x¢1x ~nt2 (4.22)

Con el objetivo de comparar los Teoremas[2.4.1y[4.3.1] es necesario tener la misma

normalizacién. Por tanto es necesario introducir un factor (—1)" en (2.17) para

hacer positivo el coeficiente lider de LSID"M”). Teniendo en cuenta esto y (4.22)) se

tiene que (2.19) se puede expresar como

LM (@2 /m) L@ ) (<) (1) e

n« n« r(n+nc+1)
T'(n+1)
. n k n
(=) 2 /) +J§ gl (=1 L9 (22 /m)(~1)
w/2 n, T(n4+a+1 I'(n—k+1
" k=1 ”“/2\/ (r(n+1))\/rgn—k+1;
o j nylatk
:(—1)”1,(1 )(zz/n) +]§ kgl (-1) Z;S—ch )(22/”)'
ne/2 &R ka2 [TkiT)

I'(n+1)
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Tomando limites y usando la férmula de Stirling (2.13)), 1a Proposicién y

1| se llega a la conocida expresion d“,j(zz) en el Teorema (nétese que
L = +oo corresponde a B < 2j + & + 1 en dicho teorema).

Para terminar s6lo hace falta ver que @52 1oo(z) = d52(22).

Por un lado,

d55(2%) = cs(z%) + 100(3) i D @)
' ' £ r(4 Y

3
z7°J5(2z) + 20 Z 757k]5+k(22)
0

;_a

o (]5(22) ! Be(22) + 2—217(22)—2—218(2.2)).

Por otro lado,

3
(P5,2,+oo (Z —|—oo ]5+21 (22))

== ((22) — o (22) + 3h(22) - e (22) )

Para simplificar, vamos a denotar J,(2z) := J,. Probando que

10 20 20 -1 35 1 1
Js — ?]6 + 2—2]7 - 2—3]8 = T]S - %]7 + 1]9 - %]11

se obtiene el resultado. Para ello vamos a usar reiteradamente la relacién (1.17), que
1A . _
con nuestra notacién queda: Jy 1 + Jay1 = ZJa

Partimos de J5 — % Je + §—9]7 — ﬁ—:? Js y llegaremos a la otra expresion.

106 207 20 8
J5 — g;]e %;]7 - @—]8

5 20 5
:]5_5(]5+]7)+%(]6+]8) —g(b-l-b)

206 208

2
—3/5—3 ]7 S Jetse ls - 172217— —]9

@z
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1
=2 2t g Us 1)+ (4 J9) = o (s ) — 1o (s + o)

4 5 5 5 40 5
= — ﬁ]S - 8]7 + ﬁb — Ek — @]8 - @]10

4 5 5 56 40 8 5 10
=— ﬁ]S - 6]7 + ﬁh - 8_42]6 - ﬁgfs - @?ho

5

:_%]5—2174——]9—85—4(]5+]7)—%(]7+]9)

7 Jo+ Ji1)

1
_%(

1 35 1 1
Y Chalvd i SRl v S

Para concluir este ejemplo, resaltamos que para los resultados tedricos el valor
de los nidmeros d;(L) y las constantes Cy ; no son relevantes. Sin embargo, como se
ha visto, si se quiere obtener un resultado concreto, entonces estos valores son muy

importantes y (4.15) juega un papel clave.

4.3.2 El caso simétrico

Ahora consideramos el caso en el que la medida positiva de Borel u es simétrica
con soporte un intervalo simétrico I = (—p,p) con 0 < p < 400, por ejemplo, el
peso de Hermite o Freud generalizados, ambos con soporte la recta real. Entonces,
se pueden obtener las férmulas asintéticas tipo Mehler—Heine siendo los detalles
técnicos un poco mas complicados.

Es conveniente para la Seccién .6 dar un breve repaso al bien conocido proceso
de simetrizacién (ver, por ejemplo, [6]). Sea { py } >0 la sucesién de polinomios or-
tonormales con respecto a la medida y. Obviamente, estos polinomios son simétri-
cos. Asi, se puede tomar v como la medida tal que f0p2 p(x)dv = ffp p(x?)du.

Entonces, es posible reescribir las subsucesiones { P2, } >0 ¥ { P2n+1}n>0 como

pan(x) = Lu(x?),  panga(x) = xl5(x?),

donde {¢,} >0y {¢}; }n>0 son las sucesiones de polinomios ortonormales con res-

pecto a las medidas v y xv, respectivamente. Ademds, también es necesario con-
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. . . . NP 2i
siderar con la sucesién de polinomios ortonormales simétricos {p,[1 ]}nzo- Puesto

que ¢ = 0, tenemos
phy () = L), pans (x) = x(1;) 11 (),

donde {l,[f] b0 ¥ {(I)11},50 son las sucesiones de polinomios ortonormales con

respecto a las medidas x'v y x'*1v, respectivamente.

Entonces, consideramos el producto escalar tipo Sobolev variante

(p,9)s = [ p(0)a(x)du+ MapD (0)g9 (0), 423)

donde {M,, },>0o verifica la condicién (4.2). De nuevo, se vuelve a denotar por
{qn }n>0 1a sucesién de polinomios ortonormales con respecto a (4.23).

Para este estudio, se tratardn por separado los casos j par y j impar.
Cuando j = 2r, aplicando el proceso de simetrizacion (ver [6, Teo. 2]), nos
proporciona dos productos escalares

2

(p.q9)s, = /Op p(x)q(x)dv + My ((r +1),) " (0)9)(0), (4.24)

donde (7); denota el simbolo de Pochhammer (ver (1.11))), y

2

(p)s: = [ plx)g(o)xdv

Entonces,
Gon (%) = $n(x%),  qons1(x) = xs}5(x?),

siendo {s; } >0y {s; }n>0 las sucesiones de polinomios ortonormales con respecto

a (', ‘)51 y (', ')52, respectivamente.

Cuando j = 2r 41, se tiene

(p.9)s, = /OP p(x)q(x)dv,

2

(s, = [ pg(x)xdv -+ Maia ((r+ 1ria)’

P (0)7"(0).

Entonces,

Gon () = ta(¥%),  Gans1(x) = xti(x?),
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siendo {t, } >0y {£5; }n>0 las sucesiones de polinomios ortonormales con respecto

a(-,-)s,y (- )s, respectivamente.

De esta forma, podemos aplicar nuestros resultados a los polinomios ortonor-
males con respecto a los productos escalares (-, -) s;coni = 1,...,4. Entonces,
podemos deducir los correspondientes comportamientos para los polinomios orto-
normales con respecto a 1i Obsérvese que (-, -)51., 1 = 2,3, no son productos
escalares de Sobolev, sino estandar.

Por tanto, resumimos los resultados mds relevantes que serdn muy utiles en la
Seccién 4.6, aunque omitimos las demostraciones, ya que son similares a las del
caso no simétrico. Sea f una funcién estrictamente creciente con 2f(0) +1 > 0,

que satisface las condiciones

(p2) ) (0) = Coy(~1)"n/ P20 = G (~1)"ns®, 0 <k <,

(Pgﬂﬂ(%ﬂ)m) ~ Cri(—1)"n/ B2 = Gy (—1)"n8" ), 0 <k <n

donde gy ¢* son estrictamente crecientes satisfaciendo

¢(k) :== f(2k) con 2¢(0)+1>0,
g*(k) :== f(2k+1) con 2¢*(0)+1> 0.

Ck,i y Ck,; son constantes independientes de 1 y distintas de cero. También es nece-

sario asumir que, para todo i > 0,

1/2 ,
lim (—1)"—p}] <b£> = 2 ](22), 4.27)
-0 n n
1/2
a i z (ati
lim (—1)" == py (b‘) = 2022, @28)

uniformemente en subconjuntos compactos de C, donde

a2 ~ An®, b, ~Bn®, AB,b>0, a>—1, y 2a+1=2b(a+1).
(4.29)

Esta hipétesis se cumple en situaciones generales (ver [[156, Lema 3]).
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Asi, siguiendo los pasos realizados en el caso no simétrico (ver Lema 4.2.2) se

consideran las siguientes cantidades, parak > 0,7 > 0y L € [0, +0o0],

0 = S50 (1 n f)(r zk) i(gr) r)) iy (4.30)
o L(g" ((kl); Lg)*((grzzkj; i* g(,:zr ;L f*l()r) +1 wan
donde
e i O
Qhroteo = 1M Okrr = 2 8(2512 ;*g(:)(z)r T

Abhora, se tienen todos los ingredientes para poder obtener la asint6tica tipo Mehler—
Heine para polinomios ortonormales tipo Sobolev variantes cuando la medida u es

simétrica.

Teorema 4.3.2 Asumiendo que se verifican las condiciones ([#-23-4.29), se tienen

las siguientes formulas asintoticas tipo Mehler—Heine para la sucesion de polino-
mios ortonormales {qy }n>0 con respecto a ([{#.23):

w Sij=2r,
4172 z w
nlgn;}o( 1)"a, q2n (b_) = Z " at2i(2z) = (I)a,r,L(Z)z (4.32)

z
lim (—1)"a 1/Zﬁlznﬂ (b_) =z "Ju11(22).

n_,00

» Sij=2r+1,

,FIE‘O( 1)"a, g2 <b ) =z "Ja(22),

> n

) z r+1 . B

nlgr.}o(—l)”ai/zqznﬂ (E) =, 0(_1)1di,2(L)Z at2it1(22) = Py, 1 (2).
=

(4.33)
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Los coeficientes d; 1(L) y d; »(L) se calculan recursivamente mediante

. , Ci_
T — (20)! Eplg(—1) i1 (L) 7%
T " ' 2(i —m))! G
dip (L) = (=1)' Co QU=ZmNCio -y 34
12t

(24)

1,0
PirL — (Zi + 1)! an_:lo(_l)idml(L) (2( Ei)nj’,_ml)' 6
i 1—m L O
dip(L) = (—1)' = 2,

C .
(21 + 1)1 =2
i,0

(4.35)

donde T; 1y Qi 1 han sido dados en (#.30) y (#.31), respectivamente. En los limites

anteriores la convergencia es uniforme en subconjuntos compactos de C.

4.4 COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LOS CEROS

Como consecuencia de los resultados de la Seccién vamos a obtener el com-
portamiento asint6tico de los ceros de los correspondientes polinomios ortonorma-

les.

Sea {pn }n>0 la sucesién de polinomios ortonormales con respecto a la medida no
simétrica y con soporte un intervalo I. Se asume que satisfacen la siguiente férmula

tipo Mehler—Heine

n—00 b,

2
lim (—1)"al/?p, <c+ Z—) =z *J(2z), a> -1,

uniformemente en subconjuntos compactos de C, y con a,, y b,, satisfaciendo (4.19).
Se denotan por x,1 < Xxz2 < ... < Xy, los ceros del polinomio p, en orden
creciente. Entonces, aplicando el Teorema de Hurwitz (ver [169, Th.1.91.3]) se tiene
2
14

) Jak
Hm, b (e =€) = 5

, 1<k<mn,

donde j, i es el k-ésimo cero positivo de J,.

Partiendo de estas hipdtesis vamos a estudiar los ceros de los polinomios tipo
Sobolev g,,. Se asume que ¢ = Inf] € R (aunque resultados similares se pueden
obtener cuando ¢ = sup I, con I acotado superiormente). El siguiente resultado fue

establecido para el caso no variante en [141, Teo. 4.1] (ver también [5, Lema 2]).
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La demostracién puede se reescrita siguiendo los mismos pasos (ver Proposicion

2.5.1)).

Proposicion 4.4.1 El polinomio q,, con n > 1, ortonormal con respecto a ,
tiene n ceros reales y simples y a lo mds uno de ellos se encuentra fuera del soporte

de .
Ademas, se puede dar mayor informacion sobre la localizacion de los ceros.

Proposicion 4.4.2 Sean y,1 < Yn2 < ... < Yun los ceros del polinomio q, en

orden creciente. Entonces para n suficientemente grande y j > 0, se tiene

» Si L = 0, entonces todos los ceros de q,(x) se encuentran dentro del soporte

de u.
» Si L = +o00, entonces y,1 < C.

» SiL € (0,+00), entonces y,1 < c si y solamente si

fO)+ () +1
fG) = f0)

L>

Nota 4.4.1 Cuando j = 0, todos los ceros estdn dentro del soporte de y ya que, en

este caso, se convierte en un producto estdndar variante.

Demostracion: Para probar los tres casos usamos el Lema conk = 0, la
Proposicién[4.4.1} el hecho de que el coeficiente lider §,, de g, es positivo y que py,

tiene todos los ceros dentro del soporte de . Entonces,

qn(c)
[ pa(c)

grande, asi que g, (x) podria tener 2 0 4 0 6, ... cambios de signo en (—oo, ¢),

= Si L = 0, entonces por el Lema (4.2.2 > 0 para n suficientemente

pero teniendo en cuenta la Proposicién esto no es posible.

qn(c)
pn(c)

implica que g, tiene al menos un cambio de signo en el intervalo (—oo,¢) y,

» Si L = 400, entonces

< 0 para n suficientemente grande, lo cual

por la Proposicién[#.4.1] a lo mds, solamente puede haber un cambio.

m SiL € (0, —|—oo), haciendo un razonamiento similar al caso L = +o0, se tiene
qn(c)
pn(c)

esto solamente se tiene si (ver Nota[d.2.1))

que Y, 1 < ¢ siy solamente si < 0 para n suficientemente grande, y



44 COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LOS CEROS 117

LU - f)) +fO+fG)+1 _
L+ L)(f(0) +f() +1) '
Teniendo en cuenta que f es una funcién estrictamente creciente, f(0) —

f(j) < 0. Asi, despejando L en la anterior desigualdad L se deduce el resul-

tado.
|

Finalmente, obtenemos el comportamiento asintético de los ceros reescalados de

gn como consecuencia de la formula asintética tipo Mehler—Heine para g, dada en

el Teorema

Proposicion 4.4.3 Sean v,1 < Yn2 < ... < Ypn—1 < Ynn los ceros de q, en
orden creciente, ¢, 1 la funcion dada en el Teorema y by, definido en (@)

Entonces,

1. Si L =0, entonces

lim b, (y,; —c) =

n—oo 47

donde j, ; denota el i-ésimo cero positivo de la funcion de Bessel.

2. Si L = 400, entonces

t2 .
lim v, =, lim b, (y,; —c) = %71, i>2,

n—oo n—oo
donde t, ; denota el i-ésimo cero positivo de la funcion @y j 1 oo

3. Si L € (0,400), entonces se tienen dos casos:

(a) SiL < %, entonces Y, 1 > ¢ para n suficientemente grande, y

s2.
, i .
lim b, (y,;—c)=—=, i>1

n—oo 4

(b) Si L > M, entonces Y, 1 < ¢ para n suficientemente grande, y

F(G)=£(0)
. . Si,i_1 .
M= b =€) = T 122

En ambas situaciones, s, ; denota el i-ésimo cero positivo de la funcion Puj L
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Demostracion: Solamente es necesario usar el Teorema4.3.1] la Proposicion

y el Teorema de Hurwitz. |

4.5 OTROS RESULTADOS ASINTOTICOS

Como se ha sefialado anteriormente, uno de los objetivos de este capitulo es des-
cubrir las diferencias entre el comportamiento asintético de los polinomios ortogo-
nales de Sobolev y los estandar. Estas diferencias se muestran claramente a través
de las féormulas asintéticas de Mehler—Heine porque describen muy bien el com-
portamiento asintético alrededor del punto donde se ha introducido la perturbacién
del producto escalar estdndar. En esta seccion, se asumird que } no es simétrico
y se mostrard que ambas familias de polinomios tienen el mismo comportamiento
asintético en subconjuntos compactos del plano complejo fuera del soporte de p.

Primero se estudiard el caso acotado, asumiendo que p pertenece a la clase de
Szegd, denotado por € S (ver Definici6n [1.2.1).

Teorema 4.5.1 Supongamos que yu € S. Sea {pn}n>0 la sucesion de polinomios
ortonormales con respecto a J satisfaciendo y sea {qn}n>0 la sucesion de
polinomios ortonormales con respecto a ({.1). Entonces,

n(z)

lim =1
n—oo Py (z)

=

uniformemente en subconjuntos compactos de C\[—1,1].

Demostracion:

Si u € S, entonces (ver, por ejemplo [151}, p. 36]):

. Pu-1(2) 1
lim = , ze€C\|-1,1], 4.36
n—eo pu(z)  z4/zZ2-1 \ | (436)
lim Y21 = L (4.37)
n—co 7y, 2

De (4.06)), se obtiene

tim I1(Z) _ g T | TMaK 0
n—s00 pn(z) n—00 v, pn(z)
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Por (4.9) se tiene que 1im;,_, 1o 91 /¥n = 1. Entonces es suficiente probar que
el interior del paréntesis anterior tiende a 1 cuando n — co. Usando la férmula de

Christoffel-Darboux (ver Teorema [[.1.5) para polinomios ortogonales estindar, se

deduce, tras algunos cdlculos, que

Knojl)(z,c)
Yot (@)t L pd (o))
= PO L e | @ L g

i—0 (2

Ahora, sea z fijo y perteneciendo a un subconjunto compacto arbitrario de C\[—1, 1].

Usando @.4), (4.8)), y (@.36H4.37) se obtiene

Mupl (©)_O) (5 o)

14+ M, KU (c,c)
lim
n—co pn(2)
(i) pi (c)
_ lim M6
=% 4 MK (¢ ¢)
crn (PR ) @ (Ao
YTn = (z— o)7L pn(z) \ = (z—c) il
M., K) (c,c) D — (2f(j)+1) p'(l])(c)nf(j)
1 L Kfq]’j%(c,c) nf(])
= lim
n—eo 1+ MK}/ (c, c)
j
x In=1p f()+1 p” 1(C) k .
Yn = nfDH1(z — ¢)f—i+1i)
_pal@) (v “(c)ﬂ
pal(z) = nfl) — ¢)/ it
=0,
lo que prueba el resultado. |

A continuacion se asume que y es una medida de soporte no acotado. Se pue-
de establecer un resultado analogo al Teorema estudiando la asintética tipo
Plancherel-Rotach. Dado que {py },>0 es una sucesién de polinomios ortonorma-

les estandar, verifican una relacion de recurrencia a tres términos de la forma
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Xpu(X) = Aug1Prs1(X) + upn(x) + Appp_1(x),  n>0,

conp_1(x) =0y po(x) =1.
Siguiendo la notacién de [[171], podemos asumir que existe una funcién no decre-

ciente ¢ : Rt — R de manera que para cada f € R

im 2D (4.38)
e ()

y supongamos que existen dos constantes A y # satisfaciendo

im 2 —A>0,  lm I

) T e g(n)

—7€eR (4.39)

Bajo estas hipdtesis, se tiene la siguiente asintética ([[171), Teo. 4.10]),

uniformemente en subconjuntos compactos de C\[A, B] donde [A, B] es el interva-
lo més pequefio que contiene a {0} y [7 — 2A, 7 + 2A].
De esta forma, podemos establecer la asintética relativa tipo Plancherel-Rotach.

Teorema 4.5.2 Sean {py }n>0 la sucesion de polinomios ortonormales con respec-
to a u verificando Y {gn}n>0 la sucesion de polinomios ortonormales con
respecto a ({.1). Entonces,

qn(@(n)z)

lim —————— =1,

n=veo py(¢(1)z)

uniformemente en subconjuntos compactos de C\[A, B| donde [A, B es el interva-

lo mds pequerio conteniendo a {0} y [1 — 2A, 5 + 2A].
Demostracion: Reescalando la expresion (4.6)) se tiene

(/) :
Mupy’ (c) K 0,])(

< PRV o1 (@(n)z,c)
lim 9(p(n)z) — 1im 1 [ 1 - LMKy 5 (e)

n—oo pu(@(n)z)  n—eoqyy, pulp(n)z)

Siguiendo los mismos pasos que en el Teorema es suficiente probar que la
expresion entre paréntesis tiende a 1 cuando n — oco. Asi, para un valor fijo z € ()

siendo () un compacto arbitrario de C\ [A, B], se deduce que
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()
(7.) 20— of() 1) Pr (€ £(j)
MnKn—1(C'C)K<u)( )” g0

f—00 1 —|—MnK(j’j) (c,c)

Pn (o)t
(n)z — c¢)i—+14!

Puci(p(n)z) [ { p;ﬂ( )j!
_ pnzq’ (1)2) <Z;Onf +1( )Z_C)ji+1i!)>

X
>
=

=
=
jr"
—

M“

uniformemente en (), donde se ha aplicado (4.4)), (4.8), (4.39), (4.40), y que

. Tn-1

lim —— = M(z) con |[M(z)| < +oo. [
=% (@(n)z — ) T

Corolario 4.5.1 Asumiendo que se verifican las condiciones (#.38) y (#.39), enton-

ces
- n-1(p(n)z) 24
nmo qu(@(n)z)  z—n+/(z— )2 — 417

uniformemente en subconjuntos compactos de C\[A, B, donde [A, B] es el interva-

lo mds pequeiio conteniendo a {0} y [ — 2A, 1 + 2A].

Demostracion: Del Teorema4.5.2|y de (4.40), se sigue que

lim I-1emz) - 4n1(@(1)2) pue1(@(n)2) pu(e(1)2)
e gn(@(n)z) n=eo pu1(@(n)z) pu(e(n)z) qu(e(n)z)
21

st Ve

4.6 EXPERIMENTO NUMERICO

El Teorema[4.3.1] ya ha sido ilustrado para elecciones particulares de la medida y
en los capitulos previos. Por ejemplo, en el Capitulo 3| (ver también [119]) donde la
medida y era la medida de Jacobi y en el Capitulo |Z| (ver también [[118]) para la me-

dida de Laguerre. Asi que, ahora, es conveniente mostrar un experimento numeérico



122

POLINOMIOS ORTOGONALES DE SOBOLEV DISCRETOS VARIANTES

para el caso en que la medida p es simétrica. Para ello se toma el peso de Hermite

2 . .
e~ enel eje real y c = 0. Entonces, (4.1)) se convierte en

+00 . )
(f.8)s= | _ fgxe “dx+ Muf0(0)g(0), j>0, @4
donde { My, } ;>0 es una sucesién de nimeros reales no negativos verificando (4.2).
Aplicando el proceso de simetrizacién descrito en la Seccidon 4.3| se obtienen los
siguientes productos escalares:

Sij=2r,

+o0
(P, q)s, = /0 p(x)q(x)x "2 dx + Moy ((r +1),) 2" (0)97) (0), (4.42)

“+o0
(h)s= | p)g(x)x2eax, 443

y.sij=2r+1,

+o00

(P q)s, = /O p(x)q(x)x~ 2 dx,
(po)si= [ PR + Moy (74 1)r0) 7 (0) 7 0),

Vamos a comparar numéricamente los ceros de los polinomios ortonormales, g,
con respecto al producto escalar (4.41)), con los ceros de las correspondientes fun-

ciones limite determinadas por la asintética tipo Mehler—Heine en el Teorema4.3.2

Obsérvese que, para j par y utilizando el proceso de simetrizacién, los ceros de
los polinomios ortogonales g2, ¥ 42,41 son las raices cuadradas de los ceros de
los polinomios ortogonales con respecto a (4.42) y (#.43), respectivamente. Como
es un producto escalar estandar, en el experimento numérico solo se prestara
atencion a los ceros de g,,. La situacién andloga ocurre cuando j es impar, por tanto,

prestaremos atencion a los ceros de los polinomios g2, 1.

A continuacién, se describen los pasos para construir el experimento numérico.

Paso 1. Determinar a, y by, definidas en (4.27H4.28). En este caso, la asintética tipo

Mehler-Heine para los polinomios ortonormales de Hermite, que se deno-

taran por h,,, es conocida. A saber,
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4.6 EXPERIMENTO NUMERICO

2
Tim (=1)"n' *hyu(z/V/n) = 21/2]_1/2(22):@5’/(% 2),
lim (1)1 41 (2/ V) = 22 p(2z) = S22

n—00 \/E !

uniformemente en subconjuntos compacto de C. Por tanto, a, = n

1/2 y

b, = /n. Entonces, todas las hipétesis de [156, Lema 3] (ver también pagi-
na [106)) se satisfacen. Asi, las férmulas Mehler—Heine (4.27H4.28)) también
. . . 2i . .
se verifican para los polinomios ;9,[1 1], que, en este caso, son polinomios de

Hermite generalizados, donde los valores de las constantes en (4.29) son

A=1, a=-1/4 B=1, b=1/2, a=-1/2

En general, para pesos Freud las cantidades 4, estan relacionadas con los
nimeros de Maskhar-Rakhmanov—Saff'y b, = c%, donde c es una constan-
te conocida (ver, por ejemplo, Capitulo 10 de [82]]). Se debe tener cuidado
con los parametros en esta formula porque los diferentes documentos (tex-
tos y articulos) funcionan con normalizaciones levemente diferentes pero son

relevantes en el experimento numérico.

Calcular los ceros de g,(x/by). Se calculan los ceros de estos polinomios
usando (4.6)).

Calcular los ceros de las funciones limite @ ;1 y Py | en li y 1)
respectivamente. Para ello es necesario calcular recursivamente los coeficien-

tesd;1(L) y d;»(L), dados por y (4.35), respectivamente. Obviamente,
estos calculos dependen del valor de L. Entonces, se tendran 6 diferentes ca-
sos. Ademds, el cdlculo de (#.34) y (#.35)) involucra el cdlculo de Ty, 1 ¥ Ok r, L,
respectivamente, y de las constantes C; ¢ y Cs ¢, las cuales, a su vez, dependen

de los valores explicitos de las funciones g(x) y g*(x). Resumiendo,

3. (a) Calcular g(x), g*(x) y las constantes Cs; y Cs . En [12, Coro. 2] fue
obtenido el comportamiento asintético de los valores (ﬁgz])(z")(O) y
( ﬁgﬂrl)(z}‘“) (0), donde ﬁ,[qm] son los polinomios ortonormales con res-
pecto al peso x> exp(—2|x|P), con B > 1, y m un entero no negativo.

En este caso, B = 2y la funcién peso viene dada por x> exp(—x?)
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3.(b)

3.(c)

cuyos correspondientes polinomios ortonormales son Hermite generali-

zados. Asi, usando [12, Coro. 2] se tiene,

i 1 A [2i
(P5) 29(0) = Sz () P(0)
(~1)(2k)!

~ _q\n,i+k—1/4
~rrrr2ir12) DT - G4
En particular, para i = 0 se tiene
2% —1)%(2k)! _
P (0) ~ —kfr(k) i /)2)(—1)”11" A (4.45)

Es importante destacar que, en dicho articulo, los autores usan otra nor-

malizacién, concretamente by, = 24/n1.

Se puede observar que, en este caso, los polinomios py; son los polino-
mios cldsicos de Hermite y, por tanto, pp, (0) es conocido. De hecho,
p2.(0) = (=1)"T(2n + 1)/ (7V/42"T (n + 1)TV2(2n 4 1)), asi que
después de algunos cdlculos se obtiene (4.43)). Sin embargo, es ne-
cesario para calcular las constantes Cs+ que aparecen en los cdlculos de
diq (L) via . Ademads, si se trabaja con otro peso de Freud, enton-
ces no se conoce el valor explicito de los correspondientes polinomios

ortogonales en el origen y (4.45)) es necesario.

De ([#.23)) y (4.43), se deduce que g(k) = f(2k) = k — 1/4. De (4.44),
se tiene
(=1 (2k)!

ki = Tk 2i+1/2)°

En este mismo sentido, se obtienen la funcién no decreciente g*(x) y

las constantes Cy ;. Mds precisamente,

(—=1)*(2k +1)!
kKT (k+2i+3/2)

g*(k) =k+1/4, ék,i =

Calcular T, 1 y 0k, mediante las férmulas (4.30) y (4.31)), respectiva-
mente. Se necesitan ¢(x) y g*(x) calculadas en el paso 3 (a).

Calcular recursivamente d; 1 (L) y d; »(L) via las formulas (4.34) y (4.35),

respectivamente. Se necesitan Ty , 1 Y Ok , 1 calculadas en el paso 3 (b) y

las constantes C; ¢ obtenidas en el paso 3 (a).
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3.(d) Finalmente, se construyen las funciones limite, ®,, y ®; ,; via las
formulas (4.32) y (4.33). Entonces, se calculan los ceros.

Para ilustrar este algoritmo se escoge ¥ = 4 y la sucesiéon { M, },>¢ se toma
como una sucesion potencial, es decir, M, = Mn’ con M >0 yo € R.

Caso par: Ya que j = 2r, entonces ] = 8. Teniendo en cuenta el proceso de
simetrizacion y, tras algunos célculos, se tiene
8,8 . ~(44
58) (0,0) = lim (5)4M,,R*4)(0,0), (4.46)

n—oo

L = lim My,K}
n—o00

donde K, _1(x,y) es el polinomio nicleo respecto a la medida simétrica v dado
en (4.42) como un caso particular de (4.24)). Entonces, aplicando adecuadamente el
Lemald.2.2|se tiene

o2 o2
2°Cho  aey+140 _ g 2 Ciao

0+17/2
2¢(4) + 1 pe@y 1t @AD

My, K (0,0) ~ M

Asi, se pueden elegir 3 posibles valores para o.
8,8)
n

= Sid < —17/2, entonces lim,,—_sc0 MZnKé "1(0,0) = 0. Asi, L = 0y para

este ejemplo se toma § = —10.

= Sid > —17/2, entonces lim,,_co Manéi’f)l (0,0) = Ho0. Asi, L = 400
y para este ejemplo se toma 6 = —2. Importante destacar que por la Pro-
posicién 4.4.2 el polinomio ortonormal con respecto a tiene siempre
un cero en (—o0,0). Es por ello que el polinomio gp,(x) tiene dos raices

complejas conjugadas con parte real cero.

20¢?

= Si0 = —17/2, entonces L = lim, o0 Mo, K3y, (0,0) = My cile. Asi,
Lo FC _,,256V2
T 2¢()+1 T 17

Este es el unico caso donde M juega un papel relevante. Teniendo en cuenta

(4.46) y (4.47) v, aplicando la Proposicién4.4.2] hay dos ceros complejos con
parte real cero si y solamente si

(2g(4) +1)(g(0) +g(4) +1) 153V2m
2°C3,(g(4) —g(0))  40%

M > ~ 0,165957.

Se muestran dos ejemplos en la Tabla con M =1y M = 1/10 para

ilustrar ambos casos.
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En la Tabla se denotan por 15, ; con 1 < i < 3 los tres primeros ceros posi-
tivos de gp,,. Recordar que, en este caso, existen al menos 21 — 2 ceros reales. Por
tanto, se incluye una columna correspondiente al cero complejo con parte imagina-

ria positiva para cuando éste exista.

Tabla 4.1.: Caso par. ] = 8

n buyon1 | buyon2 | buyans | Cero complejo
n =100 | 0,78412 | 2,35253 | 3,92133 -
L —0 n =200 | 0,/8479 | 2,35444 | 3,92422 .
n =300 |0,78501 | 2,35505 | 3,92517 5
®_1,0(z) | 078540 | 2,35619 | 392699 -
n—=100 | 0,64709 | 2,06989 | 3,63403 -
L= 1282 n =200 | 0,62893 | 2,04445 | 3,61736 5
M= 1 n =300 |0,62222 | 2,03553 | 3,61174 -
;2 (2) | 060764 | 201703 | 360044 -
n—=100 | 1,04652 | 3,00536 | 481142 | 3,01401i
L= 262 n =200 | 1,04553 | 3,00577 | 481360 | 3,06416i
M=1 n =300 | 1,04531 | 3,00607 | 4,81451 | _ 3,07959i
e (2) | LOAS0L | 3,00689 | 481658 | 3,10864i
n =100 |0,98736 | 2,90366 | 4,71791 | 431744
I~ o n =200 |0,99062 | 201112 | 4,72651 |  4,27901i
n =300 |0,99172 | 2,01362 | 4,72944 | 4,26646i
@1, .(2) | 099391 | 291865 | 473538 | 4241731

Caso impar: En el caso impar puesto que j = 2r + 1y, ya que r = 4, se tiene
que j = 9. Se procede siguiendo los mismos pasos que en el caso par y, por tanto,

omitiremos algunos detalles. Obviamente, O es una raiz del polinomio g2, 1.

En este caso, el valor critico es 6 = —19/2. Asi pues,
Yy 2C,  519v2
C2gr(4)+1 T 19

y hay dos raices complejas conjugadas con parte real cero si y solamente si

M 8@ (0 +g"(4) +1) 209v/2 7t

= = ~ 0,11335.
2C2,(3*(4) ~ g(0) 8192

Se muestran dos ejemplos en la Tabla con M =1y M = 1/20 para ilustrar

ambos casos. Los casos L = 0y L = +oco se analizan también. Andlogamente al
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caso anterior, en la Tabla se denotan por ;41 ; con 1 <7 < 3los tres primeros

ceros positivos de gp,,+1. Recordar que, en este caso, existen al menos 21 — 2 ceros

reales. Por tanto, se incluye una columna correspondiente al cero complejo con

parte imaginaria positiva para cuando éste exista.

Tabla 4.2.: Caso Impar. j =9

127

n buyani11 | buyans1,2 | bnyons1,3 | Cero complejo
n =100 1,56407 | 3,12850 | 4,69348 -
i n = 200 156751 | 3,13516 | 4,70300 -
- n = 300 1,56864 | 3,13736 | 4,70617 -
@7, (z) | 157080 | 3,14159 | 4,71239 -
/2
12503 n = 100 1,38432 | 2,87997 | 445036 -
L= 55 n = 200 136013 | 2,85813 | 4,43808 -
Mo 1 n = 300 135109 | 2,85035 | 4,43385 -
- 20 *
i (z) | 133136 | 2,83407 | 4,42525 -
n = 100 195555 | 3,80915 | 556992 3,93083i
L= 312v2 n = 200 1,95994 | 3,81767 | 558152 3,966961
M- 1 n = 300 196151 | 3,82067 | 5,58560 3,977571
% o (z) | 196481 | 3,82690 | 559407 | 3,99681i
n = 100 1,91046 | 3,75234 | 551669 4,82743i
[ n = 200 1,91861 | 3,76570 | 553290 | 4,78443i
- n = 300 1,92134 | 3,77020 | 553840 | 4,77038i
&7, . (z) | 192685 | 377929 | 554960 | 474269
- A4+

Finalmente, se incluyen algunas graficas de las diferentes funciones limite que

aparecen en la Tabla 4.1y en la Tabla En las figuras y se ilustran la
Proposicion 4.4.2]y las 4 diferentes formulas asintéticas tipo Mehler—Heine. En la

Figura |4.3| se puede observar como las funciones limite cambian dependiendo del

valor de M, e incluso observar cudndo aparecen los ceros complejos. Todos los

calculos han sido hechos con el software Mathematica®11.
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— L=0
o |=l28v2

95T

— L= 512v2

19
— L=+o0

— M=0.05

— M=0.1

— M=0.165957
— M=0.3

— M=0.35

Figura 4.3.: Figura de & 14,1 Para diferentes valores de M.



POLINOMIOS ORTOGONALES DE
GEGENBAUER-SOBOLEV DISCRETOS COMO
AUTOFUNCIONES DE UN OPERADOR DIFERENCIAL

Este capitulo abre una nueva via de investigacion que tiene como principal objeti-
vo la obtencién del comportamiento asintético de la sucesion de autovalores del ope-
rador diferencial cuyas autofunciones son polinomios ortogonales de Sobolev dis-
cretos. En particular, consideramos el siguiente producto de Gegenbauer—Sobolev

discreto

(F8)s = [ Fgl) (1 -2y
M (-1g0(-1) + FO )0 (1),

donde « > —1,j € NU{0} y M > 0. En este capitulo también se plantea el

objetivo de calcular el valor exacto de

2 ,M,j
_log (maxe g (x)])
ro = lim

= , a>—1/2,
n—oo logAn

donde {q,(f’M’j )},120 es la sucesion de polinomios ortonormales con respecto al
anterior producto escalar. Estos polinomios son autofunciones de un operador dife-
rencial, cuyos autovalores son 7\” Asi, para determinar el valor de rg, es esencial
conocer el comportamiento asintético de An. Este valor 1o se relaciona con la con-
vergencia de una serie en un espacio definido a izquierda que definiremos mas ade-
lante. Ademds, para completar el estudio de esta familia de polinomios, y al igual
que en capitulos anteriores, se obtendré la correspondiente férmula tipo Mehler—
Heine para dichos polinomios ortogonales. Los resultados de este capitulo han sido
publicados en [112].
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5.1 MOTIVACION Y DEFINICION DEL VALOR 7y

Para entender la importancia de determinar 7y es necesario incluir algunos con-
ceptos que no han sido tratados en los capitulos anteriores. Estos conceptos que

pueden ser encontrados en [29], [36], [83] o en la Seccion 2 de [[113]].

Definicién 5.1.1 Sea (H, (-, )r) un espacio de Hilbert y se denota por D(A) el
dominio de un operador A. Supongamos A : D(A) C H — H un operador

autoadjunto que estd acotado inferiormente por una constante k > 0, es decir,
(Ax,x)yg > k(x,x)q, x € D(A). (5.1)

Sea H = (V4,(-,-)1) donde Vi es un subespacio de H 'y (-,-)1 es un producto
escalar en Vy. Entonces, Hy se dice un espacio de Hilbert definido a izquierda

asociado al par (H, A) si se verifican cada una de las siguientes condiciones:
1. Hj es un espacio de Hilbert.
2. D(A) es un subespacio de V.
3. D(A) es denso en Hy.
4. (x,x)1 > k(x,x)y, x € V1.

5. (x,y)1 = (Ax,y)pconx € D(A) ey € V1.

Si A es un operador autoadjunto en H y ademas acotado inferiormente por una
constante positiva k, entonces, con ayuda del teorema espectral (ver, por ejemplo,
[159] o [162]), se probd en el Teorema 4.3 de [113]] que A" es un operador autoad-
junto acotado inferiormente por k" I para cada r > 0. Consecuentemente, la anterior
Definicién|5.1.1{se puede extender a cualquier espacio definido a izquierda asociado
al par (H, A).

Definicién 5.1.2 Sea (H, (-, - )y ) un espacio de Hilbert. Supongamos A : D(A) C
H — H un operador autoadjunto que estd acotado inferiormente por una constan-
te k > 0, es decir, se cumple . Sea r > 0, si existe un subespacio V, y un
producto escalar (-,-); en V, de manera que H, = (V;,(-,-);) es un espacio de-
finido a izquierda con el par (H, A"), entonces H, se llamard r-ésimo espacio de
Hilbert definido a izquierda asociado al par (H, A) si se verifican cada una de las

siguientes condiciones:



5.1 MOTIVACION Y DEFINICION DEL VALOR 7

1. H, es un espacio de Hilbert.

2. D(A") es un subespacio de V.
3. D(A") es denso en H,.

4. (x,x)r > K'(x,x)p, x € V.

5 (x,y)r=(A"x,y)gconx € D(A") ey € V,.

También son necesarios los conceptos de r—ésimo operador definido a izquierda

y nticleo reproductor. Vedmoslos:

Definicion 5.1.3 Sea (H, (-, - )y ) un espacio de Hilbert. Supongamos A : D(A) C
H — H un operador autoadjunto que estd acotado inferiormente por una constan-
te k > 0, es decir, se cumple (5.1). Sear > 0y supongamos Hy el r—ésimo espacio
definido a izquierda asociado al par (H, A). Si existe un operador autoadjunto

A, : H, — H, restriccion de A y verificando que
Ax=Ax, x€ D(A,)UD(A),

entonces, llamaremos a A, el r—ésimo operador definido a izquierda asociado al
par (H, A).

Definicion 5.1.4 Sea (H, (-, )y ) un espacio de Hilbert de funciones R—valuadas
y X un subconjunto no vacio de H. La funcion K : X X X — IR se denomina niicleo
reproductor de H si verifica:
» Paratodo x € X, R(-,x) € H.
» La propiedad reproductora: para todo x € Xy para toda f € H
f(x) = (f, R(, %)) n-

En particular, para cualquier x,y € X,

R(x,y) = (R(x), &R(y))H-
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Con estos conceptos ya estamos en condiciones de entrar en materia. Como ya

hemos comentado, se considera el producto de Sobolev no estidndar

(F8)s = [ Fg(( - )
+ M[f(f)(—l)g(f)(—l) +f(]')(1)g(j)(1)}, (5.2)

donde « > —1,j € NU{0} y M > 0. Este producto escalar estd intimamente

relacionado con otros considerados en la literatura.

En [94] los autores dan condiciones para que polinomios ortogonales con respec-

to a un producto discreto de Sobolev de la forma

(f8)s = 9(f,&) + MfP(c)g"(c),

donde ¢ es un producto escalar estdndar simétrico, verifiquen una ecuacién dife-
rencial de orden, posiblemente, infinito. En [32] se extienden estos resultados a

polinomios ortogonales con respecto al producto escalar
(f:8)s = ¢(f,8) + MFP(e1)gV(er) + NFO (e2)gW(ca).  (53)

Observe que (5.2) es un caso particular de (5.3)). Especificamente, el autor cons-

truye un operador diferencial £ con autovalores A, de manera que
o0

Q] (x) = Y ai(x) QY (x) = X Qu ().

i=1

Denotamos por {Qﬁf’M'f ) }n>0 la sucesioén de polinomios ortogonales con respec-
to a (5.2) con coeficiente lider k;, («) dado en (1.13).

Consideramos el nicleo reescalado por los autovalores

5 A @ (y)
! (Q(“/Mr]), Q((X,M/]))S

K(x,y;r) =)
i—0

1

1

ysea (H,(-,-)y) la completacién del espacio de polinomios bajo el producto es-
calar (f, g)s. Entonces, sea T un operador autoadjunto en H generado por la ex-
presion diferencial L + MA, donde L es el operador diferencial lineal asociado a
los polinomios de Gegenbauer clédsicos y A es un operador diferencial lineal que

serd definido mas tarde. T existe y es un operador no acotado superiormente en H
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ya que, como veremos mds adelante, A, — oo. En este caso, el espacio definido a

izquierda H,(T) asociado al producto escalar

(f,8), =(T'f, 9y

en D(Tr/ 2) produce un espacio de Hilbert (ver Seccién 3 de [113]). Ademads, se
pueden tomar las potencias T" como un operador autoadjunto en el espacio definido

a izquierda.

Se toma g el menor nimero tal que para todo r > r( el nicleo K(x,y;r) con-

verge absolutamente en el espacio definido a izquierda H,(T). Entonces, para cada

(a,M,j)
r > 1o la sucesién { \/ QWM] x ?XM]) forma una base ortonormal comple-
)‘r )S n>0

ta para H,(T) y las propiedades para ser un nicleo reproductor se obtienen a partir

de la identidad de Parseval:
(VK515 +1), g, = (K518, Fhy = F(2)
"o "o
donde rar denota r(y + ¢ para cualquier € > 0.

Se puede demostrar (ver [[114]) que

M/
~10g (supse_y lgn ™ ()]
ro = lim .

54
n—00 IOg An ( )

En este capitulo se encontrara el valor g parax > —1/2, M > 0y j € IN. El caso
a € (=1,—1/2) queda como un problema abierto ya que la técnica aqui empleada
no se puede aplicar a dicho problema. Tampoco es aplicable al casoj =0y a > —1,

permaneciendo como una cuestion abierta

Siguiendo con la linea de investigacion de esta memoria, se completa el estudio

(a,M,])

de los polinomios Q) obteniendo la formula asintética tipo Mehler—Heine.

La estructura de este capitulo es la siguiente: En la Seccion[5.2]se establecera’m re-

() (ver Seccion|1.1.5.2) y Qn , que

a,M,j) . )
oo = maXye[—1,1] |Qn (x)|.
Los resultados de esta seccion son la clave para obtener los nuevos resultados de las

laciones algebraicas entre los polinomios C

serdn utiles para establecer cotas para ||Q

siguientes secciones. En la Seccion el principal objetivo sera calcular el valor

exacto de 1y (Teorema[5.3.T)). Para llegar a este propdsito es fundamental obtener el
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comportamiento asintdtico de los autovalores asociados con el operador diferencial
lineal T = L + MA, es decir,

TQEM (2) = (L + MA)QP™ (x) = 1, QM ().

Por lo que sabemos, es la primera vez en el marco de la ortogonalidad Sobolev que
se estudia el comportamiento asintético de los autovalores. Finalmente, como se ha
comentado previamente, y por analogia con los capitulos anteriores, en la Seccién
se completa el estudio de esta familia de polinomios Q,(f"M’j ) estableciendo la
correspondiente formula asintética tipo Mehler—Heine y dando informacién adicio-

nal sobre el comportamiento asintético de los ceros de estos polinomios.

5.2 PROPIEDADES ASINTOTICAS DE LOS POLINOMIOS C,(fc) Y ESTU-

DIO DELOS POLINOMIOS ORTOGONALES GEGENBAUER-SOBOLEV
DISCRETOS

., . . . o 14

En la Seccion |1.1.5.2] se definieron los polinomios de Gegenbauer clasicos C,(l )

. .. 42 . sz .
con la normalizacion C,(q )(1) = 1. En dicha seccién se pueden encontrar una serie
de propiedades que se usardn en las siguientes secciones. Para nuestro objetivo de

obtener el valor r(, necesitamos conocer ciertos comportamientos asintoticos.

Lema 5.2.1 Parak € N U {0}, se tiene

(k)
@) o g
n—1>11100 nzk - 2k(0€+1)k. . )
Ademds,
lim ||C)2n2* ) = 22272 (g + 1). (5.6)

n—-+oo

Demostracién: Usando (1.10), (2.13), y el hecho de que C%(1) = 1, se obtiene

<C£sz)> (k) (1)

_ 1)k _
lm _ DR (A 2a 4 D)(—n)g
=00 nzk 2K(a 4 1)y n—oo nzk
I G VAN I 1
= (=1)" = :
2K(a + 1) 2K (o + 1)

La férmula (5.6)) se obtiene de la misma forma a partir de (1.14) y usando (2.13). H
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En este capitulo se usard la siguiente notacion:

(1) (k)
G ) = 3 ()" @ () W) o
2n ’ - ’ .
= 1c5 112
(7) (k)
(k) n () @) () )
i=0 ||Cé¢+1Ha
Proposicion 5.2.1 Sean k y s niimeros enteros no negativos. Entonces,
(k,s)
K, (L, 1) 1
ngTw nZZ+25+2a+2 - 22u4k+s+1 Ck s (5.9
(ks) (1 1) ( $) (1 1)
2(” ) . 2(n 1) k4
I mraarz = A maarz = 2 Cksr (5:10)

donde
1

(k+s+a+1)T(a+k+1)I'(a+s+1)

Ck,s =

Demostracion: Observando que

n2a+2k+25+2 _ (7’1 1)2a+2k+2s+2 (2“ + 2k + 25 + 2) 21x+2k+23+1’

usando el criterio de Stolz, (5.5)) y (5.6), se obtiene

(ks) (ks) (ks)
lm K. 1(1 1) _ lim K77 (1,1) =K, 75(1,1)
n—stoo n2k+25+2a+2 oo n2k—|—25—|—21x—|—2 (n — 1)2k+2s+20+2

w) \ ) w) \ )
(ci)) (1)(@5_)1) (1)
T [ERAE
m
n= 400 2(“ +k4+s+ 1)n2a+2k+25+1
1 1 1 1
2 +k+s+1)2k(a+1)25(a+1)222T?2(a + 1)

r k+1
Finalmente, ya que (a + 1), = % deducimos 1| Para establecer
se procede siguiendo exactamente los mismos pasos. [ |

Es bien conocido que {Cl.(“) i’ o constituye una base del espacio lineal de po-

M,j)

linomios [P, [x]. Por otro lado, los polinomios de Gegenbauer-Sobolev, QSZ'X’ 7
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ortogonales con respecto a (5.2, con coeficiente lider k,, («) dado en (1.13), pueden

expresarse CcCOomo
. n—1
QWM (x) = C(x)+ Y aaniCi (x),
i=0
(a,M,)) W@ nl (@
Qo1 (x) = Czn+1(x)+Zﬂ2n+1,2i+1C2i+1(x)-
i=0

Asi, aplicando el procedimiento de [132, Sect. 2], podemos deducir la siguiente
relacién algebraica. Esta relacién serd similar a la dada en (I.38)) (ver también (3.6)
y (4.6)). Omitimos la demostracion del resultado pues es andloga a la de [132, Sect.

2] teniendo en cuenta la simetria de los polinomios Q,(f"M’j ) y C,(;x).

Proposicion 5.2.2 Se tiene que

QWM (x) = cl¥(x) — ) (5.11)

QWM (x) = Ci 4 (x) —

(5.12)

Esta proposicion es muy ttil para obtener la siguiente asintética relativaen x = 1.
Proposicion 5.2.3 Sea k un niimero entero no negativo. Entonces, se tiene que

( ,S""M’j))(k) (1) k—j
n——+o0 (C(a)>(k)(1) :j+k+0c—|—1'

Demostracion: Solamente se probara el caso par ya que la demostracion para el

caso impar es similar. Se deriva la expresion (5.11)) k veces y se evalia en x = 1.

(k)
Dividiendo por (Cé?) (1) y usando los limites (5.5)) y (5.10) se obtiene

(k) O\ 0)
(@) M) )
e ® Ly 0 o ®

() (1+2m) (1,1) (e @)
Qj+a+1)(a+1)I(a+j+1) k—j

(e D)i(j+hk+ra+)T(a+k+1)  j+k+a+1
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En la siguiente proposicion se probarad que la norma de los polinomios de Gegen-
bauer—Sobolev ortogonales con respecto al producto escalar (5.2]) se comporta como

la norma de los polinomios clésicos de Gegenbauer.

Proposicion 5.2.4 Se tiene que

(a0, M,j)
1R

n—oo ||C

=1

Ma

Demostracion: De nuevo, solamente se probara el caso par, ya que el caso impar

es similar.

(QaM] szM]) _ (szM] 2’:1))5
u, () o ()
e 112 +2m (Q5™7) (1) () ().

()
( ) C(‘;) 1
Entonces, aplicando que <Q 2,M.) > (1) = ( 2 ) 2 , se sigue
2miy) | (1,1)

I (Q“M]>()(1)(C§Z))U)(1)
[CRI [CRI

oM ((Cén))(j) (1))2
K(

M,j)
HQ'X 712

~ U e ) I
+ 2(n—1)( ’ ) || 2n HIX
: 2
(<c§z>>“><1>)
= 1+ (u) : )
1+2MK
n4]+2a+2 | |C | |2 n20¢+1n

Es suficiente observar que tomando limites en la expresion anterior, y aplicando

(5.5)—(5.10), se sigue el resultado. |

El nimero de términos en la relacion algebraica dada en la Proposicién [5.2.2]
depende de n. Para evitar esto, se obtiene otra relacién algebraica en la que los
(a,M,j)

polinomios Q;;”
no dependiendo de n (ver las Proposiciones [2.2.1} oel Lemai@.2.1).

se expresan como una combinacion lineal finita de polinomios
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o ez . -, . i+1 C 1
Proposicion 5.2.5 Existe una familia de niimeros reales {7y, ; HZO, no idénticamen-

te nula, de manera que se satisface la siguiente relacion algebraica

ocM,] A () (i) .
Z'rnzl—x (C )(x), n>2j+2. (5.13)

Demostracion: La idea de 1a demostracion es seguir los pasos analogos a [156), Teo.
1] o la Proposicién [3.2.1) o el Lema[4.2.1] y usar el hecho que los polinomios tipo

Gegenbauer—Sobolev son simétricos. [

Proposicion 5.2.6 Sean {'ynl}i;r(l) los coeficientes dados en (5.13)). Entonces,

lim Tni =7 €R, 0<i<j+1,

n——4o0
donde

j - ! si. 1=0,
]+a+1 ey

= 1

i - Do mW (2G5
,]+z+a+1 k=0 (“+k+1) . ' .
: (DC+1+1)Z

(5.14)

Demostracion: Este resultado ha sido establecido en contextos similares tales como
[156) Teo. 1] o la Proposicion (3.2.1f o el Lema Sin embargo, ahora la parte
discreta del producto escalar (5.2)) estd concentrada en dos puntos, no solamente en
uno de ellos como en las referencias citadas. A pesar de ello, la técnica es la misma.
Incluimos las principales lineas de demostracion ya que asi es posible establecer el

valor exacto de y;, que serd necesario para posteriores resultados.

Se comienza la demostracion derivando k veces la férmula (5.13)) y evaluando en

x = 1. Entonces, para 0 < k < j + 1, se obtiene

(ng,M,j)>(k) (1) = g%ﬂ' (f) (_1)1'1-! (E ; _l'!g)!zi_é (Ci(ioc_ti)>(k£) 1)

(=0
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(k)
Teniendo en cuenta la Proposicion |5.2.3} se divide (5.15) por (CT(I“)) (1) yse

() ") R,con0 < € <k—i
WE ,conl S £ S K—1.

Pero esto se tiene a partir del Lema De hecho,

obtendra el resultado si y s6lo si limy,—

(a4i+1),” (5.16)
0, sio 1</l <k—1i.

i\ (k=0)

(o)) (s oo

Se acaba de probar que la sucesion {7, ;},>0 es convergente para cualquier i €
{0,...,j+ 1} cuando n — co. Ahora, se necesita calcular explicitamente los co-
rrespondientes limites 7y; con 0 < i < j 4 1. Tomando k = 0 en 1i y usando la
Proposicion [5.2.3] se obtiene

(“'M’j)(l) . i

. n _ M, _ _ ]

n1—1>11100 C(IX) (1) nl—lg-loo Qn (1) n1—1>r£oo 0 jra+1 SRS
n

Asi, se puede construir un algoritmo recursivo, similar a los vistos en las demostra-

ciones del Lema[3.2.2]y la Proposicion 4.2.1] basado en (5.15)) y, usando (5.16)), se
deduce facilmente (5.14). |

Finalmente, con el objetivo de obtener el valor r(, se dardn cotas superiores para

la norma infinito de estos polinomios de Gegenbauer—Sobolev.

Teorema 5.2.1 Sean QSX’M’j ) los polinomios ortogonales con respecto a . En-

tonces

jrat1

(e, Mj)yy . 4 ‘ (a,M,]) ’
® = max |Q x)| <
|| Qn | n (%) Fno 12 1<a<-1/2,

242 L G > —1/2
x€[-1,1] o

cuando n — 400, siendo D y F constantes positivas independientes de n.

Demostracion: Tomando« = A —1/2y considerando la expresion [169, f. (4.7.1)],

se tiene que

@y PV T+ 1)TRa+1) oy, T+ DI +1) e
N {5 7 R ) B Y R VR

(5.18)
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donde P,g“’ﬁ ) (x) son los polinomios clésicos de Jacobi ortogonales con respecto a
la funcién peso (1 — x)*(1 4 x), cona, B > —1.

Ahora, se usa la cota uniforme de |P7(1“’“) (x)],
y con mas detalle en [169, f. (7.33.2)—(7.33.3)], para deducir, mediante (5.18)), que

para x € [—1,1] se tiene

(au) _ (n+t« Nn—"‘ ) o _
P, (1)-( ; )NF(Oé—l—l)' si oa>—1/2,

Cn 12 sio —l<a<—1/2,
(5.19)

donde C es una constante distinta de 0. Para probar el teorema usamos diferentes

P (x)] <

procedimientos en funcioén de cada uno de los dos casos que acabamos de ver en

(5.19).

m Casoa > —1/2.

A partir de (5.18) y (5.19), es claro que max,¢[_q ] \C,S“)(x)] =1, y este

maximo se alcanza en x = 1. Solamente es necesario probar el caso par, ya

que la demostracion en el caso impar es totalmente similar. Primero, se tiene

o\ ) «
0 e ()T e )
max ]K 1)(1,x)] = maéx "
xe[-1,1] xe[-11] | = ||C£i)||§

1 () " (1) maxee 1y i)
3 15112

(c)” e ) "
5 el

IA

\
—_

n

1

Ademds, usando (5.11) y la cota que acabamos de obtener, se deduce

o,M,j)
rr[lalxl] QS ()|

< max]‘CZn + max
1,1
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Por otro lado, en la demostracién de la Proposicion se estableci6 para

k =0que

lim
n—c0 1+ 2Mx

Asi, para cualquier constante positiva D y n suficientemente grande, se obtie-

ne

&,M,j) <1 2j+a+1 D:3j+2oc—|—2
T?JQM <1+ T P = et

De hecho, los experimentos numéricos indican que la sucesion

es decreciente, asi que la constante D no puede ser eliminada.

Caso —1 <a < —1/2.

En este caso es mds sencillo tener en cuenta (5.13)). En este sentido, se tiene

max ‘Q'XM’] ’<J§ méax |y,i(1— x?) (C “Jr.i)>(i) (x)
xe[-1,] = xe[-11] i e

(1 — 2 (cn‘"f.”)(i) (x)] .

<(j+2) méx  max
i€{0,...j+1} xe[~1,1]

, ) ()
Ahora, se calcula maX,e[_1 ] "}’n,i(l — x2)! (Cr(l“_tl)) l (x)|. Primero, es
necesario observar que, usando (1.10), se tiene
. A (i)
(-2 ()" ()
. 1— 2N\i ‘C(lx+2i)
= (1=x9)'0n,C, 5" (x)
. T =21+ )T (a+2i+1) _(ar2ia+2i)
— 1 _ 2\i . P i
( x ) Pni 1"(” T+ 1) n—2i (x)/
donde
o = (—1)i(n+2a+i+1)(—n+i); _ n? (5.20)

2i(a+i+1); T 2i(a+i+1);
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Usando (5.19)), (5.20) y la Proposicion|5.2.6} se obtiene, para n suficientemen-

te grande,

. T =2+ 1) (a+2i+1) _(a+2ia+2i)
mé (1 —x%) 0, P, 5 X
Ay [T e ) S

SE nzznﬂx*Zznfl/Z — E n*txfl/Zl

donde E es una constante positiva, lo que prueba el resultado.

5.3 COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DELOS AUTOVALORES DEL OPE-
RADOR DIFERENCIAL. DETERMINACION DE 1o

En la Seccién [5.2] se han establecido algunos resultados necesarios para abordar
el problema de calcular el valor ry dado en (5.4). Pero atin necesitamos un resul-
tado adicional: el comportamiento asintético de los autovalores de los polinomios
ortogonales tipo Gegenbauer-Sobolev.

En [33] los autores deducen que existe un operador diferencial lineal de la forma

T = L 4+ MA para los polinomios de Sobolev discretos ortogonales con respecto a

(£,8) = | F@g@u+ MO (~c)g(~c) + f () ()], >0,

donde p es una medida de Borel positiva simétrica con soporte en un intervalo I. L
es el operador lineal diferencial asociado con los polinomios ortogonales estandar
con respecto a p. Este operador L + MA puede ser de orden infinito.

Este operador A viene definido por }_;°, a;(x)D donde DV indica el opera-
dor derivada de orden i, con D) — D, I es el operador identidad, y a;(x) son
polinomios, independientes de 7, de grado a lo mas 1.

Ademads, los autores dan expresiones para los autovalores asociados con L + MA.
Entonces, si se particulariza para el caso de polinomios ortogonales de Gegenbauer—

Soboleyv, se tiene
(L+MA)QEM (x) = 1, QM ().

De [33], se tiene que

An = A+ My, (5.21)



5.3 COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LOS AUTOVALORES

donde los A, vienen dados en

1.12

, hp = 0y las cantidades { }]nj:ll pueden ser

elegidas arbitrariamente. Entonces, {pn |5 _ i+2 Y el operador A estidn inicamente

determinados una vez hechas estas elecciones arbitrarias (ver [33), Sec. 2.2] o con

mads detalle el Teorema 2.1 en [31]). De hecho, los autores obtienen que

¢
Wivar = i+ ) (Ajai — A
i=1

t
Pivars1 = Hir1 + ) (Ajrai1 —
i=1

donde

nn = Kr(lj’_j)l(l,l) + (_1)”+jK(j/]

]

+2i—

2)qj—|—2i,j—|—2i/ t e N/ ] e NU {O}r

Ajroic1)dj+2iv1j+2i+1, €N, j € NU{0},

_

(1,-1).

n—

Ya que {pm }5::11 pueden ser elegidos arbitrariamente, por simplicidad se va a
tomar p1 = -+ - = pj1 = 0. Usando (1.12), se obtiene

t
ﬂj+2t =2 2(2] +4i 4+ 200 — 1)q]'+2i,j+2i/ (522)
i=1

t
Hisorr1 =2 Y (2] 440 + 20+ 1) qj40i41,j42i41- (5.23)
i—1

Vamos a establecer el comportamiento asintético de la sucesion {uy, },,>0 dada por
(5.22)—(5.23)) cuando n — co. Primero, se necesita un resultado técnico.

Proposicion 5.3.1 Se tiene que,

s+2i,542i =

21 Url) (1,1), sises par,

2”15(]'/]' )

54+2i—2
(5.24)

siai_s(L1), sisesimpar

donde Kéj,;f) (x,y)y 75%;1’() (x,vy) estdn definidos en y , respectivamente.

Demostracion: Usando la definicién de g s.

KUi)

Gsv2is+2i = K5 _1(1,1) + (1)

2i1 ((Cﬁf‘))m (1))2 ez (cf)” () (e (-1

s—i—]K(]/]) (1’ _1)

s+2i—1

w0 |cl)

I
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s (€Y7 0) 1+ (e

m=0 12

Entonces, si s es par se sigue que

v ()" )

Gs+2i,542i = 2 Z

2

=2\ (1,1).

(@) s+2i—2
m=0, m par ‘ |Cm ‘ ’%c
El caso impar se establece en el mismo sentido. |

Es facil observar que, a partir de (5.21)), si se quiere obtener el comportamiento
asintotico de 7\n se debe conocer el comportamiento de ;. El siguiente resultado

nos proporciona esta informacion.

Proposicion 5.3.2

22j+3

lim Hon _ K Hon+1 _
n—too pdit2a+4 51 0o pdjt+2a+4 (2j + o+ 2) (2]' + a4+ l)l"z(zx +j+ 1)'

Demostracion: Para n suficientemente grande, se puede escribir 2n = 2m + j, de
donde j es par. Usando el criterio de Stolz y las férmulas (5.10) y (5.24)), se tiene

lim _Fm lim _Hjam
n——+oo pAit20+4 T oo ppdit2at4
— i 2 Y7y (2] + 4+ 20 — 1)gj 0040 — 2 X0 (2 + 40+ 20 — 1) G421 12
I orivey mAit2at+4 _ (m — 1)4j+2zx+4
1 (2 +4m+ 20 —1)gj0m1om

T 2+ at2) mote A 2043

. 92))
1 L 2t Amt2at1) 265 (m—147/2) (L 1)
C 2+ &+ 2 mtoo m mi+2e+2
22j+3
2j+a+2)2j+a+1)I?(a+j+1)

Andlogamente, para n suficientemente grande 2n +1 = 2m +j+ 1, de donde j + 1
es impar. Entonces, para probar el otro limite se usa (5.24) con s = j + 1. |
Ahora ya se tienen las condiciones para poder establecer el comportamiento

asintético de los autovalores A,,.
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Proposicion 5.3.3 Sean Xn los autovalores del operador diferencial T = L + MA.

Entonces,

A M
I | .
nsrteo pd 2 d DU (2 1+ 2) (2 + a+ 1)I2(a +j + 1)

Demostracion: Aplicando (1.12)) y la Proposicién

nSdoo pdit2et+d T Sl pdit2et4 T TS e (n/2)4j+24x+4 24j+2a+4
M

(2j +a+2)(2j +a+1)2(a+j+ 1)2% 2+

Para concluir esta seccién, calculamos el valor de 7.

Teorema 5.3.1 Sean {qS{X’M’j )}nzo los polinomios ortonormales con respecto a
, conj >0,y 7\” los autovalores asociados al operador diferencial lineal
T = L + MA. Entonces, parax > —1/2,

£ ,M,j
e log(maxee g g () w172

Demostracion: Del Teorema|5.2.1} las Proposiciones y[5.3.3) y (5.6), se tiene

log(miaxye (1,4 4™ (x)]) _ log(maxye| 11 1QV"™ (x)1/]1Q5"Is)
log(An) log(An)
log (maxye 117 [QU™7 () |/ (11Q |5 o1/ 200172 )
10g< - n4]+2a+4>

log(miéxye 1,1 |QY™ (x)[) — log (J|QK7|5 ne 172

—(—a—1/2)log(n)

_ )
(4j 4 2a + 4) log(n) + log (ﬁ)

Por paso al limite se tiene

< ,M,j
L logmaxep M (W) w172
m = = — .
400 log(A,) 47 + 20 + 4

Es necesario destacar que se ha necesitado tener una cota inferior y una co-

(M) ()

ta superior del max,cj_1 |Q |. La cota superior se tiene del Teorema
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[5.2.1] También se necesita la cota inferior y garantizar que es positiva. Esto se
deduce del hecho de que maxxe _11] 1Qn (M) (x)| > |Qn (M) (1)] y por (5.17

M (1)) =

limy, e |Q a +1 Sin embargo, este argumento no es valido cuando
j=0. |

Nota 5.3.1 e Cuando o > —1/2yj = 0, no se puede asegurar que exista 1.

En el caso de existir, usando algunas desigualdades, es fdcil establecer que

—a-3/2 a+1/2
ro € [Tpatd™ aeid )

x+1/2

P Para

Veamos que, por un lado, que 1, en caso de existir, es menor que

ello, usamos la cota superior que se tiene del Teorema

log(méxer_1) 1" (1)) log(maxye 11 1K™ (x)1/1Q5"Is)

log(Ay) B log(An)
log ((2+ D)/ (|| Q|5 n+1/2n=2-1/2))

10g< 2):14712“4)
_ log(2+D) —log (NQE M5 e +1/2) — (—a —1/2) log(n)
(20 +4) log(n) +log (35 )

o oy . a41/2

Tomando limites en la iiltima expresion aparece el valor 5.
- - ~a—3/2
Por otro lado, veamos que, en caso de existir 1o, se tiene que 1o > —5—=1=.

) @)\ )
() ) B (CZn ) (1)
Usando que (QZn ) (1) - 1—|—2M1<§j’j)_l (L1)

(
asintoticos del Lema [5.2.1]y la Proposicion m es facil (haciendo el caso
par 'y andlogamente el caso impar) establecer que qif‘ M) (1) = Cn—*3/2
con C > 0. Entonces,

, ¥ los comportamientos

MO «, MO
log(méx, e[ 1) Iq 7 (x) log (q )
log(A,) log (nz);h n21x+4)

ucMO
log ( Cq—a—372 C”_a_3/2>

log ( 2);'14 n2a+4>

—a—3/2
20+4

Tomando limites en la viltima expresion aparece el valor
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e Cuando « € (—1,—1/2) se podria proceder en el mismo sentido que la
demostracion del Teorema pero de nuevo aparece el mismo problema,
pues no se tiene una cota inferior positiva. Asi, este resultado queda como un

problema abierto.

® Merece la pena prestar atencion al hecho de que el valor de ro para los
polinomios de Gegenbauer cldsicos es muy diferente de los polinomios de
Gegenbauer—Sobolev discretos. Para los Gegenbauer cldsicos y o > —1/2,

se tiene que

_a+1/2

= >

y para los tipo Gegenbauer-Sobolev con x > —1/2y j € IN, se tiene que

To

x+1/2

VR Py

Esencialmente, esto es debido al comportamiento asintotico de los autovalo-
res Ay = 1%y Ay ~ Gn¥t2+4 cyando n — +o0. La constante G fue
calculada en la Proposicion

5.4 ASINTOTICA TIPO MEHLER-HEINE

Para completar este estudio, y en relacion a capitulos anteriores, se obtendrd la
asintdtica tipo Mehler-Heine para los polinomios Q,(q'x’M’j ). Dicha férmula es muy
relevante ya que describe en detalle el comportamiento asintético alrededor del pun-
to x = 1, donde hemos introducido la perturbacién (usando la simetria de estos

polinomios también se obtiene informacion alrededor del punto x = —1).

., . . ,M,j . .. .
Teorema 5.4.1 La sucesion de polinomios {QSX 1) }n>o verifica la siguiente formu-

la asintotica tipo Mehler—Heine

, , 2
lim Q,(f’M’]) (cos (g)) = lim Q,({X’M’]) (1 - x_2> = @qj(x), (5.25)

n—so0 n—+oo 2n

uniformemente en subconjuntos compactos de C, donde
1
Paj(x) = ) 2mT (a4 i+ 1) (x/2) " Jasai(x), (5.26)
i=0

con los coeficientes 7y; dados en .
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Demostracion: Reescalando adecuadamente en (5.13) y usando (1.10), (5.18) y
(5.20), se tiene que

2
Jim Q) (1)
j+1 2 2\ !
— I o0 X (12
n=s oo E) Tnifni’ o ( 4n2>

T(n—2i + D)T(a+2i +1) _(ar2i0+20) X
« Pt 1-
'n+a+1) nee

j+1 2\ i
X
—  lim 2i Pn,i 1-
n—+o00 ZZ n2i 4n?
P(a+2i,4x—|—2i)

‘ 1_ 2
(0 — 20+ 1)+ 20+ 1) P (1= )
F(n+a+1) not2i '

Para obtener el resultado s6lo queda aplicar los comportamientos asintéticos dados

por (1.18)), (2.13)), 1a Proposicion y (5.20). [

Terminamos esta seccion dando algunas propiedades de los ceros del polinomio

Q(“ M) Cuando j = 0 el producto escalar |i es estdndar. Asi, todos los ceros
a,M,0)
de Q|

Sin embargo, cuando j > 0 la situacién cambia. Volviendo a usar el resul-

tado de [141, Teo. 4.1] (ver también [S, Lema 2]), el polinomio an,M,j ), con

son reales y simples y estdn contenidos en (—1,1).

n > 1, tiene n ceros reales y simples y a lo més dos de ellos se encuentran fue-
ra del intervalo (—1,1). Por otro lado, usando la Proposicién se tiene que

nLTooQ (a,M.5) (1) = H;ﬁ < 0, pero, el coeficiente lider de Q,(f’M’j ) es

ky(a) > 0 dado en (1.13)), por lo que liIJIrl Qﬁ,’x’M’j)(x) = +o00. Se deduce que
X—r+00

hay un cero en el intervalo (1, +00) y, por la simetria, otro cero en el intervalo

(—oco,—1).

Acabamos de probar el siguiente resultado.

M) ,conn > 1, tiene n ceros reales

Proposicion 5.4.1 Sij > 0, el polinomio Qn
y simples y, para n suficientemente grande, exactamente dos de ellos se encuentran

fuera del intervalo (—1,1). Si j = 0, entonces todos los ceros estdn en el intervalo
(—=1,1).

Finalmente, se establecera el comportamiento asint6tico de los ceros como con-
secuencia del Teorema Solamente es necesario aplicar el conocido Teorema
de Hurwitz (ver [169] Teo. 1.91.3]) a (5.25)). Asi, se tiene
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Proposicion 5.4.2 Para j > 0, denotando por s, ;, coni =1,...,[n/2] —1, los
[n/2] — 1 ceros positivos de Q,(f"M’] ) dentro del intervalo (0,1) en orden creciente,

es decir, 5p1 < Spp < ... <SSy 192 < Sy [n/2-1- Entonces,

lim n )=y, i>1
Mim narccos(sy u/z-i) = Yir 121,

donde 0 < y1 < --- < Yp,0]—1 denotan los primeros [n/2] — 1 ceros reales
positivos de la funcion ¢, ; dada en @)

Para j = 0 el producto escalar (5.2) aparece en [43]] como un caso muy particular

en el contexto de polinomios de Sobolev continuos. Destacar que, en esta situacion,
usando (5.14) se deduce que la funcién limite (5.26)) es

Puo(x) = =T(a+1)(x/2)"ar2(x).

El anterior resultado fue obtenido en [43, Prop. 2] pero en ese articulo se considerd

(f9)s:= [ FI)(1 ) 4 M(F(-1)3(-1) + (1)3(1),

donde los correspondientes polinomios ortogonales tipo Krall eran ménicos. Enton-

ces, con el objetivo de comparar ambos resultados, se debe tener en cuenta este

0)

mo los ceros de x %], 1»(x) (obviamente similar a [43] Prop. 2] con el cambio de

. o,M, C s
hecho. De cualquier modo, los ceros de Q,(1 se comportan asintéticamente co-

« aw + 1/2). Asi, siguiendo con la anterior notacidn, en el caso de j = 0 se sigue

lim s =1, lim narccos(s ) = jya0ir1, 12>1,
oo SM[n/2] e ( n,[n/z]—z) Ja+2,i+1 =

donde 0 < jy42,1 <+ < fui2,[n/2) denotan los primeros [11/2] ceros positivos de
la funcién de Bessel de primera especie.
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En este capitulo se hace una recopilacion de los principales resultados obtenidos
a lo largo de esta memoria. Ademads, se proporciona una lista de problemas abiertos

que pueden ser objeto de futuras lineas de investigacion.

Uno de los principales resultados de esta memoria es la obtencion de las formu-
las asintdticas tipo Mehler—Heine para polinomios de Sobolev discretos variantes

ortogonales con respecto al producto escalar

(£,9)s = [ F)g(0)dn + Muf ()87 (c), ©.1)

donde p es una medida de Borel positiva con soporte en un subconjunto infinito
de R, j es un entero no negativo y ¢ € R. La sucesién { My, },>o estd formada
por nimeros reales no negativos y verificando una condicién muy general sobre su

comportamiento asintotico.

El interés de estas formulas radica en el hecho de describir en detalle el comporta-
miento asintotico local alrededor del punto donde se ha introducido la perturbacién
del producto escalar estandar. Ademds, como una consecuencia, se deduce el com-

portamiento asintético de los ceros de los correspondientes polinomios ortogonales.

En los capitulos [2]y [3| se estudian dos casos particulares involucrando la medida
de Laguerre y Jacobi, respectivamente. En el Capitulo [2| se considera y la medi-
da de Laguerre y ¢ = 0 en el producto escalar (6.1)). Se obtiene la asintética tipo
Mehler—-Heine para estos polinomios de Laguerre—Sobolev discretos variantes. Di-
cha asintética se obtiene por medio de una relacion algebraica que expresa los poli-
nomios de Laguerre—Sobolev en términos de j + 2 polinomios de Laguerre cldsicos
donde se conocen explicitamente los coeficientes de dicha expansién. Conocidos
estos coeficientes se puede obtener su comportamiento asintético y de esta forma la
asintdtica local buscada. El tamafio de la sucesion de masas influye en esta asintoti-

ca local donde esencialmente aparecen tres casos: uno de ellos cuando el tamafio de
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{M,, } >0 es despreciable y entonces la asintética tipo Mehler—Heine de los polino-
mios Laguerre—Sobolev discretos es la misma que la de los polinomios de Laguerre
clésicos; en los otros dos casos, el tamafio de la sucesion de masas influye de forma

esencial. En concreto, asumiendo la condicion

Jim MunP =M >0, PBER, (6.2)
se tiene que si B < 2j + « + 1 la férmula asintética tipo Mehler—Heine viene dada
por una combinacién de j 4 2 funciones de Bessel de primera especie y, cuando
B = 2j+ a + 1 se tiene una transicién continua entre los dos casos, es decir, la
asintdtica es una combinacion lineal convexa de los otros dos casos. Ademas, es
interesante destacar que este caso de B = 2j + « + 1 es el tnico caso donde M,
definido en (6.2)), juega un papel relevante en la férmula asintética.

En el Capitulo 3| se considera y la medida de Jacobi y ¢ = 1 en el producto
escalar (6.1)). Ahora se usa una técnica diferente a la del capitulo anterior. En este
caso se prueba que los polinomios de Jacobi—Sobolev discretos variantes, P,S“’ﬁ M) ,
se pueden escribir como una combinacién adecuada de j + 2 polinomios de Jacobi
clasicos, pero a diferencia del Capitulo [2] en dicha combinacion los coeficientes no
son conocidos explicitamente. De hecho, se obtiene la relacién

j+1 .
PP () = Y bi(n) (1 — ) PP (x), n> 41

n—i
i=0

Como hemos comentado, no se tienen explicitamente los coeficientes b;(1), con

i=20,1,...,7+1, pero se prueba que son convergentes, es decir,

nEToobi(n) =b, i=01,...,j+1

Estos b; se pueden determinar de forma explicita a través de una relacion de re-
currencia que satisfacen. Una vez conocidos estos valores b; se obtiene facilmente
la asintotica tipo Mehler—Heine. Al igual que en el capitulo anterior, aparecen tres
casos en funcién del tamaiio de la sucesiéon de masas. También es interesante men-
cionar que en este Capitulo3[se ha conseguido probar que uno de los tres casos que
aparecen en la férmula tipo Mehler—Heine es una combinacién lineal convexa de los
otros dos casos, similar a lo que pasaba en el caso Laguerre—Sobolev discreto. Este
hecho no se prob6 en [119]], pero se ha probado en el transcurso de esta memoria.

A raiz de la aparicion de los trabajos [155] y, en especial, [[156] nos planteamos

abordar el caso general y, de hecho, estos articulos nos inducen a considerar el com-
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portamiento asintético de { My, },>0 en relacién con el comportamiento asintético
de las derivadas de los polinomios nucleo. Asi, en el Capitulo 4{ se impone la si-

guiente condicién general para la sucesion { My, },>0:

lim MK\’ (¢c,c) = L € [0, +od]. (6.3)

De esta forma, bajo condiciones bastante generales sobre la medida y se obtiene
la asintdtica tipo Mehler—Heine de los polinomios ortogonales con respecto a (6. 1),
generalizando los resultados obtenidos en los dos capitulos previos. Por ejemplo, la
medida puede pertenecer a la clase de Nevai o ser la correspondiente a un peso tipo

Freud generalizado.

La condicién proporciona tres casos relevantes: L = 0, L = +ooy L €
(0, +00), dando lugar a tres diferentes casos en la férmula asintdtica tipo Mehler—
Heine, similar a lo que pasaba en los capitulos previos. En el caso L = 0 la férmula
asintotica tipo Mehler—Heine para los polinomios discretos de Sobolev variantes es
la misma que la de los polinomios estdndar, esto es producido porque el tamafio
de la sucesion de masas es despreciable y no afecta al comportamiento asintético.
En el caso L = +-o00 esta asintética local se ve influenciada por el comportamien-
to asintético de la sucesién { M, },,>0. En esta situacién se tiene como caso muy
particular el caso no variante, es decir, cuando M,, = M para todo n. Asi, los re-
sultados obtenidos en este capitulo generalizan los obtenidos por diferentes autores
en el caso no variante. Ademds, se consigue establecer que cuando L € (0, +0o0) la
asintdtica obtenida es una combinacion lineal convexa de la de los otros dos casos,

este hecho no pudo ser probado en [[120]].

De estos capitulos se concluye que la sucesién de masas introducida en el produc-
to escalar (6.1) influye en la asintdtica tipo Mehler—Heine y esta influencia depende
del comportamiento asintético de las derivadas j-ésimas de los polinomios nicleos

asociados a lo polinomios ortogonales con respecto a j y evaluados en c.

En estos tres capitulos se han incluido experimentos numéricos para ilustrar los
resultados obtenidos. Particularmente interesantes son las Figuras [3.9] {.1] y .2
donde se puede observar la transicion entre los casos donde la sucesiéon de masas no
afecta en la asintética tipo Mehler—Heine (por ejemplo, grafica de ¢3 en la Figura
o L = 0 en las Figuras .1y y el caso donde el tamafio de la sucesién M,
influye de forma esencial en este comportamiento (por ejemplo, gréfica de ¢33 en
la Figura o L = 4o0 en las Figuras y .2). El resto de gréficas en estas

figuras son distintas combinaciones lineales convexas de estos dos casos.
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Merece la pena destacar que la asintética local tipo Mehler—Heine es el tipo de
asintGtica que permite encontrar las diferencias asintéticas entre los polinomios de
Sobolev discretos variantes y los polinomios ortogonales con respecto a . De he-
cho, la asintética relativa exterior correspondiente a estas dos familias de polino-
mios ortogonales es exactamente igual a 1, es decir, asintéticamente no se diferen-
cian en C\sop(p). Este resultado fue probado en la Seccién También se ob-
tiene la asintédtica tipo Plancherel-Rotach para los polinomios de Sobolev discretos
variantes cuando el soporte de la medida y es no acotado, concluyendo que dicha

asintdtica es la misma que la de los polinomios ortogonales con respecto a j.

En el Capitulo [5]uno de los principales resultados es el comportamiento asintoti-
co de los autovalores, denotados por 7\”, del operador diferencial asociado a los
polinomios ortogonales de Gegenbauer—Sobolev discretos. Estos polinomios son

ortogonales con respecto al producto escalar no variante

()5 = [ g0 -2
+ M (1) (1) + 50 (0g 1),

Conocer el comportamiento asintético de A, es un problema novedoso ya que,
hasta donde conocemos, es la primera vez que se plantea estudiar este comporta-

miento, por lo que abre una nueva via de investigacion (ver los problemas abiertos

El comportamiento asintético de estos autovalores estd determinado principal-
mente por el comportamiento de las derivadas j-ésimas de los polinomios nicleo
asociados a los polinomios clasicos de Gegenbauer evaluados en el lugar donde
hemos incluido la perturbacién, y por el comportamiento asintético de los autovalo-
res del operador diferencial cuyas autofunciones son los polinomios de Gegenbauer

clasicos.

La obtencion del comportamiento de los autovalores A, es fundamental para la

obtencion del valor g, dado por

log (max,e( 1y g (x)])

ro = lim — , a>—1/2,
n—00 log An
donde q,(f"M’j ) denota los polinomios ortonormales de Gegenbauer—Sobolev discre-

tos.



6.1 PROBLEMAS ABIERTOS

Este valor g es el valor infimo de forma que el nicleo reproductor K(x, ;1)

definido por
oo (@Mj) (x) (“erj)( )
K(x,y; 7’) — Z ql ql y

Xr
i=0 Aj

4

converge absolutamente para todo r > rg en cierto espacio de Hilbert definido a

(a,M,j)

izquierda. Entonces, para cada r > rg la sucesion {u} forma una base
n>0

A
ortonormal completa para dicho espacio.

Finalmente, aunque se salga dentro del marco de esta memoria, sefialar que du-
rante esta etapa investigadora he podido realizar dos estancias de investigacion con
la profesora Galina Filipuk. Con ella he podido trabajar en Ladder Operators para
polinomios ortogonales tipo Krall simétricos involucrando una medida tipo Freud
generalizado (ver [80]). Los ladder operators han sido ampliamente estudiados en
diferentes contextos (ver, por ejemplo, [23]], [54]-[S7], [73]], [90]-[92]). Pero por lo
que sabemos, no han sido estudiados dentro de la ortogonalidad Sobolev, por ello

se propone el problema abierto niimero

6.1 PROBLEMAS ABIERTOS

Problema 1 Encontrar la asintotica tipo Mehler—Heine, y otros comportamientos
asintoticos, para polinomios ortogonales de A—Sobolev discretos. Es decir, cuando
el operador derivada es reemplazado por el operador diferencia A 'y la medida y

es discreta.

Problema 2 En los iltimos arios la teoria de polinomios ortogonales de Sobolev
en varias variables ha dado lugar a interesantes publicaciones. Es de interés, por
tanto, ver como los resultados asintéticos obtenidos en el Capitulo 4} en especial,
la asintética tipo Mehler—Heine puede ser abordada en el dmbito de las varias

variables.

Problema 3 En el Capitulo|5|han quedado sin resolver dos casos. Concretamente,
como ya se comentd en dicho capitulo, cuando o € (—1, —%) y cuando o > —%
con j = 0 (caso Krall) no se ha podido probar que ry exista. Abordar estas dos

situaciones, y resolverlas, dejarian el caso Gegenbauer cerrado.
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Problema 4 Considerar el producto escalar

(s = [ PG00 -0 +0)Pdx
+Mp® (=1)g® (=1) + NpV (1)gV (1),

cona,p > —1, M,N > 0yk,j € NU({0}. Obtener resultados andlogos a
los obtenidos en el Capitulo 5| La simetria de los polinomios de Gegenbauer jugo
un papel importante en el Capitulo[5| Los avances realizados en esta direccion se

encuentran con la desventaja de no tener dicha simetria.

Problema 5 Dado un producto escalar de Sobolev discreto y una medida general
verificando las condiciones del Capitulo 4| encontrar el comportamiento asintoti-
co de los autovalores asociados al operador diferencial cuyas autofunciones son
los polinomios ortogonales con respecto a dicho producto escalar. Este problema

generaliza el Problema

Problema 6 E!l problema 5| puede ser modificado para considerar y una medi-
da discreta con infinitos puntos de crecimiento, es decir, considerar un producto
A—Sobolev discreto y hacer el correspondiente estudio asintdtico de los autovalo-

res asociados al operador en diferencias.

Finalmente, a raiz de las estancias de investigacion con la Dra. Filipuk, se propo-

ne el siguiente problema.

Problema 7 Encontrar ladder operators, y de ellos poder deducir ecuaciones ho-

lonomicas, para polinomios ortogonales de Sobolev.



CONCLUSIONS AND OPEN PROBLEMS

In this chapter, there is a compilation of the main results achieved throughout the
doctoral thesis. There is also a list of open problems that may well be the subject of
future research.

One of the main achievements of this doctoral thesis is to obtain the Mehler—
Heine type asymptotics for varying discrete Sobolev orthogonal polynomials with

respect to the inner product

(£,9)s = [ F)g(0)dn +Muf ()87 (c), (7.1)

where p is a positive Borel measure with support on an infinite subset of R, j is a
nonnegative integer and ¢ € R. {M, },>¢ is a sequence of nonnegative real num-
bers satisfying a very general condition about its asymptotic behavior.

We focus our attention on Mehler—Heine type formulae as they describe in detail
the asymptotic behavior of these polynomials around c, just the point where we have
located the perturbation of the standard inner product. Moreover, we pay attention
to the asymptotic behavior of the (scaled) zeros of these varying discrete Sobolev
polynomials.

Two particular cases involving the Laguerre and Jacobi measures are studied in
Chapters [2 and [3] respectively. In Chapter [2} y is considered as the Laguerre mea-
sure and ¢ = 0 in the inner product (7.1). Mehler—Heine type asymptotics is obtai-
ned for these varying discrete Laguerre—Sobolev orthogonal polynomials. This local
asymptotic formula is obtained through an algebraic relationship which expresses
the Laguerre—Sobolev polynomials in terms of j + 2 classical Laguerre orthogonal
polynomials, where the coefficients of this expansion are explicitly known. Thus,
the asymptotic behavior of these coefficients can be calculated and so to obtain the
desired Mehler—Heine type asymptotics. The size of the sequence has an influen-
ce on the asymptotic behavior of the orthogonal polynomials with respect to ([7.1)),

but this influence is only local, that is, around the point where we have introdu-
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ced the perturbation. Essentially we have three cases: one of them when the size of
{M,, } >0 is negligible, and then the Mehler—Heine type formula for varying dis-
crete Laguerre—Sobolev orthogonal polynomials is the same that the Mehler—Heine
type formula for classical Laguerre polynomials; and in the other two cases, the size

of the sequence has relevant influence. Specifically, assuming the condition

dim MnP=M>0, PBER, (7.2)
if B < 2j + a + 1, then the Mehler—Heine type asymptotics is given by a combina-
tion of j + 2 Bessel functions of the first kind, and when B = 2j + a + 1 there is a
continuous transition between the other two cases, 1.e., the asymptotic formula is a
convex combination of the other two cases. Besides, it is important to remark that
B = 2j + a + 1is the only case where M, defined in (7.2)), plays a relevant role in
the asymptotic formula.

In Chapter [3| we consider y the Jacobi measure and ¢ = 1 in the inner product
(7.1). Here, we use a different technique compared to the previous chapter. In this
case, it is proved that the varying discrete Jacobi—Sobolev orthogonal polynomials,
P,(l“’[5 ’M”), can be written as a suitable combination of j 4 2 classical Jacobi ortho-
gonal polynomials, but unlike Chapter |2} the coefficients are not explicitly known.

In fact, the follow relation is obtained

P’gzx,ﬁ,Mn)(x) _ Z bi(n)(1— x)ip(ﬂéf%ﬁ)(x), n>j+1

n—i

As mentioned before, the coefficients b;(n), withi = 0,1,...,j+ 1, are not known,

but they are convergent, i.e.,

nl_i)l’_}’_loobi(n) = bl‘, 1= 0, 1,. . .,j + 1.

We can apply a recursive algorithm to compute explicitly these b;. The Mehler—
Heine type asymptotics is easily obtained once the b; values are known. As in the
previous chapter, there are three cases, depending on the size of the sequence. It is
also interesting to mention that in this chapter, one of the three cases that appear in
the Mehler—Heine type asymptotics has been proven to be a convex linear combina-
tion of the other two cases, similar to what happened in Chapter 2] This fact was not
proven in [[119], but it has been proved in the course of this tesis doctoral.

The publication of the papers [155] and, [156] especially, was the driving force

to tackle the general case. In fact, these papers led us to consider the asymptotic
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behavior of {M,, },>0 in relation to the asymptotic behavior of the derivatives of
kernel polynomials. Thus, in Chapter 4, we consider the following very general

condition for the sequence

lim MK’} (¢,c) = L € [0, +ocd]. (7.3)

Thus, under quite general conditions for the measure y, the Mehler—Heine type
asymptotics for orthogonal polynomials with respect to can be obtained, gene-
ralizing the results obtained in the two previous chapters. These results hold for a
wide class of measures such as measures in the Nevai class or related to generalized
Freud weights.

The condition provides three relevant cases: L = 0, L = +ooy L €
(0, +00), resulting in three different cases in the Mehler—Heine type asymptotics,
similar to what happened in the previous chapters. For L = 0, the Mehler—Heine ty-
pe formula for varying discrete Sobolev orthogonal polynomials is the same as that
of standard polynomials. This happens because the size of the sequence is negligible
and does not affect the asymptotic behavior. For L = 400, however, this local asym-
ptotic behavior is influenced by the asymptotic behavior of the sequence { M}, },>0.
In this situation we include, as a very particular situation, the constant case, that
is, when M,, = M for all n. Thus, the results obtained in this chapter generalize
those reached by several authors in the non—varying case. When L € (0, +o0), the
formula obtained is a convex linear combination of the corresponding formulae in
the other two cases. This fact could not be established in [120].

From these chapters, we conclude that the sequence introduced in the inner pro-
duct influences the Mehler-Heine type asymptotics and this influence depends
on the asymptotic behavior of the j-th derivatives of the standard kernel polynomials
related to the measure y and evaluated in c.

Numerical experiments have been included in these three chapters to illustrate the
results. Figures[3.9 [4.1Jand[4.2]are particularly interesting. They show the transition
between cases where the size of the sequence does not affect the Mehler—Heine type

asymptotics (e.g., ¢3 graph in Figure [3.9/or L = 0 in Figures @.1] and and the
case where the size of the sequence M), has a substantial influence on this asympto-

tic behavior (e.g., ¢33 graph in the Figure 3.9 or L = +-co in Figures 4.1 and 4.2).
The rest of the graphs in these figures are different convex linear combinations of
these two cases.

It is worth noting that local Mehler—Heine type asymptotics allows finding the
asymptotic differences between the varying discrete Sobolev orthogonal polyno-
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mials and the standard orthogonal polynomials with respect to y. In fact, the outer
relative asymptotic corresponding to these two families of orthogonal polynomials
is exactly equal to 1, that is, asymptotically they do not differ in C\sop (). This
result was shown in Section 4.5] The Plancherel-Rotach asymptotics is also obtai-
ned for the varying discrete Sobolev orthogonal polynomials when the support of
the measure y is unbounded, which leads to conclude that such asymptotics is the

same that the corresponding one for the orthogonal polynomials with respect to .

In Chapter[5] one of the main results is the asymptotic behavior of the eigenvalues,
denoted by An, of the differential operator associated with the discrete Gegenbauer—
Sobolev orthogonal polynomials. These polynomials are orthogonal with respect to

the non-varying inner product

(F9)s = [ Fg0( - )
+ MO (180 (1) + £ (g 1))

The asymptotic behavior of An poses a new problem because, as far as we know,
it is the first time in the framework of Sobolev orthogonality that this asymptotic

behavior is studied, so it opens up a new line of research (see open problems {H6).

The asymptotic behavior of these eigenvalues is mainly determined by the beha-
vior of the j-th derivatives of the corresponding standard kernel polynomials evalua-
ted at x = 1 where we located the perturbation, and also by the asymptotic behavior
of the eigenvalues of the differential operator related to the classical Gegenbauer

polynomials.

The asymptotic behavior of the eigenvalues A is essential to obtain the value of

10, given by
. ,M,j
log (max,e( 1 g (x)])
ro = lim ~ , a>-—1/2,
n—reo log Ay,
where q,(f"M’j ) denotes the discrete Gegenbauer-Sobolev orthonormal polynomials.

The value rg is the least number such that for each r > r( the reproducing kernel
K(x,y;r), defined by
o (M, M,
7" ()M (y)
i=0 Aj

7
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converges absolutely in a certain left-definite Hilbert space. Then, for r > rg the
(a,M,f)

sequence {%—er} forms a complete orthonormal basis for that space afore-
mentioned. ' "=

Finally, although this deviates from the strict framework of this doctoral thesis, I
would like to point out that during this research period, I have been able to carry out
two research stays with Prof. Galina Filipuk. With her I was able to deal with Ladder
Operators for symmetric Krall-type orthogonal polynomials involving a generalized
Freud weight (see [80]). Ladder operators have been extensively studied in different
contexts (see, for example, [23]], [S4]-[S71], [[73], [90]-[92]). However, as far as we
know, they have not been studied in the framework of the Sobolev orthogonality, so

the open problem [7|is posed.

7.1 OPEN PROBLEMS

Problem 1 Find the Mehler—Heine type asymptotics, and other asymptotic beha-
viors, for discrete A—Sobolev orthogonal polynomials, i. e., when the derivative

operator is replaced by the difference operator A and the measure i is discrete.

Problem 2 [n the last years, theory about Sobolev orthogonal polynomials in seve-
ral variables has led to new publications. It is interesting to see how the asymptotic
results obtained in Chapter 4} in particular, the Mehler—Heine type asymptotics

could be tackled in the context of the several variables.

Problem 3 Two cases remain as open problems in Chapter 5| Specifically, as al-
ready mentioned in that chapter, when « € (—1, —%) and when o > —% with
j = 0 (Krall case) it cannot be proven that 1 exists. Tackling these two situations,

and resolving them, would put an end to the Gegenbauer case.

Problem 4 Let be the inner product

(p)s = [ p(x)a(x)(1 - 0)*(1+ )P

+ Mp®) (=1)g® (=1) + Np¥) (1)) (1),

with o, > —1, M,N > 0 and k,j € IN U {0}. Getting results similar to those
obtained in Chapter[5} The symmetry of Gegenbauer orthogonal polynomials pla-
yed an important role in Chapter[5| The achievements made in this direction have

shown the disadvantage of not having such symmetry.
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Problem 5 Given a discrete Sobolev inner product and a general measure that ve-
rifies the conditions of Chapter[d) find the asymptotic behavior of the eigenvalues of
the differential operator whose eigenfunctions are the orthogonal polynomials with

respect to the inner product aforementioned. This problem generalizes Problem

Problem 6 Problem |5 could be modified to consider a discrete A—Sobolev inner
product and to make the asymptotic study of the eigenvalues related to the corres-

ponding difference operator.

Finally, as a result of the research stays with Dr. Filipuk, the following problem

is posed.

Problem 7 Find Ladder Operators for Sobolev orthogonal polynomials and dedu-

ce holonomic equations for these polynomials.
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The main scientific contributions supporting the research of this PhD thesis:
JCR Papers

1. Varying discrete Laguerre-Sobolev orthogonal polynomials: asymptotic beha-
vior and zeros, Juan F. Manas—-Manas, F. Marcellan, Juan J. Moreno—Balcazar,
Appl. Math. Comput. 222 (2013),612-618.https://doi.org/10.1016/

Jj.amc.2013.07.074

2. Asymptotic behavior of varying discrete Jacobi-Sobolev orthogonal polyno-
mials, Juan F. Manas—-Manas, F. Marcellan, Juan J Moreno—Balcazar, J.
Comput. Appl. Math. 300 (2016), 341-353. https://doi.org/10.1016/
J.cam.2016.01.010

3. Asymptotics for varying discrete Sobolev orthogonal polynomials, Juan F.
Manas—Maias, F. Marcellan, Juan J. Moreno-Balcazar, Appl. Math. Com-
put. 314 (2017), 65-79. https://doi.org/10.1016/j.amc.2017.
06.020

4. Differential operator for discrete Gegenbauer-Sobolev orthogonal polynomials:
Eigenvalues and asymptotics, L. L. Littlejohn, Juan F. Manas—Manas, Juan
J. Moreno—Balcazar, R. Wellman, J. Approx. Theory 230 (2018),32-49. https:
//doi.org/10.1016/7.3at.2018.04.008

Another JCR Paper

1. Ladder operators and a differential equation for varying generalized Freud—
type orthogonal polynomials, G. Filipuk, Juan F. Manas—-Manas, Juan J.
Moreno—-Balcazar, Random Matrices Theory Appl. 7 (4) (2018), 1840005,
28pp. https://doi.org/10.1142/52010326318400051
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Proceedings of conference

. Local asymptotics for a family of Sobolev type orthogonal polynomials in

Proceedings of the 2012 Internacional Conference on Computacional and
Mathematical Methods in Science and Engineering, Juan F. Manas—Manas,
F. Marcellan, Juan J. Moreno—Balcazar, Murcia, 785-791. ISBN. 978-84-
6155392-1, 2-5 July 2012

Master Thesis

. Polinomios de ortogonalidad no estandar, Juan F. Manhas—Mainas. Advisor:

Juan J. Moreno—Balcézar. Master thesis defense at the University of Almeria

(Almeria, Spain) on September 2013.

. Polinomios ortogonales balanceados, Juan F. Manas—-Manas. Advisor: F.

Marcelldn. Master thesis defense at the University Carlos III of Madrid (Le-
ganés, Spain) on July 2015.

Some talks given at scientific meetings

. “Asymtoptics of a family of varying discrete Sobolev orthogonal polyno-

mials”, in V Jaén Conference on Approximation Theory, 23-26 June 2014
(Ubeda, Spain). Joint work with F. Marcelldn and Juan J. Moreno-Balcéizar.

. “Mehler-Heine asymptotics for varying discrete Sobolev orthonormal polyno-

mials”, in Congreso Bienal de la RSME, 30 January—3 February 2017 (Uni-
versity of Zaragoza, Spain). Joint work with F. Marcellan and Juan J. Moreno-

Balcazar.

Some posters presented at scientific meetings

. “Asymtoptics and zeros of varying Laguerre-Sobolev type orthogonal poly-

nomials”, in 11l Jaén Conference on Approximation Theory, 15-20 July 2012

(Ubeda, Spain). Joint work with F. Marcelldn and Juan J. Moreno-Balcédzar.

. “Estudio de Propiedades Asintéticas y Distribucion de los Ceros de Polino-

mios Ortogonales Tipo Laguerre-Sobolev Variante”, in Il Minisimposio de
Investigacion en Ciencias Experimentales, 15 November 2013 (University of

Almeria, Spain). Joint work with F. Marcelldn and Juan J. Moreno-Balcézar.
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“Jacobi-Sobolev-Type Orthogonal Polynomials: Asymptotic behavior and ze-
ros”, in IV Minisimposio de Investigacion en Ciencias Experimentales, 15
November 2015 (University of Almeria, Spain). Joint work with F. Marcelldn

and Juan J. Moreno-Balcazar.

“Asymptotic behavior of varying discrete Jacobi-Sobolev orthogonal polyno-
mials”, in Orthonet 2016, 67 May 2016 (Albarracin, Spain). Joint work with

F. Marcellan and Juan J. Moreno-Balcazar.

“Asymptotic behavior of varying discrete Sobolev orthogonal polynomials”,
in Second Joint Conference of the Belgian, Royal Spanish and Luxembourg
Mathematical Societies, 6-8 June 2016 (University of La Rioja, Spain). Joint

work with F. Marcellan and Juan J. Moreno-Balcazar.

“Asymptotic behavior of eigenvalues of a differential operator for Gegenbauer-
Sobolev orthonormal polynomials”, in /4th International Symposium on Ort-
hogonal Polynomials, Special Functions and Applications (OPSFA14), 3-7
July 2017 (University of Kent, UK). Joint work with Lance L. Littlejohn, Juan

J. Moreno-Balcazar and R. Wellman.

. “Eigenvalues of a differential operator for a family of Sobolev orthogonal

polynomials”, in Foundations of Computational Mathematics (FoCM’2017),
10-19 July 2017 (Barcelona, Spain). Joint work with Lance L. Littlejohn,

Juan J. Moreno-Balcazar and R. Wellman.

. “Mehler-Heine asymptotics and zeros of varying discrete Sobolev orthonor-

mal polynomials”, in VI Minisimposio de Investigacion en Ciencias Experi-
mentales, 15 November 2017 (University of Almeria, Spain). Joint work with

F. Marcellan and Juan J. Moreno-Balcazar.

. “Differential operator for discrete Gegenbauer-Sobolev orthogonal polyno-

mials: Eigenvalues and asymptotics”, in IV encuentro de la Red de Polino-
mios Ortogonales y Teoria de Aproximacion (Orthonet 2017), 17-19 Novem-
ber 2017 (El Escorial, Spain). Joint work with Lance L. Littlejohn, Juan J.

Moreno-Balcazar and R. Wellman.

“Varying Sobolev orthogonal polynomials: Asymptotics and Zeros”, in VII
Iberoamerican Workshop in Orthogonal Polynomials and Applications (EIB-
POA2018),3-6 July 2018 (University Carlos III of Madrid, Spain). Joint work

with F. Marcellan and Juan J. Moreno-Balcazar.
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