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Introducción

Esta tesis doctoral se centra en el estudio de una ecuación dispersiva no lineal de tipo
geométrico que conecta la dinámica de fluidos bidimensionales no viscosos e incompresibles
con la geometría del movimiento de curvas en el plano y la teoría de solitones. Esta es la
ecuación modificada de Korteweg de Vries (atractiva)

kt + ksss + 6k2ks = 0, s, t ∈ R. (1)

La noción de ecuación en derivadas parciales (EDP) dispersiva es la siguiente. Sea una
EDP (en 1 dimensión espacial)

F (∂x, ∂t)u(x, t) = 0, (2)

donde F es un polinomio en derivadas parciales respecto a tiempo y espacio. Si buscamos
soluciones en la forma de ondas planas, u(x, t) = A ei(kx−ωt), con A, k, ω ∈ R, representando
respectivamente la amplitud, número de ondas y frecuencia, u será solución si y sólo si

F (ik,−iω) = 0. (3)

Esta ecuación es llamada la relación de dispersión y caracteriza el movimiento de las ondas
planas. Usualmente se reescribe esta ecuación como

ω ≡ ω(k).

De esta forma las ondas solución tienen carácter dispersivo (y por tanto la EDP subyacente)
si d2

dk2ω(k) 6= 0, lo que físicamente viene a decir que la joroba o el paquete de ondas inicial
se rompe en varios trenes de onda, dispersándose por el medio a diferentes velocidades.
Notar que la ecuación (1) se puede reescribir como una ecuación de evolución

kt = G(k), G(k) = −ksss − 6k2ks. (4)

En este contexto, algunas ecuaciones de evolución no lineales juegan un papel primor-
dial, por disfrutar de simetrías, soluciones y métodos de análisis, que permiten abordar
otro tipo de ecuaciones de evolución más complicadas. Entre estas ecuaciones modelo

iii



iv INTRODUCCIÓN

destacan la ecuación de Korteweg-de Vries(KdV), la ecuación modificada de Korteweg-de
Vries(mKdV), la ecuación general de Korteweg-de Vries(gKdV), la ecuación de Schrödinger
no lineal(NLS) y la ecuación de Sine Gordon. Estas ecuaciones suministran ideas y métodos
para abordar el análisis matemático de otras ecuaciones de evolución que las generalizan,
tales como las ecuaciones de Ishimori, las ecuaciones de Kandom-Petviashvili, las ecua-
ciones de Benjamin-Ono y los sistemas de Davey-Stewartson y Zakharov-Shabat.

La ecuación pionera en este campo de las ecuaciones de evolución no lineales, es la
ecuación de Korteweg-de Vries(KdV)

ut + uxxx + 6uux = 0. (5)

Dicha ecuación fue propuesta por Diederik Johannes Korteweg y Gustav de Vries en
1895 [KdV] para describir la propagación de ondas en aguas poco profundas y estuvo moti-
vada por el descubrimiento previo de las ondas solitarias en un canal de riego en Hermiston,
cerca de Edimburgo, realizado por John Scott Russell en el año 1834, mientras paseaba a
caballo por la orilla de dicho canal (ver [JSR]), como se desprende de su propia descripción:

I was observing the motion of a boat which was rapidly drawn along a narrow channel
by a pair of horses, when the boat suddenly stopped—not so the mass of water in the chan-
nel which it had put in motion; it accumulated round the prow of the vessel in a state of
violent agitation, then suddenly leaving it behind, rolled forward with great velocity, as-
suming the form of a large solitary elevation, a rounded, smooth and well-defined heap of
water, which continued its course along the channel apparently without change of form or
diminution of speed. I followed it on horseback, and overtook it still rolling on at a rate
of some eight or nine miles an hour (14 km/h), preserving its original figure some thirty
feet (9 m) long and a foot to a foot and a half (30− 45 cm) in height. Its height gradually
diminished, and after a chase of one or two miles (2 or 3 km) I lost it in the windings of
the channel. Such, in the month of August 1834, was my first chance interview with that
singular and beautiful phenomenon which I have called the Wave of Translation.

La fecha de esta observación se recuerda como la fecha del descubrimiento de la onda
solitaria o viajera, es decir una onda que está localizada espacialmente y que mantiene
su forma durante largos periodos de tiempo. Las ecuaciones (1) y (5) poseen soluciones
tipo solitón, que son ondas viajeras con la propiedad adicional de que otros solitones y
radiación pueden atraversarla sin destruir su forma. El origen de este comportamiento está
en la lucha que mantienen los términos no-lineales y los dispersivos dentro de la EDP dis-
persiva no lineal. Cuando ambos términos se compensan, emergen este tipo de soluciones
que conservan su forma.

Nuestro interés se centra en las ecuaciones de evolución no lineales de tipo geométrico.
Estas ecuaciones modelan el comportamiento de ciertas propiedades geométricas de los
sistemas bajo estudio. Si en la ecuación modificada de Korteweg-de Vries(mKdV) (1) vemos
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a la variable dependiente k(s, t) como la curvatura de una curva, la EDP (1) la podemos
considerar como la ecuación de evolución de la curvatura del flujo geométrico de curvas
planas z(s, t) = x(s, t) + iy(s, t) ∈ C siguiente,

∂z
∂t (s, t) = (−i∂k∂s (s, t)− 1

2k(s, t)2)∂z∂s (s, t)

z(s, 0) = z0,

|zs|2 = 1.

(6)

Este flujo geométrico fue introducido por primera vez por R.Goldstein y D.Petrich en
[GoP1] y estuvo motivado por un celebrado artículo de H.Hasimoto (ver [Ha]). En el tra-
bajo de H.Hasimoto se prueba que la ecuación cúbica de Schrödinger no lineal y en una
dimensión espacial describe la evolución de la curvatura y la torsión de un filamento de
vorticidad (una región unidimensional en donde se concentra la vorticidad de un fluido) de
acuerdo con la Localized Induction Approximation(LIA en adelante). Esta aproximación
está basada en dos pasos.

El primero es un adecuado truncamiento de la integral de Biot-Savart y el segundo
consiste en hacer un desarrollo de Taylor para concluir que el comportamiento local de
la velocidad está en la dirección de su vector binormal, con módulo proporcional a la
curvatura. Un procedimiento similar usan R.Goldstein y D.Petrich en [GoP1], esta vez
para entender el comportamiento local de la evolución de la frontera de un parche de
vorticidad en el plano (una distribución de la vorticidad, tipo función característica, con
soporte en una región bidimensional acotada) que se mueve de acuerdo a las ecuaciones de
Euler. En este caso la serie de Taylor pueden ser calculada explícitamente. Cada uno de
los términos de la suma da su correspondiente flujo geométrico, que si es descrito usando
la curvatura como incógnita, es equivalente a la jerarquía de la ecuación mKdV atractiva.
Todos estos flujos geométricos tienen la propiedad de que preservan el área encerrada.
Esta es una ley de conservación natural para el problema del parche de vorticidad. Sin
embargo, también preservan la longitud total de la curva y esto entra en contradicción
con el fenómeno observado de la filamentación de la frontera del parche de vorticidad (ver
[But]), algo que sucede incluso para pequeñas perturbaciones de un círculo. No obstante
(6) ha resultado ser una buena aproximación bajo algunas circunstancias. En particular
R.Goldstein y D.Petrich en [GoP2] obtienen soluciones de (6) que son curvas cerradas
simples y rotantes muy similares a los V-estados de H.Deem y N.Zabusky [DZ] (ver fig. 1).
La similitud, no tanto desde un punto de vista cualitativo sino también desde un punto de
vista cuantitativo, es en algunos casos muy notable. Podemos encontrar más detalles en el
trabajo de A.Dorsey y C.Wexler [DoWe], donde también se hace una conexión entre (6) y
el efecto Hall cuántico.

El procedimiento más simple para encontrar curvas cerradas simples de (6) es buscar
ondas viajeras de (1) que sean periódicas con integral sobre el periodo igual a 2π, y tal
que z sea periódica. Esto se expone en [DoWe, pág.10.976/7], donde las correspondientes
soluciones son las análogas a los V-estados que mencionamos antes (ver también [NSW]).
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vortex patch. Additionally it can be shown that this is an
inherent property of the logarithmic kernel@Eq. ~B3!# and
that an ellipse it isnot a solution for the 2DES.

Consider the following parametrization of an ellipse:

x5~a1b!cosh,

y5~a2b!sinh. ~C1!

It is evident that the radius is given by

r ~h!5Aa212ab cos 2h1b2, ~C2!

and that tangential and normal vectors are given by

t [
]r

]h
52~a1b!sinh ex1~a2b!cosh ey , ~C3!

n52
ez3t

ut u
5

~a2b!cosh ex1~a1b!sinh ey

ut u
,

where ut u5Aa222ab cos 2h1b2. The ‘‘rigid-body rota-
tion’’ condition @Eq. ~13!# can then be written as

U5
V

ut ~h!u
2ab sin 2h. ~C4!

In addition the distance between two points on the ellipse
takes the simple form

R2[ur ~h!2r ~h8!u2

54~a21b2!sin2S h2h8

2 D
3F12

2ab

a21b2 cos~h1h8!G , ~C5!

and the dot product involved in Eqs.~18! and ~B4! is given
by

n~h!•t ~h8!5
1

ut ~h!u ~a22b2!sin~h2h8!. ~C6!

1. Vortex patches—exact solution

It is now simple to show that an ellipse is, indeed, a uni-
formly rotating shape for the vortex patch@Eqs. ~13! and
~B4!#, since the normal velocity is given by

Uv52
vp

4put ~h!u E0

2p

dh8 lnH F4~a21b2!sin2S h2h8

2 D G
3F12

2ab

a21b2 cos~h1h8!G J sin~h2h8! ~C7!

52
vp

4put ~h!u E0

2p

dx lnF12
2ab

a21b2 cosxG
3~sin 2h cosx2cos 2h sinx!, ~C8!

where in going from Eq.~C7! to ~C8! we eliminated the term
inside the first braces in the logarithm due to symmetry and
changed variables tox5h1h8. Finally, the term propor-
tional to cos 2h vanishes upon integration and we are left
with a simple integral, proportional to sin 2h. As long asa
.b ~for a5b the ellipse has collapsed into a line!, the inte-
gral exists in closed form:

Uv5vp

~a22b2!b

2aut ~h!u
sin 2h, ~C9!

which, by direct comparison with Eq.~C4!, yields the angu-
lar velocity

Vv5
vp

4 S 12
b2

a2D . ~C10!

Consider now the parametrization given by Eq.~14! with
bl given by the first row in Table II. The maximum and
minimum radii correspond toR(w) for w equal to 0 andp/2,
respectively,~for b2.0). It is easy to see thata;113b2

2

2b2
4 andb;2b215b2

3, thusV/vp.1/22b2
21b2

4, as shown
in Table II. A simple Fourier analysis of Eq.~C2! also results
in coefficientsbl which agree with the perturbative solution.

2. Two-dimensional electron systems—no exact solution

It is also simple to see why an ellipse isnot a stationary
solution of the two-dimensional electron system. Instead of
the logarithm, one has to deal with 1/AR2, and the elimina-
tion of the first term inside the braces is not possible. The
resulting integrands depend onh in a nontrivial way, and the
normal velocity isnot proportional tout (h)u21 sin 2h.

FIG. 9. Vortex-patch ‘‘eigenstates’’ withL
53 andL54. ~a!–~d! were obtained numerically
by Deem and Zabusky~figures are scanned from
Ref. 11!; ~e!–~h! were determined perturbatively.
The lowest harmonicbL is taken in each case
from Table I of Ref. 11:b350.096, b350.11,
b450.048, andb450.070, respectively. The so-
lutions are essentially identical and are too close
to compare effectively in the same diagram.
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Figura 1. V-estados de Deem Zabusky(arriba) en comparación con los obtenidos por C.Wexler en [DoWe](abajo).

En este trabajo, los autores también hablan de las soluciones tipo breather obtenidas por
M.Wadati en [W] (ver (7)) y reencontradas por C.Kenig, G.Ponce y L.Vega en [KePV1]
en donde prueban la discontinuidad de la aplicación flujo asociada a la mKdV en espacios
de Sobolev Hs. Nuestro principal interés se centra en esta clase de soluciones y motivados
por los trabajos de R.Goldstein y D.Petrich [GoP1] y [GoP2], estudiar si existen breathers
viajando sobre curvas cerradas simples.

Las soluciones de M.Wadati están definidas en toda la recta real y cualitativamente
describen paquetes de onda determinados por la amplitud de la envolvente y la frecuencia
de la onda portadora. Como consecuencia, y añadiendo los dos invariantes triviales de las
traslaciones en tiempo y espacio, podemos describir la clase de las soluciones breather (7)
por medio de cuatro parámetros reales, que reescribimos de una manera más adecuada
para nuestros próximos cálculos, como sigue:

k(s, t) = −i ∂
∂s

log
(
f(u) + ig(v)
f(u)− ig(v)

)
= 2

∂

∂s
arctan

(
g(v)
f(u)

)
, (7)

con u = βs+ γt, v = αs+ δt, γ = β(−β2 + 3α2), δ = α(α2 − 3β2), y f, g dado por

f(u) = cosh(u), (8)

g(v) =
β

α
sin
(
v − arctan

(
β

α

))
. (9)

En esta fórmula hemos eliminado los dos parámetros correspondientes a las traslaciones
en espacio y tiempo, y hemos usado α para designar la frecuencia del breather y β para
designar la amplitud del breather. Para β fijo hay dos límites distinguidos. Uno es tomar
α tendiendo a ∞. Entonces la solución se comporta como

k(x, t) ∼ 2β sech [βx+ γt] cos
(
αx+ δt− arctan

(
β

α

))
. (10)
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La segunda posibilidad corresponde a tomar la frecuencia α tendiendo a 0. Entonces la co-
rrespondiente solución se comporta a tiempos largos como la superposición de dos extremos
diferenciados o jorobas, una apuntando hacia arriba y otra apuntando hacia abajo que, co-
mo veremos, se separan progresivamente con una velocidad logarítmica. Esta solución se
corresponde con la solución polo doble obtenida por M.Wadati y K.Okhuma en [OW].

Como primer objetivo de esta tesis doctoral nos hemos propuesto realizar un estudio
numérico de los métodos de diferencias finitas y pseudo-espectral, para comprobar el rango
de validez de cada uno de ellos en la representación de la evolución en tiempo de las curvas
asociadas a este tipo de soluciones breather y polo doble.

A partir de los resultados que logremos en este primer objetivo, nos planteamos el uso
del método numérico que sea más óptimo para representar fielmente la evolución dada por
el flujo geométrico (6) de curvas iniciales simples y cerradas, que posean perturbaciones
localizadas.

Para construir estas curvas cerradas, observar a partir de la solución breather (7)-(9),
que la solución tiende a cero en infinito y que∫ +∞

−∞
k(x, t)dx = 0. (11)

Por tanto parece imposible emplear dicha familia de soluciones como punto de partida para
construir curvas cerradas simples usando la solución breather (7)-(9), ya que una condición
necesaria para obtener una curva cerrada a partir de su curvatura k(x, t) es que∫ +L

−L
k(x, t)dx = 2π. (12)

La situación cambia si somos capaces de modificar el comportamiento en infinito, en
la variable espacial, de la familia de soluciones tipo breather, haciendo que se comporte
como una constante diferente de cero. Observar que cualquier constante b ∈ R es una
solución particular de (1). De hecho uno podría pensar ingenuamente que podría existir
una solución construida como superposición de esta solución trivial junto con la solución
breather. Esto nos lleva a la cuestión de cómo construir este tipo de soluciones, que uno
intuitivamente puede esperar que existan.

Para encontrar soluciones de (1) podemos emplear varios métodos como las transfor-
maciones Bäcklund, el método de scattering inverso, el método de Hirota (ver apéndice
A en pág.155), el método de los potenciales Bargmann, el método de las transformadas
de Darboux, etc. Cada método permite vislumbrar distintos aspectos y propiedades de la
ecuación a resolver, que se complementan finalmente. Este tipo de soluciones breather, con-
struidas como suma de una constante más una función tipo breather, puede ser obtenido
explícitamente empleando directamente el método de Hirota (apéndice A), escogiendo ade-
cuadamente los números de onda de las funciones exponenciales que aparecen en el método



viii INTRODUCCIÓN

[AS, pág.202]. También pueden ser obtenidas a partir del trabajo de K. Chow [CLai], pasan-
do de cuatro a dos solitones y posteriomente con una adecuada y paciente manipulación
algebraica.

Creemos que estas dos formas de obtener este tipo de soluciones breather son indirectas
y oscurecen a la propia solución, pues no permiten contrastarla fácilmente con la solución
breather que generalizan. Es por ello que como segundo objetivo de esta memoria de
investigación nos proponemos obtener de manera directa y explícita las soluciones breather
(7) que tienden a una constante no trivial en el infinito, empleando una generalización del
método de scattering inverso(ver sección 3.2.1, pág.63) para potenciales que no se anulan
en la frontera, tal y como fue desarrollado por T.Kawata y H.Inoue [IK]. Hasta donde sabe-
mos, este tipo de breathers no han sido obtenidos empleando este método de scattering
inverso. De forma complementaria vamos a obtener estas soluciones breather empleando
una modificación del método de Hirota (ver sección 3.2.2, pág. 75).

Esta nueva familia de soluciones de la ecuación mKdV se caracteriza por contener un
parámetro real extra b que da el valor asintótico de la solución en infinito. Si para un valor
fijo del parámetro β consideramos como antes dos casos límites en la oscilación interna α,
obtenemos una constante b más un breather tipo la función dada en (10) o más la solución
polo doble. Como consecuencia, la integral (11) es infinita en estos ejemplos.

Una cuestión natural es si existen o no soluciones breather periódicas. La respuesta fue
dada recientemente por P. Kevrekidis et al. en [KKS1] y [KKS2]. Desafortunadamente, las
soluciones que obtienen son las análogas a las soluciones de M.Wadati y tienen media cero.
Por tanto, como ya hemos visto en (12), no pueden ser la curvatura de una curva cerrada
simple. Hasta donde sabemos, soluciones breather que sean periódicas y que tengan me-
dia no nula son desconocidas. De hecho, no hemos sido capaces de encontrar soluciones
similares a las exhibidas en las secciones 3.2.1 y 3.2.2 pero que sean también periódicas.
Pensamos que esta es una cuestión abierta interesante y esperamos que la respuesta sea
cierta. La razón para esta sospecha la damos en el capítulo 3, donde desarrollamos expe-
rimentos numéricos que apuntan a una respuesta positiva a la cuestión anterior.

Motivados por el problema de valor inicial para la mKdV, con datos iniciales del tipo
u(x, t) = σ+v(x, t), como la suma de una constante σ más una función v(x, t) que decaiga
exponencialmente en infinito, nos encontramos de manera natural con la ecuación KdV
extendida (denotada como eKdV) o ecuación de Gardner para la función auxiliar v:vt + vxxx + 6σ(v2)x + 2(v3)x = 0 σ > 0, t, x ∈ R,

v(x, 0) = v0(x) ∈ Hs(R).
(13)

Esta ecuación destaca por poseer términos no lineales de tipo bilineal (v2)x, característico
de la ecuación KdV, y de tipo trilineal (v3)x, característico de la ecuación mKdV.
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Hasta el momento la teoría de existencia local y global del PVI para KdV ha sido
considerada en varios trabajos: usando estimaciones de energía se obtiene la teoría de ex-
istencia local (en tiempo) para datos iniciales en Hs(R), s > 3/2 (ver [BonSc],[BonSm],
[Kato1], [Sau], [SauT],[Sj] ). Usando estos resultados y leyes de conservación, fue estable-
cida una teoria de existencia global para datos iniciales en Hs(R), s ≥ 2 (ver [BonSm],
[Kato1],[SauT]). T.Kato en [Kato2] y S.Kruzhkov y A.Faminskii en [KrF] descubrieron un
efecto de "local smoothing" que fue empleado para construir soluciones débiles globales en
tiempo con datos iniciales en H1(R) e incluso en L2(R). En [KePV0] C.Kenig, G.Ponce y
L.Vega emplearon técnicas de integrales oscilatorias para establecer la teoría de existencia
local del PVI para KdV con datos en Hs(R), s > 3/4, y de ahí la teoría global para
datos en Hs(R), s ≥ 1. En [B] J. Bourgain introdujo nuevos espacios de funciones (de-
notados por Xs,b) adaptados al operador lineal ∂t + ∂xxx, en los cuales encontró buenas
estimaciones para el término no lineal (v2)x. Usando estos espacios J.Bourgain fue capaz
de obtener la teoría de existencia local y global (mediante una ley de conservación) para
datos en H0(R) = L2(R). En [KePV3] C.Kenig, G.Ponce y L.Vega prueban que el PVI
para KdV está localmente bien propuesto en Hs(R), s > −5/8, combinando las ideas
introducidas por J.Bourgain en [B] con algunas estimaciones oscilatorias encontradas en
[KePV0] y [KePV2]. Dado que las medidas finitas están en Hs(R), s < 1/2, este resultado
también establece la unicidad local (en tiempo) para medidas finitas. El resultado óptimo
para la teoría de existencia local del PVI de KdV fue obtenido por C.Kenig, G.Ponce y
L.Vega en [KePV4] para datos iniciales en Hs(R), s > −3/4, en donde obtienen estima-
ciones del término bilineal de KdV (v2)x en los espacios de funciones Xs,b introducidos por
J.Bourgain en [B] y prueban que las estimaciones para el operador bilineal son precisas,
salvo para el índice s = −3/4. En [CtCoTa], M. Christ, J. Colliander y T. Tao probaron
la teoría de existencia local del PVI de KdV, hasta el índice s = −3/4 (esto es para datos
en Hs(R), s ≥ −3/4), usando una transformada de Miura (ver pág.26) modificada y la
teoría de existencia para el PVI de la ecuación mKdV. La teoría de existencia global para
KdV la probaron para datos iniciales en Hs(R), s > −3/4.

Para la ecuación mKdV, la teoría de existencia local, con datos iniciales en Hs(R), s ≥
1/4, fue desarrollada por C.Kenig, G.Ponce y L.Vega en [KePV2], a principios de los 90
usando estimaciones de la función maximal y el smoothing de T.Kato y S.Kruzhkov y
A.Faminskii. En el mismo trabajo, por medio de leyes de conservación se obtiene el caso
global para datos iniciales en Hs(R), s ≥ 1. El resultado global fue mejorado por J.
Colliander, M. Keel, G. Staffilani, H. Takaoka y T. Tao en [CoKeTakTa] para datos en
Hs(R), s ≥ 1/4.
Con estos precedentes, como tercer objetivo de esta tesis doctoral queremos probar que
la ecuación KdV extendida o ecuación de Gardner (13) está localmente bien propuesta
para datos iniciales en Hs(R), s > 1/4 y globalmente bien propuesta para datos iniciales
en H1(R). Para ello vamos a recurrir a los multiplicadores [k;Z] de T. Tao, que nos per-
mitirán obtener las estimaciones bilineales y trilineales que necesitamos para probar que
cierto operador integral es contractivo en un subespacio del espacio Xs,b introducido por
J.Bourgain (ver (38), pág.xxi ).
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Una vez determinada la existencia de solución, surge de manera natural la cuestión de
la estabilidad de las ondas viajeras. Dicho esto, hasta la fecha, las ideas y las herramien-
tas necesarias para abordar la estabilidad de este tipo de soluciones han sido expuestas
en los trabajos previos sobre la estabilidad de solitones en la recta real R para la KdV
de T.Benjamin [Ben], J.Bona [Bon], J.Albert, J.Bona y D.Henry [AlBH], para gKdV de
M.Weinstein [We2], la estabilidad orbital de los solitones periódicos de KdV, mKdV y NLS
de J.Angulo [An1] y [An2] y el trabajo de P.Zhidkov [Z] sobre la estabilidad de soluciones
tipo solitón para una ecuación del tipo gKdV con una no linealidad general, precisando
tan sólo las propiedades necesarias sobre esta no linealidad para obtener la estabilidad de
los solitones. El enunciado del teorema de estabilidad dado por P.Zhidkov es el siguiente
[Z, p.83]

Sea f(u) una función de C2(R) en el argumento real de la ecuación gKdV

ut + uxxx + f(u)ux = 0. (14)

Sea F (y) =
∫ y

0 f(s)ds y sea ω0 ∈ R y b > 0 tal que f(0) − ω0 < 0,
∫ b

0 f(s)ds − ω0b >
0, F (b)− ω0

2 b
2 = 0 y F (φ2)− ω0

2 φ
2 < 0 para φ ∈ (0, b). Bajo estas condiciones existe una

solución tipo solitón ū(x, t) = φω0(x− ω0t) anulándose en ±∞, para la cual existe

∂

∂ω
φω(·)|ω=ω0 ∈ L2 y

d

dω

(∫ ∞
−∞

φ2
ω(x)dx

)
|ω=ω0 = 2

∫ ∞
−∞

φω0(x)∂ωφω0(x)dx.

Si d
dω

(∫∞
−∞ φ

2
ω(x)dx

)
|ω=ω0 > 0, entonces la solución tipo solitón ū(x, t) es orbitalmente

estable, es decir, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que si u0 ∈ H2(R) y

ı́nf
r∈R
||u0(·)− ū(· − r)|| < δ,

entonces la solución ū verifica que

ı́nf
r∈R
||u(·, t)− ū(· − r)|| < ε, ∀t > 0.

En esta memoria nos planteamos como cuarto objetivo y último de esta tesis, la
cuestión de la estabilidad orbital de las soluciones de mKdV (atractiva y repulsiva) de
tipo solitón que tienden a un valor constante no trivial en infinito. Esta estabilidad está
directamente relacionada con el estudio de la estabilidad de los solitones de la ecuación
KdV extendida (eKdV), y es por ello que nos centraremos en esta ecuación.

Una vez que hemos expuesto el contexto en el cual queda enmarcada esta tesis doctoral
y hemos detallado los objetivos de la misma, pasamos a describir la estructura de la tesis.
Esta tesis consta de cinco capítulos. El primer capítulo (1) es un capítulo preliminar,
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dedicado a la presentación de los métodos, conceptos y propiedades generales que nece-
sitaremos a lo largo de este trabajo, y también los resultados previos a los que recurriremos
en la tesis.

Comenzaremos el primer capítulo presentando los conceptos básicos acerca de la
ecuación modificada de KdV (1). Aprovecharemos también este primer capítulo para recor-
dar los resultados claves del método de scattering inverso para potenciales que no se anulan
en la frontera tal y como fue desarrollado por T.Kawata y H.Inoue [IK]. Recordaremos
también las condiciones necesarias y suficientes para construir una curva cerrada y diferen-
ciable, y los resultados que necesitaremos de la teoría de existencia local para KdV/mKdV.
Concluiremos este primer capítulo dando las definiciones básicas sobre los multiplicadores
[k;Z] de T.Tao.

A lo largo del segundo capítulo presentaremos los resultados que hemos obtenido en
nuestro estudio comparativo de los métodos de diferencias finitas y pseudo-espectral. Para
este estudio damos una relevancia especial a la solución tipo polo doble, que como ya hemos
indicado se genera escogiendo el parámetro de frecuencia del breather α = 0. En este caso,
su forma está caracterizada por poseer dos extremos diferenciados o jorobas principales,
una hacia arriba y otra hacia abajo, separándose una de la otra logarítmicamente en tiempo.

Esta solución puede considerarse como un caso límite de la solución breather cuando
α → 0, pero también como un caso límite de la superposición de un solitón y un anti-
solitón. Por tanto, desde el punto de vista del método de scattering inverso la solución polo
doble ha de ser vista como un caso degenerado donde, hasta tres tipos de soluciones están
muy cerca unas de otras. Esta circunstancia explica que cuando se consideran perturba-
ciones sobre esta solución degenerada, las correspondientes soluciones son capturadas por
cualquiera de estas tres órbitas. Las primeras dos ramas son la de un breather con α > 0 o
la de una solución tipo solitón (α = 0). En esta segunda posibilidad otras dos órbitas son
posibles, tanto la rama equivocada donde las amplitudes de las dos jorobas se convierten en
diferentes y se separan a velocidad lineal, o la rama correcta donde las amplitudes tienden
al mismo valor y la separación es logarítmica.

Recordamos que la solución polo doble es analítica en la clase de Schwartz y por tanto
cae dentro de la teoría de existencia global mencionada anteriormente, es decir existe una
única solución con dicho dato inicial que proporcionamos, que ha de permanecer en la
clase de Schwartz. Por otra parte, la inestabilidad numérica observada sobre la solución
polo doble, no habría sido encontrada sin un conocimiento previo del carácter degenerado
de esta solución de mKdV que nos porporciona el método de scattering inverso.

Este tipo de soluciones diferenciables de la ecuación mKdV consideradas en este capí-
tulo, nos permitirán concluir que los métodos pseudo-espectrales son los más apropiados
para describir sus dinámicas. De hecho, las funciones base del desarrollo discreto de Fou-
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rier se adaptan muy fácilmente a las oscilaciones de la solución, y no es necesario una gran
cantidad de armónicos para obtener un aproximación precisa. Sin embargo, estas oscila-
ciones intrínsecas de los breathers involucran una gran constante de Lipschitz incluso para
α > 0 no necesariamente grande, y hacen que los métodos de diferencias no sean factibles
para obtener buenas aproximaciones en este caso. Por tanto sólo los hemos usado para las
simulaciones que tienen al polo doble como condición inicial.

Es bien conocido que la ecuación mKdV (1) preserva un número infinito de leyes con-
servadas. Como consecuencia, es natural intentar usarlas en tanto sea posible para obtener
buenos esquemas numéricos que aproximen las soluciones en largos intervalos de tiempo.
Para incrementar las posibilidades de éxito, hemos combinado una discretización en tiempo
que preserva algunas cantidades discretas junto con un método simpléctico como la regla
del punto medio para un paso temporal hacia adelante. Este método implícito involucra
un sistema de ecuaciones no lineales que, convenientemente manipulado, puede ser resuelto
mediante un procedimiento de punto fijo.

Los resultados de las simulaciones por medio de métodos de diferencias finitas nos de-
scubren la relación entre cada familia de soluciones y la preservación de algunas leyes de
conservación. La discretización que mantiene constante el equivalente a la integral de la
función (que denotamos como L1(U)), y especialmente la energía (que denotamos L3(U)),
previene el salto de la condición inicial desde un polo doble a un breather. Desafortunada-
mente después de un corto intervalo de tiempo la solución cae en un solitón-antisolitón
independientes. Sin embargo la discretización que mantiene constante el equivalente a la
integral del cuadrado de la función (denotada como L2(U)), reproduce para tiempo algo
mayores la solución polo doble con buena precisión. No obstante la aproximación se dete-
riora para tiempos posteriores y salta tanto a una solución tipo breather cuando el paso
temporal es tosco ∆t > 2 ·10−2 como a una solución tipo solitón-antisolitón cuando el paso
es suficientemente pequeño.

El método pseudo-espectral ha sido desarrollado con éxito con ambos tipos de condi-
ciones iniciales, polo doble y breather. Tomando un paso temporal ∆t = 10−4 y un número
de puntos N = 29 para un polo doble, y un paso temporal ∆t = 10−5 y un número de
puntos N = 29 para un breather, el método reproduce con una eficiencia extremadamente
buena la solución exacta durante intervalos de tiempo largos, t ∈ [0, 500]. Una observación
importante es que en estas condiciones, la discretización pseudo-espectral mantiene con-
stantes las tres cantidades discretas investigadas, hasta donde el orden de precisión del
método permite. Considerando implementaciones de tiempo computacional comparable
para métodos pseudo-espectrales y de diferencias finitas, el primero da buenos resultados
para intervalos de tiempo de un orden de magnitud mayor que los segundos.

En el tercer capítulo de esta tesis nos proponemos obtener soluciones tipo breather
que tienden a una constante no trivial b en el infinito, empleando para ello dos procedi-
mientos distintos. El primero es mediante el método de scattering inverso para potenciales
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que no se anulan en la frontera, tal y como mostramos en la sección 3.2.1, pues hasta donde
sabemos, estas soluciones no han sido generadas por este procedimiento. Como resultado
más destacado en esta sección 3.2.1, señalamos la sencilla expresión matricial para estas
soluciones breather

u(x, t) = b+ 2
∂

∂x
arctan

[={det(11− iM(x, t)− ibN(x, t))}
< {det(11− iM(x, t)− ibN(x, t))}

]
,

con las matrices 2 × 2, 11, N(x, t) y M(x, t) dadas en (3.52) (ver pág.73), que determi-
nan esta familia de soluciones con 3 parámetros libres (α, β, b), o 5 si consideramos las
traslaciones en espacio y tiempo. En (3.59), pág.75 daremos la expresión explícita de estas
soluciones.

También generaremos este tipo de breathers mediante una modificación del método de
Hirota, escogiendo funciones trigonométricas e hiperbólicas en vez de exponenciales, que
creemos simplifica la forma de obtener este tipo de soluciones que tienden a una constante
en el infinito. Este será el contenido de la proposición 3.2.1, pág.76 de la sección 3.2.2.

Esta nueva familia de soluciones de la ecuación mKdV se caracteriza por contener un
parámetro real extra b que da el valor asintótico de la solución en el infinito. Si para un val-
or fijo del parámetro β consideramos como antes dos casos límites en la oscilación interna
α, obtenemos una constante b más una función dada en (10) o más la solución polo doble,
cuya expresión está dada explícitamente por (3.103), pág.84. Posteriormente, probaremos
la estabilidad del flujo geométrico (6) para curvas inicialmente cerradas. Este teorema nos
garantiza que si partimos de una curva cerrada diferencialmente, el flujo geométrico de
la mKdV conservará el caracter cerrado de la curva en su evolución. Esto nos permitirá
diseñar experimentos numéricos que mostrarán la evolución, bajo el flujo geométrico de
la mKdV (6), de diferentes tipos de curvas cerradas, generadas a partir de las soluciones
construidas en las secciones 3.2.1 y 3.2.2 y empleando distintos métodos para lograr ce-
rrar la curva inicial de forma diferenciable, como exponemos en 3.3.2, pág.88. En concreto
mostramos cuatro ejemplos, que clasificamos atendiendo a los diferentes valores de la os-
cilación interna α del breather que escojamos.

Si α es mayor que 1, obtenemos el primer ejemplo de curva cerrada que corresponde a
un breather que viaja a lo largo del círculo. Si 0 < α < 1, obtenemos curvas con autointer-
secciones que se crean y destruyen en la evolución. Hasta donde sabemos este es el primer
resultado conocido sobre la existencia de curvas que bajo el flujo de la mKdV (6) sean
inicialmente simples y cerradas y desarrollen autointersecciones en tiempos posteriores. En
el caso límite de α = 0, que corresponde a la curva asociada a la curvatura polo doble (2.9),
pág.45 y (3.103), pág.84, obtenemos una curva con forma de dos lazos consecutivos (o tipo
8) sobre un círculo, con autointersecciones que se mantienen en la evolución. Como último
ejemplo, para comprobar la estabilidad de este tipo de soluciones, mostramos el caso de
la colisión de breathers de diferentes frecuencias α (y por tanto diferentes velocidades de



xiv INTRODUCCIÓN

grupo), que evolucionan a lo largo de círculo sin destruirse.

La conclusión después de estos cuatro ejemplos es que, a pesar de que la curva inicial
para el flujo de la mKdV está construida de forma "artesanal", las pertubaciones localizadas
tipo breather se propagan a lo largo del círculo y de hecho colisionan de forma elástica.
Consideramos que estos resultados y propiedades nos sugieren fuertemente la existencia
de soluciones de mKdV del tipo breather periódico de media no nula. Observamos por
último que en todos estos ejemplos podemos comprobar cómo el número de vueltas o
"enrollamientos" de las curvas

1
2π

∮
dsk(s, t), (15)

que es igual al número de rotaciones completas que realiza el vector tangente al recorrer la
curva, permanece constante (hasta donde permite la tolerancia del método numérico). Esto
se deduce de que la ecuación mKdV está ya escrita en forma conservativa, como podemos
ver

kt = −∂s
(
kss +

1
2
k3

)
.

La conservación del número de vueltas (15) provoca que, en la evolución de la curva cerra-
da bajo el flujo geométrico de la mKdV (6), esté prohibida la creación de un único cruce,
mientras las autointersecciones dobles no están excluidas (ver figura 2).

Figura 2. Conservación del número de vueltas (15), reflejada en la evolución de las curvas (a) y (b).

En el cuarto capítulo abordaremos la teoría de existencia local en Hs(R), s > 1/4

y global en H1(R) para la ecuación de Gardner o ecuación KdV extendida (eKdV en
adelante), que surge de manera natural cuando uno busca soluciones de mKdV del tipo
u(x, t) = σ+v(x, t), como la suma de una constante σ más una función v(x, t) que decaiga
exponencialmente en infinito. En concreto probaremos la existencia, unicidad, persistencia
y dependencia continua del dato inicial, primero en un intervalo de tiempo finito que de-
pende de la norma Hs(R) del dato inicial, y después para todo t ∈ R, usando el resultado
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local y leyes de conservación, empleando para ello la técnica del multiplicador norma [k;R]
de T. Tao [T0] y en comprobar que, via la identidad de Duhamel, el operador integral
local asociado a la ecuación (13) es contractivo en cierto subespacio del espacio Xs,b (ver
la definición en (38), pág.xxi), introducido por J.Bourgain en [B] y utilizados por M.Beals
en [Bel], C.Kenig, G.Ponce y L.Vega en [KePV2] y [KePV4], S.Klainerman y M.Machedon
en [KlaMa1] y [KlaMa2].

El resultado principal de este capítulo es (4.1.2), pág.108:

Sea s > 1/4 y σ > 0. Entonces existe b ∈ (1/2, 1), tal que para cualquier v0(x) ∈ Hs(R),
existe T = T (||v0||Hs) > 0 (con T (ρ) → ∞ cuando ρ → 0) y una única solución
v(x, t) ≡ v(t) del PVI (4.2) tal que σ + v(t) es la única solución de (4.1) en el inter-
valo de tiempo [−T, T ] satisfaciendo

v ∈ C([−T, T ] : Hs(R)), (16)

v ∈ Xs,b ⊆ Lpx, loc(R : L2
t ([−T, T ])), 1 ≤ p ≤ ∞, (17)

∂x(v3) ∈ Xs,b−1(R× R) ∧ ∂x(v2) ∈ Xs,b−1(R× R). (18)

En la prueba del teorema de existencia local y global que enunciamos en la sección 4.1,
pág.106 , nos hemos encontrado con la dificultad añadida de que la ecuación de Gardner
(13) no es invariante por escala, debido a que el parámetro asintótico σ 6= 0 (cuando σ = 0,
recuperamos la mKdV).

Esto lo podemos ver si aplicamos la transformación de escala a la solución v(x, t) de la
ecuación de Gardner (13),

v(x, t) = λαw(λx, λ3t), λ > 0, α ∈ R, (19)

entonces la función w satisface la siguiente ecuación de Gardner asociada,wt + wxxx + 6σλα−2(w2)x + 2λ2(α−1)(w3)x = 0, σ, λ > 0, α, t, x ∈ R,
w(x, 0) = w0(x) ∈ Hs(R).

(20)

Nosotros hemos empleado esta transformación de escala sobre las variables dependientes v
y w, para probar la teoría de existencia local de la ecuación de Gardner (13), dividiéndola
en dos pasos. Primero probamos que el PVI (20) para w está localmente bien propuesto
para datos iniciales en Hs(R), s > 1/4, a tiempo T = 1 y cierto λ a determinar, como
enunciamos a continuación
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Sea s > 1/4 y σ > 0. Entonces existen constantes d1 > 0, d2 > 0, λ > 0 y b ∈ (1/2, 1),
tal que para todo w0 ∈ Hs(R), existe un único w ∈ C([−1, 1] : Hs(R)), solución del PVI
(4.5) {

wt + wxxx + 6σλα−2(w2)x + 2λ2(α−1)(w3)x = 0, σ, λ > 0, α > 2, t, x ∈ R,
w(x, 0) = w0(x) ∈ Hs(R),

con λ ≤ mı́n(d1||w0||
−1
α−2

Hs , d2||w0||
−1

(α−1)

Hs ), y w satisfaciendo

w ∈ C([−1, 1] : Hs(R)), (21)

w ∈ Xs,b ⊆ Lpx, loc(R : L2
t ([−1, 1])), 1 ≤ p ≤ ∞, (22)

∂x(w3) ∈ Xs,b−1(R× R) ∧ ∂x(w2) ∈ Xs,b−1(R× R). (23)

Posteriormente nos apoyamos en este resultado y demostramos, vía la relación λ3T = 1,
obtenida a partir de la transformación de escala (19), que el PVI (13) para v está local-
mente bien propuesto para datos iniciales en Hs(R), s > 1/4, a tiempo t = T = λ−3.
Finalmente, en la sección 4.2, pág.128, empleando la conservación de la energía, probare-
mos que el PVI para la ecuación de Gardner (13) está globalmente bien propuesto para
datos iniciales en H1(R), tal y como enunciamos en 4.2.1:

Sea u0 ∈ H1(R) y sea u la correspondiente solución local del PVI (4.2) dada por el
teorema 4.1.2. Entonces dicha solución se extiende a cualquier intervalo temporal, con

u ∈ C(R : H1(R)). (24)

En el quinto capítulo probamos la estabilidad orbital de las soluciones de mKdV de
tipo solitón que tienden a un valor constante no trivial en el infinito.

Tras hacer la observación de que si u(x, t) = σ + v(x, t) es solución de la ecuación
mKdV entonces v(x, t) es solución de la ecuación KdV extendida y recíprocamente, en la
primera parte de este capítulo abordamos la estabilidad de los solitones de la ecuación de
Gardner atractiva (1), a la que le corresponde una no linealidad de tipo polinomial en la
variable dependiente, siguiendo las ideas P.Zhidkov [Z, pág.83] y de J.Angulo [An1]. En
concreto probaremos el teorema de estabilidad 5.2.1 en pág.137 (compárese con [Z, pág.83]
enunciado en pág. x)

Sea b ∈ R, c0 ∈ (0,∞) y ub,c0(x, t) = b + φb,c0(x − cb(b, c0)t) ∈ Ḣ1(R) una solución
de la ecuación mKdV atractiva (5.2), donde φb,c0 ∈ H1(R) satisface (5.6). Entonces
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∀ε > 0, ∃δ ≡ δ(ε, b, c0) > 0 y una función C2(R), r : R→ R, tal que

si ||u0 − (b+ φb,c0)||H1(R) < δ, entonces

sup
t>0
‖u(·, t)− ub,c0(·+ r(t))‖H1(R) < ε,

donde u(x, t) es la única solución de mKdV atractiva con dato inicial u0 = u(x, 0) ∈ Ḣ1(R)
y donde supt |r′(t) + (c0 + 6b2)| ≤ Kε, K > 0.

En la prueba del teorema de estabilidad de solitones de media no acotada, aportamos
explícitamente la velocidad y la ecuación implícita que ha de satisfacer la fase r(t) (ver
(5.70)), que hay que añadir en el argumento del solitón para obtener estabilidad frente a
pequeñas perturbaciones (con b fijo) de la joroba de estos solitones de media no acota-
da, en la norma H1(R). En la prueba nos encontramos con una dificultad añadida dado
que como sabemos por el capítulo 4, la ecuación de Gardner o eKdV ya no es invariante
por escala. Por tanto no podemos emplear dicha propiedad, a la que recurre P.Zhidkov
[Z, pág.83] para demostrar la condición clave de convexidad. En cambio, dada la relativa
sencillez funcional del perfil de este solitón de eKdV (ver (5.9), pág.133), sí hemos podido
integrar directamente la condición de convexidad en la prueba y demostrar la positividad
de la integral.

En la sección 5.3 de esta tesis abordamos la estabilidad de solitones para la ecuación
de Gardner repulsiva, con las mismas herramientas que hemos empleando en la sección 5.2
anterior para el caso eKdV atractiva.

Observamos que los resultados de estabilidad para el caso repulsivo se siguen directa-
mente a partir del caso atractivo, con la única e importante diferencia de que mientras los
solitones en el caso atractivo están definidos mientras el parámetro velocidad c0 ∈ R+, en
el caso repulsivo la existencia sólo está determinada mientras el parámetro velocidad esté
definido dentro de un intervalo que depende el parámetro asintótico b, en concreto cuando
c0 ∈ (0, 4b2).

Acabaremos la introducción añadiendo tres comentarios sobre el caso repulsivo, para
relacionar sus soluciones con las del caso atractivo y para plantear posibles tareas en el
futuro.

El primer comentario, a tener en cuenta en la sección sobre la estabilidad de solitones
para la ecuación de Gardner repulsiva 5.3, es que se pueden transformar fácilmente las
soluciones de la ecuación mKdV atractiva (ídem para la ecuación de Gardner atracti-
va/repulsiva) en las soluciones de la ecuación mKdV repulsiva, sin más que observar que
si u(x, t) es una solución real y regular de la mKdV atractiva, y tras transformaciones de
parámetros (p.ej. α, β, b,etc) de esta solución, obtenemos una solución puramente compleja
(regular o singular) ũ(x, t) = iv(x, t) de la mKdV atractiva, entonces, sustituyendo esta
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solución ũ en la mKdV atractiva, se concluye que v(x, t) es una solución real (regular ó
singular) de la mKdV repulsiva.

En concreto se puede transformar el b-solitón real regular de la mKdV atractiva en un
b-solitón real regular de la mKdV repulsiva, y el b-breather real regular de la mKdV atrac-
tiva en un b-breather real singular de la mKdV repulsiva. También a partir de la solución
b-breather con una transformación particular de parámetros podemos obtener el 2-soliton
real y regular y de media no nula (denotado como 2b-solitón) de la mKdV repulsiva. Es
también posible obtener soluciones de la mKdV repulsiva a partir de soluciones de KdV
via la transformación de Miura, tal y como está expuesto en [Tha, pág.270-272].

El segundo comentario tiene que ver con la versión geométrica de la ecuación mKdV
repulsiva. Al igual que podemos comprobar fácilmente que la ecuación mKdV atracti-
va modela la evolución de la curvatura de una curva en el espacio euclídeo, la ecuación
mKdV repulsiva modela la evolución de la curvatura de una curva en el espacio hiperbólico.

Después de estudiar la versión geométrica de la mKdV atractiva, es natural plantearse
el mismo problema para el caso de la ecuación mKdV repulsiva. La particularidad de este
caso es que abundan las soluciones singulares (salvo hasta el momento el kink, el b-solitón
y el 2b-solitón), que divergen en algún punto del dominio de definición. Por ejemplo, la
solución breather del caso repulsivo

k(s, t) = 2
∂

∂s
arctanh[

β

α

sin(α(s− (3β2 − α2)t))
sinh(β(s− (β2 − 3α2)t))

], (25)

tiene una singularidad del tipo V P 1
x en el origen, procedente de la función sinh en el

denominador. Esto hace que su traducción geométrica no sea tan atractiva como en el caso
regular que representa la mKdV atractiva, siendo el espacio ambiente natural, tras esta
traducción, el espacio hiperbólico. Recordamos cómo se formula este flujo geométrico (ver
p.ej. [delahoz07]):
si z(s, t) = x(s, t) + iy(s, t) denota un punto en el plano, k(s, t) ≡ k es la curvatura de

la curva y la matriz de Dirac σ1 =

(
0 1
1 0

)
, tenemos que en el caso repulsivo el flujo de

curvas es:

zt = (−ksσ1 +
1
2
k211)zs, zss = kσ1zs. (26)

Nótese que (26) no tiene sentido si las curvas son demasiado singulares. Sin embargo el
flujo de curvas dado por (26) se puede reescribir de la siguiente forma que evita dichas
singularidades:

zt = e
3σ1
2

∫ s
0 k(s′)ds′ ∂

∂s

{
e
σ1
2

∫ s
0 k(s′)ds′ ∂

∂s

(
e−2σ1

∫ s
0 k(s′)ds′zs

)}
, (27)
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zss = kσ1zs → ∂

∂s
(e−σ1

∫ s k(s′)ds′zs) = 0.

La expresión explícita de la curva en el caso hiperbólico la recuperamos como sigue:
a partir de zss = kσ1zs e integrando obtenemos

z(s, t) = z(0, 0) +
∫ s

0
ds′

(
0
1

)
eσ1(

∫ s′
0 k(s′′)ds′′).

De esta forma, teniendo en cuenta que σ1 =

(
0 1
1 0

)
y escogiendo por ejemplo z(0, 0) =

(0, 0), zs(0, 0) = (0, 1), la expresión explícita es

z(s, t) =

(∫ s

0
sinh

[∫ s′

0
k(s′′)ds′′

]
,

∫ s

0
cosh

[∫ s′

0
k(s′′)ds′′

])
. (28)

Sería interesante explorar cuántos de los resultados en el plano del capítulo 3 son
extendibles al caso tres dimensiones espaciales, por lo que el tercer y último comentario
tiene que ver con la ecuación mKdV compleja

ψt + ψsss + 6|ψ|2ψs = 0, s, t ∈ R, ψ ∈ C. (29)

Dicha ecuación emerge de forma natural cuando nos planteamos la evolución de una
curva en el espacio euclídeo tridimensional. En este caso, la evolución de la curva está
descrita por una función compleja ψ, estando determinadas la curvatura y torsión de la
curva por k = |ψ| y τ = =(ψsψ̄), respectivamente (ver p.ej. [La, pág.202] y [FuMiy]). Hasta
donde sabemos, se han obtenido las soluciones b-solitón y 2b-solitón, mediante el método
de las transformadas de Darboux [ZhLi]. Tiene interés ver cuál es la traducción a curvas en
3 dimensiones, de estas soluciones curvatura y torsión y compararlas con las encontradas
por H.J.Shin [Shin].

Concluiremos esta tesis con el apéndice A, en donde exponemos el método de Hirota y
obtenemos algunas soluciones clásicas (solitón, breather, etc) de la mKdV.

0.0.1. Notación

La notación empleada en esta memoria es la estándar. Aun así, para mayor claridad,
pasamos a describirla en detalle.

Sea Ω un dominio. Por Lp(Ω) denotamos los espacios de Lebesgue usuales con norma
|| · ||Lp . Por C∞0 (R) denotamos el espacio de funciones infinitamente derivables de soporte
compacto. Por L2

t ([−T, T ]), denotamos el espacio de Lebesgue definido por



xx INTRODUCCIÓN

L2
t ([−T, T ]) =

{
f :
∫ T

−T
|f(t)|2dt <∞

}
.

El espacio Hs(R) es el espacio de Sobolev de funciones que tienen s derivadas en L2(R),
es decir

Hs(R) =

{
f : ||f ||Hs =

(∫
R

(1 + |ξ|)2s|f̂(ξ)|2dξ
)1/2

<∞
}
.

Asociado a éste, se encuentra el espacio de Sobolev homogéneo Ḣs(R), constituido por las
funciones con norma

Ḣs(R) =

{
f : ||f ||Ḣs(R) =

(∫
R
|ξ|2s|f̂(ξ)|2dξ

)1/2

<∞
}
.

La derivada homogénea de una función f , se define por

Ds
xf(x) :=

∫ +∞

−∞
(2π|ξ|)se−2iπxξ f̂(ξ)dξ.

Denotaremos las derivadas parciales con respecto a x, por ∂x ≡ ∂
∂x o ()x.

Denotaremos por {W (t)}+∞−∞ el grupo unitario de operadores que describen la solución del
PVI lineal asociado a ∂v

∂t + ∂3v
∂x3 = 0, t, x ∈ R

v(x, 0) = v0(x),
(30)

donde, si definimos por St la integral oscilatoria

St(x) = c

∫ +∞

−∞
eixξeitξ

3
dξ, (31)

la solución de dicho problema se expresa por

v(x, t) = W (t)v0(x) = St ∗ v0(x) =
∫

R
St(y)v0(x− y) =

∫
R
eixξ+itξ

3
v̂0(ξ)dξ. (32)

Recurriremos al principio de Duhamel (método de variación de las constantes en ecuaciones
ordinarias), que expresa la solución de una ecuación de evolución inhomogénea, como la
superposición de soluciones libres del problema, que proceden del dato inicial y del término
no lineal de la ecuación. En el caso de la ecuación mKdV, esto se traduce en que u es
solución de mKdV (1) si y sólo si

u(x, t) = W (t)u0(x) +
∫ t

0
W (t− t′)(u2∂xu)(t′)dt′, (33)

donde el operador solución W viene definido por
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W (t)f(x) =
∫

R
eixξeitξ

3
f̂(ξ)dξ. (34)

Definimos el operador H, dado a partir del multiplicador real de Fourier h(ξ) como

Ĥf(ξ) := h(ξ)f̂(ξ), (35)

donde la transformada de Fourier f̂ está definida por

f̂(ξ) :=
∫

R
e−2πix·ξf(x)dx, (36)

en donde ignoramos el factor 2π que viene de la transformada de Fourier. Igualmente
definimos la transformada de Fourier en las variables espacio-tiempo por

û(ξ, τ) :=
∫

R

∫
R
e−i(x·ξ+t·τ)u(x, t)dxdt. (37)

Si s, b ∈ R, definimos los espacios de funciones Xs,b
τ=h(ξ)(R×R), introducidos por J.Bourgain

en [B], como la compleción del espacio de Schwartz S(R2) con respecto a la norma

||w||
Xs,b
τ=h(ξ)

(R×R)
:=
(∫

R

∫
R

(1 + |τ − h(ξ)|)2b(1 + |ξ|)2s|ŵ(ξ, τ)|2dξdτ
)1/2

. (38)

Como podemos ver, esta norma está dada en términos del símbolo(τ − ξ3, h(ξ) = ξ3)
asociado al operador lineal ∂t+∂3

x. Hasta ahora dicha norma ha sido muy útil en el análisis
de la interacción entre los efectos dispersivos y los no lineales en este tipo de ecuaciones
de evolución, como por ejemplo KdV, mKdV, NLS en dimensiones d ≥ 2 y ecuación de
ondas en dimensiones d ≥ 2 (se obtienen estimaciones que se aplican a las teorías gauge
de Maxwell-Klein-Gordon y Yang-Mills). En adelante, para no sobrecargar la notación,
si escribimos Xs,b sobreentenderemos que corresponde al espacio Xs,b

τ=h(ξ) definido sobre
R× R.
Recurriremos a la siguiente notación empleada en la obtención de las estimaciones bili-
neales y trilineales necesarias para obtener la teoría de existencia local de la ecuación de
Gardner:
siguiendo a T.Tao [T0], sea Z = R. Entonces para cualquier entero k ≥ 2, denotamos por
Γk(Z) el hiperplano

Γk(Z) := {(ξ1, ξ2, . . . , ξk) ∈ Zk : ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξk = 0}, (39)

que está dotado con la medida

∫
Γk(Z)

f :=
∫
Zk−1

f(ξ1, . . . , ξk−1,−ξ1 − · · · − ξk − 1)dξ1dξ2 . . . dξk−1.
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Usaremos A . B para denotar la afirmación A ≤ CB para alguna constante C > 0
suficientemente grande, que puede variar de linea a linea y depender de varios parámet-
ros. Usamos A � B para denotar que A ≤ C−1B. Finalmente con A ∼ B, denotamos
A . B . A.
Asumimos que cualquier suma con índices de sumación en letras mayúsculas, tales co-
mo Nj , Lj , H es una suma diádica, i.e. estos índices de sumación en letras mayúsculas
recorren los números de la forma 2j para j ∈ Z. En esta sección sólo consideraremos los
multiplicadores [3;R] y [4;R].
Sean N1, N2, N3 > 0. Definimos las cantidades Nmax ≥ Nmed ≥ Nmin, como el máximo,
medio y mínimo valor de N1, N2, N3 respectivamente. De igual forma definimos Lmax ≥
Lmed ≥ Lmin, como el máximo, medio y mínimo valor de cualesquiera L1, L2, L3 > 0. Las
cantidades Nj , j = 1, 2, 3, miden la amplitud de las frecuencias ξj , j = 1, 2, 3. Asimismo,
las cantidades Lj , j = 1, 2, 3 miden cómo de cerca están nuestras ondas de la solución
libre del PVI (30). Consideramos también los siguientes convenios de sumación. Cualquier
suma con índices de la forma Lmax ∼ . . . es una suma sobre las tres variables diádicas
L1, L2, L3 & 1. Por ejemplo

∑
Lmax∼H

:=
∑

L1, L2, L3&1:Lmax∼H

.

Análogamente, cualquier suma con índices de la forma Nmax ∼ . . . es una suma sobre las
tres variables diádicas N1, N2, N3 > 0. Por ejemplo

∑
Nmax∼Nmed∼N

:=
∑

N1, N2, N3>0:Nmax∼Nmed∼N
.

Por otra parte, si τj , ξj , j = 1, 2, 3 denotan las variables duales de Fourier de tiempo
y espacio y cada hj(ξj) representa al multiplicador real de Fourier (35), la función h :
Γ3(Z) −→ R está definida por

h(ξ) ≡ h(ξ1, ξ2, ξ3) := h1(ξ1) + h2(ξ2) + h3(ξ3). (40)

Diremos que se produce resonancia o que estamos cerca de un estado resonante siempre
que la función h definida en (40) sea cero o esté cerca de cero. Esta función juega un papel
relevante, ya que mide cuánta resonancia se produce entre las frecuencias ξj , j = 1, 2, 3.
Debido a esto, la llamaremos la función de resonancia o función resonante. Para τj , ξj , τ, h(·)
dados, si denotamos por

λj := τj − hj(ξj), (41)

y en general

λ := τ − h(ξ),

la función de resonancia se reescribe cómo
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h(ξ) ≡ h(ξ1, ξ2, ξ3) := h1(ξ1) + h2(ξ2) + h3(ξ3)

= (h1(ξ1)− τ1) + (h2(ξ2)− τ2) + (h3(ξ3)− τ3) + τ1 + τ2 + τ3 = −λ1 − λ2 − λ3,

(42)

en donde hemos supuesto que (ξi, τi), i = 1, 2, 3 están en el hiperplano (39). En general
utilizaremos la variable Nj para denotar la magnitud de la frecuencia ξj , Lj para denotar
la magnitud de λj y H para denotar la magnitud de la función resonante h(ξ1, ξ2, ξ3) =
h1(ξ1) + h2(ξ2) + h3(ξ3).

Si recurrimos a la notación usual χE para definir la función característica sobre un
conjunto dado E, emplearemos la notación χQ para denotar la función que vale 1 siempre
que la afirmación Q sea cierta y 0 siempre que sea falsa, como por ejemplo χ1≤|ξ|≤2.
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Capítulo 1

Preliminares

Sumario. En este capítulo, presentamos los conceptos básicos que utilizaremos de modo
significativo a lo largo de esta memoria de investigación. Entre otros recodaremos la re-
formulación aportada por T.Kawata y H.Inoue [IK] del método de scattering inverso para
potenciales que no se anulan en la frontera, y recogemos aquí también las condiciones nece-
sarias para obtener una curva cerrada diferencialmente a partir de su curvatura. Para ter-
minar este capítulo presentaremos los lemas previos que necesitaremos sobre el problema de
la teoría de existencia local y global para KdV y mKdV aportados por C.Kenig, G.Ponce y
L.Vega [KePV3]-[KePV4], así como los resultados de T.Tao sobre el multiplicador [k;Z] y
recodaremos algunos conceptos sobre estabilidad de soluciones de ecuaciones de evolución.

1.1. Preliminares

El objetivo de este capítulo es el de introducir todos aquellos conceptos y objetos
que serán clave para nuestro trabajo, reflejando también algunas de sus propiedades y
características principales. Entre todos estos objetos, el primero a considerar es sin duda
el más obvio, pero no por ello menos importante que es la propia ecuación modificada de
Korteweg de Vries (mKdV),

atractiva : ut + uxxx + 6u2ux = 0, (1.1)

repulsiva : ut + uxxx − 6u2ux = 0, (1.2)

en donde distinguimos los casos con una no linealidad atractiva(focusing) (1.1) y con una
no linealidad repulsiva(defocusing) (1.2). Esta ecuación modificada de KdV pertenece a la
familia de las ecuaciones de tipo KdV. Esta familia está caracterizada por ser ecuaciones
del tipo

ut + uxxx + f(u)ux = 0, (1.3)

en donde f(u) representa una función por determinar en la variable dependiente u. En el
caso f(u) = u recuperamos KdV, si f(u) = ±u2 recuperamos mKdV atractiva y repulsiva
respectivamente, y en general para el caso de funciones de tipo polinómico f(u) = up, p ∈ N

25
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recuperamos la ecuación KdV generalizada.

La ecuación mKdV es una EDP no lineal que posee infinitas cantidades conservadas. Al-
gunas de éstas son la integral

∫
R u(x, t)dx, la norma L2 al cuadrado ||u||2L2 :=

∫
R u(x, t)2dx

y la energía H(u) :=
∫

R dxux(x, t)2 − 2
3u(x, t)4. La conservación de todas estas cantidades

puede ser verificada formalmente calculando la derivada temporal ∂t bajo el signo integral
de las mismas, sustituyendo la ecuación de evolución mKdV e integrando por partes.
Las soluciones tipo onda viajera de mKdV se pueden encontrar de manera directa sin más
que considerar un ansatz de la forma

u(x, t) = f(x− ct), c ∈ R, (1.4)

y sustituyéndolo en la ecuación mKdV y considerando de manera general que f(±∞) =
A ∈ R, e integrando una vez, obtenemos la siguiente EDO no lineal que puede ser integrada
directamente con ayuda de un libro de tablas integrales (ver [GrR]),

f ′′ = (cA− 2A3) + cf − 2f3, c ∈ R. (1.5)

Por otra parte, si buscamos soluciones de (1.1) y (1.2) de la forma siguiente

k(s, t) = b+ f(s, t), f(±∞, t) = 0, (1.6)

introduciendo este ansatz en (1.1) y (1.2), obtenemos la siguiente ecuación de Gardner o
ecuación KdV extendida, para la función f (después de realizar una traslación espacial
para eliminar el sumando proporcional a fx),

∂

∂t
f(s, t) +

∂

∂s3
f(s, t)± 6b

∂

∂s
(f2(s, t))± 2

∂

∂s
(f3(s, t)) = 0, (1.7)

donde con el signo + tenemos la ecuación de Gardner atractiva y con el signo − la ecuación
de Gardner repulsiva. Como ya podemos ver, esta ecuación incorpora los términos no li-
neales de las ecuaciones KdV y mKdV.

Mencionamos aquí también una notable transformación entre soluciones de KdV y
mKdV: la transformación de Miura. Si u es solución de mKdV atractiva (1.1), entonces

v = −(u2 ± iux), (1.8)

es solución de KdV con valores complejos. Esta es una sencilla forma de transformar
soluciones de mKdV (1.1) en soluciones complejas de KdV. En el caso de la mKdV repulsiva
(1.2), la transformación de Miura es

v = −(u2 ± ux), (1.9)



1.2. SCATTERING INVERSO PARA POTENCIALES CONSTANTES EN LA FRONTERA.27

que transforma soluciones de mKdV (1.2) en soluciones reales de KdV.
Podemos generalizar esta transformación de Miura para transformar soluciones de la ecuación
de Gardner repulsiva

ut + uxxx − 6buux − 6u2ux = 0, (1.10)

en soluciones v de KdV, mediante la transformación

v = u2 + ux + bu. (1.11)

Ésta es la llamada transformación de Gardner.

1.2. Scattering inverso para potenciales constantes en la fron-
tera.

Exponemos aquí los resultados de T.Kawata y H.Inoue [IK] relativos al método de
scattering inverso para potenciales que tienden a una constante no trivial en la frontera,
necesarios para el desarrollo de esta memoria. El método de scattering inverso es un méto-
do para resolver algunas ecuaciones de evolución no lineales. El objetivo del método es
recuperar la solución de la ecuación en derivadas parciales, viendo a dicha solución como
un potencial a determinar para el problema asociado de scattering de una ecuación de
Sturm-Liouville, es decir, a través de las propiedades de dispersión en el infinito de las
ondas planas cuando interaccionan con el potencial por determinar.
En el caso de la solución de la ecuación mKdV, relacionamos dicha solución u con el
siguiente problema de Sturm-Liouville con potencial complejo:

yxx(x, t) +
[
λ2 + u2(x, t) + iux(x, t)

]
y(x, t) = 0, (1.12)

que resulta fácilmente de la eliminación de la variable z en el sistemayx + iuy = λz,

zx − iuz = −λy.
(1.13)

Este sistema es equivalente, con los siguientes cambios, a un sistema 2× 2 en las variables
v1 y v2.yx + iuy = λz,

zx − iuz = −λy,
−−−−−−−−−−−−−−−−→
v1= 1

2
(y+iz),v2=−i

2
(y−iz)

v1
x + iλv1 = uv2,

v2
x − iλv2 = −uv1,

o en expresión

matricial,(
v1

v2

)
x

= G(λ)
(
v1

v2

)
, G(λ) =

(
−iλ q(x, t)
r(x, t) iλ

)
= −iλσ3 +Q(x, t), (1.14)
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donde la matriz de Pauli σ3 =

(
1 0
0 −1

)
, Q(x, t) =

(
0 q(x, t)

r(x, t) 0

)
, q(x, t) = u(x, t),

q(x, t) = −r(x, t),

satisfaciendo las siguientes condiciones no nulas:

q(x, t)(r(x, t)) −−−−→
x→±∞

q±(r±) ∀t, (1.15)

q−r− = q+r+ = −b2, b > 0. (1.16)

La evolución temporal está descrita por el siguiente sistema de ecuaciones:

(
v1

v2

)
t

= F (λ)
(
v1

v2

)
, F (λ) =

(
E(λ) B(λ)
C(λ) −E(λ)

)
, (1.17)

donde:
E(λ) = −4iλ3 − 2iλqr + rqx − qrx,
B(λ) = 4λ2q + 2iλqx + 2q2r − qxx,
C(λ) = 4λ2r − 2iλrx + 2qr2 − rxx.

Ahora, derivando (1.12) con respecto a t y exigiendo que λ sea independiente respec-
to a t, encontramos una sucesión de EDPs en la variable u, el potencial incógnita. La
primera de estas EDPs es la ecuación lineal ut + cux = 0, que tiene una solución trivial
u(x, t) = u(x−ct) y la segunda EDP es la ecuación mKdV atractiva: ut+6u2ux+uxxx = 0.
T.Kawata y H.Inoue clarificaron las propiedades analíticas del problema de autovalores
generalizado en el que estamos interesados. Para ello, primeramente T.Kawata y H.Inoue
estudiaron la condición de integrabilidad de las ecuaciones (1.14) y (1.17), dada por:

Gt − Fx +GF − FG = 0, (1.18)

en términos de nuevas variables. Definieron para ello el operador integro-diferencial

L =
1
2i

{
σ3

∂

∂x
+ 2

(
−rIqλ rIr

−qIq qIrλ

)}
, (1.19)

donde, rIqf = r(x, t)
∫ x
−∞ q(y, t)f(y, t)dy, y equivalentemente para el resto de compo-

nentes.

Entonces, la condición de integrabilidad (1.18) puede ser reescrita como:

σ3 ( rtqt ) + 2Ω(L) ( rq ) = 0, (1.20)

donde Ω(λ) = aNλ
N + aN−1λ

N−1 + · · · + a0, donde ak son constantes y los elementos de
F (λ) están definidos por:
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A(λ) = Ω(λ) +
∫ x

−∞
(qC − rB)dy, (1.21)

(
C
D

)
= i

N∑
k=1

λk−1
N−k∑
j=0

aN−jLN−k−j ( rq ) .

De esta forma, T.Kawata y H.Inoue dieron la forma generalizada de las ecuaciones de
evolución no lineales que pueden ser resueltas por el método de scattering inverso con
ecuaciones (1.12) y (1.14). Para N = 3, la ecuación (1.20) se reduce a:

qt +
i

4
a3(qxxx − 6qrqx − 2b2qx) +

1
2
a2(qxx − 2(qr + b2)q)− ia1qx − 2a0q = 0. (1.22)

Algunas de las ecuaciones contenidas en la expresión general (1.22) son:

(i) escogiendo a0 = a2 = 0, a1 = 2ib2, a3 = −4i, r = ∓q, (1.22) se reduce a la ecuación
mKdV real,

qt ± 6q2qx + qxxx = 0.

(ii) escogiendo a0 = a2 = 0, a1 = 2ib2, a3 = −4i, r = ∓q∗, (1.22) se reduce a la ecuación
mKdV compleja,

qt ± 6|q|2qx + qxxx = 0.

(iii) escogiendo a0 = a1 = a3 = 0, a2 = −2i, r = ∓q∗, (1.22) se reduce a la ecuación
Schrödinger No lineal(NLS),

iqt + qxx − 2(∓|q|2 + b2)q = 0.

El siguiente paso en su trabajo es construir las funciones de Jost y los datos de scattering
para el problema de autovalores (1.14) con condición de frontera no nula (1.15), obteniendo
la evolución temporal de los datos de scattering a partir de (1.17).

La matriz G(x, t;λ) se define como

G(x, t;λ) = G(λ)± + ∆G±(x, t;λ),

G(λ)± = ĺımx→±∞G(x, t;λ) ∀t ∈ R,

∆G±(x, t;λ) =

(
0 q(x, t)− q±

r(x, t)− r± 0

)
.
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Las raíces características de G(λ)± son ±iζ, donde ζ =
√
λ2 + b2. Ahora, se diagonaliza la

matriz G(λ)± empleando para ello la matriz

T (λ, ζ)± = ĺımx→±∞ T (λ, ζ;x) =

(
−iq± λ− ζ
λ− ζ ir±

)
,

T (λ, ζ;x) =

(
−iq1(x) λ− ζ
λ− ζ ir1(x)

)
,

donde q1 y r1 son funciones suficientemente diferenciables satisfaciendo (1.15) y (1.16) y
también r1(x)q1(x) = −b2, ∀x ∈ R. De esta forma G(λ)± se reescribe como:

G(λ)± = −iζT (λ, ζ)±σ3[T (λ, ζ)±]−1. (1.23)

A partir de (1.23), T.Kawata y H.Inoue definen las matrices de Jost Φ± como las solu-
ciones de la ecuación (1.14) bajo las condiciones,

Φ±(λ, ζ;x, t) −−−−→
x→±∞

T±(λ, ζ)J(ζx),

donde J(ζx) =

(
e−iζx 0

0 eiζx

)
.

A partir de esto, la matriz de scattering S se define por

Φ−(λ, ζ;x, t) = Φ+(λ, ζ;x, t)S(λ, ζ; t), (1.24)

y ahora usando (1.17),(1.21),(1.23) y (1.24), se obtiene la ecuación de evolución de los
elementos de la matriz de scattering

St + SW− −W+S = 0, S|t=0 = S0, (1.25)

donde S0 está dado por el scattering directo y

W± = ζσ3

N∑
k=1

akλ
k−1 + i(

a0

ζ
)

(
−iλ r±e2iζx

q±e−2iζx iλ

)
.

Si a0 = 0 (como corresponde a la situación para mKdV dada en (i)) la solución de la
ecuación (1.24) es

S(λ, ζ; t) = eW
+tS0(λ, ζ)e−W

−t. (1.26)

En el siguiente paso, T.Kawata y H.Inoue asumen una representación concreta de las
matrices de Jost Φ±,
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Φ±(λ, x) = T±(λ)

(
e−iζx 0

0 eiζx

)
+
∫ x

±∞
K±(x, s)T±(λ)

(
e−iζs 0

0 eiζs

)
ds, (1.27)

donde, recordamos que T±(λ) =

(
−iq± λ− ζ
λ− ζ ir±

)
o en términos de sus componentes para

el caso +

φ+
1 (x, λ) =

(
−iq+ λ− ζ
λ− ζ ir+

)
e−iζx

(
1
0

)
+
∫ x

∞
K±(x, s)

(
−iq+ λ− ζ
λ− ζ ir+

)
e−iζs ( 1

0 ) ds,

(1.28)

φ+
2 (x, λ) =

(
−iq+ λ− ζ
λ− ζ ir+

)
e−iζx

(
0
1

)
+
∫ x

∞
K±(x, s)

(
−iq+ λ− ζ
λ− ζ ir+

)
e−iζs ( 0

1 ) ds.

(1.29)
Sustituyendo (1.27) en (1.14), se obtienen las siguientes tres ecuaciones para K±(x, y), que
nos permiten obtener la expresión explícita del potencial incógnita q en términos de los
elementos de K±:

i) ∂
∂xK

±(x, y) + σ3 · ∂∂yK±(x, y) · σ3 [D±(λ) + iλσ3·]−Q(x)K±(x, y) = 0,

ii) σ3 · ∂∂yK±(x, x) · σ3 −K±(x, x) + ∆D±(x) = 0,

iii) K±(x, y) −−−−→
y→±∞

0.

Por el método de las características para la ecuación i), dados los potenciales q y r, existe
una solución de la ecuación i) que satisface las condiciones dadas por las ecuaciones ii) y
iii). A partir de esto, la representación escogida para Φ± y dada en (1.27) es la adecuada.
Ahora, a partir de i), ii) y iii), el potencial puede ser obtenido de dos formas. Escogiendo,
por ejemplo, el exponente +, una de estas formas es

q2(x, t) = b2 − 2
d

dx
K+

22(x, x), r2(x, t) = b2 − 2
d

dx
K+

11(x, x), (1.30)

y la otra es

q(x, t) = b+ 2K+
12(x, x), r(x, t) = b+ 2K+

21(x, x), (1.31)

donde K+
ij son los elementos de K+ = (K+

1 ,K
+
2 ) =

(
K+

11 K+
12

K+
21 K+

22

)
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En el siguiente paso, T.Kawata y H.Inoue obtienen las ecuaciones integrales para las
matrices de Jost en el plano complejo,

φ+
1 (x, t)eiζx

= T (λ, x)
{

1 + eθ(∞)−θ(x)
}

( 1
0 )− 1

2πi

∫
Γ+

dλ′

λ′−λ
s21(λ′,ζ)
s11(λ′,ζ)T (λ, x)T−1(λ′, x)φ+

2 (λ′, x)eiζ
′x,

(1.32)

φ+
2 (x, t)e−iζx

= T (λ, x)
{

1 + eθ(x)−θ(∞)
}

( 0
1 )− 1

2πi

∫
Γ−

dλ′

λ′−λ
s12(λ′,ζ)
s22(λ′,ζ)T (λ, x)T−1(λ′, x)φ+

1 (λ′, x)e−iζ
′x,

(1.33)
donde Γ± son caminos suficientemente alejados del origen. Entonces, sustituyendo (1.28)
y (1.29) en (1.33) y aplicando el operador 1

4π

∫
B+

ei(y−x)ζ

ζ dλ, y > x, (B+ está suficiente-
mente cerca de los cortes escogidos), sobre las ecuaciones resultantes, se obtiene la ecuación
integral de Gelfand-Levitan, que da la solución de problema de scattering inverso

K+(x, y) · ( 0
1 ) +Hd(x+ y) ( 0

1 )−Hc(x+ y) ( 0
1 )− ∫ +∞

x K+(x, y′)Hd(x+ y′) ( 0
1 ) dy′

+
∫ +∞
x K+(x, y′)Hc(x+ y′) ( 0

1 ) dy′ = 0, y > x,

(1.34)
donde Hd,c denota la parte discreta (d) o continua (c) de H, y están dadas en [IK, p.1728].

Las simetrías que aparecen en la ecuación (1.14) son:

(s1) Las matrices Φ±(λ,−ζ;x) también satisfacen (1.14) y entonces

Φ±(λ, ζ;x) = Φ±(λ,−ζ;x)P±(λ, ζ),

donde P± son matrices constantes dadas por

P±(λ, ζ) = J(ζx)[T±(λ,−ζ)]−1T±(λ, ζ)J(ζx) =
i

λ+ ζ

(
0 r±

−q± 0

)
.

Entonces a partir de la ecuación (1.24), se obtiene

S(λ, ζ) = [P+(λ, ζ)]−1S(λ,−ζ)P−(λ, ζ), (1.35)

o explícitamente,

s11(λ, ζ) = (
q−

q+
)s22(λ,−ζ), s12(λ, ζ) = (

−r−
q+

)s21(λ,−ζ),
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s11(λ,−ζ) = (
q−

q+
)s22(λ, ζ), s12(λ,−ζ) = (

−r−
q+

)s21(λ, ζ). (1.36)

(s2) Se consideran dos casos

s2.i) r(x) = ∓q(x)

S(λ, ζ) = σ∓S(−λ,−ζ)σ∓

K±(x, y) = σ∓K
±(x, y)σ∓ (1.37)

donde σ∓ =

(
0

√∓1
1/
√∓1 0

)
.

Explícitamente,

s11(λ, ζ) = s22(−λ,−ζ), s12(λ, ζ) = −s21(−λ,−ζ),

s11(−λ,−ζ) = s22(λ, ζ), s12(−λ,−ζ) = −s21(λ, ζ). (1.38)

s2.ii) r(x) = ∓q∗(x)

S(λ, ζ) = σ∓S
∗(λ∗, ζ∗)σ∓

K±(x, y) = σ∓[K±(x, y)]∗σ∓

Explícitamente,

s11(λ, ζ) = s∗22(λ∗, ζ∗), s12(λ, ζ) = −s∗21(λ∗, ζ∗)

s∗11(λ∗, ζ∗) = s22(λ, ζ), s∗12(λ∗, ζ∗) = −s21(λ, ζ). (1.39)

1.2.1. Curvas cerradas diferencialmente.

Para conseguir una curva z cerrada y diferenciable, conocida su curvatura k en todo
punto, las condiciones que deben satisfacerse son, en términos del parámetro de arco (la
longitud de la curva L = σ1 − σ0)

0 = z(σ1, 0)−z(σ0, 0) =
∫ σ1

σ0

t(s, 0)ds =
(∫ σ1

σ0

cos(θ(s, 0))ds,
∫ σ1

σ0

sin(θ(s, 0))ds
)
, (1.40)
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∫ σ1

σ0

k(s′, 0)ds′ = 2π, (1.41)

es decir, la condición (1.40) significa que la curva comienza y termina en el mismo punto
y la condición (1.41) significa que el vector tangente t recorre una vuelta completa entre
los puntos inicial y final de la curva.

1.3. Teoría de existencia local para KdV/mKdV: estimaciones
preliminares.

En esta memoria estudiaremos si el siguiente PVI para la ecuación de Gardnervt + vxxx + 6σ(v2)x + 2(v3)x = 0, σ, t, x ∈ R,
v(x, 0) = v0(x),

está local y globalmente bien propuesto para datos inciales v0 en cierto Hs(R), con s por
determinar. Con esta noción incluimos la existencia, unicidad, propiedad de persistencia
(es decir, la solución describe una curva continua en X, siempre que v0 ∈ X) y la depen-
dencia continua de la solución sobre el dato inicial. Con local y global nos referimos a si
la solución está definida en un intervalo temporal finito ∀t ∈ [−T, T ], T <∞ o en toda la
recta ∀t ∈ R, respectivamente.

Recordamos a continuación el espacio de funciones, definido por J.Bourgain en [B],
adaptado al operador lineal ∂t+∂xxx, para el cual se pueden encontrar buenas estimaciones
del término bilineal ∂x(v2) y también del término trilineal ∂x(v3). Para s, b ∈ R, definimos
el espacioXs,b como la compleción del espacio de Schwartz S(R2) con respecto a las normas

||f ||Xs,b =
(∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
(1 + |τ − ξ3|)2b(1 + |ξ|)2s|f̂(ξ, τ)|2dξdτ

)1/2

. (1.42)

Por otra parte, invocamos aquí la definición de la derivada homogénea Ds
xf(x) de una

función f que ya hemos dado en la introducción:

Ds
xf(x) :=

∫ +∞

−∞
(2π|ξ|)se−2iπxξ f̂(ξ)dξ. (1.43)

Presentamos ahora las estimaciones a las que recurriremos en la prueba del teorema de
existencia local del capítulo 4:
sea ψ ∈ C∞0 (R) con ψ ≡ 1 en [−1/2, 1/2] y suppψ ⊆ (−1, 1). Asumiendo que s > 0, b >
1/2, 0 < δ < 1, y el operador libre W (t) dado en (30), tenemos los siguientes lemas:
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Lema 1.3.1. ([KePV3, Lemma 3.1]) Sea s ∈ R, b > 1/2 y 0 < δ < 1. Entonces existe
una constante c > 0 tal que

||ψ(δ−1t)W (t)v0||Xs,b ≤ c δ 1−2b
2 ||v0||Hs . (1.44)

Demostración. Por definición

ψ(δ−1t)W (t)v0 = ψ(δ−1t)
∫

R e
i(xξ+tξ3)v̂0(ξ)dξ =

∫
R e

i(xξ+tξ3)ψ(δ−1t)v̂0(ξ)dξ

= δ
∫

R
∫

R e
i(xξ+tξ3)ei(δ

−1t)(δτ ′)ψ̂(δτ ′)v̂0(ξ)dξdτ ′

= δ
∫

R
∫

R e
i(xξ+tξ3)ei(δ

−1t)(δ(τ−ξ3))ψ̂(δ(τ − ξ3))v̂0(ξ)dξdτ

= δ
∫

R
∫

R e
i(xξ+tτ)ψ̂(δ(τ − ξ3))v̂0(ξ)dξdτ,

es decir

̂(ψ(δ−1t)W (t)v0(x)) = δψ̂(δ(τ − ξ3))v̂0(ξ).

Por tanto,

||ψ(δ−1t)W (t)v0||Xs,b(R) = δ2
∫

R
∫

R(1 + |τ − ξ3|)2b(1 + |ξ|)2s|ψ̂(δ(τ − ξ3))v̂0(ξ)|2dξdτ

=
∫

R(1 + |ξ|)2s|v̂0(ξ)|2
(
δ2
∫

R(1 + |τ − ξ3|)2b|ψ̂(δ(τ − ξ3))|2dτ
)
dξ.

(1.45)
Ahora

δ2
∫

R(1 + |τ − ξ3|)2b|ψ̂(δ(τ − ξ3))|2dτ

≤ δ2
∫

R |ψ̂(δ(τ − ξ3))|2dτ + δ2
∫

R |τ − ξ3|2b|ψ̂(δ(τ − ξ3))|2dτ

≤ δ2δ−1
∫

R |ψ̂(z)|2dz + δ2δ−2b−1
∫

R |z|2b|ψ̂(z)|2dz

≤ c′δ + c
′′
δ1−2b ≤ c′′′δ1−2b,

y esto implica que

(1.45) ≤ c′′′δ1−2b

∫
R

(1 + |ξ|)2s|v̂0(ξ)|2dξ = c
′′′
δ1−2b||v0||2Hs(R).

Lema 1.3.2. Sea s ∈ R, 1/2 < b ≤ 1 y 0 < δ < 1. Entonces existe una constante c > 0
tal que

||ψ(δ−1t)h||Xs,b ≤ c δ 1−2b
2 ||h||Xs,b . (1.46)
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Demostración. ver [KePV3].

Lema 1.3.3. Sea s ∈ R, 1/2 < b ≤ 1 y 0 < δ < 1. Entonces existe una constante c > 0
tal que

||ψ(δ−1t)
∫ t

0
W (t− t′)w(t′)dt′||Xs,b ≤ c δ 1−2b

2 ||w||Xs,b−1 . (1.47)

Demostración. ver [KePV3].

Lema 1.3.4. Sea s ∈ R, 1/2 < b ≤ 1 y 0 < δ < 1. Entonces existe una constante c > 0
tal que

||ψ(δ−1t)
∫ t

0
W (t− t′)w(t′)dt′||Hs ≤ c δ 1−2b

2 ||w||Xs,b−1 . (1.48)

Demostración. ver [KePV4].

1.3.1. El multiplicador [k; Z] de T. Tao.

En esta sección introducimos el multiplicador [k;R] definido por T. Tao (ver [T0]), con
la finalidad de emplearlo para obtener estimaciones bilineales y trilineales necesarias para
lograr el resultado de existencia local que deseamos. En la notación de [T0], sea Z = R.
Entonces para cualquier entero k ≥ 2, denotamos por Γk(Z) el hiperplano

Γk(Z) := {(ξ1, ξ2, . . . , ξk) ∈ Zk : ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξk = 0}, (1.49)

que está dotado con la medida

∫
Γk(Z)

f :=
∫
Zk−1

f(ξ1, . . . , ξk−1,−ξ1 − · · · − ξk − 1)dξ1dξ2 . . . dξk−1.

Un multiplicador [k;Z] se define como cualquier función m : Γk(Z)→ C (introducido por
T.Tao en [T0]). La norma del multiplicador ||m||[k;Z] está definida como la mejor constante
tal que la desigualdad

∣∣∣∣∣∣
∫

Γk(Z)
m(ξ)

k∏
j=1

fj(ξj)

∣∣∣∣∣∣ ≤ ||m||[k;Z]

k∏
j=1

||fj ||L2(Z), (1.50)

se verifica para todas las funciones fj de L2(Z).

Por descomposición diádica de las variables ξj , λj , así como de la función resonante
h(ξ), encontraremos la siguiente norma
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||XN1, N2, N3;H;L1, L2, L3 ||[3;R], (1.51)

donde XN1, N2, N3;H;L1, L2, L3 es el multiplicador

XN1, N2, N3;H;L1, L2, L3 := χ|h(ξ)|∼H

3∏
j=1

χ|ξj |∼Njχ|λj |∼Lj . (1.52)

Teniendo en cuenta las identidades (recordando que estamos en el hiperplano Γ3(Z))

ξ1 + ξ2 + ξ3 = 0

y

h(ξ) + λ1 + λ2 + λ3 = 0,

cuando evaluamos el soporte del multiplicador (1.52), vemos que XN1, N2, N3;H;L1, L2, L3

se anula a menos que

Nmax ∼ Nmed, (1.53)

y

Lmax ∼ máx(H, Lmed). (1.54)

Por otra parte, a partir de la identidad de resonancia (y por estar en el hiperplano
Γ3(Z)),

h(ξ) = ξ3
1 + ξ3

2 + ξ3
3 = 3ξ1ξ2ξ3, (1.55)

podemos asumir que

H ∼ N1N2N3, (1.56)

ya que el multiplicador (1.52) se anula en cualquier otra situación.
Recurriremos a la identidad de Plancherel

Lema 1.3.5. (Plancherel) Sea f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn), n > 0. Entonces f̂ ∈ L2(Rn) y

||f̂ ||L2 = ||f ||L2 . (1.57)

y a los siguientes lemas dados en [T0]:
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Lema 1.3.6. (lema 3.1(Principio de comparación) en [T0]) Si m y M son multiplicadores
[k;Z], y |m(ξ)| ≤ M(ξ), ∀ξ ∈ Γk(Z), entonces ||m||[k;Z] ≤ ||M ||[k;Z]. También si m es un
[k;Z] multiplicador y a1, . . . , ak son funciones de Z a R, entonces

||m(ξ)
k∏
j=1

aj(ξj)||[k;Z] ≤ ||m||[k;Z]

k∏
j=1

||aj ||∞.

Lema 1.3.7. (lema 3.3(Simetría) en [T0]) La norma ||m||[k;Z] es invariante bajo per-
mutación de los índices ξ1, . . . , ξk.

Lema 1.3.8. (lema 3.7(composición y estimación TT ∗) en[T0]) Si k1, k2 ≥ 1 y m1,m2

son funciones definidas sobre Zk1 y Zk2 respectivamente, entonces

||m1(ξ1, . . . , ξk1)m2(ξk1+1, . . . , ξk1 + ξk2)||[k1+k2;Z]

≤ ||m1(ξ1, . . . , ξk1)||[k1+1;Z]||m2(ξ1, . . . , ξk2)||[k2+1;Z].
(1.58)

Como caso especial se verifica la identidad TT ∗

||m(ξ1, . . . , ξk)m(−ξk+1, . . . ,−ξ2k)||[2k;Z] = ||m(ξ1, . . . , ξk)||2[k+1;Z], (1.59)

para todas las funciones m : Zk → R.

Por otra parte, si m es un multiplicador [k;Z] y 1 ≤ j ≤ k, definimos el j−soporte de
m, suppj(m) ⊂ Z, como el conjunto

suppj(m) := {ηj ∈ Z : Γk(Z; ξj = ηj) ∩ supp(m) 6= ∅}.

De forma general, si J es un subconjunto no vacío de índices {1, . . . , k}, definimos el
conjunto suppJ(m) ⊂ ZJ por

suppJ(m) :=
∏
j∈J

suppj(m). (1.60)

Observar que supp{1,...,k}(m) puede ser mucho más grande que supp(m). Con estas defini-
ciones podemos enunciar el siguiente lema.

Lema 1.3.9. (lema 3.11(Test de Schur) en [T0]) Sean J1, J2 dos subconjuntos disjun-
tos, no vacíos de {1, . . . , k} y A1, A2 > 0. Supongamos que (mα)α∈I es una colección de
multiplicadores [k;Z] tal que

card{α ∈ I : ξ ∈ suppJs(mα)} ≤ As,
para todo ξ ∈ ZJs y s = 1, 2.
Entonces
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||
∑
α∈I

mα||[k;Z] ≤ (A1A2)1/2 sup
α∈I
||mα||[k;Z].

En particular, en el caso de que mα sean no negativos y A1, A2 ∼ 1, entonces tenemos la
siguiente estimación ortogonal

||
∑
α∈I

mα||[k;Z] ∼ sup
α∈I
||mα||[k;Z]. (1.61)

Necesitaremos la siguiente estimación del multiplicador norma (1.51) para la ecuación
KdV en el caso no periódico, dada en [T0].

Lema 1.3.10. (ver la prop.6.1 en [T0]) Sean H, N1, N2, N3, L1, L2, L3 > 0 satisfa-
ciendo (1.53), (1.54) y (1.56). Entonces

Si Nmax ∼ Nmin y Lmax ∼ H, se verifica que

(1.51) . L
1/2
minN

−1/4
max L

1/4
med. (1.62)

Si N2 ∼ N3 � N1 , se verifica que

(1.51) . L
1/2
minN

−1
maxmin(H,

Nmax

Nmin
Lmed)1/2. (1.63)

En los demás casos,

(1.51) . L
1/2
minN

−1
maxmin(H,Lmed)1/2. (1.64)
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Capítulo 2

Métodos numéricos y convergencia
de simulaciones a tiempos largos
para la mKdV

Sumario. Este capítulo está dedicado a exponer los resultados numéricos que hemos
obtenido en nuestro estudio de la ecuación mKdV geométrica. Para ello estudiamos el com-
portamiento/la convergencia a la solución a tiempos largos de los métodos pseudo-espectrales
de colocación y los de diferencias finitas, para decidir cúal de ellos será más adecuado para
realizar simulaciones de estructuras conservadas, tipo solitón y breather, mediante el flujo
geométrico de la mKdV atractiva.
Para ello, tomando como dato inicial la solución inestable polo doble de la mKdV atractiva,
observamos que los esquemas numéricos donde la preservación de ciertas cantidades ha sido
impuesta en la evolución, tales como la versión discreta de la masa, la norma L2 o la energía
de una función, son mucho más robustos en las simulaciones a tiempo largo que aquellos
esquemas que sólo tienen en cuenta el orden de consistencia del método para acotar el error
local.

2.1. Introducción

En este capítulo estudiamos desde un punto de vista numérico soluciones tipo breather
de la ecuación mKdV atractiva en 1 + 1 dimensiones, (x, t) ∈ R× [0, T ],{

∂tu+ ∂3
xu+ 2∂x(u3) = 0, x ∈ R,

u(x, 0) = u0(x),
(2.1)

donde los subíndices (.)t = ∂t y (.)x = ∂x representan respectivamente, derivadas parciales
con respecto al tiempo y al espacio y donde asumimos soluciones de soporte compacto,

Las soluciones tipo onda viajera de una joroba o extremo diferenciado, se pueden en-
contrar fácilmente integrando directamente la EDO que resulta cuando se buscan este tipo

41
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de soluciones para la mKdV y también se pueden encontrar mediante el método de scat-
tering inverso, cuando se escoge un único polo del coeficiente de reflexión localizado en el
eje imaginario. Estos solitones están dados explícitamente por

u(x, t) = β sech(β(x− β2t+ x0)), (2.2)

con β ∈ R y en donde hemos incluido la invariancia por traslaciones mediante el parámetro
x0 ∈ R. Como podemos comprobar la onda viajera se propaga hacia la derecha con ve-
locidad β2. Soluciones tipo onda viajera pero con más de una joroba también pueden ser
construidas y por medio del método de scattering inverso pueden ser encontradas cuando se
escoge más de un polo del coeficiente de reflexión en el eje imaginario. Cuando estos polos
son diferentes, las soluciones generadas representan dos extremos diferenciados o jorobas
(hacia arriba o hacia abajo, dependiendo del signo global) de diferentes alturas. Por tan-
to, estos extremos diferenciados viajan a diferentes velocidades y colisionan de forma casi
elástica, ver por ejemplo [La]. Es particularmente interesante el caso degenerado, cuando
tenemos sólo un polo del coeficiente de reflexión, pero este es doble. En este capítulo nos
dedicaremos a estudiar este caso, considerando las soluciones tipo polo doble, soluciones
que evolucionan asintóticamente en el tiempo como dos jorobas iguales, una hacia arriba y
otra hacia abajo, ver Fig 2.1(b). Observamos además, que las simulaciones numéricas que
aproximan a este tipo de soluciones generan una gran variedad de resultados dependiendo
de método numérico escogido y no todos ellos son satisfactorios para representar la evolu-
ción.

Otra familia relevante de soluciones es la formada por los breathers, que representamos
en la figura 2.1(a). Fueron obtenidos primeramente por M.Wadati en [W] y describen pulsos
oscilantes que no se dispersan en su evolución. Están determinados, salvo traslaciones en
espacio y tiempo, por dos parámetros reales (α, β), que corresponden a la frecuencia y a
la amplitud del pulso, respectivamente. La velocidad de fase está dada por 3β2 − α2, y la
velocidad de grupo por β2 − 3α2, α > 0, de tal forma que para α grande respecto a β, el
pulso se propaga hacia la izquierda con velocidad 3α2. De hecho, en este caso de β/α� 1,
la solución breather se puede aproximar por

u(x, t) ≈ −2
β2

α
sin[α(x− (3β2 − α2)t)] sech[β(x− (β2 − 3α2)t)]. (2.3)

El enfoque de M.Wadati para obtener este tipo de soluciones está basado en el método de
scattering inverso. En este método, las soluciones breather se caracterizan por que los polos
del coeficiente de reflexión se escogen de forma simétrica con respecto al eje imaginario, y
están dados por ±α+ iβ. Esta familia de soluciones, en el límite α� β, fueron empleadas
por C.Kenig, G.Ponce y L.Vega en [KePV1] para probar la discontinuidad de la aplicación
flujo asociada a la mKdV en espacios de Sobolev Hs, de funciones con s derivadas en
L2(R). Esta carencia de continuidad procede del hecho de que dos breathers con diferentes
velocidades pueden estar muy cerca a tiempo cero en una norma Hs pero, ya que estos no
se dispersan, se separarán eventualmente dando lugar a una gran diferencia de sus normas
Hs en tiempos mayores que cero. La clave está en que el tiempo de separación puede ser
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hecho arbitrariamente pequeño tomando α suficientemente grande. El umbral para esta
ausencia de continuidad se da para s = 1/4, que es un índice óptimo.

HaL

-20 -10 10 20
x

-2

-1

1

2
u

t=0
t=50

t=5000

HbL

-20 -10 10 20
x

-2

-1

1

2
u

Figura 2.1. (a) Solución tipo breather de mKdV a t=0 para α = 7 y β = 1. (b) Solución polo doble para β = 1

a: t = 0 (línea sólida), t = 50 (línea a rayas) y t = 5000 (línea a puntos), después de una traslación al origen
de cordenadas para mostrar la separación logarítmica en tiempo.

Una cuestión que surge de manera natural a partir de las observaciones realizadas son
las propiedades de estabilidad de estas soluciones breather cuando α es grande respecto a
β. Debido a las grandes oscilaciones del pulso, los métodos numéricos basados en esquemas
de diferencias finitas no parecen apropiados y veremos después que éste es efectivamente el
caso. Sin embargo, la transformada de Fourier del pulso está altamente concentrada alrede-
dor de la frecuencia α, y por tanto esto nos sugiere que los métodos pseudo-espectrales
parecerían ser mucho más naturales en este caso ([abe80] y [delahoz09]). Veremos en las
siguientes secciones que son de hecho muy robustos.

Uno podría preguntarse qué ocurre cuando se emplea el método de diferencias finitas
para α pequeño. Notar que la solución es analítica y que la teoría de existencia local para
el problema de Cauchy disponible (ver [KePV2]) nos permite concluir que la regularidad
se preserva a lo largo del flujo y en principio uno no debería esperar que alguna inestabili-
dad pudiera surgir cuando estamos cerca del caso degenerado α = 0. La razón es obvia
y simple. Por una parte la solución polo doble puede ser obtenida a partir de la solución
del 2-solitón cuando los polos tienen partes reales nulas y las partes imaginarias tienden
al mismo valor. Por otra parte, la solución polo doble puede también ser obtenida [OW]
tomando el límite de la solución breather cuando α va a cero.

La principal propuesta de este capítulo es comprobar que estas inestabilidades numéri-
cas ocurren y que incluso métodos numéricos como los pseudo-espectrales y los de difer-
encias finitas con un orden alto de consistencia fallan cuando las simulaciones temporales
son suficientemente largas. En el caso de diferencias finitas, presentado en la sección 2.4,
pág.50, hemos usado dos discretizaciones espaciales con diferentes invariantes discretos
asociados a cada una de ellas, para destacar que la solución numérica correspondiente a
los dos polos se rompe a partir de la solución correcta y escoge una de las dos posibles
ramas, sea la de dos solitones independientes o la del breather. Es interesante observar
que el método pseudo-espectral, estudiado en la sección 2.3 (página 46), es mucho más
eficiente y captura incluso la separación logarítmica de los dos extremos diferenciados de
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la solución polo doble que ocurre para tiempos mucho más largos que para los esque-
mas de diferencias finitas, pero la elección de un bajo número de armónicos o un gran paso
temporal puede dar lugar también a un comportamiento erróneo, incluso para este método.

En la literatura se encuentra que la precisión de las soluciones numéricas está directa-
mente relacionada con el orden de consistencia del enfoque numérico utilizado. Por ejemplo,
la inestabilidad dinámica de las soluciones breather de mKdV así como la estabilidad de la
solución polo doble fue estudiada numéricamente para intervalos de tiempo razonablemente
largos en [KKS2]. La convergencia de los métodos sólo garantiza buena aproximación para
simulaciones de tiempo cortas. Pero estas limitaciones pueden ser superadas forzando la
evolución constante de algunas cantidades, que son el equivalente discreto de las leyes de
conservación de la ecuación continua, como la integral, la norma L2 o la energía.

Existen varios trabajos relativos a la estabilidad del solitón de una joroba de mKdV.
También se ha realizado algún progreso en el caso de los multisolitones cuando los extremos
están ampliamente separados unos de otros e incluso más recientemente sobre la colisión
de dos solitones, uno rápido y estrecho y otro lento y ancho (ver [MarMe1] y [MarMe2]).
Sin embargo, muy poco se conoce en el caso considerado en este capítulo. Las técnicas
analíticas disponibles no parecen aplicarse a este caso [T1]. En este capítulo aportamos
evidencias numéricas que apoyan la dificultad del problema.

2.2. Condición inicial

Estudiaremos algunas soluciones particulares que se anulan en infinito, de la ecuación
modificada de Korteweg-de Vries (2.1)en 1+1 dimensiones, (x, t) ∈ R× [0, T ],

ĺım
x→±∞

u(x, t) = 0. (2.4)

Estamos interesados en la familia biparamétrica de soluciones breather que fueron obtenidas
por vez primera por M.Wadati en [W]. Pueden ser escritas como

u(x, t) = 2β · sech [β (x+ γt)]×
cos [Φ(x, t)]−

(
β

α

)
sin [Φ(x, t)] tanh [β(x+ γt)]

1 +
(
β

α

)2

sin2 [Φ(x, t)] sech2 [β(x+ γt)]
(2.5)

con γ = 3α2 − β2, δ = α2 − 3β2 y Φ(x, t) = α(x+ δt)− tan−1(β/α).

También pueden ser escritas de forma más compacta como

u(x, t) = 2∂x tan−1

[
G(x, t, α, β)
F (x, t, α, β)

]
(2.6)
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con las funciones auxiliares F (x, t, α, β) y G(x, t, α, β) dadas por
F (x, t, α, β) = cosh

(
β
(
3tα2 − tβ2 + x

))
,

G(x, t, α, β) =
β sin

(
α
(
x+ t

(
α2 − 3β2

))− tan−1
(
β
α

))
α

.
(2.7)

Observar que a partir de esta expresión se sigue directamente que∫ ∞
−∞

u(x, t) dx = 0, (2.8)

en concordancia con las soluciones del problema de valor inicial (2.1), que alcanzan las
condiciones de frontera (2.4). Sus perfiles corresponden a un breather con velocidad de
grupo −γ = β2 − 3α2 cuando α 6= 0, (ver Fig. 2.1(a), pág.43) que degenera a la solución
polo doble cuando α = 0, (ver Fig. 2.1(b), pág.43). Este segundo caso es interesante por
que se comporta asintóticamente como un par de solitones independientes de la ecuación
mKdV (2.1), uno hacia arriba y otro hacia abajo,

u(x, t) =
4β
(
cosh

(
βx− β3t

)
+ β

(
3β2t− x) sinh

(
βx− β3t

))
2 (βx− 3β3t)2 + cosh (2βx− 2β3t) + 1

(2.9)

Esta solución polo doble tiene tres extremos locales, con uno de ellos decayendo a 0 asin-
tóticamente en tiempo. Los otros dos extremos se separan con una distancia l(t) que se
convierte en logarítmicamente grande en tiempo, cuando el parámetro temporal t es sufi-
cientemente grande [W].

l(t) ≈ 2 log[4β3 · t]
β

, t >> 1. (2.10)

Podemos deducir este resultado fácilmente teniendo en cuenta la convergencia puntual
a 0 de la función (2.9), cuando el tiempo va a ∞, y comprobando la posición donde la
derivada de la exponencial dominante se anula. La propiedad (2.10) nos será de utilidad
para comprobar la precisión de los métodos numéricos empleados para t grande.
Una de las propiedades más importantes de este tipo de ecuaciones en derivadas parciales
es la existencia de infinitas leyes de conservación. Por ejemplo en el caso de la ecuación
mKdV en la recta real x ∈ Ω = R, integrando por partes es fácil comprobar que la media
I(u) en espacio de la función incógnita u, la masa ‖u‖2 que está dada por su norma L2 y
la energía E(u) que definimos abajo, son preservadas a lo largo del tiempo.

I(u) =
∫

Ω
u(x, t) dx,

‖u‖2 =
∫

Ω
u2(x, t) dx,

E(u) =
∫

Ω

[
u4(x, t)− u2

x(x, t)
]

dx.

(2.11)

En este capítulo mostraremos mediante experimentos computacionales, que los esquemas
numéricos donde la preservación de algunas de estas leyes de conservación (2.11) han sido
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impuestas, son mucho más robustos en simulaciones a tiempos largos que los esquemas que
sólo tienen en cuenta el orden de consistencia del método para acotar el error local. Los
datos numéricos han sido comparados con la solución analítica exacta correspondiente a
las expresiones (2.5) y (2.9) para medir su precisión. En la práctica, la condición inicial
proporcionada por las medidas experimentales, las cuales son investigadas numéricamente,
pueden diferir de las soluciones tipo onda viajera (2.5) y (2.9), y el uso de un esquema
numérico potente es esencial de cara a proporcionar buenas aproximaciones de las corres-
pondientes soluciones para experimentos a tiempo largos.

Debido al hecho de que la condición inicial tipo polo doble (2.9) es muy regular y
no hay oscilaciones presentes, ambos tipos de métodos parecen apropiados a priori, para
simular su evolución. Por otra parte, cuando se considera la condición inicial altamente
oscilante (2.5), postulamos que el método pseudo-espectral será más potente puesto que
un número aceptable de armónicos pueden representar la forma de la solución, con una alta
precisión. En este caso los métodos de diferencias finitas necesitan un número de nodos
demasiado alto para generar una aproximación aceptable de la solución, y el error global
de la aproximación numérica aumentará exponencialmente debido a la gran constante de
Lipschitz inducida por las oscilaciones del pulso.

2.3. Método pseudoespectral

Como regla general, los métodos pseudo-espectrales de colocación, [GotO] y [Guo], son
muy apropiados para aproximar las soluciones breather y ondas viajeras de una ecuación
en derivadas parciales. El perfil oscilante de una función y de sus derivadas puede ser re-
producido con gran precisión por un conjunto manejable de armónicos [FW]. Debido a las
limitaciones de la discretización práctica en espacio, el eje real R ha sido sustituido por un
intervalo espacial suficientemente largo Ω = [−L,L] ([−40, 40] en las simulaciones numéri-
cas) y las condiciones de frontera (2.4) por las correspondientes condiciones periódicas

u(−L) = u(L), ux(−L) = ux(L). (2.12)

Estas condiciones sugieren el uso de una base ortonormal de funciones exponenciales com-
plejas periódicas, {φj(x) = eiωjx}, con wj = 2πj/(2L), j ∈ Z. El desarrollo en serie de
Fourier de una función u(x, t) ∈ L2 está definido por

u(x, t) =
∞∑

j=−∞
ûj(t)φj(x), donde ûj(t) =

1
2L

∫ L

−L
u(x, t)φj(x) dx. (2.13)

La condición de finitud requerida por el esquema numérico nos sugiere reemplazar la
expresión infinta (2.13) a tiempo inicial, u(x, 0) por la serie truncada

u(x, 0) =
N/2−1∑
j=−N/2

Û (0)
n ei

2πjn
N , (2.14)
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Figura 2.2. Izquierda: separación teórica l(t) de las jorobas de la solución polo doble para β = 1 (línea sólida)
frente a la aproximación pseudo-espectral para un paso temporal ∆t = 10−3 y simulaciones realizadas con un
diferente número de puntos de colocación N = 28 (puntos), N = 29 (línea delgada a rayas) y N = 210 (línea
gruesa a rayas). Derecha: evolución de las cantidades discretas L1,L2,L3 para N = 29(línea delgada a rayas)
y N = 210(línea gruesa a rayas).

donde los coeficientes de Fourier discretos son calculados por la fórmula de cuadratura en
los puntos equidistantes xn = 2nL/N, n = −N/2, . . . , N/2− 1,

Û
(0)
j =

1
N

N/2−1∑
n=−N/2

u0(xn)e−i
2πjn
N . (2.15)

La ventaja de esta aproximación es que puede ser acelerada notablemente por medio
del algoritmo FFT (Fast Fourier Transform) cuando se toman un número de puntos
N = 2q, q ∈ N. En nuestro trabajo hemos realizado simulaciones para N = 28, N = 29 y
N = 210, para comprobar la precisión de la discretización y la robustez del método. Estos
cálculos han sido ejecutados por una subrutina FORTRAN proporcionada por el almacén
Netlib. Algunos autores [BeKV, DuZ, MuE] separan las partes lineales y las no lineales
del lado de la derecha de la ecuación (2.1) y posteriormente ellos introducen un factor
integrante exponencial en la solución para dominar a la parte lineal. La ventaja de esta
reducción es que el único término que es discretizado por la transformada de Fourier o
por diferencias finitas es el término no lineal y su norma tiene orden O(N) y no O(N3).
En este contexto la mencionada estrategia no produciría una mejora significantiva en los
resultados por que el número de ondas de las funciones de la base ortogonal empleadas para
aproximar las soluciones no es necesariamente alto. La situación es radicalmente diferente
cuando investigamos soluciones que implican oscilaciones con altas frecuencias, entonces
es realmente interesante evitar el cálculo de las derivadas de la parte lineal, usando la
mencionada técnica del factor integrante.

Sea U (0) = (U (0)
−N/2, ..., U

(0)
N/2−1)t, donde U (0)

j = u0(xj), el vector que almacena el da-
to inicial, y U (k) ≈ u(tk) las aproximaciones sucesivas de la solución a tiempo tk. En-
tonces, la transformada discreta de Fourier puede ser considerada como un operador lineal
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Figura 2.3. Izquierda: lo mismo que en Fig 2.2 para β = 1, N = 29 y diferentes tamaños de paso temporal,
∆t = 10−2 (puntos), ∆t = 10−3 (línea delgada a rayas) y ∆t = 10−4 (línea gruesa a rayas). Derecha: Izquierda:
lo mismo que en Fig 2.2 para ∆t = 10−2 (puntos), ∆t = 10−3 (línea delgada a rayas) y ∆t = 10−4 (línea
gruesa a rayas).

Û (k) = FU (k) representado por una matriz N ×N de Vandermonde F ,
con componentes Fj,n = θ(j−

N
2
−1)(n−N2 −1) y θ = e−i2π/N .
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Figura 2.4. Izquierda: velocidad de grupo del breather aproximado (α = 5 y β = 1) frente a v = 3α2−β2 = 74

para ∆t = 10−3 y N = 28 (puntos), N = 29 (línea delgada a rayas) y N = 210 (línea gruesa a rayas). Derecha:
evolución de las cantidades discretas L1,L2,L3 para N = 29(línea delgada a rayas) y N = 210(línea gruesa a
rayas).

Teniendo en cuenta la ortogonalidad 〈φj , φl〉 = δij de las funciones periódicas φj en
L2[−π, π], y la forma de sus derivadas espaciales, φ′j(x) = iωjφj(x), sustituimos el desa-
rrollo (2.13) en las soluciones de la ecuación mKdV (2.1), y resulta el siguiente sistema de
EDOs {

∂tûj(t) = i
[
ω3
j ûj(t)− 2ωj v̂j(t)

]
, j = −N

2 , ...,
N
2 − 1,

û(0) = Fu(x, 0),
(2.16)

donde v̂ = Fv representa la transformada de Fourier del término no lineal v = u3. Susti-
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Figura 2.5. Izquierda: velocidad de grupo del breather aproximado (α = 5 y β = 1) frente a v = 3α2−β2 = 74

para ∆t = 10−3 y N = 29 (puntos), ∆t = 10−4 (línea delgada a rayas) y ∆t = 10−5 (línea gruesa a rayas).
Derecha: evolución de las cantidades discretas L1,L2,L3 para N = 29(línea delgada a rayas) y N = 210(línea
gruesa a rayas).

tuyendo la solución continua u y v respectivamente por los vectores N -dimensionales U y V
de los valores en los puntos de colocación en (2.16), obtenemos la representación matricial

∂tFU = − [D3FU + 2DFV ] , (2.17)

donde aquí D es una matriz diagonal con componentes djj = iωj y representa la diferen-
ciación espacial. Considerando el operador lineal antisimétrico J = F−1DF , donde J t =
−J , la relación previa (2.17) corresponde a la ecuación de movimiento del sistema hamil-
toniano definido por

Hp(U) =
1
2

|JU |2 − N∑
j=1

U4
j

 . (2.18)

Esta observación sugiere que las leyes de conservación lineales y cuadráticas (2.11) podrían
ser preservadas a lo largo del tiempo usando un integrador simpléctico en tiempo, como
la regla implícita del punto medio, junto con el método pseudo-espectral. Postulamos que
la propiedad anterior conducirá a una mejora del intervalo temporal donde la solución
numérica se acerca a la exacta.

Sea Û (k) la transformada de Fourier discreta de U (k), entonces la regla del punto medio
aplicada a la discretización pseudo-espectral de la ecuación (2.17) es como sigue,

Û (k+1) = Û (k) −∆t
(
D3Û(k+ 1

2) + 2DV̂ (k+ 1
2)
)
, (2.19)

donde Û(k+ 1
2) = (Û (k) + Û (k+1))/2, V̂ (k+ 1

2) = (V̂ (k) + V̂ (k+1))/2 son los vectores interpo-
lados. Poniendo juntos los términos Û (k+1) en el lado izquierdo de la ecuación (2.19), la
norma del funcional asociado al esquema de punto fijo se reduce considerablemente. Tam-
bién, proporciona una implementación exitosa para pasos de tiempo de tamaño ∆t ≈ 10−3
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implicando un bajo coste computacional. Obtenemos por tanto

Û (k+1) =
(

I +
∆t
2
D3

)−1 [(
I− ∆t

2
D3

)
Û (k) − 2∆tDV̂ (k+ 1

2)
]
. (2.20)

Observar que la matriz
[
I− (∆t/2)D3

]
es diagonal y su inversión se hace de forma directa.

Las partes real e imaginaria del sistema (2.20) están separadas en ecuaciones diferentes
para la implementación práctica.

En las simulaciones numéricas, hemos encontrado un comportamiento regular muy largo
de la condición inicial polo doble. Las figuras (2.2) y (2.3) muestran la evolución logarít-
mica en tiempo de la distancia de separación entre los extremos diferenciados principales
de las soluciones aproximadas (2.10) con respecto a la distancia exacta l(t). El incremento
del número de puntos de N = 29 a N = 210 no mejora tanto la precisión como sí lo hace la
reducción del paso temporal de ∆t = 10−3 a ∆t = 10−4 que proporciona un buen ajuste
con la solución exacta. Sólo cuando el número de armónicos es demasiado bajo, N = 28

entonces la condición inicial polo doble se puede romper en dos solitones independientes
(2.2) como se observa en la trayectoria a puntos de la Fig. (2.2), donde su comportamiento
lineal corresponde a la diferencia constante de velocidades de las dos jorobas principales
de la solución.

Los resultados para condiciones iniciales tipo breather con α = 5 como oscilación
interna han sido resumidas en las Figs. (2.4) y (2.5). La elección de restricciones relajadas
sobre los pasos en tiempo y espacio ∆t > 10−3 o N < 29 deshace el daño de la solución
numérica y la correspondiente aproximación de las leyes de conservación de la ecuación
continua (2.11). Sin embargo condiciones no muy caras para el esquema (2.20) como ∆t ≈
10−4 o N = 29, garantizan un comportamiento muy preciso y la conservación de (2.11)
durante largos intervalos de tiempo, t ∈ [0, 500], como puede ser observado en las Figs.
(2.4) y (2.5).

2.4. Métodos de diferencias finitas y algunos invariantes dis-
cretos

Un amplio número de artículos han aparecido en los últimos años investigando la pre-
cisión de los métodos de diferencias finitas Refs. [Sha], [HelM1], [HelM2] aplicados a ecua-
ciones en derivadas parciales dispersivas y no lineales y comparándolas con otro tipo de
esquemas discretos como el pseudo-espectral o la descomposición de Adomian. En esta
sección no pretendemos desarrollar un análisis profundo y detallado de la precisión de
estos métodos ni discutir las ventajas o inconvenientes con respecto a los métodos pseudo-
espectrales. El objetivo de esta sección es presentar evidencias de la conexión entre la
conservación de algunos invariantes del esquema discreto y la mejora de la convergencia
del método numérico a la solución exacta, evitando el comportamiento erróneo de convertir
un tipo de solución introducida en la sección 2.2 a otro tipo.
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Para implementar un método numérico que aproxime la solución del problema de valor
inicial (2.1), primero definimos una malla espacial discretizada de puntos

xn = −L+ n∆x, n = 1, ..., N,

y el correspondiente vector con la aproximación a la solución en dichos puntos, U(t) =
(U1(t), . . . , UN (t)), donde Un(t) ≈ u(t, xn). Sea M(u) = Su+ B(u) el operador diferencial
que concentra las derivadas espaciales de la ecuación mKdV (2.1), donde asumimos como
parte lineal S(u) = ∂3

x(u) y como la parte no lineal B(u) = 3u∂x(u2) = 2∂x(u3). Hay
varias elecciones posibles para un operador en diferencias finitas MN(·) = −SN(·)−BN(·)
que aproxima M(·) con diferentes órdenes de consistencia. La evolución temporal de las
componentes del vector U están gobernadas por el siguiente sistema de EDOs

∂tU = MN(t, U), (2.21)

proporcionadas por las condiciones de frontera periódicas (2.12) en [−L,L], que pueden
ser escritas como

Un+jN = Un, ∀j ∈ Z, 0 ≤ n < N. (2.22)

La precisión de la aproximación numérica U con respecto a la solución exacta u depende
del orden de consistencia del operador MN(·), que consiste en la suma de algunas matrices
a bandas adecuadas. Definimos primero la matriz de diferencias hacia adelante D+

1 , en
la cual las únicas componentes no nulas en cada fila son di,i+1 = 1/∆x = −di,i, i =
1, . . . , N y dN,1 = 1/∆x en las esquinas debido a las condiciones periódicas. Representa
una aproximación de la derivada espacial ∂xu ≈ D+

1U , de primer orden, O(∆x). Usando
la expresión de la matriz D+

1 podemos definir las aproximaciones discretas clásicas de las
derivadas sucesivas:

1. Diferencias hacia atrás, D−1 = −(D+
1 )T , que aproxima ∂x con orden O(∆x).

2. Diferencias centrales, Dc
1 = (D+

1 + D−1 )/2, que aproxima ∂x con orden O(∆2x).

3. Diferencias centrales, Dc
2 = D+

1 ·D−1 , que aproxima ∂2
x con orden O(∆2x).

4. Diferencias centrales, Dc
3 = Dc

1 ·Dc
2, que aproxima ∂3

x con orden O(∆2x).

Es directo comprobar que Dc
1 y Dc

3 son matrices antisimétricas y Dc
2 es una matriz

simétrica. Esta observación será importante para garantizar la conservación de algunos
invariantes de los esquemas discretos a lo largo del tiempo. Ahora escribimos la parte
lineal como

SNU = Dc
3U. (2.23)

Sin embargo la parte no lineal BN(U) admite algunas reescrituras alternativas como

B1
N(U) = 2Dc

1U
3 or B2

N(U) = 3UIDc
1U

2. (2.24)

Aquí los vectores U2 y U3 están definidos respectivamente por U2 = (U2
1 , . . . , U

2
N ) y

U3 = (U3
1 , . . . , U

3
N ) y la matriz UI es una matriz diagonal con componentes uii = Ui.
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De ahora en adelante suprimiremos la dependencia t en la notación de MN debido a la
estructura autónoma de la ecuación mKdV.
A continuación, escogeremos un esquema numérico para la discretización temporal, donde
U

(k)
n ≈ u(xn, tk) aproxima la solución exacta a tiempo tk.

Como ya hemos mencionado en la sección previa, el uso de un integrador simpléctico en
el paso temporal hacia adelante es conveniente para estos tipos de ecuaciones de evolu-
ción. Estos preservan los invariantes lineales y cuadráticos de la ecuación continua has-
ta donde permite el orden de consistencia del método numérico ([SV], [HLW]). Debido
a esto, usamos la regla del punto medio implícita que evalúa el flujo de la ecuación
Mr

N(U) = −SNU − Br
N(U), r = 1, 2, en el vector U(k+ 1

2) = (U (k) + U (k+1))/2 local-
izado entre las aproximaciones en tk y tk+1,

U (k+1) = U (k) + ∆tMr
N

(
U(k+ 1

2)
)

= U (k) −∆t
(
SNU

(k+ 1
2) + Br

N

(
U(k+ 1

2)
))

, r = 1, 2.
(2.25)

Estos son finalmente los dos esquemas numéricos implícitos en diferencias finitas que van
a ser analizados.

2.4.1. Análisis de la convergencia

Los esquemas en diferencias finitas propuestos anteriormente serán C-estables ([SV])
si la norma logarítmica de los Jacobianos, µ2

(
Mr

N
′(U)

)
, r = 1, 2, está acotada inde-

pendientemente del espaciado del mallado de los operadores de evolución para cada U

perteneciente al segmento entre Uk+ 1
2 y u(x, t + ∆t/2). En ambos casos, considerados en

(2.25), esta norma está acotada por µ2

(
Mr

N
′(U)

) ≤ máxn(U
k+ 1

2
n )2. En [KePV2] se prueba

que en el caso continuo esto es cierto para condiciones iniciales U0 en L∞.
Para probar la C-estabilidad de este método implícito consideramos dos diferentes con-
juntos de aproximaciones {U (k)}k≥0 y {Ũ (k)}k≥0, asociadas a dos tipos de condiciones
iniciales ligeramente diferentes, y una cota para los cuadrados de las soluciones numéricas

|(U(k+ 1
2)

n )2| < µ, para todo k ≥ 0. Entonces

U (k+1) − Ũ (k+1) = U (k) − Ũ (k) + ∆t
(
Mr

N

(
U(k+ 1

2)
)
−Mr

N

(
Ũ(k+ 1

2)
))

. (2.26)

Ahora multiplicando la expresión (2.26) por (U(k+ 1
2) − Ũ(k+ 1

2)), y aplicando el teorema
del valor medio a Mr

N, uno obtiene que

1
2‖U (k+1) − Ũ (k+1)‖2 = 1

2‖U (k) − Ũ (k)‖2+

∆t
(
Mr

N

(
U(k+ 1

2)
)
−Mr

N

(
Ũ(k+ 1

2)
))(

U(k+ 1
2) − Ũ(k+ 1

2)
)
≤

1
2‖U (k) − Ũ (k)‖2 + ∆tµ‖U(k+ 1

2) − Ũ(k+ 1
2)‖2.

(2.27)

Usando la desigualdad triangular y la desigualdad de Cauchy-Schwartz, deducimos que

‖U (k+1)−Ũ (k+1)‖ ≤ ‖U (k)−Ũ (k)‖2 +
∆tµ

2

(
‖U (k+1) − Ũ (k+1)‖+ ‖U (k) − Ũ (k)‖

)2
. (2.28)
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Para finalizar la prueba de la C-estabilidad, consideramos la relación

‖U (k+1) − Ũ (k+1)‖ ‖U (k) − Ũ (k)‖ ≤ máx{‖U (k+1) − Ũ (k+1)‖2, ‖U (k) − Ũ (k)‖2}, (2.29)

y ahora podemos tomar factor común de algunos términos para concluir que

‖U (k+1) − Ũ (k+1)‖ ≤
√

1 + µ∆t/2
1− 3µ∆t/2

‖U (k) − Ũ (k)‖, 0 ≤ 3µ∆t/2 < 1. (2.30)

La consistencia del esquema completo después de un paso en tiempo se prueba siguiendo
a [SV] definiendo Û (k+1) = Û (k+1) + ∆tMr

N(Ũ(k+ 1
2)) como la solución numérica a tiempo

tk+1 siendo Û (k) = u(tk) la solución exacta. Entonces, el error global es

β(tk+1) = Û (k+1) − u(tk+1) (2.31)

Definiendo los errores de truncatura correspondientes a la regla del punto medio y la regla
del trapecio respectivamente como

d1(tk+1) = u(tk)− u(tk+1) + ∆tMr
N

(
u(tk) + u(tk+1)

2

)
,

d2(tk+1) = u(tk)− u(tk+1) +
∆t
2

[
Mr

N (u(tk)) + Mr
N (u(tk+1))

]
,

(2.32)

el error de truncatura puede ser escrito como

β(tk+1) = d1(tk+1) + ∆t

[
Mr

N

(
u(tk) + Û (k+1)

2

)
−Mr

N

(
u(tk) + u(tk+1)

2

)]
. (2.33)

Ahora usando de nuevo el teorema del valor medio sobre el funcional Mr
N, multiplicando

(2.33) por Û (k+1) − u(tk+1) y usando la desigualdad de Hölder, llegamos a

‖Û (k+1) − u(tk+1)‖2 ≤
(

1− µ∆t
2

)−1

‖d1(tk+1)‖2, µ∆t < 2. (2.34)

Para completar este argumento se puede deducir haciendo un desarrollo de Taylor que,
para u suficientemente diferenciable, la función d1 se puede acotar como ‖d1(tk+1)‖2 =
O(∆3t+ ∆t∆2x) y consecuentemente para 0 ≤ µ∆t < 1

‖β(tk+1)‖2
∆t

= O((∆t)2 + (∆x)2). (2.35)

Este resultado nos da finalmente la prueba de la convergencia de estos esquemas para
un intervalo temporal dado [0, T ] cuando los pasos ∆x y ∆t se escogen suficientemente
pequeños dependiendo de T . Pero como veremos después, esta afirmación no previene al
método de corromper las soluciones para intervalos de tiempo más largos.
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2.4.2. Invariantes discretos

En la literatura existen varios trabajos en donde se enfatiza la importancia de diseñar
un método numérico que preserve los invariantes relacionados con las leyes de conservación
del modelo continuo. Para este propósito se han diseñado diferentes estrategias como la
integración geométrica [SC] o los métodos de proyección [Hai]. En esta sección investiga-
mos la importancia de la conservación de algunas de estas cantidades discretas por medio
de esquemas de discretización espacial (2.21) y por medio de esquemas completos de dis-
cretización (2.25) en la estabilidad de la solución numérica correspondientes a cada una de
las condiciones iniciales de las familias de funciones (2.5) y (2.9).
Centraremos nuestro análisis en la conservación de las siguientes cantidades, las cuales son
la aproximación discreta de los invariantes continuos (2.11) de la ecuación mKdV, por las
discretizaciones (2.25) presentadas en la sección previa.

L1(U) = ∆x
∑
n

Un ≈ I(u),

L2(U) = ∆x
∑
n

(Un)2 = 〈U,U〉 ≈ ‖u‖2,

L3(U) = ∆x
∑
n

[
(Un)4 − (Un − Un−1)2

]
=
〈
U2, U2

〉− 〈D+
1U,D

+
1U
〉 ≈ E(u).

(2.36)

Los dos esquemas discretos propuestos en la sección anterior presentan interesantes venta-
jas con respecto a la conservación de los invariantes discretos (2.36). El primer esquema,
U (k+1) = U (k) + ∆tM1

N(U(k+ 1
2)), preserva el invariante lineal L1(Uk), ∀k ≥ 0,

L1

(
U (k+1)

)
= L1

(
U (k)

)
+ ∆t L1

(
M1

N

(
U(k+ 1

2)
))

= L1(U (k)). (2.37)

Aquí hemos usado que la suma de las componentes de las columnas de las matrices SN

y B1
N implicadas en la definición de M1

N es 0, consecuentemente L1(M1
N(U(k+ 1

2))) = 0.
Esta propiedad no se satisface por el segundo esquema U (k+1) = U (k) + ∆tM2

N(U (k+ 1
2

)),
sin embargo esta discretización preserva L2(Uk), ∀k ≥ 0, como se muestra fácilmente,

L2(U (k+1)) =
〈
U (k+1), U (k+1)

〉
=
〈
U (k) + U (k+1) − U (k), U (k) + U (k+1) − U (k)

〉
= L2(U (k)) +

〈
U (k+1) − U (k), U (k) + U (k+1)

〉
+
〈
U (k), U (k+1) − U (k)

〉
+
〈
U (k+1) − U (k), U (k)

〉
= L2(U (k)) +

∆t
2

〈
M2

N

(
U(k+ 1

2)
)
, U(k+ 1

2)
〉

= L2(U (k)).

(2.38)
La última simplificación surge a partir de la antisimetría de las matrices SN y B2

N(U)
implicadas en la definición de M2

N.
Los invariantes lineales y cuadráticos mostrados arriba son todos los que podemos esperar
que sean preservados por un método simpléctico a lo largo de los pasos temporales y
su precisión numérica será del mismo orden que la tolerancia impuesta sobre la solución
numérica del sistema no lineal (2.25). Además podemos probar que la discretización espacial
∂tU = M1

N(U) mantendría a lo largo del tiempo el invariante L3(U) sobre la solución exacta
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del sistema 2.21.

∂tL3(U) = ∂t
(〈
U2, U2

〉− 〈D+
1U,D

+
1U
〉)

= 4
〈
∂tU,U

3
〉− 2

〈
D+

1 ∂tU,D
+
1U
〉

= 4
〈
∂tU,U

3
〉

+ 2
〈
(∂tUTD−1 ),D+

1U
〉

= 2
〈
∂tU,

(
2U3 + Dc

2U
)〉

= −2
〈
Dc

3U + 2Dc
1U

3,
(
2U3 + Dc

2U
)〉

= −2
[
2
〈
Dc

3U,U
3
〉

+ 〈Dc
3U,D

c
2U〉+ 4

〈
Dc

1U
3, U3

〉
+ 2

〈
Dc

1U
3,Dc

2U
〉]

= −2
[
2
〈
Dc

3U,U
3
〉− 〈U,Dc

3
TDc

2U
〉

+ 4
〈
Dc

1U
3, U3

〉
+−2

〈
U3,Dc

1D
c
2U
〉]

= 0.

(2.39)

En la última reducción hemos usado que Dc
1 y Dc

3
TDc

2 son matrices antisimétricas y
Dc

1
TDc

2 = −Dc
1D

c
2 = −Dc

3. Esta propiedad no la posee el otro esquema ∂tU = M2
N(U).

Resumiendo, la discretización espacial ∂tU = M1
N(U) preserva los invariantes L1(U) y

L3(U). El primero de ellos también es preservado por la discretización completa en tiempo
por la regla del punto medio. Por otra parte la discretización completa en espacio-tiempo
correspondiente a M2

N(U) preserva L2(U). Las consecuencias de este resultado sobre la
estabilidad de las soluciones numéricas del tipo (2.9) a lo largo de grandes intervalos de
tiempo serán discutidas en la próxima sección.

2.4.3. Implementación del esquema numérico

En esta sección describiremos la implementación de los esquemas (2.25) para obtener
aproximaciones de las soluciones polo doble (2.9) de la ecuación mKdV. Los resultados
serán comparados con la solución exacta para medir la eficiencia de los métodos numéricos
y para obtener conclusiones.

El carácter implícito de los esquemas hace necesario aplicarlos junto con un método
numérico para resolver sistemas de ecuaciones no lineales como una iteración de punto fijo
[Buc]. Primero reescribimos el método general (2.25) como una suma de sus partes lineal
y no lineal,

U (k+1) = U (k) + ∆tMr
N

(
U(k+ 1

2)
)

= U (k) −∆t
[
SNU

(k+ 1
2) + Br

(
U(k+ 1

2)
)]
, r = 1, 2.

(2.40)

El paso temporal ∆t en (2.40) debería ser escogido suficientemente pequeño para asegu-
rar que el operador ∆tMr

N(Uk+ 1
2 ) es contractivo con respecto a U (k+1). En la práctica, el

tamaño del mallado ∆x = 1/N impone una elección muy restrictiva de ∆t para mantener
la norma de ‖∆tSN‖ = O(N3∆t) inferior a 1. Esta circunstancia sugiere tratar el término
implícito uxxx como en [chan85] reemplazando el esquema (2.40) por la siguiente fórmula
cuya norma es indpendiente de N ,

U (k+1) =
(
I +

∆t
2

SN

)−1 [(
I− ∆t

2
SN

)
U (k) −∆tBr

(
U (k+ 1

2
)
)]
. (2.41)

Cuando se escoge una condición inicial tipo polo doble (2.9), los resultados de las simu-
laciones caen dentro de una casuística, y nos desvelan la naturaleza inestable de este tipo



56 CAPÍTULO 2. MÉTODOS NUMÉRICOS PARA MKDV

Α»0.0982
Β =1

HaL

-40 -20 20 40

-0.5

0.5

1

1.5

v » Β2-3Α2 » 0.97
HcL

0.97

20 40 60 80
t

0.95

1.

1.025

1.05
v

Η=1.05
v=1.052

Η=0.95
v=0.952

HbL

-40 -20 20 40

-1

-0.5

0.5

1

v » Η2 » 952

HdL

20 40 60 80
t

0.85

0.95
v

v » Η2 » 1.052

HeL

20 40 60 80
t

1.05

1.15
v

Figura 2.6. (a) Aproximación de diferencias finitas por M2
N del polo doble (β = 1) para ∆t = 4 · 10−2 y

∆x = 10−1 (puntos) frente a un breather exacto de mKdV para α = 0.0982 y β = 1 (línea continua). (b) Lo
mismo para ∆t = 1 · 10−2 frente a dos solitones exactos de mKdV con amplitudes ν = 0.95 y ν = 1.05.

de soluciones en el caso continuo. Como fue mencionado en la introducción, este caso par-
ticular está relacionado con el hecho de que el coeficiente de reflexión de la formulación
del método de scattering inverso tiene un polo de orden 2 en el plano complejo [W]. Este
es por tanto un caso degenerado con respecto al caso de dos polos imaginarios iβ1 ≈ iβ2,
que correspondería al caso de dos solitones independientes, explícitamente expresados en
(2.2), con amplitudes ligeramente diferentes βj , j = 1, 2 y velocidades. Al mismo tiempo,
es también un caso degenerado con respecto al límite de las soluciones tipo breather de
mKdV (2.5) cuando α tiende a 0.
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Figura 2.7. Evolución de la solución por diferencias finitas (∆x = 10−1) para diferentes ∆t y M1
N discretizaciones

(izda.) o M2
N (dcha.), desde un polo doble (regiones oscuras) a dos solitones independentes (regiones grises )

o un breather con baja oscilación (región a rayas). Los puntos grandes indican cuando L3 oscila abruptamente.

Este complejo escenario, donde tipos de soluciones estructuralmente diferentes se dis-
tinguen por el ligero cambio en la elección de los parámetros α y β, es capturado por el
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comportamiento de las aproximaciones producidas por los métodos de diferencias finitas.
Observamos los siguientes fenómenos:

a) La solución polo doble se aproxima durante largos intervalos de tiempo usando
la discretización M2

N en vez de usando la discretización M1
N cuando el paso temporal

∆t ≈ 0.02 es escogido (región oscura en Fig. (2.7)).

b) Después de alcanzar un tiempo de transición, la forma del polo doble es atrapada
por las órbitas de dos solitones independientes cuando se emplea la discretización espacial
M1

N o cuando se emplea la discretización M2
N con un paso temporal demasiado pequeño

(región gris en Fig. 2.7). Un ejemplo de este cambio de fase se muestra en Fig. 2.6 (b),
donde una discretización espacial M2

N con ∆t = 10−2, provoca que la forma del polo doble
inicial sea capturada por dos solitones independientes con amplitudes β = 0.95 y β = 1.05.
Un comportamiento similar se habría obtenido para la discretización M1

N con cualquier
paso temporal después de un intervalo de tiempo prudencial T > 50.

c) Cuando se usa la discretización espacial M2
N junto con un paso temporal no muy

pequeño (∆t > 0.02), entonces la solución polo doble original, después de atravesar la
forma de dos solitones independientes durante un corto periodo de tiempo, conduce a la
solución breather con un pequeño parámetro α (región a rayas en Fig. 2.7). Este salto sobre
la forma de la solución es detectada al mismo tiempo por una discontinuidad de la energía
L3(U) como se muestra por la posición de los puntos grandes en la derecha del diagrama
de Fig. 2.7. El uso de una discretización M1

N evita este comportamiento patológico debido
a la conservación intrínseca de la energía. Un ejemplo de la captura de la órbita de la
solución (2.5) con parámetro α = 0.0982 se muestra en 2.6 (a).

La conclusión de esta sección sugiere que conservar la media L1 y la energía L3 evita
que la solución numérica del polo doble salte de la órbita del breather en el espacio de fases
de soluciones. Este comportamiento patológico es causado especialmente por el empleo de
la discretización M2

N junto con una elección tosca del paso temporal ∆t. Por otra parte la
discretización para M2

N garantiza buenos resultados para intervalos de tiempo más largos
que M1

N cuando se escoge un ∆t suficientemente pequeño. Esto significa que la conservación
de la norma discreta L2 es una propiedad importante a ser tenida en cuenta por un método
numérico que reproduzca el comportamiento de la solución para simulaciones a tiempos
largos.



58 CAPÍTULO 2. MÉTODOS NUMÉRICOS PARA MKDV



Capítulo 3

Breathers geométricos de la mKdV y
evolución de curvas planas

And as I neared the end of my twenties,
I was finally able to take a breather.

H.Murakami "What I talk about when I talk about running"

Sumario.En este capítulo, nos apoyamos en las conclusiones de capítulo anterior, para,
usando el método pseudo-espectral, realizar simulaciones a tiempos largos, tomando como
datos iniciales las soluciones de media no nula de la ecuación mKdV atractiva que hemos
encontrado, y que son especialmente adecuadas para describir la evolución, bajo el flujo
geométrico de la mKdV, de perturbaciones localizadas a lo largo de curvas cerradas. Para
ello, caracterizamos estas soluciones de media no nula de la mKdV atractiva , que hemos
llamado b-breathers. Posteriormente, precisaremos la estabilidad de estas curvas cerradas,
lo que nos permitirá centrarnos en la búsqueda de curvas iniciales cerradas para el flujo
geométrico dado por la mKdV atractiva. Con estas curvas iniciales realizamos simulaciones
a tiempos largos de la evolución de perturbaciones localizadas que viajan a lo largo de un
círculo.

3.1. Introducción

En este capítulo presentamos evidencias numéricas sobre la existencia de una nueva
familia de soluciones de la ecuación mKdV geométrica

∂k

∂t
+
∂k

∂s3
+

3
2
k2∂k

∂s
= 0. (3.1)

Esta ecuación geométrica está relacionada con la dada en (1) (pág. iii)mediante un factor
2 de conversión entre las soluciones de ambas ecuaciones. Si k(s, t) denota la curvatura
y s el parámetro de longitud de arco, la anterior EDP es la ecuación de evolución de la

59
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curvatura del flujo geométrico de curvas planas z(s, t) = x(s, t) + iy(s, t) ∈ C,

∂z
∂t (s, t) = (−i∂k∂s (s, t)− 1

2k(s, t)2)∂z∂s (s, t)

z(s, 0) = z0,

|zs|2 = 1.

(3.2)

Como ya indicamos en la introducción, este flujo geométrico fue introducido por primera
vez por R.Goldstein y D.Petrich en [GoP1].

En este capítulo nos dirigimos a la cuestión de encontrar soluciones de (3.1) que sean
la curvatura de curvas cerradas de (3.2) y que también puedan generar autointersecciones
a partir de una curva inicialmente simple (ver figura 3.9, pág. 98).

Los principales resultados de este capítulo son: la expresión explícita de las soluciones
de la mKdV atractiva, tipo breather de media no nula, obtenida mediante un método de
Hirota modificado (ver 3.2.2, pág.75) y mediante el método de scattering inverso (ver 3.2.1
y en concreto, la fórmula (3.55) en pág.74, por expresar de manera simple, una solución
como el breather de media no nula). La teoría de existencia global del flujo geométrico de
la mKdV para datos iniciales suficientemente regulares (ver 3.2.3, pág. 85). También varios
ejemplos de curvas con perturbaciones localizadas (ver 3.3.1, pág. 87) en especial desta-
camos aquellas perturbaciones que viajan, bajo el flujo de la mKdV atractiva, generando
autointersecciones que se crean y destruyen de manera periódica (ver 3.3.3 y 3.9 en pág.96
y siguientes). Hasta donde tenemos noticia, esta es la primera vez que se obtienen curvas
con perturbaciones localizadas que, siendo inicialmente simples evolucionan bajo el flujo
geométrico de la mKdV (3.2) creando y destruyendo autointersecciones de forma periódica
mientras viajan a lo largo de la curva. Durante esta evolución, bajo el flujo geométrico
de la mKdV, se mantiene la topología inicial de la curva como ya indicamos en la intro-
ducción (ver fig.2, pág.xiv), por lo que como consecuencia de la conservación del número
de vueltas (determinado por 1/2π

∫ L
−L k(s, t)ds), no se crea un único cruce a partir de la

curva inicialmente simple sino que siempre aparece un número par de autointersecciones
recorridas en sentidos inversos (ver figura 3.9, pág.98).

El procedimiento más directo para encontrar curvas cerradas simples de (3.2) es buscar
ondas viajeras de mKdV (3.1) que sean periódicas con integral sobre el periodo igual a
2π, y tal que z se periódica. Esto se expone en el trabajo de [DoWe], en donde los autores
también hablan de las soluciones breather (7), obtenidas por M.Wadati en [W]. Nuestro
principal interés se centra en esta clase de soluciones, que están definidas en toda la recta
real y cualitativamente describen paquetes de onda determinados por la amplitud de la
envolvente y la frecuencia de la onda portadora. Como ya hemos indicado, la clase de las
soluciones breather (7) (pág. vi) está caracterizada por medio de cuatro parámetros reales
( α, β, s0, t0), y que recordamos es
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k(s, t) = −2i
∂

∂s
log
(
f(u) + ig(v)
f(u)− ig(v)

)
= 4

∂

∂s
arctan

(
g(v)
f(u)

)
, (3.3)

con u = β(s− s0) + γ(t− t0), v = α(s− s0) + δ(t− t0), γ = β(−β2 + 3α2) ,
δ = α(α2 − 3β2), y f, g dadas por

f(u) = cosh(u), (3.4)

g(v) =
β

α
sin
(
v − arctan

(
β

α

))
. (3.5)

En esta expresión hemos usado el parámetro α para la frecuencia y β para la amplitud. Si
fijamos el parámetro β, se pueden considerar dos casos de interés.
El primero de los casos corresponde a escoger α � β o equivalentemente β

α � 1. De esta
forma las soluciones se pueden aproximar por

k(x, t) ∼ 4β sech [βx+ γt] cos
[
αx+ δt− arctan

(
β

α

)]
. (3.6)

La segunda posibilidad es hacer tender α a cero. En este caso, la correspondiente solución
se comporta, para tiempos grandes, como la superposición de dos extremos diferenciados
(o jorobas), uno apuntando hacia arriba y otro hacia abajo. Esta solución es la solución
polo doble (2.9) (pág. 45) obtenida por M.Wadati et al. en [OW].
Observar que de (3.3), la solución tiende a cero en el infinito y

∫ +∞

−∞
k(x, t) dx = 0. (3.7)

Por tanto no es posible usar esta familia de soluciones como punto de partida para construir
curvas cerradas simples a partir de (3.2). Pero modificando el comportamiento en infinito
(en la variable espacial) de estas soluciones y convirtiéndolo en una constante diferente de
cero, podríamos modular el valor de la integral (3.7) en un intervalo finito hasta conseguir
que sea igual a 2π. Observar que cualquier constante b es una solución particular de (3.1).
De hecho, uno ingenuamente podría pensar que debería existir una solución construida
como superposición de esta solución trivial y la solución breather. Este es el contenido
de las secciones 3.2.1 y 3.2.2, en donde empleando el método de scattering inverso y un
método de Hirota modificado, respectivamente, somos capaces de encontrar explícitamente
las soluciones breather de la ecuación mKdV atractiva (3.1) que tienden a una constante
en infinito. Esta familia de soluciones contiene un parámetro real extra b que proporciona
el valor asintótico de la curvatura en infinito. Si para un valor de β fijo consideramos
como antes los dos casos límites α → ∞, α → 0, obtenemos correspondientemente una
constante más la función dada en (3.6) o la solución polo doble dada por (2.9) o (3.103),
respectivamente. Como consecuencia directa de esto, la integral en (3.7) es infinita en estos
ejemplos.

Una cuestión natural es la existencia de las soluciones tipo breather periódico. La res-
puesta fue dada recientemente por P.Kevrekidis, A. Khare y A. Saxena en [KKS1] y [KKS2].
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Desafortunadamente las soluciones que ellos obtienen son las análogas a las soluciones de
M.Wadati, y éstas tienen media cero. Por tanto no pueden ser la curvatura de curvas ce-
rradas simples. Hasta donde sabemos, las soluciones tipo breather periódico de media no
nula son desconocidas. De hecho, no hemos sido capaces hasta ahora de encontrar solu-
ciones similares a las exhibidas en la sección 3.2.1 o en la Proposición 3.2.1, pero siendo
periódicas. Pensamos que esta es una cuestión interesante y que es muy posible que la
respuesta sea cierta. La razón para esta certeza la damos en la sección 3.3 (pág. 86), en
donde desarrollamos experimentos numéricos apuntando hacia una respuesta positiva de
la cuestión anterior.

En estos experimentos consideramos b-breathers con diferentes valores de la frecuen-
cia α y tratamos de obtener curvas cerradas a partir de estas curvaturas tipo breather,
empleando distintos métodos para lograr cerrar la curva inicial de forma diferenciable, co-
mo exponemos en 3.3.2, pág.88. Si α es mayor que 1, tenemos una curva formada por un
breather que viaja a lo largo de un círculo de radio ≈ 1/b. Si 0 < α es más pequeño que un
cierto valor crítico (menor que 1), la curva comienza a tener autointersecciones en la región
en la que el paquete de ondas está soportado. De hecho, en el caso de la solución polo
doble(i.e. α = 0), la curva (ver fig.3.12, pág.100) tiene autointersecciones permanentes y es
inicialmente la superposición de dos curvas. Una tiene la forma de dos lazos consecutivos
(tipo ocho) y la otra es un círculo. Esta curva en forma de ocho es consecuencia directa
del solapamiento de los dos extremos diferenciados (jorobas) de la curvatura a t = 0. Para
tiempos largos, esta curva con dos lazos consecutivos (tipo ocho) se desacopla en un par
lazo-antilazo que viaja a lo largo del círculo. Este caso límite (i.e. α = 0) sugiere estudiar
qué ocurre para valores de α cercanos al valor crítico. Esto es lo que denominamos el caso
intermedio y lo desarrollaremos en la sección 3.3.3 (pág.96). El hecho interesante es que
hay valores de α para los cuales las intersecciones de la curva aparecen y desaparecen a
intervalos periódicos de tiempo. Hasta donde sabemos, éste es el primer resultado conocido
en esta dirección. De hecho no tenemos noticia de ningún resultado teórico o experimen-
tal sobre la existencia de curvas que, bajo el flujo de la mKdV, sean inicialmente curvas
cerradas simples y que desarrollen autointersecciones en tiempos posteriores. En este capí-
tulo también incluimos algunos experimentos de colisión de nuestras soluciones periódicas
breather construidas numéricamente. La conclusión como veremos, es de nuevo, que la
colisión es muy estable.

La estabilidad de nuestras simulaciones numéricas está apoyada en el Teorema 3.2.1
(pág.86) donde probamos que tenemos una teoría de existencia global para el problema
de valor inicial del flujo de curvas (3.2) con datos iniciales suficientemente regulares y
periódicos. Esto nos permitirá centrarnos en la construcción de curvas iniciales cerradas
a partir de las curvaturas (3.1) y (3.103). Como veremos, los breathers son notablemente
estables numéricamente si, como hacemos en este trabajo, empleamos un método pseudo-
espectral.
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3.2. Resultados teóricos

En esta sección exponemos los resultados teóricos que necesitaremos en nuestros ex-
perimentos numéricos. En el primer resultado, presentamos dos formas independientes de
comprobar que los breathers con un valor constante en el infinito son soluciones de la
ecuación mKdV atractiva.

La primera forma es una prueba constructiva, empleando el método de scattering in-
verso para potenciales que decaen asintóticamente como una constante b introducido por
T.Kawata y H.Inoue y que presentamos en los preliminares 1.2, para construir explícita-
mente los breathers con un valor constante en el infinito. Hasta donde sabemos, la
construcción mediante el método de scattering inverso de este tipo de soluciones breathers
de soporte no acotado era desconocida.

La segunda forma es una prueba directa y alternativa, empleando el método de Hirota
[AS, p.201] para combinaciones de funciones trigonométricas e hiperbólicas, en vez de
funciones exponenciales con una elección adecuada de sus números de onda. Consideramos
que esta prueba simplifica y clarifica el cálculo de este tipo de soluciones con 3 parámetros
libres (5 si contamos traslaciones en tiempo y espacio).
El segundo resultado teórico es una aplicación directa de un trabajo de J.Bourgain [B], y en
él probamos que tenemos una teoría de existencia global para el PVI del flujo geométrico
de la mKdV (3.2) con condiciones iniciales suficientemente diferenciables.

3.2.1. Obtención del solitón y breather de la mKdV atractiva con valor
constante no trivial en infinito mediante el método de scattering
inverso.

Una vez que hemos explicado el método de scattering inverso a partir del trabajo de
T.Kawata y H.Inoue, nos proponemos ahora construir a partir del mismo las soluciones
solitón y breather de la ecuación mKdV atractiva que toman un valor constante ”b”, en la
frontera del dominio de definición (en nuestro caso R):

ut + 6u2ux + uxxx = 0, u −−−−→
x→±∞

b. (3.8)

Esta solución deberá reducirse a las soluciones ya conocidas del solitón y breather de mKdV
atractiva cuando el parámetro asintótico b → 0. Para ello, recurrimos al método de scat-
tering inverso para potenciales que no se anulan en el borde del dominio de definición, tal y
como fue desarrollado por T.Kawata y H.Inoue [IK] y como avanzamos en los preliminares
1.2(pág.27), teoría que mejoraba el primer intento realizado por V.Zakharov y A.Shabat
[ZaS] en los años 70, tratando la ecuación de Schrödinger no lineal bajo condiciones de
frontera no nulas.
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Ya sabemos que escogiendo a0 = a2 = 0, a1 = 2ib2, a3 = −4i, y r = −q, en la ecuación
(1.22) (pág.29) generamos la ecuación mKdV atractiva. Por ello, primero, calculamos la
dependencia temporal de la matriz de scattering para el caso de la mKdV atractiva. A
partir de (1.26) y fijando los valores a0 = a2 = 0, a1 = 2ib2, a3 = −4i, la evolución
temporal es:

S11(λ, ζ; t) = S11(λ, ζ; 0), S12(λ, ζ; t) = S12(λ, ζ; 0)e−4iζ(2λ2−b2)t,

S21(λ, ζ; t) = S21(λ, ζ; 0)e4iζ(2λ2−b2)t, S22(λ, ζ; t) = S22(λ, ζ; 0).

Ahora, asumiendo que los de ceros de S11(λ, ζ; 0) en la región Imζ > 0 son (λj , ζj), j = 1, 2
donde

ζj =
√
λ2
j + b2, j = 1, 2, (3.9)

la ecuación de Gelfand-Levitan (1.34) para K+(x, y)(análoga para K−) es

K+(x, y) · ( 0
1 ) +

∑2
j=1

(
cj
c̃j

)
eiζj(x+y) −Hc(x+ y) ( 0

1 )

− ∫ +∞
x K+(x, y′)

∑2
j=1

(
cj
c̃j

)
eiζj(y+y′)dy′ +

∫ +∞
x K+(x, y′)Hc(x+ y′) ( 0

1 ) dy′ = 0, y > x,

(3.10)
donde :

cj =
i

2
(λj − ζj)m(λj)e4iζj(2λ

2
j−b2)t, (3.11)

c̃j =
b

2
m(λj)e4iζj(2λ

2
j−b2)t, (3.12)

m(λ) =
S21(λ, ζ; 0)

ζ d
dλS11(λ, ζ; 0)

. (3.13)

Ahora, usando (1.36), (1.38) y (3.13) obtenemos las siguientes relaciones para la mKdV
atractiva

(
q−

q+
)S11(λ, ζ) = S11(−λ, ζ) (3.14)

y
m(−λ) = m(λ), (3.15)

donde λ y −λ están en diferentes hojas de Riemann.
También usando (1.38) y (1.39) obtenemos el comportamiento de m bajo conjugación
compleja

m(−λ∗) = m(λ)∗. (3.16)

A partir de (3.14) concluimos que si λ es un cero de S11 en una hoja de Riemann, entonces
−λ es también un cero de S11 en otra hoja de Riemann. Resolvemos ahora la ecuación de
Gelfand-Levitan (3.10) con las siguientes suposiciones:
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a.) la componente continua
Hc(y; 0) = 0. (3.17)

b.) S11(λ, ζ) tiene 2× 2 ceros en la región Imζ > 0, específicamente, (λj , ζj) y (−λj , ζj),
j = 1, 2 donde

ζj =
√
λ2
j + b2, λ1 = α+ iβ, λ2 = −λ∗1 = −α+ iβ. (3.18)

A partir de la ecuación (3.15), tenemos que m(−λj) = m(λj), y dado que λj , j=1,2 es un
número complejo, m(λj), j=1,2 es también complejo y denotaremos su complejo conjugado
por m∗. Sustituyendo la ecuación (3.17) y la distribución de los ceros de S11 dada por
(3.18) en las ecuaciones (3.10),(3.11) y (3.12), obtenemos

K+(x, y)

(
0
1

)
+
∑2

j=1

(
−iζjm(λj)e

4iζj(2λ
2
j−b

2)t

bm(λj)e
4iζj(2λ

2
j−b

2)t

)
eiζj(x+y)

− ∫ +∞
x K+(x, y′)

∑2
j=1

(
−iζjm(λj)e

4iζj(2λ
2
j−b

2)t

bm(λj)e
4iζj(2λ

2
j−b

2)t

)
eiζj(y+y′)dy′ = 0.

(3.19)

Ahora, tomando una representación de

(
K+

12

K+
22

)
como

(
K+

12(x, y)
K+

22(x, y)

)
=

2∑
j=1

(
Kj(x)
K̃j(x)

)
eiζjy, (3.20)

entonces

K+(x, y) =

(
K+

11(x, y) K+
12(x, y)

K+
21(x, y) K+

22(x, y)

)
=

(
K+

22(x, y) K+
12(x, y)

−K+
12(x, y) K+

22(x, y)

)
, (3.21)

donde la última igualdad se sigue de (1.37), lo que implica que(
K+

11

K+
21

)
=

(
K+

22

−K+
12

)
. (3.22)

Ahora, reemplazando las ecuaciones (3.20) y (3.21) en (3.19), obtenemos el sistema

Kj(x) +
∑2

k=1Kk(x)ãj e
i(ζj+ζk)x

i(ζj+ζk) +
∑2

k=1 K̃k(x)aj e
i(ζj+ζk)x

i(ζj+ζk) + aje
iζjx = 0,

K̃j(x) +
∑2

k=1 K̃k(x)ãj e
i(ζj+ζk)x

i(ζj+ζk) −
∑2

k=1Kk(x)aj e
i(ζj+ζk)x

i(ζj+ζk) + ãje
iζjx = 0,

(3.23)

donde
aj = −iζjm(λj)e4iζj(2λ

2
j−b2)t, ãj = bm(λj)e4iζj(2λ

2
j−b2)t. (3.24)

Podemos reescribir el sistema (3.23) de forma matricial como sigue:
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(
E B

−B E

)(
~K
~̃K

)
=

(
~A
~̃A

)
, (3.25)

donde ~K =

(
K1

K2

)
, ~̃K =

(
K̃1

K̃2

)
, ~A =

(
−a1e

iζ1x

−a2e
iζ2x

)
, ~̃A =

(
−ã1e

iζ1x

ã2e
iζ2x

)
,

E = (Ejk) = δjk + ãj
ei(ζj+ζk)x

i(ζj + ζk)
, j, k = 1, 2, (3.26)

B = (Bjk) = aj
ei(ζj+ζk)x

i(ζj + ζk)
, j, k = 1, 2. (3.27)

Definiendo el determinante de la matriz de coeficientes por

∆ =

∣∣∣∣∣ E B

−B E

∣∣∣∣∣ , (3.28)

y usando la descomposición de

(
K+

11

K+
21

)
dada por la ecuación (3.20), podemos resolver el

sistema (3.23), para obtener

K+
22(x, x) = −1

2
d

dx
(log ∆). (3.29)

Introduciendo (3.29) en la expresión correspondiente de la ecuación (1.30) (ver pág. 31),
llegamos finalmente a

u2(x, t) = b2 +
d2(log ∆)
dx2

. (3.30)

Ahora (3.30) nos permite extraer soluciones tipo solitón y tipo breather de la ecuación
mKdV atractiva, como mostramos a continuación.

Solitón de la mKdV atractiva con valor constante no trivial en el infinito

Para comprobar la validez de la expresión (3.30), construiremos el caso más simple, i.e,
el caso j = 1 o caso solitón, el cual fue obtenido por vez primera por N.J. Zabusky(1967),
R.Hirota-J.Satsuma(1976) [HiS] y por Au-Yeung-Fung(1984) en [AuYF], donde dieron una
expresión explícita para los solitones de la ecuación mKdV atractiva con condiciones de
frontera no nulas, a partir de la ecuación (3.30).
En el caso j = 1 consideramos 1×2 ceros de S11, como corresponde al par (λ1, ζ1), (−λ1, ζ1),
con λ1 = iη1, siendo η1 una constante real. El determinante ∆ dado por (3.28), se reduce
a (donde ζ1 = i

√
η2

1 − b2, a1, ã1 están dadas por (3.24) y denotamos w =
√
η2

1 − b2[−2x+
4(2η2

1 + b2)t])
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∆ =

∣∣∣∣∣1 + ã1
e2iζ1x

2iζ1
a1

e2iζ1x

2iζ1

−a1
e2iζ1x

2iζ1
1 + ã1

e2iζ1x

2iζ1

∣∣∣∣∣ =
(

1− mb

2
√
η2
1−b2

ew − im
2 e

w

)(
1− mb

2
√
η2
1−b2

ew + im
2 e

w

)
.

(3.31)
Ahora en este caso del solitón, se puede comprobar directamente, a partir de la iden-
tidad (3.31) anterior que (como u es solución de la mKdV, también lo es −u, por lo
que cambiamos sin pérdida de generalidad b → −b, (x, t) → (−x,−t), y denotando por
z = −w =

√
η2

1 − b2[2x− 4(2η2
1 + b2)t])

u2(x, t) = b2 + ∂2

∂x2 log(∆)

= b2 + ∂2

∂x2 log
[(

1 + mb

2
√
η2
1−b2

ez − im
2 e

z

)(
1 + mb

2
√
η2
1−b2

ez + im
2 e

z

)]

=

b+ i ∂∂x log


(

1+ b
η1
e

√
η21−b

2[2x−4(2η21+b2)t]+ρ−
i
√
η21−b

2

η1
e

√
η21−b

2[2x−4(2η21+b2)t]+ρ

)
(

1+ b
η1
e

√
η21−b

2[2x−4(2η21+b2)t]+ρ
+
i
√
η21−b

2

η1
e

√
η21−b

2[2x−4(2η21+b2)t]+ρ

)



2

,

(3.32)
en donde escogemos ρ = log η1|m|

2
√
η2
1−b2

. De esta forma, la expresión para el solitón de la

mKdV atractiva que tiende a una constante b en la frontera, es

u1(x, t) = b+ i ∂∂x log


(

1+ b
η1
e

√
η21−b

2[2x−4(2η21+b2)t]+ρ−
i
√
η21−b

2

η1
e

√
η21−b

2[2x−4(2η21+b2)t]+ρ

)
(

1+ b
η1
e

√
η21−b

2[2x−4(2η21+b2)t]+ρ
+
i
√
η21−b

2

η1
e

√
η21−b

2[2x−4(2η21+b2)t]+ρ

)


= b+ 2 ∂
∂x arctan

√η21−b
2

η1
e

√
η21−b

2[2x−4(2η21+b2)t]+ρ

1+ b
η1
e

√
η21−b

2[2x−4(2η21+b2)t]+ρ


= b+ 2(η2

1−b2)

b±η1 cosh(
√
η2
1−b2[2x−4(2η2

1+b2)t]+ρ)
,

(3.33)
donde el signo ± en (3.33) depende del signo de m(λ1). Cuando b = 0, (3.33) se reduce al
solitón de la ecuación mKdV atractiva.
De forma complementaria, hemos realizado un análisis de los diagramas de fase que resultan
de la ecuación mKdV atractiva con condiciones de contorno no nulas, y hemos encontrado
tres soluciones tipo solitón más (ver Fig.3.1), modificando convenientemente el parámetro
asintótico b en la ecuación (3.33). Éstas son

u2(x, t) = −b− 2(η2
1 − b2)

b± η1 cosh(
√
η2

1 − b2[4(2η2
1 + b2)t− 2x] + ρ)

, (3.34)
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u3(x, t) = b− 2(η2
1 − b2)

−b± η1 cosh(
√
η2

1 − b2[4(2η2
1 + b2)t− 2x] + ρ)

, (3.35)

u4(x, t) = −b+
2(η2

1 − b2)
−b± η1 cosh(

√
η2

1 − b2[4(2η2
1 + b2)t− 2x] + ρ)

. (3.36)
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Figura 3.1. Gráficas de los b-solitones (3.33),(3.34),(3.35) y (3.36) con η1 = 1, ρ = 0, b = 0.12 en t = 0

Breather de la mKdV atractiva con valor constante no trivial en infinito

Volviendo al caso que nos interesa, i.e, cuando j = 1, 2 y los 2 × 2 ceros de S11 están
dados por (3.18), vamos a mostrar, empleando el mismo procedimiento que hemos utilizado
para el b-solitón, que la solución u2 dada por (3.30) es realmente el cuadrado de un breather
tendiendo a la constante b en la frontera.
Para ello, primero probamos que comenzando a partir de (3.30), si hacemos b=0, recupe-
ramos el cuadrado de las soluciones breather de media nula dadas en (3.3)-(3.5)
(ver [W], M.Wadati,1973). Recordamos que las condiciones dadas por (3.18) son
(λj , ζj), (−λj , ζj), j=1,2 y ζj =

√
λ2
j + b2, con λ1 = α+ iβ, λ2 = −λ∗1 = −α+ iβ.

Procedemos como sigue: a partir de (3.28), escribimos explícitamente el determinante ∆:
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∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + ã1
ei(ζ1+ζ1)x

i(ζ1+ζ1) ã1
ei(ζ1+ζ2)x

i(ζ1+ζ2) a1
ei(ζ1+ζ1)x

i(ζ1+ζ1) a1
ei(ζ1+ζ2)x

i(ζ1+ζ2)

ã2
ei(ζ1+ζ2)x

i(ζ1+ζ2) 1 + ã2
ei(ζ2+ζ2)x

i(ζ2+ζ2) a2
ei(ζ1+ζ2)x

i(ζ1+ζ2) a2
ei(ζ2+ζ2)x

i(ζ2+ζ2)

−a1
ei(ζ1+ζ1)x

i(ζ1+ζ1) −a1
ei(ζ1+ζ2)x

i(ζ1+ζ2) 1 + ã2
ei(ζ2+ζ2)x

i(ζ2+ζ2) a2
ei(ζ2+ζ2)x

i(ζ2+ζ2)

−a2
ei(ζ1+ζ2)x

i(ζ1+ζ2) ã2
ei(ζ1+ζ2)x

i(ζ1+ζ2) −a2
ei(ζ2+ζ2)x

i(ζ2+ζ2) 1 + ã2
ei(ζ2+ζ2)x

i(ζ2+ζ2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + ã1
ei(ζ1+ζ1)x

i(ζ1+ζ1) a1
ei(ζ1+ζ1)x

i(ζ1+ζ1) ã1
ei(ζ1+ζ2)x

i(ζ1+ζ2) a1
ei(ζ1+ζ2)x

i(ζ1+ζ2)

−a1
ei(ζ1+ζ1)x

i(ζ1+ζ1) 1 + ã1
ei(ζ1+ζ1)x

i(ζ1+ζ1) −a1
ei(ζ1+ζ2)x

i(ζ1+ζ2) ã1
ei(ζ1+ζ2)x

i(ζ1+ζ2)

ã2
ei(ζ1+ζ2)x

i(ζ1+ζ2) a2
ei(ζ1+ζ2)x

i(ζ1+ζ2) 1 + ã2
ei(ζ2+ζ2)x

i(ζ2+ζ2) a2
ei(ζ2+ζ2)x

i(ζ2+ζ2)

−a2
ei(ζ1+ζ2)x

i(ζ1+ζ2) ã2
ei(ζ1+ζ2)x

i(ζ1+ζ2) −a2
ei(ζ2+ζ2)x

i(ζ2+ζ2) 1 + ã2
ei(ζ2+ζ2)x

i(ζ2+ζ2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

(3.37)

donde la última igualdad se sigue agrupando convenientemente la matriz. Ahora, usamos
(3.24) en la última expresión para el determinante ∆ dada por (3.37) y escribimos el
determinante que resulta al escoger b = 0, es decir (si escogemos z1 = −2(−iα + β)x +
(−γ + iδ)t, z2 = −2(iα+ β)x− (γ + iδ)t, z3 = −2βx+ (−γ + iδ)t)

∆b=0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −m·ez1

2 0 i(α+iβ)m·ez3
2β

m·ez1
2 1 −i(α+iβ)m·ez3

2β 0

0 i(−α+iβ)m∗ez3
2β 1 −m∗ez2

2
−i(−α+iβ)m∗ez3

2β 0 m∗ez2
2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= det(11 +M(x, t) ·M(x, t)) = det(11 + iM(x, t)) det(11− iM(x, t)),

(3.38)

donde

M(x, t) =

(
−me2i(α+iβ)x+(−γ+iδ)t

2
i(α+iβ)me−2βx+(−γ+iδ)t

2β
i(−α+iβ)m∗e−2βx−(γ+iδ)t

2β
−m∗e2i(−α+iβ)x−(γ+iδ)t

2

)
.

Ahora teniendo en cuenta que

det(11± iM(x, t)) = 2e2βx+γt+ψ
{

cosh(2βx+ γt+ ψ)± iβα sin(2αx+ δt+ η − φ)
}
,
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obtenemos

∆b=0 = det(11 + iM(x, t)) det(11− iM(x, t))

= 1 + m2e−4(−iα+β)x+2(−γ+iδ)t

4 + (m∗)2e−4(iα+β)x−2(γ+iδ)t

4 + mm∗e−4βx−2γt

2 + α2m(m∗)e−4βx−2γt

2β2

+α4m2(m∗)2e−8βx−4γt

16β4 = 4e−4βx−2γt+2ψ
{

cosh2(2βx+ γt− ψ) + β2

α2 sin2(2αx+ δt+ η − φ)
}

= Re {det(11− iM(x, t))}2 + Im {det(11− iM(x, t))}2 ,
(3.39)

en donde hemos escogido

eψ =
α|m(0)|

2β
, m = |m(0)|eiφ, η = π/2, γ = 8β(3α2 − β2), δ = 8α(α2 − 3β2).

A partir de esta expresión, después de algunas manipulaciones, probamos que:

∂2

∂x2 log
[
4e−4βx−2γt+2ψ

{
cosh2(2βx+ γt+ ψ) + β2

α2 sin2(2αx+ δt+ η − φ)
}]

=
(

4βSech(2βx+γt−ψ)[sin(2αx+δt+φ)+(β/α) cos(2αx+δt+φ) tanh(2βx+γt−ψ)]
1+(β/α)2 cos2(2αx+δt+φ)Sech2(2βx+γt−ψ)

)2

=
(

2 ∂
∂x arctan

[
β sin(2αx+δt+η−φ)
α cosh(2βx+γt+ψ)

])2
.

(3.40)

Así, recuperamos, a partir de (3.30), el cuadrado de la solución breather de mKdV atrac-
tiva (3.3)-(3.5)(M.Wadati[W]/G.Lamb[La])

(3.40) =
(
−2

∂

∂x
arctan

[
β sin(2αx+ δt+ η − φ)
α cosh(2βx+ γt+ ψ)

])2

.

Antes de abordar el caso b 6= 0, hacemos algunas observaciones sobre las raíces dadas en
(3.18) y sobre la dependencia temporal en (3.24):
expresamos ζi, i=1,2 como un número complejo, como sigue:

ζ1 =
√

(α+ iβ)2 + b2 = α̃(α, β, b) + iβ̃(α, β, b),

ζ2 =
√

(−α+ iβ)2 + b2 = −α̃(α, β, b) + iβ̃(α, β, b),

(3.41)

donde hemos considerado sólo la región Imζ > 0, y

α̃(α, β, b) = 4
√

(α2 − β2 + b2)2 + 4α2β2 cos(
1
2

arctan(
2αβ

α2 − β2 + b2
)), (3.42)

β̃(α, β, b) = 4
√

(α2 − β2 + b2)2 + 4α2β2 sin(
1
2

arctan(
2αβ

α2 − β2 + b2
)), (3.43)
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que verifican:

α̃(α, β, b = 0) =
√
α2 + β2 cos(arctan(

β

α
)) = Re(α+ iβ) = α,

β̃(α, β, b = 0) =
√
α2 + β2 sin(arctan(

β

α
)) = Im(α+ iβ) = β.

Con ζi, i = 1, 2 definidas por (3.41), la dependencia temporal dada por (3.24), se reescribe
como sigue:

4iζ1(2λ2
1 − b2) = −γ̃(α, β, b) + iδ̃(α, β, b),

4iζ2(2λ2
2 − b2) = −γ̃(α, β, b)− iδ̃(α, β, b),

(3.44)

donde de nuevo, hemos considerado la region Imζ > 0 y

γ̃(α, β, b) = 8β̃(3α̃2 − β̃2)− 12b2β̃, (3.45)

δ̃(α, β, b) = 8α̃(α̃2 − 3β̃2)− 12b2α̃, (3.46)

que verifica:
γ̃(α, β, b = 0) = 8β(3α2 − β2) = γ, (3.47)

δ̃(α, β, b = 0) = 8α(α2 − 3β2) = δ. (3.48)

A raíz de estas observaciones podemos concluir, que en el caso b 6= 0, los parámetros α, β
(del caso b = 0) se transforman en los nuevos parámetros α̃, β̃. Por tanto, a todos los
efectos, consideraremos en los próximos cálculos los parámetros α̃, β̃ como nuestros nuevos
parámetros libres α, β, aunque mantendremos la notación α̃, β̃, para evitar confusión.
Ahora reescribimos el determinante ∆ con las anteriores observaciones sobre los ceros.
Primero ya hemos visto en las ecuaciones (3.3)-(3.5), que dado que 2 ∂

∂x arctan( gf ) =

i ∂∂x log(f−igf+ig ), la solución breather de la ecuación mKdV atractiva cuando b = 0, está
dada por (3.3)-(3.5)

u(x, t) = 2 ∂
∂x arctan

[
={det(11−iM(x,t))}
<{det(11−iM(x,t))}

]
= i ∂∂x log

[
<{det(11−iM(x,t))}−i={det(11−iM(x,t))}
<{det(11−iM(x,t))}+i={det(11−iM(x,t))}

]
= 2 ∂

∂x arctan
[
β sin(2αx+δt+η−φ)
α cosh(2βx+γt+ψ)

]
,

(3.49)

con γ, δ dadas por (3.47) y (3.48) respectivamente. Así, por lo que hemos visto en (3.40)
y (3.39), el cuadrado de esta solución puede ser escrito como

u2(x, t) =
(

2 ∂
∂x arctan

[
={det(11−iM(x,t))}
<{det(11−iM(x,t))}

])2
= ∂2

∂x2 log (det(11 +M ·M))

= ∂2

∂x2 log
(
<{det(11− iM(x, t))}2 + ={det(11− iM(x, t))}2

)
.

(3.50)
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Abordamos ahora el caso cuando b 6= 0. De forma intuitiva, si en el caso de dimensión
1 (que corresponde a tener 1 × 2 ceros de S11), es decir en el caso del b-solitón o solitón
con valor constante en infinito, somos capaces de descomponer el determinante ∆ dado en
(3.31) como producto de dos determinantes de matrices 1 × 1, en el caso de dimensión 2
(cuando S11 tiene 2×2 ceros) o caso del breather con valor constante en infinito, pensamos
que el determinante ∆ dado en (3.37) se ha de poder descomponer como producto de dos
determinantes de matrices 2× 2.
Después de esta observación y teniendo también en cuenta (3.38), comprobamos después
de algunos cálculos, que la expresión equivalente para ∆ dada en (3.37) en el caso b 6= 0
es:

∆ = det ((112x2 − iM − ibN) · (112x2 + iM − ibN))

= det(112x2 − iM − ibN) det(112x2 + iM − ibN)

= <{det(112x2 − iM(x, t)− ibN(x, t))}2 + ={det(112x2 − iM(x, t)− ibN(x, t))}2 ,
(3.51)

donde

112x2 =
(

1 0
0 1

)
, M(x, t) =

 −me2i(α̃+iβ̃)x+(−γ̃+iδ̃)t

2
i(α̃+iβ̃)me−2β̃x+(−γ̃+iδ̃)t

2β̃

i(−α̃+iβ̃)m∗e−2β̃x−(γ̃+iδ̃)t

2β̃
−m∗e2i(−α̃+iβ̃)x−(γ̃+iδ̃)t

2

 ,

N(x, t) =

me2i(α̃+iβ̃)x+(−γ̃+iδ̃)t

2(α̃+iβ̃)
−ime−2β̃x+(−γ̃+iδ̃)t

2β̃

−im∗e−2β̃x−(γ̃+iδ̃)t

2β̃
m∗e2i(−α̃+iβ̃)x−(γ̃+iδ̃)t

2(−α̃+iβ̃)

 .

(3.52)

Por tanto, el cuadrado de u, dado por la ecuación (3.30) es:

u(x, t)2 = b2

+ d2

dx2 log
(
<{det(11− iM(x, t)− ibN(x, t))}2 + ={det(11− iM(x, t)− ibN(x, t))}2

)
=
(
b+ i ∂∂x log

[
<{det(11−iM(x,t)−ibN(x,t))}−i={det(11−iM(x,t)−ibN(x,t))}
<{det(11−iM(x,t)−ibN(x,t))}+i={det(11−iM(x,t)−ibN(x,t))}

])2

=
(
b+ 2 ∂

∂x arctan
[
={det(11−iM(x,t)−ibN(x,t))}
<{det(11−iM(x,t)−ibN(x,t))}

])2
,

(3.53)
en donde hemos recurrido a la identidad entre las funciones arctan y log,

2
∂

∂x
arctan(

z

w
) = i

∂

∂x
log(

w − iz
w + iz

). (3.54)
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Esta expresión para el cuadrado de la solución u, nos da directamente la expresión matri-
cial para la solución breather de la ecuación mKdV con condiciones de frontera no nulas:

u(x, t) = b+ 2
∂

∂x
arctan

[={det(11− iM(x, t)− ibN(x, t))}
< {det(11− iM(x, t)− ibN(x, t))}

]
, (3.55)

con las matrices 11, N(x, t) y M(x, t) dadas por (3.52).

La expresión explícita para la solución breather de la ecuación mKdV con condiciones
de frontera no nulas, la obtenemos a partir de (3.55), calculando primero el determinante
(escribimos m = |m|eiφ):

det(11− iM(x, t)− ibN(x, t))

= 1 + (1− b2

α̃2+β̃2
) α̃

2|m|2
4β̃2

e−4β̃x−2γ̃t − i b2
{
me2i(α̃+iβ̃)x+(−γ̃+iδ̃)t

α̃+iβ̃
+ m∗e2i(−α̃+iβ̃)x−(γ̃+iδ̃)t

−α̃+iβ̃

}
+im2 e

2i(α̃+iβ̃)x+(−γ̃+iδ̃)t + im
∗

2 e
2i(−α̃+iβ̃)x−(γ̃+iδ̃)t + i b|m|

2

2β̃
e−4β̃x − i bβ̃|m|2

2(α̃2+β̃2))
e−4β̃x−2γ̃t

= 1 + (1− b2

α̃2+β̃2
) α̃

2|m|2
4β̃2

e−4β̃x−2γ̃t + im2 e
2i(α̃+iβ̃)x+(−γ̃+iδ̃)t + im

∗

2 e
2i(−α̃+iβ̃)x−(γ̃+iδ̃)t

+i bα̃2|m|2
2β̃(α̃2+β̃2))

e−4β̃x−2γ̃t + b|m|
α̃2+β̃2

e−2β̃x−γ̃t(α̃ sin(2α̃x+ δ̃t+ φ)− β̃ cos(2α̃x+ δ̃t+ φ)).
(3.56)

Por tanto las partes real e imaginaria del determinante (3.56) son (por coherencia con la
próxima sección emplearemos la siguiente notación):

i= [f(x, t) + ig(x, t)] ≡ i={det(11− iM(x, t)− ibN(x, t))}

= im2 e
2i(α̃+iβ̃)x+(−γ̃+iδ̃)t + im

∗

2 e
2i(−α̃+iβ̃)x−(γ̃+iδ̃)t + i bα̃2|m|2

2β̃(α̃2+β̃2))
e−4β̃x−2γ̃t,

(3.57)

< [f(x, t) + ig(x, t)] ≡ <{det(11− iM(x, t)− ibN(x, t))} = 1 + (1− b2

α̃2+β̃2
) α̃

2|m|2
4β̃2

e−4β̃x−2γ̃t

+ b|m|
α̃2+β̃2

e−2β̃x−γ̃t(α̃ sin(2α̃x+ δ̃t+ φ)− β̃ cos(2α̃x+ δ̃t+ φ)).
(3.58)

Ahora, definiendo e−2ψ = (1− b2

α̃2+β̃2
) α̃

2|m|2
4β̃2

, las anteriores expresiones para las partes real
e imaginaria se reducen a:

i= [f(x, t) + ig(x, t)] = 2ie−2β̃x−γ̃t−ψ

(
β̃
α̃

√
α̃2+β̃2

α̃2+β̃2−b2 cos(2α̃x+ δ̃t+ φ) + ( bβ̃

α̃2+β̃2−b2 )(cosh(2β̃x+ γ̃t+ ψ)− sinh(2β̃x+ γ̃t+ ψ))
)
,
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< [f(x, t) + ig(x, t)]

= 2e−2β̃x−γ̃t−ψ
(

cosh(2β̃x+ γ̃t+ ψ) + bβ̃

α̃
√
α̃2+β̃2−b2

sin(2α̃x+ δ̃t+ φ− arctan( β̃α̃))
)
.

Así, la expresión explícita para el b-breather o breather de la mKdV atractiva con valor
constante b en la frontera es:

u(x, t) = b+ 2
∂

∂x
arctan[

= [f(x, t) + ig(x, t)]
< [f(x, t) + ig(x, t)]

], (3.59)

= [f(x, t) + ig(x, t)]

= β̃
α̃

√
α̃2+β̃2

α̃2+β̃2−b2 cos(2α̃x+ δ̃t+ φ) + bβ̃(cosh(2β̃x+γ̃t+ψ)−sinh(2β̃x+γ̃t+ψ))

α̃2+β̃2−b2 ,

< [f(x, t) + ig(x, t)]

= cosh(2β̃x+ γ̃t+ ψ) + bβ̃

α̃
√
α̃2+β̃2−b2

sin(2α̃x+ δ̃t+ φ− arctan( β̃α̃)).

(3.60)

En el límite b → 0, (3.59) se reduce a la solución breather de la mKdV atractiva dada en
(3.3)-(3.5) (ver[W], salvo traslaciones en las variables de espacio y tiempo x, t e invariancia
por escala).

3.2.2. Obtención del breather de la mKdV atractiva con valor constante
no trivial en infinito mediante el método de Hirota.

El método de Hirota, tal y como exponemos en el apéndice A (pág.155), es un método
ideado por R. Hirota para buscar soluciones especiales de EDPs. Las ideas básicas del
método son

(i) Introducir una transformación de la(s) variable(s) dependiente(s) para reducir la
ecuación de evolución a una ecuación bilineal, cuadrática en la(s) variable(s) depen-
diente(s).

(ii) Introducir un desarrollo perturbativo en términos de exponenciales, con coeficientes
a determinar en la ecuación bilineal.

(iii) Averiguar dichos coeficientes para obtener solución de la ecuación bilineal.

En esta sección proponemos una modificación de este método, empleando para ello un
desarrollo en términos de funciones trigonométricas e hiperbólicas con coeficientes por de-
terminar, en vez de el habitual desarrollo en términos de exponenciales. La ventaja de esta
modificación se aprecia a la hora de buscar soluciones más elaboradas, tipo el breather (o
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tipo 2-solitón) con valor constante en la frontera.
Para una mejor comparación con la solución breather de M.Wadati en [W]((3.3)-(3.5)), con-
sideramos, sin pérdida de generalidad, en vez de la ecuación (3.1), una ligera modificación
de la misma, expresamente:

kt + ksss + 6k2ks = 0. (3.61)

Proposición 3.2.1. Definimos, para cualquier (α, β, b, s0, t0) ∈ R5 tal que

α2 + β2 − 4b2 > 0, (3.62)

las funciones

f(u) = (1− i 2bβ
(α2 + β2 − 4b2)

) cosh(u)− i 2bβ
(α2 + β2 − 4b2)

sinh(u), (3.63)

g(v) =
β√

α2 + β2 − 4b2
sin(v)+(− β2

α
√
α2 + β2 − 4b2

+i
2bβ

α
√
α2 + β2 − 4b2

) cos(v), (3.64)

con u = β(s − s0) + γ(t − t0), v = α(s − s0) + δ(t − t0), γ = β(−β2 + 3α2 − 6b2),
δ = α(α2 − 3β2 − 6b2).

Entonces, la función 1

k(s, t) = b− i ∂
∂s

log
(
f(u) + ig(v)
f̄(u)− iḡ(v)

)
= b+ 2

∂

∂s
arctan

(=[f(u) + ig(v)]
<[f(u) + ig(v)]

)
(3.65)

es una solución de la ecuación mKdV atractiva

kt + ksss + 6k2ks = 0. (3.66)

Por simplicidad, llamaremos a estas soluciones b-breathers.

Demostración. Siguiendo a [AS, p.201], consideramos, con b fijo, el ansatz

k(s, t) = b− i ∂
∂s

log
(
G

F

)
, (3.67)

con G = f(u) + ig(v), F = f̄(u) − iḡ(v). Sustituyendo (3.67) en (3.66), obtenemos la
siguiente ecuación en F, G:

G · F [GtF −GFt +GsssF −GFsss + 3GsFss − 3GssFs + 6b2(GsF −GFs)]

−3(GsF −GFs)[GssF +GFss − 2GsFs − 2ib(GsF −GFs))] = 0.
(3.68)

Supongamos que f y g son soluciones complejas de las siguientes ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDOs en adelante) lineales:

1 aquí f̄ significa complejo conjugado de f .
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f ′′(u) = f(u), f(0) = f0, f
′(0) = f ′0, ∀u ∈ R, f0, f

′
0 ∈ C, (3.69)

g′′(v) = −g(v), g(0) = g0, g
′(0) = g′0, ∀v ∈ R, g0, g

′
0 ∈ C. (3.70)

Como tenemos cinco grados de libertad, (α, β, b, s0, t0), la solución general de ambas EDOs
(3.69) y (3.70) tendrá en total cinco parámetros libres (y no ocho como se podría deducir
en principio del hecho de que f0, f

′
0, g0, g

′
0 ∈ C), y esto lo traducimos en términos de las

constantes de integración del problema, proponiendo una posible solución de (3.69) y (3.70)
como sigue:

f(u) = (A+ iB) cosh(u) + iB sinh(u), (3.71a)

g(v) = C sin(v) + (D + iE) cos(v), (3.71b)

donde A, B, C, D, E son las constantes de integración del problema, dependientes de
(α, β, b, s0, t0). Para proponer estas soluciones tenemos en cuenta que tanto f como g se han
de reducir a las funciones cosh(u) y β

α sin(v − arctan (βα)) cuando el parámetro asintótico
b = 0. Esto descarta varias opciones. El resto de alternativas para distribuir las cinco
constantes en (3.71a) y (3.71b) se consiguen moviendo adecuadamente las traslaciones en
espacio y tiempo s0, t0. Pasamos ahora a determinar las constantes A, B, C, D, E. Para
ello introducimos G = f + ig y F = f̄(u)− iḡ(v) en (3.68):

(f + ig)(f̄ − iḡ)[(ft + igt)(f̄ − iḡ)− (f + ig)(f̄t − iḡt) + (fsss + igsss)(f̄ − iḡ)

−(f + ig)(f̄sss − iḡsss) + 3(fs + igs)(f̄ss − iḡss)− 3(fss + igss)(f̄s − iḡs)

+6b2
(
(fs + igs)(f̄ − iḡ)− (f + ig)(f̄s − iḡs)

)
]

−3
(
(fs + igs)(f̄ − iḡ)− (f + ig)(f̄s − iḡs)

)
[(fss + igss)(f̄ − iḡ) + (f + ig)(f̄ss − iḡss)

−2(fs + igs)(f̄s − iḡs)− 2ib
(
(fs + igs)(f̄ − iḡ)− (f + ig)(f̄s − iḡs)

)
].

Desarrollando, obtenemos
(|f |2 + |g|2 + i(f̄g− fḡ))[f̄ft− ff̄t + ḡgt− gḡt + i(f̄gt− ftḡ− f̄tg+ fḡt) + f̄fsss− ff̄sss +

ḡgsss − gḡsss + i(f̄gsss − fsssḡ − f̄sssg + fḡsss) + 3(f̄ssfs − fssf̄s + ḡssgs − gssḡs)+
3i(f̄ssgs− fsḡss− f̄sgss + fssḡs) + 6b2(f̄fs− ff̄s + ḡgs− gḡs) + 6ib2(f̄gs− fsḡ− f̄sg+ fḡs)]

−3(f̄fs − ff̄s + ḡgs − gḡs + i(f̄gs − fsḡ − f̄sg + fḡs))[f̄fss + ff̄ss + ḡgss + gḡss + i(f̄gss +
f̄ssg − fḡss − fssḡ)− 2(|fs|2 + |gs|2 + i(f̄sgs − fsḡs))− 2ib(f̄fs − ff̄s + ḡgs − gḡs
+i(f̄gs + fḡs − fsḡ − f̄sg))] = 0.

Teniendo ahora en cuenta que f(u) = f(βs + γt) and g(v) = g(αs + δt), reescribimos la
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anterior ecuación:

(|f |2 + |g|2 + i(f̄g − fḡ))[γf̄f ′ − γff̄ ′ + δḡg′ − δgḡ′ + i(δf̄g′ − γf ′ḡ − γf̄ ′g + δf ḡ′)

+β3f̄f
′′′ − β3ff̄

′′′
+ α3ḡg

′′′ − α3gḡ
′′′

+ i(α3f̄g
′′′ − β3f

′′′
ḡ − β3f̄

′′′
g + α3fḡ

′′′
)

+3(β3f̄
′′
f ′ − β3f

′′
f̄ ′ + α3ḡ

′′
g′ − α3g

′′
ḡ′) + 3i(αβ2f̄

′′
g′ − βα2f ′ḡ

′′ − βα2f̄ ′g
′′

+ α2βf
′′
ḡ′)

+6b2(βf̄f ′ − βff̄ ′ + αḡg′ − αgḡ′) + 6ib2(αf̄g′ − βf ′ḡ − βf̄ ′g + αfḡ′)]

−3(βf̄f ′ − βff̄ ′ + αḡg′ − αgḡ′ + i(αf̄g′ − βf ′ḡ − βf̄ ′g + αfḡ′))[β2f̄f
′′

+ β2ff̄
′′

+ α2ḡg
′′

+α2gḡ
′′

+ i(α2f̄g
′′

+ β2f̄
′′
g − α2fḡ

′′ − β2f
′′
ḡ)− 2(β2|f ′|2 + α2|g′|2 + iαβ(f̄ ′g′ − f ′ḡ′))

−2ib
(
βf̄f ′ − βff̄ ′ + αḡg′ − αgḡ′ + i(αf̄g′ + αfḡ′ − βf ′ḡ − βf̄ ′g)

)
] = 0.

Sustituyendo las derivadas de f y g dadas en (3.69) y (3.70), podemos agrupar los términos
anteriores como sigue

(|f |2 + |g|2 + i(f̄g − fḡ)) · [h11(u) + h12(u, v) + h13(v)]

−3(β(f ′f̄ − ff̄ ′) + α(g′ḡ − gḡ′) + iα(f̄g′ + fḡ′)− iβ(f ′ḡ − f̄ ′g)) · [h21(u) + h22(u, v)

+h23(v)] = 0,
(3.72)

donde

h11(u) = (γ + 4β3 + 6b2β)(f ′f̄ − ff̄ ′),

h12(u, v) = ig′f̄(δ − α3 + 3αβ2 + 6b2α) + iḡ′f(δ − α3 + 3αβ2 + 6b2α)

−if ′ḡ(γ + β3 − 3α2β + 6b2β)− if̄ ′g(γ + β3 − 3α2β + 6b2β),

h13(v) = (δ − 4α3 + 6b2α)(g′ḡ − gḡ′),

h21(u) = −2β2(|f ′|2 − |f |2) + 2bβ(f ′f̄ − ff̄ ′),

h22(u, v) = i(β2 − α2)(gf̄ − ḡf)− 2iαβ(f̄ ′g′ − f ′ḡ′))− 2b(α(g′f̄ + fḡ′)− β(f ′ḡ + gf̄ ′)),

h23(v) = −2α2(|g′|2 + |g|2) + 2bα(g′ḡ − gḡ′).
(3.73)

Por tanto, para satisfacer (3.72)(y por tanto (3.66)), debemos cancelar cada uno de los dos
corchetes, con términos sólo en la variable u, sólo en la variable v y términos mixtos en
(u, v), que aparecen en la ecuación. Para ello, podemos hacer h12(u, v) = 0, sin más que
escoger las velocidades γ y δ como sigue

γ = β(−β2 + 3α2 − 6b2), δ = α(α2 − 3β2 − 6b2). (3.74)
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Con esta elección e imponiendo las tres condiciones siguientes, para cada u, v ∈ R satis-
faríamos (3.72) y por tanto (3.66):

h11(u) + h13(v) = 0,

h21(u) + h23(v) = 0,

h22(u, v) = 0,

(3.75)

esto es,

i(β2 − α2)(gf̄ − ḡf)− 2iαβ(f̄ ′g′ − f ′ḡ′))− 2bα(g′f̄ + fḡ′) + 2bβ(f ′ḡ + gf̄ ′) = 0, (3.76)

− β2(|f ′|2 − |f |2)− α2(|g′|2 + |g|2) + ibβ(f ′f̄ − ff̄ ′) + ibα(g′ḡ − gḡ′) = 0, (3.77)

β(f ′f̄ − ff̄ ′)− α(g′ḡ − gḡ′) = 0. (3.78)

Veamos bajo qué condiciones se satisfacen (3.76), (3.77) y (3.78).

Analizamos separadamente cada uno de los cuatro sumandos de

(3.76) = i(β2 − α2)(gf̄ − ḡf)− 2iαβ(f̄ ′g′ − f ′ḡ′))− 2bα(g′f̄ + fḡ′) + 2bβ(f ′ḡ + gf̄ ′) = 0.

(i.1) i(β2 − α2)(gf̄ − ḡf)
= i(β2 − α2){[C sin(v) + (D + iE) cos(v)][(A− iB) cosh(u)− iB sinh(u)]

−[C sin(v) + (D − iE) cos(v)][(A+ iB) cosh(u) + iB sinh(u)]}
= i(β2 − α2){C[(A− iB)− (A+ iB)] sin(v) cosh(u)− 2iBC sin(v) sinh(u)

+[(A− iB)(D + iE)− (D − iE)(A+ iB)] cos(v) cosh(u)
−iB[(D − iE) + (D + iE)] cos(v) sinh(u)}

= i(β2 − α2){−2iBC sin(v) cosh(u)− 2iBC sin(v) sinh(u)
+2i(AE −DB) cos(v) cosh(u)− 2iBD cos(v) sinh(u)}

= 2(β2 − α2){BC sin(v) cosh(u) +BC sin(v) sinh(u)− (AE −DB) cos(v) cosh(u)
+BD cos(v) sinh(u)}.
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(i.2) − 2iαβ(f̄ ′g′ − f ′ḡ′)

= −2iαβ{[C cos(v)− (D + iE) sin(v)][(A− iB) sinh(u)− iB cosh(u)]

−[C cos(v)− (D − iE) sin(v)][(A+ iB) sinh(u) + iB cosh(u)]}

= −2iαβ{C[(A− iB)− (A+ iB)] cos(v) sinh(u)

+[(A+ iB)(D − iE)− (D + iE)(A− iB)] sinh(u) sin(v)− 2iBC cosh(u) cos(v)

+2iBD cosh(u) sin(v)}

= −2iαβ{−2iBC cos(v) sinh(u) + 2i[BD −AE] sinh(u) sin(v)

−2iBC cos(v) cosh(u) + 2iBD cosh(u) sin(v)}

= 4αβ{−BC cos(v) sinh(u) + (BD −AE) sinh(u) sin(v)−BC cos(v) cosh(u)

+BD cosh(u) sin(v)}.

(3.79)

(i.3) − 2bα(g′f̄ + fḡ′)

= −2bα{[C cos(v)− (D + iE) sin(v)][(A− iB) cosh(u)− iB sinh(u)]

+[C cos(v)− (D − iE) sin(v)][(A+ iB) cosh(u) + iB sinh(u)]}

= −2bα{[C[(A− iB) + (A+ iB)] cosh(u) cos(v) + 0 · sinh(u) cos(v)

−[(D + iE)(A− iB) + (D − iE)(A+ iB)] cosh(u) sin(v)

+iB[(D + iE)− (D − iE)] sinh(u) sin(v)}

= −4bα{AC cos(v) cosh(u) + 0 · cos(v) sinh(u)− (AD + EB) sin(v) cosh(u)

−BE sin(v) sinh(u)}.

(3.80)
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(i.4) + 2bβ(f ′ḡ + gf̄ ′)

= 2bβ{[C sin(v) + (D − iE) cos(v)][(A+ iB) sinh(u) + iB cosh(u)]

+[C sin(v) + (D + iE) cos(v)][(A− iB) sinh(u)− iB cosh(u)]}

= 2bβ{C[(A+ iB) + (A− iB)] sin(v) sinh(u) + 0 · sin(v) cosh(u)

+[(D − iE)(A+ iB) + (D + iE)(A− iB)] cos(v) sinh(u)

+iB[(D − iE) + (D + iE)] cos(v) cosh(u)}

= 4bβ{AC sin(v) sinh(u) + 0 · sin(v) cosh(u)− (AD + EB) cos(v) sinh(u)

+EB cos(v) cosh(u)}.

(3.81)

(ii) Condición (3.77). Sustituyendo (3.71a) y (3.71b) en (3.77), obtenemos

−β2(|f ′|2 − |f |2)− α2(|g′|2 + |g|2) + ibβ(f ′f̄ − ff̄ ′) + ibα(g′ḡ − gḡ′)

= −β2{[(A+ iB) sinh(u) + iB cosh(u)][(A− iB) sinh(u)− iB cosh(u)]

−[(A+ iB) cosh(u) + iB sinh(u)][(A− iB) cosh(u)− iB sinh(u)]}

−α2{[C cos(v)− (D + iE) sin(v)][C cos(v)− (D − iE) sin(v)]

−[C sin(v) + (D + iE) cos(v)][C sin(v) + (D − iE) cos(v)] + ib(2i)(βAB − αCE)

= −β2{(A+ iB)(A− iB)(sinh2(u)− cosh2(u)) +B2(cosh2(u)− sinh2(u))}

−α2{C2(sin2(v) + cos2(v)) + (D + iE)(D − iE)(sin2(v) + cos2(v))} − 2b(βAB − αCE)

= −β2(−(A2 +B2) +B2)− α2(C2 +D2 + E2)− 2b(βAB − αCE)

= β2A2 − α2(C2 +D2 + E2)− 2b(βAB − αCE) = 0.
(3.82)
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(iii) Condición (3.78). Sustituyendo (3.71a) y (3.71b) en (3.78), obtenemos lo siguiente

β(f ′f̄ − ff̄ ′)− α(g′ḡ − gḡ′)

= β{[(A+ iB) sinh(u) + iB cosh(u)][(A− iB) cosh(u)− iB sinh(u)]

−[(A+ iB) cosh(u) + iB sinh(u)][(A− iB) sinh(u)− iB cosh(u)]}

−α{[C cos(v)− (D + iE) sin(v)][C sin(v) + (D − iE) cos(v)]

−[C sin(v) + (D + iE) cos(v)][C cos(v)− (D − iE) sin(v)]}

= β
{
iB(A+ iB)(cosh2(u)− sinh2(u)) + iB(A− iB)(cosh2(u)− sinh2(u))

}
−α{C(D − iE)(cos2(v) + sin2(v))− C(D + iE)(cos2(v) + sin2(v))

}
= iβB {A+ iB +A− iB} − αC {D − iE −D − iE}

= 2i(βAB + αCE) = 0.

(3.83)

Una vez calculados los cuatro sumandos (iii.1), (iii.2), (iii.3), (iii.4) de (3.76), agru-
pamos términos proporcionales a sinh(u) cos(v), sinh(u) sin(v), cosh(u) cos(v), cosh(u) sin(v).
De esta forma (3.76) se reduce a

sinh(u) cos(v)[−4αβBC + 2(β2 − α2)BD + 4bβ(AD + EB)]

+ sinh(u) sin(v)[4αβ(BD −AE) + 2(β2 − α2)BC + 4bαBE + 4bβAC]

+ cosh(u) cos(v)[−4αβBC − 2(β2 − α2)(AE −BD)− 4bαAC + 4bβBE]

+ cosh(u) sin(v)[4αβBD + 2(β2 − α2)BC + 4bα(AD +BE)] = 0.

(3.84)

Anulando los coeficientes de cada uno de los pares de funciones

sinh(u) cos(v), sinh(u) sin(v), cosh(u) cos(v), cosh(u) sin(v),

satisfacemos (3.84) y obtenemos el sistema siguiente:

− 4αβBC + 2(β2 − α2)BD + 4bβ(AD + EB) = 0, (3.85)

4αβ(BD −AE) + 2(β2 − α2)BC + 4bαBE + 4bβAC = 0, (3.86)

− 4αβBC − 2(β2 − α2)(AE −BD)− 4bαAC + 4bβBE = 0, (3.87)

4αβBD + 2(β2 − α2)BC + 4bα(AD +BE) = 0. (3.88)

Manipulando las anteriores ecuaciones, obtenemos un sistema equivalente que puede ser
resuelto, como vemos a continuación
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(3.85)− (3.86) = 2(β2 − α2)AE + 4bαAC + 4bβAD = 0,

(3.87)− (3.88) = −4αβAE − 4bαAD + 4bβAC = 0,

es decir


(β2 − α2)E + 2bαC + 2bβD = 0,

−αβE − bαD + bβC = 0.

(3.89)

En forma matricial, (3.89) se escribe como(
2bα 2bβ
bβ −bα

)(
C
D

)
=
(−(β2 − α2)E

αβE

)
, (3.90)

que podemos resolver en función de la constante E, obteniendo

C =
bα(α2 − β2) + 2bαβ2

2b2(α2 + β2)
E =

α

2b
E, (3.91)

D = −bβ(β2 − α2) + 2bα2β

2b2(α2 + β2)
E = − β

2b
E. (3.92)

Volviendo a las condiciones (3.83) y (3.82)

βAB + αCE = 0, (3.93)

beta2A2 − α2(C2 +D2 + E2)− 2b(βAB − αCE) = 0, (3.94)

podemos despejar βAB = −αCE y sustituir en (3.94) para obtener

β2A2 − α2(C2 +D2 + E2) + 4bαCE = 0. (3.95)

Sustituyendo ahora (3.91) y (3.92) en (3.95), obtenemos

β2A2 − α2(C2 +D2 + E2) + 4bαCE = 0,

β2A2 − α2
(
α2

4b2
+ β2

4b2
+ 1
)
E2 + 4bα α

2bE
2 = 0,

β2A2 − α2(α2+β2−4b2)
4b2

E2 = 0.

(3.96)

De esta forma, teniendo en cuenta la hipótesis α2 + β2− 4b2 > 0, obtenemos el valor de la
constante E en función de la constante A,

E = ± 2bβ

α
√
α2 + β2 − 4b2

A. (3.97)

Sustituyendo (3.97) en (3.91), (3.92) y (3.93), obtenemos las constantes
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C =
α

2b
E = ± α

2b
2bβ

α
√
α2 + β2 − 4b2

A =
±β√

α2 + β2 − 4b2
A, (3.98)

D = − β
2b
E = ∓ α

2b
2bβ

α
√
α2 + β2 − 4b2

A =
∓β2

α
√
α2 + β2 − 4b2

A, (3.99)

B = −α
β

CE

A
=

∓2bβ
α2 + β2 − 4b2

A. (3.100)

Por tanto, escogiendo el signo superior en todas las constantes y sustituyéndolas en (3.71a)
y (3.71b), obtenemos finalmente

f(u) = A(1− i 2bβ
(α2 + β2 − 4b2)

) cosh(u)− iA 2bβ
(α2 + β2 − 4b2)

sinh(u), (3.101)

g(v) = A
β√

α2 + β2 − 4b2
sin(v) +A(− β2

α
√
α2 + β2 − 4b2

+ i
2bβ

α
√
α2 + β2 − 4b2

) cos(v).

(3.102)
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Figura 3.2. Izda. corresponde a la solución breather (3.63), (3.64), (3.65) con α = 7, β = 1, b = 0.3 en
t = 0. Dcha. corresponde a la solución polo doble (3.103) con β = 1, b = 0.3 en t = 5.

Si hacemos b = 0 en (3.63), (3.64), (3.65), obtenemos (3.3), la ya conocida solución
breather de la ecuación mKdV atractiva(ver [W] y [La], pag.139). Si en (3.63)-(3.65) hace-
mos la traslación ṽ = v−arctan(βα) y tomamos el límite α→ 0, obtenemos la generalización
de la solución polo doble obtenida por M.Wadati et al. [OW], que posee un valor de frontera
no nulo en el infinito. La fórmula explícita es

k(s, t) = b+ 2
∂

∂s
arctan

(
G̃(s, t)
F̃ (s, t)

)
, (3.103)
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G̃(s, t) =
β2(s− 3(β2 + 2b2)t)√

β2 − 4b2
− 2bβ
β2 − 4b2

(cosh(β(s−(β2+6b2)t))+sinh(β(s−(β2+6b2)t))),

F̃ (s, t) = cosh(β(s− (β2 + 6b2)t)− 2b(1− β(s− 3(β2 + 2b2)t))√
β2 − 4b2

.

Si hacemos b = 0, y desarrollamos las derivadas, obtenemos la expresión equivalente (2.9)
(pág.45).

3.2.3. Teoría de existencia global del flujo geométrico de la mKdV para
soluciones regulares

En esta sección resolvemos el PVI (3.2) para curvas cerradas que son suficientemente
regulares. Este resultado está basado en uno previo sobre (3.1) dado por J.Bourgain en [B].
Recordar en este punto que las soluciones breather también aparecieron en el estudio del
PVI de la ecuación mKdV como contraejemplo a la dependencia continua de parámetros
(ver [KePV1]) en espacios de funciones de baja regularidad. La estabilidad para intervalos
de tiempo largos es mucho más delicada. De hecho, aunque hay abundante literatura sobre
la estabilidad para todo tiempo de las soluciones en forma de onda viajera para (3.1) en la
recta real(ver [Z]), nada se conoce en el caso de las soluciones breather. La situación para
las soluciones periódicas es incluso peor, por que la estabilidad orbital de las soluciones
tipo onda viajera ha sido obtenida sólo muy recientemente(ver [An2]).
Por simplicidad asumiremos que la curva es 2π periódica y por tanto su longitud total es
2π. Recordamos, para posteriores referencias, que usando las ecuaciones de Frenetts = kn,

ns = −kt.
(3.104)

donde (t,n) son respectivamente, el tangente y el normal a la curva, y entendiendo z como
un número complejo z(s, t) = x(s, t) + iy(s, t), (3.2) puede ser reescrita como,


zt(s, t) = −zsss + 3

2z
2
ssz̄s,

z(s, 0) = z0, z(s+ 2π, 0) = z(s, 0),

|zs|2 = 1.

(3.105)

Dado r > 0 definimos el espacio de Sobolev Hr(T) como el conjunto de las funciones
2π-periodicas f(s) =

∑∞
j=−∞ aje

ijs tales que

‖f‖2Hr =
∞∑

j=−∞
(1 + j2)r|aj |2 <∞.

Tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 3.2.1. [PVI para z] Sea z0(s) una curva cerrada en el plano, y k0(s) ∈ Hr(T)
con r ≥ 1/2, s ∈ T = [0, 2π], su curvatura. Entonces existe τ > 0, con τ = τ(‖k0‖H1/2) y
una única solución z = z(s, t) de

zt(s, t) = (−iks(s, t)− 1
2k(s, t)2)zs(s, t)

z(s, 0) = z0 z(s+ 2π, 0) = z(s, 0),
|zs|2 = 1,

(3.106)

tal que z ∈ C([0, τ ] : Hr+2) . Además z es una función 2π-periódica y si r ≥ 1, la solución
puede ser extendida para todo tiempo t > 0.

Demostración. A partir de la suposición k0 ∈ Hr(T) podemos usar el resultado probado
en [B]. Por tanto existe una única solución k(s, t) ∈ C(Hr(T); [0, τ ]) para r ≥ 1

2 del PVI.{
kt + ksss + 3

2k
2ks = 0,

k(s, 0) = k0.
(3.107)

Esta solución es 2π-periódica, y puede ser extendida para todo tiempo t > 0 si r ≥ 1.
Además ∫ 2π

0
k(s, t) ds =

∫ 2π

0
k0(s) ds = 2π. (3.108)

Para construir z necesitamos primero zs. Usando notación compleja, es suficiente con re-
solver la EDO que procede de las ecuaciones de Frenet (3.104), zss(s, t) = ik(s, t)zs(s, t).
Esto nos da zs(s, t) = zs(0, t)ei

∫ s
0 k(s′,t)ds′ , y por tanto zs es 2π-periodica. A partir de aquí,

necesitamos calcular zs(0, t). Para obtenerla, derivaremos con respecto a s en (3.106) para
conseguir zst(0, t) = −i(kss(0, t) + k3(0, t))zs(0, t).
Así, zs(0, t) = zs(0, 0)e−i

∫ t
0 (kss(0,t′)+k3(0,t′))dt′ , donde zs(0, 0) = (z0)s(0). Integrando zs en

la variable s obtenemos por un cálculo directo que z(s, t) es una solución de (3.106). Que-
da por probar que esta z es 2π-periódica en la variable s. Para probarlo, miramos a las
curvas ẑ(s, t) = z(s + 2π, t), y llamamos k̂ a las correspondientes curvaturas. Entonces ẑ
es una solución de (3.106) y k̂ resuelve (3.107) con k̂(s, 0) = k0(s). A partir de la unicidad
conseguimos que k̂ = k y como consecuencia ẑ = z, como queríamos.

3.3. Experimentos numéricos.

En [KKS1] y [KKS2] ya se probó la existencia de soluciones breathers periódicas que
generalizan las soluciones encontradas por M.Wadati. Desafortunadamente, como ya diji-
mos en la introducción, estas soluciones son obtenidas siguiendo el ansatz dado en (3.3),
de forma que éstas tienen media nula y por tanto no pueden ser la curvatura de una curva
cerrada. Una cuestión natural es si el ansatz que aparece en la Proposición 3.2.1 (o en
(3.59)) permite la existencia de soluciones periódicas no triviales. No hemos sido capaces
de responder a esta pregunta todavía, pero en esta sección ideamos experimentos y presen-
tamos resultados numéricos que sugieren fuertemente que la respuesta debe ser positiva.
Estos experimentos numéricos los hemos diseñado como sigue. Si construimos las curvas
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con curvaturas dadas por las soluciones de la Proposición 3.2.1, escogiendo el parámetro
b pequeño y por ejemplo β = 1 y α = 10, lo que obtenemos es un paquete de ondas
dado por (3.6) viajando a lo largo de una curva que es básicamente un círculo de radio
1/b. Ya que las soluciones están definidas para todo s, la curva tendrá eventualmente una
autointersección. De esta forma, obtenemos una curva cerrada que no será necesariamente
diferenciable. Por tanto, algún procedimiento extra debe ser ideado para "cerrar" la curva
de forma diferenciable.

3.3.1. Descripción del método numérico.

Nuestro próximo paso es la construcción de una solución para t > 0 del flujo de curvas

zt = −zsss +
3
2
z2
ssz̄s, (3.109)

cuya condición inicial es una curva cerrada. Sabemos ya que el método pseudo-espectral de
colocación es adecuado para aproximar soluciones tipo ondas viajeras y breathers de EDPs
mediante un conjunto manejable de armónicos [FW]. Las condiciones de cierre (3.119)-
(3.120) sobre z nos sugieren el uso de un sistema ortonormal de funciones exponenciales
complejas {

φj(s) = eiωjs
}
, con ωj =

2πj
L
.

Sustituyendo en (3.109) el desarrollo en serie de Fourier de la curva

z(s, t) =
+∞∑
j=−∞

Ẑj(t)φj(s),

teniendo en cuenta la ortogonalidad 〈φj , φl〉 = δjl de las funciones periódicas φj en
L2([−π, π]), y sus derivadas espaciales φ′j(s) = iωjφj(s), y después, por la condición de
finitud del esquema numérico pseudo-espectral, usando la versión truncada de esta serie
de Fourier, llegamos al sistema de EDOs siguiente d

dt Ẑj = i[ω3
j Ẑj + 3

2 V̂j ], j = 0, N − 1

Ẑ(0) = Fz0,
(3.110)

donde V̂j = FVj , representa la transformada de Fourier discreta, de la versión discretizada
del término no lineal V = z2

ssz̄s. La curva en el instante inicial z(s, 0) está reemplazada
por la serie truncada

z(s, 0) =
N−1∑
j=0

Ẑ
(0)
j eiωjsj , (3.111)

donde los coeficientes de Fourier discretos Ẑ(0)
j se calculan por una fórmula de cuadratura

en los puntos equidistantes de colocación sk = Sl + k(∆S)
N , k = 0, N − 1, ∆S = Sr − Sl,
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Ẑ
(0)
j =

1
N

N−1∑
k=0

z(sk, 0)e−iωjsk . (3.112)

La ventaja de esta aproximación es que el valor de la solución y sus derivadas espaciales
pueden ser aceleradas por el algoritmo de la FFT cuando se escogen N = 2q, q ∈ N puntos
(aquí trabajaremos con q = 9 y/o q = 10). La integración en tiempo se realiza por un
esquema explícito Runge-Kutta de orden 4(5) (3.113), descrito en [HNW],

Ẑ
(n+1)
j = Ẑ

(n)
j + ∆tF (n∆t, Ẑ(n)

j ), (3.113)

donde L = 2π/b es la longitud del intervalo, ∆t es el paso temporal, y F (n∆t, Ẑ(n)) es
la parte no lineal, que si escribimos Ẑ(n)

j = X̂
(n)
j + iŶ

(n)
j , puede ser descompuesta en sus

partes real e imaginaria como sigue


<F = −w3

j Ŷ
(n)
j + 3

2

[
X̂

(n)
j,s (X̂(n)

j,ssX̂
(n)
j,ss − Ŷ (n)

j,ss Ŷ
(n)
j,ss) + 2X̂(n)

j,ssŶ
(n)
j,s Ŷ

(n)
j,ss

]
,

=F = w3
j X̂

(n)
j + 3

2

[
−Ŷ (n)

j,s (X̂(n)
j,ssX̂

(n)
j,ss − Ŷ (n)

j,ss Ŷ
(n)
j,ss) + 2X̂(n)

j,ssX̂
(n)
j,s Ŷ

(n)
j,ss

]
.

(3.114)

Escogemos también ε = 10−6 como la tolerancia relativa y absoluta del integrador en
tiempo para comparar resultados y asegurar la validez de la aproximación. Estos cálculos
han sido ejecutados por una subrutina FORTRAN disponible en el almacén Netlib. La
norma L2 de la curvatura k(s, t) de la curva z(s, t),∫ L

−L
k(s, t)2ds, (3.115)

se ha calculado para comprobar la estabilidad del método. Observar que esta magnitud
es una prueba muy exigente de la calidad de la evolución, ya que involucra dos derivadas
sobre la curva, que es la cantidad sobre la que hacemos la evolución. Por otra parte también
hemos evaluado la integral de la curvatura k(s, t),

1
2π

∫ L

−L
k(s, t)ds, (3.116)

para comprobar si el número de vueltas (3.116) que da el vector tangente es conservado en
la evolución.

3.3.2. Métodos para obtener una curva inicial cerrada y diferenciable.

En esta sección presentamos los métodos que hemos diseñado para construir curvas
cerradas y diferenciables, usando como componentes básicos las soluciones curvatura tipo
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b-breather obtenidas en las secciones 3.2.1 y 3.2.2 (ver Proposición 3.2.1). Recordar que
trabajaremos con soluciones de la EDP geométrica

kt + ksss +
3
2
k2ks = 0, (3.117)

en vez de (3.61). Por tanto multiplicaremos nuestras soluciones b-breather dadas en (3.63) o
(3.103) por un factor dos. Nuestro objetivo es conseguir, como condición inicial de nuestro
método numérico, definido en un intervalo espacial [σ0, σ1] a ser determinado, algunas
curvas cerradas muy próximas a las curvas asociadas a nuestra curvatura b-breather de
la Proposición 3.2.1. Para nuestros propósitos numéricos, es mejor trabajar en el espacio
euclídeo R2 y usar como sistema de referencia ortonormal, el dado por el tangente y el
normal (t,n). Las ecuaciones correspondientes son las ecuaciones de Frenet en el plano,
dadas en (3.104) ts = kn

ns = −kt.
(3.118)

Como ya indicamos en los preliminares 1.2.1 (pág.33), para conseguir una curva cerrada y
diferenciable, las condiciones que deben ser satisfechas son

0 = z(σ1, 0)− z(σ0, 0) =
∫ σ1

σ0

t(s, 0)ds =
(∫ σ1

σ0

cos(θ(s, 0))ds,
∫ σ1

σ0

sin(θ(s, 0))ds
)

(3.119)∫ σ1

σ0

k(s′, 0)ds′ = 2π, (3.120)

es decir, la condición (3.120) significa que el vector tangente debe ser el mismo en los
puntos inicial y final de la curva y la condición (3.119) significa que la curva comienza y
termina en el mismo punto.
Sabemos que asintóticamente los b-breathers (3.65) están próximos a la constante b. De
esta forma las correspondientes curvas estarán próximas a un círculo de radio 1

b . Hay que
notar, sin embargo, que la curva asociada a la curvatura tipo b-breather dada en (3.63) o
(3.103), no será una curva cerrada diferencialmente, ya que aunque fuera posible satisfacer
la condición (3.119) alargando el dominio de definición, y por tanto consiguiendo que la
curva z valga lo mismo en los extremos del dominio, el vector tangente t será distinto
en los extremos del dominio, ya que el término oscilante en la curvatura tipo b-breather
modifica el vector tangente haciendo que no se satisfaga la condición (3.120). De esta forma
debemos idear métodos para cerrar diferencialmente nuestra curva inicial tipo b-breather.
A continuación, presentamos estos métodos.

3.3.2.1 Método con funciones meseta.

Primero, parametrizamos la curva por longitud de arco y trabajamos, no sobre la cur-
vatura, sino sobre la función ángulo θ(s, 0) =

∫ s
l1
k(s′, 0)ds′ con [l1, l2] = [−π/b, π/b], ya que

de forma natural nos garantiza que |zs(s, t)| = 1 para todo t. El objetivo es modificar con-
venientemente la función ángulo θ(s, 0) para satisfacer las condiciones de cierre de la curva
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dadas por (3.119) y (3.120). Por tanto, primero seleccionamos un dominio [sl, sr] ⊂ [l1, l2]
en el cual θ(sl, 0) + θ(sr, 0) = 0. Después modificamos θ añadiéndole la siguiente función
de corte diferenciable (que denominaremos en adelante también como función meseta)

ψi(s,A,B, λi) =


0, s ∈ [sl, A),

exp [ −λi
(s−A)(B−s) ], s ∈ (A,B),

0, s ∈ (B, sr],

(3.121)

donde seleccionamos [A,B] ⊂ [sr, sl], obteniendo una nueva función ángulo θ1(s, 0) =
θ(s, 0) + ψ1(s,A,B, λ1). Moviendo adecuadamente la pendiente λ1 y el soporte [A,B] de
la función de corte ψ1, podemos conseguir que

∫ sr
sl

sin(θ1(s, 0))ds ≈ 0 (una precisión de
alrededor 10−10 será suficiente para nuestros propósitos), pero ocurrirá que∫ sr

sl

cos(θ1(s, 0))ds 6= 0.

Ahora, alargamos el dominio [sl, sr] para obtener uno nuevo [Sl, Sr], consiguiendo que
θ1(Sr, 0) − θ1(Sl, 0) = 2π. Seguidamente añadimos y restamos nuevas funciones de corte
diferenciables ψ2 y ψ3 a la función ángulo θ1, obteniendo una nueva función ángulo θ2.
Repetimos el proceso con la función θ2, esto es, moviendo las pendientes y soportes de ψ2

y ψ3 para conseguir finalmente que
∫ Sr
Sl

cos(θ2(s, 0))ds ≈ 0. Una vez obtenida la función
ángulo

θ2(s, 0) = θ(s, 0) + ψ1(s,A,B, λ1)− ψ2(s,A′, B′, λ2) + ψ3(s,A′′, B′′, λ3), (3.122)

que nos permitirá satisfacer las condiciones de cierre (3.119) y (3.120), construimos la curva
inicial

z(s, 0) = (x(s, 0), y(s, 0)), (3.123)

con curvatura k(s, 0) = d
dsθ2(s, 0), resolviendo numéricamente el sistemaxs(s, 0) = cos(θ2(s, 0)), x(Sl, 0) = 1

b ,

ys(s, 0) = sin(θ2(s, 0)), y(Sl, 0) = 0, s ∈ [Sl, Sr].

Esto puede ser hecho fácilmente con el software MATHEMATICA. Finalmente redefinimos
nuestro dominio inicial dado en (3.119)-(3.120) como [σ0, σ1] ≡ [Sl, Sr].

Comentar, por último, que queremos evitar, para simulaciones con tiempo máximo
de ejecución suficientemente largo, que las perturbaciones breather interaccionen con las
funciones meseta (3.121) introducidas, ya que estas colisiones afectan de manera inelástica
a la evolución (ver figura 3.6). Este carácter inelástico de las colisiones entre soluciones de
la mKdV y obstáculos, fue descrito recientemente (también para KdV) por C.Muñoz en
[Muñ1] y [Muñ2]. Por ello, dado que para mostrar la existencia de este tipo de soluciones
breather debemos recurrir a simulaciones a tiempos largos de ejecución (para comprobar
que el breather no se dispersa en la evolución), donde la perturbación localizada tipo
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Figura 3.3. Izquierda: curvatura resultante tras añadir funciones meseta (el tamaño de las funciones meseta
está aumentado para poder localizarlas). Derecha: curva con breather resultante a partir de la curvatura de la
izquierda, con parámetros α = 2, β = 1, b = 0.05.

breather dé al menos una vuelta a la circunferencia de radio ≈ 1/b y por tanto colisione
con las funciones meseta empleadas para cerrar la curva inicial, hemos recurrido a otros
métodos para disminuir primero, y eliminar después, la modificación de la curvatura ori-
ginal mediante funciones "extrañas", tipo meseta, para el flujo geométrico de la mKdV. A
continuación presentamos estos métodos.

3.3.2.2 Método con discontinuidad en la curvatura de la curva.

En este método, básicamente lo que hacemos es construir a trozos la curva, teniendo
en cuenta que asintóticamente la curvatura b-breather tiende a una constante no trivial b.
Para ello, primero imponemos la simetría par a la curvatura inicial (3.63), por medio de
una traslación adecuada para eliminar la fase arctan(β/α) y posteriormente considerar que
para un parámetro asintótico b suficientemente pequeño, los términos proporcionales a b,
se pueden despreciar y por tanto queda una curvatura aproximada en este régimen como
sigue

k(s, t) ≈ 2
(
b+ 2∂s arctan

(
sin(α(s+δt))

cosh(β(s+γt))

))
,

δ = α2 − 3β2 − 6b2, γ = 3α2 − β2 − 6b2.

(3.124)

Fijamos b, α, β y definimos la variable ángulo θ(s) a t = 0, de la siguiente forma.
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θ(s) =


2{bs+ 2 arctan[ sin(αs)

cosh(βs) ]}, |s| ≤ s0,

2b1(s− s0) + π/2, s0 ≤ s ≤ s0 + π
4b1
.

(3.125)

Imponiendo que θ(−s) = −θ(s), extendemos la definición del ángulo θ simétricamente
alrededor del origen, introduciendo los parámetros s0 y b1,

θ(s) =



2b1(s+ s0)− π/2, −s0 − π
4b1
≤ s ≤ −s0,

2{bs+ 2 arctan[ sin(αs)
cosh(βs) ]}, |s| ≤ s0,

2b1(s− s0) + π/2, s0 ≤ s ≤ s0 + π
4b1
.

(3.126)

Una vez definido el ángulo θ, determinamos los parámetros s0, b1 para obtener una curva
cerrada. Para ello, calculamos numéricamente el parámetro s0, imponiendo que

θ(s0) = 2{bs0 + 2 arctan[
sin(αs0)

cosh(βs0)
]} =

π

2
. (3.127)

Esto nos permite hallar el punto s0 en el cual las tangentes a la curva son verticales,
formando un ángulo de π/2 con la horizontal. Una vez determinado el parámetro s0,
definimos el parámetro b1 como

b1 = (2
∫ s0

0
cos[2{bs+ 2 arctan[

sin(αs)
cosh(βs)

]}]ds)−1. (3.128)

Con esta definición de b1, cumplimos ya las condiciones de cierre de una curva dadas por
(3.119) y (3.120), ya que el carácter par de la curvatura nos permite satisfacer que (con
L = s0 + π

4b1
)

∫ L

−L
sin[θ(s)]ds = 0, (3.129)

y directamente también satisfacemos que
∫ L
−L k(s, 0)ds = 2π y

∫ L
−L cos[θ(s)]ds = 0. La cur-

va construida se puede ver en Fig.3.5(izquierda). Para valores normales de los parámetros,
por ejemplo α = 2, β = 1, b = 0.05, la discontinuidad en la curvatura |b− b1| es del orden
de 10−3. Este salto en la curvatura afecta a la evolución del breather en la curva, como
se puede comprobar en la Fig.3.4. Ante esta circunstancia, decidimos eliminar cualquier
perturbación en la curvatura, mediante la construcción de una curva inicial por reflexión
especular.
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Figura 3.4. Izquierda y Derecha: Evolución de la integral de la curvatura k(s, t)2−k(s, 0)2 y la integral de k(s, t)2

para distintas frecuencias α, siendo construida esta curvatura con una discontinuidad. Las líneas verticales b0b1
localizan la discontinuidad |b−b1| en la curvatura. El breather derecha tiene parámetros α = 7, β = 1, b = 0.055,
con s0 = 22.44 y la evolución se ha realizado con un paso temporal ∆t = 2 × 10−5 y 210 puntos en la
discretización espacial. El breather izquierda tiene parámetros α = 2, β = 1, b = 0.055 y la evolución se ha
realizado con un paso temporal ∆t = 2×10−5 y 210 puntos en la discretización espacial. La velocidad de ambos
breathers es |3α2 − β2 − 6b2| y en este caso de frecuencia α = 2 y parámetro s0 = 39.27, nos permite localizar
dónde están las discontinuidades en la curvatura.
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3.3.2.3 Método por reflexión especular de un segmento de curva.

Mediante este método construimos una curva inicial cerrada y diferenciable por reflex-
ión especular de un segmento de curva adecuado. El proceso es el siguiente: fijamos los
parámetros de la curvatura b, α, β y definimos la variable ángulo θ(s) por,

θ(s) =



0,−2s0 ≤ s ≤ −s0,

2{bs+ 2 arctan[ sin(αs)
cosh(βs) ]}, |s| ≤ s0,

0, s0 ≤ s ≤ 2s0.

(3.130)

Calculamos numéricamente el parámetro s0, imponiendo que

θ(s0) = 2{bs0 + 2 arctan[
sin(αs0)

cosh(βs0)
]} =

π

2
. (3.131)

De esta forma, localizamos el parámetro s0 tal que el ángulo del vector tangente a la
curva respecto a la horizontal es de π/2. A partir de aquí construimos la curva inicial
z(s, 0) =

(∫ s cos(θ(s′)ds′,
∫ s sin(θ(s′)ds′)

)
por reflexión especular desde el ecuador del

círculo, es decir,

z(s, 0) =



(x(−s− 2s0),−y(−s− 2s0)), −2s0 ≤ s ≤ s0,

(x(s), y(s)), −s0 ≤ s ≤ s0,

(x(−s+ 2s0),−y(−s+ 2s0)), s0 ≤ s ≤ 2s0.

(3.132)

La curva construida se puede ver en Fig.3.5(derecha).

3.3.3. Ejemplos de evolución de curvas cerradas por el flujo de mKdV.

3.3.3.1 Curva cerrada simple (α > 1).

En este ejemplo mostramos la existencia de curvas con perturbaciones localizadas tipo
breather con frecuencia α > 1, a partir de simulaciones a tiempos largos de la evolución de
la curva inicial por medio del flujo geométrico de la mKdV. Mediante estas simulaciones
podemos comprobar cómo el breather mantiene su forma y no se dispersa, tanto cualitati-
vamente viendo como evoluciona la curva con la perturbación breather, como cuantitati-
vamente por medio de la evolución de la norma L2 de la curvatura de la curva, que como
ya dijimos, es una prueba muy exigente de la simulación, ya que involucra dos derivadas
sobre la curva, que es la cantidad sobre la que hacemos la evolución.
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Figura 3.5. Izquierda: curva inicial breather construida con el método 3.3.2 que provoca una discontinuidad en
la curvatura. El breather tiene parámetros α = 2, β = 1, b = 0.055. Derecha: curva inicial breather construida
por reflexión especular del semicírculo inferior con breather. El breather tiene los mismos parámetros.

Hemos construido la curva inicial por medio de los tres métodos expuestos en 3.3.2. Cuan-
do los valores de la frecuencia α del breather (3.63)-(3.65) (pág.76) son mayores que 1, la
correspondiente curva inicial no tiene autointersecciones, y consiste en un breather sobre
un círculo de radio 1/b, como se puede ver a la derecha de la figura 3.3.
Empleando el método que introduce funciones meseta en la curvatura breather (3.63)-
(3.65), obtenemos la curva inicial cerrada con un breather, hacemos la evolución temporal
y observamos que debido a que α > 1, la velocidad de la joroba del breather permite que
se desplace lo suficiente rápido como para interaccionar con las funciones meseta añadidas
a la curvatura. Esta interacción provoca que la amplitud del breather aumente cada vez
que pasa a través de dichas mesetas, y perturba la evolución del breather. Como ejemplo
de este comportamiento ver Fig.3.6.

En vista de esto, recurrimos al método 3.3.2, que provoca una discontinuidad acotada
en la curvatura de la curva. Construyendo la curva inicial por este método, obtenemos la
curva que se puede ver a la izquierda de la figura 3.5. En la figura 3.4 vemos cómo el paso
de la perturbación breather a través del salto |b0−b1| genera inestabilidades en la evolución
de la norma L2 de la curvatura. Esto nos lleva a emplear un método que no modifique la
curvatura inicial, como es el método por reflexión especular anteriormente expuesto.

La curva que se obtiene, en el caso de dos breathers simétricos con parámetros α =
2, β = 1, b = 0.055, se puede ver en la Fig.3.5(derecha). Una vez construida esta curva, la
introducimos como dato inicial en el flujo geométrico de la mKdV (3.105) para hacer su
evolución temporal. Como resultado tenemos dos breathers simétricos que viajan a lo largo
del círculo sin dispersarse. Esto se puede ver en las figuras 3.7 y 3.8, en donde representamos
la evolución de la curva a distintos tiempos (con paso temporal ∆t = 2×10−5) y la evolución
de la integral de la curvatura k(s, t)2 − k(s, 0)2 y la integral de la curvatura de esta curva,
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Figura 3.6. Efecto de la interacción de un breather con parámetros α = 2, β = 1, b = 0.055 con una función
meseta introducida para cerrar la curva diferencialmente y localizada en s = 19.2116, siendo la velocidad del
breather |3α2 − β2 − 6b2|, por lo que el tiempo que tardará en llegar a la meseta t ≈ 19.2116

|3α2−β2−6b2| = 1.749.

que como ya indicamos en (3.116), nos determina el número de vueltas que da el vector

tangente a lo largo del dominio de definición. Para facilitar la interpretación de las gráficas
tanto en este ejemplo como en los siguientes, hemos introducido en algunas de ellas líneas
a trazos horizontales que nos dan una referencia de la magnitud de las oscilaciones.

3.3.3.2 Caso intermedio (0 < α < 1).

Cuando el parámetro de frecuencia α en la solución curvatura (3.63)-(3.65) (pág.76) está
entre 0 y 1, aparecen interesantes curvas con autointersecciones que se crean y destruyen a
intervalos periódicos en la evolución de la curva inicial por el flujo geométrico de la mKdV,
como se puede ver en la figura 3.9. Hasta donde sabemos, este es el primer resultado
conocido en esta dirección. En este experimento hemos construido la curva inicial mediante
el método que introduce funciones meseta (3.121) en la curvatura. Empleamos el método
con funciones meseta, ya que en este caso en el que el parámetro 0 < α < 1, el breather
no llega a interaccionar con las funciones meseta hasta un tiempo razonablemente largo,
con lo que tenemos suficiente tiempo para observar el fenómeno que nos interesa resaltar,
es decir, la creación y destrucción de autointersecciones a lo largo de la evolución bajo el
flujo geométrico de la mKdV (3.105). Dicho esto, para el método que recurre a funciones
meseta, hemos escogido como parámetros del breather α = 0.8, b = 0.04, β = 1, y como
parámetros del método para cerrar la curva: Sl =, Sr =, A = 10, B = 17, λ1 = 24.7347, A′ =
−47.36, B′ = −30.36, λ2 = 1815.11, A′′ = 35.24, B′′ = 52.24, λ3 = 1815.11, y finalmente
tenemos como curvatura de la curva k(s, 0) = d

dsθ2(s, 0), donde de nuevo θ2 está dado
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Figura 3.7. Curva simple. Perturbación breather simétrica con α = 2, β = 1, b = 0.02, viajando a lo largo de la
curva en t = 0, 3, 6, 9, 12, 14.175∆t, ∆t = 75× 10−4.
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Figura 3.8. Curva simple. Izquierda: Evolución de la integral de k(s, t)2 − k(s, 0)2 en el caso de la curva
especular. El breather tiene parámetros α = 2, β = 1, b = 0.02 y la evolución se ha realizado con un paso
temporal ∆t = 2 × 10−5 y 210 puntos en la discretización espacial. Derecha: evolución de la integral de la
curvatura k(s, t), que representa el número de vueltas dado por el vector tangente a la curva.
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en (3.122). La evolución temporal de esta curva inicial está dada en la figura 3.9 y se ha
realizado con un paso temporal ∆t = 1 × 10−4 y 29 puntos en la discretización espacial.
En la figura 3.10, representamos las cantidades conservadas por la mKdV, dadas por la

 t = 0  t = 27  t = 50

 t = 75  t = 105  t = 145

Figura 3.9. Estado intermedio para curva con mesetas en t = 0, 27, 50, 75, 105, 145∆T, ∆T = 10∆t.
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Figura 3.10. Estado intermedio con mesetas :Izquierda, integral de k(s, t)2 − k(s, 0)2. Derecha, integral de
la curvatura k(s, t) (que nos da el no de vueltas), ambas desde t = 0 a t = 19000∆t. Estando localizada el
comienzo de la función meseta en s = 17.27, y siendo la velocidad del breather |3α2− β2− 6b2|, la interacción
del breather con la función meseta ocurrirá a tiempo t ≈ 17.27

|3α2−β2−6b2| = 18.97.

integral de k(s, t)2− k(s, 0)2 y por la integral de la curvatura k(s, t), que nos da el número



3.3. EXPERIMENTOS NUMÉRICOS. 99

de vueltas. Observar que en los instantes t = 27∆t y t = 145∆t de la evolución de la curva
con α = 0.8, la curva no tiene ninguna autointersección, y que en los tiempos anteriores y
posteriores las autointersecciones se crean y destruyen periódicamente.

3.3.3.3 Solución polo doble (α = 0).

Este ejemplo tiene relación con la solución polo doble (2.9) presentada en el capítulo 2,
en el caso en que el parámetro asintótico b = 0. De esta forma, mostramos una curva que
retiene las autointersecciones en su evolución, tomando la forma de un par de lazos que se
separan uno de otro de manera logarítmica. Usaremos la expresión (3.103) (pág.84) como
punto de partida y procedemos como en el caso intermedio anterior.

Dado que en este caso la frecuencia α = 0, podemos construir la curva inicial por el
método que emplea funciones meseta, ya que la separación entre los lazos es a velocidad log-
arítmica y en un tiempo razonablemente grande, los dos extremos diferenciados (jorobas)
no van a interaccionar con las funciones meseta introducidas para cerrar la curva. Nos
basta con mostrar que la curva retiene las autointersecciones en su evolución.
En la construcción de la curva hemos escogido como parámetros de la curvatura polo
doble b = 0.045, β = 1, y como parámetros del método, Sl =, Sr =, A′ = −29.9066, B′ =
−19.9066, λ2 = 784.93588, A′′ = 27.8851, B′′ = 37.8851, λ3 = 784.93588, y finalmente co-
mo curvatura de la curva k(s, 0) = d

dsθ2(s, 0), donde de nuevo θ2 está dado en (3.122) con
θ(s, 0) como en el caso anterior, y F,G están dados por (3.63)-(3.65).
Como la forma asintótica de la solución (3.103) cuando t → +∞ está dada por la super-
posición de la constante b más un par soliton/antisoliton

k(s, t) ≈ b+
β2√

β2 + 4b2
sech(u− δ+)− β2√

β2 + 4b2
sech(u− δ−), u = β(x− (β2 + 6b2)t),

con δ± = β log
(

6β(β
2−4b2

β2+4b2
)±

1
2 (β2 + 2b2)t

)
, esperamos asintóticamente un lazo y un antila-

zo viajando sobre el círculo, como la curva inducida por esta curvatura. Además, los lazos
se separan logarítmicamente en tiempo, teniendo asintóticamente el mismo tamaño.

Representamos las cantidades conservadas y que empleamos para ver la calidad de la
evolución de la simulación, por la integral de k(s, t)2 − k(s, 0)2 y la integral de k(s, t) (ver
figura 3.11). La evolución de la curva está dada en la figura 3.12 y hemos empleado un
paso temporal ∆t = 1× 10−4 y 29 puntos en la discretización espacial.
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Figura 3.11. Polo doble construido con mesetas: integral de k(s, t)2 − k(s, 0)2 e integral de la curvatura k(s, t)

del polo doble, desde t = 0 a t = 80000∆t.

 t = 0  t = 300  t = 950 

 t = 1400  t = 1950  t = 3195

Figura 3.12. Lazo− antilazo sobre el círculo, a t = 0, 300, 950, 1400, 1950, 3195∆T, ∆T = 20∆t.

3.3.3.4 Colisión.

En este ejemplo nos planteamos la pregunta natural de la colisión entre breathers, em-
pleando esta colisión para estudiar la estabilidad de este tipo de datos iniciales bajo el
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flujo geométrico de la mKdV (3.105). De esta forma, hemos tomado como curvatura inicial
la que resulta al añadir dos breathers (3.63)-(3.65) diferentes, uno con un parámetro de
frecuencia mayor que el otro, lo que implica que una perturbación breather se moverá más
rápido que la otra sobre el círculo y terminarán colisionando en algún momento.
Al igual que en el caso de frecuencia 0 < α < 1, presentamos los resultados obtenidos
cuando construimos las curvas iniciales mediante el método con funciones meseta.

Seleccionamos los siguientes parámetros para los breathers: b = 0.0495, α1 = 2.85, α2 =
2.35, β = 1, x0 = −1, t0 = −1. Escogemos también los siguientes parámetros para el método
de construcción de la curva: s0 = −π

b , s1 = π
b , Sl = −32.72495, Sr = 34.8305, A = 7, B =

20, λ1 = 629.69974, A′ = −29.725, B′ = −18.725, λ2 = 338.7296297, A′′ = 20.8306, B′′ =
31.8306, λ3 = 338.7296297.
Las diferentes frecuencias α1 > α2 implican que los breathers tendrán diferentes velocidades
de grupo, lo que permitirá que se produzcan colisiones entre las perturbaciones breather.
Las traslaciones x0, t0 aplicadas sobre uno de los b-breather, nos permitirán separarlos
adecuadamente a t = 0. La curvatura obtenida es,
k(s, 0) = d

dsθ2(s, 0), donde

θ2(s, 0) = 2
(
bs+ 2 arctan

(
G(s,0,b,α1,β)
F (s,0,b,α1,β)

)
+ 2 arctan

(
G(s−x0,−t0,b,α2,β)
F (s−x0,−t0,b,α2,β)

))
+ψ1(s,A,B, λ1)− ψ2(s,A′, B′, λ2) + ψ3(s,A′′, B′′, λ3),

(3.133)

con F,G dados por (3.63)-(3.65).

Como podemos ver, la complejidad de la curvatura modificada se incrementa cuando se
tienen en cuenta diferentes breathers más las correspondientes funciones meseta. A pesar
de esta complejidad, podemos realizar la evolución de la curva, la integral de la diferencia
k(s, t)2 − k(s, 0)2 y también la integral de la curvatura k(s, t), como podemos ver en las
figuras 3.13 y 3.14. En la evolución hemos escogido un paso temporal ∆t = 1× 10−3 y 29

puntos en la discretización espacial.

Hemos contrastado la evolución de esta curva con breathers que colisionan, construida
empleando funciones meseta, con la evolución de la curva con breathers con diferentes
velocidades, pero ahora construida con el método que modifica por partes la curvatura,
siendo la discontinuidad total de la curvatura del orden de |b− b1| ≈ 5×10−3. La construi-
mos por este método pues, a pesar de saber que la discontinuidad |b− b1| en la curvatura
afecta ligeramente a la evolución de los breathers sobre la curva, nos interesa resaltar el
carácter elástico de las colisiones de los breathers sobre la curva.
Hemos escogido como parámetros de los breathers α1 = 2.35, α2 = 2.85, β = 1, b = 0.045
y hemos introducido una traslación para separar a t = 0 los breathers con frecuencia α2

del breather con frecuencia α1. Notar que al ser α2 > α1, los breathers colisionarán en
algún instante, fenómeno que se puede comprobar en la figura 3.15. Hemos empleado 210

puntos en la discretización espacial y hemos usado un paso temporal ∆t = 1 × 10−5. La
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Figura 3.13. Colisión de breathers con frecuencias α1  α2 en una curva con mesetas, en los instantes t =

0, 155, 175, 185, 200, 255∆t.
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Figura 3.14. Caso de una colisión de breathers en una curva con mesetas: integral de k(s, t)2−k(s, 0)2 y k(s, t)

desde t = 0 hasta t = 2000∆t.
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evolución de la integral de k(s, t)2 − k(s, 0)2 y la integral de la curvatura k(s, t), que nos
da el número de vueltas del vector tangente a la curva, se pueden ver en la figura 3.16.
Las curvaturas empleadas para el método con mesetas y el método con una diferencia

 t =0  t = 185  t =255

 t =355  t =450  t =550

 Α2

 Α1

 Α2

 Α2

 Α2

 Α1
 Α2

 Α1

 Α2

  Α2

 Α1

 Α2

 Α1

 Α2

 Α2

 Α1

 Α2
 Α2

Figura 3.15. Colisión de breathers sobre una curva con discontinuidad |b − b1| en la curvatura: evolución
de la curva con tres breathers, dos con frecuencia α2 y uno con frecuencia α1, α2 > α1, en los instantes
t = 0, t = 185, t = 255, t = 355, t = 450, t = 550∆t.

|b− b1| en la curvatura están indicadas en la figura 3.17
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Figura 3.16. Colisión de breathers sobre una curva con diferencia |b− b1| en la curvatura: integral de k(s, t)2 −
k(s, 0)2 e integral de k(s, 0).
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Figura 3.17. Curvaturas en el caso de colisión: izquierda, curvatura construida con mesetas para los breathers
de 3.13. Derecha, curvatura construida con salto |b− b1|, para los breathers de 3.15.



Capítulo 4

Regularidad de la ecuación de
Gardner para datos en
Hs(R), s > 1/4

Sumario. En este capítulo probamos que el problema de valor inicial de la ecuación KdV
extendida (ecuación de Gardner en adelante) está local y globalmente bien propuesto para
datos en Hs(R), s > 1/4. Es decir demostramos la existencia, unicidad, persistencia y
dependencia continua del dato inicial para un intervalo temporal finito, cuyo tamaño depende
de la norma Hs(R), s > 1/4 del dato inicial. Gracias a este resultado local y a leyes de
conservación probamos la existencia global en H1(R).

El estudio que hemos llevado a cabo de la versión geométrica de la ecuación mKdV atrac-
tiva, buscando curvas cerradas en el plano con perturbaciones que viajan a lo largo de la
curva, nos llevó, como ya vimos en el capítulo 3, a buscar soluciones de la mKdV del tipo
una constante más una función que decae exponencialmente en la variable espacial, cuando
ésta va a infinito, i.e. funciones de norma Ḣ1(R) acotada.
En este capítulo vamos a probar que el problema de valor inicial para la ecuación de Gard-
ner, que verifican las funciones que decaen exponencialmente que nos hemos encontrado
en el capítulo anterior, está localmente (en tiempo) bien propuesto para datos iniciales
en Hs(R), s > 1/4 y globalmente bien propuesto para datos iniciales en H1(R). Es de-
cir, probamos la existencia, unicidad, persistencia y dependencia continua del dato inicial,
primero en un intervalo de tiempo finito que depende de la norma Hs(R) del dato inicial, y
después para todo t ∈ R, usando el resultado local y leyes de conservación si el dato inicial
está en H1(R).
La prueba de que el problema de valor inicial de la ecuación mKdV está localmente bi-
en propuesto para datos iniciales en Hs(R), s ≥ 1/4, fue dado por C.Kenig, G.Ponce y
L.Vega en [KePV2]. Ellos utilizan en su demostración estimaciones de la función maximal
y el smoothing de T.Kato. En [KePV2] también se demuestra implícitamente que el pro-
blema está globalmente bien propuesto en Hs(R), s ≥ 1. El resultado global fue mejorado
en [CoKeTakTa] por J. Colliander, M. Keel, G. Staffilani, H. Takaoka y T. Tao para datos
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en Hs(R), s > 1/4, utilizando la teoría de existencia para KdV y la transformada de
Miura (1.8), tanto para el caso atractivo como repulsivo. Estos son dos métodos distintos
de abordar el problema de la existencia local de solución para la ecuación mKdV.

El problema de valor inicial que consideramos para la mKdV esut + uxxx + 2(u3)x = 0 u(x, t) = σ + v(x, t), σ, t, x ∈ R,
u(x, 0) ≡ u0(x) = σ + v0(x), v0(x) ∈ Hs(R).

(4.1)

El factor 2 de la ecuación se puede cambiar reescalando la ecuación. En vista de que
u(x, t) = σ+ v(x, t) es una función de norma no acotada, el problema de valor inicial de la
mKdV lo traducimos en el siguiente PVI para la variable auxiliar v. Primero, obtenemos
la ecuación para v, al introducir el ansatz para u en la ecuación mKdV,

ut + uxxx + 2(u3)x = 0, u(x, t) = σ + v(x, t)⇒

vt + vxxx + 2((σ + v)3)x = vt + vxxx + 6(σ + v)2vx = 0⇒

vt + vxxx + 6σ2vx + 12σvvx + 6v2vx = 0.

El sumando 6σ2vx lo podemos eliminar haciendo el cambio de variable x̄ = x + 6σ2t en
la ecuación. De esta forma llegamos a la ecuación para la función auxiliar v, en donde por
comodidad denotamos la variable x̄ como x:

vt + vxxx + 12σvvx + 6v2vx = 0.

Como vemos, la función v satisface la ecuación KdV extendida (eKdV) o ecuación de Gard-
ner. El PVI asociado es el siguiente:vt + vxxx + 6σ(v2)x + 2(v3)x = 0 σ, t, x ∈ R,

v(x, 0) = v0(x) ∈ Hs(R).
(4.2)

De esta forma, si v(x, t) es solución del PVI (4.2), u(x, t) = σ+ v(x, t) es solución del PVI
(4.1). Nos proponemos probar que el PVI (4.2) para la función auxiliar v(x, t), cuando
v0(x) ∈ Hs(R), está localmente bien propuesto para cierto índice s.

4.1. Teoría local para la ecuación de Gardner con datos en
H1/4+

(R).

Para probar la existencia local (a tiempo t = T > 0) de solución para la ecuación de
Gardner (4.2) con datos iniciales en H1/4+

(R), recurriremos a la propiedad de escala para
probar primero la existencia local a tiempo t = 1 y apoyándonos en este resultado y en
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leyes de conservación, extenderlo después a cualquier tiempo t = T > 0. Es decir,
dada v satisfaciendo (4.2)vt + vxxx + 6σ(v2)x + 2(v3)x = 0 σ > 0, t, x ∈ R,

v(x, 0) = v0(x) ∈ Hs(R),
(4.3)

mediante la transformación de escala

v(x, t) = λαw(λx, λ3t), λ > 0, α > 2, (4.4)

la función w satisface la siguiente ecuación de Gardner asociada,wt + wxxx + 6σλα−2(w2)x + 2λ2(α−1)(w3)x = 0 σ, λ > 0, α > 2, t, x ∈ R,
w(x, 0) = w0(x) ∈ Hs(R).

(4.5)

Esto es fácil de verificar por simple sustitución de (4.4) en (4.3), como vemos a continuación

0 = vt + vxxx + 6σ(v2)x + 2(v3)x

= λα+3wt + λα+3wxxx + 6σλ2α+1(w2)x + 2λ3α+1(w3)x

= λα+3[wt + wxxx + 6σλα−2(w2)x + 2λ2(α−1)(w3)x].

Por tanto, la idea es probar que el PVI (4.5) para w está localmente bien propuesto, a
tiempo t = 1 y cierto λ a determinar, para posteriormente apoyarnos en este resultado y
demostrar, vía la relación λ3T = 1, obtenida a partir de la transformación de escala (4.4),
que el PVI (4.3) para v está localmente bien propuesto a tiempo t = T = λ−3. Podemos
ya enunciar los teoremas de existencia local para w y v.

Teorema 4.1.1. Sea s > 1/4 y σ > 0. Entonces existen constantes d1 > 0, d2 > 0, λ > 0
y b ∈ (1/2, 1), tal que para todo w0 ∈ Hs(R), existe un único w ∈ C([−1, 1] : Hs(R)),
solución del PVI (4.5){

wt + wxxx + 6σλα−2(w2)x + 2λ2(α−1)(w3)x = 0, σ, λ > 0, α > 2, t, x ∈ R,
w(x, 0) = w0(x) ∈ Hs(R),

con λ ≤ mı́n(d1||w0||
−1
α−2

Hs , d2||w0||
−1

(α−1)

Hs ), y w satisfaciendo

w ∈ C([−1, 1] : Hs(R)), (4.6)

w ∈ Xs,b ⊆ Lpx, loc(R : L2
t ([−1, 1])), 1 ≤ p ≤ ∞, (4.7)

∂x(w3) ∈ Xs,b−1(R× R) ∧ ∂x(w2) ∈ Xs,b−1(R× R). (4.8)
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Teorema 4.1.2. Sea s > 1/4 y σ > 0. Entonces existe b ∈ (1/2, 1), tal que para cualquier
v0(x) ∈ Hs(R), existe T = T (||v0||Hs) > 0( con T (ρ) → ∞ cuando ρ → 0) y una única
solución v(x, t) ≡ v(t) del PVI (4.2) tal que σ + v(t) es la única solución de (4.1) en el
intervalo de tiempo [−T, T ] satisfaciendo

v ∈ C([−T, T ] : Hs(R)), (4.9)

v ∈ Xs,b ⊆ Lpx, loc(R : L2
t ([−T, T ])), 1 ≤ p ≤ ∞, (4.10)

∂x(v3) ∈ Xs,b−1(R× R) ∧ ∂x(v2) ∈ Xs,b−1(R× R). (4.11)

Nota:
Las pruebas de estos teoremas locales descansan en probar ciertas estimaciones lineales
y en comprobar que, via la identidad de Duhamel (33), los operadores integrales locales
asociados a las ecuaciones (4.5) y (4.2) respectivamente, son contractivos en cierto espacio
que definiremos más adelante. En concreto probaremos la existencia de una única solución
de la ecuación integral local que, via la identidad de Duhamel, se obtiene de (4.2). Es decir,
si para la función w la versión integral de (4.5) es

w(t) = W (t)w0 − 6σλα−2

∫ t

0
W (t− t′)∂x(w2)dt′ − 2λ2(α−1)

∫ t

0
W (t− t′)∂x(w3)dt′,

utilizando la función de corte ψ, definida por:

ψ ∈ C∞0 (R), ψ ≡ 1 en [−1, 1] y suppψ ⊆ (−2, 2), (4.12)

obtenemos la versión integral local de (4.5)

ψ(t)w(t) = ψ(t)W (t)v0 − 6σλα−2ψ(t)
∫ t

0 W (t− t′)∂x[(ψ(t′)w(t′))2]dt′

−2λ2(α−1)ψ(t)
∫ t

0 W (t− t′)∂x[(ψ(t′)w(t′))3]dt′,

(4.13)

donde ahora ψ(t)w(t) es solución de (4.5) en el intervalo [−1, 1]. Por tanto, el operador
integral local Φ1(w) viene dado por

Φ1,w0(w) ≡ Φ1(w) = ψ(t)W (t)w0 − 6σλα−2ψ(t)
∫ t

0 W (t− t′)∂x[(ψ(t′)w(t′))2]dt′

−2λ2(α−1)ψ(t)
∫ t

0 W (t− t′)∂x[(ψ(t′)w(t′))3]dt′,

(4.14)

y vamos a probar que Φ1 define una contracción en cierta bola del espacio de J.Bourgain
Xs,b(R × R), para ciertos s ≥ 0, b > 1/2. La demostración de esta propiedad contractiva
pasa por demostrar estimaciones bilineales y trilineales para los términos no lineales de
(4.5), es decir ∂x(w2) y ∂x(w3) respectivamente. Para probar estas estimaciones bilineales
y trilineales, recurrimos y trabajamos con el multiplicador norma [k;R] de T.Tao [T0] (ver
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1.3.1, pág. 36). Por ello emplearemos las estimaciones preliminares dadas en la sección 1.3.
Finalmente si denotamos f = ∂x(gk), k = 2, 3 y g = ψ(t)w(t), la siguiente estimación
no lineal es clave en la prueba del resultado local del PVI dado por (4.5). Observar que
las estimaciones en la norma Xs,b presentadas en los lemas preliminares 1.3.3 y 1.3.4 (pág.
36), terminamos en el espacio Xs,b−1, consecuencia de aplicar la transformada de Fourier
al operador libre de (4.1) o (4.5). De esta forma, al aplicar un argumento de aplicación
contractiva, necesitamos tener una estimación que devuelva la parte no lineal al espacio
Xs,b. Para ello demostramos las siguientes estimaciones bilineales y trilineales

||∂x(gk)||Xs,b−1 ≤ c||g||kXs,b , k = 2, 3, c > 0.

Necesitaremos la siguiente estimación bilineal:

Lema 4.1.1. Sea s > 1/4. Entonces para todo ui = ψ(t)φi(x, t), i = 1, 2, con soporte en
R× [−1, 1] y b = 1/2 + ε, 0 < ε� 1, se verifica

||u1u2||L2(R×R) ≤ c ||φ1||Xs,b(R×R)||φ2||X−1/2,1−b(R×R). (4.15)

Demostración. Por la identidad de Plancherel 1.3.5 (pág. 37), es suficiente con probar que

|| 〈ξ1〉−s 〈ξ2〉1/2〈
τ2 − ξ3

2

〉1−b 〈
τ1 − ξ3

1

〉b ||[2+1;R×R] . 1 (4.16)

o equivalentemente, después de hacer descomposición diádica en las variables ξj , λj =
(τj − ξ3

j ), j = 1, 2, así como de la función de resonancia h(ξ) (esto es, |ξj | ∼ Nj , |λj | ∼
Lj , |h(ξ)| ∼ H)

|| 〈ξ1〉−s〈ξ2〉1/2

〈τ2−ξ32〉1−b〈τ1−ξ31〉b
||[2+1;R×R]

. || ∑
Nmax&1

∑
H

∑
L1, L2, L3&1

〈N1〉−s〈N2〉1/2

Lb1L
1−b
2

XN1, N2, N3;H;L1, L2, L3(ξ, τ)||[2+1;R×R]

≤ c,

(4.17)

a falta de estimar XN1, N2, N3;H;L1, L2, L3 , que es el multiplicador localizado

XN1, N2, N3;H;L1, L2, L3(ξ, τ) := χ|h(ξ)|∼H

3∏
j=1

χ|ξj |∼Njχ|λj |∼Lj . (4.18)

A partir de las identidades

(i) ξ1 + ξ2 + ξ3 = 0,

(ii) λ1 + λ2 + λ3 + h(ξ) = 0,
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el multiplicador XN1, N2,... se anula a menos que suceda una de las siguientes posibili-
dades

Nmax ∼ Nmed, (4.19)

Lmax ∼ máx(H, Lmed). (4.20)

Supongamos ahora (sin pérdida de generalidad, por las propiedades de simetría e inva-
riancia por traslaciones) que N1 ≥ N2 ≥ N3. De esta forma, por (4.19), tenemos que
N1 ∼ N2 & 1. Así cuando N1 recorre los números diádicos, el símbolo de sumación trans-
curre por regiones disjuntas del espacio de frecuencia en las variables 1, 2.

Como se cumplen las hipótesis del test de Schur (1.3.9), lo podemos aplicar a (4.17) y
tenemos lo siguiente:

|| ∑
Nmax&1

∑
H

∑
L1, L2, L3&1

〈N1〉−s〈N2〉1/2

Lb1L
1−b
2

XN1, N2, N3;H;L1, L2, L3(ξ, τ)||[2+1;R×R]

≤ sup
N&1

|| ∑
Nmax∼Nmed∼N

∑
H

∑
Lmax∼max(H, Lmed)

〈N1〉−s〈N2〉1/2

Lb1L
1−b
2

XN1, N2, N3;H;L1, L2, L3 ||[2+1;R×R].

Por (4.20) y la desigualdad triangular, se satisfacen al menos una de las siguientes desigual-
dades

∑
Nmax∼Nmed∼N

∑
L1,L2,L3&1

〈N1〉−s〈N2〉1/2

Lb1L
1−b
2

||XN1, N2, N3;Lmax;L1, L2, L3 ||[2+1;R×R]

≤ c,
(4.21)

o

∑
Nmax∼Nmed∼N

∑
Lmax∼Lmed

∑
H�Lmax

〈N1〉−s〈N2〉1/2

Lb1L
1−b
2

||XN1, N2, N3;H;L1, L2, L3 ||[2+1;R×R]

≤ c.
(4.22)

Estas estimaciones se demuestran acudiendo a las estimaciones de T.Tao sobre bloques
diádicos para la KdV [T0], es decir, recurriendo al lema 1.3.10 (pág. 39) y sumando direc-
tamente.
Fijamos N & 1. Empezamos por demostrar (4.22).
A partir de la identidad resonante h(ξ) = ξ3

1 + ξ3
2 + ξ3

3 = 3ξ1ξ2ξ3, asumimos que
H ∼ N1N2N3, ya que el multiplicador (4.18) se anula en cualquier otro caso. Por tanto la
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restricción χ|h(ξ)|∼H es redundante, por lo que la descartamos (recurriendo al principio de
comparación (1.3.6), pág.38).
Por la estimación (1.64) del multiplicador, en donde tenemos en cuenta la localización de
las variables diádicas, resulta que (4.22) se reduce a probar que

∑
Nmax∼Nmed∼N

∑
Lmax∼Lmed&N1N2N3

〈N1〉−s 〈N2〉1/2
Lb1L

1−b
2

N−1L
1/2
min(N1N2N3)1/2 ≤ c, (4.23)

donde hemos escogido mı́n(H,Lmed) = N1N2N3.
Estimando

(1)
N1N2N3 ≈ N3,

(2)
〈N1〉−s 〈N2〉1/2 . N1/2+max(0,−s),

(3)
Lb1L

1−b
2 & LbminL

1−b
med & LbminN

3(1−b),

nos queda por comprobar que

∑
Nmax∼Nmed∼N

∑
Lmax∼Lmed&N1N2N3

N1/2+max(0,−s)L
1/2
minN

1/2

LbminN
3(1−b) ≤ c, (4.24)

y realizando sumas en L, nos queda por probar que

∑
Nmax∼Nmed∼N

1
N3−3b−1−max(0,−s) ≤ c, (4.25)

lo cual es cierto si 3− 3b− 1−max(0,−s) > 0. Así, recordando que b = 1/2 + ε, (4.22) es
cierta si s > −1/2.
Demostramos ahora (4.21).
Asumimos que Lmax ∼ N1N2N3 y tratamos con los casos en donde (1.62) se cumple(i.e.
Nmax ∼ Nmin, Lmax ∼ H). Por (1.62), N1, N2, N3 ∼ N & 1, (4.21) se reduce a probar
que

∑
Lmax∼N3

N−sN1/2

Lb1L
1−b
2

L
1/2
minL

1/4
medN

−1/4 ≤ c, (4.26)

por tanto

∑
Lmax∼N3

N−sN1/2

Lb1L
1−b
2

L
1/2
minL

1/4
medN

−1/4 ∼ ∑
Lmax∼N3

N−s+1/4

LbminL
1−b
med

L
1/2
minL

1/4
med

∑
Lmax∼N3

N−s+1/4

L
b−1/2
min L

1−b−1/4
med

≤ c.
(4.27)
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Si suponemos sin pérdida de generalidad que L1 ≤ L2 ≤ L3, tenemos que en el caso 1 ≤ L1,
(4.27) queda como sigue ∑

Lmax∼N3

N−s+1/4

L
b−1/2
min L

1−b−1/4
med

& N−s+1/4 ≤ c, (4.28)

que es cierto si s > 1/4.
El resto de casos (L1 ≤ 1 ≤ L2, L2 ≤ 1) se hacen de forma similar y tenemos el mismo
resultado.
Ahora tratamos los casos en donde (1.63) se aplica, teniendo en cuenta, al igual que en los
casos (1.64) y (1.62), la localización de las variables diádicas. Es decir

(i)
N ∼ N1 ∼ N2 � N3; H ∼ L3 & L1, L2,

(ii)
N ∼ N2 ∼ N3 � N1; H ∼ L1 & L2, L3,

(iii)
N ∼ N1 ∼ N3 � N2; H ∼ L2 & L1, L3.

Caso (i). Por (1.63), (4.21) se reduce a probar que,

∑
N3�N

∑
1.L1,L2.N2N3

N1/2−s

Lb1L
1−b
2

L
1/2
minN

−1 mı́n(N2N3,
N

N3
Lmed)1/2 ≤ c. (4.29)

Realizamos sumas en N3, concluyendo que ahora hay que probar que

∑
1.L1,L2.N3

N1/2−s

Lb1L
1−b
2

L
1/2
minN

−1N3/4L
1/4
med ≤ c, (4.30)

como

∑
1.L1,L2.N3

N1/2−s

Lb1L
1−b
2

L
1/2
minN

−1N3/4L
1/4
med ≤

∑
1.L1,L2.N3

N1/2−sN−1/4

LbminL
1−b
med

L
1/2
minL

1/4
med

=
∑

1.L1,L2.N3

N1/4−s

L
b−1/2
min L

1−b−1/4
med

≤ c,
(4.31)

que es cierto si s > 1/4.
Ahora basta con considerar (ii), pues (iii) se deduce de ésta. Basta con probar que

∑
Nmin�N

∑
1.Lmin,Lmed.N2Nmin

〈N〉−sN1/2

Lbmin(N2Nmin)1−bL
1/2
minN

1/2
min ≤ c. (4.32)

Podemos asumir que Nmin & N−2, ya que la suma en L se anula en otro caso. Haciendo
las sumas en L, nos reducimos a
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∑
N−2.Nmin�N

〈N〉−sN1/2
min

(N2Nmin)1−b ≤ c, (4.33)

que se verifica, siempre que s > −1.
Para terminar la prueba de (4.21), nos queda tratar los casos en donde (1.64) se aplica. De
esta forma (4.21) se reduce a probar que

∑
Nmax∼Nmed∼N

∑
Lmax∼N1N2N3

〈N1〉−s 〈N2〉1/2
Lb1L

1−b
2

L
1/2
minN

−1L
1/2
med ≤ c. (4.34)

Realizando sumas en L se reduce a probar que

∑
Nmax∼Nmed∼N

〈N1〉−s 〈N2〉1/2N−1

(N1N2N3)1/2−b ≤ c, (4.35)

que es cierto si s > −1/2.

Con el lema (1.3.10) y (4.1.1), ya estamos en condiciones de probar las estimaciones
trilineales y bilineales necesarias para demostrar que el problema de valor inicial (4.2) para
la ecuación de Gardner está localmente bien propuesto para datos iniciales en Hs(R), s >
1/4. Comenzamos con la estimación trilineal (denotaremos en lo que sigue por ψ, la función
de corte definida en (4.12))

Lema 4.1.2. Sea s > 1/4 y b = 1/2 + ε, 0 < ε � 1. Entonces para todo ui =
ψ(t)φi(x, t), i = 1, 2, 3, con soporte en R× [−1, 1], y c > 0, se verifica

||∂x(u1u2u3)||Xs,b−1(R×R) ≤ c ||φ1||Xs,b(R×R)||φ2||Xs,b(R×R)||φ3||Xs,b(R×R). (4.36)

Demostración. Para estimar ∂x(u1u2u3) en la norma Xs,b−1(R×R), recurrimos a la dua-
lidad entre los espacios Xs,b−1(R × R) y X−s,1−b(R × R) y empleamos el teorema de
Plancherel 1.3.5. Así tenemos que

∫
R
∫

R f̄∂x(u1u2u3)dxdt =
∫

R
∫

R
ˆ̄f(−ξ,−τ) ̂∂x(u1u2u3)(ξ, τ)dξdτ

=
∫

R
∫

R(iξ) ˆ̄f(−ξ,−τ)û1u2u3(ξ, τ)dξdτ,
(4.37)

donde û1u2u3(ξ, τ) = û1 ∗ û2 ∗ û3(ξ, τ).

Por tanto, (4.37) queda de la siguiente forma,
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∫
R
∫

R(iξ) ˆ̄f(−ξ,−τ)û1 ∗ û2 ∗ û3(ξ, τ)dξdτ

=
∫

R
∫

R(iξ) ˆ̄f(−ξ,−τ)
∫

R
∫

R û1(ξ1, τ1)û2 ∗ û3(ξ − ξ1, τ − τ1)dξ1dτ1dξdτ

=
∫

R2(iξ) ˆ̄f(−ξ,−τ)
∫

R2

∫
R2 û1(ξ1, τ1)û2(ξ2, τ2)û3(ξ − ξ1 − ξ2, τ − τ1 − τ2)dξ1dτ1dξ2dτ2dξdτ

=
∫

R2

∫
R2

∫
R2(iξ) ˆ̄f(−ξ,−τ)

∫
R û1(ξ1, τ1)û2(ξ2, τ2)û3(ξ3, τ3)dξ1dτ1dξ2dτ2dξ3dτ3,

(4.38)
donde ξ3 = ξ−ξ1−ξ2, τ3 = τ −τ1−τ2. Así podemos reescribir (4.38) de la siguiente forma

∫
Γ3+1(R×R) i(ξ1 + ξ2 + ξ3) ·

(∏3
j=1 ûj(ξj , τj)

)
· ˆ̄f(ξ4, τ4). (4.39)

Ahora reexpresamos (4.39) en términos de las normas de los espacios Xs,b implicados.
Para ello, tomando valor absoluto de (4.39),

∣∣∣∫Γ3+1(R×R)(ξ1 + ξ2 + ξ3) ·
(∏3

j=1 ûj(ξj , τj)
)
· ˆ̄f(ξ4, τ4)

∣∣∣
= | ∫Γ3+1(R×R)

(ξ1+ξ2+ξ3)〈ξ4〉s〈τ4−ξ34〉b−1∏3
j=1〈ξj〉

s〈τj−ξ3j 〉b
·
(∏3

j=1 〈ξj〉s
〈
τj − ξ3

j

〉b
ûj(ξj , τj)

)

·
(
〈ξ4〉−s

〈
τ4 − ξ3

4

〉1−b ˆ̄f(ξ4, τ4)
)
|

≤ || (ξ1+ξ2+ξ3)〈ξ4〉s〈τ4−ξ34〉b−1∏3
j=1〈ξj〉

s〈τj−ξ3j 〉b
||[3+1;R×R] ·

(∏3
j=1 ||fj(ξj , τj)||L2(R2)

)
||f4(ξ4, τ4)||L2(R2)

= || (ξ1+ξ2+ξ3)〈ξ4〉s〈τ4−ξ34〉b−1∏3
j=1〈ξj〉

s〈τj−ξ3j 〉b
||[3+1;R×R] ·

(∏3
j=1 ||uj ||Xs,b(R×R)

)
||f ||X−s,1−b(R×R),

(4.40)

donde fj(ξj , τj) = 〈ξj〉s
〈
τj − ξ3

j

〉b
ûj(ξj , τj), f4(ξ4, τ4) = 〈ξ4〉−s

〈
τ4 − ξ3

4

〉1−b ˆ̄f(ξ4, τ4).
Para terminar de expresar de manera adecuada la estimación de ∂x(u1u2u3), tenemos en
cuenta que cada uj = ψ(t)φj(x, t), j = 1, 2, 3, por lo que recurriendo a la estimación (1.46)
del lema 1.3.2, podemos reexpresar la norma

||uj ||Xs,b(R×R) ≤ c||φj ||Xs,b(R×R),

y concluimos que (4.40) se expresa finalmente como

≤ c || (ξ1+ξ2+ξ3)〈ξ4〉s〈τ4−ξ34〉b−1∏3
j=1〈ξj〉

s〈τj−ξ3j 〉b
||[3+1;R×R] ·

(∏3
j=1 ||φj ||Xs,b

)
||f ||X−s,1−b . (4.41)
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Por tanto, si denotamos b = 1/2 + ε, 0 < ε� 1, es suficiente con probar

||(ξ1 + ξ2 + ξ3) 〈ξ4〉s
〈
τ4 − ξ3

4

〉b−1∏3
j=1 〈ξj〉s

〈
τj − ξ3

j

〉b ||[3+1;R×R] . 1. (4.42)

Para ello, dado que, ξ4 = −ξ1 − ξ2 − ξ3 ⇒ |ξ1 + ξ2 + ξ3| ∼ ξ4, y aplicando la desigualdad

〈ξ4〉s+1 . 〈ξ4〉1/2
3∑
j=1

〈ξj〉s+1/2 , (4.43)

la norma del multiplicador (4.42) queda como sigue

|| (ξ1+ξ2+ξ3)〈ξ4〉s〈τ4−ξ34〉b−1∏3
j=1〈ξj〉

s〈τj−ξ3j 〉b
||[3+1;R×R] ∼ || 〈ξ4〉

s+1〈τ4−ξ34〉b−1∏3
j=1〈ξj〉

s〈τj−ξ3j 〉b
||[3+1;R×R]

. || 〈ξ4〉
1/2∑3

i=1〈ξi〉
s+1/2〈τ4−ξ34〉b−1∏3

j=1〈ξj〉
s〈τj−ξ3j 〉b

||[3+1;R×R].

(4.44)

Teniendo ahora en cuenta que (en donde suponemos sin pérdida de generalidad que la
variable dual ξ2 es la mayor de las tres)

(i) ∑3
j=1 〈ξj〉s+1/2

〈ξ2〉s . 〈ξ2〉1/2

(ii) 〈
τ2 − ξ3

2

〉b ≥ 〈τ2 − ξ3
2

〉1−b ⇒ 1〈
τ2 − ξ3

2

〉b ≤ 1〈
τ2 − ξ3

2

〉1−b

(4.44) se reduce a

. || 〈ξ4〉1/2 〈ξ2〉1/2 〈ξ1〉−s 〈ξ3〉−s
〈
τ4 − ξ3

4

〉b−1〈
τ2 − ξ3

2

〉1−b∏2
i=1

〈
τ2i−1 − ξ3

2i−1

〉b ||[3+1;R×R]. (4.45)

Si ahora llamamos

m(ξ1, ξ2) =
〈ξ1〉−s 〈ξ2〉1/2〈

τ2 − ξ3
2

〉1−b 〈
τ1 − ξ3

1

〉b
y recurriendo a la estimación TT ∗ dada en el lema 1.3.8, la estimación (4.45), se puede
reescribir

(4.45) = ||m(ξ1, ξ2) ·m(−ξ3,−ξ4)||[3+1;R×R] = ||m(ξ1, ξ2)||2[2+1;R×R],

y de esta forma nos reducimos a probar
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||m(ξ1, ξ2)||[2+1;R×R] = || 〈ξ1〉−s 〈ξ2〉1/2〈
τ2 − ξ3

2

〉1−b 〈
τ1 − ξ3

1

〉b ||[2+1;R×R] . 1, (4.46)

que es la estimación bilineal del lema 4.1.1.

Probamos ahora la estimación bilineal necesaria para estimar el término cuadrático en
(4.3) y terminar de probar así que el problema está localmente bien propuesto.

Lema 4.1.3. Sea s > 0 y b = 1/2+ε, 0 < ε� 1. Entonces para todo ui = ψ(t)φi(x, t), i =
1, 2, con soporte en R× [−1, 1], y c > 0, se verifica

||∂x(u1u2)||Xs,b−1(R×R) ≤ c ||φ1||Xs,b(R×R)||φ2||Xs,b(R×R). (4.47)

Demostración. La demostración es análoga a la prueba del término trilineal dada en el
lema 4.1.2. Consideramos la función

w(x, t) = ∂x[
2∏
i=1

ψ(t)φi(x, t)]. (4.48)

Por dualidad de los espacios Xs,b−1
τ=h(ξ) y X

−s,1−b
τ=−h(−ξ)( con h(ξ) = ξ3), es suficiente con probar

la siguiente estimación sobre la 2 + 1−forma lineal

∣∣∣∣∣
∫

Γ2+1(R×R)
∂x[(

2∏
i=1

ψ(t)φi(x, t))]ϕ(x3, t3)

∣∣∣∣∣ . ||φ||2Xs,b
τ=h(ξ)

||ϕ||
X−s,1−b
τ=−h(−ξ)

. (4.49)

Con el mismo procedimiento que para la estimación trilineal, concluimos que debemos
probar la siguiente estimación

|| (ξ1 + ξ2)χξ1,ξ2 6=0 〈ξ3〉s
〈ξ1〉s 〈ξ2〉s 〈λ1〉b 〈λ2〉b 〈λ3〉1−b

||[2+1;R×R] . 1 (4.50)

Teniendo ahora en cuenta que ξ3 = −ξ1 − ξ2 ⇒ |ξ1 + ξ2| ∼ ξ3, aplicando la desigualdad

〈ξ3〉s+1 . 〈ξ3〉1/2
2∑
j=1

〈ξj〉s+1/2 , (4.51)

y considerando que

∑2
j=1 〈ξj〉s+1/2

〈ξ2〉s . 〈ξ2〉1/2 ,

la norma del multiplicador (4.50) queda como sigue
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|| (ξ1+ξ2)χξ1,ξ2 6=0〈ξ3〉s

〈ξ1〉s〈ξ2〉s〈λ1〉b〈λ2〉b〈λ3〉1−b
||[2+1;R×R]

∼ ||χξ1,ξ2 6=0〈ξ3〉1/2
∑2
j=1〈ξj〉

s+1/2

〈λ3〉1−b
∏2
i=1〈ξi〉

s〈λi〉b
||[2+1;R×R] ∼ || χξ1,ξ2 6=0〈ξ3〉1/2〈ξ2〉1/2

〈ξ1〉s〈λ3〉1−b〈λ2〉b〈λ1〉b
||[2+1;R×R].

(4.52)

Haciendo ahora descomposición diádica de las variables ξi, λi, i=1,2,3 y teniendo en cuenta
la desigualdad triangular, la norma del multiplicador (4.52) presenta los casos siguientes

∑
Nmax∼Nmed∼N

∑
L1, L2, L3&1

〈N3〉1/2〈N2〉1/2

〈N1〉sLb1Lb2L
1−b
3

||XN1, N2, N3;Lmax;L1, L2, L3 ||[2+1;R×R]

≤ c,
(4.53)

∑
Nmax∼Nmed∼N

∑
Lmax∼Lmed

∑
H�Lmax

〈N3〉1/2〈N2〉1/2

〈N1〉sLb1Lb2L
1−b
3

||XN1, N2, N3;H;L1, L2, L3 ||[2+1;R×R]

≤ c,
(4.54)

donde XN1, N2, N3;H;L1, L2, L3 es el multiplicador localizado (4.18).

Fijamos N & 1. Ahora pasamos a probar (4.54).
Asumimos que H ∼ N1N2N3. Por (1.64), (4.54) se reduce a probar:

∑
Nmax∼Nmed∼N

∑
Lmax∼Lmed&N1N2N3

〈N3〉1/2 〈N2〉1/2
〈N1〉s Lb1Lb2L1−b

3

L
1/2
minN

1/2
min ≤ c. (4.55)

Tenemos en cuenta las desigualdades

(i)
〈N3〉1/2 〈N2〉1/2

〈N1〉s . NN−smin

(ii)

Lb1L
b
2L

1−b
3 & LbminLmed ⇒

1
Lb1L

b
2L

1−b
3

.
1

LbminLmed

que en nuestro caso se reduce a

1
LbminLmed

∼ 1
Lbmin(NminN2)

.

De esta forma (4.55) se reduce a probar

∑
Nmax∼Nmed∼N

∑
Lmax∼Lmed&N1N2N3

NL
1/2
minN

1/2−s
min

Lbmin(NminN2)1
≤ c. (4.56)
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Ahora como b > 1/2, haciendo sumas en L, resulta

∑
Nmax∼Nmed∼N

1

N1N
s−1/2+1
min

≤ c, (4.57)

que es cierta siempre que s > −1/2.
Probamos ahora (4.53).
Asumimos ahora que Lmax ∼ N1N2N3. En el caso de que se cumplan las condiciones de
(1.62), i.e. N1, N2, N3 ∼ N & 1. Nos reducimos a∑

Lmax∼N3

N−sN1/2N1/2

LbminL
b
medN

3(1−b)L
1/2
minN

−1/4L
1/4
med

=
∑

Lmax∼N3

L
1/2−b
min L

1/4−b
med

Ns−1/2−1/2+1/4+3(1−b) ≤ c,
(4.58)

que es cierto siempre que s > −3/4.
Ahora abordamos los casos en los que se verifica (1.63). Por la falta de simetría, conside-
ramos los siguientes casos separadamente:

(i)
N ∼ N1 ∼ N2 � N3; H ∼ L3 & L1, L2,

(ii)
N ∼ N2 ∼ N3 � N1; H ∼ L1 & L2, L3,

(iii)
N ∼ N1 ∼ N3 � N2; H ∼ L2 & L1, L3.

Caso (i). Por (1.63), de (i) se obtiene

∑
N3�N

∑
1.L1,L2.N2N3

N
1/2
3 N1/2

N sLb1L
b
2(N2N3)1−bL

1/2
minN

−1 mı́n (N2N3,
N

N3
Lmed)1/2, (4.59)

luego sumando en N3, nos queda

∑
1.L1,L2.N3

N1N−1L
1/2
min

NsN3(1−b)Lb1L
b
2
(N3Lmed)1/4 .

∑
1.L1,L2.N3

L
1/2−b
min L

1/4−b
med

Ns+3(1−b)−3/4 ≤ c, (4.60)

que se verifica siempre que s > −3/4.
Caso (ii). A partir del caso (i), se tiene

∑
N1�N

∑
1.L2,L3.N2N1

〈N1〉−sN1/2N1/2

(N2N1)bLb2L
1−b
3

L
1/2
minN

1/2
1 , (4.61)
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luego como b > 1/2, sumando en L, resulta

∑
N−2.N1�N

1

N
s−1/2+b
1 N2b−1

≤ c. (4.62)

que se verifica, por tanto, siempre que s > 0.

Caso (iii). A partir del caso (i), se tiene

∑
N2�N

∑
1.L1,L3.N2N2

〈N〉−sN1/2N
1/2
2

(N2N2)bLb1L
1−b
3

L
1/2
minN

1/2
2 , (4.63)

luego, como b > 1/2, sumando en L, resulta

∑
N−2.N2�N

〈N〉−sN1/2N
1/2
2

(N2N2)b
N

1/2
2 .

∑
N−2.N2�N

N1−b
2

N s−1/2+2b
≤ c, (4.64)

que se verifica, por tanto, siempre que s > 0.
Para terminar la prueba, falta considerar los casos en donde (1.64) se verifica.
Por (1.64) el caso (i) se traduce en probar que:

∑
Nmax∼Nmed∼N

∑
Lmax∼N1N2N3

〈N1〉−s〈N3〉1/2〈N2〉1/2

Lb1L
b
2L

1−b
3

L
1/2
minN

−1L
1/2
med

.
∑

Nmax∼Nmed∼N

∑
Lmax∼N1N2N3

〈N3〉1/2〈N2〉1/2L1/2−b
min L

1/2−b
med

〈N1〉−s(N1N2N3)1−b
N−1 ≤ c.

(4.65)

Como b > 1/2, realizando sumas en L, y considerando después que Nmax ∼ N3, Nmed ∼
N2, se obtiene

∑
Nmax∼Nmed∼N

N2(b−1)

N s+1−b
1

≤ c, (4.66)

que se verifica, por tanto, siempre que s > −1/2.
En todos los demás casos, i.e

(i) Nmax ∼ N1, Nmed ∼ N2,

(ii) Nmax ∼ N2, Nmed ∼ N1,

(iii) Nmax ∼ N2, Nmed ∼ N3.

por el lema de simetría 1.3.7 (pág.38), obtenemos la misma condición s > −1/2.

Estamos ya en condiciones de probar el Teorema (4.1.1).
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Demostración. del Teorema (4.1.1)

Consideramos el PVI (4.5) denotando al dato inicial w0(x) como

||w0||Hs = rw. (4.67)

Para w0 ∈ Hs(R), s > 1/4, el operador localizado (4.14) es

Φ1,w0(w) ≡ Φ1(w) = ψ(t)W (t)w0 − 6σλα−2ψ(t)
∫ t

0 W (t− t′)∂x[(ψ(t′)w(t′))2]dt′

−2λ2(α−1)ψ(t)
∫ t

0 W (t− t′)∂x[(ψ(t′)w(t′))3]dt′.

Vamos a probar que Φ1 define una contracción en la bola del espacio Xs,b(R× R)

B ≡ B(3c0rw) := {w ∈ Xs,b : ||w||Xs,b ≤ 3c0rw}. (4.68)

Así, combinando (1.3.1), (1.3.3), (4.1.3), (4.1.2), si w ∈ B y α > 2 se tiene

||Φ1(w)||Xs,b ≤ c0||w0||Hs + c1σλ
α−2||ψ(t)2∂x(w2(x, t))||Xs,b−1

+c2λ
2(α−1)||ψ(t)3∂x(w3(x, t))||Xs,b−1

≤ c0||w0||Hs + c · c1σλ
α−2||w(x, t)||2

Xs,b + c · c2λ
2(α−1)||w(x, t)||3

Xs,b

≤ c0rw + c · c1σλ
α−2(3c0rw)2 + c · c2λ

2(α−1)(3c0rw)3

≤ c0rw
{

1 + c0λ
α−2rw + c2

0λ
2(α−1)r2

w

}
≤ 3c0rw,

(4.69)

en donde la última desigualdad es cierta siempre que escojamos λ satisfaciendo

(i)
rwλ

α−2c0 ≤ 1/4, (4.70)

(ii)
r2
wλ

2(α−1)c2
0 ≤ 1/4. (4.71)

Por tanto, escogiendo λ0 como el mínimo de (4.70) y (4.71), satisfaremos las anteriores
condiciones escogiendo λ como

λ ≤ λ0 = mı́n(d1||w0||
−1
α−2

Hs , d2||w0||
−1

(α−1)

Hs ), d1 = (
1

4c0
)

1
α−2 , d2 = (

1
4c2

0

)
1

2(α−1) , α > 2 (4.72)
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y podemos concluir que

Φ1(B) ⊆ B. (4.73)

Con los mismos pasos que para probar (4.69), i.e. combinando (1.3.1), (1.3.2), (1.3.3),
(4.1.3), (4.1.2) y (4.69), si w, w̃ ∈ B se tiene

||Φ1(w)− Φ1(w̃)||Xs,b ≤ c0σλ
α−2||ψ(t)2∂x(w2(x, t)− w̃2(x, t))||Xs,b−1

+cλ2(α−1)||ψ(t)3∂x(w3(x, t)− w̃3(x, t))||Xs,b−1

= c0σλ
α−2||ψ(t)2∂x[(w(x, t)− w̃(x, t))(w(x, t) + w̃(x, t))]||Xs,b−1

+cλ2(α−1)||ψ(t)3∂x[(w(x, t)− w̃(x, t))(w(x, t)2 + w̃2(x, t) + w(x, t)w̃(x, t))]||Xs,b−1 ,
(4.74)

donde, si tenemos en cuenta que,

(i) Estimación bilineal
dados u1 = w − w̃, u2 = w + w̃,

||ψ(t)2∂x(w2(x, t)− w̃2(x, t))||Xs,b−1 = ||ψ(t)2∂x[u1u2]||Xs,b−1 .

Empleando ahora el lema de la estimación bilineal 4.1.3, obtenemos

≤ c1||u1||Xs,b ||u2||Xs,b ≤ c1||w − w̃||Xs,b{||w||Xs,b + ||w̃||Xs,b}

≤ 3 · 2c0c1 · rw||w − w̃||Xs,b .
(4.75)

(ii) Estimación trilineal
dados u1 = w − w̃, v1 = w, v2 = w̃, u2 = w + w̃,

||ψ(t)3∂x(w3(x, t)− w̃3(x, t))||Xs,b−1

= ||ψ(t)3∂x[(w − w̃)(w2 + w̃2 + ww̃)]||Xs,b−1

= ||ψ(t)3∂x[(w − w̃)(w + w̃)2 − (w − w̃)ww̃]||Xs,b−1

= ||ψ(t)3∂x[u1u2u2]− ψ(t)3∂x[u1v1v2]||Xs,b−1 .

Empleando ahora el lema de la estimación trilineal 4.1.2, obtenemos

≤ c2||u1||Xs,b ||u2||2Xs,b + c2||u1||Xs,b ||v1||Xs,b ||v2||Xs,b

≤ c2||u1||Xs,b{(||w||Xs,b + ||w̃||Xs,b)2 + ||w||Xs,b ||w̃||Xs,b}

≤ c2||w − w̃||Xs,b{2(3c0 · rw)2 + (3c0 · rw)2}

= 27c2
0c2 · r2

w||w − w̃||Xs,b .

(4.76)
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De esta forma (4.74) queda de la forma

||Φ1(w)− Φ1(w̃)||Xs,b ≤ 6cc0c1 · σλα−2rw||w − w̃||Xs,b

+27cc2
0c2λ

2(α−1)r2
w||w − w̃||Xs,b

≤ (c0λ
α−2rw + c2

0λ
2(α−1)r2

w)||w − w̃||Xs,b

≤ 1
2 ||w − w̃||Xs,b ,

(4.77)

donde la última desigualdad se sigue al escoger λ como el mínimo dado en (4.72). De hecho,
Φ1 define una contracción en B y por tanto existe un único w ∈ B(3c0rw) que verifica

ψ(t)w(t) = ψ(t){W (t)w0 − 6σλα−2
∫ t

0 W (t− t′)∂x[(ψ(t′)w(t′))2]dt′

−2λ2(α−1)
∫ t

0 W (t− t′)∂x[(ψ(t′)w(t′))3]dt′},
(4.78)

y por tanto en el intervalo temporal [−1, 1], w(·) es solución del PVI (4.5). Por el mismo
argumento que para probar (4.77), se cumple que

||w − w̃||Xs,b ≤ c ||w0 − w̃0||Hs . (4.79)

Antes de probar la propiedad de persistencia (4.9), probamos que la solución w (4.78) del
PVI (4.5), se reduce al dato inicial w0, en la norma Hs, cuando t→ 0. Para ello, calculamos

||w(t)− ψ(t)W (t)w0||Hs ≤ 6σλα−2||ψ(t)
∫ t

0 W (t− t′)∂x[(ψ(t′)w(t′))2]dt′||Hs

+2λ2(α−1)||ψ(t)
∫ t

0 W (t− t′)∂x[(ψ(t′)w(t′))3]dt′||Hs .

(4.80)

Debemos comprobar si los términos integrales de la derecha de la desigualdad (4.79),
tienden a 0, cuando t→ 0. Para ello, vamos a reescribir dichos términos para poder aplicar
el lema (1.3.4). Analizamos el comportamiento cuando η → 0 de la siguiente expresión
general:

||ψ(η)
∫ η

0
W (η − t′)F (·, t′)dt′||Hs . (4.81)

Con el cambio de variable t′′ = t′

η , renombrando t′′ ≡ t′ y cambiando, sin pérdida de
generalidad, la función de corte ψ(η) a ψ(1), (4.81) se reescribe como

||ψ(1)
∫ 1

0 W (η(1− t′))F (·, ηt′)ηdt′||Hs

= (
∫ |ψ(1)

∫ 1
0 W (η(1− t′))(DsF (·, ηt′))(x)ηdt′|2dx)1/2.

(4.82)

Con el cambio de variable x = η1/3y, reescribimos (4.82) como

(
∫ |ψ(1)

∫ 1
0 W (η(1− t′))(DsF (·, ηt′))(η1/3y)ηdt′|2η1/3dy)1/2

= η1+ 1
6 (
∫ |ψ(1)

∫ 1
0 W (η(1− t′))(DsF (·, ηt′))(η1/3y)dt′|2dy)1/2.

(4.83)
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Analizamos ahora el integrando de (4.83):

W (η(1− t′))(DsF (·, ηt′))(η1/3y). (4.84)

Definimos,

G1(y, ηt′) = DsF (η1/3y, ηt′) ≡ DsFη(y, t′), (4.85)

donde
Fη(y, t′) = F (η1/3y, ηt′). (4.86)

De esta forma,

W (1− t′)G1(·, ηt′)(y) = W (η(1− t′))(DsF (·, ηt′))(η1/3y). (4.87)

Definimos ahora,

G2(y, t′) = G1(y, ηt′), (4.88)

G3(y, t′) = D−sG2(y, t′). (4.89)

De esta forma,

DsW (1− t′)G3(·, t′) = W (1− t′)DsG3(·, t′) = W (1− t′)G2(·, t′)

= W (1− t′)G1(·, ηt′),
(4.90)

y ya podemos aplicar la estimación

||ψ(1)
∫ 1

0
W (1− t′)G(·, t′)dt′||Hs ≤ c‖G‖Xs,b−1 .

Por tanto,

η1+ 1
6 (
∫ |ψ(1)

∫ 1
0 W (η(1− t′))(DsF (·, ηt′))(η1/3y)dt′|2dy)1/2

= η1+ 1
6 ‖ψ(1)

∫ 1
0 W (1− t′)G3(·, t′)dt′‖Hs ≤ cη1+ 1

6 ‖G3‖Xs,b−1

= cη1+ 1
6 ‖D−sG2‖Xs,b−1 = cη1+ 1

6 ‖G2‖X0,b−1 = cη1+ 1
6 ‖DsFη‖X0,b−1

= cη1+ 1
6 ‖Fη‖Xs,b−1 .

(4.91)

Debemos calcular ahora ‖Fη‖Xs,b−1 = ‖F (η1/3y, ηt′)‖Xs,b−1 .

‖F (η1/3y, ηt′)‖Xs,b−1

= (
∫

R
∫

R(1 + |τ − ξ3|)2(b−1)(1 + |ξ|)2s| ̂F (η1/3y, ηt′)(ξ, τ))|2dξdτ)1/2.

(4.92)
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Como ̂F (η1/3y, ηt′)(ξ, τ) = η−4/3F̂ (η−1/3ξ, η−1τ), (4.92) se reescribe como

(
∫

R
∫

R(1 + |τ − ξ3|)2(b−1)(1 + |ξ|)2s|η−4/3F̂ (η−1/3ξ, η−1τ)|2dξdτ)1/2. (4.93)

Cambiando de variables, ξ′ = η−1/3ξ, τ ′ = η−1τ , (4.93) queda como

(
∫

R
∫

R(1 + η|τ ′ − ξ′3|)2(b−1)(1 + η1/3|ξ′|)2s|F̂ (ξ′, τ ′)|2η−8/3η4/3dξ′dτ ′)1/2

= η−2/3(
∫

R
∫

R(1 + η|τ ′ − ξ′3|)2(b−1)(1 + η1/3|ξ′|)2s|F̂ (ξ′, τ ′)|2dξ′dτ ′)1/2.

(4.94)

Ahora se nos presentan varios casos, que pasamos a enumerar,

(1)

{
η1/3|ξ′| ≤ 1,
η|τ ′ − ξ′3| ≤ 1.

En este caso

‖Fη‖Xs,b−1 ≤ η−2/3‖F‖Xs,b−1 . (4.95)

(2)

{
η1/3|ξ′| ≤ 1,
η|τ ′ − ξ′3| ≥ 1.

En este caso

‖Fη‖Xs,b−1 ≤ ηb−1−2/3‖F‖Xs,b−1 . (4.96)

(3)

{
η1/3|ξ′| ≥ 1,
η|τ ′ − ξ′3| ≤ 1.

En este caso

‖Fη‖Xs,b−1 ≤ ηs/3−2/3‖F‖Xs,b−1 . (4.97)

(4)

{
η1/3|ξ′| ≥ 1,
η|τ ′ − ξ′3| ≥ 1.

En este caso

‖Fη‖Xs,b−1 ≤ ηs/3+b−1−2/3‖F‖Xs,b−1 . (4.98)

El peor caso, teniendo en cuenta que 1/2 < b < 1, es el (2). Por tanto, obtenemos, la
estimación (4.91) va como sigue

cη1+ 1
6 ‖Fη‖Xs,b−1 ≤ cη1+1/6+b−1−2/3‖F‖Xs,b−1

= cηb−1/2‖F‖Xs,b−1 .

(4.99)

Así, (4.81) tiende a 0 cuando η → 0 y por la continuidad de operador libre W (t)

ĺım
t→0
||w(t)− ψ(t)W (t)w0||Hs = 0.
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Probamos ahora la propiedad de persistencia (4.9), i.e.

w ∈ C([−1, 1] : Hs(R)).

Si escogemos 0 ≤ t̃ < t ≤ 1.

||w(t)− w(t̃)||Hs

≤ ||W (t− t̃)w(t̃)− w(t̃)||Hs + (6σλα−2)1/2||ψ(t)
∫ t
t̃ W (t− t′)∂x[(ψ(t′)w(x, t′))2]dt′||Hs

+(2λ2(α−1))1/2||ψ(t)
∫ t
t̃ W (t− t′)∂x[(ψ(t′)w(x, t′))3]dt′||Hs .

(4.100)
Tenemos por tanto que comprobar que los términos integrales de la desigualdad tienden a
0 cuando t → t̃. Para ello, seguimos el procedimiento que hemos mostrado anteriormente
para probar la convergencia al dato inicial w0 de la solución w. Así, debemos analizar la
siguiente expresión general

||ψ(η)
∫ η

η̃
W (η − t′)F (·+ η̃, t′)dt′||Hs . (4.101)

Con el cambio de variable t′′ = t′−η
∆η → t′ = η̃ + ∆ηt′′, ∆η = η − η̃, renombrando t′′ ≡ t′ y

cambiando sin pérdida de generalidad la función de corte ψ(η) a ψ(1), (4.101) se reescribe
como

||ψ(1)
∫ 1

0 W (∆η(1− t′))F (·, η̃ + ∆ηt′)∆ηdt′||Hs

= (
∫ |ψ(1)

∫ 1
0 W (∆η(1− t′))(DsF (·, η̃ + ∆ηt′))(x)∆ηdt′|2dx)1/2.

(4.102)

Con el cambio de variable x = ∆η1/3y, y definiendo Fη̃(·, τ) = F (·, η̃ + τ), reescribimos
(4.102) como

(
∫ |ψ(1)

∫ 1
0 W (∆η(1− t′))(DsFη̃(·,∆ηt′))(∆η1/3y)∆ηdt′|2∆η1/3dy)1/2

= ∆η1+ 1
6 (
∫ |ψ(1)

∫ 1
0 W (∆η(1− t′))(DsFη̃(·,∆ηt′))(∆η1/3y)dt′|2dy)1/2.

(4.103)

Con los mismos pasos que en la prueba de que (4.81) tiende a 0 cuando η → 0, concluimos
que para la integral (4.101), tenemos que

c∆η1+ 1
6 ‖Fη̃‖Xs,b−1 ≤ c∆η1+1/6+b−1−2/3‖F‖Xs,b−1

= c∆ηb−1/2‖F‖Xs,b−1 .

(4.104)

Así, (4.101) va a 0 cuando η → η̃ y por la continuidad de operador W , tenemos que

ĺım
t→t̃
||w(t)− w(t̃)||Hs = 0.

lo que nos da la propiedad de persistencia para w.
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Demostración. del teorema (4.1.2) La prueba del teorema (4.1.2) es directa, después haber
probado el teorema (4.1.1). Esto es así dada la relación entre las funciones v y w, a través
de la transformación de escala (4.4)

v(x, t) = λαw(λx, λ3t), λ > 0, α ∈ R. (4.105)

Por tanto, de la unicidad y existencia local de solución, a tiempo t = 1 del PVI (4.5) para
w, obtendremos la unicidad y existencia local de solución, a tiempo T = λ−3, del PVI
(4.3) para v, siempre que determinemos para qué valores de λ, en función de ||v0||Hs , se
verifican (4.70) y (4.71), simultáneamente.
Para ello debemos calcular la norma rw = ||w0||Hs , teniendo en cuenta la relación con
la función v, vía la propiedad de escala (4.4) v(x, t) = λαw(λx, λ3t), es decir w0(x) =
λ−αv0(λ−1x). De esta forma

rw = ||w0||Hs = (
∫

R(1 + |ξ|)2s|ŵ0(x)(ξ)|2dξ)1/2, (4.106)

ahora,

ŵ0(x)(ξ) =
∫

R e
−ixξw0(x)dx =

∫
R e
−ixξλ−αv0(λ−1x)dx

=
∫

R e
−i(λ−1x)λξλ−αv0(λ−1x)λd(λ−1x) = λ1−α ∫

R e
−i(λ−1x)λξv0(λ−1x)d(λ−1x)

= λ1−αv̂0(λξ).

Así, (4.106) se reescribe como sigue

rw = (
∫

R(1 + |ξ|)2s|ŵ0(x)(ξ)|2dξ)1/2 = (
∫

R(1 + |ξ|)2s|λ1−αv̂0(λξ)|2dξ)1/2

= (λ1−α ∫
R(1 + λ−1|λξ|)2s|v̂0(λξ)|2λ−1d(λξ))1/2

= λ1−1/2−α(
∫

R(1 + λ−1|λξ|)2s|v̂0(λξ)|2d(λξ))1/2

= λ1/2−α(
∫

R(1 + λ−1|λξ|)2s|v̂0(λξ)|2d(λξ))1/2.

(4.107)

Es decir, si denotamos por rv = ||v0||Hs , tenemos que

(a) λ1/2−α(
∫
λ−1|η|≤1 |v0(η)|2dη)1/2 ≤ λ1/2−α||v0||L2(R) ≤ λ1/2−αrv,

(b) λ1/2−α−s(
∫
λ−1|η|≥1 |η|2s|v0(η)|2dη)1/2 ≤ λ1/2−α−s||v0||Ḣs(R) ≤ λ1/2−α−srv.

(4.108)

Estamos ya en condiciones de determinar los valores de λ que satisfacen las condiciones
(4.70) y (4.71). Para ello consideramos las condiciones más restrictivas sobre rw,

[(i)] rwλ
α−2c0 ≤ 1/4.

(i.a)

λ1/2−αrvλ
α−2c0 ≤ 1/4→ λ−3/2 ≤ 1

4c0rv
.
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(i.b)

λ1/2−α−srvλ
α−2c0 ≤ 1/4→ λ−3/2−s ≤ 1

4c0rv
.

[(ii)] r2
wλ

2(α−1)c2
0 ≤ 1/4.

(ii.a)

λ1−2αr2
vλ

2(α−1)c2
0 ≤ 1/4→ λ−1 ≤ 1

4c2
0(rv)2

.

(ii.b)

λ1−2α−2sr2
vλ

2(α−1)c2
0 ≤ 1/4→ λ−1−2s ≤ 1

4c2
0(rv)2

.

De esta forma, distinguimos dos casos:

(1o)
1

4c0rv
≤ 1→ λ > 1.

Del caso [(i)], si (i.a) se satisface también lo hará (i.b). Por tanto la condición sobre
λ es

λ−3/2 ≤ 1
4c0rv

.

Del caso [(ii)], si (ii.a) se satisface también lo hará (ii.b). Por tanto la condición sobre
λ es

λ−1 ≤ 1
4c2

0(rv)2
(⇒ λ−1/2 ≤ 1

2c0(rv)
⇒ λ−3/2 ≤ 1

2c2
0r

2
v(4c0rv)

)

De estas dos condiciones sobre λ, la más restrictiva es

λ−1 ≤ 1
4c2

0(rv)2
. (4.109)

(2o)
1

4c2
0(rv)2

≥ 1→ λ < 1.

Del caso [(i)], si (i.b) se satisface también lo hará (i.a). Por tanto la condición sobre
λ es

λ−3/2−s ≤ 1
4c0rv

.

Del caso [(ii)], si (ii.b) se satisface también lo hará (ii.a). Por tanto la condición sobre
λ es

λ−1−2s ≤ 1
4c2

0(rv)2
.
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De estas dos condiciones sobre λ, la más restrictiva es

λ−3/2−s ≤ 1
4c0rv

. (4.110)

Por tanto, siempre que λ verifique (4.109) o (4.110), podemos concluir que la aplicación
ΦT=λ−3 define una contracción en Bv, con Bv la bola asociada a la bola B dada en (4.68) a
partir de la transformación de escala anterior que nos devuelve a la variable v, y por tanto
existe un único v ∈ Bv solución del PVI (4.3).
Notar que el tiempo de existencia local es explícito a partir de la relación λ3T = 1 y de los
valores de λ (4.109) y (4.110). Es decir,

T = λ−3 ≤ (
1

4c2
0||v0||2Hs

)3, ||v0||Hs ≥ 1, (4.111)

T = λ−3 ≤ (
1

4c0||v0||Hs
)

6
3+2s , ||v0||Hs ≤ 1. (4.112)

Por el mismo argumento que para probar (4.77), se cumple que

||v − ṽ||Xs,b ≤ c ||v0 − ṽ0||Hs . (4.113)

La propiedad de persistencia (4.9), i.e.

v ∈ C([−T, T ] : Hs(R)),

se demuestra directamente a partir de la demostración de la propiedad de persistencia de
la función w asociada a v mediante la transformación de escala (4.4).

4.2. Teoría global para la ecuación de Gardner con datos en
H1(R).

Probamos aquí que el problema de valor inicial para la ecuación de Gardner (4.2)
con datos iniciales en H1(R), está globalmente bien propuesto. Para ello enunciamos el
siguiente teorema.

Teorema 4.2.1. Sea u0 ∈ H1(R) y sea u la correspondiente solución local del PVI (4.2)
para la ecuación de Gardner, dada por el teorema 4.1.2. Entonces dicha solución se extiende
a cualquier intervalo temporal, con

u ∈ C(R : H1(R)). (4.114)
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Demostración. Vamos a extender ahora el PVI para la ecuación de Gardner, localmente
bien propuesto en H1/4+ que encontramos en la sección 4.1 anterior, a toda la recta tem-
poral t ∈ R para datos iniciales en H1(R).
Primero observamos que derivando respecto al tiempo en (4.2), integrando en espacio y
usando la integración por partes, obtenemos que

d

dt
Ef (v(t)) =

d

dt

∫
R

(
v2
x − 4σv3 − v4

)
dx = 0. (4.115)

De esta forma la energía de la solución v(t), Ef (v(t)) es una cantidad conservada en la
evolución y Ef (v(t)) = Ef (v0) o equivalentemente

Ef (v0) =
∫

R

(
v2
x − 4σv3 − v4

)
dx. (4.116)

Ahora empleamos la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg

||u(t)||Lτ+1 ≤ c||ux||θL2 ||u||1−θL2 ≤ c||ux||θL2 ||u0||1−θL2 , θ = τ−1
2(τ+1) , (4.117)

para estimar los términos no lineales de (4.115) y así tenemos que para t ∈ [−T, T ]

||v(t)||L3 ≤ c ||vx||θ3L2 ||v(t)||1−θ3
L2 ≤ c ||vx||θ3L2 ||v0||1−θ3L2 , θ3 = 1

6 ,

||v(t)||L4 ≤ c ||vx||θ4L2 ||v(t)||1−θ4
L2 ≤ c ||vx||θ4L2 ||v0||1−θ4L2 , θ4 = 1

4 .

(4.118)

Esto es,

||v(t)||3L3 ≤ c3 ||vx||1/2L2 ||v0||5/2L2 ,

||v(t)||4L4 ≤ c4 ||vx||L2 ||v0||3L2 .

(4.119)

Así, combinando estas desigualdades con la expresión de la energía (4.115), probamos que
si Ef (v0) <∞, entonces

||vx(t)||2L2 ≤ |Ef (v0)|+ c3 ||vx||1/2L2 ||v0||5/2L2 + c4 ||vx||L2 ||v0||3L2 , (4.120)

o con la notación y = y(t) = ||vx(t)||L2 ,

y2 ≤ |Ef (v0)|+ c3 ||v0||5/2L2 y
1/2 + c4 ||v0||3L2y. (4.121)

Por tanto existe una cota M = M(||v0||H1 , σ) > 0 e independiente del tiempo local T , tal
que

sup
t∈[−T,T ]

||vx(t)||L2 ≤M. (4.122)

Esto nos permite reaplicar el teorema (4.1.2) para extender la solución local v a cualquier
intervalo temporal.
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Capítulo 5

Estabilidad de solitones de media no
acotada de la mKdV

Sumario.
En este capítulo abordamos el problema de la estabilidad de solitones de media no acotada
de la ecuación mKdV atractiva y repulsiva (signo ± en el término no lineal, respectivamente)

∂k

∂t
+
∂k

∂s3
± 6k2 ∂k

∂s
= 0.

Esta estabilidad se reducirá a comprobar la estabilidad orbital de los solitones de la ecuación
de Gardner, directamente relacionada con la ecuación mKdV por medio de la constante
asintótica no trivial a la que tiende la solución.

5.1. Introducción

Una vez que en el capítulo anterior hemos probado que el PVI (4.2) asociado con la
ecuación de Gardner está local y globalmente bien propuesto en los espacios H1/4+

(R) y
H1(R) respectivamente, pasamos a estudiar la estabilidad frente a pequeñas perturbaciones
en la norma H1(R), de los solitones de media no acotada de la ecuación mKdV en sus
versiones atractiva y repulsiva (ver (5.1)). Dada la relación directa entre la ecuación mKdV
y la ecuación de Gardner, este estudio es equivalente a estudiar la estabilidad bajo pequeñas
perturbaciones en la norma H1(R), de los solitones de la ecuación de Gardner (4.2).

∂

∂t
k(s, t) +

∂

∂s3
k(s, t)± 2

∂

∂s
(k3(s, t)) = 0. (5.1)

Para ello, concretamos los resultados relativos a la estabilidad de soluciones de tipo solitón
obtenidos por P.Zhidkov (ver [Z]). En dicho trabajo se enuncia un teorema general de es-
tabilidad de solitones de gKdV en H2(R), que se anulan en la frontera. En nuestro caso, el
resultado de estabilidad que enunciamos se centra en la estabilidad de los solitones de la
ecuación de Gardner, ecuación que surge al buscar soluciones de mKdV que sean de tipo
solitón y tiendan a una constante b en la frontera. Esta ecuación se caracteriza, por poseer

131
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una no linealidad de tipo polinomial en la variable dependiente.

La ecuación de Gardner, que resulta al buscar este tipo de soluciones de mKdV que
tienden a una constante en la frontera ya no es invariante por escala si, como hacemos,
mantenemos fija la constante. Por tanto, no podemos emplear dicha propiedad en nuestra
prueba de las condiciones necesarias para obtener estabilidad. A pesar de esto, podemos
integrar directamente la condición que nos permite establecer la convexidad del funcional
de Lyapunov que empleamos en la prueba (combinación lineal de la energía y la masa de
la joroba del solitón de media no acotada) y afirmar la convexidad del mismo.
El teorema de estabilidad de solitones de media no acotada que enunciamos aporta explíci-
tamente la velocidad y la ecuación implícita que ha de satisfacer la fase r(t). Por último y
gracias a los resultados del capítulo anterior, probamos la estabilidad en la norma H1(R).

5.2. Caso mKdV atractiva

La ecuación mKdV atractiva es

∂

∂t
k(s, t) +

∂

∂s3
k(s, t) + 2

∂

∂s
(k3(s, t)) = 0. (5.2)

En general, buscamos soluciones de (5.2) de la forma siguiente

k(s, t) = b+ f(s, t), f(±∞, t) = 0. (5.3)

Introduciendo este ansatz en (5.2) obtenemos la siguiente ecuación de Gardner

∂

∂t
f(s, t) +

∂

∂s3
f(s, t) + 6b

∂

∂s
(f2(s, t)) + 2

∂

∂s
(f3(s, t)) = 0. (5.4)

Si concretamos más, lo que queremos es encontrar soluciones de (5.2) de tipo onda viajera
de la forma siguiente

k(s, t) = b+ φ(s− cbt), cb > 0, φ(±∞) = 0. (5.5)

Podemos obtener este tipo de ondas viajeras, integrando directamente la EDO que aparece
al introducir (5.5) en (5.2). En general, esta integración no es posible en gran parte de las
ecuaciones de evolución no lineales, por lo que se intentaría deducir la existencia de este
tipo de soluciones de forma cualitativa, por medio de diagramas de fase. En cambio, para
el caso de mKdV (atractiva y repulsiva), la integración se puede realizar directamente.
Exponemos a continuación, cómo se hace en el caso atractivo:
introducimos el ansatz (5.5) en (5.2), obteniendo −cbφ′ + φ

′′′
+ 2((b+ φ)3)′ = 0;

integrando una vez y teniendo en cuenta que φ(±∞) = 0, llegamos aφ
′′

+ 2φ3 + 6bφ2 + (6b2 − cb)φ = 0

φ(±∞) = 0.
(5.6)
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Las soluciones de este problema pueden ser encontradas explícitamente mediante inte-
gración, y a continuación exponemos el proceso:
multiplicando la EDO no lineal de (5.6) por el factor integrante φ′, integrando y teniendo
en cuenta que φ(±∞) = 0, resulta la siguiente EDO,

(φ′)2 + φ4 + 4bφ3 + (6b2 − cb)φ2 = 0, (5.7)

que reescribimos como

(φ′)2 = [−φ2 − 4bφ− (6b2 − cb)]φ2 → (φ′)2

φ2[−φ2 − 4bφ− (6b2 − cb)] = 1.

Tomando ahora la raiz cuadrada positiva e integrando, resulta∫
dφ

φ
√
φ2 + 4bφ+ (6b2 − cb)

=
∫
idz.

Ahora, llamando z̃ = iz y factorizando φ2 + 4bφ+ (cb − 6b2) = (φ− c1)(φ− c2), donde

c1 = −2b+
√
cb − 2b2, c2 = −2b−

√
cb − 2b2, (5.8)

llegamos a la siguiente expresión que puede ser integrada directamente,

∫ dφ

φ
√
φ2+4bφ+(6b2−cb)

=
∫ dφ

φ
√

(φ−c1)(φ−c2)

= 2
√

(φ−c1)(φ−c2)√
c1c2

arctanh(
√
c2
√
φ−c1

√
c1
√
φ−c2

)√
(φ−c1)(φ−c2)

.

Por tanto, obtenemos la siguiente ecuación,

2
√

(φ− c1)(φ− c2)√
c1c2

arctanh(
√
c2
√
φ−c1√

c1
√
φ−c2

)√
(φ− c1)(φ− c2)

= z̃.

Ahora, despejamos φ con algunas manipulaciones básicas, y llegamos a que,

φ(z̃) = c1c2 sech(
√
c1c2
2

z̃)2

c2−c1 tanh(
√
c1c2
2

z̃)2
= c1c2 sech(

√
c1c2
2

z̃)2

c2−c1(1−sech(
√
c1c2
2

z̃)2)

= c1c2
c2 cosh(

√
c1c2

2
z̃)2−c1(cosh(

√
c1c2

2
z̃)2−1)

= c1c2

c1+(c2−c1)(
1+cosh(

√
c1c2z̃)

2
)

= 2c1c2
c2+c1+(c2−c1) cosh(

√
c1c2z̃)

.

Sustituyendo ahora las raices c1, c2 obtenidas en (5.8), teniendo en cuenta que z̃ = i(x−cbt)
y denotando el parámetro velocidad por c0 = cb − 6b2, obtenemos la expresión para el
b-solitón del caso atractivo,

φb,c0(x− cb(b, c0)t) =
c0

2b+
√

4b2 + c0 cosh(
√
c0(x− (6b2 + c0)t))

, (5.9)
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Figura 5.1. Izda. Gráfica de b + φb,c0 con b = 0.35, c0 = 0.23. Dcha. Comparación de las jorobas del solitón
de mKdV( trazo a rayas) y de φb,c0( trazo grueso), ambas c0 = 0.23.

cb(b, c0) = 6b2 + c0.

Por otra parte, las soluciones tipo solitón periódico con valores no triviales en la frontera
del dominio también se pueden obtener integrando directamente la EDO no lineal que
aparece cuando se sustituye el ansatz correspondiente. Estas soluciones corresponden a las
curvaturas de la curvas denominadas V-estados, y que como ya indicamos en la introducción
fueron obtenidas por primera vez por G.Deem y N.Zabusky en [DZ] y posteriormente,
abordando un problema de solitones en el efecto Hall cuántico, por C.Wexler y A.Dorsey
en [DoWe]. Pasamos a obtener estos solitones periódicos de media no nula.
Sin pérdida de generalidad (pues multiplicando por un factor 2 la variable dependiente,
obtendríamos la ecuación mKdV (5.2)), buscaremos los solitones periódicos de la forma
k(s, t) = k(s− ct) de la ecuación mKdV geométrica

∂

∂t
k(s, t) +

∂

∂s3
k(s, t) +

3
2
∂

∂s
(f3(s, t)) = 0. (5.10)

Introduciendo k(s−ct) en (5.10), e integrando dos veces, tras multiplicar por k′, obtenemos
la siguiente EDO no lineal (con a, d constantes de integración y denotando z por z = s−ct)

1
2

(k(z)′)2 = −1
8
k(z)4 +

c

2
k(z)2 + ak(z)− 2d,

o integrando directamente

dk

dz
=

√
−(

1
4
k4 − ck2 − 2ak + 4d). (5.11)

Despejando z e integrando, obtenemos

z − z0 = ±
∫ k

k0

dk√−V (k)
, V (k) =

1
4
k4 − ck2 − 2ak + 4d. (5.12)
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Dependiendo de los ceros del potencial V (k) se tienen las siguientes posibilidades:

(a) La curvatura está fijada y V tiene sólo un cero en dicha curvatura. Genera círculos
como curvas.

(b) La curvatura es definida positiva, lo que genera curvas de frontera convexa (elipses).

(c) Curvaturas positivas y negativas, generan elipses achatadas.

(d) Cuando V tiene cuatro ceros, aparecen curvas con autointersecciones.

ULIA 52F n̄e2

emevc
G L2

8
ks ,

WLIA 5F n̄e2

emevc
G S ln

L2

2r 0
2

11L2

96
k2D . ~36!

It is worth noting that since the rate of change of the areaA
of the droplet isAt5rdsU(s) @see Eq.~D8!#, the LIA with
ULIA}ks ~or any exact differential! automatically conserves
area. This is not surprising since we started with an incom-
pressible system, but shows that the local approximation
used has not introduced an obvious error. It is also interest-
ing to realize that the perimeterL of the curve derived from
these velocities is conserved as well:Lt5rds(kU1Ws)
50 @see Eq.~D7!#.

The time evolution of a curve in two dimensions is given
quite generally by the integrodifferential equation16,27 ~see
Appendix D!

k t52@k21]ss#U1ksW2ksE
0

s

@kU1Ws8#ds8. ~37!

We now introduce the results from Eq.~36!. A ‘‘gauge’’
change, realized by modifyingW so that the integrand of Eq.
~37! vanishes, eliminates the remaining nonlocal depen-
dences and yields

k t5F n̄e2

emevc
G L2

8 S 3

2
k2ks1ksssD . ~38!

After a simple time rescaling, the curvature satisfies the
mKdV equation:15

k t5
3

2
k2ks1ksss. ~39!

The mKdV dynamics are integrable, with an infinite number
of globally conserved geometric quantities,12 the most im-
portant of which are the center of mass, area, and angular
momentum of the droplet.

The mKdV equation possesses a variety of soliton solu-
tions, including traveling wave solutions and propagating
‘‘breather’’ solitons~see Appendix F!. Here we will focus on
the traveling wave solutions of Eq.~39! of the form

k~s,t !5k~z!, with z[s2ct, ~40!

which represents uniformly rotating deformed droplets~see
Fig. 3!. The ordinary differential equation fork(z) can be
integrated twice with the result

1

2
~k8!252

1

8
k41

1

2
ck21ak22b, ~41!

where a and b are constants of integration (a5b50 for
infinite systems, see Appendix F!. This ordinary differential
equation can be easily integrated:

z2z056E
k0

k dk8

A2V~k8!
, ~42!

V~k!5
k4

4
2ck222ak14b. ~43!

This problem is thus analogous to a particle moving in a
quartic potential~Fig. 4!. The integrals involved can be ex-
pressed in terms of elliptic integrals22 and depend crucially
on the nature and location of the zeros ofV(k). For curves
with finite perimeter and no self-crossings we find that it is
necessary to have two real and two complex zeros:kmax,
kmin , and2(kmax1kmin)/26 i j ~see Appendix E!. Note that
kmax and kmin correspond to the maximum and minimum
curvatures of the boundary.

The periodic solutions of Eq.~42!, expressed in terms of
Jacobi elliptic functions,22 are given by~Appendix E!

k~z!5

~qkmax1pkmin!1~pkmin2qkmax! cnSApq
z

2 Ul D
~p1q!~p2q!cnSApq

z

2 Ul D ,

~44!

where

p5A~3kmax1kmin!
21j2,

q5A~kmax13kmin!
21j2, ~45!

l5A@~kmax2kmin!
22~p2q!2#/4pq.

The free parameterj is actually determined by theboundary
conditions. The period ofk is given by the elliptic integral

FIG. 3. A uniformly propagating edge deformation. The curva-
ture satisfiesk(s,t)5k(z), with z5s2ct.

FIG. 4. Some possible potentialsV(k) and corresponding sche-
matic solutions for the shape of the boundary. Potentials with two
real zeros may have physical solutions:~a! Curvature is fixed, the
solution is a circle;~b! curvature is positive definite, the boundary is
convex; ~c! positive and negative curvatures;~d! potentials with
four zeros have solutions with unphysical self-intersections.
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Figura 5.2. Potencial V (5.12) con distintas raíces.

Aquí describiremos tan sólo el caso en el que el potencial V tiene dos ceros reales α ≥ k ≥ β
y dos ceros complejos conjugados A, Ā = m ± in. Entonces reescribimos la raiz cuadrada
como sigue

√
(α− k)(k − β)(k −A)(k − Ā) =

√
(α− k)(k − β)((k − b1)2 + a2

1),

a2
1 = − (A−Ā)2

4 , b1 = A+Ā
2

.

Denotando p =
√

(α− b1)2 + a2
1, q =

√
(β − b1)2 + a2

1, y cambiando la variable depen-
diente k a k̄ = k

2 y renombrando k ≡ k̄, según Byrd [Byr, p.133,ec.259.00], la integral
(5.12) es

z − z0 = ±
∫ k

k0

dk√−V (k)
=

2√
pq
F [cos−1 (

(α− k)q − (k − β)p
(α− k)q + (k − β)p

),

√
(α− β)2 − (p− q)2

4pq
].

(5.13)
Recordar que si la integral elíptica incompleta de primera especie viene dada por u =
F(φ, k), entonces φ = F−1(u, k) ≡ am(u, k), donde am denota la amplitud de Jacobi. Con
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esta observación y escogiendo z0, obtenemos,

cos−1 ( (α−k)q−(k−β)p
(α−k)q+(k−β)p) = F−1[

√
pq
2 z,

√
(α−β)2−(p−q)2

4pq ] = am(
√
pq
2 z,

√
(α−β)2−(p−q)2

4pq ),

(α−k)q−(k−β)p
(α−k)q+(k−β)p = cos(am(

√
pq
2 z,

√
(α−β)2−(p−q)2

4pq )) = cn(
√
pq
2 z,

√
(α−β)2−(p−q)2

4pq ),

y despejando k se obtiene

k(z) ≡ k(s− ct) =
(αq+βp)−(αq−βp)cn(

√
pq

2
z,

√
(α−β)2−(p−q)2

4pq
)

(q+p)−(p−q)cn(
√
pq

2
z,

√
(α−β)2−(p−q)2

4pq
)

,

p =
√

(α− b1)2 + a2
1, q =

√
(β − b1)2 + a2

1, a1 = =(A), b1 = <(A), A = m+ in.

(5.14)

Hasta donde sabemos la estabilidad de este tipo de solitones periódicos de mKdV no
ha sido obtenida todavía y tan sólo recientemente se ha probado la estabilidad orbital de
ondas cnoidales de media nula de KdV por J. Angulo en [An1] y de soluciones dnoidales
de mKdV también por J. Angulo en [An2].

En este capítulo nos proponemos estudiar la estabilidad orbital del solitón φb,c0 dado
en (5.9), que es equivalente a la estabilidad orbital del solitón de media no nula, b+ φb,c0
(ya que estudiamos el comportamiento a b fijo, de pequeñas perturbaciones en la norma
H1(R) de φb,c0). Antes de esto, si llamamos

E(f) =
∫

R
{
f2
x − f4 − 4bf3

}
dx,

F(f) = 1
2

∫
R f

2dx,

(5.15)

a la energía y la norma L2 del solitón de la ecuación KdV extendida (5.4), caracterizamos
la solución φb,c0 como el punto crítico del funcional de Lyapunov,

E(ξ) = E(ξ) + 2(cb − 6b2)F(ξ) =
∫

R

{
ξ2
x − ξ4 − 4bξ3 + (cb − 6b2)ξ2

}
dx. (5.16)

Si llamamos al punto crítico Ψ(z) = φb,c0(z), z = x − cb(b, c0)t, entonces perturbando el
funcional (5.16) alrededor de este punto crítico con una función "pequeña" η, obtenemos
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E(Ψ + η)− E(Ψ) =
∫

R{2Ψxηx + η2
x − 4Ψ3η − 4Ψη3 − 6Ψ2η2 − η4

−12bΨη2 − 12bΨ2η − 4bη3 + 2(cb − 6b2)Ψη + (cb − 6b2)η2}dx

=
∫

R{2
[−Ψxx − 2Ψ3 − 6bΨ2 + (cb − 6b2)Ψ

]
η +

[
η2
x + (cb − 6(b+ Ψ)2)η2

]− 4Ψη3

−4bη3 − η4}dx.
(5.17)

De esta forma llegamos a la siguiente caracterización de Ψ(z) = φb,c0(z) y del operador
linealizado L:

−Ψ
′′ − 2Ψ3 − 6bΨ2 + (cb − 6b2)Ψ = 0, (5.18)

L = −∂xx + cb − 6(b+ Ψ)2. (5.19)

Notas:

(i) Escogeremos en lo sucesivo Ψ ≡ φb,c0 y fijaremos el parámetro asintótico ”b”. Como
estamos interesados en soluciones reales, no triviales y regulares, fijado b ∈ R, el
parámetro c0 lo escogemos en el intervalo c0 ∈ (0,∞). De esta forma la aplicación

c0 ∈ (0,∞) Φ−→ φb,c0 ∈ H1(R) (5.20)

será C1(R+ : H1(R)).

(ii) Emplearemos la notación usual para denotar el producto escalar de dos funciones
f, g ∈ L2(R), como (f, g) =

∫
R fḡdx.

El teorema principal de estabilidad en el caso atractivo es el siguiente:

Teorema 5.2.1. Sea b ∈ R, c0 ∈ (0,∞) y ub,c0(x, t) = b + φb,c0(x − cb(b, c0)t) ∈ Ḣ1(R)
una solución de la ecuación mKdV atractiva (5.2), donde φb,c0 ∈ H1(R) satisface (5.6).
Entonces

∀ε > 0, ∃δ ≡ δ(ε, b, c0) > 0 y una función C2(R), r : R→ R, tal que

si ||u0 − (b+ φb,c0)||H1(R) < δ, entonces

sup
t>0
‖u(·, t)− ub,c0(·+ r(t))‖H1(R) < ε,

donde u(x, t) es la única solución de mKdV atractiva con dato inicial u0 = u(x, 0) ∈ Ḣ1(R)
y donde supt |r′(t) + (c0 + 6b2)| ≤ Kε, K > 0.
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Para probar este teorema necesitaremos los resultados que exponemos a continuación.

Proposición 5.2.1. Sea b ∈ R, c0 ∈ (0,∞) y φb,c0 la solución onda viajera dada por
(5.6). Entonces el operador linealizado L = −∂xx + c0 + 6b2 − 6(b + φb,c0)2 definido en
H2(R) tiene un único autovalor negativo simple, cero es también un autovalor simple con
autofunción φ′b,c0 = ∂xφb,c0 y el resto del espectro es positivo y separado de cero.

Demostración. La prueba se desarrolla en dos etapas:

(i) Veamos que 0 es un autovalor con autofunción ∂xφb,c0 ,
L(∂xφb,c0) =

(−∂xx + (c0 + 6b2)− 6(b+ φb,c0)2
)

(∂xφb,c0) = −∂xxxφb,c0 + cb∂xφb,c0 −
6(b+ φb,c0)2∂xφb,c0 = − [∂xxx(b+ φb,c0) + ∂t(b+ φb,c0) + 2∂x((b+ φb,c0)3)

]
= 0,

entonces, L(∂xφb,c0) = 0 · ∂xφb,c0 = 0.
Por otra parte, ya que φb,c0 > 0 y φb,c0(x) = φb,c0(|x|) =⇒ ∂xφb,c0 tiene un cero
en x = 0, luego ∂xφb,c0 cambia de signo y por tanto no puede ser el punto crítico
del operador L, luego L tiene un único autovalor negativo, ya que debe existir otra
autofunción correspondiendo al punto crítico del operador L.

(ii) Debemos calcular el espectro continuo del operador L probando que su intersección
con el espectro discreto es vacía.
Para ello nos apoyamos en un resultado clásico de [DunS, th.16,pág.1448] :
como L = −∂2

∂2
x

+ q(x), q(x) = c0 + 6b2 − 6(b+ φb,c0)2.
Ya que φb,c0(z) −−−−→

z→±∞
0, se tiene que q(x) −−−−→

x→±∞
c0, lo que implica que

σess(L) = σ(L)− σdis(L) = [c0,∞).

Como no nos interesa la solución nula, tomamos c0 > 0, y de aquí se deduce que el
espectro está separado del origen.

Proposición 5.2.2. Para cada c0 ∈ (0,∞), la función

c0 ∈ (0,∞) 7−→ d(c0) = E(φb,c0) + 2c0F(φb,c0) ∈ R,
es estrictamente convexa.

Demostración. Sea d(c0) = E(φb,c0)+2c0F(φb,c0), con E(φb,c0), F(φb,c0) definidas en (5.15).
Entonces,

d′(c0) = (E ′(φb,c0) + 2c0F ′(φb,c0), dφb,c0dc0
) + 2F(φb,c0)

= (−(φb,c0)ss − 2φ3
b,c0
− 6bφ2

b,c0
+ c0φb,c0 ,

dφb,c0
dc0

) + 2F(φb,c0) = 2F(φb,c0)

=
∫

R φ
2
b,c0

(s, t)ds.
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Como F es un invariante de mKdV, por simplicidad consideramos F a t = 0. De esta
forma, tenemos que

d′′(c0) =
∂

∂c0

∫
R
φ2
b,c0ds = 2

∫
R
φb,c0∂c0φb,c0ds. (5.21)

Esta integral puede ser calculada explícitamente, obteniendo

d′′(c0) =
√
c0

c0 + 4b2
> 0, (5.22)

siempre que c0 ∈ (0,∞). Veamos cómo integrar (5.21). Ya que φb,c0 ≡ φb,c0(s, 0) =
c0

2b+
√

4b2+c0 cosh(
√
c0s)

, la integral (5.21) queda

2
∫

R φb,c0∂c0φb,c0ds = c0√
c0+4b2

∫
R

4b
√
c0+4b2+(c0+8b2) cosh(z)−(c0+4b2)z sinh(z)

(2b+
√
c0+4b2 cosh(z))3

dz, (5.23)

donde hemos realizado el cambio de variable z =
√
c0s. Reescribimos (5.23) de una forma

más adecuada para su integración, dividiéndola en dos subintegrales I1, I2

(5.23) =
c0√

c0 + 4b2
{I1 + I2} ,

donde

I1 =
∫

R

4b
√
c0 + 4b2 + (c0 + 8b2) cosh(z)
(2b+

√
c0 + 4b2 cosh(z))3

dz, (5.24)

I2 =
∫

R

−(c0 + 4b2)z sinh(z)
(2b+

√
c0 + 4b2 cosh(z))3

dz. (5.25)

(5.24) e (5.25) son integrales inmediatas, que pueden obtenerse con la ayuda de un libro
de tablas integrales. Recurriendo por ejemplo a [GrR]( págs. 107− 108 y 126− 127), para
n,m ∈ N y A,B,C,D ∈ R, necesitaremos las siguientes identidades,

∫ A+B cosh(x)
(C+D cosh(x))mdx = CB−DA

(m−1)(C2−D2)
sinh(x)

(C+D cosh(x))m−1

+ 1
(m−1)(C2−D2)

∫ (m−1)(CA−DB)+(m−2)(CB−DA) cosh(x)
(C+D cosh(x))m−1 dx,

∫
CA−DB

(C+D cosh(x))dx = − 1√
D2−A2

arcsin(D+C cosh(x)
A+B cosh(x) ), D2 −A2 > 0,

(5.26)

y también,

∫ xn sinh(x)
(C+D cosh(x))mdx = − xn

(m−1)D(C+D cosh(x))n−1

+ n
(m−1)D

∫
xn−1

(C+D cosh(x))m−1dx.
(5.27)
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Utilizando (5.26) y (5.27), deshaciendo el cambio de variable z =
√
c0s y evaluando en

±∞, obtenemos (5.22).

Proposición 5.2.3. Sea b ∈ R, c0 ∈ (0,∞) y supongamos que d′′(c0) > 0. Sea

A =
{
ψ ∈ H1(R) : (ψ, φb,c0) = 0 = (ψ, ∂xφb,c0)

}
.

Entonces,

(Lψ,ψ) ≥ C ‖ψ‖2H1(R) , C > 0, ∀ψ ∈ H1(R), (ψ, φb,c0) = 0 = (ψ, ∂xφb,c0). (5.28)

Demostración. Por hipótesis,

0 < d′′(c0) = −(L
∂φb,c0
∂c0

,
∂φb,c0
∂c0

)⇒ (L
∂φb,c0
∂c0

,
∂φb,c0
∂c0

) < 0.

Teniendo en cuenta la proposición 5.2.1, que nos da las propiedades espectrales del operador
linealizado L definido en (5.19), podemos expresar ∂φb,c0

∂c0
en términos de los subespacios

asociados a cada autovalor de L como

∂φb,c0
∂c0

= a0X0 + l0∂xφb,c0 + p0,

donde LX0 = λ0X0, λ0 < 0, ‖X0‖ = 1 y (Lp0, p0) > 0. De esta forma

(L∂φb,c0∂c0
,
∂φb,c0
∂c0

) = (L(a0X0 + l0∂xφb,c0 + p0), a0X0 + l0∂xφb,c0 + p0)

= a2
0λ0 + (Lp0, p0) < 0.

(5.29)

Por tanto existe ρ ∈ (0, 1) e independiente de ψ, tal que

0 ≤ (Lp0, p0) ≤ −ρa2
0λ0 ⇒ (Lp0, p0)−1 ≥ − 1

ρa2
0λ0

. (5.30)

Sea ψ ∈ A, que reescrita en términos de los subespacios de autofunciones del operador
linealizado L dado en (5.19), queda como ψ = aX0 + l∂xφb,c0 + p, con p en el subespacio
de L, ortogonal al subespacio generado por {X0, ∂xφb,c0}.
De esta forma,

(Lψ,ψ) = (L(aX0 + l∂xφb,c0 + p), aX0 + l∂xφb,c0 + p) = a2λ0 + (Lp, p).

A partir de la proposición 5.2.1, se sigue que

(Lp, p) ≥ C1||p||2L2 , C1 > 0, (5.31)

con C1 independiente de ψ. Por otra parte, sabemos que

0 = −(φb,c0 , ψ, ) = (L(φb,c0), ψ) = (L(a0X0 + l0∂xφb,c0 + p0), aX0 + l∂xφb,c0 + p)

= aa0λ0 + (Lp0, p) =⇒ (Lp0, p) = −aa0λ0.
(5.32)
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Ahora, aplicando Cauchy-Schwartz podemos acotar la cantidad (Lp, p), como sigue,

(Lp, p)1/2(Lp0, p0)1/2 ≥ |(Lp0, p)| ≥ −λ0|a||a0| ⇒

(Lp, p) ≥ − (λ0|a||a0|)2
na2

0λ0
.

(5.33)

De esta forma, recurriendo a (5.33), obtenemos

(Lψ,ψ) = a2λ0 + (Lp, p) = a2λ0 +
√
ρ(Lp, p) + (1−√ρ)(Lp, p)

≥ a2λ0 −√ρ (λ0|a||a0|)2
na2

0λ0
+ (1−√ρ)(Lp, p)

= (1− 1√
ρ)a2λ0 + (1−√ρ)(Lp, p) ≥ C2||aX0 + p||2L2 , C2 > 0.

(5.34)

Recordando que ψ ∈ A, recurrimos a (ψ, ∂xφb,c0) = 0, para estimar ||aX0 + p||2L2 :

||aX0 + p||2L2 = ||(aX0 + l∂xφb,c0 + p)− l∂xφb,c0 ||2L2 = ||ψ − l∂xφb,c0 ||2L2

=
∫

R(ψ − l∂xφb,c0)2dx =
∫

R
{
ψ2 + l2(∂xφb,c0)2

}
dx > ||ψ||2L2 .

(5.35)

Por tanto,

(Lψ,ψ) ≥ C3||ψ||2L2 , C3 > 0. (5.36)

Por último, veamos que se cumple

(Lψ,ψ) ≥ C4||ψ||2H1 , C4 > 0. (5.37)

Directamente,

(Lψ,ψ) = ([−∂xx + c0 − (6φ2
b,c0

+ 12bφb,c0)]ψ,ψ)

=
∫

R

{
−ψψxx + c0ψ

2 − 6(φ2
b,c0

+ 2bφb,c0)ψ2
}
dx ≥ ∫R ψ

2
x + c

∫
R ψ

2

≥ C4||ψ||2H(R)1 , C4 > 0.

(5.38)

Todavía necesitamos un resultado relativo a las acotaciones que satisface la energía E.

Proposición 5.2.4. Sea ψ ∈ H1(R) tal que F(ψ) = F(φb,c0) y (ψ, φ
′
b,c0

) = 0. Entonces
∃A1, B1, C1 constantes positivas dependiendo sólo de b, c0 y φb,c0, tal que
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∆E ≡ E(ψ)− E(φb,c0) ≥ P(‖ψ − φb,c0‖H1),

P(‖ψ − φb,c0‖H1) = A1 ‖ψ − φb,c0‖2H1(R) −B1 ‖ψ − φb,c0‖3H1(R) − C1 ‖ψ − φb,c0‖4H1(R) .

(5.39)

Demostración. Sea ψ una pequeña perturbación (en la norma H1(R)) de φb,c0 , que escribi-
mos como

ψ = (1 + a)φb,c0 + w, (5.40)

donde escogemos w verificando (w, φb,c0) = 0 y a ∈ R. Denotando por

h(x, t) = ψ − φb,c0 = aφb,c0 + w,

observamos que

(i) si F(ψ) = F(φb,c0), entonces∫
R φ

2
b,c0

dx =
∫

R ψ
2dx =

∫
R(h+ φb,c0)2dx =

∫
R(h2 + φ2

b,c0
+ 2hφb,c0)dx⇒∫

R h
2dx = (−2)

∫
R hφb,c0dx = (−2)

∫
R(aφb,c0 + w)φb,c0dx = (−2a)

∫
R φ

2
b,c0

dx,

a||φb,c0 ||2L2 = −1
2 ||h||2L2 .

(5.41)

(ii) si
∫

R ψ∂xφb,c0dx = 0, entonces

0 =
∫

R((1 + a)φb,c0 + w)∂xφb,c0dx =
∫

R((1 + a)φb,c0∂xφb,c0 + w∂xφb,c0)dx,

(w, ∂xφb,c0) = 0.
(5.42)

Por otra parte, si calculamos la diferencia ∆E ≡ E(ψ)−E(φb,c0) como en (5.17), obtenemos

∆E ≡ E(ψ)− E(φb,c0) = E(φb,c0 + h)− E(φb,c0)

= (Lh, h)− 4
∫

R(b+ φb,c0)h3dx− ∫R h
4dx ≥ (Lh, h)− d1||h||3L3(R) − d2||h||4L4(R)

≥ (Lh, h)− d′1||h||3H1(R) − d′2||h||4H1(R),

(5.43)

donde la última desigualdad se deduce de las siguientes estimaciones de Gagliardo-Nirenberg:

||g||Lp ≤ c||g||1−θLq ||g||θW 1,r , θ =
1
q − 1

p
1
q − 1

r + 1
. (5.44)

Escogiendo r = 2 y llamando x = ||g||H1 , y = ||g||Lq , obtenemos esta estimación directa-
mente relacionada con (5.44),
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||g||sLp ≤ cys(1−θ)xsθ ≤ c (θxs + (1− θ)ys). (5.45)

A partir de (5.45), obtenemos las estimaciones que nos permiten probar la última desigual-
dad de (5.43):

||g||3L3 ≤ c′||g||3(1−θ)
L2 ||g||3θH1 ≤ c′(1

6 ||g||3H1 + (1− 1/6)||g||3L2) = c′||g||3H1 . (5.46)

||g||4L4 ≤ c′′||g||4(1−θ)
L2 ||g||4θH1 ≤ c′′(1

4 ||g||4H1 + (1− 1/4)||g||4L2) = c′′||g||4H1 . (5.47)

Ahora, por (5.40) y (5.41), w verifica las hipótesis de la proposición 5.2.3, y por tanto

(Lw,w) ≥ C||w||2H1 , C > 0. (5.48)

Por (5.43), nos interesa reescribir (5.48) en términos de h. De esta forma, tenemos que

(Lw,w) = (L(h− aφb,c0), h− aφb,c0) = (Lh, h) + a2(Lφb,c0 , φb,c0)− 2a(Lh, φb,c0)

≤ (Lh, h) + 2C̃a2||φb,c0 ||2H1 .
(5.49)

De esta forma reescribimos (5.48) como sigue,

(Lh, h) + 2C ′a2||φb,c0 ||2H1 ≥ (Lw,w) ≥ C||w||2H1 ≥ C
2 ||h||2H1 − 3

2Ca
2||φb,c0 ||2H1 ,

(Lh, h) ≥ C
2 ||h||2H1 − 2C ′a2||φb,c0 ||2H1 − 3

2Ca
2||φb,c0 ||2H1

≥ C
2 ||h||2H1 − 2C̃ ′a2 − 3

2 C̃a
2.

(5.50)

Teniendo ahora en cuenta (5.41), a2 =
||h||4

L2

4||φb,c0 ||
4
L2

y absorbiendo las constantes C̃, C̃ ′ y el

denominador de a2 en una nueva constante Γ > 0 , podemos simplificar (5.50) como sigue

(Lh, h) ≥ C
2 ||h||2H1 − 2C̃ ′a2 − 3

2 C̃a
2 = C

2 ||h||2H1 − 2C̃ ′
||h||4

L2

4||φb,c0 ||
4
L2
− 3

2 C̃
||h||4

L2

4||φb,c0 ||
4
L2

(Lh, h) ≥ C
2 ||h||2H1 − Γ||h||4L2 ≥ C

2 ||h||2H1 − Γ||h||4H1 .

(5.51)

De esta forma, concluimos que

∆E ≡ E(ψ)− E(φb,c0) ≥ (Lh, h)− d1||h||3H1 − d2||h||4H1

≥ C
2 ||h||2H1 − d1||h||3H1 − d̃2||h||4H1 ,

(5.52)
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y

P(||h||H1) =
C

2
||h||2H1 − d1||h||3H1 − d̃2||h||4H1 , A1 =

C

2
, B1 = d1, C1 = d̃2. (5.53)

Analicemos ahora la fase r que aparece en el teorema de estabilidad. Con este fin, para
δ0 <

||φb,c0 ||L2

2 escogemos ψ ∈ H1(R) un dato inicial para (5.6), que sea una pequeña per-
turbación de la onda viajera φb,c0 , y tal que ||ψ − φb,c0 ||H1 < δ0. Sea u ∈ C(R : Ḣ1(R)) la
solución de mKdV atractiva (5.2) correspondiente al dato inicial u0 = u(x, 0) = b+ψ(x, 0).
Definimos la función F : R2 → R dada por,

F (r, t) =
1
2

∫
R
{u(x, t)− (b+ φb,c0(x+ r))}2 dx =

1
2

∫
R
{ψ(x, t)− φb,c0(x+ r)}2 dx.

(5.54)
Dado que φb,c0 ∈ H∞(R), F es una función C∞ en la variable r y C1 en la variable t. Con
estas propiedades de F podemos definir la siguiente función asociada,

G(r, t) = ∂F
∂r = − ∫R {u(x, t)− (b+ φb,c0(x+ r))} ∂xφb,c0(x+ r)dx

= − ∫R u(x, t)∂xφb,c0(x+ r)dx.

(5.55)

Sea F (r, 0) = 1
2

∫
R[ψ(x, 0)− φb,c0(x+ r)]2dx. Dado que

ĺımr→±∞ F (r, 0) = 1
2

{||ψ||2L2 + ||φb,c0 ||2L2

}
> 1

2 ||φb,c0 ||2L2 ,

F (0, 0) = 1
2 ||ψ − φb,c0 ||2L2 < δ2

0 <
1
2 ||φb,c0 ||2L2 ,

(5.56)

podemos concluir que F (r, 0) alcanza un mínimo en algún punto (r0, 0), que por invariancia
por traslaciones, podemos suponer sin pérdida de generalidad que es (r0 = 0, 0), y entonces
concluir que G(0, 0) = 0. Derivamos ahora G(r, t) con respecto a r:

∂G
∂r = ∂2F

∂r2
= − ∫R u(x, t)φ

′′
b,c0

(x+ r)dx

= − ∫R {u(x, t)− (b+ φb,c0) + (b+ φb,c0)}φ′′b,c0(x+ r)dx

= − ∫R{h(x, t)φ
′′
b,c0

+ (b+ φb,c0)(b+ φb,c0)
′′}dx

= − ∫R{h(x, t)(b+ φb,c0)
′′ − ((b+ φb,c0)

′
)2}dx,

esto es,
∂G

∂r
= −

∫
R

{
−((b+ φb,c0)

′
)2 + h(x, t)(b+ φb,c0)

′′
}
dx, (5.57)
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con,
h(x, t) = ψ(x, t)− φb,c0(x+ r) = u(x, t)− (b+ φb,c0(x+ r)), (5.58)

dónde u(x, t) = b+ ψ(x, t) y r será especificada más adelante.

Derivamos ahora G(r, t) con respecto a t:

∂G
∂t = − ∫R utφ

′
b,c0

(x+ r)dx = − ∫R(−uxxx − 2(u3)x)φ
′
b,c0

(x+ r)dx

= − ∫R{u φ
′′′′
b,c0

+ 2u3 φ
′′
b,c0
}dx

= − ∫R{(u− (b+ φb,c0) + (b+ φb,c0))(b+ φb,c0)
′′′′

+2(u− (b+ φb,c0) + (b+ φb,c0))3(b+ φb,c0)
′′}dx

= − ∫R{(h+ (b+ φb,c0))(b+ φb,c0)
′′′′

+ 2(h+ (b+ φb,c0))3(b+ φb,c0)
′′}dx

= − ∫R{h(b+ φb,c0)
′′′′

+ 6h(b+ φb,c0)2(b+ φb,c0)
′′

+ 6h2(b+ φb,c0)(b+ φb,c0)
′′

+2h3(b+ φb,c0)
′′

+ (b+ φb,c0)(b+ φb,c0)
′′′′

+ 2(b+ φb,c0)3(b+ φb,c0)
′′}dx

= − ∫R{h v
′′′

+ 6h v2v
′′

+ 6h2vv
′′

+ 2h3v
′′

+ vv
′′′′

+ 2v3v
′′}dx,

(5.59)

donde en la última igualdad hemos escogido v = b+φb,c0 . Debemos analizar los dos últimos
sumandos de (5.59), que no son proporcionales a h. Si φb,c0 verifica la EDO (5.6),

φ
′′
b,c0

= −2φ3
b,c0
− 6bφ2

b,c0
+ c0φb,c0 ⇒ (b+ φb,c0)

′′

= −2(φb,c0 + b− b)3 − 6b(φb,c0 + b− b)2 + c0(φb,c0 + b− b),
que en términos de la nueva variable v = b+ φb,c0 , reescribimos como,

v
′′

= −2(v − b)3 − 6b(v − b)2 + c0(v − b)

= −2(v3 − 3bv2 + 3b2v − b3)− 6b(b2 + v2 − 2bv) + c0(v − b)

v
′′

= −2v3 + (c0 + 6b2)v − (4b3 + c0b),

v
′′′

= −6v2v′ + (c0 + 6b2)v′,

v
′′′′

= −12v(v′)2 − 6v2v
′′

+ (c0 + 6b2)v
′′
.

De esta forma, los dos últimos sumandos de (5.59) se escriben como sigue,
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∫
R vv

′′′′
+ 2v3v

′′
=
∫

R−12v2(v′)2 − 6v3v
′′

+ (c0 − 6b2)vv
′′

+ 2v3v
′′

=
∫

R−12v2(v′)2 − 4v3v
′′

+ (c0 + 6b2)vv
′′

=
∫

R−12v2(v′)2 + 12v2(v
′
)2 + (c0 + 6b2)vv

′′

=
∫

R(c0 + 6b2)vv
′′
,

en donde obtenemos la última igualdad tras integrar por partes. Ahora, agrupando términos
llegamos a,

∂G
∂t = − ∫R{h v

′′′′
+ 6h v2v

′′
+ 6h2vv

′′
+ 2h3v

′′
+ vv

′′′′
+ 2v3v

′′}dx

= − ∫R{−12hv(v′)2 − 6hv2v
′′

+ (c0 + 6b2)hv
′′

+ 6h v2v
′′

+ 6h2vv
′′

+2h3v
′′

+ vv
′′′′

+ 2v3v
′′

+ (c0 + 6b2)vv
′′}dx

= − ∫R{(c0 + 6b2)[(v
′
)2 − hv′′ ]− 12hv(v′)2 + 6h2vv

′′
+ 2h3v

′′}dx.

(5.60)

Como la necesitaremos proximamente, calculamos la segunda derivada respecto al tiempo
de la función G: derivando con respecto al tiempo la segunda línea de (5.59) e integrando
por partes dos veces, obtenemos

∂2G
∂t2

= − ∫R{u φ
(vii)
b,c0

+ 2u3 φ
(v)
b,c0

+ 24u4uxφ
′′
b,c0

+ 12u5φ
′′′
b,c0

+3u3
xφ
′′
b,c0

+ 15uu2
xφ
′′′
b,c0

+ 6u2uxφ
(iv)
b,c0
}dx.

(5.61)

De esta forma, asumiendo que u ∈ C(R, H1(R)), tenemos que la función G es de clase C2

con respecto a t, estando su segunda derivada temporal dada por (5.61).
Con estas definiciones, ya estamos en condiciones de probar el teorema de estabilidad.

Demostración. (Teorema 5.2.1)
Dividimos la prueba en dos partes dependiendo si el dato inicial, perturbación de la solución
fundamental φb,c0 , tiene o no la misma norma L2, que la solución fundamental.

(i) Sea u(x, 0) = b+ψ(x, 0) el dato inicial de la solución u(x, t), que es perturbación de
la solución b-solitón b+ φb,c0(x, t) de mKdV atractiva.
Supongamos que F(ψ) =

∫
R ψ

2dx =
∫

R φ
2
b,c0

dx = F(φb,c0).

Sea ε > 0. Buscamos un δ̃(ε) > 0 tal que si 0 < δ < δ̃(ε) y ‖ψ − φb,c0‖2H1(R) ≤ δ,
entonces

‖u(·, t)− (b+ φb,c0(·+ r)‖2H1(R) ≤ ε, ∀t ∈ R.
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Para ello, sea δ1 > 0, tal que el polinomio P(‖ψ − φb,c0‖H1(R)) sea estrictamente
creciente en [0, δ1]. Definimos

δ2 = mı́n

{
ε, δ1,

‖(b+ φb,c0)′‖2L2

2 ‖(b+ φb,c0)′′‖L2

,
‖φb,c0‖L2

20

}
. (5.62)

Como el funcional de Lyapunov E definido en (5.16) es continuo en el subespacio
vectorial de H1(R), S =

{
ψ ∈ H1(R) : F(ψ) = F(φb,c0)

}
,

dado ε > 0, ∃δ̃(ε) > 0, tal que si 0 < δ < δ̃(ε), entonces

δ < δ2, (5.63)

y si
‖ψ(·, 0)− φb,c0‖L2(R) < δ ⇒ ∆E = E(ψ)− E(φb,c0) < P(δ2). (5.64)

Supongamos entonces que 0 < δ < δ̃(ε) y escogemos ψ ∈ H1 tal que

‖ψ(·, 0)− φb,c0(x+ r)‖H1(R) < δ. (5.65)

Con esta elección de ψ y recordando la derivada respecto a r de G (5.57), concluimos
que

∂G

∂r
|(r,t) > 0, ∀(r, t) ∈ Ω,

donde

Ω =

{
(r, t) : ‖h(·, t)‖H1(R) = ‖u(·, t)− (b+ φb,c0(x+ r))‖H1(R) <

‖(b+ φb,c0)′‖2L2

‖(b+ φb,c0)′′‖L2

}
.

(5.66)
Observar que con la elección de δ2 dada en (5.62), (0, 0) ∈ Ω. Evaluando la derivada
respecto a r de G(5.57) en (0, 0) tenemos que

∂G

∂r
|(0,0) ≥

{∥∥(b+ φb,c0)′
∥∥2

L2(R)
− ‖ψ − φb,c0‖L2(R)

∥∥(b+ φb,c0)′′
∥∥
L2(R)

}
> 0, (5.67)

y G(0, 0) = 0, pues alcanzamos el mínimo de F (r, 0), como vimos en (5.56).
Así, por el teorema de la función implícita aplicado a la función G, existe T > 0 y
una función C2((−T, T ) : R), r : (−T, T ) → R, r(0) = 0, tal que (la función r(t)
es C2 por (5.61))

G(r(t), t) = 0, ∀t ∈ (−T, T ). (5.68)

Escogemos T de forma maximal, pues si éste no lo fuera, siempre podemos extender
el tiempo de definición del teorema de la función implícita, hasta generar el intervalo
maximal en el que podemos definir la función implícita r.
Con este resultado, podemos derivar implícitamente (5.68), para obtener
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d

dt
G(r(t), t) = 0 =

∂G

∂r
r′(t) +

∂G

∂t
⇒

r′(t) = −
∂G
∂t
∂G
∂r

. (5.69)

Sustituyendo (5.57) y (5.60) en (5.69), obtenemos

r′(t) = −
∂G
∂t
∂G
∂r

= −−
∫

R{(c0 + 6b2)[−(v
′
)2 + hv

′′
]− 12hv(v′)2 + 6h2vv

′′
+ 2h3v

′′}dx
− ∫R{−(v′)2 + hv′′} ,

es decir,


r′(t) = −(c0 + 6b2)−

∫
R h{−12v(v′)2+6hvv

′′
+2h2v

′′}dx∫
R{−(v′ )2+hv′′} ,

r(0) = 0.

(5.70)

Recordamos que,

h(x, t) = u(x, t)− (b+ φb,c0(x+ r(t))) ∧ v(x, t) = b+ φb,c0(x+ r(t)).

Sabemos por la proposición 5.2.4, que

∆E(t) = E(ψ)− E(φb,c0) ≥ P(‖h‖H1(R)).

Como ∆E es constante en el tiempo, tenemos que

P(‖h‖H1(R)) ≤ P(δ2). (5.71)

Al ser P estrictamente creciente en el intervalo [0, δ1] y ‖h‖H1(R) una función continua
en t, cuyo valor en t = 0 es menor que δ1, (5.71) implica que

‖u(x, t)− (b+ φb,c0(x+ r(t)))‖H1(R) ≤ δ2, ∀t ∈ (−T, T ). (5.72)

Esto implica directamente que T = +∞, pues si T < +∞, a partir de (5.72), deduci-
mos que la adherencia de Ω′ = {(r(t), t) : −T < t < T} está contenida en Ω dado en
(5.66). Así existe ρ > 0 tal que r puede ser definido ∀t ∈ (−T −ρ, T +ρ). Pero r está
definido de manera maximal en (−T, T ), y por tanto no puede ser definido en t > T .
Por tanto T ≮ +∞, luego T = +∞. Ahora, escogiendo ε suficientemente pequeño,
reescribimos (5.72) como

‖u(x, t)− (b+ φb,c0(x+ r(t)))‖H1(R) ≤ ε, ∀t ∈ R. (5.73)

y r′(t)→ −(c0 + 6b2) +O(ε), con esta elección de ε.
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(ii) Sea ε > 0 y sea u0 = u(x, 0) = b+ψ(x, 0) un dato inicial de mKdV atractiva, tal que
F(ψ) 6= F(φb,c0).
Escogemos ψ de tal forma que ‖ψ(·, 0)− φb,c0(·+ r)‖H1(R) < δ, con δ a ser determi-
nado todavía. Entonces,

|F(ψ)−F(φb,c0)| = | ∫R(ψ2 − φ2
b,c0

)dx| = | ∫R(ψ − φb,c0)(ψ + φb,c0)dx|

= | ∫R(ψ − φb,c0)(ψ − φb,c0 + 2φb,c0)dx| ≤ δ(δ + 2 ‖φb,c0‖L2)

≤ 2δ(1 + ‖φb,c0‖L2) = M1δ.

Como F es un funcional estrictamente monótono en la variable c0 (ya que d′′(c0) > 0,
por la proposición 5.2.2), se deduce que para δ suficientemente pequeño, existe e cerca
de c0, para el cual F(ψ) = F(φb,e). De hecho

M1δ ≥ |F(ψ)−F(φb,c0)| = |F(φb,e)−F(φb,c0)| = d′′(ê)|e− c0|, (5.74)

donde ê está entre e y c0. Como d′′(c0) (ver (5.22)) está acotada inferiormente en
(0,+∞), concluimos que |e − c0| ≤ M2δ, con M2 ≡ M2(M1, d

′′(ê)). Por otra parte,
como la aplicación c0 ∈ (0,+∞) Φ−→ ϕb,c0 ∈ H1(R) es C2(R+, H1), tenemos que

||φb,e − φb,c0 ||H1(R) ≤M3δ, M3 ≡M3(M2,Φ′′). (5.75)

Escogiendo δ tal que M3δ < δ2/2, podemos terminar la demostración, al aplicar el
caso anterior, en el que tenemos igualdad de normas L2, al dato inicial ψ, visto como
una perturbación de φb,e. De esta forma, con la anterior elección de δ, existe una fase
R(t), tal que

||u(·, t)− (b+ φb,e(·+R(t)))||H1(R) ≤ δ2/2. (5.76)

Por tanto, con (5.75) y (5.76) podemos concluir que

‖u(x, t)− (b+ φb,c0(x+R(t)))‖H1(R) ≤ δ
La función fase R(t), garantizada por el apartado (i), permanece C2 y es solución de
la EDO implícita,

R′(t) = −(e+ 6b2)− −
∫

R ĥ{−12v(v′)2 + 6ĥvv
′′

+ 2ĥ2v
′′}dx

− ∫R{−(v′)2 + ĥv′′} ,

con ĥ(x, t) = u(x, t)− (b+ φb,e(x+R(t))).
Como ‖ĥ‖H1(R) ≤ δ2

2 , ∀t ∈ R, se sigue que, para ε suficientemente pequeño

R′(t) = −(e+ 6b2) +O(ε) = −(e− c0 + c0 + 6b2) +O(ε)

= −(c0 + 6b2) + (c0 − e) +O(ε) = −(c0 + 6b2) +O(δ) +O(ε)

= −(c0 + 6b2) +O(ε).
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5.3. Caso mKdV repulsiva

La estabilidad de los solitones de media no acotada en el caso repulsivo se prueba de
manera análoga al caso atractivo. Por tanto indicaremos los cambios que necesitaremos en
los resultados del caso atractivo, para obtener los análogos al caso repulsivo.
La ecuación mKdV repulsiva es

∂

∂t
k(s, t) +

∂

∂s3
k(s, t)− 2

∂

∂s
(k3(s, t)) = 0. (5.77)

La onda viajera k(s, t) = b + f(s − cbt), cb > 0, f(±∞) = 0, con f dada por (5.9), es
solución real de (5.2), por lo que si cambiamos el parámetro asintótico b por ib, la función f
se transforma como f(s−cbt) = −if̃(s+cbt) y por tanto, la anterior solución real atractiva
b+ f(s− cbt) se transforma en una solución imaginaria pura atractiva i(b− f̃(s+ cbt)), y
la parte imaginaria (b− f̃(s+ cbt)) de esta solución atractiva es solución real repulsiva.
Con los cambios de variables b→ ib ∧ f → −if̃ , el PVI (5.6) se transforma enf̃

′′ − 2f̃3 + 6bf̃2 + (cb − 6b2)f̃ = 0

f̃(±∞) = 0
(5.78)

De esta forma, los solitones de media no acotada en el caso repulsivo se escriben como

k(s, t) = b− f̃(s+ cbt), cb > 0, f̃(±∞) = 0.

donde

f̃(s+ cb(b, c0)t) ≡ ϕb,c0(s, t) =
c0

2b+
√

4b2 − c0 cosh(
√
c0(s+ (6b2 − c0)t))

, (5.79)

cb(b, c0) = 6b2 − c0 > 0.

Nos proponemos estudiar la estabilidad orbital de b − ϕb,c0 , que es equivalente a la
estabilidad orbital de ϕb,c0 .
Si en el funcional (5.16) que caracteriza la solución onda viajera atractiva hacemos la
transformación ξ → −iξ ∧ b→ ib, obtenemos el funcional que caracteriza la solución onda
viajera repulsiva ϕb,c0 .

E(ξ) =
∫

R

{
ξ2
x + ξ4 − 4bξ3 − (cb − 6b2)ξ2

}
dx. (5.80)

Podemos caracterizar el punto crítico Ψ̃(z) = ϕ(z), z = x + cb(b, c0)t del funcional
(5.80) y el operador linealizado del caso repulsivo, sin más que aplicar los cambios de va-
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Figura 5.3. Gráfica de b-solitón repulsivo con b = 0.65, c0 = 0.23.

riables R→ −iR̃ ∧ b→ ib a (5.18), que caracteriza el punto crítico atractiva y al operador
linealizado del caso atractiva (5.19).

De esta forma, caracterizamos el punto crítico Ψ̃ y el operador linealizado L del caso
repulsivo:

−Ψ
′′

+ 2Ψ3 − 6bΨ2 − (cb − 6b2)Ψ = 0, Ψ(±∞) = 0. (5.81)

L = −∂xx − cb + 6(b−Ψ)2, (5.82)

Notas:

(i) Escogeremos en lo sucesivo Ψ̃ ≡ ϕb,c0 y fijaremos el parámetro ”b”. Como estamos
interesados en soluciones reales, no triviales y regulares, fijado b ∈ R, el parámetro
c0 lo escogemos en el intervalo c0 ∈ (0, 4b2) (frente al dominio (0,∞) de c0 del caso
atractiva). De esta forma la aplicación

c0 ∈ (0, 4b2) Φ−→ ϕb,c0 ∈ H1(R) (5.83)

será C1((0, 4b2) : H1(R)).

(ii) Nuestro objetivo es estudiar la estabilidad orbital de b−ϕb,c0 = b− f(x+ cb(b, c0)t).

El teorema principal de estabilidad en el caso repulsivo es el siguiente:

Teorema 5.3.1. Sea b ∈ R, c0 ∈ (0, 4b2) y ub,c0(x, t) = b − ϕb,c0(x + cb(b, c0)t) ∈ Ḣ1(R)
una solución de la ecuación mKdV repulsivo (5.77), donde ϕb,c0 ∈ H1(R) satisface (5.78).
Entonces
∀ε > 0, ∃δ ≡ δ(ε, b, c0) > 0 y una función C2(R), r : R→ R, tal que
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si ||u0 − (b− ϕb,c0)||H1(R) < δ, entonces

sup
t>0
‖u(·, t)− ub,c0(·+ r(t))‖H1(R) < ε,

donde u(x, t) es la única solución de mKdV repulsiva con dato inicial u0 = u(x, 0) ∈ Ḣ1(R)
y donde supt |r′(t) + (c0 − 6b2)| ≤ Kε, K > 0.

Para probar este teorema necesitaremos los resultados obtenidos en el caso atracti-
vo modificando adecuadamente los argumentos. Pasamos a explicar cómo se enuncian y
adaptan estos resultados atractiva al caso repulsivo.

Proposición 5.3.1. Sea b ∈ R, c0 ∈ (0, 4b2) y ϕb,c0 la solución onda viajera dada por
(5.78). Entonces el operador linealizado L = −∂xx + c0 − 6b2 + 6(b − ϕb,c0)2 definido en
H2(R) tiene un único autovalor negativo simple, cero es también un autovalor simple con
autofunción ϕ′b,c0 = ∂xϕb,c0 y el resto del espectro es positivo y separado de cero.

Demostración. La prueba y las conclusiones en el caso repulsivo son análogas al caso
focusing.

Proposición 5.3.2. Para cada c0 ∈ (0, 4b2), la función

c0 ∈ (0, 4b2) 7−→ d(c0) = E(ϕb,c0) + 2c0F(ϕb,c0) ∈ R,
es estrictamente convexa.

Demostración. Sea d(c0) = E(ϕb,c0) + 2c0F(ϕb,c0), con E(ϕb,c0), F(ϕb,c0) definidas (im-
plícitamente) en (5.80). Entonces,

d′(c0) = (E ′(φb,c0) + 2c0F ′(ϕb,c0), dϕb,c0dc0
) + 2F(ϕb,c0)

= (−(ϕb,c0)ss + 2ϕ3
b,c0
− 6bϕ2

b,c0
+ c0ϕb,c0 ,

dϕb,c0
dc0

) + 2F(ϕb,c0) = 2F(ϕb,c0)

=
∫

R ϕ
2
b,c0

(s, t)ds.
Como F es un invariante de mKdV, por simplicidad consideramos F a t = 0. De esta
forma, tenemos que

d′′(c0) =
∂

∂c0

∫
R
ϕ2
b,c0ds = 2

∫
R
ϕb,c0∂c0ϕb,c0ds. (5.84)

Esta integral puede ser calculada explícitamente, obteniendo

d′′(c0) =
√
c0

4b2 − c0
> 0, (5.85)

siempre que c0 ∈ (0, 4b2), por lo que de aquí obtendríamos la convexidad de d(c0).
La prueba de (5.85) es análoga a la dada en la proposición 5.2.2 y no la repetiremos aquí.
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Proposición 5.3.3. Sea b ∈ R, c0 ∈ (0, 4b2) y supongamos que d′′(c0) > 0. Sea

A =
{
ψ ∈ H1(R) : (ψ,ϕb,c0) = 0 = (ψ, ∂xϕb,c0)

}
.

Entonces,

(Lψ,ψ) ≥ C ‖ψ‖2H1(R) , C > 0, ∀ψ ∈ H1(R), (ψ,ϕb,c0) = 0 = (ψ, ∂xϕb,c0). (5.86)

Demostración. La prueba y las conclusiones en el caso repulsivo son análogas al caso
atractiva.

Proposición 5.3.4. Sea ψ ∈ H1(R) tal que F(ψ) = F(ϕb,c0) y (ψ,ϕ
′
b,c0

) = 0. Entonces
∃A1, B1, C1 constantes positivas dependiendo sólo de b, c0, ϕb,c0, tal que

∆E ≡ E(ψ)− E(ϕb,c0) ≥ P(‖ψ − ϕb,c0‖H1),

P(‖ψ − ϕb,c0‖H1) = A1 ‖ψ − ϕb,c0‖2H1(R) −B1 ‖ψ − ϕb,c0‖3H1(R) − C1 ‖ψ − ϕb,c0‖4H1(R) .

(5.87)

Demostración. La demostración es análoga a la de la proposición 5.2.4.

Las expresiones (5.57) y (5.60) del caso atractivo se transforman en el caso repulsivo
en

∂G

∂r
= 2

∫
R

{
(v
′
)2 − h(x, t)v

′′
}
dx, (5.88)

∂G

∂t
= 2

∫
R
{(c0 − 6b2)[(v

′
)2 − hv′′ ]− 12hv(v′)2 + 6h2vv

′′
+ 2h3v

′′}dx, (5.89)

donde v(x, t) = b− ϕb,c0(x+ r(t)) y h(x, t) = u(x, t)− (b− ϕb,c0(x+ r(t))).
Por tanto, la expresión del caso focusing para r′(t) dada en (5.70) se convierte, en el caso
repulsivo, en

r′(t) = −(c0 − 6b2)− 2
∫

R h{−12v(v′)2 + 6hvv
′′

+ 2h2v
′′}dx

2
∫

R{(v′)2 − hv′′} . (5.90)

Demostración. (Teorema 5.3.1)
La prueba del teorema en el caso repulsivo es idéntica a la prueba del caso atractivo, si
seguimos los mismo pasos, donde ahora recurrimos a la versión repulsiva de las proposi-
ciones 5.2.1, 5.2.2, 5.2.3 y 5.2.4.
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Apéndice A

Apéndice A

Sumario. En este apéndice exponemos el método de Hirota, un método clásico de resolución
de ecuaciones de evolución no lineales y su aplicación a la ecuación mKdV para buscar soluciones
concretas. En particular, los ejemplos que se muestran son los de las soluciones básicas del solitón
y breather de mKdV atractiva.

A.1. El método de Hirota

Esta técnica para encontrar soluciones especiales de ecuaciones en derivadas parciales no li-
neales, ha permitido un avance significativo para aquellas ecuaciones que admiten soluciones tipo
solitón. Hay que observar que este método funciona virtualmente para aquellas ecuaciones en donde
el método de scattering inverso es conocido y a veces ha funcionado sobre ecuaciones sobre las que
todavía no se dispone de un método de scattering inverso desarrollado. Las ideas básicas del método
son (siguiendo a [AS, p.179])

(i) Introducir una transformación de la(s) variable(s) dependiente(s) para reducir la ecuación
de evolución a una ecuación bilineal, cuadrática en la(s) variable(s) dependiente(s), usando
para ello la definición de los siguientes operadores definidos por Hirota:

Dm
x D

n
t a · b ≡ (∂x − ∂′x)m(∂−∂′t)

na(x, t)b(x′, t′)|x′=x,t′=t, m, n ∈ N. (A.1)

(ii) Introducir un desarrollo perturbativo en términos de exponenciales, con coeficientes a deter-
minar en la ecuación bilineal.

(iii) Averiguar dichos coeficientes para obtener solución de la ecuación bilineal.

Para la ecuación mKdV

ut + uxxx + 6u2ux = 0,

el método de Hirota se aplica de la siguiente forma:

sustituyendo la expresión u = G
F en la ecuación mKdV y usando la definición de los operadores

de Hirota (A.1), obtenemos
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(Dt +D3
x)G · F +

6
F 2

(DxG · F )(
1
2
D2
xF · F −G2) = 0. (A.2)

Como, F,G son ambos arbitrarios, podemos desacoplar la ecuación (A.2), y obtener

(Dt +D3
x)G · F = 0, (A.3)

D2
xF · F = 2G2. (A.4)

Si suponemos que u → 0 cuando |x| → ∞, podemos introducir en (A.3)-(A.4), el siguiente
desarrollo en F y G:

F = 1 + ε2F2 + ε4F4 + . . . ,
G = εG1 + ε3G3 + . . . .

(A.5)

Donde truncamos cada desarrollo, dependiendo del tipo de solución que estemos buscando. Es
decir, en el caso del solitón de mKdV, las ecuaciones quedarían:

(∂t − ∂3
x)G1 = 0⇒ G1 = eη1 , η1 = k1x− k3

1t+ η
(0)
1 ,

∂2
xF2 = G2

1 ⇒ F2 = 1
4k2

1
e2η1 ,

Fj = 0, j ≥ 4,

Gj = 0, j ≥ 3.

(A.6)

Escogiendo ε = 1, la solución tipo solitón se obtiene como:

u =
G

F
=

eη1

1 + 1
4k2

1
e2η1

= k1 sech(η1).

De forma similar se puede obtener la solución tipo 2-solitón de mKdV, escogiendo:

G = eη1 + eη2 + 1
4k2

(k1−k2k1+k2
)2eη1+2η2 + 1

4k2
(k1−k2k1+k2

)2e2η1+η2 ,

F = 1 + 1
4k2

1
e2η1 + 1

4k2
2
e2η2 + 2

k1+k2
eη1+η2 + (k1−k2)4

16k2
1k

2
2(k1+k2)4

e2η1+2η2 .

(A.7)

Observar que F puede ser reescrita de la forma

F = (
1

2k1
eη1)2 + (1− (k1 − k2)2

4k1k2(k1 + k2)2
eη1+η2)2 ≡ g2 + f2.

Con esta reescritura, G se redefine como

G = 2Dxg · f,

y así

u =
G

F
= 2

Dxg · f
g2 + f2

= 2
gxf − gfx

f2(1 + (g/f)2)
,
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o

u = 2∂x(arctan
[
g

f

]
) ≡ i∂x(log

[
f − ig
f + ig

]
). (A.8)

Si escribimos f̃ = f + ig, obtenemos la transformación de la variable dependiente u como sigue
(f̃∗ significa complejo conjugado de f̃)

u = i∂x(log(
f̃∗

f̃
)) ≡ 2∂x(arctan(

=f̃
<f̃ )). (A.9)

Con esta nueva transformación de la variable dependiente, que de hecho será la que utilizaremos
a lo largo de la memoria y de forma generalizada para soluciones u→ b cuando |x| → ∞, obtenemos,
tras sustituir el anstaz (A.9) en la ecuación mKdV, las siguientes ecuaciones bilineales

(Dt +D3
x)f̃∗f̃ = 0,

D2
xf̃
∗f̃ = 0.

(A.10)

La solución tipo N-solitón se obtendría sustituyendo en (A.10), el siguiente desarrollo para f̃ ,

f̃N = 1 + εf̃
(1)
N + εf̃

(2)
N + . . .

igualando potencias del parámetro ε y escogiendo ε = 1. Las soluciones solitón y 2-solitón se
obtendrían haciendo

f̃1 = 1 + eη1+iπ/2,

f̃2 = 1 + eη1+iπ/2 + eη2+iπ/2 + eη1+η2+iπ+A12 ,

(A.11)

donde eA12 = (k1+k2k1+k2
)2 y ηi = kix− k3

i t+ η
(0)
i .

Escogiendo k1 = −i(α + iβ) y k2 = −i(−α + iβ) y sustiyendo obtendríamos la solución breather
de mKdV.

El N-solitón de mKdV tendría la siguiente estructura,

f̃N =
∑
µ=0,1

exp (
N∑
i=1

µi(ηi + i
π

2
) +

∑
1≤i≤j

µiµjAij). (A.12)
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