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Introduccion

Esta tesis doctoral se centra en el estudio de una ecuacién dispersiva no lineal de tipo
geométrico que conecta la dinamica de fluidos bidimensionales no viscosos e incompresibles
con la geometria del movimiento de curvas en el plano y la teoria de solitones. Esta es la
ecuacion modificada de Korteweg de Vries (atractiva)

ki + ksss + 6k%ks =0, s,t € R. (1)

La nocion de ecuacion en derivadas parciales (EDP) dispersiva es la siguiente. Sea una
EDP (en 1 dimension espacial)

F(0z, 0 )u(z,t) =0, (2)

donde F' es un polinomio en derivadas parciales respecto a tiempo y espacio. Si buscamos
soluciones en la forma de ondas planas, u(z,t) = A eilkz=wt) con A k,w € R, representando
respectivamente la amplitud, nimero de ondas y frecuencia, u sera solucion si y sélo si

F(ik, —iw) = 0. (3)

Esta ecuacién es llamada la relacién de dispersiéon y caracteriza el movimiento de las ondas
planas. Usualmente se reescribe esta ecuacién como

w = w(k).

De esta forma las ondas solucion tienen caracter dispersivo (y por tanto la EDP subyacente)
si dd?w(k) = 0, lo que fisicamente viene a decir que la joroba o el paquete de ondas inicial
se rompe en varios trenes de onda, dispersdndose por el medio a diferentes velocidades.
Notar que la ecuaciéon se puede reescribir como una ecuacién de evoluciéon

ki = G(k), G(k) = —kgss — 6Kk, (4)

En este contexto, algunas ecuaciones de evolucién no lineales juegan un papel primor-
dial, por disfrutar de simetrias, soluciones y métodos de anélisis, que permiten abordar
otro tipo de ecuaciones de evolucién més complicadas. Entre estas ecuaciones modelo

111



v INTRODUCCION

destacan la ecuacion de Korteweg-de Vries(KdV), la ecuacion modificada de Korteweg-de
Vries(mKdV), la ecuacion general de Korteweg-de Vries(gKdV), la ecuacion de Schrodinger
no lineal(NLS) y la ecuacion de Sine Gordon. Estas ecuaciones suministran ideas y métodos
para abordar el analisis matemético de otras ecuaciones de evolucién que las generalizan,
tales como las ecuaciones de Ishimori, las ecuaciones de Kandom-Petviashvili, las ecua-
ciones de Benjamin-Ono y los sistemas de Davey-Stewartson y Zakharov-Shabat.

La ecuacién pionera en este campo de las ecuaciones de evolucién no lineales, es la
ecuacion de Korteweg-de Vries(KdV)

Ut + Upgy + 6UUy = 0. (5)

Dicha ecuacion fue propuesta por Diederik Johannes Korteweg y Gustav de Vries en
1895 |[KdV] para describir la propagacion de ondas en aguas poco profundas y estuvo moti-
vada por el descubrimiento previo de las ondas solitarias en un canal de riego en Hermiston,
cerca de Edimburgo, realizado por John Scott Russell en el afio 1834, mientras paseaba a
caballo por la orilla de dicho canal (ver [JSR]), como se desprende de su propia descripcion:

I was observing the motion of a boat which was rapidly drawn along a narrow channel
by a pair of horses, when the boat suddenly stopped—not so the mass of water in the chan-
nel which it had put in motion; it accumulated round the prow of the vessel in a state of
violent agitation, then suddenly leaving it behind, rolled forward with great velocity, as-
suming the form of a large solitary elevation, a rounded, smooth and well-defined heap of
water, which continued its course along the channel apparently without change of form or
diminution of speed. I followed it on horseback, and overtook it still rolling on at a rate
of some eight or nine miles an hour (14 km/h), preserving its original figure some thirty
feet (9 m) long and a foot to a foot and a half (30 — 45 ecm) in height. Its height gradually
diminished, and after a chase of one or two miles (2 or 3 km) I lost it in the windings of
the channel. Such, in the month of August 1834, was my first chance interview with that
singular and beautiful phenomenon which I have called the Wave of Translation.

La fecha de esta observacion se recuerda como la fecha del descubrimiento de la onda
solitaria o viajera, es decir una onda que esta localizada espacialmente y que mantiene
su forma durante largos periodos de tiempo. Las ecuaciones y poseen soluciones
tipo solitén, que son ondas viajeras con la propiedad adicional de que otros solitones y
radiacion pueden atraversarla sin destruir su forma. El origen de este comportamiento esté
en la lucha que mantienen los términos no-lineales y los dispersivos dentro de la EDP dis-
persiva no lineal. Cuando ambos términos se compensan, emergen este tipo de soluciones
que conservan su forma.

Nuestro interés se centra en las ecuaciones de evoluciéon no lineales de tipo geométrico.
Estas ecuaciones modelan el comportamiento de ciertas propiedades geométricas de los
sistemas bajo estudio. Si en la ecuacion modificada de Korteweg-de Vries(mKdV) (1) vemos
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a la variable dependiente k(s,t) como la curvatura de una curva, la EDP la podemos
considerar como la ecuaciéon de evoluciéon de la curvatura del flujo geométrico de curvas
planas z(s,t) = x(s,t) + iy(s,t) € C siguiente,

G = (—i5i(s,0) — 3h(5,0) o 5:1)
2(s,0) = zp, ©)

|zs]? = 1.

Este flujo geométrico fue introducido por primera vez por R.Goldstein y D.Petrich en
[GoP1] y estuvo motivado por un celebrado articulo de H.Hasimoto (ver [Ha]). En el tra-
bajo de H.Hasimoto se prueba que la ecuacién cubica de Schrédinger no lineal y en una
dimension espacial describe la evolucion de la curvatura y la torsiéon de un filamento de
vorticidad (una region unidimensional en donde se concentra la vorticidad de un fluido) de
acuerdo con la Localized Induction Approximation(LIA en adelante). Esta aproximacion
esta basada en dos pasos.

El primero es un adecuado truncamiento de la integral de Biot-Savart y el segundo
consiste en hacer un desarrollo de Taylor para concluir que el comportamiento local de
la velocidad esté en la direccién de su vector binormal, con médulo proporcional a la
curvatura. Un procedimiento similar usan R.Goldstein y D.Petrich en [GoPl], esta vez
para entender el comportamiento local de la evolucion de la frontera de un parche de
vorticidad en el plano (una distribucion de la vorticidad, tipo funcién caracteristica, con
soporte en una region bidimensional acotada) que se mueve de acuerdo a las ecuaciones de
Euler. En este caso la serie de Taylor pueden ser calculada explicitamente. Cada uno de
los términos de la suma da su correspondiente flujo geométrico, que si es descrito usando
la curvatura como incognita, es equivalente a la jerarquia de la ecuaciéon mKdV atractiva.
Todos estos flujos geométricos tienen la propiedad de que preservan el area encerrada.
Esta es una ley de conservaciéon natural para el problema del parche de vorticidad. Sin
embargo, también preservan la longitud total de la curva y esto entra en contradicciéon
con el fenomeno observado de la filamentacion de la frontera del parche de vorticidad (ver
[But]), algo que sucede incluso para pequenas perturbaciones de un circulo. No obstante
@ ha resultado ser una buena aproximacién bajo algunas circunstancias. En particular
R.Goldstein y D.Petrich en [GoP2|] obtienen soluciones de @ que son curvas cerradas
simples y rotantes muy similares a los V-estados de H.Deem y N.Zabusky [DZ] (ver fig. .
La similitud, no tanto desde un punto de vista cualitativo sino también desde un punto de
vista cuantitativo, es en algunos casos muy notable. Podemos encontrar mas detalles en el
trabajo de A.Dorsey y C.Wexler [DoWe], donde también se hace una conexion entre @ y
el efecto Hall cuéntico.

El procedimiento més simple para encontrar curvas cerradas simples de @ es buscar
ondas viajeras de que sean peridédicas con integral sobre el periodo igual a 2w, y tal
que z sea periddica. Esto se expone en [DoWe, pag.10.976/7|, donde las correspondientes
soluciones son las analogas a los V-estados que mencionamos antes (ver también [NSW]).
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Figura 1. V-estados de Deem Zabusky(arriba) en comparacién con los obtenidos por C.Wexler en [DoWe](abajo).

En este trabajo, los autores también hablan de las soluciones tipo breather obtenidas por
M.Wadati en [W] (ver (7)) y reencontradas por C.Kenig, G.Ponce y L.Vega en [KePVI]
en donde prueban la discontinuidad de la aplicacion flujo asociada a la mKdV en espacios
de Sobolev H®. Nuestro principal interés se centra en esta clase de soluciones y motivados
por los trabajos de R.Goldstein y D.Petrich [GoP1] y [GoP2], estudiar si existen breathers
viajando sobre curvas cerradas simples.

Las soluciones de M.Wadati estdn definidas en toda la recta real y cualitativamente
describen paquetes de onda determinados por la amplitud de la envolvente y la frecuencia
de la onda portadora. Como consecuencia, y anadiendo los dos invariantes triviales de las
traslaciones en tiempo y espacio, podemos describir la clase de las soluciones breather
por medio de cuatro parametros reales, que reescribimos de una manera mas adecuada
para nuestros proximos célculos, como sigue:

k(s, 1) = —ias log (WHW@)) _ zg arctan (9(”)) , (1)

0 f(u) —ig(v) s f(u)
conu=fs+vt, v=as+6t, v=p0(—3+3a%), §=a(a®-38%),y f,gdado por
f(u) = cosh(u), (8)

o) = 2 (o -aan (2)) .

En esta formula hemos eliminado los dos parametros correspondientes a las traslaciones
en espacio y tiempo, y hemos usado a para designar la frecuencia del breather y 3 para
designar la amplitud del breather. Para (3 fijo hay dos limites distinguidos. Uno es tomar
a tendiendo a oo. Entonces la solucién se comporta como

k(x,t) ~ 2B sech [Sz + ~t] cos <ax + 0t — arctan <§>> : (10)
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La segunda posibilidad corresponde a tomar la frecuencia a tendiendo a 0. Entonces la co-
rrespondiente solucién se comporta a tiempos largos como la superposiciéon de dos extremos
diferenciados o jorobas, una apuntando hacia arriba y otra apuntando hacia abajo que, co-
mo veremos, se separan progresivamente con una velocidad logaritmica. Esta solucion se
corresponde con la soluciéon polo doble obtenida por M.Wadati y K.Okhuma en [OW].

Como primer objetivo de esta tesis doctoral nos hemos propuesto realizar un estudio
numeérico de los métodos de diferencias finitas y pseudo-espectral, para comprobar el rango
de validez de cada uno de ellos en la representacion de la evolucién en tiempo de las curvas
asociadas a este tipo de soluciones breather y polo doble.

A partir de los resultados que logremos en este primer objetivo, nos planteamos el uso
del método numérico que sea mas 6éptimo para representar fielmente la evoluciéon dada por
el flujo geométrico @ de curvas iniciales simples y cerradas, que posean perturbaciones
localizadas.

Para construir estas curvas cerradas, observar a partir de la solucién breather —@D,
que la solucién tiende a cero en infinito y que

+o0
/ k(x,t)dx = 0. (11)

Por tanto parece imposible emplear dicha familia de soluciones como punto de partida para
construir curvas cerradas simples usando la solucién breather —@D, ya que una condicién
necesaria para obtener una curva cerrada a partir de su curvatura k(zx,t) es que

+L
/ k(z,t)dx = 2. (12)
L

La situacion cambia si somos capaces de modificar el comportamiento en infinito, en
la variable espacial, de la familia de soluciones tipo breather, haciendo que se comporte
como una constante diferente de cero. Observar que cualquier constante b € R es una
solucion particular de ([1f). De hecho uno podria pensar ingenuamente que podria existir
una solucién construida como superposiciéon de esta solucién trivial junto con la solucién
breather. Esto nos lleva a la cuestion de coémo construir este tipo de soluciones, que uno
intuitivamente puede esperar que existan.

Para encontrar soluciones de podemos emplear varios métodos como las transfor-
maciones Béacklund, el método de scattering inverso, el método de Hirota (ver apéndice
en pagllHh)), el método de los potenciales Bargmann, el método de las transformadas
de Darboux, etc. Cada método permite vislumbrar distintos aspectos y propiedades de la
ecuacioén a resolver, que se complementan finalmente. Este tipo de soluciones breather, con-
struidas como suma de una constante mas una funcién tipo breather, puede ser obtenido
explicitamente empleando directamente el método de Hirota (apéndice , escogiendo ade-
cuadamente los nimeros de onda de las funciones exponenciales que aparecen en el método
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[AS| pag.202|. También pueden ser obtenidas a partir del trabajo de K. Chow |CLai|, pasan-
do de cuatro a dos solitones y posteriomente con una adecuada y paciente manipulaciéon
algebraica.

Creemos que estas dos formas de obtener este tipo de soluciones breather son indirectas
y oscurecen a la propia solucién, pues no permiten contrastarla facilmente con la solucién
breather que generalizan. Es por ello que como segundo objetivo de esta memoria de
investigaciéon nos proponemos obtener de manera directa y explicita las soluciones breather
que tienden a una constante no trivial en el infinito, empleando una generalizacion del
método de scattering inverso(ver secciéon pagl63) para potenciales que no se anulan
en la frontera, tal y como fue desarrollado por T.Kawata y H.Inoue [IK]|. Hasta donde sabe-
mos, este tipo de breathers no han sido obtenidos empleando este método de scattering
inverso. De forma complementaria vamos a obtener estas soluciones breather empleando

una modificacion del método de Hirota (ver secciéon pag. [75).

Esta nueva familia de soluciones de la ecuaciéon mKdV se caracteriza por contener un
pardmetro real extra b que da el valor asint6tico de la solucién en infinito. Si para un valor
fijo del parametro 3 consideramos como antes dos casos limites en la oscilacion interna c,
obtenemos una constante b méas un breather tipo la funcién dada en o0 mas la solucion
polo doble. Como consecuencia, la integral es infinita en estos ejemplos.

Una cuestion natural es si existen o no soluciones breather periédicas. La respuesta fue
dada recientemente por P. Kevrekidis et al. en [KKSI] y [KKS2]. Desafortunadamente, las
soluciones que obtienen son las analogas a las soluciones de M.Wadati y tienen media cero.
Por tanto, como ya hemos visto en , no pueden ser la curvatura de una curva cerrada
simple. Hasta donde sabemos, soluciones breather que sean periédicas y que tengan me-
dia no nula son desconocidas. De hecho, no hemos sido capaces de encontrar soluciones
similares a las exhibidas en las secciones [3.2.1] y 3:2.2] pero que sean también periodicas.
Pensamos que esta es una cuestion abierta interesante y esperamos que la respuesta sea
clerta. La razon para esta sospecha la damos en el capitulo [3] donde desarrollamos expe-
rimentos numéricos que apuntan a una respuesta positiva a la cuestiéon anterior.

Motivados por el problema de valor inicial para la mKdV, con datos iniciales del tipo
u(z,t) = o +v(x,t), como la suma de una constante o mas una funcion v(z,t) que decaiga
exponencialmente en infinito, nos encontramos de manera natural con la ecuaciéon KdV
extendida (denotada como eKdV) o ecuacion de Gardner para la funcion auxiliar v:

Ut + Vzzz + 60 (V2 +2(0%) =0 oc>0,t,r € R, (13)
v(x,0) = vo(x) € H*(R).

Esta ecuaciéon destaca por poseer términos no lineales de tipo bilineal (v?),, caracteristico
de la ecuacion KdV, y de tipo trilineal (v3),, caracteristico de la ecuacién mKdV.
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Hasta el momento la teoria de existencia local y global del PVI para KdV ha sido
considerada en varios trabajos: usando estimaciones de energia se obtiene la teoria de ex-
istencia local (en tiempo) para datos iniciales en H*(R), s > 3/2 (ver [BonSc],[BonSm],
[Katol], [Sau], [SauT],[Sj] ). Usando estos resultados y leyes de conservacion, fue estable-
cida una teoria de existencia global para datos iniciales en H*(R), s > 2 (ver |[BonSm),
[Katol],[SauT]). T.Kato en [Kato2] y S.Kruzhkov y A.Faminskii en [KrF| descubrieron un
efecto de "local smoothing" que fue empleado para construir soluciones débiles globales en
tiempo con datos iniciales en H'(R) e incluso en L?(R). En [KePV0] C.Kenig, G.Ponce y
L.Vega emplearon técnicas de integrales oscilatorias para establecer la teoria de existencia
local del PVI para KdV con datos en H*(R), s > 3/4, y de ahi la teoria global para
datos en H*(R), s > 1. En [B] J. Bourgain introdujo nuevos espacios de funciones (de-
notados por X s’b) adaptados al operador lineal 0; + 0.4, en los cuales encontré buenas
estimaciones para el término no lineal (v?),. Usando estos espacios J.Bourgain fue capaz
de obtener la teoria de existencia local y global (mediante una ley de conservaciéon) para
datos en H°(R) = L%(R). En |[KePV3] C.Kenig, G.Ponce y L.Vega prueban que el PVI
para KdV esté localmente bien propuesto en H*(R), s > —5/8, combinando las ideas
introducidas por J.Bourgain en |[B] con algunas estimaciones oscilatorias encontradas en
[KePV(] y [KePV2|. Dado que las medidas finitas estan en H*(R), s < 1/2, este resultado
también establece la unicidad local (en tiempo) para medidas finitas. El resultado ¢éptimo
para la teoria de existencia local del PVI de KdV fue obtenido por C.Kenig, G.Ponce y
L.Vega en [KePV4| para datos iniciales en H*(R),s > —3/4, en donde obtienen estima-
ciones del término bilineal de KAV (v?), en los espacios de funciones X *? introducidos por
J.Bourgain en [B] y prueban que las estimaciones para el operador bilineal son precisas,
salvo para el indice s = —3/4. En [CtCoTa|, M. Christ, J. Colliander y T. Tao probaron
la teoria de existencia local del PVI de KdV, hasta el indice s = —3/4 (esto es para datos
en H*(R), s> —3/4), usando una transformada de Miura (ver p4g[26) modificada y la
teoria de existencia para el PVI de la ecuacion mKdV. La teoria de existencia global para
KdV la probaron para datos iniciales en H*(R), s> —3/4.

Para la ecuacion mKdV, la teoria de existencia local, con datos iniciales en H*(R), s >
1/4, fue desarrollada por C.Kenig, G.Ponce y L.Vega en [KePV2|, a principios de los 90
usando estimaciones de la funcién maximal y el smoothing de T.Kato y S.Kruzhkov y
A .Faminskii. En el mismo trabajo, por medio de leyes de conservacion se obtiene el caso
global para datos iniciales en H*(R), s > 1. El resultado global fue mejorado por J.
Colliander, M. Keel, G. Staffilani, H. Takaoka y T. Tao en |[CoKeTakTa] para datos en
H*(R), s>1/4.

Con estos precedentes, como tercer objetivo de esta tesis doctoral queremos probar que
la ecuacion KdV extendida o ecuacion de Gardner esta localmente bien propuesta
para datos iniciales en H*(R), s > 1/4 y globalmente bien propuesta para datos iniciales
en H!(R). Para ello vamos a recurrir a los multiplicadores [k; Z] de T. Tao, que nos per-
mitirdn obtener las estimaciones bilineales y trilineales que necesitamos para probar que
cierto operador integral es contractivo en un subespacio del espacio X*? introducido por

J.Bourgain (ver , pég. ).
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Una vez determinada la existencia de solucién, surge de manera natural la cuestion de
la estabilidad de las ondas viajeras. Dicho esto, hasta la fecha, las ideas y las herramien-
tas necesarias para abordar la estabilidad de este tipo de soluciones han sido expuestas
en los trabajos previos sobre la estabilidad de solitones en la recta real R para la KdV
de T.Benjamin [Ben|, J.Bona [Bon|, J.Albert, J.Bona y D.Henry [AIBH]|, para gKdV de
M.Weinstein [We2], la estabilidad orbital de los solitones periédicos de KAV, mKdV y NLS
de J.Angulo [Anl] y [An2| y el trabajo de P.Zhidkov |Z] sobre la estabilidad de soluciones
tipo solitén para una ecuacién del tipo gKdV con una no linealidad general, precisando
tan solo las propiedades necesarias sobre esta no linealidad para obtener la estabilidad de
los solitones. El enunciado del teorema de estabilidad dado por P.Zhidkov es el siguiente
IZ, p.83]

Sea f(u) una funcién de C?(R) en el argumento real de la ecuacién gKdV
Ut + Ugzg + f(w)ugy = 0. (14)

Sea F(y) = [J f(s)ds y seawp € R y b > 0 tal que f(0) —wp < 0, fob f(s)ds — wob >
0, F(b)—b* =0y F(¢*) —“L¢? <0 para ¢ € (0,b). Bajo estas condiciones existe una
solucién tipo solitén u(z,t) = ¢y, (x — wot) anulandose en +oo, para la cual existe

soteOlon €y ([ R0 )l =2 [ (@)t

Si L (ffooo d)f,(m)d:r) lw=wo, > 0, entonces la solucién tipo solitén u(z,t) es orbitalmente

estable, es decir, dado € > 0, existe § > 0 tal que si ug € H*(R) y
inf ) —u(-— < 0,
i [fug() — a( )]

entonces la solucién u verifica que

{ ot — (- — t>0.
inf [lu(t) —a(-—r)ll <e VE>0

En esta memoria nos planteamos como cuarto objetivo y altimo de esta tesis, la
cuestion de la estabilidad orbital de las soluciones de mKdV (atractiva y repulsiva) de
tipo solitéon que tienden a un valor constante no trivial en infinito. Esta estabilidad esta
directamente relacionada con el estudio de la estabilidad de los solitones de la ecuaciéon
KdV extendida (eKdV), y es por ello que nos centraremos en esta ecuacion.

Una vez que hemos expuesto el contexto en el cual queda enmarcada esta tesis doctoral
y hemos detallado los objetivos de la misma, pasamos a describir la estructura de la tesis.
Esta tesis consta de cinco capitulos. El primer capitulo es un capitulo preliminar,
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dedicado a la presentacién de los métodos, conceptos y propiedades generales que nece-
sitaremos a lo largo de este trabajo, y también los resultados previos a los que recurriremos
en la tesis.

Comenzaremos el primer capitulo presentando los conceptos bésicos acerca de la
ecuacion modificada de KAV . Aprovecharemos también este primer capitulo para recor-
dar los resultados claves del método de scattering inverso para potenciales que no se anulan
en la frontera tal y como fue desarrollado por T.Kawata y H.Inoue [IK]. Recordaremos
también las condiciones necesarias y suficientes para construir una curva cerrada y diferen-
ciable, y los resultados que necesitaremos de la teoria de existencia local para KAV /mKdV.
Concluiremos este primer capitulo dando las definiciones béasicas sobre los multiplicadores
[k; Z] de T.Tao.

A lo largo del segundo capitulo presentaremos los resultados que hemos obtenido en
nuestro estudio comparativo de los métodos de diferencias finitas y pseudo-espectral. Para
este estudio damos una relevancia especial a la solucién tipo polo doble, que como ya hemos
indicado se genera escogiendo el parametro de frecuencia del breather o = 0. En este caso,
su forma esta caracterizada por poseer dos extremos diferenciados o jorobas principales,
una hacia arriba y otra hacia abajo, separandose una de la otra logaritmicamente en tiempo.

Esta solucion puede considerarse como un caso limite de la solucién breather cuando
a — 0, pero también como un caso limite de la superposiciéon de un solitén y un anti-
solitén. Por tanto, desde el punto de vista del método de scattering inverso la solucién polo
doble ha de ser vista como un caso degenerado donde, hasta tres tipos de soluciones estan
muy cerca unas de otras. Esta circunstancia explica que cuando se consideran perturba-
ciones sobre esta solucion degenerada, las correspondientes soluciones son capturadas por
cualquiera de estas tres orbitas. Las primeras dos ramas son la de un breather con a > 0 o
la de una solucion tipo solitén (o = 0). En esta segunda posibilidad otras dos érbitas son
posibles, tanto la rama equivocada donde las amplitudes de las dos jorobas se convierten en
diferentes y se separan a velocidad lineal, o la rama correcta donde las amplitudes tienden
al mismo valor y la separacién es logaritmica.

Recordamos que la solucién polo doble es analitica en la clase de Schwartz y por tanto
cae dentro de la teoria de existencia global mencionada anteriormente, es decir existe una
dnica solucién con dicho dato inicial que proporcionamos, que ha de permanecer en la
clase de Schwartz. Por otra parte, la inestabilidad numérica observada sobre la solucién
polo doble, no habria sido encontrada sin un conocimiento previo del caracter degenerado
de esta solucion de mKdV que nos porporciona el método de scattering inverso.

Este tipo de soluciones diferenciables de la ecuacion mKdV consideradas en este capi-
tulo, nos permitiran concluir que los métodos pseudo-espectrales son los mas apropiados
para describir sus dindmicas. De hecho, las funciones base del desarrollo discreto de Fou-
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rier se adaptan muy facilmente a las oscilaciones de la solucién, y no es necesario una gran
cantidad de armoénicos para obtener un aproximacién precisa. Sin embargo, estas oscila-
ciones intrinsecas de los breathers involucran una gran constante de Lipschitz incluso para
«a > 0 no necesariamente grande, y hacen que los métodos de diferencias no sean factibles
para obtener buenas aproximaciones en este caso. Por tanto s6lo los hemos usado para las
simulaciones que tienen al polo doble como condicién inicial.

Es bien conocido que la ecuacion mKdV preserva un numero infinito de leyes con-
servadas. Como consecuencia, es natural intentar usarlas en tanto sea posible para obtener
buenos esquemas numéricos que aproximen las soluciones en largos intervalos de tiempo.
Para incrementar las posibilidades de éxito, hemos combinado una discretizacién en tiempo
que preserva algunas cantidades discretas junto con un método simpléctico como la regla
del punto medio para un paso temporal hacia adelante. Este método implicito involucra
un sistema de ecuaciones no lineales que, convenientemente manipulado, puede ser resuelto
mediante un procedimiento de punto fijo.

Los resultados de las simulaciones por medio de métodos de diferencias finitas nos de-
scubren la relacién entre cada familia de soluciones y la preservacién de algunas leyes de
conservacion. La discretizacién que mantiene constante el equivalente a la integral de la
funcion (que denotamos como £1(U)), y especialmente la energia (que denotamos L3(U)),
previene el salto de la condicion inicial desde un polo doble a un breather. Desafortunada-
mente después de un corto intervalo de tiempo la solucién cae en un solitén-antisoliton
independientes. Sin embargo la discretizacién que mantiene constante el equivalente a la
integral del cuadrado de la funcion (denotada como L2(U)), reproduce para tiempo algo
mayores la solucién polo doble con buena precisién. No obstante la aproximacién se dete-
riora para tiempos posteriores y salta tanto a una solucién tipo breather cuando el paso
temporal es tosco At > 2-1072 como a una solucién tipo solitén-antisolitén cuando el paso
es suficientemente pequeno.

El método pseudo-espectral ha sido desarrollado con éxito con ambos tipos de condi-
ciones iniciales, polo doble y breather. Tomando un paso temporal At = 10~* y un ntimero
de puntos N = 2° para un polo doble, y un paso temporal At = 1075 y un ntimero de
puntos N = 29 para un breather, el método reproduce con una eficiencia extremadamente
buena la solucion exacta durante intervalos de tiempo largos, ¢ € [0,500]. Una observacion
importante es que en estas condiciones, la discretizaciéon pseudo-espectral mantiene con-
stantes las tres cantidades discretas investigadas, hasta donde el orden de precisiéon del
método permite. Considerando implementaciones de tiempo computacional comparable
para métodos pseudo-espectrales y de diferencias finitas, el primero da buenos resultados
para intervalos de tiempo de un orden de magnitud mayor que los segundos.

En el tercer capitulo de esta tesis nos proponemos obtener soluciones tipo breather
que tienden a una constante no trivial b en el infinito, empleando para ello dos procedi-
mientos distintos. El primero es mediante el método de scattering inverso para potenciales
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que no se anulan en la frontera, tal y como mostramos en la seccién pues hasta donde
sabemos, estas soluciones no han sido generadas por este procedimiento. Como resultado
més destacado en esta seccion [3.2.1] senalamos la sencilla expresiéon matricial para estas
soluciones breather

S {det(1l —iM(z,t) — ibN(z,t))}
R {det(l —iM (z,t) — ibN(z,t))} ]|’

u(x,t) =b+ 2(% arctan

con las matrices 2 x 2, 1, N(z,t) y M(z,t) dadas en (3.52) (ver pag[73)), que determi-
nan esta familia de soluciones con 3 parametros libres («, 3, b), o 5 si consideramos las
traslaciones en espacio y tiempo. En (3.59)), pég daremos la expresion explicita de estas
soluciones.

También generaremos este tipo de breathers mediante una modificaciéon del método de
Hirota, escogiendo funciones trigonométricas e hiperbdlicas en vez de exponenciales, que
creemos simplifica la forma de obtener este tipo de soluciones que tienden a una constante
en el infinito. Este sera el contenido de la proposicion [3.2.1] pagl76| de la seccion [3.2.2]

Esta nueva familia de soluciones de la ecuacién mKdV se caracteriza por contener un
parametro real extra b que da el valor asintético de la solucién en el infinito. Si para un val-
or fijo del parametro 3 consideramos como antes dos casos limites en la oscilacién interna
«, obtenemos una constante b mas una funcién dada en o més la solucién polo doble,
cuya expresion esta dada explicitamente por , pagi84l Posteriormente, probaremos
la estabilidad del flujo geométrico @ para curvas inicialmente cerradas. Este teorema nos
garantiza que si partimos de una curva cerrada diferencialmente, el flujo geométrico de
la mKdV conservara el caracter cerrado de la curva en su evolucién. Esto nos permitira
diseniar experimentos numéricos que mostraran la evolucion, bajo el flujo geométrico de
la mKdV @, de diferentes tipos de curvas cerradas, generadas a partir de las soluciones
construidas en las secciones 3.2.1] y 3:2:2] y empleando distintos métodos para lograr ce-
rrar la curva inicial de forma diferenciable, como exponemos en [3.3.2] pag/88 En concreto
mostramos cuatro ejemplos, que clasificamos atendiendo a los diferentes valores de la os-
cilacién interna « del breather que escojamos.

Si a es mayor que 1, obtenemos el primer ejemplo de curva cerrada que corresponde a
un breather que viaja a lo largo del circulo. Si 0 < a < 1, obtenemos curvas con autointer-
secciones que se crean y destruyen en la evoluciéon. Hasta donde sabemos este es el primer
resultado conocido sobre la existencia de curvas que bajo el flujo de la mKdV @ sean
inicialmente simples y cerradas y desarrollen autointersecciones en tiempos posteriores. En
el caso limite de o = 0, que corresponde a la curva asociada a la curvatura polo doble ([2.9)),
pég y , pag obtenemos una curva con forma de dos lazos consecutivos (o tipo
8) sobre un circulo, con autointersecciones que se mantienen en la evolucién. Como altimo
ejemplo, para comprobar la estabilidad de este tipo de soluciones, mostramos el caso de
la colision de breathers de diferentes frecuencias « (y por tanto diferentes velocidades de
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grupo), que evolucionan a lo largo de circulo sin destruirse.

La conclusién después de estos cuatro ejemplos es que, a pesar de que la curva inicial
para el flujo de la mKdV esté construida de forma "artesanal", las pertubaciones localizadas
tipo breather se propagan a lo largo del circulo y de hecho colisionan de forma eléstica.
Consideramos que estos resultados y propiedades nos sugieren fuertemente la existencia
de soluciones de mKdV del tipo breather peridédico de media no nula. Observamos por
altimo que en todos estos ejemplos podemos comprobar como el nimero de vueltas o
"enrollamientos" de las curvas

% j{dsk;(s,t), (15)

que es igual al namero de rotaciones completas que realiza el vector tangente al recorrer la
curva, permanece constante (hasta donde permite la tolerancia del método numérico). Esto
se deduce de que la ecuaciéon mKdV esta ya escrita en forma conservativa, como podemos
ver

1
ky = —0, (k + 2k:3> )

La conservacion del nimero de vueltas (15 provoca que, en la evolucion de la curva cerra-
da bajo el flujo geométrico de la mKdV @, esté prohibida la creacién de un tnico cruce,
mientras las autointersecciones dobles no estan excluidas (ver figura .

O 8‘@

Figura 2. Conservacién del namero de vueltas (15)), reflejada en la evolucién de las curvas (a) y (b).

En el cuarto capitulo abordaremos la teoria de existencia local en H*(R), s > 1/4

y global en H!(R) para la ecuacién de Gardner o ecuacion KdV extendida (eKdV en
adelante), que surge de manera natural cuando uno busca soluciones de mKdV del tipo
u(z,t) = o +v(z,t), como la suma de una constante o mas una funcion v(zx,t) que decaiga
exponencialmente en infinito. En concreto probaremos la existencia, unicidad, persistencia
y dependencia continua del dato inicial, primero en un intervalo de tiempo finito que de-
pende de la norma H*(R) del dato inicial, y después para todo t € R, usando el resultado
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local y leyes de conservacion, empleando para ello la técnica del multiplicador norma [k; R]
de T. Tao |[TQ] y en comprobar que, via la identidad de Duhamel, el operador integral
local asociado a la ecuacion (13)) es contractivo en cierto subespacio del espacio X% (ver
la definicién en , pagixxl)), introducido por J.Bourgain en [B] y utilizados por M.Beals
en [Bel|, C.Kenig, G.Ponce y L.Vega en [KePV2] y [KePV4], S.Klainerman y M.Machedon
en [KlaMal] y [KlaMa2].

El resultado principal de este capitulo es (4.1.2)), pag

Sea s > 1/4 y o > 0. Entonces existe b € (1/2, 1), tal que para cualquier vo(z) € H*(R),
existe T = T(||vo||lgs) > 0 (con T(p) — oo cuando p — 0) y una tunica solucién
v(z,t) = v(t) del PVI tal que o + v(t) es la unica solucién de en el inter-
valo de tiempo [T, T satisfaciendo

ve C([~T,T) : H*(R)), (16)
ve X C b (R:L¥([-T,T]), 1 <p< oo, (17)
Dp(v?) € XM R xR) A 0,(0?) € X5 LR x R). (18)

En la prueba del teorema de existencia local y global que enunciamos en la seccién
paglI06] , nos hemos encontrado con la dificultad anadida de que la ecuacion de Gardner
(13)) no es invariante por escala, debido a que el pardmetro asintotico o # 0 (cuando o = 0,
recuperamos la mKdV).

Esto lo podemos ver si aplicamos la transformacion de escala a la solucion v(zx, t) de la
ecuacion de Gardner ([13)),

v(z,t) = Xw(A\z, \3t), A >0, a € R, (19)

entonces la funcion w satisface la siguiente ecuacion de Gardner asociada,

Wi + Waze + 60X 2(w2), + 222D (w3), =0, 0,1 >0,a,t,z €R,

(20)
w(z,0) = wo(z) € H*(R).
Nosotros hemos empleado esta transformacion de escala sobre las variables dependientes v
y w, para probar la teoria de existencia local de la ecuacién de Gardner , dividiéndola
en dos pasos. Primero probamos que el PVI para w estd localmente bien propuesto
para datos iniciales en H*(R), s > 1/4, a tiempo T" = 1 y cierto A a determinar, como
enunciamos a continuacion
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Sea s > 1/4 y o > 0. Entonces existen constantesd; >0, dy >0, A\>0ybe (1/2,1),
tal que para todo wy € H*(R), existe un tnico w € C([—1,1] : H*(R)), solucién del PVI
3

Wi + W + 60X 2(w?), + 2202 D(w3), =0, 0,A>0,a>2,t,x € R,
w(z,0) = wo(z) € H*(R),
1 —1

con A < min(dy||wol| 52, da|jwo|57s "), ¥ w satisfaciendo

w e C([-1,1] : H*(R)), (21)
we Xl (R:LF([-1,1]), 1 <p < oo, (22)
Dp(w®) € X IR X R) A 9p(w?) € X5P"HR x R). (23)

Posteriormente nos apoyamos en este resultado y demostramos, via la relacion A>T = 1,
obtenida a partir de la transformacion de escala , que el PVI para v esta local-
mente bien propuesto para datos iniciales en H*(R), s > 1/4, a tiempo t =T = A 73,
Finalmente, en la secciéon pag[I28] empleando la conservacion de la energia, probare-
mos que el PVI para la ecuacién de Gardner esta globalmente bien propuesto para
datos iniciales en H'(R), tal y como enunciamos en m

Sea ug € H'(R) y sea u la correspondiente solucién Iocal del PVI ({£.2]) dada por el
teorema[4.1.2 Entonces dicha solucién se extiende a cualquier intervalo temporal, con

ue C(R: H'(R)). (24)

En el quinto capitulo probamos la estabilidad orbital de las soluciones de mKdV de
tipo solitén que tienden a un valor constante no trivial en el infinito.

Tras hacer la observacion de que si u(z,t) = o + v(x,t) es solucion de la ecuacion
mKdV entonces v(z,t) es solucion de la ecuacion KdV extendida y reciprocamente, en la
primera parte de este capitulo abordamos la estabilidad de los solitones de la ecuacién de
Gardner atractiva , a la que le corresponde una no linealidad de tipo polinomial en la
variable dependiente, siguiendo las ideas P.Zhidkov |Z, pag.83| y de J.Angulo |[Anl]. En
concreto probaremos el teorema de estabilidad en pég (compérese con [Z, pag.83]
enunciado en pag.

Sea b € R, ¢y € (0,00) ¥ Upey(,t) = b+ Ppey(x — cp(b,co)t) € H(R) una solucion
de la ecuacién mKdV atractiva (5.2)), donde ¢y, ., € H'(R) satisface (5.6). Entonces



INTRODUCCION XVII

Ve >0, 30 = 6(e,b,cp) > 0 y una funcién C*(R), r:R — R, tal que

si ||ug — (b + ¢b,c0)||H1(R) < 0, entonces

SUp (s ) = s (- + 7(8)) 11 gy <
t>0

donde u(x,t) es la tinica solucién de mKdV atractiva con dato inicial ug = u(z,0) € H'(R)

y donde sup, |7’ (t) + (co + 6b%)| < Ke, K > 0.

En la prueba del teorema de estabilidad de solitones de media no acotada, aportamos
explicitamente la velocidad y la ecuacion implicita que ha de satisfacer la fase r(t) (ver
(5.70)), que hay que anadir en el argumento del solitén para obtener estabilidad frente a
pequenas perturbaciones (con b fijo) de la joroba de estos solitones de media no acota-
da, en la norma H!(R). En la prueba nos encontramos con una dificultad afiadida dado
que como sabemos por el capitulo 4] la ecuacion de Gardner o eKdV ya no es invariante
por escala. Por tanto no podemos emplear dicha propiedad, a la que recurre P.Zhidkov
|Z, pag.83] para demostrar la condicion clave de convexidad. En cambio, dada la relativa
sencillez funcional del perfil de este soliton de eKdV (ver , pag|133)), si hemos podido
integrar directamente la condiciéon de convexidad en la prueba y demostrar la positividad
de la integral.

En la seccion [5.3] de esta tesis abordamos la estabilidad de solitones para la ecuacion
de Gardner repulsiva, con las mismas herramientas que hemos empleando en la seccién
anterior para el caso eKdV atractiva.

Observamos que los resultados de estabilidad para el caso repulsivo se siguen directa-
mente a partir del caso atractivo, con la tnica e importante diferencia de que mientras los
solitones en el caso atractivo estan definidos mientras el parametro velocidad cg € RT, en
el caso repulsivo la existencia sélo estd determinada mientras el pardmetro velocidad esté
definido dentro de un intervalo que depende el parametro asintético b, en concreto cuando
Cco € (0, 4b2).

Acabaremos la introduccion anadiendo tres comentarios sobre el caso repulsivo, para
relacionar sus soluciones con las del caso atractivo y para plantear posibles tareas en el
futuro.

El primer comentario, a tener en cuenta en la seccién sobre la estabilidad de solitones
para la ecuaciéon de Gardner repulsiva [5.3] es que se pueden transformar facilmente las
soluciones de la ecuacion mKdV atractiva (idem para la ecuacion de Gardner atracti-
va/repulsiva) en las soluciones de la ecuacion mKdV repulsiva, sin méas que observar que
si u(x,t) es una solucion real y regular de la mKdV atractiva, y tras transformaciones de
parametros (p.ej. «, 3, b,etc) de esta solucion, obtenemos una solucién puramente compleja
(regular o singular) u(x,t) = iv(z,t) de la mKdV atractiva, entonces, sustituyendo esta
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solucion @ en la mKdV atractiva, se concluye que v(z,t) es una solucion real (regular 6
singular) de la mKdV repulsiva.

En concreto se puede transformar el b-solitén real regular de la mKdV atractiva en un
b-solitén real regular de la mKdV repulsiva, y el b-breather real regular de la mKdV atrac-
tiva en un b-breather real singular de la mKdV repulsiva. También a partir de la solucién
b-breather con una transformacién particular de parametros podemos obtener el 2-soliton
real y regular y de media no nula (denotado como 2b-solitéon) de la mKdV repulsiva. Es
también posible obtener soluciones de la mKdV repulsiva a partir de soluciones de KdV
via la transformacion de Miura, tal y como esta expuesto en [Thal, pag.270-272].

El segundo comentario tiene que ver con la versién geométrica de la ecuacion mKdV
repulsiva. Al igual que podemos comprobar facilmente que la ecuacion mKdV atracti-
va modela la evolucién de la curvatura de una curva en el espacio euclideo, la ecuacién
mKdV repulsiva modela la evolucién de la curvatura de una curva en el espacio hiperbdlico.

Después de estudiar la version geométrica de la mKdV atractiva, es natural plantearse
el mismo problema para el caso de la ecuacion mKdV repulsiva. La particularidad de este
caso es que abundan las soluciones singulares (salvo hasta el momento el kink, el b-soliton
y el 2b-soliton), que divergen en algin punto del dominio de definicién. Por ejemplo, la
solucion breather del caso repulsivo

0 sin(a(s — (362 — o2
k(s,t) = 2% arctanh[g sinh((ﬁ((s —((ﬁ% — 3@2);2)))], (25)

tiene una singularidad del tipo V P % en el origen, procedente de la funcioén sinh en el
denominador. Esto hace que su traduccién geométrica no sea tan atractiva como en el caso
regular que representa la mKdV atractiva, siendo el espacio ambiente natural, tras esta
traduccion, el espacio hiperbolico. Recordamos como se formula este flujo geométrico (ver
p.¢j. [delahoz07]):

si z(s,t) = z(s,t) + i1y(s,t) denota un punto en el plano, k(s,t) = k es la curvatura de

1
la curva y la matriz de Dirac o1 = (1 o) tenemos que en el caso repulsivo el flujo de

curvas es:

1
2zt = (—kso1 + ikzll)zs, zss = ko12s. (26)

Notese que (26]) no tiene sentido si las curvas son demasiado singulares. Sin embargo el
flujo de curvas dado por (26 se puede reescribir de la siguiente forma que evita dichas
singularidades:

n=c i k(s’)ds’aﬁ {e I k(s’)ds’aﬁ (6_2”1 I k<8’>d8’zs) } : (27)
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0 S N g
2ss = ko12s — — (e 7! 7 k(s")ds zs) = 0.
S

La expresiéon explicita de la curva en el caso hiperbélico la recuperamos como sigue:
a partir de zgs = ko125 e integrando obtenemos

Z(S,t) = Z(0,0) +/ ds’ <(1)> 6(f1(f0S k(s”)ds”)'
0
0

1
(0,0), 25(0,0) = (0,1), la expresion explicita es

o.8) = ( [ [ [ k<s~>ds~] [ ot [ /05’ k<s~>ds~]> | (28)

Seria interesante explorar cuantos de los resultados en el plano del capitulo [3] son
extendibles al caso tres dimensiones espaciales, por lo que el tercer y tltimo comentario
tiene que ver con la ecuaciéon mKdV compleja

1
De esta forma, teniendo en cuenta que o1 = ( 0) y escogiendo por ejemplo z(0,0) =

/

Yy + sss + 6[102ps =0, s,teR, 1 eC. (29)

Dicha ecuacion emerge de forma natural cuando nos planteamos la evolucién de una
curva en el espacio euclideo tridimensional. En este caso, la evolucién de la curva esta
descrita por una funcién compleja 1, estando determinadas la curvatura y torsién de la
curva por k = || y 7 = 3(¢)51)), respectivamente (ver p.ej. [Lal pag.202] y [FuMiy]). Hasta
donde sabemos, se han obtenido las soluciones b-solitéon y 2b-solitén, mediante el método
de las transformadas de Darboux [ZhLi|. Tiene interés ver cuél es la traduccion a curvas en

3 dimensiones, de estas soluciones curvatura y torsiéon y compararlas con las encontradas

por H.J.Shin [Shin].

Concluiremos esta tesis con el apéndice [A] en donde exponemos el método de Hirota y
obtenemos algunas soluciones clésicas (soliton, breather, etc) de la mKdV.

0.0.1. Notacién

La notacion empleada en esta memoria es la estandar. Aun asi, para mayor claridad,
pasamos a describirla en detalle.

Sea © un dominio. Por LP(£2) denotamos los espacios de Lebesgue usuales con norma
|| - [|zr. Por C§°(R) denotamos el espacio de funciones infinitamente derivables de soporte
compacto. Por L?([~T,T]), denotamos el espacio de Lebesgue definido por
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ne-ray={s: [ sopa<e).

=T

El espacio H*(R) es el espacio de Sobolev de funciones que tienen s derivadas en L?(R),
es decir

) 1/2
H*(R) = {f 2 flles = </R(1+ !5!)25!f(€)!2d£> < OO}-

Asociado a éste, se encuentra el espacio de Sobolev homogéneo H*(R), constituido por las
funciones con norma

) . 1/2
HS(R)z{f ey = < /R |5|281f<5>|2ds) <oo}.

La derivada homogénea de una funcién f, se define por

s e oo s _—2imwxl |
DS f(x) == / (2rl¢])*e 27 F (£ .

—00

Denotaremos las derivadas parciales con respecto a x, por 9, = % 0 ()z-
Denotaremos por {W(t) fgz el grupo unitario de operadores que describen la solucién del
PVI lineal asociado a

0 9°
87’;5)4_87903:0’ t,r eR

(30)
v(x,0) = wvo(x),
donde, si definimos por .S; la integral oscilatoria
too
Si(x) = c/ e g (31)

la solucién de dicho problema se expresa por

v(w,t) = W(t)vo(x) = St * vo(x) = /RSt(y)vo(:r —y) = /Remgﬂtgs@o(i)dﬁ- (32)

Recurriremos al principio de Duhamel (método de variacion de las constantes en ecuaciones
ordinarias), que expresa la soluciéon de una ecuacion de evolucién inhomogénea, como la
superposicién de soluciones libres del problema, que proceden del dato inicial y del término
no lineal de la ecuaciéon. En el caso de la ecuaciéon mKdV, esto se traduce en que u es
solucion de mKdV si y s6lo si

u(z,t) = W(t)up(z) —|—/0 W(t —t')(u?0pu)(t)dt’, (33)

donde el operador soluciéon W viene definido por
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W(t)f(x) = / eEE" F(£) e, (34)

R

Definimos el operador H, dado a partir del multiplicador real de Fourier h(§) como

Hf(€) == h(€)f(€), (35)

donde la transformada de Fourier f esta definida por

f(6) = /R 2 () dar, (36)

en donde ignoramos el factor 27w que viene de la transformada de Fourier. Igualmente
definimos la transformada de Fourier en las variables espacio-tiempo por

(&, T) IZ/R/RBi(m'§+t'7)u(a:,t)dxdt. (37)

Si s, b € R, definimos los espacios de funciones Xjﬁ he) (RxR), introducidos por J.Bourgain

en [B], como la complecién del espacio de Schwartz S(R?) con respecto a la norma

1/2
[lollsp,  xm) = ( /[R /]R (L+ | = REON* (1 + \5!)25|w(€ﬁ)|2d§d7) . (39
Como podemos ver, esta norma estd dada en términos del simbolo(r — &3, h(§) = €3)
asociado al operador lineal ; + 3. Hasta ahora dicha norma ha sido muy 1til en el anélisis
de la interaccion entre los efectos dispersivos y los no lineales en este tipo de ecuaciones
de evolucién, como por ejemplo KAV, mKdV, NLS en dimensiones d > 2 y ecuacién de
ondas en dimensiones d > 2 (se obtienen estimaciones que se aplican a las teorias gauge
de Maxwell-Klein-Gordon y Yang-Mills). En adelante, para no sobrecargar la notacion,
si escribimos X*? sobreentenderemos que corresponde al espacio Xf—ﬁh(g) definido sobre
R x R.

Recurriremos a la siguiente notacién empleada en la obtencién de las estimaciones bili-
neales y trilineales necesarias para obtener la teoria de existencia local de la ecuacién de
Gardner:

siguiendo a T.Tao [T0], sea Z = R. Entonces para cualquier entero k > 2, denotamos por
I'x(Z) el hiperplano

Tw(2) ={(&,6,....&) €ZF &G+ &+ +& =0}, (39)

que esté dotado con la medida

[or= [ a6 - - Ddeada - dgi.
r'(2) Zk—1
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Usaremos A < B para denotar la afirmacion A < CB para alguna constante C' > 0
suficientemente grande, que puede variar de linea a linea y depender de varios parédmet-
ros. Usamos A < B para denotar que A < C~!'B. Finalmente con A ~ B, denotamos
A< B<A

Asumimos que cualquier suma con indices de sumacién en letras maytusculas, tales co-
mo N;, Lj, H es una suma diddica, i.e. estos indices de sumacioén en letras maytisculas
recorren los niimeros de la forma 27 para j € Z. En esta seccién sélo consideraremos los
multiplicadores [3;R] y [4;R].

Sean N1, Ny, N3 > 0. Definimos las cantidades Npaz = Nped = Nmin, como el maximo,
medio y minimo valor de N1, No, N3 respectivamente. De igual forma definimos Lj,q; >
Lyned = Limin, como el maximo, medio y minimo valor de cualesquiera Ly, Lo, L3 > 0. Las
cantidades N;, j = 1,2,3, miden la amplitud de las frecuencias §;, j = 1,2, 3. Asimismo,
las cantidades L;, j = 1,2,3 miden como de cerca estan nuestras ondas de la solucién
libre del PVI . Consideramos también los siguientes convenios de sumacion. Cualquier
suma con indices de la forma L,,,: ~ ... es una suma sobre las tres variables diadicas
Ly, Ly, L3 2 1. Por ejemplo

2, = 2

Lmaz~H L1, LQ, L321:Lmaz~H

Analogamente, cualquier suma con indices de la forma N,,q; ~ ... es una suma sobre las
tres variables diaddicas N1, Na, N3 > 0. Por ejemplo

> - ¥

Nmaz~Nmea~N N1, N2, N3>0:Nmaz~Nmeq~N

Por otra parte, si 75, §;, j =1,2,3 denotan las variables duales de Fourier de tiempo
y espacio y cada h;(&;) representa al multiplicador real de Fourier , la funcién h :
I's(Z) — R esta definida por

h(§) = h(&1,62,€3) := h1(&) + ha(&2) + h3(&3). (40)

Diremos que se produce resonancia o que estamos cerca de un estado resonante siempre
que la funcién h definida en sea cero o esté cerca de cero. Esta funcion juega un papel
relevante, ya que mide cudnta resonancia se produce entre las frecuencias §;, j = 1,2,3.
Debido a esto, la llamaremos la funcién de resonancia o funcion resonante. Para 75, &;, 7, h(+)
dados, si denotamos por

Aj =15 = hi(&5), (41)

y en general

la funcién de resonancia se reescribe como
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h(§) = h(&1,62,€3) := h1(&1) + ha(&2) + h3(&3)
(42)

= (h1(&) — 1) + (h2(§2) — 12) + (h3(&3) —73) + 11+ T2 + 73 = —A1 — A2 — A3,

en donde hemos supuesto que (&;,7;), @ = 1,2,3 estan en el hiperplano . En general
utilizaremos la variable N; para denotar la magnitud de la frecuencia &;, L; para denotar
la magnitud de A; y H para denotar la magnitud de la funcién resonante h(¢i,&2,83) =

hi(&1) + ha(&2) + hs(&s).

Si recurrimos a la notacién usual xp para definir la funcién caracteristica sobre un
conjunto dado F, emplearemos la notacién x¢g para denotar la funcion que vale 1 siempre
que la afirmacion () sea cierta y 0 siempre que sea falsa, como por ejemplo xi<¢|<2-
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Capitulo 1

Preliminares

Sumario. En este capitulo, presentamos los conceptos bésicos que utilizaremos de modo
significativo a lo largo de esta memoria de investigaciéon. Entre otros recodaremos la re-
formulacion aportada por T.Kawata y H.Inoue [IK]| del método de scattering inverso para
potenciales que no se anulan en la frontera, y recogemos aqui también las condiciones nece-
sarias para obtener una curva cerrada diferencialmente a partir de su curvatura. Para ter-
minar este capitulo presentaremos los lemas previos que necesitaremos sobre el problema de
la teoria de existencia local y global para KdV y mKdV aportados por C.Kenig, G.Ponce y
L.Vega [KePV3|-[KePV4], asi como los resultados de T.Tao sobre el multiplicador [k; Z] y
recodaremos algunos conceptos sobre estabilidad de soluciones de ecuaciones de evolucién.

1.1. Preliminares

El objetivo de este capitulo es el de introducir todos aquellos conceptos y objetos
que seran clave para nuestro trabajo, reflejando también algunas de sus propiedades y
caracteristicas principales. Entre todos estos objetos, el primero a considerar es sin duda
el més obvio, pero no por ello menos importante que es la propia ecuaciéon modificada de
Korteweg de Vries (mKdV),

atractiva : Uy + Ugpy + 6uluy = 0, (1.1)
repulsiva :  up + Upgy — 6uuy = 0, (1.2)

en donde distinguimos los casos con una no linealidad atractiva(focusing) (1.1]) y con una
no linealidad repulsiva(defocusing) (|1.2)). Esta ecuacion modificada de KdV pertenece a la
familia de las ecuaciones de tipo KdV. Esta familia esta caracterizada por ser ecuaciones
del tipo

en donde f(u) representa una funcién por determinar en la variable dependiente u. En el
caso f(u) = u recuperamos KdV, si f(u) = +u? recuperamos mKdV atractiva y repulsiva
respectivamente, y en general para el caso de funciones de tipo polinémico f(u) = uP, p € N

25
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recuperamos la ecuacion KdV generalizada.

La ecuacion mKdV es una EDP no lineal que posee infinitas cantidades conservadas. Al-
gunas de éstas son la integral [, u(z,t)dz, la norma L? al cuadrado ||u|[2, := [ u(z,t)*dx
y la energia H(u) := [ daug(z,t)* — %u(x, t)*. La conservacion de todas estas cantidades
puede ser verificada formalmente calculando la derivada temporal d; bajo el signo integral
de las mismas, sustituyendo la ecuacién de evolucion mKdV e integrando por partes.

Las soluciones tipo onda viajera de mKdV se pueden encontrar de manera directa sin méas

que considerar un ansatz de la forma

u(z,t) = f(x —ct), c € R, (1.4)

y sustituyéndolo en la ecuacion mKdV y considerando de manera general que f(do00) =
A € R, e integrando una vez, obtenemos la siguiente EDO no lineal que puede ser integrada
directamente con ayuda de un libro de tablas integrales (ver |[GrR]),

= (cA—2A4% +cf —2f3 ceR. (1.5)

Por otra parte, si buscamos soluciones de ((1.1)) y (1.2)) de la forma siguiente

k(s,t) =b+ f(s,t), f(£oo,t) =0, (1.6)

introduciendo este ansatz en (1.1)) y (|1.2), obtenemos la siguiente ecuacion de Gardner o
ecuacion KdV extendida, para la funcion f (después de realizar una traslacion espacial
para eliminar el sumando proporcional a f;),

0

B, B, 0
af(s, t) + @f(s, t) + Gb%(fz(s, t)) £ 2%(103(3, t)) =0, (1.7)

donde con el signo + tenemos la ecuaciéon de Gardner atractiva y con el signo — la ecuaciéon
de Gardner repulsiva. Como ya podemos ver, esta ecuaciéon incorpora los términos no li-
neales de las ecuaciones KdV y mKdV.

Mencionamos aqui también una notable transformaciéon entre soluciones de KdV y
mKdV: la transformacion de Miura. Si u es solucion de mKdV atractiva (1.1f), entonces

v = —(u?® + iu,), (1.8)

es solucion de KdV con valores complejos. Esta es una sencilla forma de transformar
soluciones de mKdV ([1.1)) en soluciones complejas de KAV. En el caso de la mKdV repulsiva
(1.2), la transformacion de Miura es

v=—(u® % uy), (1.9)
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que transforma soluciones de mKdV en soluciones reales de KdV.
Podemos generalizar esta transformacién de Miura para transformar soluciones de la ecuacion
de Gardner repulsiva

Ut + Uy — 6buLy — 6uluy = 0, (1.10)

en soluciones v de KdV, mediante la transformacion
v = u® + uy + bu. (1.11)

Esta es la llamada transformacion de Gardner.

1.2. Scattering inverso para potenciales constantes en la fron-
tera.

Exponemos aqui los resultados de T.Kawata y H.Inoue [IK]| relativos al método de
scattering inverso para potenciales que tienden a una constante no trivial en la frontera,
necesarios para el desarrollo de esta memoria. El método de scattering inverso es un méto-
do para resolver algunas ecuaciones de evolucién no lineales. El objetivo del método es
recuperar la solucién de la ecuacién en derivadas parciales, viendo a dicha solucién como
un potencial a determinar para el problema asociado de scattering de una ecuaciéon de
Sturm-Liouville, es decir, a través de las propiedades de dispersion en el infinito de las
ondas planas cuando interaccionan con el potencial por determinar.

En el caso de la solucién de la ecuacion mKdV, relacionamos dicha solucién u con el
siguiente problema de Sturm-Liouville con potencial complejo:

Yor (T, 1) + [N+ 0P (2, 1) + iug(z, 1) y(z,t) = 0, (1.12)

que resulta facilmente de la eliminacién de la variable z en el sistema

+ iuy = Az,
Yot 1Y (1.13)
Zp — WUZ = —AY.

Este sistema es equivalente, con los siguientes cambios, a un sistema 2 x 2 en las variables

vy v
Yz + Uy = Az, vl it = w?, 5
- : 0 en expresion
Zp — Uz = — Ay, V=5 (ytiz) =5 (y—iz) |02 —i\v? = —uv!,
matricial,

(), =0 (1), e (5 )= raa o
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1 0 0 t

donde la matriz de Pauli o3 = , Qz,t) = alz,t) , q(z,t) = u(z,t),
0 -1 r(z,t) 0

q(z,t) = —r(z,t),

satisfaciendo las siguientes condiciones no nulas:

@)1 (1) —— ¢*(r*) W, (1.15)
¢gr =qrt=-b b>0. (1.16)

La evolucién temporal esta descrita por el siguiente sistema de ecuaciones:

(55)t =F()) (jji) , F(\) = (ggi\; _BEE(AA))> , (1.17)

donde:

E()\) = —4i)\3 — 2i\qr + rqz — qra,
B(X) = 4)\%q + 2iAqe + 2¢°T — qua,
C(A\) = 4\%r — 2iAry +2q7° — T4

Ahora, derivando ((1.12)) con respecto a t y exigiendo que A sea independiente respec-
to a t, encontramos una sucesion de EDPs en la variable u, el potencial incognita. La
primera de estas EDPs es la ecuacion lineal u; + cu, = 0, que tiene una solucién trivial
u(x,t) = u(x—ct) y la segunda EDP es la ecuacion mKdV atractiva: u; 4 6u?ug +tgpee = 0.
T.Kawata y H.Inoue clarificaron las propiedades analiticas del problema de autovalores
generalizado en el que estamos interesados. Para ello, primeramente T.Kawata y H.Inoue

estudiaron la condicion de integrabilidad de las ecuaciones ((1.14) y (1.17]), dada por:

Gi— F,+GF — FG =0, (1.18)

en términos de nuevas variables. Definieron para ello el operador integro-diferencial

1 0 —rlgh I
L=l 4o 79 "L (1.19)
2i ox —qlq qlrA
donde, rIqf = r(xz,t) ffoo q(y,t)f(y,t)dy, y equivalentemente para el resto de compo-
nentes.
Entonces, la condicion de integrabilidad (1.18) puede ser reescrita como:
o3 (g ) +2Q(L) (g) =0, (1.20)

donde Q(A) = an AV +any_1 AV + ... 4 ag, donde a;, son constantes y los elementos de
F()) estan definidos por:
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AN = Q) + /x (¢C — rB)dy, (1.21)

—00

N N—k '
(§) =i N> an LN (G).
k=1 j=0

De esta forma, T.Kawata y H.Inoue dieron la forma generalizada de las ecuaciones de
evoluciéon no lineales que pueden ser resueltas por el método de scattering inverso con

ecuaciones (|1.12)) y (1.14). Para N = 3, la ecuacién ((1.20) se reduce a:

) 1 .
Gt + 703(daer — 69700 — 26°02) + S 02(¢ee — 2(qr +b%)g) — ia1gy — 2009 = 0. (1.22)

Algunas de las ecuaciones contenidas en la expresion general (1.22]) son:

(i) escogiendo ag = az = 0, a1 = 2ib?, a3 = —4i, r = Fq, (1.22) se reduce a la ecuacion
mKdV real,
qt + 6612% + Gz = 0.

(ii) escogiendo ag = ag = 0, a; = 2ib?, a3 = —4i, r = F¢*, (1.22) se reduce a la ecuacion
mKdV compleja,
qt + 6|Q|ZQJ2 + Qzaz = 0.

(iii) escogiendo agp = a1 = az = 0, ag = —2i, r = F¢*, (1.22)) se reduce a la ecuacion
Schrodinger No lineal(NLS),

19t + Qe — 2(:F’C_I|2 + b2)q = 0.

El siguiente paso en su trabajo es construir las funciones de Jost y los datos de scattering
para el problema de autovalores ([1.14)) con condiciéon de frontera no nula (1.15]), obteniendo
la evolucion temporal de los datos de scattering a partir de (1.17)).

La matriz G(z,t; \) se define como

G(z,t; 1) = G)* + AG* (2,1, N),

G\ =1im, 400 G(z,t;\) YVt ER,

AGH (2,15 \) = ( 0 ate,1) _qi> .

r(x,t) —r* 0
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Las raices caracteristicas de G(\)* son 4i¢, donde ¢ = v/AZ + b2. Ahora, se diagonaliza la
matriz G(\)* empleando para ello la matriz

.
T(>\7 C)i = limx_,:too CZ"’()\7 C’ IL') _ <_Zq A —i<> ’

A—=C ar
T\ Cix) = <—ifh($) A—C> ’

A—C  iri(x)
donde ¢; y 71 son funciones suficientemente diferenciables satisfaciendo (1.15) y (1.16) y
también 71(z)q1(z) = —b%, Vz € R. De esta forma G(\) se reescribe como:
GN)F = —iCT(X, () Fos[T(X, ()7 (1.23)

A partir de (1.23)), T.Kawata y H.Inoue definen las matrices de Jost ®* como las solu-
ciones de la ecuacion (1.14)) bajo las condiciones,

PEON, Ga,t) —— TN, ) (Cw),
—ilx
donde J(Cz) = (e . 2z> .
€

A partir de esto, la matriz de scattering S se define por

(N, ¢ t) = T (N, G a, ) SN, (1), (1.24)

y ahora usando ([1.17)),(1.21)),(1.23) y (1.24]), se obtiene la ecuacion de evolucion de los
elementos de la matriz de scattering

S+ SW™ —W*S =0, S|i=o =S, (1.25)

donde Sy esté dado por el scattering directo y

N . ;

A ,r:i:€21(a:

W+ = (o ap L (20 “ i
C 3kZ1 k (C) q:I:e—ZZCm i\

Si ap = 0 (como corresponde a la situacion para mKdV dada en (7)) la solucion de la

ecuacion ([1.24]) es

SO CGt) = VTS (A, Qe W (1.26)

En el siguiente paso, T.Kawata y H.Inoue asumen una representacién concreta de las
matrices de Jost &+,
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—ilx 0 T —i(s 0
o\ z) =T+ [ € C) | KE@ s (€ C \ds,  (1.27)
0 ez{x too 0 62(5
—igt A—¢

donde, recordamos que T+(\) =
nde, recordamos qu (N (A—C o

) o en términos de sus componentes para

el caso T

—igt N — ) 1 z —igt M= .
o= ()\Z—qC iT+C> o <0> ' /oo Kons) <)\Z—qC ir+C> - (o)

—Zq+ )\_C —ilx 0 v _lq+ A_C —i(s
¢2+(:U,/\):<)\_C ir*)e ¢ <1>—i—/ooKi(:v,s)(}\_C ir*)e (9 ds.
(1.29)

Sustituyendo (T.27)) en (I.14), se obtienen las siguientes tres ecuaciones para K*(z,y), que
nos permiten obtener la expresiéon explicita del potencial incoégnita g en términos de los
elementos de K¥:

1) %Ki(x’y) +03- %Ki(‘r7y) * 03 [D:t(A) + i)\O’g'] - Q(ZL‘)K:‘:(I‘,y) = 07
ii) o3 - %Ki(x,a:) 03 — K*(x,2) + AD*(x) =0,

iii) K*(z,y) — 0.
y—+o0
Por el método de las caracteristicas para la ecuacion i), dados los potenciales ¢ y r, existe
una solucion de la ecuacion i) que satisface las condiciones dadas por las ecuaciones ii) y
iii). A partir de esto, la representacion escogida para d* y dada en es la adecuada.
Ahora, a partir de i), ii) y iii), el potencial puede ser obtenido de dos formas. Escogiendo,
por ejemplo, el exponente T, una de estas formas es

d d
Plrt) =0~ 2L Kfy(e), r2(a,1) = 1 — 20 Ky (a,2), (1.30)
y la otra es
q(xz,t) =b+ 2K1+2(x,33), r(x,t) =b+ 2K2+1(:r:,:n), (1.31)

K K

donde KJ; son los elementos de KT = (K", Ky ) = < 11 12)
‘ K, K
21 o2
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En el siguiente paso, T.Kawata y H.Inoue obtienen las ecuaciones integrales para las
matrices de Jost en el plano complejo,

gbf (x, t)ei@

= T\ ) {1470} (1) = 2L [ 25 2U0ST (O, 2) T (N, 2) 65 (N, )€™,
(1.32)

o5 (z, t)e"i®
=T(\z) {1+ @00} (0) — L [ N j;;&fiT(A,x)T1<X,x>¢1+<x,:c>ef(<fé3)

donde I'* son caminos suficientemente alejados del origen. Entonces, sustituyendo (I.28)
y en y aplicando el operador ﬁ fBJr @d)\, y >z, (BT estd suficiente-
mente cerca de los cortes escogidos), sobre las ecuaciones resultantes, se obtiene la ecuacion
integral de Gelfand-Levitan, que da la solucién de problema de scattering inverso

Kt(w,y) - (9) + Ha(w +y) (9) = Ho(z + 1) (9) = [7° K (2,9 ) Ha(z + /) (0) dy/
+ [P K (2,y ) He(z +3) (9) dy' =0, y >z,

(1.34)
donde Hg . denota la parte discreta (d) o continua (c) de H, y estan dadas en [IK| p.1728].

Las simetrias que aparecen en la ecuacion (1.14]) son:
(s1) Las matrices ®*()\, —(; ) también satisfacen (T.14) y entonces

OE(N, G z) = F(N, = 2)PE(N, (),

donde P* son matrices constantes dadas por

. ,r:i:
PEOQ) = ()T =01 T O T (¢o) = 1 (—Zi )

Entonces a partir de la ecuacion (1.24)), se obtiene

SO Q) = [PT(N QIS =) P (A, 0), (1.35)

o explicitamente,

s11(A, ¢) = (31)322(/\, =0, s12(A, Q) = ( q: )s21(X, =C),
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_r_

(=0 = (s 0). s -0 = (Tr)am(h.0).

(s2) Se consideran dos casos
s2.1) r(z) = Fq(x)

K*(z,y) = o K (2,y)0+

(0 A
dondea;-(l/\/ﬁ 0 )

Explicitamente,

511()\7 C) = 322(_)‘7 _C)7 812()‘> C) = _321(_)‘7 _g)7
511(_)‘7 _C) = 822()‘7 C)? 312(_)‘7 _C) = _521()\1 g)

s2.i) r(z) = F¢*(x)

SN ) = 048 (N, C*)o
K*(x,y) = o5[K*(z,y)]"o=

Explicitamente,

811(A7€) = S;Q()\*uc*)7 512()\7C) = _SZI(A*7C*)
STI()‘*u C*) = 822()" C)? STQ(A*, C*) = _821()\7 C)

1.2.1. Curvas cerradas diferencialmente.

33

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

Para conseguir una curva z cerrada y diferenciable, conocida su curvatura k en todo
punto, las condiciones que deben satisfacerse son, en términos del parametro de arco (la

longitud de la curva L = o1 — 09)

0 = 2(01,0)—2(00,0) = /:1 t(s,0)ds = (/:1 cos(6(s,0))ds, /01 sin(@(s,()))ds) , (1.40)

0 0 o0
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o1
/ k(s',0)ds" = 2m, (1.41)
oo
es decir, la condicion ((1.40) significa que la curva comienza y termina en el mismo punto
y la condicion ((1.41)) significa que el vector tangente t recorre una vuelta completa entre
los puntos inicial y final de la curva.

1.3. Teoria de existencia local para KAV/mKdV: estimaciones
preliminares.

En esta memoria estudiaremos si el siguiente PVI para la ecuacion de Gardner

Ut + Vgxx + GU(UQ)CE + Z(US)I = 07 g, ta T € R?
v(,0) = vo(z),

esta local y globalmente bien propuesto para datos inciales vy en cierto H*(R), con s por
determinar. Con esta nocién incluimos la existencia, unicidad, propiedad de persistencia
(es decir, la solucion describe una curva continua en X, siempre que vy € X) y la depen-
dencia continua de la solucién sobre el dato inicial. Con local y global nos referimos a si
la solucion esta definida en un intervalo temporal finito V¢ € [T, T], T' < oo o en toda la
recta Vt € R, respectivamente.

Recordamos a continuacion el espacio de funciones, definido por J.Bourgain en [B],
adaptado al operador lineal 9; + 0., para el cual se pueden encontrar buenas estimaciones
del término bilineal d,(v?) y también del término trilineal 9, (v3). Para s,b € R, definimos
el espacio X*® como la complecion del espacio de Schwartz S (R2) con respecto a las normas

“+oo +o00o R 1/2
r|f||xs,b=(/_ / (1+IT—€3|)%(1+|£\)2s|f(£m)l2d£d7> . (1.42)

Por otra parte, invocamos aqui la definicion de la derivada homogénea D2 f(z) de una
funcion f que ya hemos dado en la introduccion:

+o0 PN
Difa) = [ (enlel)e 2 feye (1.4
—00
Presentamos ahora las estimaciones a las que recurriremos en la prueba del teorema de
existencia local del capitulo
sea 1) € C5°(R) con ¢ =1 en [—1/2,1/2] y suppeyp C (—1,1). Asumiendo que s > 0, b >
1/2, 0 < < 1,y el operador libre W (t) dado en , tenemos los siguientes lemas:
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Lema 1.3.1. ([KePV3, Lemma 3.1]) Sea s € R, b > 1/2 y 0 < 6 < 1. Entonces existe
una constante ¢ > 0 tal que

(6 OW (yvollxes <c 672 |loollms. (1.44)
Demostracion. Por definicién
POTOW (Hvg = (0718 [ @HED G (€)dE = [ e (57 1) g(€)dE
=0 [p J OO (57 oo (€)dEdr
=0 fi Jo €T HOTIOCT=EN ) (5(r — £3))io (&) dEdr

=0 [p Jp €@EHDGG(r — €3))0(€)dédr,

es decir

~

((6=1)W (B)vo(x)) = SP(3(7 — £3))d0 (€)-

Por tanto,

[ (8 )W (ool o) = % o Ja(1+ 7 = EDPPQ+ €D [ (S(r — €9))do(€)[PdEdr

L D T0€)R (5 ful1 + | — PP — €8) Par ) de.

(1.45)
Ahora
82 [u(1+ |7 — ENPI(s(r — €)))2%dr
<82 [ [D(0(1 — €)2dr + 62 [ |7 — E2D(5(r — €%))2dr
<82 [ |0 (2)Pdz + 526721 [ |22 (2) [Pd
S C/5+ C//51_2b S C///(51_2b,
y esto implica que
a8 < 5 / (1+ 6)[50(€) e = ¢ 1] [op| 7o )
R
O

Lema 1.3.2. Sea s € R, 1/2 <b <1y 0 <6 < 1. Entonces existe una constante ¢ > 0
tal que

(6 )R 5o < ¢ 82| |h]| o (1.46)
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Demostracion. ver [KePV3|. O

Lema 1.3.3. Sea s € R, 1/2 <b <1y 0 < <1. Entonces existe una constante ¢ > 0
tal que

t
[ / Wt — ) w()dt || xeo < c 8 2 |Jw]| o1 (1.47)
0

Demostracion. ver [KePV3). O

Lema 1.3.4. Sea s € R, 1/2 <b <1y 0 < < 1. Entonces existe una constante ¢ > 0
tal que

t —
\|¢(5-1t)/0 Wt — yw()dt | [ss < ¢ 652 [t]|xunr. (1.48)
Demostracion. ver [KePV4]. O

1.3.1. El multiplicador [k; Z] de T. Tao.

En esta seccion introducimos el multiplicador [k; R] definido por T. Tao (ver [T0]), con
la finalidad de emplearlo para obtener estimaciones bilineales y trilineales necesarias para
lograr el resultado de existencia local que deseamos. En la notacion de [T0], sea Z = R.
Entonces para cualquier entero k > 2, denotamos por I'y(Z) el hiperplano

Th(Z) = {(&, 82, &) € Z" &1+ o+ + G = 0}, (1.49)

que esta dotado con la medida

[ a6 g Ddadga i,
Iy (2) Zk—1

Un multiplicador [k; Z] se define como cualquier funciéon m : I'y(Z) — C (introducido por
T.Tao en [T0]). La norma del multiplicador ||m||,z) estd definida como la mejor constante
tal que la desigualdad

k
[y L1569 < il H il (150)

se verifica para todas las funciones f; de L*(Z2).

Por descomposicion diadica de las variables &;, A;, asi como de la funcién resonante
h(§), encontraremos la siguiente norma
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[ XNy, N2, Ng;H;Ly, Lo, Ls|[3:R)5 (1.51)
donde Xn, Ny, Ny:H:L,, Lo, Ly €8 el multiplicador
3

XNy, Noy NasHiLy, Lo, Ls 7= Xh(©)|~t | | Xig; 1o, XL (1.52)
j=1

Teniendo en cuenta las identidades (recordando que estamos en el hiperplano I'3(Z))

§s1+&+&6=0

h(§)+)\1+)\2+)\3:0,

cuando evaluamos el soporte del multiplicador ([1.52)), vemos que Xn,, Ny, N3:H:L1, Lo, Ls
se anula a menos que

Nimaz ~ Nmeds (153)

Linag ~ m&x(H, Lueq)- (1.54)

Por otra parte, a partir de la identidad de resonancia (y por estar en el hiperplano

I'3(2)),

h(E) =& + & + & = 361683, (1.55)

podemos asumir que

H ~ N{N,N3, (1.56)

ya que el multiplicador (1.52)) se anula en cualquier otra situacion.
Recurriremos a la identidad de Plancherel

Lema 1.3.5. (Plancherel) Sea f € L'(R™) N L2(R"), n > 0. Entonces f € L*(R") y

11122 = IIf1]2- (1.57)

y a los siguientes lemas dados en [T0]:
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Lema 1.3.6. (lema 3.1(Principio de comparacion) en [T0f) Sim y M son multiplicadores
(k; Z], y Im(§)] < M(E), V€ € Tw(Z), entonces ||m||j,z) < ||M||jg;2)- También sim es un
[k; Z] multiplicador y aq, . .., a son funciones de Z a R, entonces

e

|Im(& H (&)l

7=1 7j=1

Lema 1.3.7. (lema 3.3(Simetria) en [TO]) La norma |[m||x,z es invariante bajo per-
mutacion de los indices &1, ..., E.

Lema 1.3.8. (lema 3.7(composicion y estimacion TT*) en[T0]) Si k1, ke > 1 y mq, mo
son funciones definidas sobre ZF' y Z*2 respectivamente, entonces

M€y ey Ery )ma(Erytts -+ s Sk + k) ey +h0:2)
(1.58)
<Alma(€e, -5 Skt 1s20 1 Ima(€ns -5 ko) kot 152)-
Como caso especial se verifica la identidad TT™
Hm(‘sla s 7§k)m(_§k+1a ceey _€2k)|’[2k;Z] = Hm(gla vee 7§k)|’[2k+1;2]7 (159)

para todas las funciones m : ZF — R.

Por otra parte, si m es un multiplicador [k; Z] y 1 < j < k, definimos el j—soporte de
m, supp;(m) C Z, como el conjunto

supp; (m) = {n; € Z : Ty(Z;&; = n;) Nsupp(m) # 0}.

De forma general, si J es un subconjunto no vacio de indices {1, ..., k}, definimos el
conjunto supp;(m) C Z7 por

supp ;(m H supp; (m (1.60)
jeJ

Observar que supp (1,..k} (m) puede ser mucho méas grande que supp(m). Con estas defini-
ciones podemos enunciar el siguiente lema.

Lema 1.3.9. (lema 3.11(Test de Schur) en [T0]) Sean Ji,Jo dos subconjuntos disjun-
tos, no vacios de {1,...,k} y A1, A2 > 0. Supongamos que (mqy)acr €s una coleccion de
multiplicadores [k; Z] tal que

card{a € I : £ € suppy,(mqa)} < As,

para todo £ € 77 ys=1,2.
Entonces
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1) mallz) < (A142)"? Sup [Imallp; z)-
ael

En particular, en el caso de que my, sean no negativos y Ay, As ~ 1, entonces tenemos la
siguiente estimacion ortogonal

1> mallpz

ael

(1.61)

Necesitaremos la siguiente estimaciéon del multiplicador norma (|1.51)) para la ecuacién
KdV en el caso no periodico, dada en [T0].

Lema 1.3.10. (ver la prop.6.1 en [T(]) Sean H, Ny, Na, N3, Ly, Lo, L3 > 0 satisfa-
ciendo (1.53)), (1.54) y (1.56). Entonces

m 5% Npaz ~ Nmin ¥ Linaz ~ H, se verifica que

([T51) < LY N-1/Apl/4 (1.62)

min® 'mazr “med’

= 57 Ny ~ N3 > Ny, se verifica que

Nmax
([T51) < LM% N1 min(H, N Lmea) /2. (1.63)

min” ' max ]
min

s FEn los demds casos,

[@51) < LY2 NoL min(H, Lyea) /. (1.64)

min~  max
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Capitulo 2

Métodos numéricos y convergencia

de simulaciones a tiempos largos
para la mKdV

Sumario. Este capitulo estd dedicado a exponer los resultados numéricos que hemos
obtenido en nuestro estudio de la ecuacion mKdV geométrica. Para ello estudiamos el com-
portamiento/la convergencia a la solucion a tiempos largos de los métodos pseudo-espectrales
de colocacién y los de diferencias finitas, para decidir caal de ellos serda mas adecuado para
realizar simulaciones de estructuras conservadas, tipo solitén y breather, mediante el flujo
geométrico de la mKdV atractiva.

Para ello, tomando como dato inicial la solucién inestable polo doble de la mKdV atractiva,
observamos que los esquemas numéricos donde la preservaciéon de ciertas cantidades ha sido
impuesta en la evolucién, tales como la versién discreta de la masa, la norma L2 o la energia
de una funcién, son mucho mas robustos en las simulaciones a tiempo largo que aquellos
esquemas que solo tienen en cuenta el orden de consistencia del método para acotar el error
local.

2.1. Introducciéon

En este capitulo estudiamos desde un punto de vista numérico soluciones tipo breather
de la ecuacion mKdV atractiva en 1 + 1 dimensiones, (z,t) € R x [0, 77,

3 3y —
{ Owu + Ou + 20, (u”) =0, z € R, 2.1)

u(z,0) = up(x),
donde los subindices (.); = 0¢ y (.), = O, representan respectivamente, derivadas parciales

con respecto al tiempo y al espacio y donde asumimos soluciones de soporte compacto,

Las soluciones tipo onda viajera de una joroba o extremo diferenciado, se pueden en-
contrar facilmente integrando directamente la EDO que resulta cuando se buscan este tipo

41
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de soluciones para la mKdV y también se pueden encontrar mediante el método de scat-
tering inverso, cuando se escoge un unico polo del coeficiente de reflexiéon localizado en el
eje imaginario. Estos solitones estan dados explicitamente por

u(z,t) = Bsech(f(x — B2t + x0)), (2.2)

con B € Ry en donde hemos incluido la invariancia por traslaciones mediante el pardmetro
zg € R. Como podemos comprobar la onda viajera se propaga hacia la derecha con ve-
locidad 32. Soluciones tipo onda viajera pero con mas de una joroba también pueden ser
construidas y por medio del método de scattering inverso pueden ser encontradas cuando se
escoge més de un polo del coeficiente de reflexion en el eje imaginario. Cuando estos polos
son diferentes, las soluciones generadas representan dos extremos diferenciados o jorobas
(hacia arriba o hacia abajo, dependiendo del signo global) de diferentes alturas. Por tan-
to, estos extremos diferenciados viajan a diferentes velocidades y colisionan de forma casi
elastica, ver por ejemplo |La]. Es particularmente interesante el caso degenerado, cuando
tenemos so6lo un polo del coeficiente de reflexion, pero este es doble. En este capitulo nos
dedicaremos a estudiar este caso, considerando las soluciones tipo polo doble, soluciones
que evolucionan asintéticamente en el tiempo como dos jorobas iguales, una hacia arriba y
otra hacia abajo, ver Fig[2.1{(b). Observamos ademas, que las simulaciones numéricas que
aproximan a este tipo de soluciones generan una gran variedad de resultados dependiendo
de método numérico escogido y no todos ellos son satisfactorios para representar la evolu-
cion.

Otra familia relevante de soluciones es la formada por los breathers, que representamos
en la figura (a). Fueron obtenidos primeramente por M. Wadati en [W] y describen pulsos
oscilantes que no se dispersan en su evoluciéon. Estan determinados, salvo traslaciones en
espacio y tiempo, por dos parametros reales («, (3), que corresponden a la frecuencia y a
la amplitud del pulso, respectivamente. La velocidad de fase esta dada por 38% — a2, y la
velocidad de grupo por % — 302, a > 0, de tal forma que para o grande respecto a 3, el
pulso se propaga hacia la izquierda con velocidad 3a2. De hecho, en este caso de 3/a < 1,
la solucién breather se puede aproximar por

2
u(z,t) ~ —2% sin[a(z — (38% — a®)t)] sech[B(x — (8% — 3a?)t)]. (2.3)

El enfoque de M.Wadati para obtener este tipo de soluciones esta basado en el método de
scattering inverso. En este método, las soluciones breather se caracterizan por que los polos
del coeficiente de reflexion se escogen de forma simétrica con respecto al eje imaginario, y
estan dados por +a + i(. Esta familia de soluciones, en el limite o > (3, fueron empleadas
por C.Kenig, G.Ponce y L.Vega en [KePVI]| para probar la discontinuidad de la aplicacion
flujo asociada a la mKdV en espacios de Sobolev H®  de funciones con s derivadas en
L?(R). Esta carencia de continuidad procede del hecho de que dos breathers con diferentes
velocidades pueden estar muy cerca a tiempo cero en una norma H? pero, ya que estos no
se dispersan, se separaran eventualmente dando lugar a una gran diferencia de sus normas
H? en tiempos mayores que cero. La clave esta en que el tiempo de separacién puede ser
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hecho arbitrariamente pequeno tomando « suficientemente grande. El umbral para esta
ausencia de continuidad se da para s = 1/4, que es un indice 6ptimo.

@ A (b)

WVUV 10 20 20 -10%
-2 -2t

Figura 2.1. (a) Solucién tipo breather de mKdV a t=0 para « =7y 8 = 1. (b) Solucién polo doble para 8 =1

a: t = 0 (linea s¢lida), ¢ = 50 (linea a rayas) y ¢ = 5000 (linea a puntos), después de una traslacién al origen
de cordenadas para mostrar la separacién logaritmica en tiempo.

Una cuestiéon que surge de manera natural a partir de las observaciones realizadas son
las propiedades de estabilidad de estas soluciones breather cuando « es grande respecto a
(. Debido a las grandes oscilaciones del pulso, los métodos numéricos basados en esquemas
de diferencias finitas no parecen apropiados y veremos después que éste es efectivamente el
caso. Sin embargo, la transformada de Fourier del pulso esta altamente concentrada alrede-
dor de la frecuencia «, y por tanto esto nos sugiere que los métodos pseudo-espectrales
parecerian ser mucho mas naturales en este caso (Jabe80] y [delahoz09]). Veremos en las
siguientes secciones que son de hecho muy robustos.

Uno podria preguntarse qué ocurre cuando se emplea el método de diferencias finitas
para « pequeno. Notar que la solucién es analitica y que la teoria de existencia local para
el problema de Cauchy disponible (ver [KePV2|) nos permite concluir que la regularidad
se preserva a lo largo del flujo y en principio uno no deberia esperar que alguna inestabili-
dad pudiera surgir cuando estamos cerca del caso degenerado o = 0. La razén es obvia
y simple. Por una parte la solucién polo doble puede ser obtenida a partir de la solucién
del 2-solitéon cuando los polos tienen partes reales nulas y las partes imaginarias tienden
al mismo valor. Por otra parte, la solucién polo doble puede también ser obtenida [OW]
tomando el limite de la solucién breather cuando a va a cero.

La principal propuesta de este capitulo es comprobar que estas inestabilidades numéri-
cas ocurren y que incluso métodos numéricos como los pseudo-espectrales y los de difer-
encias finitas con un orden alto de consistencia fallan cuando las simulaciones temporales
son suficientemente largas. En el caso de diferencias finitas, presentado en la seccion [2.4]
pagl50, hemos usado dos discretizaciones espaciales con diferentes invariantes discretos
asociados a cada una de ellas, para destacar que la soluciéon numérica correspondiente a
los dos polos se rompe a partir de la solucién correcta y escoge una de las dos posibles
ramas, sea la de dos solitones independientes o la del breather. Es interesante observar
que el método pseudo-espectral, estudiado en la seccidén (pagina , es mucho més
eficiente y captura incluso la separacion logaritmica de los dos extremos diferenciados de
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la soluciéon polo doble que ocurre para tiempos mucho més largos que para los esque-
mas de diferencias finitas, pero la eleccién de un bajo ntimero de armoénicos o un gran paso
temporal puede dar lugar también a un comportamiento erréneo, incluso para este método.

En la literatura se encuentra que la precisién de las soluciones numéricas esté directa-
mente relacionada con el orden de consistencia del enfoque numeérico utilizado. Por ejemplo,
la inestabilidad dindmica de las soluciones breather de mKdV asi como la estabilidad de la
solucion polo doble fue estudiada numéricamente para intervalos de tiempo razonablemente
largos en [KKS2|. La convergencia de los métodos s6lo garantiza buena aproximacion para
simulaciones de tiempo cortas. Pero estas limitaciones pueden ser superadas forzando la
evolucién constante de algunas cantidades, que son el equivalente discreto de las leyes de
conservacion de la ecuacion continua, como la integral, la norma L? o la energia.

Existen varios trabajos relativos a la estabilidad del solitéon de una joroba de mKdV.
También se ha realizado algtin progreso en el caso de los multisolitones cuando los extremos
estan ampliamente separados unos de otros e incluso mas recientemente sobre la colisiéon
de dos solitones, uno rapido y estrecho y otro lento y ancho (ver [MarMel| y [MarMe2]).
Sin embargo, muy poco se conoce en el caso considerado en este capitulo. Las técnicas
analiticas disponibles no parecen aplicarse a este caso [T1]. En este capitulo aportamos
evidencias numéricas que apoyan la dificultad del problema.

2.2. Condicidén inicial

Estudiaremos algunas soluciones particulares que se anulan en infinito, de la ecuacién

modificada de Korteweg-de Vries (2.1)en 1+1 dimensiones, (z,t) € R x [0,T],

lim w(z,t) =0. (2.4)

r—+0o0

Estamos interesados en la familia biparamétrica de soluciones breather que fueron obtenidas
por vez primera por M.Wadati en [W]. Pueden ser escritas como

u(x,t) =20 -sech [B (x + ~t)] X
cos [®(z,t)] — (g) sin [®(z, t)] tanh [B(x + )]

e (2.5)
1+ <a> sin? [®(x, t)] sech? [B(z + )]
con v =3a? - (3% 6 =a? - 36%y ®(x,t) = alxr + §t) — tan~1(B/a).
También pueden ser escritas de forma més compacta como
1[Gz, t,a,B)
=20, tan™! |2 2.
u(x,t) = 20, tan [F(x,t, a,ﬁ)] (2.6)
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con las funciones auxiliares F(z,t,a, 3) y G(z,t,a, 3) dadas por

F(z,t,a, 3) = cosh (ﬁ (3ta2 —t3% + x)) ,
G sin (a (m +t (a2 — 3ﬁ2)) —tan~! (g)) (2.7)

(07

G(.’E,t,@,ﬁ) -

Observar que a partir de esta expresion se sigue directamente que

o0
/ u(z,t)dz =0, (2.8)
—0o0

en concordancia con las soluciones del problema de valor inicial , que alcanzan las
condiciones de frontera . Sus perfiles corresponden a un breather con velocidad de
grupo —y = 32 — 3a? cuando a # 0, (ver Fig. (a), pég que degenera a la solucién
polo doble cuando « = 0, (ver Fig. [2.1|(b), pég.. Este segundo caso es interesante por

que se comporta asintéticamente como un par de solitones independientes de la ecuacién
mKdV (2.1)), uno hacia arriba y otro hacia abajo,

44 (cosh (B:c — ﬂ3t) +p (3ﬂ2t — x) sinh (,61: — 5315))

u(z,t) = 2 (Bx — 333t)? + cosh (20z — 233t) + 1

(2.9)

Esta solucion polo doble tiene tres extremos locales, con uno de ellos decayendo a 0 asin-
toticamente en tiempo. Los otros dos extremos se separan con una distancia [(t) que se
convierte en logaritmicamente grande en tiempo, cuando el parametro temporal ¢ es sufi-
cientemente grande [W].

_ 2log[4 - 1]
~ 5 ,
Podemos deducir este resultado facilmente teniendo en cuenta la convergencia puntual
a 0 de la funcion , cuando el tiempo va a oo, y comprobando la posiciéon donde la
derivada de la exponencial dominante se anula. La propiedad nos sera de utilidad
para comprobar la precisiéon de los métodos numéricos empleados para t grande.

I(t) t>>1. (2.10)

Una de las propiedades méas importantes de este tipo de ecuaciones en derivadas parciales
es la existencia de infinitas leyes de conservacién. Por ejemplo en el caso de la ecuacién
mKdV en la recta real z € Q) = R, integrando por partes es facil comprobar que la media
I(u) en espacio de la funcién incognita u, la masa ||u/|s que estd dada por su norma L? y
la energia F(u) que definimos abajo, son preservadas a lo largo del tiempo.

I(u):/u(az,t) dz,
||M2=ju2(x7t)dﬂz (2.11)

E(u) = ; [u4(:n,t) - ug(x,t)] dz.

En este capitulo mostraremos mediante experimentos computacionales, que los esquemas
numéricos donde la preservacion de algunas de estas leyes de conservacion (2.11)) han sido
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impuestas, son mucho més robustos en simulaciones a tiempos largos que los esquemas que
sOlo tienen en cuenta el orden de consistencia del método para acotar el error local. Los
datos numéricos han sido comparados con la solucién analitica exacta correspondiente a
las expresiones y para medir su precisiéon. En la practica, la condicién inicial
proporcionada por las medidas experimentales, las cuales son investigadas numéricamente,
pueden diferir de las soluciones tipo onda viajera y , y el uso de un esquema
numeérico potente es esencial de cara a proporcionar buenas aproximaciones de las corres-
pondientes soluciones para experimentos a tiempo largos.

Debido al hecho de que la condicién inicial tipo polo doble es muy regular y
no hay oscilaciones presentes, ambos tipos de métodos parecen apropiados a priori, para
simular su evoluciéon. Por otra parte, cuando se considera la condicién inicial altamente
oscilante , postulamos que el método pseudo-espectral serd més potente puesto que
un nimero aceptable de armoénicos pueden representar la forma de la solucién, con una alta
precision. En este caso los métodos de diferencias finitas necesitan un ntumero de nodos
demasiado alto para generar una aproximacioén aceptable de la soluciéon, y el error global
de la aproximacién numeérica aumentard exponencialmente debido a la gran constante de
Lipschitz inducida por las oscilaciones del pulso.

2.3. Meétodo pseudoespectral

Como regla general, los métodos pseudo-espectrales de colocacion, [GotO] y [Guol, son
muy apropiados para aproximar las soluciones breather y ondas viajeras de una ecuaciéon
en derivadas parciales. El perfil oscilante de una funcién y de sus derivadas puede ser re-
producido con gran precisién por un conjunto manejable de armonicos [FW]. Debido a las
limitaciones de la discretizacién practica en espacio, el eje real R ha sido sustituido por un
intervalo espacial suficientemente largo 2 = [—L, L] ([-40,40] en las simulaciones numéri-
cas) y las condiciones de frontera por las correspondientes condiciones periodicas

w(—L) = u(L), uz(—L)=ug(L). (2.12)

Estas condiciones sugieren el uso de una base ortonormal de funciones exponenciales com-
plejas periodicas, {¢j(x) = €“i®}, con w; = 2mj/(2L), j € Z. El desarrollo en serie de
Fourier de una funciéon u(z,t) € L? esta definido por
o0 L
N . 1 —
u(z,t) = Y i;(t)¢;(x), donde i) = — / u(x, t)d;(x) de. (2.13)
2L J_g

j==o0

La condicién de finitud requerida por el esquema numérico nos sugiere reemplazar la
expresion infinta (2.13)) a tiempo inicial, u(x,0) por la serie truncada

N/2—1 .
u(z,0) = Z U0 (2.14)
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Figura 2.2. Izquierda: separacién teérica [(¢) de las jorobas de la solucién polo doble para 3 = 1 (linea sélida)
frente a la aproximacién pseudo-espectral para un paso temporal At = 1072 y simulaciones realizadas con un
diferente nmero de puntos de colocacién N = 28 (puntos), N = 2° (linea delgada a rayas) y N = 2 (linea
gruesa a rayas). Derecha: evolucién de las cantidades discretas £1, L2, £3 para N = 2°(linea delgada a rayas)

y N = 2'(linea gruesa a rayas).

donde los coeficientes de Fourier discretos son calculados por la férmula de cuadratura en
los puntos equidistantes x,, = 2nL/N, n=-N/2,...,N/2 —1,

N/2—1

A 1 .2mgn
]@:N Y up(wg)e R (2.15)
n=—N/2

La ventaja de esta aproximacion es que puede ser acelerada notablemente por medio
del algoritmo FFT (Fast Fourier Transform) cuando se toman un ntmero de puntos
N =24, q € N. En nuestro trabajo hemos realizado simulaciones para N =28, N =2y
N = 2'0 para comprobar la precisiéon de la discretizacion y la robustez del método. Estos
calculos han sido ejecutados por una subrutina FORTRAN proporcionada por el almacén
Netlib. Algunos autores [BeKV| [DuZl, MuE] separan las partes lineales y las no lineales
del lado de la derecha de la ecuaciéon y posteriormente ellos introducen un factor
integrante exponencial en la solucién para dominar a la parte lineal. La ventaja de esta
reduccién es que el tnico término que es discretizado por la transformada de Fourier o
por diferencias finitas es el término no lineal y su norma tiene orden O(N) y no O(N3).
En este contexto la mencionada estrategia no produciria una mejora significantiva en los
resultados por que el namero de ondas de las funciones de la base ortogonal empleadas para
aproximar las soluciones no es necesariamente alto. La situacién es radicalmente diferente
cuando investigamos soluciones que implican oscilaciones con altas frecuencias, entonces
es realmente interesante evitar el calculo de las derivadas de la parte lineal, usando la
mencionada técnica del factor integrante.

Sea U = (UEOJL/Q,...,U](\?/)Q_l)t, donde U](O) = ug(xj), el vector que almacena el da-

to inicial, y U (k) ~ u(tr) las aproximaciones sucesivas de la solucion a tiempo t;. En-
tonces, la transformada discreta de Fourier puede ser considerada como un operador lineal
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Figura 2.3. lzquierda: lo mismo que en Fig para f = 1, N = 2° y diferentes tamafios de paso temporal,
At = 1072 (puntos), At = 10* (linea delgada a rayas) y At = 10™* (linea gruesa a rayas). Derecha: Izquierda:
lo mismo que en Fig para At = 1072 (puntos), At = 1073 (linea delgada a rayas) y At = 10™* (linea

gruesa a rayas).

Uk = Fu®) representado por una matriz N x N de Vandermonde F,

i N _ _N_ i
con componentes Fj , = 9(3 5—1)(n-%-1) yh=ce i2m/N
L1
0.002 ;
v(t) ooc] A4
7451 ,0.00% 100 200 308 400 500
-0002
5 k=210
7] S —— " " . 1 L
: 100 ~ ~ ~ + 20Q _ . _ .300, 400 500 | 4.04
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Figura 2.4. Izquierda: velocidad de grupo del breather aproximado (o =5y 8 = 1) frente a v = 3a*> — 3> = 74
para At = 1073 y N = 2% (puntos), N = 2° (linea delgada a rayas) y N = 2'° (linea gruesa a rayas). Derecha:
evolucién de las cantidades discretas £1, L2, L3 para N = 2°(linea delgada a rayas) y N = 2'°(linea gruesa a

rayas).

Teniendo en cuenta la ortogonalidad (¢;,¢;) = d;; de las funciones periodicas ¢; en
Lo[—m, 7], y la forma de sus derivadas espaciales, ¢;(r) = iw;j¢;(z), sustituimos el desa-
rrollo (2.13]) en las soluciones de la ecuacion mKdV , y resulta el siguiente sistema de
EDOs

&gﬁj(i) =1 [w?ﬁj(t) — QWj@j(t)} s ] = —%, ceny % — 1,

2.16
u(0) = Fu(x,0), (216)

donde © = Fu representa la transformada de Fourier del término no lineal v = u?. Susti-
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Figura 2.5. Izquierda: velocidad de grupo del breather aproximado (« =5y 8 = 1) frente a v = 3a* — 3% = 74
para At = 1072 y N = 2° (puntos), At = 10™* (linea delgada a rayas) y At = 107" (linea gruesa a rayas).
Derecha: evolucién de las cantidades discretas £1, L2, L3 para N = 2°(linea delgada a rayas) y N = 2'(linea

gruesa a rayas).

tuyendo la solucién continua u y v respectivamente por los vectores IN-dimensionales U y V'
de los valores en los puntos de colocacion en (2.16)), obtenemos la representacion matricial

OHFU = — [D’FU +2DFV], (2.17)

donde aqui D es una matriz diagonal con componentes d;; = iw; y representa la diferen-
ciacion espacial. Considerando el operador lineal antisimétrico J = F~'DF, donde J* =
—J, la relacién previa corresponde a la ecuaciéon de movimiento del sistema hamil-
toniano definido por

N
1
Hp(U) = 5 TUP =>"Uf |- (2.18)
j=1

Esta observacion sugiere que las leyes de conservacion lineales y cuadraticas (2.11]) podrian
ser preservadas a lo largo del tiempo usando un integrador simpléctico en tiempo, como
la regla implicita del punto medio, junto con el método pseudo-espectral. Postulamos que

la propiedad anterior conducira a una mejora del intervalo temporal donde la solucién
numérica se acerca a la exacta.

Sea U®) la transformada de Fourier discreta de U®*) entonces la regla del punto medio
aplicada a la discretizacién pseudo-espectral de la ecuacion (2.17)) es como sigue,

[ke+1) — (k) _ Ap (D?’U(k"'%) + QDV(’H'%)) , (2.19)

donde U(F+2) = (U®) 4 g+ /9, pktz) = (V®) 4 v+ /2 son los vectores interpo-
lados. Poniendo juntos los términos U*+D en el lado izquierdo de la ecuacion , la
norma del funcional asociado al esquema de punto fijo se reduce considerablemente. Tam-
bién, proporciona una implementacion exitosa para pasos de tiempo de tamafio At ~ 1073
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implicando un bajo coste computacional. Obtenemos por tanto
-1
UktD) = (1 + AQthf) KI - A;D3> U —oaepy (k) | (2.20)

Observar que la matriz [I — (At/2)D?] es diagonal y su inversion se hace de forma directa.
Las partes real e imaginaria del sistema (2.20)) estan separadas en ecuaciones diferentes
para la implementacion practica.

En las simulaciones numéricas, hemos encontrado un comportamiento regular muy largo
de la condicién inicial polo doble. Las figuras y (2.3) muestran la evolucion logarit-
mica en tiempo de la distancia de separacién entre los extremos diferenciados principales
de las soluciones aproximadas con respecto a la distancia exacta [(t). El incremento
del ntimero de puntos de N = 2° a N = 2'% no mejora tanto la precisién como si lo hace la
reducciéon del paso temporal de At = 1073 a At = 10~* que proporciona un buen ajuste
con la solucién exacta. Sélo cuando el ntimero de arménicos es demasiado bajo, N = 28
entonces la condicién inicial polo doble se puede romper en dos solitones independientes
(2.2)) como se observa en la trayectoria a puntos de la Fig. , donde su comportamiento
lineal corresponde a la diferencia constante de velocidades de las dos jorobas principales
de la solucién.

Los resultados para condiciones iniciales tipo breather con a = 5 como oscilaciéon
interna han sido resumidas en las Figs. y . La elecciéon de restricciones relajadas
sobre los pasos en tiempo y espacio At > 1072 o N < 27 deshace el daiio de la solucién
numérica y la correspondiente aproximacién de las leyes de conservacién de la ecuaciéon
continua . Sin embargo condiciones no muy caras para el esquema como At =
107% o N = 29 garantizan un comportamiento muy preciso y la conservacion de
durante largos intervalos de tiempo, t € [0,500], como puede ser observado en las Figs.

24) y @5).

2.4. Meétodos de diferencias finitas y algunos invariantes dis-
cretos

Un amplio niimero de articulos han aparecido en los tultimos afios investigando la pre-
cision de los métodos de diferencias finitas Refs. [Shal, [HelMI]|, [HeIM2] aplicados a ecua-
ciones en derivadas parciales dispersivas y no lineales y comparéndolas con otro tipo de
esquemas discretos como el pseudo-espectral o la descomposiciéon de Adomian. En esta
seccién no pretendemos desarrollar un anélisis profundo y detallado de la precision de
estos métodos ni discutir las ventajas o inconvenientes con respecto a los métodos pseudo-
espectrales. El objetivo de esta secciéon es presentar evidencias de la conexién entre la
conservacion de algunos invariantes del esquema discreto y la mejora de la convergencia
del método numérico a la solucién exacta, evitando el comportamiento erréneo de convertir
un tipo de solucion introducida en la seccion 2.2 a otro tipo.
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Para implementar un método numeérico que aproxime la solucién del problema de valor
inicial ([2.1)), primero definimos una malla espacial discretizada de puntos

Tp=—-L4+nAx, n=1,...,N,

y el correspondiente vector con la aproximacion a la solucion en dichos puntos, U(t) =
(Uy(t),...,Un(t)), donde U,(t) = u(t, zy). Sea M(u) = Su + B(u) el operador diferencial
que concentra las derivadas espaciales de la ecuaciéon mKdV , donde asumimos como
parte lineal S(u) = 92(u) y como la parte no lineal B(u) = 3ud,(u?) = 20,(u?®). Hay
varias elecciones posibles para un operador en diferencias finitas Mn(-) = —Sn(+) — Bn(+)
que aproxima M(-) con diferentes 6rdenes de consistencia. La evoluciéon temporal de las
componentes del vector U estan gobernadas por el siguiente sistema de EDOs

aU = Mn(t,U), (2.21)

proporcionadas por las condiciones de frontera periddicas (2.12)) en [—L, L], que pueden
ser escritas como
Uptjn=Un, Vj€Z, 0<n<N. (2.22)

La precisiéon de la aproximacién numérica U con respecto a la soluciéon exacta u depende
del orden de consistencia del operador Mn(-), que consiste en la suma de algunas matrices
a bandas adecuadas. Definimos primero la matriz de diferencias hacia adelante D'{, en
la cual las tnicas componentes no nulas en cada fila son d; ;41 = 1/Az = —d;;, i =
1,...,N y dyg = 1/Axz en las esquinas debido a las condiciones periddicas. Representa
una aproximacion de la derivada espacial O,u ~ D;“U , de primer orden, O(Ax). Usando
la expresion de la matriz Df podemos definir las aproximaciones discretas clasicas de las
derivadas sucesivas:

1. Diferencias hacia atras, D7 = —(D7)?, que aproxima 9, con orden O(Ax).

2. Diferencias centrales, D = (D] + D7 )/2, que aproxima 9, con orden O(A2z).

3. Diferencias centrales, D§ = D7 - Dy, que aproxima d? con orden O(A%z).

4. Diferencias centrales, D§ = D$ - D$, que aproxima 82 con orden O(A2z).

Es directo comprobar que D{ y D§ son matrices antisimétricas y D§ es una matriz
simétrica. Esta observacién serd importante para garantizar la conservaciéon de algunos
invariantes de los esquemas discretos a lo largo del tiempo. Ahora escribimos la parte

lineal como

SnU = D3U. (2.23)
Sin embargo la parte no lineal Bn(U) admite algunas reescrituras alternativas como
BL(U)=2DSU? or  B%(U) = 3UDSU (2.24)

Aqui los vectores U? y U? estan definidos respectivamente por U? = (U12,...,U]2V) y
U = (U},.. .,U]?{,) y la matriz Uy es una matriz diagonal con componentes u; = Us.
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De ahora en adelante suprimiremos la dependencia ¢ en la notacién de My debido a la
estructura auténoma de la ecuacion mKdV.

A continuacién, escogeremos un esquema numeérico para la discretizacion temporal, donde
Uy(Lk) ~ u(zp, tx) aproxima la solucion exacta a tiempo ty.

Como ya hemos mencionado en la seccién previa, el uso de un integrador simpléctico en
el paso temporal hacia adelante es conveniente para estos tipos de ecuaciones de evolu-
cion. Estos preservan los invariantes lineales y cuadraticos de la ecuacién continua has-
ta donde permite el orden de consistencia del método numérico (|SV], [HLW]). Debido
a esto, usamos la regla del punto medio implicita que evalta el flujo de la ecuaciéon
M{(U) = =SnxU — B (U), 7 = 1,2, en el vector Ulkts) = (U® 4 y®+)) /2 local-
izado entre las aproximaciones en ty y tx41,

U = g® 4 AtMEK, (U(’”%)) = U® At (SNU(’”%) +BL (U(k+%))> . or=1,2.

(2.25)
Estos son finalmente los dos esquemas numéricos implicitos en diferencias finitas que van
a ser analizados.

2.4.1. Analisis de la convergencia

Los esquemas en diferencias finitas propuestos anteriormente seran C-estables ([SV])
si la norma logaritmica de los Jacobianos, uo (MrN’(U)), r = 1,2, estd acotada inde-
pendientemente del espaciado del mallado de los operadores de evolucién para cada U
perteneciente al segmento entre U k+g y u(x,t + At/2). En ambos casos, considerados en
(2:25)), esta norma esté acotada por p (MY (U)) < méxn(U:+%)2. En [KePV2| se prueba
que en el caso continuo esto es cierto para condiciones iniciales U° en L.

Para probar la C-estabilidad de este método implicito consideramos dos diferentes con-
juntos de aproximaciones {U®},5 vy {U®},50, asociadas a dos tipos de condiciones
iniciales ligeramente diferentes, y una cota para los cuadrados de las soluciones numéricas

(k+3)\2
|(Un )°| < w, para todo k > 0. Entonces

k1) _ g — ) _ ) Ay (M‘”N (U(’H%)) ~ MY <(}(’f+%))) . (2.26)

Ahora multiplicando la expresion (2.26]) por (U (k+3) _ @ UH%)), y aplicando el teorema
del valor medio a My, uno obtiene que
%||U(k+l) _ 0(k+1)”2 — %HU(k) _ U(k)HZ—I-
At (MrN (U(H%)) — M, (U(H%))? (U(H%) _ U(’“%)) < (2.27)
U — OO + Atafu(+2) - g2

Usando la desigualdad triangular y la desigualdad de Cauchy-Schwartz, deducimos que

Atu

~ ~ ~ ~ 2
JUD G| < U —g® |2+ ZE (JuteD — GED) 4 u® —T®))". (228)
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Para finalizar la prueba de la C-estabilidad, consideramos la relacion
[U*) = GEDU® — GO < max{[UED — TED 2 o™ — 702y, (2.29)

y ahora podemos tomar factor comiin de algunos términos para concluir que

~ 1+ pAt/2 ~
[ A R /HMAt//QHU(k) —U®||,  0<3uAt/2 < 1. (2.30)

La consistencia del esquema completo después de un paso en tiempo se prueba siguiendo
A ~ ~ 1

a [SV] definiendo U*+1) = gk+1) 4 AtMrN(U(k+5)) como la solucién numérica a tiempo

tey1 siendo U = u(ty,) la solucion exacta. Entonces, el error global es

Bltrsr) = UFY —u(teyq) (2.31)

Definiendo los errores de truncatura correspondientes a la regla del punto medio y la regla
del trapecio respectivamente como

di(try1) = u(ty) — u(tpyr) + AtMy <u(tk) +2u(tk+1)) 7

(2.32)
Do) = u(ty) — i) + 5 [ME (u(t1)) + MK (u(t41)) ]

el error de truncatura puede ser escrito como

Bltisr) = du(tyr) + At | M <W> _ M (“(t’f) ”(t’““))] (2.33)

2 2

Ahora usando de nuevo el teorema del valor medio sobre el funcional Mg, multiplicando

(2.33)) por Uk+1) u(tgs1) y usando la desigualdad de Holder, llegamos a

R At\ !
040~ uenla < (1-950) M)l mdt<2 (@23)

Para completar este argumento se puede deducir haciendo un desarrollo de Taylor que,
para u suficientemente diferenciable, la funciéon d; se puede acotar como |di(tx+1)|2 =
O(A3t + AtA2%z) y consecuentemente para 0 < puAt < 1

18(tk11) 2

A= O((At)? + (Ax)?). (2.35)

Este resultado nos da finalmente la prueba de la convergencia de estos esquemas para
un intervalo temporal dado [0,7] cuando los pasos Az y At se escogen suficientemente
pequenios dependiendo de T'. Pero como veremos después, esta afirmacion no previene al
método de corromper las soluciones para intervalos de tiempo maéas largos.
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2.4.2. Invariantes discretos

En la literatura existen varios trabajos en donde se enfatiza la importancia de disenar
un método numérico que preserve los invariantes relacionados con las leyes de conservaciéon
del modelo continuo. Para este propoésito se han disenado diferentes estrategias como la
integracion geométrica [SC| o los métodos de proyeccion [Hai|. En esta seccion investiga-
mos la importancia de la conservacién de algunas de estas cantidades discretas por medio
de esquemas de discretizacién espacial y por medio de esquemas completos de dis-
cretizacion en la estabilidad de la solucién numérica correspondientes a cada una de
las condiciones iniciales de las familias de funciones y .

Centraremos nuestro anélisis en la conservacion de las siguientes cantidades, las cuales son
la aproximacién discreta de los invariantes continuos de la ecuacion mKdV, por las
discretizaciones presentadas en la seccién previa.

L1(U) :AwZUn ~ I(u),

Lo(U) = Az Yy (Un)? = (U, U) ~ ||ul?, (2.36)

L3(U) = szn: [(Un)* = (U, = Up1)?] = (U, U?) — (DU, D{U) = E(u).

Los dos esquemas discretos propuestos en la seccién anterior presentan interesantes venta-
jas con respecto a la conservacion de los invariantes discretos (2.36). El primer esquema,

Ukt = yk) 4 AtMll\I(U(’”%)), preserva el invariante lineal £,(U%), Vk > 0,
£ (UED) = £ (U0 + At £y (M (UFD)) = £,(0®), (2.37)

Aqui hemos usado que la suma de las componentes de las columnas de las matrices Sy
y By implicadas en la definicion de My es 0, consecuentemente £q(Ma (U (’H%))) =0.
Esta propiedad no se satisface por el segundo esquema k) — k) 4 AtMlz\I(U(H%)),
sin embargo esta discretizacion preserva Lo(U k), Vk > 0, como se muestra facilmente,

Lo(UEH)) = <U("“+1), U(k+1)> — <U(k) + Ukt _ k) gk 4 yktl) U(k)>

= Lo(U®) + <U(k+1) — Uk gk 4 U(k+1)> + <U(k), Uk+1) _ U(k)>

+ (Ut —g®, g0y — £, ®) + % (Mg (0+3)) ,u(2)) = 0 ®),

(2.38)

La tltima simplificacién surge a partir de la antisimetria de las matrices Sy y B%(U)
implicadas en la definicion de Mlz\I
Los invariantes lineales y cuadraticos mostrados arriba son todos los que podemos esperar
que sean preservados por un método simpléctico a lo largo de los pasos temporales y
su precisiéon numeérica serd del mismo orden que la tolerancia impuesta sobre la solucién
numeérica del sistema no lineal . Ademaés podemos probar que la discretizacion espacial
U = M3 (U) mantendria a lo largo del tiempo el invariante £3(U) sobre la solucién exacta
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del sistema 2211

oL3(U) =8, ((U?,U?) — (DfU,DIU)) = 4(8,U,U?) — 2(D{6,U,DTU)
=4(0,U,U%) +2((0,UTD7),DfU) =2(5,U, (2U* + D§U) )

= —2(D§U + 2D$U?, (2U? + D3U)) (2.39)
= —2[2(D§U,U?) + (D§U, DSU) + 4 (D§U?,U?) + 2(D§U?, D§U )|
=—2[2(D§U,U?) — (U, D§'DSU) + 4(D§U3,U3) + —2 (U3, DDSU)| = 0.

En la dltima reduccién hemos usado que DY y DgTDg son matrices antisimétricas y
D$"D§ = ~D$D§ = —DS. Esta propiedad no la posee el otro esquema 0;U = MZ (U).
Resumiendo, la discretizacion espacial 9;U = Mz (U) preserva los invariantes £1(U) y
L3(U). El primero de ellos también es preservado por la discretizacion completa en tiempo
por la regla del punto medio. Por otra parte la discretizacién completa en espacio-tiempo
correspondiente a MZ(U) preserva L2(U). Las consecuencias de este resultado sobre la
estabilidad de las soluciones numéricas del tipo a lo largo de grandes intervalos de
tiempo seran discutidas en la préxima seccion.

2.4.3. Implementacion del esquema numérico

En esta seccion describiremos la implementaciéon de los esquemas para obtener
aproximaciones de las soluciones polo doble de la ecuaciéon mKdV. Los resultados
seran comparados con la solucién exacta para medir la eficiencia de los métodos numéricos
y para obtener conclusiones.

El caracter implicito de los esquemas hace necesario aplicarlos junto con un método
numérico para resolver sistemas de ecuaciones no lineales como una iteraciéon de punto fijo
[Buc|. Primero reescribimos el método general como una suma de sus partes lineal
y no lineal,

Uk — ) AME (U(’”%)) — gk _ A [SNU(’”%) +B, (U(“%))} Cor=1,2.
(2.40)
El paso temporal At en ([2.40|) deberia ser escogido suficientemente pequeno para asegu-

rar que el operador AtML (U k+%) es contractivo con respecto a U*+1) | En la practica, el
tamano del mallado Az = 1/N impone una elecciéon muy restrictiva de At para mantener
la norma de ||AtSn|| = O(N3At) inferior a 1. Esta circunstancia sugiere tratar el término
implicito ., como en [chan85| reemplazando el esquema por la siguiente férmula

cuya norma es indpendiente de N,

-1
[0+ <I+ A2tSN> [(I _ A;sN) U® _ AB, (U<k+;))] . (2.41)

Cuando se escoge una condicion inicial tipo polo doble (2.9)), los resultados de las simu-
laciones caen dentro de una casuistica, y nos desvelan la naturaleza inestable de este tipo
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@ 150

a~0.0982
B=1

0.5+

Figura 2.6. (a) Aproximacién de diferencias finitas por M% del polo doble (8 = 1) para At = 4-107% y
Az = 107" (puntos) frente a un breather exacto de mKdV para a = 0.0982 y 3 = 1 (linea continua). (b) Lo
mismo para At = 1-1072 frente a dos solitones exactos de mKdV con amplitudes v = 0.95 y v = 1.05.

de soluciones en el caso continuo. Como fue mencionado en la introduccion, este caso par-
ticular esté relacionado con el hecho de que el coeficiente de reflexién de la formulacién
del método de scattering inverso tiene un polo de orden 2 en el plano complejo [W]. Este
es por tanto un caso degenerado con respecto al caso de dos polos imaginarios 31 ~ i[s,
que corresponderia al caso de dos solitones independientes, explicitamente expresados en
, con amplitudes ligeramente diferentes 3;, j = 1,2 y velocidades. Al mismo tiempo,
es también un caso degenerado con respecto al limite de las soluciones tipo breather de
mKdV cuando « tiende a 0.

Uk l=Uk+Ate, U l=UK+Atd,

-t t

50 100 150 200 50 100 150 200

Figura 2.7. Evolucién de la solucién por diferencias finitas (Az = 107 ') para diferentes At y My discretizaciones
(izda.) o M% (dcha.), desde un polo doble (regiones oscuras) a dos solitones independentes (regiones grises )

o un breather con baja oscilacién (regién a rayas). Los puntos grandes indican cuando L3 oscila abruptamente.

Este complejo escenario, donde tipos de soluciones estructuralmente diferentes se dis-
tinguen por el ligero cambio en la eleccién de los parametros o y 3, es capturado por el
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comportamiento de las aproximaciones producidas por los métodos de diferencias finitas.
Observamos los siguientes fenémenos:

a) La solucion polo doble se aproxima durante largos intervalos de tiempo usando
la discretizacion MzN en vez de usando la discretizacion Mll\T cuando el paso temporal
At ~ 0.02 es escogido (region oscura en Fig. (2.7)).

b) Después de alcanzar un tiempo de transicion, la forma del polo doble es atrapada
por las 6rbitas de dos solitones independientes cuando se emplea la discretizacion espacial
Mll\I o cuando se emplea la discretizacion MzN con un paso temporal demasiado pequeno
(region gris en Fig. . Un ejemplo de este cambio de fase se muestra en Fig. [2.6[ (b),
donde una discretizaciéon espacial M2N con At = 1072, provoca que la forma del polo doble
inicial sea capturada por dos solitones independientes con amplitudes g = 0.95 y 3 = 1.05.
Un comportamiento similar se habria obtenido para la discretizacion Mll\I con cualquier
paso temporal después de un intervalo de tiempo prudencial T" > 50.

¢) Cuando se usa la discretizacion espacial MzN junto con un paso temporal no muy
pequeno (At > 0.02), entonces la solucion polo doble original, después de atravesar la
forma de dos solitones independientes durante un corto periodo de tiempo, conduce a la
solucion breather con un pequeno parametro « (region a rayas en Fig. . Este salto sobre
la forma de la soluciéon es detectada al mismo tiempo por una discontinuidad de la energia
L3(U) como se muestra por la posicion de los puntos grandes en la derecha del diagrama
de Fig. El uso de una discretizacion Mll\I evita este comportamiento patolégico debido
a la conservacion intrinseca de la energia. Un ejemplo de la captura de la 6rbita de la
solucion con parametro a = 0.0982 se muestra en (a).

La conclusion de esta seccion sugiere que conservar la media £ y la energia L3 evita
que la solucién numérica del polo doble salte de la érbita del breather en el espacio de fases
de soluciones. Este comportamiento patologico es causado especialmente por el empleo de
la discretizacion Mlz\I junto con una eleccién tosca del paso temporal At. Por otra parte la
discretizacion para 1\/[2N garantiza buenos resultados para intervalos de tiempo mas largos
que Mll\I cuando se escoge un At suficientemente pequeno. Esto significa que la conservacion
de la norma discreta L9 es una propiedad importante a ser tenida en cuenta por un método
numeérico que reproduzca el comportamiento de la solucién para simulaciones a tiempos
largos.
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Capitulo 3

Breathers geométricos de la mKdV y
evolucion de curvas planas

And as I neared the end of my twenties,
I was finally able to take a breather.
H.Murakami "What I talk about when I talk about running”

Sumario.En este capitulo, nos apoyamos en las conclusiones de capitulo anterior, para,
usando el método pseudo-espectral, realizar simulaciones a tiempos largos, tomando como
datos iniciales las soluciones de media no nula de la ecuaciéon mKdV atractiva que hemos
encontrado, y que son especialmente adecuadas para describir la evolucion, bajo el flujo
geométrico de la mKdV, de perturbaciones localizadas a lo largo de curvas cerradas. Para
ello, caracterizamos estas soluciones de media no nula de la mKdV atractiva , que hemos
llamado b-breathers. Posteriormente, precisaremos la estabilidad de estas curvas cerradas,
lo que nos permitird centrarnos en la bisqueda de curvas iniciales cerradas para el flujo
geométrico dado por la mKdV atractiva. Con estas curvas iniciales realizamos simulaciones
a tiempos largos de la evoluciéon de perturbaciones localizadas que viajan a lo largo de un
circulo.

3.1. Introduccion

En este capitulo presentamos evidencias numeéricas sobre la existencia de una nueva
familia de soluciones de la ecuacién mKdV geométrica

Ok Ok 3,0k _

N =+ 953 + 2" 5. = 0. (3.1)

Esta ecuaciéon geométrica esta relacionada con la dada en (pag. l)mediante un factor
2 de conversion entre las soluciones de ambas ecuaciones. Si k(s,t) denota la curvatura
y s el parametro de longitud de arco, la anterior EDP es la ecuaciéon de evolucion de la

99
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curvatura del flujo geométrico de curvas planas z(s,t) = x(s,t) + iy(s,t) € C,

g‘z(s t)=(— zas(s t) — k(s t)? ) Z(s,t)
2(s,0) = zp, (3.2)

Como ya indicamos en la introduccién, este flujo geométrico fue introducido por primera
vez por R.Goldstein y D.Petrich en [GoP1].

En este capitulo nos dirigimos a la cuestion de encontrar soluciones de (3.1) que sean
la curvatura de curvas cerradas de (3.2)) y que también puedan generar autointersecciones
a partir de una curva inicialmente simple (ver figura pag. .

Los principales resultados de este capitulo son: la expresion explicita de las soluciones
de la mKdV atractiva, tipo breather de media no nula, obtenida mediante un método de
Hirota modificado (ver pég y mediante el método de scattering inverso (ver
y en concreto, la formula en pag por expresar de manera simple, una solucién
como el breather de media no nula). La teoria de existencia global del flujo geométrico de
la mKdV para datos iniciales suficientemente regulares (ver pag. . También varios
ejemplos de curvas con perturbaciones localizadas (ver pag. en especial desta-
camos aquellas perturbaciones que viajan, bajo el flujo de la mKdV atractiva, generando
autointersecciones que se crean y destruyen de manera periddica (ver y en pagl96]
y siguientes). Hasta donde tenemos noticia, esta es la primera vez que se obtienen curvas
con perturbaciones localizadas que, siendo inicialmente simples evolucionan bajo el flujo
geométrico de la mKdV creando y destruyendo autointersecciones de forma periddica
mientras viajan a lo largo de la curva. Durante esta evolucién, bajo el flujo geométrico
de la mKdV, se mantiene la topologia inicial de la curva como ya indicamos en la intro-
duccion (ver ﬁgl pag , por lo que como consecuencia de la conservacién del niimero
de vueltas (determinado por 1/27 f k(s,t)ds), no se crea un unico cruce a partir de la
curva inicialmente simple sino que siempre aparece un niimero par de autointersecciones
recorridas en sentidos inversos (ver figura |3.9| u pag.

El procedimiento mas directo para encontrar curvas cerradas simples de es buscar
ondas viajeras de mKdV que sean periddicas con integral sobre el periodo igual a
27, y tal que z se periddica. Esto se expone en el trabajo de [DoWe|, en donde los autores
también hablan de las soluciones breather (7)), obtenidas por M.Wadati en [W]. Nuestro
principal interés se centra en esta clase de soluciones, que estan definidas en toda la recta
real y cualitativamente describen paquetes de onda determinados por la amplitud de la
envolvente y la frecuencia de la onda portadora. Como ya hemos indicado, la clase de las
soluciones breather @ (pag. esté caracterizada por medio de cuatro parametros reales
(«, B, so, to), y que recordamos es
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k(s,t) = —2@’888 log (M) - 438 arctan (%) , (3.3)
5(t

con w = (s — s0) + 1t —to), v =als —s0) +8(t —to), ¥ = B(—F +3a?)
§ =a(a? - 3p%),y f,g dadas por

f(u) = cosh(u), (3.4)

o) = gsm (v _ arctan <§>> . (3.5)

En esta expresion hemos usado el pardmetro « para la frecuencia y 3 para la amplitud. Si
fijamos el parametro (3, se pueden considerar dos casos de interés.
El primero de los casos corresponde a escoger o > 3 o0 equivalentemente g < 1. De esta

forma las soluciones se pueden aproximar por

k(x,t) ~ 48 sech [Bx + t] cos {Ozm + dt — arctan (g)] . (3.6)

La segunda posibilidad es hacer tender o a cero. En este caso, la correspondiente solucién
se comporta, para tiempos grandes, como la superposiciéon de dos extremos diferenciados
(o jorobas), uno apuntando hacia arriba y otro hacia abajo. Esta solucion es la solucion
polo doble (pag. obtenida por M.Wadati et al. en [OW].

Observar que de , la solucién tiende a cero en el infinito y

+oo
/ k(2. t) da = 0. (3.7)

—0o0

Por tanto no es posible usar esta familia de soluciones como punto de partida para construir
curvas cerradas simples a partir de . Pero modificando el comportamiento en infinito
(en la variable espacial) de estas soluciones y convirtiéndolo en una constante diferente de
cero, podriamos modular el valor de la integral en un intervalo finito hasta conseguir
que sea igual a 27. Observar que cualquier constante b es una solucion particular de (3.1)).
De hecho, uno ingenuamente podria pensar que deberia existir una solucién construida
como superposiciéon de esta soluciéon trivial y la solucién breather. Este es el contenido
de las secciones [3.2.1 y B:2.2] en donde empleando el método de scattering inverso y un
método de Hirota modificado, respectivamente, somos capaces de encontrar explicitamente
las soluciones breather de la ecuacion mKdV atractiva que tienden a una constante
en infinito. Esta familia de soluciones contiene un parametro real extra b que proporciona
el valor asintético de la curvatura en infinito. Si para un valor de 3 fijo consideramos
como antes los dos casos limites o — oo, «a — 0, obtenemos correspondientemente una
constante més la funcién dada en o la solucién polo doble dada por o ,
respectivamente. Como consecuencia directa de esto, la integral en es infinita en estos
ejemplos.

Una cuestién natural es la existencia de las soluciones tipo breather periédico. La res-
puesta fue dada recientemente por P.Kevrekidis, A. Khare y A. Saxena en [KKST] y [KKS2].
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Desafortunadamente las soluciones que ellos obtienen son las andlogas a las soluciones de
M.Wadati, y éstas tienen media cero. Por tanto no pueden ser la curvatura de curvas ce-

rradas simples. Hasta donde sabemos, las soluciones tipo breather periédico de media no
nula son desconocidas. De hecho, no hemos sido capaces hasta ahora de encontrar solu-
ciones similares a las exhibidas en la seccion [3.2.1] o en la Proposicién [3.2.1] pero siendo
periodicas. Pensamos que esta es una cuestion interesante y que es muy posible que la
respuesta sea cierta. La razon para esta certeza la damos en la seccion (pag. , en
donde desarrollamos experimentos numéricos apuntando hacia una respuesta positiva de
la cuestion anterior.

En estos experimentos consideramos b-breathers con diferentes valores de la frecuen-
cia « y tratamos de obtener curvas cerradas a partir de estas curvaturas tipo breather,
empleando distintos métodos para lograr cerrar la curva inicial de forma diferenciable, co-
mo exponemos en [3.3.2] pagl88 Si a es mayor que 1, tenemos una curva formada por un
breather que viaja a lo largo de un circulo de radio ~ 1/b. Si 0 < « es més pequenio que un
cierto valor critico (menor que 1), la curva comienza a tener autointersecciones en la region
en la que el paquete de ondas esté soportado. De hecho, en el caso de la solucién polo
doble(i.e. a = 0), la curva (ver ﬁg pég tiene autointersecciones permanentes y es
inicialmente la superposicién de dos curvas. Una tiene la forma de dos lazos consecutivos
(tipo ocho) y la otra es un circulo. Esta curva en forma de ocho es consecuencia directa
del solapamiento de los dos extremos diferenciados (jorobas) de la curvatura a t = 0. Para
tiempos largos, esta curva con dos lazos consecutivos (tipo ocho) se desacopla en un par
lazo-antilazo que viaja a lo largo del circulo. Este caso limite (i.e. & = 0) sugiere estudiar
qué ocurre para valores de « cercanos al valor critico. Esto es lo que denominamos el caso
intermedio y lo desarrollaremos en la seccion (pég.. El hecho interesante es que
hay valores de « para los cuales las intersecciones de la curva aparecen y desaparecen a
intervalos periddicos de tiempo. Hasta donde sabemos, éste es el primer resultado conocido
en esta direcciéon. De hecho no tenemos noticia de ningtn resultado teérico o experimen-
tal sobre la existencia de curvas que, bajo el flujo de la mKdV, sean inicialmente curvas
cerradas simples y que desarrollen autointersecciones en tiempos posteriores. En este capi-
tulo también incluimos algunos experimentos de colisién de nuestras soluciones periddicas
breather construidas numéricamente. La conclusién como veremos, es de nuevo, que la
colisién es muy estable.

La estabilidad de nuestras simulaciones numéricas esta apoyada en el Teorema [3.2.1
(pég donde probamos que tenemos una teoria de existencia global para el problema
de valor inicial del flujo de curvas con datos iniciales suficientemente regulares y
periédicos. Esto nos permitird centrarnos en la construccién de curvas iniciales cerradas
a partir de las curvaturas (3.1)) y . Como veremos, los breathers son notablemente
estables numéricamente si, como hacemos en este trabajo, empleamos un método pseudo-
espectral.
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3.2. Resultados tedricos

En esta seccién exponemos los resultados tedricos que necesitaremos en nuestros ex-
perimentos numeéricos. En el primer resultado, presentamos dos formas independientes de
comprobar que los breathers con un valor constante en el infinito son soluciones de la
ecuacion mKdV atractiva.

La primera forma es una prueba constructiva, empleando el método de scattering in-
verso para potenciales que decaen asintéticamente como una constante b introducido por
T.Kawata y H.Inoue y que presentamos en los preliminares |[1.2] para construir explicita-
mente los breathers con un valor constante en el infinito. Hasta donde sabemos, la
construccién mediante el método de scattering inverso de este tipo de soluciones breathers
de soporte no acotado era desconocida.

La segunda forma es una prueba directa y alternativa, empleando el método de Hirota
[ASI p.201] para combinaciones de funciones trigonométricas e hiperbolicas, en vez de
funciones exponenciales con una eleccion adecuada de sus nimeros de onda. Consideramos
que esta prueba simplifica y clarifica el calculo de este tipo de soluciones con 3 parametros
libres (5 si contamos traslaciones en tiempo y espacio).

El segundo resultado teorico es una aplicacion directa de un trabajo de J.Bourgain |B, y en
él probamos que tenemos una teoria de existencia global para el PVI del flujo geométrico
de la mKdV con condiciones iniciales suficientemente diferenciables.

3.2.1. Obtencioén del solitéon y breather de la mKdV atractiva con valor
constante no trivial en infinito mediante el método de scattering
inverso.

Una vez que hemos explicado el método de scattering inverso a partir del trabajo de
T.Kawata y H.Inoue, nos proponemos ahora construir a partir del mismo las soluciones
soliton y breather de la ecuacion mKdV atractiva que toman un valor constante ”b”, en la
frontera del dominio de definicién (en nuestro caso R):

g 4 6uluy + Upgey =0, u—— b. (3.8)
T—F00

Esta solucién debera reducirse a las soluciones ya conocidas del solitén y breather de mKdV
atractiva cuando el pardmetro asintético b — 0. Para ello, recurrimos al método de scat-
tering inverso para potenciales que no se anulan en el borde del dominio de definicién, tal y
como fue desarrollado por T.Kawata y H.Inoue [IK| y como avanzamos en los preliminares
(pég, teoria que mejoraba el primer intento realizado por V.Zakharov y A.Shabat
[ZaS|] en los anos 70, tratando la ecuacién de Schréodinger no lineal bajo condiciones de
frontera no nulas.
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Ya sabemos que escogiendo ag = as = 0, a; = 2ib?, a3 = —4i, y r = —q, en la ecuacion
(11.22)) (péLg generamos la ecuacion mKdV atractiva. Por ello, primero, calculamos la
dependencia temporal de la matriz de scattering para el caso de la mKdV atractiva. A
partir de y fijando los valores ag = as = 0, a1 = 2ib?, a3 = —44, la evolucion
temporal es:

S1AGE) = S11(A,G0),  Sia(A, G E) = Sia(A, ¢ 0)e At
521()\’ Ca t) = S21(>\a C’ 0)e4iC(2>\2_b2)ta S22()\a Ca t) = 522(/\> C7 0)

Ahora, asumiendo que los de ceros de S11(A, (;0) en la region Im¢ > 0son (A,¢;), j=1,2
donde

G=\A2+8, =12, (3.9)

la ecuacion de Gelfand-Levitan ((1.34) para K (z,y)(andloga para K~) es

K+ (@) - () + Y0, (&) €9 — Hofa+y) (9)

SR y) S (8) @90y 4 [ K @) B +3) () dy =0,y > a.

(3.10)
donde : .
¢ = 50 = GIm(A)e B, .11
¢j = gm(&)e%(”? - (3.12)
m(\) = S21(A, 65 0) (3.13)

GRS GO)
Ahora, usando (1.36)), (1.38) y (3.13) obtenemos las siguientes relaciones para la mKdV
atractiva

(L5000 = Su(-1.0) (3.14)

m(—=X\) = m(X), (3.15)

donde A y —A\ estan en diferentes hojas de Riemann.
También usando ((1.38) y (1.39) obtenemos el comportamiento de m bajo conjugacion
compleja

m(=\*) = m(\)*. (3.16)

A partir de (3.14) concluimos que si A es un cero de S1; en una hoja de Riemann, entonces
—\ es también un cero de Si; en otra hoja de Riemann. Resolvemos ahora la ecuacién de
Gelfand-Levitan (3.10]) con las siguientes suposiciones:
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a.) la componente continua

H.(y;0) = 0. (3.17)

b.) Si1(A, ¢) tiene 2 x 2 ceros en la region I'm( > 0, especificamente, (A\;, () y (=, (),
7 =1,2 donde

G =N+ M=a+if, l=-)\=-a+ifl (3.18)

A partir de la ecuacion , tenemos que m(—A;) = m(}\;), y dado que \j, j—12 es un
ntmero complejo, m(A;), j=12 es también complejo y denotaremos su complejo conjugado
por m*. Sustituyendo la ecuacion y la distribucién de los ceros de Sp; dada por
(3.18) en las ecuaciones (3.10),(3.11)) y (3.12)), obtenemos

o |\ 4ici (222 b2yt
K*(z,y) " + 35 Somte €6 (1)
1 bm(X;)

L 2,2
; SAiG (A —b?)t

(3.19)

(93232
—iij(Aj)eMCJ(Q)‘j b2)t

. 2,2
A6 (227 b2yt

_ f;w K*(z,9) 2]2:1 ( ) eiCj(y+y’)dy/ —0.

bm(A;)

K+
Ahora, tomando una representacion de < ) como
K 2. (K; .
f(x’ v - ~J(x) ey, (3.20)
K22(x’y) j=1 KJ($)

Kii(z,y) Ki(z,y) Kz, y)  Kih(z,y)
Kt(z,y) =1 12 _ 22 12 7 391
(9) (Ki(x,y) Kz*z(x,y)> <—K1+2($,y) K2+2(95>Z/)> (3:21)

donde la tdltima igualdad se sigue de ([1.37)), lo que implica que

K\ K ) (3.22)
K3 —Kf

Ahora, reemplazando las ecuaciones (3.20) y (3.21)) en (3.19)), obtenemos el sistema

entonces

2 JERI(S RN 2 ~ (¢ +C)x -
Kj(z)+> 14 Kk(x)ajei(éw +> Kk(ac)ajei(éw + a;eS =,
(3.23)
~ 9 - R T(SRRINE: 2 WG+
Kj(z)+> 14 Kk(ac)ajei(chk) - > e Kk(x)ajei(chk) + a e =,
donde
iC 2_p2 P 2_32
aj = —’iij()\j)€4lgj(2)\j b )t, &j = bm()\j)e4ch(2)‘j b )t. (3.24)

Podemos reescribir el sistema (3.23)) de forma matricial como sigue:
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(E B> <K4> (A’)
Sl ==, (3.25)
B E)\K A

E=(E;p) 1 (3.26)
= ik) =0k +a y v = 1,4 .
! TG+ G
B = (By) e 1 (3.27)
= k) = Qi L,k = 1,4 .
’ 7i(¢ + Cr)
Definiendo el determinante de la matriz de coeficientes por
E B
A= ) (3.28)
-B F
- K y
y usando la descomposicion de P dada por la ecuacion (3.20)), podemos resolver el
21
sistema (|3.23)), para obtener
Ki(@,7) = — L (log A). (3.29)
2V 2dx

Introduciendo (3.29) en la expresion correspondiente de la ecuacion ((1.30) (ver pag. ,
llegamos finalmente a

d?(log A)

dz?
Ahora nos permite extraer soluciones tipo solitéon y tipo breather de la ecuacién
mKdV atractiva, como mostramos a continuacién.

u?(z,t) = b* + (3.30)

Solitén de la mKdV atractiva con valor constante no trivial en el infinito

Para comprobar la validez de la expresion , construiremos el caso més simple, i.e,
el caso j = 1 o caso soliton, el cual fue obtenido por vez primera por N.J. Zabusky(1967),
R.Hirota-J.Satsuma(1976) [HiS| y por Au-Yeung-Fung(1984) en [AuYF|, donde dieron una
expresion explicita para los solitones de la ecuaciéon mKdV atractiva con condiciones de
frontera no nulas, a partir de la ecuacién (|3.30)).

En el caso j = 1 consideramos 1x2 ceros de S11, como corresponde al par (A1, (1), (—A1, 1),
con A1 = i7, siendo 71 una constante real. El determinante A dado por , se reduce

a (donde (3 = i\/n? — b2, a1, a; estdn dadas por (3.24) y denotamos w = /n? — b2[—2x +
(207 + b)t))
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1 & 621'{11 a 621'{11
A = 12%1‘(1 1 QiCzl_C — (1 —mb_ w_ im,w 1— —mb__ow imgw
7 x ~ T x .
—ay 621‘411 1+ap 621.;1 2¢/nf b2 2 2¢/n7 —b? 2

(3.31)
Ahora en este caso del solitén, se puede comprobar directamente, a partir de la iden-
tidad (3.31) anterior que (como u es solucion de la mKdV, también lo es —u, por lo
que cambiamos sin pérdida de generalidad b — —b, (z,t) — (—z,—t), y denotando por

z=—w = /n? — b2[2z — 4(2n} + b)t])
u?(z,t) = b? + 88722 log(A)

_ 12 92 mb z __ im 2 mb z im ,z
= s (14 e - g ) (14 e+ )

2
(H_be\/n%itﬂ[?z4(2n%+b2)t]+p_ime n§b2[2z4(2n§+b2)t]+p>
n n
=|b+iZlog
ox P/ACIRY) s
<1+%em[2z4(2n§+b2)t]+p+ \/Te n§b2[2z4(2n§+b2)t]+p)
(3.32)

en donde escogemos p = lo M. De esta forma, la expresion para el soliton de la
g P g5 P ) p p

mKdV atractiva que tiende a una constante b en la frontera, es

(Hbe\/n%bQ[zw4(271%+b2)t]+p_i\/"%bze\/n%b2[2w4<2n%+b2m+p>
1 1
ui(x,t) =b+ la% log
(l—i-be
m

: 2 2
\/n%*b2[21*4(2n%+b2)t]+ﬂ+1\/"1*b e\/n%b2[2w4(2n%+b2)t]+ﬂ>

n1

PRD)
VAL 2 —b2[20—4(2n2 +b2)t]+p

=b+ 22 arctan 1
oz L4 b V/mE b2 2a—a2n2 +02)i] +p
n1

_ 2003 -1)
=0+ 2_p2 21 p2 ’
bEm cosh(\/'r]1 —b2[22—4(2nF+b2)t]+p)

(3.33)

donde el signo + en depende del signo de m(\;). Cuando b =0, se reduce al
soliton de la ecuaciéon mKdV atractiva.
De forma complementaria, hemos realizado un anélisis de los diagramas de fase que resultan
de la ecuacion mKdV atractiva con condiciones de contorno no nulas, y hemos encontrado
tres soluciones tipo soliton mas (ver Fig, modificando convenientemente el pardmetro
asintotico b en la ecuacion . Estas son

2 _ 12
_ 2(ni — b°)
b+ my cosh(\/n? — b2[4(20? + b2)t — 2] + p)’

ug(x,t) = —b (3.34)
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23 — %)

ug(x,t) =b— , 3.35
3(:1) —b 4 m cosh(y/n? — b2[4(2n3 + b2)t — 2x] + p) (3:35)

2 2 b2
wa(z,t) = —b+ (ni — b (3.36)

—b = ny cosh(y/n? — b2[4(2n2 + b2)t — 22] 4 p)



3.2. RESULTADOS TEORICOS 69

ui (x, 0O) uz (x, 0O)

: 0.0
0.8} b

[ —0. 2 ]
0.6 b

[ —_0. 4! ]
0.4/ ]

[ -0. 6" ]
0.2} ] [

0.8} b

0.0k : : : , L ‘ ‘ ‘ ‘

~15 _-10 -5 O 5 10 15 -15-10 -5 O 5 10 15

uz (x, 0) ug (x, 0O)
1.2F ]

0.0 X 1.0¢F ]
~0. 2} ] o sl 1
—0. 4} ] 0.6t 1
-0.6¢ ] 0.4 ]
—-0. 8} 1 0.2t ]
~1.0¢} ] 0.0 x

~15-10 -5 O 5 10 15 _1s-10 .5 0o 5 10 15

Figura 3.1. Graficas de los b-solitones (3.33)),(3.34)),(3.35) y (3.36) con 1 =1,p=0,b=0.12ent =0

Breather de la mKdV atractiva con valor constante no trivial en infinito

Volviendo al caso que nos interesa, i.e, cuando 7 = 1,2 y los 2 X 2 ceros de S1; estéan
dados por , vamos a mostrar, empleando el mismo procedimiento que hemos utilizado
para el b-soliton, que la solucion u? dada por ([3.30)) es realmente el cuadrado de un breather
tendiendo a la constante b en la frontera.

Para ello, primero probamos que comenzando a partir de , si hacemos b=0, recupe-
ramos el cuadrado de las soluciones breather de media nula dadas en -
(ver [W], M.Wadati,1973). Recordamos que las condiciones dadas por son

(>‘ja<j)a (—)\j,Cj), j:1,2 y Cj = )\? + b2, con )\1 =oa+ iﬂ, )\2 = —)\1< = —a+ Zﬁ
Procedemos como sigue: a partir de (3.28)), escribimos explicitamente el determinante A:
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1+a ei(C1+¢1)z a ei(C1+¢2)z a ei(C1+¢1)z a ei(¢1+¢2)x
56+ ViG+) VG G+
~ i(C1t¢o)w ~ ei(Cat(2)z et(C1+¢2)z ei(Ca+C2)z
G TR) I+ aSergy  “5are) 227 GTa)
A =
ei(C1+¢1)x ei(C1+¢2)x ~ eilC2t¢2)T ei(Ca+¢2)x
i (GExey “Wiar 1T RTGR 2iere)
_ilCitG)z ~ ei(C1+¢o)z _ ilCatla)z ~ ei(CatCo)z
R oe=ey M (ee=ey i ceerey M L (==ey
(3.37)
~ eilC1+C)z ei(C1+¢1)z ~ eilC1+ ) et(C1+C2)
1+a i(C1+¢1) R (SE=eY R (FE=e)) 4 5E+6)
ei(C1+¢1)x 1+a ei(¢1+¢1)x ei(C1+¢2)x ~ eilC1t¢2)x

BRI (SEEeY

R (FE=eY)

TG

aQ et(C1+¢2)z a ei(C1+¢2)z 1+a ei(Ca+C2)z a et(Ca+C2)z
25 +G) 275G+ 2T+ ) 25i(G+)
el te)z ~ eilC1+02)z _ilCeti)z ~ eilCa+ ()
R (FE=eY) Q256+ ) 925G 16) 1+a, i(C2+(2)

R (FE=e))

donde la ultima igualdad se sigue agrupando convenientemente la matriz. Ahora, usamos

(3.24) en la ultima expresion para el determinante A dada por (3.37) y escribimos el
determinante que resulta al escoger b = 0, es decir (si escogemos z1 = —2(—ia + )z +
(—y+id)t, zo=—2(iac + B)x — (v +i0)t, 23 = —20x + (—y +id)t)

—m-e*1

i(a+ifB)m-e?*3

1 D) 0 23
m-e?1 1 —i(a+if)m-e*3 0
A — 2 26
b=0 = 0 i(—a+if)m*e?3 1 —m*e*2
I 25 o 2 (3.38)
i(—a+iB)m*e*3 0 m*e?2 1
23 2

=det(1 + M(z,t) - M(x,t)) = det(1 +iM (x,t))det(1 —iM(x,t)),

donde

_meZi(a+iB)ac+(7'y+i6)t

i(a+iﬁ)me’261+(’7+i5)t )

— 2 20
M(l’,t) - (i(_a+i5)m*e2ﬁz(v+i6)t _m*e2i(—atif)z—(y+id)t
20 2

Ahora teniendo en cuenta que

det(l i M (z,t)) = 2e20 47+ {cosh(Qﬂx + oyt + ) £ i sin(20x + 6t + 1 — <Z>)} ;
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obtenemos

Ap—o = det(1L +iM(z,t))det(1 — iM (z,t))

m2e—4(—iatB)z+2(—v+id)t 4 (m*)2674(m+ﬁ>z72<v+i6)t man* e—4B8z—27t a?m(m*)e= 4Pz —27t

=1+ 1 1 2 252

+a4m2(m?62;4_8m_47t = 4e~WPr=2yt+20 {coshQ(QBa: +t—¢) + g—; sin?(2ax + 6t +1n — <75)}

= Re {det(1 — iM (2,t))}* + Im {det(1L — iM(z,t))}?,

(3.39)
en donde hemos escogido
0 ‘
o = L = ), = w/2. = 89607 - ), § = Sala? - 36°)

A partir de esta expresion, después de algunas manipulaciones, probamos que:

66722 log [46_453’;_27”% {coshQ(Qﬂx +t+ 1) + g—z sin? (20 + 8t + 1 — d))H

o (4BSech(26x+7t—w) [sin(2az+dt+¢)+(8/a) cos(2ax+0t+¢) tanh(2Bzx+yt—1))] ) 2 (3 40)
- 14+(8/a)? cos? (2ax+8t+d) Sech? (2Bx+vyt—1p) )

. 2
o ) Bsin(2az+dt+n—o¢)
- <287:c arctan [ a cosh(2Bz+~t+1)) }) ’

Asi, recuperamos, a partir de (3.30)), el cuadrado de la solucion breather de mKdV atrac-
tiva (3.3)-(3.5)) (M. Wadati|[W]/G.Lamb|Lal)

Bsin(20x + 6t +1— ¢) 1\
acosh(2Bz + ~t + 1) ] ) '

Antes de abordar el caso b # 0, hacemos algunas observaciones sobre las raices dadas en
(3.18]) v sobre la dependencia temporal en (3.24)):

expresamos (;, j—1,2 coOmo un nimero complejo, como sigue:

(13.40) = <—26 arctan [
ox

G =(a+iB)2+1% = a(a, B,b) +if(a, B,b),

(3.41)
C2 = \/(—OZ + Zﬁ)2 + b2 = _&(aaﬁa b) + Z’B(aaﬁa b)a
donde hemos considerado solo la region Im(¢ > 0, y
- 1 1 2a3
a(a, ,6, b) = \/(O[2 — ﬂQ + b2)2 + 4a2ﬁ2 COS(§ arCtan(m)), (342)
Bla, B,b) = v/(a? — 32 4 b2)2 + 40232 s.in(1 arctan(A)) (3.43)
Y 9y 2 a2 _ ﬂg + b2 9 .
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que verifican:

ala, B,b=0) = /a2 + % cos(arctan(

/B(OC?ﬁab =0)= \/msin(arctan( ) = Im(a+iB3) = 3.

Con (;, i = 1,2 definidas por (3.41]), la dependencia temporal dada por (3.24)), se reescribe
como sigue:

) = Re(a+ i) =«

Sl o

42(1(2>\% - b2) = _’7(047 ﬁa b) + ’L'S(Oé, ﬁv b)7

(3.44)
4i2(203 — b%) = (e, B,b) — id(av, 8,b),
donde de nuevo, hemos considerado la region Im¢{ >0y
F(ev, B,b) = 86(3a% — §?) — 1202, (3.45)
6(ar, B,b) = 8a(a? — 33%) — 12v%a, (3.46)
que verifica:
o, B, =0) = 88(30° — §%) =, (3.47)
5(ar, B,b=0) = 8a(a? — 36%) = 4. (3.48)

A raiz de estas observaciones podemos concluir, que en el caso b # 0, los parametros a;, 3
(del caso b = 0) se transforman en los nuevos parametros @, 5 Por tanto, a todos los
efectos, consideraremos en los proximos calculos los pardmetros &, 5 como nuestros nuevos
parametros libres «, 3, aunque mantendremos la notacién &, B, para evitar confusién.
Ahora reescribimos el determinante A con las anteriores observaciones sobre los ceros.
Primero ya hemos visto en las ecuaciones —, que dado que 28% arctan(%) =

‘ f
i-2log(£79), la solucion breather de la ecuacion mKdV atractiva cuando b = 0, esté
ox f+ig
dada por (3.3)-(F3)
50 S{det(1-iM (z,0))}

u(w,t) = 24 arctan [S‘E{det(lfiM(x,t))}]

o R{det(1—iM (1))} —iS{det(1—iM (2,0))}

= gy log [§R{det(l—iM(z,t))}—i—i%{det(l—iM(;r,t))}] (3.49)

Bsin(2az+dt+n—o¢)
acosh(2Bz+vt+) |

con v, d dadas por (3.47) y (3.48]) respectivamente. Asi, por lo que hemos visto en ([3.40)
y (3.39), el cuadrado de esta solucion puede ser escrito como

= 2% arctan {

S{det(1—iM(x 2
u?(w,t) = (28% arctan [‘&Z@%}_Z%Ex:%]) = 38—;2 log (det(1L + M - M))

(3.50)
= £ log (R {det(1 — iM(x, 1)} + S {det(1 — iM (z,))})
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Abordamos ahora el caso cuando b # 0. De forma intuitiva, si en el caso de dimensién
1 (que corresponde a tener 1 x 2 ceros de S11), es decir en el caso del b-soliton o soliton
con valor constante en infinito, somos capaces de descomponer el determinante A dado en
(3.31)) como producto de dos determinantes de matrices 1 x 1, en el caso de dimensién 2
(cuando St tiene 2 x 2 ceros) o caso del breather con valor constante en infinito, pensamos
que el determinante A dado en se ha de poder descomponer como producto de dos
determinantes de matrices 2 X 2.

Después de esta observacion y teniendo también en cuenta , comprobamos después
de algunos célculos, que la expresiéon equivalente para A dada en en el caso b # 0
es:

A = det ((]12332 — M — ZbN) : (ﬂ2x2 + iM — ’LbN))
= det(lloge — iM — ibN) det(lgge + iM — ibN)

= R {det(Nlagy — iM(x,t) — ibN (2,1))}* + S {det(logy — iM(x,t) — ibN (2, 1))},

(3.51)
donde
_me2i(@+iB)a+(—7+id)t i(&+i5)m67251+(*‘/+i5)t
1 0 2 24
Lozo = (0 1/ M(:L'vt) - i(fdJriB)m*e_Qaz_(:H'iS)t _mre2i(—a+iB)z—(3+id)t |’
23 2
(3.52)
me2i(&+i[§)m+~(—7y+iz§)t 7ime—2[§zj-(—&+i5)t
_ 2(a+iB) 206
N(I, t) - —im*e—2Bz—(7+id)t m*e2i(—a+iB)z—(3+ib)t
23 2(—a+if)

Por tanto, el cuadrado de u, dado por la ecuacion (3.30)) es:

u(z,t)? = b?

+-& log (?R{det(ll — iM (x,t) — ibN (2,1))}* + S {det(1 — iM (x,t) — ibN (z, t))}Q)

_ 5 R{det(1—iM (2,)—ibN (2,0))y—iS{det(1—iM (2,0)—ibN (z,))} ] ) 2
= (b +ig; 1og [%{det(l—iM(z,t)—ibN(x,t))}—f—i%{det(1—iM(;t,t)—z'bN(:c,t))}})

_ i) S{det(1—iM (z,t)—ibN
= (b + 25, arctan [m{det(l—iM(x,t)—ibN

=)

=

(3.53)
en donde hemos recurrido a la identidad entre las funciones arctan y log,
0 z 0 w—1iz
2— arctan(—) = i—1 . 3.54
oz ¢ an(w) "0 Og(w—i-iz) (3:54)
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Esta expresion para el cuadrado de la solucién u, nos da directamente la expresiéon matri-
cial para la solucion breather de la ecuacion mKdV con condiciones de frontera no nulas:

Y o .
w(at) = b+ 2.2 arctan | S 14t —iM(@,t) — ibN(x,1))}

Oz R{det(L — iM(x,t) — N (1))} |’ (3.:55)

con las matrices 1, N(x,t) y M(z,t) dadas por (3.52).

La expresion explicita para la solucién breather de la ecuacion mKdV con condiciones
de frontera no nulas, la obtenemos a partir de (3.55)), calculando primero el determinante
(escribimos m = |m|e'?):

det(1l — iM (z,t) — ibN(z, 1))

2 ~2|m|2 _ABr—25t b 2i(a+iB)z+(—F+id)t % ,2i(—a+iB)e—(7+id)t
1 1— _b aimi” o Bx—27t ;b 1 me " m*e i
+( d2+ﬁ2) 432 2 a+if + —a+if3

‘m2i(64if)a+(—F+id)t | sm* 2i(—atif)a—(F+id)t | bmI2 —4Bx . bBIm[* —4Bz—25t
tige +i15e Ti5€ a5

—14+(1— aziﬁ2)&i|ﬁzz|2€_45x_w + i%€2i(d+i5)x+(—’y+i5)t + imT*e%(—&—&-iB)x—(’y—&-iS)t

bam|?  4fr-—25t | _blm| —9fr-Ft( s~ oo~ L F 7 -5
Higgagm© o Taeme ) (asin(2ar +0t + ) ﬁcos(?ax+6t+¢())- |
3.56

Por tanto las partes real e imaginaria del determinante (3.56]) son (por coherencia con la
proxima seccion emplearemos la siguiente notacion):

iS[f(z,t) +ig(x,t)] = iS{det(1 — iM(x,t) — ibN(z,t))}
(3.57)
m L 2i(&+iB) -+ (—F+ib :m* _2i(—a—+if)z—(5+id .oba2im|2 _48r—27
21762( +if)z+(—F+ 6)t+1762( +if)z—(7+ 6)t+zme 43 2t

RIf(@,t) +ig(x, )] = R{det(1 — iM (z,1) = bN(w,1))} = 1+ (1 = ) E e da-211

+dg|fﬂl2 6*251*%(& sin(2ax + 6t + ¢) — 3 cos(2ax + ot + p)).
(3.58)

2
% las anteriores expresiones para las partes real

. _ b2 ~92
Ahora, definiendo e=2¥ = (1 — d2+52)a4|g; ’

e imaginaria se reducen a:

iS[f(z,t) +ig(z,t)] = 90— 2Bx—t—1)

(

O

\/(;Jig—Qg_zl)Qcos(Zda: + 0t + ¢) + (#@_Z)Q)(cosh@ﬁx + 4t + 1)) — sinh(26z + 3t + ¢))> )
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R[f(x,t) +1g(z,t)]

O

= 2¢~2Br—Ft—v <cosh(2ﬁ~:v +At+ ) + % sin(2ax 4 ot + ¢ — arctan(

av/a2+ 5202 ))> '

Asi, la expresion explicita para el b-breather o breather de la mKdV atractiva con valor
constante b en la frontera es:

0 (i) +iglw )]
) = b+ 2= arct , , 3.59
ulw 1) = b2 et ) ¥ ig(e, 1) (3.59)
S [f(z,) + gl )
et i 4 ) 4 et e ),
(3.60)

RIS (1) +ig(a, )]

Sl e

= cosh(20z + At 4 1) + W sin(2ax + 6t + ¢ — arctan(

av/a2+52—b2 >)
En el limite b — 0, (3.59) se reduce a la solucion breather de la mKdV atractiva dada en
(3-3))-(3.5) (ver|[W], salvo traslaciones en las variables de espacio y tiempo x,t e invariancia
por escala).

3.2.2. Obtencion del breather de la mKdV atractiva con valor constante
no trivial en infinito mediante el método de Hirota.

El método de Hirota, tal y como exponemos en el apéndice [A] (pag{l55)), es un método
ideado por R. Hirota para buscar soluciones especiales de EDPs. Las ideas bésicas del
método son

(i) Introducir una transformacion de la(s) variable(s) dependiente(s) para reducir la
ecuacion de evolucion a una ecuacién bilineal, cuadratica en la(s) variable(s) depen-
diente(s).

(ii) Introducir un desarrollo perturbativo en términos de exponenciales, con coeficientes
a determinar en la ecuaciéon bilineal.

(iii) Averiguar dichos coeficientes para obtener solucion de la ecuaciéon bilineal.

En esta seccion proponemos una modificaciéon de este método, empleando para ello un
desarrollo en términos de funciones trigonométricas e hiperbélicas con coeficientes por de-
terminar, en vez de el habitual desarrollo en términos de exponenciales. La ventaja de esta
modificacion se aprecia a la hora de buscar soluciones mas elaboradas, tipo el breather (o
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tipo 2-solitén) con valor constante en la frontera.

Para una mejor comparacién con la solucion breather de M. Wadati en [W]((3.3)-(3.5)), con-
sideramos, sin pérdida de generalidad, en vez de la ecuaciéon , una ligera modificacion
de la misma, expresamente:

ki + kgss + 6Kk, = 0. (3.61)
Proposicién 3.2.1. Definimos, para cualquier (o, 3,b, s0,t0) € R® tal que
a? + 3% — 4b* > 0, (3.62)

las funciones

23
@2+ 7 —47)

2b83
@2+ 5 — 47

flu)y=(1-1 ) cosh(u) — i sinh(u), (3.63)

8 o o
\/042—1—62—4628 ( a\/a2+ﬁ2—4b2+204\/a2—|—ﬁ2—4b2

con u = f(s — s0) +v(t —to), v = als—so)+(t—to), v = B(—5°+ 3a* — 60%),
§ = ala? - 36% - 6b2).

g(v) = in(v)+ ) cos(v), (3.64)

Entonces, la funcion ]

B —igo Ji(u)—l—ig(v) _ Qarc n Sf (u) + ig(v)]
k(s,t) =10 8slg<f(u)—ig(v)> b+ 27 arct <% _ ]> (3.65)

es una solucion de la ecuacion mKdV atractiva

ki + kgss + 6Kk = 0. (3.66)

Por simplicidad, llamaremos a estas soluciones b-breathers.

Demostracion. Siguiendo a [AS| p.201], consideramos, con b fijo, el ansatz

k(s,t) =b— 2888 log (g) , (3.67)
con G = f(u) +ig(v), F = f(u) —ig(v). Sustituyendo (3.67) en (3.66]), obtenemos la

siguiente ecuaciéon en F, G:

G- F[GF — GF, + GyssF — GFygs + 3G Fyy — 3GsFy + 6b2(G.F — GF})]
(3.68)
—3(GoF — GF,)[GoF + GFyy — 2G,F, — 2ib(GsF — GF,))] = 0.

Supongamos que f y g son soluciones complejas de las siguientes ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDOs en adelante) lineales:

Laqui f significa complejo conjugado de f.
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f//(u) = f(u)7 f(O) = an f/(()) = f(l)> Vu € Ra f07f6 € (Ca (369)

g"(v) = —g(v), 9(0) = go, ¢'(0) = gp, Yv €R, go,95 € C. (3.70)

Como tenemos cinco grados de libertad, («, 3, b, sg, to), la soluciéon general de ambas EDOs
y tendra en total cinco parametros libres (y no ocho como se podria deducir
en principio del hecho de que fo, f§, 90,9, € C), y esto lo traducimos en términos de las
constantes de integracion del problema, proponiendo una posible solucién de y

como sigue:

f(u) = (A+iB)cosh(u) + iBsinh(u), (3.71a)

g(v) = Csin(v) + (D + iE) cos(v), (3.71b)

donde A, B, C, D, E son las constantes de integracién del problema, dependientes de
(a, B, b, sp, tg). Para proponer estas soluciones tenemos en cuenta que tanto f como g se han
de reducir a las funciones cosh(u) y gsin(v — arctan (g)) cuando el pardmetro asintotico
b = 0. Esto descarta varias opciones. El resto de alternativas para distribuir las cinco
constantes en (3.71a}) y (3.71b)) se consiguen moviendo adecuadamente las traslaciones en

espacio y tiempo sg, tg. Pasamos ahora a determinar las constantes A, B, C, D, E. Para

ello introducimos G = f +igy F = f(u) —ig(v) en (3.68):

(f +i9)(f = i@)[(fe +ige)(f —ig) — (f +1i9)(fs — iGe) + (fsss + igsss) (f — i9)

—(f +i9)(fsss — iGsss) + 3(fs +igs) (fss = 1Gss) = 3(fss + igss)(fs — is)

+6b7 ((fs +1gs)(f —ig) — (f +1i9)(fs — igs))]

=3 ((fs +1i9s)(f —19) — (f +ig)(fs — igs)) [(fos +igss) (f —19) + (f +ig)(fos — iFss)
=2(fs +igs) (fs — igs) — 2ib ((fs +igs)(f — ig) — (f +ig)(fs — igs))].

Desarrollando, obtenemos
(IfP+19P +i(fg— fa)ffe = FFe+ 39— 93e +i(Fge — f1d — feg + FGu) + [ foss — [ Foss +

ggss§ — 9Jsss T i(fgsss - fsssg - f_.sssg :i‘ fgsss)7+ g(fssfs - fssf_'s + gﬁsgs - gssgs):i‘
37;(fssgs — fsGss — fsGss + fssgs) + 6b2(ffs — ffs+399s — ggs) + 6ib2(fgs — fsg— fsg+ fgs)]

=3(ffs = ffs+39s — 99s +i(fgs — fsg — Fsg + [3s)) [ fss + [ fss + G9ss + 9Fss + i (fgss +
fssgi_ fGss — fssg) - ﬂfs|2 + |gs‘2 + i(fsgs - fsg_s)) - 2Zb(ffs — ffs+399s — 99s
+i(fgs + fgs - fsg - fsg))] =0.

Teniendo ahora en cuenta que f(u) = f(8s + ~t) and g(v) = g(as + dt), reescribimos la
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anterior ecuacion:
(1 + 191> +i(fg = NN F =L T + 839" — 895" +i(6fd —~f'g—~Fg+0f7)
+33F " =B +adgg" —aleg” i fg" = B3 g - B F g+t fg")
+3(B3f ' = BfF + g g — aPg'g) + 3i(aB?f g — BaPf'g — Ba*fg" + a*Bf"F)
+602(Bff' = BFF + gy’ — agd) + 6ib*(afg' — Bf'g— Bf'g+ afy)
=3(Bff' = BIF +agd —agq +ilafg —Bf'G—Bf'g+afgNB*ff" + ] +a’gg"
+a’gg” +i(a’fg" + B2f g - a*fg" — B f"9) — 2| f'* + Pl | +iaB(f'g — ['9))
—2ib (Bff' = BfF + agg’ — agg' +i(afg +afg — Bf'g—Bf'g))] =0.

Sustituyendo las derivadas de f y g dadas en y (B-70), podemos agrupar los términos

anteriores como sigue

(IFI2+191* +i(fg — f3)) - [Pa1(w) + hiz(u,v) + hi3(v)]
=3B(f'f—=ff)+alg'g—97) +ia(fg + [7) —iB(f'g— ['g)) - [ha1(u) + haa(u,v)
+haz(v)] = 0,

(3.72)
donde

hii(u) = (v +46° + 6L28)(f'f — ff'),

hia(u,v) = ig' f(§ — a3 + 3aB? + 6b%a) +ig f(§ — o + 3232 + 6b%)

—if'g(y + B = 3023 4+ 6b°B) — i f g(y + 8* — 30?3 + 6b°3),

hi3(v) = (0 — 4a® + 6b%a)(g'g — 97'),

hai(u) = =2B°(|f'|* — [ f1*) + 268(f'f = £ ),

haa(u,v) = i(6% — &®)(gf — gf) — 2iaB(f'g' — ') — 2b(ald'f + f3') = B(f'g+9.),

haz(v) = —202(|g'|* + |g[?) + 2ba(g'g — 97').

(3.73)

Por tanto, para satisfacer (3.72))(y por tanto (3.66|)), debemos cancelar cada uno de los dos
corchetes, con términos s6lo en la variable u, s6lo en la variable v y términos mixtos en

(u,v), que aparecen en la ecuacion. Para ello, podemos hacer hjo(u,v) = 0, sin mas que
escoger las velocidades v y § como sigue

v =B(—F%+3a% —6b%), §=a(a® - 367 —6b°). (3.74)
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Con esta eleccion e imponiendo las tres condiciones siguientes, para cada u,v € R satis-
farfamos (3.72]) y por tanto (3.66):

hi1(u) + hiz(v) =0,
ho1 (u) =+ h23(v) =0, (3.75)

h22 (’LL, U) = 0,

esto es,

(52 = a®)(gf = gf) = 2iaB(f'g' = f'g")) — 2balg'f + fg') + 208(f'g + gf') = 0, (3.76)

=B = 1F17) = (191> + |gl*) +bB(f'f = [ ) +ibalg'g —9g) =0,  (3.77)

BUf—fF)—aldg—gd)=0. (3.78)

Veamos bajo qué condiciones se satisfacen (3.76)), (3.77) y (3.78)).

Analizamos separadamente cada uno de los cuatro sumandos de

B.76) = i(B* — a*)(g9f — gf) — 2iaB(f'g — f'g')) — 2balg'f + f7') + 20B(f'g + gf') = 0.

(i1) (6% —a®)(gf —f)
=i(8% — a?){[Csin(v) + (D +iE) cos(v)][(A — iB) cosh(u) — iB sinh(u)]

—[Csin(v) + (D — iE) cos(v)][(A + iB) cosh(u) + iBsinh(u)]}
=i(8% — a?){C[(A — iB) — (A + iB)]sin(v) cosh(u) — 2i BC'sin(v) sinh(u)

+[(A—iB)(D +iFE) — (D —iE)(A + iB)] cos(v) cosh(u)
—iB[(D —iE) + (D + iE)] cos(v) sinh(u) }

= i(8% — a?){—2iBC'sin(v) cosh(u) — 2i BC sin(v) sinh(u)
+2i(AE — DB) cos(v) cosh(u) — 2i BD cos(v) sinh(u)}

= 2(3? — a?){BC'sin(v) cosh(u) + BC'sin(v) sinh(u) — (AE — DB) cos(v) cosh(u)
+BD cos(v) sinh(u)}.
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(i.2) —2iaf(f'g — f'9)

= —2iaB{[C cos(v) — (D + iE)sin(v)][(A — iB) sinh(u) — iB cosh(u)]
—[C cos(v) — (D — iE) sin(v)][(A + iB) sinh(u) + B cosh(u)]}

= —2iaB{C[(A — iB) — (A + iB)] cos(v) sinh(u)

+[(A+iB)(D —iE) — (D +iE)(A — iB)] sinh(u) sin(v) — 2¢ BC cosh(u) cos(v)

(3.79)

+2iBD cosh(u) sin(v) }
— —2ia{—2iBC cos(v) sinh(u) + 2i[BD — AE] sinh(u) sin(v)
—2iBC cos(v) cosh(u) + 2iBD cosh(u) sin(v)}
— 4a8{~BC cos(v) sinh(u) + (BD — AE)sinh(u) sin(v) — BC cos(v) cosh(u)
+BD cosh(u) sin(v)}.

(1.3) —2baly'f+ f7)

= —2ba{[C cos(v) — (D + iE) sin(v)][(A — iB) cosh(u) — i B sinh(u)]

+[C cos(v) — (D — iE) sin(v)][(A + iB) cosh(u) + iB sinh(u)]}

= 2ba{[C[(A — iB) + (A + iB)] cosh(u) cos(v) + 0 - sinh(x) cos(v) s

—[(D+iE)(A—iB)+ (D —iE)(A+ iB)] cosh(u) sin(v)
+iB[(D 4+ iE) — (D — iFE)] sinh(u) sin(v) }
= —4ba{ AC cos(v) cosh(u) + 0 - cos(v) sinh(u) — (AD + EB) sin(v) cosh(u)

—BFE'sin(v) sinh(u)}.
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(i4) +2b8(f'g+gf")

= 208{[C'sin(v) + (D — iE) cos(v)][(A + iB) sinh(u) + iB cosh(u)]

+[Csin(v) + (D + iE) cos(v)][(A — iB) sinh(u) — iB cosh(u)]}

= 2B3{C[(A+iB) + (A — iB)] sin(v) sinh(u) + 0 - sin(v) cosh () .
+[(D —iE)(A+iB) + (D +iE)(A — iB)] cos(v) sinh(u)

+iB[(D — iE) + (D + iE)] cos(v) cosh(u) }

= 4bB{AC sin(v) sinh(u) + 0 - sin(v) cosh(u) — (AD + EB) cos(v) sinh(u)

+EB cos(v) cosh(u)}.

(ii) Condicion (3.77)). Sustituyendo (3.71al) y (3.71b)) en (3.77)), obtenemos

=B P = If1?) = 2(Ig'P* + 1g1*) +bB(f' f — £ ') +ibalg'g — 97')

= —B?{[(A +iB) sinh(u) + iB cosh(u)][(A — iB) sinh(u) — i B cosh(u)]

~[(A 4 iB) cosh(u) + iBsinh(u)][(A — iB) cosh(u) — i B sinh(u)]}

—a2{[C cos(v) — (D +iE) sin(v)][C cos(v) — (D — iE) sin(v)]

~[Csin(v) + (D + iE) cos(v)][C'sin(v) + (D — iE) cos(v)] + ib(2i)(BAB — aCE)

= —B*{(A+iB)(A — iB)(sinh?(u) — cosh?(u)) + B?(cosh?(u) — sinh?(u))}
—a2{C?%(sin?(v) + cos?(v)) + (D +iE)(D — iE)(sin?(v) + cos?(v))} — 2b(BAB — aCE)
= —32(—(A% + B?) + B?) — o*(C? + D? + E?) — 2b(BAB — aCE)

= 3242 — o%(C? + D% + E?) — 2b(BAB — aCE) = 0.
(3.82)



82 CAPITULO 3. BREATHERS GEOMETRICOS DE LA MKDV

(iii) Condicion (3.78]). Sustituyendo (3.71al) y (3.71b]) en (3.78)), obtenemos lo siguiente

BU'F=1F) —aldd - 97')

= B{[(A +iB)sinh(u) + iB cosh(u)][(A — iB) cosh(u) — i B sinh(u)]

—[(A +iB) cosh(u) + iBsinh(u)][(A — iB) sinh(u) — i B cosh(u)]}

—af[C cos(v) — (D + iE) sin(v)][C'sin(v) + (D — iE) cos(v)]

—[Csin(v) + (D + iE) cos(v)][C cos(v) — (D — iE) sin(v)]} (3.83)

= 3{iB(A + iB)(cosh?(u) — sinh®(u)) + iB(A — iB)(cosh®(u) — sinh*(u)) }

—a {C(D —iE)(cos?(v) + sin(v)) — C(D + iE)(cos?(v) + sin2(v)) }

= iBB{A+iB+ A—iB} —aC{D —iE - D —iE}

= 2i(BAB + aCE) = 0.

Una vez calculados los cuatro sumandos (iii.1), (iii.2), (iii.3), (iii.4) de (3.76), agru-
1]))111;2: ;?21;1;?&0081:1111(11&&(63: Z sinh(u) cos(v), sinh(u) sin(v), cosh(u) cos(v), cosh(u)sin(v).

sinh(u) cos(v)[—4aBBC + 2(3% — a®)BD + 4b3(AD + EB)|

+sinh(u) sin(v)[4aB(BD — AE) + 2(3? — a?)BC + 4baBE + 4b3AC)|

(3.84)
+ cosh(u) cos(v)[—~4aBBC — 2(5% — a?)(AE — BD) — 4ba AC + 4b3BE]
+ cosh(u) sin(v)[4aBBD + 2(3% — a?)BC + 4ba(AD + BE)] = 0.
Anulando los coeficientes de cada uno de los pares de funciones
sinh(u) cos(v), sinh(u)sin(v), cosh(u) cos(v), cosh(u)sin(v),
satisfacemos (3.84]) y obtenemos el sistema siguiente:
— 4aBC +2(6% — o*)BD + 4b3(AD + EB) = 0, (3.85)
4aB(BD — AE) + 2(8* — a*)BC + 4baBE + 4b3AC = 0, (3.86)
— 4aBBC — 2(f% — o®)(AE — BD) — 4ba AC + 4b3BE = 0, (3.87)
4aBBD + 2(3* — a*)BC + 4ba(AD + BE) = 0. (3.88)

Manipulando las anteriores ecuaciones, obtenemos un sistema equivalente que puede ser
resuelto, como vemos a continuacién



3.2. RESULTADOS TEORICOS 83

(3:85) — (B.86) = 2(8* — o*)AE + 4ba AC + 4bBAD = 0,
(3-87) — B-88) = —4aBAE — 4baAD + 4bBAC = 0,

es decir

(8% — a®)E + 2baC + 203D = 0,
(3.89)
—afE —baD + b3C = 0.

En forma matricial, (3.89) se escribe como

(26% 31;5)[) <lc;) _ (_(BZEEQQ)E) (3.90)

que podemos resolver en funcién de la constante F, obteniendo

ba(a? — 3?) + QbQﬁQE _ gE7 (3.91)

¢= 202(a? + 32) 2b

bO(D° —a®) +2be’ 6 g (3.92)

26%(a? + 32) 2b

Volviendo a las condiciones (3.83) y (3.82))

BAB 4+ aCE =0, (3.93)
beta’A% — o*(C? + D? + E?) — 2b(BAB — aCE) = 0, (3.94)
podemos despejar BAB = —aC'E y sustituir en (3.94]) para obtener

D=-—

B3*A% — o*(C* + D* + E?) + 4baCE = 0. (3.95)
Sustituyendo ahora (3.91)) y (3.92)) en (3.95)), obtenemos

B2A? — a?(C? + D? 4+ E?) 4 4baCE = 0,
ﬁ2A2—Cl2 (4b2+4§72 —|—1) E2—|—4baaE2—0 (396)

/BQAQ 2(0[2_11_522 4b2)E2 O

De esta forma, teniendo en cuenta la hipotesis a? + 3% — 4b%> > 0, obtenemos el valor de la
constante E en funciéon de la constante A,

23
A
ar/a? + (32 — 4b2

Sustituyendo (3.97)) en (3.91)), (3.92) v (3.93)), obtenemos las constantes

E==+

(3.97)
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2 +
C=F=dt- b A= b A (3.98)
2b 2ba1/a2+/62_4b2 Oé2+,62—4b2
2b 2
pe-Pp_2 b A= i A, (3.99)
2b 2b a\/a2 + 32 — 4b? ay/a? + 52 — 4b2
CE 2
p-_aCE_ TN (3.100)

B A Q243242
Por tanto, escogiendo el signo superior en todas las constantes y sustituyéndolas en ([3.71a))
v (3.71b)), obtenemos finalmente

, 200 . 203 .
flu)y=A(1 - Z(oﬂ yTRTEy ) cosh(u) —iA (o 1) sinh(u), (3.101)
glv) =A b sin(v) + A(— 7 +1 200 ) cos(v).
NCEE T SR o eyl P
(3.102)
O

Figura 3.2. lzda. corresponde a la solucién breather (3.63)), (3.64), (3.65) con « = 7,8 = 1,b = 0.3 en
t = 0. Dcha. corresponde a la solucién polo doble (3.103]) con 5 =1, b=0.3 ent =5.

Si hacemos b = 0 en (3.63), (3.64), (3.65), obtenemos (3.3), la ya conocida solucién
breather de la ecuacion mKdV atractiva(ver [W] y [Lal, pag.139). Si en (3.63)-(3.65) hace-
mos la traslaciéon v = v—arctan(g
de la solucion polo doble obtenida por M.Wadati et al. [OW], que posee un valor de frontera

) y tomamos el limite & — 0, obtenemos la generalizacion

no nulo en el infinito. La formula explicita es

= 9 arctan G(s, )
K(s 1) = b+ 2 arct (F(s,t)> : (3.103)
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Gty = LE=3F 200 2B (s (5P682)0)) +simh(B(s— (- 68D)0))),

JR - P

2b(1 — B(s — 3(B% + 2b°)t))
V3% — 4p? '

Si hacemos b = 0, y desarrollamos las derivadas, obtenemos la expresion equivalente ([2.9)

(pagld5).

F(s,t) = cosh(B(s — (8% + 6b%)t) —

3.2.3. Teoria de existencia global del flujo geométrico de la mKdV para
soluciones regulares

En esta seccién resolvemos el PVI para curvas cerradas que son suficientemente
regulares. Este resultado estd basado en uno previo sobre dado por J.Bourgain en [B].
Recordar en este punto que las soluciones breather también aparecieron en el estudio del
PVI de la ecuacion mKdV como contraejemplo a la dependencia continua de parametros
(ver [KePV1]) en espacios de funciones de baja regularidad. La estabilidad para intervalos
de tiempo largos es mucho mas delicada. De hecho, aunque hay abundante literatura sobre
la estabilidad para todo tiempo de las soluciones en forma de onda viajera para en la
recta real(ver |Z]), nada se conoce en el caso de las soluciones breather. La situacion para
las soluciones periodicas es incluso peor, por que la estabilidad orbital de las soluciones
tipo onda viajera ha sido obtenida s6lo muy recientemente(ver [An2]).

Por simplicidad asumiremos que la curva es 27 peridédica y por tanto su longitud total es
2m. Recordamos, para posteriores referencias, que usando las ecuaciones de Frenet

ts = kn,
(3.104)
n, = —kt.

donde (t,n) son respectivamente, el tangente y el normal a la curva, y entendiendo z como
un namero complejo z(s,t) = z(s,t) + iy(s,t), (3.2) puede ser reescrita como,

Zt(S,t) = —Zsss T %’235287
z(s,0) = zo, z(s 4+ 2m,0) = z(s,0), (3.105)
|z|% = 1.

Dado r > 0 definimos el espacio de Sobolev H"(T) como el conjunto de las funciones

27-periodicas f(s) = > 272 a;je® tales que
o0
2 .
Il = > A+ 5y < oc.
j=—oo

Tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 3.2.1. [PVI para z| Sea zo(s) una curva cerrada en el plano, y ko(s) € H"(T)
conr >1/2, s € T =10,2n], su curvatura. Entonces existe T > 0, con T = 7(||ko|| g1/2) ¥
una unica solucion z = z(s,t) de

21(s,t) = (=iks(s,t) — 5k(s,1)%)zs(s, )
2(s,0) = 20 z(s+2m,0) = 2(s,0), (3.106)
|28|2 =1

tal que z € C([0,7] : H™™2) . Ademds z es una funcion 2n-periddica y si v > 1, la solucion
puede ser extendida para todo tiempo t > 0.

Demostracion. A partir de la suposicion ky € H"(T) podemos usar el resultado probado

en [B]. Por tanto existe una tinica solucion k(s,t) € C(H"(T); [0, 7]) para r > 3 del PVL

k ksss §k'zk‘s = 07

L¥ Fass (3.107)
k:(s, O) = k‘o.

Esta solucién es 2w-periddica, y puede ser extendida para todo tiempo ¢ > 0 si r > 1.
Ademés

2 27
/0 k(s, ) ds = /0 ko(s) ds = 2r. (3.108)

Para construir z necesitamos primero z;. Usando notacion compleja es suficiente con re-
solver la EDO que procede de las ecuamones de Frenet (3.104), zss(s,t) = ik(s,t)zs(s,t).
Esto nos da zs(s,t) = z5(0,t)e i Jo k(s t)ds’ , V por tanto zs es 2m-periodica. A partir de aqui,
necesitamos calcular z5(0,t). Para obtenerla, derivaremos con respecto a s en para
conseguir z5(0,t) = —i(kss(0,t) + k3(0,1))25(0, ).

Asi, 25(0,t) = 25(0,0)e ’fo(kSS(Ot JHE ) qonde z,(0,0) = (20)5(0). Integrando z en
la variable s obtenemos por un calculo dlrecto que z(s,t) es una solucion de . Que-
da por probar que esta z es 2w-peridédica en la variable s. Para probarlo, miramos a las
curvas 2(s,t) = z(s + 2m,t), y llamamos k a las correspondientes curvaturas. Entonces 2
es una solucién de y k resuelve con k(s,0) = ko(s). A partir de la unicidad

conseguimos que k = k y como consecuencia Z = z, como queriamos. ]

3.3. Experimentos numéricos.

En [KKS1] y [KKS2| ya se probo la existencia de soluciones breathers periodicas que
generalizan las soluciones encontradas por M.Wadati. Desafortunadamente, como ya diji-
mos en la introduccién, estas soluciones son obtenidas siguiendo el ansatz dado en ,
de forma que éstas tienen media nula y por tanto no pueden ser la curvatura de una curva
cerrada. Una cuestion natural es si el ansatz que aparece en la Proposicion (o en
(3.59))) permite la existencia de soluciones periodicas no triviales. No hemos sido capaces
de responder a esta pregunta todavia, pero en esta seccién ideamos experimentos y presen-
tamos resultados numéricos que sugieren fuertemente que la respuesta debe ser positiva.
Estos experimentos numéricos los hemos disefiado como sigue. Si construimos las curvas
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con curvaturas dadas por las soluciones de la Proposicién escogiendo el parametro
b pequenio y por ejemplo 3 = 1 y a = 10, lo que obtenemos es un paquete de ondas
dado por viajando a lo largo de una curva que es basicamente un circulo de radio
1/b. Ya que las soluciones estéan definidas para todo s, la curva tendra eventualmente una
autointerseccion. De esta forma, obtenemos una curva cerrada que no seré necesariamente
diferenciable. Por tanto, algiin procedimiento extra debe ser ideado para "cerrar" la curva
de forma diferenciable.

3.3.1. Descripcion del método numérico.

Nuestro préoximo paso es la construccion de una solucion para ¢ > 0 del flujo de curvas

2 = —2gss + gz% (3.109)
cuya condicion inicial es una curva cerrada. Sabemos ya que el método pseudo-espectral de
colocacién es adecuado para aproximar soluciones tipo ondas viajeras y breathers de EDPs
mediante un conjunto manejable de armonicos [FW]. Las condiciones de cierre —
(3.120]) sobre z nos sugieren el uso de un sistema ortonormal de funciones exponenciales
complejas

. 2mg
) iw;s . .
{gb](s) =e }, con wj =

Sustituyendo en (3.109)) el desarrollo en serie de Fourier de la curva

+oo
s, t) = Y Zi()g5(s),
j=—00
teniendo en cuenta la ortogonalidad (¢;,¢;) = d; de las funciones periodicas ¢; en

L?([—7, 7)), y sus derivadas espaciales ¢’(s) = iw;¢;(s), y después, por la condicion de
finitud del esquema numérico pseudo-espectral, usando la versiéon truncada de esta serie
de Fourier, llegamos al sistema de EDOs siguiente

L7y =ilwdZ;+ 3V;], j=0,N-1 (3110)
Z(0) = Fzo,

donde V; = FVj, representa la transformada de Fourier discreta, de la version discretizada
del término no lineal V = 22.z;. La curva en el instante inicial 2(s,0) estd reemplazada
por la serie truncada

N—-1
2(5,0)= Y 20t (3.111)
=0
donde los coeficientes de Fourier discretos Z ](-0) se calculan por una férmula de cuadratura

en los puntos equidistantes de colocacion s, = S; + w, k=0,N—-1, AS=5,—5],
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N—

,_.

S0 _ 1 .
2 = = 3 alsn 0)eT . (3.112)

k=0
La ventaja de esta aproximacién es que el valor de la solucién y sus derivadas espaciales
pueden ser aceleradas por el algoritmo de la FFT cuando se escogen N = 29 ¢ € N puntos

(aqui trabajaremos con ¢ = 9 y/o ¢ = 10). La integracion en tiempo se realiza por un
esquema explicito Runge-Kutta de orden 4(5) (3.113)), descrito en [HNW],

2D = 20 4 AtF(nat, 21V, (3.113)

donde L = 27 /b es la longitud del intervalo, At es el paso temporal, y F(nAt, Z(”)) es
)

la parte no lineal, que si escribimos Zj(n =X ](-n) + iffj(n), puede ser descompuesta en sus

partes real e imaginaria como sigue

7,8 j,88%*j,8s = Tj,88" j,8s 7,887 7,8 T j,8s
(3.114)
OF — 3 4§ [RAL -TR) +2X AR
Escogemos también € = 1078 como la tolerancia relativa y absoluta del integrador en

tiempo para comparar resultados y asegurar la validez de la aproximaciéon. Estos calculos
han sido ejecutados por una subrutina FORTRAN disponible en el almacén Netlib. La
norma L? de la curvatura k(s,t) de la curva z(s,t),

L
/ k(s,t)ds, (3.115)
L
se ha calculado para comprobar la estabilidad del método. Observar que esta magnitud
es una prueba muy exigente de la calidad de la evolucién, ya que involucra dos derivadas
sobre la curva, que es la cantidad sobre la que hacemos la evoluciéon. Por otra parte también
hemos evaluado la integral de la curvatura k(s,t),

1 /L

5 | ks t)ds (3.116)

para comprobar si el niimero de vueltas (3.116]) que da el vector tangente es conservado en
la evolucion.

3.3.2. Meétodos para obtener una curva inicial cerrada y diferenciable.

En esta seccion presentamos los métodos que hemos disenado para construir curvas
cerradas y diferenciables, usando como componentes basicos las soluciones curvatura tipo
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b-breather obtenidas en las secciones y (ver Proposicion [3.2.1)). Recordar que
trabajaremos con soluciones de la EDP geométrica

ki + ksss + gk?ks =0, (3.117)

en vez de . Por tanto multiplicaremos nuestras soluciones b-breather dadas en o}
por un factor dos. Nuestro objetivo es conseguir, como condicién inicial de nuestro
método numérico, definido en un intervalo espacial [0g, o1] a ser determinado, algunas
curvas cerradas muy préoximas a las curvas asociadas a nuestra curvatura b-breather de
la Proposicion [3:2.1] Para nuestros propdsitos numéricos, es mejor trabajar en el espacio
euclideo R? y usar como sistema de referencia ortonormal, el dado por el tangente y el
normal (t,n). Las ecuaciones correspondientes son las ecuaciones de Frenet en el plano,

dadas en ([3.104))

ts = kn
(3.118)
n, — —kt.

Como ya indicamos en los preliminares m (pag33)), para conseguir una curva cerrada y
diferenciable, las condiciones que deben ser satisfechas son

ag ag g
0 = 2(01,0) — 2(00,0) = / "t(s, 0)ds — </ " cos((s, 0))ds,/ " sin(6(s, 0))ds>
g0 g0 g0
(3.119)
o1
/ k(s',0)ds’ = 2, (3.120)
o0

es decir, la condicién significa que el vector tangente debe ser el mismo en los
puntos inicial y final de la curva y la condicion significa que la curva comienza y
termina en el mismo punto.
Sabemos que asintéticamente los b-breathers estdn proximos a la constante b. De
esta forma las correspondientes curvas estaran proximas a un circulo de radio %. Hay que
notar, sin embargo, que la curva asociada a la curvatura tipo b-breather dada en o}
, no sera una curva cerrada diferencialmente, ya que aunque fuera posible satisfacer
la condicién alargando el dominio de definicién, y por tanto consiguiendo que la
curva z valga lo mismo en los extremos del dominio, el vector tangente t sera distinto
en los extremos del dominio, ya que el término oscilante en la curvatura tipo b-breather
modifica el vector tangente haciendo que no se satisfaga la condicién . De esta forma
debemos idear métodos para cerrar diferencialmente nuestra curva inicial tipo b-breather.
A continuacion, presentamos estos métodos.

3.3.2.1 Meétodo con funciones meseta.

Primero, parametrizamos la curva por longitud de arco y trabajamos, no sobre la cur-
vatura, sino sobre la funcion dngulo 0(s,0) = fli k(s',0)ds' con [l1,l3] = [—7/b, 7/b], ya que
de forma natural nos garantiza que |z5(s,t)| = 1 para todo t. El objetivo es modificar con-
venientemente la funcion angulo 6(s, 0) para satisfacer las condiciones de cierre de la curva
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dadas por (3.119) y (3.120). Por tanto, primero seleccionamos un dominio [s;, ;| C [I1, {2]
en el cual 0(s;,0) + 60(sr,0) = 0. Después modificamos 6 anadiéndole la siguiente funcion
de corte diferenciable (que denominaremos en adelante también como funcién meseta)

0, s € [s1, A),
¢z’(8,A,B, Az) - eXp [%], S € (A, B)7 (3121)
0, s € (B, s,

donde seleccionamos [A, B] C [s,, si], obteniendo una nueva funcién angulo 6;(s,0) =
0(s,0) + 1(s, A, B, \1). Moviendo adecuadamente la pendiente A1 y el soporte [A, B] de
la funcién de corte 11, podemos conseguir que fsslr sin(61(s,0))ds ~ 0 (una precision de

alrededor 10710 sera suficiente para nuestros propésitos), pero ocurrira, que

Sr
/ cos(#1(s,0))ds # 0.
S1

Ahora, alargamos el dominio [s;, s,] para obtener uno nuevo [S;,S,|, consiguiendo que
01(Sy,0) — 601(51,0) = 2m. Seguidamente anadimos y restamos nuevas funciones de corte
diferenciables ¥y y %3 a la funcién édngulo 01, obteniendo una nueva funcién angulo 6s.
Repetimos el proceso con la funciéon 6, esto es, moviendo las pendientes y soportes de 1o
y 13 para conseguir finalmente que f;r cos(02(s,0))ds ~ 0. Una vez obtenida la funcion
angulo

92(8, 0) = (9(8, 0) + @Dl(S,A, B, )\1) — 1,[)2(5, A/, B/, )\2) + ¢3(8, A//, BU, )\3), (3122)

que nos permitira satisfacer las condiciones de cierre (3.119)) y (3.120)), construimos la curva
inicial

z(s,0) = (2(s,0),y(s,0)), (3.123)

con curvatura k(s,0) = %02(3, 0), resolviendo numéricamente el sistema

zs(s,0) = cos(b2(s,0)), =(S5;,0) = %,
ys(s,0) = sin(ba(s,0)), y(S;,0) =0, s €[S, Sy

Esto puede ser hecho facilmente con el software MATHEMATICA. Finalmente redefinimos

nuestro dominio inicial dado en (3.119)-(3.120) como [og, 1] = [S], Sy].

Comentar, por dltimo, que queremos evitar, para simulaciones con tiempo maximo
de ejecuciéon suficientemente largo, que las perturbaciones breather interaccionen con las
funciones meseta introducidas, ya que estas colisiones afectan de manera inelastica
a la evolucion (ver figura . Este caracter inelastico de las colisiones entre soluciones de
la mKdV y obstéaculos, fue descrito recientemente (también para KdV) por C.Mufioz en
[Muni] y [Mun2]. Por ello, dado que para mostrar la existencia de este tipo de soluciones
breather debemos recurrir a simulaciones a tiempos largos de ejecucion (para comprobar
que el breather no se dispersa en la evolucion), donde la perturbacion localizada tipo
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k (s, 0)

Breather «=2, =1

-30 -20 -10 10 20 30

Figura 3.3. lzquierda: curvatura resultante tras afiadir funciones meseta (el tamafio de las funciones meseta
estd aumentado para poder localizarlas). Derecha: curva con breather resultante a partir de la curvatura de la

izquierda, con parametros a =2, 8 =1,b = 0.05.

breather dé al menos una vuelta a la circunferencia de radio ~ 1/b y por tanto colisione
con las funciones meseta empleadas para cerrar la curva inicial, hemos recurrido a otros
métodos para disminuir primero, y eliminar después, la modificaciéon de la curvatura ori-
ginal mediante funciones "extranas", tipo meseta, para el flujo geométrico de la mKdV. A
continuacién presentamos estos métodos.

3.3.2.2 Meétodo con discontinuidad en la curvatura de la curva.

En este método, basicamente lo que hacemos es construir a trozos la curva, teniendo
en cuenta que asintéticamente la curvatura b-breather tiende a una constante no trivial b.
Para ello, primero imponemos la simetria par a la curvatura inicial , por medio de
una traslacion adecuada para eliminar la fase arctan(/3/«) y posteriormente considerar que
para un parametro asintético b suficientemente pequeno, los términos proporcionales a b,
se pueden despreciar y por tanto queda una curvatura aproximada en este régimen como
sigue

k(s,t) ~ 2 (b + 20, arctan (%)) )

(3.124)
§=a?—3p%—6b%, v =3a%— % — 6b°.

Fijamos b, «, [y definimos la variable angulo 6(s) a t = 0, de la siguiente forma.
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2{bs + 2 arctan[csoi:h((ogz)]}, |s| < so,
0(s) (3.125)
2b1(s — so) + /2, 50 <8 < S0+ ;-

Imponiendo que 6(—s) = —6(s), extendemos la definicion del dngulo  simétricamente
alrededor del origen, introduciendo los parametros sg y b1,

)
2b1(s + s9) — w/2, —so— ﬁ < 5 < —sg,

0(s) = { 2{bs + 2arctan[£;£(agz)]}, Is| < so, (3.126)

\2b1(s —80)+7/2, so<s<sg+ -

Una vez definido el angulo 6, determinamos los parametros sg, b; para obtener una curva
cerrada. Para ello, calculamos numéricamente el parametro sg, imponiendo que

sin(asg) T
0 =2{b 2arctan|————|} = —. 3.127
(s0) = 2(bso + 2aretan( > {20} = 7 (3.121)
Esto nos permite hallar el punto sg en el cual las tangentes a la curva son verticales,
formando un angulo de 7/2 con la horizontal. Una vez determinado el parametro s,

definimos el parametro b; como

by = (2 /080 cos[2{bs + 2 arctan[(mmds)l. (3.128)

Con esta definicién de by, cumplimos ya las condiciones de cierre de una curva dadas por

(3.119) y (3.120), ya que el caracter par de la curvatura nos permite satisfacer que (con
L =59+ ﬁ)

L
/ sin[f(s)]ds = 0, (3.129)

—L

y directamente también satisfacemos que f_LL k(s,0)ds = 2wy f_LL cos|f(s)]ds = 0. La cur-
va construida se puede ver en Figl3.5|(izquierda). Para valores normales de los parametros,
por ejemplo a = 2,5 = 1,b = 0.05, la discontinuidad en la curvatura |b — by| es del orden
de 1073. Este salto en la curvatura afecta a la evolucién del breather en la curva, como
se puede comprobar en la Fig[3.4l Ante esta circunstancia, decidimos eliminar cualquier
perturbacién en la curvatura, mediante la construcciéon de una curva inicial por reflexiéon
especular.
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AT=2x10"%, N=10, a=2 AT=2x105, N=10, a=7
Jkrs, t12-fk(s, 072 [ks, 112 ’ ’
0.06 16.67;
16. 66|
0.04 1lap
1lap
bob1 bob1 hob1 16651
0.02 bob1 bob1 bob1 bob1

16. 641

16. 63+
-0.02 16. 62|
bOb1 bOb1 bOb1
bob1 bob1 bob1 bOb1
-0.04 1lap 16.61r
1lap

16. 60 . . . . . . .

Figura 3.4. Izquierda y Derecha: Evolucién de la integral de la curvatura k(s, t)? —k(s,0)? y la integral de k(s, t)?
para distintas frecuencias «, siendo construida esta curvatura con una discontinuidad. Las lineas verticales b0b1
localizan la discontinuidad |b—b1| en la curvatura. El breather derecha tiene parametros a = 7,5 = 1,b = 0.055,

21% puntos en la

con so = 22.44 y la evolucién se ha realizado con un paso temporal At = 2 x 107° y
discretizacién espacial. El breather izquierda tiene parametros o = 2,8 = 1,b = 0.055 y la evolucién se ha
realizado con un paso temporal At = 2x 107° y 2!° puntos en la discretizacién espacial. La velocidad de ambos
breathers es |3a? — 3% — 6b%| y en este caso de frecuencia a = 2 y parametro sy = 39.27, nos permite localizar

dénde estan las discontinuidades en la curvatura.
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3.3.2.3 Método por reflexiéon especular de un segmento de curva.

Mediante este método construimos una curva inicial cerrada y diferenciable por reflex-
ion especular de un segmento de curva adecuado. El proceso es el siguiente: fijamos los
parametros de la curvatura b, «, (3 y definimos la variable angulo 6(s) por,

07 _250 <s< —50,

0(s) = ¢ 2{bs + 2 arctan[csoi:}s?gz)]}, Is| < so, (3.130)

0,50 < s < 2sp.
Calculamos numéricamente el pardmetro sg, imponiendo que

sin(asg) ,, _ ™
m]} =—_. (3.131)

0(so) = 2{bsp + 2 arctan]| 5
De esta forma, localizamos el parametro sg tal que el angulo del vector tangente a la

curva respecto a la horizontal es de 7/2. A partir de aqui construimos la curva inicial
2(s,0) = (["cos(6(s")ds’, [*sin(f(s')ds’)) por reflexion especular desde el ecuador del
circulo, es decir,

;

(.ZL‘(—S - 250)7 —y(—S - 280))7 _230 <s< S0,

Z(5>0) = (:L‘(S),y(s)), —50 < s < sp, (3'132)

(x(=s + 2s0), —y(—s+2s0)), so < s < 2sp.
\

La curva construida se puede ver en Figl3.5(derecha).

3.3.3. Ejemplos de evoluciéon de curvas cerradas por el flujo de mKdV.
3.3.3.1 Curva cerrada simple (o > 1).

En este ejemplo mostramos la existencia de curvas con perturbaciones localizadas tipo
breather con frecuencia o > 1, a partir de simulaciones a tiempos largos de la evoluciéon de
la curva inicial por medio del flujo geométrico de la mKdV. Mediante estas simulaciones
podemos comprobar como el breather mantiene su forma y no se dispersa, tanto cualitati-
vamente viendo como evoluciona la curva con la perturbacién breather, como cuantitati-
vamente por medio de la evoluciéon de la norma L? de la curvatura de la curva, que como
yva dijimos, es una prueba muy exigente de la simulacién, ya que involucra dos derivadas
sobre la curva, que es la cantidad sobre la que hacemos la evolucién.
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Figura 3.5. lzquierda: curva inicial breather construida con el método que provoca una discontinuidad en
la curvatura. El breather tiene pardmetros o = 2,3 = 1,b = 0.055. Derecha: curva inicial breather construida

por reflexién especular del semicirculo inferior con breather. El breather tiene los mismos parametros.

Hemos construido la curva inicial por medio de los tres métodos expuestos en Cuan-
do los valores de la frecuencia « del breather — (pagl76]) son mayores que 1, la
correspondiente curva inicial no tiene autointersecciones, y consiste en un breather sobre
un circulo de radio 1/b, como se puede ver a la derecha de la figura

Empleando el método que introduce funciones meseta en la curvatura breather —
, obtenemos la curva inicial cerrada con un breather, hacemos la evolucién temporal
y observamos que debido a que a > 1, la velocidad de la joroba del breather permite que
se desplace lo suficiente rapido como para interaccionar con las funciones meseta anadidas
a la curvatura. Esta interaccién provoca que la amplitud del breather aumente cada vez
que pasa a través de dichas mesetas, y perturba la evoluciéon del breather. Como ejemplo
de este comportamiento ver Fig

En vista de esto, recurrimos al método [3:3:2] que provoca una discontinuidad acotada
en la curvatura de la curva. Construyendo la curva inicial por este método, obtenemos la
curva que se puede ver a la izquierda de la figura 3.5 En la figura[3.4] vemos como el paso
de la perturbacion breather a través del salto |bg —b;| genera inestabilidades en la evolucion
de la norma L? de la curvatura. Esto nos lleva a emplear un método que no modifique la
curvatura inicial, como es el método por reflexiéon especular anteriormente expuesto.

La curva que se obtiene, en el caso de dos breathers simétricos con parametros o =
2,6 =1,b=0.055, se puede ver en la Figderecha). Una vez construida esta curva, la
introducimos como dato inicial en el flujo geométrico de la mKdV para hacer su
evolucion temporal. Como resultado tenemos dos breathers simétricos que viajan a lo largo
del circulo sin dispersarse. Esto se puede ver en las figuras[3.7y[3.8], en donde representamos
la evolucion de la curva a distintos tiempos (con paso temporal At = 2x1079) y la evolucién
de la integral de la curvatura k(s,t)? — k(s,0)? y la integral de la curvatura de esta curva,
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Figura 3.6. Efecto de la interaccién de un breather con parametros o = 2,3 = 1,b = 0.055 con una funcién
meseta introducida para cerrar la curva diferencialmente y localizada en s = 19.2116, siendo la velocidad del

breather |3a? — 3% — 6b?|, por lo que el tiempo que tardara en llegar a la meseta ¢ ~ % = 1.749.

que como ya indicamos en ([3.116)), nos determina el ntimero de vueltas que da el vector

tangente a lo largo del dominio de definicién. Para facilitar la interpretacion de las graficas
tanto en este ejemplo como en los siguientes, hemos introducido en algunas de ellas lineas
a trazos horizontales que nos dan una referencia de la magnitud de las oscilaciones.

3.3.3.2 Caso intermedio (0 < a < 1).

Cuando el parametro de frecuencia a en la solucién curvatura — (pég esta
entre 0 y 1, aparecen interesantes curvas con autointersecciones que se crean y destruyen a
intervalos periddicos en la evolucion de la curva inicial por el flujo geométrico de la mKdV,
como se puede ver en la figura Hasta donde sabemos, este es el primer resultado
conocido en esta direccién. En este experimento hemos construido la curva inicial mediante
el método que introduce funciones meseta (3.121)) en la curvatura. Empleamos el método
con funciones meseta, ya que en este caso en el que el parametro 0 < o < 1, el breather
no llega a interaccionar con las funciones meseta hasta un tiempo razonablemente largo,
con lo que tenemos suficiente tiempo para observar el fenémeno que nos interesa resaltar,
es decir, la creaciéon y destruccién de autointersecciones a lo largo de la evoluciéon bajo el
flujo geométrico de la mKdV . Dicho esto, para el método que recurre a funciones
meseta, hemos escogido como parametros del breather o = 0.8, b = 0.04, 3 = 1, y como
parametros del método para cerrar la curva: S; =,5, =, A =10,B = 17, \; = 24.7347, A’ =
—47.36, B' = —30.36, \o = 1815.11, A” = 35.24, B" = 52.24, \3 = 1815.11, y finalmente
tenemos como curvatura de la curva k(s,0) = %92(3,0), donde de nuevo 6, esta dado
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Figura 3.7. Curva simple. Perturbacién breather simétrica con « = 2,3 = 1,b = 0.02, viajando a lo largo de la
curvaent=0,3,6,9,12,14.175At, At =75 x 10~*.

L2—L2[O],AT:2X10’5, N=10, a=2 Ejk
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Figura 3.8. Curva simple. Izquierda: Evolucién de la integral de k(s,t)®> — k(s,0)? en el caso de la curva
especular. El breather tiene parametros @ = 2,8 = 1,b = 0.02 y la evolucién se ha realizado con un paso
temporal At = 2 x 107° y 2'° puntos en la discretizacién espacial. Derecha: evolucién de la integral de la

curvatura k(s,t), que representa el nimero de vueltas dado por el vector tangente a la curva.
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en (13.122). La evolucién temporal de esta curva inicial estd dada en la figura y se ha
realizado con un paso temporal At = 1 x 1074 y 29 puntos en la discretizacién espacial.
En la figura representamos las cantidades conservadas por la mKdV, dadas por la

90®

t=75 t =105 t =145

OO

Figura 3.9. Estado intermedio para curva con mesetas en ¢t = 0,27, 50, 75,105, 145AT, AT = 10At.
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Figura 3.10. Estado intermedio con mesetas :lzquierda, integral de k(s,t)® — k(s,0)%. Derecha, integral de
la curvatura k(s,t) (que nos da el n® de vueltas), ambas desde t = 0 a ¢t = 19000A¢. Estando localizada el

comienzo de la funcién meseta en s = 17.27, y siendo la velocidad del breather |3a® — 3% — 6b%|, la interaccién

del breather con la funcién meseta ocurrira a tiempo ¢ ~ ‘3(1253737_6%)2‘ = 18.97.

integral de k(s,t)? — k(s,0)? y por la integral de la curvatura k(s,t), que nos da el niimero
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de vueltas. Observar que en los instantes t = 27At y t = 145At de la evolucién de la curva
con o = 0.8, la curva no tiene ninguna autointersecciéon, y que en los tiempos anteriores y
posteriores las autointersecciones se crean y destruyen periédicamente.

3.3.3.3 Solucién polo doble (a = 0).

Este ejemplo tiene relaciéon con la solucién polo doble presentada en el capitulo ,
en el caso en que el parametro asintotico b = 0. De esta forma, mostramos una curva que
retiene las autointersecciones en su evolucién, tomando la forma de un par de lazos que se
separan uno de otro de manera logaritmica. Usaremos la expresion (pég como
punto de partida y procedemos como en el caso intermedio anterior.

Dado que en este caso la frecuencia o = 0, podemos construir la curva inicial por el
método que emplea funciones meseta, ya que la separacion entre los lazos es a velocidad log-
aritmica y en un tiempo razonablemente grande, los dos extremos diferenciados (jorobas)
no van a interaccionar con las funciones meseta introducidas para cerrar la curva. Nos
basta con mostrar que la curva retiene las autointersecciones en su evolucion.

En la construccién de la curva hemos escogido como parametros de la curvatura polo
doble b = 0.045, 3 = 1, y como parametros del método, S; =, S, =, A’ = —29.9066, B’ =
—19.9066, Ao = 784.93588, A” = 27.8851, B"” = 37.8851, A\3 = 784.93588, y finalmente co-
mo curvatura de la curva k(s,0) = %92(8, 0), donde de nuevo 03 esta dado en con
0(s,0) como en el caso anterior, y F,G estan dados por —.

Como la forma asintética de la solucion cuando t — +00 esta dada por la super-
posicion de la constante b mas un par soliton/antisoliton

Lsech(u_ 5+) _ 672
N N

con 0+ = Blog (65(52;322 )i% (8% + 2b2)t), esperamos asintoticamente un lazo y un antila-

zo viajando sobre el circulo, como la curva inducida por esta curvatura. Ademas, los lazos

k(s,t) =~ b+ sech(u —6_), u=pB(zx— (6% +6b°)t),

se separan logaritmicamente en tiempo, teniendo asintéticamente el mismo tamano.

Representamos las cantidades conservadas y que empleamos para ver la calidad de la
evolucion de la simulacién, por la integral de k(s,t)? — k(s,0)? y la integral de k(s,t) (ver
figura [3.11)). La evolucion de la curva estda dada en la figura y hemos empleado un

paso temporal At =1 x 10~ y 29 puntos en la discretizacion espacial.
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Figura 3.11. Polo doble construido con mesetas: integral de k(s,t)? — k(s,0)? e integral de la curvatura k(s, t)
del polo doble, desde ¢ = 0 a ¢ = 80000A.
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t = 1400 t = 1950 t = 3195

OO,

Figura 3.12. Lazo — antilazo sobre el circulo, a t = 0,300, 950, 1400, 1950, 3195AT, AT = 20At.

3.3.3.4 Colision.

En este ejemplo nos planteamos la pregunta natural de la colisién entre breathers, em-
pleando esta colisién para estudiar la estabilidad de este tipo de datos iniciales bajo el
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flujo geométrico de la mKdV . De esta forma, hemos tomado como curvatura inicial
la que resulta al anadir dos breathers — diferentes, uno con un parametro de
frecuencia mayor que el otro, lo que implica que una perturbaciéon breather se movera més
rapido que la otra sobre el circulo y terminaran colisionando en algiin momento.

Al igual que en el caso de frecuencia 0 < a < 1, presentamos los resultados obtenidos
cuando construimos las curvas iniciales mediante el método con funciones meseta.

Seleccionamos los siguientes parametros para los breathers: b = 0.0495, a; = 2.85, g =
2.35,6=1,29 = —1,tg = —1. Escogemos también los siguientes parametros para el método
de construccion de la curva: so = 55,81 = 3, 5 = —32.72495, S, = 34.8305,A =17,B =
20, A1 = 629.69974, A’ = —29.725, B’ = —18.725, \y = 338.7296297, A” = 20.8306, B" =
31.8306, A3 = 338.7296297.

Las diferentes frecuencias a; > ag implican que los breathers tendran diferentes velocidades
de grupo, lo que permitird que se produzcan colisiones entre las perturbaciones breather.
Las traslaciones x,ty aplicadas sobre uno de los b-breather, nos permitirdn separarlos
adecuadamente a ¢t = 0. La curvatura obtenida es,

k(s,0) = %92(3,0), donde

G 707b7 ) G(s— 77t 7b’ )
02(s,0) = 2 (bs + 2 arctan (W) + 2 arctan (ng_ig,—tg,b;;g;))

(3.133)
+¢1(57 Aa Ba >‘1) - 1/12(37 Ala B/) )‘2) + ¢3(S) A”a B”a )‘5)7

con F, G dados por (3.63))-(3.65).

Como podemos ver, la complejidad de la curvatura modificada se incrementa cuando se
tienen en cuenta diferentes breathers mas las correspondientes funciones meseta. A pesar
de esta complejidad, podemos realizar la evolucion de la curva, la integral de la diferencia
k(s,t)? — k(s,0)? y también la integral de la curvatura k(s,t), como podemos ver en las
figuras y En la evolucién hemos escogido un paso temporal At =1 x 1073 y 2°
puntos en la discretizacién espacial.

Hemos contrastado la evolucién de esta curva con breathers que colisionan, construida
empleando funciones meseta, con la evolucién de la curva con breathers con diferentes
velocidades, pero ahora construida con el método que modifica por partes la curvatura,
siendo la discontinuidad total de la curvatura del orden de |b—b;| ~ 5 x 1073, La construi-
mos por este método pues, a pesar de saber que la discontinuidad |b — b1| en la curvatura
afecta ligeramente a la evolucion de los breathers sobre la curva, nos interesa resaltar el
caracter elastico de las colisiones de los breathers sobre la curva.

Hemos escogido como parametros de los breathers oy = 2.35, as = 2.85, =1, b =0.045
y hemos introducido una traslaciéon para separar a t = 0 los breathers con frecuencia as
del breather con frecuencia a;. Notar que al ser ag > 1, los breathers colisionaran en
algiin instante, fenémeno que se puede comprobar en la figura Hemos empleado 210
puntos en la discretizacion espacial y hemos usado un paso temporal At = 1 x 107°. La
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t =155 t =175

= t =255
) | 200.

Figura 3.13. Colisién de breathers con frecuencias a; > a2 en una curva con mesetas, en los instantes ¢ =
0,155,175, 185,200, 255At.
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Figura 3.14. Caso de una colisién de breathers en una curva con mesetas: integral de k(s,t)? — k(s,0)? y k(s, t)
desde t = 0 hasta ¢t = 2000A¢.
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evolucion de la integral de k(s,t)? — k(s,0)? y la integral de la curvatura k(s,t), que nos
da el niimero de vueltas del vector tangente a la curva, se pueden ver en la figura
Las curvaturas empleadas para el método con mesetas y el método con una diferencia

t=185 =255

I
o
I ‘

=355 t =450 ¢ =550

Figura 3.15. Colisién de breathers sobre una curva con discontinuidad |b — bi| en la curvatura: evolucién
de la curva con tres breathers, dos con frecuencia a2 y uno con frecuencia a1, a2 > a1, en los instantes
t =0, t =185, t = 255, t = 355, t = 450, t = 550A¢.

|b — b1| en la curvatura estan indicadas en la figura
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Figura 3.16. Colisién de breathers sobre una curva con diferencia |b — b1 | en la curvatura: integral de k(s,t)? —
k(s,0)? e integral de k(s,0).
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Figura 3.17. Curvaturas en el caso de colisién: izquierda, curvatura construida con mesetas para los breathers
de Derecha, curvatura construida con salto |b — b1], para los breathers de




Capitulo 4

Regularidad de la ecuacion de

Gardner para datos en
H*(R), s> 1/4

Sumario. En este capitulo probamos que el problema de valor inicial de la ecuacion KdV
extendida (ecuacion de Gardner en adelante) estéa local y globalmente bien propuesto para
datos en H*(R), s > 1/4. Es decir demostramos la existencia, unicidad, persistencia y
dependencia continua del dato inicial para un intervalo temporal finito, cuyo tamano depende
de la norma H*(R), s > 1/4 del dato inicial. Gracias a este resultado local y a leyes de
conservacion probamos la existencia global en H*(R).

El estudio que hemos llevado a cabo de la versién geométrica de la ecuacién mKdV atrac-
tiva, buscando curvas cerradas en el plano con perturbaciones que viajan a lo largo de la
curva, nos llevd, como ya vimos en el capitulo |3] a buscar soluciones de la mKdV del tipo
una constante mas una funcién que decae exponencialmente en la variable espacial, cuando
ésta va a infinito, i.e. funciones de norma H'(R) acotada.

En este capitulo vamos a probar que el problema de valor inicial para la ecuacion de Gard-
ner, que verifican las funciones que decaen exponencialmente que nos hemos encontrado
en el capitulo anterior, estd localmente (en tiempo) bien propuesto para datos iniciales
en H*(R), s > 1/4 y globalmente bien propuesto para datos iniciales en H'(R). Es de-
cir, probamos la existencia, unicidad, persistencia y dependencia continua del dato inicial,
primero en un intervalo de tiempo finito que depende de la norma H*(R) del dato inicial, y
después para todo t € R, usando el resultado local y leyes de conservacion si el dato inicial
estd en H'(R).

La prueba de que el problema de valor inicial de la ecuaciéon mKdV esta localmente bi-
en propuesto para datos iniciales en H*(R), s > 1/4, fue dado por C.Kenig, G.Ponce y
L.Vega en [KePV?2]. Ellos utilizan en su demostracion estimaciones de la funcion maximal
y el smoothing de T.Kato. En [KePV2] también se demuestra implicitamente que el pro-
blema esta globalmente bien propuesto en H*(R), s > 1. El resultado global fue mejorado
en [CoKeTakTal por J. Colliander, M. Keel, G. Staffilani, H. Takaoka y T. Tao para datos

105
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en H*(R), s > 1/4, utilizando la teoria de existencia para KdV y la transformada de
Miura (1.8]), tanto para el caso atractivo como repulsivo. Estos son dos métodos distintos
de abordar el problema de la existencia local de solucion para la ecuacion mKdV.

El problema de valor inicial que consideramos para la mKdV es

Up + Ugge + 2(ud) =0 u(z,t) =0 +v(z,t), ot,x €R, (4.1)
u(z,0) = ug(x) = o +vo(x), volz) € HY(R). '

El factor 2 de la ecuacién se puede cambiar reescalando la ecuaciéon. En vista de que
u(z,t) = o +v(z,t) es una funciéon de norma no acotada, el problema de valor inicial de la
mKdV lo traducimos en el siguiente PVI para la variable auxiliar v. Primero, obtenemos
la ecuacion para v, al introducir el ansatz para u en la ecuacion mKdV,

Up + Ugge + 2(ud), =0, u(x,t) =0 +v(x,t) =
U+ Vaze + 2((0 +0)3)e = v + Vg + 6(0 +0) %0, = 0=

Ut 4 Vggy + 60205 + 12000, + 6020, = 0.

El sumando 60%v, lo podemos eliminar haciendo el cambio de variable Z = 2 + 60%t en
la ecuacién. De esta forma llegamos a la ecuacién para la funcion auxiliar v, en donde por
comodidad denotamos la variable  como z:

V¢ + Vpge + 12000, + 61}21)33 =0.
Como vemos, la funcion v satisface la ecuacion KdV extendida (eKdV) o ecuacion de Gard-
ner. El PVI asociado es el siguiente:
Vg + Vazz + 60 (02 +2(03), =0 o,t,x € R,
v(z,0) = vo(x) € H*(R).

(4.2)

De esta forma, si v(x,t) es solucion del PVI (4.2)), u(z,t) = 0 + v(z,t) es solucion del PVI
(4.1). Nos proponemos probar que el PVI (4.2) para la funciéon auxiliar v(z,t), cuando
vo(z) € H*(R), esta localmente bien propuesto para cierto indice s.

4.1. Teoria local para la ecuacién de Gardner con datos en
HY* (R).

Para probar la existencia local (a tiempo ¢ = T > 0) de solucién para la ecuacion de
Gardner (£.2) con datos iniciales en HY/4" (R), recurriremos a la propiedad de escala para
probar primero la existencia local a tiempo ¢ = 1 y apoyandonos en este resultado y en
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leyes de conservacion, extenderlo después a cualquier tiempo t =T > 0. Es decir,
dada v satisfaciendo (4.2)

U+ Vaze + 60 (v +2(03) =0 oc>0,t,r eR,

(4.3)
’U(‘T)O) = UO(:C) € HS(R)7
mediante la transformacion de escala
v(z,t) = Xw(Az, \3t), A >0, a> 2, (4.4)
la funcién w satisface la siguiente ecuacion de Gardner asociada,
Wi + Wege + 60X 2(w?), + 2>\2(O‘_1)(w3)x =0 o A>0,a>2,t,r € R, (4.5)

w(x,0) = wo(z) € H¥(R).
Esto es facil de verificar por simple sustitucion de (4.4]) en (4.3)), como vemos a continuacion

0= v + Vgge + 60(v2)x + 2(1}3)x
= N30, + AN0T3w, + 60220 (w?), + 2039 (W),

= A3 [w; 4 Wepe + 60 A2 (w?), + 222D (w3),].

Por tanto, la idea es probar que el PVI para w estd localmente bien propuesto, a
tiempo ¢t = 1 y cierto A a determinar, para posteriormente apoyarnos en este resultado y
demostrar, via la relacion A>T = 1, obtenida a partir de la transformacion de escala ,
que el PVI para v esta localmente bien propuesto a tiempo t = T' = A\73. Podemos
ya enunciar los teoremas de existencia local para w y v.

Teorema 4.1.1. Sea s > 1/4 yo > 0. Entonces existen constantes dy >0, da >0, A >0
y b e (1/2,1), tal que para todo wy € H*(R), existe un unico w € C([—1,1] : H*(R)),
solucion del PVI (|4.5))

Wi + Waze + 60X 2(w?), + 2202 D(w3), =0, o,A>0,a > 2,t,z €R,
w(z,0) = wo(z) € H*(R),

1 —1

con A < min(dy ||wol| {522, d2|lwol| 7= V), y w satisfaciendo

w e C([-1,1] : H*(R)), (4.6)
we XTI, (R:LY[-1,1]), 1 <p < oo, (4.7)

z, loc

p(w?) e XU R xR) A 9,(w?) € X IR x R). (4.8)
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Teorema 4.1.2. Sea s > 1/4 y o > 0. Entonces existe b € (1/2,1), tal que para cualquier
vo(x) € H*(R), existe T = T(||vo||ms) > 0( con T(p) — oo cuando p — 0) y una unica
solucion v(z,t) = v(t) del PVI tal que o + v(t) es la tdnica solucion de en el
intervalo de tiempo [—T,T] satisfaciendo

ve C(-T,T) : H*(R)), (4.9)
ve XLl (R:L{([-T,T])), 1<p< oo, (4.10)
0:(v®) € X IR xR) A 9,(0?) € X3 I (R x R). (4.11)

Nota:
Las pruebas de estos teoremas locales descansan en probar ciertas estimaciones lineales
y en comprobar que, via la identidad de Duhamel , los operadores integrales locales
asociados a las ecuaciones y respectivamente, son contractivos en cierto espacio
que definiremos mas adelante. En concreto probaremos la existencia de una tnica solucién
de la ecuacion integral local que, via la identidad de Duhamel, se obtiene de . Es decir,
si para la funcion w la versiéon integral de es

w(t) = W(t)wy — 6012 /0 tW(t—t’)o”?x(w )dt' — 2321 / Wt w3)dt',

utilizando la funcién de corte v, definida por:

Y e C°(R), v=1 en [-1,1] y suppv C (-2,2), (4.12)

obtenemos la version integral local de (4.5))

P(Byw(t) = ()W (v — 60X 72(t) fo W (t — t)Du[ (b () w(t'))*]dt’
(4.13)

—2X2O0g(t) Jo W (= ) [( (¢ w(t)?dt

donde ahora ¥ (t)w(t) es solucion de (4.5 en el intervalo [—1,1]. Por tanto, el operador
integral local ®;(w) viene dado por

D1y (w) = By (w) = Y)W (H)wo — 60X 2(t) [of W (t — ) [(1b(t ) (t'))?]dt’
(4.14)
=222V (t) [ W (t =)D [($(F )w(t))?at,
y vamos a probar que ®; define una contraccién en cierta bola del espacio de J.Bourgain
XP(R x R), para ciertos s > 0, b > 1/2. La demostracién de esta propiedad contractiva
pasa por demostrar estimaciones bilineales y trilineales para los términos no lineales de

[4.5), es decir 9, (w?) y 9, (w?) respectivamente. Para probar estas estimaciones bilineales
y trilineales, recurrimos y trabajamos con el multiplicador norma [k;R] de T.Tao [T0] (ver
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pag. . Por ello emplearemos las estimaciones preliminares dadas en la secciéon .
Finalmente si denotamos f = 9,(¢*), k = 2,3y g = ¥(t)w(t), la siguiente estimacion
no lineal es clave en la prueba del resultado local del PVI dado por (4.5). Observar que
las estimaciones en la norma X? presentadas en los lemas preliminares y (pag.
, terminamos en el espacio X*~1, consecuencia de aplicar la transformada de Fourier
al operador libre de 0 . De esta forma, al aplicar un argumento de aplicacién
contractiva, necesitamos tener una estimacion que devuelva la parte no lineal al espacio
Xt Para ello demostramos las siguientes estimaciones bilineales y trilineales

10:() o1 < ellglliens k=23, ¢>0.
Necesitaremos la siguiente estimacion bilineal:

Lema 4.1.1. Sea s > 1/4. Entonces para todo u; = ¥(t)¢;(x,t), i = 1,2, con soporte en
Rx[-1,1]yb=1/2+4¢ 0<e<1, severifica

Hu1u2’|L2(R><R) sc ‘|¢1HXSab(]Rx]R)”¢2”X*1/271*5(R><]R)‘ (4.15)

Demostracion. Por la identidad de Plancherel (pag. [37)), es suficiente con probar que

(&)~ ()"
1-b
(=) (=€)
o equivalentemente, después de hacer descomposicion diadica en las variables &, \; =

(15 — 5]3), j = 1,2, asi como de la funcion de resonancia h(&) (esto es, || ~ Nj, |Aj] ~
Lj, [n(§)] ~ H)

sllerirxr) S1 (4.16)

[ = T
(ragg)™ " (rgg)” PR

N1 ~S(N. 1/2
Sy ¥ 2 SNy v N L L6 D llpamey (417)
Nmamz,l H L, Lo, L3Zl 12

<c

)
a falta de estimar Xn, Ny, N3:H:L,, Lo, L3, que es el multiplicador localizado

3

XNy, Naw NsiHiL, Lo, Ls(65T) = Xino)lott || X1, X2y L - (4.18)
j=1

A partir de las identidades

(i) & +&+& =0,
(ii) A1+ Ay + A3+ h(f) =0,
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el multiplicador Xy, n,,.. se anula a menos que suceda una de las siguientes posibili-
dades

Nmax ~ IVmed; (419)

Lumas ~ max(H, Lyed)- (4.20)

Supongamos ahora (sin pérdida de generalidad, por las propiedades de simetria e inva-
riancia por traslaciones) que N; > Ny > Ns. De esta forma, por , tenemos que
Ny ~ Ny 2 1. Asi cuando Nj recorre los niimeros diadicos, el simbolo de sumacion trans-
curre por regiones disjuntas del espacio de frecuencia en las variables 1, 2.

Como se cumplen las hipotesis del test de Schur (1.3.9)), lo podemos aplicar a (4.17)) y
tenemos lo siguiente:

Yy oy oy 1 &7l
N S F L L5 Lll;léfb N1, No, N3;H;Ly, Lo, L3 ) [2+1;RXR]
max <, 1, L2, L3

< (N1)~*(Na) 72
< sup || > > > L=t XNi, Na, Ns:H:Ly, Lo, Ls||[241:RxR]
Nzl Nmaz~Nmeq~N H Lmaszax(fL Lmed) 172

Por (4.20) y la desigualdad triangular, se satisfacen al menos una de las siguientes desigual-

dades

(N~ (No) 2
Z Z o=t H N1, N2, N3;Lmaz;L1, L2, L3H[2+1;R><R}
Nmaz~ med"‘N L17L27L3>1 12
2 (4.21)
<gc,
o
(N1)~*(Np)'/?
Z oIt HXNL Nz, N3;H;L1, Lo, L3H[2+1;R><]R}
NmamNNmedNN LmamNLmed H< Lmax 172
(4.22)
<ec.

Estas estimaciones se demuestran acudiendo a las estimaciones de T.Tao sobre bloques
diadicos para la KdV [T0], es decir, recurriendo al lema (pag. y sumando direc-
tamente.

Fijamos N 2 1. Empezamos por demostrar (4.22)).

A partir de la identidad resonante h(€) = & + &5 + £§’ = 3£1&2€3, asumimos que

H ~ NiNyNs, ya que el multiplicador se anula en cualquier otro caso. Por tanto la
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restriccion X|u(¢)|~g €s redundante, por lo que la descartamos (recurriendo al principio de

comparacion (|1.3.6]), pég.
Por la estimacion (|1.64]) del multiplicador, en donde tenemos en cuenta la localizacién de
las variables diadicas, resulta que (4.22]) se reduce a probar que

Z Z (Ny)™° <N2>1/2N_1L1/2

LbLl_b min
Nimaz~Nmea~N Limaz~Lmea N1 NaN3 172

donde hemos escogido min(H, Ly,eq) = N1 NaNs.
Estimando

(N NoN3)V2 < ¢, (4.23)

N1NyNy =~ N3,
<N1>—5 <N2>1/2 5 Nl/2+maz(0,—s)’

LIIL%—I) z Lb Ll—b > Lb ] N3(1fb),

min-~“med ~ ~“min

nos queda por comprobar que

N1/2+max(0,—s)L71n/i2nN1/2

> > b . N3(-b) <¢ (4.24)
Nmaz~Nmea~N LmazNLmedZNlNZNii man
y realizando sumas en L, nos queda por probar que
1 < 4.25
Z N3—3b—1-max(0,—s) — & ( ’ )

Nmaz~Npmeda~N
lo cual es cierto si 3 —3b — 1 — maxz(0, —s) > 0. Asi, recordando que b = 1/2 + ¢, (4.22) es
cierta si s > —1/2.

Demostramos ahora (4.21).

Asumimos que Ly, ~ N1 NaN3 y tratamos con los casos en donde ((1.62)) se cumple(i.e.

Npaz ~ Nmin, Lmaz ~ H). Por (1.62)), N1, No, N3 ~ N 2 1, (4.21)) se reduce a probar
que

N=NY2 10 14
> Ty DomeaN T <6 (4.26)
149

por tanto

N-sN1/2 :1/2 1/4 —1/4 N—st1/4 1/2 ;1/4
Z Lbrl-t LmianedN ~ E b -t Lm'mLmed
LmazNN3 12 Lmaz"‘Ns min~“med

(4.27)

N75+1/4
Z b—1/21-b-1/4 <c

Lmaz~N3 Lmzn med



112 CAPITULO 4. REGULARIDAD DE LA ECUACION DE GARDNER

Si suponemos sin pérdida de generalidad que Ly < Ly < L3, tenemos que en el caso 1 < Ly,
(4.27) queda como sigue

N_st1/4 —s+1/4
> b—1/2,1—6-1/4 Z Nt / <g¢ 4.28
L ~N3 Lmzn Lmed

que es cierto si s > 1/4.

El resto de casos (L1 < 1 < Lo, Ly < 1) se hacen de forma similar y tenemos el mismo
resultado.

Ahora tratamos los casos en donde se aplica, teniendo en cuenta, al igual que en los
€asos y , la localizaciéon de las variables diddicas. Es decir

N~ Ny~ Ny> N3; H~ L3 2 Ly, Lo,
N ~ Ny~ N3>Ny; H~ Ly 2 Lo, Ls,

NNNlNNg >>N2; HNngLl,Lg.

Caso (i). Por (1.63)), (4.21]) se reduce a probar que,

N1/2—5 N
S LN (VAN L) < e (1.29)
NaeN 1<L1,La<n2n; D112 N3

Realizamos sumas en N3, concluyendo que ahora hay que probar que

§ : med — 77 :
1§L1,L2§N3 1+2

como

NY2=s £1/2 nr 1 par3/471/4 NY/2-sn-1/4 11/2 ;1/4
> Tt lpin NN L ppod < > 10 LininLonea
1SL1,L2§N3 12 1SL1’L2§N3 min"~“med

(4.31)
= > % <c,
15[,17[,25]\[3 Lmz‘n Lmed
que es cierto si s > 1/4.
Ahora basta con considerar (ii), pues (iii) se deduce de ésta. Basta con probar que
N)™° N1/2
S Y plenagmhhNise  aw)
LP . (N2Npin)t—0

Nonin <N 1<Lmin Linea SN2 Nppin, 70

Podemos asumir que Ny, = N2, ya que la suma en L se anula en otro caso. Haciendo
las sumas en L, nos reducimos a
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N)~$ Nl/?
PR (4.83

que se verifica, siempre que s > —1.
Para terminar la prueba de (4.21]), nos queda tratar los casos en donde ((1.64)) se aplica. De

esta forma (4.21]) se reduce a probar que

(N1) ™ (No)2 15 1/2
3 3 WLH{Z.”N 2 < (4.34)
NmazNNmed"‘N LmazNNlNQNS 2

Realizando sumas en L se reduce a probar que
Np) 5 (N) /2 N1

<
(N NoNg)i2b =%

Nmaz~Nmea~N

que es cierto si s > —1/2.

Con el lema (1.3.10) y (4.1.1), ya estamos en condiciones de probar las estimaciones

trilineales y bilineales necesarias para demostrar que el problema de valor inicial para
la ecuacion de Gardner esté localmente bien propuesto para datos iniciales en H*(R), s >
1/4. Comenzamos con la estimacion trilineal (denotaremos en lo que sigue por v, la funcion
de corte definida en (4.12]))

Lema 4.1.2. Sea s > 1/4 yb = 1/2+¢€ 0 < € < 1. Entonces para todo u; =
Y(t)pi(z,t), i =1,2,3, con soporte en R x [=1,1], y ¢ > 0, se verifica

|10z (u1ugus)|| xsp-1@xr) < ¢ [[@1]]xs0@xr) |02l x50 @xR) 3] X 58 (RXR)- (4.36)

Demostracion. Para estimar 9, (ujugug) en la norma X**~1(R x R), recurrimos a la dua-
lidad entre los espacios X**"1(R x R) y X %!17%(R x R) y empleamos el teorema de
Plancherel Asi tenemos que

fRfRfa ujugug)drdt = fRfR —£,—1)0, @ug)(f, T)dédT
(4.37)

= Ja Jp ()] (=& ~ryinuatis(&, 7)dgdr,
donde uiusuz (&, 7) = Gy * tg * U3(&,T).

Por tanto, (4.37)) queda de la siguiente forma,
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fR fR i§) f , —T)Uy * Ug * Ug(§, 7)dEdT
= Jg Jr(i€) )f(—€,-7) Jr Jr @1 (&1, 1)t * G3(E — &1, 7 — 1) dérdmidédT
= Jee(i€) f (=&, —7) Jpe Jgz @1 (&1, 1) 02(E2, T2) U3 (€ — &1 — &2, 7 — 71 — T2)dE1dT1dE2dTodEdT

= Jpo Jpe Jo2 () F(=& —7) Jp @1 (&1, 71)t2(E2, T2)03(E3, T3)dE1dT1 dEodTadEsdTs,
(4.38)
donde &3 = £ — & — &, T3 = T — 7] —To. Asi podemos reescribir (4.38]) de la siguiente forma

Sy n(y 160+ €2+ &) - (T3 85065, 75) ) - F(&a,70): (4.39)

Ahora reexpresamos (4.39) en términos de las normas de los espacios X*? implicados.
Para ello, tomando valor absoluto de (4.39)),

‘fF3+1(R><]R) (E1+&+8) <H?=1 a; (&5, Tj)) ) f(§47 74)’

(€1-+Ea+E3)(€0)° (ra—€3)" "

b
= ’fl"3+1(RXR) ?:1<§j>s<7_j_£?>b . <H?1 <5j>s <’7'j - §?> ﬂj(fjﬁj))

' (<€4>_s (rg— €)' f(€4,74)) |

b—1

<l (1+€2+£3)(€0)° (ra—£3)

i s (T 15l ) 1o 7ol e

_ ettt (ng)"!

3 > S _
it M (T Il ) 1llx v

(4.40)
b
donde f(&),75) = (€)" (75 =€) 4(&,7)s fal€a,m) = (€07 (ra = €)' F(€a,7a).
Para terminar de expresar de manera adecuada la estimacion de 0, (ujugus), tenemos en
cuenta que cada u; = (t)¢;(x,t), 7 = 1,2,3, por lo que recurriendo a la estimacion (1.46))
del lema podemos reexpresar la norma

il xso@mxr) < CllBillxsb@xr)s

y concluimos que ([4.40]) se expresa finalmente como

(€1-+Ea+E3)(€0)° (ra—€D)" "
(e ()’

<cll

s - (TG li6llces ) Illx—sacee (441)
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Por tanto, si denotamos b =1/2+¢, 0 < e < 1, es suficiente con probar

(& + &+ &) (&)’ (1a — >b 1”
Hj:l (&) <Tj - 5]3>

Para ello, dado que, {4 = —&1 — & — §3 = &1 + & + &3] ~ &4, y aplicando la desigualdad

B+LRxR] S 1. (4.42)

<£4 S+1 1/22 S+1/2 (443)

la norma del multiplicador (4.42]) queda como sigue

-1

et (e’ (ri—€3)°

| | <§4>S+1 <7'4_§2>b71
e (r—€3)”

IT (&) (ry—€)” s+

|3+ 1;RxR] ~
(4.44)

R o el o

~ T13, (&) (rj—€2)"
Teniendo ahora en cuenta que (en donde suponemos sin pérdida de generalidad que la
variable dual & es la mayor de las tres)

H[3+1;R><]R} .

(i)
S (g

1/2
<§2>s S; <§2>

(i)
1

1
(o) (el

(- >(n-) "=

(4.44) se reduce a

(€2 () ()T (&) (ra — D)
<T2 - f§>1ib H?:l <T2i—1 - fgzel>b

Sl

~

|3+ 1;RXR]- (4.45)

Si ahora llamamos

(1)~ (2)'2
3\ 1-b 3\b
(n=&) "(n-¢&)
y recurriendo a la estimacion 77" dada en el lema la estimacion (4.45)), se puede

reescribir

m(&1,&2) =

= |Im(&1, &2) - m(=&s, —€a)llisramxr) = (1M1, €2)[for 1 mxy:

y de esta forma nos reducimos a probar
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(€1) " ()"
(= &) " (- €})

que es la estimacion bilineal del lema |4.1.1 ]

[[m (&1, &)l j2+1mxR) = || plerirxr) S 1 (4.46)

Probamos ahora la estimacién bilineal necesaria para estimar el término cuadratico en
(4.3) y terminar de probar asi que el problema esté localmente bien propuesto.

Lema 4.1.3. Seas >0yb=1/24¢, 0< e < 1. Entonces para todo u; = ¥ (t)p;(x,t), i =
1,2, con soporte en R x [—1,1], y ¢ > 0, se verifica

Haw(ulu2)|‘XS7b—1(]R><R) sc |’¢1|’stb(]RxR)HéQHXSab(]Rx]R)' (4.47)

Demostracion. La demostracién es analoga a la prueba del término trilineal dada en el
lema, Consideramos la funcion

2
w(z, t) = 0[] [ (t)i(x, ). (4.48)
i=1

Por dualidad de los espacios Xfﬁg(lf) y X;:sf,;(b_g)( con h(§) = &3), es suficiente con probar

la siguiente estimacién sobre la 2 4+ 1—forma lineal

2
Oy i@, , < 2 . o .
[ o AT 00 Dl )] ol Tl (4.49)

T=h €)

Con el mismo procedimiento que para la estimacién trilineal, concluimos que debemos
probar la siguiente estimacién

H (’Sl +§2)X§1,€27§0 <§3>8

s e s —|lr1rxR) S 1 (4.50)
(€0)" () )" () ()10
Teniendo ahora en cuenta que §3 = —§; — & = [&1 + &2| ~ &3, aplicando la desigualdad
2
(&)" ! S )2y (g) (4.51)
j=1

y considerando que

2 s+1/2
Zj:l <§j> Y < <§2>1/2
<§2>S ~ 9y
la norma del multiplicador (4.50) queda como sigue
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I (61-+62)xe) epzolés)” I
(1) (€2)° (A1) P (Aa) P (Ag) 10 | 2+ LR XE]

(4.52)

Hx»gl 52;&0 53 22?:1<£J> s+1/2

X§1§2¢0 53 2<§2>1/2
PTIE L E)® (A)° |2+ 1:RxR] ~ H

Haciendo ahora descomposicién diddica de las variables &, i, i=1,2,3 y teniendo en cuenta
la desigualdad triangular, la norma del multiplicador (4.52)) presenta los casos siguientes

< >1/2<N2 1/2
N %: N > - WH N1, N2, N3;Lmaa;L1, Lo, L3||[2+1R><R]
maz~Nmed~N Ly, L, L?)Nl (453)
<g¢
1/2(Np)1/2
Z Z Z %H Nl: ]\/‘27 N37H Lh L2, L3||[2+1 RXR]

Ny) LY LSLi°
Nmaz~Nmed~N Lmaz~Lmed HL Limaax < >

<c
(4.54)
donde XN, Ny, Ns:H:L1, Lo, Ly €S €l multiplicador localizado (4.18)).
Fijamos N 2 1. Ahora pasamos a probar (4.54)).
Asumimos que H ~ NyNyN3. Por (1.64)), (4.54) se reduce a probar:
(Ng)' 2 (N)' g 1o
Z Z <N >s LbLbLl—b L'rr{mNm/zn sec (455)
NmazNNmedNN LmazNLmedNNlNQNS 1 17273
Tenemos en cuenta las desigualdades
W 1/2 1/2
(N3) '~ (N2) < NN
<N1>S min
(i)
1
LALSLY ™ > Ib . Lonea = <
12 min e T T I Y L Toned
que en nuestro caso se reduce a
1 1
meLmed me(Nman )
De esta forma (4.55)) se reduce a probar
1/2 Ar1/2—s
NL' N
Z Z min® ' min <e. (456)

N. N2 1 —
Nmaz~Npmed~N LmazNLmed2N1N2N3 mzn( min )
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Ahora como b > 1/2, haciendo sumas en L, resulta

1
N %: y NINS L2 = 4
max™~{Nmed™

min
que es cierta siempre que s > —1/2.
Probamos ahora (4.53]).
Asumimos ahora que Ly,q, ~ N1NoN3. En el caso de que se cumplan las condiciones de
(11.62)), i.e. Ny, No, N3~ N = 1. Nos reducimos a

N—SNY2N1/2  £1/2 7 1/471/4
I Z N3 Lfm.annede—b) LminN Lmed
max ™

4.58
LL/2=b 1/4=b ( )
min med <
= , No—1/2—1/2+1/af3(1-) =~ C
LmamNN

)

que es cierto siempre que s > —3/4.
Ahora abordamos los casos en los que se verifica (1.63)). Por la falta de simetria, conside-
ramos los siguientes casos separadamente:

N ~ Ni ~ Ny > Ng; HNLSle,LQ,
N ~ Ny~ N3g>> Nyi; H~ L2 Lo, L3,

N~ Ny~ N3> No; H~ Ly 2 Ly, Ls.

Caso (i). Por (1.63)), de (i) se obtiene

1/2 a71/2

Z N.,'°N 12 —h N

Z NsLbI?b (N2N )17(; er{inN ! min (N2N3, N. Lmed)l/za (4'59)
N3N 1<L1,L2<N2N; 142 3 3

luego sumando en N3, nos queda

NlN_lLl/-Q 3 1/4 Ll/?*b 1/4(;17
ey (NP Lpe) V4 S Y mEepes <o, (4.60)
1<L1,La N3 12 1<L1,La N3
que se verifica siempre que s > —3/4.

Caso (ii). A partir del caso (i), se tiene

(Ny) P NYENYZ N2 A
2 2, (N2Np)P L4 Ly~ Lmin N1 (4.61)
N1<N 1<Lo,L3<N2 Ny 1)7=253
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luego como b > 1/2, sumando en L, resulta

1
<ec (4.62)
N2§\;1<<N N15—1/2+bN2b—1

que se verifica, por tanto, siempre que s > 0.

Caso (iii). A partir del caso (i), se tiene

(N)~* N1/2N21/2L1/2 NL/2 4
Z Z N2N. bLbLlfb min*'2 > ( 63)
No< N 15L1,L35N2N2 ( 2) 13

luego, como b > 1/2; sumando en L, resulta

N8 ]\/'1/2]\/'1/2 Nl*b
3 (V) 2 NS Y 2o <. (4.64)
(N2N)P 2~ Ns—1/2+2b
N—2<N; <N N=2<Ny<N
que se verifica, por tanto, siempre que s > 0.
Para terminar la prueba, falta considerar los casos en donde (|1.64)) se verifica.

Por (|1.64)) el caso (i) se traduce en probar que:

(N1) (N2 (N2 2172 71 41/2
Ll{ Lg L%fb Lman Lmed

Nmaz~Nmed~N Lmaz~N1N2N3
(4.65)
1/2 1/2,71/2=b;1/2—b
< <N3> / <N2> / Lmz‘n Lmed N—l S c.

~Y Z N —3 N N N 1-b
Nma:cN med"’NLmaa:NNlN2N3 < 1> ( 12 3)

Como b > 1/2, realizando sumas en L, y considerando después que Nyaz ~ N3, Nped ~
Ny, se obtiene

N2(b-1)
>, g se (4.66)
1

Nmaz~Nmea~N

que se verifica, por tanto, siempre que s > —1/2.
En todos los demés casos, i.e

(1) Nma:p ~ N17 Nmed ~ N27
(11> Nma:v ~ N2> Nmed ~ Nla

(111> Nmax ~ N27 Nmed ~ N3~

por el lema de simetria [1.3.7) (pag[38), obtenemos la misma condicién s > —1/2.

Estamos ya en condiciones de probar el Teorema (4.1.1]).
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Demostracion. del Teorema (4.1.1)

Consideramos el PVI (4.5) denotando al dato inicial wg(x) como

|[wollms = Tu- (4.67)
Para wg € H*(R), s > 1/4, el operador localizado (4.14]) es

D1 o () = D1 (w) = P(OW (H)wo — 6o X"2(t) fy W (t = )0[((¢)w(t')?]dt!

—2\2(e—1)y, fo W (t — )0 [(v(#)w(t))3]dt'.

Vamos a probar que ®; define una contracciéon en la bola del espacio X*?(R x R)

B = B(3cory) == {w e X ||w||xse < 3coTw}- (4.68)

Asi, combinando (1.3.1), (1.3.3), (4.1.3)), (4.1.2), si w € By a > 2 se tiene

1@ (w)l| x50 < collwolls + cLoX*™2|[1h(8)200 (w?(x, 1) || xs-1
+ea XV [(8)305 (wP (2, 1)) x 001

< collwollms + ¢ croX*Jw(z, 1)[[5s + ¢ XV Jw(z, )%

(4.69)
< corw + ¢ 10X 2(3cory)? + ¢ cz)\Q(a_l)(3corw)3
< cory {14 oA 2y, + ENHeD2 Y
< 3coTw,
en donde la tltima desigualdad es cierta siempre que escojamos A satisfaciendo
(i)
rwA 2y < 1/4, (4.70)
(ii)
r2 U2 < 1/4. (4.71)

Por tanto, escogiendo Ay como el minimo de (4.70) y (4.71), satisfaremos las anteriores
condiciones escogiendo A como

—1 — 1 R
A < Ao = min(dq||wol| 55> ,d2Hw0|]( ), dy = (f) ydo = (%), a>2 (4.72)
co 400
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y podemos concluir que

®,(B) C B. (4.73)

Con los mismos pasos que para probar (4.69), i.e. combinando (|1.3.1)), (1.3.2)), (1.3.3),
(4.1.3), (4.1.2) y (4.69), si w, @ € B se tiene

[@1(w) — @1(@)][ xs0 < cooA* || (8)200 (w? (@, 1) — 0* (@, 1))|| 501
+e A D[h(1)30, (w? (2, ) — D3 (2,1))|| xpop-1
= coo A 2[[Y (1) 0 [(w(w, 1) — W (@, 1)) (w(z, t) + w(z, 1)) xs01

A2V |y ()20, [(w(x, t) — D(x, 1)) (w(w, t)? + @2 (2, 1) + w(z, )d(z, 1))]||xso-1,
(4.74)

donde, si tenemos en cuenta que,

(i) Estimacion bilineal
dados u; = w —w, wus = w + W,

1800 (w? (2, 1) — @*(x, 1))l xs0-1 = [[1(t)*Oa[urual|] xo0-1-

Empleando ahora el lema de la estimacion bilineal [£.1.3] obtenemos

< arf|url[xsol[uzllxse < arflw = 0| xop{|[wl[xs0 + [|0]| x50}
(4.75)

< 3-2cqc1 - ry||w — W|| xsb-

(ii) Estimacion trilineal
dados u; = w — w, v = w, vy =W, Uz = W + W,

|9 ()30, (w? (2, t) — > (2, 1))]| o1
= || (£)30,[(w — @) (w? + % + wid)]|| xo61
= [ (t)*0:[(w — @) (w + @)* — (w — D)wid]|| xs0-1

= [|9(t)*0x[urugus] — P (t)*du[urviva]|] xsp-1-
Empleando ahora el lema de la estimacion trilineal obtenemos
< calfun] xonlual5es + collullxss|for|Lxss|[va]| xo0
< eallun|[xsa {(lwllxs + [[0]|x00)% + [[w]| x o8] [D] | x5}
(4.76)

< eal|lw — @[ x50 {2(3c0 - ) + (3o - Tw)?}

= 27ckco - 12 ||w — W|| xs.b-
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De esta forma (4.74) queda de la forma
[@1(w) — ®1(0)|[ x50 < Becoer - oA 1y || — D[
+27cc3 o N2 | |w — || o0
(4.77)

< (oA 2ry, + cg)\z(o‘_l)ri,)“w — W] xsb

< 3llw — Bl xeo,

donde la ultima desigualdad se sigue al escoger A como el minimo dado en (4.72). De hecho,
®; define una contracciéon en B y por tanto existe un tnico w € B(3cgry,) que verifica

D(t)w(t) = W ()wo — 60A2 [ W (£ — ) D[ ((¢)w(t'))?]dt’

2N [UW (1 — )0, (b w(t)dr),

y por tanto en el intervalo temporal [—1, 1], w(-) es solucion del PVI (4.5). Por el mismo
argumento que para probar (4.77)), se cumple que

(4.78)

Hw—’UNJHXs,b§CH’UJ0—U~)0HHS. (4.79)

Antes de probar la propiedad de persistencia (4.9)), probamos que la solucion w (4.78]) del
PVI (4.5)), se reduce al dato inicial wp, en la norma H*, cuando t — 0. Para ello, calculamos

lw(t) — YW (E)wo| g < 60X 2[[h(t) [y W (E — )0 [(W(t)w(t')]dt || o
(4.80)

F2XC () fy W (= )l (o (¢ )w(t')))dt| 1.

Debemos comprobar si los términos integrales de la derecha de la desigualdad (4.79),
tienden a 0, cuando t — 0. Para ello, vamos a reescribir dichos términos para poder aplicar
el lema (1.3.4)). Analizamos el comportamiento cuando 7 — 0 de la siguiente expresion
general:

[[e(n / W(n—t)F(,t"dt'||gs. (4.81)
Con el cambio de variable t/ = £, renombrando ¢’ = ¢ y cambiando, sin pérdida de
generalidad, la funcién de corte 1(n) a (1), (4.81) se reescribe como
14(1) fo Wn(1 =) F (- nt'yndt'|| s
(4.82)

= ([ 1¥(1) Jy Wn(1 = ¢)(D*F (-, nt")) (@)ndt’ |2da)*/2.
Con el cambio de variable z = 771/ 3y, reescribimos (4.82) como

([ (1) [ W(n@ — ) (D*F (-, ') (" y)mdt | *n'/>dy) /2
(4.83)

FS([ [0(1) fy WL — ) (D F (- nt')) (n"/3y)dt|*dy) />,
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Analizamos ahora el integrando de (4.83)):

W(n(1 =) (D*F(,nt')(n"?y). (4.84)
Definimos,
Gi(y,nt') = D*F(n'Py,nt") = D*F,(y,t), (4.85)
donde
Fy(y,t') = F(n'/Py,nt'). (4.86)
De esta forma,
W (1 —t)Gr(-,nt')(y) = W(n(1 =) (D F(,nt')(n"?y). (4.87)
Definimos ahora,
Ga(y,t'") = Gi(y,nt'), (4.88)
G3(y7t/) = DiSGQ(yat/)' (489)

De esta forma,

DsW (1 —t)Gs(-,t') =W(1 = t')D*Gs(-,t') = W(1 —t')Ga(-, )

(4.90)
=W =t)G1(nt'),
y ya podemos aplicar la estimacion
1
w) [ W0~ GO < Gl
0
Por tanto,
([ [e(1) o W =) (D*F (-, nt") (g 3y)de [Pdy) /2
1
=05 $(1) fy W = )Gs(-, )t | s < en'* 5G| e
(4.91)
= en' TS| DGl sos = en' 8| Gall xous = n' VB D*Ey | o
1
= cn'to || Byl xop-1.
Debemos calcular ahora || Fy|| xso-1 = ||[F(n*3y, nt')|| xos-1.
1 (" 3y, nt") || 01
(4.92)

= (fu ful(1+ |7 = 2OV 4 [€))25 | F (i 3y, nt!) (€, 7)) |2dedr) V2.
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Como F(nt/3y,nt')(&,7) = n~Y3E (=3¢, 17 17), [.92) se reescribe como

(Ja Ja(L+ |7 = ED2CD L+ )|y~ BF (g1 3¢, 7 ) Pdédr) 2.

Cambiando de variables, & = n~1/3¢, 7/ =n~'r, ([€.93) queda como

(i S0+l = €3D2D (BN, 7)ot g ar') /2

=02 (Jg oL+ nlr = €3OV @+ B> P ) g dr) 2

Ahora se nos presentan varios casos, que pasamos a enumerar,

el = 1, En este caso
nlr’ — €3 < 1.
|Eyllxso-1 < 0723 F |l xom-1.
n I s L, En este caso
nlr’ — €3 > 1.

1yl 01 < 0" 723 | e

En este caso

3 /3¢ > 1,
nlr’ — &3 < 1.

1y xor < 0*/* 723 Fl o

En este caso

) /3¢ > 1,
nlt’ — &3 > 1.

||F77||X5vb*1 < 778/3+b_1_2/3||F||Xs,b—1.

(4.93)

(4.94)

(4.95)

(4.96)

(4.97)

(4.98)

El peor caso, teniendo en cuenta que 1/2 < b < 1, es el (2). Por tanto, obtenemos, la

estimacion (4.91]) va como sigue
l —_—] —
' T Byl xsn-r < en ORI B

— e V2 F uin.

Asi, (4.81) tiende a 0 cuando 7 — 0 y por la continuidad de operador libre W (t)

ln [[(t) — ()W (t)uwol s = 0.

(4.99)
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Probamos ahora la propiedad de persistencia (4.9), i.e.

w e O([-1,1] : HY(R)).

Si escogemos 0 < t<t<l.

lw(t) = w(@)]| e
< W (t = Dw(®) = wdllas + (60X 2|[(t) Jf Wt =)D [((t)w(, )] dt|| -

KON (6) [EW (¢ — )0, [ (¢ Ywla, ) ]dt || .
(4.100)
Tenemos por tanto que comprobar que los términos integrales de la desigualdad tienden a
0 cuando t — . Para ello, seguimos el procedimiento que hemos mostrado anteriormente
para probar la convergencia al dato inicial wg de la solucién w. Asi, debemos analizar la
siguiente expresion general

o) [ "W — )F( 4. t)dt e (4.101)

Con el cambio de variable ¢ = tlA;” —t' =1+ Ant", Anp=n—17, renombrando t’ =ty

cambiando sin pérdida de generalidad la funcion de corte 1(n) a (1), (4.101) se reescribe

como

19(1) [y W(AR(L — ) F (-7 + Ant') Andt'|| s
(4.102)
= ([ (1) fy W(AR(L — t)(D*F(-,7 + Ant')) () Andt'|*dz) /2.

Con el cambio de variable z = An'/3y, y definiendo F5(-,7) = F(-,7 + T), reescribimos
(4.102) como

(J14(1) o W(An(L = ))(D*Fy(-, Ant")(An' ) Andd |* An*3dy) /2
(4.103)
= A" ([ (1) fy W(An(L = ¢)(D*Fy(-, Ant')) (An*/3y)dt' [2dy) /2.

Con los mismos pasos que en la prueba de que (4.81)) tiende a 0 cuando n — 0, concluimos
que para la integral (4.101)), tenemos que

AR | Fyll o1 < cAnt YOI B
(4.104)
= cARP12||F|| xsp-1.

Asi, (4.101) va a 0 cuando n — 7 y por la continuidad de operador W, tenemos que

i (t) = (@)1= = 0.

lo que nos da la propiedad de persistencia para w. O
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Demostracion. del teorema ) La prueba del teorema es directa, después haber
probado el teorema Esto es asi dada la relacién entre las funciones v y w, a través
de la transformacion de escala (14.4)

v(z,t) = Xw(Az, \3t), A >0, a €R. (4.105)

Por tanto, de la unicidad y existencia local de solucion, a tiempo t = 1 del PVI para
w, obtendremos la unicidad y existencia local de solucién, a tiempo T = A~3, del PVI
para v, siempre que determinemos para qué valores de A, en funcion de ||vg||gs, se
ver1ﬁcan (4.70) y (4.71)), simultaneamente.

Para ello debemos calcular la norma ry, = ||wg||gs, teniendo en cuenta la relacion con
la funcion v, via la propiedad de escala v(z,t) = Aw(Az, \3t), es decir wo(x) =
A~ %g(A71z). De esta forma

ru = llwolle = (fr(1+ |2 wo () (€)[2d€) /2, (4.106)

ahora,

—

wo(z)(€) = [ e~ (x)dr = Jz e W T (A ) d
= [ e ATy ATz AN ) = A [ e T N g (A L) d(A )

= M7%g(AE).
Asi, (4.106)) se reescribe como sigue

rw = (Jo(1+ ) wo (@) (€)[Pde) /2 = (Jo (1 + [€) |\ ~Do(AE) [2d€) /2

= (N7 [ (14 AN [00(AE)PATd(AE)) /2

(4.107)
= AT (14 ATHAED > |00 (AE) [Pd(AE)) /2
= A2 (fo (L ATHAED P[00 (AE) Pd(A)) /2.
Es decir, si denotamos por 1, = ||vg||ms, tenemos que
(@) A(fy o oo(n) Pdn) > < AV fug] ey < A2,
(4.108)

(b) )\1/2—01—5(‘]")\71'”‘21 |77|25|U0( )|2d77)1/2 < \l/2-a— SHUOHHs(R < \/2—a-s,.

Estamos ya en condiciones de determinar los valores de A que satisfacen las condiciones
(4.70) v (4.71)). Para ello consideramos las condiciones més restrictivas sobre 7,

()] TwA*2co < 1/4.

(i.a)
1

A/2mep X072y < 1/4 — X732 <
degry
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(i.b)
)\1/2—a—sTv>\a—2CO < 1/4 N )\—3/2—5 < L
degry
[(i1)] r2A2(@-De2 < 1/4.
(ii.a)
1
1—2a,2y2(a—1) .2 -1
AT2ep2)\2e-De2 < /4 o AT < TETPNER
(ii.b)
1
1-2a—2s5,.2y2(a—1) 2 —1-2s
A r2A2e ez <174 — ) < prETEaES

De esta forma, distinguimos dos casos:

(1°)

127

1
<1l—A>1.
degry
Del caso [(i)], si (i.a) se satisface también lo hara (i.b). Por tanto la condicion sobre
A es
L
~ dcory

Del caso [(ii)], si (ii.a) se satisface también lo hara (ii.b). Por tanto la condicion sobre

A es ) )

e Y RGP,
~ 2¢o(ry) = 2c3r2(4cory)

- 4cg(rv)2

)

De estas dos condiciones sobre A, la més restrictiva es

1
AL < .
4c3(ry)?
(2°)
——>1 =<1
4¢3 (ry)? ~ -

(4.109)

Del caso [(i)], si (i.b) se satisface también lo haréa (i.a). Por tanto la condicién sobre

A es
)\—3/2—8 < 1 .
T Adcgry

Del caso [(ii)], si (ii.b) se satisface también lo hara (ii.a). Por tanto la condicion sobre

A es

1
)\—1—28 < .
= 4k (ry)?
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De estas dos condiciones sobre A, la més restrictiva es

1
PR G 4.110
~ dcgry ( )

Por tanto, siempre que A verifique (4.109)) o (4.110)), podemos concluir que la aplicacién
®1_ -3 define una contraccion en B, con B, la bola asociada a la bola B dada en (4.68) a

partir de la transformacién de escala anterior que nos devuelve a la variable v, y por tanto
existe un tnico v € B, solucién del PVI .

Notar que el tiempo de existencia local es explicito a partir de la relacion A>T = 1 y de los
valores de A (4.109) y (4.110). Es decir,

1

T=\3<(——s—
dcg|[vol[F

), lvollas > 1, (4.111)

_3 1 _6
T=X\°>< )32 |vol s < 1. (4.112)

~ eol|vol| s

Por el mismo argumento que para probar (4.77)), se cumple que

[lv — 0| xsp < ¢ ||vo — Dol|ms- (4.113)

La propiedad de persistencia (4.9), i.e.

v e C(I-T,T] : H*(R)),
se demuestra directamente a partir de la demostraciéon de la propiedad de persistencia de
la funcién w asociada a v mediante la transformacion de escala (4.4)).

O]

4.2. Teoria global para la ecuacién de Gardner con datos en
HL(R).

Probamos aqui que el problema de valor inicial para la ecuacion de Gardner (4.2))
con datos iniciales en H!(R), estd globalmente bien propuesto. Para ello enunciamos el
siguiente teorema.

Teorema 4.2.1. Sea ug € H*(R) y sea u la correspondiente solucion local del PVI ([4.2)
para la ecuacion de Gardner, dada por el teoremalf.1.2. Entonces dicha solucion se extiende
a cualquier intervalo temporal, con

u e CR: H'(R)). (4.114)
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Demostracion. Vamos a extender ahora el PVI para la ecuaciéon de Gardner, localmente
bien propuesto en H'/ 4* que encontramos en la seccién anterior, a toda la recta tem-
poral t € R para datos iniciales en H*(R).

Primero observamos que derivando respecto al tiempo en , integrando en espacio y
usando la integracién por partes, obtenemos que

%Ef(v(t)) = jt/R ( 2 — 400 — v4) dx = 0. (4.115)

De esta forma la energia de la solucion v(t), Ef(v(t)) es una cantidad conservada en la
evolucion y EY(v(t)) = Ef(vg) o equivalentemente

El (vy) = /R (v2 — 4ov® — v*) d. (4.116)

Ahora empleamos la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg

0
lu()l[ 1+ < elluallfalull2” < elluslfalluollzz’, 0= 57, (4.117)

para estimar los términos no lineales de (4.115)) y asi tenemos que para t € [T, T

0 1-06
lo(®)lzs < ¢ ozl % Ilo(@)]152% < ¢ |va] %] Jvo| 2%, 65 = &,
(4.118)
0 —0.
lo(®)lzs < e [Joz % Ilo()]152% < ¢ |Joe| %] Jvo| 2%, 64 = L.
Esto es,
1/2 5/2
o)1 s < e3 [loall1e|lvol| 25,
(4.119)

(|74 < ea [vall2lvoll7

Asi, combinando estas desigualdades con la expresion de la energia (4.115]), probamos que
si Bf(v) < oo, entonces

1/2 5/2
oz (®)]122 < [E (v0)] + e [Jua| |15 1ol |25 + ca [Jva]| 2] ol [32, (4.120)
o con la notacion y = y(t) = ||vg(t)|| 12,
2 < |pf 5/2,1/2 3 4191
Y~ < [E7 (vo)| + e [[voll >y~ + ca |[voll72y- (4.121)

Por tanto existe una cota M = M (||vo||g1,0) > 0 e independiente del tiempo local T', tal
que

sup ||vz(t)||z2 < M. (4.122)
te[-T,T)

Esto nos permite reaplicar el teorema (| para extender la solucién local v a cualquier
intervalo temporal.

O
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Capitulo 5

Estabilidad de solitones de media no
acotada de la mKdV

Sumario.
En este capitulo abordamos el problema de la estabilidad de solitones de media no acotada
de la ecuacion mKdV atractiva y repulsiva (signo + en el término no lineal, respectivamente)

ok Ok o0k _

at " as O s
Esta estabilidad se reducira a comprobar la estabilidad orbital de los solitones de la ecuacion

de Gardner, directamente relacionada con la ecuaciéon mKdV por medio de la constante
asint6tica no trivial a la que tiende la solucion.

5.1. Introduccion

Una vez que en el capitulo anterior hemos probado que el PVI asociado con la
ecuacion de Gardner esté local y globalmente bien propuesto en los espacios H1/ 4* (R) y
H'(R) respectivamente, pasamos a estudiar la estabilidad frente a pequefas perturbaciones
en la norma H'(R), de los solitones de media no acotada de la ecuacion mKdV en sus
versiones atractiva y repulsiva (ver (5.1])). Dada la relacion directa entre la ecuacion mKdV
y la ecuaciéon de Gardner, este estudio es equivalente a estudiar la estabilidad bajo pequenas
perturbaciones en la norma H!(R), de los solitones de la ecuaciéon de Gardner ([4.2)).

0
ak(S t) 8 .3

Para ello, concretamos los resultados relativos a la estabilidad de soluciones de tipo solitén

k(s,t) 1263(15’(5 t)) = 0. (5.1)

obtenidos por P.Zhidkov (ver [Z]). En dicho trabajo se enuncia un teorema general de es-
tabilidad de solitones de gKdV en H2(R), que se anulan en la frontera. En nuestro caso, el
resultado de estabilidad que enunciamos se centra en la estabilidad de los solitones de la
ecuacion de Gardner, ecuacion que surge al buscar soluciones de mKdV que sean de tipo
soliton y tiendan a una constante b en la frontera. Esta ecuacion se caracteriza, por poseer

131
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una no linealidad de tipo polinomial en la variable dependiente.

La ecuacion de Gardner, que resulta al buscar este tipo de soluciones de mKdV que
tienden a una constante en la frontera ya no es invariante por escala si, como hacemos,
mantenemos fija la constante. Por tanto, no podemos emplear dicha propiedad en nuestra
prueba de las condiciones necesarias para obtener estabilidad. A pesar de esto, podemos
integrar directamente la condicién que nos permite establecer la convexidad del funcional
de Lyapunov que empleamos en la prueba (combinacion lineal de la energia y la masa de
la joroba del soliton de media no acotada) y afirmar la convexidad del mismo.

El teorema de estabilidad de solitones de media no acotada que enunciamos aporta explici-
tamente la velocidad y la ecuacion implicita que ha de satisfacer la fase r(t). Por ultimo y
gracias a los resultados del capitulo anterior, probamos la estabilidad en la norma H'(R).

5.2. Caso mKdV atractiva

La ecuacién mKdV atractiva es

0 0 0
ak(s,t) - @k(s,t) + 2%(/{3(3,&) =0. (5.2)

En general, buscamos soluciones de (5.2 de la forma siguiente
k(s,t) =b+ f(s,t), f(£oo,t) =0. (5.3)
Introduciendo este ansatz en (5.2) obtenemos la siguiente ecuacion de Gardner

0 0 0 0

—f(8,t) + == f(5,8) + 6b=—(f*(s,t)) + 2= (f3(s,t)) = 0. 4
£ 8) g F )+ 6 (f2(s,1)) + 2 (£(5,) = 0 (54)
Si concretamos maés, lo que queremos es encontrar soluciones de ([5.2)) de tipo onda viajera
de la forma siguiente

k(s,t) =b+ ¢(s — cpt), ¢ >0, ¢(+oo) =0. (5.5)

Podemos obtener este tipo de ondas viajeras, integrando directamente la EDO que aparece
al introducir en . En general, esta integracién no es posible en gran parte de las
ecuaciones de evolucién no lineales, por lo que se intentaria deducir la existencia de este
tipo de soluciones de forma cualitativa, por medio de diagramas de fase. En cambio, para
el caso de mKdV (atractiva y repulsiva), la integracion se puede realizar directamente.
Exponemos a continuacién, como se hace en el caso atractivo:

introducimos el ansatz en (5.2), obteniendo —cp¢' + ¢ +2((b+ ¢)3) = 0;

integrando una vez y teniendo en cuenta que ¢(+o00) = 0, llegamos a

¢" 4 2¢° + 6b¢? + (662 — ) = 0

$(200) = 0. >0
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Las soluciones de este problema pueden ser encontradas explicitamente mediante inte-
gracion, y a continuacién exponemos el proceso:

multiplicando la EDO no lineal de por el factor integrante ¢’, integrando y teniendo
en cuenta que ¢(+oo) = 0, resulta la siguiente EDO,

(¢")2 + ¢ + 4bg® + (66° — )¢ = 0, (5.7)
que reescribimos como
(¢)?
P?[=¢? — 4bp — (60% — )]

Tomando ahora la raiz cuadrada positiva e integrando, resulta

=1

(¢)? = [~¢° — 4bg — (60 — cb)]¢” —

d¢ / :
= [ idz.
P/ % + 4bg + (662 — )
Ahora, llamando Z = iz y factorizando ¢? + 4bg + (cp — 6b?) = (¢ — c1)(¢ — c2), donde

c1=—-2b+ ¢y — 2[)2, co = —2b—\/¢p — 2[)2, (5.8)

llegamos a la siguiente expresiéon que puede ser integrada directamente,

| sy = s
¢/ H2+4bd+(6b2—cp) o/ (¢—c1)(p—c2)

arctanh(L v(j)_cl)
_ 2V/(¢=c1)(d—c2) eI\ P—ca
verez V(g—c)(¢—c2)

Por tanto, obtenemos la siguiente ecuacion,

2v/ (¢ —c1)(¢ — c2) arctanh(%)

veie V(o —c1)(¢—c2)

Ahora, despejamos ¢ con algunas manipulaciones basicas, y llegamos a que,

=Z.

cice sech(ivcéc?é)2 cico sech(iv‘g%é)2

¢( ) T - tamh(ivczlczé)2 - 02—01(1—sech(7V021022)2)

C1€2 — ci1c2

cg cosh(y/ 52 %)% —c1 (cosh(y/ 52 2)2 1) - Cl-‘r(CQ—Cl)(% \/61025))

_ 2c1co
" ca+ei1+(ca—cr) cosh(y/c1c22)

Sustituyendo ahora las raices ¢y, ¢z obtenidas en (/5.8]), teniendo en cuenta que Z = i(x—cpt)
y denotando el parametro velocidad por ¢ = ¢, — 6b%, obtenemos la expresién para el
b-solitén del caso atractivo,

_ €0
Do = ablbr 0 = e cosh( /a0 (@ — (6 T o)) (5.9)
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0.
b+ b, o
0.4¢
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0.2
0.1¢
X
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Figura 5.1. lzda. Grafica de b+ ¢p,c, con b = 0.35, c¢o = 0.23. Dcha. Comparacién de las jorobas del solitén
de mKdV( trazo a rayas) y de ¢y, ( trazo grueso), ambas ¢y = 0.23.

Cb(b, C()) = 6b2 + ¢o.

Por otra parte, las soluciones tipo solitén peridédico con valores no triviales en la frontera
del dominio también se pueden obtener integrando directamente la EDO no lineal que
aparece cuando se sustituye el ansatz correspondiente. Estas soluciones corresponden a las
curvaturas de la curvas denominadas V-estados, y que como ya indicamos en la introducciéon
fueron obtenidas por primera vez por G.Deem y N.Zabusky en [DZ] y posteriormente,
abordando un problema de solitones en el efecto Hall cuantico, por C.Wexler y A.Dorsey
en [DoWe]. Pasamos a obtener estos solitones periddicos de media no nula.

Sin pérdida de generalidad (pues multiplicando por un factor 2 la variable dependiente,
obtendriamos la ecuacién mKdV ), buscaremos los solitones periddicos de la forma
k(s,t) = k(s — ct) de la ecuacion mKdV geométrica

o) o) o)
ak(s,t) + @k(s,t) + g&(f3(s,t)) =0. (5.10)

Introduciendo k(s—ct) en (5.10)), e integrando dos veces, tras multiplicar por &', obtenemos
la siguiente EDO no lineal (con a, d constantes de integracion y denotando z por z = s —ct)

, 1 c
~(k(2))? = —gk(z)4 + 5k(z)? + ak(z) — 2d,

o integrando directamente

5=

Despejando z e integrando, obtenemos

dk 1
= \/—(4k4—ck2—2ak+4d). (5.11)

k
1
dk —k* — ck? — 2ak + 4d. (5.12)

o vovm T

z—20==4



5.2. ESTABILIDAD: CASO MKDV ATRACTIVA 135

Dependiendo de los ceros del potencial V' (k) se tienen las siguientes posibilidades:

(a) La curvatura esta fijada y V tiene s6lo un cero en dicha curvatura. Genera circulos
COmo curvas.

(b) La curvatura es definida positiva, lo que genera curvas de frontera convexa (elipses).
(c) Curvaturas positivas y negativas, generan elipses achatadas.

(d) Cuando V tiene cuatro ceros, aparecen curvas con autointersecciones.

(a) V O (b) 1% O
w Knin KmaxI
IRVA
Kk

© vcj> (d)\ v @
N v

Figura 5.2. Potencial V' (5.12)) con distintas raices.

Aqui describiremos tan sélo el caso en el que el potencial V' tiene dos ceros reales o > k > (3
y dos ceros complejos conjugados A, A = m =+ in. Entonces reescribimos la raiz cuadrada
como sigue

V(e —k)(k—B)(k— A)(k — A) = /(o = k)(k — B)((k — b1)> + a?),

A—A)? A+A

% — _( - ) by = +

Denotando p = y/(a — b1)? + a?, ¢ = /(B — b1)? + a3}, y cambiando la variable depen-
diente k a k = % y renombrando k& = k, segiin Byrd [Byr, p.133,ec.259.00], la integral

ETD es

Moodk 2 - |
K /—V(k)  VPa ’
(5.13)

Recordar que si la integral eliptica incompleta de primera especie viene dada por u =
F(¢,k), entonces ¢ = F~1(u, k) = am(u, k), donde am denota la amplitud de Jacobi. Con

z—20==£ [cos™!(

m—km—@—ﬁm)¢m—ﬁﬁ—@—@2
’ 4pq
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esta observacion y escogiendo zg, obtenemos,

o 2_(p—g)2 a—~3)2— 2
(k=00 _ (Y01, /O )) (451, [T il

y despejando k se obtiene

<aq+ﬁp>7<aqup)m(@ \/wmi;wﬂ)

(g+p)—(p—q)en(¥22 \/(a £

4pq

k(z) =k(s—ct) =

p=+(a—0)2+ad ¢g=/(B—-b)%+a], a1 =S(4), by =R(A4), A=m+in.

(5.14)

Hasta donde sabemos la estabilidad de este tipo de solitones periédicos de mKdV no
ha sido obtenida todavia y tan sélo recientemente se ha probado la estabilidad orbital de
ondas cnoidales de media nula de KdV por J. Angulo en [Anl] y de soluciones dnoidales
de mKdV también por J. Angulo en [An2|.

En este capitulo nos proponemos estudiar la estabilidad orbital del solitén ¢y, dado
en , que es equivalente a la estabilidad orbital del soliton de media no nula, b + ¢,
(ya que estudiamos el comportamiento a b fijo, de pequenas perturbaciones en la norma
HY(R) de ¢p,c,). Antes de esto, si llamamos

= Jp {fZ - ' = 4bf*} dax,
(5.15)

= %fRf2d$’

a la energia y la norma L? del solitén de la ecuacion KAV extendida (5.4), caracterizamos
la solucién ¢y ., como el punto critico del funcional de Lyapunov,

E(€) = £(€) + 2(e, — 6)F(E) = /R (¢ e 4 (¢ — 6D} dr. (5.16)

Si llamamos al punto critico ¥(z) = ¢y, (2), 2 = = — cp(b, co)t, entonces perturbando el
funcional ([5.16]) alrededor de este punto critico con una funcion "pequena” 1, obtenemos
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E(V+n) — E(V) = [p{2Wn, + n2 — 4¥3n — 4¥n® — 6¥2p* —
—12bWn? — 1202y — 4bn3 + 2(c, — 6b%)Un + (¢ — 6b%)n? }dx
= [o{2 [~ Vap — 203 — 602 + (¢, — 6b2) U] 1 + [n2 + (cp — 6(b+ V)?)n?| — 4Un?

—4bn3 — n*}da.
(5.17)

De esta forma llegamos a la siguiente caracterizacion de ¥(z) = ¢ ¢, (2) y del operador
linealizado L:

— 0" — 203 — 6bU? + (¢ — 6b°)T = 0, (5.18)
L= —0p +cp — 6(b+ )% (5.19)

Notas:

(i) Escogeremos en lo sucesivo ¥ = ¢, ., v fijaremos el parametro asintotico ”b”. Como
estamos interesados en soluciones reales, no triviales y regulares, fijado b € R, el
parametro ¢y lo escogemos en el intervalo ¢ € (0, 00). De esta forma la aplicacion

co € (0,00) —2 Gy, € H'(R) (5.20)
sera C1(RT : HY(R)).

(ii) Emplearemos la notacion usual para denotar el producto escalar de dos funciones
f, g € L*(R), como (f,g) = [, fgda.

El teorema principal de estabilidad en el caso atractivo es el siguiente:

Teorema 5.2.1. Sea b € R, cg € (0,00) Y Upeo(2,1) = b+ Ppey(x — cp(b,co)t) € HY(R)
una solucion de la ecuacion mKdV atractiva (5.2)), donde ¢y, € H*(R) satisface @
Entonces

Ve >0, 30 = 6(e,b,co) > 0 y una funcion C*(R), r:R — R, tal que

st ||U0 - (b + ¢b,c0)||H1(R) < 0, entonces
Sup [+, £) = ttbo (- + 7 (D) | 1y < €

donde u(z,t) es la inica solucion de mKdV atractiva con dato inicial ug = u(z,0) € H'(R)
y donde sup, |7’ (t) + (co + 6b%)| < Ke, K > 0.
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Para probar este teorema necesitaremos los resultados que exponemos a continuacion.

Proposicion 5.2.1. Sea b € R, ¢g € (0,00) y ¢pe, la solucion onda viajera dada por
(@/, Entonces el operador linealizado L = —0yp + co + 66> — 6(b + gi)b’cO)z definido en
H*(R) tiene un unico autovalor negativo simple, cero es también un autovalor simple con
autofuncion ¢;>,c0 = Oy Qu,c, Y €l resto del espectro es positivo y separado de cero.

Demostracion. La prueba se desarrolla en dos etapas:

(i) Veamos que 0 es un autovalor con autofuncion 0,y .
L(am¢b,00) = (_83390 + (CO + 6b2) - G(b + ¢b,co)2) (8:E¢b,60) = _azmx¢b,c0 + Cbam¢b,co -
G(b + ¢b,co)2ax¢b,co = - [8xxx(b + be,co) + at(b + ¢b,co) + an((b + ¢b,co)3)] =0,
entonces, L(0p¢pc,) = 0 0, = 0.
Por otra parte, ya que ¢pcy > 0y Gpeo(T) = Pbe,(|2]) = O, tiene un cero
en x = 0, luego 9,¢p,, cambia de signo y por tanto no puede ser el punto critico
del operador L, luego L tiene un tinico autovalor negativo, ya que debe existir otra
autofuncién correspondiendo al punto critico del operador L.

(ii) Debemos calcular el espectro continuo del operador L probando que su interseccion
con el espectro discreto es vacia.
Para ello nos apoyamos en un resultado clasico de [DunS| th.16,pag.1448| :

como L = ,g; +q(z), q(x)=co+6b>—6(b+ ¢b700)2.
Ya que ¢p o, (2) — 0, se tiene que g(x) — ¢op, lo que implica que
’ z—=+o00 r—=o00

Uess(L) = U(L) - Udis(L) = [COa OO)

Como no nos interesa la solucién nula, tomamos ¢y > 0, y de aqui se deduce que el
espectro esté separado del origen.

Proposicion 5.2.2. Para cada ¢ € (0,00), la funcion

co € (0,00) — d(co) = E(Pbey) + 2c0F (D) € R,

es estrictamente convexa.

Demostracion. Sea d(co) = E(Ppco)+2c0F (Pb.cp), cON E(Pb,cy)s F (@b c,) definidas en ((5.15)).
Entonces,

d'(co) = (€' (Do) + 260F (Sbco)s S20) + 2F (G0
dop,c
= (—(Pb.co)ss — 20} ¢ — 66 ) + C0Pb.co %’00) + 2F (Pbey) = 2F (Mbco)

= fR gbg,%(s, t)ds.
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Como F es un invariante de mKdV, por simplicidad consideramos F a t = 0. De esta
forma, tenemos que

d” /¢bc0d3 /¢bco c0¢bcod3 (521)

Esta integral puede ser calculada explicitamente, obteniendo

Co
'(e) = VO 0 5.22
() =20 >0, (5:22)
siempre que ¢y € (0,00). Veamos como integrar (5.21). Ya que ¢poy = Pp(5,0) =
co .
i e comh(y03) la integral (5.21) queda
4by/ co+-4b24(co+8b2) cosh(z) —(co+4b2) z sinh(z)
2 fR ¢b’60860¢b760d8 \/c +4b2 fR 2b+\/co+4b2 cosh(z))3 dz, (523)

donde hemos realizado el cambio de variable z = |/cgs. Reescribimos (5.23) de una forma
més adecuada para su integracién, dividiéndola en dos subintegrales 17, I

G-23 L+ 1Y,
-+

donde

4by/co + 4b? ?) cosh
I :/ bv/co + 4b% + (co + 8b%) cos (z)dz, (5.24)
i

(2b + Vo + 4b? cosh(z))3

B —(co + 4b%)z sinh(2)
b= /R (2b 4+ Vo + 402 cosh(z))i%dz‘ (5.25)

(5.24) e (5.25) son integrales inmediatas, que pueden obtenerse con la ayuda de un libro
de tablas integrales. Recurriendo por ejemplo a [GrR]( pags. 107 — 108 y 126 — 127), para
n,m €Ny A, B,C,D € R, necesitaremos las siguientes identidades,

J (CITFDBC(;(S)?E%’" dr = (m—cl?(_cg)fm) (C+Dsc12£11§8))m—1
+ ey | T e e e d, (5.26)
y también,
J %dm = — T DCA D@

net (5.27)

+e0D J Trpeosm@myT 4
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Utilizando (5.26)) y (5.27), deshaciendo el cambio de variable z = /cgs y evaluando en
+00, obtenemos ([5.22)).
O

Proposicion 5.2.3. Sea b € R, ¢y € (0,00) y supongamos que d”"(co) > 0. Sea
A= {¢ € Hl(R) : (d}aqbb,co) =0= (¢aax¢b,co)} .

Entonces,

(L¢7w) > C qubHill(]R) ) c> 07 V¢ € Hl (R)¢ (wa ¢b,co) =0= (¢78x¢b,co)' (528)

Demostracion. Por hipoétesis,

a¢b,co 8¢b,co a(bb,co astb,co
860 ’ 800 ):> L 860 ’ 800 )

Teniendo en cuenta la proposiciéon que nos da las propiedades espectrales del operador

0 < d"(co) = —(L <0.

. . . Odp, ¢, P .
linealizado L definido en ([5.19), podemos expresar 76, en términos de los subespacios
asociados a cada autovalor de L como

8¢b,co
860
donde L&Ay = A\oXp, Mo <0, ||[A||=1 vy (Lpo,po) > 0. De esta forma

= apXo + 1002Pp ¢, + Do,

Obb.cn Obb.c,
(L2 20c0y — (L(agX + loDuheo + P0)s 600 + LoDz by + Do)

(5.29)
= agAo + (Lpo, po) < 0.
Por tanto existe p € (0, 1) e independiente de 1, tal que
2 -1 1
0 < (Lpo,po) < —pagho = (Lpo,po)”" > ——5+. (5.30)
PagAo

Sea ¢ € A, que reescrita en términos de los subespacios de autofunciones del operador
linealizado L dado en , queda como ¢ = aXy + l0;Pp ¢, + P, con p en el subespacio
de L, ortogonal al subespacio generado por {Xy, 0x¢p ¢, }-

De esta forma,

(L, ¥) = (L(aXo + 10z Bp.co + D), aXo + 10:0p ¢, + P) = a* Ao + (Lp, p).

A partir de la proposicion [5.2.1] se sigue que

(Lp,p) > Chllpll32, C1 >0, (5.31)
con (1 independiente de 1. Por otra parte, sabemos que
0= —(Pv.co, %) = (L(Dt,e0)s V) = (L(aoXo + 1002 0p,c, + P0), aXo + 10xPp.¢o + D)

(5.32)
= aapAo + (Lpo, p) = (Lpo,p) = —aapAo.
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Ahora, aplicando Cauchy-Schwartz podemos acotar la cantidad (Lp, p), como sigue,

(Lp, p)/*(Lpo. po)/? > |(Lpo, p)| > —Nolalao| =

(Lp,p) > —Poleljaol”

na%)\o
De esta forma, recurriendo a (/5.33)), obtenemos
(Lp, ) = a*Xo + (Lp,p) = a*Xo + /p(Lp, p) + (1 — /p)(Lp, p)
> a2\ — peel” 4 (1 5)(Lp, p)

nagio

=(1- ﬁ)a% + (1= /p)(Lp,p) > CallaXy + pl|22, Co > 0.

Recordando que 1 € A, recurrimos a (¢, dy¢y¢,) = 0, para estimar |[aXo + p||3.:

llaXo + pl32 = ||(aXo + 102Pp.co + D) — 102Pb.co |72 = ||V — 102p.c0 |72
- fR(w - laz¢b,00)2dx - fR {¢2 + l2<8x¢b700)2} dr > H¢|’%2

Por tanto,

(L, ) > C3H¢H%2, C3 > 0.

Por dltimo, veamos que se cumple

(Lp, ) = Cullp|[7, Ca> 0.

Directamente,

(Lib, @0) = ([_8mc +co — (6(;52,00 + 12b¢b,co)]¢v 1/})
= Jo {0 + c0V? = 663, + 2600, )02 | do = [ 02+ [ 07

> Cull |y Ca> 0.

141

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

O

Todavia necesitamos un resultado relativo a las acotaciones que satisface la energia F.

Proposicién 5.2.4. Sea v € H'(R) tal que F() = F(ppey) y (¢, gb;’c()) = 0. Entonces

dA;, By, Ci constantes positivas dependiendo solo de b, co y ¢pc,, tal que
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AE = E@) — E(¢pee) = P10 = Bbrcoll 1)

Pl Ghcollzn) = A1 19 = Gco 1y — Br I = Dol zy — Ca I — o iy -
(5.39)

Demostracion. Sea 1 una pequeiia perturbacion (en la norma H'(R)) de ¢, que escribi-
mMos Como

=14 a)Ppe +w, (5.40)

donde escogemos w verificando (w, ¢p.¢,) = 0y a € R. Denotando por
B, 1) = 1 — By = Ay + 0,
observamos que
(i) si F() = F(dp,c,), entonces
fR ¢Z,cod$ = fR URIEES fR(h + ¢b700)2dx = f]R(h2 + ¢Z,co + 2h¢p ¢y )dT =
Je hPde = (=2) [ hdpepdr = (=2) [Jp(adpe, + w)ppeodr = (—2a) [ &3 . dz,

al|@b,col72 = =3 Ih[I3,-
(5.41)

(ii) si [ ¥Opdpcoda = 0, entonces
0= fR((l + a)(bb,co + w)ax¢b,codx = fR((l + a)¢b,coa;t¢b,co + wam(bb,co)dmv
(5.42)
(w7 6I¢b,00) - 0
Por otra parte, si calculamos la diferencia AE = E(¢)—E(¢yp ¢, ) como en ([5.17)), obtenemos
AE = E(d}) - E(¢b,co) = E(¢b,co + h) - E(st,co)
= (Lh,h) —4 [(b+ Bb.co ) PPdx — Jr h*dx > (Lh,h) — lehHig(R) — dth|]‘i4(R) (5.43)
> (Lh, ) — di 1Bl gy — ol

donde la ultima desigualdad se deduce de las siguientes estimaciones de Gagliardo-Nirenberg;:

—0
llgllze < ellgllza’llgllfrr, 6= (5.44)

Escogiendo r = 2 y llamando = = ||g|| g1, v = ||g||ra, obtenemos esta estimacion directa-

mente relacionada con ([5.44)),
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lgllze < ey~ < e (2% + (1 - 0)y°). (5.45)

A partir de (5.45)), obtenemos las estimaciones que nos permiten probar la tltima desigual-

dad de (5.43):

3(1-0

lgl2s < €llgll3s"lgl# < ¢ Gllglidn + (1= 1/6)llgl22) = ¢llgll3- (5.46)
4(1-6

lall4s < "llgllss gl < " Gllgllty + (1= 1/4)llgl[22) = ¢"[lgl 4. (5.47)

Ahora, por (5.40)) y (5.41)), w verifica las hipotesis de la proposicion y por tanto
(Lw,w) > C||w|[}1, C >0, (5.48)

Por (5.43)), nos interesa reescribir (5.48]) en términos de h. De esta forma, tenemos que

(L’U), ’U)) = (L(h - a¢b,80)7 h — a¢b,60) - (Lh7 h) + a2(L¢b,607 ¢b,60) - QQ(Lh) ¢b,00)

< (Lh, h) +2Ca?||ppeq |41

(5.49)
De esta forma reescribimos ([5.48|) como sigue,
(Lh, B) 4206 ||y e, |3 > (Lw,w) > Cllw|[3 = SB35 — 5Ca?||6p.c0l7n,
(Lh. 1) = GI1hIE = 2C70% |0y s — $Ca2 161l 2 550

> %Hhﬂip —20"a? — %C’aQ.

h||% ~ o~
Teniendo ahora en cuenta (5.41)), a® = ﬁ y absorbiendo las constantes C'; C' y el
collp2

denominador de a? en una nueva constante I' > 0 , podemos simplificar (5.50)) como sigue
Y P g

C ~ 342 _C = Al 3~ Al
(1,1 > G ~ 2076 - §00t = Gl — 20"l — g0l
(5.51)
(Lh,h) = GlIR|3n = TlRllT: = SR = TllAl -
De esta forma, concluimos que
AE = B(6) — B(dye) = (Lh, h) — dil[hlf%: — dallhlld
(5.52)

> GlIRl3n — dalBl[G — dallPllfn,
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y
_ G 3 A lhlA. A — ¢ _ _ 3
PlIkllm) = Sl = dul[Pllgn = dal bl Av= <, Bi=di, Cr=dp.  (5.53)
O
Analicemos ahora la fase r que aparece en el teorema de estabilidad. Con este fin, para
0o < w escogemos ¢ € H'(R) un dato inicial para (5.6)), que sea una pequeiia per-

turbacion de la onda viajera ¢y, v tal que |[t) — ¢p.e || g1 < do. Sea u € C(R : HY(R)) la
solucion de mKdV atractiva (5.2)) correspondiente al dato inicial ug = u(x,0) = b+ (z,0).
Definimos la funcién F : R? — R dada por,

1 1
Firt) =5 /R (1) = (b-+ Gl + 7)) o = /R [0(@,8) — G0+ 1)} d
(5.54)
Dado que ¢y, € H>*(R), F' es una funcion C*° en la variable r y C' en la variable t. Con
estas propiedades de F' podemos definir la siguiente funcién asociada,

G(r,t) = %—f = — fR {u(z,t) — (b+ Gbco(x+ 1))} Optp e, (x + 7)dx

(5.55)
= - fR :rd)b CO(-r + T)d
Sea F(r,0) = 5 fR — Pb.co(x + 7)]2dz. Dado que
HmTHiOOF(TaO) = % {||¢||%2 + ”(bb,coH } > 2||¢bco||L27
(5.56)

F(0,0) = %H”l/f - ¢b,coHi2 < 5(2) < %Hélhco"%%

podemos concluir que F(r,0) alcanza un minimo en algin punto (rg, 0), que por invariancia
por traslaciones, podemos suponer sin pérdida de generalidad que es (ro = 0,0), y entonces
concluir que G(0,0) = 0. Derivamos ahora G(r,t) con respecto a r:

oG 82F
or — 9 _f]R xt¢b00x+r)d

T‘

= — Jp{ul@,t) = (b+ doey) + (0+ Poce)} by (z + 7)da
= fR{h(‘T7 t)¢g,c0 +(b+ st,co)(b + ¢b,co)//}dx

= — Jo{h(@, )b+ Brey)” — (b + Phey) )},

esto es, 5
e == [ {0+ 0u0) )+ b )b+ )} (557
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7 h(z,t) = (x,t) — Ppeo (@ +17) =u(x,t) — (b+ dpco(x+ 7)), (5.58)

donde u(x,t) = b+ 1(x,t) y r sera especificada mas adelante.

Derivamos ahora G(r,t) con respecto a t:
% =— |z ut¢;,700 (z+7r)de = — [p(—Upze — 2(u3)x)¢);],60 (z + 7)dx

"

= fR{u ¢b,co +2u° qbg,co}dx
=~ Jal(u = (0+ Gbco) + (b+ Prey)) (0 + Do)

+2(u = (b+ Gbeg) + (b+ Gbe)) 3 (b + Poe,) Ha
(5.59)

"

= — Jal(h+ (0 + 000+ dbce)” + 200+ (b+ Pr.co)) (b + Prco)” Y

= — [p{h(b+ buee)”" + 6h(b+ Bpco)?(D+ Poey) + 6h2(b + Bpco) (b + doey)

"

+2h3(b + ¢b,co)” + (b + ¢b,co)(b + ¢b,co) + 2<b + (bb,co)g(b + ¢b700)”}d‘7j

=— Jpf{h 0" 4+ 6h 020" + 6h2vv" + 2030 + v + 2v3v/,}d:c,

donde en la tltima igualdad hemos escogido v = b+ ¢y .,. Debemos analizar los dos tltimos
sumandos de (5.59), que no son proporcionales a h. Si ¢, ., verifica la EDO (j5.6)),

¢Z,co - _2¢§,Co o 6b¢g,co + C0Pbeo = (b + ¢b700)//

= _2(¢b,co +b— b)3 - 6[)((]5{,,@0 +b— 6)2 + CO(‘bb,Co +b— b)v
que en términos de la nueva variable v = b + ¢, ., reescribimos como,

1"

v = —2(v —b)? — 6b(v — b)% + co(v — b)
= —2(v3 — 3bw? + 3b%v — b3) — 6b(b% + v? — 2bv) + co(v — b)

U” = 3 + (Co + 6b2)’U — (4b3 + COb)7

/

0" = =602 + (o + 6b2),

"

= —120(v')? = 602" + (co + 6b%)0".

De esta forma, los dos tltimos sumandos de (5.59)) se escriben como sigue,
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Jz "+ 28" = Jg —120%(v")? — 6v30" + (co — 6b*)vv” + 203"
= [p —120%(v")? — 430" + (o + 6b*)vv” = Jz —120% (V') + 120%(v")2 + (¢ + 6b)vv”

= Jalco+ 6b%)vv”

en donde obtenemos la tltima igualdad tras integrar por partes. Ahora, agrupando términos
llegamos a,

%—?:—fR{hv

"

+6h v20" + 6h2v0" + 20%0" + v + 203" Vda

= — [p{-12hv(v)* — 6hv?0" + (co + 6b*)hv" + 6h v*0" + 6h2v0"
(5.60)
+2030" 4+ 00" + 203" + (¢o + 6b%)vv” }dx

= — [al(co+6b?)[(v)? — hv"] — 12hv(v)? + 6h%v0” + 2830 }da.

Como la necesitaremos proximamente, calculamos la segunda derivada respecto al tiempo
de la funcién G: derivando con respecto al tiempo la segunda linea de ([5.59)) e integrando
por partes dos veces, obtenemos

n
b,co

) y ,
% - - fR{u (;5[()/:];;) + 2u3 ¢I()1,]C)() + 24U4ux¢b,60 + 12U5¢
(5.61)
+3uddy o, + 15wy, + 6uuy ) b,
De esta forma, asumiendo que u € C(R, H*(R)), tenemos que la funcion G es de clase C?

con respecto a t, estando su segunda derivada temporal dada por (5.61]).
Con estas definiciones, ya estamos en condiciones de probar el teorema de estabilidad.

Demostracion. (Teorema [5.2.1))

Dividimos la prueba en dos partes dependiendo si el dato inicial, perturbacion de la solucién
fundamental ¢y, tiene o no la misma norma L?, que la solucién fundamental.

(i) Sea u(x,0) = b+ 1(z,0) el dato inicial de la solucion u(zx,t), que es perturbacion de

la solucion b-soliton b + ¢y ¢, (x,t) de mKdV atractiva.
Supongamos que F (1)) = fR Vide = fR gbg’Cde = F(Pbco)-

Sea € > 0. Buscamos un d(e) > 0 tal que si 0 < & < §(e) y ¢ — ¢b,COH§'{1(R) < 4,
entonces

||u('7t) - (b + ¢b,co(‘ + 7“)||§{1(R) <€, VvVt € R.
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Para ello, sea §; > 0, tal que el polinomio P(|[1) — ¢p,co |l g1 (R)) sea estrictamente
creciente en [0, 01]. Definimos

(5.62)

@:m{e P (R Hm,coup}

20(0+ dbeo)ll2” 20

Como el funcional de Lyapunov E definido en ([5.16)) es continuo en el subespacio
vectorial de H1(R), S = {¢ € H'(R): F(y) = .7:(¢b,co)}7

dado € >0, 3d(e) > 0, tal que si 0 < § < 0(¢), entonces

§ < 6, (5.63)

y si
[.0) = Gl oy < 8 = AE = E() — E(@ne,) < P(62). (5.64)

Supongamos entonces que 0 < § < 6 (€) y escogemos 1 € H' tal que

Hw(70) _(bb,Co(m—i_T)HHl(R) < 0. (565)
Con esta eleccion de 1) y recordando la derivada respecto a r de G (5.57)), concluimos
que
oG
—— 0, V(r,t) e
5yl > 0, V(rt) €,
donde

mmwmw;}
16+ Pbeo)"ll 2 |

(5.66)
Observar que con la eleccion de d2 dada en , (0,0) € Q. Evaluando la derivada
respecto a r de G en (0,0) tenemos que

oG
E‘(0,0) > {H(b“' ¢b700),Hi2(R) - ”7/) - ¢b,co||L2(R) H(b+ ¢b700)”HL2(R)} >0, (5~67)

y G(0,0) = 0, pues alcanzamos el minimo de F(r,0), como vimos en .

Asi, por el teorema de la funciéon implicita aplicado a la funcion G, existe T > 0 y
una funcion C?((~T,T) : R), r: (=T,T) — R, 7(0) =0, tal que (la funciéon r(t)
es C? por )

Q= {(7", 8) PG Ol ry = w5 8) = (0 peo (@ + 7)) g1 gy <

G(r(t),t) =0, Vte (~T,T). (5.68)

Escogemos T de forma maximal, pues si éste no lo fuera, siempre podemos extender
el tiempo de definicion del teorema de la funcion implicita, hasta generar el intervalo
maximal en el que podemos definir la funcién implicita r.

Con este resultado, podemos derivar implicitamente , para obtener
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d oG , oG
&G(T(t))t) =0= ET (t) 4 E
oG
") =5 (5.69)
or
Sustituyendo ((5.57)) y (5.60) en (5.69)), obtenemos
r(t) = _Za:Z _ ~Jelleo+ 6= () + b’ — 12ho(v)? + 6h2ve” + 2h3v”}da:,
or _IR{—(U )2+ ho"}
es decir,

Jz h{712v(v’)2+6hvv// +2h20" Yz

T’(t) = —<CO + 6b2) fR{—(’Ul)2+h”L)”} 5

(5.70)
r(0) = 0.

Recordamos que,

hz,t) =u(z,t) — (b+ dpeo (@ +7(t) AN vz, t) =b+ dpe(z+7(t)).
Sabemos por la proposicion [5.2.4] que

AB(t) = BW) — E(@ne0) = Pl 1 s):

Como AFE es constante en el tiempo, tenemos que

P12l 1)) < P(d2)- (5.71)

Al ser P estrictamente creciente en el intervalo [0, 61] y [|[| 1 (g) una funcién continua
en t, cuyo valor en ¢t = 0 es menor que 61, (b.71]) implica que

lu(,t) = (b + Gneo(x + ()l g gy < G2 ¥t € (=T, 7). (5.72)

Esto implica directamente que T' = +o00, pues si T' < 400, a partir de , deduci-
mos que la adherencia de Q' = {(r(¢),t) : =T <t < T} esta contenida en  dado en
. Asi existe p > 0 tal que r puede ser definido Vt € (=T — p,T + p). Pero r esta
definido de manera maximal en (—77,7"), y por tanto no puede ser definido en t > T'.
Por tanto T' £ 400, luego T' = +o00. Ahora, escogiendo € suficientemente pequertio,

reescribimos (5.72)) como

[u(@,t) = (b+ e (@ + () g1y S € VEER. (5.73)

y 7'(t) — —(co + 6b) + O(e), con esta eleccion de e.
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(ii) Sea e >0y seauy = u(x,0) =b+1(x,0) un dato inicial de mKdV atractiva, tal que
~7'_(¢) 7& f(¢b,co)-

Escogemos 1 de tal forma que |[1(-,0) — ¢p ¢, (- + 7")||H1 < 6§, con ¢ a ser determi-
nado todavia. Entonces,

’f(lﬁ) ¢b co ‘ fR ¢b ,Co dl" ‘ f]R ¢ ¢b co)(w + ¢b co)dx‘
= | fR(d} - d)b,co)(w - ¢b,co + 2¢b,co)d$’ < 5(5 +2 ||¢b,cOHL2)

< 25(1+ || @b 2) = M6,

Como F es un funcional estrictamente mondtono en la variable ¢y (ya que d”(co) > 0,
por la proposicion [5.2.2)), se deduce que para § suficientemente pequeno, existe e cerca
de ¢, para el cual F(v)) = F(¢pe). De hecho

M6 = |F(¥) = F(Pbeo)| = [F(be) — Flp,e)| = d”(€)]e — col, (5.74)
donde é esta entre e y cg. Como d”’(cy) (ver (5.22))) esta acotada inferiormente en
(0,+00), concluimos que |e — ¢g| < Mad, con Mo = My(Mi,d”(€)). Por otra parte,
como la aplicacion ¢ € (0, +00) 2, Obeo € HY(R) es C?(RT, H'), tenemos que

Hﬁbb,e — be,coHHl(R) S M3(5, M3 = Mg(MQ, (I)”). (5.75)
Escogiendo ¢ tal que M30 < d2/2, podemos terminar la demostracion, al aplicar el
caso anterior, en el que tenemos igualdad de normas L?, al dato inicial 9, visto como
una perturbacién de ¢y, .. De esta forma, con la anterior eleccion de ¢, existe una fase
R(t), tal que
() = (b + e (- + RO 11y < 0/2. (5.76)
Por tanto, con y podemos concluir que

[u(@,t) = (b4 dpeo (@ + RO gy <6

La funcién fase R(t), garantizada por el apartado (i), permanece C? y es soluciéon de
la EDO implicita,

— Jo h{=12v(v ’)2 + Gin” +2h20" }dx
— =)+ h'"}
(b+ gpe(z+ R(t))).

Vt € R, se sigue que, para € suficientemente pequeno

R(t) = —(e+65?) -

)

con h(z,t) = u(z,
Como ||| g1 () <

t) -
d2
20

R'(t) = —(e +6b%) + O(e) = —(e — co + co + 6b%) + O(e)
= —(co + 6b%) + (co — €) + O(€) = —(co + 6b?) + O(3) + O(e)

—(co + 6b%) + O(e).
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5.3. Caso mKdV repulsiva

La estabilidad de los solitones de media no acotada en el caso repulsivo se prueba de
manera analoga al caso atractivo. Por tanto indicaremos los cambios que necesitaremos en
los resultados del caso atractivo, para obtener los analogos al caso repulsivo.

La ecuacién mKdV repulsiva es

0 0 0

—k(s,t) + —=k(s,t) —2—(k3(s,t)) = 0. 5.77

SR (s, 1) + ks, 1) — 2 (K (5,1) (577)
La onda viajera k(s,t) = b+ f(s —cpt), ¢ > 0, f(£oo) =0, con f dada por (5.9)), es
solucion real de ([5.2]), por lo que si cambiamos el parametro asintotico b por b, la funcion f
se transforma como f(s—cpt) = —if(s+cpt) y por tanto, la anterior solucion real atractiva

b+ f(s — cpt) se transforma en una soluciéon imaginaria pura atractiva i(b — f(s + cpt)), y

la parte imaginaria (b — f(s + cpt)) de esta solucion atractiva es solucion real repulsiva.
Con los cambios de variables b — ib A f — —if, el PVI 1} se transforma en

F' =23 +6bf2 + (c, — 6b2)f =0

o =0 (5.78)

De esta forma, los solitones de media no acotada en el caso repulsivo se escriben como

k(s,t) =b— f(s+cpt), >0, f(£oo)=0.
donde

~ CO

F (54 (b co)t) = oeo(s,t) = 2b + \/4627—c()cosh(\/%(s + (602 — co)t))’

(5.79)

cp(b, o) = 6b* — o > 0.

Nos proponemos estudiar la estabilidad orbital de b — ¢ .,, que es equivalente a la
estabilidad orbital de ¢, ¢, .
Si en el funcional que caracteriza la soluciéon onda viajera atractiva hacemos la
transformacion & — —i€ A b — @b, obtenemos el funcional que caracteriza la solucién onda
viajera repulsiva ¢y .

E(&) = /R {€2 + &t — 4b€® — (¢ — 6b)€2} du. (5.80)

Podemos caracterizar el punto critico U(z) = ¢(z), z = & + c(b, ¢o)t del funcional
(5.80) y el operador linealizado del caso repulsivo, sin més que aplicar los cambios de va-
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Figura 5.3. Grafica de b-solitén repulsivo con b = 0.65, ¢o = 0.23.

riables R — —iR A b — iba (5.18)), que caracteriza el punto critico atractiva y al operador
linealizado del caso atractiva (5.19)).

De esta forma, caracterizamos el punto critico ¥ y el operador linealizado L del caso

repulsivo:

— " 4203 — 662 — (¢, — 6b7)U =0, W(doo)=0. (5.81)

L= —0p —cp+6(b—T)% (5.82)

Notas:
(i) Escogeremos en lo sucesivo U = ©b.c, ¥ fijaremos el pardmetro ”b”. Como estamos
interesados en soluciones reales, no triviales y regulares, fijado b € R, el parametro

co lo escogemos en el intervalo ¢y € (0,4b?) (frente al dominio (0,00) de ¢y del caso
atractiva). De esta forma la aplicacion

co € (0,4b%) 25 oy, € H'(R) (5.83)
sera C1((0,4b%) : HL(R)).

(i) Nuestro objetivo es estudiar la estabilidad orbital de b — ¢y o, = b— f(x + (b, co)t).

El teorema principal de estabilidad en el caso repulsivo es el siguiente:

Teorema 5.3.1. Sea b € R, ¢y € (0,4b) y upeo(2,1) = b — @p.ey(x + (b, co)t) € H'(R)
una solucion de la ecuacion mKdV repulsivo , donde @y ¢, € HY(R) satisface (5.75)).
Entonces

Ve >0, 36 = 6(e,b,co) > 0 y una funcion C*(R), r:R — R, tal que
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st |[uo — (b = @p,eo )| 1 (r) < 9, entonces
Sup [u(,) = b (- + ()l g gy <6

donde u(z,t) es la inica solucion de mKdV repulsiva con dato inicial ug = u(z,0) € H*(R)
y donde sup, |’ (t) + (co — 6b%)] < Ke, K > 0.

Para probar este teorema necesitaremos los resultados obtenidos en el caso atracti-
vo modificando adecuadamente los argumentos. Pasamos a explicar como se enuncian y
adaptan estos resultados atractiva al caso repulsivo.

Proposicién 5.3.1. Sea b € R, ¢y € (0,4b%) y by la solucion onda viajera dada por
. Entonces el operador linealizado L = —0y, + co — 60> + 6(b — SDb,co)2 definido en
H?(R) tiene un tnico autovalor negativo simple, cero es también un autovalor simple con
autofuncion 90;3,c0 = 0zPb.c, Y €l Testo del espectro es positivo y separado de cero.

Demostracion. La prueba y las conclusiones en el caso repulsivo son anélogas al caso
focusing. O

Proposiciéon 5.3.2. Para cada cy € (0,4b%), la funcion

co € (0,4b%) — d(co) = E(Pb,ee) + 2¢0F (Pbe,) € R,

es estrictamente convexa.

Demostracion. Sea d(co) = E(b.ey) + 2¢0F (Vb.ey), cOn E(Vbey), F(@be,) definidas (im-
plicitamente) en (5.80). Entonces,

depp ¢
d/(CO) = (5/(¢b,co) + 200f/(80b,co)7 QZZ,OO) + Qf(gob,q))

dpyc
= (—(Pbco)ss + 205 oy — 6b0F o) + COPbcor o) + 2F (Pb.ey) = 2F (Pb.co)

= |z cpicO(s,t)ds.
Como F es un invariante de mKdV, por simplicidad consideramos F a t = 0. De esta

forma, tenemos que

0
2'e0) = 5 [ s =2 [ CraDinants (5.84)

co

Esta integral puede ser calculada explicitamente, obteniendo

(o) = YO~ g 5.85
(@ = 2 >0, (5.85)

siempre que ¢y € (0,4b?), por lo que de aqui obtendriamos la convexidad de d(cp).
La prueba de ([5.85|) es andloga a la dada en la proposicion y no la repetiremos aqui.
O
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Proposicién 5.3.3. Sea b€ R, c¢q € (0,4b%) y supongamos que d”(co) > 0. Sea

A={p e H'R): (¢,¢pe) = 0= (1, 0u0p.00) } -

FEntonces,

(L1/17¢) Z C HwH2Hl(R) ) C > 07 Vw € Hl(R)7 (waSOb,c()) =0= (¢aaaz‘70b,c0)- (586)

Demostracion. La prueba y las conclusiones en el caso repulsivo son analogas al caso
atractiva. O

Proposicion 5.3.4. Sea ¢ € H'(R) tal que F (1) = F(ppeo) Y (05 o) = 0. Entonces
dAi, By, Ci constantes positivas dependiendo sélo de b, co, ©pc,, tal que

AE = E®W) — E(@pe) = P(IY = v.coll 1)

P~ Phcoll ) = At = P21y = B lY = P31z — C 1 — @nollis gy -
(5.87)

Demostracion. La demostraciéon es andloga a la de la proposicion [5.2.4 O

Las expresiones (5.57) y (5.60) del caso atractivo se transforman en el caso repulsivo

en
8G _ ’ 2 1"
= 2/R {(v) ~ () }dw, (5.88)
% =2 / (o — 6)[(v))? — W] — 12h0(e)? + 6h200 + 2130 Y, (5.89)
R

donde v(z,t) = b— gy (2 +7(8)) ¥ h(w, 1) = u(w, ) — (b — @y (1 + (1))
Por tanto, la expresion del caso focusing para r/(t) dada en (5.70) se convierte, en el caso
repulsivo, en

2 o h{—120(v")% + 6hvv” + 2h%0" }da

r(t) = —(co — 6b%) —
R oY R

(5.90)

Demostracion. (Teorema [5.3.1))
La prueba del teorema en el caso repulsivo es idéntica a la prueba del caso atractivo, si
seguimos los mismo pasos, donde ahora recurrimos a la versiéon repulsiva de las proposi-

ciones[5.211 5.2 .23 yp.2.4

O
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Apéndice A

Apéndice A

Sumario. En este apéndice exponemos el método de Hirota, un método clasico de resolucién
de ecuaciones de evolucion no lineales y su aplicaciéon a la ecuacion mKdV para buscar soluciones
concretas. En particular, los ejemplos que se muestran son los de las soluciones béasicas del soliton
y breather de mKdV atractiva.

A.1. El método de Hirota

Esta técnica para encontrar soluciones especiales de ecuaciones en derivadas parciales no li-
neales, ha permitido un avance significativo para aquellas ecuaciones que admiten soluciones tipo
soliton. Hay que observar que este método funciona virtualmente para aquellas ecuaciones en donde
el método de scattering inverso es conocido y a veces ha funcionado sobre ecuaciones sobre las que
todavia no se dispone de un método de scattering inverso desarrollado. Las ideas basicas del método
son (siguiendo a [AS| p.179])

(i) Introducir una transformacion de la(s) variable(s) dependiente(s) para reducir la ecuacion
de evolucion a una ecuacion bilineal, cuadratica en la(s) variable(s) dependiente(s), usando
para ello la definicién de los siguientes operadores definidos por Hirota:

D™Dla b= (9, — 8,)™0-0))"alz, )b(a’,t)|o—g.i—t, m,n € N. (A1)

(ii) Introducir un desarrollo perturbativo en términos de exponenciales, con coeficientes a deter-
minar en la ecuacién bilineal.

(iii) Averiguar dichos coeficientes para obtener solucion de la ecuacion bilineal.

Para la ecuacion mKdV

Ut + Ugze + 6U2’U/1 =0,

el método de Hirota se aplica de la siguiente forma:

sustituyendo la expresion u = & en la ecuacion mKdV y usando la definicion de los operadores

F
de Hirota (A.1]), obtenemos
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6

(D; + D3)G - F+ 55 —5 (DG - F)(%D§F~F—G2):O. (A.2)

Como, F, G son ambos arbitrarios, podemos desacoplar la ecuacion (A.2)), y obtener
(D; + D3)G - F =0, (A.3)
D2F . F = 2G*. (A.4)

Si suponemos que v — 0 cuando |z| — oo, podemos introducir en (A.3))-(A.4), el siguiente
desarrollo en F' y G:

F=14+€&F+eFi+...,
G=eGi+G5+....

Donde truncamos cada desarrollo, dependiendo del tipo de solucién que estemos buscando. Es
decir, en el caso del soliton de mKdV, las ecuaciones quedarian:

(A.5)

B — )G =0= Gy =€, my = kya — k3t + 0,

8§F2 G2 = Fy = 4k2 6277
(A.6)
F;=0, j=>4,
G;j=0, 723
Escogiendo € = 1, la solucién tipo solitéon se obtiene como:
G 6771
u=—=——— =kysech .
P 1T Lo 1sech(n1)
De forma similar se puede obtener la solucion tipo 2-solitén de mKdV, escogiendo:
ki—k ki—k
G=em+e™ + ﬁ(khki) emtnz 4 4k2 (e )2em itz
(A7)

4
211 212 n1+n2 (k1—ko2) 211 +2n2
F=1 + 4k2€ + e + k 6 + 16k§k%(k1+k2)4e .

Observar que F' puede ser reescrita de la forma

1
2k,

(k1 — ka)?

712 1—
)+ ( Aoy koo (k1 + k)2

6771+772)2 = 92 4 f2'

= (5~

Con esta reescritura, G se redefine como

G:2Dacg'f7

y asi

:G_zDajg'fZQ gwf_gfw
Fo g2+ 2 TR+ (9/1)?)
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u = 20, (arctan m ) = i0, (log H ; jz } ). (A.8)

_ Si escribimos f = f+1g, obtenemos la transformacién de la variable dependiente u como sigue
(f* significa complejo conjugado de f)

u= i@z(log(]::)) = 20, (arctan( ;jfi)) (A.9)

Con esta nueva transformacion de la variable dependiente, que de hecho seré la que utilizaremos
alo largo de la memoria y de forma generalizada para soluciones © — b cuando |z| — oo, obtenemos,
tras sustituir el anstaz (A.9) en la ecuacion mKdV, las siguientes ecuaciones bilineales

(A.10)
D2f*f=0.

La solucién tipo N-solitén se obtendria sustituyendo en (A.10)), el siguiente desarrollo para f ,

fN:1+efJ(V1)+ef](v2)+...

igualando potencias del pardmetro € y escogiendo ¢ = 1. Las soluciones solitéon y 2-solitén se
obtendrian haciendo

fi=1+4emtin/2,
(A.11)
f2 =1+ 6771+iﬂ'/2 + 6772+iﬂ/2 + 6’771-‘!-772-l-’i‘ﬂ'-i-An7

donde eAl? = (Z%IZ; )2 yn = kZLL' - k?t + 772(0)

Escogiendo k1 = —i(a+ i) y k2 = —i(—a + i) y sustiyendo obtendriamos la solucién breather
de mKdV.

El N-soliton de mKdV tendria la siguiente estructura,

N

~ LT

v = E exp ( E wi(n: + 25) + E Hifti Aij). (A.12)
u=0,1 i=1 1<i<y
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