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Introduccion

En esta memoria realizamos un estudio cohomolégico de los flujos riemannianos.
Una breve explicacion de las palabras del titulo nos centrard en las materias de
estudio y los propdsitos de esta memoria.

Trabajaremos con una variedad M, diferenciable en el sentido C* y cerrada, es
decir, compacta y sin borde. Un flujo .# (de momento, regular) sobre M lo podemos
entender como una foliacién orientada de dimensién 1 sobre M, o bien como una
accion diferenciable de la recta real, en cuyo caso las érbitas de la acciéon vendrian
a ser las hojas de la foliacién. También podemos pensar en un campo de vectores
sin singularidades, siendo las curvas integrales del campo las que determinan la
foliacion. En estos tres puntos de vista aparecen objetos matematicos distintos, pero
relacionados: dos acciones distintas pueden determinar la misma foliacién, debido a
una cuestién de reparametrizacion, y lo mismo sucede al multiplicar un campo no
singular por una funcién estrictamente positiva. El objeto que nos interesard va a
ser la foliacién .# que se define, y por lo tanto, los invariantes que estudiaremos no
seran alterados por los cambios de parametrizacion de una acciéon o campo que los

defina.

Cuando hablamos de estudio cohomoldgico, nos referimos a investigar las pro-
piedades de ciertos invariantes cohomoldgicos de la foliacién. Precisando més, nos
interesan la cohomologia de de Rham H*(M), que sabemos por el Teorema de de
Rham que es isomorfa a la singular, y la cohomologia del “espacio cociente” o espacio
de hojas de .%#. Al trabajar con flujos, este espacio puede resultar muy patolégico
desde el punto de vista geométrico: en primer lugar, no tiene por qué ser una variedad
diferenciable (en el caso de que el flujo sea una accién libre del circulo S!, si que
lo es), y de hecho hay ejemplos sencillos, como el de un flujo lineal de pendiente
irracional sobre el toro T?, donde el espacio cociente tiene topologia indiscreta, y
por lo tanto, no nos aporta informacién sobre la estructura transversa de ese flujo.
Por lo tanto, usaremos la cohomologia bdsica H*(M/.F), que es la cohomologia de
las formas basicas (una forma de de Rham es bésica si cumple iyw = iydw = 0 para
todo campo V tangente a .%). Esta cohomologia ha demostrado ser un invariante
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v Introduccion

adaptado y rico en propiedades, el invariante adecuado para estudiar la estructura
transversa de un flujo (y de foliaciones de cualquier dimensién). Estamos interesados
en relacionar la cohomologia basica con la de la variedad, y eso lo haremos mediante
una sucesion exacta larga, la sucesion de Gysin.

La sucesién de Gysin, cldsica en topologia algebraica (ver, por ejemplo, [5]), se
puede construir en la siguiente situacion: sea m: F—— B un fibrado de fibra una
esfera S¥. La sucesién de Gysin es:

— H(B) =5 HI(M) 2 HHB) = HY(B) — ..
donde Y es la integracién a lo largo de las fibras y ¢ la multiplicacién por la clase

de Euler del fibrado.

La sucesion de Gysin aparece en el siguiente tipo de flujos: sea una accién libre
y diferenciable del circulo S! sobre la variedad cerrada M. En ese caso, el espacio
de 6rbitas M/S' es una variedad diferenciable y la proyeccién m: M — M/S' es
un fibrado principal, con lo que reproducimos la situacién anterior para k = 1. La
cohomologia bésica del flujo correspondiente coincide en este caso con la cohomologia
del espacio de érbitas M/S*. La sucesiéon de Gysin que tenemos es:

L H(MJSY) s HI(M) s HTY(M/SY) — HP(MJSY) —

En [42], M. Nicolau y A. Revent6s construyen la sucesién de Gysin mostrada para
acciones casi-libres de S.

Nuestro objetivo es extender este resultado al caso de flujos. Como un flujo
puede ser en general muy patoldgico, nos restringiremos a una clase de flujos cuyas
propiedades nos permitan abordar su estudio: los flujos riemannianos. Un flujo .# es
riemanniano (ver [43]) si existe una métrica p sobre M cuya componente ortogonal
es invariante por .%. Diremos que este tipo de métricas son casi-fibradas. Notamos
que las acciones del circulo (o flujos periédicos) inducen foliaciones riemannianas,
ya que siempre podemos tomar una métrica que sea invariante por la accién; en
particular, su componente ortogonal.

La sucesién de Gysin ha sido construida por F. Kamber y P. Tondeur en [32],
para el caso de flujos isométricos, es decir, acciones R x (M, ) — (M, p) sin puntos
fijos, y que preservan una métrica riemanniana g sobre M. En particular, los flujos
isométricos son riemannianos. La sucesién de Gysin conseguida es:

- H (M) F)—H(M)—H"(M|.F) = HT(M|F) — ...



El homomorfismo de conexién es la multiplicaciéon por la clase de Euler [dX] €
H?*(M/.%), siendo X la forma fundamental del flujo. Es crucial para obtener el
resultado que el grupo de isometrias Iso(M, u) es compacto.

El objetivo principal de esta memoria es obtener una sucesion de Gysin para
flujos riemannianos singulares, es decir, flujos riemannianos con puntos fijos. Las
diferencias que tenemos que abordar son dos:

1. El flujo es riemanniano, y no isométrico;

2. La existencia de puntos fijos hace que tengamos una foliacién singular y no
regular.

Para facilitar la comprensién, procederemos en dos etapas: primero resolvemos el
caso de flujos riemannianos sin puntos fijos (caso regular), y despues con puntos
fijos (caso singular).

El capitulo 1 estara dedicado al material preliminar sobre foliaciones, centrando
nuestra atencion en las foliaciones riemannianas y la cohomologia basica. También
se recordaran los conceptos bésicos sobre foliaciones riemannianas singulares.

En el capitulo 2 nos ocupamos del caso riemanniano regular, que presenta dos
diferencias sustanciales con respecto al caso isométrico. Por un lado, la diferencial de
la forma fundamental ya no tiene por qué ser una forma basica, tal y como ocurria
en el caso isométrico, sino que tenemos una descomposicion:

dX =e+ X AR,

siendo e la forma de Euler y x la forma de curvatura media, las cuales podemos
suponer bésicas (ver [17]). La segunda diferencia fundamental consiste en que ya
no tenemos asegurado que R viva en un grupo compacto, como sucedia en el caso
isométrico. Por lo tanto, abordaremos el problema de una manera distinta, utilizan-
do fuertemente la geometria local de estos flujos, que ha sido descrita en [15]. La
comprension de estos modelos locales junto con una técnica de tipo Mayer-Vietoris
nos lleva al primer resultado importante de esta memoria (ver [48]):

Teorema 2.17 (Sucesién de Gysin para flujos riemannianos regulares). Sea
ZF un flujo riemanniano sobre una variedad cerrada M, y sea una métrica casi-
fibrada tal que su forma de curvatura media k sea bdsica. Entonces, tenemos la
siguiente sucesion exacta:

s H(M)F)—H (M) —H" (M/F) = HY (M) F) — ..., (1)

donde el homomorfismo de conezion es la multiplicacion por la clase de Euler [e] €
H? (M/)F).
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Los grupos de cohomologia H(M/.%) que aparecen en (1) denotan la coho-
mologia béasica k-torcida, que es la de las formas basicas con la diferencial torcida
dyw = dw — k A w. Es importante notar que la cohomologia bésica x-torcida es dual
de la cohomologia bésica (ver [33]) y que en el caso de que el flujo sea isométrico,
ambas cohomologias coinciden.

Si .Z es isométrico, la clase de Euler [dX] € H*(M/.Z) es un invariante de la
foliacién (es decir, determina una clase que no depende de la métrica elegida), y su
nulidad equivale a la presencia de una fibracién transversa a .# (ver [49]). En el
caso de flujos riemannianos, probaremos que la clase de Euler [¢| € H? (M /%) es
también independiente de la métrica casi-fibrada que hayamos elegido (en el sentido
de 2.19) y su nulidad se puede caracterizar de una forma geométrica en el siguiente
teorema, que es el segundo resultado relevante de esta memoria:

Teorema 2.21. Para un flujo riemanniano % son equivalentes:
i) la clase de Euler se anula;

i) existe una foliacion 94 transversa a ¥ definida por una I1-forma w cuya torsion
es basica.

Ademds, cualquiera de las dos condiciones implica que & es transversalmente afin.

En el capitulo 3 construimos la sucesién de Gysin para flujos riemannianos sin-
gulares, es decir, flujos con puntos fijos que admiten una métrica casi-fibrada. Estos
flujos son foliaciones riemannianas singulares, en el sentido de P. Molino (ver [38]),
de dimension 1. Molino da una adecuada descripcion local de estas foliaciones en
[38], donde se prueba que cada componente conexa del conjunto de puntos fijos F
es una variedad compacta.

Utilizaremos la cohomologia de interseccion, la cual ha demostrado ser til para
el estudio de variedades estratificadas. En el caso de una accién no libre del circulo
S', en [28] se construye la siguiente sucesién de Gysin utilizando cohomologia de
interseccion.

4 : . N

 — HY(M/SY)— HE(M)—H L (M/SY) " A (M/SY) — ... (2)
En el caso de flujos riemannianos, consideraremos la cohomologia bdsica de intersec-
cion de un flujo, la cual se calcula con las formas perversas, es decir, formas definidas
en M — F que cumplen una cierta condicion de regularidad al aproximarse a F. La
herramienta técnica que utilizamos para determinar esa condicion de regularidad
es la explosion de Janich (ver [31]), que se puede entender como una variedad con
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borde M donde el flujo es regular y que surge al sustituir cada estrato de puntos
fijos por un fibrado sobre cada estrato.

De este modo, las formas perversas son las formas definidas en M — F' que se
pueden extender a M. La nocién de grado perverso nos da la medida de la “verti-
calidad” de una forma perversa con respecto al fibrado OM — F. Los grupos de
cohomologia Hy(M/.7) que definimos se calcularan con formas perversas bdsicas
cuyo grado perverso en cada estrato S de puntos fijos esta acotado por un nimero
p(S). Hay un grupo de cohomologia distinto para cada perversidad p. La cohomologia
bésica de interseccién que definimos generaliza la cohomologia de interseccion de la
variedad estratificada M/S! en el caso de una accién del circulo (esto lo probamos
en el Apéndice).

Nuevamente con técnicas de tipo Mayer-Vietoris, conseguimos probar un teorema
de dualidad que generaliza el del caso regular:

Teorema 3.26 (Dualidad de Poincaré para la cohomologia basica de flujos
riemannianos singulares). Sea (M,.#) un flujo riemanniano singular y sea una
métrica casi-fibrada tal que k sea bdsica. Entonces, la forma bilineal

HYM)7) @ H N (M)F) — R
[o] @ [7] — JyaNBAX

es no degenerada para cada par de perversidades p y G duales (p(S) + q(S) =
codim(S) — 3).

El resultado principal de esta memoria, que generaliza (1) y [28], es como sigue:

Teorema 3.31 (Sucesién de Gysin para flujos riemannianos singulares).
Sea ¥ un flujo riemanniano singular sobre una variedad cerrada M, y sea una
métrica casi-fibrada cuya forma de curvatura basica k sea bdsica. Entonces, tenemos
la siguiente sucesion exacta larga:

- — Hi(M/F)—H'(M)—H""

1
p_i"%

(M).Z) M mi vy 7y -

Y

donde el homomorfismo de conezion es la multiplicacion por la clase de Euler Ne] €
Hg _R(M [ F).

Notamos que el salto de perversidad que se da en el homomorfismo de conexion se
debe a que el grado perverso de la forma de Euler es esencialmente 2. La nulidad de
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la clase de Euler Ale] € H _ (M/.%) tiene también una caracterizacién geométrica,

similar a la mostrada por G. Hector y M. Saralegi para acciones de S! (ver [28]).

Teorema 3.36. Sea .7 un flujo riemanniano singular sobre la variedad cerrada M
tal que F # (). Entonces, son equivalentes:

i) La clase de Euler [e] € H _ (M/.F) se anula;

ii) existe una foliacion singular 4 transversa a F cuya restriccion a M — F
estd dada por una fibracién localmente trivial sobre St.

Esta caracterizacion estd relacionada con la del caso sin puntos fijos, dado que
en la parte regular, una fibracién localmente trivial sobre S! estd dada por una 1-
forma cuya torsion no solo es basica, sino nula. Terminamos el capitulo presentando
un método para construir ejemplos de flujos riemannianos singulares no isométricos
y que denominamos cirugia hiperbolica. Este método consiste en insertar en una
variedad provista de un flujo isométrico singular un asa que genera un fenémeno
similar al flujo sobre T descrito en [15], el cual no es isométrico.

Para terminar el estudio cohomoldgico de los flujos riemannianos singulares, en
el capitulo 4 realizamos una aproximaciéon desde el punto de vista de la cohomologia
equivariante, con el objetivo de probar un teorema de localizaciéon. En el caso de
la accién de un grupo de Lie compacto, que es el contexto usual de la cohomologia
equivariante, este teorema relaciona la cohomologia equivariante de la variedad M
con la cohomologia de la variedad de los puntos fijos F'.

En el caso de un campo de Killing, la cohomologia equivariante y el teorema
de localizacion aparecen en los trabajos de E. Witten. Nosotros propondremos un
nuevo modelo (modelo de Gysin) con el que definimos el Ae-médulo de cohomologia
equivariante H% (M /.7 ). Esta definicién generaliza la situacion anterior en el sentido
de que esté formulada para un flujo .# con clase [k] € H'(M/.%) nula, y no para un
campo o accién concretos. Usando el modelo de Gysin, mostraremos una prueba del
Teorema de Localizacién para estos flujos, el cual afirma que la inclusion F'——=M
induce un isomorfismo al localizar sus Ae-mdédulos de cohomologia equivariante:

HZ(M) ®@pcR(e) = H(F) @ Re).

En el caso de un flujo riemanniano general, la no trivialidad de [«] nos impi-
de aplicar directamente el modelo de Gysin. Sin embargo, si que vamos a poder
recuperar la cohomologia de los puntos fijos de una manera parecida: mediante el
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revestimiento de trivializacién p: M — M de [k] (ver [29]) obtendremos un flujo
con [k] = 0 sobre el que si que podremos aplicar el modelo de Gysin y el teorema
de localizacién. El teorema de localizacion que obtenemos es el siguiente:

Teorema 4.11 (de localizacién para flujos riemannianos singulares). Sea F
un flujo riemanniano singular sobre la variedad cerrada M, y sea F' la_subvariedad
de los puntos fijos. Denotamos por G el grupo del revestimiento p: M — M de
trivializacion de [k]. Entonces, la inclusion F ——=M 1y p inducen un isomorfismo

(H%(M) 4. R(e))€ 22 H*(F) @ R(e).
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Capitulo 1

Preliminares sobre foliaciones
riemannianas

En este capitulo recopilamos un material introductorio sobre teoria de foliaciones,
necesario para trabajar con flujos riemannianos singulares y regulares. No hemos
pretendido recopilar aqui todos los resultados no originales de este trabajo, de modo
que los siguientes capitulos dispondran también de su propio material previo, el cual
serd mas especifico sobre flujos riemannianos.

Esta introduccion no pretende, por supuesto, ser exhaustiva. Para una visién
completa de la teoria de foliaciones, se pueden consultar [13], [14] y [29]. En [54]
se ofrece una introduccion a las foliaciones riemannianas junto con una extensa
bibliografia.

En una primera seccién presentamos las primeras definiciones y ejemplos sobre
foliaciones, en la segunda hablaremos de foliaciones riemannianas regulares, en la
tercera, enunciaremos varios resultados sobre la cohomologia basica de las folia-
ciones riemannianas, y por ultimo, daremos una descripcién local de las foliaciones
riemannianas singulares.

A lo largo de toda esta memoria, diferenciable significara de clase C'*°. Salvo que
se indique lo contrario, todas las variedades seran conexas, orientables y sin borde.

1.1. Definiciones y ejemplos de Foliaciones

Una foliacién sobre una variedad M es, de forma intuitiva, una particién de
M en subvariedades conexas y de la misma dimensién que llamaremos hojas. La
disposicion de las hojas estarda modelada localmente por un producto. Para definir
las foliaciones de manera precisa, usaremos atlas foliados.



2 Capitulo 1. Preliminares sobre foliaciones riemannianas

Definicién 1.1. Sea M una variedad diferenciable de dimension n. Un atlas o/ =
{(Ui, i) }i de M se dice que es un atlas foliado de dimension p (y codimensién g,
siendo p 4+ ¢ = n) si verifica las siguientes condiciones:

(i) Si (U,¢) € o, entonces p(U) = Uy x Uy C RP x R?, siendo Uy y U, discos
abiertos en R? y RY, respectivamente;

(i) Si (U,@) y (V,¢)) € o y UNV # (0, entonces el cambio de coordenadas
Yol pUNV)—y(UNV) es de la forma

Yo Yz y) = (hi(z,y), he(y)) para todo (z,y) € R? x RY.

Diremos que dos atlas foliados de la misma dimension sobre una variedad son
equivalentes si su union es de nuevo un atlas foliado sobre esa variedad.

Definicion 1.2. Una foliacion .% de dimensién p sobre la variedad diferenciable M
es una clase de equivalencia de atlas foliados de dimensién p sobre M. Notamos que
podemos pensar en % como un atlas maximal perteneciente a esa clase. Diremos
que (M,.F) es una variedad foliada. Una carta perteneciente a un atlas foliado de
la clase .% se denominard carta foliada (con respecto a 7).

Observacion 1.1. Si M es una variedad con borde, las definiciones de atlas foliado
y de variedad foliada siguen siendo validas sin mas que anadir la siguiente propiedad
adicional: si My es una componente conexa del borde (M) y (U, ) es una carta tal
que UN M, # (0, entonces ¢ toma valores en HP x R? 6 en R? x HY. En el primer caso,
diremos que la foliacién es transversa a la componente del borde, y en el segundo,
que es tangente a esa componente.

Sea .7 una foliacién de dimensién p sobre M, y sea (U, ¢) una carta foliada, tal
que p(U) = U; x U, C RP xR?. Diremos que cada conjunto de la forma o~ (U;) x{c},
con ¢ € Uy es una placa de U, y también de .%#. Un camino de placas de % es una
coleccion finita de placas Py, ..., P, de modo que PN Py # 0 parai=1,...,k—1.
Podemos establecer una relacion R4 de equivalencia en M de la siguiente manera:

x Rz y siy solo si existe un camino de placas P, ..., P, con x € P,y € P;.

Definicién 1.3. Sea (M, .%#) una variedad foliada, y sea la relacién de equivalencia
R #. Diremos que L C M es una hoja de .% si es una clase de equivalencia de Rz.

Proposicién 1.1. Sea (M,.7) una foliacion de dimension p y sea L una hoja de
. Entonces, L es una subvariedad conexa de dimension p inmersa en M.
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Dada una variedad foliada (M, %), con frecuencia denotaremos también por .#
a la particion en hojas que determina el atlas foliado. De hecho, tenemos la siguiente
definicion alternativa de foliacion, que es equivalente a la que hemos dado.

Definicién 1.4. Una foliacién .# de dimensién p sobre una variedad M de dimension
n es una particiéon {L;}; de M en subvariedades conexas inmersas en M, de manera
que para cada punto x € M existe una carta local (U,, ;) con x € U, tal que si
U,NL; # 0,y C es una componente conexa de ¢, (U, N L;), entonces

C=A{(x1,...,2n) € 0:(Uy) : Tpp1 = Cpt1, -+, Tn = Cp}
para ciertos cpt1, ..., ¢, € R constantes.

Definicién 1.5. Sean (M,.#) y (N, ) sendas variedades foliadas. Diremos que
una aplicacion diferenciable f: M — N es una aplicacién foliada si para toda hoja
L de # existe una hoja P de 4 tal que f(L) C P. Diremos que % y J son
conjugadas si existe un difeomorfismo foliado f: (M, F)— (N, ).

Denotaremos por T.% al fibrado sobre M de dimensién p formado por los vectores
tangentes a la foliacién, es decir, si iy, : L — M es la inclusiéon de una hoja cualquiera
L en M, entonces T.% = U (i0)«(TL).

L hoja de .#

A continuacion, presentamos una serie de ejemplos de foliaciones que nos serviran
para introducir conceptos y construcciones que apareceran profusamente en esta
memoria.

Ejemplo 1.1. Dada una variedad M tenemos asociadas dos foliaciones triviales: la
foliacion por puntos, donde cada punto de M es una hoja, y la foliaciéon por una
sola hoja: la propia variedad M. En el primer caso, la dimensién de la foliacion es 0,
y en el segundo, la dimensiéon de M. En esta memoria denotaremos las foliaciones
por puntos con la letra 7.

Ejemplo 1.2 (Fibrados). Sea 7: M — B un fibrado localmente trivial de fibra
F, con dim(M) = ny dim(B) = ¢q. Entonces, es facil comprobar que la particién de
M formada por las componentes conexas de 7—!(b) para cada b € B constituye una
foliacion de M de dimensién dim(F') = n — q.

Ejemplo 1.3 (Submersiones). Sea f: M — B una submersién. Podemos tomar
cartas en M y B de manera que la aplicacion f en coordenadas es una proyeccion.
Esto implica que los conjuntos de nivel f~!(c) para cada ¢ € B son subvariedades
regulares de M, y de hecho las componentes conexas de cada uno de esos conjuntos
de nivel constituyen una foliacién de M de dimensién n — ¢, siendo dim(M) =ny
dim(B) = g.
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Ejemplo 1.4 (Campos de vectores). Sea M una variedad diferenciable y com-
pacta de dimensiéon n y sea X € X(M) un campo de vectores sin ceros en M.
Notamos que esto es posible si y soélo si la caracteristica de Euler-Poincaré de la
variedad es X(M) = 0 (ver, por ejemplo, [30]). La teoria de ecuaciones diferenciales
ordinarias nos garantiza la existencia de curvas integrales para este campo X, las
cuales definen una foliaciéon de dimensién 1.

Ejemplo 1.5 (Flujos lineales sobre T?). Consideremos en R? la foliacién de di-
mension 1 dada por todas las rectas de pendiente 6 € R. Esta foliacion es preservada
por traslaciones, en particular por traslaciones enteras, y por lo tanto induce una
foliacién %y de dimensién 1 en el toro T? = R?/Z2.

Es bien conocido que el caracter racional o irracional de # determina la dindmica
de Zy de la siguiente manera:

e si 0 es racional, entonces las trayectorias definidas en T? son periédicas, es

decir, %y es una foliacién de T? por circulos (todas las hojas son difeomorfas
a S');

e si 0 es irracional, el flujo no puede ser peridédico, y de hecho cada hoja es
difeomorfa a R y densa en T2

En el ejemplo 2.1 del siguiente capitulo desarrollaremos con mas detenimiento la
generalizacion de este importante fenémeno para toros de dimension n > 2.

Ejemplo 1.6 (Pull-back de una foliacién). Sea (M,.#) una variedad foliada y
sea f: N — M una aplicacién diferenciable transversa a .%, es decir, tal que

TroyM = Tty F + fia(T:N) para cada z € N.

Se puede probar que las componentes conexas de las imagenes inversas por f de las
hojas de .% determinan una foliacién en N de la misma codimensién que %, y que
denotaremos por f*(.F).

El ejemplo 1.3 es un caso particular de esta situacion, asi como la restriccion de
Z aun abierto U de M, la cual denotaremos por .#|y = i*(.%), siendo i: U — M
la inclusion. Sim: M—sM esun revestimiento, entonces tenemos definida en M la
foliacién .# = 7*(.%), que diremos que se obtiene por levantamiento de ..

Ejemplo 1.7 (Fibrados foliados). Sea (M,.#) una variedad foliada y sea un
fibrado m: M — B de fibra F'. Diremos que (M,.%#,7) es un fibrado foliado si para
todo b € B tenemos una trivializacién local

Y U)—<~UxF,

|

U
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donde pry es la proyeccién sobre U, y ¢ es un difeomorfismo foliado para las folia-
ciones |1y en 7 HU) y {U x {y}}yer en U x F.

Ejemplo 1.8 (Suspensién de un difeomorfismo). Sea f € Diff (V) un difeomor-
fismo de la variedad N. Consideramos en la variedad R x N la foliacién horizontal
H ={R x {z} : x € N}, de dimensién 1. La accién

¢0:Zx (Rx N)—Rx N
dada por ¢(n, (t,z)) = (t +n, f~"(z)) es libre y propiamente discontinua, y por lo

tanto, la proyeccién 7 sobre el espacio de 6rbitas M = (Rx N)/¢ es un revestimiento.
Tenemos, de hecho, el diagrama conmutativo:

Rx N>R

ﬂl lq

M — St
donde p estd inducida por la proyeccién sobre el primer factor pri; v q es el reves-
timiento universal de S'. La terna &, = {M,7,S'} es un fibrado de fibra N sobre
S*, con grupo estructural < f >< Diff(N).

La accién ¢ preserva la foliacién 57, es decir, actia por difeomorfismos foliados
de N, y por lo tanto, induce en el cociente (R x N)/¢ la foliacién de dimensién 1:

Fo={r(R x{z}) :z € N}.

Diremos que %, ha sido obtenida por suspension del difeomorfismo f € Diff(V).
Notamos que &, es un fibrado foliado. El flujo lineal .%, de pendiente 6 sobre T? (ver
ejemplo 1.5) es la suspensién de la rotacion Ry € Diff(S') de dngulo 6.

Podemos ver M de otra manera sin mas que considerar un dominio fundamental
[0,1] x N e identificar los bordes mediante f, es decir,

M = ([0,1] x N)/((0,2) ~ (L, f~H(2)))-
En la figura siguiente se ilustra la suspension de Ry:
Ry

(, )

—1

7
=

-

[
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Ejemplo 1.9 (Suspensiéon de una representacién). El ejemplo anterior es un
caso particular de la siguiente situacién: Sean B, F' variedades conexas, by € B un
punto base y una representacién del grupo fundamental de B en Diff(F), es decir,
un homomorfismo de grupos

p: m(B,b) — Diff (F).

Sea el revestimiento universal §: B — B. El isomorfismo Aut(q) 2 m (B, by) induce
la accién N N
QZ5Z 7T1<B,b0) X (B X F)—>B X F,

dada por ¢([v], (b, 1)) = ([7]b, p([7])(»)). Se puede probar que ® es una accién libre
y propiamente discontinua, y que por lo tanto, la proyecciéon 7 sobre el espacio de
orbitas M es un revestimiento. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

B
lq
B,

donde p esta inducida por la proyeccién prq. Esta construccion se llama suspension
de la representacion p, con fibra F'. Andlogamente al ejemplo anterior, tenemos que
&, = (M, p, B) es un fibrado de fibra F' y de grupo estructural Im(p).

Tenemos en B x F la foliacién horizontal 5 = {B x {y} : y € F}. Como J cs
invariante por la accién ¢, induce una foliacién .#, sobre M, cuyas hojas son de la

pri

BxF

|

M= (BxF)/¢—5

forma W(E X F), con y € F. Diremos que .%, se ha obtenido por suspensidn de la
representacion p.

1.2. Foliaciones riemannianas

El estudio de las foliaciones riemannianas fue iniciado por Bruce Reinhart en [43],
y desde entonces ha sido motivo de una vasta literatura. Una foliacién riemanniana
es, intuitivamente, una foliacion que admite una métrica respecto de la cual mantiene
constante la distancia entre hojas proximas. Una tal métrica diremos que es casi-
fibrada. La definicién de Reinhart es la siguiente:

Definicién 1.6. Sea (M, .%#) una variedad foliada. Una métrica riemanniana p sobre
M se dice que es casi-fibrada para % si se cumple la siguiente condicién geométrica:
toda geodésica v que corte perpendicularmente a una hoja en un punto ha de cortar
perpendicularmente a todas las hojas por las que pase.
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Definicién 1.7. Una foliacién .% sobre la variedad M es riemanniana si existe una
métrica p casi-fibrada para .Z.

Recordamos que el fibrado tangente T.% estd formado por los vectores tangentes
a las hojas de .#. Podemos considerar el fibrado cociente @ = TM/T.%. La in-
troduccién de una métrica riemanniana g induce una descomposicion del fibrado
tangente

T™M =TF & (T.F)*, (1.1)

y un isomorfismo natural ¢: (T.% )+ — Q. Tenemos, de hecho, el diagrama conmu-
tativo de filas exactas

0 TF TM (TF):- ——0 .
B
0 T TM Q 0)

Tenemos la descomposicién g = prg @ . inducida por (1.1). El isomorfismo 1)
induce, por lo tanto, una métrica en ) que denotaremos por pg = ¥*u . Diremos
que fig es la componente ortogonal de fi.

Definicién 1.8. Diremos que la componente ortogonal pg de una métrica sobre la
variedad foliada (M, .%) es invariante por holonomia si para todo campo X tangente
a .# se tiene Lxpug = 0.

Recordemos que Ly g esta dada por la férmula:

Lxpg(Vi, V) = Lx(uo(V1,V2)) — po([X, Vi), V) — no(Vi, [X, Va]) VW1, V2 € Q.
(1.2)
En [43] se prueba la siguiente caracterizacién de una métrica casi-fibrada:

Proposicién 1.2. Dada una variedad foliada (M, %), una métrica riemanniana p
es casi-fibrada para F si y solo si su componente ortogonal pg es invariante por
holonomia.

Observacién 1.2. Para comprobar si una foliaciéon es riemanniana, basta que se

cumpla Lx g = 0 para cada X perteneciente a una paralelizaciéon local, ya que si
f es una funcién que no se anula en M, es inmediato de (1.2) que

Lixpq = fLxpq-
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Este caracter local de las foliaciones riemannianas nos permite reconocerlas me-
diante su expresion en coordenadas. Si tomamos una carta foliada (U, ¢), si la fo-
liacion es de dimensién p y codimensién ¢ y escribimos ¢ = (21, ..., Tp, Y1, - - Yq),
la expresién de p en U resulta:

p q
o= fulz,y)de © de; + ) guly)dye ® dy, (1.3)

ij=1 k=1

para ciertas funciones f;; € C°(R") y g € C*(R?). Reciprocamente, una métrica
cuya expresién local es como en (1.3) es casi-fibrada.

Ejemplo 1.10. Sea X un campo de Killing sobre (M, ) sin ceros. Entonces, X
define una foliacién de dimensién 1 que es riemanniana. En efecto, la condicién
Lxp = 0 implica Lxpug = 0.

Ejemplo 1.11. Sea GG un grupo de Lie compacto que actia por isometrias sobre
(M, i), y tal que todas las érbitas tienen la misma dimensién p. Las orbitas de la
accién definen una foliacion . en M de dimension p. Si V' es un campo tangente a
la foliaciéon, lo podemos expresar en términos de una paralelizacion de G, de donde
se sigue facilmente Ly p = 0. En particular, Ly pug = 0, es decir, ;1 es una métrica
casi-fibrada, y por lo tanto, .# es una foliaciéon riemanniana.

Hay otras propiedades que puede cumplir una foliacion con respecto de una
métrica, teniendo en cuenta cémo son sus hojas.

Definicién 1.9. Una foliacién .# sobre M se dice taut o minimalizable si existe una
métrica p para la cual cada hoja es una subvariedad minimal.

Definicién 1.10. Una foliacién % sobre M se dice totalmente geodésica si existe
una métrica p para la cual cada hoja es una subvariedad totalmente geodésica.

Observacién 1.3. Una foliacién totalmente geodésica es, en particular, taut.

Vamos a presentar dos formas diferenciales de capital importancia para nosotros.
Sea (M, .Z) una variedad foliada, y p una métrica riemanniana sobre M. Denota-
mos por V la conexién de Levi-Civita asociada a u, y consideramos la proyeccion
del fibrado tangente sobre el normal a la foliacion 7: T'M — (). Consideramos la
sequnda forma fundamental de las hojas de .# con respecto a g, que es la forma
bilineal a: T.% x T.% — @, dada por la férmula

a.(X,Y) =n(VxY) VXY € T,.7.

La traza de la aplicacién de Weingarten W asociada a « nos define una 1-forma
de Q* que podemos a extender a Q'(M), sin mds que imponer que se anule sobre
vectores tangentes a .#. De forma explicita, tenemos la siguiente
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Definicién 1.11. La forma de curvatura media asociada a la métrica riemanniana g
sobre la variedad foliada (M, .%) de dimensién p es la 1-forma diferencial x € Q' (M)
dada en cada m € M por la férmula

Fom(X) = Te(W (X)) = Z po(alese), X) VX e T,,M

donde {ey,...,e,} CT.F son parte de una base ortonormal de T, M.

Definicién 1.12. Diremos que una foliacién % es orientable si T.# es orientable,
y transversalmente orientable si Q) lo es.

Es bien conocido que cualesquiera dos de las siguientes condiciones implican la
tercera:

e M es orientable;
e .7 es transversalmente orientable;
e 7 es orientable.

La forma caracteristica X es una forma diferenciable de grado p = dim(.%) y que
proporciona el valor 1 cuando la evaluamos en una base ortonormal local de T.%.
De forma mas precisa, tenemos:

Definicién 1.13. Sea % una foliacion de dimensién p sobre M tangencialmente
orientable. La forma caracteristica X asociada a una métrica p sobre M es la p-
forma diferencial dada por:

X(Xl,...,Xp) :det(,u(X,-,ej))ij \V/Xl,...,Xp S TM,
donde {ey,...,e,} C T.% son parte de una base ortonormal de T, M.

Diremos que una forma w € Q*(M) es horizontal si ixw = 0 para todo vector
X tangente a .#. Diremos que es k-horizontal si ix, ...ix,w = 0 para cualesquiera
Xq,..., X} tangentes a .%. Notamos que, por su definicién, k es una forma horizon-
tal. Las formas k y X estan relacionadas por la siguiente:

Proposicién 1.3 (H. Rummler [45]). En las condiciones anteriores, eziste una
forma diferenciable p-horizontal e € QPTY(M) tal que

dX =e+ X N\EK. (1.4)
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1.3. Cohomologia basica

La cohomologia bésica hace el papel de la cohomologia del espacio de hojas en
una variedad foliada. Una forma w € 2*(M) se dice que es bdsica si es horizontal e
invariante a lo largo de las hojas, es decir, si se cumple

ixw=Lxw=0 VX e TZ.

Notamos que esas dos condiciones son equivalentes a ixw = ixdw = 0. Si (U, ¢) es
una carta foliada y ¢ = (z1,...,2p, Y1, ..., Y,), entonces la expresion en coordenadas
de wl|y es:
W= wi i Wdy;, A Ady;,.
J1<--<jr

Denotamos por
M) F)={weQ(M):ixw=ixdv=0 VX e€TF}

el complejo de las r-formas bésicas, y por Q*(M/.%) el complejo graduado de las
formas bésicas, que forma un subcomplejo del complejo de de Rham. Dado que tanto
el producto como la diferencial exteriores son cerrados para Q*(M/.Z), tenemos que
(Q*(M/.7),d,\) es un algebra diferencial graduada. Los grupos de cohomologia
basica son: . .
HY (M) = l‘ier(d. QEM/LQZ)%Q (M/F))

im(d: =Y M/F)—Qr(M)F))

Obviamente, el grado maximo que puede tener una forma bésica es ¢ = codim(.Z).
Denominaremos a H?(M/.%) como el grupo mdzimo de cohomologia basica. Es facil
probar que la inclusién Q*(M/.F)——Q*(M) induce un isomorfismo H°(M.F) =
H°(M) y un monomorfismo H'(M /%) — H'(M).

Observacion 1.4. La notaciéon Q*(M/.%) viene motivada por el caso en el que se
tiene un espacio cociente M/.Z (espacio de hojas) con las suficientes propiedades
como para que su cohomologia ordinaria sea interesante. Por ejemplo, en el caso de
una accion libre de un grupo de Lie compacto G sobre M, podemos tomar la proyec-
ciéon m: M — M /G sobre el espacio de érbitas, que es una variedad diferenciable.
Si denotamos por % la foliaciéon que definen sus orbitas, entonces

™ N(M)G) — QY (M F¢)
es un isomorfismo de algebras diferenciales graduadas.

La cohomologia basica de una foliacién arbitraria puede ser de dimensién infinita,
tal y como se ilustra en [23]. El ejemplo que mostramos a continuacién es distinto.
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Ejemplo 1.12. Consideramos el toro 3-dimensional T3 = R3/Z3, y llamamos .# a
la foliacién de dimensién 1 definida por el campo

X (21,19, t) = cos (2mt)0/0x1 + sin (27t)0/Dxy € X(T?).

Describimos a continuacién la geometria de .%. Las hojas de .# son tangentes a
las fibras de la proyeccién 7: T® —S! sobre el tercer factor, es decir, los conjuntos
Ty = 7 1(t) = T? son saturados. De hecho, .Z |7, es un flujo lineal sobre T} de direc-
cién (cos (27t),sin 27t), y segin el ejemplo 1.5, una hoja L de .# serd difeomorfa a
S siy sélosi L C T,y tan (27t) € QU{o0, —0c} y en caso contrario, seré difeomor-
fa a R y densa en su T; correspondiente. Notamos que la unién de todas las hojas
compactas de .# es un conjunto denso en T?, y que lo mismo sucede para la unién
de las hojas no compactas.

Un célculo directo revela que las formas basicas de grado 1 son de la forma
w= f(t)dt.
Por otro lado, las formas bésicas de grado 2 son de la forma
— sin 2wt f (t)dxdt + cos 2wt f (t)dydt,
siendo todas ellas cerradas y ninguna exacta. Por lo tanto, H*(M /%) = C>(S!).

Como veremos mas adelante (proposicién 2.7), la dindmica tan patolégica que
hemos descrito en el ejemplo anterior revela que % no puede ser una foliacion
riemanniana. De hecho, en una foliaciéon riemanniana la cohomologia bésica es de
dimension finita. Esta y otras propiedades acerca de la cohomologia basica de una fo-
liacién riemanniana han sido estudiadas en [18], [19], [20],[34] y [36]. A continuacién,
enunciamos algunas de estas propiedades.

Teorema 1.4 (El Kacimi, Nicolau). La cohomologia bdsica de una foliacion
riemanniana sobre una variedad compacta es un invariante topoldgico.

Teorema 1.5 (El Kacimi, Hector, Sergiescu). Sea .# una foliacién riemanni-
ana sobre la variedad compacta M. Entonces, la cohomologia basica H*(M/.F) es
de dimension finita.

Teorema 1.6 (El Kacimi, Hector, Kamber, Tondeur). Sea .# una foliacion
riemanniana de codimension q sobre la variedad compacta M. Entonces, H1(M %)
es isomorfo a 0 6 a R. En el sequndo caso, la cohomologia basica H*(M/.7) cumple
la dualidad de Poincaré.
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Teorema 1.7 (Masa). Sea .# una foliacion riemanniana sobre la variedad com-
pacta M. Entonces, el grupo mdzimo de cohomologia basica H1(M /.7 ) es isomorfo
a R si y solo si la foliacion es taut.

Sea (M, .#) una foliacién riemanniana y sea p una métrica casi-fibrada. La 1-forma
de curvatura media x determina una clase de cohomologia basica de la siguiente
manera descrita en [2]: Consideramos la descomposicion

QM) =Q(M).F) & Q' (M) F)",

y denotamos por k; la componente basica de k segiin esa descomposicion. Se puede
probar que ry, es cerrada (ver, por ejemplo, [54]), y que por lo tanto, define una clase

(1] € H'(M/.F)

que, en un principio podria depender de la métrica casi-fibrada elegida. Tenemos,
sin embargo, el siguiente e importante teorema.

Teorema 1.8 (J.A. Alvarez). Todas las métricas casi-fibradas sobre una variedad
foliada (M, F) definen la misma clase [ry) € H' (M/.Z). Ademds, si o es un 1-ciclo
bdsico tal que [a] = [ky) € HY(M/F), entonces existe una métrica casi-fibrada para
la cual o es la componente basica de la forma de curvatura media.

De los teoremas 1.8 y 1.7 obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.9. Una foliacion riemanniana sobre una variedad compacta es taut si
y sdlo si [ky] =0 € HY(M/.F).

Esta caracterizacién, junto con el hecho de que la aplicacion H'(M/.Z) —

H'(M) inducida por la inclusién natural es inyectiva, nos lleva al siguiente coro-
lario (ver [24],[32]):

Corolario 1.10 (E.Ghys, F. Kamber, P. Tondeur). Toda foliacion riemanniana
sobre un espacio simplemente conexo es taut.

Definicién 1.14. Una foliacion es tensa si podemos tomar una métrica para la cual
la forma de curvatura media sea basica.

El siguiente teorema (ver [17]) prueba que toda foliacién riemanniana es tensa.

Teorema 1.11 (D.Dominguez). Para toda foliacion riemanniana F sobre una
variedad compacta M existe una métrica casi-fibrada p para la cual la 1-forma de
curvatura media Kk es bdsica. Reciprocamente, para todo 1-ciclo a que cumpla [o] =
(k] € HY(M/F) existe una métrica casi-fibrada p con forma de curvatura media c.
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Para terminar este apartado, estudiaremos cuando la cohomologia basica cumple
la dualidad de Poincaré. Segin el teorema 1.6, si una foliacién riemanniana es taut,
entonces cumple la dualidad de Poincaré. No todas las foliaciones riemannianas son
taut; el primer ejemplo de foliacién riemanniana no taut se debe a Y. Carriere (ver
ejemplo 2.6). El teorema 1.7 junto con el hecho de que H*(M/.Z%) = R para var-
iedades conexas implica que la dualidad de Poincaré no se cumple para foliaciones
riemannianas no taut. Para recuperar esta propiedad, introducimos una nueva co-
homologia.

Tomamos una métrica tal que k sea bésica. Tenemos la diferencial k-torcida d,,
dada por
dow = dw — K A\ w.

Definimos la cohomologia k-torcida:
HA(M/F) = H'(Q*(M/F).d).

Notamos que si a es un 1-ciclo basico, la cohomologia torcida con la diferencial
dow = dw — a A w tan sélo depende de la clase [o] € H'(M/.Z). Por lo tanto, la
cohomologia k-torcida es un invariante de la foliacion. Ademas, si la foliacién es taut,
entonces la cohomologia bésica y la k-torcida son isomorfas. Para el caso general en
el cual . puede no ser taut, tenemos el siguiente teorema de dualidad (ver [33])

Teorema 1.12 (F. Kamber, P. Tondeur). Sea % una foliacion riemanniana
transversalmente orientada de codimension q sobre la variedad cerrada M, de di-
mension n, y sea [ una métrica casi-fibrada tal que Kk sea bdsica. Entonces, la forma
bilineal

H'(M/Z)® H™(M)Z) — R,

dada por [a] ® [8] — [,,a A BAX es no degenerada.
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Capitulo 1. Preliminares sobre foliaciones riemannianas



Capitulo 2

Sucesion de Gysin para flujos
riemannianos regulares

La sucesién de Gysin se encuentra tipicamente en el marco de la topologia alge-
braica (ver [5]). Dado un fibrado 7: M — B de fibra una esfera S*, la sucesién de
Gysin asociada es la sucesiéon exacta:

 H(B) =5 Hi(M) s HMB) = BY(B) — ..
donde ¥ es la integracién a lo largo de las fibras y e la multiplicacién por la clase
de Euler del fibrado.

En el caso de una accién libre y diferenciable de S* sobre una variedad M, el espa-
cio de 6rbitas M/S' es una variedad diferenciable, y tenemos un fibrado principal
m: M — M/S*, es decir, la situacién anterior para k = 1. La sucesién de Gysin
correspondiente es:

= HY(M/S") = H (M) R H™YM/SY = HT(M/SY) — ... (2.1)
El principal objetivo de esta memoria es construir una sucesion de este tipo para
acciones no ya de S', sino de R, y que induzcan una foliacién riemanniana, es decir,
para flujos riemannianos.

En la primera seccion de este capitulo formulamos de una manera mas precisa el
problema al que queremos dar solucién (problema de Gysin), y recordamos en qué ca-
sos ha sido ya resuelto. En la segunda secciéon adaptaremos al caso de flujos rieman-
nianos las herramientas y resultados sobre foliaciones riemannianas presentados en
el capitulo 1. También estudiaremos otras propiedades de estos flujos, en particular
su estructura local. En la tercera seccién es donde comenzamos a presentar nuestros
resultados originales, dando respuesta al problema de Gysin para flujos riemannianos
regulares.

15
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2.1. El problema de Gysin

Una accién diferenciable y sin puntos fijos de R sobre una variedad cerrada M
determina una foliacién % de dimension 1, y estamos interesados en estudiar la
relacién entre la cohomologia de M y la del espacio de 6rbitas M/.% o cohomologia
béasica, que es el invariante adecuado para describir la estructura transversa de .%.
Tenemos la sucesién exacta de complejos diferenciales

0 — Q" (M).F) — Q* (M) 25 Q*(M) /0 (M).F) — 0, (2.2)

donde p la proyeccion sobre el conticleo de la inclusién Q*(M/.F) ——=Q*(M). Esta
sucesion es la sucesion corta de Gysin. Llamaremos término de Gysin al comple-
jo Q*(M)/Q*(M/.7). La cohomologia del término de Gysin se conoce como coho-
mologia 7 -relativa (ver [45]), y la denotaremos por &*(M,.#). De la sucesién corta
de Gysin se deriva canénicamente la sucesion exacta larga de Gysin:

— H' (M) F) — H (M) — & (M, F) — H(M|F) — ...
Estamos en condiciones de plantear el problema de Gysin:

Problema de Gysin: Sea un flujo .% sobre una variedad cerrada M. El problema
de Gysin consiste en calcular en términos de formas basicas:

i) &*(M,.F) i.e., la cohomologia del término de Gysin ;
ii) el homomorfismo de conexién e.

Notamos que estos dos datos nos permiten recuperar la cohomologia de M como
espacio vectorial, es decir, calcular sus nimeros de Betti.

Como la estructura transversa del flujo . puede ser muy complicada, restringire-
mos nuestro estudio a los flujos riemannianos, donde la cohomologia bésica ha
probado ser un invariante adaptado y rico (ver seccién 1.3). En el caso de una
acciéon periédica de R, tenemos de hecho una accién del circulo S', y en este caso

la sucesién de Gysin es (2.1). Se puede probar que el homomorfismo de conexién

e: H*(M/SY) — H**2(M/S') es la multiplicacién por la clase de Euler [¢] € H?(M/S').
La solucién al problema de Gysin para un flujo Zg: de este tipo es, por lo tanto (ver
42)):

Problema de Gysin para flujos periédicos regulares

i) & (M, Fg1) = HH(M/S");
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ii) e([a]) = [ Ae], paratodo [a] € H*(M/S").

El problema de Gysin ha sido también resuelto para el caso de flujos isométricos, es
decir, acciones ¢: R x (M, ) — (M, i) que preservan una métrica riemanniana g
sobre M. En ese caso, un clasico resultado de Myers y Steenrod nos asegura que si M
es compacta, entonces el grupo de isometrias Iso(M, i) es un grupo de Lie compacto,
y por lo tanto, la clausura de R en ese grupo es un grupo abeliano compacto, es decir,
un toro T'. Por ser T un grupo compacto, es bien conocido que el complejo Q*(M)T
de formas invariantes por la acciéon de 7' calcula la cohomologia de de Rham de M.
Tenemos el siguiente cuasi-isomorfismo (es decir, isomorfismo en cohomologia)

(0 (M/F) & (M/F),D) — (Q(M)".d)
(a, ) — a+XAp,
donde X es la 1-forma caracteristica y la diferencial D estd dada por la féormula

D(a, 3) = (da + dX A B, —df3). De esta descomposicién derivamos la sucesién de
Gysin:

s H(MF)—H (M) —H (M)F) N g7y — . (2.3)

Tenemos, por lo tanto, la resoluciéon del problema de Gysin para flujos isométricos
([32]):
Problema de Gysin para flujos isométricos regulares

i) & (M, F)=H"YM/F);

i) e([a]) = [ AdX], paratoda [a] € H*(M/F).

Notamos que hemos utilizado fuertemente la compacidad de R en Iso(M, u), asi como
el hecho de que dX sea una forma basica. Como veremos en la préxima seccién, estas
dos circunstancias no se cumpliran en el caso de un flujo riemanniano arbitrario. Por
eso, tendremos que abordar el problema de Gysin de una manera diferente, usando
la geometria local de estos flujos.

2.2. Flujos riemannianos

2.2.1. Flujos

Tal y como hemos comentado, un flujo .% sobre una variedad M es una foliacién
orientada de dimension 1. Podemos pensar también un flujo como si se tratase de
una accién ¢: R x M — M sin puntos fijos. De esta manera, las érbitas de ¢ serian
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las hojas de la foliacion de dimensién 1. Hay una tercera manera de describir .7,
y es considerar que las hojas estan definidas por las curvas integrales de un campo
X € X(M) sin ceros en M.

Recordamos que considerar una acciéon de R sin puntos fijos es equivalente a tener
un campo sin ceros, segin la siguiente correspondencia: dada una accién sin puntos
fijos ¢: R x M — M, el campo fundamental de ¢ se define mediante la férmula:

m = (Om)«(d/dt)|o para todo m € M,

siendo ¢ la carta identidad de R y ¢,,: R— M la aplicacién dada por ¢,,(t) =
¢(t,m). Reciprocamente, un campo vectorial sin ceros sobre M determina una accién
¢x: R x M — M dada por

Ox(t,m) =~yn(t) paratodome M,t e R,

siendo 7, la curva integral maximal de X con origen en m. Dado un flujo .#,
podemos encontrar varios campos y acciones casi-libres (i.e. sin puntos fijos) de R
que definan sus orbitas, debido a una cuestion de reparametrizacion. Diremos que
esos campos y acciones estan adaptados a % . Podemos reflejar la situacion mediante
el siguiente diagrama:

R — acciones sin puntos fijos

’Campos completos sin ceros‘

El objeto de nuestro estudio es la foliacién ., si bien con frecuencia trabajaremos
con acciones o campos adaptados a % .

Ejemplo 2.1 (Flujos lineales sobre T"). Sea el toro n-dimensional T™ = R"/Z".
Consideramos en T" las coordenadas (z1,...,x,) correspondientes a la proyeccién
de las coordenadas de R". Un flujo lineal sobre T" es el flujo inducido por el campo

61(0/0x1) + - - -+ 60,(0/0x,) € X(T"),

siendo 6y, . .., 0, constantes. Diremos que la pendiente o la direccionde X es (64, ...,0,).
La accién ¢ asociada a X resulta ser, en coordenadas complejas,
60,1t i6,,t
Ot (21, 2n)) = (721, ..., €7 2,).

En el caso n = 2, el cardcter racional o irracional de 6, /6, determina la dindmica del
flujo correspondiente sobre T? (ver ejemplo 1.5). Para n # 2, hace falta introducir
un nuevo concepto:
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Definicién 2.1. La corresonancia' de la direccién (61, ... ,6,) € R™ es la dimensién
como Q-médulo de 1Q + -+ 0,Q = {611 + -+ 00gs : (1,...,qn) € Q"} C R,
es decir, el cardinal del mayor subconjunto Q-libre de {#,...,60,}. Diremos que
(01,...,60,) es no resonante si su corresonancia es n.

Tenemos el siguiente resultado, cldsico en la teoria de Sistemas Dindmicos (para una
prueba, ver [3]):

Teorema 2.1 (Kronecker). Sea .Z un flujo lineal sobre T" en la direccion 6 =
(01,...,60,). Entonces, la clausura de una hoja cualquiera es difeomorfa a un toro
cuya dimension es la corresonancia de 6.

Son interesantes los casos extremos: si 6 es no resonante, entonces el flujo es denso
en T™. Si por otro lado la corresonancia es 1, entonces el flujo es periddico, y las
hojas son todas difeomorfas al circulo S.

Para visualizar los casos intermedios, tenemos el siguiente resultado:

Proposiciéon 2.2. Sea %y un flujo lineal sobre T™ con pendiente 6, de corresonancia
r. Entonces, existe una rotacion R que determina un difeomorfismo foliado

R: (T", Zy) — (T", Fru)),

de modo que las clausuras de las hojas de F gy son de la forma T" x {c}, con
ceTr .

Ejemplo 2.2 (Accién de Hopf). La accion de Hopf es la siguiente accién libre
del circulo:
o S'x$ — S?
(2. (20,21)) +— (220, 221),
expresada en coordenadas complejas. El espacio de érbitas de ¢ es CP! = §?, vy la
proyeccién sobre el mismo 7: S? — S? se conoce como fibracién de Hopf. Podemos
variar un poco el flujo de la acciéon de Hopf de la siguiente manera:

¢9: RXS?’ — 83

(t, (20,21)) —— (€2, e02)),

con § € R — Q. Definimos los siguientes subconjuntos de S?:

Tpo,m = {(207 Zl) €s’: ‘ZO|2 = p(Q)a ‘21’2 = p%}u

1Utilizamos el término corresonancia en lugar de resonancia debido a que en teoria de sistemas
dindmicos el concepto de multiplicidad de resonancia de § € R™ es n — r, siendo r lo que hemos
definido como corresonancia de 6.
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siendo pg, p1 constantes no negativas tales que p2 + p? = 1. Estos conjuntos son
pg-saturados y difeomorfos a T?, salvo Ty y T1, que son difeomorfos a S'. Si re-
stringimos el flujo Z4, a T, ,, = T?, obtenemos un flujo lineal sobre T? de pendiente
irracional #, y por lo tanto, de hojas densas.

Es bien conocido que S? se puede descomponer en dos subespacios invariantes
por la accién de Hopf:

T ={(20,21) €S® : 20| <1/2}; To = {(20,21) €S : |z| > 1/2},

cada uno de ellos difeomorfo a un toro macizo D? x S'. Para generalizar esta de-
scomposicion, asi como para representar de una manera adecuada diversos ejemplos
de flujos nos sera ttil la siguiente construccion:

Sea la esfera impar S?’*!, y sean sus coordenadas complejas:

S = {(20,- -, 2p) € CPF1 [z + - + |2[? = 1}

Definimos la proyeccién sobre el p-simplice estandar A, =< ey, ..., e, > dada por:
v NEan — A,

. 2.4

(o) (ol |l 24)

Para cada elemento x € A, el conjunto v~ !(z) C S**! es difeomorfo a un toro T",
siendo 7 el nimero de componentes de x no nulas. Explicitamente, si < e;,,...,€; >
es la cara de minima dimensién que contiene a x, entonces

¢x: 771(1') I T
(’Zin"'azir) I (zi1/|zi1’7"'7Zir/‘zir‘)

es un difeomorfismo (notar que hemos suprimido las componentes nulas de y~!(z)).
De esta manera, la proyeccién (2.4) determina una particién de S?*** en toros de
dimensiones consecutivas 1,2,...,p, y que se acumulan segun la estructura de las
caras del simplice A, tal y como ilustramos en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.3. Consideramos la proyeccién v: S — A,. En el siguiente diagrama
hemos representado varios subconjuntos de As:

€2
A=< ey, e9 >;
A B ={teg+ (1 —t)e; : t €[0,1/2]};
C C={t(1 —theg+ (14 (* = 3t)/2)es

4t 1)/2)es : t € [0,1]}

eo® N 22—
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La imagen inversa por 7 de cada vértice es difeomorfa a S'. Asi mismo, es facil ver
que 7 1(A) y v71(C) son difeomorfos a S* y que v~}(B) es difeomorfo a un toro
macizo D? x S*.

Ejemplo 2.4 (Flujos lineales sobre esferas). Dada una direccién 6§ = (6, ...,0,) €
RP*L consideramos en S el flujo .%y inducido por la accién

go:  RxS¥T SEas

(t, (20, -+, 2p) +— (etbot B

" 2p)

y la proyeccién v: S**t— A,. Los conjuntos v (z) € S**! con # € A, son
saturados para #y. De hecho, si < ¢;,,...,¢e; > es la cara de menor dimensién que
contiene a z, entonces el flujo en v~ (x) es conjugado por el difeomorfismo 2.2.1 al
flujo lineal de pendiente (6;,,...,0; ) sobre T".

20, ..., €"

En el caso particular § = (1,...,1), la accién ¢y es, de hecho, una accién de S! y
se conoce como la accién de Hopf sobre S?P*1. Como la accién es libre, todas las
érbitas son difeomorfas a S*. El espacio de érbitas es difeomorfo al espacio proyectivo
complejo CPP.

Ejemplo 2.5. Sea .%y el flujo lineal sobre S7 con pendiente 6 = (1,1,/2,1/3).
Consideramos ~: ST — As, asf como los siguientes subconjuntos de Aj:

€3

Ci =<epe1>;
02 = < €1, €2,€3 >
€2 A® = 2-esqueleto de As.

€o

i

€1

Como la corresonancia de (1, 1, V2, \/§) es 3, las adherencias de las hojas de .%y son
difeomorfas a S!, T? ¢ T3. M4s explicitamente, si L,, es la hoja de .% que pasa por
m € S7, entonces

L,>2S' «— v(m) € {ea,e3} U Cy;
Ln=T? < ~(m)e A® — (CO'2 UCT U {eg, €3});
L,2T +— "}/(m)GCO'QUAO3.

La restriccién de %y a v~ 1(C}) es conjugada a la accién de Hopf sobre S?.
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2.2.2. Actores que intervienen en los flujos riemannianos

Definicién 2.2. Un flujo riemanniano sobre la variedad M es una foliacién rieman-
niana orientada sobre M de dimension 1. Un flujo isométrico es un flujo riemanniano
taut.

A partir de ahora trabajaremos con un flujo riemanniano .% sobre la variedad
cerrada M. Gracias al teorema 1.11, podemos elegir una métrica riemanniana pu
casi-fibrada de manera que su 1-forma de curvatura media x sea basica. Fijada una
tal métrica u, podemos elegir un campo no singular X € X(M) unitario para p, es
decir, tal que

u(X, X)=1.

Notamos que, fijada u, existen exactamente dos campos que cumplen la condicion
de ser unitario: uno para cada orientaciéon de .%. En efecto, recordemos que la

restriccién de p a un entorno coordenado (U, ¢), con ¢ = (2,41, ..., Yn—1) €s, segin
(1.3):
n—1
plo = f(z,y)de ® dx + Z 1 (y)dy; ® dyj, (2.5)
e l=1

de donde X|U = £1/f(x,y)0/0x. Fijamos p y X tal y como lo hemos descrito.
La I-forma fundamental X = ixp € QY(M) de Z asociada a u (definicién 1.13)

esta dada por:
X(Y)=pu(X,Y) paratodoY € X(M),

y es la forma dual de X, es decir, X(X) = 1. Aplicamos ahora la férmula de Rummler
(1.3) para el caso de flujos, la cual nos proporciona:

dX =e+ X A&, (2.6)

para e € Q*(M) y k € Q'(M) horizontales. Ahora bien, como hemos elegido i de
forma que que k sea basica, deducimos que

de = —dX Nk = —e N\ K,

donde hemos usado que k es cerrada. Tenemos, por lo tanto, que ixde = 0, de donde
e es una forma bésica de grado 2.

Definicién 2.3. Diremos que la forma e € Q?*(M /%) definida por e = dX — X A k
es la forma de FEuler asociada a pu.

Tenemos, por lo tanto,
LXX = K.

Trabajaremos siempre con un conjunto de actores que cumpla las propiedades que
acabamos de describir, y que recopilamos a continuacion:
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Definicién 2.4. Sea .# un flujo riemanniano sobre la variedad cerrada M. Entonces,
diremos que {u, X, X, e, k} es un sistema adaptado de actores a ¥ si se cumple:
i) p es una métrica sobre M casi-fibrada para %
ii) X € X(M) es un campo adaptado a .# que cumple u(X, X) = 1;
iii) X = ixp es la forma caracteristica;
iv) k= LxX € Q(M/.7) es la forma de curvatura media asociada a f;

v) e € Q*(M/.F) es la forma de Euler de p.

Notamos que la eleccion de oy de X determina el resto del sistema de actores.

Recordemos que la clase [k] € H'(M/Z) es un invariante de .# en el sentido de
que no depende de la métrica u elegida (teorema 1.8). En particular, .# es un flujo
isométrico siy sélosi [x] =0 € HY(M/.Z). A continuacién, justificamos la definicién
de flujo riemanniano isométrico.

Lema 2.3. Sea p una métrica casi-fibrada para la foliacion riemanniana (M, F), y
sea f una funcion bdsica que no se anule en M. Entonces, ' = fu es una métrica
casi-fibrada.

Demostracion. Recordamos que una métrica es casi-fibrada si y solo si su expresion
local en un abierto coordenado (U, ¢ = (z1,...,%Zp, Y1, --.,Yq)) €s del tipo

p q
plo =Y fij(z,y)de; @ dej + > gily)dys @ dy.
ij=1 k=1
Como f es basica, tenemos que f|y = f(y1,...,y,), ¥y por lo tanto, se sigue que
p q
Wlo =Y f) fi(e y)dei @ dej+ > f(y)gu(y)dys ® dy,
ij=1 ke l=1
de donde y’ es casi-fibrada. &

Lema 2.4 ([15]). Sea (M, .F) un flujo riemanniano isométrico sobre una variedad
cerrada. Entonces, existe un campo de vectores adaptado a F vy que es un campo de
Killing para una cierta métrica sobre M.
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Demostracion. Sea (u, X, X, e, k) un sistema adaptado de actores. Por el teorema
1.9, tenemos que existe una funcién basica f tal que df = k. Consideramos ahora
la métrica pu = e2/111. Como e/ es una funcién bésica que no se anula, aplicando el
lema 2.3 tenemos que u' = e/ es una métrica casi-fibrada. Si escribimos

X' =e7X, X =elx, ¢=¢le,
es inmediato comprobar que (¢/, X', X', ¢/, 0) es un sistema adaptado de actores para
Z. Como Lx/X'= k' =0, se sigue que
LX/,u' = LX/(X/ & X/) + LX//L,Q = LX/(X, ® X’) = 0.
&

Observaciéon 2.1. Si M no es una variedad compacta, el hecho de que la forma de
curvatura media k sea bésica no implica necesariamente que sea cerrada (ver [12],
ejemplo 2.4).

Un célebre ejemplo debido a Y. Carriere muestra un flujo riemanniano no isométri-
co. Presentamos a continuacion dicho flujo, que fue el primer ejemplo conocido de
foliacién riemanniana no taut.

Ejemplo 2.6 ([15]). Consideramos la matriz

A= (f D € SL(2,1)

Los dos autovalores de A son irracionales, y cumplen 0 < A\ < 1 < Xy, Ay = 1.
Sean v; = (u,v) y va = (—v,u) los autovectores unitarios correspondientes. Las
pendientes v/u y —u/v son irracionales, e inducen, por lo tanto, sendos flujos lineales
F1 vy Fy sobre T? con hojas densas.

Notamos que la matriz A induce un difeomorfismo en T?. Definimos ahora la
variedad T3 como el espacio total de la suspensién de A € Diff(T?), es decir,

TS = (T* x [0,1])/((x,0) ~ (Az, 1))

La aplicacién m: T3 —S! dada por 7([(z,y),t]) = €*™ es un fibrado de fibra T?.
Como #, y %, son invariantes por A, inducen sendos flujos en T, que denotaremos

de la misma manera.

A
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Tomamos las coordenadas (z,y,t) en T, donde (z,y) provienen de T? = R?/Z>
y t es la carta identidad de [0, 1]. Tenemos la siguiente paralelizaciéon de T%:

X, =X (ud/dz +vd/dy); Xo = Ny(—v0/0x +ud/dy); T =0/ot
Notamos que X7 y X5 definen %, y .%,, respectivamente. Tenemos las relaciones
[T, X1] =log\Xy; [T, X5] =logAaXs;  [X1, Xs] =0.
Consideramos la base dual de 1-formas {71, 72, yr}:
Y1 = A (dz +vdy); e = N (—vdr + udy); T = dL.
Se sigue que
dyr =0; dyr =log \ivi Ayr;  dya = log Aoy A yr.

Tomamos ahora una métrica riemanniana p en T3 tal que {X;, X5, T} sea un par-
alelismo ortonormal, es decir,

="M+ 72 &+ 7.
Fijamos X = X y .% = .%,. Entonces,
Lxvs = Lxyp =0= Lxug =20
Por lo tanto, .# es un flujo riemanniano y p es casi-fibrada para .#. En cambio,

Lxvi =log \yr = Lxp = Lx(m @) =log (v @ vr + 97 @ 7).

Por lo tanto, X no es un campo de Killing para u, lo cual no es suficiente para
asegurar que % no es isométrico. Pero tenemos

Proposicién 2.5. El flujo riemanniano F definido sobre T3 no es taut.

Demostracion. Mediante un cdlculo directo obtenemos:
QMM /)F) = {m*gy, + Thyr 1 g,h € C®(S")}
VP(M/)F) = {7* fr2a Ayr: f e C(Sh)}
Es inmediato que todas las 2-formas bésicas son cerradas. Ahora bien, para toda

w € QXT3 /F) existe n € QY(T?,) tal que dn = w. Explicitamente, si w = f(t)y2 AT,
entonces

¢
n= (AtCl + X;/ )\Z_Sf(s)ds) Yo,
0

donde C; = A\y(1 + fol A, ° f(s)ds). Por lo tanto, H*(T%) = 0, y por 1.7 tenemos que
% no puede ser un flujo taut. &
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Se puede calcular directamente

HY(T%) = (1, [yr], [ A, [y A e Ayr) s
H*(T%/F) = (1, [yr]) -

De X = v y dX = log A\y71 A yr deducimos e = 0 y k = log A\;yr. Notamos que
(k] € HY(T3 /%) es no nula, como corresponde a un flujo no taut.

2.2.3. Estructura local de los flujos riemannianos

La estructura local de los flujos riemannianos queda determinada por dos impor-
tantes resultados de Y. Carriere.

Proposicién 2.6 ([15]). Sea L una hoja de un flujo riemanniano F sobre la varie-
dad cerrada M. Entonces, L es difeomorfa a un toro T% y F |t es difeomdrficamente

conjugado a un flujo lineal sobre T* con hojas densas.

El siguiente resultado, que implica el anterior, describe cémo es un entorno saturado
de una hoja L.

Proposicién 2.7 ([15]). En las condiciones anteriores, existe un entorno -
saturado U C M de L tal que:

i) existe un difeomorfismo U — St x T x D™ que lleva L sobre S' x T* x {0};
ii) el flujo F restringido a U es conjugado al flujo obtenido por la suspension de
un difeomorfismo v de T* x D™ dado por la férmula v(z,y) = (T(x), R(y)),

siendo T una traslacion irracional de T* y R una rotacién de R™.

Diremos que un entorno saturado de este tipo es un entorno de Carriére.

(T.R)

r -

1

0" J
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Para nuestros propdsitos, va a ser de utilidad una descripcion exhaustiva de la
dinamica del flujo en estos entornos, y que incluimos a continuacién. Sea un entorno

Y
de Carriére U = T*+! x D™. La clausura de una hoja central L es un toro TF*+!.
Consideramos los conjuntos:

A, =9 (T % S,); S, ={zeD™:[jz]|=p} =S™ " para todo p € (0,1]

Notamos que el hecho de que R sea una rotaciéon implica que los conjuntos A,
son saturados para .%, y que ademés todos son difeomérficamente conjugados a la
suspension de (T, R) € Diff(T**! x S™71), cuya dindmica determina la de U — L.

Es bien conocido que la dimension de las clausuras de las hojas en una foliacion rie-
manniana induce una estratificacion en M, de modo que la unién de las hojas cuya
clausura tiene dimensién maximal es densa en M. En el caso de un entorno de Car-
riere de una hoja L = T**!, podemos determinar la estratificacién explicitamente,
asi como asegurar que existen hojas cuyas clausuras alcanzan todas las dimensiones
intermedias entre k + 1 y la maxima.

Proposicién 2.8. Sea U un entorno de Carriére de una hoja L tal que L = TF+!
Entonces,

i) si L' es una hoja de U, entonces L' es difeomorfa a un toro de dimension
mayor o igual que k+1;

i) existen hojas en U cuyas clausuras son difeomorfas a toros de todas las di-
mensiones entre k + 1 y la maximal.

Demostracion. Sean U y L como en el enunciado. Por las consideraciones prece-
dentes, la dinamica en U — L queda determinada por la suspensién del difeomorfismo
(T, R) € Diff(T* x S™~1). Tenemos que

T(z1,...,2) = (%2, ..., e%z),

donde 0 = (1,0y,...,0;) es una pendiente no resonante. Como R € SO(m), un
resultado estdndar del dlgebra lineal nos asegura que existe una matriz P € O(m)
tal que R = P'AP, siendo A una matriz de bloques diagonales del tipo:

‘ _ [cos¢ —sing .
i Re, = (SiHCi c0s C; > paratodoi=1,...,r.

—
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Como |A| = 1, se sigue que el bloque —I; es un bloque de dimensién par, y por
lo tanto consiste en m/2 bloques R,. Como las matrices A y R son conjugadas,
se sigue que las suspensiones de los difeomorfismos (7, A) y (7, R) también lo son.
Por lo tanto, podemos reducirnos a estudiar la suspensién de (T, A), para lo cual,
distinguimos dos casos:

i)

ii)

Caso impar (m — 1 = 2p + 1). La matriz A consta de p + 1 bloques R,
dispuestos en la diagonal, pudiendo ser algunos Ry 6 R,. El flujo generado por
la suspension de (7', A) estd determinado por la accién diagonal:

¢ . Tk+1 % SQp—H Tk—i—l % SQp—i—l

(t,(zw)  — (Pa(2), dc(w))

donde ¢ = (Co, ..., () ¥ @0 ¥ ¢¢ son flujos lineales. Definimos la proyeccién 7
como la composicién

U_T N ThHL « §2p+1 P2, g2ptl 7 A,

Es claro (ver ejemplo 2.4) que la clausura de la hoja que pasa por m € U —L es
un toro cuya dimensién es la corresonancia de (1,6,,...,60k, Gy, .-, G, ), siendo
< €iy,...,€; > la cara de minima dimensién que contiene a 7(m). Se sigue,
por lo tanto, el enunciado de la proposicién.

Caso par (m—1 = 2p+2). Notamos que la matriz A tiene que ser forzosamente
de la forma

RCO

A= :(A )
R, 1

1

Si escribimos §?*2 = ¥§?*1 tenemos A = YA’ € Diff(S?**1). Al hacer la
suspensién de (7, R), las clausuras de las orbitas que pasen los dos polos de
¥S?P+1 seran difeomorfas a TF!, y en el resto, podemos aplicar la discusion
del caso impar.

&

p X
Ejemplo 2.7. Sea U = T* x D un entorno de Carriere generado por la suspension
de (T, R) € Diff(T? x DY), siendo T la traslacién de pendiente (v/2,v/3,v/5) y
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La corresonancia de {1,v/2,v/3,v/5,v/7} es 5, y por lo tanto, en U habra hojas cuyas
clausuras sean difeomorfas a T* y a T®. Si 7 es la proyeccién de U — L sobre A,
entonces

7o T8 Sim ey (T < {0}) U (7) (< eo, 02 >);
"™ 1T5 en otro caso.

2.3. Sucesién de Gysin

El problema de Gysin para flujos riemannianos presenta dos diferencias funda-
mentales con respecto al caso isométrico. Por un lado, la diferencial de la forma
fundamental no tiene por qué ser una forma basica, sino que se tiene la descomposi-
cién dada por la férmula de Rummler:

dX =e+ X AR,

con e y k bésicas, siendo (i, X, X, e, k) un sistema completo de actores. Por otro
lado, la clausura de R en el grupo de difeomorfismos Diff (M) no tiene por qué ser
compacto. Esto nos obliga a atacar el problema de otra manera, usando la geometria
local de este tipo de flujos.

2.3.1. El Truco de Bredon

El truco de Bredon es lo que en la literatura se conoce como un argumento de
tipo Mayer-Vietoris, y es especialmente 1til para demostrar resultados relacionados
con la cohomologia, tales como el teorema de de Rham, el teorema de Kiinneth, la
dualidad de Poincaré, etcétera. El truco consiste en un lema topoldgico mediante
el cual si una propiedad enunciada sobre conjuntos de una variedad cumple ciertas
condiciones, entonces la verificacion local de la propiedad implica que se cumpla
globalmente. Su versién més elemental (pensada tan sélo para demostrar el teorema
de de Rham, y presentada por G.E. Bredon en 1962) se encuentra en [10], pag. 289,
y €es como sigue:

Lema 2.9 (Truco de Bredon). Sea M una n-variedad diferenciable. Sea P(U) un
enunciado formulado sobre abiertos de M, que satisface las siguientes propiedades:

1. P(U) es cierto si U es difeomorfo a un convexo abierto de R";
2. P(U),P(V)y P(UNV) implican P(UUV); y
3. {Uys} disjuntos y P(U,) para todo o« = P(J, Ua)-
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Entonces, P(M) es cierto.

Para la demostracion que hace Bredon del lema 2.9, no hace falta usar la estruc-
tura diferenciable de M. Lo que se utiliza es, en esencia, la existencia de una funcién
propia M — [0,00) (i.e., tal que la imagen inversa de un compacto sea un com-
pacto). Por otro lado, la hipétesis 1 puede sustituirse por la condicién de que exista
una base cerrada para intersecciones finitas cuyos abiertos cumplan la propiedad.
La existencia de una funcién propia se puede garantizar para cualquier espacio se-
gundo numerable, paracompacto y localmente compacto (se toma una particion de
la unidad {f,,} subordinada a un cubrimiento numerable localmente compacto {U,, }
y se toma f(xz) =) nf,(z)). Por lo tanto, podemos modificar ligeramente el enun-
ciado del lema de la siguiente manera, mas adecuada para trabajar con espacios de
érbitas, y para la cual sirve la misma prueba de [10]:

Lema 2.10 (Truco de Bredon para espacios de érbitas). Sea X un espacio
topoldgico sequndo numerable, paracompacto y localmente compacto. Sea % = {U;}
una base cerrada para intersecciones finitas. Sea Q(U) un enunciado formulado sobre
abiertos de X, satisfaciendo las siguientes propiedades:

1. QU) es cierto si U € % ;

2. QU),Q(V) y QU NV) implican QU UV); y

3. {U,} disjuntos y Q(Uy) para todo o = Q(U,, Us).-
Entonces, Q(X) es cierto.

Hemos cambiado M por X para hacer notar que esta vez X es un espacio
topoldgico, y no necesariamente una variedad diferenciable. Es esta versién la que

se aplica en [47], para resolver el caso semilibre de la sucesién de Gysin de acciones
de S*.

En el caso de flujos riemannianos regulares, nos va a valer la siguiente adaptacion
del truco de Bredon:

Lema 2.11 (Truco de Bredon para Flujos Riemannianos Regulares). Sea P
una afirmacion formulada sobre variedades diferenciables (no necesariamente com-
pactas) provistas de un flujo riemanniano reqular. St P es una propiedad invariante
por difeomorfismos foliados y cumple los siguientes axiomas:

TB1 para toda variedad contrdctil E provista de la foliacion por puntos, P(U, %)
implica P(U X E, 7 x H);
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TB2 si M =U UV, entonces P(U,#),P(V,%),P(UNV, %) = P(M,F);
TB3 {U,} disjuntos y P(Uy,#,) para todo « = P(J, Uy, F);
TB4 P(U,.%) es cierta para todo entorno de Carriere U,

entonces, P(M,.F) es cierta para todo flujo riemanniano % sobre una variedad
cerrada M.

Demostracion. Procederemos por induccion sobre la dimension de M. Los casos de
dimension 0 y 1 son triviales. Supongamos que el teorema es cierto para dim M < n,
y veamos que es cierto para dim M = n + 1. Procederemos en tres etapas:

e Etapa 1: En primer lugar, vamos a probar que P(U, %) es cierto si U es un

abierto .Z-saturado de un entorno de Carriere (TF+! x D"~* .#) de modo que
U no corta al toro central TF! x {0}, es decir, U C Tk x (D"* — {0}).
Consideramos la proyecciéon 7 de TF*! x D"* sobre la variedad estratificada
(T**! x D"*)/.Z. Notamos que tenemos un difeomorfismo foliado

(TH x (D" = {0}), #) = (T x §"4 x (0, 1), Py x ),

donde Z (1) es la suspension del difeomorfismo (7', R) € Diff (T* x S*™*71) y
S es la foliacion por puntos de (0,1). Por lo tanto, tenemos que

7(U) € (T x S™41) [ F ey x (0,1).

A continuacion, aplicaremos el lema 2.10 a la variedad estratificada X = 7(U)
con la afirmacién @ formulada sobre abiertos V' de m(U) mediante:

Q(V) = “P(r (V), F) es cierta”.
Tomamos la base % en 7w(U) formada por todos los conjuntos de la forma
(W) x (a,b) Cw(U): W es F r p-saturado,
siendo 71 TH+! x Sk=L — (TH+1 x S"*=1) /. F 1 gy. Q cumple las hipétesis
2y 8de 2.10 por TB2 y TB3. Para ver que satisface 1, comprobaremos que ()
es cierta para todos los elementos de 7. En efecto, por TB1 tenemos

Q(m'(W) x (a,b)) & P(W x (a,b), Zir.r) X H) <= P(W, Fr.r),

de modo que sélo nos queda probar P(W, %1 gy), lo cual es cierto por hipétesis
de induccion.



32 Capitulo 2. Sucesion de Gysin para flujos riemannianos regulares

e Etapa 2: Suponemos ahora que U estd contenido en un entorno de Carriere
T*! x D" * y que contiene puntos del toro central. En ese caso, como U es

F-saturado, se tiene

UnN (T x {0}) # 0 = T x {0} C U.
Por lo tanto, existe » > 0 tal que el conjunto

Up ={(w,y) € T x D12 ly| < r}

cumple U, C U. Notamos que U, es un entorno de Carriere, luego por TB4,
cumple P. Si consideramos el cubrimiento

U=U,UUy; Uy = U — (T*! x {0}),

por el caso discutido en la etapa 1, obtenemos P(Uy,.#) v P(U N Uy, F).
Aplicando TB2, obtenemos P(U, .%).

e Etapa 3: Consideramos ahora la proyeccion 7: M — M /.Z, y aplicamos nue-
vamente el lema 2.10 sobre el espacio estratificado X = M/.%. Tomamos el
cubrimiento % formado por todos los abiertos .Z-saturados contenidos en
algun entorno de Carriere de M, y enunciamos la propiedad () sobre abiertos
V de M/.Z:

Q(V) = P(r (V) 7).

Nuevamente, tan sélo hemos de comprobar que () es cierta para los elementos
de %, lo cual se cumple por las etapas 1 y 2.

&

Observaciéon 2.2. La compacidad de M tan sélo nos ha hecho falta para asegurar
la existencia de los entornos de Carriere. De hecho, hemos probado que P se cumple
para todo flujo riemanniano sobre una variedad no necesariamente compacta, pero
con la descripcién local de Carriere.

2.3.2. Sucesion de Gysin

Recordamos que la sucesion de Gysin para un flujo isométrico se deriva canodnica-
mente a partir del cuasi-isomorfismo (2.1). Para el caso riemanniano general definire-
mos un nuevo cuasi-isomorfismo, adaptando el que hemos citado.
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Sea .# un flujo riemanniano sobre la variedad cerrada M. Fijamos un sistema adap-
tado de actores (i, X, X, e, k). Definimos el complejo de Gysin como el siguiente
complejo graduado de formas diferenciales:

G(M,F)=Q"(M)F) o0 (M)Z).
El complejo de Gysin tiene estructura de algebra con el producto dado por
(a, B)- (o, f) = (and, B A + (=1)F2 @D A ).
Si ademas dotamos a G*(M,.#) con la diferencial
D(a, B) = (do + e A B3, —d,.3),

es inmediato comprobar que (G*(M,.%), -, D) es un algebra diferencial graduada
(recordar que d. (3 = d3— kA [3). Notamos que si .# es isométrico, entonces podemos
escoger una métrica para la cual x se anule (ver lema 2.4 ), y en ese caso, d,, = d, con
lo que la diferencial D es la misma que en (2.1). Definimos la aplicacion de Gysin:

U: (G"(M,Z#),D) — (Q(M),d)
(o, B) — a+XA[

Es inmediato comprobar que (2.16) es un morfismo de dlgebras diferenciales grad-
uadas. Probaremos que es un cuasi-isomorfismo usando el truco de Bredon, para lo
cual necesitaremos los siguientes lemas.

Lema 2.12. Existen particiones de la unidad de M formadas por funciones diferen-
ciables F -basicas, subordinadas a cualquier cubrimiento de abiertos F -saturados.

Demostracion. Recordamos que el proceso estandar para construir particiones de la
unidad diferenciables utiliza entornos coordenados encajados V' C U de modo que
V es compacto, V C U y ademds existe una funcién diferenciable (funcién grano)
f: M—R que cumple f >0enVy f=0en M —-V.

Para construir una particién de la unidad como en el enunciado, basta seguir el
proceso estandar usando las siguientes funciones grano. Sea U un entorno de Car-
riere, y sea 1 : U — TF1 x D™ el difeomorfismo foliado correspondiente. Entonces,
denotando D, = {z € D™ : ||z|| < p}, consideramos los conjuntos

U,=U(T' xD,).

Para 0 < p; < p2 < 1, tomamos una funcién diferenciable f: [0,1) — [0, 1] como
en la siguiente imagen
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f

P1 P2

y la extendemos a F': T*! x D™ — R mediante F(z,y) = f(||y||). La funcién grano
F o1 es estrictamente positiva en B,, y nula fuera de B,,. Como estas funciones
grano sélo dependen del radio del disco y el flujo es transverso a éste, son bésicas,
y por tanto, la particion de la unidad que construimos con ellas, también. )

Tenemos la siguiente consecuencia inmediata: si U y V' son abiertos .% -saturados
de M, la sucesion de Mayer-Vietoris asociada

0— Q(UUV)/F) — QU/F)eQ(V)F) L (UNV)/F) —0
w — (wlo, wlv)
(v, B) — Blurv — a|uav

es exacta. En efecto, por el lema 2.12, podemos tomar una particién de la unidad
béasica subordinada a {U,V}, de donde se sigue que p es sobreyectiva. El resto
de comprobaciones son inmediatas. En consecuencia, podemos derivar la sucesion
exacta larga de Mayer-Vietoris para cohomologia basica:

— H'((UW)/).F) — H(U|Z)eH (V|.F) — H'((UNV)).F) — HT'((UUV)).F) —
Hemos probado:

Corolario 2.13. La cohomologia del complejo de Gysin (G*(M,.F), D) cumple la
propiedad de Mayer-Vietoris.

La filosofia de la propiedad de Mayer-Vietoris es poder deducir propiedades glob-
ales a partir de propiedades que se comprueban en modelos locales. A continuacion,
probaremos que los entornos de Carriére son modelos locales adecuados para nue-
stro estudio, en el sentido de que el flujo restringido a ellos es isométrico. Eso nos
posibilitara aplicar técnicas y resultados ya conocidos para ese tipo de flujos.

Lema 2.14. Todo flujo riemanniano restringido a un entorno de Carriére puede ser
embebido foliadamente en un flujo isométrico.
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Demostracién. Sea U = T*+1 x D™ el entorno de Carriere obtenido al suspender
(T, R). Podemos tomar § € R* y ¢ € R" de modo que T'=Ty y R = R, con

RCl

Ty(zy, ... ax) = (21 + 01, ... 2x + 01), Re(y) = (v),

siendo cada R, un giro en R? de dngulo (; (ver ejemplo 2.8). Las familias diferen-
ciables de difeomorfismos {Tip}: y {Ric}+ definen una homotopia entre (7, R) y la
identidad. Por lo tanto, el flujo en T*+! x D™ est4 dado por la accién

¢: RxTH!xD" — T++1 x D™

(s, ((z0,2),y)) +—— (20 + s, Tuo(2), Reo(v)). (2.7)

Procederemos, en cambio, de otra manera: como todo flujo lineal sobre un toro se
puede extender a un flujo lineal sobre una esfera impar (sin mas que usar la misma
expresién en coordenadas complejas), la accién (2.7) se puede extender a

(b/: R % (S2k+3 % Dm) _>S2k+3 < D™
De esta manera, tenemos un embebimiento foliado
(U, y) = (Tk+1 X ]D)m, ﬁcp) <—>(Szk+3 X ]D)m, g(;s/) .

Es mds, podemos extender .Z, a un flujo .Z’ sobre S?**3 x §™ sin més que pegar
dos copias de S**3 x D™ por el borde mediante la identidad. La naturalidad de las
extensiones que hemos descrito implica que el flujo final %’ es un flujo (regular)
riemanniano sobre S?**3 x S™ y por el corolario 1.10, ha de ser taut. )

Observacion 2.3. Una consecuencia inmediata del lema 2.14 es que la restriccion
de un flujo riemanniano a un entorno de Carriere U es un flujo isométrico para una
cierta métrica sobre U. De hecho, se puede comprobar mediante un calculo directo
(el cual omitimos) que la accién ¢ dada en la demostracion del lema preserva la
métrica casi-fibrada

d +d
= (1//?) (Zdw +Z Waa Wi g +dyfn>,

siendo f la funcién bésica dada por f(z,y) =1+ ||0]]* + Z] VY3
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Observacién 2.4. El lema precedente nos permite pensar los flujos riemannianos
como una coleccién de entornos de Carriere, es decir, de flujos isométricos, pegados
de una cierta manera. Segin cémo se haga, podemos ocasionar que globalmente

perdamos el caracter isométrico del flujo, tal y como hemos visto en el ejemplo de
T8,

A continuacién adaptamos el Lema de Poincaré para la cohomologia del complejo
de Gysin.

Lema 2.15. Sea E una variedad contractil provista de la foliacion por puntos, y
sea (M, F) un flujo riemanniano. Entonces, la proyeccion foliada

7. (M X E, % x H#)— (M, F)
induce un isomorfismo en cohomologia:
7 H(GM, F),D)— H*(G(M x E, % x #),D" x dg).

Demostracion. Denotamos por #' d', D" y d, respectivamente, a las extensiones
canonicas . X Fp,d X dg, D X dg y d,, X di. Consideramos el siguiente diagrama
de filas exactas:

0 — (' (M/7),d) ————(G"(M, F),D) ——— (V" (M/F),d.) ——>0
0——(((M x E)/.F"),d") —= (6((M x E), F'), D") —— (@ ((M x E)/F"),d,;) —=0.

(2.8)
Las cohomologias H*(M /.7 ) y H(M /%) verifican el lema de Poincaré (la prueba
estandar de [5], por ejemplo, es valida). Por lo tanto, las flechas verticales de los

extremos son isomorfismos. Usando el lema de los cinco, se sigue que la del centro
también lo es. &

Estamos en condiciones de probar la siguiente:
Proposicion 2.16. La aplicacion de Gysin

v: (G*(M,Z),D) — (Q(M),d)
(a, B) — a+XAB

es un cuasi-isomorfismo.
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Demostracion. Aplicaremos el lema 2.11 a la afirmacién P formulada sobre abiertos
saturados de M:

PU, %)= “Yy: (G (U, F|y),D)— (Q*(U),d) es un cuasi-isomorfismo”

Tan sélo hemos de verificar que se cumplen las hipétesis TB1-TB4. Veamos que se
cumple TB1: sea la proyeccion 7: (U x E,.F x ) — (U, F), donde (U, F) es un
abierto saturado y (E, ) una variedad contractil foliada por puntos. Tenemos el
siguiente diagrama conmutativo:

Vs

g (M, 7) (M)

| |-

G (M x B, 7 x H) —2F _Q*(M x E)

Por el lema 2.15 y por el lema de Poincaré para cohomologia de de Rham, tenemos
que las flechas verticales son cuasi-isomorfismos. Por lo tanto, si ¥/« g €s un cuasi-
isomorfismo, ¥, también lo es. Hemos confirmado la hipétesis TB1.

Para verificar que se cumple TB2, tomamos (M,.%) y M = U UV, siendo U y
V' saturados. Como el complejo de Gysin cumple la propiedad de Mayer-Vietoris
(corolario 2.13), tenemos el siguiente diagrama conmutativo de filas exactas:
0—G"M, %) —G"(U,F)DG"(V,F)—=G"(UNV,F)——=0
\I’Ml/ (‘I’U,‘I’V)l ‘I/Uﬂvl
0——Q*(M) Q(U) @ Q*(V) QUNV)——0,

del cual se sigue, por el lema de los cinco, que si Wy, ¥y v WUpyqy son cuasi-
isomorfismos, entonces W, también lo es. Es decir, se cumple TB2.

Para verificar la hipotesis TB3, consideramos el isomorfismo

(|| Vo) 2 ] (W), (2.9)

acA

donde {U,}aea es una familia disjunta. Notamos que este isomorfismo sigue siendo
valido también para complejos de formas basicas. De estos dos isomorfismos y del
hecho de que la aplicacién de Gysin sea natural se deduce la hipotesis TB3.

Para confirmar TB4, tenemos que probar que si (U, %) es un entorno de Carriere,
la aplicaciéon de Gysin ¥y es un cuasi-isomorfismo. Denotamos por Dy, uy, ku, ey
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las restricciones a U de D, u, k v e, respectivamente. Por el lema 2.14, tenemos que
[ky] € HY(M/.Z) es una clase nula, es decir, existe una funcién basica f: U —R
tal que ry = df. Consideramos ahora el cambio de métrica puy; = e* 17, Tenemos:

X =e XX =elX, k=0, e;=¢cley.

Construimos ahora el siguiente diagrama de aplicaciones diferenciales:

(G*(U, Fv), Dy) "L (27(U), d)

gl w,

(g*(U, ‘gZU)a Db)7

donde
é(a,ﬁ) (o, e B);
Dy (a, B) = da+ €' A3, —dp);
Uy(a,B) =a+X Ap

para todo (o, 3) € G*(U, . Zy). Notamos que X’ es un campo de Killing (ver lema
2.4), y por lo tanto, Uy, es un cuasi-isomorfismo (recordar (2.1)). Es inmediato
comprobar que ¢ es un isomorfismo. Por lo tanto, ¥y es un cuasi-isomorfismo. &

Combinando (2.2), la primera fila de (2.8) y la proposicién 2.16, construimos el
siguiente diagrama de filas exactas.

0— (V(M/F),d) —— (" (M), d) —" ((M) /2" (M/.F),d) —>0

| | -
— (W (M/F),d) — (6" (M,.7),D) Q" (M/F),ds) —0,
(2.10)
donde W, (3) = x A 8. Del lema de los cinco se sigue que ¥, es un cuasi-isomorfismo,
lo cual responde a la primera pregunta del problema de Gysin. Ademaés, podemos

derivar la sucesién larga de Gysin y calcular de forma estandar el homomorfismo de
conexion, tal y como recogemos el siguiente teorema:

Teorema 2.17 (Sucesién de Gysin para flujos riemannianos regulares).
Sea F un flujo riemanniano sobre la variedad cerrada M, y sea p una métrica para
la cual la forma de curvatura media k sea bdsica. Entonces, tenemos la siguiente
sucesion exacta larga:

* (U5)~top*

= HI(M/)F) > H(M) =%

Y i v )L g vy gy -
(2.11)
donde el homomorfismo de conexion es la multiplicacion por la clase de Euler [e] €

H?, (M/F).
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Este teorema da la respuesta completa al problema de Gysin que planteabamos en
este capitulo:

Problema de Gysin para flujos riemannianos regulares
i) El término de Gysin es: 8*(M, %) = H Y (M/.7);

ii) El homomorfismo de conexién es: €([a]) = [aAe],  para todo [a] € H:(M/F).

Observaciéon 2.5. Si .7 es un flujo isométrico, podemos tomar p tal que x sea nula.
En ese caso, d,, = d, y por lo tanto, la sucesién (2.11) generaliza la obtenida por
Kamber y Tondeur (2.3).

Observacion 2.6. La sucesion de Gysin es independiente de la métrica elegida en el
siguiente sentido: si tomamos dos métricas casi-fibradas u, p’ con formas de curvatura
media k, k" basicas, el diagrama (2.10) proporciona un isomorfismo de cadenas entre
cada una de las sucesiones de Gysin asociadas a p y p' y la sucesién candnica
(2.1). Por lo tanto, todas las sucesiones de Gysin estan relacionadas mediante un
isomorfismo de cadenas.

Observacién 2.7. Combinando el cuasi-isomorfismo ¥, y el teorema de dualidad
1.12, obtenemos que los términos Eé’l y E'2’0 de la sucesion espectral de un flujo
riemanniano son duales. J.A. Alvarez prueba en [1] con mayor generalidad este
resultado, usando técnicas analiticas, diferentes a nuestro enfoque geométrico.

Observaciéon 2.8. La sucesion de Gysin es un objeto en la categoria de sucesiones
exactas de H*(M /.7 )-médulos.

Ejemplo 2.8. Es bien conocido que la cohomologia de CP" = S?**1 /St est4, gener-
ada por una clase de grado 2, que es precisamente la clase de Euler de la accién de
Hopf. Como ilustracion de los resultados de este capitulo, aplicaremos la sucesion
de Gysin (2.11) para calcular la cohomologia bésica de un flujo riemanniano regular
cualquiera sobre una esfera impar.

Sea .Z un flujo riemanniano regular sobre S?*"*!. Como S***! es simplemente
conexo, tenemos que # es isométrico, y por lo tanto, la sucesion de Gysin resulta:

s (ST giTY S ) Ale) HAL(SMH 7)o FiTY(S2H)
(2.12)
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Como la cohomologia de S?"*! es R en los grados 0 y 2n + 1 y nula en el resto, de
(2.12) obtenemos:

Hz’(SQn—H/g;) o~ Hi+2(g2n+1/g~) 0 S i S om — 17

siendo la multiplicacién por la clase de Euler el isomorfismo. De H°(S*"*! /%) = R
se sigue que en todos los grados pares la cohomologia es R. Si escribimos la sucesion
(2.12) para i = 0, obtenemos H'(S*"*!1/.%) = 0, y por lo tanto, todos los grados
impares son nulos. Hemos obtenido los ntimeros de Betti:

Hi (st ) = {R sii=0,2,...,2n;
0 en otro caso.

Como la multiplicacién por la clase de Euler [e] € H?(S*"*1/.%) es un isomorfismo,

obtenemos que los generadores de la cohomologia son {1, [e],[¢?],...,[e"]}. Hemos

probado el isomorfismo de algebras

H* (S /.F) = Rle] /e,

Cuando .Z estéd dado por una accién de S! sin puntos fijos sobre un espacio S2"+1
que tiene la cohomologia de una esfera impar, el cociente C'P" = S?"*1/S! tiene la
cohomologia de un espacio proyectivo complejo. Este tipo de espacios se denominan
espacios proyectivos complejos cohomoldgicos.

2.3.3. Nulidad de la Clase de Euler

En este apartado probamos que la clase de Euler [¢] € H? (M/.%) no depende
de la métrica elegida, y que su nulidad tiene una interpretacion geométrica.

Sea .# un flujo riemanniano sobre la variedad compacta M y fijemos un sis-
tema completo de actores (i, X, X, k,e). Si e = 0, es inmediato comprobar que la
distribucién ortogonal a .% es integrable. En otras palabras, existe una foliacién ¢
que es perpendicular al flujo. En efecto, para todo par de campos Y, Z tales que
X(Z)=X(Y) =0, tenemos:

X([Y, Z]) = dX(Y, Z) = (X A K)(Y, Z) = 0.

Recordamos que una foliaciéon ¢4 de codimension 1 estd dada por una 1-forma no
singular w mediante ¢ = ker w. Es bien conocido que en ese caso, existe una 1-forma
7 tal que dw = w A 7. Se dice que 7 es una torsion de w. En el caso de que e = 0, la
foliacién perpendicular esta dada por X, y la torsién es k.
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Cuando el flujo sea isométrico, podemos suponer x = 0. La forma de Euler dXx
es basica, y define una clase de cohomologia

[dX] € H*(M|.F)

que llamaremos clase de Fuler, y que no depende de la métrica pu elegida. Su nuli-
dad encierra un significado geométrico, descrito en [49] por M. Saralegi: la clase de
Euler de un flujo isométrico es nula si y sélo si existe una foliacion ¢ transversa
al flujo y definida por una 1-forma no singular w cerrada. Mediante el teorema de
Tischler ([53]), podemos aproximar ¢ por una fibracién transversa al flujo. Tenemos
el siguiente:

Teorema 2.18 (M. Saralegi). Sea (M,.%) un flujo isométrico. Entonces, son
equivalentes:

i) existe una fibracion transversa a F;

ii) la clase de Euler de F se anula.

Observacion 2.9. En el caso particular de una fibracion de Seifert, la clase de Euler
del flujo coincide con la clase de Euler usual, salvo un factor de proporcionalidad.
Este factor es exactamente la medida de una hoja genérica de .#. Por lo tanto,
podemos modificar la métrica de modo que ambas clases coincidan.

A continuacién, recuperaremos estos resultados en el caso de un flujo riemanniano
general. Recordamos que dado un sistema completo de actores, tenemos

de = —e N\ K,
y que, por lo tanto, la forma de Euler define una clase:
le] € H2,(M/F).

Veamos que esta clase no depende de la métrica elegida. Sean (u;, X;, X;, €;, K;), @ =
1,2 sendos sistemas completos de actores para (M, .F). Por el teorema 1.8, tenemos:

(1] = [ro] € H' (M) .F),

es decir, existe una funcion basica f tal que df = ko — k1. Se comprueba inmediata-
mente que el isomorfismo de algebras

v ((M/F),dow,) — (V(M)F),d )

w — Gfu)

es diferencial. Notamos que induce un isomorfismo en cohomologia, canénico salvo
una constante multiplicativa. Describimos la independencia de la clase de Euler en
la siguiente:
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Proposicion 2.19. En las condiciones anteriores, dado el isomorfismo canonico
(salvo constante multiplicativa):

pr H2, (M) F)— H?, (M]F),

se tiene que ¢([ea]) y [e1] son proporcionales. En particular, la nulidad de la clase
de Fuler no depende de la métrica p elegida, sino de F .

Demostracion. Procediendo como en la proposicién 2.16, podemos probar (ver aparta-
do 2.5) que la aplicacién

v: UM/ F)e Y (M/F),D.) — (Q0(M),d_,)
(e, B) — a+XApP

es un cuasi-isomorfismo, donde Dy («, 3) = (d_.a + e A 3, —df3) para todo sistema
completo de actores. De ese cuasi-isomorfismo se deriva de forma canodnica la sigu-
iente sucesion de Gysin torcida:

Ale]

-— H" (M)F)— H" (M) — H *M/F) — HTX(M|F) —

El isomorfismo ¢ induce un isomorfismo de cadenas entre las sucesiones de Gysin
torcidas para uy y po, de la cual extraemos el siguiente diagrama conmutativo:

HO(M)F)—L g2 ()7
| ef
_ Nea
“(M/F) H2,,(M/7)
del cual se sigue inmediatamente el resultado. &

Recordamos que para una foliaciéon de dimension p y codimension ¢ y para cada
par de cartas foliadas ¢, 1, el cambio de coordenadas es de la forma

Yoy Yz y) = (hi(z,y), he(y)) para todo (z,y) € RP x RY.

Diremos que una foliacién es transversalmente afin si existe un atlas foliado para el
cual los cambios de coordenadas ho: R?—R? son aplicaciones afines, es decir, la
suma de una traslacién y una aplicacion lineal. Notamos que si hy es ademés una
isometria, tenemos que la foliacién es riemanniana. Se tiene la siguiente caracteri-
zacion:
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Lema 2.20 ([22]). Una foliacion ¢ de codimension 1 es transversalmente afin y
orientable si y solo si estd determinada por una 1-forma no singular w cuya torsion
T es cerrada.

Presentamos a continuacién el segundo resultado importante de esta memoria.
Teorema 2.21. Para un flujo riemanniano % son equivalentes:

i) la clase de Euler se anula;

ii) existe una foliacion 4 transversa a ¥ definida por una 1-forma w cuya torsion
es basica.

Ademds, cualquiera de las dos condiciones implica que ¢ es transversalmente afin.

Demostracion. Supongamos i) y sea (u, X, X, e, k) un sistema completo de actores.
Tenemos que existe v € QY(M/.F) tal que d_,w = e. Entonces, la forma w = X — v
es integrable, pues

dv=e+XANKk—e+KANY=wAK,

siendo k la torsién, que es una forma basica.

Suponemos ahora ii), y sea X un campo que defina .%. Podemos suponer que
¢ = kerw, con w(X) = 1, de modo que la torsién 7 de w sea bésica. Si p es una
métrica casi-fibrada y jig es su proyecciéon ortogonal, podemos construir otra métrica
casi-fibrada

p=w®w+t g

Como X es unitario para ', se sigue que X' = ix ' = w, y que la forma de curvatura
media es
k' = LxX'= Lxw =T,

que es bésica. De dw = w A T se sigue que {1/, X,w,0, 7} es un sistema adaptado de
actores, y por lo tanto, la clase de Euler es nula.

La afirmacién adicional se sigue inmediatamente del lema 2.20 y del hecho de
que si k es bésica, entonces ha de ser cerrada (ver [54]). &

Ejemplo 2.9. En el ejemplo de T3 (ver 2.6), la forma de Euler para la métrica que
construimos es nula, y por lo tanto, la clase de Euler también. De hecho, {7, X5}
definen una distribucién integrable transversa al flujo y transversalmente afin (la
aplicacion afin del cambio de cartas consiste en multiplicar por el valor propio A; de

A).
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2.4. Independencia de [x]| y [¢]

Para terminar este apartado, mostraremos que las clases de Euler y de [k] €
H'(M/.%) son independientes. Un producto S' x M y la fibracién de Hopf y son
ejemplos inmediatos de flujos isométricos con clases de Euler nula y no nula, respec-
tivamente. El ejemplo 2.6 es un flujo riemanniano no isométrico cuya clase de Euler
es nula. A continuacién, describimos un flujo riemanniano donde tanto la clase de
[k] como la de Euler son no nulas.

Ejemplo 2.10. Consideramos la matriz

2 1
A= (1 1) € SL(2,7Z),

y sus dos valores propios A\; y Ag, que satisfacen 0 < A\; < 1 < Ay vy Ay Ay = 1. Deno-
tamos por {(aq, b1), (az, b2)} la base ortonormal de vectores propios correspondiente.
Las matrices A, I € SL(4,Z) dadas por

(A0 _ (1dy Idy
B_(o A) Y I‘(o Idg)
definen sendos automorfismos del toro T* que denotaremos con las mismas letras.
Definimos ahora la variedad M como la suspensién de la representacion

p: 7* — Diff(T%
(k,l) — AFoll”

Miés explicitamente, MY es el espacio de érbitas de la accién
U 72 x (T* x T?) — T x R?
((lﬁl),[?Jhyz,Zl,ZQ],(t,iU)) — (p<k7l)[y17y2azlaz2]>($+k7t+l>>'

Notamos que queda definida una fibracién 7: M% — T2, Esta variedad se introduce
en otro contexto en [21], donde se estudian algunas de sus propiedades. Tenemos la
siguiente paralelizacién de M©:

X:g T:g, EZ)\f(aii+bii)

ot ou I 0/ g ) (2.13)
7. = g\t a-i—i—bi + M a.i+b.i
' ' Za3/1 za3/2 ’ 2821 2322

Denotamos por {a, 3,71,72, 01,02} la base dual de 1-formas diferenciables, cuya
expresion es la siguiente:

a=dt; B=dr; & =\ "(adz + bidz);

,=1,2 2.14
Yi = )\;t(aidyl + bldyg) — :c)\{t(aidzl + bid22> (Z ’ ) ( )



2.4. Independencia de [K] y |e] 45

Calculamos las diferenciales de las formas:

da = dﬂ = 0; Cl(;Z = (— log )\Z)Oé AN 5@ ( 1 2)
—
d’%:(—log/\z)()é/\’}/g—ﬁ/\)\g ’

y los corchetes de Lie de los campos:

siendo nulos los restantes. Sea .# el flujo definido por Y7, y consideramos la métrica
i tal que (2.13) sea un paralelismo ortonormal. Se comprueba inmediatamente que
Ly,pig = 0, y que, por lo tanto, .# es un flujo riemanniano y p es casi-fibrada. Por
otro lado, tenemos que

LY1#(Y17T) = M(Yh [le,T]) = —log A1 # 0,

por lo que Y; no es un campo de Killing para p. Para ver que no puede existir ningin
campo de Killing que defina .%, identificamos primero el resto de los actores:

X=v, k=((log\)a, e=—-0BAd, (2.15)

de modo que el sistema completo resulta {u, Y7,71, —BAd1, (log A1)a}. Notamos que
tanto k como e son basicas. Tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 2.22. Fl flujo F no es isométrico.
Demostracion. Recordamos que la aplicacion inducida por la inclusién
o HY (M) F) — HY (M)

es inyectiva, y por lo tanto, basta probar que [o] € H'(M?®) no es nula. Como
7m: M®—T? es una fibracién, se tiene el monomorfismo

7 HY(T?) — H'(M®).

Uniendo esto al hecho de que [a] = 7*([¢]), siendo 6 uno de los generadores de
H'(T?), obtenemos el resultado. &

Para probar que la clase de Euler es no nula, probaremos primero que la coho-
mologia H*, (M /.%) puede calcularse utilizando tan sélo como coeficientes formas
basicas para la fibracion . Consideramos el dlgebra real

¢ =< &,5,72,51,52 >,

y el complejo diferencial
Co(MTH ¢

al cual podemos dotar con la diferencial d_, = d_,. Tenemos el siguiente:
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Lema 2.23. La aplicacion diferencial

U (C¥(T)®¢,d.,) — Q(MS/F,d)
(f,w) — (7 fw

es un cuasi-isomorfismo.

Demostracion. Aplicaremos la segunda version del truco de Bredon (lema 2.10) a
una base % formada por convexos geodésicos de T?. Denotamos por € al dlge-
bra generada por las restricciones de los generadores de € a 7—!(U). Sea ahora la
afirmacién P formulada sobre abiertos U de T?:

P(U) = “la aplicacién ¥y: (C°(U) ® €, d_., ) — (Q* (71 (U)/Fv),d_,)

es un cuasi-isomorfismo.”

Hemos de comprobar que se cumplen las hipotesis 1,2 y & de 2.10. La hipdtesis 2
se deduce del hecho de que las dos cohomologias cumplen la propiedad de Mayer-
Vietoris. En efecto, basta levantar una particién de la unidad de T? a M® para
obtener una particién de la unidad bésica. La hipdtesis 3 se sigue de (2.9). Por lo
tanto sélo nos queda probar que P(U) es cierto para cada U € %, para lo cual
procedemos de la siguiente manera:

e Como Ky = a|y es exacta, basta comprobar P para k = 0, es decir, susti-
tuyendo d_, por d;

e Por el lema de Poincaré, podemos contraer U, lo cual nos reduce a com-
probar que el cuasi-isomorfismo en una fibra de w. Tenemos el isomorfismo
H*(T*) F1) =< 79,01,6; >, siendo Zr el flujo lineal dado por la restriccién
de .# a una fibra, con lo cual concluimos la prueba.

&
Proposicion 2.24. La clase de Euler del flujo % es no nula.

Demostracion. Supongamos, por reduccion al absurdo, que existe una 1-forma bésica
w tal que

e=—F A6 =dw+loghaAw. (2.16)
Usando la paralelizacién (2.13) y la proposicién 2.23, podemos escribir w como:
w = foa+ [0+ fy,72 + f5,01 + [5,02, (2.17)

donde las funciones dependen de las coordenadas x y t. Un célculo directo a partir
de (2.17) y (2.16) nos lleva a las ecuaciones:

X(fs) =1 (2.18)
T(fs) =0 (2.19)
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De la ecuacién (2.19) deducimos que fs5, = izw depende sélo de x. Por lo tanto,
podemos considerar que (2.18) es una ecuacién en S*. Esta ecuacién no tiene solucién,
y por lo tanto, hemos llegado a una contradiccién. &

2.5. Mas sucesiones tipo Gysin

Para terminar este capitulo y a modo de ilustracién de las técnicas que hemos
descrito, construiremos nuevas sucesiones exactas de tipo Gysin, en las que inter-
vendran nuevas cohomologias asociadas a un flujo riemanniano, y que generalizan
las que ya han aparecido.

Sea Z un flujo riemanniano sobre la variedad cerrada M, y sea {u, X, X, e, k}
un sistema completo de actores. Para cada [ € Z, definimos la diferencial

djxw = dw — Ik Aw  para todo w € Q" (M),
y los grupos de cohomologia correspondientes
Hy (M) = H*(Q°(M), dy),  Hj(M/)F) = H*(Q(M/.F), dy.). (2.20)

Notamos que si .%# es un flujo isométrico, las cohomologias anteriores son isomorfas
a la basica y a la de de Rham. Necesitaremos los dos siguientes lemas para probar
que las cohomologias H;' (M /.%#) son de dimensién finita.

Lema 2.25. Sea U un entorno saturado de un entorno de Carriere. Entonces, si
H*(U) es de dimension finita, también H*(U/.F) lo es.

Demostracion. Como (U, .#) es un flujo isométrico, la sucesiéon de Gysin es:
= H'(U)F) — H'(U) 2 H-\U)F) — HNU)F) — ...
de donde obtenemos el isomorfismo de espacios vectoriales:
H'(U/.F) = ker p' @ coker p' .

Por lo tanto, si H=1(U/.%) es de dimensién finita, tenemos que H*(U/.Z) también
lo es. Como para i < 0 se tiene H'(M /%) = 0, obtenemos el resultado. &

El siguiente lema es un caso particular de [58].

Lema 2.26. Sea . un flujo riemanniano sobre una variedad compacta. Entonces,
existe un cubrimiento finito % formado por entornos de Carriére de modo que toda
interseccion U de elementos de 4 contiene una hoja cuya clausura es un retracto
foliado por deformacion fuerte de U.
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Demostracion. En [58], R. Wolak prueba este lema para foliaciones riemannianas
singulares. Los entornos que se construyen son entornos tubulares foliados de clausuras
de hojas de .#. Para el caso regular, eso equivale a tomar entornos de Carriere con
radios suficientemente pequenos. )

Notamos que la existencia de particiones de la unidad bésicas garantiza la propiedad
de Mayer-Vietoris para estas nuevas cohomologias. Como consecuencia, tenemos la
siguiente proposicién.

Proposicién 2.27. Si M es compacta, las cohomologias H'.(M /%) y H}.(M) son
de dimension finita para todo | € Z.

Demostracion. Podemos tomar un cubrimiento finito % como en el lema 2.26, y
consideramos %’ el cubrimiento formado por los elementos de % y sus intersecciones
finitas. Como el flujo es isométrico en cada elemento U de %, las cohomologias
H; (U) y H;.(U/%) son isomorfas a H*(U) y H*(U/.%), respectivamente, y lo
mismo sucede para los elementos de %’. Como tanto los abiertos de % como sus
intersecciones se pueden retraer a un toro, para todo U € %' tenemos que H*(U) es
de dimensién finita, y aplicando el lema 2.25, tenemos que H}.(U) y H}.(U/.%) son

de dimension finita. Aplicando sucesivamente la propiedad de Mayer-Vietoris con
los elementos de %, obtenemos el resultado. &

Observacién 2.10. La proposiciéon anterior ilustra como en el caso particular de
un flujo riemanniano se puede probar la finitud de la cohomologia bésica utilizando
las técnicas usadas en esta memoria.

A continuacion, relacionaremos las cohomologias (2.20) mediante dos resultados
que generalizan la dualidad de Kamber-Tondeur 1.12 y la sucesiéon de Gysin 2.11.
Las demostraciones no hacen sino aprovechar las pruebas existentes de los teoremas
citados, al ser algebraicamente similares.

Teorema 2.28. Sea .# un flujo riemanniano sobre la variedad cerrada M, de di-
mension n, sea jL una métrica casi-fibrada tal que Kk sea badsica, y seal € Z. Entonces,
la forma bilineal

®: H "5 (M/)7) © Hy (M/F) —R,

dada por ®([a] ® [B]) = [,; & ABAX es no degenerada.
Demostracion. Tan sélo probaremos aqui que la aplicacién del enunciado esta bien

definida. Para el resto de la prueba se aplica el truco de Bredon tal y como haremos
en el teorema 3.26.
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Veamos primero que ®([o]®|[F]) no depende del representante de [o] en H, 8‘7’5&1 (M).F).
Sean o € Q" XM/ F) y 3 € Q(M/.F) con d;,.3 = 0. Hemos de probar

®(ldo-pal @ [3) = [ docpuanfax=0 (2.21)

Tenemos, por un lado,
di—ig@ ANBAX =da NBAX+ (=1)"a ABAXA (1 =1)k. (2.22)
Por otro lado,
dlaABAX)=daANBAX+ (=1)""aANlkABAX
+(=D)"(aANBAXANE+a NP Ne) (2.23)
=daABAX+ (=D)""aANIBAX+ (=1)"aABAXAK,

donde hemos utilizado que a: A 3 A e es una forma basica de grado n, y por lo tanto,
ha de ser nula. Combinando (2.22) y (2.23), obtenemos

daABAX) =da e ABAX,

de donde se sigue que

/d(l_l),{a/\ﬁ/\X:/d(oz/\ﬂ/\X):O,
M

M

lo cual demuestra (2.21).

Anélogamente, se prueba que si a € Q""" M/ F)y 3 € QYM/F) con d,.3 = 0,
entonces .
dlaANBAX) = (—1)""taAd.BAX

y, por lo tanto,

B (o] ® [dinf]) = / da A BAY) = 0.

M

&

Proposicion 2.29. Sea .# un flujo riemanniano sobre la variedad cerrada M, vy sea
1 una métrica cuya 1-forma de curvatura media k sea bdsica. Entonces, la aplicacion
diferencial
L2 (g*(M7 g)? Dl) - (Q*(M)7 dln)
(o, ) —  a+XAS’

donde Di(c, f) = (djwae + B N e, —duyS + kA B), es un cuasi-isomorfismo.
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Demostracion. Se comprueba directamente que la aplicacion del enunciado es difer-
encial. Como las cohomologias presentadas tienen las mismas propiedades que las
que intervienen en la proposicién 2.16, se puede aplicar el truco de Bredon de la
misma manera, obteniéndose el resultado. &

De la misma manera, se derivan canénicamente las sucesiones de Gysin:

Proposiciéon 2.30. Sea % un flujo riemanniano sobre la variedad cerrada M, y
sea |t una métrica para la cual la forma de curvatura media k sea bdasica. Entonces,
tenemos para cada |l € 7 la siguiente sucesion exacta larga:

s Hi (M) F) — H (M) — Hi )\, (M) F) 2% B (M)F) - ..., (2.24)

donde el homomorfismo de conexion es la multiplicacion por la clase de Euler [e] €
H?, (M/Z).

Observacion 2.11. Estas sucesiones de tipo Gysin dan soluciéon al problema de
Gysin planteado por la sucesion exacta

0 — (V(M/F),di) — (' (M), die) = (V(M)/Q(M/F), die) — 0.

Observacion 2.12. Las sucesiones de Gysin (2.24) son sucesiones exactas de médu-
los sobre H*(M/.%). En efecto, se comprueba inmediatamente que si dj,a = 0y
dp3 = 0, entonces dgyp . A 3 = 0. En particular, notamos que si a es un dj41,-
ciclo, entonces o A e es un dy,.-ciclo.

Observacién 2.13. Utilizando la notacion
an@ﬂl—‘rl = (g*(Maﬂ)aDl) y QZHE (Q*(M)adln)7

podemos plasmar los resultados de este apartado en el siguiente diagrama de cuasi-
isomorfismos.

Ny, © Q. — Q9
Q. @& — Q.
Q ® Q — Q
Qs @ Qo —
Do D Q3 — oy

Notamos que el cuasi-isomorfismo central es la sucesion de Gysin y que entre los com-
plejos bésicos (a la izquierda de las flechas), la posicién simétrica respecto al simbolo
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@ de la sucesion de Gysin indica relaciéon de dualidad. La sucesion de Gysin es la
tnica en la que intervienen cohomologias duales. Utilizando la finitud de H*(M /%)
y H} (M) (esta dltima se prueba con un cubrimiento de convexos geodésicos), el
diagrama anterior proporciona una manera alternativa de probar que todas las co-
homologias que intervienen en él son finitas.
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Capitulo 3

Sucesion de Gysin para flujos
riemannianos singulares

En el capitulo anterior construimos la sucesion de Gysin para flujos riemannianos
regulares, los cuales estaban determinados por una acciéon ¢: R x M — M. Si per-
mitimos que ¢ tenga puntos fijos, la particién inducida en M no es ya una foliacion
regular, pues tenemos 6rbitas de dimensién 1 y érbitas de dimension 0 (los pun-
tos fijos). Esta situacién es un caso particular de lo que se conoce como foliaciones
singulares, que se pueden describir de forma intuitiva como foliaciones en las que
se permite que las hojas puedan tener dimensiones diferentes. La propiedad métri-
ca que cumplian las foliaciones riemannianas se puede extrapolar a las foliaciones
singulares, dando pie a las foliaciones riemannianas singulares.

El objetivo de este capitulo es construir la sucesiéon de Gysin para los flujos
riemannianos singulares, es decir, flujos con puntos fijos que inducen una foliacién
riemanniana singular.

Un caso ya resuelto por G. Hector y M. Saralegi (ver [28]) es el de una accién
diferenciable ¢: S' x M — M. En ese caso, como la accién no tiene por qué ser li-
bre, el espacio cociente M /S! no es necesariamente una variedad diferenciable, sino
una pseudovariedad estratificada. La cohomologia de interseccion es un invariante
especialmente 1til para estudiar este tipo de espacios: con ella se recupera la duali-
dad de Poincaré, la cual no satisface la cohomologia ordinaria en pseudovariedades
estratificadas. La sucesion de Gysin construida con cohomologia de interseccién en
28] resulta ser:

Nle]

i 1 i i—1 1 i+1 1
- — H (M/S )—>H5(M)—>Hﬁ_§(M/S ) — Hg (M/SY) — ..., (3.1)
para cada perversidad p (més adelante explicaremos estos conceptos). La sucesién de

23
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Gysin que obtenemos en el caso de flujos riemannianos singulares, y que generaliza
por lo tanto (3.1) es:
i i i Ael 77
- — Hﬁ(M/f)—>HI—7(M)—>HT?_%’H(M/§) — H (M) F)— ...,
donde la cohomologias que aparecen son la cohomologia de interseccion basica y
béasica torcida.

Utilizaremos la cohomologia de interseccién (normal y basica) con formas difer-
enciales a la Brylinski (ver [11]) que llamaremos perversas: son formas diferenciales
definidas en la parte regular de M, es decir, fuera de los puntos fijos, y que podemos
controlar de una cierta manera cerca de estos puntos. La herramienta que usaremos
para expresar ese control es la explosidn de Jdnich (més concretamente, una versién

foliada).

En la seccién 1 hacemos un repaso de la estructura local de las foliaciones rie-
mannianas singulares, descrita por P. Molino en [38], y construimos la explosién. En
la siguiente seccién, aplicamos esta descripcion al caso de los flujos riemannianos sin-
gulares. En la seccion 3, definimos y estudiamos las propiedades de la cohomologia
de interseccion, y demostramos un teorema de dualidad para la cohomologia béasica
de interseccién de los flujos riemannianos singulares. En la seccion 4, derivamos la
sucesién de Gysin, y por ultimo, describimos la cirugia hiperbélica, un método para
construir flujos riemannianos singulares no isométricos.

Seguiremos el método de trabajo del capitulo anterior: a partir del estudio local
y los célculos locales, utilizaremos la técnica de Mayer-Vietoris (truco de Bredon
adaptado a flujos riemannianos singulares) para probar los resultados globales.

3.1. Foliaciones riemannianas singulares

En esta seccion con caracter preliminar, presentamos de forma rapida las princi-
pales caracteristicas de las foliaciones riemannianas singulares. Nos centraremos en
su estructura local, descrita en profundidad por P. Molino (ver [38]).

Definicién 3.1. Una foliacion riemanniana singular (F.R.S.) sobre la variedad
cerrada M es una particién .# de M en subvariedades llamadas hojas, de modo
que

1. El médulo T'(.%) formado por los campos de vectores tangentes a las hojas de
la foliacién actia transitivamente sobre cada hoja;
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2. Existe una métrica u adaptada a .# en el siguiente sentido: si una geodésica
es perpendicular a una hoja en un punto, entonces sigue siendo perpendicular
a todas las hojas que corte. Diremos que una tal métrica es casi-fibrada.

La condicién 1. significa que .% es una foliacion singular en el sentido de H. Suss-
man y P. Stefan (ver [52] y [51], respectivamente). Esa definicién evita situaciones
como las del siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.1. Consideramos en R? la familia V = {{b} x (0,00) : b € R} de
semirrectas verticales , y la familia de rectas horizontales G = {R x {a} : a < 0}.
Tenemos que .# = G UV es una particién de R? que no cumple la definicién de
foliacion riemanniana regular (definicién 1.1), pues no se puede construir una carta
foliada que contenga puntos de la recta R x {0}.

Por supuesto, la particion .# tampoco cumple la condicién 1. de la definicién 3.1. En
cuanto a particiones donde las hojas son de dimensiones diversas, esta condicion nos
permite evitar algunas que no son foliaciones singulares. Por ejemplo, si denotamos
por J la foliacién por puntos del semiplano R x (0, 00), la particién de R? dada
por 2 U G tampoco es una foliacion singular.

La condicién 2. de la definicién es el requisito para que .# sea un sistema
transnormal para (M, ) en el sentido de J. Bolton [4], en el caso particular de
que la particién % contenga subvariedades de codimensién 1. Con esta condicion,
que es la extensién a foliaciones singulares de la definicién de métrica casi-fibrada en
el caso regular, evitamos situaciones de tipo sumidero, en las cuales una hoja puede
enrollarse sobre otra, acercdndose indefinidamente (ver figura):
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Notamos que una F.R.S. en la cual todas las hojas tienen la misma dimensién es
exactamente una foliacién riemanniana (regular) segun las hemos definido en el
capitulo anterior. El ejemplo principal de F.R.S. es el siguiente:

Ejemplo 3.2. Sea (M, p) una variedad riemanniana conexa y sea G < Iso(M, )
un grupo de isometrias conexo. Se puede comprobar que la particién . dada por
las orbitas de la accién de G sobre M satisface las condiciones de la definicién 3.1,
y por lo tanto, es una F.R.S.

Ejemplo 3.3. Si .# es una foliacién riemanniana regular sobre la variedad com-
pacta M, la foliacién .% definida por las adherencias de las hojas es una foliacién
riemanniana singular (ver [38]). La conjetura de Molino dice que si .# es una F.R.S.,
entonces .# también lo es. Recientemente, G. Hector ha anunciado una prueba de
esta conjetura.

La condicién métrica que cumplen las foliaciones riemannianas singulares nos va
a garantizar una estructura local rica que pasamos a describir a continuacién.

Sea . una F.R.S. sobre la variedad M, sea u una métrica casi-fibrada y sea P
una placa de #, es decir, un abierto relativamente compacto de una hoja de .Z#.
Podemos tomar el entorno tubular 3, de P, es decir, la imagen por la aplicacién
exponencial del fibrado por bolas de radio p en el fibrado normal N(P). Denotamos
por S, la imagen por la aplicacién exponencial de los vectores de N(P) de longitud
p. Llamaremos L, a la hoja de .# que pasa por y € M. Para todo y € 3,, llamaremos
P, ala componente conexa de L, N3, que pasa por y. Tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 3.1 ([38]). Sea .# una F.R.S. sobre la variedad M y sea P una placa.
Entonces, existe un entorno tubular m: 3,— P tal que:

i) para todo y € B,, la proyeccion m: P,— P es una submersion sobreyectiva;

ii) para todo x € P, los conjuntos m~'(z) intersecan a todas las placas P, de (3,
siendo ademds transversales a las mismas;

iii) los conjuntos S, con p' < p son saturados de placas P,.

Un entorno 3, como el de la proposicion se dird que es un entorno tubular dis-
tinguido. Para todo A > 0, la homotecia v — Av de N(P) induce una aplicacién en
un cierto dominio del entorno tubular distinguido 3, que denominaremos también
homotecia y que denotaremos por hy. Tenemos el siguiente resultado clave:
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Lema 3.2 (Lema de homotecia, [38]). La homotecia h, envia placas en placas,
respetando, por lo tanto, la foliacion en el subconjunto del entorno tubular distin-
guido donde estd definida.

Aplicando los resultados anteriores, se prueba la siguiente descripcién global de
% . Si las distintas dimensiones de las hojas de .% van de rqg a ry y r9g < r < rq,
denotaremos por ¥, al conjunto formado por todas las hojas de dimensién 7. Diremos
que 7 es la dimensién maximal y 7y la dimensiéon minimal de las hojas. Llamaremos
estrato de dimension r a cada una de las componentes conexas del conjunto ..
Un estrato se dird singular si su dimension es estrictamente menor que la maximal.
Tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.3 ([38]). Sea (M,.%) una F.R.S. y sea i una métrica casi-fibrada. Sean
ro, 11 las dimensiones minimal y maximal de las hojas, respectivamente. Entonces,
se tiene:

i) El conjunto %, es una subvariedad embebida en M, para todo ro <r < ry;

ii) La restriccion de F a cada estrato es una foliacion riemanniana reqular para
la cual la restriccion de p es una métrica casi-fibrada;

iii) La union |J X, es una subvariedad compacta de M para todo ro <1’ <ry;
r<r!

i) La codimensidn de un estrato singular es mayor o igual que 2;

v) El conjunto ¥, es un abierto conexo y denso en M.

Diremos que ¥, es el estrato maximal de .# y que cada estrato de X, es un estrato
minimal. Nos va a interesar describir los entornos de compactos .%#-saturados, en
particular de estratos minimales. En [6], H. Boualem y P. Molino dan una descripcién
completa de estos entornos:

Teorema 3.4 ([6]). Sea (M,.F) una F.R.S. y sea p una métrica casi-fibrada. Sea
S una subvariedad compacta de codimension k, saturada de hojas de .F de la mis-
ma dimension. Entonces, existe una F.R.S. Fys) en el fibrado normal de S, un
entorno tubular T de S en M, un subfibrado EC N(S) por bolas, un embebimiento
V: E—M yuna F.R.S. 9 en S¥! tales que:

i) U (B, Zns)) — (T, F) es un difeomorfismo foliado;

ii) Para cada x € S, la foliacion en una seccion E, estd dada por el cono C(9);
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iii) N(S) admite a O(k,9) = O(k) N Diff(S¥71,9) como grupo estructural (ma-
trices ortogonales que respetan ¢ ).

Observacién 3.1. La foliacién .Zy(s) se construye transportando C(¥) a lo largo
de las hojas de S.

Observacién 3.2. Aunque no lo hayamos enunciado explicitamente, un hecho clave
para probar el teorema 3.4 es una version del lema de homotecia para un conjunto
compacto saturado 5. Segin ese lema, las homotecias definidas en un entorno tubular
de S preservan la foliacion. Ademads, al igual que ocurria con los entornos distinguidos
de placas, las subvariedades S, formadas por los puntos de 7" que estan a distancia
p de S son #-saturadas, y la foliacién restringida a S, es riemanniana.

Explosién de Janich

En este apartado introducimos la explosién, un recurso que permite estudiar las
variedades estratificadas. Intuitivamente hablando, la explosién es una técnica que
consiste en sustituir en M una subvariedad F' por un fibrado de F', obteniendo una
variedad con borde M. Ilustramos esta idea con un ejemplo sencillo:

Ejemplo 3.4. Sea el cilindro macizo M = D? x (0,1). Tenemos la accién de S
sobre M mediante las rotaciones alrededor del anima . La subvariedad de los puntos
fijos F' es el dnima {0} x (0,1). Al sustituir F' por un tubo, obtenemos la variedad

con borde M, sobre cual podemos definir la acciéon de manera libre.

=Y
M -
N~
| |
e Y
M
F
~_*

A continuacién, abandonaremos momentdneamente la F.R.S. % sobre M, y
definiremos la explosion para una subvariedad cerrada cualquiera ' de M. Des-
cribiremos el proceso siguiendo [16] y [31].

Sea E un fibrado vectorial sobre la variedad F', y sea Ej el complementario de la
seccién nula. Denotamos Ry = (0, 00), que actiia sobre £y mediante la multiplicacién
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en las fibras. Asociamos a FE el fibrado cilindro no negativo Cy F, definido por:
CLE = (EO X [O’ OO))/R-F )

donde s € R, acttia sobre (z,t) € Ey x [0,00) mediante s - (z,t) = (zs !, st). El
borde de C'\ E es un nuevo fibrado (esférico), y lo denotaremos X F, es decir,

SE = (Ey x {0})/R, = Eo/R,.

Geométricamente, C', E resulta de pegar Ey con X F “adecuadamente”. En la si-
guiente figura, hemos representado cada copia de Ey con un plano en el producto
Ey x [0,00). En la accién de R, sobre Ey x [0, 00), la érbita de un punto (x,t) con
t > 0 es el conjunto {(zs™!,s) : s € R, }, que hemos representado en la figura como
una hipérbola. Ey x {1} contiene un representante de cada drbita de este tipo. En
el nivel ¢ = 0, tenemos, al pasar al espacio de orbitas, X F.

Eq

NG—
Yz 7

La aplicacion c¢: C4 E— E definida por ¢([z,t]) = tx, lleva CLE — XE en Ej
difeomorficamente, y proyecta 3 F sobre F'.

Ejemplo 3.5. Si F es un fibrado vectorial trivial (E = F x R"*!) el cilindro no
negativo de E resulta
CLE=F xS"x [0,00),

y la aplicacion ¢ se define por:

c: FxS"x[0,00) — FxC(S")
(z,y,t) — (2 [y,1])

donde hemos identificado R"™! con C(S™).
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Volvemos ahora a la F.R.S. .% sobre la variedad cerrada M, y llamamos F
al conjunto de los estratos minimales. Sea £ C N(F) el fibrado del teorema 3.4
(notamos que tiene varias componentes conexas), y consideramos el embebimiento
U: E— M. Definimos ahora una variedad con borde M de la siguiente manera:
como conjunto va a ser la unién disjunta (M — F')| | X E. Definimos la aplicacién:

7: CLN(F)— (M - F)|_|2E, (3.2)

dada por

) U(tr) sit#0;
il 1) = {[:U,O] sit=0.

Es facil comprobar que 7 es inyectiva. De esta manera, 7(C.FE) adquiere, via 7,
una estructura de variedad con borde. Notamos que como V¥ es un difeomorfismo, la
estructura diferenciable de (M — F) N 7(CE) como subvariedad de M es la misma

que como subvariedad de M. Esto nos da una estructura diferenciable en M, para
la cual podemos considerar 7 como aplicacion collar. Para referirnos al borde de M,
usaremos la notaciéon M. La aplicacién ¢ induce una aplicacion diferenciable

AV M—M
definida mediante la identidad en M — F' y la proyeccién de X F sobre F'.

La estructura diferenciable de M no depende de la aplicacion tubular ¥ que
hayamos elegido, lo cual es una consecuencia del siguiente resultado:

Proposicién 3.5 ([16]). Sean E; y Ey dos fibrados vectoriales con base F', y sea
©0: By — By una aplicacién diferenciable tal que o= *(F) = F y tal que la restriccion
de la aplicacion p,: E1 — Fy a cada fibra es un isomorfismo lineal. Entonces, existe
una unica aplicacion diferenciable p: Cy By — C Es tal que el siguiente diagrama
es conmutativo,

C,E,—2~C, F,

)

Ey Ey

donde c([z,t]) = tz. De hecho, § viene dada por la féormula

e 4] = [t lo(tx),t] sit#0
A ) {[go*(:l:),O] sit=0. (33)
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A continuacién, construimos una foliaciéon riemanniana singular % 7 sobre M de
manera que la explosion

L (M, F)— (M, F)

es una aplicacién foliada. Para ello, observamos que, en virtud del lema de homotecia
referido en la observacion 3.2, la accion de R, sobre Ej respeta la foliacion definida
en Ejy. Por lo tanto, tenemos que .% induce foliaciones en X F' y en Cy E de manera
que la aplicacién collar 3.2 es un collar foliado. Notamos que, por densidad, la
foliacién .# obtenida en M es tnica. Para comprobar que ademds es riemanniana,
basta tomar una métrica casi-fibrada ps en OM y extenderla al collar foliado del
borde mediante pg+ dr?, siendo r el radio del collar. Realizaremos esta construccién
de forma mas explicita en el caso de flujos.

Observacién 3.3. En [39], P. Molino construye una explosion (M\ , ﬂ\A) — (M, F),
similar a la explosion de Janich, con la diferencia de que M es una variedad sin borde.
Intuitivamente, podemos obtener una variedad M tal como el resultado de pegar dos
copias de la explosion de Janich M por el borde M (notamos que esta operacién
respeta la foliacion j/) La ventaja de trabajar con una explosion sin borde es que
se pueden realizar explosiones sucesivas, las cuales producirian esquinas en caso de
utilizar explosiones de Janich. Como nosotros vamos a trabajar con flujos, tan sélo
vamos a tener dos tipos de estratos, y por lo tanto sélo vamos a tener que explotar
una vez, no siendo necesario usar la explosiéon de Molino.

3.2. Flujos riemannianos singulares. Truco de Bre-
don

En esta seccion aplicamos la descripcién local de la seccién anterior al caso
particular de flujos riemannianos singulares.

Definicién 3.2. Un flujo riemanniano singular (f.R.S.) es una F.R.S. % dada por
las orbitas de una accion diferenciable ¢: R x M — M, posiblemente con puntos
fijos. Equivalentemente, un f.R.S. puede estar dado por las curvas integrales de un
campo X € X(M) con ceros.

Definicién 3.3. Un flujo riemanniano singular se dird isométrico si esta dado por
una accién ¢: R x (M, u) — (M, i) que preserva una métrica riemanniana p sobre
la variedad M.
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Notamos que si ¢ no tiene puntos fijos, las nociones de flujo riemanniano singular
y flujo singular isométrico coinciden con las de flujo riemanniano regular y flujo
isométrico regular que dimos en el capitulo anterior. Un flujo singular isométrico
es, por supuesto, un f.R.S., siendo la métrica preservada por el flujo una métrica
casi-fibrada.

Ejemplo 3.6. Sea la accién ¢: R x S? — S? dada por ¢(t, [s, z]) = [s, €?™z], donde
hemos identificado S? con la suspension de S'. Los dos polos {N, S} son puntos fijos
y en S? —{N, S} las drbitas son difeomorfas a S'. De hecho, la accién es periédica, lo
cual implica que tenemos de hecho una accién de S!, que por ser un grupo compacto,
es isométrica.

De ahora en adelante trabajaremos con un f.R.S. .# sobre una variedad cerrada
M. Llamaremos F' al conjunto de puntos fijos. De este modo, y segtin la descripcion
de la seccion anterior, tenemos dos partes en M: el estrato regular M — F' y F|,
que puede constar de varias componentes conexas, que son los estratos singulares.
Nos referiremos a M — F'y F como la parte reqular y la parte singular del flujo,
respectivamente. Notamos que .# restringido a M — F' es un flujo riemanniano
regular.

Sea S un estrato de puntos fijos de codimensién p. Por el teorema 3.4, tenemos
que S posee un entorno tubular 7: T'— S de modo que, para cada punto fijo
z € S, la transversal 7 !(z) es foliadamente difeomorfa a (CSP~! C'¥) para una
cierta F.R.S. ¢4 en SP~!. Ahora bien, la foliacién en T se recupera trasladando 4 a
lo largo de las hojas de S (ver [6]). Como S esta formada por puntos fijos y .% es un
flujo regular en T'— S, tenemos que ¥ es un flujo riemanniano regular sobre la esfera
SP=1. En particular, por el teorema de la esfera peluda, eso implica que SP~! ha de
ser una esfera impar, y por lo tanto, la codimension de cada estrato de puntos fijos
ha de ser par. Tenemos, por lo tanto, la siguiente descripcion local para los puntos
fijos:

Proposicién 3.6. Sea # un f.R.S. sobre la variedad cerrada M, y sea S un estrato
de puntos fijos. Entonces, S posee un entorno tubular m: T'— S con un atlas foliado

{o: (x7Y(U), F)— (U x CS*T # x CY)},
donde F es la foliacion por puntos, 4 es un flujo riemanniano reqular sobre S*+1

y los abiertos U son abiertos contrdactiles de S. El grupo estructural del entorno
tubular es O(2k +2,9).

Una consecuencia de la estructura local es la siguiente:
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Corolario 3.7. Sea % un f.R.S. sobre la variedad cerrada M de manera que exista
un estrato de puntos fijos S de codimension 2. Entonces, ¥ es un fibrado de Seifert
singular.

Demostracion. Sea x € S un punto fijo. Por la proposicion 3.6, tenemos un entorno
de x conjugado a

(U x CS', # x C9),

siendo 7 la foliacién por puntos del contractil U C S y ¢ la foliacién de S! formada
por una sola hoja. Se sigue que en un abierto de M todas las hojas son circulos, y
por lo tanto sus clausuras también. Como el conjunto formado por las hojas cuya
clausura es de dimensiéon maximal ha de ser denso en M, deducimos que L = S! (y
por lo tanto, L = S') para toda hoja no unipuntual L de .Z. &

Trabajaremos con la explosion de Janich de la parte singular F'. La explosién
que obtendremos satisface las siguientes propiedades:

Definicién 3.4. Sea .# un f.R.S. sobre la variedad diferenciable M y sea F' la
subvariedad de los puntos fijos. Una ezplosion foliada de (M,.%) es una variedad

con borde M provista de un flujo riemanniano (regular) F tangencial al borde,
junto con una aplicacién foliada

2 (M,%’)—>(M,ﬁ)
tal que:
i) £ (M— oM, :%5) — (M — F,.#) es un difeomorfismo foliado;

ii) Para todo punto x € F' existe un contractil x € U abierto en F' y un diagrama
conmutativo:

(U x SHH1 5 [0,00), # x G x F) —= (M, .F)

% lg

(U x CS*H 2 x C9) e (M, F)

donde ¢ es un flujo riemanniano regular sobre S?**1 las foliaciones 7, .%
son foliaciones por puntos, ¢, ¢ son embebimientos foliados y la aplicacion p
estd dada por p(u, x,t) = (u, [z, t]);

iii) para todo estrato singular S C F', la aplicacién
L (L7YS), F)— (S, F)
es un fibrado esférico de grupo estructural O(2k + 2,9).
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Tenemos la siguiente proposicion:

Proposicién 3.8. Sea .# un f.R.S. sobre la variedad M. Entonces, existe una ex-
plosion foliada, y es unica.

Demostracion. Para cada estrato de puntos fijos S, podemos tomar un entorno
tubular 7: T'— .5 como el de la proposicién 3.6 y seguir el proceso de la explosion
de Jénich con su foliacién % inducida, tal y como hemos descrito en la seccion
anterior. El apartado i) de la definicién de la definicién 3.4 se sigue inmediatamente
de dicha construccién. Para construir las cartas de ii), basta tomar un contréctil
Utal que x € U C F y tal que v: U x C(S?***1) — T sea una carta trivializante
para T, y usar la expresién de la explosién de Jinich de U x C'(S**+1) (ver ejemplo
3.5). Usando la proposicién 3.5, podemos levantar ¢ a las explosiones, obteniendo
el siguiente diagrama conmutativo:

U x S%+1 % [0,00) —>C, T > 7]

/| l

U x C(S?+1) T M

que nos lleva al diagrama de ii). Notamos que, por la proposicién 3.6, si consider-
amos las foliaciones del enunciado en el diagrama de ii), las aplicaciones son foliadas.
Para probar iii), basta notar que si U es un abierto de F'y f: U—U es un difeo-
morfismo, por la proposicién 3.5, el cambio de cartas correspondiente en £~ (U) es
una aplicacién lineal f,, que al preservar las distancias (envia esferas en esferas), ha
de ser ortogonal.

La unicidad de la explosién a nivel de espacio (es decir, sin tener en cuenta
foliacion) se sigue de la propiedad i) y de la proposicién 3.5. La unicidad de # se
sigue de la propiedad i), por densidad. )

Una consecuencia de la estructura local es que el flujo en OM es isométrico.

Proposiciéon 3.9. Sea .#% un f.R.S. sobre la variedad cerrada M, sea F' la sub-
variedad de los puntos fijos y sea £ la explosion foliada de F. Entonces, el flujo
riemanniano reqular F |,5; es isométrico.

Demostracién. Sea S un estrato de puntos fijos. Sabemos que .Z: £~ 1(S)— S es
un fibrado esférico de grupo estructural G = O(2k+2,%) para un flujo riemanniano
regular & sobre S?**1. La métrica euclidea py en S?**1 es casi-fibrada para ¢. Como
S#*+1 es simplemente conexa (salvo el caso k = 0, en el que [x] = 0 trivialmente),
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tenemos que [kg] = 0, y por lo tanto, podemos tomar una funcién fy: S*+1

basica para ¥, y tal que ko = dfy. Es més, como pug y Xo son invariantes por G,
tenemos que kg es también invariante por (G, y en consecuencia podemos tomar una
funcién f: S?**! — R invariante por G y tal que ko = df. En efecto, si definimos

1 *
f—@/cgfo,

La funcién f es basica e invariante por GG, y ademas,

o — / Gk = / dg’ fo = d / g fo = df.
G G G

Notamos que si hacemos la reparametrizacién pug = e/ iy, tenemos Xg = e~/ X,
onefXOyKJS:O.

—)R

Vamos a construir una métrica y en .Z~1(S) cuya s sea nula. Tomamos un atlas
trivializante (U;, ¢;), y para cada abierto trivializante

oi: LN U) — U; x S
tomamos la métrica
pi = (i) (ww, + ps) sobre L~ HU;),

y el campo
Xi = (¢ ). (Xs) € X(Z7H(U)).

Notamos que X; define un campo global en todo Z~!(S). En efecto, sean U; y U;
tales que U; N U; # (). Entonces tenemos

©; 0 SOJ—l — F: Uz] % S2k+1 SN Uz] X SQk-‘rl7
dada por F(u, ) = (u, g(u, r)), de manera que g(u): S?**1 — S**1 € . Tenemos:
Fruy(Xs) = F(u,_)*(e_on) = g(u). (e Xo) = e/g(u), Xy = e/ Xy = Xg.
Llamamos por lo tanto X al campo global. Tomamos {7;}; una particién de la

unidad subordinada a los conjuntos U;, y consideramos p; = £ =1 on;. Notamos que
es una particion de la unidad bésica para % .

Definimos ahora la métrica sobre .Z~!(S) dada por:

H= Z Pifbi.
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Notamos que
M(X>X) = Zpi,ui(XvX) = ZPiM(Xi,Xi) = Zpi = 1.
También tenemos
X =ixp= ZX(Z pilti)
= Z Pilx i Z(por ser p; bésicas)

= Z piix; i (porque estamos en el dominio en el que X = X))
= Z piXi.
Y ahora

k= LxX = LX(Z piX;) = ZpiLXXi = ZpiLXiXi = mei

Sélo falta calcular x;. Como ¢; es una isometria, tenemos

ri = i (rs) = ¢7(0) = 0,

de donde se sigue kK = 0, y por lo tanto, el resultado. )

Truco de Bredon

Consideramos a continuacién el doble de M, que denotaremos por D(M). Recor-
damos que

D(M) = (M x {0}) U (M x {1})) / ~

siendo (z,0) ~ (z,1) si y sélo si z € M. Sabemos que M tiene una tinica estructura
diferenciable compatible con la explosion. Para definir una estructura diferenciable
en D(M), podemos tomar un collar

—~

U: M x [0,1)— M
y extenderlo de forma natural

Up: OM x (—1,1)— D(M).
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La estructura diferenciable asi definida en D(M) no depende del entorno collar ¥
utilizado (ver, por ejemplo, [41], p.63). Tenemos los embebimientos naturales:

v M—D(M) y (1o ™Y): M — F—D(M), (3.4)

donde tx = (z,0). Notamos que la foliacién 7 se extiende de manera natural a un
flujo riemanniano regular .#p sobre la variedad cerrada D(M). Los embebimientos
(3.4) son embebimientos foliados.

En el capitulo anterior trabajamos con métricas cuya forma de curvatura media
era basica. A continuacién precisamos con qué tipo de métricas vamos a trabajar.

Definicién 3.5. Una métrica u sobre M — F se dird que es adaptada si es levantable
a una métrica 1 de M cuya forma de curvatura media k es béasica.

Lema 3.10. Todo flujo riemaniano singular sobre una variedad cerrada M tiene
una métrica adaptada.

Demostracion. En primer lugar probamos que (D(M), #p) es una foliacién rie-
manniana. En efecto, sea una métrica pq casi-fibrada sobre M. Como la foliaciéon
Fy sobre OM es riemanniana regular, existe una métrica uy casi-fibrada para .%y.
Tomamos ahora en D(M) el embebimiento collar

Up: OM x (—1,1)— U C D(M)

y una particién de la unidad bésica {p, 1 — p} subordinada al cubrimiento (D(M) —

U, (0M),U) (para que sea bésica, basta con que dependa del radio  del entorno
tubular distinguido que usamos para el collar). Tenemos que la métrica

PV (1o ® dr®) & (L) o
es casi-fibrada en D(M), y por lo tanto, .%#p es riemanniana.

Por el teorema 1.11, existe una métrica pp en D(M) tal que su curvatura media

es basica. Esta métrica induce métricas iy pen M y M — F respectivamente, que
satisfacen el enunciado. &

Observacién 3.4. Si consideramos una métrica adaptada p, la forma de curvatura
media k € Q'(M — F) asociada es también basica.
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Observacién 3.5. Una consecuencia importante de que % se extienda a (D(M), %p)
es que para todo x € M —F', existe un entorno de Carriére. De este modo, ya tenemos
la descripcion local completa de % alrededor de los puntos fijos tenemos entornos
conjugados a

(U x OS* ! # x C9),

siendo U contractil y ¢ un flujo regular isométrico sobre S?**1. Fuera de los puntos
fijos, tenemos entornos de Carriere.

Estamos en condiciones de presentar el truco de Bredon, es decir, la técnica
de Mayer-Vietoris que utilizamos para el caso de flujos riemannianos singulares.
Necesitaremos un nuevo tipo de abierto basico sobre el que probar la propiedad
requerida en cada caso, debido a que hay dos tipos de entornos.

Lema 3.11 (Truco de Bredon para Flujos Riemannianos Singulares). Sea P
una afirmacion formulada sobre variedades diferenciables (no necesariamente com-
pactas) provistas de un flujo riemanniano (posiblemente singular). Si una propiedad
P invariante por difeomorfismos foliados cumple los siguientes axiomas:

TB1 para toda variedad contrdactil E provista de la foliacion por puntos, P(U, %)
implica P(U X E,.% X J€);

TB2 si M =U UV, entonces P(U, #),P(V,F),P(UNV, )= P(M,%);
TB3 {U,} disjuntos y P(Uy,#,) para todo « = P(J, Uy, F);
TB4 P(U,.Z) es cierta para todo entorno de Carriére U.

TB5 P es cierta para (CS*1,09), siendo 4 conjugado a un flujo isométrico
reqular sobre S?*+1,

entonces, P es cierta para cualquier flujo riemanniano singular sobre una variedad
compacta.

Demostracion. Sea % un flujo riemanniano singular sobre la variedad compacta
M. Por el teorema 3.3, el conjunto de los puntos fijos F' es una union disjunta de
subvariedades compactas. Consideramos un entorno tubular 7" de F' como en la
proposicién 3.6. Notamos que tanto en M — F' como en T' — F' la restriccién de
Z es un flujo riemanniano regular que cumple las condiciones del truco de Bredon
para flujos riemannianos regulares (lema 2.11). Por la observacién 2.2, P es cierta
en M — F yenT — F. Por lo tanto, utilizando TB2, tan s6lo nos queda por probar
P(T,.7). Consideramos un estrato S de F', y la proyeccién p: Ts — S del tubo del
estrato S sobre S. Vamos a aplicar 2.10 sobre S. Tomamos en S un cubrimiento
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% formado por convexos geodésicos trivializantes para p. Entonces, enunciamos la
propiedad:
Q) =Pp'(U), 7).

Notamos que si U € %, entonces p~1(U) ~ U x CS?**!. Aplicando TB1 y TB5,
obtenemos P(U, .%). Por lo tanto, se cumple I para (). Nuevamente, 2y 3 se siguen
de TB2 y TB3, y por lo tanto, por 2.10, obtenemos Q(S), y por lo tanto, P(Tg, F).
Utilizando TB3, obtenemos P(T, %), y concluimos la prueba. &

3.3. Cohomologia de interseccion

La homologia de interseccion fue definida por M. Goresky y R. MacPherson (ver
[25]) con el objetivo de recuperar la dualidad de Poincaré para pseudovariedades
estratificadas, para las cuales la homologia singular no satisface dicha dualidad. La
homologia de interseccién se calcula con simplices singulares que intersequen a los
estratos de la variedad estratificada de una cierta manera, controlada por el concepto
de perversidad. En [11], J. L. Brylinsky presenta una cohomologia de interseccién
(dual a la homologia de interseccién) utilizando formas diferenciales.

En el caso de una accién ¢: St x M — M con puntos fijos, el espacio de érbitas
es una pseudovariedad estratificada. En [28], G. Hector y M. Saralegi obtienen una
sucesion de Gysin que relaciona la cohomologia de M con la cohomologia de in-
terseccién de M/S'. En el caso mas general de un flujo riemanniano singular, el
espacio de 6rbitas M/.% no tiene por qué ser una pseudovariedad estratificada. No
obstante, se puede definir una cohomologia bdsica de interseccion, que coincide con
la cohomologia de intersecciéon de M /S en el caso de que .Z esté dado por la accién
de S! (ver el apéndice de esta memoria).

Para definir la cohomologia bésica de interseccién de (M,.7) utilizaremos la
explosion de la variedad de los puntos fijos F. Una forma perversa o forma de
interseccion sera una forma diferencial definida en la parte regular del flujo M —F que
cumpla una cierta condicién de regularidad cerca de los puntos fijos. Para expresar
esa condicién, usamos la explosién Z: M — M y el concepto de grado perverso,
que controla cémo es una forma perversa cerca de un estrato.

Definiremos también la cohomologia torcida de interseccién (con la diferencial
d,) y probaremos un teorema de dualidad para la cohomologia bésica de interseccién
de un flujo riemanniano singular, que generaliza el teorema 1.12 de F. Kamber y
Ph. Tondeur para el caso regular.
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3.3.1. Definiciones y primeras propiedades

Definicién 3.6. Sea p: E—— B un fibrado localmente trivial, y sea w una forma
diferencial de E. Diremos que el grado vertical de w con respecto a p es el menor
entero k que garantice que si Xy, ..., X1 son campos de E tangentes a las fibras
de p, entonces iy, ...ix,,,w = 0. Por convenio, diremos que el grado vertical de una
forma nula es —oo.

Sea (M, Z) una variedad provista de un f.R.S., y sea F' la parte singular del
flujo. Consideramos también la explosion de Jéanich:

L M—M

Definicién 3.7. Una forma w € Q*(M — F) se dice perversa si es levantable a una

—~

forma w € Q*(M), de modo que
O=Sw enM—0OM.

Diremos que el grado perverso de w con respecto al estrato S C F' es el grado vertical
de |,z con respecto al fibrado

£ 08— 8.

Denotaremos el grado perverso de w en S como ||w||s.

Si w es una forma perversa, denotaremos por w a su levantamiento, que notamos
que es unico. Si w es perversa, entonces dw también lo es, y de hecho, dw = dw.
La suma y el producto de formas perversas son perversos, y de hecho, si w y n son
formas perversas, entonces

OAN=GAT v wrtn=0o+7
De la definicién de grado vertical se sigue ademés que

lw +nlls < méx ([lwlls, [[nlls) v [lwAnlls < llwlls +[Inlls

para todo estrato de puntos fijos S. Notamos que el maximo grado perverso de una
forma de grado p es precisamente p. Trabajaremos con complejos de formas perversas
cuyo grado perverso esté controlado.

Definicién 3.8. En las condiciones anteriores, una perversidad p es una funcién que
asigna a cada estrato S de F' un nimero entero p(5).
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Denotaremos por 0 a la perversidad que asigna el valor 0 a cada estrato S de
puntos fijos. Andlogamente, usaremos la notacién 1,2, . ... Dadas dos perversidades
Py q, diremos que p > 7 si para todo estrato singular S se cumple p(S) > g(5)
(escribiremos también p < @, p < @ ... ). Diremos que una perversidad es par o impar,
negativa, positiva, etc. si los valores que asignan a cada estrato lo son. Definimos
también la perversidad suma mediante

(@ +7a)(S) =p(5) +4(5).

Definimos también la perversidad tope bdsica:

t(S) = cod(S) —3 para todo S.

Esta perversidad jugara un papel importante en el teorema de dualidad, asi como
la siguiente definicion:

Definicién 3.9. Diremos que dos perversidades P y g son duales si cumplen p+q = ¢,
es decir, p(S) +q(S) = cod S — 3 para todo estrato S.

El complejo de interseccion de perversidad p es:

(M) ={w e Q" (M — F) perversa : ||w||s < D(S) y ||dw||s < P(S) para todo S}.

P

Definimos también el complejo bdsico de interseccion de perversidad p:
Q(M/)F) =0 (M)NQ (M - F)/ZF).

Notamos que ambos complejos son diferenciales para la diferencial exterior d.

Definicién 3.10. Los grupos de cohomologia de interseccién de perversidad p se
definen como:

H:(M) = HY(Q3(M),d) y H:(M/.F) = H(Q(M/.F),d).

p

Las siguientes propiedades de la cohomologia de interseccion son inmediatas a partir
de su definicién.

e En el caso de que % sea un flujo riemanniano regular, tenemos
Hy (M) = H*(M) y Hz(M/F)=H"(M/.F),

debido a que F = (), y en ese caso la explosién .Z es la identidad de M, y los
complejos de interseccién son idénticos al complejo de de Rham y el basico.
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e Sean k > i enteros y sea una perversidad p(S) > k. Entonces, se tiene

H%(M) = H%(M) y H%(M/ﬁ) = H%(M/ﬂ)
e En general, HX(M) no tiene por qué tener estructura de dlgebra. No obstante,
se tiene la aplicacion

HA(M) x HA(M) — H:

D p+q

(M)

dada por [a], [3] — [a A §]. Lo mismo sucede para cohomologia basica de
interseccion.

A continuacién presentamos varios casos en los que la cohomologia de interseccién
es isomorfa a cohomologias conocidas.

Las formas perversas de grado perverso 0 se llaman formas controladas o formas
de Verona (ver [55]). Notamos que una forma w € Q*(M — F) es de Verona si es
levantable a & € Q*(M) y si el grado vertical de W|g57 v el de dwl,3; son cero, es
decir, si existe una forma wp € Q*(F) tal que £*(wr) = &|,7;- En [55], A. Verona
prueba el isomorfismo

HE(M) = H*(M).

Notamos que el complejo de las formas de Verona Q%(M ) es un algebra diferencial
graduada. Mas adelante probaremos que en cohomologia béasica también tenemos
un isomorfismo

H:(M/F) = H*(M/.7).

Otro caso conocido es el de perversidades negativas, es decir, p < 0. En ese caso,
tenemos

Q (M) = {w de Verona : wp = 0} 'y Q3(M/F) = {w bésica de Verona : wp = 0}.
Mas adelante probaremos los isomorfismos

H:(M)= H*(M,F) y H:(M/F)=H"(M/F F) sip<0.

p

Otro caso especial es el de perversidades mayores que t. Para este caso, obten-
dremos isomorfismos

Hi (M)~ H(M—F) sip>i+1; y H}(M/F)=H(M-F)/F) sip>"

p
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Por lo tanto, las perversidades que nos aportaran informacion nueva seran las que
cumplan 0 < p < t + 1. Para esas perversidades y en el caso de que .Z esté dada
por una acciéon de S!, en el apéndice de esta memoria probaremos que se recu-
pera la cohomologia de interseccién de la pseudovariedad estratificada M/S*. M4s
explicitamente,

HX(M/F) = IH:(M/S"),

siendo ¢ la perversidad dual de p.

3.3.2. Teoremas de de Rham para Cohomologia de Intersec-
cién

La homologia de intersecciéon de una variedad diferenciable es isomorfa a la ho-
mologia singular, y cumple la dualidad de Poincaré. En este apartado probaremos
que la cohomologia de interseccion calcula la cohomologia de de Rham para perver-
sidades entre 0 y # + 1. En cuanto a la cohomologia bésica, no tenemos el mismo
resultado, debido a que estamos estudiando la estructura transversa, e intuitiva-
mente hay una variedad estratificada detras. Sin embargo, en el caso de perversidad
nula sf que obtendremos el isomorfismo de tipo Verona Hy(M /%) = H*(M/.7). Al
final del apartado, presentaremos la sucesion exacta de un par para cohomologia de
Verona. Obtendremos los resultados de tipo de Rham aplicando el truco de Bredon
(lema 3.11), por lo que empezaremos realizando los célculos locales.

Lema 3.12. Sea & un flujo riemanniano reqular sobre S**1, y sea .F el f.R.S. dado
por F = C9 sobre CS*™ . Sea p la perversidad que asigna al vértice de OS*+1 el
valor p € Z. Entonces, se tiene:

i (Q2k+1 s :

H%(CS%—H/}\) ~ H (S * /g) St 1 S b;
0 otro caso.
Demostracion. Podemos suponer ¢ < 2k + 1, ya que si ¢ > 2k + 1, entonces por
un argumento de grado, el grupo serfa nulo. Notamos que si w € Q(CS?***+! — {0})
es levantable, entonces ||w||{oy = 7. Teniendo esto en cuenta, es facil identificar el
complejo:
i _ O ((Q2k+1
Q= O (CS™ /7).

Procederemos caso por caso:

1.Si0o<i<np,
Q= (8™ x [0,1))/4 x ),

siendo S la foliacién por puntos de [0, 1).
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2. Sii>p,
B Q= (™ % [0,1))/9 x A, S x {0}),
3. Sii=p,
QL = {w e V(S x[0,1))/4 x H) : dw se anula en S* x {0}}

Una vez que tenemos bien identificados los complejos, calculamos los grupos de

cohomologia
i i ( Q21
H. = H(CS**!/.7).

Recordamos que, por el ejemplo 2.8, tenemos

R sii=0,2,...,2k;

0 en otro caso.

Hi(S%'H/g) _ {

Aplicando esto, obtenemos, caso por caso:

1. Si0<i<p,

R Sii=0,2,...,2[&]

0 otro caso

H% — Hi(SQkJrl/g) — {
2. Sii>p+1,

Hy = H'((8" % [0,1))/9 x 0,81 {0}) = 0,

lo cual se deduce de la sucesion de Gysin para flujos isométricos regulares y
de la del par (S**1 x [0,1),S?**! x {0}).

3. Sii=np,
tenemos que los ciclos son:

ZP(CS* ! ) F) = {w bésica, cerrada y perversa}
= ZP((S**! x [0,1))/94 x ,S* T x {0})).

Los bordes son:
ALY = B8 x [0,1))/4 x A8 x {0})).

De modo que obtenemos:

P R p par
P 0 pimpar.
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4. Sii=p+1,

tenemos los ciclos:
ZEHCS*H g x ) = 27T (S x [0,1)) /.7, S x {0}).

Ahora, si w esta en este conjunto, como la cohomologia basica de un par de
este tipo es nula, existe una forma n € QP((S**1 x [0,1))/¥4 x 5, S**+1 x {0})
tal que dn = w. Ademas, esta forma que hemos usado para integrar es valida,
pues podemos pensar en

QP((S** x [0,1))/9 x A, S*+1 % {0})

como un subcomplejo de Qg. Hemos probado que todo ciclo es borde, y por lo
tanto, Hgﬂ =0.

Recopilando todos estos calculos, obtenemos el lema. &

Observacién 3.6. Del cédlculo realizado en el lema se sigue que los generadores de
H;(CS* 1/ .Z) son

{L[e],.. [el¥]),

siendo e la forma de Euler del flujo ¢4 x 7.
De igual manera, se obtiene el siguiente resultado:

Lema 3.13. Sea b la perversidad que asigna el valor p € Z al vértice del cono CSF.

Entonces, se tiene
H%(CSk> ~ { ( ) St 1= P;
0

en otro caso.

La prueba es similar a la del lema 3.12 (en vez de aplicar el calculo de H*(S*+1/9),
hay que aplicar el de H*(S*)).

Las formas perversas son formas definidas tan sélo en M — F', es decir, la parte
regular del f.R.S. .%. A continuacién, mostraremos que toda forma diferencial defini-
da en M es perversa. Consideramos las restricciones

it U(M)— QM —-F) e i":Q(M/F)—Q (M - F)|F)
inducidas por la inclusién 1: M — F ——M . Tenemos el siguiente:
Lema 3.14. Para toda perversidad p > 0, se tiene

FOM) M) e P(Q(M)F)) CO(M).F).
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Demostracion. Sea w € Q*(M). Podemos considerar el pullback de la explosién de
Janich: -

De esta manera, w|y/_p es una forma perversa, siendo w = .Z*(w) su levantamiento.
Notamos que ademas el grado vertical de &|,3; serd < 0, debido a que

Oloxr = (L7W) o5 = £ (W)
Por lo tanto, tenemos que
i"(w) = wlp—r € Q5(M) C Q3(M)  para todo p > 0.
Notamos que la misma prueba es valida para el caso basico. )
Gracias al lema 3.14, tenemos el homomorfismo
it QY (M) — Q5 (M)

para todo p > 0. Nuestro proximo objetivo es probar que ¢* es un cuasi-isomorfismo.
Para ello, usaremos el truco de Bredon (lema 3.11). Al igual que en la demostracién
de la proposicién 2.16, necesitaremos la siguiente propiedad de la cohomologia de
interseccion:

Lema 3.15. Las cohomologias de interseccion Hx(M) y Hx(M/.F) cumplen la
propiedad de Mayer-Vietoris.

Demostracion. Al igual que para la prueba del corolario 2.13, tan sélo nos hace
falta probar la existencia de particiones de la unidad formadas por funciones bésicas
y diferenciables, subordinadas a cualquier cubrimiento de abiertos .Z-saturados.
Sabemos que tenemos dos tipos de entornos saturados (ver observacién 3.5): entornos
de Carriere fuera de los puntos fijos y entornos conjugados a

(U x OS* 1 ¢ x C9),

siendo # la foliacién por puntos y ¢ un flujo riemaniano regular sobre S?*1.
Podemos tomar funciones diferenciables f,: [0,00) — [0, 1] tales que f(¢) > 0 si
t €[0,p) y que f(t) =0sit > p. Definimos las funciones grano

F,: U x CS*H —R

dadas por F,(u, [t,z]) = f,(t). Notamos que estas funciones grano son basicas, pues
el radio de CS?**! es ortogonal a .%. La construccién estdndar de particiones de la
unidad usando como funciones grano las funciones F), y las funciones grano del lema
2.12 nos proporciona particiones de la unidad como la que buscamos, y por lo tanto,
el resultado. &
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Observacion 3.7. Notamos que, dado que las funciones grano que usamos son
levantables, las particiones de la unidad que obtenemos también lo son.

Llegamos al siguiente resultado:

Teorema 3.16 (Teorema de de Rham para cohomologia de Interseccién).
Sea F un f.R.S. sobre la variedad cerrada M vy sea 0 < p < t + 1. Entonces, la
inclusion i: M — FF——=M induce un isomorfismo

" H* (M) — H(M).

Demostracion. Aplicaremos el truco de Bredon (lema 3.11) sobre M para la afirma-
cién

P(U, Zy) = “la aplicacién if;: H*(U) — H;(U) es un isomorfismo”.

Tan s6lo hemos de verificar que se satisfacen las condiciones del lema 3.11. TB1 se
cumple porque ambas cohomologias satisfacen el lema de Poincaré; TB2 es cierto
debido al lema 3.15; TB3 se sique igual que en la proposicién 2.16, TB4 se da porque
si U es un entorno de Carriere el flujo F; es regular, y en ese caso, HX(U) = H*(U);
por ultimo, TB5 se cumple por el lema 3.13. )

Notamos que si en el teorema sustituimos HX(M) por Hx(M/.%), se verifican
todos los axiomas del truco de Bredon salvo TBb5, que segin el lema 3.12 tan sélo
se verifica para el caso de perversidad 0. Aplicando el truco de Bredon tenemos el
siguiente teorema, que recupera el teorema de Verona:

Teorema 3.17 (Teorema de Verona). Sea . un f.R.S. sobre la variedad cerrada
M y sea F la variedad de los puntos fijos. Entonces, la inclusion i: M — FF——=M
induce un isomorfismo

it H*(M/).F) — H5(M/.7).
De la misma manera, y a partir de los calculos locales, se prueba el resultado ya
comentado sobre la perversidad ¢:

Proposicién 3.18. En las condiciones anteriores, se tienen los isomorfismos

Hi (M)~ H(M~F) sip>t+1; y Hi(M/F)=H((M-F)/F) sip>"i

A continuacién, estudiamos la cohomologia de interseccién con perversidad p < 0.
En este caso, la cohomologia va a resultar isomorfa a la cohomologia relativa a F'.
Para probar esto, se puede construir el cuasi-isomorfismo correspondiente y probarlo
mediante el truco de Bredon. Nosotros, sin embargo, lo haremos usando sucesiones
exactas analogas a la sucesion exacta de un par.
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Proposicién 3.19. Sea .# un f.R.S. sobre la variedad cerrada M, y sea una per-
versidad p < 0 sobre la variedad de los puntos fijos F'. Entonces, las sucesiones de
complejos

0 — (M) — QM) - Q*(F) — 0

0 — Q(M/.F) -5 Qx(M/)F) L5 Q*(F) — 0,
donde 1,1 son las inclusiones naturales y p, p' las restricciones, son exactas.

Demostracion. Todos los pasos de la exactitud son directos, salvo la sobreyectividad
de las restricciones p y p’. Para ello, consideramos el diagrama conmutativo

' (F)

p ) o
P

QM) < Q5(M/F) <= Q*(M/.F)

Y

donde p” es la restriccion, i* estd inducido por la inclusiéon i: M — F——=M y
¢ es la inclusién natural. Notamos que podemos extender toda forma v € Q*(F)
a una forma de Q*(M/.%) mediante un entorno tubular 7: T'— F' como el de la
proposicién 3.6. Tenemos entonces que p” es sobreyectiva, y por el diagrama, py p’
también lo son. &

Corolario 3.20. Sea . un f.R.S. sobre la variedad cerrada M, y sea una per-

versidad p < 0 sobre la variedad de los puntos fijos F. Entonces, la inclusion
i: M — F——M induce los isomorfismos

H:(M)= H(M,F) y H:(M/F)=H"(M/F,F).

p

Demostracion. El resultado se sigue del diagrama conmutativo

0 —— (M) —— Qf(M) — Q*(F) —=0

N

00— Q*(M, F) —= Q*(M) — Q*(F) —=0

Y

y del lema de los cinco. Para la cohomologia basica, se procede de la misma manera.

[ )

Para terminar, aprovechamos el hecho de que la cohomologia basica de intersec-
cion de los modelos locales es par.
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Proposicion 3.21. En las condiciones del teorema 3.17, si p es una perversidad
par, la inclusion natural

v (M) F) — 0 1(M/.F)

induce un isomorfismo
H;(M/ﬂ’);H;H(M/ﬁ). (3.5)

Demostracion. Aplicamos el truco de Bredon a la afirmacién

P(U, Zy) = “la aplicacion v : Hy(U/Fy) — H 1(U/Fy) es un isomorfismo”.
Las comprobaciones de los axiomas TB1-TB4 son inmediatas. TB5 se cumple por el
lema 3.12: es una consecuencia directa de que la cohomologia basica de interseccion
del cono de una esfera sea par. &

3.3.3. Dualidad de Poincaré

En este apartado probaremos un teorema de dualidad para cohomologia bésica
de interseccion que generaliza el construido por F.Kamber y Ph.Tondeur para el
caso de flujos riemannianos singulares (ver [33]). En el teorema aparece una nueva
cohomologia, la cohomologia bésica torcida de interseccién (con la diferencial d).
Para la prueba, usaremos, de forma accesoria, la cohomologia de interseccion con
soporte compacto.

Cohomologia de intersecciéon con soporte compacto

Sea .# un f.R.S. sobre la variedad M, no necesariamente compacta. Definimos
el complejo bdsico de interseccion con soporte compacto:

i i . : M
O (M| F) ={weQM/F): {reM—-F:w,#0} escompacto en M}.
Observaciéon 3.8. Tenemos :
1. Si M es compacta, entonces QF (M /.7) = QL(M/.F).

2. Si F =, el flujo es regular, y tenemos % (M/.F) = QL(M/.7).
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Es bien sabido que la cohomologia con soporte compacto no es un functor sobre
la categoria de las variedades diferenciables si tomamos como morfismos todas las
funciones diferenciables. Sin embargo, puede ser un functor si nos restringimos a
ciertas aplicaciones, presentando una doble naturaleza: se comporta como functor
contravariante para funciones propias, y covariante para inclusiones de abiertos. Es
esta ultima naturaleza covariante la que usaremos para establecer la propiedad de
Mayer-Vietoris y probar el teorema de dualidad.

Vamos, por lo tanto, a calcular la cohomologia de este complejo para nuestros
modelos locales, para lo cual nos serd de utilidad la demostracion del siguiente lema:

Lema 3.22. Sea & un flujo riemanniano reqular sobre S**1. Entonces, se tiene

HA((S™ % [0,1)) /9 x ) = 0.

Demostracion. Sea w un ciclo basico de grado p. Tenemos que w se puede escribir
de forma tinica como w = ay + B¢ A dt, donde {a;}; vy {0:}+ son sendas familias de
formas diferenciales de S?**! con pardmetro ¢ € [0, 1). Afirmamos que la forma

s=t
n= (-1 / Bs A ds
s=1

es basica, de soporte compacto y cumple dn = w. En efecto, consideramos la descom-

posicién dy; = dpy, + (—1)82400) ~, Adt para toda familia de formas diferenciales
~;. Como w es cerrada, se sigue que

0= dMOét + ((_1)17 dt +dMﬁt) Adt = 0,

de donde (—1)P™! ay= dy; ;. Usando esto tltimo, tenemos

s=t s=t .
dn = / (=1 darBs A ds + (/ By A ds> A dt
s s=1

=1

s=t
=/ as Ads + By A dt

=1
:O[t+ﬁt/\dt:w

Notamos que 7 es de soporte compacto, por serlo w (y por lo tanto, ;). Por ultimo,
tenemos que 7 es basica, pues por un lado, ixw = 0 implica que ix3; = 0, y entonces
an:fiXﬁs/\ds:O. Por otro lado, ixdn = ixw = 0. &
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Lema 3.23. Sea 9 un flujo riemanniano reqular sobre S**1, y sea .Z el f.R.S. dado
por F = CY sobre CS***1. Sea D la perversidad que asigna al vértice de CS***! el
valor p. Entonces, se tiene:

H=YS* 1 /g)  sii>p+1;
0 otro caso.

H (CS*H).F) = {

Demostracion. Procedemos como en el lema 3.12. Denotaremos los complejos de
esta manera:
ey 2%+1
Q. =2, (CSTT/CY).
Vamos caso por caso, valiéndonos del caso sin soportes compactos y teniendo en

cuenta que Q (M/F) = QL(M/.F) N QLUM) :

L Si0<i<p

Q= QLS x [0,1))/9 x ) (3.6)
2. Sii=p
Q%,c = {w € Q((S* x [0,1))/9 x H) : dw se anula en S* x {0}}

3. Sii>p
Q.= QS % [0,1)/ x , 5+ x {0}),

Una vez que tenemos bien identificados los complejos, calculamos los grupos de
cohomologia
i rri 2k+1
Hy = Hj (CS™[.F).

Si 0 < i < p, por el lema 3.22 y por (3.6), obtenemos H. . = 0. Para los casos
@ = p, notamos que la misma prueba nos sirve para integrar los ciclos de €2 ., debido
a que no imponemos ninguna restriccién a los bordes que han de integrarlos. No
sucedera asf para i > p + 1, pues los bordes han de anularse en S**! x {0}. Por lo
expuesto, obtenemos

H! . =0para0<i<p+1.

Para p+ 2 <1 < 2k + 1, consideramos la sucesién exacta de un par:

0 — QX((S?*HL % [0,1))/9 x A, S+ % {0}) — QI ((S*FL % [0,1))/9 x ) — Q*(S*F1 /7)) — 0.
(3.7)
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Notamos que la restriccién QF((S*+1 x [0,1))/9 x ) — Q*(S**1/9) estd bien
definida por ser S**1C—=§?+1 » [0, 1) una aplicacién propia. Utilizando el lema
3.22 y la sucesion exacta larga de cohomologia de (3.7), se sigue el isomorfismo

H. = H ' (S*"/9) parap+2<i<2k+1.

Por el célculo de H*(S*11/4) (ver ejemplo 2.8), obtenemos el resultado. &

Observacién 3.9. Usando (3.7) podemos obtener de forma explicita los generadores
de HX(CS***!/.#). Considerando una funcién diferenciable p: [0,1) — [0, 1] como
en la siguiente figura:

0

0 1
y tomando la forma de Euler e del flujo ¢4, tenemos los generadores:
HE(CSHH )/ 7) = <[dp Al [dp A elBF2 ], [dp A et ]> .

Observaciéon 3.10. En vista del lema 3.23, la proposicion 3.21 es cierta si se enuncia
para cohomologia basica de intersecciéon con soporte compacto. Es decir, para p par,
se tiene:

H: (M/)F) = H?

D, pt+1,c

(M/.F).

Clase de [k]

A partir de ahora, consideraremos una métrica adaptada pu, con su correspon-
diente levantamiento . Tenemos definido un campo (tnico salvo signo) X tal que

w(X,X) =1 en M — F. Este campo es levantable a X € X(M) de modo que
(X, X) =1 en todo M. Tenemos definidas las formas caracteristicas

X=ixp € QM —F) y X=igieQ (M)
Notamos que el grado perverso de X es 1, pues X es un campo tangente a las fibras
del fibrado OM — F e igX = 1. También tenemos las formas x, K, e, € que son

basicas, por ser p una métrica adaptada. Como dk = dk = 0, queda definida una
clase de cohomologia:

(5] € Hy(M/.F),

que en un principio, depende de la métrica adaptada que hayamos escogido. Sin
embargo, tenemos el siguiente teorema:
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Teorema 3.24. Sean py y pe dos métricas adaptadas para el f.R.S. (M,.%). En-
tonces, tenemos:
k1] = [ro] € Hy (M/F).

Demostracion. Las métricas adaptadas p; y po inducen respectivamente métricas
Up1y ip2en D(M) (notamos que estas extensiones no son tnicas). Por el teorema
1.8, tenemos que existe una funcién bésica fp € Q°(D(M)/.Fp) tal que

(HD,l)b - (KD,Q)b = de-

Notar que como no tenemos asegurado que las formas kp; y kp2 sean bésicas,
hemos tomado su componente basica (ver [2]). Observamos que las restricciones a
M — F de esas formas son exactamente k1 y k. La funcién fp induce una funcién

bésica f = (1o L 1)* fp, de modo que k; — Ky = df. &

Por la proposicion 3.21 y por el teorema 3.17, tenemos los isomorfismos
HY M/ F)<—HXM|F)<—H"(M/F), (3.8)

de modo que, de forma intuitiva, podemos considerar [s] € H{(M/.%) como una
clase de H'(M/.%). Precisamente, tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 3.25. Sea p una métrica adaptada, con su correspondiente forma de
curvatura media k. Consideramos los isomorfismos (5.8), y sea a € Q' (M/.F) un
representante de (v o1*)7'[k] € H'(M/.F). Entonces, existe una métrica adaptada
w' tal que su forma de curvatura media es oy _p.

Demostracion. Por la proposicién 3.21, existe f € Q3(M/.7) = Q9(M/.F7) tal que:

k=a+df en M —F.

Tomamos la reparametrizacion usual ' = €2/, obteniendo X’ = e /X,y = €/ y,
finalmente,
k' =LxyX =L.-rxelx
= ef(e’fLXx +ixx A d(e’f))

=rk—(k—a)=aq
lo cual concluye la prueba. &
Observacion 3.11. En adelante, consideraremos métricas adaptadas tales que su

forma de curvatura media esté definida globalmente en M, y que por lo tanto, su
grado perverso sea 0.
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Observacién 3.12. En particular, podemos tomar una métrica adaptada tal que
||k||s = —o0o para todo estrato S. En efecto, sabemos que el flujo es isométrico en
cada componente conexa de OM (ver proposicién 3.9), asi que podemos tomar una
métrica py sobre OM tal que kg = 0. Tomando una métrica adaptada p cualquiera
y p una funcién como en la observacién 3.9, la métrica

1= ph(po +dr*) + (1 —p) (L)

es adaptada y su forma de curvatura media &’ se anula en OM. No obstante, el grado
perverso que nos va a interesar de s va a ser 0, pues la unicidad del teorema 3.24 no
la tenemos garantizada en H%(M /F), tal y como podemos apreciar en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.7. Sea la accién de S! sobre §? = LS
U: St x §2—§?

dada por ¥(z, [z, s]) = [zx, s]. Los puntos fijos son los polos norte y sur (IV,S). La
explosién es el cilindro S x [—1,1]. Tomamos una particién de la unidad (px, ps)
subordinada a los abiertos [—1,1/2) y (—1/2,1] de [—1, 1]. Tomamos una métrica p
invariante en el cilindro, es decir, con x = 0. Los cambios de parametrizacion

! 2pN n __ 2pS
po=eNp, = ey

nos proporcionan métricas adaptadas con v = dpy y con k" = dpg. Si ahora
calculamos la sucesion exacta en cohomologia basica del par (S?, {N, S}), obtenemos
que

Hl(S2/ﬁ7 {N7 S}) =< [de]a [dpg] >

de modo que las métricas adaptadas p, i/ y i/ nos proporcionan formas de curvatura
media con clases distintas en HL(S*/.%).

Observacién 3.13. Notamos que el corolario 1.10 es cierto para f.R.S.; es decir,
si # es un f.R.S. sobre una variedad cerrada y simplemente conexa M, se tiene
[k] = 0. Es una consecuencia directa del hecho de que la inclusién de formas induce
un monomorfismo H'(M/.F) — H'(M).
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Cohomologia basica torcida de interseccién

Recordamos que en el capitulo anterior utilizabamos la cohomologia torcida, es
decir, la cohomologia del complejo basico provisto de la diferencial

dow =dw — K Nw

Para el caso regular vamos a utilizar una cohomologia anédloga: la cohomologia tor-
cida perversa. Notamos que dado que el grado perverso de k es cero, la diferencial

d: U(M).F)— QG (M)F)
estd bien definida. Podemos considerar, pues, los grupos de cohomologia
1, (M]F) = (Q(M].F).dy).

Esta cohomologia tan sélo depende de la clase [k] € H'(M/.%). Méas explicitamente,
si p1 y po son dos métricas adaptadas, y k1 y kg sus formas de curvatura media (que
podemos suponer globales), por las proposiciones 3.24 y 3.25, tenemos que existe
una funcién f € Q*(M/.F) tal que k1 — ke = df. En ese caso, la aplicacién estandar

w»—>efw

es un isomorfismo de Hy  (M/%) en Hx  (M/F) (notamos que es un isomorfismo
de H*(M/.Z)-médulos, no de algebras). Por lo tanto, esta nueva cohomologia no

depende de la métrica escogida, sino de .%.

Para probar el teorema de dualidad, necesitaremos considerar una nueva coho-
mologia: la cohomologia basica de interseccion torcida con soporte compacto. Defin-
imos, para cualquier variedad M, no necesariamente compacta, y provista de un
f.R.S. .#, la cohomologia

H*

ﬁ?’{7c

(M/F) = H* (5 (M/.F), dy).

Observacién 3.14. Esta cohomologia cumple las propiedades usuales que cumplen
las cohomologias que hemos definido. En el caso de la propiedad de Mayer-Vietoris,
notamos que dado que el functor es covariante para inclusiones de abiertos, la suce-
sion exacta corta de Mayer-Vietoris para M = U UV es:

0— QUNV)Z#) — QU/Z)eQ(V/F) — Q(UUV)/F) —0
w — (j*wu —j*W)
(a, B) — a+ 3,

donde j,w es la extension natural por la funcién nula.
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Dualidad de Poincaré

Definicién 3.11. Sean las formas a € 2(M/.F) y 3 € Q (M/F). Entonces,

denotaremos
/aAﬁ/\X_/&Aﬁ/\?c.
M M

Notamos que como 3 es de soporte compacto, [ 1 @ABAX estd bien definida aunque
M no sea compacta.

Estamos en condiciones de probar el resultado principal de esta seccién.

Teorema 3.26 (Dualidad de Poincaré para la cohomologia basica de flujos
riemannianos singulares). Sea .# un flujo riemanniano singular sobre la variedad
cerrada M y sea una métrica casi-fibrada tal que su forma de curvatura media k sea
basica. Entonces, la forma bilineal

I': H(M/F)@ H} N (M).F) — R
[a] ® 0] — jga/\ﬁ/\x

es no degenerada para cada par de perversidades p y q duales.

Demostracion. Hemos de comprobar que la aplicacién lineal I' estd bien definida,
es decir, que no depende de los representantes que tomamos en los grupos de coho-
mologia correspondientes.

Sean [« + day] € HY(M/F) y [3+ d.3] € Hy," ' (M/.Z). Calculamos:

/M(a—l—dal)/\(ﬁ—i—dnﬁl)/\X:/

M

a/\ﬁ/\x+/ aNd.Sr ANX

M

+/d0é1/\ﬁ/\x+/d0[1/\d,§ﬁl/\x
M M
:/Od/\ﬁ/\X‘i‘Il‘i‘IQ‘{’[d,

M

Tenemos que probar, por lo tanto, que Iy = I, = I3 = 0. Vamos primero con I;.
Tenemos las igualdades:

dlar ABAX) =doag ABAX+ (=1 tay AdBAX + (=1)"ay A B AdX
=dog ABAX+ (1) ray AKABAX
+(=D)"ar ABAe+ (—1)"aca ABAXAK
=day ABAX+ (=1 AKABAX —ar A ABAX)
=dai NBAX,
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donde hemos usado a; A B A e = 0, por ser una forma basica de grado n. Tenemos,
por lo tanto, usando el teorema de Stokes,

I = /Ndal/\B/\%—/Nd(&l/\ﬁ/\%) —/N&1|aﬂ/\ﬁ|8]\7/\%\m—0,
M M oM
debido a que

||051 A 5 A XHS < COd(S) - 2,
lo cual impide que la forma a,z; A 3 oz A\ X| o371 Pueda ser una forma de volumen

de M.

Para probar I, = 0, consideramos las igualdades:

dlaANBLAX) =da AP AX+ (=1)'aAdB AX+
+(—D)"anfiAe+ (—D)"aANBIAXAK =
=(-D'andBi AX+ (-D)"aABAXAK
(=)' Ad.Bi AX,

de modo que tenemos
(=1)'1, = /Nda ABLAX = /Nd(b?/\ B AX) = /Nay(m A Bilyz A Xl yz7 = 0,
M M oM
debido esta vez a que

||Oé A\ ﬁl A X”S < COd(S) — 2.

Para probar I3 = 0 nos basta aplicar los mismos calculos que en I, sustituyendo (3
por d,.(31, o la de Iy sustituyendo « por da.

Para probar que I' es un isomorfismo, notamos que es equivalente probar que la
aplicacion de Poincaré

Vo Hy(M/F) — (Hg  (M/F))"

inducida por I' es un isomorfismo (esta equivalencia es cierta por tratarse de es-
pacios vectoriales de dimensién finita, lo cual probaremos en la proposicién 3.40 ).
Aplicaremos el truco de Bredon para f.R.S. (lema 3.11) sobre la siguiente afirmacién
P hecha para f.R.S. (U, Zy):

P(U, Zy) = “La aplicacién Wy : HX(U/Fy) — (Hj ., .
la aplicacion bilineal

Ty: H(U/Fy) ©  Hy MU/ Fy) — R

q,KUC

(o, B) — /UozAﬁAXU

(U/Zy))* inducida por
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es un isomorfismo”

Notamos que dado que la variedad M es compacta, la afirmacién P(M, %) es ex-
actamente el enunciado del teorema. Tan solo nos queda comprobar que se satisfacen
los axiomas TB1-TB5. TB1 se cumple por el lema de Poincaré para cohomologia
con soporte compacto (ver [5], por ejemplo). TB3 se sigue del hecho de que para
toda coleccién arbitraria de conjuntos {U,}., se tiene Q*(| |Uy) = [[Q*(Ua) y

QU Us) = P Q:(U,). TB4 se sigue del hecho de que en los entornos de Carriere
el ﬂﬁjo es regalar, y por lo tanto, se puede aplicar el teorema de F. Kamber y Ph.

Tondeur (teorema 1.12).

Para probar TB2, consideramos .% en M = UUV'. Tenemos el siguiente diagrama
de filas exactas que relaciona la sucesién de Mayer-Vietoris de la cohomologia de
interseccion basica con la dual de la torcida de soporte compacto:

= H{(M/F) —————— HL(U/F) & HL(V/F) H(UNV)/F) ——— HF (M/F) — ...

l‘I’M l‘l’u,‘l’v l‘l’Umv l‘I’M

i o(M)F)) —— (Hi  (U)F) @ HE, (V]F))* — (Hi, any

Se comprueba que este diagrama es conmutativo (se puede seguir la prueba de [5],
pag. 21). El lema de los cinco aplicado a este diagrama nos proporciona TB2.

Por dltimo, notamos que TB5 se sigue de los calculos locales (lemas 3.12 y 3.23).
En efecto, para (CS?*! C¥) escribiremos p({0}) = p y g({0}) = ¢, de donde se
sigue, por dualidad, p + g = 2k — 1. Como [k] = 0, tenemos los generadores:

HA(CSHH /0 = <1,e, o ,e[%1> v
H: . (CS™/C9) = <efdp AeBl efdp A eFm B efdp A ek> :
siendo e la forma de Euler de ¢, f una funcion bésica tal que kK = df y p una
aplicacion como en la observacion 3.9. La dualidad se sigue del siguiente célculo:
Tesens(ef, e Tdp A7) = / e dpnef AX
S2k+1x[0,1)
= / d(e’ pe* A X)
S2k+1x[0,1)

= / el Oek A X £ 0,

§2k+1

(UNV))FN* —— (HL (M).7)* — ...
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donde hemos usado el teorema de Stokes, el hecho de que e* A X sea una forma de
volumen de S?**1 y también e**! = 0, por tratarse de una forma bésica de grado
maximo. &

3.4. Sucesién de Gysin

En esta secciéon construiremos la sucesion de Gysin que relacionara las coho-
mologias Hx(M/.7) y H:(M). Estas sucesiones daran respuesta al problema de
Gysin para perversidad p, motivado por la inclusion

(M) F) = Q5(M). (3.9)

Notamos que en el caso p > t + 1, el estudio realizado para flujos riemannianos

regulares nos proporciona la sucesion de Gysin:

— Hi(M—F))F) — H(M—F) — H\(M-F),/Z) 2% H+ (M-F)/7) —
(3.10)

En efecto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

T T

O(M)F) =" (M)
)

(
Q;;(Ji/ﬂ)c—> Q (lM

*
p

donde las flechas verticales son cuasi-isomorfismos inducidos por £~ : M — F — M.
Por el diagrama, resolver el problema de Gysin para p es equivalente a resolver el
problema de Gysin planteado por la inclusién

Q'(M — F)/7) —Q"(M - F),

el cual tenemos resuelto, dado que en este caso, el flujo es regular y tenemos la estruc-
tura local de un flujo riemanniano sobre una variedad compacta, (es decir, entornos
de Carriere). El truco de Bredon es aplicable al flujo (M — F,.#) (ver observacion
2.2). Por la proposicién 2.16 , obtenemos (3.10). Por lo tanto, nos centraremos en el
problema de Gysin para p <t + 1.
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3.4.1. Forma de Euler

En la sucesion de Gysin jugara un papel importante el grado perverso de la
forma de Euler, el cual estudiamos a continuacién. Al igual que en el caso regular,
consideraremos la diferencial

d_w=dw+ kK Aw,
asi como la cohomologia

H*

1_77_"{

(M/7) = H(Q(M/F),d_).

La forma de Euler cumple d_,e = 0. Usaremos la siguiente propiedad de esta coho-
mologfia.

Lema 3.27. Sea p una perversidad par. Entonces, la inclusion natural

(M) F) 2

(M/.7)
induce un isomorfismo

Hy _(M/F) = Hy, 5 (M]F).
Demostracion. La prueba es la misma que en el caso con diferencial ordinaria. Tan
solo hay que tener en cuenta que x es exacta en los entornos de Carriere y en los
entornos de tipo CS?***!, por lo que podemos aplicar el lema 3.12. &

Proposicién 3.28. Sea p una métrica adaptada para (M,.F) y sea S un estrato de
puntos fijos. Entonces, el grado perverso de la forma de Euler estd dado por:

2 st cod S > 2;
lel[s = ‘
—00 st cod S = 2.
Demostracion. Sea p una métrica adaptada, y e su forma de Euler. Sea 2k + 2 (con
k > 0) la codimensién del estrato S. Supongamos, por reduccién al absurdo, que
lells < 1. Afirmamos ahora que existe otra métrica adaptada y' cuya forma de Euler
es una forma de Verona. En efecto, por el lema 3.27, tenemos que existen formas

aceWR(M)F) y ve€Q(M/F)

tales que
e=a+d_ ..
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Consideramos entonces la forma w = y — 7. Esta forma cumple w(X) = 1, y es
levantable. Consideramos la métrica

:u,: (W®W)@MQ>

siendo pu la parte ortogonal de x. Tenemos que ' es una métrica casi-fibrada, y su
forma caracteristica es w. Calculamos entonces

dv=e+xANK—dy
=at+KAY+XAK
=a+(x—7) Ak

=a+wAK,

de modo que deducimos €’ = a y ¥ = k. Por lo tanto, tenemos una forma de Euler
de grado perverso 0, es decir, de Verona. Esto es una contradiccion, porque si nos
restringimos a un modelo local C'S?*7!, la restriccién de nuestra forma de Verona
habria de seguir siendo de Verona por un lado, luego tendria que ser nula. Por otro
lado, tendria que generar la cohomologia bésica de S?**!, que no es nula porque
k> 0 (ver ejemplo 2.8).

Por 1ltimo, notamos que en el caso cod S = 2, el flujo en un entorno de un punto
x € S es de la forma U x CS', por lo que la forma de Euler, que es de grado 2, se
anula, y tenemos ||e||s = —o0. &

3.4.2. Sucesion de Gysin

La sucesion de Gysin, andlogamente a los casos anteriores, se deriva de la sigu-
iente aplicacién diferencial, que llamaremos aplicacion de Gysin:

U (Q(M).F) & QL (M).F), D) — (M), d), (3.11)

K p

siendo d la diferencial ordinaria, D(«, 3) = (da+eA(, —d.0) vy Y(a, ) = a+XAS.
Nuestro objetivo es probar que (3.11) es un cuasi-isomorfismo. Vamos a probar que
en nuestros modelos locales lo es:

Lema 3.29. Sea 4 un flujo riemanniano reqular sobre S**1, y sea p <t + 1 una
perversidad sobre el vértice de CS* 1. Entonces, la aplicacién de Gysin

U (QCSHH)OF) & QL OSSP /CY), D) — ((CSHH),d),  (3.12)

es un cuasi-isomorfismo.
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Demostracion. Es claro que ¥ es un isomorfismo en cohomologia para grado cero.
Por el lema 3.13, nos bastara probar que podemos integrar cualquier forma de grado
positivo del complejo que denotaremos

— * 2k+1 x—1 2k+1
= O (CS + /C%)@Qﬁii(C’S /C9Y).
Vamos a distinguir los casos par e impar:

Caso par Sea («, ) € Q}%l“ & Q;l_gl cerrada, con [ > 0. Entonces, se cumple:

(3.13)

da = —0F Ne;
g =0,

de donde, dado que [ es impar, existe v € Q;l_ 5 tal que dy = (3. Aplicando
(3.13), obtenemos:

dao=—dyNe = d(a+yNe)=0.
Como aa+vyAe € Q%Hz, tenemos que existe una forma 7 € Q%Hl tal que:
a+yAe= X"+ dn,

siendo A € R. Notamos que, en el caso p < 2[+2 tenemos H;HQ(CS%“/C’{?) =
0, y por lo tanto, se sigue A = 0. Admitiendo esta convencién, la forma

1 20+1 2
(n, =y +Ae’) € QT @ Qﬁé,
integra a (a, 3), pues
D(n, =y +Xe') = (dn — v ANe+ e dy) = (o, 8),
como queriamos demostrar.

Caso impar Sea (o, f3) € Q%l“ ® Q;Z_E cerrada, con [ > 0. Entonces, se cumple:

{do‘ =—Ane (3.14)

dp =0,

de donde nuevamente, existe una forma vy € Q;l__il tal que dv = 3. En efecto, si

20 > p—2, es evidente, y si 21 < p — 2, tendrfamos 3 = \e! + dv, de donde por
(3.14), tendriamos d(a + v Ae) = —Ae't! lo cual forzarfa A = 0, por ser e un



3.4. Sucesion de Gysin 93

generador de H2P?(CS*+1/C¥) (notar que, ademds, 21 + 2 < 2k). Tenemos,
entonces, por (3.14):

at+yAhee Uty dla+yAe) =0,

de donde, nuevamente por el lema 3.12, existe una forma n € Q%l tal que
a+7Ae = dn. Para terminar, comprobamos que la forma (1, —y) € Qp® €} 5
cumple:

D(n,—v) = (dn =y Ne,dy) = (o, B).

Estamos en condiciones de probar la siguiente:

Proposicion 3.30. La aplicacion de Gysin

U (M) F) @7, (M)F),D)— (M), d)

K p
es un cuasi-isomorfismo parap <t + 1.

Demostracion. Aplicamos el truco de Bredon (lema 3.11) con la afirmacién P, for-
mulada de la siguiente manera:

P(U,F) =y (U Fy) & QL (U)Fy), D)— (9

pfiﬂiU

(U),d)

*
ig

es un cuasi-isomorfismo”.

Los axiomas TB1-TB3 se verifican igual que en el caso regular (proposicién 2.16).
TB4 se cumple por el caso regular . Para comprobar TB5, notamos que como [k] =0
en el modelo CS?**!, nos podemos reducir al caso del lema 3.29. &

Una consecuencia directa de la proposicién anterior nos lleva al resultado principal
de este capitulo:

Teorema 3.31 (Sucesiéon de Gysin para flujos Riemannianos Singulares).
Sea F un flujo riemanniano singular sobre la variedad cerrada M, y sea p una
métrica tal que su forma de curvatura media sea bdsica. Entonces, para cada per-
versidad p < t + 1 tenemos la siquiente sucesién exacta larga:

Ale]

- — HY(M/F)—H{M)—H "L (M/F)— H'(M/F)— ..., (3.15)

1
P—2,K

donde el homomorfismo de conexion consiste en multiplicar por la clase de Fuler
le] € Hgiﬁ(]\/[/ﬁ’).
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Observacién 3.15. Particularizando la perversidad p en la sucesién (3.15), se ob-
tienen resultados conocidos.

a) Para 0 < p <+ 1, la sucesién de Gysin (3.15) relaciona la cohomologia de
interseccion basica con la cohomologia de M:

- HY(M/F)—H (M) —H' (M)F) " g () 7) —

e
b) Para perversidades p < 0, obtenemos la sucesién

o H(M/F, F)—H{(M, F)—H" (M), F) 2 gty )2 py -
(3.16)

c¢) Si tomamos P = 0, obtenemos la sucesién
o — HI(M).F)—H(M)—H (M) F, F) 25 5 (M) ) — ..

d) Para perversidad p =t + 1, obtenemos

= H(M=F)[F)—H (M) —H ()7) " B (-F)7) = .

t—1,k

e) En el caso de que [k] =0y p =0, tenemos

Ale]

o= H (M) F)—H'(M)—H"Y(M)F, F) — HY((M))F) — ...,

ya obtenida por A. Roig y M. Saralegi usando cohomologia de Verona (ver
[44])

f) En el caso de un f.R.S. inducido por una accién de S!; la sucesién (3.15)
recupera la construida por G. Hector y M. Saralegi en [28].

3.4.3. Clase de Euler

En este apartado probamos que la nulidad de la clase de Euler tiene un significado
geométrico, al igual que sucede en el caso regular. Comenzamos notando que la clase
de Euler [e] € H%_H(M /%) no depende de la métrica elegida en el sentido de la
siguiente proposicion.

Proposicion 3.32. La nulidad de la clase de Euler no depende de la métrica p
elegida, sino de F .
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Demostracion. Sean (p;, X;, X;, €, ki), © = 1,2 sendos sistemas completos de actores
para el f£R.S. (M,.%#), y sea f una funcién tal que df = ko — k1. Consideramos el
isomorfismo candnico (salvo constante multiplicativa):

Q: Hg (M/F) — H2 (M).Z)

,—k2 2,—K1
[w] — [efw]

Veamos que ¢([es]) y [e1] son proporcionales.
En efecto, procediendo como en el caso regular (ver apartado 2.5) podemos pro-
bar que la aplicacién

U (M) F) 80 (MIF), D) — (F(M)gd,)
(o, B) —  a+XAQ
es un cuasi-isomorfismo, donde D, (a, 3) = (d_,a + e A 3, —df3) para todo sistema

completo de actores. De ese cuasi-isomorfismo se deriva de forma candnica la sigu-
iente sucesion de Gysin torcida para p = 2:

By (M)F) — Hy_ (M) — ' (M)2) "5 B (M]) -

y—R

El isomorfismo ¢ induce un isomorfismo de cadenas entre las sucesiones de Gysin
torcidas para py y po, de la cual extraemos el siguiente diagrama conmutativo:

Nl mg |, (M) )

u|ef
(M) F)— gz (M)

del cual se sigue inmediatamente el resultado. &

La nulidad de la clase de Euler tiene la siguiente consecuencia geométrica:

Lema 3.33. Sea .# un f.R.S. sobre la variedad cerrada M. Entonces, si la clase de
Euler [e] € H _ (M/.7) es nula, todos los estratos singulares son de codimension 2

y F estd dado en la parte reqular por una accién de St.

Demostracion. Veamos, en primer lugar, que todos los estratos singulares han de
ser de codimension 2. Si existiese alglin estrato singular de codimensién mayor que
2, podemos considerar una inmersién isométrica foliada ¢: (S**1,9)—9dM, con
k > 0. Tenemos [es] = t*[e] = 0, siendo eg la forma de Euler de ¢. Pero por
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otro lado, [e¢] es un generador de H?(S?***!/4) = R, por lo que llegamos a una
contradiccion.

Por el corolario 3.7, tenemos que % es una foliaciéon por circulos orientada.
Notamos que tenemos inducida en el doble D(M) una foliaciéon % que es también
orientada y por circulos. Es més, se trata de una foliacién Hausdorff (i.e., D(M)/%p
es Hausdorff), lo cual se comprueba facilmente debido a la existencia de entornos de
Carriere. Por un teorema de A. W. Wadsley (ver [56]), tenemos que #p estd dado
por una accién de S, y por lo tanto, también .# en M — F. &

Segun este lema, la situacion es muy cercana a la de un flujo dado por una accién
de S' sobre M. En ese caso la nulidad de la clase de Euler ha sido caracterizada por
G. Hector y M. Saralegi en [28], donde prueban el siguiente teorema:

Teorema 3.34 ([28]). Sea ®: S' x M — M una accién de S* sobre M. Entonces,
la clase de Euler se anula si y solo si existe una foliacion singular transversa a ®
cuya restriccion a M — F es una fibracion localmente trivial sobre S*.

A continuacion, probamos que este resultado se mantiene para f.R.S., para lo
cual seguiremos la prueba que se presenta en [28]. Necesitaremos el siguiente lema
para tener todos los ingredientes de dicha prueba:

Lema 3.35. Sea % un f.R.S. tal que la codimension de cada estrato singular es 2.

Entonces, la clase de Euler de (M, %) se anula si y sélo si se anula la clase de Euler
de (M — F,.%).

Demostracién. En primer lugar, notamos que dado que 2 > ¢ = —1, la aplicacién
Y (M) F) —Q*(M — F) dada por ¢(w) = w induce un isomorfismo

H: (M/F)=H* (M —F)|%).

2,—K

Tomamos una métrica adaptada y su restriccion a M — F'. La aplicacion ¢ induce un
morfismo de cadenas entre las sucesiones de Gysin torcidas asociadas a M y M — F,
respectivamente. Podemos extraer el cuadrado conmutativo:

Ale]

HO(M/.F) H; _ (M/F)

Wl lw

HO(M = F)/.7) " 12, (M - F)).7)

Como las flechas verticales son isomorfismos, se sigue el resultado. &
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Llegamos a la caracterizacion de la nulidad de la clase de Euler.

Teorema 3.36. Sea . un f.R.S. sobre la variedad cerrada M tal que F # .
Entonces, son equivalentes:

i) La clase de Euler |e] € H%_ (M).F) se anula;

K
ii) existe una foliacion singular 4 transversa a .F cuya restriccion a M — F
estd dada por una fibracién localmente trivial sobre St.

Demostracion. Como la demostracién es idéntica a la de [28], tan sélo indicaremos
el esquema de la prueba.

i) = i) Por el lema 3.33, tenemos que todos los estratos singulares son de
codimensién 2 y que en M — F el flujo estd dado por una accién de S'. Consideramos
el flujo Zp inducido en D(M), dado por una accién de S'. La nulidad de la clase
de Euler de (M,.#) implica la de (D(M),.%), y por [49], tenemos que existe una
fibracién localmente trivial Y: D(M)——S' transversa a las fibras de .#p, la cual
induce en M — F' una foliacién singular ¢ como la del enunciado.

i1) = i) Notamos en primer lugar que la codimension de F' es 2. En efecto, si S
es un estrato de puntos fijos, podemos considerar un entorno de un punto de = € S
conjugado a

U x C(S*F 7 x C(9)),

y podemos definir una inmersién foliada (S**1,4)——(M — F,.7), siendo ¢4 un
flujo isométrico regular. La fibracién dada por ii) estd definida por una 1-forma
cerrada w. La restriccién de w a S?**1 define una fibracién localmente trivial sobre
S?k+1 transversa a 4. Por [49], tenemos que la clase de Euler de (S***1) %) se anula,
y por lo tanto, k = 0.

Podemos tomar X tal que w(X,X) = 1. Tomamos una métrica casi-fibrada
cualquiera jp sobre M y consideramos su parte ortogonal pg. Definimos ahora la
métrica v = w ® w + pg. Se sigue que la forma fundamental de v es w, y por lo
tanto, e = 0, con lo que la clase de Euler en M — F es nula. Aplicando el lema 3.35,
obtenemos ). &

Observacion 3.16. Esta caracterizacién esta relacionada con la del caso sin puntos
fijos, dado que en la parte regular, una fibracién localmente trivial sobre S! estd dada
por una l-forma cuya torsion no sélo es basica, sino nula.
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3.4.4. Algunas aplicaciones

Para terminar esta seccion, presentamos algunas aplicaciones de la sucesién de
Gysin.

Caracterizacién de la nulidad de [«]

Recordamos que en el caso de flujos riemannianos regulares la nulidad de la clase
(k] € HY(M /%) equivale a que el flujo sea isométrico y a que H"'(M /%) = R.

En el caso singular, la siguiente implicacién siempre es cierta:

Lema 3.37. Para todo flujo singular isométrico sobre una variedad cerrada M se
tiene [k] = 0.

Demostracion. Sea ¢: R x (M, u) — (M, 1) una accién isométrica que define 7.
Sabemos que la clausura de R en Iso(M, i) es un grupo compacto G. Notamos que G
actia sobre M y también sobre M. Si consideramos ahora una métrica v cualquiera
(sobre M —F') levantable a 77, la métrica promedio v’ = [, v eslevantablea?’ = [, 7.
Por lo tanto, la forma de curvatura media de v/ es nula, y tenemos [k] = 0. [

A continuacién, probamos un resultado andlogo al de P. Molino y V. Sergiescu
para el caso regular (ver [40]). Usaremos la siguiente notacién: dada una perversidad
p vy dado a € Z, definimos la perversidad:

p(S) si codS > 2;

(P, a)(5) = {a si cod S = 2.

También usaremos la notacién

H*(M/F,0(M/|F)) = Hyy_,(M/.F).

7_1)

Notamos que si no hay estratos de puntos fijos de codimensiéon 2, tenemos

HA(M)Z,0(M)F)) = H (M) F).

Proposicién 3.38. Sea . un f.R.S. sobre la n-variedad cerrada M. Entonces, las
condiciones siguientes son equivalentes:

i) [k] =0
i) H"\(M/.F,0(M/F)) = R
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iii) HO(M/.F) = R.
En otro caso, se tiene H" " Y(M/F,0(M/.F)) = H(M/Z) = 0.

Demostracion. (i) = (i1). Supongamos que [k] = 0. El final de la sucesién de
Gysin para p = (2,0) nos proporciona:

0 — H" (M) — H" ' (M/Z,0(M|F)) — 0,

vaque H , (M/F)=Hg | (M/F). Se sigue que H"YM/Z,0(M/F)) =R.
(it) = (i11) Supongamos H" Y(M/F ,0(M/.F)) = R. Por el teorema de duali-
dad 3.26, tenemos

R~ H"\(M/F,0(M/F)) = H,

o (M/F) = HY ) (M]F) = HD (M]F).

(3.17)

(i17) = (1) Supongamos ahora H?(M/.%) = R. En ese caso, existe una funcién
bésica levantable y no idénticamente nula f tal que df = fx. Vamos a construir una
métrica p’ tal que k' = 0; basicamente realizaremos la reparametrizacién estandar

po=ep,

tomando F' = log f. Por supuesto, tenemos primero que verificar que f no se anula
en M — F.

Veamos que esta ultima condicién es cierta. En efecto, sea una tal f. Consider-
amos Z(f) = f71(0), que es un conjunto cerrado. Veamos que también es abierto.
Para ello, tomamos x € M — F tal que f(z) = 0, y construiremos un entorno W
de x donde f tenga los mismos ceros que una funciéon constante, y por lo tanto, se
anule. Sea U un entorno de Carriere de x. Como %y es isométrico, podemos tomar
una métrica uy tal que Ky = 0. Tomamos otro entorno de Carriere W de modo que
reWw G U (ver lema 2.12). Podemos construir una particién de la unidad basica
{p,1 — p} tal que el soporte de p esté en U y p valga 1 en W. Definimos ahora la
métrica

1= puy + (L= p)u,

que es casi-fibrada. Notamos que se tiene py|w = ¢'|w, y por lo tanto, £’|y = 0.
Por el teorema 3.24, tenemos que existe una funcion g bésica tal que x, = k+dg,
siendo kj, la componente bésica de &’ (ver [2]). Ahora, tenemos

d(fe?) = evdf + fd(e?) = felr + feddg = (fef)r),
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y fe9 tiene los mismos ceros que f. De la formula anterior, obtenemos d(fef) = 0
en W,y como (fe?)(x) =0, tenemos que fe? se anula en todo W, luego f se anula
en W, y hemos probado que Z(f) es abierto.

Como M — F es conexa, si f tuviese algtin cero, seria idénticamente nula, lo cual
es imposible. Hemos probado que f(z) # 0 para todo z € M — F.

Tomamos la reparametrizacion:

W= . (3.18)

que nos proporciona
X'=1/HX, x'=rx

Ahora, calculamos:

k'=Lxx"=Lapx(fx)
= f((1/f)Lxx +d(1/f)ixx)
= f((1/F)x = 1/ f*)df)
= f((1/F)r = (1/f*)fr) =0,

y por lo tanto, [k] = 0.

Por tltimo, notamos que si H" " Y(M/F) # 0, por los isomorfismos (3.17), se
sigue que HY(M/.F) # 0, y la prueba de (ii) = (4ii) nos proporciona [x] = 0. En
consecuencia, se tiene la dltima afirmacién del enunciado. )

Observacién 3.17. Si no hay estratos de codimensién 2, en el enunciado de la
proposicién anterior se puede sustituir H"~*(M/.%,0(M /%)) por H" (M /.7).

Observacién 3.18. Ilustramos con un ejemplo la necesidad de que en el enunciado
de la proposicién 3.38 aparezca H" Y (M/.#,0(M /%)) en lugar de H"*(M/.F). Si
consideramos la accién de S! sobre S? con dos puntos fijos, el flujo es isométrico.
Tenemos H'(S?/.#) =0y HY(S*/.Z,0(S?/SY)) = H'([0,1),{0,1}) = R.

Finitud de la cohomologia basica de interseccién

En este apartado probamos que si M es compacta, entonces Hx(M/F)y H> (M/F)
son de dimension finita.

Lema 3.39. Sea 3, un entorno distinguido de radio r de un punto fijo de un f.R.S
sobre una variedad compacta, y sea U un abierto saturado de (3. Entonces, si H*(U)
es de dimension finita, también lo es Hl—’;(U) para toda perversidad 0 < p <t con-
stante.
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Demostracion. Notamos que como en (3, se tiene [k] = 0, también se tiene en U.
Como U tiene la estructura local de un flujo riemanniano regular sobre una variedad
compacta, podemos considerar la sucesion de Gysin:

L HUULF) — HAU) L HE2(U)F) —

de donde se sigue:
i ~ i i—1
H(U/Z) = ker p' © coker p',

Notamos que como Hx(U) = H*(U) es de dimension finita, tenemos que si H;:%(U/ﬁz)
es de dimensién finita, también H(U/.#) lo serd. Como HA(U/.#) = 0 para todo
1 < 0 y toda perversidad p, obtenemos el resultado. &

Proposicién 3.40. Si % es un f.R.S. sobre una variedad compacta M, las coho-
mologias Hx(M/F) y Hy (M/F) son de dimension finita.

Demostracién. Para el caso 0 < p < #, procederemos igual que en el caso regular
(proposicién 2.27). Podemos tomar un cubrimiento finito % (ver [58]), formado por
entornos de Carriere y por entornos distinguidos (3, de puntos fijos, y de manera que
para cada interseccién (finita) W de abiertos de %/, existe una hoja L tal que su
clausura es un retracto por deformacion fuerte de W. Al igual que en la proposicion
2.27, aplicando sucesivamente el lema 3.39 y Mayer-Vietoris, obtenemos el resultado.

Para las perversidades restantes, los grupos son H*(M/.#, F), H* (M — F) /%),
H(M)Z,F)y H:(M — F)/.#). La finitud de los dos primeros se sigue facilmente
de la sucesién del par y aplicando Mayer-Vietoris, respectivamente. Para los otros
dos, basta aplicar las sucesiones de Gysin (3.10) y (3.16). &

3.5. Cirugia hiperbdlica

A modo de ilustracion, terminamos este capitulo con un método para construir
flujos riemannianos singulares no isométricos. Consideramos la esfera de dimension
cuatro

St = 0S8,

Consideramos el flujo sobre T? dado por una de las direcciones propias de la matriz

()
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Notamos que este flujo se puede extender a un flujo lineal de tipo Hopf en S3. La
suspensién de ese flujo nos proporciona un flujo en S* con dos puntos fijos (los polos
de S*). Por la naturalidad de estas extensiones, el flujo resultante es isométrico.

Consideramos el rombo R = ¥[0, 1], y definimos la aplicacién:
v: §*=¥S*— 30, 1]

dada por y([t, (21, 22)]) = [t, |21]]. De esta manera, tenemos:

T? IEIO%;
Y z) = {S' ze€dR—{N,S);
{x} ze{N,S},

donde R denota el interior de R. Definimos ahora la variedad M* de la siguiente
manera. Consideramos en el interior de R dos discos abiertos y disjuntos Dy, D.

Entonces,
M* — (D, U D,)

es una variedad con borde T? LI T3. Si pegamos ambos bordes con el difeomorfismo

B:

S = N

10
1 0] € Diff(T?),
01

obtenemos una variedad:
M = (S4 - {(ID)2 x T%)|_|(D? x 11‘2)}) /B
Equivalentemente, podemos pegar un asa T? x [0,1] mediante B en T x {0} y
mediante la identidad en T? x {1}.
N
84
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Notamos que las excisiones e identificaciones que hemos realizado preservan el flujo
Z. Es més, el flujo .# definido sobre M* es riemanniano (basta considerar una
métrica sobre el asa que pegamos y utilizar una particién de la unidad bésica).
Tenemos la siguiente

Proposicién 3.41. El flujo . definido sobre M* no es isométrico.

Demostracion. Si.Z fuera isométrico, se cumpliria [k] = 0, y por la proposicién 3.38,
deberfa cumplirse H*(M /%) = R. Utilizando Mayer-Vietoris, podemos calcular
directamente la cohomologia bésica de M*, cuyos nimeros de Betti resultan ser

R para i = 0, 2;
H'(M*"/Z)={R®R parai=1;
0 otro caso.

Como H3*(M/.%) = 0, por la proposicién 3.38, el flujo . no puede ser isométrico.

L]
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Capitulo 4

Teorema de Localizacion para
Flujos Riemannianos Singulares

La cohomologia equivariante aborda el estudio de acciones (no necesariamente
libres) de grupos de Lie compactos sobre variedades, y se puede interpretar como
una teoria de cohomologia adecuada para el estudio de la estructura transversa
de la accién o espacio de orbitas. Una de las aplicaciones mas importantes de la
cohomologia equivariante es el Teorema de Localizacion. Este relativamente reciente
resultado relaciona la cohomologia del espacio de puntos fijos F' con la cohomologia
equivariante de M.

Nuestro objetivo en este capitulo es obtener un Teorema de Localizaciéon para
flujos riemannianos singulares, para lo cual aplicaremos el estudio realizado en los
capitulos anteriores. Para el caso de flujos con [k] = 0, anadiremos un modelo de
cohomologia equivariante a los ya existentes (de Borel, Weil y Cartan) que denom-
inaremos modelo de Gysin, y que nos muestra mas explicitamente el caracter basico
de la cohomologia equivariante, es decir, que podemos calcularla a partir de datos
béasicos. Daremos una prueba del teorema de localizacién para flujos con [k] = 0,
usando el modelo de Gysin.

En el caso de flujos con [k] # 0, el modelo de Gysin no se puede aplicar para
definir la cohomologia equivariante. No obstante, recuperaremos la cohomologia de
los puntos fijos de .# de manera similar al teorema de localizacién. Para ello, ten-
dremos que usar un flujo auxiliar, el del revestimiento de trivializacion (]\/4\ ) % de
la clase [k] € H'(M/%), ya introducido en otro contexto en [29] por G. Hector y
U. Hircsch.

En la seccién primera haremos un rapido repaso de los modelos clasicos de co-
homologia equivariante para acciones de S', y del Teorema de Localizacién. A con-

105
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tinuacion, introducimos el modelo de Gysin para cohomologia equivariante, vélido
para f.R.S. con [k] = 0, y probamos un teorema de localizacién para estos flujos.
En la segunda seccién abordaremos el caso [k] # 0: introducimos el revestimiento
de trivializaciéon y probamos el Teorema de Localizaciéon para flujos riemannianos
singulares en general.

4.1. Modelos de Cohomologia Equivariante y Mod-
elo de Gysin

En esta seccién realizamos un breve repaso de los distintos modelos de coho-
mologia equivariante y presentaremos un modelo (modelo de Gysin) para calcular
la cohomologia equivariante en el caso de flujos riemannianos singulares con [k] = 0.

4.1.1. Cohomologia Equivariante para acciones de S'

La cohomologia equivariante es un invariante clasico que ha demostrado ser ade-
cuado para el estudio desde el punto de vista cohomolégico de la accién de un grupo
de Lie compacto G sobre una variedad diferenciable. Como estamos interesados en
flujos, realizaremos un breve repaso de como se construyen los modelos clasicos de
cohomologia equivariante en el caso de una accién de S'. Seguiremos, mayormente,
la presentacién que hacen V.W. Guillemin y S. Sternberg en [27] para grupos com-
pactos cualesquiera, a la cual referimos para las demostraciones.

Modelo de Borel

Sea ®: S! x M — M una accién diferenciable sobre la variedad cerrada M.
Cuando ® es libre, el espacio de 6rbitas M/S! es una variedad diferenciable. Si
la accién no es libre, M/S' no tiene por qué ser una variedad diferenciable, y la
situacién puede ser mds compleja atin si en vez de S!, la accién es de un grupo com-
pacto cualquiera. La cohomologia equivariante puede entenderse como un intento de
abordar el estudio cohomoldgico del espacio de érbitas sustituyendo H*(M/S*) por
otra cohomologia adecuada.

Intuitivamente, la idea es sustituir la variedad M por un espacio del mismo tipo
de homotopia sobre el cual tengamos una accién libre de S', para después considerar
su cociente. Para ello, consideramos un espacio topolégico contractil E sobre el cual
St actie de forma libre, y podemos considerar la accién diagonal

S'x (M xE)— MxE



4.1. Modelos de Cohomologia Equivariante y Modelo de Gysin 107

que es una accion libre. Notamos que el espacio M x E tiene el mismo tipo de
homotopia que M. Tenemos la siguiente definicién

Definicién 4.1. En las condiciones anteriores, la cohomologia equivariante de M es
la cohomologfa singular del cociente (M x E)/S', y la denotaremos asi:

Hi (M) = H*(M x E)/SY).

Esta construccién se conoce como modelo de Borel. Tenemos las siguientes pun-
tualizaciones para justificar la definicién:

e Hay que probar la existencia del espacio contractil E sobre el cual existe una
accion libre del circulo. Se puede construir un espacio tal para cualquier accién
de cualquier grupo compacto, pero forzosamente no puede ser una variedad de
dimensién finita. La eleccion estandar que haremos es considerar el espacio

S* = h’mS%H = {(21,22, cee 707' : )‘ Z ’Zl‘ = 1}
y la accion natural

z (21,00 25,0, ) = (2 21, ., 2+ 25,0, .0)

e Se puede probar también que la definicién 4.1 no depende del contractil £ que
tomemos.

La siguiente propiedad de la cohomologia equivariante es esencial:

Proposicién 4.1 (axioma bdésico). Si la accidn de S' sobre M es libre, tenemos
Hg (M) = H*(M/S")

El siguiente diagrama conmutativo aglutina a todos los personajes de esta con-
struccién:

S*<——MXxS® ——>M

: | |

CP> <"— (M x S$*)/S! — M/S!

El fibrado principal p se conoce como fibrado universal, que tiene como base al es-
pacio clasificante CP*, que es el cociente de S® por S, y se puede pensar como un
limite directo de espacios proyectivos complejos. El anillo de cohomologia equivari-
ante HS (M) tiene estructura de H*(CP*)-mddulo, por medio de la proyeccién 7
del diagrama. Recordamos que cohomologia de CP* es:

H*(CP>) = Rle],
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que es el anillo de polinomios en una variable e (utilizamos esa notacién por repre-
sentar la 2-forma de Euler de la accién de Hopf). Denotaremos este anillo como

H*(CP®) = Ae,

de modo que la cohomologia equivariante es un functor contravariante que va de la
categoria de los S'-espacios a los Ae-médulos.

Ejemplo 4.1. La cohomologia equivariante de un espacio unipuntual es:
H:i (pto.) = Ae.
Sobre la variedad F' de los puntos fijos por la accién ®: St x M — M, tenemos:
H(F) = H*(F) ® Ae,

dado que la accién en F' es trivial.

Modelo tipo de Rham

Nuestro objetivo ahora es dar un modelo de cohomologia equivariante usando
formas diferenciales. Con ese fin, hemos de adaptar los conceptos utilizados en el
modelo topolégico (de Borel) con el espacio M en términos del dlgebra diferencial
graduada Q*(M). Presentamos esta adaptacién de conceptos a modo de “traduc-
cion”:

Espacio - Algebra diferencial graduada (dga) En vez de trabajar con M, tra-
bajaremos con Q*(M).

Accion sobre un espacio-Accion sobre un dga Se define una accién sobre un
dga A como una representacién de S! como automorfismos de A, junto con
operadores d, 1x, Lx que son coherentes con la representacion y que satisfacen
las ecuaciones de Weil:

Ixlx = 0

dix +ixd= Lx
dLX - Lxd - O
= 0.

(4.1)

Se debe a Cartan la idea de considerar el conjunto de estas ecuaciones como
la definicién de accién sobre un espacio.
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Espacio de 6rbitas-formas bésicas Las formas (o elementos) bésicos son aque-
llos elementos a € A horizontales e invariantes, es decir, ixa = ixda = 0. La
cohomologia de los elementos basicos Apqs se denomina cohomologia bésica, y
la denotaremos por H;, (A).

bas
Espacio contractil-dlgebra aciclica Un dga £ es aciclica si H*(2*(€),d) = R.

Accioén libre-forma fundamental no singular Diremos que una accién sobre
un dga es libre si existe un elemento X de A que cumple el papel de forma
fundamental, es decir, que es invariante y que es no singular (ixX = 1).

Estamos en condiciones de definir la cohomologia equivariante de una S'-dga:

Definicién 4.2. El anillo de cohomologia equivariante de un S!-dga es:

s1(A) = Hy,

bas

(A®E,d)
siendo & es un S'-algebra aciclica sobre la cual accién es libre.

Analogamente al caso topoldgico, siempre existe £, y ademads, esta definicién
no depende del algebra aciclica libre escogida. Nosotros tomaremos A = Q*(M) y

como algebra aciclica 2*(S°°). De ese modo, el modelo de de Rham para cohomologia
equivariante resulta:

Hgi (Q°(M)) = Hpas (27 (M) ® Q7(5%), d)
Tenemos el Teorema de de Rham equivariante:

Teorema 4.2 (de de Rham para cohomologia equivariante). Sea M un S'-

espacio. Entonces,
Hgi (M) = Hg, (°(M)).

En la siguiente tabla plasmamos la analogia de conceptos de ambos modelos.

Espacio M dga Q(M)
Accién : S! x M — M | Representacion p: S'— Aut(Q(M)) y operadores d,ix, Lx
Espacio de orbitas cohomologia basica
Espacio contractil E ~ pto Algebra aciclica H() =R
Accién libre sobre M 1-forma fundamental X invariante no singular (ixX = 1)
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Modelos de Weil y Cartan

El modelo de formas diferenciales anterior resulta complicado para los calculos.
El modelo de Weil consiste en tomar el modelo de formas diferenciales anterior
considerando el S'-algebra aciclica méas econémica, en cierto sentido. Ese dlgebra es
el algebra de Weil, que se define como:

W= Ag") © S(g),

siendo g el algebra de Lie del grupo que actiia. Como en nuestro caso, el grupo es
St el 4lgebra de Weil se simplifica mucho:

W= (R&RX)® Ae,

donde X es la 1-forma de volumen de S!', y e representa la forma de Euler. La
diferencial se define como

dw(X®1) =(1®e) y dy(l®e)=0.

Es el S'-dlgebra mds econémica en el sentido siguiente: dada otra dlgebra aciclica
con forma fundamental no singular, entonces, existe un homomorfismo de W en esa
nueva algebra.

Sustituyendo Q*(S*°) por W, llegamos al Modelo de Weil de Cohomologia equiv-
ariante:
H, (2 (M) @ W).

Aun siendo un modelo méas esquematico, todavia no es el modelo 6ptimo para
los calculos. Mediante el isomorfismo de Mathai-Quillen, podemos transformar el
complejo diferencial anterior en otro mas sencillo, a saber:

(M) @ Ae, dg1),
que llamamos Complejo de Cartan. La diferencial anterior esta definida por
dsi(w®e) =dw®e" —ixw®e

A la cohomologia de ese complejo le llamamos Modelo de Cartan para la coho-
mologia equivariante. Llegamos, pues, a la caracterizacion final de la cohomologia
equivariante:

Teorema 4.3. El modelo de Cartan calcula la cohomologia equivariante, es decir,

Hi (M) = H*(Q(M)® @ Ae, dg1).
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Observamos lo siguiente:

e Para la equivalencia de los distintos modelos, es crucial el hecho de que S! es
compacto, y de ese modo, las formas invariantes por la accién de S! calculan
la cohomologia de de Rham.

e En el modelo de Cartan la estructura de Ae-moédulo es mucho mas explicita
que en el modelo de Borel, por ejemplo.

Teorema de Localizacion

La estructura de Ae-mddulo de la cohomologia equivariante nos permite distin-
guir entre los elementos de torsion y los que no son de torsion. Ejemplos extremos
son los puntos fijos, cuya cohomologia equivariante no tiene torsién, y una accioén li-
bre, donde todos los elementos son de torsion. El teorema de localizacién afirma que
si eliminamos los elementos de torsion, la cohomologia equivariante de la variedad
es la misma que la de sus puntos fijos. De forma mas precisa:

Teorema 4.4 (de localizacién). Sea M una S'-variedad, y sea F la variedad de los
puntos fijos. Entonces, la restriccion de M a F induce un morfismo en cohomologia
equivartante:

Hg (M) — Hgi (F)

cuyo nicleo son los elementos de torsion de H (M), y cuyo contcleo es de torsion.

Podemos expresar este teorema de una forma mas algebraica. Si consideramos el
conjunto multiplicativamente cerrado

S = Ae — {0},

podemos localizar cualquier Ae-moédulo con denominadores en S. Por ejemplo, el
localizado de la cohomologia equivariante de una variedad es:

STHHg (M) = Hg (M) ®pe R(e).

Notemos que el resultado de la localizacién no es un objeto graduado. El teorema
de localizacién afirma, por lo tanto, que los localizados de H& (M) y Hg (F') son
isomorfos:

ST HL (M) =2 ST HL(F) = H*(F) @ R(e)

Ejemplo 4.2. Se puede probar que la cohomologia equivariante de un espacio con
cohomologia par es un Ae-médulo libre. Por ejemplo,

Hz (CP") = H*(CP") ® Ae = S~ HZ (CP") = H*(CP") ® R(e)
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sea cual sea la accién de S*. Por lo tanto, para cualquier accién de S! sobre CP”, se
tiene:

H*(CP") @ R(e) = H*(F) @ R(e).

4.1.2. Modelo de Gysin para flujos con [k] =0

La cohomologia equivariante para flujos isométricos aparece en el trabajo de E.
Witten (ver [57]), donde aplica técnicas de cohomologia equivariante para estudiar
las singularidades de un campo de Killing sobre una variedad. En este apartado
definiremos un modelo de cohomologia equivariante de tipo Cartan para flujos rie-

mannianos singulares con [k] = 0. Nuestra aportacién consistird en dos aspectos:
por un lado, nuestra cohomologia equivariante generaliza la anterior, pues esta aso-
ciada una foliacién .# con [k] = 0, y no a una parametrizacién concreta de esa

foliacion (campo de Killing). Por otro lado, nuestro modelo revela que la coho-
mologia equivariante se puede calcular a partir de datos esencialmente basicos. Para
nuestra definicién, adaptaremos el modelo que aparece en [44] para acciones de S!
y que presentamos a continuacion.

Sea . el f£.R.S. dado por una accién diferenciable ®: S' x M — M sobre la
variedad cerrada M. Denotaremos por Q(M/S') y Q(M/S!, F) a los complejos
Q(M/)F) y Q2 (M/ZF), respectivamente, ya que son los complejos de Verona. Con
estos complejos se puede calcular la cohomologia equivariante (ver [44]):

Proposicién 4.5 ([44]). En el caso de una accién de S' sobre la variedad cerrada
M, se tiene un isomorfismo

H(M) = 1 ({Q(M/S") & Qy(M/S', F)} ® Ae, Dg),
siendo Dgi ((a, B) @ €") = (da + e A 3, —df) @ ¢" — (3,0) @ e L.
Demostracién. Del cuasi-isomorfismo Q*(M)S' = Q*(M)S" inducido por la inclusién
M — F ——M se sigue que el complejo (QZ(M)Sl ® Ae, dg1) calcula la cohomologia
equivariante de M. Por otro lado, tenemos que la aplicacion de Gysin

U QN (M/SY) @ Y M/SY, F) — Q, (M)

es un isomorfismo, y se sigue el enunciado. L)

Sea ahora .# un flujo riemanniano singular con [k] = 0 para una métrica adap-
tada pu. Mantendremos las notaciones

(M) F) =Q5(M)F) y QO (M/F,F) =Q=(M/.F).

1
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Definicién 4.3. En las condiciones anteriores, el modelo de Gysin de cohomologia
equivariante consiste en el complejo

Q5 (M) ={Q,(M/.7) & Q;(M/.7, F)} © Ae
provisto de la diferencial
dz((a, ) ®@e") = (da+e B, —dB)@e" — (e7/3,0) @e !

siendo e la forma de Euler de p y siendo f una funcién basica tal que K = df.
Llamaremos cohomologia equivariante de # a la cohomologia del modelo de Gysin,
y la denotaremos por

H5 (M) = H* (% (M),dz)

Notamos que H% (M) es un Ae-médulo.

En un principio, el modelo de Gysin para f.R.S. depende de la elecciéon de p y
también de la eleccién de f tal que k = df. No obstante, el lema siguiente garantiza
que H% (M) es independiente de dichas elecciones.

Lema 4.6. Sean u y ' son dos métricas adaptadas al f.R.S. F y sean f y f' fun-
ciones basicas tales que df = k y df' = k'. Denotamos por dz y d'y a las diferenciales
del modelo de Gysin asociadas a (u, f) y (1, f') respectivamente. Entonces, existe
un isomorfismo diferencial de Ae-mddulos

Demostracion. Notamos que el resultado se sigue de los dos hechos siguientes:

i) el modelo de Gysin con actores (e, k, f) es isomorfo al modelo de Gysin con
actores (e'e,0,0);

i) Si py y po son métricas adaptadas con k1 = ko = 0, entonces los modelos de
Gysin con actores (e1,0,0) y (e2,0,0) son isomorfos.

Para probar i), se comprueba directamente que la aplicacién
(, B) @ e" — (,e ) @ e

es un isomorfismo entre los modelos de Gysin para (e, x, f) v (e/,0,0).

Para probar ii), notamos que dado que la clase de Euler es invariante, existe una
forma v € Q%(M /) tal que e; —e; = dry. Es inmediato comprobar que la aplicacion

(., f) @€ —(a=7AG,0) @€

es un isomorfismo entre los modelos de Gysin para (e1,0,0) y (es,0,0). )
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Observacion 4.1. Notamos que en el caso de que .# esté dado por una accién de
S, tenemos
§1<M) = H}(M)

Observaciéon 4.2. El modelo de Gysin revela que la cohomologia equivariante
de una accién de S! se puede recuperar con datos bésicos, a saber, los comple-
jos QU (M/F) y Q5 (M/.F) y la clase de Euler. En este sentido es mds intrinseco que
los modelos clésicos presentados, que se definen en términos de la accién de S*.

Observacién 4.3. Si . esta dado una acciéon ®: R x (M, u) — (M, ) que preser-
va una métrica p, podemos considerar el modelo de Cartan

H*<Q*(M)R b2y Ae? d]R)7

donde
drpw®e) =dw®e —ixw®e

Notamos que es necesario que x = 0 para poder trabajar con el complejo de las
formas invariantes por R. La ventaja del modelo de Gysin con respecto a este es que
podemos trabajar con métricas para las que no se cumpla necesariamente x = 0,
bastando que [k] = 0.

La cohomologia equivariante de un f.R.S. con [k] = 0 es un Ae-médulo que se
puede localizar, al igual que en el apartado anterior. El localizado de la cohomologia
equivariante es el R(e)-espacio vectorial

H;?(M) OAe R<e)

Notamos que el localizado no es un objeto graduado. A continuacién, vamos a probar
el teorema de localizacion para la cohomologia equivariante de flujos riemannianos
singulares. Si bien las pruebas clasicas sirven para el modelo de Cartan para acciones
de R por isometrias, nosotros presentaremos una prueba usando el modelo de Gysin.

Teorema 4.7 (de localizacién). Sea .7 un f.R.S. con [k] =0, y sea F' la variedad
de los puntos fijos. Entonces la inclusion F——=M induce un isomorfismo

H% (M) ®@pe R(e) = H*(F) ®@a. R(e)

entre las localizaciones de sus respectivas cohomologias equivariantes.
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Demostracion. El homomorfismo V estd dado por la féormula

V(D _(anB)@eloQe) =) lar] @ Qle), (4.2)

T T

siendo «a,.r la forma inducida en F' por la forma de Verona «,. Para construir la
inversa de V necesitaremos un natural N lo suficientemente grande como para que
e¥ = 0 para todo £ > N. Podemos asegurar esto tltimo tomando N = n = dim M.
Definimos ahora:

Qe)

A(hl@ Q) = [(nr,0) @ e + 3 (0, e dyy Aet ) @ "o =7

k=1
= (a1, 0) @ €™ + (0, el dypr) @ e
+ (0, dypr Ae) @ e 2

Q)

+ (0, eYdyy Ae" P @ 1] ® o

Y

siendo vy, una extension bésica de F' a M (como en la sucesién del par (M /%, F)).
Para asegurar que A esta bien definida hay que realizar las siguientes comproba-
ciones:

1. La forma .
(var,0) ® €™ + Z(O, ey N e @ enF
k=1

es dg-cerrada (se comprueba directamente);

2. La definicién no depende de la extensién vy, que elijamos. En efecto, si v}, es
otra extensién bdsica, entonces tenemos que « = vy — vy, € QE(M/.F, F), de
modo que basta probar que la forma

w=(a,0)®e" + Z(O, eMda A e @ ek
k=1
es exacta. Esto se cumple, ya que podemos comprobar directamente que

n

dz(— Z(O, lane e = w.
k=1

Notamos que en este punto es crucial el hecho de que ar = 0, ya que de otro
modo no podriamos considerar las formas del tipo (0, e* a A eF~1) .
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3. Hay que comprobar que la expresién A([y] ® Q(e)) no depende del represen-
tante de la clase [y], es decir, que A([dv],Q(e)) = 0. En efecto, basta tener en
cuenta que si vy, es una extension basica de v, entonces dvy,; es una extension
bésica de dv, y por lo tanto,

A(ld] ® Q(e)) = [(dyar, 0) @ 1] © Q(e) = [dz((7ar,0) © 1)] @ Q(e) = 0.

Nos queda comprobar que V y A son inversas, una de la otra. Es evidente que
A oV = Id. La comprobacion de V o A = Id es mas larga, pero directa, y la
mostramos a continuacién. Sea

W= Z(araﬂr) & e’

T

un dz-ciclo. Entonces, se cumple
da, + B Ne—e 3._,=0 ¥r>0. (4.3)

Tenemos, por lo tanto,:

Ao V([w] ® Qe) = A [onr] ® €'Q(e))

T

= Z[(ar, 0) ®e" + Z(O, eda, NP @M ®

r k=1

— [Z(ar, 0) ® e + i Z(O, eMda, NeFTH) @ M @ @le)
k=1

e'Q(e)

e?’L

en

T s

_ ' - kf 7 k—1 i Q(e)
[Z (az—n7 Z Ae daz—n—i—k Ne ) e | & on
>0 k=n—1
(4.4)
Calculamos aparte el dltimo sumatorio usando la férmula (4.3):
Z e daipg_n N = Z e (e Biikn-1 — Biyrn Ae) A
k=n—1 k=n—1i
n—1 n
= 62'711 + Z ekfﬁl#kfn A ek - Z ekfﬁiJrkfn A ek (45)

k=n—i k=n—i
=Bin—eBNe"
= ﬁ’ifn-
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Juntando (4.4) y (4.5), obtenemos finalmente

AV(]© Q) = (Y (i o) & )] & L0

i

= [Z(@i, B) @ el @ Q(e)

)

= [w]® Q(e),

de modo que V y A son inversas y hemos terminado la prueba. &

4.2. Teorema de Localizacién para Flujos Rieman-
nianos Singulares

En la seccién anterior hemos definido la cohomologia equivariante para f.R.S.
con [k] = 0 mediante el modelo de Gysin, y hemos probado un teorema de lo-
calizacién. En esta seccién trabajaremos con f.R.S. generales. El hecho de que [x]
no sea necesariamente nula nos impide definir una cohomologia equivariante de .#
con el modelo de Gysin. No obstante, recuperaremos también la cohomologia de los
puntos fijos de .# de una manera similar al teorema de localizacién de la seccion
anterior, valiéndonos de un f.R.S. con [k] = 0 asociado naturalmente a (M,.7): el
revestimiento de trivializacion de [k] (ver [29]).

4.2.1. Revestimiento de trivializacion

Comenzamos describiendo brevemente la construccion y algunas propiedades del
revestimiento de trivializacién asociado a una forma cerrada w € Q'(M) (ver [29]
para los detalles). Consideramos el homomorfismo de los periodos, dado por

Per,: m(M) — R
[ — [Lw

Notamos que esta bien definido, gracias al teorema de Stokes. Notamos también que
esta definicién no depende del representante de [w] € H'(M) escogido. Por ser un
homomorfismo sobre un grupo abeliano, queda inducido un homomorfismo:

Per,: H{(M)—R,

que corresponde a la clase [w] € H'(M) mediante el isomorfismo de de Rham. El
grupo I, = im Per,, se conoce como grupo de los periodos. Si I, = 0, se tiene que
w es una forma exacta.
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Consideramos ahora el revestimiento regular
p: M— M,

correspondiente a ker Per,,, que es un subgrupo normal de 7!(M). Se dice que p
es el revestimiento de trivializacion de la clase [w]. Notamos que II,, es el grupo de
automorfismos del revestimiento p. Tenemos que @ = p*w es una forma exacta.

Sea ahora % un f.R.S. sobre la variedad cerrada M. Consideramos el reves-
timiento de trivializacién de [k] € H*(M):

p: M—M.

Consideramos en M la foliacién .F = p*.Z. Esta foliacién cumple las siguientes
propiedades:

Proposicion 4.8. En las condiciones anteriores, tenemos:
i) F' es un flujo riemanniano con [K] = 0;
ii) Los entornos de Carriére de M son distinguidos para el revestimiento;

iii) Todo estrato de puntos fijos S posee un entorno en M que es distinguido para
el revestimiento;

Demostracion. La primera parte de i) se sigue del hecho de que la aplicacién de
revestimiento es una isometria local. La segunda se sigue de la construccion del
revestimiento y del hecho de que H*(M /%) — H'(M) sea inyectiva.

Para probar i), sea m € M y sea U un entorno de Carriére de m. Por el lema
2.14, la restriccion de k a U es exacta, es decir, Ky = df, donde f € C>®(U). Sea
m € pt(m) y sea U la componente conexa de p~!(U) que contiene a m. Entonces,
la proyeccion R

puv =plg: U—U
es un revestimiento, con lo cual tan sélo nos queda probar que es de una hoja. Para
ello, notamos que si [a] € 71 (U, m), entonces por Stokes,

pers(fal) = [ w= [ar =0,

de modo que los levantamientos de lazos de U son lazos en U. Esto implica que el
revestimiento p: U — U es de una hoja, y por lo tanto, U = U.
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Para ver iii) basta notar que se puede tomar un representante de x que se anule
en un entorno de un estrato de puntos fijos (por ejemplo, tomando la métrica de la
observacién 3.12), y proceder como en ii). &

Observacion 4.4. Notamos que [x] = 0 si y s6lo si su revestimiento de trivializacién
asociado es de una hoja, en cuyo caso, se tiene M = M y p = Idy,.

4.2.2. Teorema de Localizacion

En este apartado obtenemos el teorema de localizacicirl para flujos riemannianos
singulares. La estrategia serd como sigue: como el flujo .%# cumple [£] = 0, podemos
considerar su cohomologia equivariante H* (Z\//_T ) v aplicar ahi el teorema de local-
izacion 4.7. Al introducir el revestimiento de trivializacién, intuitivamente perdemos
informacién sobre la cohomologia bésica de .# (la relacionada con la clase [k]). No
obstante, tenemos que el R(e)-espacio vectorial H* (M ) ®ae R(e) conserva informa-
cién sobre los puntos fijos de .# en el siguiente Sentldo veremos que existe una
accion del grupo de los periodos G sobre el localizado H ’i (]\/[ ) @xe R(e€), y consider-
aremos los elementos invariantes por esa accion. El teorema de localizacion establece
entonces que

(H%(M) 4. R(e))€ 22 H*(F) @ R(e).

Consideramos en M la métrica adaptada i = p*u. Tenemos, también, X, € = p*e y
k = p*k. Como [ es invariante por GG, tenemos que X, e y k también lo son.

Tenemos el siguiente resultado:

Lema 4.9. Sea f tal que k = df. Entonces, existe un homomorfismo de grupos
¢: (G7 O) - (R+7 )
tal que g*(ef) = ¢(g)e’.

Demostracion. Si fijamos un punto a € J\//T, podemos imponer f(a) = 0 sin pérdida
de generalidad. Tenemos, para cada g € G,

df =k =gk =g"df =d(g"f),

de modo que

dlg"f —f) =0.
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Por lo tanto, tenemos que g* f — f es una funcién que toma el valor constante C; en
todo M. Es mas, se cumple

Cy = 9" f(a) — f(a) = g" f(a).

Por lo tanto, definimos ¢(g) = ¢“s. Veamos que es un homomorfismo de grupos: por
un lado, es claro que si e = 15; es el elemento identidad de G, se tiene ¢(e) = 1. Por
otro lado, sean g1, go € G. Tenemos

[+ Chog, =(91092)" f = 93(01 f) = 9a(f + Cy) = [ + Cy, + Cy,.
De donde se sigue Cy, o4, = Cy, + Cy,, vy por lo tanto, ¢(g1 0 g2) = ¢(g1)0(g2)- )

Consideramos la cohomologia equivariante de (]\/4\ , é:), calculada a partir del modelo
de Gysin para ¢,k y f. Tenemos la siguiente accién de G:

Lema 4.10. La aplicacion

—~ —

U: G x H;A(M) R e R(e)—>H(}(M) ®re R(e)

dada por
v (g,

donde n = dim M, es una accion.

> (on. 3) @€

r>0

® Q(e))

= [Z (g*ozi_n, i ekfdg*ozi_nJrk A é\k_l) ® et

>0 k=1

Demostracion. Se comprueba directamente que W estd bien definida (los célculos
son similares a los del teorema 4.7). Utilizando el hecho de que ) - o(ar, 3,) @ e es
un ciclo, se obtiene la siguiente expresion equivalente:

v <g7

> (on. 3) @€

r>0

® Q(e))

" g - o = i Qe
= [Z (g Qf—p, ¢(g) lg ﬁi—n + (¢(g) 1 1) Zg 6i—n+k: A (efe)k) Rel ® e(n)
120 k=1
(4.7)
Si e es el elemento neutro de G, tenemos ¢(e) = 1, y se sigue inmediatamente

de (4.7) que ¥(e,w) = w. La comprobaciéon ¥(g;g2,w) = V(g1, V(ga,w)) se sigue
directamente de (4.6). &
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Observacién 4.5. Notamos que si [k] = 0, tenemos que tanto ¢ como ¥ son
triviales.

Llegamos al resultado final de este capitulo:

Teorema 4.11 (de localizacién para flujos riemannianos singulares). Sea .#
un f.R.S. sobre la variedad cerrada M, y sea F' la subvariedad de los puntos fijos.
Denotamos por G el grupo de los periodos del revestimiento p: M — M de trivia-
lizacion de [k], y consideramos la accion de G dada por (4.6). Entonces, la inclusion
F——=M y p inducen un isomorfismo

(H%(M) @4 R(e))€ 22 H*(F) @ R(e).

Demostracion. Sea F la variedad de los puntos fijos de Z. Por la proposicion 4.8,
tenemos que F = p~}(F), y ademds p: F — F es un revestimiento de grupo G. En
consecuencia, se tiene Q*(ﬁ)‘DF = p*Q*(F) para la accién ¥p(g,w) = g*w. Por lo
tanto, tenemos

H*(F)'r = H*(F) v (H*(F)® R(e)) Y% = H*(F) @, R(e).

Consideramos ahora el diagrama

— < —~

(H%(M) @nc R(e)) — H*(F) @ac R(e) »

| ;

H* (F> ®Ae R(e)

donde V es el isomorfismo dado por (4.2). Se comprueba inmediatamente que el
diagrama anterior es equivariante si consideramos las acciones ¥, (Vr @ Id) y la
accion trivial sobre H*(F')®@x.R(e). Pasando al cociente por las respectivas acciones,
obtenemos el resultado. &

Observacion 4.6. En el caso que k] = 0, tanto el revestimiento como la acciéon ¥
son triviales, y por lo tanto, el teorema 4.11 generaliza 4.7.
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Apéndice

Sea ®: S x M — M una accién diferenciable sobre la variedad cerrada M. El
espacio cociente M/S! tiene estructura de pseudovariedad estratificada. Para este
tipo de espacios, M. Goresky y R. MacPherson definen la homologia de interseccion
(ver [25]), que se calcula con ciertas cadenas de simplices singulares SC7(M/S!).
Denotaremos la homologia y cohomologia de interseccion mediante

IHI(M/S') = H.(SCI(M/S"),0) vy IH;(M/S') = H*(Hom(SCI(M/S"),R),9),
siendo 0 y ¢ los operadores borde y coborde usuales.

En el capitulo 3 hemos definido la cohomologia bésica de interseccion de un flujo
riemanniano singular .%, usando formas diferenciales en la parte regular de M. El
objetivo de este apéndice es justificar la definicion que hacemos de cohomologia de
interseccién, probando que si .# estd dado por una accién de S', entonces tenemos
un isomorfismo

H2(M).F) = [H:(M/SY), (A.8)

donde p y q son perversidades duales.

La estrategia para probar el isomorfismo (A.8) es como sigue: usaremos la in-
tegracién de formas sobre simplices, como en el Teorema de de Rham, lo cual no
podemos realizar directamente sobre SC?(M/S') por dos motivos: primero, que los
simplices de ese complejo no son diferenciables, y segundo, una cuestion de finitud,
debido a que las formas perversas estan definidas en M — F'y no en todo M. Para
superar estas dos particularidades, introduciremos un subcomplejo SCZM (M /S!) de
SCI(M/S') formado por cadenas de simplices levantables a simplices diferenciables
en M, sobre los cuales si que podremos integrar formas perversas. Este nuevo com-
plejo sirve para calcular la cohomologia de interseccion, y a su vez la integracién
define un cuasi-isomorfismo con Hx(M/.7). En otras palabras, construimos un dia-
grama de cuasi-isomorfismos

123



124 Apéndice

(Q(M/.F),d) —> (Hom(SCTM(M/S'), R), 6)

Tb*

(Hom(SC4(M/SY),R),4),

donde W es la aplicacion de de Rham, p y g son perversidades duales e ¢* esta inducido
por la inclusién ¢: SCTM(M/ST) ——=SCI(M/S').

Tanto el procedimiento como las demostraciones son analogas a las que se en-
cuentran en [50] y [7] para el contexto de variedades estratificadas, por lo que tan
sélo presentaremos el esquema de la prueba de (A.8).

A.3. Homologia de Interseccion

Trabajaremos con un espacio estratificado A (ver [7] para las definiciones).

Definicién A.4. Una perversidad g sobre el espacio estratificado A es una aplicacion
que asigna a cada estrato singular S un nimero entero g(S) € Z.

Notamos que esta definicién es coherente con la definicién 3.8, donde los tinicos
estratos singulares son los estratos de puntos fijos. Usaremos las mismas conven-
ciones de notacion que para las perversidades del capitulo 3, con la salvedad de
ta(S) = cods S — 2. Dado que para la cohomologia bésica de interseccién consider-
aremos perversidades 0 < p < t + 1, para la homologia de interseccién tomaremos
perversidades —1 < g < t.

Definicién A.5. Diremos que un k-simplice singular o: A, — A es g-admisible si
se verifican las siguientes condiciones:

i) o envia el interior de Ay en el estrato regular de A;

ii) 071(9) C (k — coda(S) + q(9))-esqueleto de Ay para todo estrato S.

Definicién A.6. Diremos que una cadena singular ¢ = 3 7" | r;0; es g-admisible si

cada simplice o; es g-admisible y ademas dc esta formada por simplices g-admisibles
(notamos que esto no implica necesariamente que cada do; sea g-admisible).

Denotaremos por SCZ(A) el complejo de las cadenas singulares g-admisibles. La
homologia de este complejo diferencial es la homologia de interseccion:

[HI(A) = H,(SCT(A),d).

Los siguientes célculos se pueden encontrar en [35]:
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Proposicién A.12. Si E es una variedad contractil, la aplicacion a — (tg,a), donde
to es un punto fijado de E, induce un isomorfismo IHI(A) = [HI(E x A).

Proposiciéon A.13. Si A es compacta, entonces la aplicacion a — [ty, al, donde to
es un punto prefijado de (0,1), induce un isomorfismo

_ 7 j <n—qv);
IHI(CA) = {IHJ (4) sij<n—q(v);
0

en otro caso,

siendo v el vértice del cono CA y n la dimension del estrato mazimal de A.

También tenemos la siguiente propiedad, probada en [50]:

Proposicién A.14. Si A es una variedad, entonces THI(A) = H,(A) para toda
perversidad 0 < G < t4.

Volvemos ahora a la accién diferenciable ®: S* x M — M. Denotaremos por
m: M — M/S

la proyeccién sobre el espacio de 6rbitas. Recordamos brevemente la estructura de
variedad estratificada de M/S', descrita en [28]. Denotamos por S! al subgrupo de
isotropia de x € M. Tenemos definida en M una estratificacion S determinada por la
relacion de equivalencia (z ~ y) = (S} = S;). Los estratos de S son las componentes
conexas de las clases de equivalencia de ~. Tenemos tres clases de estratos: el estrato
regular o maximal (formado por puntos cuyo subgrupo de isotropia S. es trivial),
estratos de puntos fijos (S! = S') y estratos excepcionales (los restantes). Diremos
que los estratos no regulares son singulares. Consideramos en M /S! la estratificacién

7(S) = {n(S): S € S}.

Diremos que 7(S) es un estrato regular o singular de M/S" si S lo es de M. El
estrato regular de M/S! es denso en M/S'. Notamos que en el caso de un estrato
de puntos fijos S, podemos identificar 7(S) con S. Llamaremos F' al conjunto de los
puntos fijos por la accién. Identificaremos también 7(F') con F.

Definiremos a continuacién un subcomplejo de SCI(M/S!') que nos permitird in-
tegrar formas perversas.

Definicién A.7. Un simplice g-admisible o: A, — M/S' se dice que es levantable
a M si se cumple:
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i) 07Y(F) es una cara Ap de Ag;

ii) existe un simplice o);: Ay — M diferenciable tal que el siguiente diagrama
es conmutativo:

M
Ay —2= M/S!

Una cadena g-admisible ¢ = Zj rjo; se dird que es levantable a M si cada o}
y cada simplice de Oc son levantables a M.

Denotaremos por SC%M (M /S!) al complejo de cadenas g-admisibles y levantables
a M. Notamos que es un complejo diferencial, debido a 0 o 7 = m,0. Definimos la
homologia de interseccion levantable

IHIY = H.(SCIY(M/S'),0)

Se comprueba que las pruebas de las proposiciones A.12 y A.13 son validas para la
homologia THZM (M /S*).

La condicién ii) de la definicién A.7 nos solucionard el problema de diferencia-
bilidad a la hora de integrar formas sobre el simplice. La condicién i) combinada
con la ii) nos permitird definir la explosién de un simplice levantable, lo cual como
veremos, nos dard la finitud de la integral. Recordamos la siguiente definicién (ver,
por ejemplo, [50]):

Definicién A.8. Sea Ay una cara del simplice estandar A = Agy,;11, vy sea A; la
cara opuesta de A, en A. Entonces, la explosion de A con respecto a Ap es la
aplicacion

Ln: CAp x Aj— A
dada por Za([t,z],y) = (tz + (1 — t)y).

La explosion Za: CAr x A; — A lleva difeomérficamente el interior del prisma
CApr x A; sobre el interior de A. Tenemos el siguiente lema, que se demuestra de
forma similar a la proposicion 3.5.

Lema A.15. Sea 0: A—— M/S' un simplice g-admisible y levantable a M, y sea
A; la cara opuesta de Ap = o~ (F). Entonces, existe una aplicacion diferenciable
orv: OAp x A — M de manera que el siguiente diagrama es conmutativo:

CAp x A —2% 37

zAl lz

A—22 >\
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En las condiciones del lema A.15, denotaremos la explosion de A mediante

Dn: A—A.

A.4. Integracién de formas perversas

Sea .Z el flujo riemanniano singular determinado por la accién ®: St x M — M.
Consideramos una perversidad 0 < p < £ + 1 definida sobre los estratos de puntos
fijos de M, y consideramos la perversidad dual g (recordamos que g(S) + p(S) =
codys S — 3). Notamos que podemos considerar § como una perversidad sobre el es-
pacio estratificado M/S! sin méas que definir g(S) = 0 para cada estrato excepcional
S. Diremos que las perversidades p y q asi definidas son perversidades duales (no-
tamos que esta nomenclatura es coherente con la definicion de perversidades duales
del capitulo 3).

Definimos a continuacion la aplicacion de de Rham perversa, que relacionara las
cohomologias HX(M/.F) y HXM(M/S"):

U: QE(M/.F) — Hom(SCPM (M/S"),R) (A.9)

dada por

w) (;rja]) :;rj/ deer]/J]M w,

donde A, denota el interior de Aj.

Hemos de probar en primer lugar que f oyw < oo para toda k-forma perversa

w. Como consecuencia del lema A.15, tenemos que para todo simplice g-admisible
levantable a o, y para toda forma perversa w,

* ~ ok~ ~ ko~
/w:/oaMw:/ion:/NJMw<oo.
o Ak Ak Ak

A continuacién comprobamos que la definiciéon de ¥(w)(o) no depende del lev-
antamiento o, escogido, como nos asegura el siguiente

Lema A.16. En las condiciones anteriores, sean oy y oh, son dos levantamientos
de o: A, — M/S'. Entonces, se tiene on oh(w) = on o (w)
k k
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Demostracion. Sean oy y o), como en en enunciado. Tenemos el diagrama conmu-
tativo

o

R — e veg(M)
N
reg(M/SY),

donde reg(M) y reg(M/S') denotan los estratos maximales de M y M/S', respecti-
vamente. Como 7: reg(M) —reg(M/S') es un fibrado localmente trivial (con grupo
estructural difeomorfo a S'), tenemos

T (Q (reg(M/S1))) = Q" (reg(M) /),
y por lo tanto, existe una forma n € Q*(reg(M/S')) tal que
Wlreg(v) = T71).

Tenemos, por lo tanto,

/o ot (w) = / ot (hegian) = / ol = / on,
Ap Ag Ap Ay

y de la misma manera obtenemos

L3

Nuestro siguiente paso es comprobar que la aplicacién de de Rham es una apli-
cacion diferencial. Para ello, tenemos que probar una férmula de tipo Stokes, en la
cual el hecho de que las perversidades p y ¢ sean duales jugara un papel crucial.

Proposiciéon A.17 (férmula de Stokes). La aplicacion de de Rham perversa
U (Q(M/.F),d) — (Hom(SCPY (M/S'),R), 6)
es una aplicacion diferencial.

Demostracion. Sea w € Q5(M/.F) y sea 0: A— M/S' un simplice g-admisible
levantable. Denotaremos, como antes, A; a la cara opuesta de Ap = o 1(F) en A.

Hemos de probar
/ w = / dw.
do o
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Directamente se obtiene
O(A) = D(A) U (Ap x {1}) x A,
Identificando (Ap x {1}) x A; con Ap x A;, tenemos
/dw_/d(ﬁw*a_ (m*a:/@*a+ / @*@:/w+ / )
8/2 AFXAZ' oo AFXA'L

de donde la proposicién se reduce a probar

/ & =0. (A.10)
AFXAZ'

Denotamos por S el estrato de puntos fijos tal que o(Ar) C S. Tenemos un diagrama
conmutativo

A<—"AF X A; _o oS
f/Al lpl lffs
A Ap —— S

siendo p; la proyeccién sobre el primer factor. Del diagrama deducimos que ;7 envia
vectores pp-verticales en vectores Zs-verticales. En consecuencia, tenemos

Y

p(S) = llwlls = [loywllap-
Como A es g-admisible, tenemos que
o 1(S) = Ar C (dim(A) — p(S) — 2)- esqueleto de A,
de donde se sigue
y por lo tanto, el grado vertical de a w) en A x A; ha de ser estrictamente menor

que dim A;. Esto imposibilita que ¢ ) sea una forma de volumen de Ap x A;, de
donde se sigue (A.10) y por lo tanto, la proposicién. )

dim(A;) > p(S) + 1,
(
(W

Llegamos al teorema final de este apéndice:

Teorema A.18. Sea .Z el f.R.S. dado por una accion ®: S' x M — M, sea 0 <
p <t+1 yseaq su perversidad dual. Entonces, tenemos el siguiente diagrama de
cuasiisomorfismos:

(Q(M/).F),d) —> (Hom(SCTM(M/S'), R), §)

TL*

(Hom(SC?(M/S"),R), §),
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donde 1* estd inducida por la inclusion natural y V es la aplicacion de de Rham
PETversa.

Esquema de la demostracion. La cohomologia basica de interseccién satisface la propiedad
de Mayer-Vietoris (lema 3.15). Las otras dos cohomologias también la satisfacen,
aplicando subdivisién baricéntrica (ver [7]). Usando el truco de Bredon podemos
reducirnos a probar el enunciado sobre dos tipos de abiertos:

1. Por un lado, tenemos entornos conjugados a U x CS?**+! siendo U contréctil;
los cuasiisomorfismos en este caso se reducen a CS?**1 y se siguen de los
célculos locales (lema 3.12 y proposiciéon A.13, valido para las dos homologias
de interseccién).

2. Por otro lado, tenemos entornos tubulares E de estratos excepcionales S donde
S! actia de forma casi-libre. En este caso, como E se retrae de forma diferen-
ciable y foliada sobre S nos restringimos a probar el cuasiisomorfismo sobre S.
La cohomologia bésica de interseccién es la de Q*(S/S!). Las otras dos coho-
mologfas también son isomorfas a Q*(S/S'), debido a que la perversidad que
hemos tomado en esos estratos es 0, y podemos aplicar la proposicién A.14.

&
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