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ESTUDIO COHOMOLÓGICO DE FLUJOS RIEMANNIANOS

por
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. . .
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Introducción

En esta memoria realizamos un estudio cohomológico de los flujos riemannianos.
Una breve explicación de las palabras del t́ıtulo nos centrará en las materias de
estudio y los propósitos de esta memoria.

Trabajaremos con una variedad M , diferenciable en el sentido C∞ y cerrada, es
decir, compacta y sin borde. Un flujo F (de momento, regular) sobre M lo podemos
entender como una foliación orientada de dimensión 1 sobre M , o bien como una
acción diferenciable de la recta real, en cuyo caso las órbitas de la acción vendŕıan
a ser las hojas de la foliación. También podemos pensar en un campo de vectores
sin singularidades, siendo las curvas integrales del campo las que determinan la
foliación. En estos tres puntos de vista aparecen objetos matemáticos distintos, pero
relacionados: dos acciones distintas pueden determinar la misma foliación, debido a
una cuestión de reparametrización, y lo mismo sucede al multiplicar un campo no
singular por una función estrictamente positiva. El objeto que nos interesará va a
ser la foliación F que se define, y por lo tanto, los invariantes que estudiaremos no
serán alterados por los cambios de parametrización de una acción o campo que los
defina.

Cuando hablamos de estudio cohomológico, nos referimos a investigar las pro-
piedades de ciertos invariantes cohomológicos de la foliación. Precisando más, nos
interesan la cohomoloǵıa de de Rham H∗(M), que sabemos por el Teorema de de
Rham que es isomorfa a la singular, y la cohomoloǵıa del “espacio cociente” o espacio
de hojas de F . Al trabajar con flujos, este espacio puede resultar muy patológico
desde el punto de vista geométrico: en primer lugar, no tiene por qué ser una variedad
diferenciable (en el caso de que el flujo sea una acción libre del ćırculo S1, śı que
lo es), y de hecho hay ejemplos sencillos, como el de un flujo lineal de pendiente
irracional sobre el toro T2, donde el espacio cociente tiene topoloǵıa indiscreta, y
por lo tanto, no nos aporta información sobre la estructura transversa de ese flujo.
Por lo tanto, usaremos la cohomoloǵıa básica H∗(M/F ), que es la cohomoloǵıa de
las formas básicas (una forma de de Rham es básica si cumple iV ω = iV dω = 0 para
todo campo V tangente a F ). Esta cohomoloǵıa ha demostrado ser un invariante

iii



iv Introducción

adaptado y rico en propiedades, el invariante adecuado para estudiar la estructura
transversa de un flujo (y de foliaciones de cualquier dimensión). Estamos interesados
en relacionar la cohomoloǵıa básica con la de la variedad, y eso lo haremos mediante
una sucesión exacta larga, la sucesión de Gysin.

La sucesión de Gysin, clásica en topoloǵıa algebraica (ver, por ejemplo, [5]), se
puede construir en la siguiente situación: sea π : E−→B un fibrado de fibra una
esfera Sk. La sucesión de Gysin es:

· · · → H i(B)
π∗

−→ H i(M)
∫
r−→ H i−k(B)

ε−→ H i+1(B) → . . . ,

donde
∫
r es la integración a lo largo de las fibras y ε la multiplicación por la clase

de Euler del fibrado.

La sucesión de Gysin aparece en el siguiente tipo de flujos: sea una acción libre
y diferenciable del ćırculo S1 sobre la variedad cerrada M . En ese caso, el espacio
de órbitas M/S1 es una variedad diferenciable y la proyección π : M −→M/S1 es
un fibrado principal, con lo que reproducimos la situación anterior para k = 1. La
cohomoloǵıa básica del flujo correspondiente coincide en este caso con la cohomoloǵıa
del espacio de órbitas M/S1. La sucesión de Gysin que tenemos es:

· · · → H i(M/S1)
π∗

−→ H i(M)
∫
r−→ H i−1(M/S1)

ε−→ H i+1(M/S1) → . . .

En [42], M. Nicolau y A. Reventós construyen la sucesión de Gysin mostrada para
acciones casi-libres de S1.

Nuestro objetivo es extender este resultado al caso de flujos. Como un flujo
puede ser en general muy patológico, nos restringiremos a una clase de flujos cuyas
propiedades nos permitan abordar su estudio: los flujos riemannianos. Un flujo F es
riemanniano (ver [43]) si existe una métrica µ sobre M cuya componente ortogonal
es invariante por F . Diremos que este tipo de métricas son casi-fibradas. Notamos
que las acciones del ćırculo (o flujos periódicos) inducen foliaciones riemannianas,
ya que siempre podemos tomar una métrica que sea invariante por la acción; en
particular, su componente ortogonal.

La sucesión de Gysin ha sido construida por F. Kamber y P. Tondeur en [32],
para el caso de flujos isométricos, es decir, acciones R×(M,µ) −→ (M,µ) sin puntos
fijos, y que preservan una métrica riemanniana µ sobre M . En particular, los flujos
isométricos son riemannianos. La sucesión de Gysin conseguida es:

· · · → H i(M/F )−→H i(M)−→H i−1(M/F )
ε−→ H i+1(M/F ) → . . .
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El homomorfismo de conexión es la multiplicación por la clase de Euler [dχ] ∈
H2(M/F ), siendo χ la forma fundamental del flujo. Es crucial para obtener el
resultado que el grupo de isometŕıas Iso(M,µ) es compacto.

El objetivo principal de esta memoria es obtener una sucesión de Gysin para
flujos riemannianos singulares, es decir, flujos riemannianos con puntos fijos. Las
diferencias que tenemos que abordar son dos:

1. El flujo es riemanniano, y no isométrico;

2. La existencia de puntos fijos hace que tengamos una foliación singular y no
regular.

Para facilitar la comprensión, procederemos en dos etapas: primero resolvemos el
caso de flujos riemannianos sin puntos fijos (caso regular), y despues con puntos
fijos (caso singular).

El caṕıtulo 1 estará dedicado al material preliminar sobre foliaciones, centrando
nuestra atención en las foliaciones riemannianas y la cohomoloǵıa básica. También
se recordarán los conceptos básicos sobre foliaciones riemannianas singulares.

En el caṕıtulo 2 nos ocupamos del caso riemanniano regular, que presenta dos
diferencias sustanciales con respecto al caso isométrico. Por un lado, la diferencial de
la forma fundamental ya no tiene por qué ser una forma básica, tal y como ocurŕıa
en el caso isométrico, sino que tenemos una descomposición:

dχ = e + χ ∧ κ,

siendo e la forma de Euler y κ la forma de curvatura media, las cuales podemos
suponer básicas (ver [17]). La segunda diferencia fundamental consiste en que ya
no tenemos asegurado que R viva en un grupo compacto, como suced́ıa en el caso
isométrico. Por lo tanto, abordaremos el problema de una manera distinta, utilizan-
do fuertemente la geometŕıa local de estos flujos, que ha sido descrita en [15]. La
comprensión de estos modelos locales junto con una técnica de tipo Mayer-Vietoris
nos lleva al primer resultado importante de esta memoria (ver [48]):

Teorema 2.17 (Sucesión de Gysin para flujos riemannianos regulares). Sea
F un flujo riemanniano sobre una variedad cerrada M , y sea una métrica casi-
fibrada tal que su forma de curvatura media κ sea básica. Entonces, tenemos la
siguiente sucesión exacta:

· · · → H i(M/F )−→H i(M)−→H i−1
κ (M/F )

ε−→ H i+1(M/F ) → . . . , (1)

donde el homomorfismo de conexión es la multiplicación por la clase de Euler [e] ∈
H2

−κ(M/F ).
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Los grupos de cohomoloǵıa H∗
κ(M/F ) que aparecen en (1) denotan la coho-

moloǵıa básica κ-torcida, que es la de las formas básicas con la diferencial torcida
dκω = dω − κ∧ω. Es importante notar que la cohomoloǵıa básica κ-torcida es dual
de la cohomoloǵıa básica (ver [33]) y que en el caso de que el flujo sea isométrico,
ambas cohomoloǵıas coinciden.

Si F es isométrico, la clase de Euler [dχ] ∈ H2(M/F ) es un invariante de la
foliación (es decir, determina una clase que no depende de la métrica elegida), y su
nulidad equivale a la presencia de una fibración transversa a F (ver [49]). En el
caso de flujos riemannianos, probaremos que la clase de Euler [e] ∈ H2

−κ(M/F ) es
también independiente de la métrica casi-fibrada que hayamos elegido (en el sentido
de 2.19) y su nulidad se puede caracterizar de una forma geométrica en el siguiente
teorema, que es el segundo resultado relevante de esta memoria:

Teorema 2.21. Para un flujo riemanniano F son equivalentes:

i) la clase de Euler se anula;

ii) existe una foliación G transversa a F definida por una 1-forma ω cuya torsión
es básica.

Además, cualquiera de las dos condiciones implica que G es transversalmente af́ın.

En el caṕıtulo 3 construimos la sucesión de Gysin para flujos riemannianos sin-
gulares, es decir, flujos con puntos fijos que admiten una métrica casi-fibrada. Estos
flujos son foliaciones riemannianas singulares, en el sentido de P. Molino (ver [38]),
de dimensión 1. Molino da una adecuada descripcion local de estas foliaciones en
[38], donde se prueba que cada componente conexa del conjunto de puntos fijos F
es una variedad compacta.

Utilizaremos la cohomoloǵıa de intersección, la cual ha demostrado ser útil para
el estudio de variedades estratificadas. En el caso de una acción no libre del ćırculo
S1, en [28] se construye la siguiente sucesión de Gysin utilizando cohomoloǵıa de
intersección.

· · · → H i
p(M/S1)−→H i

p(M)−→H i−1
p−2

(M/S1)
∧[e]−→ H i+1

p (M/S1) → . . . , (2)

En el caso de flujos riemannianos, consideraremos la cohomoloǵıa básica de intersec-
ción de un flujo, la cual se calcula con las formas perversas, es decir, formas definidas
en M − F que cumplen una cierta condición de regularidad al aproximarse a F . La
herramienta técnica que utilizamos para determinar esa condición de regularidad
es la explosión de Jänich (ver [31]), que se puede entender como una variedad con
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borde M̃ donde el flujo es regular y que surge al sustituir cada estrato de puntos
fijos por un fibrado sobre cada estrato.

De este modo, las formas perversas son las formas definidas en M − F que se
pueden extender a M̃ . La noción de grado perverso nos da la medida de la “verti-
calidad” de una forma perversa con respecto al fibrado ∂M̃ → F . Los grupos de
cohomoloǵıa H∗

p (M/F ) que definimos se calcularán con formas perversas básicas
cuyo grado perverso en cada estrato S de puntos fijos está acotado por un número
p(S). Hay un grupo de cohomoloǵıa distinto para cada perversidad p. La cohomoloǵıa
básica de intersección que definimos generaliza la cohomoloǵıa de intersección de la
variedad estratificada M/S1 en el caso de una acción del ćırculo (esto lo probamos
en el Apéndice).

Nuevamente con técnicas de tipo Mayer-Vietoris, conseguimos probar un teorema
de dualidad que generaliza el del caso regular:

Teorema 3.26 (Dualidad de Poincaré para la cohomoloǵıa básica de flujos
riemannianos singulares). Sea (M,F ) un flujo riemanniano singular y sea una
métrica casi-fibrada tal que κ sea básica. Entonces, la forma bilineal

Hk
p (M/F ) ⊗ Hn−k−1

q,κ (M/F ) −→ R
[α] ⊗ [β] 7−→

∫
M

α ∧ β ∧ χ

es no degenerada para cada par de perversidades p y q duales (p(S) + q(S) =
codim(S) − 3).

El resultado principal de esta memoria, que generaliza (1) y [28], es como sigue:

Teorema 3.31 (Sucesión de Gysin para flujos riemannianos singulares).
Sea F un flujo riemanniano singular sobre una variedad cerrada M , y sea una
métrica casi-fibrada cuya forma de curvatura básica κ sea básica. Entonces, tenemos
la siguiente sucesión exacta larga:

· · · → H i
p(M/F )−→H i(M)−→H i−1

p−2,κ
(M/F )

∧[e]−→ H i+1
p (M/F ) → . . . ,

donde el homomorfismo de conexión es la multiplicación por la clase de Euler ∧[e] ∈
H2

2,−κ
(M/F ).

Notamos que el salto de perversidad que se da en el homomorfismo de conexión se
debe a que el grado perverso de la forma de Euler es esencialmente 2. La nulidad de
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la clase de Euler ∧[e] ∈ H2
2,−κ

(M/F ) tiene también una caracterización geométrica,

similar a la mostrada por G. Hector y M. Saralegi para acciones de S1 (ver [28]).

Teorema 3.36. Sea F un flujo riemanniano singular sobre la variedad cerrada M
tal que F 6= ∅. Entonces, son equivalentes:

i) La clase de Euler [e] ∈ H2
2,−κ

(M/F ) se anula;

ii) existe una foliación singular G transversa a F cuya restricción a M − F
está dada por una fibración localmente trivial sobre S1.

Esta caracterización está relacionada con la del caso sin puntos fijos, dado que
en la parte regular, una fibración localmente trivial sobre S1 está dada por una 1-
forma cuya torsión no sólo es básica, sino nula. Terminamos el caṕıtulo presentando
un método para construir ejemplos de flujos riemannianos singulares no isométricos
y que denominamos ciruǵıa hiperbólica. Este método consiste en insertar en una
variedad provista de un flujo isométrico singular un asa que genera un fenómeno
similar al flujo sobre T3

A descrito en [15], el cual no es isométrico.

Para terminar el estudio cohomológico de los flujos riemannianos singulares, en
el caṕıtulo 4 realizamos una aproximación desde el punto de vista de la cohomoloǵıa
equivariante, con el objetivo de probar un teorema de localización. En el caso de
la acción de un grupo de Lie compacto, que es el contexto usual de la cohomoloǵıa
equivariante, este teorema relaciona la cohomoloǵıa equivariante de la variedad M
con la cohomoloǵıa de la variedad de los puntos fijos F .

En el caso de un campo de Killing, la cohomoloǵıa equivariante y el teorema
de localización aparecen en los trabajos de E. Witten. Nosotros propondremos un
nuevo modelo (modelo de Gysin) con el que definimos el Λe-módulo de cohomoloǵıa
equivariante H∗

F
(M/F ). Esta definición generaliza la situación anterior en el sentido

de que está formulada para un flujo F con clase [κ] ∈ H1(M/F ) nula, y no para un
campo o acción concretos. Usando el modelo de Gysin, mostraremos una prueba del
Teorema de Localización para estos flujos, el cual afirma que la inclusiòn F Â Ä //M
induce un isomorfismo al localizar sus Λe-módulos de cohomoloǵıa equivariante:

H∗
F (M) ⊗Λe R(e) ∼= H∗(F ) ⊗ R(e).

En el caso de un flujo riemanniano general, la no trivialidad de [κ] nos impi-
de aplicar directamente el modelo de Gysin. Sin embargo, śı que vamos a poder
recuperar la cohomoloǵıa de los puntos fijos de una manera parecida: mediante el
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revestimiento de trivialización p : M̂ −→M de [κ] (ver [29]) obtendremos un flujo
con [κ] = 0 sobre el que śı que podremos aplicar el modelo de Gysin y el teorema
de localización. El teorema de localización que obtenemos es el siguiente:

Teorema 4.11 (de localización para flujos riemannianos singulares). Sea F

un flujo riemanniano singular sobre la variedad cerrada M , y sea F la subvariedad
de los puntos fijos. Denotamos por G el grupo del revestimiento p : M̂ −→M de
trivialización de [κ]. Entonces, la inclusión F Â Ä //M y p inducen un isomorfismo

(H∗
F̂

(M̂) ⊗Λe R(e))G ∼= H∗(F ) ⊗ R(e).
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Caṕıtulo 1

Preliminares sobre foliaciones
riemannianas

En este caṕıtulo recopilamos un material introductorio sobre teoŕıa de foliaciones,
necesario para trabajar con flujos riemannianos singulares y regulares. No hemos
pretendido recopilar aqúı todos los resultados no originales de este trabajo, de modo
que los siguientes caṕıtulos dispondrán también de su propio material previo, el cual
será más espećıfico sobre flujos riemannianos.

Esta introducción no pretende, por supuesto, ser exhaustiva. Para una visión
completa de la teoŕıa de foliaciones, se pueden consultar [13], [14] y [29]. En [54]
se ofrece una introducción a las foliaciones riemannianas junto con una extensa
bibliograf́ıa.

En una primera sección presentamos las primeras definiciones y ejemplos sobre
foliaciones, en la segunda hablaremos de foliaciones riemannianas regulares, en la
tercera, enunciaremos varios resultados sobre la cohomoloǵıa básica de las folia-
ciones riemannianas, y por último, daremos una descripción local de las foliaciones
riemannianas singulares.

A lo largo de toda esta memoria, diferenciable significará de clase C∞. Salvo que
se indique lo contrario, todas las variedades serán conexas, orientables y sin borde.

1.1. Definiciones y ejemplos de Foliaciones

Una foliación sobre una variedad M es, de forma intuitiva, una partición de
M en subvariedades conexas y de la misma dimensión que llamaremos hojas. La
disposición de las hojas estará modelada localmente por un producto. Para definir
las foliaciones de manera precisa, usaremos atlas foliados.

1
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Definición 1.1. Sea M una variedad diferenciable de dimensión n. Un atlas A =
{(Ui, ϕi)}i de M se dice que es un atlas foliado de dimensión p (y codimensión q,
siendo p + q = n) si verifica las siguientes condiciones:

(i) Si (U,ϕ) ∈ A , entonces ϕ(U) = U1 × U2 ⊂ Rp × Rq, siendo U1 y U2 discos
abiertos en Rp y Rq, respectivamente;

(ii) Si (U,ϕ) y (V, ψ) ∈ A y U ∩ V 6= ∅, entonces el cambio de coordenadas
ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V )−→ψ(U ∩ V ) es de la forma

ψ ◦ ϕ−1(x, y) = (h1(x, y), h2(y)) para todo (x, y) ∈ Rp × Rq.

Diremos que dos atlas foliados de la misma dimensión sobre una variedad son
equivalentes si su unión es de nuevo un atlas foliado sobre esa variedad.

Definición 1.2. Una foliación F de dimensión p sobre la variedad diferenciable M
es una clase de equivalencia de atlas foliados de dimensión p sobre M . Notamos que
podemos pensar en F como un atlas maximal perteneciente a esa clase. Diremos
que (M,F ) es una variedad foliada. Una carta perteneciente a un atlas foliado de
la clase F se denominará carta foliada (con respecto a F ).

Observación 1.1. Si M es una variedad con borde, las definiciones de atlas foliado
y de variedad foliada siguen siendo válidas sin más que añadir la siguiente propiedad
adicional: si M0 es una componente conexa del borde ∂(M) y (U,ϕ) es una carta tal
que U∩M0 6= ∅, entonces ϕ toma valores en Hp×Rq ó en Rp×Hq. En el primer caso,
diremos que la foliación es transversa a la componente del borde, y en el segundo,
que es tangente a esa componente.

Sea F una foliación de dimensión p sobre M , y sea (U,ϕ) una carta foliada, tal
que ϕ(U) = U1×U2 ⊂ Rp×Rq. Diremos que cada conjunto de la forma ϕ−1(U1)×{c},
con c ∈ U2 es una placa de U , y también de F . Un camino de placas de F es una
colección finita de placas P1, . . . , Pk de modo que Pi∩Pi+1 6= ∅ para i = 1, . . . , k−1.
Podemos establecer una relación RF de equivalencia en M de la siguiente manera:

xRF y si y sólo si existe un camino de placas P1, . . . , Pk con x ∈ P1, y ∈ Pk.

Definición 1.3. Sea (M,F ) una variedad foliada, y sea la relación de equivalencia
RF . Diremos que L ⊂ M es una hoja de F si es una clase de equivalencia de RF .

Proposición 1.1. Sea (M,F ) una foliación de dimensión p y sea L una hoja de
F . Entonces, L es una subvariedad conexa de dimensión p inmersa en M .
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Dada una variedad foliada (M,F ), con frecuencia denotaremos también por F

a la partición en hojas que determina el atlas foliado. De hecho, tenemos la siguiente
definición alternativa de foliación, que es equivalente a la que hemos dado.

Definición 1.4. Una foliación F de dimensión p sobre una variedad M de dimensión
n es una partición {Li}i de M en subvariedades conexas inmersas en M , de manera
que para cada punto x ∈ M existe una carta local (Ux, ϕx) con x ∈ Ux tal que si
Ux ∩ Li 6= ∅, y C es una componente conexa de ϕx(Ux ∩ Li), entonces

C = {(x1, . . . , xn) ∈ ϕx(Ux) : xp+1 = cp+1, . . . , xn = cn}

para ciertos cp+1, . . . , cn ∈ R constantes.

Definición 1.5. Sean (M,F ) y (N,H ) sendas variedades foliadas. Diremos que
una aplicación diferenciable f : M −→N es una aplicación foliada si para toda hoja
L de F existe una hoja P de H tal que f(L) ⊆ P . Diremos que F y H son
conjugadas si existe un difeomorfismo foliado f : (M,F )−→(N,H ).

Denotaremos por TF al fibrado sobre M de dimensión p formado por los vectores
tangentes a la foliación, es decir, si iL : L−→M es la inclusión de una hoja cualquiera

L en M , entonces TF =
⋃

L hoja de F

(iL)∗(TL).

A continuación, presentamos una serie de ejemplos de foliaciones que nos servirán
para introducir conceptos y construcciones que aparecerán profusamente en esta
memoria.

Ejemplo 1.1. Dada una variedad M tenemos asociadas dos foliaciones triviales: la
foliación por puntos, donde cada punto de M es una hoja, y la foliación por una
sola hoja: la propia variedad M . En el primer caso, la dimensión de la foliación es 0,
y en el segundo, la dimensión de M . En esta memoria denotaremos las foliaciones
por puntos con la letra H .

Ejemplo 1.2 (Fibrados). Sea π : M −→B un fibrado localmente trivial de fibra
F , con dim(M) = n y dim(B) = q. Entonces, es fácil comprobar que la partición de
M formada por las componentes conexas de π−1(b) para cada b ∈ B constituye una
foliación de M de dimensión dim(F ) = n − q.

Ejemplo 1.3 (Submersiones). Sea f : M −→B una submersión. Podemos tomar
cartas en M y B de manera que la aplicación f en coordenadas es una proyección.
Esto implica que los conjuntos de nivel f−1(c) para cada c ∈ B son subvariedades
regulares de M , y de hecho las componentes conexas de cada uno de esos conjuntos
de nivel constituyen una foliación de M de dimensión n − q, siendo dim(M) = n y
dim(B) = q.
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Ejemplo 1.4 (Campos de vectores). Sea M una variedad diferenciable y com-
pacta de dimensión n y sea X ∈ X(M) un campo de vectores sin ceros en M .
Notamos que esto es posible si y sólo si la caracteŕıstica de Euler-Poincaré de la
variedad es χ(M) = 0 (ver, por ejemplo, [30]). La teoŕıa de ecuaciones diferenciales
ordinarias nos garantiza la existencia de curvas integrales para este campo X, las
cuales definen una foliación de dimensión 1.

Ejemplo 1.5 (Flujos lineales sobre T2). Consideremos en R2 la foliación de di-
mensión 1 dada por todas las rectas de pendiente θ ∈ R. Esta foliación es preservada
por traslaciones, en particular por traslaciones enteras, y por lo tanto induce una
foliación Fθ de dimensión 1 en el toro T2 = R2/Z2.

Es bien conocido que el carácter racional o irracional de θ determina la dinámica
de Fθ de la siguiente manera:

• si θ es racional, entonces las trayectorias definidas en T2 son periódicas, es
decir, Fθ es una foliación de T2 por ćırculos (todas las hojas son difeomorfas
a S1);

• si θ es irracional, el flujo no puede ser periódico, y de hecho cada hoja es
difeomorfa a R y densa en T2.

En el ejemplo 2.1 del siguiente caṕıtulo desarrollaremos con más detenimiento la
generalización de este importante fenómeno para toros de dimensión n ≥ 2.

Ejemplo 1.6 (Pull-back de una foliación). Sea (M,F ) una variedad foliada y
sea f : N −→M una aplicación diferenciable transversa a F , es decir, tal que

Tf(x)M = Tf(x)F + f∗x(TxN) para cada x ∈ N.

Se puede probar que las componentes conexas de las imágenes inversas por f de las
hojas de F determinan una foliación en N de la misma codimensión que F , y que
denotaremos por f ∗(F ).

El ejemplo 1.3 es un caso particular de esta situación, aśı como la restricción de
F a un abierto U de M , la cual denotaremos por F |U = i∗(F ), siendo i : U −→M

la inclusión. Si π : M̃ −→M es un revestimiento, entonces tenemos definida en M̃ la

foliación F̃ = π∗(F ), que diremos que se obtiene por levantamiento de F .

Ejemplo 1.7 (Fibrados foliados). Sea (M,F ) una variedad foliada y sea un
fibrado π : M −→B de fibra F . Diremos que (M,F , π) es un fibrado foliado si para
todo b ∈ B tenemos una trivialización local

π−1(U)
ϕ //

π

²²

U × F

prU

yysssssssssss

U

,
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donde prU es la proyección sobre U , y ϕ es un difeomorfismo foliado para las folia-
ciones F |π−1(U) en π−1(U) y {U × {y}}y∈F en U × F .

Ejemplo 1.8 (Suspensión de un difeomorfismo). Sea f ∈ Diff(N) un difeomor-
fismo de la variedad N . Consideramos en la variedad R × N la foliación horizontal
H = {R × {x} : x ∈ N}, de dimensión 1. La acción

φ : Z × (R × N)−→R × N

dada por φ(n, (t, x)) = (t + n, f−n(x)) es libre y propiamente discontinua, y por lo
tanto, la proyección π sobre el espacio de órbitas M = (R×N)/φ es un revestimiento.
Tenemos, de hecho, el diagrama conmutativo:

R × N
pr1 //

π

²²

R
q

²²
M p

// S1

donde p está inducida por la proyección sobre el primer factor pr1 y q es el reves-
timiento universal de S1. La terna ξφ = {M,π, S1} es un fibrado de fibra N sobre
S1, con grupo estructural < f >≤ Diff(N).

La acción φ preserva la foliación H , es decir, actúa por difeomorfismos foliados
de N , y por lo tanto, induce en el cociente (R × N)/φ la foliación de dimensión 1:

Fφ = {π(R × {x}) : x ∈ N}.
Diremos que Fφ ha sido obtenida por suspensión del difeomorfismo f ∈ Diff(N).
Notamos que ξφ es un fibrado foliado. El flujo lineal Fθ de pendiente θ sobre T2 (ver
ejemplo 1.5) es la suspensión de la rotación Rθ ∈ Diff(S1) de ángulo θ.

Podemos ver M de otra manera sin más que considerar un dominio fundamental
[0, 1] × N e identificar los bordes mediante f , es decir,

M = ([0, 1] × N)/((0, x) ∼ (1, f−1(x))).

En la figura siguiente se ilustra la suspensión de Rθ:

Rθ

F−→
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Ejemplo 1.9 (Suspensión de una representación). El ejemplo anterior es un
caso particular de la siguiente situación: Sean B,F variedades conexas, b0 ∈ B un
punto base y una representación del grupo fundamental de B en Diff(F ), es decir,
un homomorfismo de grupos

ρ : π1(B, b)−→Diff(F ).

Sea el revestimiento universal q̃ : B̃−→B. El isomorfismo Aut(q) ∼= π1(B, b0) induce
la acción

φ : π1(B, b0) × (B̃ × F )−→B̃ × F,

dada por φ([γ], (̃b, y)) = ([γ ]̃b, ρ([γ])(y)). Se puede probar que Φ es una acción libre
y propiamente discontinua, y que por lo tanto, la proyección π sobre el espacio de
órbitas M es un revestimiento. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

B̃ × F
pr1 //

π
²²

B̃

q

²²
M = (B̃ × F )/φ p

// B,

donde p está inducida por la proyección pr1. Esta construcción se llama suspensión
de la representación ρ, con fibra F . Análogamente al ejemplo anterior, tenemos que
ξρ = (M, p,B) es un fibrado de fibra F y de grupo estructural Im(ρ).

Tenemos en B̃ × F la foliación horizontal H = {B̃ × {y} : y ∈ F}. Como H es
invariante por la acción φ, induce una foliación Fφ sobre M , cuyas hojas son de la

forma π(B̃ × F ), con y ∈ F . Diremos que Fφ se ha obtenido por suspensión de la
representación ρ.

1.2. Foliaciones riemannianas

El estudio de las foliaciones riemannianas fue iniciado por Bruce Reinhart en [43],
y desde entonces ha sido motivo de una vasta literatura. Una foliación riemanniana
es, intuitivamente, una foliación que admite una métrica respecto de la cual mantiene
constante la distancia entre hojas próximas. Una tal métrica diremos que es casi-
fibrada. La definición de Reinhart es la siguiente:

Definición 1.6. Sea (M,F ) una variedad foliada. Una métrica riemanniana µ sobre
M se dice que es casi-fibrada para F si se cumple la siguiente condición geométrica:
toda geodésica γ que corte perpendicularmente a una hoja en un punto ha de cortar
perpendicularmente a todas las hojas por las que pase.
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Definición 1.7. Una foliación F sobre la variedad M es riemanniana si existe una
métrica µ casi-fibrada para F .

Recordamos que el fibrado tangente TF está formado por los vectores tangentes
a las hojas de F . Podemos considerar el fibrado cociente Q = TM/TF . La in-
troducción de una métrica riemanniana µ induce una descomposición del fibrado
tangente

TM = TF ⊕ (TF )⊥, (1.1)

y un isomorfismo natural ψ : (TF )⊥−→Q. Tenemos, de hecho, el diagrama conmu-
tativo de filas exactas

0 // TF // TM // (TF )⊥ //

ψ

²²

0

0 // TF // TM // Q // 0)

.

Tenemos la descomposición µ = µTF ⊕ µ⊥ inducida por (1.1). El isomorfismo ψ
induce, por lo tanto, una métrica en Q que denotaremos por µQ = ψ∗µ⊥. Diremos
que µQ es la componente ortogonal de µ.

Definición 1.8. Diremos que la componente ortogonal µQ de una métrica sobre la
variedad foliada (M,F ) es invariante por holonomı́a si para todo campo X tangente
a F se tiene LXµQ = 0.

Recordemos que LXµQ está dada por la fórmula:

LXµQ(V1, V2) = LX(µQ(V1, V2)) − µQ([X,V1], V2) − µQ(V1, [X,V2]) ∀V1, V2 ∈ Q.
(1.2)

En [43] se prueba la siguiente caracterización de una métrica casi-fibrada:

Proposición 1.2. Dada una variedad foliada (M,F ), una métrica riemanniana µ
es casi-fibrada para F si y sólo si su componente ortogonal µQ es invariante por
holonomı́a.

Observación 1.2. Para comprobar si una foliación es riemanniana, basta que se
cumpla LXµQ = 0 para cada X perteneciente a una paralelización local, ya que si
f es una función que no se anula en M , es inmediato de (1.2) que

LfXµQ = fLXµQ.
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Este carácter local de las foliaciones riemannianas nos permite reconocerlas me-
diante su expresión en coordenadas. Si tomamos una carta foliada (U,ϕ), si la fo-
liación es de dimensión p y codimensión q y escribimos ϕ = (x1, . . . , xp, y1, . . . , yq),
la expresión de µ en U resulta:

µ|U =

p∑

i,j=1

fij(x, y)dxi ⊗ dxj +

q∑

k,l=1

gkl(y)dyk ⊗ dyl, (1.3)

para ciertas funciones fij ∈ C∞(Rn) y gkl ∈ C∞(Rq). Rećıprocamente, una métrica
cuya expresión local es como en (1.3) es casi-fibrada.

Ejemplo 1.10. Sea X un campo de Killing sobre (M,µ) sin ceros. Entonces, X
define una foliación de dimensión 1 que es riemanniana. En efecto, la condición
LXµ = 0 implica LXµQ = 0.

Ejemplo 1.11. Sea G un grupo de Lie compacto que actúa por isometŕıas sobre
(M,µ), y tal que todas las órbitas tienen la misma dimensión p. Las órbitas de la
acción definen una foliación F en M de dimensión p. Si V es un campo tangente a
la foliación, lo podemos expresar en términos de una paralelización de G, de donde
se sigue fácilmente LV µ = 0. En particular, LV µQ = 0, es decir, µ es una métrica
casi-fibrada, y por lo tanto, F es una foliación riemanniana.

Hay otras propiedades que puede cumplir una foliación con respecto de una
métrica, teniendo en cuenta cómo son sus hojas.

Definición 1.9. Una foliación F sobre M se dice taut o minimalizable si existe una
métrica µ para la cual cada hoja es una subvariedad minimal.

Definición 1.10. Una foliación F sobre M se dice totalmente geodésica si existe
una métrica µ para la cual cada hoja es una subvariedad totalmente geodésica.

Observación 1.3. Una foliación totalmente geodésica es, en particular, taut.

Vamos a presentar dos formas diferenciales de capital importancia para nosotros.
Sea (M,F ) una variedad foliada, y µ una métrica riemanniana sobre M . Denota-
mos por ∇ la conexión de Levi-Civita asociada a µ, y consideramos la proyección
del fibrado tangente sobre el normal a la foliación π : TM −→Q. Consideramos la
segunda forma fundamental de las hojas de F con respecto a g, que es la forma
bilineal α : TF × TF −→Q, dada por la fórmula

αx(X,Y ) = π(∇XY ) ∀X,Y ∈ TxF .

La traza de la aplicación de Weingarten W asociada a α nos define una 1-forma
de Q∗ que podemos a extender a Ω1(M), sin más que imponer que se anule sobre
vectores tangentes a F . De forma expĺıcita, tenemos la siguiente
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Definición 1.11. La forma de curvatura media asociada a la métrica riemanniana µ
sobre la variedad foliada (M,F ) de dimensión p es la 1-forma diferencial κ ∈ Ω1(M)
dada en cada m ∈ M por la fórmula

κm(X) = Tr(W (X))m =

p∑

i=1

µQ(α(ei, ei), X) ∀X ∈ TmM

donde {e1, . . . , ep} ⊆ TF son parte de una base ortonormal de TmM .

Definición 1.12. Diremos que una foliación F es orientable si TF es orientable,
y transversalmente orientable si Q lo es.

Es bien conocido que cualesquiera dos de las siguientes condiciones implican la
tercera:

• M es orientable;

• F es transversalmente orientable;

• F es orientable.

La forma caracteŕıstica χ es una forma diferenciable de grado p = dim(F ) y que
proporciona el valor 1 cuando la evaluamos en una base ortonormal local de TF .
De forma más precisa, tenemos:

Definición 1.13. Sea F una foliación de dimensión p sobre M tangencialmente
orientable. La forma caracteŕıstica χ asociada a una métrica µ sobre M es la p-
forma diferencial dada por:

χ(X1, . . . , Xp) = det(µ(Xi, ej))ij ∀X1, . . . , Xp ∈ TM,

donde {e1, . . . , ep} ⊆ TF son parte de una base ortonormal de TmM .

Diremos que una forma ω ∈ Ω∗(M) es horizontal si iXω = 0 para todo vector
X tangente a F . Diremos que es k-horizontal si iX1

. . . iXk
ω = 0 para cualesquiera

X1, . . . , Xk tangentes a F . Notamos que, por su definición, κ es una forma horizon-
tal. Las formas κ y χ están relacionadas por la siguiente:

Proposición 1.3 (H. Rummler [45]). En las condiciones anteriores, existe una
forma diferenciable p-horizontal e ∈ Ωp+1(M) tal que

dχ = e + χ ∧ κ. (1.4)
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1.3. Cohomoloǵıa básica

La cohomoloǵıa básica hace el papel de la cohomoloǵıa del espacio de hojas en
una variedad foliada. Una forma ω ∈ Ω∗(M) se dice que es básica si es horizontal e
invariante a lo largo de las hojas, es decir, si se cumple

iXω = LXω = 0 ∀X ∈ TF .

Notamos que esas dos condiciones son equivalentes a iXω = iXdω = 0. Si (U,ϕ) es
una carta foliada y ϕ = (x1, . . . , xp, y1, . . . , yq), entonces la expresión en coordenadas
de ω|U es:

ω|U =
∑

j1<···<jr

ωj1...jr
(y)dyj1 ∧ · · · ∧ dyjr

.

Denotamos por

Ωr(M/F ) = {ω ∈ Ωr(M) : iXω = iXdω = 0 ∀X ∈ TF}

el complejo de las r-formas básicas, y por Ω∗(M/F ) el complejo graduado de las
formas básicas, que forma un subcomplejo del complejo de de Rham. Dado que tanto
el producto como la diferencial exteriores son cerrados para Ω∗(M/F ), tenemos que
(Ω∗(M/F ), d,∧) es un álgebra diferencial graduada. Los grupos de cohomoloǵıa
básica son:

Hr(M/F ) =
ker(d : Ωr(M/F )−→Ωr+1(M/F ))

im(d : Ωr−1(M/F )−→Ωr(M/F ))

Obviamente, el grado máximo que puede tener una forma básica es q = codim(F ).
Denominaremos a Hq(M/F ) como el grupo máximo de cohomoloǵıa básica. Es fácil
probar que la inclusión Ω∗(M/F ) Â Ä //Ω∗(M) induce un isomorfismo H0(MF ) ∼=
H0(M) y un monomorfismo H1(M/F ) −→ H1(M).

Observación 1.4. La notación Ω∗(M/F ) viene motivada por el caso en el que se
tiene un espacio cociente M/F (espacio de hojas) con las suficientes propiedades
como para que su cohomoloǵıa ordinaria sea interesante. Por ejemplo, en el caso de
una acción libre de un grupo de Lie compacto G sobre M , podemos tomar la proyec-
ción π : M −→M/G sobre el espacio de órbitas, que es una variedad diferenciable.
Si denotamos por FG la foliación que definen sus órbitas, entonces

π∗ : Ω∗(M/G)
∼=−→ Ω∗(M/FG)

es un isomorfismo de álgebras diferenciales graduadas.

La cohomoloǵıa básica de una foliación arbitraria puede ser de dimensión infinita,
tal y como se ilustra en [23]. El ejemplo que mostramos a continuación es distinto.
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Ejemplo 1.12. Consideramos el toro 3-dimensional T3 = R3/Z3, y llamamos F a
la foliación de dimensión 1 definida por el campo

X(x1, x2, t) = cos (2πt)∂/∂x1 + sin (2πt)∂/∂x2 ∈ X(T3).

Describimos a continuación la geometŕıa de F . Las hojas de F son tangentes a
las fibras de la proyección π : T3−→S1 sobre el tercer factor, es decir, los conjuntos
Tt = π−1(t) ∼= T2 son saturados. De hecho, F |Tt

es un flujo lineal sobre Tt de direc-
ción (cos (2πt), sin 2πt), y según el ejemplo 1.5, una hoja L de F será difeomorfa a
S1 si y sólo si L ⊆ Tt y tan (2πt) ∈ Q∪{∞,−∞} y en caso contrario, será difeomor-
fa a R y densa en su Tt correspondiente. Notamos que la unión de todas las hojas
compactas de F es un conjunto denso en T3, y que lo mismo sucede para la unión
de las hojas no compactas.

Un cálculo directo revela que las formas básicas de grado 1 son de la forma

ω = f(t)dt.

Por otro lado, las formas básicas de grado 2 son de la forma

− sin 2πtf(t)dxdt + cos 2πtf(t)dydt,

siendo todas ellas cerradas y ninguna exacta. Por lo tanto, H2(M/F ) ∼= C∞(S1).

Como veremos más adelante (proposición 2.7), la dinámica tan patológica que
hemos descrito en el ejemplo anterior revela que F no puede ser una foliación
riemanniana. De hecho, en una foliación riemanniana la cohomoloǵıa básica es de
dimensión finita. Esta y otras propiedades acerca de la cohomoloǵıa básica de una fo-
liación riemanniana han sido estudiadas en [18], [19], [20],[34] y [36]. A continuación,
enunciamos algunas de estas propiedades.

Teorema 1.4 (El Kacimi, Nicolau). La cohomoloǵıa básica de una foliación
riemanniana sobre una variedad compacta es un invariante topológico.

Teorema 1.5 (El Kacimi, Hector, Sergiescu). Sea F una foliación riemanni-
ana sobre la variedad compacta M . Entonces, la cohomoloǵıa básica H∗(M/F ) es
de dimensión finita.

Teorema 1.6 (El Kacimi, Hector, Kamber, Tondeur). Sea F una foliación
riemanniana de codimensión q sobre la variedad compacta M . Entonces, Hq(M/F )
es isomorfo a 0 ó a R. En el segundo caso, la cohomoloǵıa básica H∗(M/F ) cumple
la dualidad de Poincaré.
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Teorema 1.7 (Masa). Sea F una foliación riemanniana sobre la variedad com-
pacta M . Entonces, el grupo máximo de cohomoloǵıa básica Hq(M/F ) es isomorfo
a R si y sólo si la foliación es taut.

Sea (M,F ) una foliación riemanniana y sea µ una métrica casi-fibrada. La 1-forma
de curvatura media κ determina una clase de cohomoloǵıa básica de la siguiente
manera descrita en [2]: Consideramos la descomposición

Ω∗(M) = Ω∗(M/F ) ⊕ Ω∗(M/F )⊥,

y denotamos por κb la componente básica de κ según esa descomposición. Se puede
probar que κb es cerrada (ver, por ejemplo, [54]), y que por lo tanto, define una clase

[κb] ∈ H1(M/F )

que, en un principio podŕıa depender de la métrica casi-fibrada elegida. Tenemos,
sin embargo, el siguiente e importante teorema.

Teorema 1.8 (J.A. Álvarez). Todas las métricas casi-fibradas sobre una variedad
foliada (M,F ) definen la misma clase [κb] ∈ H1(M/F ). Además, si α es un 1-ciclo
básico tal que [α] = [κb] ∈ H1(M/F ), entonces existe una métrica casi-fibrada para
la cual α es la componente básica de la forma de curvatura media.

De los teoremas 1.8 y 1.7 obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.9. Una foliación riemanniana sobre una variedad compacta es taut si
y sólo si [κb] = 0 ∈ H1(M/F ).

Esta caracterización, junto con el hecho de que la aplicación H1(M/F ) →
H1(M) inducida por la inclusión natural es inyectiva, nos lleva al siguiente coro-
lario (ver [24],[32]):

Corolario 1.10 (E.Ghys, F. Kamber, P. Tondeur). Toda foliación riemanniana
sobre un espacio simplemente conexo es taut.

Definición 1.14. Una foliación es tensa si podemos tomar una métrica para la cual
la forma de curvatura media sea básica.

El siguiente teorema (ver [17]) prueba que toda foliación riemanniana es tensa.

Teorema 1.11 (D.Domı́nguez). Para toda foliación riemanniana F sobre una
variedad compacta M existe una métrica casi-fibrada µ para la cual la 1-forma de
curvatura media κ es básica. Rećıprocamente, para todo 1-ciclo α que cumpla [α] =
[κ] ∈ H1(M/F ) existe una métrica casi-fibrada µ con forma de curvatura media α.
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Para terminar este apartado, estudiaremos cuándo la cohomoloǵıa básica cumple
la dualidad de Poincaré. Según el teorema 1.6, si una foliación riemanniana es taut,
entonces cumple la dualidad de Poincaré. No todas las foliaciones riemannianas son
taut; el primer ejemplo de foliación riemanniana no taut se debe a Y. Carrière (ver
ejemplo 2.6). El teorema 1.7 junto con el hecho de que H0(M/F ) = R para var-
iedades conexas implica que la dualidad de Poincaré no se cumple para foliaciones
riemannianas no taut. Para recuperar esta propiedad, introducimos una nueva co-
homoloǵıa.

Tomamos una métrica tal que κ sea básica. Tenemos la diferencial κ-torcida dκ,
dada por

dκω = dω − κ ∧ ω.

Definimos la cohomoloǵıa κ-torcida:

H∗
κ(M/F ) = H∗(Ω∗(M/F ), dκ).

Notamos que si α es un 1-ciclo básico, la cohomoloǵıa torcida con la diferencial
dαω = dω − α ∧ ω tan sólo depende de la clase [α] ∈ H1(M/F ). Por lo tanto, la
cohomoloǵıa κ-torcida es un invariante de la foliación. Además, si la foliación es taut,
entonces la cohomoloǵıa básica y la κ-torcida son isomorfas. Para el caso general en
el cual F puede no ser taut, tenemos el siguiente teorema de dualidad (ver [33])

Teorema 1.12 (F. Kamber, P. Tondeur). Sea F una foliación riemanniana
transversalmente orientada de codimensión q sobre la variedad cerrada M , de di-
mensión n, y sea µ una métrica casi-fibrada tal que κ sea básica. Entonces, la forma
bilineal

H i(M/F ) ⊗ Hq−i
κ (M/F ) −→ R,

dada por [α] ⊗ [β] 7→
∫

M
α ∧ β ∧ χ es no degenerada.
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Caṕıtulo 2

Sucesión de Gysin para flujos
riemannianos regulares

La sucesión de Gysin se encuentra t́ıpicamente en el marco de la topoloǵıa alge-
braica (ver [5]). Dado un fibrado π : M −→B de fibra una esfera Sk, la sucesión de
Gysin asociada es la sucesión exacta:

· · · → H i(B)
π∗

−→ H i(M)
∫
r−→ H i−k(B)

ε−→ H i+1(B) → . . . ,

donde
∫
r es la integración a lo largo de las fibras y ε la multiplicación por la clase

de Euler del fibrado.

En el caso de una acción libre y diferenciable de S1 sobre una variedad M , el espa-
cio de órbitas M/S1 es una variedad diferenciable, y tenemos un fibrado principal
π : M −→M/S1, es decir, la situación anterior para k = 1. La sucesión de Gysin
correspondiente es:

· · · → H i(M/S1)
π∗

−→ H i(M)
∫
r−→ H i−1(M/S1)

ε−→ H i+1(M/S1) → . . . (2.1)

El principal objetivo de esta memoria es construir una sucesión de este tipo para
acciones no ya de S1, sino de R, y que induzcan una foliación riemanniana, es decir,
para flujos riemannianos.

En la primera sección de este caṕıtulo formulamos de una manera más precisa el
problema al que queremos dar solución (problema de Gysin), y recordamos en qué ca-
sos ha sido ya resuelto. En la segunda sección adaptaremos al caso de flujos rieman-
nianos las herramientas y resultados sobre foliaciones riemannianas presentados en
el caṕıtulo 1. También estudiaremos otras propiedades de estos flujos, en particular
su estructura local. En la tercera sección es donde comenzamos a presentar nuestros
resultados originales, dando respuesta al problema de Gysin para flujos riemannianos
regulares.

15
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2.1. El problema de Gysin

Una acción diferenciable y sin puntos fijos de R sobre una variedad cerrada M
determina una foliación F de dimensión 1, y estamos interesados en estudiar la
relación entre la cohomoloǵıa de M y la del espacio de órbitas M/F o cohomoloǵıa
básica, que es el invariante adecuado para describir la estructura transversa de F .
Tenemos la sucesión exacta de complejos diferenciales

0 −→ Ω∗(M/F ) −→ Ω∗(M)
ρ−→ Ω∗(M)/Ω∗(M/F ) −→ 0, (2.2)

donde ρ la proyección sobre el conúcleo de la inclusión Ω∗(M/F ) Â Ä //Ω∗(M). Esta
sucesión es la sucesión corta de Gysin. Llamaremos término de Gysin al comple-
jo Ω∗(M)/Ω∗(M/F ). La cohomoloǵıa del término de Gysin se conoce como coho-
moloǵıa F -relativa (ver [45]), y la denotaremos por G∗(M,F ). De la sucesión corta
de Gysin se deriva canónicamente la sucesión exacta larga de Gysin:

. . . −→ H i(M/F ) −→ H i(M) −→ Gi(M,F )
ε−→ H i+1(M/F ) −→ . . .

Estamos en condiciones de plantear el problema de Gysin:

Problema de Gysin: Sea un flujo F sobre una variedad cerrada M . El problema
de Gysin consiste en calcular en términos de formas básicas:

i) G∗(M,F ) i.e., la cohomoloǵıa del término de Gysin ;

ii) el homomorfismo de conexión ε.

Notamos que estos dos datos nos permiten recuperar la cohomoloǵıa de M como
espacio vectorial, es decir, calcular sus números de Betti.

Como la estructura transversa del flujo F puede ser muy complicada, restringire-
mos nuestro estudio a los flujos riemannianos, donde la cohomoloǵıa básica ha
probado ser un invariante adaptado y rico (ver sección 1.3). En el caso de una
acción periódica de R, tenemos de hecho una acción del ćırculo S1, y en este caso
la sucesión de Gysin es (2.1). Se puede probar que el homomorfismo de conexión
ε : H∗(M/S1)−→H∗+2(M/S1) es la multiplicación por la clase de Euler [e] ∈ H2(M/S1).
La solución al problema de Gysin para un flujo FS1 de este tipo es, por lo tanto (ver
[42]):

Problema de Gysin para flujos periódicos regulares

i) G∗(M,FS1) = H∗−1(M/S1);
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ii) ε([α]) = [α ∧ e], para todo [α] ∈ H∗(M/S1).

El problema de Gysin ha sido también resuelto para el caso de flujos isométricos, es
decir, acciones φ : R × (M,µ)−→(M,µ) que preservan una métrica riemanniana µ
sobre M . En ese caso, un clásico resultado de Myers y Steenrod nos asegura que si M
es compacta, entonces el grupo de isometŕıas Iso(M,µ) es un grupo de Lie compacto,
y por lo tanto, la clausura de R en ese grupo es un grupo abeliano compacto, es decir,
un toro T . Por ser T un grupo compacto, es bien conocido que el complejo Ω∗(M)T

de formas invariantes por la acción de T calcula la cohomoloǵıa de de Rham de M .
Tenemos el siguiente cuasi-isomorfismo (es decir, isomorfismo en cohomoloǵıa)

(Ω∗(M/F ) ⊕ Ω∗−1(M/F ), D)
∼=−→ (Ω∗(M)T , d)

(α, β) −→ α + χ ∧ β,

donde χ es la 1-forma caracteŕıstica y la diferencial D está dada por la fórmula
D(α, β) = (dα + dχ ∧ β,−dβ). De esta descomposición derivamos la sucesión de
Gysin:

· · · → H i(M/F )−→H i(M)−→H i−1(M/F )
∧[dχ]−→ H i+1(M/F ) → . . . (2.3)

Tenemos, por lo tanto, la resolución del problema de Gysin para flujos isométricos
([32]):

Problema de Gysin para flujos isométricos regulares

i) G∗(M,F ) = H∗−1(M/F );

ii) ε([α]) = [α ∧ dχ], para toda [α] ∈ H∗(M/F ).

Notamos que hemos utilizado fuertemente la compacidad de R en Iso(M, µ), aśı como
el hecho de que dχ sea una forma básica. Como veremos en la próxima sección, estas
dos circunstancias no se cumplirán en el caso de un flujo riemanniano arbitrario. Por
eso, tendremos que abordar el problema de Gysin de una manera diferente, usando
la geometŕıa local de estos flujos.

2.2. Flujos riemannianos

2.2.1. Flujos

Tal y como hemos comentado, un flujo F sobre una variedad M es una foliación
orientada de dimensión 1. Podemos pensar también un flujo como si se tratase de
una acción φ : R × M −→M sin puntos fijos. De esta manera, las órbitas de φ seŕıan
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las hojas de la foliación de dimensión 1. Hay una tercera manera de describir F ,
y es considerar que las hojas están definidas por las curvas integrales de un campo
X ∈ X(M) sin ceros en M .
Recordamos que considerar una acción de R sin puntos fijos es equivalente a tener
un campo sin ceros, según la siguiente correspondencia: dada una acción sin puntos
fijos φ : R × M −→M , el campo fundamental de φ se define mediante la fórmula:

Xm = (φm)∗(d/dt)|0 para todo m ∈ M,

siendo t la carta identidad de R y φm : R−→M la aplicación dada por φm(t) =
φ(t,m). Rećıprocamente, un campo vectorial sin ceros sobre M determina una acción
φX : R × M −→M dada por

φX(t,m) = γm(t) para todo m ∈ M, t ∈ R,

siendo γm la curva integral maximal de X con origen en m. Dado un flujo F ,
podemos encontrar varios campos y acciones casi-libres (i.e. sin puntos fijos) de R
que definan sus órbitas, debido a una cuestión de reparametrización. Diremos que
esos campos y acciones están adaptados a F . Podemos reflejar la situación mediante
el siguiente diagrama:

R − acciones sin puntos fijos

'/VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVKS

®¶

Flujos

Campos completos sin ceros

/7hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

El objeto de nuestro estudio es la foliación F , si bien con frecuencia trabajaremos
con acciones o campos adaptados a F .

Ejemplo 2.1 (Flujos lineales sobre Tn). Sea el toro n-dimensional Tn = Rn/Zn.
Consideramos en Tn las coordenadas (x1, . . . , xn) correspondientes a la proyección
de las coordenadas de Rn. Un flujo lineal sobre Tn es el flujo inducido por el campo

θ1(∂/∂x1) + · · · + θn(∂/∂xn) ∈ X(Tn),

siendo θ1, . . . , θn constantes. Diremos que la pendiente o la dirección de X es (θ1, . . . , θn).
La acción φ asociada a X resulta ser, en coordenadas complejas,

φ(t, (z1, . . . , zn)) = (eiθ1tz1, . . . , e
iθntzn).

En el caso n = 2, el carácter racional o irracional de θ1/θ2 determina la dinámica del
flujo correspondiente sobre T2 (ver ejemplo 1.5). Para n 6= 2, hace falta introducir
un nuevo concepto:
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Definición 2.1. La corresonancia1 de la dirección (θ1, . . . , θn) ∈ Rn es la dimensión
como Q-módulo de θ1Q + · · · + θnQ = {θ1q1 + · · · + θnqn : (q1, . . . , qn) ∈ Qn} ⊆ R,
es decir, el cardinal del mayor subconjunto Q-libre de {θ1, . . . , θn}. Diremos que
(θ1, . . . , θn) es no resonante si su corresonancia es n.

Tenemos el siguiente resultado, clásico en la teoŕıa de Sistemas Dinámicos (para una
prueba, ver [3]):

Teorema 2.1 (Kronecker). Sea F un flujo lineal sobre Tn en la dirección θ =
(θ1, . . . , θn). Entonces, la clausura de una hoja cualquiera es difeomorfa a un toro
cuya dimensión es la corresonancia de θ.

Son interesantes los casos extremos: si θ es no resonante, entonces el flujo es denso
en Tn. Si por otro lado la corresonancia es 1, entonces el flujo es periódico, y las
hojas son todas difeomorfas al ćırculo S1.

Para visualizar los casos intermedios, tenemos el siguiente resultado:

Proposición 2.2. Sea Fθ un flujo lineal sobre Tn con pendiente θ, de corresonancia
r. Entonces, existe una rotación R que determina un difeomorfismo foliado

R : (Tn,Fθ)−→(Tn,FR(θ)),

de modo que las clausuras de las hojas de FR(θ) son de la forma Tr × {c}, con
c ∈ Tn−r.

Ejemplo 2.2 (Acción de Hopf). La acción de Hopf es la siguiente acción libre
del ćırculo:

φ : S1 × S3 −→ S3

(z, (z0, z1)) 7−→ (zz0, zz1),

expresada en coordenadas complejas. El espacio de órbitas de φ es CP1 ∼= S2, y la
proyección sobre el mismo π : S3−→S2 se conoce como fibración de Hopf. Podemos
variar un poco el flujo de la acción de Hopf de la siguiente manera:

φθ : R × S3 −→ S3

(t, (z0, z1)) 7−→ (eitz0, e
itθz1),

con θ ∈ R − Q. Definimos los siguientes subconjuntos de S3:

Tρ0,ρ1
= {(z0, z1) ∈ S3 : |z0|2 = ρ2

0, |z1|2 = ρ2
1},

1Utilizamos el término corresonancia en lugar de resonancia debido a que en teoŕıa de sistemas
dinámicos el concepto de multiplicidad de resonancia de θ ∈ Rn es n − r, siendo r lo que hemos
definido como corresonancia de θ.
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siendo ρ0, ρ1 constantes no negativas tales que ρ2
0 + ρ2

1 = 1. Estos conjuntos son
φθ-saturados y difeomorfos a T2, salvo T0,1 y T1,0, que son difeomorfos a S1. Si re-
stringimos el flujo Fφθ

a Tρ0,ρ1
∼= T2, obtenemos un flujo lineal sobre T2 de pendiente

irracional θ, y por lo tanto, de hojas densas.

Es bien conocido que S3 se puede descomponer en dos subespacios invariantes
por la acción de Hopf:

T1 = {(z0, z1) ∈ S3 : |z0| ≤ 1/2}; T2 = {(z0, z1) ∈ S3 : |z0| ≥ 1/2},
cada uno de ellos difeomorfo a un toro macizo D2 × S1. Para generalizar esta de-
scomposición, aśı como para representar de una manera adecuada diversos ejemplos
de flujos nos será útil la siguiente construcción:

Sea la esfera impar S2p+1, y sean sus coordenadas complejas:

S2p+1 = {(z0, . . . , zp) ∈ Cp+1 : |z0|2 + · · · + |zp|2 = 1}.
Definimos la proyección sobre el p-śımplice estándar ∆p =< e0, . . . , ep > dada por:

γ : S2p+1 −→ ∆p

(z0, . . . , zp) 7−→ (|z0|2, . . . , |zp|2). (2.4)

Para cada elemento x ∈ ∆p, el conjunto γ−1(x) ⊂ S2p+1 es difeomorfo a un toro Tr,
siendo r el número de componentes de x no nulas. Expĺıcitamente, si < ei1 , . . . , eir >
es la cara de mı́nima dimensión que contiene a x, entonces

ψx : γ−1(x) −→ Tr

(zi1 , . . . , zir) 7−→ (zi1/|zi1 |, . . . , zir/|zir |)
es un difeomorfismo (notar que hemos suprimido las componentes nulas de γ−1(x)).
De esta manera, la proyección (2.4) determina una partición de S2p+1 en toros de
dimensiones consecutivas 1, 2, . . . , p, y que se acumulan según la estructura de las
caras del śımplice ∆p, tal y como ilustramos en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.3. Consideramos la proyección γ : S5−→∆2. En el siguiente diagrama
hemos representado varios subconjuntos de ∆2:

e0 e1

e2

A

B

C

[

A =< e0, e2 >;

B = {te0 + (1 − t)e1 : t ∈ [0, 1/2]};
C = {t(1 − t)e0 + (1 + (t2 − 3t)/2)e1

+ (t(1 + t)/2)e2 : t ∈ [0, 1]}
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La imagen inversa por γ de cada vértice es difeomorfa a S1. Aśı mismo, es fácil ver
que γ−1(A) y γ−1(C) son difeomorfos a S3 y que γ−1(B) es difeomorfo a un toro
macizo D2 × S1.

Ejemplo 2.4 (Flujos lineales sobre esferas). Dada una dirección θ = (θ0, . . . , θp) ∈
Rp+1, consideramos en S2p+1 el flujo Fθ inducido por la acción

φθ : R × S2p+1 −→ S2p+1

(t, (z0, . . . , zp)) 7−→ (eiθ0tz0, . . . , e
iθptzp)

y la proyección γ : S2p+1−→∆p. Los conjuntos γ−1(x) ∈ S2p+1 con x ∈ ∆p son
saturados para Fθ. De hecho, si < ei1 , . . . , eir > es la cara de menor dimensión que
contiene a x, entonces el flujo en γ−1(x) es conjugado por el difeomorfismo 2.2.1 al
flujo lineal de pendiente (θi1 , . . . , θir) sobre Tr.

En el caso particular θ = (1, . . . , 1), la acción φθ es, de hecho, una acción de S1 y
se conoce como la acción de Hopf sobre S2p+1. Como la acción es libre, todas las
órbitas son difeomorfas a S1. El espacio de órbitas es difeomorfo al espacio proyectivo
complejo CPp.

Ejemplo 2.5. Sea Fθ el flujo lineal sobre S7 con pendiente θ = (1, 1,
√

2,
√

3).
Consideramos γ : S7−→∆3, aśı como los siguientes subconjuntos de ∆3:

e0

e1

e2

e3

C1

C2

C1 = < e0, e1 >;

C2 = < e1, e2, e3 >;

∆(2) = 2-esqueleto de ∆3.

Como la corresonancia de (1, 1,
√

2,
√

3) es 3, las adherencias de las hojas de Fθ son
difeomorfas a S1, T2 ó T3. Más expĺıcitamente, si Lm es la hoja de Fθ que pasa por
m ∈ S7, entonces

Lm
∼= S1 ⇐⇒ γ(m) ∈ {e2, e3} ∪ C1;

Lm
∼= T2 ⇐⇒ γ(m) ∈ ∆(2) − (

◦
C2 ∪C1 ∪ {e2, e3});

Lm
∼= T3 ⇐⇒ γ(m) ∈

◦
C2 ∪

◦
∆3 .

La restricción de Fθ a γ−1(C1) es conjugada a la acción de Hopf sobre S3.
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2.2.2. Actores que intervienen en los flujos riemannianos

Definición 2.2. Un flujo riemanniano sobre la variedad M es una foliación rieman-
niana orientada sobre M de dimensión 1. Un flujo isométrico es un flujo riemanniano
taut.

A partir de ahora trabajaremos con un flujo riemanniano F sobre la variedad
cerrada M . Gracias al teorema 1.11, podemos elegir una métrica riemanniana µ
casi-fibrada de manera que su 1-forma de curvatura media κ sea básica. Fijada una
tal métrica µ, podemos elegir un campo no singular X ∈ X(M) unitario para µ, es
decir, tal que

µ(X,X) = 1.

Notamos que, fijada µ, existen exactamente dos campos que cumplen la condición
de ser unitario: uno para cada orientación de F . En efecto, recordemos que la
restricción de µ a un entorno coordenado (U,ϕ), con ϕ = (x, y1, . . . , yn−1) es, según
(1.3):

µ|U = f(x, y)dx ⊗ dx +
n−1∑

k,l=1

µij(y)dyi ⊗ dyj, (2.5)

de donde X|U = ±1/f(x, y)∂/∂x. Fijamos µ y X tal y como lo hemos descrito.
La 1-forma fundamental χ = iXµ ∈ Ω1(M) de F asociada a µ (definición 1.13)
está dada por:

χ(Y ) = µ(X,Y ) para todo Y ∈ X(M),

y es la forma dual de X, es decir, χ(X) = 1. Aplicamos ahora la fórmula de Rummler
(1.3) para el caso de flujos, la cual nos proporciona:

dχ = e + χ ∧ κ, (2.6)

para e ∈ Ω2(M) y κ ∈ Ω1(M) horizontales. Ahora bien, como hemos elegido µ de
forma que que κ sea básica, deducimos que

de = −dχ ∧ κ = −e ∧ κ,

donde hemos usado que κ es cerrada. Tenemos, por lo tanto, que iXde = 0, de donde
e es una forma básica de grado 2.

Definición 2.3. Diremos que la forma e ∈ Ω2(M/F ) definida por e = dχ − χ ∧ κ
es la forma de Euler asociada a µ.

Tenemos, por lo tanto,
LXχ = κ.

Trabajaremos siempre con un conjunto de actores que cumpla las propiedades que
acabamos de describir, y que recopilamos a continuación:
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Definición 2.4. Sea F un flujo riemanniano sobre la variedad cerrada M . Entonces,
diremos que {µ,X, χ, e, κ} es un sistema adaptado de actores a F si se cumple:

i) µ es una métrica sobre M casi-fibrada para F ;

ii) X ∈ X(M) es un campo adaptado a F que cumple µ(X,X) = 1;

iii) χ = iXµ es la forma caracteŕıstica;

iv) κ = LXχ ∈ Ω∗(M/F ) es la forma de curvatura media asociada a µ;

v) e ∈ Ω2(M/F ) es la forma de Euler de µ.

Notamos que la elección de µ y de X determina el resto del sistema de actores.

Recordemos que la clase [κ] ∈ H1(M/F ) es un invariante de F en el sentido de
que no depende de la métrica µ elegida (teorema 1.8). En particular, F es un flujo
isométrico si y sólo si [κ] = 0 ∈ H1(M/F ). A continuación, justificamos la definición
de flujo riemanniano isométrico.

Lema 2.3. Sea µ una métrica casi-fibrada para la foliación riemanniana (M,F ), y
sea f una función básica que no se anule en M . Entonces, µ′ = fµ es una métrica
casi-fibrada.

Demostración. Recordamos que una métrica es casi-fibrada si y sólo si su expresión
local en un abierto coordenado (U,ϕ = (x1, . . . , xp, y1, . . . , yq)) es del tipo

µ|U =

p∑

i,j=1

fij(x, y)dxi ⊗ dxj +

q∑

k,l=1

gkl(y)dyk ⊗ dyl.

Como f es básica, tenemos que f |U = f(y1, . . . , yq), y por lo tanto, se sigue que

µ′|U =

p∑

i,j=1

f(y)fij(x, y)dxi ⊗ dxj +

q∑

k,l=1

f(y)gkl(y)dyk ⊗ dyl,

de donde µ′ es casi-fibrada. ♣

Lema 2.4 ([15]). Sea (M,F ) un flujo riemanniano isométrico sobre una variedad
cerrada. Entonces, existe un campo de vectores adaptado a F y que es un campo de
Killing para una cierta métrica sobre M .
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Demostración. Sea (µ,X, χ, e, κ) un sistema adaptado de actores. Por el teorema
1.9, tenemos que existe una función básica f tal que df = κ. Consideramos ahora
la métrica µ = e2fµ1. Como ef es una función básica que no se anula, aplicando el
lema 2.3 tenemos que µ′ = efµ es una métrica casi-fibrada. Si escribimos

X ′ = e−fX, χ′ = efχ, e′ = efe,

es inmediato comprobar que (µ′, X ′, χ′, e′, 0) es un sistema adaptado de actores para
F . Como LX′χ′ = κ′ = 0, se sigue que

LX′µ′ = LX′(χ′ ⊗ χ′) + LX′µ′
Q = LX′(χ′ ⊗ χ′) = 0.

♣
Observación 2.1. Si M no es una variedad compacta, el hecho de que la forma de
curvatura media κ sea básica no implica necesariamente que sea cerrada (ver [12],
ejemplo 2.4).

Un célebre ejemplo debido a Y. Carrière muestra un flujo riemanniano no isométri-
co. Presentamos a continuación dicho flujo, que fue el primer ejemplo conocido de
foliación riemanniana no taut.

Ejemplo 2.6 ([15]). Consideramos la matriz

A =

(
2 1
1 1

)
∈ SL(2, 1)

Los dos autovalores de A son irracionales, y cumplen 0 < λ1 < 1 < λ2, λ1λ2 = 1.
Sean v1 = (u, v) y v2 = (−v, u) los autovectores unitarios correspondientes. Las
pendientes v/u y −u/v son irracionales, e inducen, por lo tanto, sendos flujos lineales
F1 y F2 sobre T2 con hojas densas.

Notamos que la matriz A induce un difeomorfismo en T2. Definimos ahora la
variedad T3

A como el espacio total de la suspensión de A ∈ Diff(T2), es decir,

T3
A = (T2 × [0, 1])/((x, 0) ∼ (Ax, 1))

La aplicación π : T3
A−→S1 dada por π([(x, y), t]) = e2πit es un fibrado de fibra T2.

Como F1 y F2 son invariantes por A, inducen sendos flujos en T3
A, que denotaremos

de la misma manera.

A
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Tomamos las coordenadas (x, y, t) en T3
A, donde (x, y) provienen de T2 = R2/Z2

y t es la carta identidad de [0, 1]. Tenemos la siguiente paralelización de T3
A:

X1 = λt
1(u∂/∂x + v∂/∂y); X2 = λt

2(−v∂/∂x + u∂/∂y); T = ∂/∂t

Notamos que X1 y X2 definen F1 y F2, respectivamente. Tenemos las relaciones

[T,X1] = log λ1X1; [T,X2] = log λ2X2; [X1, X2] = 0.

Consideramos la base dual de 1-formas {γ1, γ2, γT}:

γ1 = λ−t
1 (dx + vdy); γ2 = λ−t

2 (−vdx + udy); T = dt.

Se sigue que

dγT = 0; dγ1 = log λ1γ1 ∧ γT ; dγ2 = log λ2γ2 ∧ γT .

Tomamos ahora una métrica riemanniana µ en T3
A tal que {X1, X2, T} sea un par-

alelismo ortonormal, es decir,

µ = γ1 ⊗ γ1 + γ2 ⊗ γ2 + γT ⊗ γT .

Fijamos X = X1 y F = F1. Entonces,

LXγ2 = LXγT = 0 =⇒ LXµQ = 0

Por lo tanto, F es un flujo riemanniano y µ es casi-fibrada para F . En cambio,

LXγ1 = log λ1γT =⇒ LXµ = LX(γ1 ⊗ γ1) = log λ1(γ1 ⊗ γT + γT ⊗ γ1).

Por lo tanto, X no es un campo de Killing para µ, lo cual no es suficiente para
asegurar que F no es isométrico. Pero tenemos

Proposición 2.5. El flujo riemanniano F definido sobre T3
A no es taut.

Demostración. Mediante un cálculo directo obtenemos:

Ω1(M/F ) = {π∗gγ2 + π∗hγT : g, h ∈ C∞(S1)}
Ω2(M/F ) = {π∗fγ2 ∧ γT : f ∈ C∞(S1)}

Es inmediato que todas las 2-formas básicas son cerradas. Ahora bien, para toda
ω ∈ Ω2(T3

A/F ) existe η ∈ Ω1(T3
A) tal que dη = ω. Expĺıcitamente, si ω = f(t)γ2∧γT ,

entonces

η =

(
λtC1 + λt

2

∫ t

0

λ−s
2 f(s)ds

)
γ2,

donde C1 = λ2(1 +
∫ 1

0
λ−s

2 f(s)ds). Por lo tanto, H2(T3
A) = 0, y por 1.7 tenemos que

F no puede ser un flujo taut. ♣
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Se puede calcular directamente

H∗(T3
A) = 〈1, [γT ], [γ1 ∧ γ2], [γ1 ∧ γ2 ∧ γT ]〉 ;

H∗(T3
A/F ) = 〈1, [γT ]〉 .

De χ = γ1 y dχ = log λ1γ1 ∧ γT deducimos e = 0 y κ = log λ1γT . Notamos que
[κ] ∈ H1(T3

A/F ) es no nula, como corresponde a un flujo no taut.

2.2.3. Estructura local de los flujos riemannianos

La estructura local de los flujos riemannianos queda determinada por dos impor-
tantes resultados de Y. Carrière.

Proposición 2.6 ([15]). Sea L una hoja de un flujo riemanniano F sobre la varie-
dad cerrada M . Entonces, L es difeomorfa a un toro Tk y F |L es difeomórficamente
conjugado a un flujo lineal sobre Tk con hojas densas.

El siguiente resultado, que implica el anterior, describe cómo es un entorno saturado
de una hoja L.

Proposición 2.7 ([15]). En las condiciones anteriores, existe un entorno F -
saturado U ⊆ M de L tal que:

i) existe un difeomorfismo U → S1 × Tk × Dm que lleva L sobre S1 × Tk × {0};

ii) el flujo F restringido a U es conjugado al flujo obtenido por la suspensión de
un difeomorfismo υ de Tk × Dm dado por la fórmula υ(x, y) = (T (x), R(y)),
siendo T una traslación irracional de Tk y R una rotación de Rm.

Diremos que un entorno saturado de este tipo es un entorno de Carrière.

(T,R)

0 1

F
××
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Para nuestros propósitos, va a ser de utilidad una descripción exhaustiva de la
dinámica del flujo en estos entornos, y que incluimos a continuación. Sea un entorno

de Carriére U
ψ∼= Tk+1 × Dm. La clausura de una hoja central L es un toro Tk+1.

Consideramos los conjuntos:

Aρ = ψ−1(Tk+1 × Sρ); Sρ = {x ∈ Dm : ||x|| = ρ} ∼= Sm−1 para todo ρ ∈ (0, 1]

Notamos que el hecho de que R sea una rotación implica que los conjuntos Aρ

son saturados para F , y que además todos son difeomórficamente conjugados a la
suspensión de (T,R) ∈ Diff(Tk+1 × Sm−1), cuya dinámica determina la de U − L.

Es bien conocido que la dimensión de las clausuras de las hojas en una foliación rie-
manniana induce una estratificación en M , de modo que la unión de las hojas cuya
clausura tiene dimensión maximal es densa en M . En el caso de un entorno de Car-
rière de una hoja L ∼= Tk+1, podemos determinar la estratificación expĺıcitamente,
aśı como asegurar que existen hojas cuyas clausuras alcanzan todas las dimensiones
intermedias entre k + 1 y la máxima.

Proposición 2.8. Sea U un entorno de Carrière de una hoja L tal que L ∼= Tk+1.
Entonces,

i) si L′ es una hoja de U , entonces L′ es difeomorfa a un toro de dimensión
mayor o igual que k + 1;

ii) existen hojas en U cuyas clausuras son difeomorfas a toros de todas las di-
mensiones entre k + 1 y la maximal.

Demostración. Sean U y L como en el enunciado. Por las consideraciones prece-
dentes, la dinámica en U−L queda determinada por la suspensión del difeomorfismo
(T,R) ∈ Diff(Tk × Sm−1). Tenemos que

T (z1, . . . , zk) = (eiθ1z1, . . . , e
iθkzk),

donde θ = (1, θ1, . . . , θk) es una pendiente no resonante. Como R ∈ SO(m), un
resultado estándar del álgebra lineal nos asegura que existe una matriz P ∈ O(m)
tal que R = P tAP , siendo A una matriz de bloques diagonales del tipo:

A =




Rζ1
. . .

Rζr

−Il

Iq




; Rζi
=

(
cos ζi − sin ζi

sin ζi cos ζi

)
para todo i = 1, . . . , r.
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Como |A| = 1, se sigue que el bloque −Il es un bloque de dimensión par, y por
lo tanto consiste en m/2 bloques Rπ. Como las matrices A y R son conjugadas,
se sigue que las suspensiones de los difeomorfismos (T,A) y (T,R) también lo son.
Por lo tanto, podemos reducirnos a estudiar la suspensión de (T,A), para lo cual,
distinguimos dos casos:

i) Caso impar (m − 1 = 2p + 1). La matriz A consta de p + 1 bloques Rζi

dispuestos en la diagonal, pudiendo ser algunos R0 ó Rπ. El flujo generado por
la suspensión de (T,A) está determinado por la acción diagonal:

φ : Tk+1 × S2p+1 −→ Tk+1 × S2p+1

(t, (z, ω)) 7−→ (φθ(z), φζ(ω))
,

donde ζ = (ζ0, . . . , ζp) y φθ y φζ son flujos lineales. Definimos la proyección γ
como la composición

U − L
ψ−→ Tk+1 × S2p+1 pr2−→ S2p+1 γ−→ ∆p.

Es claro (ver ejemplo 2.4) que la clausura de la hoja que pasa por m ∈ U−L es
un toro cuya dimensión es la corresonancia de (1, θ1, . . . , θk, ζi1 , . . . , ζir), siendo
< ei1 , . . . , eir > la cara de mı́nima dimensión que contiene a γ(m). Se sigue,
por lo tanto, el enunciado de la proposición.

ii) Caso par (m−1 = 2p+2). Notamos que la matriz A tiene que ser forzosamente
de la forma

A =




Rζ0
. . .

Rζp

1


 =

(
A′

1

)
.

Si escribimos S2p+2 = ΣS2p+1, tenemos A = ΣA′ ∈ Diff(S2p+1). Al hacer la
suspensión de (T,R), las clausuras de las órbitas que pasen los dos polos de
ΣS2p+1 serán difeomorfas a Tk+1, y en el resto, podemos aplicar la discusión
del caso impar.

♣

Ejemplo 2.7. Sea U
ψ∼= T4 ×D6 un entorno de Carrière generado por la suspensión

de (T,R) ∈ Diff(T3 × D6), siendo T la traslación de pendiente (
√

2,
√

3,
√

5) y

R =




R√
2

R√
7

−Id2


 .
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La corresonancia de {1,
√

2,
√

3,
√

5,
√

7} es 5, y por lo tanto, en U habrá hojas cuyas
clausuras sean difeomorfas a T4 y a T5. Si γ es la proyección de U − L sobre ∆2,
entonces

Lm
∼=

{
T4 Si m ∈ ψ−1(T4 × {0}) ∪ (γ)−1(< e0, e2 >);

T5 en otro caso.

2.3. Sucesión de Gysin

El problema de Gysin para flujos riemannianos presenta dos diferencias funda-
mentales con respecto al caso isométrico. Por un lado, la diferencial de la forma
fundamental no tiene por qué ser una forma básica, sino que se tiene la descomposi-
ción dada por la fórmula de Rummler:

dχ = e + χ ∧ κ,

con e y κ básicas, siendo (µ,X, χ, e, κ) un sistema completo de actores. Por otro
lado, la clausura de R en el grupo de difeomorfismos Diff(M) no tiene por qué ser
compacto. Esto nos obliga a atacar el problema de otra manera, usando la geometŕıa
local de este tipo de flujos.

2.3.1. El Truco de Bredon

El truco de Bredon es lo que en la literatura se conoce como un argumento de
tipo Mayer-Vietoris, y es especialmente útil para demostrar resultados relacionados
con la cohomoloǵıa, tales como el teorema de de Rham, el teorema de Künneth, la
dualidad de Poincaré, etcétera. El truco consiste en un lema topológico mediante
el cual si una propiedad enunciada sobre conjuntos de una variedad cumple ciertas
condiciones, entonces la verificación local de la propiedad implica que se cumpla
globalmente. Su versión más elemental (pensada tan sólo para demostrar el teorema
de de Rham, y presentada por G.E. Bredon en 1962) se encuentra en [10], pag. 289,
y es como sigue:

Lema 2.9 (Truco de Bredon). Sea M una n-variedad diferenciable. Sea P (U) un
enunciado formulado sobre abiertos de M , que satisface las siguientes propiedades:

1. P (U) es cierto si U es difeomorfo a un convexo abierto de Rn;

2. P (U), P (V ) y P (U ∩ V ) implican P (U ∪ V ); y

3. {Uα} disjuntos y P (Uα) para todo α =⇒ P (
⋃

α Uα).
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Entonces, P (M) es cierto.

Para la demostración que hace Bredon del lema 2.9, no hace falta usar la estruc-
tura diferenciable de M . Lo que se utiliza es, en esencia, la existencia de una función
propia M −→ [0,∞) (i.e., tal que la imagen inversa de un compacto sea un com-
pacto). Por otro lado, la hipótesis 1 puede sustituirse por la condición de que exista
una base cerrada para intersecciones finitas cuyos abiertos cumplan la propiedad.
La existencia de una función propia se puede garantizar para cualquier espacio se-
gundo numerable, paracompacto y localmente compacto (se toma una partición de
la unidad {fn} subordinada a un cubrimiento numerable localmente compacto {Un}
y se toma f(x) =

∑
n nfn(x)). Por lo tanto, podemos modificar ligeramente el enun-

ciado del lema de la siguiente manera, más adecuada para trabajar con espacios de
órbitas, y para la cual sirve la misma prueba de [10]:

Lema 2.10 (Truco de Bredon para espacios de órbitas). Sea X un espacio
topológico segundo numerable, paracompacto y localmente compacto. Sea U = {Ui}
una base cerrada para intersecciones finitas. Sea Q(U) un enunciado formulado sobre
abiertos de X, satisfaciendo las siguientes propiedades:

1. Q(U) es cierto si U ∈ U ;

2. Q(U), Q(V ) y Q(U ∩ V ) implican Q(U ∪ V ); y

3. {Uα} disjuntos y Q(Uα) para todo α =⇒ Q(
⋃

α Uα).

Entonces, Q(X) es cierto.

Hemos cambiado M por X para hacer notar que esta vez X es un espacio
topológico, y no necesariamente una variedad diferenciable. Es esta versión la que
se aplica en [47], para resolver el caso semilibre de la sucesión de Gysin de acciones
de S1.

En el caso de flujos riemannianos regulares, nos va a valer la siguiente adaptación
del truco de Bredon:

Lema 2.11 (Truco de Bredon para Flujos Riemannianos Regulares). Sea P
una afirmación formulada sobre variedades diferenciables (no necesariamente com-
pactas) provistas de un flujo riemanniano regular. Si P es una propiedad invariante
por difeomorfismos foliados y cumple los siguientes axiomas:

TB1 para toda variedad contráctil E provista de la foliación por puntos, P (U,F )
implica P (U × E,F × H );
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TB2 si M = U ∪ V , entonces P (U,F ), P (V,F ), P (U ∩ V,F ) =⇒ P (M,F );

TB3 {Uα} disjuntos y P (Uα,Fα) para todo α =⇒ P (
⋃

α Uα,F );

TB4 P (U,F ) es cierta para todo entorno de Carrière U ,

entonces, P (M,F ) es cierta para todo flujo riemanniano F sobre una variedad
cerrada M .

Demostración. Procederemos por inducción sobre la dimensión de M . Los casos de
dimensión 0 y 1 son triviales. Supongamos que el teorema es cierto para dimM ≤ n,
y veamos que es cierto para dimM = n + 1. Procederemos en tres etapas:

• Etapa 1: En primer lugar, vamos a probar que P (U,F ) es cierto si U es un

abierto F -saturado de un entorno de Carrière (Tk+1 ×Dn−k,F ) de modo que
U no corta al toro central Tk+1 × {0}, es decir, U ⊆ Tk+1 × (Dn−k − {0}).
Consideramos la proyección π de Tk+1 × Dn−k sobre la variedad estratificada
(Tk+1 × Dn−k)/F . Notamos que tenemos un difeomorfismo foliado

(Tk+1 × (Dn−k − {0}),F ) ∼= (Tk+1 × Sn−k−1 × (0, 1),F(T,R) × H ),

donde F(T,R) es la suspensión del difeomorfismo (T,R) ∈ Diff(Tk × Sn−k−1) y
H es la foliación por puntos de (0, 1). Por lo tanto, tenemos que

π(U) ⊆ (Tk+1 × Sn−k−1)/F (T,R) × (0, 1).

A continuación, aplicaremos el lema 2.10 a la variedad estratificada X = π(U)
con la afirmación Q formulada sobre abiertos V de π(U) mediante:

Q(V ) ≡ “P (π−1(V ),F ) es cierta”.

Tomamos la base U en π(U) formada por todos los conjuntos de la forma

π′(W ) × (a, b) ⊆ π(U) : W es F (T,R)-saturado,

siendo π′ : Tk+1 × Sn−k−1−→(Tk+1 × Sn−k−1)/F (T,R). Q cumple las hipótesis
2 y 3 de 2.10 por TB2 y TB3. Para ver que satisface 1, comprobaremos que Q
es cierta para todos los elementos de U . En efecto, por TB1 tenemos

Q(π′(W ) × (a, b)) ⇔ P (W × (a, b),F(T,R) × H ) ⇐ P (W, F(T,R)),

de modo que sólo nos queda probar P (W, F(T,R)), lo cual es cierto por hipótesis
de inducción.
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• Etapa 2: Suponemos ahora que U está contenido en un entorno de Carrière

Tk+1 × Dn−k y que contiene puntos del toro central. En ese caso, como U es
F -saturado, se tiene

U ∩ (Tk+1 × {0}) 6= ∅ =⇒ Tk+1 × {0} ⊆ U.

Por lo tanto, existe r > 0 tal que el conjunto

Ur = {(x, y) ∈ Tk+1 × Dn−k−1 : ||y|| < r}

cumple Ur ⊆ U . Notamos que Ur es un entorno de Carrière, luego por TB4,
cumple P . Si consideramos el cubrimiento

U = Ur ∪ U0; U0 = U − (Tk+1 × {0}),

por el caso discutido en la etapa 1, obtenemos P (U0,F ) y P (U ∩ U0,F ).
Aplicando TB2, obtenemos P (U,F ).

• Etapa 3: Consideramos ahora la proyección π : M −→M/F , y aplicamos nue-

vamente el lema 2.10 sobre el espacio estratificado X = M/F . Tomamos el
cubrimiento U formado por todos los abiertos F -saturados contenidos en
algún entorno de Carrière de M , y enunciamos la propiedad Q sobre abiertos
V de M/F :

Q(V ) ≡ P (π−1(V ),F ).

Nuevamente, tan sólo hemos de comprobar que Q es cierta para los elementos
de U , lo cual se cumple por las etapas 1 y 2.

♣

Observación 2.2. La compacidad de M tan sólo nos ha hecho falta para asegurar
la existencia de los entornos de Carrière. De hecho, hemos probado que P se cumple
para todo flujo riemanniano sobre una variedad no necesariamente compacta, pero
con la descripción local de Carrière.

2.3.2. Sucesión de Gysin

Recordamos que la sucesión de Gysin para un flujo isométrico se deriva canónica-
mente a partir del cuasi-isomorfismo (2.1). Para el caso riemanniano general definire-
mos un nuevo cuasi-isomorfismo, adaptando el que hemos citado.
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Sea F un flujo riemanniano sobre la variedad cerrada M . Fijamos un sistema adap-
tado de actores (µ,X, χ, e, κ). Definimos el complejo de Gysin como el siguiente
complejo graduado de formas diferenciales:

G∗(M,F ) = Ω∗(M/F ) ⊕ Ω∗−1(M/F ).

El complejo de Gysin tiene estructura de álgebra con el producto dado por

(α, β) · (α′, β′) = (α ∧ α′, β ∧ α′ + (−1)grad(α)α ∧ β′).

Si además dotamos a G∗(M,F ) con la diferencial

D(α, β) = (dα + e ∧ β,−dκβ),

es inmediato comprobar que (G∗(M,F ), · , D) es un álgebra diferencial graduada
(recordar que dκβ = dβ−κ∧β). Notamos que si F es isométrico, entonces podemos
escoger una métrica para la cual κ se anule (ver lema 2.4 ), y en ese caso, dκ = d, con
lo que la diferencial D es la misma que en (2.1). Definimos la aplicación de Gysin:

Ψ : (G∗(M,F ), D) −→ (Ω∗(M), d)
(α, β) 7−→ α + χ ∧ β

.

Es inmediato comprobar que (2.16) es un morfismo de álgebras diferenciales grad-
uadas. Probaremos que es un cuasi-isomorfismo usando el truco de Bredon, para lo
cual necesitaremos los siguientes lemas.

Lema 2.12. Existen particiones de la unidad de M formadas por funciones diferen-
ciables F -básicas, subordinadas a cualquier cubrimiento de abiertos F -saturados.

Demostración. Recordamos que el proceso estándar para construir particiones de la
unidad diferenciables utiliza entornos coordenados encajados V ⊂ U de modo que
V es compacto, V ⊆ U y además existe una función diferenciable (función grano)
f : M −→R que cumple f > 0 en V y f = 0 en M − V .

Para construir una partición de la unidad como en el enunciado, basta seguir el
proceso estándar usando las siguientes funciones grano. Sea U un entorno de Car-
rière, y sea ψ : U −→Tk+1 × Dm el difeomorfismo foliado correspondiente. Entonces,
denotando Dρ = {x ∈ Dm : ||x|| ≤ ρ}, consideramos los conjuntos

Uρ = Ψ(Tk+1 × Dρ).

Para 0 < ρ1 < ρ2 < 1, tomamos una función diferenciable f : [0, 1)−→ [0, 1] como
en la siguiente imagen



34 Caṕıtulo 2. Sucesión de Gysin para flujos riemannianos regulares

f

0

1

ρ1 ρ2

y la extendemos a F : Tk+1 × Dm−→R mediante F (x, y) = f(||y||). La función grano
F ◦ ψ es estrictamente positiva en Bρ2

y nula fuera de Bρ2
. Como estas funciones

grano sólo dependen del radio del disco y el flujo es transverso a éste, son básicas,
y por tanto, la partición de la unidad que construimos con ellas, también. ♣

Tenemos la siguiente consecuencia inmediata: si U y V son abiertos F -saturados
de M , la sucesión de Mayer-Vietoris asociada

0 → Ω∗((U ∪ V )/F ) −→ Ω∗(U/F ) ⊕ Ω∗(V/F )
ρ−→ Ω∗((U ∩ V )/F ) → 0

ω 7−→ (ω|U , ω|V )
(α, β) 7−→ β|U∩V − α|U∩V

es exacta. En efecto, por el lema 2.12, podemos tomar una partición de la unidad
básica subordinada a {U, V }, de donde se sigue que ρ es sobreyectiva. El resto
de comprobaciones son inmediatas. En consecuencia, podemos derivar la sucesión
exacta larga de Mayer-Vietoris para cohomoloǵıa básica:

→ H i((U∪V )/F ) → H i(U/F )⊕H i(V/F ) → H i((U∩V )/F ) → H i+1((U∪V )/F ) →

Hemos probado:

Corolario 2.13. La cohomoloǵıa del complejo de Gysin (G∗(M,F ), D) cumple la
propiedad de Mayer-Vietoris.

La filosof́ıa de la propiedad de Mayer-Vietoris es poder deducir propiedades glob-
ales a partir de propiedades que se comprueban en modelos locales. A continuación,
probaremos que los entornos de Carriére son modelos locales adecuados para nue-
stro estudio, en el sentido de que el flujo restringido a ellos es isométrico. Eso nos
posibilitará aplicar técnicas y resultados ya conocidos para ese tipo de flujos.

Lema 2.14. Todo flujo riemanniano restringido a un entorno de Carrière puede ser
embebido foliadamente en un flujo isométrico.
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Demostración. Sea U ∼= Tk+1 × Dm el entorno de Carrière obtenido al suspender
(T,R). Podemos tomar θ ∈ Rk y ζ ∈ Rr de modo que T = Tθ y R = Rζ , con

Tθ(x1, . . . , xk) = (x1 + θ1, . . . , xk + θk), Rζ(y) =




Rζ1
. . .

Rζr

−Il


 (y),

siendo cada Rζi
un giro en R2 de ángulo ζi (ver ejemplo 2.8). Las familias diferen-

ciables de difeomorfismos {Ttθ}t y {Rtζ}t definen una homotoṕıa entre (T,R) y la
identidad. Por lo tanto, el flujo en Tk+1 × Dm está dado por la acción

φ : R × Tk+1 × Dm −→ Tk+1 × Dm

(s, ((x0, x), y)) 7−→ (x0 + s, Tsθ(x), Rsθ(y)).
(2.7)

Procederemos, en cambio, de otra manera: como todo flujo lineal sobre un toro se
puede extender a un flujo lineal sobre una esfera impar (sin más que usar la misma
expresión en coordenadas complejas), la acción (2.7) se puede extender a

φ′ : R × (S2k+3 × Dm)−→S2k+3 × Dm.

De esta manera, tenemos un embebimiento foliado

(U,F ) ∼= (Tk+1 × Dm,Fφ) Â Ä //(S2k+3 × Dm,Fφ′) .

Es más, podemos extender Fφ′ a un flujo F ′ sobre S2k+3 × Sm sin más que pegar
dos copias de S2k+3 ×Dm por el borde mediante la identidad. La naturalidad de las
extensiones que hemos descrito implica que el flujo final F ′ es un flujo (regular)
riemanniano sobre S2k+3 × Sm, y por el corolario 1.10, ha de ser taut. ♣

Observación 2.3. Una consecuencia inmediata del lema 2.14 es que la restricción
de un flujo riemanniano a un entorno de Carrière U es un flujo isométrico para una
cierta métrica sobre U . De hecho, se puede comprobar mediante un cálculo directo
(el cual omitimos) que la acción φ dada en la demostración del lema preserva la
métrica casi-fibrada

µ = (1/f 2)

(
k∑

i=0

dx2
i +

r∑

j=1

dy2
2j−1 + dy2

2j

ζ2
j

+ dy2
2r+1 + · · · + dy2

m

)
,

siendo f la función básica dada por f(x, y) = 1 + ||θ||2 +
∑2r

j=1 y2
j .
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Observación 2.4. El lema precedente nos permite pensar los flujos riemannianos
como una colección de entornos de Carrière, es decir, de flujos isométricos, pegados
de una cierta manera. Según cómo se haga, podemos ocasionar que globalmente
perdamos el carácter isométrico del flujo, tal y como hemos visto en el ejemplo de
T 3

A.

A continuación adaptamos el Lema de Poincaré para la cohomoloǵıa del complejo
de Gysin.

Lema 2.15. Sea E una variedad contráctil provista de la foliación por puntos, y
sea (M,F ) un flujo riemanniano. Entonces, la proyección foliada

π : (M × E,F × H )−→(M,F )

induce un isomorfismo en cohomoloǵıa:

π∗ : H∗(G(M,F ), D)−→H∗(G(M × E,F × H ), D′ × dE).

Demostración. Denotamos por F ′, d′, D′ y d′
κ, respectivamente, a las extensiones

canónicas F × FE, d × dE, D × dE y dκ × dE. Consideramos el siguiente diagrama
de filas exactas:

0 // (Ω∗(M/F ), d) //

π
∗

²²

(G∗(M,F ),D) //

π
∗

²²

(Ω∗(M/F ), dκ) //

π
∗

²²

0

0 // (Ω∗((M × E)/F ′), d′) // (G((M × E),F ′),D′) // (Ω∗((M × E)/F ′), d′
κ
) // 0.

(2.8)
Las cohomoloǵıas H∗(M/F ) y H∗

κ(M/F ) verifican el lema de Poincaré (la prueba
estándar de [5], por ejemplo, es válida). Por lo tanto, las flechas verticales de los
extremos son isomorfismos. Usando el lema de los cinco, se sigue que la del centro
también lo es. ♣

Estamos en condiciones de probar la siguiente:

Proposición 2.16. La aplicación de Gysin

Ψ : (G∗(M,F ), D) −→ (Ω∗(M), d)
(α, β) 7−→ α + χ ∧ β

.

es un cuasi-isomorfismo.
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Demostración. Aplicaremos el lema 2.11 a la afirmación P formulada sobre abiertos
saturados de M :

P (U,F ) ≡ “ψU : (G∗(U,F |U), D)−→(Ω∗(U), d) es un cuasi-isomorfismo”

Tan sólo hemos de verificar que se cumplen las hipótesis TB1-TB4. Veamos que se
cumple TB1: sea la proyección π : (U × E,F × H )−→(U,F ), donde (U,F ) es un
abierto saturado y (E,H ) una variedad contráctil foliada por puntos. Tenemos el
siguiente diagrama conmutativo:

G∗(M,F )
ΨM //

π∗

²²

Ω∗(M)

π∗

²²
G∗(M × E,F × H )

ΨM×E // Ω∗(M × E)

Por el lema 2.15 y por el lema de Poincaré para cohomoloǵıa de de Rham, tenemos
que las flechas verticales son cuasi-isomorfismos. Por lo tanto, si ΨM×E es un cuasi-
isomorfismo, ΨM también lo es. Hemos confirmado la hipótesis TB1.

Para verificar que se cumple TB2, tomamos (M,F ) y M = U ∪ V , siendo U y
V saturados. Como el complejo de Gysin cumple la propiedad de Mayer-Vietoris
(corolario 2.13), tenemos el siguiente diagrama conmutativo de filas exactas:

0 // G∗(M,F ) //

ΨM

²²

G∗(U,F ) ⊕ G∗(V,F ) //

(ΨU ,ΨV )

²²

G∗(U ∩ V,F ) //

ΨU∩V

²²

0

0 // Ω∗(M) // Ω∗(U) ⊕ Ω∗(V ) // Ω∗(U ∩ V ) // 0,

del cual se sigue, por el lema de los cinco, que si ΨU , ΨV y ΨU∩V son cuasi-
isomorfismos, entonces ΨM también lo es. Es decir, se cumple TB2.

Para verificar la hipótesis TB3, consideramos el isomorfismo

Ω∗(
⊔

α∈A

Uα) ∼=
∏

α

Ω∗(Uα), (2.9)

donde {Uα}α∈A es una familia disjunta. Notamos que este isomorfismo sigue siendo
válido también para complejos de formas básicas. De estos dos isomorfismos y del
hecho de que la aplicación de Gysin sea natural se deduce la hipótesis TB3.

Para confirmar TB4, tenemos que probar que si (U,FU) es un entorno de Carrière,
la aplicación de Gysin ΨU es un cuasi-isomorfismo. Denotamos por DU , µU , κU , eU
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las restricciones a U de D,µ, κ y e, respectivamente. Por el lema 2.14, tenemos que
[κU ] ∈ H1(M/F ) es una clase nula, es decir, existe una función básica f : U −→R
tal que κU = df . Consideramos ahora el cambio de métrica µ′

U = e2fµU . Tenemos:

X ′ = e−fX χ′ = efχ, κ′
U = 0, e′U = efeU .

Construimos ahora el siguiente diagrama de aplicaciones diferenciales:

(G∗(U,FU), DU)

ξ
²²

ΨU // (Ω∗(U), d)

(G∗(U,FU), D′
U),

Ψ′

U

66lllllllllllll

donde
ξ(α, β) = (α, e−fβ);

D′
U(α, β) = dα + e′ ∧ β,−dβ);

Ψ′
U(α, β) = α + χ′ ∧ β

para todo (α, β) ∈ G∗(U,FU). Notamos que X ′ es un campo de Killing (ver lema
2.4), y por lo tanto, Ψ′

U es un cuasi-isomorfismo (recordar (2.1)). Es inmediato
comprobar que ε es un isomorfismo. Por lo tanto, ΨU es un cuasi-isomorfismo. ♣

Combinando (2.2), la primera fila de (2.8) y la proposición 2.16, construimos el
siguiente diagrama de filas exactas.

0 // (Ω∗(M/F ), d) ι // (Ω∗(M), d)
ρ // (Ω∗(M)/Ω∗(M/F ), d) // 0

0 // (Ω∗(M/F ), d) // (G∗(M,F ), D) //

Ψ

OO

(Ω∗(M/F ), dκ) //

Ψκ

OO

0,

(2.10)
donde Ψκ(β) = χ ∧ β. Del lema de los cinco se sigue que Ψκ es un cuasi-isomorfismo,
lo cual responde a la primera pregunta del problema de Gysin. Además, podemos
derivar la sucesión larga de Gysin y calcular de forma estándar el homomorfismo de
conexión, tal y como recogemos el siguiente teorema:

Teorema 2.17 (Sucesión de Gysin para flujos riemannianos regulares).
Sea F un flujo riemanniano sobre la variedad cerrada M , y sea µ una métrica para
la cual la forma de curvatura media κ sea básica. Entonces, tenemos la siguiente
sucesión exacta larga:

· · · → H i(M/F )
ι∗ //H i(M)

(Ψ∗

κ)−1◦ρ∗//H i−1
κ (M/F )

∧[e] //H i+1(M/F ) → . . . ,
(2.11)

donde el homomorfismo de conexión es la multiplicación por la clase de Euler [e] ∈
H2

−κ(M/F ).



2.3. Sucesión de Gysin 39

Este teorema da la respuesta completa al problema de Gysin que planteábamos en
este caṕıtulo:

Problema de Gysin para flujos riemannianos regulares

i) El término de Gysin es: G∗(M,F ) = H∗−1
κ (M/F );

ii) El homomorfismo de conexión es: ε([α]) = [α∧e], para todo [α] ∈ H∗
κ(M/F ).

Observación 2.5. Si F es un flujo isométrico, podemos tomar µ tal que κ sea nula.
En ese caso, dκ = d, y por lo tanto, la sucesión (2.11) generaliza la obtenida por
Kamber y Tondeur (2.3).

Observación 2.6. La sucesión de Gysin es independiente de la métrica elegida en el
siguiente sentido: si tomamos dos métricas casi-fibradas µ, µ′ con formas de curvatura
media κ, κ′ básicas, el diagrama (2.10) proporciona un isomorfismo de cadenas entre
cada una de las sucesiones de Gysin asociadas a µ y µ′ y la sucesión canónica
(2.1). Por lo tanto, todas las sucesiones de Gysin están relacionadas mediante un
isomorfismo de cadenas.

Observación 2.7. Combinando el cuasi-isomorfismo Ψκ y el teorema de dualidad
1.12, obtenemos que los términos E·,1

2 y E·,0
2 de la sucesión espectral de un flujo

riemanniano son duales. J.A. Álvarez prueba en [1] con mayor generalidad este
resultado, usando técnicas anaĺıticas, diferentes a nuestro enfoque geométrico.

Observación 2.8. La sucesión de Gysin es un objeto en la categoŕıa de sucesiones
exactas de H∗(M/F )-módulos.

Ejemplo 2.8. Es bien conocido que la cohomoloǵıa de CPn = S2k+1/S1 está gener-
ada por una clase de grado 2, que es precisamente la clase de Euler de la acción de
Hopf. Como ilustración de los resultados de este caṕıtulo, aplicaremos la sucesión
de Gysin (2.11) para calcular la cohomoloǵıa básica de un flujo riemanniano regular
cualquiera sobre una esfera impar.

Sea F un flujo riemanniano regular sobre S2n+1. Como S2n+1 es simplemente
conexo, tenemos que F es isométrico, y por lo tanto, la sucesión de Gysin resulta:

· · · → H i(S2n+1) −→ H i−1(S2n+1/F )
∧[e]−→ H i+1(S2n+1/F ) −→ H i+1(S2n+1) → . . .

(2.12)
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Como la cohomoloǵıa de S2n+1 es R en los grados 0 y 2n + 1 y nula en el resto, de
(2.12) obtenemos:

H i(S2n+1/F ) ∼= H i+2(S2n+1/F ) 0 ≤ i ≤ 2n − 1,

siendo la multiplicación por la clase de Euler el isomorfismo. De H0(S2n+1/F ) = R
se sigue que en todos los grados pares la cohomoloǵıa es R. Si escribimos la sucesión
(2.12) para i = 0, obtenemos H1(S2n+1/F ) = 0, y por lo tanto, todos los grados
impares son nulos. Hemos obtenido los números de Betti:

H i(S2n+1/F ) =

{
R si i = 0, 2, . . . , 2n;

0 en otro caso.

Como la multiplicación por la clase de Euler [e] ∈ H2(S2n+1/F ) es un isomorfismo,
obtenemos que los generadores de la cohomoloǵıa son {1, [e], [e2], . . . , [en]}. Hemos
probado el isomorfismo de álgebras

H∗(S2n+1/F ) ∼= R[e]/en+1.

Cuando F está dado por una acción de S1 sin puntos fijos sobre un espacio S2n+1

que tiene la cohomoloǵıa de una esfera impar, el cociente CP n = S2n+1/S1 tiene la
cohomoloǵıa de un espacio proyectivo complejo. Este tipo de espacios se denominan
espacios proyectivos complejos cohomológicos.

2.3.3. Nulidad de la Clase de Euler

En este apartado probamos que la clase de Euler [e] ∈ H2
−κ(M/F ) no depende

de la métrica elegida, y que su nulidad tiene una interpretación geométrica.

Sea F un flujo riemanniano sobre la variedad compacta M y fijemos un sis-
tema completo de actores (µ,X, χ, κ, e). Si e = 0, es inmediato comprobar que la
distribución ortogonal a F es integrable. En otras palabras, existe una foliación G

que es perpendicular al flujo. En efecto, para todo par de campos Y, Z tales que
χ(Z) = χ(Y ) = 0, tenemos:

χ([Y, Z]) = dχ(Y, Z) = (χ ∧ κ)(Y, Z) = 0.

Recordamos que una foliación G de codimensión 1 está dada por una 1-forma no
singular ω mediante G = ker ω. Es bien conocido que en ese caso, existe una 1-forma
τ tal que dω = ω ∧ τ . Se dice que τ es una torsión de ω. En el caso de que e = 0, la
foliación perpendicular está dada por χ, y la torsión es κ.
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Cuando el flujo sea isométrico, podemos suponer κ = 0. La forma de Euler dχ

es básica, y define una clase de cohomoloǵıa

[dχ] ∈ H2(M/F )

que llamaremos clase de Euler, y que no depende de la métrica µ elegida. Su nuli-
dad encierra un significado geométrico, descrito en [49] por M. Saralegi: la clase de
Euler de un flujo isométrico es nula si y sólo si existe una foliación G transversa
al flujo y definida por una 1-forma no singular ω cerrada. Mediante el teorema de
Tischler ([53]), podemos aproximar G por una fibración transversa al flujo. Tenemos
el siguiente:

Teorema 2.18 (M. Saralegi). Sea (M,F ) un flujo isométrico. Entonces, son
equivalentes:

i) existe una fibración transversa a F ;

ii) la clase de Euler de F se anula.

Observación 2.9. En el caso particular de una fibración de Seifert, la clase de Euler
del flujo coincide con la clase de Euler usual, salvo un factor de proporcionalidad.
Este factor es exactamente la medida de una hoja genérica de F . Por lo tanto,
podemos modificar la métrica de modo que ambas clases coincidan.

A continuación, recuperaremos estos resultados en el caso de un flujo riemanniano
general. Recordamos que dado un sistema completo de actores, tenemos

de = −e ∧ κ,

y que, por lo tanto, la forma de Euler define una clase:

[e] ∈ H2
−κ(M/F ).

Veamos que esta clase no depende de la métrica elegida. Sean (µi, Xi, χi, ei, κi), i =
1, 2 sendos sistemas completos de actores para (M,F ). Por el teorema 1.8, tenemos:

[κ1] = [κ2] ∈ H1(M/F ),

es decir, existe una función básica f tal que df = κ2 − κ1. Se comprueba inmediata-
mente que el isomorfismo de álgebras

ϕ : (Ω∗(M/F ), d−κ2
) −→ (Ω∗(M/F ), d−κ1

)
ω 7−→ efω

es diferencial. Notamos que induce un isomorfismo en cohomoloǵıa, canónico salvo
una constante multiplicativa. Describimos la independencia de la clase de Euler en
la siguiente:
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Proposición 2.19. En las condiciones anteriores, dado el isomorfismo canónico
(salvo constante multiplicativa):

ϕ : H2
−κ2

(M/F )−→H2
−κ1

(M/F ),

se tiene que ϕ([e2]) y [e1] son proporcionales. En particular, la nulidad de la clase
de Euler no depende de la métrica µ elegida, sino de F .

Demostración. Procediendo como en la proposición 2.16, podemos probar (ver aparta-
do 2.5) que la aplicación

Ψ : (Ω∗(M/F ) ⊕ Ω∗−1(M/F ), Dκ) −→ (Ω∗(M), d−κ)
(α, β) 7−→ α + χ ∧ β

es un cuasi-isomorfismo, donde Dκ(α, β) = (d−κα + e ∧ β,−dβ) para todo sistema
completo de actores. De ese cuasi-isomorfismo se deriva de forma canónica la sigu-
iente sucesión de Gysin torcida:

· · · → H i
−κ(M/F ) −→ H i

−κ(M) −→ H i−1(M/F )
∧[e]−→ H i+1

−κ (M/F ) → . . .

El isomorfismo ϕ induce un isomorfismo de cadenas entre las sucesiones de Gysin
torcidas para µ1 y µ2, de la cual extraemos el siguiente diagrama conmutativo:

H0(M/F )
∧[e1] // H2

−κ1
(M/F )

H0(M/F )
∧[e2] // H2

−κ2
(M/F )

efoo

OO

del cual se sigue inmediatamente el resultado. ♣

Recordamos que para una foliación de dimensión p y codimensión q y para cada
par de cartas foliadas ϕ, ψ, el cambio de coordenadas es de la forma

ψ ◦ ϕ−1(x, y) = (h1(x, y), h2(y)) para todo (x, y) ∈ Rp × Rq.

Diremos que una foliación es transversalmente af́ın si existe un atlas foliado para el
cual los cambios de coordenadas h2 : Rq−→Rq son aplicaciones afines, es decir, la
suma de una traslación y una aplicación lineal. Notamos que si h2 es además una
isometŕıa, tenemos que la foliación es riemanniana. Se tiene la siguiente caracteri-
zación:
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Lema 2.20 ([22]). Una foliación G de codimensión 1 es transversalmente af́ın y
orientable si y sólo si está determinada por una 1-forma no singular ω cuya torsión
τ es cerrada.

Presentamos a continuación el segundo resultado importante de esta memoria.

Teorema 2.21. Para un flujo riemanniano F son equivalentes:

i) la clase de Euler se anula;

ii) existe una foliación G transversa a F definida por una 1-forma ω cuya torsión
es básica.

Además, cualquiera de las dos condiciones implica que G es transversalmente af́ın.

Demostración. Supongamos i) y sea (µ,X, χ, e, κ) un sistema completo de actores.
Tenemos que existe γ ∈ Ω1(M/F ) tal que d−κω = e. Entonces, la forma ω = χ − γ
es integrable, pues

dω = e + χ ∧ κ − e + κ ∧ γ = ω ∧ κ,

siendo κ la torsión, que es una forma básica.

Suponemos ahora ii), y sea X un campo que defina F . Podemos suponer que
G = ker ω, con ω(X) = 1, de modo que la torsión τ de ω sea básica. Si µ es una
métrica casi-fibrada y µQ es su proyección ortogonal, podemos construir otra métrica
casi-fibrada

µ′ = ω ⊗ ω + µQ.

Como X es unitario para µ′, se sigue que χ′ = iXµ′ = ω, y que la forma de curvatura
media es

κ′ = LXχ′ = LXω = τ,

que es básica. De dω = ω ∧ τ se sigue que {µ′, X, ω, 0, τ} es un sistema adaptado de
actores, y por lo tanto, la clase de Euler es nula.

La afirmación adicional se sigue inmediatamente del lema 2.20 y del hecho de
que si κ es básica, entonces ha de ser cerrada (ver [54]). ♣

Ejemplo 2.9. En el ejemplo de T 3
A (ver 2.6), la forma de Euler para la métrica que

construimos es nula, y por lo tanto, la clase de Euler también. De hecho, {T,X2}
definen una distribución integrable transversa al flujo y transversalmente af́ın (la
aplicación af́ın del cambio de cartas consiste en multiplicar por el valor propio λ1 de
A).
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2.4. Independencia de [κ] y [e]

Para terminar este apartado, mostraremos que las clases de Euler y de [κ] ∈
H1(M/F ) son independientes. Un producto S1 × M y la fibración de Hopf y son
ejemplos inmediatos de flujos isométricos con clases de Euler nula y no nula, respec-
tivamente. El ejemplo 2.6 es un flujo riemanniano no isométrico cuya clase de Euler
es nula. A continuación, describimos un flujo riemanniano donde tanto la clase de
[κ] como la de Euler son no nulas.

Ejemplo 2.10. Consideramos la matriz

A =

(
2 1
1 1

)
∈ SL(2, Z),

y sus dos valores propios λ1 y λ2, que satisfacen 0 < λ1 < 1 < λ2 y λ1λ2 = 1. Deno-
tamos por {(a1, b1), (a2, b2)} la base ortonormal de vectores propios correspondiente.
Las matrices A, I ∈ SL(4, Z) dadas por

B =

(
A 0
0 A

)
y I =

(
Id2 Id2

0 Id2

)

definen sendos automorfismos del toro T4 que denotaremos con las mismas letras.
Definimos ahora la variedad M6 como la suspensión de la representación

ρ : Z2 −→ Diff(T4)
(k, l) 7−→ Ak ◦ I l .

Más expĺıcitamente, M6 es el espacio de órbitas de la acción

Ψ : Z2 × (T4 × T2) −→ T4 × R2

((k, l), [y1, y2, z1, z2], (t, x)) 7−→ (ρ(k, l)[y1, y2, z1, z2], (x + k, t + l)).

Notamos que queda definida una fibración π : M6−→T2. Esta variedad se introduce
en otro contexto en [21], donde se estudian algunas de sus propiedades. Tenemos la
siguiente paralelización de M6:

X =
∂

∂t
, T =

∂

∂x
, Yi = λt

i

(
ai

∂

∂y1

+ bi
∂

∂y2

)

Zi = xλt
i

(
ai

∂

∂y1

+ bi
∂

∂y2

)
+ λt

i

(
ai

∂

∂z1

+ bi
∂

∂z2

) (i = 1, 2) (2.13)

Denotamos por {α, β, γ1, γ2, δ1, δ2} la base dual de 1-formas diferenciables, cuya
expresión es la siguiente:

α = dt; β = dx; δi = λ−t
i (aidz1 + bidz2);

γi = λ−t
i (aidy1 + bidy2) − xλ−t

i (aidz1 + bidz2)
(i = 1, 2) (2.14)
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Calculamos las diferenciales de las formas:

dα = dβ = 0; dδi = (− log λi)α ∧ δi

dγi = (− log λi)α ∧ γ2 − β ∧ λ2

(i = 1, 2)

y los corchetes de Lie de los campos:

[T, Yi] = (log λi)Yi, [T, Zi] = (log λi)Zi, [X,Zi] = Yi (i = 1, 2)

siendo nulos los restantes. Sea F el flujo definido por Y1, y consideramos la métrica
µ tal que (2.13) sea un paralelismo ortonormal. Se comprueba inmediatamente que
LY1

µQ = 0, y que, por lo tanto, F es un flujo riemanniano y µ es casi-fibrada. Por
otro lado, tenemos que

LY1
µ(Y1, T ) = µ(Y1, [Y1, T ]) = − log λ1 6= 0,

por lo que Y1 no es un campo de Killing para µ. Para ver que no puede existir ningún
campo de Killing que defina F , identificamos primero el resto de los actores:

χ = γ1, κ = (log λ1)α, e = −β ∧ δ1, (2.15)

de modo que el sistema completo resulta {µ, Y1, γ1,−β∧δ1, (log λ1)α}. Notamos que
tanto κ como e son básicas. Tenemos el siguiente resultado:

Proposición 2.22. El flujo F no es isométrico.

Demostración. Recordamos que la aplicación inducida por la inclusión

ι∗ : H1(M/F )−→H1(M6)

es inyectiva, y por lo tanto, basta probar que [α] ∈ H1(M6) no es nula. Como
π : M6−→T2 es una fibración, se tiene el monomorfismo

π∗ : H1(T2)−→H1(M6).

Uniendo esto al hecho de que [α] = π∗([θ]), siendo θ uno de los generadores de
H1(T2), obtenemos el resultado. ♣

Para probar que la clase de Euler es no nula, probaremos primero que la coho-
moloǵıa H∗

−κ(M/F ) puede calcularse utilizando tan sólo como coeficientes formas
básicas para la fibración π. Consideramos el álgebra real

C =< α, β, γ2, δ1, δ2 >,

y el complejo diferencial
C∞(T2) ⊗ C

al cual podemos dotar con la diferencial d−κ = d−α. Tenemos el siguiente:
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Lema 2.23. La aplicación diferencial

Ψ : (C∞(T2) ⊗ C, d−κ) −→ Ω∗(M6/F , d−κ)
(f, ω) 7−→ (π∗f)ω

es un cuasi-isomorfismo.

Demostración. Aplicaremos la segunda versión del truco de Bredon (lema 2.10) a
una base U formada por convexos geodésicos de T2. Denotamos por CU al álge-
bra generada por las restricciones de los generadores de C a π−1(U). Sea ahora la
afirmación P formulada sobre abiertos U de T2:

P (U) = “la aplicación ΨU : (C∞(U) ⊗ C, d−κU
)−→(Ω∗(π−1(U)/FU), d−κU

)

es un cuasi-isomorfismo.”

Hemos de comprobar que se cumplen las hipótesis 1,2 y 3 de 2.10. La hipótesis 2
se deduce del hecho de que las dos cohomoloǵıas cumplen la propiedad de Mayer-
Vietoris. En efecto, basta levantar una partición de la unidad de T2 a M6 para
obtener una partición de la unidad básica. La hipótesis 3 se sigue de (2.9). Por lo
tanto sólo nos queda probar que P (U) es cierto para cada U ∈ U , para lo cual
procedemos de la siguiente manera:

• Como κU = α|U es exacta, basta comprobar P para κ = 0, es decir, susti-
tuyendo d−κ por d;

• Por el lema de Poincaré, podemos contraer U , lo cual nos reduce a com-
probar que el cuasi-isomorfismo en una fibra de π. Tenemos el isomorfismo
H∗(T4/FT) ∼=< γ2, δ1, δ1 >, siendo FT el flujo lineal dado por la restricción
de F a una fibra, con lo cual concluimos la prueba.

♣
Proposición 2.24. La clase de Euler del flujo F es no nula.

Demostración. Supongamos, por reducción al absurdo, que existe una 1-forma básica
ω tal que

e = −β ∧ δ1 = dω + log λ1α ∧ ω. (2.16)

Usando la paralelización (2.13) y la proposición 2.23, podemos escribir ω como:

ω = fαα + fββ + fγ2
γ2 + fδ1δ1 + fδ2δ2, (2.17)

donde las funciones dependen de las coordenadas x y t. Un cálculo directo a partir
de (2.17) y (2.16) nos lleva a las ecuaciones:

X(fδ1) = 1 (2.18)

T (fδ1) = 0 (2.19)
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De la ecuación (2.19) deducimos que fδ1 = iZ1
ω depende sólo de x. Por lo tanto,

podemos considerar que (2.18) es una ecuación en S1. Esta ecuación no tiene solución,
y por lo tanto, hemos llegado a una contradicción. ♣

2.5. Más sucesiones tipo Gysin

Para terminar este caṕıtulo y a modo de ilustración de las técnicas que hemos
descrito, construiremos nuevas sucesiones exactas de tipo Gysin, en las que inter-
vendrán nuevas cohomoloǵıas asociadas a un flujo riemanniano, y que generalizan
las que ya han aparecido.

Sea F un flujo riemanniano sobre la variedad cerrada M , y sea {µ,X, χ, e, κ}
un sistema completo de actores. Para cada l ∈ Z, definimos la diferencial

dlκω = dω − lκ ∧ ω para todo ω ∈ Ω∗(M),

y los grupos de cohomoloǵıa correspondientes

H∗
lκ(M) = H∗(Ω∗(M), dlκ), H∗

lκ(M/F ) = H∗(Ω∗(M/F ), dlκ). (2.20)

Notamos que si F es un flujo isométrico, las cohomoloǵıas anteriores son isomorfas
a la básica y a la de de Rham. Necesitaremos los dos siguientes lemas para probar
que las cohomoloǵıas H∗

lκ(M/F ) son de dimensión finita.

Lema 2.25. Sea U un entorno saturado de un entorno de Carrière. Entonces, si
H∗(U) es de dimensión finita, también H∗(U/F ) lo es.

Demostración. Como (U,F ) es un flujo isométrico, la sucesión de Gysin es:

· · · → H i(U/F ) −→ H i(U)
ρi

−→ H i−1(U/F ) −→ H i+1(U/F ) → . . .

de donde obtenemos el isomorfismo de espacios vectoriales:

H i(U/F ) ∼= ker ρi ⊕ coker ρi−1.

Por lo tanto, si H i−1(U/F ) es de dimensión finita, tenemos que H i+1(U/F ) también
lo es. Como para i < 0 se tiene H i(M/F ) = 0, obtenemos el resultado. ♣

El siguiente lema es un caso particular de [58].

Lema 2.26. Sea F un flujo riemanniano sobre una variedad compacta. Entonces,
existe un cubrimiento finito U formado por entornos de Carriére de modo que toda
intersección U de elementos de U contiene una hoja cuya clausura es un retracto
foliado por deformación fuerte de U .
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Demostración. En [58], R. Wolak prueba este lema para foliaciones riemannianas
singulares. Los entornos que se construyen son entornos tubulares foliados de clausuras
de hojas de F . Para el caso regular, eso equivale a tomar entornos de Carrière con
radios suficientemente pequeños. ♣

Notamos que la existencia de particiones de la unidad básicas garantiza la propiedad
de Mayer-Vietoris para estas nuevas cohomoloǵıas. Como consecuencia, tenemos la
siguiente proposición.

Proposición 2.27. Si M es compacta, las cohomoloǵıas H∗
lκ(M/F ) y H∗

lκ(M) son
de dimensión finita para todo l ∈ Z.

Demostración. Podemos tomar un cubrimiento finito U como en el lema 2.26, y
consideramos U ′ el cubrimiento formado por los elementos de U y sus intersecciones
finitas. Como el flujo es isométrico en cada elemento U de U , las cohomoloǵıas
H∗

lκ(U) y H∗
lκ(U/F ) son isomorfas a H∗(U) y H∗(U/F ), respectivamente, y lo

mismo sucede para los elementos de U ′. Como tanto los abiertos de U como sus
intersecciones se pueden retraer a un toro, para todo U ∈ U ′ tenemos que H∗(U) es
de dimensión finita, y aplicando el lema 2.25, tenemos que H∗

lκ(U) y H∗
lκ(U/F ) son

de dimensión finita. Aplicando sucesivamente la propiedad de Mayer-Vietoris con
los elementos de U , obtenemos el resultado. ♣

Observación 2.10. La proposición anterior ilustra cómo en el caso particular de
un flujo riemanniano se puede probar la finitud de la cohomoloǵıa básica utilizando
las técnicas usadas en esta memoria.

A continuación, relacionaremos las cohomoloǵıas (2.20) mediante dos resultados
que generalizan la dualidad de Kamber-Tondeur 1.12 y la sucesión de Gysin 2.11.
Las demostraciones no hacen sino aprovechar las pruebas existentes de los teoremas
citados, al ser algebraicamente similares.

Teorema 2.28. Sea F un flujo riemanniano sobre la variedad cerrada M , de di-
mensión n, sea µ una métrica casi-fibrada tal que κ sea básica, y sea l ∈ Z. Entonces,
la forma bilineal

Φ: Hn−i−1
(1−l)κ (M/F ) ⊗ H i

lκ(M/F )−→R,

dada por Φ([α] ⊗ [β]) =
∫

M
α ∧ β ∧ χ es no degenerada.

Demostración. Tan sólo probaremos aqúı que la aplicación del enunciado está bien
definida. Para el resto de la prueba se aplica el truco de Bredon tal y como haremos
en el teorema 3.26.
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Veamos primero que Φ([α]⊗[β]) no depende del representante de [α] en Hn−i−1
(1−l)κ (M/F ).

Sean α ∈ Ωn−i−2(M/F ) y β ∈ Ωi(M/F ) con dlκβ = 0. Hemos de probar

Φ([d(1−l)κα] ⊗ [β]) =

∫

M

d(1−l)κα ∧ β ∧ χ = 0 (2.21)

Tenemos, por un lado,

d1−lκα ∧ β ∧ χ = dα ∧ β ∧ χ + (−1)nα ∧ β ∧ χ ∧ (1 − l)κ. (2.22)

Por otro lado,

d(α ∧ β ∧ χ) = dα ∧ β ∧ χ + (−1)n−iα ∧ lκ ∧ β ∧ χ

+ (−1)n(α ∧ β ∧ χ ∧ κ + α ∧ β ∧ e)

= dα ∧ β ∧ χ + (−1)n−iα ∧ lβ ∧ χ + (−1)nα ∧ β ∧ χ ∧ κ,

(2.23)

donde hemos utilizado que α∧ β ∧ e es una forma básica de grado n, y por lo tanto,
ha de ser nula. Combinando (2.22) y (2.23), obtenemos

d(α ∧ β ∧ χ) = d(1−l)κα ∧ β ∧ χ,

de donde se sigue que
∫

M

d(1−l)κα ∧ β ∧ χ =

∫

M

d(α ∧ β ∧ χ) = 0,

lo cual demuestra (2.21).

Análogamente, se prueba que si α ∈ Ωn−i−1(M/F ) y β ∈ Ωi−1(M/F ) con dlκβ = 0,
entonces

d(α ∧ β ∧ χ) = (−1)n−i−1α ∧ dlκβ ∧ χ

y, por lo tanto,

Φ([α] ⊗ [dlκβ]) =

∫

M

d(α ∧ β ∧ χ) = 0.

♣

Proposición 2.29. Sea F un flujo riemanniano sobre la variedad cerrada M , y sea
µ una métrica cuya 1-forma de curvatura media κ sea básica. Entonces, la aplicación
diferencial

Ψ : (G∗(M,F ), Dl) −→ (Ω∗(M), dlκ)
(α, β) 7−→ α + χ ∧ β

,

donde Dl(α, β) = (dlκα + β ∧ e,−d(l)κβ + κ ∧ β), es un cuasi-isomorfismo.
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Demostración. Se comprueba directamente que la aplicación del enunciado es difer-
encial. Como las cohomoloǵıas presentadas tienen las mismas propiedades que las
que intervienen en la proposición 2.16, se puede aplicar el truco de Bredon de la
misma manera, obteniéndose el resultado. ♣

De la misma manera, se derivan canónicamente las sucesiones de Gysin:

Proposición 2.30. Sea F un flujo riemanniano sobre la variedad cerrada M , y
sea µ una métrica para la cual la forma de curvatura media κ sea básica. Entonces,
tenemos para cada l ∈ Z la siguiente sucesión exacta larga:

· · · → H i
lκ(M/F ) −→ H i

lκ(M) −→ H i−1
(l+1)κ(M/F )

∧[e]−→ H i+1
lκ (M/F ) → . . . , (2.24)

donde el homomorfismo de conexión es la multiplicación por la clase de Euler [e] ∈
H2

−κ(M/F ).

Observación 2.11. Estas sucesiones de tipo Gysin dan solución al problema de
Gysin planteado por la sucesión exacta

0 −→ (Ω∗(M/F ), dlκ) −→ (Ω∗(M), dlκ)
ρ−→ (Ω∗(M)/Ω∗(M/F ), dlκ) −→ 0.

Observación 2.12. Las sucesiones de Gysin (2.24) son sucesiones exactas de módu-
los sobre H∗(M/F ). En efecto, se comprueba inmediatamente que si dlκα = 0 y
dpκβ = 0, entonces d(l+p)κα ∧ β = 0. En particular, notamos que si α es un d(l+1)κ-
ciclo, entonces α ∧ e es un dlκ-ciclo.

Observación 2.13. Utilizando la notación

Ωlκ ⊕ Ωl+1 ≡ (G∗(M,F ), Dl) y Ωlκ ≡ (Ω∗(M), dlκ),

podemos plasmar los resultados de este apartado en el siguiente diagrama de cuasi-
isomorfismos.

. . .

Ω−2κ ⊕ Ω−κ −→ Ω−2κ

Ω−κ ⊕ Ω −→ Ω−κ

Ω ⊕ Ωκ −→ Ω

Ωκ ⊕ Ω2κ −→ Ωκ

Ω2κ ⊕ Ω3κ −→ Ω2κ

. . .

Notamos que el cuasi-isomorfismo central es la sucesión de Gysin y que entre los com-
plejos básicos (a la izquierda de las flechas), la posición simétrica respecto al śımbolo
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⊕ de la sucesión de Gysin indica relación de dualidad. La sucesión de Gysin es la
única en la que intervienen cohomoloǵıas duales. Utilizando la finitud de H∗(M/F )
y H∗

lκ(M) (esta última se prueba con un cubrimiento de convexos geodésicos), el
diagrama anterior proporciona una manera alternativa de probar que todas las co-
homoloǵıas que intervienen en él son finitas.
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Caṕıtulo 3

Sucesión de Gysin para flujos
riemannianos singulares

En el caṕıtulo anterior construimos la sucesión de Gysin para flujos riemannianos
regulares, los cuales estaban determinados por una acción φ : R × M −→M . Si per-
mitimos que φ tenga puntos fijos, la partición inducida en M no es ya una foliación
regular, pues tenemos órbitas de dimensión 1 y órbitas de dimensión 0 (los pun-
tos fijos). Esta situación es un caso particular de lo que se conoce como foliaciones
singulares, que se pueden describir de forma intuitiva como foliaciones en las que
se permite que las hojas puedan tener dimensiones diferentes. La propiedad métri-
ca que cumpĺıan las foliaciones riemannianas se puede extrapolar a las foliaciones
singulares, dando pie a las foliaciones riemannianas singulares.

El objetivo de este caṕıtulo es construir la sucesión de Gysin para los flujos
riemannianos singulares, es decir, flujos con puntos fijos que inducen una foliación
riemanniana singular.

Un caso ya resuelto por G. Hector y M. Saralegi (ver [28]) es el de una acción
diferenciable φ : S1 × M −→M . En ese caso, como la acción no tiene por qué ser li-
bre, el espacio cociente M/S1 no es necesariamente una variedad diferenciable, sino
una pseudovariedad estratificada. La cohomoloǵıa de intersección es un invariante
especialmente útil para estudiar este tipo de espacios: con ella se recupera la duali-
dad de Poincaré, la cual no satisface la cohomoloǵıa ordinaria en pseudovariedades
estratificadas. La sucesión de Gysin construida con cohomoloǵıa de intersección en
[28] resulta ser:

· · · → H i
p(M/S1)−→H i

p(M)−→H i−1
p−2

(M/S1)
∧[e]−→ H i+1

p (M/S1) → . . . , (3.1)

para cada perversidad p (más adelante explicaremos estos conceptos). La sucesión de

53
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Gysin que obtenemos en el caso de flujos riemannianos singulares, y que generaliza
por lo tanto (3.1) es:

· · · → H i
p(M/F )−→H i

p(M)−→H i−1
p−2,κ

(M/F )
∧[e]−→ H i+1

p (M/F ) → . . . ,

donde la cohomoloǵıas que aparecen son la cohomoloǵıa de intersección básica y
básica torcida.

Utilizaremos la cohomoloǵıa de intersección (normal y básica) con formas difer-
enciales a la Brylinski (ver [11]) que llamaremos perversas: son formas diferenciales
definidas en la parte regular de M , es decir, fuera de los puntos fijos, y que podemos
controlar de una cierta manera cerca de estos puntos. La herramienta que usaremos
para expresar ese control es la explosión de Jänich (más concretamente, una versión
foliada).

En la sección 1 hacemos un repaso de la estructura local de las foliaciones rie-
mannianas singulares, descrita por P. Molino en [38], y construimos la explosión. En
la siguiente sección, aplicamos esta descripción al caso de los flujos riemannianos sin-
gulares. En la sección 3, definimos y estudiamos las propiedades de la cohomoloǵıa
de intersección, y demostramos un teorema de dualidad para la cohomoloǵıa básica
de intersección de los flujos riemannianos singulares. En la sección 4, derivamos la
sucesión de Gysin, y por último, describimos la ciruǵıa hiperbólica, un método para
construir flujos riemannianos singulares no isométricos.

Seguiremos el método de trabajo del caṕıtulo anterior: a partir del estudio local
y los cálculos locales, utilizaremos la técnica de Mayer-Vietoris (truco de Bredon
adaptado a flujos riemannianos singulares) para probar los resultados globales.

3.1. Foliaciones riemannianas singulares

En esta sección con carácter preliminar, presentamos de forma rápida las princi-
pales caracteŕısticas de las foliaciones riemannianas singulares. Nos centraremos en
su estructura local, descrita en profundidad por P. Molino (ver [38]).

Definición 3.1. Una foliación riemanniana singular (F.R.S.) sobre la variedad
cerrada M es una partición F de M en subvariedades llamadas hojas, de modo
que

1. El módulo T (F ) formado por los campos de vectores tangentes a las hojas de
la foliación actúa transitivamente sobre cada hoja;
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2. Existe una métrica µ adaptada a F en el siguiente sentido: si una geodésica
es perpendicular a una hoja en un punto, entonces sigue siendo perpendicular
a todas las hojas que corte. Diremos que una tal métrica es casi-fibrada.

La condición 1. significa que F es una foliación singular en el sentido de H. Suss-
man y P. Stefan (ver [52] y [51], respectivamente). Esa definición evita situaciones
como las del siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.1. Consideramos en R2 la familia V = {{b} × (0,∞) : b ∈ R} de
semirrectas verticales , y la familia de rectas horizontales G = {R × {a} : a ≤ 0}.
Tenemos que F = G ∪ V es una partición de R2 que no cumple la definición de
foliación riemanniana regular (definición 1.1), pues no se puede construir una carta
foliada que contenga puntos de la recta R × {0}.

Por supuesto, la partición F tampoco cumple la condición 1. de la definición 3.1. En
cuanto a particiones donde las hojas son de dimensiones diversas, esta condición nos
permite evitar algunas que no son foliaciones singulares. Por ejemplo, si denotamos
por H la foliación por puntos del semiplano R × (0,∞), la partición de R2 dada
por H ∪ G tampoco es una foliación singular.

La condición 2. de la definición es el requisito para que F sea un sistema
transnormal para (M,µ) en el sentido de J. Bolton [4], en el caso particular de
que la partición F contenga subvariedades de codimensión 1. Con esta condición,
que es la extensión a foliaciones singulares de la definición de métrica casi-fibrada en
el caso regular, evitamos situaciones de tipo sumidero, en las cuales una hoja puede
enrollarse sobre otra, acercándose indefinidamente (ver figura):
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Notamos que una F.R.S. en la cual todas las hojas tienen la misma dimensión es
exactamente una foliación riemanniana (regular) según las hemos definido en el
caṕıtulo anterior. El ejemplo principal de F.R.S. es el siguiente:

Ejemplo 3.2. Sea (M,µ) una variedad riemanniana conexa y sea G ≤ Iso(M,µ)
un grupo de isometŕıas conexo. Se puede comprobar que la partición F dada por
las órbitas de la acción de G sobre M satisface las condiciones de la definición 3.1,
y por lo tanto, es una F.R.S.

Ejemplo 3.3. Si F es una foliación riemanniana regular sobre la variedad com-
pacta M , la foliación F definida por las adherencias de las hojas es una foliación
riemanniana singular (ver [38]). La conjetura de Molino dice que si F es una F.R.S.,
entonces F también lo es. Recientemente, G. Hector ha anunciado una prueba de
esta conjetura.

La condición métrica que cumplen las foliaciones riemannianas singulares nos va
a garantizar una estructura local rica que pasamos a describir a continuación.

Sea F una F.R.S. sobre la variedad M , sea µ una métrica casi-fibrada y sea P
una placa de F , es decir, un abierto relativamente compacto de una hoja de F .
Podemos tomar el entorno tubular βρ de P , es decir, la imagen por la aplicación
exponencial del fibrado por bolas de radio ρ en el fibrado normal N(P ). Denotamos
por Sρ la imagen por la aplicación exponencial de los vectores de N(P ) de longitud
ρ. Llamaremos Ly a la hoja de F que pasa por y ∈ M . Para todo y ∈ βρ, llamaremos
Py a la componente conexa de Ly∩βρ que pasa por y. Tenemos el siguiente resultado:

Proposición 3.1 ([38]). Sea F una F.R.S. sobre la variedad M y sea P una placa.
Entonces, existe un entorno tubular π : βρ−→P tal que:

i) para todo y ∈ βρ, la proyección π : Py−→P es una submersión sobreyectiva;

ii) para todo x ∈ P , los conjuntos π−1(x) intersecan a todas las placas Py de βρ,
siendo además transversales a las mismas;

iii) los conjuntos Sρ′ con ρ′ < ρ son saturados de placas Py.

Un entorno βρ como el de la proposición se dirá que es un entorno tubular dis-
tinguido. Para todo λ > 0, la homotecia v → λv de N(P ) induce una aplicación en
un cierto dominio del entorno tubular distinguido βρ que denominaremos también
homotecia y que denotaremos por hλ. Tenemos el siguiente resultado clave:
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Lema 3.2 (Lema de homotecia, [38]). La homotecia hy env́ıa placas en placas,
respetando, por lo tanto, la foliación en el subconjunto del entorno tubular distin-
guido donde está definida.

Aplicando los resultados anteriores, se prueba la siguiente descripción global de
F . Si las distintas dimensiones de las hojas de F van de r0 a r1 y r0 ≤ r ≤ r1,
denotaremos por Σr al conjunto formado por todas las hojas de dimensión r. Diremos
que r1 es la dimensión maximal y r0 la dimensión minimal de las hojas. Llamaremos
estrato de dimensión r a cada una de las componentes conexas del conjunto Σr.
Un estrato se dirá singular si su dimensión es estrictamente menor que la maximal.
Tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.3 ([38]). Sea (M,F ) una F.R.S. y sea µ una métrica casi-fibrada. Sean
r0, r1 las dimensiones minimal y maximal de las hojas, respectivamente. Entonces,
se tiene:

i) El conjunto Σr es una subvariedad embebida en M , para todo r0 ≤ r ≤ r1;

ii) La restricción de F a cada estrato es una foliación riemanniana regular para
la cual la restricción de µ es una métrica casi-fibrada;

iii) La unión
⋃

r≤r′
Σr es una subvariedad compacta de M para todo r0 ≤ r′ ≤ r1;

iv) La codimensión de un estrato singular es mayor o igual que 2;

v) El conjunto Σr1
es un abierto conexo y denso en M .

Diremos que Σr1
es el estrato maximal de F y que cada estrato de Σr0

es un estrato
minimal. Nos va a interesar describir los entornos de compactos F -saturados, en
particular de estratos minimales. En [6], H. Boualem y P. Molino dan una descripción
completa de estos entornos:

Teorema 3.4 ([6]). Sea (M,F ) una F.R.S. y sea µ una métrica casi-fibrada. Sea
S una subvariedad compacta de codimensión k, saturada de hojas de F de la mis-
ma dimensión. Entonces, existe una F.R.S. FN(S) en el fibrado normal de S, un
entorno tubular T de S en M , un subfibrado E ⊆ N(S) por bolas, un embebimiento
ψ : E−→M y una F.R.S. G en Sk−1 tales que:

i) Ψ: (E,FN(S))−→(T,F ) es un difeomorfismo foliado;

ii) Para cada x ∈ S, la foliación en una sección Ex está dada por el cono C(G );
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iii) N(S) admite a O(k,G ) = O(k) ∩ Diff(Sk−1,G ) como grupo estructural (ma-
trices ortogonales que respetan G ).

Observación 3.1. La foliación FN(S) se construye transportando C(G ) a lo largo
de las hojas de S.

Observación 3.2. Aunque no lo hayamos enunciado expĺıcitamente, un hecho clave
para probar el teorema 3.4 es una versión del lema de homotecia para un conjunto
compacto saturado S. Según ese lema, las homotecias definidas en un entorno tubular
de S preservan la foliación. Además, al igual que ocurŕıa con los entornos distinguidos
de placas, las subvariedades Sρ formadas por los puntos de T que están a distancia
ρ de S son F -saturadas, y la foliación restringida a Sρ es riemanniana.

Explosión de Jänich

En este apartado introducimos la explosión, un recurso que permite estudiar las
variedades estratificadas. Intuitivamente hablando, la explosión es una técnica que
consiste en sustituir en M una subvariedad F por un fibrado de F , obteniendo una
variedad con borde M̃ . Ilustramos esta idea con un ejemplo sencillo:

Ejemplo 3.4. Sea el cilindro macizo M = D2 × (0, 1). Tenemos la acción de S1

sobre M mediante las rotaciones alrededor del ánima . La subvariedad de los puntos
fijos F es el ánima {0} × (0, 1). Al sustituir F por un tubo, obtenemos la variedad

con borde M̃ , sobre cual podemos definir la acción de manera libre.

M

M̃

F

A continuación, abandonaremos momentáneamente la F.R.S. F sobre M , y
definiremos la explosión para una subvariedad cerrada cualquiera F de M . Des-
cribiremos el proceso siguiendo [16] y [31].

Sea E un fibrado vectorial sobre la variedad F , y sea E0 el complementario de la
sección nula. Denotamos R+ = (0,∞), que actúa sobre E0 mediante la multiplicación
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en las fibras. Asociamos a E el fibrado cilindro no negativo C+E, definido por:

C+E = (E0 × [0,∞))/R+ ,

donde s ∈ R+ actúa sobre (x, t) ∈ E0 × [0,∞) mediante s · (x, t) = (xs−1, st). El
borde de C+E es un nuevo fibrado (esférico), y lo denotaremos ΣE, es decir,

ΣE = (E0 × {0})/R+
∼= E0/R+.

Geométricamente, C+E resulta de pegar E0 con ΣE “adecuadamente”. En la si-
guiente figura, hemos representado cada copia de E0 con un plano en el producto
E0 × [0,∞). En la acción de R+ sobre E0 × [0,∞), la órbita de un punto (x, t) con
t > 0 es el conjunto {(xs−1, s) : s ∈ R+}, que hemos representado en la figura como
una hipérbola. E0 × {1} contiene un representante de cada órbita de este tipo. En
el nivel t = 0, tenemos, al pasar al espacio de órbitas, ΣE.

[

E0

0 1

La aplicación c : C+E−→E definida por c([x, t]) = tx, lleva C+E − ΣE en E0

difeomórficamente, y proyecta ΣE sobre F .

Ejemplo 3.5. Si E es un fibrado vectorial trivial (E = F × Rn+1), el cilindro no
negativo de E resulta

C+E = F × Sn × [0,∞),

y la aplicación c se define por:

c : F × Sn × [0,∞) −→ F × C(Sn)
(x, y, t) 7−→ (x, [y, t])

donde hemos identificado Rn+1 con C(Sn).
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Volvemos ahora a la F.R.S. F sobre la variedad cerrada M , y llamamos F
al conjunto de los estratos minimales. Sea E ⊆ N(F ) el fibrado del teorema 3.4
(notamos que tiene varias componentes conexas), y consideramos el embebimiento

Ψ: E−→M . Definimos ahora una variedad con borde M̃ de la siguiente manera:
como conjunto va a ser la unión disjunta (M − F )

⊔
ΣE. Definimos la aplicación:

τ : C+N(F )−→(M − F )
⊔

ΣE, (3.2)

dada por

τ([x, t]) =

{
Ψ(tx) si t 6= 0;

[x, 0] si t = 0.

Es fácil comprobar que τ es inyectiva. De esta manera, τ(C+E) adquiere, v́ıa τ ,
una estructura de variedad con borde. Notamos que como Ψ es un difeomorfismo, la
estructura diferenciable de (M −F )∩ τ(C+E) como subvariedad de M es la misma

que como subvariedad de M̃ . Esto nos da una estructura diferenciable en M̃ , para
la cual podemos considerar τ como aplicación collar. Para referirnos al borde de M̃ ,
usaremos la notación ∂M̃ . La aplicación c induce una aplicación diferenciable

LM : M̃ −→M

definida mediante la identidad en M − F y la proyección de ΣE sobre F .

La estructura diferenciable de M̃ no depende de la aplicación tubular Ψ que
hayamos elegido, lo cual es una consecuencia del siguiente resultado:

Proposición 3.5 ([16]). Sean E1 y E2 dos fibrados vectoriales con base F , y sea
ϕ : E1−→E2 una aplicación diferenciable tal que ϕ−1(F ) = F y tal que la restricción
de la aplicación ϕ∗ : E1−→E2 a cada fibra es un isomorfismo lineal. Entonces, existe
una única aplicación diferenciable ϕ̃ : C+E1−→C+E2 tal que el siguiente diagrama
es conmutativo,

C+E1

c

²²

ϕ̃ // C+E2

c

²²
E1

ϕ // E2

donde c([x, t]) = tx. De hecho, ϕ̃ viene dada por la fórmula

ϕ̃([x, t]) =

{
[t−1ϕ(tx), t] si t 6= 0

[ϕ∗(x), 0] si t = 0.
(3.3)
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A continuación, construimos una foliación riemanniana singular F̃ sobre M̃ de
manera que la explosión

L : (M̃, F̃ )−→(M,F )

es una aplicación foliada. Para ello, observamos que, en virtud del lema de homotecia
referido en la observacion 3.2, la acción de R+ sobre E0 respeta la foliación definida
en E0. Por lo tanto, tenemos que F induce foliaciones en ΣF y en C+E de manera
que la aplicación collar 3.2 es un collar foliado. Notamos que, por densidad, la

foliación F̃ obtenida en M̃ es única. Para comprobar que además es riemanniana,
basta tomar una métrica casi-fibrada µ∂ en ∂M̃ y extenderla al collar foliado del
borde mediante µ∂ +dr2, siendo r el radio del collar. Realizaremos esta construcción
de forma más expĺıcita en el caso de flujos.

Observación 3.3. En [39], P. Molino construye una explosión (M̂, F̂ ) −→ (M,F ),

similar a la explosión de Jänich, con la diferencia de que M̂ es una variedad sin borde.
Intuitivamente, podemos obtener una variedad M̂ tal como el resultado de pegar dos
copias de la explosión de Jänich M̃ por el borde ∂M̃ (notamos que esta operación

respeta la foliación F̃ ). La ventaja de trabajar con una explosión sin borde es que
se pueden realizar explosiones sucesivas, las cuales produciŕıan esquinas en caso de
utilizar explosiones de Jänich. Como nosotros vamos a trabajar con flujos, tan sólo
vamos a tener dos tipos de estratos, y por lo tanto sólo vamos a tener que explotar
una vez, no siendo necesario usar la explosión de Molino.

3.2. Flujos riemannianos singulares. Truco de Bre-

don

En esta sección aplicamos la descripción local de la sección anterior al caso
particular de flujos riemannianos singulares.

Definición 3.2. Un flujo riemanniano singular (f.R.S.) es una F.R.S. F dada por
las órbitas de una acción diferenciable φ : R × M −→M , posiblemente con puntos
fijos. Equivalentemente, un f.R.S. puede estar dado por las curvas integrales de un
campo X ∈ X(M) con ceros.

Definición 3.3. Un flujo riemanniano singular se dirá isométrico si está dado por
una acción φ : R × (M,µ)−→(M,µ) que preserva una métrica riemanniana µ sobre
la variedad M .
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Notamos que si φ no tiene puntos fijos, las nociones de flujo riemanniano singular
y flujo singular isométrico coinciden con las de flujo riemanniano regular y flujo
isométrico regular que dimos en el caṕıtulo anterior. Un flujo singular isométrico
es, por supuesto, un f.R.S., siendo la métrica preservada por el flujo una métrica
casi-fibrada.

Ejemplo 3.6. Sea la acción φ : R × S2−→S2 dada por φ(t, [s, z]) = [s, e2πitz], donde
hemos identificado S2 con la suspensión de S1. Los dos polos {N,S} son puntos fijos
y en S2−{N,S} las órbitas son difeomorfas a S1. De hecho, la acción es periódica, lo
cual implica que tenemos de hecho una acción de S1, que por ser un grupo compacto,
es isométrica.

De ahora en adelante trabajaremos con un f.R.S. F sobre una variedad cerrada
M . Llamaremos F al conjunto de puntos fijos. De este modo, y según la descripción
de la sección anterior, tenemos dos partes en M : el estrato regular M − F y F ,
que puede constar de varias componentes conexas, que son los estratos singulares.
Nos referiremos a M − F y F como la parte regular y la parte singular del flujo,
respectivamente. Notamos que F restringido a M − F es un flujo riemanniano
regular.

Sea S un estrato de puntos fijos de codimensión p. Por el teorema 3.4, tenemos
que S posee un entorno tubular π : T −→S de modo que, para cada punto fijo
x ∈ S, la transversal π−1(x) es foliadamente difeomorfa a (CSp−1, CG ) para una
cierta F.R.S. G en Sp−1. Ahora bien, la foliación en T se recupera trasladando G a
lo largo de las hojas de S (ver [6]). Como S está formada por puntos fijos y F es un
flujo regular en T −S, tenemos que G es un flujo riemanniano regular sobre la esfera
Sp−1. En particular, por el teorema de la esfera peluda, eso implica que Sp−1 ha de
ser una esfera impar, y por lo tanto, la codimensión de cada estrato de puntos fijos
ha de ser par. Tenemos, por lo tanto, la siguiente descripción local para los puntos
fijos:

Proposición 3.6. Sea F un f.R.S. sobre la variedad cerrada M , y sea S un estrato
de puntos fijos. Entonces, S posee un entorno tubular π : T −→S con un atlas foliado

{ϕ : (π−1(U),F )−→(U × CS2k+1,H × CG )},
donde H es la foliación por puntos, G es un flujo riemanniano regular sobre S2k+1

y los abiertos U son abiertos contráctiles de S. El grupo estructural del entorno
tubular es O(2k + 2,G ).

Una consecuencia de la estructura local es la siguiente:
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Corolario 3.7. Sea F un f.R.S. sobre la variedad cerrada M de manera que exista
un estrato de puntos fijos S de codimensión 2. Entonces, F es un fibrado de Seifert
singular.

Demostración. Sea x ∈ S un punto fijo. Por la proposición 3.6, tenemos un entorno
de x conjugado a

(U × CS1,H × CG ),

siendo H la foliación por puntos del contráctil U ⊆ S y G la foliación de S1 formada
por una sola hoja. Se sigue que en un abierto de M todas las hojas son ćırculos, y
por lo tanto sus clausuras también. Como el conjunto formado por las hojas cuya
clausura es de dimensión maximal ha de ser denso en M , deducimos que L = S1 (y
por lo tanto, L = S1) para toda hoja no unipuntual L de F . ♣

Trabajaremos con la explosión de Jänich de la parte singular F . La explosión
que obtendremos satisface las siguientes propiedades:

Definición 3.4. Sea F un f.R.S. sobre la variedad diferenciable M y sea F la
subvariedad de los puntos fijos. Una explosión foliada de (M,F ) es una variedad

con borde M̃ provista de un flujo riemanniano (regular) F̃ tangencial al borde,
junto con una aplicación foliada

L : (M̃, F̃ )−→(M,F )

tal que:

i) L : (M̃ − ∂M̃, F̃ )−→(M − F,F ) es un difeomorfismo foliado;

ii) Para todo punto x ∈ F existe un contráctil x ∈ U abierto en F y un diagrama
conmutativo:

(U × S2k+1 × [0,∞),H × G × I )
ϕ̃ //

p

²²

(M̃, F̃ )

L

²²
(U × CS2k+1,H × CG )

ϕ // (M,F )

,

donde G es un flujo riemanniano regular sobre S2k+1, las foliaciones H ,I
son foliaciones por puntos, ϕ̃, ϕ son embebimientos foliados y la aplicación p
está dada por p(u, x, t) = (u, [x, t]);

iii) para todo estrato singular S ⊆ F , la aplicación

L : (L −1(S), F̃ )−→(S,F )

es un fibrado esférico de grupo estructural O(2k + 2,G ).
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Tenemos la siguiente proposición:

Proposición 3.8. Sea F un f.R.S. sobre la variedad M . Entonces, existe una ex-
plosión foliada, y es única.

Demostración. Para cada estrato de puntos fijos S, podemos tomar un entorno
tubular π : T −→S como el de la proposición 3.6 y seguir el proceso de la explosión

de Jänich con su foliación F̃ inducida, tal y como hemos descrito en la sección
anterior. El apartado i) de la definición de la definición 3.4 se sigue inmediatamente
de dicha construcción. Para construir las cartas de ii), basta tomar un contráctil
U tal que x ∈ U ⊆ F y tal que ψ : U × C(S2k+1)−→T sea una carta trivializante
para T , y usar la expresión de la explosión de Jänich de U ×C(S2k+1) (ver ejemplo
3.5). Usando la proposición 3.5, podemos levantar ψ a las explosiones, obteniendo
el siguiente diagrama conmutativo:

U × S2k+1 × [0,∞)

p

²²

ψ̃ // C+T τ //

c

²²

M̃

L

²²
U × C(S2k+1)

ψ // T
Ψ // M

,

que nos lleva al diagrama de ii). Notamos que, por la proposición 3.6, si consider-
amos las foliaciones del enunciado en el diagrama de ii), las aplicaciones son foliadas.
Para probar iii), basta notar que si U es un abierto de F y f : U −→U es un difeo-
morfismo, por la proposición 3.5, el cambio de cartas correspondiente en L −1(U) es
una aplicación lineal f∗, que al preservar las distancias (env́ıa esferas en esferas), ha
de ser ortogonal.

La unicidad de la explosión a nivel de espacio (es decir, sin tener en cuenta

foliación) se sigue de la propiedad i) y de la proposición 3.5. La unicidad de F̃ se
sigue de la propiedad i), por densidad. ♣

Una consecuencia de la estructura local es que el flujo en ∂M̃ es isométrico.

Proposición 3.9. Sea F un f.R.S. sobre la variedad cerrada M , sea F la sub-
variedad de los puntos fijos y sea L la explosión foliada de F . Entonces, el flujo
riemanniano regular F |∂M̃ es isométrico.

Demostración. Sea S un estrato de puntos fijos. Sabemos que L : L −1(S)−→S es
un fibrado esférico de grupo estructural G = O(2k+2,G ) para un flujo riemanniano
regular G sobre S2k+1. La métrica eucĺıdea µ0 en S2k+1 es casi-fibrada para G . Como
S2k+1 es simplemente conexa (salvo el caso k = 0, en el que [κ] = 0 trivialmente),
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tenemos que [κ0] = 0, y por lo tanto, podemos tomar una función f0 : S2k+1−→R
básica para G , y tal que κ0 = df0. Es más, como µ0 y X0 son invariantes por G,
tenemos que κ0 es también invariante por G, y en consecuencia podemos tomar una
función f : S2k+1−→R invariante por G y tal que κ0 = df . En efecto, si definimos

f =
1

|G|

∫

G

g∗f0,

La función f es básica e invariante por G, y además,

κ0 =

∫

G

g∗κ0 =

∫

G

dg∗f0 = d

∫

G

g∗f0 = df.

Notamos que si hacemos la reparametrización µS = e2fµ0, tenemos XS = e−fX0,
χ0 = efχ0 y κS = 0.

Vamos a construir una métrica µ en L −1(S) cuya κ sea nula. Tomamos un atlas
trivializante (Ui, ϕi), y para cada abierto trivializante

ϕi : L
−1(Ui)−→Ui × S2k+1

tomamos la métrica

µi = (ϕi)
∗(µUi

+ µS) sobre L
−1(Ui),

y el campo
Xi = (ϕ−1

i )∗(XS) ∈ X(L −1(Ui)).

Notamos que Xi define un campo global en todo L −1(S). En efecto, sean Ui y Uj

tales que Ui ∩ Uj 6= ∅. Entonces tenemos

ϕi ◦ ϕ−1
j = F : Uij × S2k+1 −→ Uij × S2k+1,

dada por F (u, x) = (u, g(u, x)), de manera que g(u) : S2k+1−→S2k+1 ∈ G. Tenemos:

F(u,·)∗(XS) = F(u,·)∗(e
−fX0) = g(u)∗(e

−fX0) = ef◦gg(u)∗X0 = efX0 = XS.

Llamamos por lo tanto X al campo global. Tomamos {ηi}i una partición de la
unidad subordinada a los conjuntos Ui, y consideramos ρi = L −1 ◦ ηi. Notamos que
es una partición de la unidad básica para F .

Definimos ahora la métrica sobre L −1(S) dada por:

µ =
∑

i

ρiµi.
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Notamos que

µ(X,X) =
∑

i

ρiµi(X,X) =
∑

i

ρiµi(Xi, Xi) =
∑

i

ρi = 1.

También tenemos

χ = iXµ = iX(
∑

i

ρiµi)

=
∑

i

ρiiXµi (por ser ρi básicas)

=
∑

i

ρiiXi
µi (porque estamos en el dominio en el que X = Xi)

=
∑

i

ρiχi.

Y ahora

κ = LXχ = LX(
∑

i

ρiχi) =
∑

i

ρiLXχi =
∑

i

ρiLXi
χi =

∑

i

ρiκi

Sólo falta calcular κi. Como ϕi es una isometŕıa, tenemos

κi = ϕ∗
i (κS) = ϕ∗(0) = 0,

de donde se sigue κ = 0, y por lo tanto, el resultado. ♣

Truco de Bredon

Consideramos a continuación el doble de M̃ , que denotaremos por D(M). Recor-
damos que

D(M) =
(
(M̃ × {0}) t (M̃ × {1})

)
/ ∼,

siendo (x, 0) ∼ (x, 1) si y sólo si x ∈ ∂M̃ . Sabemos que M̃ tiene una única estructura
diferenciable compatible con la explosión. Para definir una estructura diferenciable
en D(M), podemos tomar un collar

Ψ: ∂M̃ × [0, 1)−→M̃

y extenderlo de forma natural

ΨD : ∂M̃ × (−1, 1)−→D(M).
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La estructura diferenciable aśı definida en D(M) no depende del entorno collar Ψ
utilizado (ver, por ejemplo, [41], p.63). Tenemos los embebimientos naturales:

ι : M̃ −→D(M) y (ι ◦ L
−1) : M − F −→D(M), (3.4)

donde ιx = (x, 0). Notamos que la foliación F̃ se extiende de manera natural a un
flujo riemanniano regular FD sobre la variedad cerrada D(M). Los embebimientos
(3.4) son embebimientos foliados.

En el caṕıtulo anterior trabajamos con métricas cuya forma de curvatura media
era básica. A continuación precisamos con qué tipo de métricas vamos a trabajar.

Definición 3.5. Una métrica µ sobre M−F se dirá que es adaptada si es levantable
a una métrica µ̃ de M̃ cuya forma de curvatura media κ̃ es básica.

Lema 3.10. Todo flujo riemaniano singular sobre una variedad cerrada M tiene
una métrica adaptada.

Demostración. En primer lugar probamos que (D(M),FD) es una foliación rie-
manniana. En efecto, sea una métrica µ0 casi-fibrada sobre M . Como la foliación
F∂ sobre ∂M̃ es riemanniana regular, existe una métrica µ∂ casi-fibrada para F∂.
Tomamos ahora en D(M) el embebimiento collar

ΨD : ∂M̃ × (−1, 1)−→U ⊆ D(M)

y una partición de la unidad básica {ρ, 1− ρ} subordinada al cubrimiento (D(M)−
ΨD(∂M̃), U) (para que sea básica, basta con que dependa del radio r del entorno
tubular distinguido que usamos para el collar). Tenemos que la métrica

ρΨ∗
D(µ∂ ⊕ dr2) ⊕ ι∗(L −1)∗µ0

es casi-fibrada en D(M), y por lo tanto, FD es riemanniana.

Por el teorema 1.11, existe una métrica µD en D(M) tal que su curvatura media

es básica. Esta métrica induce métricas µ̃ y µ en M̃ y M − F respectivamente, que
satisfacen el enunciado. ♣

Observación 3.4. Si consideramos una métrica adaptada µ, la forma de curvatura
media κ ∈ Ω1(M − F ) asociada es también básica.
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Observación 3.5. Una consecuencia importante de que F se extienda a (D(M),FD)
es que para todo x ∈ M−F , existe un entorno de Carriére. De este modo, ya tenemos
la descripción local completa de F : alrededor de los puntos fijos tenemos entornos
conjugados a

(U × CS2k+1,H × CG ),

siendo U contráctil y G un flujo regular isométrico sobre S2k+1. Fuera de los puntos
fijos, tenemos entornos de Carrière.

Estamos en condiciones de presentar el truco de Bredon, es decir, la técnica
de Mayer-Vietoris que utilizamos para el caso de flujos riemannianos singulares.
Necesitaremos un nuevo tipo de abierto básico sobre el que probar la propiedad
requerida en cada caso, debido a que hay dos tipos de entornos.

Lema 3.11 (Truco de Bredon para Flujos Riemannianos Singulares). Sea P
una afirmación formulada sobre variedades diferenciables (no necesariamente com-
pactas) provistas de un flujo riemanniano (posiblemente singular). Si una propiedad
P invariante por difeomorfismos foliados cumple los siguientes axiomas:

TB1 para toda variedad contráctil E provista de la foliación por puntos, P (U,F )
implica P (U × E,F × H );

TB2 si M = U ∪ V , entonces P (U,F ), P (V,F ), P (U ∩ V,F ) =⇒ P (M,F );

TB3 {Uα} disjuntos y P (Uα,Fα) para todo α =⇒ P (
⋃

α Uα,F );

TB4 P (U,F ) es cierta para todo entorno de Carrière U .

TB5 P es cierta para (CS2k+1, CG ), siendo G conjugado a un flujo isométrico
regular sobre S2k+1,

entonces, P es cierta para cualquier flujo riemanniano singular sobre una variedad
compacta.

Demostración. Sea F un flujo riemanniano singular sobre la variedad compacta
M . Por el teorema 3.3, el conjunto de los puntos fijos F es una unión disjunta de
subvariedades compactas. Consideramos un entorno tubular T de F como en la
proposición 3.6. Notamos que tanto en M − F como en T − F la restricción de
F es un flujo riemanniano regular que cumple las condiciones del truco de Bredon
para flujos riemannianos regulares (lema 2.11). Por la observación 2.2, P es cierta
en M − F y en T − F . Por lo tanto, utilizando TB2, tan sólo nos queda por probar
P (T,F ). Consideramos un estrato S de F , y la proyección p : TS −→S del tubo del
estrato S sobre S. Vamos a aplicar 2.10 sobre S. Tomamos en S un cubrimiento
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U formado por convexos geodésicos trivializantes para p. Entonces, enunciamos la
propiedad:

Q(U) ≡ P (p−1(U),F ).

Notamos que si U ∈ U , entonces p−1(U) ' U × CS2k+1. Aplicando TB1 y TB5,
obtenemos P (U,F ). Por lo tanto, se cumple 1 para Q. Nuevamente, 2 y 3 se siguen
de TB2 y TB3, y por lo tanto, por 2.10, obtenemos Q(S), y por lo tanto, P (TS,F ).
Utilizando TB3, obtenemos P (T,F ), y concluimos la prueba. ♣

3.3. Cohomoloǵıa de intersección

La homoloǵıa de intersección fue definida por M. Goresky y R. MacPherson (ver
[25]) con el objetivo de recuperar la dualidad de Poincaré para pseudovariedades
estratificadas, para las cuales la homoloǵıa singular no satisface dicha dualidad. La
homoloǵıa de intersección se calcula con śımplices singulares que intersequen a los
estratos de la variedad estratificada de una cierta manera, controlada por el concepto
de perversidad. En [11], J. L. Brylinsky presenta una cohomoloǵıa de intersección
(dual a la homoloǵıa de intersección) utilizando formas diferenciales.

En el caso de una acción φ : S1 × M −→M con puntos fijos, el espacio de órbitas
es una pseudovariedad estratificada. En [28], G. Hector y M. Saralegi obtienen una
sucesión de Gysin que relaciona la cohomoloǵıa de M con la cohomoloǵıa de in-
tersección de M/S1. En el caso más general de un flujo riemanniano singular, el
espacio de órbitas M/F no tiene por qué ser una pseudovariedad estratificada. No
obstante, se puede definir una cohomoloǵıa básica de intersección, que coincide con
la cohomoloǵıa de intersección de M/S1 en el caso de que F esté dado por la acción
de S1 (ver el apéndice de esta memoria).

Para definir la cohomoloǵıa básica de intersección de (M,F ) utilizaremos la
explosión de la variedad de los puntos fijos F . Una forma perversa o forma de
intersección será una forma diferencial definida en la parte regular del flujo M−F que
cumpla una cierta condición de regularidad cerca de los puntos fijos. Para expresar
esa condición, usamos la explosión L : M̃ −→M y el concepto de grado perverso,
que controla cómo es una forma perversa cerca de un estrato.

Definiremos también la cohomoloǵıa torcida de intersección (con la diferencial
dκ) y probaremos un teorema de dualidad para la cohomoloǵıa básica de intersección
de un flujo riemanniano singular, que generaliza el teorema 1.12 de F. Kamber y
Ph. Tondeur para el caso regular.
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3.3.1. Definiciones y primeras propiedades

Definición 3.6. Sea p : E−→B un fibrado localmente trivial, y sea ω una forma
diferencial de E. Diremos que el grado vertical de ω con respecto a p es el menor
entero k que garantice que si X1, . . . , Xk+1 son campos de E tangentes a las fibras
de p, entonces iX1

. . . iXk+1
ω = 0. Por convenio, diremos que el grado vertical de una

forma nula es −∞.

Sea (M,F ) una variedad provista de un f.R.S., y sea F la parte singular del
flujo. Consideramos también la explosión de Jänich:

L : M̃ −→M

Definición 3.7. Una forma ω ∈ Ω∗(M − F ) se dice perversa si es levantable a una

forma ω̃ ∈ Ω∗(M̃), de modo que

ω̃ = L
∗ω en M̃ − ∂M̃.

Diremos que el grado perverso de ω con respecto al estrato S ⊆ F es el grado vertical
de ω̃|∂S̃ con respecto al fibrado

L : ∂S̃−→S.

Denotaremos el grado perverso de ω en S como ||ω||S.

Si ω es una forma perversa, denotaremos por ω̃ a su levantamiento, que notamos
que es único. Si ω es perversa, entonces dω también lo es, y de hecho, d̃ω = dω̃.
La suma y el producto de formas perversas son perversos, y de hecho, si ω y η son
formas perversas, entonces

ω̃ ∧ η = ω̃ ∧ η̃ y ω̃ + η = ω̃ + η̃.

De la definición de grado vertical se sigue además que

||ω + η||S ≤ máx (||ω||S, ||η||S) y ||ω ∧ η||S ≤ ||ω||S + ||η||S

para todo estrato de puntos fijos S. Notamos que el máximo grado perverso de una
forma de grado p es precisamente p. Trabajaremos con complejos de formas perversas
cuyo grado perverso esté controlado.

Definición 3.8. En las condiciones anteriores, una perversidad p es una función que
asigna a cada estrato S de F un número entero p(S).
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Denotaremos por 0 a la perversidad que asigna el valor 0 a cada estrato S de
puntos fijos. Análogamente, usaremos la notación 1, 2, . . . . Dadas dos perversidades
p y q, diremos que p ≥ q si para todo estrato singular S se cumple p(S) ≥ q(S)
(escribiremos también p ≤ q, p < q . . . ). Diremos que una perversidad es par o impar,
negativa, positiva, etc. si los valores que asignan a cada estrato lo son. Definimos
también la perversidad suma mediante

(p + q)(S) = p(S) + q(S).

Definimos también la perversidad tope básica:

t(S) = cod(S) − 3 para todo S.

Esta perversidad jugará un papel importante en el teorema de dualidad, aśı como
la siguiente definición:

Definición 3.9. Diremos que dos perversidades p y q son duales si cumplen p+q = t,
es decir, p(S) + q(S) = cod S − 3 para todo estrato S.

El complejo de intersección de perversidad p es:

Ω∗
p(M) = {ω ∈ Ω∗(M −F ) perversa : ||ω||S ≤ p(S) y ||dω||S ≤ p(S) para todo S}.

Definimos también el complejo básico de intersección de perversidad p:

Ω∗
p(M/F ) = Ω∗

p(M) ∩ Ω∗((M − F )/F ).

Notamos que ambos complejos son diferenciales para la diferencial exterior d.

Definición 3.10. Los grupos de cohomoloǵıa de intersección de perversidad p se
definen como:

H∗
p (M) = H∗(Ω∗

p(M), d) y H∗
p (M/F ) = H∗(Ω∗

p(M/F ), d).

Las siguientes propiedades de la cohomoloǵıa de intersección son inmediatas a partir
de su definición.

• En el caso de que F sea un flujo riemanniano regular, tenemos

H∗
p (M) = H∗(M) y H∗

p (M/F ) = H∗(M/F ),

debido a que F = ∅, y en ese caso la explosión L es la identidad de M , y los
complejos de intersección son idénticos al complejo de de Rham y el básico.
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• Sean k ≥ i enteros y sea una perversidad p(S) ≥ k. Entonces, se tiene

H i
p(M) = H i

k
(M) y H i

p(M/F ) = H i
k
(M/F ).

• En general, H∗
p (M) no tiene por qué tener estructura de álgebra. No obstante,

se tiene la aplicación

H∗
p (M) × H∗

q (M) −→ H∗
p+q(M)

dada por [α], [β] 7−→ [α ∧ β]. Lo mismo sucede para cohomoloǵıa básica de
intersección.

A continuación presentamos varios casos en los que la cohomoloǵıa de intersección
es isomorfa a cohomoloǵıas conocidas.

Las formas perversas de grado perverso 0 se llaman formas controladas o formas
de Verona (ver [55]). Notamos que una forma ω ∈ Ω∗(M − F ) es de Verona si es

levantable a ω̃ ∈ Ω∗(M̃) y si el grado vertical de ω̃|∂M̃ y el de dω|∂M̃ son cero, es
decir, si existe una forma ωF ∈ Ω∗(F ) tal que L ∗(ωF ) = ω̃|∂M̃ . En [55], A. Verona
prueba el isomorfismo

H∗
0 (M) ∼= H∗(M).

Notamos que el complejo de las formas de Verona Ω∗
0
(M) es un álgebra diferencial

graduada. Más adelante probaremos que en cohomoloǵıa básica también tenemos
un isomorfismo

H∗
0 (M/F ) ∼= H∗(M/F ).

Otro caso conocido es el de perversidades negativas, es decir, p < 0. En ese caso,
tenemos

Ω∗
p(M) = {ω de Verona : ωF = 0} y Ω∗

p(M/F ) = {ω básica de Verona : ωF = 0}.

Más adelante probaremos los isomorfismos

H∗
p (M) ∼= H∗(M,F ) y H∗

p (M/F ) ∼= H∗(M/F , F ) si p < 0.

Otro caso especial es el de perversidades mayores que t. Para este caso, obten-
dremos isomorfismos

H∗
p (M) ∼= H∗(M −F ) si p > t+1; y H∗

p (M/F ) ∼= H∗((M −F )/F ) si p > t.
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Por lo tanto, las perversidades que nos aportarán información nueva serán las que
cumplan 0 ≤ p ≤ t + 1. Para esas perversidades y en el caso de que F esté dada
por una acción de S1, en el apéndice de esta memoria probaremos que se recu-
pera la cohomoloǵıa de intersección de la pseudovariedad estratificada M/S1. Más
expĺıcitamente,

H∗
p (M/F ) ∼= IH∗

q (M/S1),

siendo q la perversidad dual de p.

3.3.2. Teoremas de de Rham para Cohomoloǵıa de Intersec-
ción

La homoloǵıa de intersección de una variedad diferenciable es isomorfa a la ho-
moloǵıa singular, y cumple la dualidad de Poincaré. En este apartado probaremos
que la cohomoloǵıa de intersección calcula la cohomoloǵıa de de Rham para perver-
sidades entre 0 y t + 1. En cuanto a la cohomoloǵıa básica, no tenemos el mismo
resultado, debido a que estamos estudiando la estructura transversa, e intuitiva-
mente hay una variedad estratificada detrás. Sin embargo, en el caso de perversidad
nula śı que obtendremos el isomorfismo de tipo Verona H∗

0
(M/F ) ∼= H∗(M/F ). Al

final del apartado, presentaremos la sucesión exacta de un par para cohomoloǵıa de
Verona. Obtendremos los resultados de tipo de Rham aplicando el truco de Bredon
(lema 3.11), por lo que empezaremos realizando los cálculos locales.

Lema 3.12. Sea G un flujo riemanniano regular sobre S2k+1, y sea F el f.R.S. dado
por F = CG sobre CS2k+1. Sea p la perversidad que asigna al vértice de CS2k+1 el
valor p ∈ Z. Entonces, se tiene:

H i
p(CS2k+1/F ) ∼=

{
H i(S2k+1/G ) si i ≤ p;

0 otro caso.

Demostración. Podemos suponer i ≤ 2k + 1, ya que si i > 2k + 1, entonces por
un argumento de grado, el grupo seŕıa nulo. Notamos que si ω ∈ Ωi(CS2k+1 − {0})
es levantable, entonces ||ω||{0} = i. Teniendo esto en cuenta, es fácil identificar el
complejo:

Ωi
p = Ωi

p(CS2k+1/F ).

Procederemos caso por caso:

1. Si 0 ≤ i < p,

Ωi
p = Ωi((S2k+1 × [0, 1))/G × H ),

siendo H la foliación por puntos de [0, 1).
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2. Si i > p,

Ωi
p = Ωi((S2k+1 × [0, 1))/G × H , S2k+1 × {0}),

3. Si i = p,

Ωi
p = {ω ∈ Ωi((S2k+1 × [0, 1))/G × H ) : dω se anula en S2k+1 × {0}}

Una vez que tenemos bien identificados los complejos, calculamos los grupos de
cohomoloǵıa

H i
p = H i

p(CS2k+1/F ).

Recordamos que, por el ejemplo 2.8, tenemos

H i(S2k+1/G ) =

{
R si i = 0, 2, . . . , 2k;

0 en otro caso.

Aplicando esto, obtenemos, caso por caso:

1. Si 0 ≤ i < p,

H i
p = H i(S2k+1/G ) =

{
R Si i = 0, 2, . . . , 2[p−1

2
]

0 otro caso

2. Si i > p + 1,

H i
p = H i((S2k+1 × [0, 1))/G × H , S2k+1 × {0}) = 0,

lo cual se deduce de la sucesión de Gysin para flujos isométricos regulares y
de la del par (S2k+1 × [0, 1), S2k+1 × {0}).

3. Si i = p,

tenemos que los ciclos son:

Zp
p(CS2k+1/F ) = {ω básica, cerrada y perversa}

= Zp((S2k+1 × [0, 1))/G × H , S2k+1 × {0})).
Los bordes son:

d(Ωp−1
p ) = Bp((S2k+1 × [0, 1))/G × H , S2k+1 × {0})).

De modo que obtenemos:

Hp
p =

{
R p par

0 p impar.
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4. Si i = p + 1,

tenemos los ciclos:

Zp+1
p (CS2k+1/G × H ) = Zp+1((S2k+1 × [0, 1))/F , S2k+1 × {0}).

Ahora, si ω está en este conjunto, como la cohomoloǵıa básica de un par de
este tipo es nula, existe una forma η ∈ Ωp((S2k+1× [0, 1))/G ×H , S2k+1×{0})
tal que dη = ω. Además, esta forma que hemos usado para integrar es válida,
pues podemos pensar en

Ωp((S2k+1 × [0, 1))/G × H , S2k+1 × {0})

como un subcomplejo de Ωp
p. Hemos probado que todo ciclo es borde, y por lo

tanto, Hp+1
p = 0.

Recopilando todos estos cálculos, obtenemos el lema. ♣

Observación 3.6. Del cálculo realizado en el lema se sigue que los generadores de
Hp(CS2k+1/F ) son

{1, [e], . . . , [e[ p

2
]]},

siendo e la forma de Euler del flujo G × H .

De igual manera, se obtiene el siguiente resultado:

Lema 3.13. Sea p la perversidad que asigna el valor p ∈ Z al vértice del cono CSk.
Entonces, se tiene

H i
p(CSk) ∼=

{
H i(Sk) si i ≤ p;

0 en otro caso.

La prueba es similar a la del lema 3.12 (en vez de aplicar el cálculo de H∗(S2k+1/G ),
hay que aplicar el de H∗(Sk)).

Las formas perversas son formas definidas tan sólo en M − F , es decir, la parte
regular del f.R.S. F . A continuación, mostraremos que toda forma diferencial defini-
da en M es perversa. Consideramos las restricciones

i∗ : Ω∗(M)−→Ω∗(M − F ) e i∗ : Ω∗(M/F )−→Ω∗((M − F )/F )

inducidas por la inclusión i : M − F Â Ä //M . Tenemos el siguiente:

Lema 3.14. Para toda perversidad p ≥ 0, se tiene

i∗(Ω∗(M)) ⊆ Ω∗
p(M) e i∗(Ω∗(M/F )) ⊆ Ω∗

p(M/F ).
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Demostración. Sea ω ∈ Ω∗(M). Podemos considerar el pullback de la explosión de
Jänich:

L
∗ : Ω∗(M)−→Ω∗(M̃).

De esta manera, ω|M−F es una forma perversa, siendo ω̃ = L ∗(ω) su levantamiento.
Notamos que además el grado vertical de ω̃|∂M̃ será ≤ 0, debido a que

ω̃|∂M̃ = (L ∗ω)|∂M̃ = L
∗(ω|F ).

Por lo tanto, tenemos que

i∗(ω) = ω|M−F ∈ Ω∗
0(M) ⊆ Ω∗

p(M) para todo p ≥ 0.

Notamos que la misma prueba es válida para el caso básico. ♣
Gracias al lema 3.14, tenemos el homomorfismo

i∗ : Ω∗(M)−→Ω∗
p(M)

para todo p ≥ 0. Nuestro próximo objetivo es probar que i∗ es un cuasi-isomorfismo.
Para ello, usaremos el truco de Bredon (lema 3.11). Al igual que en la demostración
de la proposición 2.16, necesitaremos la siguiente propiedad de la cohomoloǵıa de
intersección:

Lema 3.15. Las cohomoloǵıas de intersección H∗
p (M) y H∗

p (M/F ) cumplen la
propiedad de Mayer-Vietoris.

Demostración. Al igual que para la prueba del corolario 2.13, tan sólo nos hace
falta probar la existencia de particiones de la unidad formadas por funciones básicas
y diferenciables, subordinadas a cualquier cubrimiento de abiertos F -saturados.
Sabemos que tenemos dos tipos de entornos saturados (ver observación 3.5): entornos
de Carrière fuera de los puntos fijos y entornos conjugados a

(U × CS2k+1,H × CG ),

siendo H la foliación por puntos y G un flujo riemaniano regular sobre S2k+1.
Podemos tomar funciones diferenciables fρ : [0,∞)−→ [0, 1] tales que f(t) > 0 si
t ∈ [0, ρ) y que f(t) = 0 si t > ρ. Definimos las funciones grano

Fρ : U × CS2k+1−→R

dadas por Fρ(u, [t, x]) = fρ(t). Notamos que estas funciones grano son básicas, pues
el radio de CS2k+1 es ortogonal a F . La construcción estándar de particiones de la
unidad usando como funciones grano las funciones Fρ y las funciones grano del lema
2.12 nos proporciona particiones de la unidad como la que buscamos, y por lo tanto,
el resultado. ♣
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Observación 3.7. Notamos que, dado que las funciones grano que usamos son
levantables, las particiones de la unidad que obtenemos también lo son.

Llegamos al siguiente resultado:

Teorema 3.16 (Teorema de de Rham para cohomoloǵıa de Intersección).
Sea F un f.R.S. sobre la variedad cerrada M y sea 0 ≤ p ≤ t + 1. Entonces, la
inclusión i : M − F Â Ä //M induce un isomorfismo

i∗ : H∗(M)−→H∗
p (M).

Demostración. Aplicaremos el truco de Bredon (lema 3.11) sobre M para la afirma-
ción

P (U,FU) ≡ “la aplicación i∗U : H∗(U)−→H∗
p (U) es un isomorfismo”.

Tan sólo hemos de verificar que se satisfacen las condiciones del lema 3.11. TB1 se
cumple porque ambas cohomoloǵıas satisfacen el lema de Poincaré; TB2 es cierto
debido al lema 3.15; TB3 se sique igual que en la proposición 2.16, TB4 se da porque
si U es un entorno de Carrière el flujo FU es regular, y en ese caso, H∗

p (U) = H∗(U);
por último, TB5 se cumple por el lema 3.13. ♣

Notamos que si en el teorema sustituimos H∗
p (M) por H∗

p (M/F ), se verifican
todos los axiomas del truco de Bredon salvo TB5, que según el lema 3.12 tan sólo
se verifica para el caso de perversidad 0. Aplicando el truco de Bredon tenemos el
siguiente teorema, que recupera el teorema de Verona:

Teorema 3.17 (Teorema de Verona). Sea F un f.R.S. sobre la variedad cerrada
M y sea F la variedad de los puntos fijos. Entonces, la inclusión i : M − F Â Ä //M
induce un isomorfismo

i∗ : H∗(M/F )−→H∗
0 (M/F ).

De la misma manera, y a partir de los cálculos locales, se prueba el resultado ya
comentado sobre la perversidad t:

Proposición 3.18. En las condiciones anteriores, se tienen los isomorfismos

H∗
p (M) ∼= H∗(M −F ) si p > t+1; y H∗

p (M/F ) ∼= H∗((M −F )/F ) si p > t.

A continuación, estudiamos la cohomoloǵıa de intersección con perversidad p < 0.
En este caso, la cohomoloǵıa va a resultar isomorfa a la cohomoloǵıa relativa a F .
Para probar esto, se puede construir el cuasi-isomorfismo correspondiente y probarlo
mediante el truco de Bredon. Nosotros, sin embargo, lo haremos usando sucesiones
exactas análogas a la sucesión exacta de un par.
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Proposición 3.19. Sea F un f.R.S. sobre la variedad cerrada M , y sea una per-
versidad p < 0 sobre la variedad de los puntos fijos F . Entonces, las sucesiones de
complejos

0 → Ω∗
p(M)

ι−→ Ω∗
0(M)

ρ−→ Ω∗(F ) → 0

y

0 → Ω∗
p(M/F )

ι′−→ Ω∗
0(M/F )

ρ′−→ Ω∗(F ) → 0,

donde ι, ι′ son las inclusiones naturales y ρ, ρ′ las restricciones, son exactas.

Demostración. Todos los pasos de la exactitud son directos, salvo la sobreyectividad
de las restricciones ρ y ρ′. Para ello, consideramos el diagrama conmutativo

Ω∗(F )

Ω∗
0
(M)

ρ
88rrrrrrrrrr

Ω∗
0
(M/F )ιoo

ρ′

OO

Ω∗(M/F ),i∗oo

ρ′′
ggOOOOOOOOOOO

donde ρ′′ es la restricción, i∗ está inducido por la inclusión i : M − F Â Ä //M y
ι es la inclusión natural. Notamos que podemos extender toda forma γ ∈ Ω∗(F )
a una forma de Ω∗(M/F ) mediante un entorno tubular π : T −→F como el de la
proposición 3.6. Tenemos entonces que ρ′′ es sobreyectiva, y por el diagrama, ρ y ρ′

también lo son. ♣

Corolario 3.20. Sea F un f.R.S. sobre la variedad cerrada M , y sea una per-
versidad p < 0 sobre la variedad de los puntos fijos F . Entonces, la inclusión
i : M − F Â Ä //M induce los isomorfismos

H∗
p (M) ∼= H∗(M,F ) y H∗

p (M/F ) ∼= H∗(M/F , F ).

Demostración. El resultado se sigue del diagrama conmutativo

0 // Ω∗
p(M) // Ω∗

0
(M) // Ω∗(F ) // 0

0 // Ω∗(M,F ) //

i∗

OO

Ω∗(M) //

i∗

OO

Ω∗(F ) // 0

,

y del lema de los cinco. Para la cohomoloǵıa básica, se procede de la misma manera.
♣

Para terminar, aprovechamos el hecho de que la cohomoloǵıa básica de intersec-
ción de los modelos locales es par.



3.3. Cohomoloǵıa de intersección 79

Proposición 3.21. En las condiciones del teorema 3.17, si p es una perversidad
par, la inclusión natural

ι : Ω∗
p(M/F )−→Ω∗

p+1(M/F )

induce un isomorfismo

H∗
p (M/F )

∼=−→H∗
p+1(M/F ). (3.5)

Demostración. Aplicamos el truco de Bredon a la afirmación

P (U,FU) ≡ “la aplicación ι∗U : H∗
p (U/FU)−→H∗

p+1(U/FU) es un isomorfismo”.

Las comprobaciones de los axiomas TB1-TB4 son inmediatas. TB5 se cumple por el
lema 3.12: es una consecuencia directa de que la cohomoloǵıa básica de intersección
del cono de una esfera sea par. ♣

3.3.3. Dualidad de Poincaré

En este apartado probaremos un teorema de dualidad para cohomoloǵıa básica
de intersección que generaliza el construido por F.Kamber y Ph.Tondeur para el
caso de flujos riemannianos singulares (ver [33]). En el teorema aparece una nueva
cohomoloǵıa, la cohomoloǵıa básica torcida de intersección (con la diferencial dκ).
Para la prueba, usaremos, de forma accesoria, la cohomoloǵıa de intersección con
soporte compacto.

Cohomoloǵıa de intersección con soporte compacto

Sea F un f.R.S. sobre la variedad M , no necesariamente compacta. Definimos
el complejo básico de intersección con soporte compacto:

Ωi
p,c(M/F ) = {ω ∈ Ωi

p(M/F ) : {x ∈ M − F : ωx 6= 0}M
es compacto en M}.

Observación 3.8. Tenemos :

1. Si M es compacta, entonces Ωi
p,c(M/F ) = Ωi

p(M/F ).

2. Si F = ∅, el flujo es regular, y tenemos Ωi
p,c(M/F ) = Ωi

c(M/F ).
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Es bien sabido que la cohomoloǵıa con soporte compacto no es un functor sobre
la categoŕıa de las variedades diferenciables si tomamos como morfismos todas las
funciones diferenciables. Sin embargo, puede ser un functor si nos restringimos a
ciertas aplicaciones, presentando una doble naturaleza: se comporta como functor
contravariante para funciones propias, y covariante para inclusiones de abiertos. Es
esta última naturaleza covariante la que usaremos para establecer la propiedad de
Mayer-Vietoris y probar el teorema de dualidad.

Vamos, por lo tanto, a calcular la cohomoloǵıa de este complejo para nuestros
modelos locales, para lo cual nos será de utilidad la demostración del siguiente lema:

Lema 3.22. Sea G un flujo riemanniano regular sobre S2k+1. Entonces, se tiene
H∗

c ((S2k+1 × [0, 1))/G × H ) = 0.

Demostración. Sea ω un ciclo básico de grado p. Tenemos que ω se puede escribir
de forma única como ω = αt + βt ∧ dt, donde {αt}t y {βt}t son sendas familias de
formas diferenciales de S2k+1 con parámetro t ∈ [0, 1). Afirmamos que la forma

η = (−1)p+1

∫ s=t

s=1

βs ∧ ds

es básica, de soporte compacto y cumple dη = ω. En efecto, consideramos la descom-

posición dγt = dMγt + (−1)grad(γt)
¦

γt ∧dt para toda familia de formas diferenciales
γt. Como ω es cerrada, se sigue que

0 = dMαt + ((−1)p ¦

αt +dMβt) ∧ dt = 0,

de donde (−1)p+1 ¦

αt= dMβt. Usando esto último, tenemos

dη =

∫ s=t

s=1

(−1)p+1dMβs ∧ ds +

(∫ s=t

s=1

βs ∧ ds

)
¦

∧ dt

=

∫ s=t

s=1

¦

αs ∧ds + βt ∧ dt

= αt + βt ∧ dt = ω.

Notamos que η es de soporte compacto, por serlo ω (y por lo tanto, βt). Por último,
tenemos que η es básica, pues por un lado, iXω = 0 implica que iXβt = 0, y entonces
iXη =

∫
iXβs ∧ ds = 0. Por otro lado, iXdη = iXω = 0. ♣
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Lema 3.23. Sea G un flujo riemanniano regular sobre S2k+1, y sea F el f.R.S. dado
por F = CG sobre CS2k+1. Sea p la perversidad que asigna al vértice de CS2k+1 el
valor p. Entonces, se tiene:

H i
p,c(CS2k+1/F ) =

{
H i−1(S2k+1/G ) si i > p + 1;

0 otro caso.

Demostración. Procedemos como en el lema 3.12. Denotaremos los complejos de
esta manera:

Ωi
p,c = Ωi

p,c(CS2k+1/CG ).

Vamos caso por caso, valiéndonos del caso sin soportes compactos y teniendo en
cuenta que Ωi

p,c(M/F ) = Ωi
p(M/F ) ∩ Ωi

c(M) :

1. Si 0 ≤ i < p

Ωi
p,c = Ωi

c((S
2k+1 × [0, 1))/G × H ) (3.6)

2. Si i = p

Ωi
p,c = {ω ∈ Ωi

c((S
2k+1 × [0, 1))/G × H ) : dω se anula en S2k+1 × {0}}

3. Si i > p

Ωi
p,c = Ωi

c((S
2k+1 × [0, 1))/G × H , S2k+1 × {0}),

Una vez que tenemos bien identificados los complejos, calculamos los grupos de
cohomoloǵıa

H i
p,c = H i

p,c(CS2k+1/F ).

Si 0 ≤ i < p, por el lema 3.22 y por (3.6), obtenemos H i
p,c = 0. Para los casos

i = p, notamos que la misma prueba nos sirve para integrar los ciclos de Ωi
p,c, debido

a que no imponemos ninguna restricción a los bordes que han de integrarlos. No
sucederá aśı para i > p + 1, pues los bordes han de anularse en S2k+1 × {0}. Por lo
expuesto, obtenemos

H i
p,c = 0 para 0 ≤ i ≤ p + 1.

Para p + 2 ≤ i ≤ 2k + 1, consideramos la sucesión exacta de un par:

0 → Ω∗

c
((S2k+1 × [0, 1))/G ×H , S2k+1 ×{0}) → Ω∗

c
((S2k+1 × [0, 1))/G ×H ) → Ω∗(S2k+1/G ) → 0.

(3.7)
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Notamos que la restricción Ω∗
c((S2k+1 × [0, 1))/G × H ) → Ω∗(S2k+1/G ) está bien

definida por ser S2k+1 Â Ä //S2k+1 × [0, 1) una aplicación propia. Utilizando el lema
3.22 y la sucesión exacta larga de cohomoloǵıa de (3.7), se sigue el isomorfismo

H i
p,c

∼= H i−1(S2k+1/G ) para p + 2 ≤ i ≤ 2k + 1.

Por el cálculo de H∗(S2k+1/G ) (ver ejemplo 2.8), obtenemos el resultado. ♣

Observación 3.9. Usando (3.7) podemos obtener de forma expĺıcita los generadores
de H∗

p (CS2k+1/F ). Considerando una función diferenciable ρ : [0, 1)−→ [0, 1] como
en la siguiente figura:

0
0

1

1 ρ

y tomando la forma de Euler e del flujo G , tenemos los generadores:

H∗
p (CS2k+1/F ) =

〈
[dρ ∧ e[ p

2
]+1 ], [dρ ∧ e[ p

2
]+2 ], . . . , [dρ ∧ ek ]

〉
.

Observación 3.10. En vista del lema 3.23, la proposición 3.21 es cierta si se enuncia
para cohomoloǵıa básica de intersección con soporte compacto. Es decir, para p par,
se tiene:

H∗
p,c(M/F ) ∼= H∗

p+1,c(M/F ).

Clase de [κ]

A partir de ahora, consideraremos una métrica adaptada µ, con su correspon-
diente levantamiento µ̃. Tenemos definido un campo (único salvo signo) X tal que

µ(X,X) = 1 en M − F . Este campo es levantable a X̃ ∈ X(M̃) de modo que

µ̃(X̃, X̃) = 1 en todo M̃ . Tenemos definidas las formas caracteŕısticas

χ = iXµ ∈ Ω1(M − F ) y χ̃ = iX̃ µ̃ ∈ Ω1(M̃).

Notamos que el grado perverso de χ es 1, pues X̃ es un campo tangente a las fibras
del fibrado ∂M̃ → F e iX̃χ = 1. También tenemos las formas κ, κ̃, e, ẽ que son
básicas, por ser µ una métrica adaptada. Como dκ = dκ̃ = 0, queda definida una
clase de cohomoloǵıa:

[κ] ∈ H1
1 (M/F ),

que en un principio, depende de la métrica adaptada que hayamos escogido. Sin
embargo, tenemos el siguiente teorema:
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Teorema 3.24. Sean µ1 y µ2 dos métricas adaptadas para el f.R.S. (M,F ). En-
tonces, tenemos:

[κ1] = [κ2] ∈ H1
1 (M/F ).

Demostración. Las métricas adaptadas µ1 y µ2 inducen respectivamente métricas
µD,1 y µD,2 en D(M) (notamos que estas extensiones no son únicas). Por el teorema
1.8, tenemos que existe una función básica fD ∈ Ω0(D(M)/FD) tal que

(κD,1)b − (κD,2)b = dfD.

Notar que como no tenemos asegurado que las formas κD,1 y κD,2 sean básicas,
hemos tomado su componente básica (ver [2]). Observamos que las restricciones a
M − F de esas formas son exactamente κ1 y κ2. La función fD induce una función
básica f = (ι ◦ L −1)∗fD, de modo que κ1 − κ2 = df . ♣

Por la proposición 3.21 y por el teorema 3.17, tenemos los isomorfismos

H1
1
(M/F ) H1

0
(M/F )∼=

ιoo H1(M/F ),∼=
i∗oo (3.8)

de modo que, de forma intuitiva, podemos considerar [κ] ∈ H1
1
(M/F ) como una

clase de H1(M/F ). Precisamente, tenemos el siguiente resultado:

Proposición 3.25. Sea µ una métrica adaptada, con su correspondiente forma de
curvatura media κ. Consideramos los isomorfismos (3.8), y sea α ∈ Ω1(M/F ) un
representante de (ι ◦ i∗)−1[κ] ∈ H1(M/F ). Entonces, existe una métrica adaptada
µ′ tal que su forma de curvatura media es α|M−F .

Demostración. Por la proposición 3.21, existe f ∈ Ω0
0
(M/F ) = Ω0

1
(M/F ) tal que:

κ = α + df en M − F.

Tomamos la reparametrización usual µ′ = e2fµ, obteniendo X ′ = e−fX,χ′ = ef y,
finalmente,

κ′ = LX′χ′ = Le−f Xefχ

= ef (e−fLXχ + iXχ ∧ d(e−f ))

= κ − (κ − α) = α,

lo cual concluye la prueba. ♣

Observación 3.11. En adelante, consideraremos métricas adaptadas tales que su
forma de curvatura media esté definida globalmente en M , y que por lo tanto, su
grado perverso sea 0.
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Observación 3.12. En particular, podemos tomar una métrica adaptada tal que
||κ||S = −∞ para todo estrato S. En efecto, sabemos que el flujo es isométrico en

cada componente conexa de ∂M̃ (ver proposición 3.9), aśı que podemos tomar una

métrica µ∂ sobre ∂M̃ tal que κ∂ = 0. Tomando una métrica adaptada µ cualquiera
y ρ una función como en la observación 3.9, la métrica

µ̃′ = ρΨ∗
D(µ∂ + dr2) + (1 − ρ)ι∗(L −1)∗µ

es adaptada y su forma de curvatura media κ̃′ se anula en ∂M̃ . No obstante, el grado
perverso que nos va a interesar de κ va a ser 0, pues la unicidad del teorema 3.24 no
la tenemos garantizada en H1

−1
(M/F ), tal y como podemos apreciar en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 3.7. Sea la acción de S1 sobre S2 = ΣS1:

Ψ: S1 × S2−→S2

dada por Ψ(z, [x, s]) = [zx, s]. Los puntos fijos son los polos norte y sur (N,S). La
explosión es el cilindro S1 × [−1, 1]. Tomamos una partición de la unidad (ρN , ρS)
subordinada a los abiertos [−1, 1/2) y (−1/2, 1] de [−1, 1]. Tomamos una métrica µ
invariante en el cilindro, es decir, con κ = 0. Los cambios de parametrización

µ′ = e2ρN µ, µ′′ = e2ρSµ

nos proporcionan métricas adaptadas con κ′ = dρN y con κ′′ = dρS. Si ahora
calculamos la sucesión exacta en cohomoloǵıa básica del par (S2, {N,S}), obtenemos
que

H1(S2/F , {N,S}) =< [dρN ], [dρS] >,

de modo que las métricas adaptadas µ, µ′ y µ′′ nos proporcionan formas de curvatura
media con clases distintas en H1

−1
(S2/F ).

Observación 3.13. Notamos que el corolario 1.10 es cierto para f.R.S., es decir,
si F es un f.R.S. sobre una variedad cerrada y simplemente conexa M , se tiene
[κ] = 0. Es una consecuencia directa del hecho de que la inclusión de formas induce
un monomorfismo H1(M/F ) −→ H1(M).
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Cohomoloǵıa básica torcida de intersección

Recordamos que en el caṕıtulo anterior utilizábamos la cohomoloǵıa torcida, es
decir, la cohomoloǵıa del complejo básico provisto de la diferencial

dκω = dω − κ ∧ ω

Para el caso regular vamos a utilizar una cohomoloǵıa análoga: la cohomoloǵıa tor-
cida perversa. Notamos que dado que el grado perverso de κ es cero, la diferencial

dκ : Ω∗
p(M/F )−→Ω∗+1

p (M/F )

está bien definida. Podemos considerar, pues, los grupos de cohomoloǵıa

H∗
p,κ(M/F ) = (Ω∗

p(M/F ), dκ).

Esta cohomoloǵıa tan sólo depende de la clase [κ] ∈ H1(M/F ). Más expĺıcitamente,
si µ1 y µ2 son dos métricas adaptadas, y κ1 y κ2 sus formas de curvatura media (que
podemos suponer globales), por las proposiciones 3.24 y 3.25, tenemos que existe
una función f ∈ Ω∗(M/F ) tal que κ1 −κ2 = df . En ese caso, la aplicación estándar

ω 7−→ efω

es un isomorfismo de H∗
p,κ1

(M/F ) en H∗
p,κ2

(M/F ) (notamos que es un isomorfismo
de H∗(M/F )-módulos, no de álgebras). Por lo tanto, esta nueva cohomoloǵıa no
depende de la métrica escogida, sino de F .

Para probar el teorema de dualidad, necesitaremos considerar una nueva coho-
moloǵıa: la cohomoloǵıa básica de intersección torcida con soporte compacto. Defin-
imos, para cualquier variedad M , no necesariamente compacta, y provista de un
f.R.S. F , la cohomoloǵıa

H∗
p,κ,c(M/F ) = H∗(Ω∗

p,c(M/F ), dκ).

Observación 3.14. Esta cohomoloǵıa cumple las propiedades usuales que cumplen
las cohomoloǵıas que hemos definido. En el caso de la propiedad de Mayer-Vietoris,
notamos que dado que el functor es covariante para inclusiones de abiertos, la suce-
sión exacta corta de Mayer-Vietoris para M = U ∪ V es:

0 → Ω∗
c((U ∩ V )/F ) −→ Ω∗

c(U/F ) ⊕ Ω∗
c(V/F ) −→ Ω∗

c((U ∪ V )/F ) → 0
ω 7−→ (j∗ω,−j∗ω)

(α, β) 7−→ α + β,

donde j∗ω es la extensión natural por la función nula.
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Dualidad de Poincaré

Definición 3.11. Sean las formas α ∈ Ωn
p (M/F ) y β ∈ Ω∗

q,c(M/F ). Entonces,
denotaremos ∫

M

α ∧ β ∧ χ =

∫

M̃

α̃ ∧ β̃ ∧ χ̃.

Notamos que como β es de soporte compacto,
∫

M
α∧β∧χ está bien definida aunque

M no sea compacta.

Estamos en condiciones de probar el resultado principal de esta sección.

Teorema 3.26 (Dualidad de Poincaré para la cohomoloǵıa básica de flujos
riemannianos singulares). Sea F un flujo riemanniano singular sobre la variedad
cerrada M y sea una métrica casi-fibrada tal que su forma de curvatura media κ sea
básica. Entonces, la forma bilineal

Γ: H i
p(M/F ) ⊗ Hn−i−1

q,κ (M/F ) −→ R
[α] ⊗ [β] 7−→

∫
M

α ∧ β ∧ χ

es no degenerada para cada par de perversidades p y q duales.

Demostración. Hemos de comprobar que la aplicación lineal Γ está bien definida,
es decir, que no depende de los representantes que tomamos en los grupos de coho-
moloǵıa correspondientes.

Sean [α + dα1] ∈ H i
p(M/F ) y [β + dκβ1] ∈ Hn−i−1

q,κ (M/F ). Calculamos:

∫

M

(α + dα1) ∧ (β + dκβ1) ∧ χ =

∫

M

α ∧ β ∧ χ +

∫

M

α ∧ dκβ1 ∧ χ

+

∫

M

dα1 ∧ β ∧ χ +

∫

M

dα1 ∧ dκβ1 ∧ χ

=

∫

M

α ∧ β ∧ χ + I1 + I2 + I3,

Tenemos que probar, por lo tanto, que I1 = I2 = I3 = 0. Vamos primero con I1.
Tenemos las igualdades:

d(α1 ∧ β ∧ χ) = dα1 ∧ β ∧ χ + (−1)i−1α1 ∧ dβ ∧ χ + (−1)nα1 ∧ β ∧ dχ

= dα1 ∧ β ∧ χ + (−1)i−1α1 ∧ κ ∧ β ∧ χ

+ (−1)nα1 ∧ β ∧ e + (−1)nα1 ∧ β ∧ χ ∧ κ

= dα1 ∧ β ∧ χ + (−1)i−1(α1 ∧ κ ∧ β ∧ χ − α1 ∧ κ ∧ β ∧ χ)

= dα1 ∧ β ∧ χ,
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donde hemos usado α1 ∧ β ∧ e = 0, por ser una forma básica de grado n. Tenemos,
por lo tanto, usando el teorema de Stokes,

I1 =

∫

M̃

dα̃1 ∧ β̃ ∧ χ̃ =

∫

M̃

d(α̃1 ∧ β̃ ∧ χ̃) =

∫

∂M̃

α̃1|∂M̃ ∧ β̃|∂M̃ ∧ χ̃|∂M̃ = 0,

debido a que
‖α1 ∧ β ∧ χ‖S ≤ cod(S) − 2,

lo cual impide que la forma α̃1|∂M̃ ∧ β̃|∂M̃ ∧ χ̃|∂M̃ pueda ser una forma de volumen

de ∂M̃ .

Para probar I2 = 0, consideramos las igualdades:

d(α ∧ β1 ∧ χ) = dα ∧ β1 ∧ χ + (−1)iα ∧ dβ1 ∧ χ+

+ (−1)nα ∧ β1 ∧ e + (−1)nα ∧ β1 ∧ χ ∧ κ =

= (−1)iα ∧ dβ1 ∧ χ + (−1)nα ∧ β1 ∧ χ ∧ κ

= (−1)iα ∧ dκβ1 ∧ χ,

de modo que tenemos

(−1)iI2 =

∫

M̃

dα̃ ∧ β̃1 ∧ χ̃ =

∫

M̃

d(α̃ ∧ β̃1 ∧ χ̃) =

∫

∂M̃

α̃|∂M̃ ∧ β̃1|∂M̃ ∧ χ̃|∂M̃ = 0,

debido esta vez a que
‖α ∧ β1 ∧ χ‖S ≤ cod(S) − 2.

Para probar I3 = 0 nos basta aplicar los mismos cálculos que en I1, sustituyendo β
por dκβ1, o la de I2 sustituyendo α por dα1.

Para probar que Γ es un isomorfismo, notamos que es equivalente probar que la
aplicación de Poincaré

ΨM : H∗
p (M/F )−→(H∗

q,κ(M/F ))∗

inducida por Γ es un isomorfismo (esta equivalencia es cierta por tratarse de es-
pacios vectoriales de dimensión finita, lo cual probaremos en la proposición 3.40 ).
Aplicaremos el truco de Bredon para f.R.S. (lema 3.11) sobre la siguiente afirmación
P hecha para f.R.S. (U,FU):

P (U,FU) ≡ “La aplicación ΨU : H∗
p (U/FU)−→(H∗

q,κU ,c(U/FU))∗ inducida por
la aplicación bilineal

ΓU : H i
p(U/FU) ⊗ Hn−i−1

q,κU ,c (U/FU) −→ R

(α, β) 7−→
∫

U

α ∧ β ∧ χU
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es un isomorfismo”

Notamos que dado que la variedad M es compacta, la afirmación P (M,F ) es ex-
actamente el enunciado del teorema. Tan sólo nos queda comprobar que se satisfacen
los axiomas TB1-TB5. TB1 se cumple por el lema de Poincaré para cohomoloǵıa
con soporte compacto (ver [5], por ejemplo). TB3 se sigue del hecho de que para
toda colección arbitraria de conjuntos {Uα}α, se tiene Ω∗(

⊔
α

Uα) =
∏
α

Ω∗(Uα) y

Ω∗
c(

⊔
α

Uα) =
⊕
α

Ω∗
c(Uα). TB4 se sigue del hecho de que en los entornos de Carrière

el flujo es regular, y por lo tanto, se puede aplicar el teorema de F. Kamber y Ph.
Tondeur (teorema 1.12).

Para probar TB2, consideramos F en M = U∪V . Tenemos el siguiente diagrama
de filas exactas que relaciona la sucesión de Mayer-Vietoris de la cohomoloǵıa de
intersección básica con la dual de la torcida de soporte compacto:

· · · → Hi
p(M/F ) //

ΨM

²²

Hi
p(U/F ) ⊕ Hi

p(V/F ) //

ΨU ,ΨV

²²

Hi
p((U ∩ V )/F ) //

ΨU∩V

²²

Hi+1
p

(M/F ) → . . .

ΨM

²²
· · · → (Hi

q,κ,c(M/F ))∗ // (Hi
q,κ,c(U/F ) ⊕ Hi

q,κ,c(V/F ))∗ // (Hi
q,κ,c((U ∩ V )/F ))∗ // (Hi+1

q,κ,c
(M/F ))∗ → . . .

Se comprueba que este diagrama es conmutativo (se puede seguir la prueba de [5],
pag. 21). El lema de los cinco aplicado a este diagrama nos proporciona TB2.

Por último, notamos que TB5 se sigue de los cálculos locales (lemas 3.12 y 3.23).
En efecto, para (CS2k+1, CG ) escribiremos p({0}) = p y q({0}) = q, de donde se
sigue, por dualidad, p + q = 2k − 1. Como [κ] = 0, tenemos los generadores:

H∗
p (CS2k+1/CG ) =

〈
1, e, . . . , e[ p

2
]
〉

y

H∗
q,κ,c(CS2k+1/CG ) =

〈
efdρ ∧ ek−[ p

2
], efdρ ∧ ek−[ p

2
]+1, . . . , efdρ ∧ ek

〉
,

siendo e la forma de Euler de G , f una función básica tal que κ = df y ρ una
aplicación como en la observación 3.9. La dualidad se sigue del siguiente cálculo:

ΓCS2k+1(ei, e−fdρ ∧ ek−i) =

∫

S2k+1×[0,1)

e−fdρ ∧ ek ∧ χ

=

∫

S2k+1×[0,1)

d(efρek ∧ χ)

=

∫

S2k+1

ef(0)ek ∧ χ 6= 0,
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donde hemos usado el teorema de Stokes, el hecho de que ek ∧ χ sea una forma de
volumen de S2k+1, y también ek+1 = 0, por tratarse de una forma básica de grado
máximo. ♣

3.4. Sucesión de Gysin

En esta sección construiremos la sucesión de Gysin que relacionará las coho-
moloǵıas H∗

p (M/F ) y H∗
p (M). Estas sucesiones darán respuesta al problema de

Gysin para perversidad p, motivado por la inclusión

Ω∗
p(M/F ) Â Ä //Ω∗

p(M) . (3.9)

Notamos que en el caso p > t + 1, el estudio realizado para flujos riemannianos
regulares nos proporciona la sucesión de Gysin:

→ H i((M−F )/F ) −→ H i(M−F ) −→ H i−1
κ ((M−F )/F )

∧[e]−→ H i+1((M−F )/F ) →
(3.10)

En efecto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Ω∗((M − F )/F ) Â Ä // Ω∗(M − F )

Ω∗(M̃/F̃ )
Â Ä //

OO

²²

Ω∗(M̃)

OO

²²
Ω∗

p(M/F ) Â Ä // Ω∗
p(M)

donde las flechas verticales son cuasi-isomorfismos inducidos por L −1 : M − F −→M̃ .
Por el diagrama, resolver el problema de Gysin para p es equivalente a resolver el
problema de Gysin planteado por la inclusión

Ω∗((M − F )/F ) Â Ä //Ω∗(M − F ) ,

el cual tenemos resuelto, dado que en este caso, el flujo es regular y tenemos la estruc-
tura local de un flujo riemanniano sobre una variedad compacta, (es decir, entornos
de Carrière). El truco de Bredon es aplicable al flujo (M − F,F ) (ver observacion
2.2). Por la proposición 2.16 , obtenemos (3.10). Por lo tanto, nos centraremos en el
problema de Gysin para p ≤ t + 1.



90 Caṕıtulo 3. Sucesión de Gysin para flujos riemannianos singulares

3.4.1. Forma de Euler

En la sucesión de Gysin jugará un papel importante el grado perverso de la
forma de Euler, el cual estudiamos a continuación. Al igual que en el caso regular,
consideraremos la diferencial

d−κω = dω + κ ∧ ω,

aśı como la cohomoloǵıa

H∗
p,−κ(M/F ) = H∗(Ω∗

p(M/F ), d−κ).

La forma de Euler cumple d−κe = 0. Usaremos la siguiente propiedad de esta coho-
moloǵıa.

Lema 3.27. Sea p una perversidad par. Entonces, la inclusión natural

Ω∗
p(M/F ) Â Ä //Ω∗

p+1
(M/F )

induce un isomorfismo

H∗
p,−κ(M/F ) ∼= H∗

p+1,−κ(M/F ).

Demostración. La prueba es la misma que en el caso con diferencial ordinaria. Tan
sólo hay que tener en cuenta que κ es exacta en los entornos de Carrière y en los
entornos de tipo CS2k+1, por lo que podemos aplicar el lema 3.12. ♣

Proposición 3.28. Sea µ una métrica adaptada para (M,F ) y sea S un estrato de
puntos fijos. Entonces, el grado perverso de la forma de Euler está dado por:

||e||S =

{
2 si cod S > 2;

−∞ si cod S = 2.

Demostración. Sea µ una métrica adaptada, y e su forma de Euler. Sea 2k + 2 (con
k > 0) la codimensión del estrato S. Supongamos, por reducción al absurdo, que
‖e‖S ≤ 1. Afirmamos ahora que existe otra métrica adaptada µ′ cuya forma de Euler
es una forma de Verona. En efecto, por el lema 3.27, tenemos que existen formas

α ∈ Ω2
0(M/F ) y γ ∈ Ω1

1(M/F )

tales que
e = α + d−κγ.
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Consideramos entonces la forma ω = χ − γ. Esta forma cumple ω(X) = 1, y es
levantable. Consideramos la métrica

µ′ = (ω ⊗ ω) ⊕ µQ,

siendo µQ la parte ortogonal de µ. Tenemos que µ′ es una métrica casi-fibrada, y su
forma caracteŕıstica es ω. Calculamos entonces

dω = e + χ ∧ κ − dγ

= α + κ ∧ γ + χ ∧ κ

= α + (χ − γ) ∧ κ

= α + ω ∧ κ,

de modo que deducimos e′ = α y κ′ = κ. Por lo tanto, tenemos una forma de Euler
de grado perverso 0, es decir, de Verona. Esto es una contradicción, porque si nos
restringimos a un modelo local CS2k+1, la restricción de nuestra forma de Verona
habŕıa de seguir siendo de Verona por un lado, luego tendŕıa que ser nula. Por otro
lado, tendŕıa que generar la cohomoloǵıa básica de S2k+1, que no es nula porque
k > 0 (ver ejemplo 2.8).

Por último, notamos que en el caso codS = 2, el flujo en un entorno de un punto
x ∈ S es de la forma U × CS1, por lo que la forma de Euler, que es de grado 2, se
anula, y tenemos ||e||S = −∞. ♣

3.4.2. Sucesión de Gysin

La sucesión de Gysin, análogamente a los casos anteriores, se deriva de la sigu-
iente aplicación diferencial, que llamaremos aplicación de Gysin:

Ψ: (Ω∗
p(M/F ) ⊕ Ω∗−1

p−2,κ
(M/F ), D)−→(Ω∗

p(M), d), (3.11)

siendo d la diferencial ordinaria, D(α, β) = (dα+e∧β,−dκβ) y Ψ(α, β) = α+χ∧β.
Nuestro objetivo es probar que (3.11) es un cuasi-isomorfismo. Vamos a probar que
en nuestros modelos locales lo es:

Lema 3.29. Sea G un flujo riemanniano regular sobre S2k+1, y sea p ≤ t + 1 una
perversidad sobre el vértice de CS2k+1. Entonces, la aplicación de Gysin

Ψ: (Ω∗
p(CS2k+1/CG ) ⊕ Ω∗−1

p−2
(CS2k+1/CG ), D)−→(Ω∗

p(CS2k+1), d), (3.12)

es un cuasi-isomorfismo.
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Demostración. Es claro que Ψ es un isomorfismo en cohomoloǵıa para grado cero.
Por el lema 3.13, nos bastará probar que podemos integrar cualquier forma de grado
positivo del complejo que denotaremos

Ω∗
p ⊕ Ω∗−1

p−2
≡ Ω∗

p(CS2k+1/CG ) ⊕ Ω∗−1
p−2

(CS2k+1/CG ).

Vamos a distinguir los casos par e impar:

Caso par Sea (α, β) ∈ Ω2l+2
p ⊕ Ω2l+1

p−2
cerrada, con l ≥ 0. Entonces, se cumple:

{
dα = −β ∧ e;

dβ = 0,
(3.13)

de donde, dado que β es impar, existe γ ∈ Ω2l
p−2

tal que dγ = β. Aplicando

(3.13), obtenemos:

dα = −dγ ∧ e =⇒ d(α + γ ∧ e) = 0.

Como α + γ ∧ e ∈ Ω2l+2
p , tenemos que existe una forma η ∈ Ω2l+1

p tal que:

α + γ ∧ e = λel+1 + dη,

siendo λ ∈ R. Notamos que, en el caso p < 2l+2 tenemos H2l+2
p (CS2k+1/CG ) =

0, y por lo tanto, se sigue λ = 0. Admitiendo esta convención, la forma

(η,−γ + λel) ∈ Ω2l+1
p ⊕ Ω2l

p−2,

integra a (α, β), pues

D(η,−γ + λel) = (dη − γ ∧ e + λel+1, dγ) = (α, β),

como queŕıamos demostrar.

Caso impar Sea (α, β) ∈ Ω2l+1
p ⊕ Ω2l

p−2
cerrada, con l ≥ 0. Entonces, se cumple:

{
dα = −β ∧ e;

dβ = 0,
(3.14)

de donde nuevamente, existe una forma γ ∈ Ω2l−1
p−2

tal que dγ = β. En efecto, si

2l > p− 2, es evidente, y si 2l ≤ p− 2, tendŕıamos β = λel + dγ, de donde por
(3.14), tendŕıamos d(α + γ ∧ e) = −λel+1, lo cual forzaŕıa λ = 0, por ser e un
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generador de H2l+2
p (CS2k+1/CG ) (notar que, además, 2l + 2 ≤ 2k). Tenemos,

entonces, por (3.14):

α + γ ∧ e ∈ Ω2l+1
p y d(α + γ ∧ e) = 0,

de donde, nuevamente por el lema 3.12, existe una forma η ∈ Ω2l
p tal que

α+γ∧e = dη. Para terminar, comprobamos que la forma (η,−γ) ∈ Ωp⊕Ωp−2

cumple:
D(η,−γ) = (dη − γ ∧ e, dγ) = (α, β).

♣

Estamos en condiciones de probar la siguiente:

Proposición 3.30. La aplicación de Gysin

Ψ: (Ω∗
p(M/F ) ⊕ Ω∗−1

p−2,κ
(M/F ), D)−→(Ω∗

p(M), d)

es un cuasi-isomorfismo para p ≤ t + 1.

Demostración. Aplicamos el truco de Bredon (lema 3.11) con la afirmación P , for-
mulada de la siguiente manera:

P (U,F ) =“ΨU : (Ω∗
p(U/FU) ⊕ Ω∗−1

p−2,κU
(U/FU), D)−→(Ω∗

p(U), d)

es un cuasi-isomorfismo”.

Los axiomas TB1-TB3 se verifican igual que en el caso regular (proposición 2.16).
TB4 se cumple por el caso regular . Para comprobar TB5, notamos que como [κ] = 0
en el modelo CS2k+1, nos podemos reducir al caso del lema 3.29. ♣
Una consecuencia directa de la proposición anterior nos lleva al resultado principal
de este caṕıtulo:

Teorema 3.31 (Sucesión de Gysin para flujos Riemannianos Singulares).
Sea F un flujo riemanniano singular sobre la variedad cerrada M , y sea µ una
métrica tal que su forma de curvatura media sea básica. Entonces, para cada per-
versidad p ≤ t + 1 tenemos la siguiente sucesión exacta larga:

· · · → H i
p(M/F )−→H i

p(M)−→H i−1
p−2,κ

(M/F )
∧[e]−→ H i+1

p (M/F ) → . . . , (3.15)

donde el homomorfismo de conexión consiste en multiplicar por la clase de Euler
[e] ∈ H2

2,−κ
(M/F ).
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Observación 3.15. Particularizando la perversidad p en la sucesión (3.15), se ob-
tienen resultados conocidos.

a) Para 0 ≤ p ≤ t + 1, la sucesión de Gysin (3.15) relaciona la cohomoloǵıa de
intersección básica con la cohomoloǵıa de M :

· · · → H i
p(M/F )−→H i(M)−→H i−1

p−2,κ
(M/F )

∧[e]−→ H i+1
p (M/F ) → . . .

b) Para perversidades p < 0, obtenemos la sucesión

· · · → H i(M/F , F )−→H i(M,F )−→H i−1
κ (M/F , F )

∧[e]−→ H i+1(M/F , F ) → . . . .
(3.16)

c) Si tomamos p = 0, obtenemos la sucesión

· · · → H i(M/F )−→H i(M)−→H i−1
κ (M/F , F )

∧[e]−→ H i+1((M)/F ) → . . .

d) Para perversidad p = t + 1, obtenemos

· · · → H i((M−F )/F )−→H i(M)−→H i−1
t−1,κ

(M/F )
∧[e]−→ H i+1((M−F )/F ) → . . .

e) En el caso de que [κ] = 0 y p = 0, tenemos

· · · → H i(M/F )−→H i(M)−→H i−1(M/F , F )
∧[e]−→ H i+1((M)/F ) → . . . ,

ya obtenida por A. Roig y M. Saralegi usando cohomoloǵıa de Verona (ver
[44])

f) En el caso de un f.R.S. inducido por una acción de S1, la sucesión (3.15)
recupera la construida por G. Hector y M. Saralegi en [28].

3.4.3. Clase de Euler

En este apartado probamos que la nulidad de la clase de Euler tiene un significado
geométrico, al igual que sucede en el caso regular. Comenzamos notando que la clase
de Euler [e] ∈ H2

2,−κ
(M/F ) no depende de la métrica elegida en el sentido de la

siguiente proposición.

Proposición 3.32. La nulidad de la clase de Euler no depende de la métrica µ
elegida, sino de F .
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Demostración. Sean (µi, Xi, χi, ei, κi), i = 1, 2 sendos sistemas completos de actores
para el f.R.S. (M,F ), y sea f una función tal que df = κ2 − κ1. Consideramos el
isomorfismo canónico (salvo constante multiplicativa):

ϕ : H2
2,−κ2

(M/F ) −→ H2
2,−κ1

(M/F )

[ω] 7−→ [efω]
,

Veamos que ϕ([e2]) y [e1] son proporcionales.
En efecto, procediendo como en el caso regular (ver apartado 2.5) podemos pro-

bar que la aplicación

Ψ : (Ω∗
2
(M/F ) ⊕ Ω∗−1

0
(M/F ), Dκ) −→ (Ω∗(M)2, d−κ)

(α, β) 7−→ α + χ ∧ β

es un cuasi-isomorfismo, donde Dκ(α, β) = (d−κα + e ∧ β,−dβ) para todo sistema
completo de actores. De ese cuasi-isomorfismo se deriva de forma canónica la sigu-
iente sucesión de Gysin torcida para p = 2:

· · · → H i
2,−κ(M/F ) −→ H i

2,−κ(M) −→ H i−1
0

(M/F )
∧[e]−→ H i+1

2,−κ
(M/F ) → . . .

El isomorfismo ϕ induce un isomorfismo de cadenas entre las sucesiones de Gysin
torcidas para µ1 y µ2, de la cual extraemos el siguiente diagrama conmutativo:

H0
0
(M/F )

∧[e1] // H2
2,−κ1

(M/F )

H0
0
(M/F )

∧[e2] // H2
2,−κ2

(M/F )

efoo

OO

del cual se sigue inmediatamente el resultado. ♣

La nulidad de la clase de Euler tiene la siguiente consecuencia geométrica:

Lema 3.33. Sea F un f.R.S. sobre la variedad cerrada M . Entonces, si la clase de
Euler [e] ∈ H2

2,−κ
(M/F ) es nula, todos los estratos singulares son de codimensión 2

y F está dado en la parte regular por una acción de S1.

Demostración. Veamos, en primer lugar, que todos los estratos singulares han de
ser de codimensión 2. Si existiese algún estrato singular de codimensión mayor que
2, podemos considerar una inmersión isométrica foliada ι : (S2k+1,G )−→∂M̃ , con
k > 0. Tenemos [eS] = ι∗[e] = 0, siendo eS la forma de Euler de G . Pero por
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otro lado, [e] es un generador de H2(S2k+1/G ) ∼= R, por lo que llegamos a una
contradicción.

Por el corolario 3.7, tenemos que F es una foliación por ćırculos orientada.
Notamos que tenemos inducida en el doble D(M) una foliación FD que es también
orientada y por ćırculos. Es más, se trata de una foliación Hausdorff (i.e., D(M)/FD

es Hausdorff), lo cual se comprueba fácilmente debido a la existencia de entornos de
Carrière. Por un teorema de A. W. Wadsley (ver [56]), tenemos que FD está dado
por una acción de S1, y por lo tanto, también F en M − F . ♣

Según este lema, la situación es muy cercana a la de un flujo dado por una acción
de S1 sobre M . En ese caso la nulidad de la clase de Euler ha sido caracterizada por
G. Hector y M. Saralegi en [28], donde prueban el siguiente teorema:

Teorema 3.34 ([28]). Sea Φ: S1 × M −→M una acción de S1 sobre M . Entonces,
la clase de Euler se anula si y sólo si existe una foliación singular transversa a Φ
cuya restricción a M − F es una fibración localmente trivial sobre S1.

A continuación, probamos que este resultado se mantiene para f.R.S., para lo
cual seguiremos la prueba que se presenta en [28]. Necesitaremos el siguiente lema
para tener todos los ingredientes de dicha prueba:

Lema 3.35. Sea F un f.R.S. tal que la codimensión de cada estrato singular es 2.
Entonces, la clase de Euler de (M,F ) se anula si y sólo si se anula la clase de Euler
de (M − F,F ).

Demostración. En primer lugar, notamos que dado que 2 > t = −1, la aplicación
ψ : Ω∗

2
(M/F )−→Ω∗(M − F ) dada por ψ(ω) = ω induce un isomorfismo

H∗
2,−κ(M/F ) ∼= H∗

−κ((M − F )/F ).

Tomamos una métrica adaptada y su restricción a M−F . La aplicación ψ induce un
morfismo de cadenas entre las sucesiones de Gysin torcidas asociadas a M y M −F ,
respectivamente. Podemos extraer el cuadrado conmutativo:

H0(M/F )

ψ∗

²²

∧[e] // H2
2,−κ

(M/F )

ψ∗

²²
H0((M − F )/F )

∧[e] // H2
−κ((M − F )/F )

Como las flechas verticales son isomorfismos, se sigue el resultado. ♣
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Llegamos a la caracterización de la nulidad de la clase de Euler.

Teorema 3.36. Sea F un f.R.S. sobre la variedad cerrada M tal que F 6= ∅.
Entonces, son equivalentes:

i) La clase de Euler [e] ∈ H2
2,−κ

(M/F ) se anula;

ii) existe una foliación singular G transversa a F cuya restricción a M − F
está dada por una fibración localmente trivial sobre S1.

Demostración. Como la demostración es idéntica a la de [28], tan sólo indicaremos
el esquema de la prueba.

i) =⇒ ii) Por el lema 3.33, tenemos que todos los estratos singulares son de
codimensión 2 y que en M−F el flujo está dado por una acción de S1. Consideramos
el flujo FD inducido en D(M), dado por una acción de S1. La nulidad de la clase
de Euler de (M,F ) implica la de (D(M),F ), y por [49], tenemos que existe una
fibración localmente trivial Υ: D(M)−→S1 transversa a las fibras de FD, la cual
induce en M − F una foliación singular G como la del enunciado.

ii) =⇒ i) Notamos en primer lugar que la codimensión de F es 2. En efecto, si S
es un estrato de puntos fijos, podemos considerar un entorno de un punto de x ∈ S
conjugado a

U × C(S2k+1,H × C(G )),

y podemos definir una inmersión foliada (S2k+1,G ) Â Ä //(M − F,F ), siendo G un
flujo isométrico regular. La fibración dada por ii) está definida por una 1-forma
cerrada ω. La restricción de ω a S2k+1 define una fibración localmente trivial sobre
S2k+1 transversa a G . Por [49], tenemos que la clase de Euler de (S2k+1,G ) se anula,
y por lo tanto, k = 0.

Podemos tomar X tal que ω(X,X) = 1. Tomamos una métrica casi-fibrada
cualquiera µ sobre M y consideramos su parte ortogonal µQ. Definimos ahora la
métrica ν = ω ⊗ ω + µQ. Se sigue que la forma fundamental de ν es ω, y por lo
tanto, e = 0, con lo que la clase de Euler en M −F es nula. Aplicando el lema 3.35,
obtenemos i). ♣

Observación 3.16. Esta caracterización está relacionada con la del caso sin puntos
fijos, dado que en la parte regular, una fibración localmente trivial sobre S1 está dada
por una 1-forma cuya torsión no sólo es básica, sino nula.
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3.4.4. Algunas aplicaciones

Para terminar esta sección, presentamos algunas aplicaciones de la sucesión de
Gysin.

Caracterización de la nulidad de [κ]

Recordamos que en el caso de flujos riemannianos regulares la nulidad de la clase
[κ] ∈ H1(M/F ) equivale a que el flujo sea isométrico y a que Hn−1(M/F ) ∼= R.

En el caso singular, la siguiente implicación siempre es cierta:

Lema 3.37. Para todo flujo singular isométrico sobre una variedad cerrada M se
tiene [κ] = 0.

Demostración. Sea φ : R × (M,µ)−→(M,µ) una acción isométrica que define F .
Sabemos que la clausura de R en Iso(M,µ) es un grupo compacto G. Notamos que G

actúa sobre M y también sobre M̃ . Si consideramos ahora una métrica ν cualquiera
(sobre M−F ) levantable a ν̃, la métrica promedio ν ′ =

∫
G

ν es levantable a ν̃ ′ =
∫

G
ν̃.

Por lo tanto, la forma de curvatura media de ν ′ es nula, y tenemos [κ] = 0. ♣

A continuación, probamos un resultado análogo al de P. Molino y V. Sergiescu
para el caso regular (ver [40]). Usaremos la siguiente notación: dada una perversidad
p y dado a ∈ Z, definimos la perversidad:

(p, a)(S) =

{
p(S) si cod S > 2;

a si cod S = 2.

También usaremos la notación

H∗(M/F , ∂(M/F )) = H∗
(0,−1)(M/F ).

Notamos que si no hay estratos de puntos fijos de codimensión 2, tenemos
H∗(M/F , ∂(M/F )) = H∗(M/F ).

Proposición 3.38. Sea F un f.R.S. sobre la n-variedad cerrada M . Entonces, las
condiciones siguientes son equivalentes:

i) [κ] = 0

ii) Hn−1(M/F , ∂(M/F )) = R
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iii) H0
κ(M/F ) = R.

En otro caso, se tiene Hn−1(M/F , ∂(M/F )) = H0
κ(M/F ) = 0.

Demostración. (i) =⇒ (ii). Supongamos que [κ] = 0. El final de la sucesión de
Gysin para p = (2, 0) nos proporciona:

0 −→ Hn(M) −→ Hn−1(M/F , ∂(M/F )) −→ 0,

ya que H∗
(0,−2)

(M/F ) = H∗
(0,−1)

(M/F ). Se sigue que Hn−1(M/F , ∂(M/F )) = R.

(ii) =⇒ (iii) Supongamos Hn−1(M/F , ∂(M/F )) = R. Por el teorema de duali-
dad 3.26, tenemos

R ∼= Hn−1(M/F , ∂(M/F )) = Hn−1
(0,−1)

(M/F ) ∼= H0
(t,0),κ(M/F ) ∼= H0

0,κ(M/F ).

(3.17)

(iii) =⇒ (i) Supongamos ahora H0
κ(M/F ) = R. En ese caso, existe una función

básica levantable y no idénticamente nula f tal que df = fκ. Vamos a construir una
métrica µ′ tal que κ′ = 0; básicamente realizaremos la reparametrización estándar

µ′ = eF µ,

tomando F = log f . Por supuesto, tenemos primero que verificar que f no se anula
en M − F .

Veamos que esta última condición es cierta. En efecto, sea una tal f . Consider-
amos Z(f) = f−1(0), que es un conjunto cerrado. Veamos que también es abierto.
Para ello, tomamos x ∈ M − F tal que f(x) = 0, y construiremos un entorno W
de x donde f tenga los mismos ceros que una función constante, y por lo tanto, se
anule. Sea U un entorno de Carrière de x. Como FU es isométrico, podemos tomar
una métrica µU tal que κU = 0. Tomamos otro entorno de Carrière W de modo que
x ∈ W $ U (ver lema 2.12). Podemos construir una partición de la unidad básica
{ρ, 1 − ρ} tal que el soporte de ρ esté en U y ρ valga 1 en W . Definimos ahora la
métrica

µ′ = ρµU + (1 − ρ)µ,

que es casi-fibrada. Notamos que se tiene µU |W = µ′|W , y por lo tanto, κ′|W = 0.
Por el teorema 3.24, tenemos que existe una función g básica tal que κ′

b = κ+dg,
siendo κ′

b la componente básica de κ′ (ver [2]). Ahora, tenemos

d(feg) = egdf + fd(eg) = fegκ + fegdg = (feg)κ′
b,
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y feg tiene los mismos ceros que f . De la fórmula anterior, obtenemos d(feg) = 0
en W , y como (feg)(x) = 0, tenemos que feg se anula en todo W , luego f se anula
en W , y hemos probado que Z(f) es abierto.

Como M −F es conexa, si f tuviese algún cero, seŕıa idénticamente nula, lo cual
es imposible. Hemos probado que f(x) 6= 0 para todo x ∈ M − F .

Tomamos la reparametrización:

µ′ = f 2µ, (3.18)

que nos proporciona
X ′ = (1/f)X, χ′ = fχ.

Ahora, calculamos:

κ′ = LX′χ′ = L(1/f)X(fχ)

= f((1/f)LXχ + d(1/f)iXχ)

= f((1/f)κ − (1/f2)df)

= f((1/f)κ − (1/f2)fκ) = 0,

y por lo tanto, [κ] = 0.

Por último, notamos que si Hn−1(M/F ) 6= 0, por los isomorfismos (3.17), se
sigue que H0

κ(M/F ) 6= 0, y la prueba de (ii) =⇒ (iii) nos proporciona [κ] = 0. En
consecuencia, se tiene la última afirmación del enunciado. ♣

Observación 3.17. Si no hay estratos de codimensión 2, en el enunciado de la
proposición anterior se puede sustituir Hn−1(M/F , ∂(M/F )) por Hn−1(M/F ).

Observación 3.18. Ilustramos con un ejemplo la necesidad de que en el enunciado
de la proposición 3.38 aparezca Hn−1(M/F , ∂(M/F )) en lugar de Hn−1(M/F ). Si
consideramos la acción de S1 sobre S2 con dos puntos fijos, el flujo es isométrico.
Tenemos H1(S2/F ) = 0 y H1(S2/F , ∂(S2/S1)) ∼= H1([0, 1), {0, 1}) = R.

Finitud de la cohomoloǵıa básica de intersección

En este apartado probamos que si M es compacta, entonces H∗
p (M/F ) y H∗

p,κ(M/F )
son de dimensión finita.

Lema 3.39. Sea βr un entorno distinguido de radio r de un punto fijo de un f.R.S
sobre una variedad compacta, y sea U un abierto saturado de βr. Entonces, si H∗(U)
es de dimensión finita, también lo es H∗

p (U) para toda perversidad 0 ≤ p ≤ t con-
stante.
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Demostración. Notamos que como en βr se tiene [κ] = 0, también se tiene en U .
Como U tiene la estructura local de un flujo riemanniano regular sobre una variedad
compacta, podemos considerar la sucesión de Gysin:

. . . H i
p(U/F ) −→ H i

p(U)
ρi

−→ H i−2
p−2

(U/F ) → . . . ,

de donde se sigue:

H i
p(U/F ) ∼= ker ρi ⊕ coker ρi−1,

Notamos que como H∗
p (U) ∼= H∗(U) es de dimensión finita, tenemos que si H i−2

p−2
(U/F )

es de dimensión finita, también H i
p(U/F ) lo será. Como H i

p(U/F ) = 0 para todo
i < 0 y toda perversidad p, obtenemos el resultado. ♣

Proposición 3.40. Si F es un f.R.S. sobre una variedad compacta M , las coho-
moloǵıas H∗

p (M/F ) y H∗
p,κ(M/F ) son de dimensión finita.

Demostración. Para el caso 0 ≤ p ≤ t, procederemos igual que en el caso regular
(proposición 2.27). Podemos tomar un cubrimiento finito U (ver [58]), formado por
entornos de Carrière y por entornos distinguidos βr de puntos fijos, y de manera que
para cada intersección (finita) W de abiertos de U , existe una hoja L tal que su
clausura es un retracto por deformación fuerte de W . Al igual que en la proposición
2.27, aplicando sucesivamente el lema 3.39 y Mayer-Vietoris, obtenemos el resultado.

Para las perversidades restantes, los grupos son H∗(M/F , F ), H∗((M −F )/F ),
H∗

κ(M/F , F ) y H∗
κ((M −F )/F ). La finitud de los dos primeros se sigue fácilmente

de la sucesión del par y aplicando Mayer-Vietoris, respectivamente. Para los otros
dos, basta aplicar las sucesiones de Gysin (3.10) y (3.16). ♣

3.5. Ciruǵıa hiperbólica

A modo de ilustración, terminamos este caṕıtulo con un método para construir
flujos riemannianos singulares no isométricos. Consideramos la esfera de dimensión
cuatro

S4 = ΣS3,

Consideramos el flujo sobre T2 dado por una de las direcciones propias de la matriz

(
2 1
1 1

)
.
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Notamos que este flujo se puede extender a un flujo lineal de tipo Hopf en S3. La
suspensión de ese flujo nos proporciona un flujo en S4 con dos puntos fijos (los polos
de S4). Por la naturalidad de estas extensiones, el flujo resultante es isométrico.

Consideramos el rombo R = Σ[0, 1], y definimos la aplicación:

γ : S4 = ΣS3−→Σ[0, 1]

dada por γ([t, (z1, z2)]) = [t, |z1|]. De esta manera, tenemos:

γ−1(x) ∼=





T2 x ∈
◦
R;

S1 x ∈ ∂R − {N,S};
{∗} x ∈ {N,S},

donde
◦
R denota el interior de R. Definimos ahora la variedad M4 de la siguiente

manera. Consideramos en el interior de R dos discos abiertos y disjuntos D1, D2.
Entonces,

M4 − γ−1(D1 t D2)

es una variedad con borde T3 t T3. Si pegamos ambos bordes con el difeomorfismo

B =




2 1 0
1 1 0
0 0 1


 ∈ Diff(T3),

obtenemos una variedad:

M4 =
(
S4 −

{
(D2 × T2)

⊔
(D2 × T2)

})
/B

Equivalentemente, podemos pegar un asa T3 × [0, 1] mediante B en T3 × {0} y
mediante la identidad en T3 × {1}.

N

S

S4

T3
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Notamos que las excisiones e identificaciones que hemos realizado preservan el flujo
F . Es más, el flujo F definido sobre M4 es riemanniano (basta considerar una
métrica sobre el asa que pegamos y utilizar una partición de la unidad básica).
Tenemos la siguiente

Proposición 3.41. El flujo F definido sobre M4 no es isométrico.

Demostración. Si F fuera isométrico, se cumpliŕıa [κ] = 0, y por la proposición 3.38,
debeŕıa cumplirse H3(M/F ) = R. Utilizando Mayer-Vietoris, podemos calcular
directamente la cohomoloǵıa básica de M4, cuyos números de Betti resultan ser

H i(M4/F ) =





R para i = 0, 2;

R ⊕ R para i = 1;

0 otro caso.

Como H3(M/F ) = 0, por la proposición 3.38, el flujo F no puede ser isométrico.
♣
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Caṕıtulo 4

Teorema de Localización para
Flujos Riemannianos Singulares

La cohomoloǵıa equivariante aborda el estudio de acciones (no necesariamente
libres) de grupos de Lie compactos sobre variedades, y se puede interpretar como
una teoŕıa de cohomoloǵıa adecuada para el estudio de la estructura transversa
de la acción o espacio de órbitas. Una de las aplicaciones más importantes de la
cohomoloǵıa equivariante es el Teorema de Localización. Este relativamente reciente
resultado relaciona la cohomoloǵıa del espacio de puntos fijos F con la cohomoloǵıa
equivariante de M .

Nuestro objetivo en este caṕıtulo es obtener un Teorema de Localización para
flujos riemannianos singulares, para lo cual aplicaremos el estudio realizado en los
caṕıtulos anteriores. Para el caso de flujos con [κ] = 0, añadiremos un modelo de
cohomoloǵıa equivariante a los ya existentes (de Borel, Weil y Cartan) que denom-
inaremos modelo de Gysin, y que nos muestra más expĺıcitamente el carácter básico
de la cohomoloǵıa equivariante, es decir, que podemos calcularla a partir de datos
básicos. Daremos una prueba del teorema de localización para flujos con [κ] = 0,
usando el modelo de Gysin.

En el caso de flujos con [κ] 6= 0, el modelo de Gysin no se puede aplicar para
definir la cohomoloǵıa equivariante. No obstante, recuperaremos la cohomoloǵıa de
los puntos fijos de F de manera similar al teorema de localización. Para ello, ten-

dremos que usar un flujo auxiliar, el del revestimiento de trivialización (M̂, F̂ ) de
la clase [κ] ∈ H1(M/F ), ya introducido en otro contexto en [29] por G. Hector y
U. Hircsch.

En la sección primera haremos un rápido repaso de los modelos clásicos de co-
homoloǵıa equivariante para acciones de S1, y del Teorema de Localización. A con-
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tinuación, introducimos el modelo de Gysin para cohomoloǵıa equivariante, válido
para f.R.S. con [κ] = 0, y probamos un teorema de localización para estos flujos.
En la segunda sección abordaremos el caso [κ] 6= 0: introducimos el revestimiento
de trivialización y probamos el Teorema de Localización para flujos riemannianos
singulares en general.

4.1. Modelos de Cohomoloǵıa Equivariante y Mod-

elo de Gysin

En esta sección realizamos un breve repaso de los distintos modelos de coho-
moloǵıa equivariante y presentaremos un modelo (modelo de Gysin) para calcular
la cohomoloǵıa equivariante en el caso de flujos riemannianos singulares con [κ] = 0.

4.1.1. Cohomoloǵıa Equivariante para acciones de S1

La cohomoloǵıa equivariante es un invariante clásico que ha demostrado ser ade-
cuado para el estudio desde el punto de vista cohomológico de la acción de un grupo
de Lie compacto G sobre una variedad diferenciable. Como estamos interesados en
flujos, realizaremos un breve repaso de cómo se construyen los modelos clásicos de
cohomoloǵıa equivariante en el caso de una acción de S1. Seguiremos, mayormente,
la presentación que hacen V.W. Guillemin y S. Sternberg en [27] para grupos com-
pactos cualesquiera, a la cual referimos para las demostraciones.

Modelo de Borel

Sea Φ: S1 × M −→M una acción diferenciable sobre la variedad cerrada M .
Cuando Φ es libre, el espacio de órbitas M/S1 es una variedad diferenciable. Si
la acción no es libre, M/S1 no tiene por qué ser una variedad diferenciable, y la
situación puede ser más compleja aún si en vez de S1, la acción es de un grupo com-
pacto cualquiera. La cohomoloǵıa equivariante puede entenderse como un intento de
abordar el estudio cohomológico del espacio de órbitas sustituyendo H∗(M/S1) por
otra cohomoloǵıa adecuada.

Intuitivamente, la idea es sustituir la variedad M por un espacio del mismo tipo
de homotoṕıa sobre el cual tengamos una acción libre de S1, para después considerar
su cociente. Para ello, consideramos un espacio topológico contráctil E sobre el cual
S1 actúe de forma libre, y podemos considerar la acción diagonal

S1 × (M × E) −→ M × E
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que es una acción libre. Notamos que el espacio M × E tiene el mismo tipo de
homotoṕıa que M . Tenemos la siguiente definición

Definición 4.1. En las condiciones anteriores, la cohomoloǵıa equivariante de M es
la cohomoloǵıa singular del cociente (M × E)/S1, y la denotaremos aśı:

H∗
S1(M) = H∗((M × E)/S1).

Esta construcción se conoce como modelo de Borel. Tenemos las siguientes pun-
tualizaciones para justificar la definición:

• Hay que probar la existencia del espacio contráctil E sobre el cual existe una
acción libre del ćırculo. Se puede construir un espacio tal para cualquier acción
de cualquier grupo compacto, pero forzosamente no puede ser una variedad de
dimensión finita. La elección estándar que haremos es considerar el espacio

S∞ = ĺım S2k+1 = {(z1, z2, . . . , 0, . . . )|
∑

|zi| = 1}.

y la acción natural

z · (z1, . . . , zk, 0, . . . ) = (z · z1, . . . , z · zk, 0, . . . )

• Se puede probar también que la definición 4.1 no depende del contráctil E que
tomemos.

La siguiente propiedad de la cohomoloǵıa equivariante es esencial:

Proposición 4.1 (axioma básico). Si la acción de S1 sobre M es libre, tenemos

H∗
S1(M) ∼= H∗(M/S1)

El siguiente diagrama conmutativo aglutina a todos los personajes de esta con-
strucción:

S∞

p

²²

M × S∞

²²

oo // M

²²

CP∞ (M × S∞)/S1πoo // M/S1

El fibrado principal p se conoce como fibrado universal, que tiene como base al es-
pacio clasificante CP∞, que es el cociente de S∞ por S1, y se puede pensar como un
ĺımite directo de espacios proyectivos complejos. El anillo de cohomoloǵıa equivari-
ante H∗

S1(M) tiene estructura de H∗(CP∞)-módulo, por medio de la proyección π
del diagrama. Recordamos que cohomoloǵıa de CP∞ es:

H∗(CP∞) = R[e],
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que es el anillo de polinomios en una variable e (utilizamos esa notación por repre-
sentar la 2-forma de Euler de la acción de Hopf). Denotaremos este anillo como

H∗(CP∞) = Λe,

de modo que la cohomoloǵıa equivariante es un functor contravariante que va de la
categoŕıa de los S1-espacios a los Λe-módulos.

Ejemplo 4.1. La cohomoloǵıa equivariante de un espacio unipuntual es:

H∗
S1(pto.) = Λe.

Sobre la variedad F de los puntos fijos por la acción Φ: S1 × M −→M , tenemos:

H∗
S1(F ) = H∗(F ) ⊗ Λe,

dado que la acción en F es trivial.

Modelo tipo de Rham

Nuestro objetivo ahora es dar un modelo de cohomoloǵıa equivariante usando
formas diferenciales. Con ese fin, hemos de adaptar los conceptos utilizados en el
modelo topológico (de Borel) con el espacio M en términos del álgebra diferencial
graduada Ω∗(M). Presentamos esta adaptación de conceptos a modo de “traduc-
ción”:

Espacio - Álgebra diferencial graduada (dga) En vez de trabajar con M , tra-
bajaremos con Ω∗(M).

Acción sobre un espacio-Acción sobre un dga Se define una acción sobre un
dga A como una representación de S1 como automorfismos de A, junto con
operadores d, iX , LX que son coherentes con la representación y que satisfacen
las ecuaciones de Weil:

iXiX = 0

diX + iXd = LX

dLX − LXd = 0

d2 = 0.

(4.1)

Se debe a Cartan la idea de considerar el conjunto de estas ecuaciones como
la definición de acción sobre un espacio.
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Espacio de órbitas-formas básicas Las formas (o elementos) básicos son aque-
llos elementos a ∈ A horizontales e invariantes, es decir, iXa = iXda = 0. La
cohomoloǵıa de los elementos básicos Abas se denomina cohomoloǵıa básica, y
la denotaremos por H∗

bas(A).

Espacio contráctil-álgebra aćıclica Un dga E es aćıclica si H∗(Ω∗(E), d) = R.

Acción libre-forma fundamental no singular Diremos que una acción sobre
un dga es libre si existe un elemento χ de A que cumple el papel de forma
fundamental, es decir, que es invariante y que es no singular (iXχ = 1).

Estamos en condiciones de definir la cohomoloǵıa equivariante de una S1-dga:

Definición 4.2. El anillo de cohomoloǵıa equivariante de un S1-dga es:

H∗
S1(A) = H∗

bas(A ⊗ E , d)

siendo E es un S1-álgebra aćıclica sobre la cual acción es libre.

Análogamente al caso topológico, siempre existe E , y además, esta definición
no depende del álgebra aćıclica libre escogida. Nosotros tomaremos A = Ω∗(M) y
como álgebra aćıclica Ω∗(S∞). De ese modo, el modelo de de Rham para cohomoloǵıa
equivariante resulta:

H∗
S1(Ω∗(M)) = Hbas(Ω

∗(M) ⊗ Ω∗(S∞), d)

Tenemos el Teorema de de Rham equivariante:

Teorema 4.2 (de de Rham para cohomoloǵıa equivariante). Sea M un S1-
espacio. Entonces,

HS1(M) ∼= H∗
S1(Ω∗(M)).

En la siguiente tabla plasmamos la analoǵıa de conceptos de ambos modelos.

Espacio M dga Ω(M)
Acción : S1 × M −→M Representación ρ : S1−→Aut(Ω(M)) y operadores d, iX , LX

Espacio de órbitas cohomoloǵıa básica

Espacio contráctil E ' pto Álgebra aćıclica H(E) = R
Acción libre sobre M 1-forma fundamental χ invariante no singular (iXχ = 1)
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Modelos de Weil y Cartan

El modelo de formas diferenciales anterior resulta complicado para los cálculos.
El modelo de Weil consiste en tomar el modelo de formas diferenciales anterior
considerando el S1-álgebra aćıclica más económica, en cierto sentido. Ese álgebra es
el álgebra de Weil, que se define como:

W = Λ(g∗) ⊗ S(g∗),

siendo g el álgebra de Lie del grupo que actúa. Como en nuestro caso, el grupo es
S1, el álgebra de Weil se simplifica mucho:

W = (R ⊕ Rχ) ⊗ Λe,

donde χ es la 1-forma de volumen de S1, y e representa la forma de Euler. La
diferencial se define como

dW (χ ⊗ 1) = (1 ⊗ e) y dW (1 ⊗ e) = 0.

Es el S1-álgebra más económica en el sentido siguiente: dada otra álgebra aćıclica
con forma fundamental no singular, entonces, existe un homomorfismo de W en esa
nueva álgebra.

Sustituyendo Ω∗(S∞) por W , llegamos al Modelo de Weil de Cohomoloǵıa equiv-
ariante:

H∗
bas(Ω

∗(M) ⊗ W ).

Aun siendo un modelo más esquemático, todav́ıa no es el modelo óptimo para
los cálculos. Mediante el isomorfismo de Mathai-Quillen, podemos transformar el
complejo diferencial anterior en otro más sencillo, a saber:

(Ω∗(M)S1 ⊗ Λe, dS1),

que llamamos Complejo de Cartan. La diferencial anterior está definida por

dS1(ω ⊗ er) = dω ⊗ er − iXω ⊗ er+1.

A la cohomoloǵıa de ese complejo le llamamos Modelo de Cartan para la coho-
moloǵıa equivariante. Llegamos, pues, a la caracterización final de la cohomoloǵıa
equivariante:

Teorema 4.3. El modelo de Cartan calcula la cohomoloǵıa equivariante, es decir,

H∗
S1(M) ∼= H∗(Ω∗(M)S1 ⊗ Λe, dS1).
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Observamos lo siguiente:

• Para la equivalencia de los distintos modelos, es crucial el hecho de que S1 es
compacto, y de ese modo, las formas invariantes por la acción de S1 calculan
la cohomoloǵıa de de Rham.

• En el modelo de Cartan la estructura de Λe-módulo es mucho más expĺıcita
que en el modelo de Borel, por ejemplo.

Teorema de Localización

La estructura de Λe-módulo de la cohomoloǵıa equivariante nos permite distin-
guir entre los elementos de torsión y los que no son de torsión. Ejemplos extremos
son los puntos fijos, cuya cohomoloǵıa equivariante no tiene torsión, y una acción li-
bre, donde todos los elementos son de torsión. El teorema de localización afirma que
si eliminamos los elementos de torsión, la cohomoloǵıa equivariante de la variedad
es la misma que la de sus puntos fijos. De forma más precisa:

Teorema 4.4 (de localización). Sea M una S1-variedad, y sea F la variedad de los
puntos fijos. Entonces, la restricción de M a F induce un morfismo en cohomoloǵıa
equivariante:

H∗
S1(M) −→ H∗

S1(F )

cuyo núcleo son los elementos de torsión de H∗
S1(M), y cuyo conúcleo es de torsión.

Podemos expresar este teorema de una forma más algebraica. Si consideramos el
conjunto multiplicativamente cerrado

S = Λe − {0},

podemos localizar cualquier Λe-módulo con denominadores en S. Por ejemplo, el
localizado de la cohomoloǵıa equivariante de una variedad es:

S−1H∗
S1(M) = H∗

S1(M) ⊗Λe R(e).

Notemos que el resultado de la localización no es un objeto graduado. El teorema
de localización afirma, por lo tanto, que los localizados de H∗

S1(M) y H∗
S1(F ) son

isomorfos:
S−1H∗

S1(M) ∼= S−1H∗
S1(F ) = H∗(F ) ⊗ R(e)

Ejemplo 4.2. Se puede probar que la cohomoloǵıa equivariante de un espacio con
cohomoloǵıa par es un Λe-módulo libre. Por ejemplo,

H∗
S1(CPn) = H∗(CPn) ⊗ Λe =⇒ S−1H∗

S1(CPn) = H∗(CPn) ⊗ R(e)
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sea cual sea la acción de S1. Por lo tanto, para cualquier acción de S1 sobre CPn, se
tiene:

H∗(CPn) ⊗ R(e) ∼= H∗(F ) ⊗ R(e).

4.1.2. Modelo de Gysin para flujos con [κ] = 0

La cohomoloǵıa equivariante para flujos isométricos aparece en el trabajo de E.
Witten (ver [57]), donde aplica técnicas de cohomoloǵıa equivariante para estudiar
las singularidades de un campo de Killing sobre una variedad. En este apartado
definiremos un modelo de cohomoloǵıa equivariante de tipo Cartan para flujos rie-
mannianos singulares con [κ] = 0. Nuestra aportación consistirá en dos aspectos:
por un lado, nuestra cohomoloǵıa equivariante generaliza la anterior, pues está aso-
ciada una foliación F con [κ] = 0, y no a una parametrización concreta de esa
foliación (campo de Killing). Por otro lado, nuestro modelo revela que la coho-
moloǵıa equivariante se puede calcular a partir de datos esencialmente básicos. Para
nuestra definición, adaptaremos el modelo que aparece en [44] para acciones de S1

y que presentamos a continuación.

Sea F el f.R.S. dado por una acción diferenciable Φ: S1 × M −→M sobre la
variedad cerrada M . Denotaremos por Ω∗

v(M/S1) y Ω∗
v(M/S1, F ) a los complejos

Ω∗
0
(M/F ) y Ω∗

−1
(M/F ), respectivamente, ya que son los complejos de Verona. Con

estos complejos se puede calcular la cohomoloǵıa equivariante (ver [44]):

Proposición 4.5 ([44]). En el caso de una acción de S1 sobre la variedad cerrada
M , se tiene un isomorfismo

H∗
S1(M) ∼= H∗(

{
Ω∗

v(M/S1) ⊕ Ω∗
v(M/S1, F )

}
⊗ Λe,DS1),

siendo DS1((α, β) ⊗ er) = (dα + e ∧ β,−dβ) ⊗ er − (β, 0) ⊗ er+1.

Demostración. Del cuasi-isomorfismo Ω∗(M)S1 ∼= Ω∗
v(M)S1

inducido por la inclusión
M − F Â Ä //M se sigue que el complejo (Ω∗

v(M)S1 ⊗Λe, dS1) calcula la cohomoloǵıa
equivariante de M . Por otro lado, tenemos que la aplicación de Gysin

Ψ: Ω∗
v(M/S1) ⊗ Ω∗−1

v (M/S1, F )−→Ωv(M)S1

es un isomorfismo, y se sigue el enunciado. ♣

Sea ahora F un flujo riemanniano singular con [κ] = 0 para una métrica adap-
tada µ. Mantendremos las notaciones

Ω∗
v(M/F ) = Ω∗

0(M/F ) y Ω∗
v(M/F , F ) = Ω∗

−1(M/F ).
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Definición 4.3. En las condiciones anteriores, el modelo de Gysin de cohomoloǵıa
equivariante consiste en el complejo

Ω∗
F (M) = {Ω∗

v(M/F ) ⊕ Ω∗
v(M/F , F )} ⊗ Λe

provisto de la diferencial

dF ((α, β) ⊗ er) = (dα + e ∧ β,−dκβ) ⊗ er − (e−fβ, 0) ⊗ er+1

siendo e la forma de Euler de µ y siendo f una función básica tal que κ = df .
Llamaremos cohomoloǵıa equivariante de F a la cohomoloǵıa del modelo de Gysin,
y la denotaremos por

H∗
F (M) = H∗(Ω∗

F (M), dF )

Notamos que H∗
F

(M) es un Λe-módulo.

En un principio, el modelo de Gysin para f.R.S. depende de la elección de µ y
también de la elección de f tal que κ = df . No obstante, el lema siguiente garantiza
que H∗

F
(M) es independiente de dichas elecciones.

Lema 4.6. Sean µ y µ′ son dos métricas adaptadas al f.R.S. F y sean f y f ′ fun-
ciones básicas tales que df = κ y df ′ = κ′. Denotamos por dF y d′

F
a las diferenciales

del modelo de Gysin asociadas a (µ, f) y (µ′, f ′) respectivamente. Entonces, existe
un isomorfismo diferencial de Λe-módulos

(Ω∗
F (M), dF ) ∼= (Ω∗

F (M), d′
F ).

Demostración. Notamos que el resultado se sigue de los dos hechos siguientes:

i) el modelo de Gysin con actores (e, κ, f) es isomorfo al modelo de Gysin con
actores (efe, 0, 0);

ii) Si µ1 y µ2 son métricas adaptadas con κ1 = κ2 = 0, entonces los modelos de
Gysin con actores (e1, 0, 0) y (e2, 0, 0) son isomorfos.

Para probar i), se comprueba directamente que la aplicación

(α, β) ⊗ er 7−→ (α, e−fβ) ⊗ er

es un isomorfismo entre los modelos de Gysin para (e, κ, f) y (ef , 0, 0).

Para probar ii), notamos que dado que la clase de Euler es invariante, existe una
forma γ ∈ Ω1

2
(M/F ) tal que e2−e1 = dγ. Es inmediato comprobar que la aplicación

(α, β) ⊗ er 7−→ (α − γ ∧ β, β) ⊗ er

es un isomorfismo entre los modelos de Gysin para (e1, 0, 0) y (e2, 0, 0). ♣
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Observación 4.1. Notamos que en el caso de que F esté dado por una acción de
S1, tenemos

H∗
S1(M) ∼= H∗

F (M).

Observación 4.2. El modelo de Gysin revela que la cohomoloǵıa equivariante
de una acción de S1 se puede recuperar con datos básicos, a saber, los comple-
jos Ω∗

v(M/F ) y Ω∗
v(M/F ) y la clase de Euler. En este sentido es más intŕınseco que

los modelos clásicos presentados, que se definen en términos de la acción de S1.

Observación 4.3. Si F está dado una acción Φ: R × (M,µ)−→(M,µ) que preser-
va una métrica µ, podemos considerar el modelo de Cartan

H∗(Ω∗(M)R ⊗ Λe, dR),

donde

dR(ω ⊗ er) = dω ⊗ er − iXω ⊗ er+1.

Notamos que es necesario que κ = 0 para poder trabajar con el complejo de las
formas invariantes por R. La ventaja del modelo de Gysin con respecto a este es que
podemos trabajar con métricas para las que no se cumpla necesariamente κ = 0,
bastando que [κ] = 0.

La cohomoloǵıa equivariante de un f.R.S. con [κ] = 0 es un Λe-módulo que se
puede localizar, al igual que en el apartado anterior. El localizado de la cohomoloǵıa
equivariante es el R(e)-espacio vectorial

H∗
F (M) ⊗Λe R(e).

Notamos que el localizado no es un objeto graduado. A continuación, vamos a probar
el teorema de localización para la cohomoloǵıa equivariante de flujos riemannianos
singulares. Si bien las pruebas clásicas sirven para el modelo de Cartan para acciones
de R por isometŕıas, nosotros presentaremos una prueba usando el modelo de Gysin.

Teorema 4.7 (de localización). Sea F un f.R.S. con [κ] = 0, y sea F la variedad
de los puntos fijos. Entonces la inclusión F Â Ä //M induce un isomorfismo

H∗
F (M) ⊗Λe R(e) ∼= H∗(F ) ⊗Λe R(e)

entre las localizaciones de sus respectivas cohomoloǵıas equivariantes.
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Demostración. El homomorfismo ∇ está dado por la fórmula

∇([
∑

r

(αr, βr) ⊗ er] ⊗ Q(e)) =
∑

r

[αrF ] ⊗ erQ(e), (4.2)

siendo αrF la forma inducida en F por la forma de Verona αr. Para construir la
inversa de ∇ necesitaremos un natural N lo suficientemente grande como para que
ek = 0 para todo k ≥ N . Podemos asegurar esto último tomando N = n = dim M .
Definimos ahora:

∆([γ] ⊗ Q(e)) = [(γM , 0) ⊗ en +
n∑

k=1

(0, ekfdγM ∧ ek−1) ⊗ en−k] ⊗ Q(e)

en

= [(γM , 0) ⊗ en + (0, efdγM) ⊗ en−1

+ (0, e2fdγM ∧ e) ⊗ en−2

. . .

+ (0, enfdγM ∧ en−1 ⊗ 1)] ⊗ Q(e)

en
,

siendo γM una extensión básica de F a M (como en la sucesión del par (M/F , F )).
Para asegurar que ∆ está bien definida hay que realizar las siguientes comproba-
ciones:

1. La forma

(γM , 0) ⊗ en +
n∑

k=1

(0, ekfdγM ∧ ek−1) ⊗ en−k

es dF -cerrada (se comprueba directamente);

2. La definición no depende de la extensión γM que elijamos. En efecto, si γ′
M es

otra extensión básica, entonces tenemos que α = γM − γ′
M ∈ Ω∗

v(M/F , F ), de
modo que basta probar que la forma

ω = (α, 0) ⊗ en +
n∑

k=1

(0, ekfdα ∧ ek−1) ⊗ en−k

es exacta. Esto se cumple, ya que podemos comprobar directamente que

dF (−
n∑

k=1

(0, ekfα ∧ ek−1) ⊗ en−k) = ω.

Notamos que en este punto es crucial el hecho de que αF = 0, ya que de otro
modo no podŕıamos considerar las formas del tipo (0, ekfα ∧ ek−1) .
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3. Hay que comprobar que la expresión ∆([γ] ⊗ Q(e)) no depende del represen-
tante de la clase [γ], es decir, que ∆([dγ], Q(e)) = 0. En efecto, basta tener en
cuenta que si γM es una extensión básica de γ, entonces dγM es una extensión
básica de dγ, y por lo tanto,

∆([dγ] ⊗ Q(e)) = [(dγM , 0) ⊗ 1] ⊗ Q(e) = [dF ((γM , 0) ⊗ 1)] ⊗ Q(e) = 0.

Nos queda comprobar que ∇ y ∆ son inversas, una de la otra. Es evidente que
∆ ◦ ∇ = Id. La comprobación de ∇ ◦ ∆ = Id es más larga, pero directa, y la
mostramos a continuación. Sea

ω =
∑

r

(αr, βr) ⊗ er

un dF -ciclo. Entonces, se cumple

dαr + βr ∧ e − e−fβr−1 = 0 ∀r ≥ 0. (4.3)

Tenemos, por lo tanto,:

∆ ◦ ∇([ω] ⊗ Q(e)) = ∆(
∑

r

[αrF ] ⊗ erQ(e))

=
∑

r

[(αr, 0) ⊗ en +
n∑

k=1

(0, ekfdαr ∧ ek−1) ⊗ en−k] ⊗ erQ(e)

en

= [
∑

r

(αr, 0) ⊗ en+r +
n∑

k=1

∑

r

(0, ekfdαr ∧ ek−1) ⊗ en−k+r] ⊗ Q(e)

en

=

[
∑

i≥0

(
αi−n,

n∑

k=n−i

ekfdαi−n+k ∧ ek−1

)
⊗ ei

]
⊗ Q(e)

en

(4.4)

Calculamos aparte el último sumatorio usando la fórmula (4.3):

n∑

k=n−i

ekfdαi+k−n ∧ ek−1 =
n∑

k=n−i

ekf (e−fβi+k−n−1 − βi+k−n ∧ e) ∧ ek−1

= βi−n +
n−1∑

k=n−i

ekfβi+k−n ∧ ek −
n∑

k=n−i

ekfβi+k−n ∧ ek

= βi−n − enfβi ∧ en

= βi−n.

(4.5)
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Juntando (4.4) y (4.5), obtenemos finalmente

∆∇([ω] ⊗ Q(e)) = [
∑

i

(αi−n, βi−n) ⊗ ei))] ⊗ Q(e)

en

= [
∑

i

(αi, βi) ⊗ ei] ⊗ Q(e)

= [ω] ⊗ Q(e),

de modo que ∇ y ∆ son inversas y hemos terminado la prueba. ♣

4.2. Teorema de Localización para Flujos Rieman-

nianos Singulares

En la sección anterior hemos definido la cohomoloǵıa equivariante para f.R.S.
con [κ] = 0 mediante el modelo de Gysin, y hemos probado un teorema de lo-
calización. En esta sección trabajaremos con f.R.S. generales. El hecho de que [κ]
no sea necesariamente nula nos impide definir una cohomoloǵıa equivariante de F

con el modelo de Gysin. No obstante, recuperaremos también la cohomoloǵıa de los
puntos fijos de F de una manera similar al teorema de localización de la sección
anterior, valiéndonos de un f.R.S. con [κ] = 0 asociado naturalmente a (M,F ): el
revestimiento de trivialización de [κ] (ver [29]).

4.2.1. Revestimiento de trivialización

Comenzamos describiendo brevemente la construcción y algunas propiedades del
revestimiento de trivialización asociado a una forma cerrada ω ∈ Ω1(M) (ver [29]
para los detalles). Consideramos el homomorfismo de los periodos, dado por

Perω : π1(M) −→ R
[α] 7−→

∫
α
ω.

Notamos que está bien definido, gracias al teorema de Stokes. Notamos también que
esta definición no depende del representante de [ω] ∈ H1(M) escogido. Por ser un
homomorfismo sobre un grupo abeliano, queda inducido un homomorfismo:

Perω : H1(M)−→R,

que corresponde a la clase [ω] ∈ H1(M) mediante el isomorfismo de de Rham. El
grupo Πω = im Perω se conoce como grupo de los periodos. Si Πω = 0, se tiene que
ω es una forma exacta.
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Consideramos ahora el revestimiento regular

p : M̂ −→M,

correspondiente a ker Perω, que es un subgrupo normal de π1(M). Se dice que p
es el revestimiento de trivialización de la clase [ω]. Notamos que Πω es el grupo de
automorfismos del revestimiento p. Tenemos que ω̂ = p∗ω es una forma exacta.

Sea ahora F un f.R.S. sobre la variedad cerrada M . Consideramos el reves-
timiento de trivialización de [κ] ∈ H1(M):

p : M̂ −→M.

Consideramos en M̂ la foliación F̂ = p∗F . Esta foliación cumple las siguientes
propiedades:

Proposición 4.8. En las condiciones anteriores, tenemos:

i) F̂ es un flujo riemanniano con [κ̂] = 0;

ii) Los entornos de Carrière de M son distinguidos para el revestimiento;

iii) Todo estrato de puntos fijos S posee un entorno en M que es distinguido para
el revestimiento;

Demostración. La primera parte de i) se sigue del hecho de que la aplicación de
revestimiento es una isometŕıa local. La segunda se sigue de la construcción del

revestimiento y del hecho de que H1(M̂/F̂ ) −→ H1(M̂) sea inyectiva.

Para probar ii), sea m ∈ M y sea U un entorno de Carriére de m. Por el lema
2.14, la restricción de κ a U es exacta, es decir, κU = df , donde f ∈ C∞(U). Sea

m̂ ∈ p−1(m) y sea Û la componente conexa de p−1(U) que contiene a m̂. Entonces,
la proyección

pU = p|Û : Û −→U

es un revestimiento, con lo cual tan sólo nos queda probar que es de una hoja. Para
ello, notamos que si [α] ∈ π1(U,m), entonces por Stokes,

perκ([α]) =

∫

α

κ =

∫

α

df = 0,

de modo que los levantamientos de lazos de U son lazos en Û . Esto implica que el
revestimiento p : Û −→U es de una hoja, y por lo tanto, Û ∼= U .
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Para ver iii) basta notar que se puede tomar un representante de κ que se anule
en un entorno de un estrato de puntos fijos (por ejemplo, tomando la métrica de la
observación 3.12), y proceder como en ii). ♣

Observación 4.4. Notamos que [κ] = 0 si y sólo si su revestimiento de trivialización

asociado es de una hoja, en cuyo caso, se tiene M̂ = M y p = IdM .

4.2.2. Teorema de Localización

En este apartado obtenemos el teorema de localización para flujos riemannianos

singulares. La estrategia será como sigue: como el flujo F̂ cumple [κ̂] = 0, podemos

considerar su cohomoloǵıa equivariante H∗
F̂

(M̂) y aplicar ah́ı el teorema de local-
ización 4.7. Al introducir el revestimiento de trivialización, intuitivamente perdemos
información sobre la cohomoloǵıa básica de F (la relacionada con la clase [κ]). No

obstante, tenemos que el R(e)-espacio vectorial H∗
F̂

(M̂)⊗Λe R(e) conserva informa-
ción sobre los puntos fijos de F en el siguiente sentido: veremos que existe una
acción del grupo de los periodos G sobre el localizado H∗

F̂
(M̂)⊗Λe R(e), y consider-

aremos los elementos invariantes por esa acción. El teorema de localización establece
entonces que

(H∗
F̂

(M̂) ⊗Λe R(e))G ∼= H∗(F ) ⊗ R(e).

Consideramos en M̂ la métrica adaptada µ̂ = p∗µ. Tenemos, también, χ̂, ê = p∗e y
κ̂ = p∗κ. Como µ̂ es invariante por G, tenemos que χ̂, ê y κ̂ también lo son.

Tenemos el siguiente resultado:

Lema 4.9. Sea f tal que κ̂ = df . Entonces, existe un homomorfismo de grupos

φ : (G, ◦)−→(R+, ·)

tal que g∗(ef ) = φ(g)ef .

Demostración. Si fijamos un punto a ∈ M̂ , podemos imponer f(a) = 0 sin pérdida
de generalidad. Tenemos, para cada g ∈ G,

df = κ̂ = g∗κ̂ = g∗df = d(g∗f),

de modo que
d(g∗f − f) = 0.
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Por lo tanto, tenemos que g∗f − f es una función que toma el valor constante Cg en

todo M̂ . Es más, se cumple

Cg = g∗f(a) − f(a) = g∗f(a).

Por lo tanto, definimos φ(g) = eCg . Veamos que es un homomorfismo de grupos: por
un lado, es claro que si e = 1M̂ es el elemento identidad de G, se tiene φ(e) = 1. Por
otro lado, sean g1, g2 ∈ G. Tenemos

f + Cg1◦g2
= (g1 ◦ g2)

∗f = g∗
2(g

∗
1f) = g∗

2(f + Cg1
) = f + Cg2

+ Cg1
.

De donde se sigue Cg1◦g2
= Cg1

+ Cg2
, y por lo tanto, φ(g1 ◦ g2) = φ(g1)φ(g2). ♣

Consideramos la cohomoloǵıa equivariante de (M̂, F̂ ), calculada a partir del modelo
de Gysin para ê, κ̂ y f . Tenemos la siguiente acción de G:

Lema 4.10. La aplicación

Ψ: G × H∗
F̂

(M̂) ⊗Λe R(e)−→H∗
F̂

(M̂) ⊗Λe R(e)

dada por

Ψ

(
g,

[
∑

r≥0

(αr, βr) ⊗er

]
⊗ Q(e)

)

=

[
∑

i≥0

(
g∗αi−n,

n∑

k=1

ekfdg∗αi−n+k ∧ ê
k−1

)
⊗ ei

]
⊗ Q(e)

en

(4.6)

donde n = dim M , es una acción.

Demostración. Se comprueba directamente que Ψ está bien definida (los cálculos
son similares a los del teorema 4.7). Utilizando el hecho de que

∑
r≥0(αr, βr)⊗ er es

un ciclo, se obtiene la siguiente expresión equivalente:

Ψ

(
g,

[
∑

r≥0

(αr, βr) ⊗er

]
⊗ Q(e)

)

=

[
∑

i≥0

(
g∗αi−n, φ(g)−1g∗βi−n + (φ(g)−1 − 1)

n∑

k=1

g∗βi−n+k ∧ (ef ê)k

)
⊗ ei

]
⊗ Q(e)

en
.

(4.7)
Si e es el elemento neutro de G, tenemos φ(e) = 1, y se sigue inmediatamente
de (4.7) que Ψ(e, ω) = ω. La comprobación Ψ(g1g2, ω) = Ψ(g1, Ψ(g2, ω)) se sigue
directamente de (4.6). ♣
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Observación 4.5. Notamos que si [κ] = 0, tenemos que tanto φ como Ψ son
triviales.

Llegamos al resultado final de este caṕıtulo:

Teorema 4.11 (de localización para flujos riemannianos singulares). Sea F

un f.R.S. sobre la variedad cerrada M , y sea F la subvariedad de los puntos fijos.
Denotamos por G el grupo de los peŕıodos del revestimiento p : M̂ −→M de trivia-
lización de [κ], y consideramos la acción de G dada por (4.6). Entonces, la inclusión
F Â Ä //M y p inducen un isomorfismo

(H∗
F̂

(M̂) ⊗Λe R(e))G ∼= H∗(F ) ⊗ R(e).

Demostración. Sea F̂ la variedad de los puntos fijos de F̂ . Por la proposición 4.8,
tenemos que F̂ = p−1(F ), y además p : F̂ −→F es un revestimiento de grupo G. En

consecuencia, se tiene Ω∗(F̂ )ΨF = p∗Ω∗(F ) para la acción ΨF (g, ω) = g∗ω. Por lo
tanto, tenemos

H∗(F̂ )ΨF ∼= H∗(F ) y (H∗(F̂ ) ⊗Λe R(e))(ΨF⊗Id) ∼= H∗(F ) ⊗Λe R(e).

Consideramos ahora el diagrama

(H∗
F̂

(M̂) ⊗Λe R(e))
∇̂ // H∗(F̂ ) ⊗Λe R(e)

p∗

²²
H∗(F ) ⊗Λe R(e)

,

donde ∇̂ es el isomorfismo dado por (4.2). Se comprueba inmediatamente que el
diagrama anterior es equivariante si consideramos las acciones Ψ, (ΨF ⊗ Id) y la
acción trivial sobre H∗(F )⊗ΛeR(e). Pasando al cociente por las respectivas acciones,
obtenemos el resultado. ♣

Observación 4.6. En el caso que [κ] = 0, tanto el revestimiento como la acción Ψ
son triviales, y por lo tanto, el teorema 4.11 generaliza 4.7.
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Apéndice

Sea Φ: S1 × M −→M una acción diferenciable sobre la variedad cerrada M . El
espacio cociente M/S1 tiene estructura de pseudovariedad estratificada. Para este
tipo de espacios, M. Goresky y R. MacPherson definen la homoloǵıa de intersección
(ver [25]), que se calcula con ciertas cadenas de śımplices singulares SCq

∗(M/S1).
Denotaremos la homoloǵıa y cohomoloǵıa de intersección mediante

IHq
∗(M/S1) = H∗(SCq

∗(M/S1), ∂) y IH∗
q (M/S1) = H∗(Hom(SCq

∗(M/S1), R), δ),

siendo ∂ y δ los operadores borde y coborde usuales.

En el caṕıtulo 3 hemos definido la cohomoloǵıa básica de intersección de un flujo
riemanniano singular F , usando formas diferenciales en la parte regular de M . El
objetivo de este apéndice es justificar la definición que hacemos de cohomoloǵıa de
intersección, probando que si F está dado por una acción de S1, entonces tenemos
un isomorfismo

H∗
p (M/F ) ∼= IH∗

q (M/S1), (A.8)

donde p y q son perversidades duales.

La estrategia para probar el isomorfismo (A.8) es como sigue: usaremos la in-
tegración de formas sobre śımplices, como en el Teorema de de Rham, lo cual no
podemos realizar directamente sobre SCq

∗(M/S1) por dos motivos: primero, que los
śımplices de ese complejo no son diferenciables, y segundo, una cuestión de finitud,
debido a que las formas perversas están definidas en M − F y no en todo M . Para
superar estas dos particularidades, introduciremos un subcomplejo SCq,M

∗ (M/S1) de
SCq

∗(M/S1) formado por cadenas de śımplices levantables a śımplices diferenciables
en M , sobre los cuales śı que podremos integrar formas perversas. Este nuevo com-
plejo sirve para calcular la cohomoloǵıa de intersección, y a su vez la integración
define un cuasi-isomorfismo con H∗

p (M/F ). En otras palabras, construimos un dia-
grama de cuasi-isomorfismos
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(Ω∗
p(M/F ), d) Ψ // (Hom(SCq,M

∗ (M/S1), R), δ)

(Hom(SCq
∗(M/S1), R), δ),

ι∗

OO

donde Ψ es la aplicación de de Rham, p y q son perversidades duales e ι∗ está inducido
por la inclusión ι : SCq,M

∗ (M/S1) Â Ä //SCq
∗(M/S1).

Tanto el procedimiento como las demostraciones son análogas a las que se en-
cuentran en [50] y [7] para el contexto de variedades estratificadas, por lo que tan
sólo presentaremos el esquema de la prueba de (A.8).

A.3. Homoloǵıa de Intersección

Trabajaremos con un espacio estratificado A (ver [7] para las definiciones).

Definición A.4. Una perversidad q sobre el espacio estratificado A es una aplicación
que asigna a cada estrato singular S un número entero q(S) ∈ Z.

Notamos que esta definición es coherente con la definición 3.8, donde los únicos
estratos singulares son los estratos de puntos fijos. Usaremos las mismas conven-
ciones de notación que para las perversidades del caṕıtulo 3, con la salvedad de
tA(S) = codA S − 2. Dado que para la cohomoloǵıa básica de intersección consider-
aremos perversidades 0 ≤ p ≤ t + 1, para la homoloǵıa de intersección tomaremos
perversidades −1 ≤ q ≤ t.

Definición A.5. Diremos que un k-śımplice singular σ : ∆k−→A es q-admisible si
se verifican las siguientes condiciones:

i) σ env́ıa el interior de ∆k en el estrato regular de A;

ii) σ−1(S) ⊆ (k − codA(S) + q(S))-esqueleto de ∆k para todo estrato S.

Definición A.6. Diremos que una cadena singular c =
∑m

j=1 rjσj es q-admisible si
cada śımplice σj es q-admisible y además ∂c está formada por śımplices q-admisibles
(notamos que esto no implica necesariamente que cada ∂σj sea q-admisible).

Denotaremos por SCq
∗(A) el complejo de las cadenas singulares q-admisibles. La

homoloǵıa de este complejo diferencial es la homoloǵıa de intersección:

IHq
∗(A) = H∗(SCq

∗(A), ∂).

Los siguientes cálculos se pueden encontrar en [35]:
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Proposición A.12. Si E es una variedad contráctil, la aplicación a → (t0, a), donde
t0 es un punto fijado de E, induce un isomorfismo IHq

∗(A) ∼= IHq
∗(E × A).

Proposición A.13. Si A es compacta, entonces la aplicación a → [t0, a], donde t0
es un punto prefijado de (0, 1), induce un isomorfismo

IHq
j (CA) ∼=

{
IHq

j (A) si j ≤ n − q(v);

0 en otro caso,

siendo v el vértice del cono CA y n la dimensión del estrato maximal de A.

También tenemos la siguiente propiedad, probada en [50]:

Proposición A.14. Si A es una variedad, entonces IHq
∗(A) ∼= H∗(A) para toda

perversidad 0 ≤ q ≤ tA.

Volvemos ahora a la acción diferenciable Φ: S1 × M −→M . Denotaremos por

π : M −→M/S1

la proyección sobre el espacio de órbitas. Recordamos brevemente la estructura de
variedad estratificada de M/S1, descrita en [28]. Denotamos por S1

x al subgrupo de
isotroṕıa de x ∈ M . Tenemos definida en M una estratificación S determinada por la
relación de equivalencia (x ∼ y) ≡ (S1

x = S1
y). Los estratos de S son las componentes

conexas de las clases de equivalencia de ∼. Tenemos tres clases de estratos: el estrato
regular o maximal (formado por puntos cuyo subgrupo de isotroṕıa S1

x es trivial),
estratos de puntos fijos (S1

x = S1) y estratos excepcionales (los restantes). Diremos
que los estratos no regulares son singulares. Consideramos en M/S1 la estratificación

π(S) = {π(S) : S ∈ S}.

Diremos que π(S) es un estrato regular o singular de M/S1 si S lo es de M . El
estrato regular de M/S1 es denso en M/S1. Notamos que en el caso de un estrato
de puntos fijos S, podemos identificar π(S) con S. Llamaremos F al conjunto de los
puntos fijos por la acción. Identificaremos también π(F ) con F .

Definiremos a continuación un subcomplejo de SCq
∗(M/S1) que nos permitirá in-

tegrar formas perversas.

Definición A.7. Un śımplice q-admisible σ : ∆k−→M/S1 se dice que es levantable
a M si se cumple:
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i) σ−1(F ) es una cara ∆F de ∆k;

ii) existe un śımplice σM : ∆k−→M diferenciable tal que el siguiente diagrama
es conmutativo:

M

π
²²

∆k
σ //

σM

;;xxxxxxxxx

M/S1

Una cadena q-admisible c =
∑

j rjσj se dirá que es levantable a M si cada σj

y cada śımplice de ∂c son levantables a M .

Denotaremos por SCq,M
∗ (M/S1) al complejo de cadenas q-admisibles y levantables

a M . Notamos que es un complejo diferencial, debido a ∂ ◦ π = π∗∂. Definimos la
homoloǵıa de intersección levantable

IHq,M
∗ = H∗(SCq,M

∗ (M/S1), ∂)

Se comprueba que las pruebas de las proposiciones A.12 y A.13 son válidas para la
homoloǵıa IHq,M

∗ (M/S1).

La condición ii) de la definición A.7 nos solucionará el problema de diferencia-
bilidad a la hora de integrar formas sobre el śımplice. La condición i) combinada
con la ii) nos permitirá definir la explosión de un śımplice levantable, lo cual como
veremos, nos dará la finitud de la integral. Recordamos la siguiente definición (ver,
por ejemplo, [50]):

Definición A.8. Sea ∆k una cara del śımplice estándar ∆ = ∆k+i+1, y sea ∆i la
cara opuesta de ∆k en ∆. Entonces, la explosión de ∆ con respecto a ∆F es la
aplicación

L∆ : C∆F × ∆i−→∆

dada por L∆([t, x], y) = (tx + (1 − t)y).

La explosión L∆ : C∆F × ∆i−→∆ lleva difeomórficamente el interior del prisma
C∆F × ∆i sobre el interior de ∆. Tenemos el siguiente lema, que se demuestra de
forma similar a la proposición 3.5.

Lema A.15. Sea σ : ∆−→M/S1 un śımplice q-admisible y levantable a M , y sea
∆i la cara opuesta de ∆F = σ−1(F ). Entonces, existe una aplicación diferenciable

σ̃M : C∆F × ∆i−→M̃ de manera que el siguiente diagrama es conmutativo:

C∆F × ∆i
σ̃M //

L∆

²²

M̃

L

²²
∆

σM // M
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En las condiciones del lema A.15, denotaremos la explosión de ∆ mediante

L∆ : ∆̃−→∆.

A.4. Integración de formas perversas

Sea F el flujo riemanniano singular determinado por la acción Φ: S1 × M −→M .
Consideramos una perversidad 0 ≤ p ≤ t + 1 definida sobre los estratos de puntos
fijos de M , y consideramos la perversidad dual q (recordamos que q(S) + p(S) =
codM S − 3). Notamos que podemos considerar q como una perversidad sobre el es-
pacio estratificado M/S1 sin más que definir q(S) = 0 para cada estrato excepcional
S. Diremos que las perversidades p y q aśı definidas son perversidades duales (no-
tamos que esta nomenclatura es coherente con la definición de perversidades duales
del caṕıtulo 3).

Definimos a continuación la aplicación de de Rham perversa, que relacionará las
cohomoloǵıas H∗

p (M/F ) y Hq,M
∗ (M/S1):

Ψ: Ωk
p(M/F )−→Hom(SCq,M

k (M/S1), R) (A.9)

dada por

Ψ(ω)

(
∑

j

rjσj

)
=

∑

j

rj

∫

σj

ω
def
=

∑

j

rj

∫

◦

∆k

(σjM)∗ω,

donde
◦

∆k denota el interior de ∆k.

Hemos de probar en primer lugar que
∫

◦

∆k

σ∗
Mω < ∞ para toda k-forma perversa

ω. Como consecuencia del lema A.15, tenemos que para todo śımplice q-admisible
levantable a σM y para toda forma perversa ω,

∫

σ

ω =

∫
◦

∆k

σ∗
Mω =

∫
◦

∆̃k

σ̃M
∗ω̃ =

∫

∆̃k

σ̃M
∗ω̃ < ∞.

A continuación comprobamos que la definición de Ψ(ω)(σ) no depende del lev-
antamiento σM escogido, como nos asegura el siguiente

Lema A.16. En las condiciones anteriores, sean σM y σ′
M son dos levantamientos

de σ : ∆k−→M/S1. Entonces, se tiene
∫

◦

∆k

σ∗
M(ω) =

∫
◦

∆k

σ′∗
M(ω).
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Demostración. Sean σM y σ′
M como en en enunciado. Tenemos el diagrama conmu-

tativo
◦

∆k

σM //

σ
$$IIIIIIIIIII

reg(M)

π

²²
reg(M/S1),

donde reg(M) y reg(M/S1) denotan los estratos maximales de M y M/S1, respecti-
vamente. Como π : reg(M)−→reg(M/S1) es un fibrado localmente trivial (con grupo
estructural difeomorfo a S1), tenemos

π∗(Ω∗(reg(M/S1))) = Ω∗(reg(M)/F ),

y por lo tanto, existe una forma η ∈ Ω∗(reg(M/S1)) tal que

ω|reg(M) = π∗η.

Tenemos, por lo tanto,
∫

◦

∆k

σ∗
M(ω) =

∫
◦

∆k

σ∗
M(ω|reg(M)) =

∫
◦

∆k

σ∗
Mπ∗η =

∫
◦

∆k

σ∗η,

y de la misma manera obtenemos
∫

◦

∆k

σ′∗
M(ω) =

∫
◦

∆k

σ∗η.

♣

Nuestro siguiente paso es comprobar que la aplicación de de Rham es una apli-
cación diferencial. Para ello, tenemos que probar una fórmula de tipo Stokes, en la
cual el hecho de que las perversidades p y q sean duales jugará un papel crucial.

Proposición A.17 (fórmula de Stokes). La aplicación de de Rham perversa

Ψ: (Ωk
p(M/F ), d)−→(Hom(SCq,M

k (M/S1), R), δ)

es una aplicación diferencial.

Demostración. Sea ω ∈ Ω∗
p(M/F ) y sea σ : ∆−→M/S1 un śımplice q-admisible

levantable. Denotaremos, como antes, ∆i a la cara opuesta de ∆F = σ−1(F ) en ∆.
Hemos de probar ∫

∂σ

ω =

∫

σ

dω.
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Directamente se obtiene

∂(∆̃) = ∂̃(∆) ∪ (∆F × {1}) × ∆i,

Identificando (∆F × {1}) × ∆i con ∆F × ∆i, tenemos
∫

σ

dω =

∫

∆̃

dσ̃M
∗ω̃ =

∫

∂∆̃

σ̃M
∗ω̃ =

∫

∂̃∆

σ̃M
∗ω̃ +

∫

∆F×∆i

σ̃M
∗ω̃ =

∫

∂σ

ω +

∫

∆F×∆i

σ̃M
∗ω̃,

de donde la proposición se reduce a probar
∫

∆F×∆i

ω̃ = 0. (A.10)

Denotamos por S el estrato de puntos fijos tal que σ(∆F ) ⊆ S. Tenemos un diagrama
conmutativo

∆̃ oo ? _

L∆

²²

∆F × ∆i
σ̃M //

p1

²²

∂S̃

LS

²²
∆ oo ? _∆F σ

// S

,

siendo p1 la proyección sobre el primer factor. Del diagrama deducimos que σ̃M env́ıa
vectores p1-verticales en vectores LS-verticales. En consecuencia, tenemos

p(S) ≥ ||ω||S ≥ ||σ∗
Mω||∆F

.

Como ∆ es q-admisible, tenemos que

σ−1(S) = ∆F ⊆ (dim(∆) − p(S) − 2)- esqueleto de ∆,

de donde se sigue
dim(∆i) ≥ p(S) + 1,

y por lo tanto, el grado vertical de σ̃∗(ω̃) en ∆F ×∆i ha de ser estrictamente menor
que dim ∆i. Esto imposibilita que σ̃∗(ω̃) sea una forma de volumen de ∆F × ∆i, de
donde se sigue (A.10) y por lo tanto, la proposición. ♣

Llegamos al teorema final de este apéndice:

Teorema A.18. Sea F el f.R.S. dado por una acción Φ: S1 × M −→M , sea 0 ≤
p ≤ t + 1 y sea q su perversidad dual. Entonces, tenemos el siguiente diagrama de
cuasiisomorfismos:

(Ω∗
p(M/F ), d) Ψ // (Hom(SCq,M

∗ (M/S1), R), δ)

(Hom(SCq
∗(M/S1), R), δ),

ι∗

OO
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donde ι∗ está inducida por la inclusión natural y Ψ es la aplicación de de Rham
perversa.

Esquema de la demostración. La cohomoloǵıa básica de intersección satisface la propiedad
de Mayer-Vietoris (lema 3.15). Las otras dos cohomoloǵıas también la satisfacen,
aplicando subdivisión baricéntrica (ver [7]). Usando el truco de Bredon podemos
reducirnos a probar el enunciado sobre dos tipos de abiertos:

1. Por un lado, tenemos entornos conjugados a U ×CS2k+1, siendo U contráctil;
los cuasiisomorfismos en este caso se reducen a CS2k+1, y se siguen de los
cálculos locales (lema 3.12 y proposición A.13, válido para las dos homoloǵıas
de intersección).

2. Por otro lado, tenemos entornos tubulares E de estratos excepcionales S donde
S1 actúa de forma casi-libre. En este caso, como E se retrae de forma diferen-
ciable y foliada sobre S nos restringimos a probar el cuasiisomorfismo sobre S.
La cohomoloǵıa básica de intersección es la de Ω∗(S/S1). Las otras dos coho-
moloǵıas también son isomorfas a Ω∗(S/S1), debido a que la perversidad que
hemos tomado en esos estratos es 0, y podemos aplicar la proposición A.14.

♣
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