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ResumenEl objetivo general de esta tesis es la introduión de un onjunto de transformaio-nes, basadas en desplegado, para optimizar programas lógios difusos. Introduimospor primera vez estas ténias de transformaión de programas, que por otra par-te son lásias en paradigmas delarativos preedentes omo el lógio, funional,lógio-funional, et., sobre distintos lenguajes de la programaión lógia difusa (alos que también en oasiones aportamos diferentes tipos de enriqueimientos), po-niendo espeial énfasis en el relativamente reiente maro lógio multi-adjunto. Eneste potente paradigma difuso se extiende la noión lásia de láusula al etiquetarlas reglas on pesos y permitir la presenia de distintos tipos de onetivas difusas ensus uerpos, al tiempo que se dispone de una amplia gama de retíulos para modelarla noión de grado de verdad en dominios más rios que el intervalo [0, 1].Hemos estudiado las prinipales semántias de la programaión lógia multi-adjunta y aportado resultados relevantes sobre las relaiones que mantienen entreellas. Además de formular mediante teoría de modelos la noión de modelo mínimode Herbrand difuso en este ontexto, también mejoramos su semántia proedurala dos niveles omplementarios. Por un lado, demostramos sobre la fase operaionaluna extensión del resultado lásio de independenia de la regla de omputaión, loque resulta ruial para demostrar las propiedades formales de nuestra noión dedesplegado operaional. Por otra parte, diseñamos la fase interpretativa en términosde un sistema de transiión de estados, lo que resulta preeptivo para formular eldesplegado interpretativo en este maro y posteriormente abordar rigurosos análisisdel oste omputaional asoiados a este tipo de omputaiones y transformaiones.En este mismo ontexto, adaptamos oneptos lásios de evaluaión parial onla intenión iniial de disponer de ténias de espeializaión para programas lógiosmulti-adjuntos. Un paso más allá, y on una motivaión ompletamente diferente yoriginal, mostramos que estas mismas ténias admiten una fáil reutilizaión para eli



iiálulo e�iente de redutantes (reglas espeiales que son neesarias para garantizarla ompletitud -aproximada- en este ontexto). Una partiularidad de los lenguajesdifusos en general, y del lógio multi-adjunto en espeial, es que buena parte delas ténias de manipulaión de programas se prestan a su optimizaión medianteténias de umbralizaión: se trata de evitar omputaiones irrelevantes en funiónde la gestión de los grados de verdad que llevan asoiadas. En este sentido, hemosdiseñado un algoritmo re�nado y ágil para omputar PE-redutantes muy e�ientesmediante ténias de evaluaión parial basadas en desplegado on un onjunto deumbrales dinámio.Todos los desarrollos desritos en esta tesis vienen aompañados de demostraio-nes formales de sus propiedades fundamentales (inluyendo invariablemente las deorreión, ompletitud y e�ienia), al tiempo que se proporionan detalles téni-os sobre el prototipo FLOPER que se está implementando en nuestro grupo y quepretende servir de plataforma sobre la que implantar todos los avanes relatados enla misma.
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La Matemátia es el únio lenguaje realmente universal.Carl Sagan.
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Capítulo 1IntroduiónEn esta tesis nos proponemos, omo objetivo prinipal, la introduión de un on-junto de transformaiones, basadas en desplegado, para optimizar programas lógiosdifusos. Estas ténias de transformaión de programas, que son lásias en la pro-gramaión delarativa (lógia, funional y lógio funional), se introduen aquí porprimera vez sobre distintos lenguajes de la programaión lógia difusa, y se tratanon espeial énfasis en el maro multi-adjunto.Después de valorar distintos lenguajes de programaión lógia difusa, optamospor esoger el lenguaje multi-adjunto omo maro sobre el que abordar las transfor-maiones debido a su gran potenia y expresividad, que resulta de permitir distintasimpliaiones en las reglas y onetivas muy generales en los uerpos de las mismas.Como se doumenta en las Seiones 1.5 y 2.5, este lenguaje mejora onsiderable-mente otras propuestas de lenguajes difusos, ubiándose en un ontexto muy generalen el que muhos otros programas lógios difusos resultan instanias de un programamulti-adjunto o pueden ser reesritos omo un programa de esta lase.Por tal motivo, la programaión lógia multi-adjunta resulta muy atrativa paraestudiar reglas de transformaión de programas. En efeto, una vez araterizadasen este ámbito, pueden ser adaptadas a los distintos lenguajes que ubre este estilode programaión difusa, heho que, por otra parte, garantiza la relevania y difusiónde los resultados.Además, diho lenguaje es apropiado para formular el desplegado difuso debido,prinipalmente, a que disponemos de una sintaxis senilla y una semántia operaio-nal apropiada (formalizada omo un sistema de transiión de estados, que permite1



2 Capítulo 1. Introduiónla de�niión de reglas de desplegado y de ténias de evaluaión parial) para daruenta de los grados de verdad. Es, por tanto, el maro (más general) que esoge-mos para de�nir la transformaión de desplegado y demostrar sus propiedades deorreión y e�ienia; y para adaptar, asimismo, la evaluaión parial en ontextodifuso y su apliaión posterior al álulo de redutantes.Previamente, realizamos dos extensiones del lenguaje f-Prolog debido a Vojtá² yPaulík [1996℄ a �n de haer posible, de una parte, una interpretaión más �exible delas onetivas y, de otra, permitir la odi�aión de los programas transformados,todo ello de forma que se onservan las semántias operaional y delarativa dellenguaje original. Sobre el lenguaje que reoge las dos extensiones, que llamamoslef-Prolog, de�nimos también la regla de desplegado, y sus propiedades de orreióny e�ienia.Hemos estudiado las semántias de la programaión lógia multi-adjunta, asíomo las relaiones entre ellas. Mejoramos la semántia proedural, añadiendo a lafase operaional (debida a los autores del lenguaje), el diseño de la fase interpretativaen términos de un sistema de transiión de estados, lo que nos resulta preeptivo paraformular el desplegado interpretativo en este maro y, además, abordar un análisisdel oste omputaional de los programas multi-adjuntos. Para la fase operaional,demostramos la independenia de la regla de omputaión, extendiendo el resultadoonoido de la programaión lógia.De�nimos, por primera vez, el onepto de modelo mínimo de Herbrand difusoadaptando, para este tipo de progamas, los oneptos lásios de la programaión ló-gia pura y expresamos a partir del mismo la semántia delarativa de los programasmulti-adjuntos.Probamos la equivalenia de esta semántia on la de punto �jo obtenida porMedina et al. [2004℄ y onsideramos asimismo las relaiones de ambas on el onjuntode respuestas omputadas difusas (semántia proedural).Por otra parte, mostramos ómo los métodos tradiionales que estiman el númerode pasos de omputaión de una derivaión produe resultados no deseados uan-do estimamos el esfuerzo omputaional de la fase interpretativa de los programasmulti-adjuntos. Para salvar esta di�ultad de�nimos una medida de oste ompu-taional adeuada para este tipo de programas que, además, usamos en el álulo deredutantes para justi�ar que nuestro 1-redutante tiene la misma e�ienia que elprimitivo. Estas medidas de oste podrán servir en el futuro para estimar la e�ieniade las ténias de plegado/desplegado.



1.1. Contribuiones 3Posteriormente, de�nimos una regla de desplegado para programas lef-Prolog (ypara otras variantes de este lenguaje) y para programas multi-adjuntos, y estudia-mos sus propiedades de orreión y e�ienia. Para este lenguaje, estudiamos dosreglas de desplegado (que llamamos operaional e interpretativo) y demostramos losmejores resultados de orreión y e�ienia.Además, adaptamos al maro multi-adjunto los oneptos lásios de evaluaiónparial, on la intenión de disponer de ténias de espeializaión de programasmulti-adjuntos y proponermos asimismo el álulo e�iente de redutantes (neesa-rios para garantizar la ompletitud de estos programas). En efeto, basándonos enlas ténias lásias de evaluaión parial para programas delarativos y de nuestraexperienia en adaptar la transformaión de desplegado en la programaión lógiaborrosa adaptamos el onepto de EP al maro de la programaión lógia multi-adjunta para lograr una versión optimizada del programa original que se ejeutamás e�ientemente.Los redutantes son una herramienta introduida por Kifer y Subrahmanian[1992℄ para demostrar propiedades de orreión y ompletitud de los programaslógios generalizados on anotaiones, y adaptados reientemente por Medina et al.[2001℄ al maro multi-adjunto ya que un programa lógio multi-adjunto, interpreta-do en un retíulo ompleto, preisa ontener estas reglas para que esté garantizadala ompletitud (aproximada).Por nuestra parte, introduimos un nuevo onepto de redutante on poasdiferenias sintátias on el de Medina et al. [2004℄, pero que puede de�nirse yextenderse usando, de una forma muy novedosa, oneptos de evaluaión parialque failitarán su álulo. Surge así el onepto de PE-redutante que generalizay mejora el redutante de Medina et al. [2004℄ y para los que, además, puedenusarse ténias de evaluaión parial on umbralizaión, que permiten simpli�ar suexpresión y reduir las seuenias de derivaión en las que intervienen. Finalmente,diseñamos un algoritmo e�iente para omputar PE-redutantes mediante téniasde evaluaión parial basadas en desplegado on un onjunto de umbrales dinámio.1.1. ContribuionesLas prinipales ontribuiones de esta tesis son las siguientes.



4 Capítulo 1. IntroduiónLenguajesEntre los distintos lenguajes de programaión lógia difusa el f-Prolog desrito en[Vojtá² y Paulík, 1996℄, es ya una referenia lásia y lo esogemos para adaptar elonepto de desplegado de programas lógios difusos [Julián et al., 2004b,℄. Mejo-ramos este lenguaje f-Prolog on maras etiquetadas, obteniendo lf-Prolog, extensiónque resulta impresindible para poder odi�ar los programas desplegados.Además, extendemos los dos lenguajes menionados a �n de permitir una inter-pretaión �exible de las onetivas, de modo que se admitan diferentes lógias enun mismo programa y se mejore la potenia expresiva. Se obtienen así los lenguajesresultantes ef-Prolog y lef-Prolog (que onservan la misma semántia operaional ydelarativa que los primitivos) que tratamos en [Julián et al., 2004a, 2005℄.Además, adaptamos el onepto lásio de regla de omputaión para estos len-guajes difusos, y probamos la independenia de la regla de omputaión para pro-gramas y objetivos lf-Prolog [Julián et al., 2004b,℄, y para los orrespondientes dellenguaje lef-Prolog [Julián et al., 2004a, 2005℄.En uanto al lenguaje multi-adjunto, implementamos, en el grupo DEC-TAU, unprototipo de intérprete/ompilador para traduir programas lógios multi-adjuntosa ódigo Prolog, que aspira a ser una plataforma útil para optimizar programasdifusos. Esta herramienta permite ya en la atualidad ompilar, ejeutar y manipularprogramas lógios difusos, según hemos diseñado en [Julián et al., 2006℄, y tambiéngenerar y visualizar árboles de desplegado.Presentamos estas ontribuiones en [Julián et al., 2004b℄, [Julián et al., 2004℄,[Julián et al., 2004a℄, [Julián et al., 2005℄ y [Julián et al., 2006℄.SemántiasDe�nimos, por primera vez en la literatura, una semántia delarativa para la pro-gramaión lógia multi-adjunta en términos del modelo mínimo de Herbrand difuso,adaptando a nuestro maro (tal omo �gura en [Julián et al., 2009℄) la onstruiónlásia de modelo mínimo de Herbrand de la programaión lógia pura, que ha sidoaeptada tradiionalmente omo la semántia delarativa de programas lógios. Estemodelo mínimo permite también araterizar las respuestas orretas.Asimismo, proponiéndonos una revisión de las semántias onoidas del lenguajemulti-adjunto, hemos estudiado todas las relaiones entre nuestra noión de modelomínimo difuso y las ya existentes semántia proedural y de punto �jo, demostrando



1.1. Contribuiones 5en partiular la equivalenia entre la semántia delarativa por modelo mínimo y lade punto �jo debida a Medina et al. [2004℄. Inluimos una demostraión original de laorreión de la semántia proedural de la programaión multi-adjunta. Aportamostambién ejemplos reveladores en los que nuestra semántia delarativa sigue teniendosentido mientras las anteriormente menionadas no están de�nidas.Además, lari�amos la semántia proedural del lenguaje, mejorando la fase in-terpretativa, tal omo se reoge en [Julián et al., 2006℄, que hemos diseñado omo unsistema de transiión de estados, heho preeptivo para la formalizaión del desplega-do interpretativo en este maro. Esta reformulaión de la fase interpretativa, permiteademás el análisis del oste omputaional de estos programas multi-adjuntos quereferimos a ontinuaión.Demostramos, tal omo se justi�a en [Julián et al., 2005a℄, la independenia dela regla de omputaión, adaptando a nuestro ontexto el resultado onoido de laprogramaión lógia pura.Por otro lado, de�nimos una medida de oste omputaional para los programaslógios multi-adjuntos, que estima onvenientemente el oste de la fase interpretativade estos programas, después de observar que el ómputo de los pasos de derivaiónes una medida ingenua que no resulta apropiada en este ámbito.Hemos de�nido, en [Julián et al., 2007℄, [Julián et al., 2007a℄, una medida deoste omputaional para dihos programas, que ontabiliza el número de onetivasy operadores primitivos que apareen dentro de la de�niión de los agregadores queson evaluados en ada paso (interpretativo) de una derivaión dada. Posteriormen-te, apliamos este riterio de oste para ontrastar (véanse de nuevo [Julián et al.,2007℄, [Julián et al., 2007a℄) la e�ienia de dos noiones semántiamente equivalen-tes de redutantes (la original, introduida por Medina et al. [2004℄ y nuestra versiónre�nada de 1-redutante).Presentamos la mayoría de estas ontribuiones en [Julián et al., 2005a℄, [Juliánet al., 2006℄, [Julián et al., 2007a℄, [Julián et al., 2007℄ y [Julián et al., 2009℄.TransformaionesAdaptamos al ontexto difuso (para varios lenguajes) la noión lásia de desplega-do, manteniendo el omportamiento de esta transformaión en entornos no difusos.De�nimos, en primer lugar, el desplegado difuso para el lenguaje f-Prolog de Vojtá²y Paulík [1996℄ (véase [Julián et al., 2004b,℄) y para el lenguaje ef-Prolog.Introduimos, además, (véase [Julián et al., 2004a, 2005℄) las reglas de reem-



6 Capítulo 1. Introduiónplazamiento de t-norma para el lenguaje lef-Prolog, que aelera el álulo de losgrados de verdad, y es también un preedente de la de desplegado interpretativo quereferimos a ontinuaión.Con espeial atenión abordamos la transformaión de desplegado en el marode la programaión lógia multi-adjunta, ontemplando dos tipos de desplegado muyrelaionados: el operaional (primeramente introduido en [Julián et al., 2005a℄) yel interpretativo (introduido por vez primera en [Julián et al., 2006℄).Este último enriquee signi�ativamente las reglas de reemplazamiento de t-norma referidas, omplementa el desplegado operaional (exhibiendo propiedadesde orreión fuerte análogas a las de éste) y mejora la evaluaión de los grados deverdad en la fase interpretativa, tal omo justi�amos en [Julián et al., 2006℄.Finalmente, enfatizamos el papel entral de la transformaión de desplegado(en el maro multi-adjunto) tanto para produir evaluadores pariales y mejorarel álulo de redutantes omo para obtener semántias por desplegado para estelenguaje.En [Julián et al., 2004b℄, [Julián et al., 2004℄, [Julián et al., 2005a℄, [Julián et al.,2004a℄, [Julián et al., 2005℄ y [Julián et al., 2006℄ se enuentran estas aportaiones.Propiedades de orreiónPara las transformaiones de desplegado difuso onsideradas en el apartado anteriorsobre distintos dialetos de Prolog difuso y el lenguaje multi-adjunto, obtenemos losmejores resultados de orreión y e�ienia que abe esperar. En efeto, demostra-mos que los programas residuales obtienen las mismas respuestas omputadas difusasque el original y, además, que se obtiene mejora en e�ienia uando ejeutamos losprogramas transformados.Para el lenguaje lef-Prolog probamos la orreión total fuerte (véase [Juliánet al., 2004a℄, [Julián et al., 2004b℄ y [Julián et al., 2005℄), y para el lenguaje multi-adjunto, demostramos las propiedades de orreión del desplegado operaional, deldesplegado interpretativo y, �nalmente, los resultados de orreión del sistema detransformaión determinado por la ombinaión de ambos tipos de desplegado. Es-tas propiedades del desplegado operaional se reogen en [Julián et al., 2005a℄, ylas orrespondientes al desplegado interpretativo y al sistema de transformaión en[Julián et al., 2005b℄ y en [Julián et al., 2006℄.En uanto a la e�ienia, vemos que las seuenias de transformaión puedenser dirigidas de manera arbitraria, dado que ualquier paso de omputaión ejeu-



1.1. Contribuiones 7tado on alguna de las transformaiones onsideradas produe una ganania en losprogramas residuales.Observamos que los resultados orrespondientes al desplegado de programaslef-Prolog no son orolarios inmediatos de los orrespondientes del lenguaje multi-adjunto porque estos lenguajes tienen su propia semántia operaional, aparte deotros rasgos distintivos a nivel sintátio y proedural.Estos resultados pueden suponer el punto de partida para la optimizaión de pro-gramas lógios difusos y onstituyen un referente en la onstruión de un sistemaglobal de plegado/desplegado (inluyendo más reglas de transformaión y estrate-gias) para la optimizaión de los programas referidos.Presentamos estas ontribuiones en [Julián et al., 2004a℄, [Julián et al., 2004b℄,[Julián et al., 2005℄, [Julián et al., 2005a℄ y [Julián et al., 2006℄.Evaluaión parial y redutantesConstruimos, por primera vez (en [Julián et al., 2009℄), un maro de evaluaión par-ial para programas multi-adjuntos que permite espeializar programas de manerasemejante a ómo se ha proedido en otros ontextos delarativos (apoyándonos enlas ténias de deduión parial de programas lógios, pero usando ahora la reglade desplegado difuso para esta lase de programas) para obtener un programa máse�iente.Introduimos (omo puede verse en [Julián et al., 2006b℄, [Julián et al., 2009℄) unareformulaión del onepto de redutante que aporta las mismas respuestas ompu-tadas difusas que el primitivo, tiene la misma e�ienia y es también semántiamenteequivalente (véase [Julián et al., 2007℄ y [Julián et al., 2009℄). Este nuevo redutan-te puede generalizarse y posee la ventaja de que puede obtenerse mediante téniasde evaluaión parial (PE-redutante), lo que representa una apliaión singular deéstas. Dihas ténias permiten, además, obtener redutantes generales más fáilesde onstruir (admiten una expresión más simple si usamos ténias de EP on um-bralizaión). En efeto, proponemos la obtenión del PE-redutante a partir de unárbol de desplegado umbralizado para reduir su expresión y bene�iarnos de otrasventajas uando damos pasos de omputaión on estas reglas (véanse [Julián et al.,2006a, 2007b℄).Relaionando, de este modo, el onepto de EP de un átomo en un programalógio multi-adjunto on la onstruión de un redutante para diho átomo, logra-mos diseñar un álulo e�iente de redutantes, rebajando el impato obtenido por



8 Capítulo 1. Introduiónla inorporaión de redutantes a un programa lógio multi-adjunto mediante unálulo previo en el que éstos son parialmente evaluados antes de añadirlos al pro-grama �nal: dado que la fase de EP produe un onjunto re�nado de redutantes, elesfuerzo omputaional realizado (sólo una vez) en tiempo de generaión es evitado(muhas vees) en tiempo de ejeuión.Diseñamos un algoritmo e�iente para el álulo de PE-redutantes, que reduesigni�ativamente el tamaño de los árboles de desplegado a partir de los que obte-nemos dihos redutantes usando ténias de evaluaión parial on umbralizaión.En [Julián et al., 2006b℄, [Julián et al., 2006a℄, [Julián et al., 2007b℄, [Julián et al.,2007℄ y [Julián et al., 2009℄, se enuentran estas aportaiones.1.2. Organizaión de la memoriaEsta memoria ha sido estruturada en nueve apítulos. En el Capítulo 1 presentamosun resumen de las noiones básias (de lógia difusa y programaión lógia) nee-sarias para abordar los oneptos estudiados en la tesis, así omo una panorámiageneral de la programaión lógia difusa. En el Capítulo 2 se desriben los lenguajeslógios difusos que hemos onsiderado apropiados para formular la transformaiónde desplegado. Se dedia espeial atenión al lenguaje multi-adjunto, el maro másgeneral sobre el que trabajamos aquí y en apítulos posteriores. En el Capítulo 3se abordan las semántias del lenguaje multi-adjunto aportando, por nuestra parte,una semántia delarativa en términos del modelo mínimo de Herbrand difuso y es-tudiando las relaiones on el resto de semántias. En el Capítulo 4 hemos formuladola transformaión de desplegado para distintos lenguajes difusos, on espeial detallepara el lenguaje lef-Prolog y el lenguaje multi-adjunto. En el Capítulo 5 se reogenlos resultados de orreión, ompletitud y e�ienia que hemos obtenido para lastransformaiones de desplegado estudiadas en el apítulo anterior. En el Capítulo 6estudiamos, para programas multi-adjuntos, el onepto de redutante introduiendouna reformulaión equivalente del mismo (que llamamos 1-redutante). Este nuevoredutante lo extendemos posteriormente al onepto general de PE-redutante enel Capítulo 7, mediante noiones lásias de evaluaión parial, que también hemosadaptado previamente para este tipo de programas, al objeto de optimizar su álu-lo. Al �nal de todos los apítulos (salvo del primero, naturalmente) se inluyen lasonlusiones pariales. Finalmente, en el Capítulo 8 se analizan on detalle todas lasonlusiones y en el Capítulo 9 se enunian las líneas de trabajo futuro.



1.3. Lógia difusa 91.3. Lógia difusaLas noiones básias de la lógia difusa han sido formuladas por Zadeh [1965b,a℄,Goguen [1969℄ y Pavelka [1979℄ on la intenión de inorporar a la lógia formallos prediados de aráter vago del lenguaje ordinario, que han permitido iniiar laonstruión del razonamiento aproximado.Para Zadeh [1996℄, reador de esta disiplina, el término lógia difusa o lógiaborrosa, tiene dos signi�ados diferentes. En el sentido más estrito, la lógia difusaonstituye un sistema lógio que se oupa de la formalizaión de modos de razona-miento aproximados. En este aspeto, resulta una extensión de los sistemas lógiospolivalentes y omparte la agenda de la lógia simbólia en el sentido en que busaestableer la orreión y ompletitud de los sistemas que estudia [Hajek, 2006℄, aun-que sus objetivos son distintos. [Hájek, 1998; Novak et al., 1999; Pavelka, 1979℄ sonlas referenias fundamentales en esta primera orientaión. En el sentido más amplio,en el que mayoritariamente se onibe, la lógia borrosa oexiste on la teoría deonjuntos borrosos, que es una teoría de lases on fronteras no nítidas.La lógia lásia, la teoría de onjuntos lásia y la probabilidad no resultanapropiadas para tratar la vaguedad, la impreisión, la inertidumbre, la falta de es-pei�idad, la inonsistenia y la omplejidad del mundo real. Según Trillas et al.[1995℄, desde la lógia lásia sólo se han ofreido soluiones insu�ientes: o se hapretendido ganar espaios de preisión frente a lo impreiso (Frege o Russel) o se haquerido aislar lo impreiso para evitarlo uidadosamente (Platón, Hume o iertas es-trategias ontemporáneas). Esta limitaión de las herramientas tradiionales motivael naimiento de los onjuntos difusos y, paralelamente, de la lógia difusa.En el maro disreto (bivalente) de las matemátias lásias no se tolera la vague-dad y la verdad parial. En este ámbito, todo onepto debe admitir una de�niiónpreisa, que divida a los objetos del universo onsiderado en dos subonjuntos: elonjunto de los objetos que lo satisfaen, y el onjunto de los objetos que no losatisfaen, sin admitir que se presenten asos dudosos.En laro ontraste on este mundo idealizado, la perepión de la realidad estáinvadida por oneptos sin fronteras nítidas [Terriabras y Trillas, 1989℄, omo porejemplo, alto, grande, muhos, la mayoría, lentamente, joven, saludable, relevante,muho mayor que, amable, et. Una hipótesis esenial en la lógia difusa es quetales oneptos determinan onjuntos difusos, es deir, lases de objetos en los quela transiión de la pertenenia a la no pertenenia es gradual y no abrupta.Además, el esfuerzo iniial por adquirir onoimiento del mundo real está de-



10 Capítulo 1. Introduiónjando paso al esfuerzo por onoer aspetos del propio onoimiento. Hoy en día,no preoupa tanto la mera adquisiión de onoimiento omo la delimitaión de sualane y validez. Es preiso asignar un grado de erteza al onoimiento, saber enqué medida onoemos algo. La inertidumbre está asoiada, de forma inseparable,on la informaión. Aunque existen diferentes formas de inertidumbre, abe desta-ar la que se produe omo onseuenia de la impreisión y subjetividad propias dela atividad humana [Zadeh, 2008℄. En muhas oasiones, es onveniente sari�arparte de la informaión preisa disponible por otra más vaga pero más potente, a �nde tratar de forma e�iente la omplejidad del mundo real. Muhos de los oneptosmanejados habitualmente tienen naturaleza vaga, es deir, no están bien delimita-dos, y no por ello areen de signi�aión. La lógia borrosa y la teoría de onjuntosborrosos ofreen un método natural para representar la vaguedad y la impreisión.En [Zadeh, 1965b℄, L. A. Zadeh introdue una teoría sobre nuevos objetos, losonjuntos difusos, que son onjuntos de frontera no preisa y uya funión de perte-nenia india un grado.Uno de los objetivos de esta lógia es proporionar las bases del razonamientoaproximado que utiliza hipótesis vagas omo herramienta para formular el onoi-miento. Aunque de naturaleza distinta a las lógias lásias, en opinión de Trillaset al. [1995℄, esta lógia on in�nitos grados de verdad puede verse omo extensiónde la lógia bivalente, de la trivalente de�nida por Lukasiewiz en 1922 y, en general,de la multivalorada [Akerman, 1967; Chang, 1958℄.Puede plantearse su objetivo omo el intento de onstruir un modelo de razona-miento que per�le el aspeto ualitativo o aproximado, y tiene gran apaidad paratratar problemas muy omplejos o mal de�nidos.Su base natural la onstituyen, omo deíamos, los onjuntos difusos que son elinstrumento matemátio on el que se formalizan los prediados difusos y la posibi-lidad de realizar on ellos un álulo lógio neesario para realizar inferenias.La apariión de esta lógia iniia una de las teorías reientes más sugestivas yútiles para modelar un abundante número de problemas, para los que el maro dela lógia lásia y de la probabilidad resultaba insu�iente o poo apropiado. Paraesta modelizaión, la lógia difusa ofree desde símbolos y operadores que reogen elonepto de vaguedad hasta reglas de inferenia que onservan o aotan los gradosde verdad asignados a las premisas.



1.3. Lógia difusa 111.3.1. Conjuntos difusosLa noión de onjunto difuso es introduida por Zadeh [1965b℄ y sobre ella puedeformalizarse el onepto de interpretaión difusa, las operaiones lógias, los modi-�adores lingüístios, et. [Pedryz y Gomide, 1998℄. Mientras que para onjuntosordinarios omo
A = {x ∈ Z : x es primo}, A = {x ∈ N : x es par}, A = {x : x es mortal}la relaión de pertenenia tiene un aráter disreto, es deir, un elemento(del orrespondiente universo) pertenee o no pertenee al onjunto:

∀x ∈ U , x ∈ A ∨ x /∈ A; A ⊂ U ,en los onjuntos borrosos la pertenenia tiene un grado; es el aso de onjuntos deltipo:
A = {x ∈ Z : x es grande}
A = {x : x es día aluroso}

A = {x : x es país desarrollado}para los que la naturaleza de la propiedad (prediado) que los arateriza ya noes preisa, omo en los onjuntos ordinarios, sino vaga, difusa. Los elementos deluniverso dejan de satisfaer/no satisfaer el prediado asoiado, sino que lo satisfaenen un determinado grado. Para formalizar estos onjuntos es esenial dar sentido ala nueva pertenenia, lo que se hae del siguiente modo.Un onjunto difuso (o borroso) A, en un universo U , se expresa omo:
A = {x|µA(x) : µA(x) 6= 0, x ∈ U},donde la apliaión

µA : U → [0, 1]es la funión grado de pertenenia.Es deir, un onjunto difuso está determinado por la funión µA. Para ada
x ∈ U , µA(x) ∈ [0, 1] es un número real que mide la ompatibilidad de x on elonjunto A, on la araterístia (prediado) que de�ne A.Si observamos que la pertenenia ordinaria está determinada por la funión a-raterístia

χA : U → {0, 1}, χA(x) =

{
1, si x ∈ A

0, si x /∈ A



12 Capítulo 1. Introduióno sea,
x ∈ A⇔ χA(x) = 1, x /∈ A⇔ χA(x) = 0, ∀x ∈ Ula pertenenia borrosa, graduada por µA, es una generalizaión de la lásia ya que

χA es una funión µA partiular.De esta observaión, senilla pero relevante, se deriva el heho de que todo on-junto ordinario es un onjunto difuso; es deir, la noión de onjunto difuso extiendea la de onjunto lásio. En partiular, el universo U (que tomamos omo ordinarioen la de�niión de A) y el onjunto vaío ∅ son borrosos. En efeto,
µ∅ = χ∅ tal que µ∅(x) = χ∅(x) = 0, ∀x ∈ U

µU = χU tal que µU (x) = χU (x) = 1, ∀x ∈ UCaraterizado el onjunto difuso por su funión grado de pertenenia, µA, todassus propiedades se remiten a ésta, por lo que el ontenido, el omplementario, lasoperaiones, et., se expresan a partir de las orrespondientes funiones grado depertenenia.La de�niión esenial (al menos desde un punto de vista semántio) de la lógiadifusa es �naturalmente� la de interpretaión, en la que se asoia a ada fórmula(atómia) un número real que se toma habitualmente1 en el intervalo [0, 1]. En efeto,se asigna (un grado de) verdad a una proposiión difusa mediante el onepto deonjunto difuso del siguiente modo:Dado un prediado A(x) en un universo U y un elemento x0 ∈ U , la fórmula A(x0)se interpreta omo verdadera on grado de verdad µA(x0). En tal aso esribimos:
I(A(x0)) = µA(x0)Por tanto, venimos a deir que la proposiión A(x0) se satisfae on grado µA(x0), elgrado de pertenenia de x0 al onjunto difuso A. Y este onjunto es, neesariamente,
A = {x ∈ U : A(x)},es deir, el onjunto uyo prediado asoiado es A(x).Igualmente, podríamos asumir que la de�niión anterior onstituye la formaliza-ión (interpretaión) del prediado A(x) mediante el onjunto difuso A. En efeto,es líito plantearla en los siguientes términos:1De manera más general puede tomarse en un ierto onjunto ordenado [Zadeh, 2008℄, omoonsideraremos posteriormente en este mismo apítulo.
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x0 satisfae el prediado A(x) on grado µA(x0), esto es, el grado de perteneniade x0 al onjunto difuso A = {x ∈ U : A(x)}.Debemos advertir que, posteriormente, a través de los modi�adores ligüístios,será posible ontemplar las proposiiones difusas omo falsas, muy verdaderas, muyfalsas, algo verdaderas, algo falsas, et. De este modo, podremos inorporar tambiénel aráter difuso al onepto de interpretaión: más onretamente, podrá asoiarseuna nueva interpretaión a ada modi�ador de prediado (no, muy, algo, aproxi-madamente, et.) que se formalie. Este heho aportará otro rasgo difereniador dela lógia difusa.Finalmente, debemos distinguir la vaguedad de un enuniado (en uanto a lo queenunia), de la ertidumbre (en uanto a su umplimiento). Es deir, ésta no es unalógia posibilístia que onsidera proposiiones no difusas sobre las que abe algunainertidumbre no aleatoria.1.3.2. t-normas, t-onormas y agregadoresA grandes rasgos, la sintaxis de la lógia difusa no presenta muhas novedades. Unavez que se ha interpretado una expresión elemental, fórmulas al efeto otorgan verdada las expresiones ompuestas [Lee, 1972℄. Así, por ejemplo, la onjunión se de�nehabitualmente por la expresión

I(A(x0) ∧B(x0)) = min{I(A(x0)), I(B(y0))},donde A(x), B(y) son prediados ualesquiera en universos U ,V , respetivamente, y
x0 ∈ U , y0 ∈ V .Si tomamos prediados A(x), B(x) sobre el mismo universo U y de�nen, respe-tivamente, los onjuntos borrosos A, B ⊂ U , se tiene además

I(A(x0) ∧B(x0)) = µA∩B(x0),donde µA∩B(x0) es el grado de pertenenia de x0 al onjunto interseión A∩B. Esdeir, se permite de�nir la onjunión lógia borrosa a partir de la orrespondienteinterseión onjuntista.Pero, de manera más general, la (funión de verdad de la) onjunión difusa sepuede de�nir también por todo un onjunto de funiones: las normas triangulares,introduidas por Shweizer y Sklar [1983℄ para modelar las distanias en espaiosmétrios probabilístios (de�nidos por K. Menger en 1942) y los semigrupos defuniones de distribuión.



14 Capítulo 1. IntroduiónLa de�niión de estas funiones, en el intervalo [0, 1], es la que sigue.De�niión 1.3.1 ([Nguyen y Walker, 2006℄). Una operaión T : [0, 1] × [0, 1] −→
[0, 1] es una norma triangular o t-norma si, y sólo si, veri�a

i) es onmutativa, es deir, T (x, y) = T (y, x), ∀x, y ∈ [0, 1].
ii) es asoiativa, es deir, T (x, T (y, z)) = T (T (x, y), z), ∀x, y, z ∈ [0, 1].

iii) T (x, 1) = x, ∀x ∈ [0, 1].
iv) es monótona en ada omponente, es deir2, si x1 ≤ x2, entones T (x1, y) ≤

T (x2, y), ∀x1, x2, y ∈ [0, 1].De manera análoga, la disyunión se arateriza habitualmente por la expresión
I(A(x0) ∨B(x0)) = max{I(A(x0)), I(B(y0))},y si onsideramos prediados A(x), B(x) sobre el mismo universo U de�niendo, res-petivamente, los onjuntos borrosos A, B ⊂ U , se tiene además

I(A(x0) ∨B(x0)) = µA∪B(x0),donde µA∪B(x0) es el grado de pertenenia de x0 al onjunto unión A ∪ B. Enonseuenia, esta operaión lógia aparee asoiada a la unión onjuntista. Másexatamente, se puede formalizar la disyunión borrosa (de proposiiones y tambiénde prediados), mediante la unión de onjuntos borrosos.Además, omo para la onjunión, la (funión de verdad de la) disyunión di-fusa se puede de�nir también por todo un onjunto de funiones: las t-onormas,araterizadas del siguiente modo en el intervalo errado [0, 1].De�niión 1.3.2 ([Nguyen y Walker, 2006℄). Una operaión S : [0, 1] × [0, 1] −→
[0, 1] es una o-norma triangular o t-onorma si, y sólo si, veri�a

i) es onmutativa, es deir, S(x, y) = S(y, x), ∀x, y ∈ [0, 1].
ii) es asoiativa, es deir, S(x, S(y, z)) = S(S(x, y), z), ∀x, y, z ∈ [0, 1].

iii) S(x, 0) = x, ∀x ∈ [0, 1].2De la araterizaión dada (sólo para la primera omponente) se sigue también la monotoníaen la segunda omponente usando las ondiiones i) y iv).
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iv) es monótona en ada omponente, es deir3, si x1 ≤ x2, entones S(x1, y) ≤

S(x2, y), ∀x1, x2, y ∈ [0, 1].Si T es una t-norma en [0, 1], entones la igualdad S(x, y) = 1−T (1−x, 1−y) de�neuna t-onorma y se die que S deriva de T . Más generalmente, dada una t-norma
T y una negaión fuerte4 N , la funión SN : [0, 1] × [0, 1] −→ [0, 1], de�nida omo
SN(x, y) = N(T (N(x), N(y))), es una t-onorma a la que denominaremos t-onorma
N -dual de T .Haiendo uso de propiedades elementales de la negaión se tiene que T (x, y) =

N(SN(N(x), N(y))), es deir T es la t-norma N -dual de SN .Dada una t-onorma S y una negaión fuerte N , la funión TN : [0, 1]× [0, 1] −→
[0, 1], de�nida omo TN(x, y) = N(S(N(x), N(y))), es una t-norma a la que deno-minaremos t-norma N -dual de S.De nuevo, por ser N una negaión, S(x, y) = N(TN(N(x), N(y))), es deir, es asu vez la t-norma N -dual de TN .En onlusión, diremos que T y S son N -duales si ∀x, y ∈ [0, 1] se umple:

T (x, y) = N(S(N(x), N(y))) S(x, y) = N(T (N(x), N(y)))En partiular, tomando la negaión usual N(x) = 1−x, T y S son duales si ∀x ∈ [0, 1]se umple:
T (x, y) = 1− S(1− x, 1− y) S(x, y) = 1− T (1− x, 1− y)Los pares de t-normas y t-onormas (duales) básios son los siguientes (véase [Carls-son et al., 1997℄):De Zadeh (o del Mínimo/Máximo) de�nidos por

T (x, y) = min{x, y} S(x, y) = max{x, y}De �ukasiewiz de�nidos por
T (x, y) = max{x + y − 1, 0} S(x, y) = min{x + y, 1}3La monotonía en la segunda omponente resulta también de i) y iv).4Una negaión fuerte en [0, 1] es una funión N : [0, 1] −→ [0, 1] ontinua, estritamente dere-iente y tal que N(0) = 1, N(N(x)) = x.



16 Capítulo 1. IntroduiónProduto de�nidos por
T (x, y) = xy S(x, y) = x + y − xyDébil/Fuerte de�nidos por

T (x, y) =

{
min{x, y}, si max{x, y} = 1

0, en otro aso S(x, y) = x + y − xyDe Hamaher de�nidos, para ada γ ≥ 0 por
Tγ(x, y) =

xy

γ + (1− γ)(x + y − xy)
S(x, y) =

x + y − (2− γ)xy

1− (1 − γ)xyDe Yager de�nidos, para ada p > 0, por
Tp(x, y) = 1−min{1, p

√
(1− x)p + (1− y)p} Sp(x, y) = min{1, p

√
xp + yp}Es bien onoido el uso de t-normas y t-onormas para la generaión de nuevasonetivas [Mizumoto, 1989a,b; Turksen, 1992; Fodor y Calvo, 1998; Durante et al.,2007; Klement et al., 2004℄. t-normas y t-onormas son asos partiulares de losoperadores de agregaión5 (estudiados estos últimos por Dubois y Prade [1984, 1985,1986℄, Fodor y Yager [1994℄; Fodor y Roubens [1992℄ y Yager [1993a,b, 1994b,a℄) y,además, iertas ombinaiones de éstos originan nuevos operadores de agregaión[Calvo et al., 1999, 2002℄.Una posibilidad de ombinar agregadores (véase [Ling, 1965; Mizumoto, 1989b;Turksen, 1992; Moser et al., 1999; Jenei y Montagna, 2003; Jenei, 2004, 2006℄) esla que ofreen las ombinaiones onvexas de una t-norma T y una t-onorma S,es deir tomar el agregador @(x, y) = αT (x, y) + (1 − α)S(x, y), que preservan lasimetría y la idempotenia.Enontramos agregadores en el desarrollo de múltiples sistemas inteligentes. Enefeto, se usan los operadores de agregaión en las redes neuronales, en los ontro-ladores difusos, en los sistemas expertos y, muy espeialmente, en la teoría de la5Véase la De�niión 1.3.3 para una araterizaión de éstos.



1.3. Lógia difusa 17deisión. Mediante los operadores de agregaión se gestiona la agregaión de infor-maión de manera e�iente y �exible [Herrera et al., 1996℄, aspeto éste que se haonvertido en tarea prinipal de los problemas de deisión multiriterio, en los que esneesario proesar muha informaión de modo que su antidad y preisión es muyvariada.La de�niión más general de operador de agregaión, en el intervalo [0, 1], esla onsiderada en [Kolesárová y Komorníková, 1999℄, que damos en los siguientestérminos.De�niión 1.3.3. Un operador de agregaión @ es una apliaión @ : [0, 1]n −→
[0, 1] que satisfae:

i) @(0, . . . , 0) = 0, @(1, . . . , 1) = 1 (ondiiones de frontera)
ii) ∀(x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ [0, 1]n,

(x1, . . . , xn) ≤ (y1, . . . , yn)6 =⇒ @(x1, . . . , xn) ≤ @(y1, . . . , yn) (monotonía)A las ondiiones de la de�niión anterior se añaden, en oasiones, otras omola ontinuidad, simetría e idempotenia. En partiular, @ es simétrio si, y sólosi, para toda permutaión σ de {1, . . . , n} y toda n-upla (x1, . . . , xn) ∈ [0, 1]n seumple @(x1, . . . , xn) = @(xσ(1), . . . , xσ(n)); además, @ es idempotente (es deir,
@(x, . . . , x) = x) si, y sólo si, para toda n-upla (x1, . . . , xn) ∈ [0, 1]n se umple
min{x1, . . . , xn} ≤ @(x1, . . . , xn) ≤ max{x1, . . . , xn}.Ejemplos bien onoidos de operadores de agregaión son las t-normas y t-onormas (ya onsiderados anteriormente), las medias on peso uasi-lineales [Azél,1948; Yager, 1994b℄ (si, además, son simétrios dan las medias uasi-aritmétias,omo la media aritmétia, la media geométria, le media armónia y la media ua-drátia), los operadores OWA [Yager, 1988℄ (la media aritmétia es también un asopartiular de estos operadores), las funiones de agregaión extendidas [Mayor yCalvo, 1997℄, los γ-operadores de Zimmermann y Zysno [1980℄, entre otros.1.3.3. Impliaiones difusasLa impliaión difusa onstituye la expresión ompuesta más interesante de la lógiadifusa (omo de la lógia lásia). Su funión de verdad admite diversas formulaio-nes, no equivalentes; obtendremos así distintas impliaiones difusas, que no siempreextienden la impliaión ordinaria [Trillas et al., 2000℄, [Carlsson y Fullér, 1995℄.6donde (x1, . . . , xn) ≤ (y1, . . . , yn) si, y sólo si, xi ≤ yi, i = 1, . . . , n.



18 Capítulo 1. IntroduiónLa manera más freuente de interpretar la impliaión difusa
A(x0)⇒ B(y0)es la que da la fórmula

I(A(x0)⇒ B(y0)) = max{min{I(A(x0)), I(B(y0))}, 1− I(A(x0))},donde A(x), B(y) son prediados arbritrarios en los universos U ,V respetivamentey x0 ∈ U , y0 ∈ V . Si los prediados A(x), B(y) de�nen los onjuntos borrosos A ⊂
U , B ⊂ V , se tiene además
I(A(x0)⇒ B(y0)) = max{min{µA(x0), µB(y0)}, 1− µA(x0)}; x0 ∈ U , y0 ∈ VCon esta funión de verdad, debida a Zadeh, se omprueba fáilmente que la impli-aión difusa generaliza la impliaión lásia.Otros ejemplos destaados son los debidos a Mamdani y Larsen que dan, respe-tivamente, la siguiente interpretaión de impliaión difusa7

I(A(x0)⇒ B(y0)) = min{I(A(x0)), I(B(y0))}

I(A(x0)⇒ B(y0)) = I(A(x0)) · I(B(y0))Pero, en lo que sigue nos planteamos presentar la impliaión borrosa de modo másgeneral. Empeemos onsiderando que, dada un álgebra de Boole (A,∧,∨,′ , 0, I),una operaión →: A × A −→ A es una impliaión si para ada x, y ∈ A, se tiene
x ∧ (x → y) ≤ y. Es bien onoido que p → q = (p ∧ q′)′, p → q = (p ∧ q) ∨ (p′ ∧
q) ∨ (p ∧ q′) son impliaiones y por las propiedades del álgebra de Boole se tiene
(p∧q)∨(p′∧q)∨(p∧q′) = (p′∧q′)∨q = p′∨(p∧q) = p′∨q, y también (p∧q′)′ = p′∨q.Si, en el ontexto difuso, nos planteamos elegir una t-norma T en lugar de laonjunión ∧, una t-onorma S en lugar de la disyunión ∨ y una negaión fuerte
N en lugar de la negaión ′, obtenemos los siguientes modelos de impliaión difusa[Trillas et al., 2000℄

J1(x, y) = N(T (x, N(y)))

J2(x, y) = S(N(x), y)

J3(x, y) = S(N(x), T (x, y))

J4(x, y) = S(T (N(x), N(y)), y)7Ambas impliaiones lógias son muy usadas en el ontrol difuso.



1.3. Lógia difusa 19Oupándonos de su araterizaión, una impliaión difusa en el intervalo [0, 1], sede�ne por la siguiente funión de verdad8 [Trillas et al., 2000; Trillas y Valverde,1985℄.De�niión 1.3.4. Una funión impliaión J es una apliaión J : [0, 1]n −→ [0, 1]que satisfae:(1) Si x1 ≤ x2, entones J(x1, y) ≥ J(x2, y)(2) Si y1 ≤ y2, entones J(x, y1) ≤ J(x, y2)(3) J(0, y) = 1(4) J(1, y) = y(5) J(y, J(x, z)) = J(x, J(y, z)), ∀x, y, z ∈ [0, 1]Además, es freuente que se exija alguna de las siguientes ondiiones(6) J(x, 0) = N(x)(7) J es ontinua(8) J(x, y) = J(N(y), N(x)), para alguna negaión fuerte N(9) J(x, x) = 1(10) x ≤ y si, y sólo si, J(x, y) = 1Existen tres lases muy relevantes de (funiones de verdad de) impliaiones [Carls-son et al., 1997; Alsina et al., 1995℄:
S-impliaiones de�nidas por

x −→ y = S(N(x), y)donde S es una t-onorma y N es una negaión en [0,1℄. Estas impliaionesestán sugeridas por la equivalenia, en la lógia binaria, de las fórmulas p→ qy p′ ∨ q. Ejemplos de S-impliaiones son las debidas a8Para mayor omodidad, omitimos en lo que sigue toda menión a las expresiones lógias queintervienen en la hipótesis y en la tesis de la impliaión, para referirnos exlusivamente a la funiónde verdad de la onetiva impliaión.
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• �ukasiewiz de�nida por x −→ y = min{1− x + y, 1}
• Kleene-Dienes, de�nida por x −→ y = max{1− x, y}

R-impliaiones de�nidas por residuaión de una t-norma ontinua T del modo
x −→ y = sup{z ∈ [0, 1] : T (x, z) ≤ y}Estas impliaiones surgen de la lógia intuiionista, entre ellas tenemos lasdebidas a

• Gödel, de�nida por x −→ y =

{
1, si x ≤ y

y, si x > y

• �ukasiewiz, de�nida por x −→ y = min{1− x + y, 1}Son admitidas omo impliaiones lasImpliaiones t-norma, de�nidas a partir de una t-norma T del modo
x −→ y = T (x, y)de las que son ejemplos la impliaión de Mamdani, muy usada en la teoría deontrol (difuso), y la que resulta de la t-norma del produto.

QM -impliaiones [Trillas et al., 2000; Ying, 2002℄, araterizadas por unafunión de verdad Q : [0, 1]2 −→ [0, 1] dada por Q(x, y) = S(N(x), T (x, y)), apartir de una t-norma T , una t-onorma S y una negaión fuerte N .Ejemplos de QM -operadores (en rigor, así debiéramos denominarlos por nodeterminar, en general, una impliaión) son los dados por
• Q1(x, y) = S(1 − x, T (x, y)) = max{1 − x, y}, donde T es la t-norma de�ukasiewiz y S su t-onorma dual.
• Q2(x, y) = S(1−x, T (x, y)) = 1−x+x2y, donde T es la t-norma Produtoy S su t-onorma dual.
• Q3(x, y) =





1, si y = 1

y, si x = 1

1− x, en otro aso



1.3. Lógia difusa 21Nótese que en lógia lásia la S-impliaión p′ ∨ q y la QM -impliaión p′ ∨ (p∧ q)son equivalentes y de�nen la impliaión lógia ordinaria, pero son diferentes omooperadores difusos.Para la inferenia difusa (y la impliaión borrosa) es esenial la propiedad delmodus ponens difuso o generalizado, uya primera propuesta ha sido formulada porL. A. Zadeh y transmite la verdad aproximada de las premisas a la onlusión usandouna omposiión de relaiones borrosas. Tiene el siguiente esquema general:Si A(x) entones B(y)y
A′(x)





entones B′(y)donde A(x), A′(x) son prediados difusos arbitrarios (en un universo arbitrario U)lo mismo que B(y), B′(y) (en un universo V). Tales prediados están asoiados a losorrespondientes onjuntos borrosos A, A′, B, B′.El grado de verdad que se toma para esta expresión hae uso de la regla deomposiión Si A(x)

y

R(x, y)





entones (A ◦R)(y)siendo:
µA◦R(y) = max{min{µA(x), µR(x, y)}

x ∈ Udonde R es una relaión binaria difusa sobre U × U , y ◦ denota la omposiión(unaria) del onjunto difuso A �araterizado por el prediado A(x) en el universo
U� y la relaión difusa R.A diferenia de la lógia ordinaria, el anteedente A(x) no tiene por qué oinidiron A′(x), y este modus ponens difuso puede verse omo un aso partiular de laregla de omposiión, sin más que elegir omo relaión R el produto artesianoborroso A×B.Un modus ponens difuso aparee, por ejemplo, en [Vojtá² y Paulík, 1996℄, en ellenguaje f-Prolog que estudiamos en la Seión 2.2, aunque en su formalizaión nose ontemplen relaiones borrosas.Otras reglas de inferenia, que son la base del razonamiento aproximado, ademásde la regla de la omposiión y (el aso partiular) del modus ponens son el prinipiode herenia, la regla de la interseión, la regla del produto artesiano y la regla dela proyeión, entre las más habituales. No las desribimos aquí.



22 Capítulo 1. IntroduiónLos prediados lásios sólo pueden modi�arse por la negaión. Pero si A(x) esun prediado difuso, tiene sentido onsiderarno A(x), muy A(x), algo A(x), más o menos A(x), aproximadamente A(x),...En efeto, pueden formalizarse estos llamados modi�adores de prediado (o erassemántias, para los lingüistas), que son adverbios del lenguaje que matizan el usode la propiedad A(x). Así por ejemplo, podemos de�nir el modi�ador �muy� de laforma (suponiendo que A(x) está de�nido en U , y x0 ∈ U).
I(muyA(x0)) = [I(A(x0))]

2 o equivalentemente I(muyA(x0)) = [µA(x0)]
2y el modi�ador �algo�

I(algoA(x0)) = [I(A(x0))]
1/2 o equivalentemente I(algoA(x0)) = [µA(x0)]

1/2Es de gran utilidad en el razonamiento aproximado el onepto lógio de variablelingüístia, desarrollada por Zadeh [1975℄, uyos valores son términos o expresionesdel lenguaje natural o formal, etiquetas ligüístias en el ontexto onsiderado. Ejem-plo de variable lingüístia puede onsiderarse la variable veloidad y son valores deésta: baja, media, alta, elevada, entre otros. Pero, ejemplo es también la variableverdad on valores posibles: muy verdadero, algo verdadero, falso (no verdadero),muy falso, et., es deir, los asoiados a los orrespondientes modi�adores que sehayan formalizado.Por último, dejemos onstania de que, además de las diferenias ya observadason la lógia ordinaria:- aráter vago de los prediados- in�nitos valores de verdad- presenia modi�adores lingüístios- diferentes interpretaioneses muy relevante también la presenia de uanti�adores espeí�os (véase [Duboisy Prade, 1980℄) omo son: asi, algunos, la mayoría, aproximadamente.



1.3. Lógia difusa 231.3.4. Apliaiones. Razonamiento aproximado, ontrol difu-so y sistemas expertos.Las noiones básias de la lógia difusa se per�lan, por primera vez, en el artíulode Zadeh [1965b℄ sobre onjuntos borrosos. Aunque algunos ientí�os, omo losmatemátios R. Bellman y G. Moisil, reiben las nuevas ideas on entusiasmo, deforma mayoritaria generan reelo y, a vees, hostilidad. Hoy en día, la ontroversiasobre esta lógia ontinúa, aunque no en el mismo grado: las numerosas apliaionesde la lógia borrosa son ontundentes. Quizá la tradiión artesiana, preoupada enoasiones por atender a lo uantitativo y preiso a la vez que ignora lo ualitativoe impreiso, pueda ir aeptando la extraordinaria potenia de esta materia parainterpretar la realidad.Japón es el país en el que la lógia borrosa y sus apliaiones han tenido mayorauge, siendo los preursores, en 1968, los profesores K. Asai, K. Tanaka y T. Teranoon sus trabajos sobre autómatas borrosos y sistemas de aprendizaje.En Europa, el interés por la lógia borrosa omenzó a prinipios de los 70 y lasaportaiones más signi�ativas se entran en desarrollos teórios. Hay que destaar laaportaión de Mamdani y Assilian [1975℄ en ontrol borroso que propiia la primeraapliaión industrial importante: el ontrol de un horno de emento en Copenhaguea �nales de los 70.El profesor E. Trillas fue quien iniió en España la investigaión sobre la lógiaborrosa y sus apliaiones y, en opinión de Zadeh [1996℄, sus aportaiones han in�uídonotablemente para que nuestro país sea uno de los núleos punteros en Europa eneste área.Un hito importante en el desarrollo de la lógia difusa lo maró el seminarioEE.UU.-Japón sobre onjuntos borrosos y sus apliaiones que se elebró en Berkeleyen 1974 y el Congreso IFSA (de la Asoiaión Internaional de Sistemas Borrosos) deTokio en 1987. En ese ongreso, Matsushita anunió el primer produto de onsumobasado en lógia borrosa (un abezal de duha). Simultáneamente, en otro ampo,omenzó a operar el sistema del metro de Sendai, que empleaba un ontroladorbasado en lógia borrosa y está onsiderado omo una de las apliaiones de mayoréxito de esta lógia [Valverde y Zadeh, 1996℄.La apliaión de la lógia difusa a la teoría de ontrol ha sido natural, de he-ho el ali�ativo �fuzzy� nae íntimamente ligado a este área. Y la evoluión delontrol borroso ha sido espetaular. Su reimiento ha sido muy rápido porque lasapliaiones de la lógia borrosa al ontrol automátio son senillas de realizar al no



24 Capítulo 1. Introduiónexigir más que reglas �si entones� borrosas para manipular omandos. En efeto,los fundamentos del ontrol borroso se entran en que las reglas del proeso, elabo-radas generalmente por los expertos, son impliaiones borrosas en uyos términos(anteedente y onseuente) �guran proposiiones borrosas, simples o ompuestas[Driankov et al., 1996; Palmn et al., 1997℄.Además, los ontroladores borrosos son simples y robustos, y en muhos asos noabe alternativa para los ontroles tradiionales por no existir modelo matemátiotradiional efetivo o ser inviable en la prátia [Mamdani, 1993℄. Ebrahim Mamdanies sin duda el pionero en el diseño de métodos de ontrol borroso.Ya hemos visto ómo la lógia difusa se oupa de la formalizaión de prediadosvagos. Pero esta lógia aporta, además, modelos para el estudio de formas de ra-zonamiento usuales. La lógia lásia aborda razonamientos on formulaiones muypreisas y en la lógia borrosa éste es un aso límite del razonamiento aproximado.Si ya detallamos ómo la lógia difusa failita símbolos y operadores que reogenel onepto de vaguedad, ahora menionaremos ómo proporiona, asimismo, reglasde inferenia que permiten aotar o extender los grados de verdad que aportan lapremisas. Y es que uno de los objetivos básios de esta lógia es prourar un áluloadeuado para la representaión del onoimiento y la obtenión de inferenias enun entorno de vaguedad e impreisión [Valverde y Zadeh, 1996℄.Zadeh iniia también la teoría del razonamiento aproximado en el ontexto dela inteligenia arti�ial; busando herramientas más e�aes para la onstruión desistemas expertos, introdue este área.En [Zadeh, 1973℄ enunia el llamado prinipio de inompatibilidad, por el queresultan antagónios la preisión y la omplejidad, a la hora de desribir la ondutade un sistema, por lo ual los programas onvenionales tienen muy poa efetivi-dad para modelar el omportamiento humano. Busando herramientas e�aes paratratar la informaión impreisa se plantea:
i) la representaión de la informaión (impreisa), mediante onjuntos difusos.
ii) la inferenia sobre informaión impreisa, basada en el uso de la impliaiónborrosa y de la propiedad más relevante: el modus ponens generalizado, formalizadoéste en la omposiión unaria de un onjunto borroso y una relaión borrosa (lallamada regla omposiional de inferenia).Esta propiedad partiular de la omposiión de dos relaiones borrosas desena-dena la posibilidad de apliar la lógia difusa al ontrol difuso y permite el desarrollode los sistemas de razonamiento y su implementaión.



1.3. Lógia difusa 25La seleión de la funión de impliaión que ha de emplearse es uestión esenialen el diseño de los sistemas de inferenia. La efetividad de las diferentes funionesde impliaión, a la hora de reproduir el razonamiento humano y failitar métodosde inferenia adeuados ha sido muy estudiado en la literatura.El fenómeno de la vaguedad, que no es sólo lingüístio, invade el razonamientoordinario, porque el disurso ordinario está lleno de prediados vagos, no preisa-bles, que pierden maties al intentar delimitarlos arbitrariamente, y la inteligeniaarti�ial se interesa por los distintos modos de este onoimiento [Trillas et al., 1995℄.La lógia difusa tiene gran relevania en la ingeniería del onoimiento por dosaspetos prinipales: por representar formalmente el onoimiento impreiso y porgestionar adeuadamente la inertidumbre en algunos sistemas expertos. En general,esta lógia es un instrumento útil y senillo para el tratamiento de distintas moda-lidades de razonamiento aproximado [Valverde y Zadeh, 1996℄. En [Dubois et al.,1991a; Dubois y Prade, 1991℄ puede enontrarse amplio detalle del interés de lalógia difusa para el razonamiento aproximado.Un sistema experto es un sistema basado en el onoimiento al que se le in-orpora informaión proveniente de expertos del dominio [Pajares y Santos, 2005℄.Su �nalidad es la resoluión de problemas de este dominio, apliando ténias derazonamiento sobre el onoimiento que alberga su base de onoimiento.Aunque la teoría de la probabilidad es el modelo formal lásio para representarla inertidumbre, no ha sido universalmente aeptado en el diseño de sistemas exper-tos para gestionar la inertidumbre. Es bien sabido que requiere una amplia oleiónde datos y gran número de operaiones para que resulte apropiada [Shortli�e y Bu-hanan, 1975; Adams, 1976℄. Varios métodos, extensiones espeializadas del álulode probabilidades, han sido desarrollados para salvar estas limitaiones, tales omolos fatores de erteza de MYCIN9 [Shortli�e y Buhanan, 1975℄, el Bayesianismosubjetivo [Duda et al., 1990℄, la teoría de la evidenia de Dempster-Shafer [Shafer,1976℄ y la teoría de endorsements [Cohen, 1985℄. En ontraste on los métodos an-teriores, arentes de un maro semántio bien onoido, L. A. Zadeh propone, omoya ha sido onsiderado, una lógia formal basada en la teoría de onjuntos difusosmuy adeuada para tratar la inertidumbre.Los sistemas basados en reglas difusas (FRBSs, arónimo de Fuzzy Rule-BasedSystems) son una extensión de los sistemas lásios de representaión del onoimien-to basados en reglas [Cordón et al., 2001℄. Al igual que estos últimos, los FRBSs se9MYCIN es un sistema experto esrito en Prolog.



26 Capítulo 1. Introduiónomponen de reglas ondiionales de la forma �si entones�, on la partiularidad deque el anteedente y el onseuente son expresiones difusas.Son destaables las siguientes ventajas de los sistemas expertos difusos:- Son una forma fáil de odi�ar un sistema no lineal.- Tienen buena orrespondenia on los esquemas de razonamiento humano so-bre una gran lase de problemas matemátios.- Se ejeutan rápidamente sobre omputadoras onvenionales.- Se ejeutan a veloidades extremadamente altas sobre hardware espeializado.La apliaión de la lógia borrosa a los sistemas basados en reglas se ha desa-rrollado prinipalmente en, de una parte, generalizar el modelo de los fatores deerteza y, de otra, en el uso de prediados difusos en la desripión de las reglas yde la realidad.En general, los métodos de razonamiento aproximado para el tratamiento dela inertidumbre se pueden agrupar en dos grandes tipos: los ualitativos, omolos basados en lógias no monótonas (si no se dispone de su�iente informaión serealizan hipótesis que pueden ser orregidas on nueva informaión) y los numérios.Entre éstos últimos, de interés marginal aquí, hay que onsiderar los probabilís-tios y muy espeialmente las redes bayesianas, introduidas a �nales de los años 80que originan el resurgimiento del uso de la probabilidad en los sistemas expertos.Este modelo de red bayesiana, que usan modelos grá�os para espei�ar distribu-iones de probabilidad, no es el únio modelo grá�o para modelar sistemas expertosprobabilístios, porque también lo son los grafos de Markov y las redes adena, perosí son los más usados (véase [Castillo et al., 1996; Giarratano y Riley, 1994℄).Relaionamos, para �nalizar, algunas de las múltiples apliaiones onretas deesta lógia (en el ampo del ontrol difuso y de los sistemas expertos, prinipalmente).-Eletrónia de onsumo: lavadoras inteligentes (Matsuhita Eletroni Indus-trial), hornos miroondas, sistemas térmios, ámaras de vídeo, televisores, estabili-zadores de imágenes digitales (Matsuhita) y sistemas de foo automátio en ámarasfotográ�as.-Sistemas: sistemas de pilotaje automátio de aeronaves, sistemas de depuraiónde aguas, sistemas de frenado automátio, de suspensión automátia y de onduiónautomátia de vehíulos, sistemas industriales de ontrol de ombustión, ontrolado-res de trá�o, sistemas de refrigeraión/alefaión, sistemas de prediión del lima,



1.3. Lógia difusa 27sistemas de prediión de fenómenos atmosférios y sistemas de reonoimiento deesritura.-Software de: diagnóstio médio ((CADAG, Adlssnig), Arita, OMRON), segu-ridad (Yamaihi, Hitahi), traduión lingüístia, omprensión de datos, tenologíainformátia y bases de datos difusas para almaenar y onsultar informaión impre-isa (uso del lenguaje FSQL).En resumen, y atendiendo a la opinión de Valverde y Zadeh [1996℄, las apliaio-nes de la lógia borrosa se dan, primordialmente, en dos ampos bien difereniados:de una parte las apliaiones a la teoría de ontrol y de otra las apliaiones en eldesarrollo de sistemas expertos.Ahora bien, son de destaar �nalmente las ontribuiones de la lógia al softomputing. La apariión de la neuroomputaión y los algoritmos genétios (a me-diados de los 80), tuvo un impato signi�ativo en el desarrollo de la lógia borrosa.La probabilidad y la lógia borrosa pueden usarse onjuntamente en las metodolo-gías de neuroomputaión y algoritmos genétios. Esta onstataión sugiere a Zadeh[1996℄ el onepto de soft omputing entendido omo �una espeie de onsorio osoiedad entre la lógia borrosa, la neuroomputaión y el razonamiento probabilís-tio�. En este ámbito, la lógia borrosa aporta una metodología para el tratamientode la impreisión, el razonamiento aproximado y la omputaión on palabras. Loimportante del soft omputing es que sugiere la posibilidad de emplear la lógiaborrosa, la neuroomputaión y los algoritmos genétios de forma ombinada en vezde aislada. Una de las ombinaiones más destaadas en la atualidad es la de lossistemas �neuro-fuzzy� (para una introduión puede verse [Nguyen, 2002℄). El em-pleo reiente del soft omputing ha supuesto una ontribuión importante para laonepión, el diseño y el desarrollo de sistemas inteligentes.En opinión de Valverde y Zadeh [1996℄, estamos entrando en una era de sistemasinteligentes que tendrán un impato profundo en las formas en que nos omunia-mos, tomamos deisiones y utilizamos las máquinas, y la lógia difusa, junto on sussoios en el soft omputing (y también, a nuestro pareer, los lenguajes delarati-vos difusos), jugarán un papel importante en onseguir que la era de los sistemasinteligentes sea una realidad.En la siguiente seión, entramos en otra de las grandes (prometedoras) aplia-iones de la lógia difusa: el diseño de lenguajes delarativos que permitan odi�aron mayor failidad las apliaiones on rasgos difusos de los ampos que referidos(sistemas basados en reglas difusas, inteligenia arti�ial, soft omputing,...).



28 Capítulo 1. Introduión1.4. Programaión lógiaLa programaión lógia ([Lloyd, 1987; Apt, 1990, 1997; Julián y Alpuente, 2007℄) sebasa en fragmentos de la lógia de prediados, siendo el más popular el de Cláusu-las de Horn que puede emplearse omo base para un lenguaje de programaión alposeer una semántia operaional para la que abe una implementaión e�iente (laresoluión-SLD).Su rasgo prinipal es, en efeto, el uso de la lógia omo lenguaje de programaión,lo que puede onebirse omo sigue:un programa es una teoría formal en una ierta lógia, yla omputaión se entiende omo una forma de deduión en esta lógia.Los prinipales requisitos que debe umplir la lógia empleada son (veáse [Julián,2000℄): i) disponer de un lenguaje que sea su�ientemente expresivo para ubrir unampo de apliaión interesante; ii) disponer de una semántia operaional, estoes, un meanismo de ómputo que permita ejeutar los programas; iii) disponerde una semántia delarativa que permita dar un signi�ado a los programas deforma independiente a su posible ejeuión, y iv) poseer resultados de orreióny ompletitud que aseguren que lo que se omputa oinide on aquello que esonsiderado omo verdadero de auerdo on la noión de verdad que sirve de base ala semántia delarativa. Además, esta semántia delarativa espei�a el signi�adode los objetos sintátios del lenguaje por medio de su traduión en elementos yestruturas de un dominio (generalmente matemátio) onoido.El meanismo operaional de los programas lógios se fundamente en una partiu-larizaión de la estrategia de resoluión, llamada resoluión-SLD, que es un métodode prueba por refutaión que emplea el algoritmo de uni�aión omo meanismode base y permite la extraión de respuestas, es deir el enlae de un valor a unavariable lógia. Es un re�namiento de la resoluión de Robinson, que ha sido desritopor primera vez por Kowalski [1974℄, y uyas siglas haen menión a las iniiales de�resoluión lineal on funión de seleión para programas de�nidos�. Además, es unmétodo de prueba orreto y ompleto para la lógia referida.Como semántia delarativa puede usarse la teoría de modelos que toma omodominio un universo puramente sintátio: el universo de Herbrand.Introduimos a ontinuaión algunas noiones básias de la programaión lógiaque usaremos en apítulos posteriores. El letor que desee mayor detalle, puede ver[Lloyd, 1987; Julián y Alpuente, 2007℄.



1.4. Programaión lógia 29Denotamos por V un onjunto in�nito (numerable) de variables y por Σ unonjunto de símbolos de funión f/n, ada uno on una aridad n asoiada. T (Σ,V)10y T (Σ) denotan, respetivamente, el onjunto de términos y términos básios (sinvariables) onstruidos sobre Σ ∪ V y Σ, respetivamente. El onjunto de variablesque apareen en una expresión E se denota por Var(E). Un término t es básio si
Var(t) = ∅.De�niión 1.4.1 ([Julián y Alpuente, 2007℄). Una sustituión σ es una apliaión
σ : V −→ T que asigna a ada variable x del onjunto de variables V de un lenguajede primer orden L, un término σ(x) del onjunto de términos T .Es ostumbre exigir que σ(x) 6= x sólo para un número �nito de variables, ytambién expresar la sustituión en términos onjuntistas, identi�ando (en ier-to sentido) la apliaión σ on el onjunto de imágenes. Es deir, esribiremos
σ = {x1/t1, . . . , xn/tn}, donde ti = σ(xi) es un término diferente de xi y a adapar xi/ti le diremos enlae o elemento de la sustituión.Llamaremos dominio de σ al onjunto Dom(σ) = {x ∈ V : σ(x) 6= x} =

{x1, . . . , xn} y rango de σ al onjuntoRan(σ) = {σ(x) : x ∈ Dom(σ)} = {t1, . . . , tn}.Además, representaremos por id la sustituión identidad que puede entenderse omoel onjunto vaío de enlaes, de modo que Dom(id) = ∅, es deir, id(x) = x, paratoda x ∈ V . Diremos también que σ es básia si los términos ti son básios (noontienen variables).De�niión 1.4.2. Dada una expresión E y una sustituión σ, se llama instania
σ(E) al resultado de apliar σ sobre E, reemplazando simultáneamente ada ou-rrenia de xi en E por el orrespondiente término ti, siendo xi/ti un elemento dela sustituión σ.Es ostumbre denotar la instania anterior por Eσ en lugar de σ(E). Cuando lasustituión se aplia a fórmulas más generales del lenguaje L y no sólo a expresionesde un lenguaje lausal, onviene renombrar las variables ligadas antes de apliar lasustituión (véase, [Julián, 2004℄).De�niión 1.4.3. Dadas las sustituiones σ = {x1/t1, . . . , xn/tn}, θ = {y1/s1, . . . ,

ym/sm}, la omposiión σ ◦ θ11 es la sustituión determinada a partir el onjunto
σ ◦ θ = {x1/θ(t1), . . . , xn/θ(tn), y1/s1, . . . , ym/sm} eliminando los enlaes xi/θ(ti)tal que xi = θ(ti) y eliminando en θ los enlaes yj/sj tal que yj ∈ {x1, . . . , xn}.10En oasiones esribiremos sólo T .11En oasiones esribiremos σθ en lugar de σ ◦ θ.



30 Capítulo 1. IntroduiónEsta omposiión veri�a sobre una expresión E que (σ ◦ θ)(E)= σ(θ(E)), es aso-iativa y la sustituión identidad es el elemento neutro (por la izquierda y la de-reha). Por otra parte, dadas σ, θ on Var(σ) ∩ Var(θ) = ∅, se de�ne la unión
σ ∪ θ por el onjunto unión de ambas, es deir, (σ ∪ θ)(x) = σ(x), x ∈ Dom(σ) y
(σ ∪ θ)(x) = θ(x), x ∈ Dom(θ).Una sustituión ρ se llama sustituión renombramiento o simplemente renom-bramiento si existe ρ−1 (sustituión inversa) tal que ρ ◦ ρ−1 = ρ−1 ◦ ρ = id. Dosexpresiones E1, E2 son variantes si existen sustituiones de renombramiento ρ, ρ′tales que E1 = ρ(E2) y E2 = ρ′(E1). La omposiión de sustituiones indue elpreorden (subsumión) habitual entre sustituiones: θ ≤ σ si, y sólo si, existe γtal que σ = θ ◦ γ y deimos que θ es más general que σ. Este preorden indue un(pre-)orden parial sobre términos dado por t ≤ t′ si existe γ tal que t′ = tγ.Dos términos t y t′ son variantes (uno de otro) si existe un renombramiento ρ talque tρ = t′. Dada una sustituión θ y un onjunto de variables W ⊆ V , denotamospor θ|̀W la sustituión obtenida de θ restringiendo Dom(θ) a las variables de W .Esribimos θ = σ [W ] si θ|̀W = σ|̀W , y θ ≤ σ [W ] denota la existenia de unasustituión γ tal que θ ◦ γ = σ [W ].En la siguiente de�niión, se aborda el onepto de uni�aión que resulta fun-damental en la programaión lógia y en la demostraión automátia ([Julián yAlpuente, 2007℄). De forma intuitiva, uni�ar dos expresiones supone lograr queambas sean sintátiamente iguales después de apliar sobre ellas una sustituiónque llamaremos uni�ador (es deir, serán sintátiamente iguales las instanias queresulten de ambas mediante alguna sustituión).De�niión 1.4.4. Una sustituión θ es un uni�ador de las expresiones E1, E2 si,y sólo si, θ(E1) = θ(E2).Esta de�niión se extiende de manera natural a un número �nito de expresiones
E1, . . . , En y hablaremos también del uni�ador del onjunto S = {E1, . . . , En}.De�niión 1.4.5 (Julián y Alpuente [2007℄). Un uni�ador σ de un onjunto deexpresiones S es un uni�ador más general (o de máxima generalidad) para S si, ysólo si, ualquier otro uni�ador θ es tal que σ ≤ θ.Denotaremos por mgu (del inglés, most general uni�er ) al uni�ador más generalde un onjunto de expresiones, que siempre existe (si la expresiones uni�an) y esúnio salvo (omposiión on sustituiones de) renombramiento (véase [Lassez et al.,1988℄).



1.5. Programaión lógia difusa 311.5. Programaión lógia difusaDesde un punto de vista formal, la programaión lógia difusa es un área de lalógia difusa dediada al estudio de teorías difusas o programas difusos, que son unonjunto de expresiones lógias difusas en un lenguaje de primer orden diretamenteejeutables en un omputador.La programaión lógia ([Lloyd, 1987; Apt, 1997; Julián y Alpuente, 2007℄ sonreferenias fundamentales en este ontexto) se ha usado ampliamente para resolverproblemas y para representaión del onoimiento [Meritt, 1989; Sterling y Shapiro,1986℄. Sin embargo, los lenguajes tradiionales de la programaión lógia no inorpo-ran ténias que permitan tratar, de manera explíita, la vaguedad y el razonamientoaproximado.La programaión lógia difusa es un área de investigaión que aglutina el esfuerzode introduir la lógia difusa en la programaión lógia. Si, debido a su alto nivel deabstraión y expresividad, los lenguajes delarativos son ampliamente reonoidosomo una de las mejores herramientas para el desarrollo de apliaiones on unafuerte omponente simbólia, omo ourre a menudo en el ampo de la inteligen-ia arti�ial, los lenguaje basados en lógia difusa aportan una habilidad naturalpara modelar esenarios de naturaleza vaga o impreisa y formular razonamientoaproximado.Como observaremos en lo que sigue, el área se enuentra en un estado relativa-mente inipiente, no existiendo estándares laros sino distintas aproximaiones sinque, por el momento, ninguna de ellas sea totalmente hegemónia ni aglutine lasrestantes opiones.La gestión de la inertidumbre y/o de la impreisión en los proesos de deduiónes una uestión relevante una vez que en el mundo real la informaión a proesar es denaturaleza imperfeta. En programaión lógia, este asunto ha atraído la atenión demuhos investigadores y han sido propuestos distintos maros para su formalizaión.En esenia, di�eren en la noión subyaente de teoría de la inertidumbre y teoríade la impreisión que ontemplan:teoría de la probabilidad [Baral et al., 2004; Dekhtyar y Dekhtyar, 2005; Dekht-yar y Subrahmanian, 2000; Fuhr, 2000; Lakshmanan y Sadri, 1994, 2001; Lu-kasiewiz, 1999b, 2001b, 1999a, 2001a; Muggleton, 1995; Ng y Subrahmanian,1991, 1992; Ngo y Haddawy, 1997; Wüthrih, 1995℄,teoría de onjuntos difusos [Cao, 2000; Hinde, 1986; Ishizuka y Kanai, 1985;



32 Capítulo 1. IntroduiónKlawonn y Kruse, 1994; Martin et al., 1987; Mukaidono et al., 1989; Shapiro,1983; van Emden, 1986; Vojtá² y Paulík, 1996; Vojtá², 2001; Yasui et al., 1995℄,lógia multi-valorada [Damásio et al., 2004a,b; Damasio et al., 2004; Damá-sio y Moniz-Pereira, 2001b,a, 2004; Fitting, 1991; Kifer y Li, 1988; Kifer ySubrahmanian, 1992; Lakshmanan y Sadri, 1997; Lakshmanan y Shiri, 2001;Loyer y Straia, 2002a,b, 2003, 2006; Lu, 1996; Mateis, 2000; Medina et al.,2004, 2001d,; Medina y Ojeda-Aiego, 2004; Medina et al., 2001d,b,a; Medinay Ojeda-Aiego, 2002; Damásio et al., 2007; Straia, 2005b,a℄,lógia posibilista [Alsinet et al., 2008; Alsinet y Godo, 2000; Dubois et al.,1991b, 1998; Niolas et al., 2005; Chesñevar et al., 2004℄,y en ómo son gestionados los valores de inertidumbre/impreisión asoiados a lasreglas y hehos.Los maros atuales para gestionar la impreisión en programaión lógia difusapueden lasi�arse en basados en anotaiones y basados en impliaiones (véanse atal efeto [Lakshmanan y Shiri, 2001; Loyer y Straia, 2005℄).Los basados en anotaiones (véase por ejemplo [Kifer y Li, 1988; Kifer y Su-brahmanian, 1992; Ng y Subrahmanian, 1991, 1992; Lu, 1996; Cao, 2000;Kraj£i et al., 2002℄), admiten reglas de la forma A : f(β1, . . . , βn) ←− B1 :

β1, . . . , Bn : βn uyo signi�ado puede entenderse del modo �el grado de ver-dad de A es al menos f(β1, . . . , βn) siempre que el grado de verdad de adaátomo Bi sea al menos βi, 1 ≤ i ≤ n�, siendo f una funión omputable y βi esuna onstante o una variable sobre un dominio (onjunto de valores de verdad)apropiado.Los basados en impliaiones (véase por ejemplo [Damásio et al., 2004a; Da-másio y Moniz-Pereira, 2004; Lakshmanan y Sadri, 1994; Lakshmanan y Shiri,2001; Medina et al., 2001d,,b,a; Medina y Ojeda-Aiego, 2002; Medina et al.,2004; Medina y Ojeda-Aiego, 2004; Damásio et al., 2007; van Emden, 1986;Vojtá², 2001℄) tienen reglas que podemos dar del modo 〈A←@(B1, . . . , Bn); v〉donde v es el grado de verdad asoiado a la fórmula A←@(B1, . . . , Bn), en laque @ es una onetiva que ombina las expresiones atómias Bi.Computaionalmente, dada una interpretaión I, los valores de verdad I(Bi)se alulan onforme determina la funión de verdad de la onetiva @ y poste-riormente se propagan onvenientemente al átomo A de la abeza de la regla.



1.5. Programaión lógia difusa 33Además, los grados de verdad pueden tomarse en un retíulo, es deir, la apli-aión I puede tomar valores sobre un ierto retíulo. Puede verse en [Damásioet al., 2004a; Kraj£i et al., 2004; Lakshmanan y Shiri, 2001; Vojtá², 2001℄ ó-mo la mayoría de los maros que manejan impreisión y programaión lógiapueden ser ontemplados en este ontexto.Es de destaar que la mayoría de las aproximaiones no ontemplan ningún tipode razonamiento no-monótono ni admiten negaión. No es el aso de [Damásio yMoniz-Pereira, 2001a; Loyer y Straia, 2006, 2002a,b, 2003; Straia, 2005a,b℄, endonde el dominio de valores de verdad es un retíulo. También [Vauheret et al.,2002; Guadarrama et al., 2004℄ admiten negaión, pero aquí los grados de verdadson intervalos reales [Klir y Yuan, 1995℄ lo que resulta muy adeuado para formalizarvariables lingüístias omo la variable edad o la variable veloidad.Deteniéndonos en la negaión, digamos que es el onepto lógio más relevan-te que no ha sido ontemplado originariamente por la programaión lógia difusa,debido a que su inorporaión onlleva una omplejidad signi�ativa. Sin embar-go, la negaión juega un papel importante en la representaión del onoimientoen donde muhos de sus usos no pueden ser simulados por programas positivos. Lanegaión es también útil en la gestión de bases de datos, omposiión de programas,razonamiento por defeto, et.En uanto al meanismo operaional ontemplado en las distintas aproxima-iones, observamos que en muhos de ellos se reemplaza el meanismo lásio deinferenia, la resoluión-SLD, por una variante difusa que permita razonar on iner-tidumbre y evaluar grados de verdad. La mayoría de estos implementan el prinipiode resoluión difuso introduido por Lee [1972℄ (extendido por Mukaidono [1982℄ ypor Weigert et al. [1993℄), omo el sistema Prolog-Elf [Ishizuka y Kanai, 1985℄, elsistema Fril Prolog [Baldwin et al., 1995℄ y el lenguaje F-Prolog [Li y Liu, 1990℄.Sin embargo, no hay un método omún para �difuminar� el prinipio de resolu-ión de Prolog (véase [Vauheret et al., 2002℄): lenguajes difusos omo el lenguajeLikelog onsiderado en [Arelli y Formato, 1999℄ sólo ontemplan la omponente bo-rrosa en los prediados introduiendo la noión de similaridad entre ellos, Atanassovy Georgiev [1993℄ implementa una modalidad de resoluión onebida para gestionargrados de verdad de las láusulas que son intervalos (ada uno de sus extremos repre-senta el grado de verdad y de falsedad), Li y Liu [1990℄ onsidera expresiones difusasque inorporan eras semántias, Mukaidono et al. [1989℄ ontempla expresionesque tienen asoiada una ierta on�anza obtenida a partir de su grado de verdad



34 Capítulo 1. Introduióny se establee la on�anza del resolvente, de la orrespondiente resoluión difusa, apartir de la on�anza de las láusulas originales, y otros sistemas omo, por ejemplo[Vojtá² y Paulík, 1996; Medina et al., 2001d,, 2004; Medina y Ojeda-Aiego, 2004℄,onsideran hehos difusos y/o reglas difusas etiquetando láusulas de programa onnúmeros reales (o, más generalmente, elementos de un retíulo) que representan elgrado de verdad asoiado. En resumen, en estos lenguajes, pueden ser diferentes losmodos en que se representa el onoimiento difuso y también los métodos elegidospara gestionar diho onoimiento.Las propiedades de orreión y ompletitud para los diferentes tipos de se-mántia operaional han sido propuestas en relaión on una semántia delarativaapropiada, que en muhos asos ha sido onebida omo una extensión difusa dellásio modelo mínimo de Herbrand [Lloyd, 1987℄.Respeto al prinipio de resoluión lásio, basado en la uni�aión sintátia,enontramos dos aproximaiones a la hora de enriqueerlo on rasgos difusos:La primera aproximaión, representada por lenguajes que reemplazan el me-anismo de la uni�aión sintátia, de la lásia resoluión-SLD, por un algo-ritmo de uni�aión difusa.En esta línea se enuentran trabajos omo el de Virtanen [1991℄ donde se pre-senta un algoritmo de uni�aión difuso basado en relaiones de equivaleniaborrosas. Rios-Filho y Sandri [1995℄ haen una distinión entre onoimientoespeí�o y general on el objetivo de direionar el algoritmo de uni�aión bo-rrosa, el llamado algoritmo de uni�aión ontextual. Otros trabajos intentanonstruir algoritmos de uni�aión borrosa basados en relaiones de ompati-bilidad difusas, on el objetivo de inluir el tipo de datos onjunto difuso en elmaro de la programaión lógia (véase por ejemplo [Alsinet y Godo, 1998℄).Por otro lado están aquellos planteamientos de Arelli y Formato [2002℄; For-mato et al. [1999, 2000℄; Sessa [2000, 2002℄, menos expresivos pero más e�ien-tes desde el punto de vista de su implementaión, que sustituyen el meanismode uni�aión sintátio de la resoluión-SLD lásia, por un algoritmo de uni-�aión débil, basado en relaiones de similaridad (puede verse en [Klawonn,2003℄ el onepto de similaridad). Con ello se obtiene un meanismo opera-ional denominado resoluión débil o resoluión-SLD basada en similaridaden [Sessa, 2002℄. Mientras que el meanismo global de resoluión permane-e básiamente inalterado, la uni�aión ambia drástiamente, ontemplandola posibilidad de �igualar� sintátiamente símbolos (de onstante, funión o



1.5. Programaión lógia difusa 35prediado) distintos, siempre que exista un ierto grado de similaridad entreellos. Este algoritmo, proporiona un uni�ador más general débil, así omoun valor numério, llamado grado de uni�aión. Intuitivamente, el grado deuni�aión representa el grado de verdad asoiado on la instania omputadade la pregunta. Los programas esritos en esta lase de lenguajes onsisten, enesenia, en un onjunto de láusulas, junto a un onjunto de �euaiones desimilaridad� que juegan un papel importante durante el proeso de uni�aión[Sessa, 2002℄. Esta última línea de trabajo ha llevado a la implementaión dedos lenguajes [Arelli y Formato, 1999; Loia et al., 2001℄, que desgraiadamenteno están aesibles al públio y de los que se dispone limitada doumentaión.En la segunda aproximaión, los programas son un subonjunto de láusulason un grado de verdad asoiado que está explíitamente anotado. El traba-jo de omputaión y propagaión de los grados de verdad se realiza a travésde una semántia operaional que es una una extensión del prinipio de re-soluión lásio, mientras el meanismo de uni�aión (sintátia) permaneeinalterado.Ejemplos de este tipo de lenguajes son el desrito en [Vojtá² y Paulík, 1996;Vojtá², 2001℄ o el presentado en [Vauheret et al., 2002℄ que inorpora negaióny la lógia subyaente usa intervalos en vez de números reales para representarlos grados de verdad [Klir y Yuan, 1995℄.En nuestra opinión, el ontexto más interesante lo representa la programaiónmulti-adjunta onsiderada en [Medina et al., 2001d,,b,a; Medina y Ojeda-Aiego, 2002; Medina et al., 2004; Medina y Ojeda-Aiego, 2004; Damásioet al., 2007℄, en la que los grados de verdad se toman freuentemente en unretíulo y la sintaxis permite inorporar lógias distintas en las reglas. Ha sidoonebida omo una generalizaión de la programaión lógia monótona y resi-duada onsiderada en [Damásio y Moniz-Pereira, 2000; Dekhtyar y Subrahma-nian, 2000; Damásio y Moniz-Pereira, 2001b, 2002, 2004℄ que, a su vez, aptura(entre otros) los programas lógios probabilístios híbridos de Dekhtyar y Su-brahmanian [2000℄, los programas de bases de datos dedutivas probabilístiasde Lakshmanan y Sadri [2001℄, los programas lógios probabilístios ordinariosde Lukasiewiz [2001b℄ y los programas del maro de deduión uantitativade van Emden [1986℄ (que, a su vez, extienden a los programas de Dubois et al.[1991b℄).



36 Capítulo 1. IntroduiónAdemás, omo ya se ha referido, no hay unanimidad aera de la lógia difusausada en los distintos ontextos. La mayoría de los sistemas usan la lógia min-max(para modelar la onjunión y la disyunión), pero algunos sistemas usan la lógiade Lukasiewiz [Klawonn y Kruse, 1994℄. Otras aproximaiones permiten una inter-pretaión más genéria de las onetivas [Vojtá² y Paulík, 1996℄, y la programaiónmulti-adjunta admite además distintas lógias para las onetivas de las reglas.En uanto al onjunto sobre el que se interpretan las fórmulas12, nos enontramoson programas lógios difusos que se interpretan en:1. El intervalo [0, 1], omo es el aso de [Mukaidono et al., 1989; van Emden,1986; Shapiro, 1983; Vojtá² y Paulík, 1996; Vojtá², 2001; Arelli y Formato,1999; Kraj£i et al., 2004℄.2. Un retíulo, omo por ejemplo [Medina et al., 2001d,,b; Medina y Ojeda-Aiego, 2002; Medina et al., 2004; Medina y Ojeda-Aiego, 2004℄ (retíulomulti-adjunto) y también [Damásio y Moniz-Pereira, 2000, 2001b, 2002; Da-másio et al., 2004b℄ (retíulo residuado).3. Un biretíulo [Ginsberg, 1988; Fitting, 1991; Gerla, 2005; Loyer y Straia,2004; Straia, 2005b℄, triretíulo [Lakshmanan y Sadri, 2001℄ o, más general-mente, en un multiretíulo [Medina et al., 2005, 2000, 2006, 2007,b,a℄.4. Un onjunto de intervalos, omo [Vauheret et al., 2002; Guadarrama et al.,2004; Lakshmanan y Sadri, 2001; Lukasiewiz, 2001b; Atanassov y Georgiev,1993℄.5. Un dominio de uali�aión, omo en el aso [Caballero et al., 2008; Rodríguez-Artalejo y Romero-Díaz, 2008, 2009℄13.Finalmente, observemos que la programaión lógia difusa puede utilizarse tam-bién en el ontrol borroso omo se ontempla en [Gerla, 2001, 2005; Hájek, 1998℄.Gerla [2005℄ admite, también en este ontexto, el tratamiento de informaión positivay negativa si los grados de verdad se toman sobre un birretíulo.12En otros ontextos se han usado estruturas más generales para interpretar fórmulas, omo sonlos dominios algebraios (véase [Rounds y Zhang, 2001; Sott, 1982℄).13En la atualidad, estamos interesados en ontrastar este maro on el maro multi-adjunto quesirve de soporte a la mayoría de los desarrollos que se desriben en esta tesis.



Capítulo 2Algunos lenguajes lógiosdifusosEn este apítulo onsideramos los distintos lenguajes que hemos analizado para abor-dar sobre ellos la transformaión de desplegado y adaptar, asimismo, los oneptoslásios de evaluaión parial.El primero es el lenguaje LIKELOG (arónimo de �Likeness in Logi�), que nopermite de heho realizar e�azmente esta transformaión salvo que modi�quemos�al menos� su sintaxis y su semántia operaional, tal omo justi�amos en lo quesigue. Pese a este inonveniente, seguimos interesados en diho lenguaje porque on-templa una uni�aión por similaridad, onepto éste que, aunque haya sido onsi-derado en ámbitos pariales, está ya muy asentado en la programaión lógia difusa(por ejemplo, resulta muy interesante para disponer de un sistema de onstestaiónde preguntas (en inglés, query answering) �exible [Vojtá², 2001℄). Por otra parte,sabemos que los programas de LIKELOG podrían ser emulados en el lenguaje multi-adjunto de Medina et al. [2004℄, para el que se puede formular la transformaión dedesplegado tal omo desribiremos en el Capítulo 4.Posteriormente, hemos elegido el lenguaje desrito por Vojtá² y Paulík [1996℄,por ser una refenia lásia en la programaión lógia difusa (generaliza, entre otros,el maro de la deduión uantitativa de van Emden [1986℄) y resultar adeuado parala formalizaión del onepto de desplegado de programas difusos.Desribimos a ontinuaión este lenguaje que llamamos f-Prolog y realizamossuesivas ampliaiones del mismo. 37



38 Capítulo 2. Algunos lenguajes lógios difusosLa primera ampliaión la representa lf-Prolog, el lenguaje (etiquetado) interme-dio impresindible para el desplegado, ya que al desplegar un programa f-Prolognos enontramos on el inonveniente (que en el ontexto lásio no se presenta) deque el programa transformado resultante no pertenee al lenguaje f-Prolog del pro-grama original. Esta ampliaión lf-Prolog, que planteamos en [Julián et al., 2004b℄,ontempla maras etiquetadas que son muy expresivas para desribir el meanismooperaional.Las siguientes ampliaiones las representan los lenguajes ef-Prolog y lef-Prolog[Julián et al., 2004a, 2005℄ en los que permitimos distintas interpretaiones de lasonetivas, para dar una mayor versatilidad a la hora de estimar la relevania deada láusula del programa.En el maro de la programaión lógia difusa, el lenguaje multi-adjunto desta-a, omo preisaremos en la Seión 2.5, por su potenia expresiva. Y es apropiadopara abordar el desplegado debido a la sintaxis senilla y a que la semántia ope-raional original permite propagar los grados de verdad de las reglas originales ytransformadas. Es el maro más general elegido para formalizar la transformaiónde desplegado, estudiar sus propiedades de orreión y de e�ienia; y para estu-diar, asimismo, la evaluaión parial en el ontexto difuso y su apliaión al álulode redutantes.En este apítulo se desriben las semántias operaionales de todos los lenguajesonsiderados (f-Prolog, ef-Prolog �junto on sus versiones etiquetadas� y el lenguajemulti-adjunto) y aportamos los primeros resultados de esta tesis adaptando, en adauno de los ontextos, el onepto de independenia de la regla de omputaión, demanera semejante a omo es formulada por Lloyd [1987℄ en la programaión lógiapura.Hemos logrado demostrar, en el Teorema 2.4.2 [Julián et al., 2004b℄, en el Teo-rema 2.4.3 [Julián et al., 2005℄ y en el Teorema 3.1.11 [Julián et al., 2005a℄ (ésteresultado ya en el Capítulo 3), la independenia de la regla de omputaión para losdistintos lenguajes analizados (f-Prolog, ef-Prolog y multi-adjunto).Además, para el lenguaje multi-adjunto, reformulamos la fase interpretativa on-templándolo omo un sistema de transiión de estados, aspeto determinante parala de�niión del desplegado de estos programas y, también, para realizar un análisisdel oste omputaional de los mismos.Por último, en el grupo DEC-TAU de nuestra universidad, hemos implementadouna herramienta para traduir programas lógios multi-adjuntos a programas Prolog,



2.1. El lenguaje LIKELOG 39que pretende ser una plataforma de gran utilidad para la optimizaión de programasdifusos (entre otras ampliaiones y desarrollos que podamos inluir en el futuro). Coneste sistema, libremente disponible en http://www.dsi.ulm.es/investigaion/det/-FLOPERpage.html, ya es posible ompilar, ejeutar y manipular programas lógiosdifusos, al igual que generar y visualizar árboles de desplegado.2.1. El lenguaje LIKELOGEn este apartado utilizamos el lenguaje LIKELOG tal ual se de�ne en [Arelli yFormato, 1999℄. Sintátiamente, un programa LIKELOG P esta ompuesto por dosomponentes que llamaremos P y F , respetivamente:
P es un onjunto de laúsulas Prolog y
F es un onjunto de anotaiones (euaiones) del tipo: eq(p1/a, p2/a) = n,donde p1/a y p2/a son dos símbolos de prediado o de onstante distintos (onaridad a) y n es un número que osila entre 0 y 1 y que india el grado desimilaridad entre ambos.La omponente F aporta la noión de borrosidad sobre P . La semántia operaionalse onsigue al sustituir en la regla lásia de resoluión, el algoritmo estándar deuni�aión sintátia por otro de uni�aión basada en similaridad, que extiende aloriginal al haer uso de las anotaiones de F .Dado un objetivo G, las respuestas esperadas tienen la forma (σ, n), donde σ esuna sustituión respuesta omputada (omputed answer substitution o .a.s) al estilolásio de Prolog, y n un número que osila entre 0 y 1 que viene a representar elgrado de verdad de la respuesta.Ejemplo 2.1.1. Sea un P1 = P1 ∪ F programa LIKELOG, donde el onjunto delaúsulas prolog es

P1 = {C1 ≡ p(X) : −q(X)., C2 ≡ q(a)., C3 ≡ r(b).}mientras que la omponente borrosa es
F = {E1 ≡ eq(q, r) = 0.7}Para ejeutar el objetivo p(X) en P1, damos pasos de resoluión on uni�aióndifusa (etiquetando ada paso on la láusula usada, la .a.s. aumulada y el gradode verdad propagado) obteniendo el siguiente par de derivaiones:



40 Capítulo 2. Algunos lenguajes lógios difusosLa primera derivaión es idéntia a otra lásia donde no se explota la om-ponente difusa F a la hora de uni�ar:
p(X)→(C1,ǫ,1) q(X)→(C2,{X 7→a},1)→ �,que se orresponde on la soluión X 7→ a on máximo grado de verdad.La segunda derivaión explota en su segundo paso una uni�aión por simila-ridad entre q y r:

p(X)→(C1,ǫ,1) q(X)→(E1,ǫ,0.7) r(X)→(C3,{X 7→b},0.7) �que se orresponde on la soluión X 7→ b on grado de verdad 0.7.Al intentar plantear una regla de desplegado en este ontexto, enontramos quela transformaión no debe afetar a F , ya que esta omponente ontiene simplesanotaiones que no admiten ambios.Por tanto, nuestro desplegado atuará sobre las laúsulas de P al estilo lásio,en los términos que se expresa en la siguiente de�niión.De�niión 2.1.2. Sea P = P ∪ F un programa LIKELOG y sea
C ≡ (A← B) ∈ Puna láusula de programa (no unitaria). Entones, el desplegado difuso del programa

P on respeto a la láusula C es el nuevo programa:
P ′ = (P − {C}) ∪ F ∪ {Aσ ← B′|B →C′,σ,p B′}El primer aspeto llamativo de la de�niión es que resulta imposible dar uenta dela omponente borrosa (es deir, del nuevo grado de verdad alulado) sobre laslaúsulas desplegadas ya que éstas no admiten en su sintaxis la posibilidad de seretiquetadas on algún grado de verdad (que sería neesario para las omputaionesen el programa transformado).Ejemplo 2.1.3. Volviendo al Ejemplo 2.1.1, los segundos pasos de las dos deriva-iones podrían darse sobre la láusula C1 para obtener un desplegado de la misma ygenerar así el programa transformado P2 = P2 ∪ F donde:

P2 = {C4 ≡ p(a)., C5 ≡ p(b)., C2 ≡ q(a)., C3 ≡ r(b).}Y ahora las derivaiones que tenemos para el mismo objetivo p(X) en P2 son:



2.2. El lenguaje f-Prolog 41La primera derivaión da la misma soluión que la primera que dimos en elprograma original, aunque, omo era de esperar, ahora lo haemos de formamás e�iente ya que nos ahorramos un paso de resoluión (el que dimos aldesplegar):
p(X)→(C4,{X 7→a},1)→ �La segunda derivaión también es más e�iente que en el original, pero ahoraya no usamos uni�aión por similaridad (que de alguna manera debió quedarsubsumida �aunque no lo hizo� en la regla desplegada) y se olvida de propagarel grado de verdad orreto (0.7):
p(X)→(C5,{X 7→b},1) �que se orresponde on la soluión

X 7→ bon (ERRÓNEAMENTE) total on�anza o máximo grado de verdad.El problema mostrado en el ejemplo anterior es que la informaión sobre la atua-lizaión de los grados de verdad que se alulan al haer los pasos de desplegado,no queda �anotada� sobre la regla resultante, y eso impide tenerla en uenta en losprogramas transformados.Una forma de soluionarlo es permitir este tipo de anotaiones en las láusulasdel programa, pero entones ya no estaríamos hablando de programas LIKELOG.Es deir, sería neesario modi�ar/extender la sintaxis del lenguaje y, lo que esmás relevante, modi�ar la semántia operaional para que el desplegado de progra-mas LIKELOG fuera viable, por lo que abandonamos esta vía por el momento.Afortunadamente, el lenguaje que veremos en la siguiente seión sí se hae eode estas anotaiones (aunque al �nal de la seión evideniaremos iertos problemasolaterales) inluyéndolas de forma estándar en su sintaxis.2.2. El lenguaje f-PrologEntre la variedad de lenguajes de programaión lógia difusa existentes en la litera-tura, el desrito en [Vojtá² y Paulík, 1996℄ es una de las primeras referenias lásiasy resulta apropiado para de�nir el onepto de desplegado de programas lógiosdifusos. Presentamos este lenguaje, que llamamos f-Prolog (Prolog fuzzy).



42 Capítulo 2. Algunos lenguajes lógios difusosSea L un lenguaje de primer orden onteniendo variables, onstantes, símbolosde funión, símbolos de prediado, uanti�adores ∀ y ∃, y onetivas ¬, seq, et1y et2 (se entiende seq omo una impliaión → �la versión ← �eha izquierda seesribe qes�, et1 es la onjunión presente en el modus ponens on seq, y et2 es laonjunión del uerpo de las láusulas.Aunque et1 y et2 son onetivas binarias, permitiremos su generalizaión paraontemplarlas omo funiones de n argumentos.Una láusula (de�nida) es una fórmula
∀(A qes et2(B1, . . . , Bn))y un objetivo (de�nido) es una fórmula
∀(qes et2(B1, . . . , Bn))donde A y ada Bi son fórmulas atómias.En general, les llamaremos (seq, et2)-fórmulas o simplemente fórmulas si las o-netivas usados no son relevantes o se deduen del ontexto.Usaremos también la notaión

A←B1, . . . , Bnomo azúar sintátio de ∀(A qes et2(B1, . . . , Bn)). Igual que en programaiónlógia, A se die la abeza de la láusula y B1, . . . , Bn el uerpo.A las láusulas on un uerpo vaío les llamamos hehos, mientras que las láu-sulas on abeza y uerpo serán reglas. Un tipo de láusula degenerada es la láusulavaía, simbolizada por `2' y que representa una fórmula ontraditoria.De�niión 2.2.1 ([Vojtá² y Paulík, 1996℄). Una teoría difusa es una apliaión Tque interpreta fórmulas sobre números reales del intervalo (0, 1].La apliaión T interpreta las restantes fórmulas del lenguaje que no están en
dom(T ) omo 0.De�niión 2.2.2 ([Vojtá² y Paulík, 1996℄). Un programa f-Prolog de�nido, P, esuna teoría difusa tal que:1. dom(P) es un onjunto de (seq, et2)-láusulas de programa de�nido o hehos,2. para ada C1, C2 ∈ dom(P), C1 ≈ C2 si, y sólo si, C1 es una variante de C2 y

P(C1) = P(C2),



2.2. El lenguaje f-Prolog 433. dom(P)/≈ es �nito.Intuitivamente, un programa f-Prolog de�nido puede verse omo un onjunto depares 〈C; α〉, donde C es una láusula de�nida y α = P(C) es un grado de verdad queexpresa en qué medida, o on qué grado, se satisfae la láusula C, o bien el gradode on�anza que el usuario del sistema tiene sobre C.A menudo, esribiremos �C with P(C)� en vez de 〈C;P(C)〉. Un grado de verdad
α = 1 signi�a que el usuario ontempla la láusula C on el más alto grado deverdad, expresando así la máxima on�anza en diha láusula; por otra parte, ungrado de verdad menor que 1 revela el grado de inertidumbre o de falta de on�anzasobre C; un grado de verdad próximo a 0 expresa el máximo grado de inertidumbrede la láusula.En [Vojtá² y Paulík, 1996℄, se enunia la semántia delarativa de un programa f-Prolog en términos del modelo mínimo de Herbrand difuso. Se ontempla igualmentesu araterizaión por la semántia de punto �jo.En oasiones, la funión de verdad de las onetivas et1 and et2 se toma delmodo:

ėt1(r1, . . . , rn) =
∏n

i=1 ri

ėt2(r1, . . . , rn) = min{r1, . . . , rn}Sin embargo, preferimos no espei�arlas y onsiderarlas omo t-normas arbitrarias,
ėti : [0, 1]2 → [0, 1],es deir, tales que satisfaen las propiedades onmutativa, asoiativa, monotonía enambos argumentos y ėti(x, 1) = x.En onseuenia, generalizan el aso de la onjunión lásia ∧ : {0, 1}2 → {0, 1}y no umplen, neesariamente, la propiedad distributiva. Además, han de ser debida-mente extendidas para que se puedan ontemplar omo funiones de n argumentos.Semántia operaionalLa semántia operaional de f-Prolog, debida a Vojtá² y Paulík [1996℄, espei�aómo obtener los enlaes de las variables y el grado de verdad de un objetivo Ga través de una seuenia de pasos de resoluión-SLD difusa. En lo que sigue, sepresenta la formalizaión de los oneptos de resoluión-SLD difusa, derivaión-SLDdifusa y respuesta omputada difusa.



44 Capítulo 2. Algunos lenguajes lógios difusosSi P es un programa y G un objetivo, puesto que dom(P) es un programa de�nidolásio, sobre él puede ejeutarse la resoluión-SLD lásia. En onseuenia, el prin-ipal problema operaional onsiste en desribir ómo se lleva a abo la evaluaiónde los grados de verdad.Dada una regla de programa C : A←B1, . . . , Bm, on grado de verdad q, y un ob-jetivo G ≡ ←A′, tal que A′ uni�a on la abeza A de C mediante un mgu θ, es posibledar un paso de resoluión-SLD que ondue al resolvente G′ ≡ ←(B1, . . . , Bm)θ.Si deseamos evaluar el grado de verdad de G, neesitamos omputar los grados
r1, . . . , rn de todos los subobjetivos B1, . . . , Bm antes de que el grado q de la reglapueda ser apliado, para obtener ėt1(q, ėt2(r1, . . . , rn)), el grado del objetivo G.En onseuenia, neesitamos un meanismo para reordar que una regla de pro-grama ha sido apliada en un paso anterior. En [Vojtá² y Paulík, 1996℄ se introdueun ontexto gramatial para resolver este problema.Esta gramátia libre de ontexto ontempla maras izquierda, Lq , y dereha,
Rq , etiquetadas on números reales, para reordar el punto exato en el que se haapliado una regla on grado q. Por tanto, el paso de resoluión anterior puede seranotado del modo:

Lq B1, . . . , Bm RqLlamaremos lf-Prolog al lenguaje extendido que se obtiene al añadir maras eti-quetadas y números reales al alfabeto f-Prolog. Una lf-expresión es un átomo, unaseuenia de átomos, una seuenia de números reales, un número real enerrado en-tre maras etiquetadas, y las ombinaiones de estas lf-expresiones enerradas entremaras etiquetadas.La siguiente de�niión hae uso del lenguaje extendido lf-Prolog en la formaliza-ión del onepto de resoluión-SLD difusa (esribimos o para la seuenia �tal vezvaía� de objetos sintátios o1, . . . , on).De�niión 2.2.3. Dado un objetivo G ≡ ←Q y una sustituión ϑ, un estado lf-Prolog es un par 〈Q; ϑ〉. Denotaremos por E el onjunto de estados.De�niión 2.2.4 ([Vojtá² y Paulík, 1996℄). Dado un programa f-Prolog, P, de-�nimos la resoluión-SLD difusa omo un sistema de transiión de estados, uyarelaión de transiión →FR ⊂ (E × E) es la relaión más pequeña que satisfae lassiguientes reglas:Regla 1. (Regla de Resoluión Cláusula)



2.2. El lenguaje f-Prolog 45
〈(X, Am, Y ); ϑ〉→FR〈(X, Lq B1, . . . , Bl Rq , Y )θ; ϑθ〉 si1. Am es el átomo seleionado,2. θ es un mgu de Am y A,3. P(A←B1, . . . , Bl) = q y l ≥ 1.Regla 2. (Regla de Resoluión Heho)
〈(X, Am, Y ); ϑ〉→FR〈(X, r, Y )θ; ϑθ〉 si1. Am es el átomo seleionado,2. θ es un mgu de Am y A, y3. P(A←) = r.Regla 3. (Regla de Resoluión ėt1)
〈(X Lq r Rq Y ); ϑ〉→FR〈X, ėt1(q, r), Y ; ϑ〉 si1. r es un número real.Regla 4. (Regla de Resoluión ėt2)
〈X, r1, . . . , rn, Y ; ϑ〉→FR〈X, ėt2(r1, . . . , rn), Y ; ϑ〉 si1. r1, . . . , rn son números reales.De forma natural, todos los oneptos habituales de la programaión lógia (paso deresoluión-SLD, derivaión-SLD, et.) pueden ser extendidos para el aso difuso y,análogamente, se supone que las láusulas involuradas en pasos de resoluión-SLDdifusa se renombran antes de ser usadas. Denotaremos on →FR1,→FR2,→FR3,

→FR4 al paso de resoluión-SLD difusa dado on la Regla 1, Regla 2, Regla 3 o Regla4, respetivamente.Cuando sea neesario, anotaremos, mediante un superíndie del símbolo →FR,la ef-expresión y/o la láusula usada en el orrespondiente paso de resoluión.En la siguiente de�niión se extiende la noión de respuesta omputada a nuestroentorno difuso. En ella, denotamos por id la sustituión vaía, llamamos Var(s) alonjunto de variables distintas que apareen en el objeto sintátio s, y θ[Var(s)]denota la sustituión obtenida de θ restringiendo su dominio, Dom(θ), a Var(s).



46 Capítulo 2. Algunos lenguajes lógios difusosDe�niión 2.2.5. Sea P un programa f-Prolog y G ≡ ←Q un objetivo.Un par 〈r; θ〉formado por un número real r y una sustituión θ es una respuesta omputada difusasi hay una seuenia E0, . . . , En (llamada f-derivaión de éxito) tal que:1. E0 = 〈Q; id〉;2. para ada 0 ≤ i < n, Gi →FR Gi+1 es un paso de resoluión-SLD difusa;3. En = 〈r; θ′〉 y θ = θ′[Var(Q)].Ilustramos esta de�niión on el siguiente ejemplo. En el programa elegido, los pre-diados onsiderados podrían tener el siguiente signi�ado:
p(x): x es país industrializado q(x, y): x es más desarrollado que y

r(y): y es tenológiamente avanzado s(y): y es balánioEsta interpretaión es oherente en el programa y si tomamos a =españa, b =ruma-nía, entones podemos deduir:�españa es país industrializado on grado de verdad 0.504�.Ejemplo 2.2.6. Sea P el programa f-Prolog,
C1 : p(X)← q(X, Y ), r(Y ) with 0.8

C2 : q(a, Y )← s(Y ) with 0.7

C3 : q(Y, a)← r(Y ) with 0.8

C4 : r(Y )← with 0.7

C5 : s(b)← with 0.9Por omodidad y analogía on Prolog, suponemos que existe una funión de seleiónque elige de izquierda a dereha los átomos en un objetivo dado. Además, tomamos
ėt1(x, y) = x · y ėt2(x, y) = mı́n{x, y}En estas hipótesis, tenemos la siguiente f-derivaión de éxito para el programa P y elobjetivo ←p(X) (subrayamos la lf-expresión seleionada en ada paso de resoluión)on respuesta omputada difusa 〈0.504; {X/a}〉:
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〈p(X), id〉 →FR1

C1

〈 L0.8 q(X1, Y1), r(Y1) R0.8 ; {X/X1}〉 →FR1
C2

〈 L0.8 L0.7 s(Y2) R0.7 , r(Y2) R0.8 ; {X/a, X1/a, Y1/Y2}〉 →FR2
C5

〈 L0.8 L0.7 0.9 R0.7 , r(b) R0.8 ; {X/a, X1/a, Y1/b, Y2/b}〉 →FR2
C4

〈 L0.8 L0.7 0.9 R0.7 , 0.7 R0.8 ; {X/a, X1/a, Y1/b, Y2/b, Y3/b}〉 →FR3

〈 L0.8 0.63, 0.7 R0.8 ; {X/a, X1/a, Y1/b, Y2/b, Y3/b}〉 →FR4

〈 L0.8 0.63 R0.8 ; {X/a, X1/a, Y1/b, Y2/b, Y3/b}〉 →FR3

〈0.504 ; {X/a, X1/a, Y1/b, Y2/b, Y3/b}〉En [Vojtá² y Paulík, 1996℄, los autores estableen los resultados de orreión parael meanismo operaional de la resoluión-SLD difusa (siguiendo una ténia similara la propuesta por Lloyd [1987℄, para la programaión lógia), pero extendiendo losresultados on el tratamiento de los grados de verdad.Como ya dijimos, si permitimos el uso de maras y números reales, no sólo en losestados intermedios de una derivaión, sino también en los uerpos de las láusulas,tenemos un lenguaje etiquetado que llamamos lf-Prolog, para el que sigue siendoválida la semántia operaional anterior.En onseuenia, f-Prolog y lf-Prolog, lenguaje que tendrá una fuerte reperusiónen la de�niión de desplegado difuso, omparten el mismo prinipio operaional: laresoluión-SLD difusa.



48 Capítulo 2. Algunos lenguajes lógios difusos2.3. El lenguaje extendido ef-PrologPresentamos ahora una extensión del lenguaje f-Prolog (Prolog fuzzy ), desrita porprimera vez en [Julián et al., 2004a℄, a �n de permitir una interpretaión más �exiblede las onetivas lógias onforme al estilo onsiderado en [Vauheret et al., 2002℄.Hemos diho que, en el lenguaje f-Prolog, las onetivas et1, et2 son t-normasarbitrarias uya funión de verdaḋ
eti : [0, 1]2 → [0, 1],adeuadamente extendida a funiones de n argumentos, es �ja en ada programa.Sin embargo, y tal omo se justi�a en [Vauheret et al., 2002℄, puede ser útil desdeun punto de vista prátio asoiar una interpretaión onreta para ada operador

et1 o et2 en ada láusula de programa en vez de una únia interpretaión (paraada uno de las onetivas) en un programa determinado.A tal efeto, observemos que la onjunión ha sido de�nida iniialmente por Za-deh a través del operador min, pero en la atualidad está ampliamente aeptado queno es el únio que modela adeuadamente la onjunión, por la amplia variedad deexpresiones que es neesario formalizar. Es lo que ilustramos en el siguiente ejemplo.Ejemplo 2.3.1. Dada la láusula p(x)← q(x), r(x) si interpretamos
p(x) omo �x es deportista�,
q(x) omo �x es joven�,
r(x) omo �x es saludable�,los prediados del uerpo son de in�uenia positiva, es deir, se refuerzan mutua-mente. En este aso a la onjunión et2 del uerpo se le asoia habitualmente por eloperador min omo funión de verdad. Lo mismo debemos onsiderar si q(x) y r(x)fuesen prediados independientes.Sin embargo, si q(x) se interpreta omo �x es bajo� y r(x) omo �x es alto�, esdeir, si los prediados q(x) y r(x) son ontraditorios, al onetivo et2 del uerpo dela láusula es aonsejable asoiarle el operador max omo funión de verdad (véaseAranda et al. [1993℄).En general, la eleión de la funión de verdad de las onetivas depende del ontexto,es deir, del problema real que se pretende modelar [Gupta y Qi, 1991℄.Rede�nimos el onepto de teoría difusa, ya visto para f-Prolog, para afrontar elproblema de ómo se asoian distintas interpretaiones a las onetivas et1 y et2.



2.3. El lenguaje extendido ef-Prolog 49De�niión 2.3.2. Una teoría difusa es una apliaión T que asoia a ada fórmulaun triple 〈α, le1, le2〉 ∈ (0, 1] × Sem × Sem, donde el grado de verdad α ∈ (0, 1] y
Sem es un onjunto de etiquetas semántias indiando el signi�ado asoiado para
et1 y et2 respetivamente.Entendemos que T es idéntiamente nula sobre todas las fórmulas que no estánen el dom(T ).Ahora podemos usar etiquetas indiando el signi�ado asignado a los operadores et1o et2 en la láusula C.Por ejemplo, una etiqueta lei = lukasiewicz interpreta el operador eti omouna t-norma de Lukasiewiz, es deir, ėti(x, y) = max{0, x + y − 1}. Otras posiblesetiquetas podrían ser: min, si ėti(x, y) = min{x, y}; produt, si ėti(x, y) = x ·y; et.Un valor void en Sem se emplea para expresar que no hay signi�ado seleiona-do para et1 o et2. Puesto que void debe estar asoiado a una t-norma, se veri�ará
void(1, x) = void(x, 1) = x.De�niión 2.3.3. Un programa de�nido ef-Prolog, P, es una teoría difusa tal que:1. dom(P) es un onjunto de (seq, et2)-láusulas de programa de�nido o hehos,2. para C1, C2 ∈ dom(P), se tiene C1 ≈ C2 si, y sólo si, C1 es una variante de C2y P(C1) = P(C2), y3. dom(P)/≈ es �nito.Intuitivamente, un programa de�nido ef-Prolog puede verse omo un onjunto depares 〈C; 〈r, l1, l2〉〉, donde C es una láusula, r es el grado de verdad de C, y l1, l2son etiquetas semántias asoiadas on los operadores et1, et2 de esta láusula.Sin embargo, nos inlinamos por esribir C with 〈r, l1, l2〉, o de modo más des-riptivo:

C with r and le1 = l1 and le2 = l2.Si la láusula C es un heho, le1 y le2 pueden tomarse void y esribiremos solamente:
C with r, omitiendo los valores de le1 y le2, y si el uerpo sólo tiene un átomoasumimos le2 = void.Análogamente, un objetivo G sólo tiene asoiado una etiqueta semántia para
et2, pero no tiene grado de verdad iniial ni etiqueta semántia para et1, así queesribiremos G with le2 = l2.



50 Capítulo 2. Algunos lenguajes lógios difusosSemántia operaionalUna vez araterizada la extensión del lenguaje f-Prolog que hemos denominadoef-Prolog, debemos formalizar, de nuevo, los oneptos de resoluión-SLD difusa,derivaión-SLD difusa y de respuesta omputada difusa para este lenguaje extendido.Al objeto de tratar adeuadamente el proeso de resoluión para este lenguajeque mejora la potenia expresiva de f-Prolog, es neesario también ampliar el formatode representaión de las etiquetas para distinguir uál el la funión de verdad de ėt1o ėt2 que debe ser apliada.A tal �n, introduimos las maras que siguen, en las que se reoge el grado deverdad de una láusula junto on la etiqueta que reuerda la interpretaión de lasorrespondientes onetivas.
L
〈q,ėt1,ėt2〉

R
〈q,ėt1,ėt2〉Llamamos lenguaje lef-Prolog al obtenido añadiendo estas maras etiquetadas y nú-meros reales al alfabeto f-Prolog. Ahora, una lef-expresión es un átomo, una seuen-ia de átomos, una seuenia de números reales, un número real enerrado entre lasnuevas maras etiquetadas que se onsideran, y las ombinaiones de las anterioreslef-expresiones también enerradas entras las nuevas maras etiquetadas.De forma similar a la seión anterior donde llamábamos lf-Prolog al lenguajeetiquetado obtenido de f-Prolog, ahora llamamos lef-Prolog a la extensión equivalen-te de ef-Prolog, que posee idéntia semántia operaional que ef- Prolog y tiene granrelevania a la hora de de�nir transformaiones basadas en desplegado.La siguiente de�niión hae uso de lef-Prolog en la formalizaión de la resoluión-SLD difusa (reordemos que esribimos o para la seuenia �tal vez vaía� de objetossintátios o1, . . . , on).De�niión 2.3.4. Dado un objetivo G ≡ ←Q with le2 = ėt2 lef-Prolog y ϑ unasustituión, un estado ef-Prolog es un par 〈Q; ϑ〉. Llamaremos, E el onjunto deestados ef-Prolog.De�niión 2.3.5. Dado un programa ef-Prolog P, de�nimos la resoluión-SLD di-fusa omo un sistema de transiión de estados, uya relaión de transiión →FR ⊂

(E × E) es la mínima relaión que satisfae las siguientes reglas:Regla 1. (Regla de Resoluión Cláusula)
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〈X,Am,Y ; ϑ〉→FR〈(X, L

〈q,ėt1,ėt2〉
B1, . . . , Bl R

〈q,ėt1,ėt2〉
, Y )θ; ϑθ〉 si1. Am es el átomo seleionado,2. θ es un mgu de Am y A,3. C : (A← B1, . . . , Bl with 〈q, ėt1, ėt2〉) ∈ P y l ≥ 1.Regla 2. (Regla de Resoluión Heho)

〈X, Am, Y ; ϑ〉→FR〈(X, r, Y )θ; ϑθ〉 si1. Am es el átomo seleionado,2. θ es un mgu de Am y A, y3. C : (A← con r) ∈ P.Regla 3. (Regla de Resoluión ėt1)
〈X, L

〈q,ėt1,ėt2〉
r R

〈q,ėt1,ėt2〉
, Y ; ϑ〉→FR〈X, ėt1(q, r), Y ; ϑ〉 si1. r es un número real.Regla 4. (Regla de Resoluión ėt2)

〈X, L
〈q,ėt1,ėt2〉

r R
〈q,ėt1,ėt2〉

, Y ; ϑ〉→FR

〈X, L
〈q,ėt1,ėt2〉

ėt2(r) R
〈q,ėt1,ėt2〉

, Y ; ϑ〉 si1. r ≡ r1, . . . , rn, donde n > 1, son números reales.Los oneptos habituales de programaión lógia (paso de resoluión-SLD, derivaión-SLD, et.) pueden de�nirse también aquí de manera natural.En lo que sigue, usaremos los símbolos→FR1,→FR2,→FR3 y→FR4 para denotarla apliaión de ada una de las uatro reglas de resoluión difusa anteriores.Como ya se ha diho, esta semántia operaional desrita para ef-Prolog siguesiendo válida para el lenguaje etiquetado lef-Prolog.En la siguiente de�niión extendemos la noión de respuesta omputada difusaa nuestro entorno.



52 Capítulo 2. Algunos lenguajes lógios difusosDe�niión 2.3.6. Sea P un programa ef-Prolog y G ≡ ←Q with le2 = ėt2 unobjetivo. Un par 〈r; θ〉 formado por un número real r y una sustituión θ es unarespuesta omputada difusa si hay una seuenia E0, . . . , En (llamada f-derivaiónde éxito) tal que:1. E0 = 〈 L
〈1,void,ėt2〉

,Q, R
〈1,void,ėt2〉

; id〉,2. para ada 0 ≤ i < n, Gi →FR Gi+1 es un paso de resoluión-SLD difusa (segúnse ha estableido en la De�niión 2.3.5),3. En = 〈r; θ′〉 y θ = θ′[Var(Q)].Ilustramos esta de�niión en el ejemplo posterior, que puede verse omo una adap-taión del Ejemplo 2.2.6 al nuevo maro más rio.Ejemplo 2.3.7. Sea P un programa ef-Prolog,
C1 : p(X)← q(X, Y ), r(Y ) with 〈0.8, prod, min〉

C2 : q(a, Y )← s(Y ) with 〈0.7, prod, void〉

C3 : q(Y, a)← r(Y ) with 〈0.8, luka, void〉

C4 : r(Y )← with 0.7

C5 : s(b)← with 0.9La que sigue es una f-derivaión de éxito para el programa P y el objetivo
←p(X), r(a) with minon respuesta omputada 〈0.504; {X/a}〉:
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〈 LΨ0

p(X), r(a) RΨ0
; σ0〉 →F R1

C1

〈 LΨ0
LΨ1

q(X1, Y1), r(Y1) RΨ1
r(a) RΨ0

; σ1〉 →F R1
C2

〈 LΨ0
LΨ1

LΨ2
s(Y2) RΨ2

r(Y2) RΨ1
r(a) RΨ0

; σ2〉 →F R2
C5

〈 LΨ0
LΨ1

LΨ2
0.9 RΨ2

r(b) RΨ1
r(a) RΨ0

; σ3〉 →F R2
C4

〈 LΨ0
LΨ1

LΨ2
0.9 RΨ2

0.7 RΨ1
r(a) RΨ0

; σ4〉 →F R2
C4

〈 LΨ0
LΨ1

LΨ2
0.9 RΨ2

0.7 RΨ1
0.7 RΨ0

; σ5〉 →F R3//dado que produt(0.9,0.7)=0.63
〈 LΨ0

LΨ1
0.63, 0.7 RΨ1

0.7 RΨ0
; σ5〉 →F R4//dado que min(0.63,0.7)=0.63

〈 LΨ0
LΨ1

0.63 RΨ1
0.7 RΨ0

; σ5〉 →F R3//dado que produt(0.63,0.8)=0.504
〈 LΨ0

0.504, 0.7 RΨ0
; σ5〉 →F R4//dado que min(0.504,0.7)=0.504

〈 LΨ0
0.504 RΨ0

; σ5〉 →F R3// dado que toda t-norm ėt1(1, x) = x, entones void(1,0.504)=0.504
〈 0.504 ; σ5〉donde

Ψ0 ≡ 〈1, void, min〉,

Ψ1 ≡ 〈0.8, prod, min〉,

Ψ2 ≡ 〈0.7, prod, void〉,son los triples asoiados al objetivo original y las láusulas C1 y C2 respetivamente.Además, resultan las sustituiones
σ0 = id,

σ1 = {X/X1},
σ2 = {X/a, X1/a, Y1/Y2},

σ3 = {X/a, X1/a, Y1/b, Y2/b},
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σ4 = {X/a, X1/a, Y1/b, Y2/b, Y3/b},

σ5 = {X/a, X1/a, Y1/b, Y2/b, Y3/b, Y4/a}.2.4. Independenia de la regla de omputaiónAl igual que en el álulo de la resoluión-SLD lásia, suponemos la existeniade una funión de seleión �ja, también llamada regla de omputaión, que deide,sobre un objetivo dado, uál es la expresión seleionada para explotar en el siguientepaso de omputaión.En partiular, uando onstruimos la f-derivaión mostrada en el Ejemplo 2.2.6,hemos usado una regla de omputaión similar a la de Prolog, seleionando los áto-mos de izquierda a dereha, pero retrasando la apliaión de las reglas de resoluión
ėt3 y ėt4 hasta que se han explotado todos los átomos.Antes de aometer los resultados generales on los que extendemos a un ontextoborroso el teorema de independenia de la regla de omputaión lásio, reogidoen [Lloyd, 1987℄, introduimos previamente la notaión, los oneptos y resultadosinstrumentales neesarios.En lo suesivo, usaremos C << P para denotar una versión renombrada o es-tandarizada aparte o nueva variante1 de una láusula del programa P tal que C noontiene variables que hayan sido usadas previamente en la omputaión.La representaión equaional de una sustituión θ = {x1/t1, . . . , xn/tn} es elonjunto de equaiones θ̂ = {x1 = t1, . . . , xn = tn}. Denotamos por mgu(E) eluni�ador más general2 de un onjunto de euaiones E.La omposiión paralela de sustituiones [Palamidessi, 1990℄ orresponde a lanoión de uni�aión generalizada de sustituiones. Dadas las sustituiones idempo-tentes θ1 y θ2, la omposiión paralela θ1 ⇑ θ2 = mgu(θ̂1 ∪ θ̂2)

3. Haremos uso de lasiguiente propiedad más adelante.Lema 2.4.1 ([Palamidessi, 1990℄). Las sustituiones idempotentes θ1 y θ2 satisfaen,
θ1 ⇑ θ2 = θ1mgu(θ̂2θ1) = θ2mgu(θ̂1θ2).1Formalmente, deimos que dos expresiones E1 y E2 son variantes una de la otra si, y sólo si,existen sustituiones de renombramiento ρ y ρ′ tal que E1 = E2ρ y E2 = E1ρ′.2Véase la Seión 1.4 para una de�niión formal de este onepto.3Véase de nuevo la Seión 1.4 para una de�niión del onjunto unión de sustituiones.



2.4. Independenia de la regla de omputaión 552.4.1. Independenia de la regla de omputaión para lf-PrologEl siguiente teorema, enuniado por primera vez en [Julián et al., 2004b℄ y demos-trado en [Julián et al., 2004℄, extiende al entorno difuso la independenia de la reglade omputaión demostrado en [Lloyd, 1987℄ para la programaión lógia.Teorema 2.4.2 (Independenia de la Regla de Computaión). Sea P un programalf-Prolog y G ≡ ←Q un objetivo lf-Prolog. Si
〈G; id〉→FR

n
R〈r; θ〉es una derivaión-SLD difusa de n pasos que usa R omo regla de omputaión,entones

〈G; id〉→FR
n
R′〈r; θ〉es una derivaión-SLD difusa de n pasos que usa ualquier otra regla de omputaión

R′.No inluimos la demostraión por ser este resultado un aso partiular del enuniadoa ontinuaión para el lenguaje extendido.2.4.2. Independenia de la regla de omputaión para ef-PrologTambién para el lenguaje extendido ef-Prolog hemos logrado este resultado esenial�enuniado por primera vez en [Julián et al., 2004a℄� que generaliza al Teorema 2.4.2y uya prueba �reogida en [Julián et al., 2005℄� es más ompleja.Teorema 2.4.3 (Independenia de la Regla de Computaión). Sea P un programalef-Prolog, y G ≡ ←Q with le2 = ėt2 un objetivo lef-Prolog. Entones, para ualquierpar de reglas de omputaión R y R′, tenemos que:
〈 LΨ Q RΨ ; id〉 →FR

n
R 〈r; θ〉 si, y sólo si, 〈 LΨ Q RΨ ; id〉 →FR

n
R′ 〈r; θ〉donde Ψ ≡ 〈1, void, ėt2〉 y n es el (mismo) número de pasos de resoluión-SLD difusaen ambas derivaiones.Para demostrar la independenia de la regla de omputaión para el lenguaje lef-Prolog, neesitamos los lemas auxiliares que siguen. El primero se re�ere a la on-servaión de las sustituiones en las respuestas omputadas difusas, obtenidas alrealizar dos pasos de derivaión-SLD difusa explotando dos átomos diferentes de unobjetivo dado, on independenia del orden en que se exploten.



56 Capítulo 2. Algunos lenguajes lógios difusosLema 2.4.4. Sea P un programa lef-Prolog y sea G ≡ ←Q0 with le2 = ėt
0
2 unobjetivo ef-Prolog, tal que A y A′ son átomos de Q0 y Ψ0 ≡ 〈1, void, ėt

0
2〉. Entones,

〈 LΨ0
Q0 RΨ0

; θ0〉→FR
A〈 LΨ0

Q1 RΨ0
; θ0θ1〉→FR

A′θ1〈 LΨ0
Q2 RΨ0

; θ0θ1θ2〉si, y sólo si,
〈 LΨ0

Q0 RΨ0
; θ0〉→FR

A′〈 LΨ0
Q′

1 RΨ0
; θ0θ

′
1〉→FR

Aθ′

1〈 LΨ0
Q′

2 RΨ0
; θ0θ

′
1θ

′
2〉donde θ0θ1θ2 = θ0θ

′
1θ

′
2.Demostraión.

(⇒) Supongamos que en la abeza de las láusulas C1, C2 << P tenemos los átomos
H1 y H2 que usamos para explotar (instanias de) átomos A y A′, respetivamente,en la f-derivaión onsiderada:
〈 LΨ0

Q0 RΨ0
; θ0〉→FR

A〈 LΨ0
Q1 RΨ0

; θ0θ1〉→FR
A′θ1〈 LΨ0

Q2 RΨ0
; θ0θ1θ2〉donde θ1 = mgu({A = H1}) y θ2 = mgu({A′θ1 = H2}).Además, puesto que θ0θ1θ2 6= fallo, en partiular θ2 6= fallo, y en onseuenia

θ′1 = mgu({A′ = H2}) 6= fallo.Entones, se tienen las siguientes igualdades:
θ1θ2 =

θ1mgu({A′θ1 = H2}) = (puesto que Dom(θ1) ∩ Var(C2) = ∅)
θ1mgu(m̂gu({A′ = H2})θ1) =

θ1mgu(θ̂′1θ1) = (por el Lema 2.4.1)
θ1 ⇑ θ′1 = (por el Lema 2.4.1)
θ′1mgu(θ̂1θ

′
1) =

θ′1mgu(m̂gu({A = H1})θ′1) = (puesto que Dom(θ′1) ∩ Var(C1) = ∅)
θ′1mgu({Aθ′1 = H1})



2.4. Independenia de la regla de omputaión 57Además, omo θ1θ2 6= fallo entones θ′1mgu({Aθ′1 = H1}) 6= fallo y, en partiular,
θ′2 = mgu({Aθ′1 = H1}) 6= fallo.Por tanto, θ1θ2 = θ′1θ

′
2, de donde se dedue la igualdad θ0θ1θ2 = θ0θ

′
1θ

′
2, omodeseábamos probar.

(⇐) Este reíproo puede probarse de manera similar a la impliaión direta, ex-plotando también la equivalenia entre θ1θ2 y θ′1θ
′
2.El siguiente lema generaliza el anterior en dos aspetos diferentes:por garantizar la preservaión de los dos elementos signi�ativos del estado,esto es, no sólo la sustituión, sino también, los grados de verdad, ypor onsiderar todo el onjunto de reglas la De�niión 2.3.5 (en vez de sola-mente las dos primeras) uando apliamos los dos pasos de resoluión en laderivaión onsiderada.Lema 2.4.5 (Lema de Conmutaión). Sea P un programa lef-Prolog y sea G ≡ ←Q0with e2 = ėt

0
2 un objetivo lef-Prolog, tal que E y E′ son lef-expresiones diferentesen Q0 y Ψ0 ≡ 〈1, void, ėt

0
2〉.Entones,

〈 LΨ0
Q0 RΨ0

; θ0〉→FR
E〈 LΨ0

Q1 RΨ0
; θ1〉→FR

E′θ1〈 LΨ0
Q2 RΨ0

; θ2〉si, y sólo si,
〈 LΨ0

Q0 RΨ0
; θ0〉→FR

E′〈 LΨ0
Q′

1 RΨ0
; θ′1〉→FR

Eθ′

1〈 LΨ0
Q′

2 RΨ0
; θ′2〉donde Q2 = Q′

2 y θ2 = θ′2.Demostraión. En lo que sigue, supondremos �sin pérdida de generalidad� que eluerpo Q0 del objetivo tiene la forma
Q0 ≡ X, E1, Y , E2, Zdonde X, Y y Z son seuenias arbitrarias de lef-expresiones válidas (tal que X estáenabezado por LΨ0

y Z �naliza por RΨ0
) y E1, E2, es deir, las lef-expresionesseleionadas en el primer y segundo paso de la ef-derivaión, serán átomos (denotadospor A o A′), seuenias de números reales (que designamos por r o n) o númerosreales enerrados entre maras etiquetadas (por ejemplo, LΨ r RΨ o LΨ n RΨ ,



58 Capítulo 2. Algunos lenguajes lógios difusoson Ψ ≡ 〈p, ėt1, ėt2〉, Ψ′ ≡ 〈q, ėt
′

1, ėt
′

2〉), dependiendo de la regla de resoluión de laDe�niión 2.3.5 usada en ada paso.Para haer más legible la demostraión, subrayamos la lf-expresión explotada enada paso de derivaión.Proederemos exaustivamente on ada uno de los asos posibles. Por fortuna,observemos que no es relevante si E1 está a la izquierda o a la dereha de E2 y,además, el aso en que el primer paso es dado on la regla Ri y el segundo on laregla Rj es análogo al aso en que el primer paso se da on la regla Rj y el segundoon la regla Ri, lo que redue drástiamente el número de opiones a onsiderar.1. Primer paso on la Regla 1 y segundo paso on la Regla 1.Suponemos que: C1 : (H1 ← B1; Ψ) << P y C2 : (H2 ← B2; Ψ
′) << P , with

Ψ ≡ 〈p, ėt1, ėt2〉 y Ψ′ ≡ 〈q, ėt
′

1, ėt
′

2〉. Entones,
〈X, A, Y , A′, Z; θ0〉 →FR1

C1

〈(X, LΨ B1 RΨ , Y , A′, Z)θ1; θ1〉 →FR1
C2

〈(X, LΨ B1 RΨ , Y , LΨ′ B2 RΨ′ , Z)θ2; θ2〉si, y sólo si,
〈X, A, Y , A′, Z; θ0〉 →FR1

C2

〈(X, A, Y , LΨ′ B2 RΨ′ , Z)θ′1; θ
′
1〉 →FR1

C1

〈(X, LΨ B1 RΨ , Y , LΨ′ B2 RΨ′ , Z)θ′2; θ
′
2〉donde, por el Lema 2.4.4 tenemos que θ2 = θ′2, lo que garantiza, además, quelas primeras omponentes del estado �nal en ambas derivaiones son sintáti-amente iguales, omo deseábamos probar.2. Primer paso on la Regla 1 y segundo paso on la Regla 2.Suponemos que: C1 : (H1 ← B1; Ψ) << P y C2 : (H2 ←; q) << P , with Ψ ≡

〈p, ėt1, ėt2〉.



2.4. Independenia de la regla de omputaión 59Entones,
〈X, A, Y , A′, Z; θ0〉 →FR1

C1

〈(X, LΨ B1 RΨ , Y , A′, Z)θ1; θ1〉 →FR2
C2

〈(X, LΨ B1 RΨ , Y , q, Z)θ2; θ2〉si, y sólo si,
〈X, A, Y , A′, Z; θ0〉 →FR2

C2

〈(X, A, Y , q, Z)θ′1; θ
′
1〉 →FR1

C1

〈(X, LΨ B1 RΨ , Y , q, Z)θ′2; θ
′
2〉donde, por el Lema 2.4.4 tenemos θ2 = θ′2 y, además, las primeras omponen-tes del estado �nal en ambas derivaiones son sintátiamente iguales, omoqueríamos probar.3. Primer paso on la Regla 1 y segundo paso on la Regla 3.Suponemos que: C1 : (H1 ← B1; Ψ) << P with Ψ ≡ 〈p, ėt1, ėt2〉, y Ψ′ ≡

〈q, ėt
′

1, ėt
′

2〉.Entones,
〈X, A, Y , LΨ′ n RΨ′ , Z; θ0〉 →FR1

C1

〈(X, LΨ B1 RΨ , Y , LΨ′ n RΨ′ , Z)θ1; θ1〉 →FR3

〈(X, LΨ B1 RΨ , Y , ėt
′

1(q, n), Z)θ1; θ1〉si, y sólo si,
〈X, A, Y , LΨ′ n RΨ′ , Z; θ0〉 →FR3

〈X, A, Y , ėt
′

1(q, n), Z; θ0〉 →FR1
C1

〈(X, LΨ B1 RΨ , Y , ėt
′

1(q, n), Z)θ1; θ1〉omo deseábamos probar.



60 Capítulo 2. Algunos lenguajes lógios difusos4. Primer paso on la Regla 1 y segundo paso on la Regla 4.Suponemos que: C1 : (H1 ← B1; Ψ) << P with Ψ ≡ 〈p, ėt1, ėt2〉, y Ψ′ ≡
〈q, ėt

′

1, ėt
′

2〉.Entones,
〈X, A, Y , LΨ′ r RΨ′ , Z; θ0〉 →FR1

C1

〈(X, LΨ B1 RΨ , Y , LΨ′ r RΨ′ , Z)θ1; θ1〉 →FR4

〈(X, LΨ B1 RΨ , Y , ėt
′

2(r), Z)θ1; θ1〉si, y sólo si,
〈X, A, Y , LΨ′ r RΨ′ , Z; θ0〉 →FR4

〈X, A, Y , ėt
′

2(r), Z; θ0〉 →FR1
C1

〈(X, LΨ B1 RΨ , Y , ėt
′

2(r), Z)θ1; θ1〉que da el resultado.5. Primer paso on la Regla 2 y segundo on Regla 2.Suponemos que: C1 : (H1 ←; p) << P y C2 ≡ (H2 ←; q) << P .Entones,
〈X, A, Y , A′, Z; θ0〉 →FR2

C1

〈(X, p, Y , A′, Z)θ1; θ1〉 →FR2
C2

〈(X, p, Y , q, Z)θ2; θ2〉si, y sólo si,
〈X, A, Y , A′, Z; θ0〉 →FR2

C2

〈(X, A, Y , q, Z)θ′1; θ
′
1〉 →FR2

C1

〈(X, p, Y , q, Z)θ′2; θ
′
2〉y por el Lema 2.4.4 resulta θ2 = θ′2, lo que supone también la igualdad sintá-tia de las primeras omponentes del estado �nal en ambas derivaiones, omoneesitábamos.



2.4. Independenia de la regla de omputaión 616. Primer paso on la Regla 2 y segundo paso on la Regla 3.Suponemos que: C1 : (H1 ←; q) << P y Ψ ≡ 〈p, ėt1, ėt2〉.Entones,
〈X, A, Y , LΨ n RΨ , Z; θ0〉 →FR2

C1

〈(X, q, Y , LΨ n RΨ , Z)θ1; θ1〉 →FR3

〈(X, q, Y , ėt1(p, n), Z)θ1; θ1〉si, y sólo si,
〈X, A, Y , LΨ n RΨ , Z; θ0〉 →FR3

〈X, A, Y , ėt1(p, n), Z; θ0〉 →FR2
C1

〈(X, q, Y , ėt1(p, n), Z)θ1; θ1〉omo deseábamos probar.7. Primer paso on la Regla 2 y segundo paso on la Regla 4.Suponemos que: C1 : (H1 ← B1; q) << P y Ψ ≡ 〈p, ėt1, ėt2〉.Entones,
〈X, A, Y , LΨ r RΨ , Z; θ0〉 →FR2

C1

〈(X, q, Y , LΨ r RΨ , Z)θ1; θ1〉 →FR4

〈(X, q, Y , ėt2(r), Z)θ1; θ1〉si, y sólo si,
〈X, A, Y , LΨ r RΨ , Z; θ0〉 →FR4

〈X, A, Y , ėt2(r), Z; θ0〉 →FR2
C1

〈(X, q, Y , ėt2(r), Z)θ1; θ1〉que nos da el resultado.8. Primer paso on la Regla 3 y segundo paso on la Regla 3.



62 Capítulo 2. Algunos lenguajes lógios difusosSuponemos que Ψ ≡ 〈p, ėt1, ėt2〉 y Ψ′ ≡ 〈q, ėt
′

1, ėt
′

2〉. Entones,
〈X, LΨ r RΨ , Y , LΨ′ n RΨ′ , Z; θ0〉 →FR3

〈X, ėt1(p, r), Y , LΨ′ n RΨ′ , Z; θ0〉 →FR3

〈X, ėt1(p, r), Y , ėt
′

1(q, n), Z; θ0〉si, y sólo si,
〈X, LΨ r RΨ′ , Y , LΨ′ n RΨ′ , Z; θ0〉 →FR3

〈X, LΨ r RΨ′ , Y , ėt
′

1(q, n), Z; θ0〉 →FR3

〈X, ėt1(p, r), Y , ėt
′

1(q, n), Z; θ0〉omo queríamos probar.9. Primer paso on la Regla 3 y segundo paso on la Regla 4.Suponemos que Ψ ≡ 〈p, ėt1, ėt2〉 y Ψ′ ≡ 〈q, ėt
′

1, ėt
′

2〉. Entones,
〈X, LΨ r RΨ , Y , LΨ′ n RΨ′ , Z; θ0〉 →FR3

〈X, ėt1(p, r), Y , LΨ′ n RΨ′ , Z; θ0〉 →FR4

〈X, ėt1(p, r), Y , ėt
′

2(n), Z; θ0〉si, y sólo si,
〈X, LΨ r RΨ , Y , LΨ′ n RΨ′ , Z; θ0〉 →FR4

〈X, LΨ r RΨ , Y , ėt
′

2(n), Z; θ0〉 →FR3

〈X, ėt1(p, r), Y , ėt
′

2(n), Z; θ0〉omo queríamos.10. Primer paso on la Regla 4 y segundo paso on la Regla 4.



2.5. El lenguaje multi-adjunto 63Suponemos que Ψ ≡ 〈p, ėt1, ėt2〉 y Ψ′ ≡ 〈q, ėt
′

1, ėt
′

2〉. Entones,
〈X, LΨ r RΨ , Y , LΨ′ n RΨ′ , Z; θ0〉 →FR4

〈X, ėt2(r), Y , LΨ′ n RΨ′ , Z; θ0〉 →FR4

〈X, ėt2(r), Y , ėt
′

2(n), Z; θ0〉si, y sólo si,
〈X, LΨ r RΨ , Y , LΨ′ n RΨ′ , Z; θ0〉 →FR4

〈X, LΨ r RΨ , Y , ėt
′

2(n), Z; θ0〉 →FR4

〈X, ėt2(r), Y , ėt
′

2(n), Z; θ0〉que nos da el resultado.Por último, la prueba de la independenia de la regla de omputaión expresadaen el Teorema 2.4.3 �y su aso partiular expresado en el Teorema 2.4.2� es ahorainmediata, puesto que se obtiene sin más que apliar reiteradamente el Lema deConmutaión 2.4.5.2.5. El lenguaje multi-adjuntoLa programaión lógia multi-adjunta ha sido introduida en [Medina et al., 2001d,℄omo una generalizaión de la programaión lógia monótona y residuada onsidera-da en [Damásio y Moniz-Pereira, 2000; Dekhtyar y Subrahmanian, 2000; Damásio yMoniz-Pereira, 2001b, 2002, 2004℄ que, a su vez, extiende (entre otros) los programaslógios probabilístios híbridos de Dekhtyar y Subrahmanian [2000℄, los programasde bases de datos dedutivas probabilístias de Lakshmanan y Sadri [2001℄, los pro-gramas lógios probabilístios ordinarios de Lukasiewiz [2001b℄ y los programas delmaro de deduión uantitativa de van Emden [1986℄ (que, por su parte, extiendena los programas de Dubois et al. [1991b℄).En onseuenia, la programaión lógia multi-adjunta onstituye un maro muygeneral en el que se pueden ubiar otros lenguajes lógios difusos, lo que lo hae muy



64 Capítulo 2. Algunos lenguajes lógios difusosatrativo para formular reglas de transformaión de programas que, una vez arate-rizadas en este maro, podrían ser apliadas a estos lenguajes (instanias del lenguajemulti-adjunto). En onreto, en la primera parte de esta tesis de�niremos una reglade desplegado para programas multi-adjuntos. Además, en la segunda parte (véaseel Capítulo 7), adaptaremos a este maro los oneptos lásios de evaluaión pariala �n de disponer de ténias de espeializaión de programas multi-adjuntos y poderabordar asimismo el álulo e�iente de redutantes (neesarios para garantizar laompletitud).La seleión de este lenguaje está justi�ada también por el alto nivel de expre-sividad, así omo por disponer de una semántia proedural lara. El primer puntoes útil para aentuar la relevania y generalidad de nuestros resultados, failitandoamplia difusión de los mismos, en tanto que la segunda parte es ruial para de�-nir de manera efetiva nuestras transformaiones (en partiular, para una de�niiónformal de reglas de desplegado y de ténias de evaluaión parial, es preeptivo quela semántia proedural esté formalizada en términos de un sistema de transiión deestados).Observando la expresividad, la aproximaión lógia multi-adjunta representa unmaro difuso extremadamente �exible basado en reglas on un grado de verdad aso-iado, que mejora ampliamente antiguas aproximaiones introduidas previamenteen este ampo (véase, por ejemplo, el sistema Prolog�Elf de Ishizuka y Kanai [1985℄,el sistema Fril de Baldwin et al. [1995℄ y variantes difusas de Prolog propuestas en[Li y Liu, 1990; Vojtá² y Paulík, 1996; Guadarrama et al., 2004℄).En [Damásio et al., 2007℄4, los autores justi�an la neesidad de onsiderar unmaro muy abstrato a �n de poder estableer y demostrar resultados generales determinaión, semántia de punto �jo, proedimientos de ontestaión de preguntas(o query answering), et., que puedan apliarse a varios esenarios, aparentementedistintos, omo la deduión uantitativa de van Emden, la programaión lógia posi-bilista, la resoluión-SLD no-lásia, los programas lógios probabilístios ordinariosy las bases de datos dedutivas probabilístias.Por el interés reiente de los modelos de razonamiento on informaión �imper-feta�, hemos observado que en los últimos años ha proliferado un alto número depropuestas para la integraión del razonamiento aproximado en el ontexto de laprogramaión lógia (lásia). Y existen, naturalmente, otros sistemas que no es-tán totalmente ubiertos por la aproximaión lógia multi-adjunta. Es el aso, por4En este trabajo, se inorporan tipos al lenguaje lógio multi-adjunto.



2.5. El lenguaje multi-adjunto 65ejemplo, de la programaión lógia basada en similaridad [Sessa, 2002℄ y la progra-maión lógia anotada [Kifer y Subrahmanian, 1992℄. Sin embargo, para el primeraso, podemos enontrar en [Medina et al., 2004℄ algunos análisis que estableeniertas orrespondenias entre ambos lenguajes que sólo son útiles a nivel teório.En partiular, puede probarse que el efeto de los métodos de uni�aión/resoluiónbasados en similaridad de Sessa [2002℄ pueden repliarse de alguna manera (a nivelteório) apliando el meanismo proedural de los programas lógios multi-adjuntosampliado on reglas on pesos espeiales que simulan euaiones de similaridad.Por otra parte, para los programas lógios anotados de Kifer y Subrahmanian[1992℄ y espeialmente para la más reiente versión de Straia [2005a℄; Loyer yStraia [2005℄, que ontempla programas de sintaxis muy senilla, pasamos a valorarlas ventajas e inonvenientes que omporta para nosotros, a efetos de formular latransformaión de desplegado y de adaptar lás ténias de evaluaión parial.La mayoría de los maros difusos (inluyendo la programaión lógia multi-adjunta) presentan una limitaión importante: no admitir ninguna forma de ne-gaión no-monótona5. No es el aso del que se ontempla en [Straia, 2005a; Loyery Straia, 2005℄, que ha sido objeto de nuestra atenión por este heho relevantey porque es también un maro muy general: según se reoge en [Loyer y Straia,2005℄, los programas lógios normales ontemplados permiten apturar, entre otros,el maro de la deduión uantitativa de van Emden [1986℄, el maro posibilista deDubois et al. [1991b℄, el maro de las bases dedutivas de datos de Lakshmanan yShiri [2001℄ y la programaión lógia difusa de Vojtá² [2001℄.Comparando esta aproximaión (desde nuestro punto de vista, es deir, a efetosde abordar las transformaiones de desplegado, las ténias de evaluaión parial yel álulo de redutantes) on la programaión multi-adjunta podemos observar:Expresividad. Aparte del heho de que en la aproximaión lógia multi-adjunta la disusión se entra en el aso monótono, ignorando la negaiónpor defeto, la noión subyaente de retíulo es diferente de la de birretíulo[Fitting, 1991℄, que es un estrutura ligeramente más general que la de retíulo.Estos programas son apaes de afrontar la negaión no-monótona y propor-ionar una vía elegante y potente para ombinar grados de erteza y de dudaen la reglas de programa. Aunque esta laguna del maro multi-adjunto ha sidoaliviada en [Damásio et al., 2007℄ onsiderando múltiples tipos a través de los5In [Damásio et al., 2007℄, estos autores a�rman que �ya hemos omenzado la investigaión enesta direión� (es deir, se plantean inorporar la negaión en los programas multi-adjuntos).



66 Capítulo 2. Algunos lenguajes lógios difusosllamados multi-retíulos, el tratamiento propuesto semeja en ualquier asomás débil que el desarrollado en [Straia, 2005a; Loyer y Straia, 2005℄.Sintaxis. En [Straia, 2005a; Loyer y Straia, 2005℄, las reglas de programatienen la forma A ← f(B1, . . . , Bn) donde f es un operator interpretado poruna funión de verdad que es ombinaión de otras funiones de verdad de lasonetivas del uerpo de la regla, en tanto que A y Bi son átomos. La sintaxises muy próxima a la usada en la lógia multi-adjunta, omo explíitamentese die en [Damásio et al., 2007℄: �a vees, representaremos los uerpos de lasfórmulas omo @[B1, . . . , Bn], donde los Bi son variables proposiionales deluerpo y @ es el agregador monótono obtenido omo una omposiión�6. Comovimos hasta aquí, salvando las diferenias en uanto al retíulo que se asoia aada programa, ambas aproximaiones son bastante similares desde un puntode vista sintátio. Sin embargo, en [Straia, 2005a℄ no se permiten símbolosde funión y los autores a�rman que, en aras de una presentaión más senilla,se limita la atenión al aso proposiional.Semántia Proedural. La mayor diferenia entre ambas aproximaiones, alos efetos que nos proponemos (la transformaión y optimizaión de progra-mas), surge a nivel proedural. Veremos, en la Seión 3.1, que la formaliza-ión de la semántia proedural del lenguaje multi-adjunto omo un sistemade transiión de estados resulta ruial para de�nir el desplegado, para ons-truir árboles de desplegado y formalizar el onepto de evaluaión parial en elCapítulo 7. En [Straia, 2005a; Loyer y Straia, 2005℄ se aporta un proedi-miento general de ontestaión de preguntas, de arriba-abajo, para programaslógios normales (que son abordados también en las referenias [Loyer y Stra-ia, 2002b, 2005℄) sobre retíulos y birretíulos. El método puede onebirseomo una semántia proedural para este tipo de programas, y tiene la ventajade que puede instaniarse para adaptarse a diferentes semántias (omo la se-mántia de Kripke-Kleene y la semántia Bien-Fundada �véase también [Loyery Straia, 2003, 2004℄�) uando evaluamos objetivos. Desafortunadamente, elproedimiento usado de ontestaión de preguntas se presenta en forma algo-rítmia que está lejos de la formulaión omo sistema de transiión de estadossobre la que tradiionalmente se ontemplan las reglas de transformaión deprogramas que abordamos.6Véase también [Guerrero y Moreno, 2008℄, donde se aporta una operaión de transformaiónllamada �agregaión� que adapta automátiamente reglas de programa a este formato más simple.



2.5. El lenguaje multi-adjunto 67En onseueia, después de todos los pormenores observados, podemos extraer lassiguientes onlusiones: i) el maro de [Straia, 2005a; Loyer y Straia, 2005℄ esuna aproximaión atrativa en la que (una vez superado el aso proposiional y/opermitiendo la presenia de símbolos de funión en su sintaxis) estamos interesados,para adaptar nuestras herramientas y poder apturar reursos expresivos importan-tes omo la negaión no-monótona; ii) a tal �n, es preeptivo investigar previamentenuevas vías de formulaión de su semántia proedural y meanismos de ontesta-ión de preguntas; y iii) pensamos que la experienia aumulada en el desarrollode ténias para la transformaión de programas lógios multi-adjuntos, nos puedeservir para extender nuestros resultados a un maro diferente, y sugestivo, omo elque se ontempla en las referenias [Straia, 2005a,b; Loyer y Straia, 2002b, 2003,2004, 2005℄.En de�nitiva, entre los distintos lenguajes de programaión lógia difusa quepodemos enontrar en la literatura (véase la Seión 1.5 para una mayor doumen-taión del área), el lenguaje multi-adjunto es un lenguaje muy potente y expresivo,dado que permitirá distintas impliaiones en la reglas y onetivas muy generalesen los uerpos de éstas. Además, resultará apropiado para abordar el desplegado deprogramas lógios difusos debido, prinipalmente, a que posee una sintaxis senillay una semántia operaional adeuada para dar uenta de los grados de verdad.Es, por tanto, el maro (más general) elegido para formular la transformaión dedesplegado, estudiar sus propiedades de orreión y de e�ienia; para formular,asimismo, la evaluaión parial en el ontexto difuso y su apliaión al álulo deredutantes.Resumimos en lo que sigue los prinipales rasgos de la programaión lógia multi-adjunta desrita, entre otras, en las referenias [Medina et al., 2001d,,b,a; Medinay Ojeda-Aiego, 2002; Medina et al., 2004; Medina y Ojeda-Aiego, 2004; Damásioet al., 2007℄.2.5.1. Noiones básiasLa programaión lógia multi-adjunta utiliza un lenguaje de primer orden L onte-niendo variables, onstantes, símbolos de funión, símbolos de prediado, los uan-ti�adores ∀ y ∃, y varias onetivas (arbitrarias) para apturar diferentes enlaesentre prediados:
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∧1, ∧2, . . . , ∧k (onjuniones)
∨1, ∨2, . . . , ∨l (disyuniones)
←1, ←2, . . . , ←m (impliaiones)
@1, @2, . . . , @n (agregadores)Admitimos, por tanto, distintas impliaiones (←1,←2, . . . ,←m) y otras oneti-vas que también podrían agruparse todas ellas bajo el término de agregador y quese usarán para ombinar/propagar el grado de verdad en las reglas. Estos agrega-dores (denotados por @1, @2, . . . , @n) subsumen a las onjuniones (denotadas por

∧1,∧2, . . . ,∧k), las disyuniones (∨1,∨2, . . . ,∨l), operadores media y otros opera-dores híbridos, omo ya hemos onsiderado en el apítulo anterior �para el aso enque el retíulo L era el intervalo [0, 1]�. Por de�niión, la funión de verdad, en unretíulo (L,≤), de un agregador n-ario @̇ : Ln → L es monótona y satisfae lasondiiones de frontera @̇(⊤, . . . ,⊤) = ⊤, @̇(⊥, . . . ,⊥) = ⊥.Aunque las onetivas ∧i, ∨i y @i son operadores binarios, habitualmente losgeneralizamos para ontemplarlos omo funiones on un número arbitrario de ar-gumentos. De este modo, esribiremos7, @i(x1, . . . , xn) en lugar de @i(x1, @i (x2, . . . ,

@i(xn−1, xn) . . .)).Asumimos también que en el lenguaje L se admiten elementos α ∈ L y onjun-iones &i de un retíulo multi-adjunto, (L,≤,←1, &1, . . . ,←n, &n), equipado onuna oleión de pares adjuntos 〈←i, &i〉, donde ada &i es una onjunión8 ligadaa la evaluaión del modus ponens. En general, el onjunto de grados de verdad Les ualquier retíulo (aotado y) ompleto aunque en los ejemplos, a efetos de unamejor legibilidad, onsideraremos el intervalo [0, 1] on el orden usual (que es unretíulo totalmente ordenado), salvo en aquéllos en que el aráter parial del ordensea relevante.La programaión lógia multi-adjunta está espeialmente interesada en un sub-onjunto de fórmulas del lenguaje de primer orden L desrito anteriormente. Unaregla es una fórmula A← B, donde A es una fórmula atómia (habitualmente llama-da abeza) y B es una fórmula onstruida a partir de fórmulas atómias B1, . . . , Bn7Puesto que para algunas onetivas no puede garantizarse la asoiatividad (ni la onmutativi-dad) los paréntesis son neesarios [Vojtá², 2001℄ y, de este modo, onvenimos el uso de las onetivasde ualquier número de argumentos.8Prouramos reservar el símbolo &j para estas onjuniones adjuntas a �n de distinguirlas deotras onjuniones del lenguaje.



2.5. El lenguaje multi-adjunto 69� n ≥ 0 � y onjuniones, disyuniones, agregadores, grados de verdad y onjunio-nes adjuntas (que llamaremos uerpo). Las reglas on uerpo vaío se llaman hehos.Un objetivo es un uerpo planteado omo una pregunta al sistema. Las variables delas reglas se suponen universalmente uanti�adas.Las fórmulas se interpretan en el retíulo multi-adjunto menionado anteriormen-te. Para preisar este onepto, reogemos las de�niiones de par adjunto y retíulomulti-adjunto ontempladas en [Medina et al., 2001d℄ y en [Medina et al., 2001℄,agrupándolas del siguiente modo:De�niión 2.5.1. Sea (L,≤) un retíulo. Un retíulo multi-adjunto es una n−upla
(L,≤,←1, &1, . . . ,←n, &n) que umple las siguientes ondiiones:1. (L,≤) es aotado (es deir, existe el ín�mo, ⊥, y el supremo, ⊤, de (L,≤)).2. (L,≤) es ompleto9, es deir, para todo subonjunto X ⊂ L existen inf(X),

sup(X)10.3. ⊤ &i v = v &i ⊤ = v, ∀v ∈ L, i = 1, . . . , n.4. ada par (←i, &i), on i = 1, . . . , n, es un par adjunto, es deir:a) la operaión &i es reiente en ambos argumentos11.b) la operaión ←i es reiente en el primer argumento y dereiente en elsegundo argumento.) propiedad adjunta: ∀x, y, z ∈ L, x ≤ (y←iz)⇔ (x&i z) ≤ y.En uanto al enuniado de la propiedad adjunta, x representará en lo suesivo elgrado de verdad de la regla y←i z, de modo que se satisfae diha regla (la orres-pondiente interpretaión satisfae diha regla) si, y sólo si, el grado de verdad y dela abeza es mayor o igual que la onjunión adjunta del grado de verdad z de lahipótesis on el grado de verdad x de la regla.La noión de par adjunto ha sido introduida por primera vez en el ontexto lógiopor Pavelka [1979℄ onibiendo el onjunto de grados de verdad omo una ategoría9En verdad, si (L,≤) es ompleto, entones es aotado y podríamos reformular la de�niiónevitando exigir explíitamente el aráter aotado.10Téngase en uenta que la existenia de inf(X), sup(X) está garantizada uando X es �nito,dado que L es un retíulo.11En la de�niión no se exige onmutatividad (véase [Kraji et al., 2002℄, por ejemplo, dondela ausenia de onmutatividad es un rasgo singular de uno de los ontextos de apliaión de laprogramaión lógia multi-adjunta) ni asoiatividad para esta onetiva.



70 Capítulo 2. Algunos lenguajes lógios difusosy la relaión entre ada onjunión y su impliaión asoiada omo un funtor dediha ategoría. Esta noión es un nuevo ejemplo del onepto de adjunión de�nidoen 1950 por Kan, en la teoría general de ategorías.Tal omo se observa en [Medina et al., 2004℄, los retíulos residuados (véase[Dilworth, 1939; Gerla, 2004; Novak et al., 1999℄) son ejemplos de retíulos multi-adjuntos en los que hay un sólo par adjunto y la onjunión del par determinaestruta de monoide (on elemento neutro ⊤) en el retíulo subyaente.Además, en [Damasio et al., 2004; Damásio et al., 2004a, 2007℄ se ontempla unmaro de programaión multi-adjunta (el de los programas lógios multi-adjuntostipi�ados ) en el que se ombina de manera muy sugerente el uso de varios retíulosmulti-adjuntos. Esta �exibilidad resulta apropiada para asoiar a ada regla de pro-grama dos (varios, en general) grados de verdad, pudiendo representar uno de ellosel fator de erteza y otro el fator de duda de diha regla.Conviene reordar �nalmente que los símbolos &i (de onjunión adjunta), y α ∈
L (grado de verdad de L) deben perteneer al lenguaje L, para que sea viable de�nirel meanismo operaional del lenguaje lógio multi-adjunto (véase la Seión 3.1.1)y, posteriormente, formular el desplegado para este tipo de programas (véase laSeión 4.4). Por este motivo, damos en los siguientes términos la de�niión deprograma lógio multi-adjunto (de manera análoga a omo se reoge en [Medinaet al., 2004℄), entendido omo un onjunto de reglas lógias on una grado de verdadasoiado que es un elemento del retíulo multi-adjunto pre�jado.De�niión 2.5.2. Un programa lógio multi-adjunto es un onjunto P de reglas dela forma 〈A←i B; v〉 veri�ando:

i) A es una fórmula atómia (llamada abeza).
ii) B es una fórmula arbitraria, llamada uerpo, onstruida on fórmulas atómi-as B1, . . . , Bn, n ≥ 0 y ualesquiera onjuniones, disyuniones, agregadores,grados de verdad α ∈ L y onjuniones adjuntas &i.

iii) v ∈ L es el grado de verdad de la fórmula lógia A←i B, donde (L,≤) es elretíulo multi-adjunto asoiado al programa P.Como abe esperar, llamaremos hehos a las reglas on uerpo ⊤ (es deir, onuerpo vaío).Por otra parte, entenderemos una interpretaión de Herbrand difusa12, I, omouna apliaión de la base de Herbrand, BL, en el retíulo multi-adjunto de grados de12Véase la Seión 3.2 posterior para más detalle.



2.5. El lenguaje multi-adjunto 71verdad L, de modo que el grado de verdad de un átomo básio A ∈ BL es un elemento
I(A) ∈ L. Habitualmente, �jada una asignaión ϑ que asoia elementos del universode Herbrand UL a términos, la valoraión de una fórmula bajo una interpretaión seobtiene por induión estrutural sobre la omplejidad de esta fórmula:

I(p(t1, . . . , tn))[ϑ] = I(p(t1ϑ, . . . , tnϑ)),

I(c(A1, . . . , An))[ϑ] = ċ(I(A1)[ϑ], . . . , I(An)[ϑ]),

I(A←B)[ϑ] = I(A)[ϑ]←̇I(B)[ϑ],

I((∀x)A)[ϑ] = inf{I(A)[ϑ′] | ϑ′ x�equivalente a ϑ},donde p es un símbolo de prediado, c una onetiva arbitraria, A y Ai fórmulas ató-mias, B ualquier uerpo, A ualquier fórmula, y denotamos la funión signi�ado(funión grado de verdad) de una onetiva c por ċ. Cuando la valoraión ϑ no searelevante, la omitiremos en la interpretaión de una fórmula.Podemos desribir los problemas reales en los que tengamos onoimiento vagopor medio de teorías difusas que onstituyen los programas lógios difusos.De�niión 2.5.3. Una teoría difusa es una funión parial T que asoia a adafórmula un elemento (grado de verdad) del retíulo L.Un programa multi-adjunto, P, es una teoría difusa tal que el dominio, dom(P),es un onjunto �nito de reglas y L es un retíulo multi-adjunto equipado on variospares adjuntos.Informalmente hablando, un programa lógio multi-adjunto puede verse omo unonjunto de pares 〈R; α〉, donde R es una regla y α = P(R) es un grado de verdadque expresa la on�anza que el usuario del sistema tiene en la regla R. A menudo,esribiremos �R with P(R)� en lugar de 〈C;P(R)〉. Los grados de verdad debenasignarse axiomátiamente por un experto.Una interpretaión I es un modelo de una teoría difusa si para ada regla R ∈
dom(P), I(R) ≥ P(R).El signi�ado asoiado a un par adjunto es el siguiente: ←i es una impliaiónpara la que &i es una onjunión adjunta, de modo que se satisfae la regla deinferenia modus ponens (generalizado):

〈(A←iB), x〉
〈B, y〉
〈A, &i(x, y)〉



72 Capítulo 2. Algunos lenguajes lógios difusosEsto es, si una interpretaión I es un modelo de A←i B (es deir, I(A←i B) � x)y de B (es deir, I(B) � y) entones I es un modelo de A (esto es, I(A) � x&iy).La orreión del meanismo operaional puede estableerse del siguiente modo:
x ≤ I(A←i B) = I(A)←̇i I(B) ≤ I(A)←̇i y, ya que �←i� es dereiente en susegundo argumento y I(B) � y; entones, por la propiedad adjunta, I(A) � x&iy.En [Medina et al., 2004℄, se de�ne la semántia delarativa de un programalógio multi-adjunto en términos del operador de punto �jo. Por nuestra parte, enel apítulo siguiente, abordamos detalladamente las semántias onoidas para ellenguaje multi-adjunto, así omo las relaiones entre elllas.2.6. Un entorno de programaión lógia difusa parala investigaiónUno de los desafíos más importantes de las tenologías software para la soiedadde la informaión, onsiste en la propuesta de nuevos métodos, ténias, platafor-mas y herramientas de nueva generaión que tengan un omportamiento orretoen entornos ambiantes e impreisos. En este esenario se neesitan prioritariamentenuevos lenguajes, formalismos y teorías, pero también entornos de programaión yherramientas automátias asoiadas, que den soporte sistemátio y raional al desa-rrollo del software. Teniendo en mente estos �nes, los lenguajes delarativos disfrutande una serie de ventajas extras, que sin duda alguna se basan en su fuerte funda-mentaión en algún tipo de lógia subyaente, lo que se relaiona on la poteniaexpresiva de las notaiones formales, on orrespondenia direta entre la sintaxis(los programas) y la semántia (lo que signi�an), y on los medios que permitenanalizar (manual o automátiamente) el texto en un lenguaje formal para extraeronlusiones. La lógia difusa está obrando ada día más interés omo soporte deeste tipo de lenguajes delarativos, donde además se busan integraiones y ombi-naiones de paradigmas ada vez más potentes. Por este motivo, estamos interesadosen el diseño e implementaión de entornos y lenguajes de programaión basados enla lógia difusa, así omo la apliaión de estos lenguajes a la soluión de problemasonretos mediante la onstruión de programas orretos y e�ientes.En onreto, la implementaión de un prototipo de intérprete/ompilador parael lenguaje lógio multi-adjunto es, en la atualidad, una de las tareas prioritariasen el grupo de investigaión DEC-TAU de la UCLM.



2.6. Un entorno de programaión lógia difusa para la investigaión 732.6.1. Caraterístias generales de FLOPEREn [Julián et al., 2009℄ desribimos un método potente para traduir programas di-fusos a ódigo Prolog estándar diretamente ejeutable. Mostramos las apaidadesbásias de esta herramienta que aspira a ser una plataforma experimental determi-nante en la tarea de optimizaión, transformaión, espeializaión, depuraión, et.,de programas difusos, que el grupo está abordando en los últimos años.El objetivo �nal es que el ódigo ompilado sea ejeutado en ualquier intér-prete Prolog de un modo totalmente transparente para el usuario �nal, es deir,nuestra intenión es que, después de introduir programas difusos y objetivos di-fusos al sistema, éste nos permita devolver respuestas omputadas difusas (esto es,pares inluyendo grados de verdad y sustituiones) aún uando todos los ómputosintermedios hayan sido ejeutados en un entorno de programaión lógia pura (nodifusa).Nuestra aproximaión está inspirada, en parte, en Guadarrama et al. [2004℄, don-de se onibe en un lenguaje lógio difuso erano al nuestro un intérprete usandoprogramaión lógia on restriiones sobre números reales (CLP (R)) para ser im-plementado de manera e�iente. Por nuestra parte, haremos uso del lenguaje deprogramaión Prolog sin onsiderar una extensión CLP (R), puesto que es su�ientepara implementar nuestros oneptos, al mismo tiempo que la simpliidad tanto dela ténia omo del lenguaje objeto resulte aesible a una audienia más amplia.Por el momento, nuestro sistema trata solamente on programas uyo retíuloasoiado es el intervalo errado [0, 1] y las onetivas perteneen a alguna lógiadifusa onvenional (omo la lógia produto, lógia de �ukasiewiz y lógia intui-ionista de Gödel). Aunque la potenia expresiva de esta implementaión preliminares bastante limitada, una tarea de máxima prioridad para desarrollos futuros serálograr que el sistema aepte programas difusos on retíulos multi-adjuntos de formaparamétria, lo ual implia el diseño de protoolos, interfaes, et., apropiados enlos que ya estamos trabajando.Hemos usado Sistus Prolog v.3.12.5 para la ejeuión de programas difusos, unavez que han sido traduidos a ódigo Prolog, así omo para la implementaión de lapropia herramienta.Nuestro analizador sintátio ha sido desarrollado usando Gramátias de Cláu-sulas De�nidas (De�nite Clause Grammars, DCG's), un reurso del lenguaje Prologque aporta una notaión adeuada para enuniar las reglas de produión de unagramátia de forma ágil y preisa. La apliaión ontiene alrededor de 300 láusulas



74 Capítulo 2. Algunos lenguajes lógios difusosy, una vez que se arga en un intérprete Prolog (en nuestro aso, Sistus Prolog),muestra un menú que inluye (entre otras) opiones para:

• Cargar un arhivo prolog on extensión `.pl'. Esta aión es útil para leer unarhivo onteniendo un onjunto de láusulas que implementen agregadores, predi-ados de usuario, et. Además, las onetivas originales de la lógia produto, lógiade Gödel y lógia de �ukasiewiz, están de�nidas en el arhivo prelude.pl, que searga automátiamente por el sistema al prinipio de ada sesión de trabajo.
• Analizar un programa difuso inluido en un arhivo on extensión `.fpl'.Es la opión prinipal enargada de analizar sintátiamente un �hero difuso yargar el ódigo Prolog resultante en la base de datos del sistema. A �n de llevara abo simultáneamente el proeso de traduión on la generaión de ódigo, adaprediado de análisis sintátio (parsing) desrito por reglas DCG se ha ampliadoon una variable omo argumento extra que está onebida para inluir el ódigoProlog generado después de analizar el orrespondiente fragmento de ódigo difuso.
• Listar el onjunto de láusulas Prolog argadas desde un arhivo `.pl' asíomo las que se han obtenido después de ompilar un arhivo `.fpl'. Naturalmente,se muestra también el programa difuso original ontenido en este último arhivo,omo se observa en la siguiente �gura.



2.6. Un entorno de programaión lógia difusa para la investigaión 75

• Guardar el ódigo Prolog resultante en un arhivo, y �nalmente
• Ejeutar un objetivo difuso después de ser introduido desde el telado. Asípor ejemplo, si el objetivo proporionado por el usuario esp(X) &G r(a),entones el sistema lo tradue al objetivo Prolog estándar:p(X,_TV1),r(a,_TV2), and_G(_TV1,_TV2,_TV3).Sin embargo, esta expresión requiere una manipulaión �nal antes de ser ejeutada,que onsiste en renombrar su última variable grado de verdad (en este aso _TV3)por Truth_Degree. Ahora, adviértase que el onjunto de variables no anónimas delobjetivo Prolog resultante, son simplemente aquéllas que apareían en el objetivodifuso original (es deir, X) más la que ontiene su grado de verdad asoiado (estoes, Truth_Degree).Entones, después de la reevaluaión del objetivo Prolog?- p(X,_TV1),r(a,_TV2), and_G(_TV1,_TV2, With_Truth_Degree),el intérprete Prolog devuelve el siguiente par de respuestas omputadas difusas desea-das:X=a, Truth_Degree=0.504;X=b, Truth_Degree=0.4;no



76 Capítulo 2. Algunos lenguajes lógios difusosLa siguiente ilustraión muestra el menú de introduión de un objetivo:

y en la posterior el resultado de su ejeuión.

En onseuenia, nuestra implementaión tradue un programa lógio multi-adjuntoy un objetivo difuso a ódigo Prolog estándar, permitiendo la ejeuión de progra-mas difusos en un entorno de programaión lógia lásia. Una expliaión porme-norizada de las ténias de implementaión usadas puede enontrarse en el enlae:http://www.dsi.ulm.es/investigaion/det/FLOPERpage.html.Es importante tener en uenta que, en esta implementaión, todos los álulos



2.6. Un entorno de programaión lógia difusa para la investigaión 77internos (inluyendo ompilaión y ejeuión) son derivaiones Prolog puras mientrasque las entradas (programas y objetivos difusos) y salidas (respuestas omputadasdifusas) tienen siempre aparienia difusa, lo que genera la ilusión en el usuario deestar trabajando on una herramienta totalmente difusa.2.6.2. Traduiendo programas difusos a ódigo PrologEsta seión está dediada a detallar un método senillo pero potente, para la tra-duión de programas difusos a ódigo Prolog estándar, en los términos que hemosreogido en [Julián et al., 2006℄. El objetivo �nal es que el ódigo ompilado seaejeutado en ualquier intérprete Prolog de modo totalmente transparente para elusuario �nal. Nos proponemos que, una vez introduidos los programas y objetivosdifusos al sistema, éste devuelva las respuestas omputadas difusas (pares formadospor un grado de verdad y una sustituión) inluso en el aso en que los álulosintermedios se hayan realizado en un ontexto lógio puro (no difuso).En lo que sigue, además de onretar los onvenios sintátios que admite nues-tro sistema para traduir a Prolog los programas lógios multi-adjuntos desubrimosómo durante el proeso de análisis sintátio, el sistema genera ódigo Prolog si-guiendo estas diretries:Cada átomo que aparee en una regla difusa se tradue a un átomo Prologampliado on un argumento extra, llamado �variable grado de verdad�, de laforma _TVi. El objetivo pretendido de esta variable anónima es que almaeneel grado de verdad resultante después de la subsiguiente evaluaión de adaátomo.El papel de los operadores de agregaión puede ser desempeñado ade-uadamente por láusulas Prolog estándar de�niendo las funiones de verdadde los agregadores mediante lo que llamamos �prediados de agregaión�. Porejemplo:
and_prod(X, Y, Z) : −Z is X ∗ Y.
and_godel(X, Y, Z) : −(X =< Y, Z = X; X > Y, Z = Y).
and_luka(X, Y, Z) : −H is X + Y− 1, (H =< 0, Z = 0; H > 0, Z = H).Los hehos del programa difuso (es deir, reglas sin uerpo) se expandenen tiempo de ompilaión a hehos Prolog, donde el argumento adiional del



78 Capítulo 2. Algunos lenguajes lógios difusosátomo (de la abeza) no es una variable grado de verdad sino diretamenteel grado de verdad de la orrespondiente regla. Por ejemplo, onsiderandode nuevo el programa (que tiene por retíulo asoiado el intervalo errado
([0, 1],≤) donde ≤ es el orden usual),
p(X) < prod q(X, Y) &godel r(Y) with 0.8

q(a, Y) < prod s(Y) with 0.7

q(b, Y) < luka r(Y) with 0.8

r(_) with 0.7

s(b) with 0.9vemos que las reglas uatro y ino pueden representarse por los hehos Prolog
r(_, 0.7) y s(b, 0.9), respetivamente.Las reglas de programa difuso se traduen a láusulas Prolog efetuandollamadas apropiadas a los átomos que forman el uerpo de éstas. Respeto alas llamadas a los prediados de agregaión, deben ser pospuestas al �nal deluerpo, a �n de garantizar que las variables de grado de verdad usadas omoargumentos se instanien debidamente en el momento apropiado. En este sen-tido, es también importante respetar el orden adeuado en la ejeuión de lasllamadas. En partiular, la última llamada debe ser efetuada neesariamenteal prediado de agregaión que modela la onjunión adjunta al operador im-pliaión de la regla, haiendo uso también del grado de verdad de ésta. Porejemplo, las tres primeras reglas de nuestro ejemplo pueden representarse porlas láusulas Prolog:
p(X,_TV0) : −q(X, Y,_TV1), r(Y,_TV2), and_godel(_TV1,_TV2,_TV3),

and_prod(0.8,_TV3,_TV0).
q(a, Y,_TV0) : −s(Y,_TV1), and_prod(0.7,_TV1,_TV0).
q(b, Y,_TV0) : −r(Y,_TV1), and_luka(0.8,_TV1,_TV0).Un objetivo difuso se tradue a un objetivo Prolog donde la orrespondientellamada a los átomos aparee en su orden textual antes de las orrespondientesa los prediados de agregaión. Dado que los agregadores no son neesariamen-te asoiativos, deben apareer en una seuenia onveniente, al igual que ourre



2.6. Un entorno de programaión lógia difusa para la investigaión 79on la traduión de los uerpos de láusulas desrita anteriormente. Por ejem-plo, el objetivo p(X) &godel r(a) puede representarse por el siguiente objetivoProlog:
?− p(X,_TV1), r(a,_TV2), and_godel(_TV1,_TV2,_TV3).Siguiendo este proedimiento, la herramienta FLOPER tradue a ódigo Prologestándar el programa lógio multi-adjunto y el objetivo onsiderado anteriormente.2.6.3. Nuevas utilidades del entorno FLOPEREl método que aabamos de desribir es útil para la resoluión de objetivos y laejeuión de programas, pero resulta insu�iente uando se intentan realizar otrotipo de aiones más so�stiadas. En partiular, obsérvese que este desarrollo iniialúniamente permite simular derivaiones difusas ompletas (ejeutando las orres-pondientes derivaiones Prolog basadas en resoluión-SLD), pero no permite generarderivaiones pariales ni siquiera apliar un sólo paso admisible/interpretativo sobreuna expresión difusa determinada.Y este tipo de manipulaiones de bajo nivel son preeptivas uando intentamosinorporar a la herramienta meanismos para generar derivaiones de un número�jo de pasos, reon�gurar el uerpo de una regla de programa, apliar sustituionesen su abeza, et., a �n de poder implementar algunas ténias de transformaiónde programas omo las que se ontemplan en esta tesis. Por ejemplo (y tal omoveremos después), nuestra transformaión de desplegado difuso se de�ne omo elreemplazamiento de una regla de programa R : 〈A ←i B; α〉 por el onjunto dereglas {〈Aσ ←i B′; α〉 | 〈B; id〉 →AS/IS 〈B′; σ〉}, que exige, efetivamente, la imple-mentaión de reursos útiles para la generaión de derivaiones de un sólo paso, lareon�guraión del uerpo de una regla, la apliaión de sustituiones en su abeza,entre otras.Para alanzar este objetivo, hemos ideado una nueva representaión de bajo nivelpara ódigo difuso: ada prediado de análisis sintátio usado en reglas DCG's (queya ontiene un parámetro asignando el ódigo Prolog obtenido después del proesode ompilaión) ha sido ampliado on un segundo argumento extra para almaenarahora la nueva representaión asoiada al orrespondiente fragmento de ódigo difusoanalizado. Para no entrar en detalles ténios aera de tal representaión de bajonivel, baste el siguiente ejemplo ilustrativo. Reordemos que después de analizar la



80 Capítulo 2. Algunos lenguajes lógios difusossiguiente regla:
p(X) < prod q(X, Y) &godel r(Y) with 0.8se generaba la láusula Prolog:

p(X,_TV0) : −q(X, Y,_TV1), r(Y,_TV2), and_godel(_TV1,_TV2,_TV3),
and_prod(0.8,_TV3,_TV0)Mientras que ahora además, se genera la siguiente expresión (que es almaenadaomo un heho prolog):

rule(number(1),

head(atom(pred(p, 1), var(′X′)])),

impl(prod),

body(and(godel, 2,

[atom(pred(q, 2),

[var(′X′), var(′Y′)]),

atom(pred(r, 1),

[var(′Y′)])])),

td(0.8))Como puede verse, la idea de esta espei�aión es ir enapsulando ada elementode una regla difusa en una representaión jerarquizada y estruturada en formatode heho Prolog.Sobre estos hehos es más senillo trabajar a bajo nivel, mediante la de�niión deprediados que realizan desde las operaiones más espeí�as omo son la apliaiónde una sustituión, apliaión de un paso admisible, et., hasta las de mayor alibre,omo es el aso de la generaión/visualizaión de un árbol de desplegado para unprograma y objetivo dados, permitiendo al usuario que se modi�que la profundidaddel mismo en ada ejeuión, tal y omo se observa en la siguiente �gura.Este nuevo reurso de FLOPER nos será de muha utilidad en el Capítulo 7 yaque la obtenión de árboles de desplegado será el punto de partida para espeiali-zar/optimizar programas multi-adjuntos y alular resultantes/redutantes para losmismos.



2.6. Un entorno de programaión lógia difusa para la investigaión 81

Como trabajo futuro, en el grupo DEC-TAU, ya estamos abordando las siguientesmejoras de esta herramienta.Modelado de la fase interpretativa del lenguaje multi-adjunto, de maneraanáloga a omo hiimos on la fase operaional, abordando la posibilidad deimplementar funiones de seleión más generales.Inorporaión de retíulos multi-adjuntos arbitrarios y de otras noiones difu-sas omo las ya lásias relaiones de similaridad.Plantear la generaión de ódigo para un máquina virtual basada en algunaextensión del diseño de la WAM, que es un estándar para la implementaióne�iente de lenguajes de programaión lógia.Realizaión de un interfaz grá�o que permite la interaión on el usuario deforma más senilla y operativa, y que pueda failitar la implantaión de estetipo de tenología en diferentes ontextos (aadémios, industriales, et.).Para terminar, volvemos a remarar la intenión última de que FLOPER se ons-tituya en la prinipal plataforma sobre la que implantar nuestros resultados funda-mentales, permitiendo (además de programar y desarrollar apliaiones esritas enlenguajes lógios difusos) la inorporaión de potentes ténias delarativas de mani-pulaión de programas. En este sentido, insistimos que haiendo uso de la apaidadde FLOPER para generar árboles de desplegado, podremos abordar próximamen-te buena parte de las ténias desarrolladas en esta tesis, dando soporte al álulode redutantes, la espeializaión por EP y la optimizaión de programas difusosusando transformaiones de plegado/desplegado.



82 Capítulo 2. Algunos lenguajes lógios difusos2.7. ConlusionesLas ontribuiones referidas en este apítulo pueden resumirse del siguiente modo:Hemos realizado una extensión del lenguaje f-Prolog (y también del lf-Prolog)de Vojtá² y Paulík [1996℄ a �n de permitir una interpretaión más �exiblede las onetivas, y de forma que se onservan las semántias operaional ydelarativa del lenguaje original.Hemos lari�ado la fase interpretativa del lenguaje multi-adjunto formulán-dola en términos de un sistema de transiión de estados, lo que será esenialpara la de�niión del desplegado en este ontexto y, asimismo, para abordarun análisis del oste omputaional de los programas multi-adjuntos.Hemos formulado y demostrado la independenia de la regla de omputaiónpara los lenguajes f-Prolog, ef-Prolog y para el lenguaje multi-adjunto.Hemos implementado, en el grupo DEC-TAU, un prototipo de intérprete/ompilador para traduir programas lógios multi-adjuntos en ódigo Prolog,que pretende ser una plataforma de gran utilidad para la optimizaión deprogramas difusos. Esta herramienta permite, ya en la atualidad, ompilar,ejeutar y manipular programas lógios difusos, así omo generar y visualizarárboles de desplegado.



Capítulo 3Semántias del lenguajemulti-adjuntoPresentamos en este apítulo una revisión muy ompleta en la que se abordan yre�nan todas las semántias onoidas al día de hoy para la programaión multi-adjunta, y se aportan los resultados que justi�an las (mejores) relaiones entreellas.Desribimos, en primer término, la semántia proedural (operaional e inter-pretativa), y aportamos, tal omo se reoge en [Julián et al., 2006℄, una nuevaonepión de la fase interpretativa que será preeptiva para la formalizaión deldesplegado interpretativo en el maro multi-adjunto.Demostramos la independenia de la regla de omputaión (de la fase operaio-nal), extendiendo a nuestro ontexto el resultado bien onoido de la programaiónlógia lásia por el que, tal omo se justi�a en [Julián et al., 2005a℄, a la horade ejeutar pasos admisibles de omputaión, no importa la funión se seleión desubexpresiones que se emplee.Posteriormente obtenemos, por primera vez, la noión semántia de modelo mí-nimo difuso onebido éste omo el ín�mo de un onjunto de interpretaiones. Ve-remos que este onepto reprodue la onepión lásia de modelo mínimo de laprogramaión lógia pura, es equivalente a la semántia de punto �jo y también ala semántia proedural entendida omo el onjunto de respuestas omputadas difu-sas. Además, veremos que es posible identi�ar las respuestas orretas mediante elmodelo mínimo difuso, de forma más útil que en la programaión lógia ordinaria.83



84 Capítulo 3. Semántias del lenguaje multi-adjuntoAdemás, inluimos una demostraión original de la orreión de la semántiaproedural de la programaión multi-adjunta. Y si el resultado es una réplia delaso lásio (de la programaión lógia pura), la prueba sí ontempla novedadesmuy signi�ativas on respeto a la primitiva.Por último, nos oupamos también de la existenia de las distintas semántiasen situaiones más generales que las naturales del maro multi-adjunto, poniendode mani�esto que hay asos en los que existe la semántia delarativa de modelomínimo difuso aunque no existan las orrespondientes proedural y de punto �jo.Por otra parte, la extensión más atrativa que abe plantearse para ompletarlas equivalenias presentadas en este trabajo es la obtenión de semántias por des-plegado para el lenguaje lógio multi-adjunto, onretando la equivalenia on lasanteriores.En [Julián et al., 2009℄ se reogen buena parte de los resultados eseniales de esteapítulo.3.1. Semántia proedural del lenguaje lógio multi-adjuntoLa semántia proedural del lenguaje lógio multi-adjunto puede ser onebida omouna fase operaional seguida de una interpretativa. Aunque este punto de vistaestá implíito en [Medina et al., 2001d, 2004℄, en esta seión estableemos unaseparaión diáfana entre ambas fases. Además, aportamos una nueva de�niión defase interpretativa, de orte proedural, que no sólo es útil para lari�ar todo elmeanismo omputaional, sino que resulta ruial para formalizar el onepto dedesplegado interpretativo que estudiaremos en la Seión 4.5.3.1.1. Fase operaionalFormalizamos aquí los oneptos de paso de omputaión admisible difuso, derivaiónadmisible difusa y respuesta omputada difusa, on ligeras diferenias respeto a lasde�niiones que apareen en [Medina et al., 2004℄.A tal efeto, reordamos que neesitamos disponer de un lenguaje que sea elresultado de añadir al alfabeto básio (onteniendo variables, onstantes, funiones,símbolos de prediado, onetivas y uanti�adores) desrito en la Seión 2.5: i)elementos del retíulo (grados de verdad) y ii) una onjunión adjunta &i para ada



3.1. Semántia proedural del lenguaje lógio multi-adjunto 85impliaión ←i que �gure en el programa lógio multi-adjunto. Denotaremos estelenguaje (omo ya se dijo en la Seión 2.5) por L, y las fórmulas de L las denomi-naremos L-fórmulas. Además, un L-programa (que también llamaremos programalógio multi-adjunto o, simplemente, programa) se entenderá un onjunto de pares
〈L-regla, grado de verdad〉.El meanismo operaional que vamos a de�nir es un proeso de razonamientoque, usando una generalizaión del modus ponens, proporiona una ota inferior delgrado de verdad de un objetivo bajo ualquier modelo de un programa.De manera más preisa, partiendo de un objetivo extendido y apliando el modusponens sobre un átomo seleionado A de diho objetivo y una regla 〈A′←iB, v〉 delprograma, si existe una sustituión θ = mgu({A = A′})1, reemplazamos el átomo Apor la expresión extendida (v&iB)θ. El proeso se repite hasta obtener una fórmulaextendida que no ontiene átomos. Entones, el grado de verdad de ésta se obtiene sinmás que interpretarla en el retíulo asoiado. La propiedad adjunta del par (←i, &i)garantiza que el grado de verdad resultante es, en efeto, una ota inferior del gradode verdad del objetivo.La semántia proedural que desribiremos aquí no está basada en refutaión:está orientada a obtener una ota de la respuesta omputada difusa óptima para lapregunta planteada [Medina y Ojeda-Aiego, 2002℄.En esenia, en este ontexto, una omputaión puede verse omo un proeso ondos fases proedurales: una primera de tipo operaional y la segunda de aráterinterpretativo. En otros lenguajes preedentes, omo por ejemplo que se ontemplanen los trabajos de Vojtá² y Paulík [1996℄; Vojtá² [2001℄, se ombinan ambas fases.En la formalizaión del onepto de omputaión admisible difusa, esribiremos
C[A], o más generalmente C[A1, . . . , An], para denotar una L-fórmula donde A, o
A1, . . . , An son respetivamente, subexpresiones (por lo general, átomos) que apare-en arbitrariamente en el ontexto �posiblemente vaío� C[ ]. Además, la expresión
C[A/A′] (y su extensión obvia) signi�a el reemplazamiento de A por A′ en el on-texto C[ ].De�niión 3.1.1. Sea Q un objetivo y σ una sustituión, un estado es un par
〈Q; σ〉. Sea E el onjunto de estados. Dado ahora un programa multi-adjunto P, de-�nimos una omputaión admisible difusa omo un sistema de transiión de estados,uya relaión de transiión →AS ⊂ (E × E) es la menor relaión que satisfae las1Por mgu(E) denotamos el uni�ador más general de un onjunto de expresiones E (véase laSeión 1.4, donde introduimos este onepto).



86 Capítulo 3. Semántias del lenguaje multi-adjuntosiguientes reglas admisibles:Regla 1.
〈Q[A]; σ〉→AS〈(Q[A/v&iB])θ; σθ〉 si 




(1) A es el átomo seleionadoen Q
(2) θ = mgu({A′ = A})
(3) 〈A′←iB; v〉 en P y B noes vaío.Regla 2.

〈Q[A]; σ〉→AS〈(Q[A/v])θ; σθ〉 si 



(1) A es el átomo seleionado en Q
(2) θ = mgu({A′ = A})
(3) 〈A′←; v〉 en P.

Regla 3.
〈Q[A]; σ〉→AS〈(Q[A/⊥]); σ〉 si 




(1) A es el átomo seleionado en Q
(2) no existe regla en P uya abezauni�que on A.Todos los oneptos usuales de la programaión lógia (derivaión, paso de deriva-ión, et.) pueden extenderse a este ontexto, al igual que se supone que las fórmulasinvoluradas en pasos de omputaión admisibles difusos son renombradas antes deser usadas.Obsérvese que la Regla 3 se introdue para ontemplar las (posibles) derivaio-nes admisibles de fallo, lo que supone una novedad importante on respeto a laprogramaión lógia pura en la que no abe ontrapartida al ese de una derivaión.En lo que sigue, usaremos los símbolos →AS1, →AS2 y →AS3 para referirnosexplíitamente a la apliaión de ada una de las reglas admisibles. Cuando seaneesario, anotaremos la regla que se use en el paso orrespondiente omo un super-índie del símbolo →AS . Usaremos también →n

AS para denotar una seuenia de npasos de una omputaión admisible y →∗
AS para una seuenia arbitraria de ero omás pasos.



3.1. Semántia proedural del lenguaje lógio multi-adjunto 87De�niión 3.1.2. Sea P un programa y Q un objetivo. Una seuenia E0 →AS

E1 →∗
AS En es una derivaión admisible de éxito si:1. E0 = 〈Q; id〉, donde id es la sustituión vaía;2. para ada 0 ≤ i < n, Ei →AS Ei+1 es un paso de derivaión admisible;3. En = 〈Q′; θ′〉 y Q′ es una L-formula que no ontiene átomos.Tengamos en uenta que, si después de una seuenia de pasos admisibles, un ob-jetivo se transforma en L-fórmula que no ontiene átomos, puede ser interpretadadiretamente en el retíulo multi-adjunto L. Esto justi�a la siguiente extensión dela noión de respuesta omputada a este ontexto. En ella usamos Var(s) para re-ferirnos al onjunto de variables distintas que apareen en el objeto sintátio s,y θ[Var(s)] denota la sustituión obtenida a partir de θ al restringir su dominio,

Dom(θ), a Var(s).De�niión 3.1.3. Sea P un programa lógio multi-adjunto y Q un objetivo. Unaderivaión admisible es una seuenia 〈Q; id〉 →∗
AS 〈Q′; θ〉. Cuando Q′ es una fór-mula que no ontiene átomos, el par 〈Q′; σ〉, donde σ = θ[Var(Q)], se denominauna respuesta omputada admisible (a..a., admissible omputed answer) para estaderivaión.De�niión 3.1.4. Sea P un programa multi-adjunto y Q un objetivo. Dada unaderivaión admisible 〈Q; id〉 →∗

AS 〈@(r1, . . . , rn); θ〉, on ri ∈ L para todo i ∈
{1, . . . , n}, el par 〈@̇(r1, . . . , rn); σ〉, donde σ = θ[Var(Q)], es una respuesta ompu-tada difusa (f..a., fuzzy omputed answer) para esta derivaión.Ilustramos los oneptos previos y la última de�niión por medio de un ejemplo.Ejemplo 3.1.5. Sea P el programa lógio multi-adjunto que sigue,

R1 : p(X) ←prod q(X, Y ) ∧G r(Y ) with 0.8

R2 : q(a, Y ) ←prod s(Y ) with 0.7

R3 : q(Y, a) ←luka r(Y ) with 0.8

R4 : r(Y ) ← with 0.7

R5 : s(b) ← with 0.9



88 Capítulo 3. Semántias del lenguaje multi-adjuntopara el que las etiquetas prod, G y luka signi�an produto lógio, lógia intuiio-nista de Gödel y lógia de �ukasiewiz respetivamente. Esto es, &̇prod(x, y) = x · y,
∧̇G(x, y) = min{x, y}, y &̇luka(x, y) = max{0, x + y − 1}.En la siguiente derivaión admisible para el programa P y el objetivo ←p(X)∧G
r(a), subrayamos la expresión seleionada en ada paso admisible:
〈p(X) ∧G r(a); id〉→AS1

R1 〈(0.8&prod(q(X1, Y1) ∧G r(Y1))) ∧G r(a); σ1〉

→AS1
R2 〈(0.8&prod((0.7&prods(Y2)) ∧G r(Y2))) ∧G r(a); σ2〉

→AS2
R5 〈(0.8&prod((0.7&prod0.9) ∧G r(b))) ∧G r(a); σ3〉

→AS2
R4 〈(0.8&prod((0.7&prod0.9) ∧G 0.7)) ∧G r(a); σ4〉

→AS2
R4 〈(0.8&prod((0.7&prod0.9) ∧G 0.7)) ∧G 0.7; σ5〉donde

σ1 = {X/X1}

σ2 = {X/a, X1/a, Y1/Y2}

σ3 = {X/a, X1/a, Y1/b, Y2/b}

σ4 ={X/a, X1/a, Y1/b, Y2/b, Y3/b}

σ5 ={X/a, X1/a, Y1/b, Y2/b, Y3/b, Y4/a}Entones, la respuesta omputada admisible para esta derivaión admisible es el par
〈(0.8&prod((0.7&prod0.9) ∧G 0.7)) ∧G 0.7; σ5〉. Además, la respuesta omputada difusaes el par 〈0.504, {X/a}〉, ya que:

I((0.8&prod((0.7&prod0.9) ∧G 0.7)) ∧G 0.7) =...
(0.8&̇prod((0.7&̇prod0.9)∧̇G0.7))∧̇G0.7 =...

0.504∧̇G0.7 =

0.504y σ5[Var(Q)] = {X/a}.



3.1. Semántia proedural del lenguaje lógio multi-adjunto 893.1.2. Fase interpretativaSi explotamos todos los átomos de un objetivo, apliando tantos pasos admisiblesomo sea neesario en la fase operaional, llegamos a una fórmula que no ontieneátomos que puede ser diretamente interpretada en el orrespondiente retíulo multi-adjunto L.En lo que sigue diseñamos, tal omo se reoge en [Julián et al., 2006℄, esta fase in-terpretativa en términos de un sistema de transiión de estados. Clari�amos de estemodo la menionada fase interpretativa y sentamos las bases para la posterior de�-niión del desplegado interpretativo en términos de pasos interpretativos. Además,hemos logrado desprendernos de elementos �ruidosos� omo la funión de seleión(para esta fase interpretativa) y los orrespondientes resultados de independenia.Veamos, entones, la noión de paso de omputaión interpretativo, derivaióninterpretativa y (reordemos la de) respuesta omputada difusa.De�niión 3.1.6 (Paso Interpretativo). Sea P un programa, Q un objetivo y σ unasustituión. Formalizamos la noión de omputaión interpretativa omo un sistemade transiión de estados, uya relaión de transiión →IS⊂ (E × E) se de�ne omo
〈Q[@(r1, r2)]; σ〉 →IS 〈Q[@(r1, r2)/@̇(r1, r2)]; σ〉donde @̇ es la funión de verdad de la onnetiva @ en el retíulo (L,≤) asoiado alprograma P.De�niión 3.1.7. Sea P un programa y 〈Q; σ〉 una respuesta omputada admi-sible (a..a.), es deir, Q es un objetivo que no ontiene átomos. Una derivaióninterpretativa es una seuenia 〈Q; σ〉 →∗

IS 〈Q′; σ〉.Reordemos que si Q′ = r ∈ L, siendo (L,≤) el retíulo asoiado a P , el estado
〈r; σ〉 se die2 una respuesta omputada difusa o f..a.Habitualmente, nos referiremos a una derivaión ompleta omo la seuenia depasos admisibles/interpretativos de la forma 〈Q; id〉 →∗

AS 〈Q′; σ〉 →∗
IS 〈r; σ〉, donde

〈Q′; σ[Var(Q)]〉 y 〈r; σ[Var(Q)]〉 son, respetivamente, la a..a. y la f..a. para laderivaión. En oasiones, la denotaremos por 〈Q; id〉 →∗
AS/IS 〈r; σ〉 (y diremos que

〈r; σ〉 es la respuesta omputada difusa de la orrespondiente derivaión en la que seagrupan los pasos admisibles e interpretativos).2Véase la De�niión 3.1.4.



90 Capítulo 3. Semántias del lenguaje multi-adjuntoEjemplo 3.1.8. Completamos ahora la derivaión previa del Ejemplo 3.1.5, ejeu-tando los pasos interpretativos neesarios para obtener la respuesta omputada difusa(f..a.) on respeto al retíulo ([0, 1],≤).
〈(0.8&prod((0.7&prod0.9)&G0.7))&G0.7; {X/a}〉 →IS

〈(0.8&prod(0.63&G0.7))&G0.7; {X/a}〉 →IS

〈(0.8&prod0.63)&G0.7; {X/a}〉 →IS

〈0.504&G0.7; {X/a}〉 →IS

〈0.504; {X/a}〉Entones la f..a. para esta derivaión ompleta es el par 〈0.504; {X/a}〉.3.1.3. Independenia de la regla de omputaión para el len-guaje multi-adjuntoEn [Julián et al., 2005a℄ se enunia y demuestra por primera vez la independenia dela regla de omputaión para la programaión lógia multi-adjunta, resultado que enun ontexto muho más general orresponde a los Teoremas 2.4.3 y 2.4.2 del apítuloanterior.Como para la resoluión-SLD, suponemos la existenia de una funión de sele-ión �ja, también llamada regla de omputaión, que deide, sobre un objetivo dado,uál es la expresión seleionada para explotar en el siguiente paso admisible difuso.Dada un regla de omputaión difusa S, deimos que una derivaión admisible difusaes vía S si la expresión seleionada en todo paso admisible se obtiene por la imagende la apliaión S sobre el orrespondiente objetivo en ada paso.Estableemos, para el lenguaje multi-adjunto, la independenia de la regla deomputaión de manera análoga a la obtenida en [Lloyd, 1987℄ para el aso de laprogramaión lógia pura. Para lograr este resultado neesitamos los siguientes lemasauxiliares. El primero garantiza que se preservan las sustituiones en respuestasomputadas difusas obtenidas por la apliaión de dos pasos admisibles dados onla primera y/o la segunda regla de la De�niión 3.1.1, on independenia del ordenen que se explotan los átomos.



3.1. Semántia proedural del lenguaje lógio multi-adjunto 91Lema 3.1.9. Sea P un programa multi-adjunto y Q0[A, A′] un objetivo. Si en lassiguientes derivaiones onsideramos sólo pasos del tipo AS1 y AS2, entones,
〈Q0; θ0〉→AS

A〈Q1; θ0θ1〉→AS
A′θ1〈Q2; θ0θ1θ2〉si, y sólo si,

〈Q0; θ0〉→AS
A′〈Q′

1; θ0θ
′
1〉→AS

Aθ′

1〈Q′
2; θ0θ

′
1θ

′
2〉donde θ0θ1θ2 = θ0θ

′
1θ

′
2.Demostraión. (⇒) Sean H1 y H2 los átomos abeza de las reglas R1,R2 << P usa-das para explotar (instanias de) los átomosA y A′, respetivamente, en la derivaiónonsiderada: 〈Q0; θ0〉→AS

A〈Q1; θ0θ1〉→AS
A′θ1〈Q2; θ0θ1θ2〉, donde θ1 = mgu({A =

H1}) y θ2 = mgu({A′θ1 = H2}). Además, puesto que no onsideramos pasos del tipo
AS3, entones θ0θ1θ2 6= fallo, y en partiular θ2 6= fallo, por lo que también se tiene
θ′1 = mgu({A′ = H2}) 6= fallo. Por tanto, se satisfaen las siguientes igualdades:

θ1θ2 =

θ1mgu({A′θ1 = H2}) = (ya que Dom(θ1) ∩ Var(R2) = ∅)

θ1mgu(m̂gu({A′ = H2})θ1) =

θ1mgu(θ̂′1θ1) = (por el Lema 2.4.1)
θ1 ⇑ θ′1 = (por el Lema 2.4.1)
θ′1mgu(θ̂1θ

′
1) =

θ′1mgu(m̂gu({A = H1})θ′1) = (ya que Dom(θ′1) ∩ Var(R1) = ∅)

θ′1mgu({Aθ′1 = H1})Además, omo θ1θ2 6= fallo se tiene θ′1mgu({Aθ′1 = H1}) 6= fallo y, en partiular,
θ′2 = mgu({Aθ′1 = H1}) 6= fallo. Por tanto, θ1θ2 = θ′1θ

′
2 de donde θ0θ1θ2 = θ0θ

′
1θ

′
2,omo queríamos.

(⇐) El reíproo de la impliaión anterior puede probarse de manera análoga,explotando la equivalenia entre θ1θ2 y θ′1θ
′
2.



92 Capítulo 3. Semántias del lenguaje multi-adjuntoEl siguiente resultado generaliza el Lema 3.1.9 en dos aspetos diferentes:preserva las dos omponentes del estado de derivaión, esto es, no sólo lasustituión sino también los grados de verdad parialmente evaluados; yonsidera el onjunto ompleto de reglas admisibles de la De�niión 3.1.1 (enlugar de sólo las dos primeras) uando apliamos los dos pasos admisibles enlas derivaiones onsideradas.Lema 3.1.10 (Lema de Conmutaión). Sea P un programa y Q0[A, A′] un objetivo.Entones,
〈Q0; θ0〉→AS

A〈Q1; θ1〉→AS
A′θ1〈Q2; θ2〉si, y sólo si,

〈Q0; θ0〉→AS
A′〈Q′

1; θ
′
1〉→AS

Aθ′

1〈Q′
2; θ

′
2〉donde Q2 = Q′

2 y θ2 = θ′2.Demostraión. Para una mejor legibilidad, subrayamos los átomos seleionados queson explotados en ada paso de derivaión. En la demostraión, puede proederseexaustivamente on ada uno de los posibles asos que se presentan. Afortunada-mente, el aso donde el primer paso se da on la regla Ri y el segundo on la regla
Rj es análogo al aso en el que el primer paso se da on la regla Rj y el segundoon la regla Ri, lo que redue signi�ativamente el número de opiones a detallar.1. Primer paso on la Regla 1 y segundo paso on la Regla 1.Suponemos que R1 : 〈H1 ←1 B1; v1〉 << P , R2 : 〈H2 ←2 B2; v2〉 << P .Entones,

〈Q0[A, A′]; θ0〉 →AS1
R1

〈Q0[A/(v1&1B1), A
′]θ1; θ1〉 →AS1

R2

〈Q0[A/(v1&1B1), A
′/(v2&2B2)]θ2; θ2〉si, y sólo si,

〈Q0[A, A′]; θ0〉 →AS1
R2

〈Q0[A, A′/(v2&2B2)]θ
′
1; θ

′
1〉 →AS1

R1

〈Q0[A/(v1&1B1), A
′/(v2&2B2)]θ

′
2; θ

′
2〉



3.1. Semántia proedural del lenguaje lógio multi-adjunto 93Por el Lema 3.1.9, θ2 = θ′2, lo que garantiza que las primeras omponentesdel estado �nal en ambas derivaiones son sintátiamente idéntias, omoqueríamos demostrar.2. Primer paso on la Regla 1 y segundo paso on la Regla 2.Suponemos ahora que R1 : 〈H1 ←1 B1; v1〉 << P , R2 : 〈H2 ←; v2〉 << P .El letor puede omprobar que este aso es totalmente análogo al anterior,usando ahora→AS2
R2 en lugar de→AS1

R2 a �n de que, en vez de la expresión
A′/(v2&2B2), tengamos ahora A′/v2.3. Primer paso on la Regla 1 y segundo paso on la Regla 3.En este aso, suponemos que el átomo A uni�a on la abeza de una regla
R1 : 〈H1 ←1 B1; v1〉 << P , mientras que no existe ninguna regla en el progra-ma uya abeza uni�que on (una instania de) el átomo A′. Es importanteobservar que, a diferenia de los asos previos, en las derivaiones onsideradasse omputará sólo un uni�ador (en lugar de dos). Entones,

〈Q0[A, A′]; θ0〉 →AS1
R1

〈Q0[A/(v1&1B1), A
′]θ1; θ1〉 →AS3

〈Q0[A/(v1&1B1), A
′/⊥]θ1; θ1〉si, y sólo si,

〈Q0[A, A′]; θ0〉 →AS3

〈Q0[A, A′/⊥]; θ0〉 →AS1
R1

〈Q0[A/(v1&1B1), A
′/⊥]θ1; θ1〉omo queríamos demostrar.4. Primer paso on la Regla 2 y segundo paso on la Regla 2.Este aso es semejante al primero, teniendo en uenta que ahora todos los pasosadmisibles son del tipo →AS2 en vez de →AS1, y en lugar de las expresiones

A/(v1&1B1) y A′/(v2&2B2), de los objetivos onsiderados, tendríamos ahoralas expresiones A/v1 y A′/v2, respetivamente.



94 Capítulo 3. Semántias del lenguaje multi-adjunto5. Primer paso on la Regla 2 y segundo paso on la Regla 3.Omitimos también la prueba de esta aso, dadas las semejanzas on la delterero.6. Primer paso on la Regla 3 y segundo paso on la Regla 3.En este aso �nal, no se omputan uni�adores (lo que ontrasta fuertementeon ualquier otro aso), resultando:
〈Q0[A, A′]; θ0〉 →AS3

〈Q0[A/⊥, A′]; θ0〉 →AS3

〈Q0[A/⊥, A′/⊥]; θ0〉si, y sólo si,
〈Q0[A, A′]; θ0〉 →AS3

〈Q0[A, A′/⊥]; θ0〉 →AS3

〈Q0[A/⊥, A′/⊥]; θ0〉omo queríamos demostrar.Entones, podemos formalizar y demostrar el prinipal resultado de esta seión.Teorema 3.1.11 (Independenia de la Regla de Computaión). Sea P un programay Q un objetivo. Para ualquier par de reglas de omputaión S y S′, se tiene:
〈Q; id〉→AS

k
S〈@(r1, . . . , rn); θ〉si, y sólo si,

〈Q; id〉→AS
k
S′〈@(r1, . . . , rn); θ〉donde ri ∈ L para todo i ∈ {1, . . . , n} y k es el (mismo) número de pasos admisiblesdifusos en ambas derivaiones.Demostraión. Se obtiene sin di�ultad al apliar repetidamente el Lema de Con-mutaión 3.1.10.



3.2. Semántia de punto �jo 953.2. Semántia de punto �joEn esta seión, introduimos formalmente las noiones semántias de interpretaión,de modelo y de operador TP de punto �jo para un programa P lógio multi-adjunto,de manera semejante a omo han sido ontemplados en [Medina et al., 2004℄. Además,sobre algunos ejemplos onretamos los puntos �jos de este operador.De�niión 3.2.1. Una interpretaión3 es una apliaión I : BP −→ L, donde BPes la base de Herbrand del programa P y (L,≤) es el retíulo multi-adjunto asoiadoa diho programa.
I se extiende de manera natural al onjunto de fórmulas básias del lenguaje. Parainterpretar una fórmula A no básia (errada, y universalmente uanti�ada en elaso del lenguaje multi-adjunto), basta tomar

I(A) = inf{I(Aξ) | Aξ es una instania básia de A}Sea H el onjunto de interpretaiones dotado del orden induido por el orden delonjunto L:
Ij ≤ Ik ⇐⇒ Ij(F ) ≤ Ik(F ), ∀F ∈ BPEs trivial omprobar que (H,≤) hereda la estrutura de retíulo ompleto del retíulo

(L,≤).De�niión 3.2.2. Una interpretaión I satisfae una regla 〈A←i B; v〉 si, y sólo si,
v ≤ I(A←i B). Una interpretaión I es un modelo4 de P si, y sólo si, I satisfaetodas las reglas de P.Por otra parte, en un retíulo ompleto (L,≤), una funión f : L −→ L es monótonasi, y sólo si, ∀x, y ∈ L, x ≤ y =⇒ f(x) ≤ f(y). Un punto �jo de f es un elemento
x ∈ L tal que f(x) = x. El resultado básio5 para el estudio de puntos �jos defuniones sobre retíulos es el siguiente teorema de Knaster-Tarski (véase [Tarski,1955℄).Teorema 3.2.3. Sea f una funión monótona sobre un retíulo ompleto (L,≤).Entones, f tiene un punto �jo.3Nosotros diremos también interpretaión de Herbrand difusa.4Nosotros diremos también modelo de Herbrand difuso.5Otros teoremas de punto �jo pueden verse en [Khamsi y Misane, 1997; Stouti, 2004℄.



96 Capítulo 3. Semántias del lenguaje multi-adjuntoAdemás, el onjunto de puntos �jos de f es un retíulo ompleto, por lo que tienesentido tomar el menor punto �jo de f . Este menor punto �jo puede obtenerseiterando f sobre el elemento ⊥ ∈ L, es deir, es el supremo de la suesión nodereiente x0, . . . , xi, xi+1, . . . , xλ, . . . veri�ando que para ualquier i ≥ 0, x0 = ⊥,
xi+1 = f(xi), mientras que para un ierto índie λ, yλ = sup{yi : f(yi) = yi, i > λ}.En [Medina et al., 2001d, 2004℄ se extiende el operador TP , de�nido por vanEmden y Kowalski [1976℄, para el lenguaje multi-adjunto, en los términos que reogela siguiente de�niión. Los autores aportan on este operador6 la semántia de unprograma multi-adjunto P que toman omo el menor punto �jo de TP . Por nuestraparte, justi�aremos en el Teorema 3.4.1 la equivalenia entre esta onstruión ynuestra noión de modelo mínimo de Herbrand difuso.De�niión 3.2.4. Sea P un programa lógio multi-adjunto, I una interpretaión y
A una fórmula básia. De�nimos el operador TP omo una apliaión en el onjuntode interpretaiones tal que para ada átomo básio A

TP(I)(A) = sup{v&̇iI(Bθ) | 〈H←i B; v〉 ∈ P , A = Hθ}También en [Medina et al., 2004℄ se demuestra el siguiente resultado por el que TPpermite araterizar las interpretaiones que son un modelo de P .Teorema 3.2.5. Una interpretaión I es un modelo de un programa multi-adjunto
P si, y sólo si, TP(I) ≤ I.Por tanto, para todo modelo I de P tenemos

TP(I)(A) = sup{v&̇iI(Bθ) | 〈H←i B; v〉 ∈ P , A = Hθ} ≤ I(A)Además, en general, la igualdad TP(I)(A) = I(A) no se alanza. Este heho esanálogo al que se obtiene en el aso (disreto) de la programaión lógia pura: enlíneas generales, se puede asegurar que �uanto más se evalúe/interprete (itere eloperador TP sobre) un átomo, tanto más puede dereer su grado de verdad�.Por otra parte, tanto en la programaión lógia pura omo en la programaiónlógia multi-adjunta puede existir más de un punto �jo. El siguiente ejemplo ilustraeste heho para el aso lásio.6Según esta de�niión de TP , es senillo omprobar que la interpretaión de un átomo básio
A, por un modelo I de P, es mayor o igual que la interpretaión del uerpo del PE1-redutante,que introduimos en el Capítulo 7, orrespondiente a este átomo.



3.3. Semántia delarativa por modelo mínimo de Herbrand difuso 97Ejemplo 3.2.6. Sea P el programa lógio formado por la láusula p(a)←p(a). Labase de Herbrand de P es el onjunto BH = {p(a)} y los subonjuntos de la base deHerbrand I1 = ∅, I2 = {p(a)} son los únios modelos de P. Ambos son puntos �josdel operador (de punto �jo) de�nido en [Lloyd, 1987℄.En el ontexto multi-adjunto podríamos tomar el mismo ejemplo, toda vez que todoprograma lógio de�nido puede ser expresado omo un programa multi-adjunto. Conla intenión de onsiderar un aso más espeí�o aportamos también el siguienteejemplo.Ejemplo 3.2.7. Considérese P el programa lógio multi-adjunto formado por la úni-a regla 〈p(a)←p(a); 0.5〉 y on retíulo asoiado el intervalo ([0, 1],≤). Sea (&G,←G)el par adjunto en ([0, 1],≤) de la lógia de Gödel, on funiones de verdad de &G y
←G dadas por:

&̇G(x, y) = inf{x, y} y x→̇G y =

{
⊤, si x ≤ y

y, en otro asoEntones, las interpretaiones I1, I2 de�nidas por I1(p(a)) = 0, I2(p(a)) = 0.5 veri-�an:
TP(I1)(p(a)) = sup{0.5&̇I1(p(a))} = sup{0.5&̇0} = 0 = I1(p(a))

TP(I2)(p(a)) = sup{0.5&̇I2(p(a))} = sup{0.5&̇0.5} = 0.5 = I2(p(a))y, por tanto, ambos son puntos �jos del operador TP , resultando I1 el menor punto�jo.3.3. Semántia delarativa por modelo mínimo deHerbrand difusoNos proponemos de�nir, por primera vez en la literatura, una semántia delarativapara la programaión lógia multi-adjunta en términos del modelo mínimo difuso (ytal omo se ha reogido en [Julián et al., 2009℄). Esta onstruión reprodue, en elontexto difuso itado, la ontruión lásia de modelo mínimo de Herbrand quese puede enontrar en [Lloyd, 1987℄ para la programaión lógia pura, que ha sidoaeptada tradiionalmente omo la semántia delarativa de programas lógios.En los últimos años, se han realizado algunas adaptaiones de este onepto,usando teoría de modelos ([Vojtá² y Paulík, 1996; Sessa, 2002; Straia et al., 2009℄),



98 Capítulo 3. Semántias del lenguaje multi-adjuntoen el área de la programaión lógia difusa, aunque no para la programaión lógiamulti-adjunta. Para evitar esta laguna, en lo que sigue nos proponemos onformaruna semántia delarativa, basada en lo que llamaremos modelo mínimo de Herbranddifuso, para este tipo de programas.Además, relaionaremos en las seiones posteriores nuestra noión de modelomínimo difuso on la ya existente semántia proedural y de punto �jo a la vezque aportamos ejemplos reveladores en los que nuestra semántia delarativa si-gue teniendo sentido más allá del maro multi-adjunto mientras las anteriormentemenionadas no están de�nidas.De�niión 3.3.1. Sea P un programa lógio multi-adjunto on retíulo asoiado
(L;≤). La interpretaión IP = inf{Ij : Ij es un modelo de P} se die el modelomínimo de Herbrand difuso7 de P.El siguiente resultado justi�a que la interpretaión IP anterior pueda ser tomadaomo el modelo mínimo de Herbrand difuso.Teorema 3.3.2. Sea P un programa lógio multi-adjunto on retíulo asoiado L.La apliaión IP = inf{Ij : Ij es un modelo de P} es el menor modelo de P.Demostraión. En lo que sigue, denotamos por K el onjunto de interpretaionesque son modelos de P , es deir, K = {Ij : Ij es un modelo de P}.Entones, omo IP = inf(K), IP es una interpretaión de Herbrand: por serel onjunto de interpretraiones (H,≤) un retíulo ompleto, existe el ín�mo delsubonjunto K y es un elemento de H.Veamos, ahora, que IP es un modelo de P , es deir que satisfae todas las reglasdel programa.En efeto, sea R : 〈A←i B; v〉 una regla ualquiera de P . Puesto que IP es elín�mo de K, se tiene que IP ≤ Ij , para ada modelo Ij de P . Por tanto, IP (A) ≤
Ij(A) para ada átomo A. Por otra parte, dado que Ij es un modelo de P , porde�niión de modelo, Ij satisfae la regla R, es deir, v ≤ Ij(A←i B).Haiendo uso de la de�niión de interpretaión, la monotonía8 de &̇i y de ←̇i, yel resultado IP(A) ≤ Ij(A) anterior, se tiene:

v ≤ Ij(A←i B) = Ij(A)←̇i Ij(B) ≤ IP(A)←̇i Ij(B)7En oasiones diremos sólo modelo mínimo difuso o modelo mínimo.8Véase la De�niión 2.5.1 de par adjunto.



3.3. Semántia delarativa por modelo mínimo de Herbrand difuso 99Por la propiedad adjunta, v ≤ IP(A)←̇i Ij(B) si, y sólo si, v&̇iIj(B) ≤ IP(A).Entones, omo la funión &̇i es reiente en ambos argumentos e IP(B) ≤ Ij(B),se tiene v&̇iIP(B) ≤ IP(A).Ahora, apliando de nuevo la propiedad adjunta, v&̇iIP (B) ≤ IP (A) si, y sólosi, v ≤ IP(A)←̇i IP (B) = IP(A←i B).En onseuenia, IP satisfae la regla R onsiderada y es un modelo de P , omoqueríamos.Finalmente, omo IP = inf(K), por la de�niión de ín�mo IP ≤ Ij , ∀j por loque IP es el menor modelo de P , lo que termina la prueba.En esta demostraión, resulta esenial que el retíulo asoiado al programa sea unretíulo multi-adjunto. En el ejemplo que sigue se muestra la neesidad de estahipótesis para el Teorema 3.3.2.Ejemplo 3.3.3. Si (&G,←G) es, de nuevo, el par de onetivas uyas funiones deverdad están de�nidas por
&̇G(x, y) = inf{x, y} y x→̇G y =

{
⊤, si x ≤ y

y, en otro asono forman un par adjunto en el retíulo que se muestra en la �gura posterior puestoque, veri�ándose α&̇δ ≤ β, no se umple α ≤ β←̇δ.
R1 : 〈p ←G q; α〉

R2 : 〈q ←G ; β〉

⊤

γ δ

α β

⊥

I1 I2 I3 I4 I5 I6 I7 I8 I9 I10 I11 I12

p β δ ⊤ α γ δ ⊤ α γ ⊤ α γ

q β β β β β δ δ δ δ ⊤ ⊤ ⊤



100 Capítulo 3. Semántias del lenguaje multi-adjuntoPara el programa P dado, la tabla anterior muestra el onjunto K = {I1, . . . , I12}de todos los modelos de P.En efeto, por de�niión de modelo, Ij es modelo de la la regla R2 si, y sólosi, β ≤ Ij(q), por lo que Ij(q) puede tomar los valores β, δ,⊤ ∈ L. Además, Ijes un modelo de R1 si, y sólo si, α ≤ Ij(p←G q) = Ij(p)←̇G Ij(q). Entones,si �jamos omo Ij(q) uno de los valores anteriores, y añadimos la ondiión α ≤
Ij(p)←̇G Ij(q), quedan determinados los posibles valores de Ij(p) y, en onseuenia,los posibles modelos Ij ∈ K.Finalmente, es senillo omprobar que el ín�mo de K es la interpretaión IP talque IP (p) = ⊥ y IP(q) = β), pero IP /∈ K, es deir, IP no es un modelo de P.El onepto de interpretaión y de modelo puede ser expresado en términos onjun-tistas, entendiendo una interpretaión de P , en lugar de omo una apliaión, omola orrespondiente relaión binaria. Damos a ontinuaión el resultado elemental quejusti�a este heho.Proposiión 3.3.4. Sea P un programa lógio multi-adjunto on retíulo asoiado
(L,≤). Sea I una interpretaión de P, es deir, una apliaión I : BP −→ L.Entones I determina una únia relaión binaria RI ⊂ BP × L.Demostraión. Es su�iente onsiderar que la apliaión I está determinada por suonjunto de imágenes, y la relaiónRI es un onjunto de pares del tipo (A, I(A)), A ∈
BP . En onseuenia, la apliaión I puede entenderse omo una relaión binaria,es deir, omo un ierto onjunto pares ordenados uya primera omponente es unafórmula básia de la base de Herbrand y uya segunda omponente es un elementodel retíulo L.En virtud del resultado anterior, abe dar una interpretaión I por su expresiónonjuntista RI que, uando no sea neesario enfatizar este aspeto onjuntista, de-notaremos también por I.En onseuenia, sin más que pensar ada modelo de P omo un onjunto (sub-onjunto de BP × L), esto es, Ij = {〈A, α〉 : A ∈ BP , α ∈ L}, el modelo mínimodifuso puede araterizarse también por el siguiente resultado.Teorema 3.3.5. El modelo mínimo difuso de P es la interseión de todos losmodelos P, es deir, I = ∩Ij , donde Ij es un modelo de P, para todo j.



3.4. Equivalenias 1013.4. EquivaleniasEn lo que sigue abordamos todas las equivalenias entre las semántias desritasanteriormente para la programaión lógia multi-adjunta.3.4.1. Equivalenia entre las semántias delarativa y de pun-to �joVeremos que la semántia delarativa de modelo mínimo difuso es equivalente a la se-mántia de punto �jo que se onstruye en [Medina et al., 2004℄ para la programaiónlógia multi-adjunta.Teorema 3.4.1. Dado el programa lógio multi-adjunto P on retíulo (ompleto)asoiado (L,≤), IP es modelo mínimo de Herbrand difuso si, y sólo si, IP es elmenor punto �jo de TP .Demostraión. Por el Teorema 3.3.2, IP es el modelo mímino difuso si, y sólo si,
IP = inf{Ij : Ij es modelo de P} y, por el Teorema 3.2.5, IP = inf{Ij : TP(Ij) ≤
Ij}. Además, por ser TP un operador monótono en el retíulo ompleto L (véase[Medina et al., 2001d℄), existe el menor punto �jo de TP y oinide on el inf{Ij :

TP(Ij) ≤ Ij} (véase [Lloyd, 1987℄). En onseuenia, IP es el menor punto �jo deloperador TP .Este último resultado a�rma que la semántia delarativa de un programa lógiomulti-adjunto P puede obtenerse por iteraión de TP sobre la interpretaión mínima.Debe tenerse en uenta que TP puede no ser ontinuo, en uyo aso �a diferenia dela programaión lógia pura� pueden ser neesarias un número in�nito no numerablede iteraiones para alanzar el punto �jo [Medina et al., 2001d℄.En el ejemplo posterior, se ilustra esta equivalenia para un programa multi-adjunto.Ejemplo 3.4.2. Consideremos el siguiente programa lógio multi-adjunto P forma-do por hehos, reglas en la que podemos tomar uerpo vaío o uerpo on el elemento
⊤ del retíulo asoiado (L,≤) determinado por el diagrama de Hasse de la �gura:



102 Capítulo 3. Semántias del lenguaje multi-adjunto
R1 : 〈p ←G ; α〉

R2 : 〈p ←G ; β〉

R3 : 〈q ←G ; β〉

⊤

γ

α β

⊥

I1 I2 I3 I4 I5 I6

p γ γ γ ⊤ ⊤ ⊤

q β γ ⊤ β γ ⊤Las funiones de verdad de las onetivas (&G,←G) (que siguen la lógia intuiionistade Gödel), forman un par adjunto en el retíulo (L,≤) esogido.Para este programa existen seis modelos distintos (las interpretaiones I1, . . . , I6de la tabla anterior) siendo IP = I1 el modelo mínimo de Herbrand difuso. En efeto,se puede omprobar fáilmente que IP es el ín�mo del onjunto de {I1, . . . , I6}.Además, resulta ser un punto �jo, puesto que
TP(IP)(p) = sup{α&̇G⊤, β&̇G⊤} = sup{α, β} = γ = IP (p)

TP(IP)(q) = sup{β&̇G⊤} = β = IP(q)y su uniidad es también senilla de omprobar. Tengamos en uenta que, omo erade esperar, IP satisfae los Teoremas 3.3.2 y 3.3.5.Observamos, por otra parte, que la semántia operaional (uya equivalenia onla de punto �jo se trata en [Medina et al., 2001d℄) no goza en general (omo ou-rre en este aso) de garantías de ompletitud: α, β son respuestas orretas parael programa P y el objetivo p y, por tanto, γ también es una respuesta orreta;sin embargo, γ no es una respuesta omputada. Tal omo veremos en el Capítulo7, será neesario inorporar el redutante R ≡ 〈p←G @sup(α&⊤, β&⊤);⊤〉, donde
@̇sup(α, β) = sup{α, β} = γ, para garantizar la ompletitud.En el ejemplo que sigue se pone de mani�esto la relevania del aráter multi-adjuntodel retíulo asoiado para poder de�nir su semántia operaional y de punto �jo pe-ro, sorprendentemente, no siempre es requerido para araterizar su modelo mínimodifuso. Como ya dijimos, si el onjunto (L,≤) no es un retíulo multi-adjunto, en-tones el operador TP no está de�nido y no existe semántia de punto �jo para elprograma P onsiderado. La prinipal razón está en que en ambas semántias seexplota la relaión que existe entre las apliaiones de las reglas y sus onjuniones



3.4. Equivalenias 103adjuntas ya que las primeras deben ser �sustituidas� explíitamente por las segun-das en los nuevos estados que se obtienen por apliaión de pasos admisibles AS1o al iterar el operador TP . Tampoo existe semántia proedural, es deir, no hayrespuestas omputadas difusas. Pero onviene inidir de nuevo en que, también eneste aso, tiene sentido de�nir el modelo mínimo difuso en los términos onsideradosy sigue existiendo la semántia delarativa omo detallamos a ontinuaión.Ejemplo 3.4.3. Consideremos de nuevo el retíulo (L,≤) que sigue y el par (&G,←G)del Ejemplo 3.3.3, para el que ya hemos detallado que no satisfae la propiedad ad-junta (reordemos que, mientras α&̇δ ≤ β, no se umple que α ≤ δ→̇β).
⊤

γ δ

α β

⊥

I9

I6 I8

I3 I5 I7

I2 I4

I1

R1 : 〈p ←G q; α〉

R2 : 〈q ←G ; γ〉

I1 I2 I3 I4 I5 I6 I7 I8 I9

p ⊥ α γ ⊥ α γ β δ ⊤

q γ γ γ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤Para el programa P anterior on retíulo asoiado L, el onjunto de modelos de P,que se muestra en la tabla superior, es K = {I1, . . . , I9}. Tengamos en uenta que Ktiene estrutura de retíulo, on el orden heredado del onjunto de interpretaiones
(H,≤), omo se puede observar en el grafo (adjunto) orrespondiente. Diho grafoevidenia no sólo la existenia del modelo mínimo de Herbrand difuso de P, dado por
I1, para el que se satisfaen los Teoremas 3.3.2 (minimalidad) y 3.3.5 (interseiónde modelos).



104 Capítulo 3. Semántias del lenguaje multi-adjuntoEste heho tiene espeial importania toda vez que no está de�nida la semántiaoperaional ni de punto �jo de este programa (reordemos que ambas noiones exigenque se umpla la propiedad adjunta, lo que no es ierto en este aso).3.4.2. Relaiones de la semántia proedural on la de modelomínimo y de punto �joDespués de haber justi�ado en la seión anterior la equivalenia entre la semántiadelarativa y la de punto �jo, y usando la equivalenia que se ontempla en [Medinaet al., 2004℄) entre esta última y la proedural, se obtiene omo onseuenia quela semántia delarativa de modelo mínimo difuso es equivalente a la proedural enlos términos preisados en [Medina et al., 2004℄. Es deir, está siempre garantizadala orreión fuerte pero sólo se alanza la ompletitud aproximada inorporandoa los programas multi-adjuntos la noión de redutante que estudiaremos en losCapítulos 6 y 7. En ualquier aso, en este apartado, aportamos (Teorema 3.4.8)una demostraión original para la orreión de la semántia proedural.Además, veremos que, en el ontexto multi-adjunto, es posible araterizar lasrespuestas orretas mediante el modelo mínimo difuso. Ha de tenerse en uenta queen programaión lógia pura el modelo mínimo de Herbrand no permite araterizarompletamente las respuestas orretas; así que, en este aspeto, lo obtenido enprogramaión lógia multi-adjunta mejora los resultados lásios de la programaiónlógia9. Diha araterizaión será útil en la prátia para obtener el onjunto derespuestas orretas de un programa a partir del modelo mínimo difuso, tal omoilustra el Ejemplo 3.4.6 de esta seión.De�niión 3.4.4 ([Medina et al., 2004℄). Sea P un programa multi-adjunto y G unobjetivo. El par 〈λ; θ〉 es una respuesta orreta para P y G si, y sólo si, λ ≤ Ij(Gθ),para todo modelo Ij de P.El teorema que sigue enunia la araterizaión referida para la respuesta orreta
〈λ; θ〉, a la vez que muestra que IP(Gθ) es la mejor respuesta orreta que puedeobtenerse para el objetivo G en el programa P .Teorema 3.4.5. Sea P un programa multi-adjunto y G un objetivo. El par 〈λ; θ〉 esuna respuesta orreta para P y G si, y sólo si, λ ≤ IP (Gθ), donde IP es el modelomínimo difuso de P.9En ello in�uirá deisivamente el aráter no refutaional del lenguaje multi-adjunto.



3.4. Equivalenias 105Demostraión. Inmediata, sin más que usar la de�niión de modelo mínimo de Her-brand difuso.Obsérvese que si Gθ es básia, IP(Gθ) = α y el modelo mínimo difuso se onibeomo un onjunto, podríamos esribir (Gθ, α) ∈ IP para adaptar al ontexto difusolo que es habitual onsiderar en la programaión lógia. Además, advertimos que lade�niión anterior de respuesta orreta di�ere de la dada en programaión lógialásia (puede verse [Lloyd, 1987℄ a tal efeto) puesto que que la resoluión-SLDes refutaional y la semántia proedural de los programas multi-adjuntos no lo es.El ejemplo posterior sugiere adeuadamente ómo se pueden obtener las respuestasorretas a partir del modelo mínimo difuso.Ejemplo 3.4.6. Para el programa P siguiente uyo retíulo asoiado (L,≤) es elonsiderado en el Ejemplo 3.4.2,
R1 : 〈p(a) ←G ; α〉

R2 : 〈p(b) ←G ; β〉

R3 : 〈q(a) ←G p(a); γ〉es senillo omprobar que el modelo mínimo de Herbrand difuso IP está de�nido por
IP(p(a)) = α, IP(p(b)) = β, IP(q(a)) = α, IP (q(b)) = ⊥. Entones:

i) Para el objetivo p(a) se obtiene el onjunto de respuestas orretas
{〈λ; id〉 : λ ∈ L, λ ≤ α}

ii) Para el objetivo p(b) se obtiene el onjunto de respuestas orretas
{〈λ; id〉 : λ ∈ L, λ ≤ β}

iii) Para el objetivo q(a) se obtiene el onjunto de respuestas orretas
{〈λ; id〉 : λ ∈ L, λ ≤ α}

iv) Para el objetivo p(x), el onjunto de respuestas orretas es
{〈λ; θ〉 : λ ∈ L, λ ≤ IP(p(x)θ)} = {〈⊥; {X/a}〉, 〈α; {X/a}〉, 〈⊥; {X/b}〉, 〈β, {X/b}〉}



106 Capítulo 3. Semántias del lenguaje multi-adjuntoReuérdese que el resultado de apliar el modelo mímimo IP sobre p(x) nosda IP (p(x)) = inf{IP(p(x)σ) : p(x)σ es básia } =10 inf{IP(p(a)), IP (p(b))}
= inf{α, β} = ⊥.

v) Para el objetivo q(x), el onjunto de respuestas orretas es
{〈λ; θ〉 : λ ∈ L, λ ≤ IP(q(x)θ)} = {〈α; {X/a}〉, 〈⊥; {X/b}〉}De manera análoga al aso anterior, se tiene ahora que la interpretaión

IP (q(x)) = inf{IP(q(a)), IP (q(b))} = inf{α,⊥} = ⊥ (resulta senillo om-probar que el modelo mínimo ha de estar de�nido de este modo a partir de lasfórmulas q(a), q(b)).En el teorema siguiente aportamos una demostraión original de la orreión de lasemántia proedural de la programaión multi-adjunta. En ella se observa iertaanalogía on la que se reoge en [Lloyd, 1987℄ para el aso de la programaiónlógia pura, pese a que el aráter no refutaional de nuestro lenguaje junto on laomponente borrosa del mismo, maran diferenias muy signi�ativas entre ambas.Antes de abordar el resultado menionado, enuniamos el lema que sigue que tienearáter instrumental.Lema 3.4.7. Sea (L,≤) un retíulo ordenado ompleto. Para ualesquiera subon-juntos A, B de L se veri�a que si A ⊂ B, entones inf(B) ≤ inf(A).Demostraión. Es su�iente onsiderar la de�niión de ín�mo y el aráter ompletode (L,≤).Obsérvese que, en virtud de lema anterior, resulta que I(Aθ) ≥ I(A)11, para todasustituión θ, para toda interpretaión I, toda vez que el onjunto de instaniasbásias de la fórmula Aθ está ontenido en el onjunto de instanias básias de A.Teorema 3.4.8 (Correión parial). Sea P un programa lógio multi-adjunto, Aun objetivo atómio y 〈λ; θ〉 una respuesta omputada difusa para A en P. Entones,
〈λ; θ〉 es una respuesta orreta para A en P.Demostraión. Sea D : [G1, . . . , Gn] una derivaión donde G1 = 〈A; id〉 →n

AS/IS

〈λ; θ〉 = Gn. Haemos la demostraión por induión en n, siendo n es la longitudde D.10Las sustituiones ontemplarán sólo términos del universo de Herbrand del programa en lugarde variables.11Véanse, por ejemplo, los apartados iv), v) del Ejemplo 3.4.6.



3.4. Equivalenias 107Veamos en primer lugar que el resultado es ierto para n = 1. En efeto, sipara el objetivo A existe la derivaión 〈A; id〉 →AS 〈λ; θ〉, entones la regla R :

〈H←i; λ〉 ∈ P y Aθ = Hθ. En tal aso, todo modelo I de P satisfae la regla Ry, por tanto, I(H←i) ≥ λ, es deir, I(H) ≥ λ. Además, de la igualdad Aθ = Hθresulta I(Aθ) = I(Hθ) y por el Lema 3.4.7, I(Hθ) ≥ I(H). En onseuenia, setiene I(Aθ) ≥ λ y 〈λ; θ〉 es una respuesta orreta para A en P , omo queríamos.Supongamos que el resultado es ierto para toda derivaión de longitud k yveamos que se veri�a para una de longitud k+1 arbitraria, D : [G1, . . . , Gk+1]. Ob-servando el primer paso de la derivaión D, tenemos G1 = 〈A; id〉 →AS 〈v&iBσ; σ〉 =

G2. Es deir, el paso admisible ha sido ejeutado usando la regla de programa
R : 〈H←i B; v〉, donde el átomo A uni�a on la abeza de la regla R medianteel mgu σ. Para ada átomo Biσ

12, i = 1, . . . , n, de Bσ existe una derivaión delongitud menor o igual que k que ondue a una respuesta omputada 〈bi; τi〉. Demanera más preisa, D omprende los siguientes pasos de derivaión
D : [ 〈A; id〉 →AS

〈v&iBσ; σ〉 =

〈v&i@(B1σ, . . . , Bnσ); σ〉 →l1
AS/IS

〈v&i@(b1, . . . , Bnσ); σ ◦ τ1〉 →ln
AS/IS

〈v&i@(b1, . . . , bn); σ ◦ τ1 ◦ · · · ◦ τn〉13 →IS

〈v&ib; σ ◦ τ〉 →IS

〈λ; θ〉]donde τ = τ1 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ τn, θ = σ ◦ τ , λ = v&̇ib, l1 + l2 + · · · + ln = k − 2 y
b = @̇(b1, . . . , bn), siendo @ la ombinaión de todos las onjuniones, disyunionesy agregadores que enlazan los elementos bi ∈ L para obtener la respuesta omputada
〈b; τ〉 orrespondiente al objetivo Bσ.Por la hipótesis de induión, para ada Biσ, 〈bi; τi〉 es una respuesta orretay, entones, I(Biστi) ≥ bi, para toda interpretaión I que sea modelo de P . Ental aso, de I(Biστi) ≥ bi resulta que I(Bσ) ≥ b puesto que I(Bσ) se obtiene a12Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que en la derivaión onsiderada se ejeutan enprimer término todos los pasos admisibles antes de dar un paso interpretativo.



108 Capítulo 3. Semántias del lenguaje multi-adjuntopartir de I(Biτi) omo resultado de apliar las funiones de verdad de onjuniones,disyuniones o agregadores y todas ellas son monótonas en ada omponente.Entones, de la igualdad Aσ = Hσ se obtiene Aθ = Hθ y, por tanto, I(Aθ) =

I(Hθ). Además, usando el Lema 3.4.7 en primer término y teniendo en uenta pos-teriormente que (←i, &i) son un par adjunto, resulta I(Hθ) ≥ I(H) ≥ v&̇iI(Bσ) ≥
v&̇ib = λ.En onseuenia, I(Aθ) ≥ λ y 〈λ; θ〉 es una respuesta orreta para el programa
P y el átomo A, omo queríamos.El siguiente teorema, reogido en [Medina et al., 2004℄, enunia un resultado de om-pletitud aproximada para la programaión lógia multi-adjunta. Es preiso observarque su justi�aión exige inorporar el onepto de redutante [Medina et al., 2004;Julián et al., 2006b, 2007b, 2009℄ que abordaremos en los Capítulos 6 y 7.Teorema 3.4.9 (Completitud aproximada). Sea P un programa, A un átomo básioy 〈λ; id〉 una respuesta orreta para A en P. Entones, existe una seuenia derespuestas omputadas 〈λn; id〉 para A en P ′ tal que λ ≤ sup{λn : n ∈ N}.Además, puede verse en [Medina y Ojeda-Aiego, 2002℄ ómo, en el aso proposi-ional, el operador TP aporta la mayor respuesta orreta para un objetivo A y unprograma P (entendida omo el supremo, en el retíulo L, del onjunto de respuestasorretas) y, suponiendo terminaión y ontinuidad, la mayor respuesta omputada(es deir, una respuesta omputada λ veri�ando que λ′ ≤ λ, para toda respuestaomputada λ′).



3.5. Conlusiones 1093.5. ConlusionesEn este apítulo hemos realizado las siguientes aportaiones:Clari�amos la semántia proedural del lenguaje, añadiendo a la fase ope-raional, debida a los autores del lenguaje (Medina et al. [2004℄), una faseinterpretativa que se onibe omo un sistema de transiión de estados. Esteheho resultará impresindible a la hora de formular posteriormente, para estetipo de programas, la transformaión de desplegado interpretativo.Demostramos la independenia de la regla de omputaión para la programa-ión lógia multi-adjunta, extendiendo el resultado lásio de la programaiónlógia.De�nimos el onepto de modelo mínimo de Herbrand difuso para programaslógios multi-adjuntos, adaptando los oneptos lásios de la programaiónlógia pura para esta lase de programas lógios borrosos.Expresamos la semántia delarativa de los programas menionados en térmi-nos del modelo mínimo de Herbrand difuso, on la ventaja añadida de quepermite araterizar las respuestas orretas, mejorando así el aso de la pro-gramaión lógia pura.Demostramos la equivalenia de diha semántia on la de punto �jo ya obte-nida por los autores del lenguaje.Obtenemos una demostraión original de la orreión para la semántia pro-edural, onsiderando también sus onexiones on las semántias anteriores.Por último, inidimos ómo puede afetar el aráter multi-adjunto del retíuloa la hora de disponer de las orrespondientes semántias de estos programasonstatando que, sorprendentemente, la semántia delarativa es muho menosdependiente de esta araterístia que las otras dos.



110 Capítulo 3. Semántias del lenguaje multi-adjunto



Capítulo 4Desplegado difusoEl desplegado de un programa delarativo se entiende, en general, omo el proesoen virtud del ual una regla (o láusula) del mismo es sustituida por un nuevoonjunto de reglas obtenidas a partir de la original, sobre la que se realiza uno (ovarios) pasos de ejeuión simbólia. Este tipo de ejeuión se re�ere a un tipo deevaluaión donde, en ausenia de datos reales, se ejeutan llamadas �simbólias�.Más onretamente, la idea básia subyaente a toda operaión de desplegadoonsiste en efetuar esta lase de evaluaión simbólia ya no sobre un objetivo, sinosobre el uerpo (o la parte dereha) de una regla del programa.Dependiendo del tipo de paradigma delarativo que estemos onsiderando (lógiopuro, funional puro, lógio-funional o lógio difuso) se trabaja on un meanismooperaional diferente (resoluión-SLD, reesritura, estrehamiento (del inglés na-rrowing), resoluión-SLD difusa y otros, sobre el que basar (de alguna manera) laomputaión simbólia e implementar el desplegado.Es bien onoido en la literatura de transformaión de programas que, en general,el desplegado inrementa el tamaño de los programas residuales y, por tanto, se nee-sita más memoria para su almaenamiento. Sin embargo, es habitual que se reduzala antidad de memoria requerida en tiempo de ejeuión, debido prinipalmente ala reduión de la longitud de las derivaiones (en programaión delarativa, existeuna orrespondenia direta entre los estados de derivaión y elementos almaenadosen la pila del sistema). Estos hehos justi�an los bene�ios (no sólo en tiempo, sinotambién en espaio) del uso del desplegado.Comenzamos haiendo un breve reorrido histório que explora los anteedentes111



112 Capítulo 4. Desplegado difusodel desplegado en ontextos funionales y lógios puros y esbozando el problema dela adaptaión de esta regla a un ontexto lógio difuso.Posteriormente, entrándonos ya en el maro difuso, reogemos dos tipos dedesplegado, uno primitivo para el lenguaje lf-Prolog y otro para el lenguaje lef-Prolog,que han sido onsiderados, respetivamente, en [Julián et al., 2004b,℄ y en [Juliánet al., 2004a, 2005℄. Asimismo, formalizamos el onjunto de reglas reemplazamientode t-norma para lef-Prolog tal omo detallamos en [Julián et al., 2004a, 2005℄.Contemplamos, además, dos tipos de desplegado fuertemente relaionados: eloperaional, introduido por primera vez en [Julián et al., 2005a℄, y el interpretativo,introduido por primera vez en [Julián et al., 2006℄. Ambos se formulan para ellenguaje multi-adjunto (estudiado en el Capítulo 2), es deir, en un maro difusomuy general y potente.4.1. Motivaión, anteedentes y apliaionesEl primer trabajo sobre transformaión de programas basado en las reglas de plegadoy desplegado es original de Burstall y Darlington [1977℄. Se trata de un trabajopionero en esta línea, referido a programas funionales puros de�nidos omo unonjunto de euaiones reursivas.El desplegado se de�ne en [Burstall y Darlington, 1977℄ textualmente omo sigue:Si E = E′ y F = F ′ son euaiones y existe alguna ourrenia de F ′ quees instania de E, entones se reemplaza por la instania orrespondientede E′, obteniendo F ′′ y añadiendo la euaión F = F ′′.Cabe destaar que este proeso puede verse omo un paso de reesritura sobre laparte dereha de la euaión a desplegar. En esta primera aproximaión no se haeexplíito el heho de que la regla desplegada debe retirarse del onjunto resultantede euaiones y no se dan tampoo resultados de orreión ni de ompletitud parala transformaión.En trabajos posteriores sobre transformaión de programas funionales[Sherlis, 1981; Kott, 1985; Zhu, 1994; Sands, 1996℄, la operaión de desplegadose formula prátiamente sin variaiones, destaando siempre el heho de que estaregla se basa en la reesritura y sólo involura emparejamiento.Puesto que las llamadas a funión en el uerpo de las reglas del programa puedenontener variables, las transformaiones de Burstall y Darlington haen uso de unaoperaión previa de instaniaión [Burstall y Darlington, 1977℄.



4.1. Motivaión, anteedentes y apliaiones 113De esta forma, si una llamada a funión no empareja on ninguna de las funionesde�nidas en el programa, sus variables pueden instaniarse para permitir así sudesplegado.Por todo ello, se puede onsiderar que el proeso de transformaión básio en losprogramas funionales onsta realmente de instaniaión + desplegado. En partiu-lar, la ejeuión de una llamada a funión onteniendo variables (valores simbólios),reibe el nombre de ejeuión simbólia. Así, en el aso de los programas funiona-les el meanismo de ejeuión (reesritura) y el meanismo de ejeuión simbólia(instaniaión + reesritura) no oiniden, lo que signi�a que hay que desarrollarténias ad-ho para los métodos de transformaión, a diferenia de lo que ourre enlos ontextos lógios puros, lógio-funionales y lógios difusos.La aproximaión más reiente a las ténias de transformaión de programas fun-ionales es la presentada por Sands [1995, 1996℄. En general, las transformaiones deplegado/desplegado, de�nidas por Burstall y Darlington [1977℄, no garantizan ni lamejora en e�ienia ni la orreión total de la transformaión. En [Sands, 1995℄ seintrodue una ondiión (semántia) para la orreión total de las transformaionessobre programas funionales perezosos de orden superior. El prinipal resultado té-nio onsiste en que, si los pasos loales de transformaión se realizan siguiendo unierto riterio, entones se puede asegurar la orreión total de la transformaión.En [Sands, 1996℄, se muestra ómo el resultado anterior permite demostrar laorreión total de algunas de las prinipales ténias automátias de transformaiónde programas, inluyendo la deforestaión de Wadler [1990℄ y la superompilaiónde Turhin [1986℄.La primera adaptaión de las reglas de plegado/desplegado al aso de los progra-mas lógios se debe a Tamaki y Sato, quienes presentaron sus resultados a mediadosde la déada de los 80. En [Tamaki y Sato, 1984℄ se extienden las ideas originales deBurstall y Darlington [1977℄ reemplazando el emparejamiento por la uni�aión enlas reglas de transformaión.El desplegado de un programa lógio onsiste, por tanto, en apliar un paso deresoluión a un subobjetivo en el uerpo de una láusula de todas las formas posibles.Graias al meanismo de uni�aión, el desplegado de los programas lógios permitepropagar informaión sintátia (omo es la estrutura de los términos) y no sólovalores onstantes (omo en el aso del desplegado de los programas funionales).De esta forma, se obtiene un meanismo más potente que, además, no requierela presenia de una regla de instaniaión independiente, ya que diho proeso va



114 Capítulo 4. Desplegado difusoimplíito en la propia regla de desplegado basada en el meanismo de resoluión.Como se india en [Pettorossi y Proietti, 1996b℄, el desplegado de los programaslógios no sólo se diferenia del de los programas funionales en el reemplazamientodel emparejamiento de patrones por la uni�aión sintátia, sino también en laantidad de reglas desplegadas que genera, omo onseuenia, de ellos.Ya que en un programa funional es freuente onsiderar funiones de�nidas me-diante reglas uyas partes izquierdas no solapan, el desplegado (previa instaniaión)de una de ellas genera una y solamente una regla nueva, a diferenia del desplegadode una láusula en un programa lógio que, en general, devuelve un onjunto deláusulas.Para el aso de los programas lógios se han propuesto en la literatura diversasaproximaiones a la regla de desplegado (ver por ejemplo los diferentes trabajosde Proietti y Petorossi para un estudio extenso y reopilatorio del tema [Proietti yPettorossi, 1993; Pettorossi y Proietti, 1994, 1996b, 1998℄).Todas ellas son básiamente similares a la original de Tamaki y Sato [1984℄,aunque en oasiones se permite que la regla a desplegar y las reglas desplegantespertenezan a programas distintos [Pettorossi y Proietti, 1994℄, o que puedan servarias las reglas desplegadas simultáneamente [Levi y Manarella, 1988; Bossi et al.,1994℄, et.En el ontexto lógio-funional, no existen en la literatura muhos trabajos re-laionados on el desplegado de este tipo de programas. En [Alpuente et al., 1997b,1999, 2004; Moreno, 2000℄ se presentan diversas variantes de desplegado (y otrasreglas de transformaión) basadas en estrehamiento (que en esenia onsiste en re-esritura preedida de uni�aión), donde el propio método de evaluaión estándarde los lenguajes integrados se revela muy adeuado para implementar la regla dedesplegado.De la misma forma que este meanismo operaional admite diferentes re�na-mientos, se pueden plantear diferentes modelos de desplegado utilizando diferentesvariantes del estrehamiento para de�nir la regla de transformaión. Esto es, esposible dar una de�niión genéria de desplegado de programas lógio-funionalesde forma paramétria on respeto a la estrategia de estrehamiento que se use enada aso. Cada instania exige una serie de ondiiones de apliabilidad y disfrutade una serie de propiedades.La transformaión de desplegado se ha mostrado muy útil desde que fue onebiday desrita por primera vez tanto en ontextos funionales omo lógios puros.



4.2. Primera aproximaión al desplegado difuso 115Sus apliaiones se extienden sobre una amplia gama de áreas de trabajo: desdelas puramente teórias (semántias por desplegado, omposiionales, modulares, et.)hasta otras más apliadas (síntesis de programas, transformaión y/o espeializaiónde programas, et.).Además, meree ser destaado el papel fundamental que jugará la transformaiónde desplegado (en el ontexto de la programaión lógia multi-adjunta) tanto anivel de produir evaluadores pariales y mejorar el álulo de redutantes, lo queabordamos en el Capítulo 7, omo a la hora de onstruir semántias por desplegadopara este lenguaje. En el Capítulo 9 menionaremos on mayor detalle esta últimaapliaión del desplegado que pretendemos abordar omo trabajo futuro.4.2. Primera aproximaión al desplegado difusoLa transformaión de programas es un ténia útil para la optimizaión de progra-mas que, partiendo de un programa iniial P0 deriva una seuenia P1, . . . ,Pn deprogramas trasformados mediante reglas de transformaión elementales. El objeti-vo es que el programa �nal Pn tenga el mismo signi�ado que P0, pero mejore sue�ienia en algún aspeto.La transformaión de programas puede verse omo una metodología para desa-rrollo de software, de ahí su importania (primero se desarrolla un programa sinpreouparse de la e�ienia del ódigo, y después se optimiza on ténias más omenos automátias). Entre las reglas menionadas, la llamada regla de desplegadoha sido una de las más ampliamente estudiadas.En esenia, la transformaión de desplegado apliada sobre un programa (dela-rativo) onsiste básiamente en el reemplazamiento de una de sus reglas (o láusulas)por todas aquéllas que se obtienen al apliar un paso de omputaión simbólia detodas las formas posibles sobre el uerpo de la misma [Pettorossi y Proietti, 1996b℄.En funión del paradigma onreto que se esté utilizando (por ejemplo, funional[Burstall y Darlington, 1977℄, lógio [Tamaki y Sato, 1984℄ o lógio-funional [Al-puente et al., 2004℄, que son quizás los ampos donde mejor se ha estudiado estatransformaión) el paso de omputaión estará basado en (alguna variante) del me-anismo operaional asoiado al paradigma en uestión (reesritura, resoluión oestrehamiento, respetivamente).La regla de desplegado permite, inluso sin ombinarse on otro tipo de trans-formaiones, importantes optimizaiones en el programa ódigo original. Aunque



116 Capítulo 4. Desplegado difusola operaión de desplegado (en sus distintas formulaiones) ha demostrado amplia-mente su utilidad en ténias de análisis, depuraión, ompilaión, síntesis, et., deprogramas delarativos, donde posiblemente alanza sus mejores otas de apliaiónes en sistemas de espeializaión por evaluaión parial y en sistemas de transforma-ión por plegado/desplegado basados en �reglas+estrategias� [Pettorossi y Proietti,1996a℄.En prinipio, y entrándonos ya estritamente en la operaión de desplegado deforma aislada (independientemente de su posterior uso en suesivos apítulos), unabuena formulaión de la transformaión debe garantizar que al ser apliada a unprograma onreto, nos permita derivar otro semántiamente equivalente pero onun mejor omportamiento on respeto a algún riterio de e�ienia.Intuitivamente, este segundo aspeto lo garantiza el heho de que los pasos deomputaión que se adelantan durante el proeso de desplegado (y que de algunamanera quedan �ompilados� en el programa transformado) se ahorran en las ompu-taiones �nales sobre objetivos reales, que de esta forma se bene�ian del heho depoder ser evaluados ontra el programa desplegado de forma más rápida (es deir,mediante derivaiones más ortas).Muho más di�il es, por otra parte, garantizar que se preserva la equivaleniasemántia entre los programas, ya que en este apartado entran en juego distintasvariantes, omo por ejemplo:la identi�aión de ondiiones de apliabilidad seguras y su�ientemente re-lajadas que permitan ubrir un mayor número de asos (al menos un onjuntosigni�ativo), lo que muhas vees viene ondiionado porla sintaxis del lenguaje, que a vees no da siquiera obertura su�iente paraplantear la transformaión o demostrar sus propiedades,el observable que se pretende preservar (por ejemplo, modelo mínimo de Her-brand, .a.s's, valores, terminaión, et.) y el grado de preisión de los resul-tados perseguidos (oinidenia total, parial, aproximada, et.)la semántia operaional onsiderada que será la base sobre la que se establezala de�niión de desplegado, así omo sus requisitos ténios, propiedades deorreión/ompletitud, lase de programas a los que es apliable de formasegura, et.



4.2. Primera aproximaión al desplegado difuso 117Puesto que la programaión lógia difusa es un área de investigaión emergente,de muy reientemente desarrollo (tanto es así, que todavía no puede hablarse deestándares laros, sino más bien de una amplia gama de propuestas on diferentesaraterístias, defetos y bondades, omo hemos detallado en los apítulos previos)y para la que se vislumbra un futuro prometedor, en esta tesis surge el interéspor apliar/adaptar las diferentes ténias onoidas de optimizaión de programasbasadas en alguna forma de desplegado.Hemos onsiderado distintos lenguajes lógios borrosos desritos en la literatu-ra reiente, todos ellos basados en alguna variante de resoluión difusa on más omenos fortuna en uanto a su implantaión real, propiedades teórias (en espeial,orreión/ompletitud de su semántia operaional on respeto a la delarativa,uando esta última está de�nida), aparienia y posibilidades sintátias, poteniaexpresiva y omputaional, ampos de apliaión, et.En partiular, nos propusimos de�nir iniialmente la transformaión de desple-gado para el lenguaje ontemplado en:[Arelli y Formato, 1999℄ que, entre sus mejores bazas, propone una visiónbastante purista de la noión de �difuminaión� �entendida aquí omo �similari-dad�� adaptada a la programaión lógia mediante la extensión del meanismode uni�aión (por similaridad). Pero la sintaxis de este lenguaje no es laadeuada para nuestros objetivos, dado que no es posible propagar el gradode verdad de la regla original sobre la regla desplegada. Véase para mayordetalle la Seión 2.1, en espeial el Ejemplo 2.1.3 en el que se justi�a quesería neesario modi�ar la sintaxis del lenguaje original y, lo más relevante,modi�ar la semántia operaional para que pueda aometerse el desplegadode programas LIKELOG.Nos hemos entrado en formular la transformaión de desplegado para los len-guajes de�nidos en:[Vojtá² y Paulík, 1996℄ que propone una visión asi antagónia del anterior enuanto al meanismo operaional (una extensión de la resoluión-SLD) y launi�aión (sintátia). Este lenguaje mantiene la uni�aión sintátia lási-a inorporando la omponente difusa en los prediados y en las onetivas,y también dispone de semantias delarativa (modelo mínimo de Herbranddifuso), operaional (resoluión-SLD difusa) y por punto �jo (así omo de



118 Capítulo 4. Desplegado difusosus propiedades e interrelaiones asoiadas) bien asentadas (al estilo de Lloyd[1987℄).A nivel sintátio, se adeúa más a nuestros propósitos, espeialmente despuésde plantear las versiones etiquetadas del mismo que vimos en el Capítulo 2.[Medina et al., 2001d℄, esto es, abordamos el estudio del desplegado en elontexto de la programaión multi-adjunta, un maro de programaión lógiadifusa muy general para el que existe abundante literatura. Este lenguaje tieneuna sintaxis muho más ria que el onsiderado en [Vojtá² y Paulík, 1996℄y posee también semántia proedural, delarativa por modelo mínimo �quenosotros hemos formulado� y de punto �jo tal omo hemos detallado en elCapítulo 3.Desplegado difuso de programas f-PrologEn una primera aproximaión, nos entramos en el desplegado de programas f-Prologantes de pasar al aso extendido de ef-Prolog que veremos posteriormente.Como ya onsideramos, las diferenias entre los programas f-Prolog y lf-Prologapareen sólo en el nivel sintátio: mientras el uerpo B de una láusula de programa(no unitaria) f-Prolog (que, en esenia, no es más que un objetivo simple, esto es, unátomo o una onjunión de átomos) respeta la gramátia libre de ontexto
B → B, . . . , B | atom,neesitamos enriqueer este onjunto de reglas gramatiales del modo

B → Lp B Rp | number,si deseamos inluir maras y números reales en el uerpo de láusulas lf-Prolog (queintuitivamente tienen la misma estrutura que algún objetivo iniial, intermedio o�nal que apareza en las derivaiones-SLD difusas).Esto supone que todo programa f-Prolog es también un programa lf-Prolog, aun-que el reíproo no es ierto (es deir, el onjunto de programas f-Prolog es unsubonjunto del de programas lf-Prolog). Además de este heho puntual (que, porotra parte, es preeptivo para de�nir el prinipio de resoluión-SLD) ambos lengua-jes omparten todo tipo de semántias: obviamente la operaional, pero también ladelarativa y la de punto �jo, y sus propiedades de orreión y ompletitud.



4.2. Primera aproximaión al desplegado difuso 119Como ya dijimos, la regla de desplegado onsiste, en esenia, en la apliaión deun paso de omputaión simbólio en el uerpo de la láusula que, en nuestro entornodifuso, orresponde a la apliaión de ualquiera de las uatro reglas desritas en laDe�niión 2.2.4.Obsérvese que este proeso siempre genera láusulas uyos uerpos inluyen mar-as o números reales. Más exatamente, las dos últimas reglas reemplazan marasy/o números por un nuevo número, lo que signi�a que tanto la expresión de entradaomo la de salida son siempre expresiones válidas lf-Prolog, pero nuna expresionesf-Prolog.Algo similar ourre on las dos primeras reglas de la De�niión 2.2.4 que introduemaras y números, respetivamente, en la expresión de salida, inluso en el aso enque la expresión de entrada es una expresión válida f-Prolog.A priori, todos estos hehos garantizan que una transformaión de desplegadobasada en resoluión-SLD difusa preserva la estrutura sintátia de los programasetiquetados lf-Prolog pero, inluso en el aso en que los programas originales sonsiempre f-Prolog, el transformado nuna será de esta sublase: las maras o númerosreales inorporados en las láusulas transformadas por pasos de desplegado basadosen la primera o segunda regla de resoluión, respetivamente, supone la pérdidade la sintaxis f-Prolog original. Además, inluso en el aso en que el programa deentrada perteneza a esta sublase, el resultante del desplegado será úniamente unprograma lf-Prolog.Para evitar este inonveniente, la siguiente de�niión se enunia en el entornomás general de programas lf-Prolog en lugar de referirla a la sublase de programasf-Prolog.De�niión 4.2.1. Sea P un programa lf-Prolog y sea C ≡ 〈A ← B; p〉 ∈ P unaláusula de programa (no unitaria) lf-Prolog. Entones, el desplegado borroso deun programa P on respeto a la láusula C es el nuevo programa lf-Prolog P ′ =

(P − {C}) ∪ U tal que:
U = {〈Aσ ← B′; p〉 | 〈B; id〉→FR〈B′; σ〉}Contemplemos algunas observaiones aera de la de�niión anterior. De maneraanáloga a la regla de desplegado lásio basada en resoluión-SLD planteada en[Tamaki y Sato, 1984℄, las sustituiones obtenidas en los pasos de omputaión, enel proeso de desplegado, son inorporadas a las reglas transformadas de maneranatural, esto es, apliándolas en la abeza de la láusula.



120 Capítulo 4. Desplegado difusoPor otra parte, en uanto a la propagaión de los grados de verdad, resolvemoseste problema de manera muy natural: la láusula desplegada hereda diretamenteel grado p de la original.Sin embargo, un análisis en profundidad de la transformaión de desplegadorevela ómo también se inluye informaión ompilada de ambos omponentes deuna respuesta omputada difusa (sustituión y grado de verdad) en el uerpo de laláusula transformada.Aera de los grado de verdad, p, observamos también que, si el paso de desple-gado está basado en la terera o uarta regla de la De�niión 2.2.4, las maras ylos números del uerpo de la láusula transformada han sido simpli�ados. Por otraparte, el grado p de la láusula involurada en un paso de desplegado basado en laRegla 1 o la Regla 2, se aumula en el uerpo de la transformada mediante marasy números reales. Por tanto, la propagaión de los p's en el desplegado se realiza endos niveles: inorporando diretamente el grado p de la láusula original en el p dela transformada, y a través de la simpli�aión/introduión de maras y númerosreales en su uerpo.Esas manipulaiones en el uerpo de láusula reperutirán drástiamente en laomputaión/propagaión de los grados de verdad uando resolvemos objetivos on-tra los programas transformados.Ilustremos todo ello on el siguiente ejemplo.Ejemplo 4.2.2. Considemos de nuevo el programa P mostrado en el Ejemplo 2.2.6.Es senillo ver que el desplegado del programa P on respeto a la láusula C2 (ex-plotando la segunda regla de la De�niión 2.2.4) genera el nuevo programa
P ′ = (P − {C2}) ∪ {C25},donde C25 es la nueva regla desplegada:
q(a, b)←0.9 with 0.7Por otra parte, si deseamos desplegar ahora la láusula C1 en el programa P ′, debe-mos generar primeramente el siguiente par de pasos de derivaión-SLD difusa (quesólo usa la primera regla de la De�niión 2.2.4):

〈q(X, Y ), r(Y ); id〉 →FR1
C25 〈 L0.7 0.9 R0.7 , r(b); {X/a, Y/b}〉

〈q(X, Y ), r(Y ); id〉 →FR1
C3 〈 L0.8 r(Y1) R0.8 , r(a); {X/Y1, Y/a}〉



4.3. Transformaiones basadas en desplegado de programas lef-Prolog 121Así, resulta el nuevo programa desplegado P ′′ = (P ′ − {C1)} ∪ U donde U ontienelas reglas:
C125 : p(a) ← L0.7 0.9 R0.7 , r(b) with 0.8

C13 : p(Y1)← L0.8 r(Y1) R0.8 , r(a) with 0.8Además, ejeutando otro paso de resoluión on la segunda regla de la De�niión2.2.4 en el uerpo de la láusula C125, obtenemos la nueva regla desplegada
p(a) ← L0.7 0.9 R0.7 , 0.7 with 0.8Si damos ahora un posterior paso de desplegado on la terera regla de la De�niión2.2.4 nos ondue a

p(a) ←0.63, 0.7 with 0.8que, �nalmente, se onvierte en
p(a) ←0.63 with 0.8después del último paso de desplegado dado on la uarta regla de la De�niión 2.2.4.Es importante tener en uenta que la apliaión de esta última regla al objetivo

←p(X) simula el efeto de los seis primeros pasos de omputaión mostrados en laderivaión del Ejemplo 2.2.6, lo que evidenia la mejora alanzada tras el desplegado.Los sistemas de transformaión basados en plegado/desplegado lásio optimizanprogramas devolviendo ódigo en el mismo lenguaje fuente del programa original,pero el desplegado ha jugado también un papel importante en el diseño de ompila-dores (ver [Julián y Villamizar, 2004℄) generando ódigo esrito en lenguaje objeto(normalmente de más bajo nivel que el ódigo fuente).En este sentido, nuestra transformaión de desplegado puede verse omo una té-nia mixta que optimiza programas f-Prolog y los ompila a programas lf-Prolog, onla ventaja (sorprendente) en nuestro aso de que ambos programas son ejeutablesexatamente on el mismo prinipio operaional.4.3. Transformaiones basadas en desplegado de pro-gramas lef-PrologNuestro prinipal objetivo en esta seión onsiste en la de�niión de dos transforma-iones basadas en desplegado sobre un ontexto difuso más general que el onsiderado



122 Capítulo 4. Desplegado difusoen la seión anterior a la hora de formular la De�niión 4.2.1. En partiular, ademásde de�nir una variante difusa de la transformaión de desplegado de Tamaki y Sato[1984℄, introduimos una nueva transformaión, que llamamos reemplazamiento det-norma, que opera sobre la omponente difusa de una expresión y tiene semejanzason el reemplazamiento algebraio de Burstall y Darlington [1977℄. Todo ello pasarápor el enriqueimiento del lenguaje de base.Como veremos, la adaptaión de la regla de desplegado lásia de programaiónlógia pura a la programaión lógia difusa no resulta simple si realmente deseamosde�nirla de forma natural.En onreto, neesitamos apturar la dimensión �funional� (gestión de los gra-dos de verdad) asoiada a la omponente difusa y, lo que es más importante, resultaruial la neesidad de utilizar un lenguaje intermedio (no neesario en otros ontex-tos no difusos) para la odi�aión de los programas que se obtienen tras el proesode transformaión.En la De�niión 4.2.1 (ver [Julián et al., 2004b℄) introduíamos, por primeravez, la regla de desplegado en el ontexto borroso; en lo que sigue, desarrollamos laprimera aproximaión desrita en la literatura para la introduión de un sistema detransformaión difuso. La inorporaión de las reglas de reemplazamiento de t-normamejora ampliamente el desplegado estudiado en la seión anterior en los siguientespuntos:
i) Lenguaje: Usamos una extensión enriqueida del lenguaje difuso desrito en[Vojtá² y Paulík, 1996℄ que afeta diretamente a todas las de�niiones, resul-tados y pruebas, y que desribimos en [Julián et al., 2004a℄.

ii) Transformaiones de desplegado difuso: Presentamos ahora un esquema de trans-formaiones más laro al ontemplar dos reglas basadas en el desplegado, adauna de ellas dirigida a una omponente del lenguaje: mientras que la regla dedesplegado difuso afeta a la omponente lógia, la regla de reemplazamientode t-norma realiza ómputos on los grados de verdad, es deir, afeta a laomponente difusa del lenguaje.Además, el efeto obtenido por (el tipo uatro de) la transformaión de reem-plazamiento de t-norma no puede realizarse por la de�niión de desplegado dela seión anterior reogida en [Julián et al., 2004b℄.
iii) Propiedades: Obtendremos el resultado de orreión total fuerte y justi�a-remos la reduión en la longitud de las derivaiones-SLD difusas (uando se



4.3. Transformaiones basadas en desplegado de programas lef-Prolog 123omputan en los programas transformados) [Julián et al., 2005℄.El desplegado difuso y las reglas reemplazamiento de t-norma onstituirán un sistemabásio de transformaiones que de�nimos en lo que sigue, y para las que onsideramoslos resultados de orreión en el próximo apítulo.4.3.1. Desplegado difuso de programas lef-PrologA ontinuaión, onsideramos que (P0, . . . ,Pk) es una seuenia de programas queparte de un programa ef-Prolog iniial P0 y los restantes son todos programas trans-formados lef-Prolog tal que ada uno de ellos, exepto el iniial P0, es obtenido delinmediato preedente apliando desplegado difuso.De�niión 4.3.1 (Desplegado Difuso). Sea (P0, . . . ,Pk) una seuenia de progra-mas lef-Prolog que parte del programa ef-Prolog P0. Supongamos que
C ≡ (H ← B with Ψ) ∈ Pkes una láusula de programa (no unitaria) lef-Prolog, on Ψ ≡ 〈p, ėt1, ėt2〉, y A esun átomo inluido en el uerpo B.Entones, el siguiente programa Pk+1, de la seuenia de trasformaión, puedeobtenerse por desplegado difuso de la láusula C sobre un átomo A en el programa

Pk omo sigue:
Pk+1 = (Pk−{C})∪{Hσ← B′ with Ψ | 〈 LΨ B RΨ ; id〉→FR

A〈 LΨ B′ RΨ ; σ〉}Tengamos en uenta algunas observaiones aera de esta de�niión. El programaoriginal P0 es un programa ef-Prolog, mientras que los restantes programas desple-gados de la seuenia, por inorporar las etiquetas referidas, son todos lef-Prolog.De manera análoga al aso lásio (y omo también ourriera on los lenguajesf-Prolog y lf-Prolog anteriores), uya regla de desplegado basada en resoluión-SLDse presenta en [Tamaki y Sato, 1984℄, las sustituiones omputadas en los pasosde resoluión durante el desplegado son inorporadas a las reglas transformadas demanera natural, esto es, apliándolas a la abeza de la láusula.Por otra parte, la propagaión de los grados de verdad en este nuevo proeso dedesplegado difuso se realiza en dos niveles diferentes: por asignaión direta de latupla Ψ (que ontiene el grado de verdad p y etiquetas para ėt1 y ėt2) de la láusulaoriginal a la láusula transformada, y por la introduión de maras y/o númerosreales en su uerpo (así se hizo también para f-Prolog y lf-Prolog).



124 Capítulo 4. Desplegado difusoSin embargo, destaamos que �a diferenia de lo que ourría on el desplegadosobre un programa f-Prolog que introduimos en [Julián et al., 2004b℄ y abordamosen la seión anterior� en esta formulaión siempre se explota un átomo. Mereeser destaado, asimismo, que en la programaión lógia pura es equivalente explotarun átomo del uerpo de una láusula a dar un paso de resoluión (en el uerpo).Ahora, en la programaión lógia difusa, se pierde esa equivalenia: si explotamos unátomo apliamos la De�niión 4.3.1 de desplegado y si damos un paso de resoluiónapliamos la De�niión 4.2.1.El siguiente ejemplo ilustra estos aspetos.Ejemplo 4.3.2. Consideremos de nuevo el onjunto de láusulas del Ejemplo 2.3.7omo el programa iniial, P0, de una seuenia de transformaión.Es senillo omprobar que el desplegado de la láusula C2 on respeto a P0(explotando la segunda regla de la De�niión 2.3.5) genera el nuevo programa
P1 = (P0 − {C2}) ∪ {C6},siendo C6 es la nueva regla desplegada:

q(a, b)← 0.9 with 〈0.7, product, void〉Por otra parte, si deseamos desplegar ahora la láusula C1 en P1, debemos generarprimeramente los dos pasos de derivaión-SLD difusa que siguen1:
〈 LΨ1

q(X, Y ), r(Y ) RΨ1
; id〉 →F R1

C6 〈 LΨ1
LΨ6

0.9 RΨ6
, r(b) RΨ1

; σ1〉

〈 LΨ1
q(X, Y ), r(Y ) RΨ1

; id〉 →F R1
C3 〈 LΨ1

LΨ3
r(Y1) RΨ3

, r(a) RΨ1
; σ2〉donde

Ψ1 ≡ 〈0.8, prod, min〉

Ψ6 ≡ 〈0.7, prod, void〉

Ψ3 ≡ 〈0.8, luka, void〉1Ambos pasos se ejeutan on la Regla 1 de la De�niión 2.3.5 (el primero usa la láusula C6y el segundo la láusula C3) y explotan el mismo átomo q(X, Y ) �subrayado�, que (asumimos)seleiona la orrespondiente regla de omputaión.



4.3. Transformaiones basadas en desplegado de programas lef-Prolog 125son los triples orrespondientes a las láusulas C1, C6 y C3 respetivamente; ademáslos uni�adores son:
σ1 = {X/a, Y/b}

σ2 = {X/Y1, Y/a}En onseuenia, resulta el programa desplegado P2 = (P1 − {C1}) ∪ U donde Uontiene las láusulas:
C7 : p(a) ← L〈0.7,prod,max〉 0.9 R〈0.7,prod,max〉 , r(b) with 〈0.8, prod, min〉

C8 : p(Y1)← L〈0.8,luka,min〉 r(Y1) R〈0.8,luka,min〉 , r(a) with 〈0.8, prod, min〉Por último, ejeutando un nuevo paso de resoluión on la segunda regla de la De�-niión 2.3.5 sobre el átomo r(b) del uerpo de la láusula C7, obtenemos el programadesplegado
P3 = {C3, C4, C5, C6, C8, C9}(obsérvese que las láusulas C1, C2 y C7 han sido eliminadas después de haber sidodesplegadas) siendo

C9 ≡ p(a) ← L〈0.7,prod,max〉 0.9 R〈0.7,prod,max〉 , 0.7 with 〈0.8, prod, min〉Es importante tener en uenta que la apliaión de esta última regla al objetivo�←p(X), r(a) with min� simula el efeto de los uatro primeros pasos de resoluiónmostrados en la derivaión del Ejemplo 2.3.7, lo que evidenia la mejora alanzadaen la transformaión de programas por desplegado.4.3.2. Reemplazamiento de t-normaAunque hemos visto en los apartados anteriores que las aiones de la transformaiónde desplegado reperuten en la omputaión/propagaión de los grados de verdadsobre el uerpo de láusulas transformadas uando resolvemos objetivos ontra losprogramas transformados, la informaión aumulada (`ompilada') en el uerpo dela regla desplegada admite manipulaiones numérias signi�ativas para eliminar, oal menos simpli�ar, maras y números reales.La siguiente transformaión realiza esta tarea de una manera similar a las reglas3 y 4 de la De�niión 2.3.5.



126 Capítulo 4. Desplegado difusoDe�niión 4.3.3 (Reemplazamiento de t-norma). Sea (P0, . . . ,Pk) una seueniade transformaión de programas lef-Prolog que parte de un programa ef-Prolog P0.Supongamos que
C ≡ (H ← B with Ψ) ∈ Pkes una láusula de programa (no unitaria) lef-Prolog, tal que Ψ ≡ 〈p, ėt1, ėt2〉. Enton-es, el siguiente programa Pk+1 de la seuenia de transformaión puede obtenersepor reemplazamiento de t-norma de la láusula C en el programa Pk omo sigue:

Pk+1 = (Pk − {C}) ∪ {H ← B′ with Ψ′},tal que :1. si B ≡ (X, L
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, Y ) y Ψ′ ≡ Ψ.3. si B ≡ r, donde r es un número real, entones B′ es vaío y Ψ′ ≡ ėt1(p, r).4. si B ≡ r, donde r ≡ r1, . . . , rn (n > 1) son números reales, entones
B′ ≡ ėt2(r) y Ψ′ ≡ 〈p, ėt1, void〉.La de�niión anterior reuerda el llamado �reemplazamiento algebraio� usado tra-diionalmente en los sistemas de transformaión de programas funionales puros[Burstall y Darlington, 1977; Pettorossi y Proietti, 1996b℄, donde una expresión fun-ional, en una regla de programa, es reemplazada por otra expresión equivalente onrespeto a una propiedad algebraia dada.Por ejemplo, la regla funional pura f(X, Y)→ X+ Y puede ser transformada porreemplazamiento algebraio en f(X, Y) → Y + X, graias a la onmutatividad de lasuma.Obsérvese también que, análogamente a muhas otras reglas de transformaiónde la programaión funional (inluyendo el reemplazamiento algebraio y el desple-gado funional puro), nuestra reemplazamiento de t-norma reemplaza una láusula



4.3. Transformaiones basadas en desplegado de programas lef-Prolog 127original por (solamente) una nueva, lo que ontrasta, en general, on la regla dedesplegado de�nida para programas lógios puros y/o lógios difusos.No sorprenden estos hehos debido al aráter funional de la omponente difusade nuestro lenguaje, en el sentido en que las manipulaiones numérias ejeutadaspor las reglas 3 y 4 de la De�niión 2.3.5 reuerdan las evaluaiones funionales.Esta ualidad se hereda en la De�niión 4.3.3, en la que onsideramos algunosejemplos partiulares de reemplazamiento algebraio, pero esta vez exlusivamenteenfoados a operaiones on t-normas.Por esta razón, en nuestro entorno difuso, deidimos usar el nombre de �reem-plazamiento de t-norma� en lugar de �reemplazamiento algebraio� para designar aeste tipo de transformaiones.Por otra parte, la transformaión de reemplazamiento de t-norma tiene semejan-zas on el desplegado difuso. En efeto, observemos que la siguiente de�niión dedesplegado subsume el primer tipo de reemplazamiento de t-norma:
Pk+1 = (Pk − {C}) ∪ {H ← B′ with Ψ | 〈 LΨ B RΨ ; id〉→FR3〈 LΨ B′ RΨ ; σ〉},donde un simple paso de resoluión-SLD difusa de tipo 3 ha sido apliado paraejeutar un reemplazamiento de t-norma del tipo 1.Observemos también que, reemplazando →FR3 por →FR4 en la de�niión dedesplegado anterior, obtenemos una alternativa al segundo y uarto tipo de reem-plazamiento de t-norma (dependiendo de uál es la subexpresión explotada, referidaal álulo de la t-norma de et2, proediendo sobre B o sobre la expresión ompleta
LΨ B RΨ ).En ualquier aso, el reemplazamiento de t-norma de tipo 3 nuna había sidoonsiderado en la literatura, ni implíita ni explíitamente (ha sido propuesto porprimera vez omo trabajo futuro en [Julián et al., 2004b℄), y su apliaión permitetransformar una láusula de programa on uerpo en un heho (esto es, una láusulaon uerpo vaío) atuando, por primera vez, sobre el grado de verdad de la reglatransformada.Observemos que ninguna otra transformaión lásia ni difusa tiene esta ualidadque indiretamente supone que, en el mejor de los asos, aunque los programastransformados (por reemplazamiento de t-norma) perteneen a la lase lef-Prolog,una vez trasformados por el reemplazamiento de t-norma de tipo 3, pueden reuperarla sintaxis ef-Prolog.



128 Capítulo 4. Desplegado difusoEl siguiente ejemplo ilustra la apliaión de las transformaiones basadas enreemplazamiento de t-norma y alguna de sus ventajas.Ejemplo 4.3.4. Continuemos on la seuenia de transformaión iniiada en elEjemplo 4.3.2 ejeutando ahora alguna de las reglas de reemplazamiento de t-norma.Por el reemplazamiento de t-norma de tipo 1 sobre la láusula C9 obtenemos, yaque prod(0.9, 0.7) = 0.63, el siguiente programa
P4 = (P3 − {C9}) ∪ {C10},donde

C10 ≡ p(a) ← 0.63, 0.7 with 〈0.8, prod, min〉.Además, puesto que min(0.63, 0.7) = 0.63, un reemplazamiento de t-norma de tipo4 sobre esta última láusula genera la nueva
C11 ≡ p(a) ← 0.63 with 〈0.8, prod, void〉.Finalmente la láusula C11 se transforma en el heho

C12 ≡ p(a) ← with 0.504(ya que prod(0.63, 0.8) = 0.504) después del último reemplazamiento de t-norma detipo 3.En onseuenia, el programa �nal es
P6 = {C3, C4, C5, C6, C8, C12}y ahora la derivaión mostrada en el Ejemplo 2.3.7 puede reduir su longitud en seispasos graias al uso de la láusula C12, que evidenia de nuevo la mejora alanzada nosólo por desplegado, sino también por reemplazamiento de t-norma, en los programastransformados.4.4. Desplegado operaional de programas multi--adjuntosEn lo que sigue nos proponemos la adaptaión de la regla de transformaión dedesplegado al aso de programas lógios multi-adjuntos. Lo más relevante de esta



4.4. Desplegado operaional de programas multi-adjuntos 129aportaión lo onstituye el heho de que, por primera vez en la literatura, se ontem-plan ténias de transformaión de programas para esta lase de programas lógiosdifusos que son muho más generales y potentes que lo vistos hasta ahora.En el apítulo siguiente, aportaremos los resultados que justi�an la idoneidad deesta regla de transformaión: la orreión total fuerte y su apaidad para originarmejoras signi�ativas en la e�ienia de los programas residuales.Notemos que los uerpos de las L-reglas desplegadas (que intuitivamente tienenla misma estrutura de ualquier objetivo iniial, intermedio o �nal que aparezaen las derivaiones admisibles difusas) inluyen elementos del retíulo (grados deverdad) y posiblemente onjuniones adjuntas &i.Por otra parte, sabemos que la regla de desplegado onsiste en esenia en laapliaión de un paso de omputaión sobre (el átomo seleionado en) el uerpode una regla que, en este ámbito, orresponde a la apliaión de ualquiera de lastres reglas desritas en la De�niión 3.1.1. Obsérvese que este proeso genera siem-pre, omo venimos observando, reglas uyos uerpos inluyen grados de verdad yaaso onjuniones adjuntas. Por tanto, para que una transformaión de desplegadobasada en omputaiones admisibles difusas preserve la estrutura sintátia de los
L-programas resulta impresidible admitir que el lenguaje multi-adjunto L ontieneelementos del retíulo y onjuniones adjuntas (en tal aso las reglas desplegadasson efetivamente L-reglas).De�niión 4.4.1. Sea P un programa lógio multi-adjunto y R : 〈A←i B; v〉 ∈ Puna regla (no unitaria) de L. Entones, el desplegado difuso del programa P onrespeto a la regla R es el nuevo programa P ′ = (P − {R}) ∪ U tal que:

U = {〈Aσ ←i B′; v〉| 〈B; id〉→AS〈B′; σ〉}Tal omo ourre on la regla de desplegado lásio basado en resoluión-SLD presen-tada en [Tamaki y Sato, 1984℄, las sustituiones omputadas en los pasos admisibles,en el proeso de desplegado, son inorporadas a las reglas transformadas de maneranatural, esto es, apliándolas en la abeza de la regla. Por otra parte, la propagaiónde los grados de verdad se aborda también de manera senilla: la regla desplegadahereda diretamente el grado de verdad v de la la regla original.Sin embargo, un análisis en profundidad de la transformaión de desplegadomuestra ómo el uerpo de la regla transformada también inluye informaión om-pilada sobre ambos omponentes de una respuesta omputada difusa (esto es, elgrado de verdad y la sustituión). En uanto al grado de verdad, observamos que el



130 Capítulo 4. Desplegado difusouerpo de la regla transformada puede inluir: i) el símbolo ⊥, uando se ejeuta unpaso admisible de tipo AS3; ii) un grado de verdad, uando es la segunda regla laque interviene en el paso de desplegado, esto es, uando el paso admisible es del tipo
AS2; o iii) un grado de verdad junto on la onjunión adjunta si la primera reglaes la involurada en el paso de desplegado, es deir, si el paso admisible es del tipo
AS1. En resumen, la propagaión de los grados de verdad durante el desplegado serealiza en dos niveles diferentes:1. asignando diretamente el grado de verdad de la regla original a la regla trans-formada, e2. introduiendo nuevos grados de verdad (de otras reglas o alternativamente ⊥)y posiblemente onjuniones adjuntas en su uerpo.Estas manipulaiones en el uerpo de la regla reperutirán drástiamente en laomputaión/propagaión de los grados de verdad uando resolvemos objetivos on-tra los programas transformados.Ilustremos estos hehos on un ejemplo.Ejemplo 4.4.2. Consideremos de nuevo el programa P mostrado en el Ejemplo3.1.5. Resulta senillo apreiar que el desplegado de P on respeto a la regla R2(explotando la segunda regla admisible de la De�niión 3.1.1) genera el programa

P ′ = (P − {R2}) ∪ {R25}donde R25 es la regla desplegada
q(a, b)←prod 0.9 with 0.7Además, si ahora deseamos desplegar la regla R1 en el programa P ′, debemos ejeutarpreviamente los siguientes pasos de derivaión admisibles2:

〈q(X, Y ) ∧G r(Y ); id〉 →AS1
R25 〈(0.7&prod0.9) ∧G r(b); {X/a, Y/b}〉

〈q(X, Y ) ∧G r(Y ); id〉 →AS1
R3 〈(0.8&lukar(Y1)) ∧G r(a); {X/Y1, Y/a}〉2Notemos que los pasos de desplegado son siempre ejeutados usando una regla de omputaión�ja. En este y en otros ejemplos usamos una regla de omputaión que seleiona los átomos delobjetivo de izquierda a dereha, al igual que la implementada en Prolog.



4.5. Desplegado interpretativo de programas multi-adjuntos 131Así, el programa desplegado es P ′′ = (P ′ − {R1}) ∪ {R125,R13}, donde:
R125 : p(a) ←prod (0.7&prod0.9) ∧G r(b) with 0.8

R13 : p(Y1)←prod (0.8&lukar(Y1)) ∧G r(a) with 0.8Además, ejeutando un nuevo paso admisible on la segunda regla de la De�niión3.1.1 sobre el uerpo de la regla R125, obtenemos la regla desplegada
p(a) ←prod (0.7&prod0.9) ∧G 0.7 with 0.8La apliaión de esta última regla al objetivo propuesto en el Ejemplo 3.1.5 simula elefeto de los uatro primeros pasos admisibles mostrados en la derivaión del mismoejemplo, que evidenia la mejora alanzada por el desplegado sobre los programastransformados.El objetivo más importante de la transformaión de desplegado, además de preservarla semántia del programa, es optimizar el ódigo, independentemente del lenguajeobjeto.4.5. Desplegado interpretativo de programas multi-adjuntosEn el maro de la programaión lógia multi-adjunta, el proeso de desplegado pue-de ser mejor entendido si, a semejanza de las dos fases separadas de la semántiaproedural subyaente del lenguaje lógio multi-adjunto, distinguimos entre pasosde desplegado operaional y pasos de desplegado interpretativo.Por ello deseamos ontemplar dos tipos de desplegado fuertemente relaionados:el operaional (primeramente introduido en [Julián et al., 2005a℄ y ya abordado enla seión anterior) y el interpretativo (introduido por vez primera en [Julián et al.,2006℄).De�niremos a ontinuaión una regla de desplegado basada en pasos interpreta-tivos que permitirá aelerar el álulo de los grados de verdad durante la segundade las fases de la semántia proedural, la fase interpretativa.Es importante observar que en el lenguaje (lógio multi-adjunto) original pro-puesto en [Medina et al., 2004℄ y usado en [Julián et al., 2005a℄, la fase interpretativano está modelada en términos de un sistema de transiión de estados, lo que impide



132 Capítulo 4. Desplegado difusola de�niión/apliaión de la nueva regla de desplegado (interpretativo) por me-dio de pasos interpretativos. En [Julián et al., 2006℄), salvando estas limitaiones,hemos probado que el desplegado interpretativo, aparte de exhibir propiedades deorreión fuerte análogas (es deir, que preserva la semántia de las sustituionesomputadas y los grados de verdad) al desplegado operaional originariamente pre-sentado en [Julián et al., 2005a℄, permite simpli�ar y aelerar la fase interpretativauando resolvemos objetivos on respeto a un programa dado.Por otra parte, la regla de reemplazamiento de t-norma introduida en [Juliánet al., 2005℄, puede verse omo un preedente primitivo de la de desplegado inter-pretativo. De heho, las uatro variantes de reemplazamiento de t-norma, tambiénejeutan manipulaiones de bajo nivel sobre expresiones borrosas que involuranoperaiones on t-normas sobre reglas de programa. Sin embargo, la inorporaiónde esta nueva regla así omo el diseño de la fase interpretativa omo una fase pro-edural, mejora el ontexto primitivo en los siguientes aspetos:
• Sobre un lenguaje muy potente (el lenguaje de programaión lógia multi-adjunta)on una sintaxis simple y expresiva, logramos lari�ar la semántia proedural (ope-raional/interpretativa) y, en general, una mejor formalizaión.
• Ahora, ni los pasos interpretativos ni el desplegado interpretativo dependen for-zosamente (el orden en que se aplian los onetivos suele estar pre�jado) de unafunión de seleión (regla de omputaión), omo ourre on ualquier otra reglade transformaión basada en desplegado difuso desrita en la literatura, puesto queel orden de evaluaión de expresiones se �ja por la semántia interpretativa.
• Como efeto olateral del punto anterior, y omo veremos en el Teorema 5.5.1,es la primera vez que nuestro resultado de orreión total admite un esquema dedemostraión direto que no obliga a ontemplar resultados instrumentales previosaera de la independenia de algún tipo de regla de omputaión.
• Además, nuestras variantes difusas de las reglas de desplegado reuperan el len-guaje fuente que perdíamos en [Julián et al., 2005a℄ y [Julián et al., 2005℄, dondeeran preeptivos lenguajes auxiliares intermedios (on onstruiones omplejas eintriados arti�ios que no peribía el usuario �nal) para odi�ar programas resi-duales obtenidos después de ejeutar el desplegado operaional o el reemplazamientode t-norma.El prinipal objetivo de la presente seión es de�nir una regla de desplegado basada



4.5. Desplegado interpretativo de programas multi-adjuntos 133en pasos interpretativos. Proponemos esta noión de desplegado interpretativo onla intenión de failitar la evaluaión de los grados de verdad durante la fase inter-pretativa. En la De�niión 3.1.6 hemos optado por una araterizaión proeduralde la fase interpretativa (formalizándola en términos de un sistema de transiiónde estados), evitando el uso de oneptos semántios (que son neesarios, por ejem-plo, en [Medina et al., 2004℄ y [Julián et al., 2005a℄). Este heho es preeptivo paralari�ar la formalizaión de nuestra regla de desplegado interpretativo omo sigue.De�niión 4.5.1 (Desplegado Interpretativo). Sea P un programa multi-adjunto y
R : 〈A ←i B; v〉 ∈ P una regla de programa (no unitaria). Entones, el desplegadointerpretativo de la regla R en el programa P on respeto al retíulo (L,≤) asoiadoa P es el nuevo programa P ′ = (P − {R}) ∪ {〈A←i B′; v′〉} tal que:
IU1 . Si la expresión r1@r2 aparee en B entones B′ = B[r1@r2/@̇(r1, r2)], donde

@ es una onetiva, y v′ = v.
IU2 . Si B = r, donde r ∈ L, Entones B′ es vaío y v′ = &̇i(v, r), donde (←i, &i)es un par adjunto en (L,≤).Obsérvese que la primera variante de la regla de desplegado interpretativo IU1, on-siste simplemente en apliar un paso interpretativo sobre el uerpo de una regla delprograma. En este sentido, una formalizaión alternativa, más similar a la De�niión4.2.1, pero reemplazando el uso de →FR por →IS , podría ser:

P ′ = (P − {R}) ∪ U , donde U = {〈A←i B′; v〉| 〈B; id〉 →IS 〈B′; id〉}De heho, ambas formulaiones onsisten simplemente en reemplazar una regla deprograma R uyo uerpo ontiene una onnetiva @, por una regla análoga, on elmismo grado de verdad, pero on la funión verdad de @ (on respeto al retíuloasoiado al programa) ya evaluada en su uerpo.En ualquier aso, es importante omparar la transformaión IU1 (en ualquierade sus formatos alternativos), on la regla de reemplazamiento de t-norma planteadaoriginariamente en [Julián et al., 2005℄ en los términos que reogemos en la De�ni-ión 4.3.3, puesto que esta nueva transformaión ompata en una únia formulaióntres variantes de bajo nivel de la transformaión primitiva.Centrándonos en el aso IU2, debemos tener en uenta que la segunda alternativapropuesta anteriormente para formalizar IU1, no puede ser apliada ahora: no sóloel grado de verdad de la regla transformada di�ere de la original sino que, lo que



134 Capítulo 4. Desplegado difusoes más interesante, la transformaión IU2 permite simpli�ar reglas de programaeliminando diretamente sus uerpos y, por tanto, produiendo hehos3.El siguiente ejemplo ilustra la apliaión del desplegado interpretativo y algunade sus ventajas.Ejemplo 4.5.2. Ejeutamos ahora algunos pasos de desplegado interpretativo sobrelas reglas obtenidas por desplegado operaional en el Ejemplo 4.4.2. Por desplegadointerpretativo �de tipo IU1� de R9 (notemos que &̇prod(0.9, 0.7) = 0.63) obtenemosla nueva regla desplegada
R10 : p(a) ←prod 0.63&G0.7 with 0.8Además, apliando un nuevo paso de desplegado interpretativo de tipo IU1 en estaúltima regla, obtenemos
R11 : p(a) ←prod 0.63 with 0.8Finalmente, la regla R11 se transforma en el heho
R12 : p(a) ←prod with 0.504después de un último paso de desplegado interpretativo de tipo IU2. Por tanto, elprograma �nal es el onjunto de reglas
{R3,R4,R5,R6,R8,R12}y ahora la derivaión mostrada en el Ejemplo 3.1.5 puede reduir su longitud en seispasos graias al uso de la láusula R12, omo sigue:

〈p(X)&Gr(a); id〉 →AS2
R12

〈(0.504&Gr(a)); {X/a}〉 →AS2
R4

〈0.504&G0.7; {X/a}〉 →IS

〈0.504; {X/a}〉Obsérvese que hemos evitado tres pasos admisibles y tres pasos interpretarivos, de-bido al heho de que la regla R12 proviene de la regla R1 una vez que ésta ha sidomodi�ada por tres operaiones de desplegado operaional más tres operaiones dedesplegado interpretativo. De nuevo, se onstata la mejora alanzada por el uso om-binado del desplegado operaional/interpretativo, sobre los programas transformados.3A esta regla se le llama �fating� en [Guerrero y Moreno, 2008℄.



4.6. Conlusiones 1354.6. ConlusionesLas prinipales ontribuiones que reoge este apítulo pueden resumirse omo sigue:Por primera vez en la literatura, formalizamos en el ontexto difuso (paradistintos lenguajes) la noión lásia de desplegado, que hereda tanto la sim-pliidad omo la potenia omputaional de los lenguajes originales.En partiular, hemos de�nido, el desplegado operaional para un lenguaje muyexpresivo y potente en el ontexto difuso: el lenguaje multi-adjunto.Como prinipales novedades (on respeto a otros ontextos no difusos) intro-duimos las reglas de reemplazamiento de t-norma para (el lenguaje lef-Prolog)que aportan bene�ios extra a esta tranformaión a la hora de omputar losgrados de verdad.Hemos introduido la noión de desplegado interpretativo, que enriquee muynotablemente las reglas de reemplazamiento de t-norma ontempladas parael lenguaje lef-Prolog, omplementa el desplegado operaional de programaslógios multi-adjuntos y permite reduir el número de pasos interpretativos enla ejeuión de un objetivo.Esto último ha sido viable puesto que previamente hemos lari�ado la semán-tia proedural del lenguaje subyaente, formalizando su fase interpretativa entérminos de un sistema de transiión de estados.Además, la formalizaión de los desplegados operaional e interpretativo dellenguaje multi-adjunto no depende de lenguajes auxiliares, lo que lari�a yenfatiza nuestra aportaión.Se ilustran estas de�niiones de desplegado on ejemplos representativos, querevelan propiedades de orreión y e�ienia de los programas transformadosen los términos que posteriormente se aredita on pruebas formales.



136 Capítulo 4. Desplegado difuso



Capítulo 5Propiedades de orreión ye�ieniaNos oupamos en este apítulo de enuniar y demostrar los resultados obtenidos aer-a de la orreión de las transformaiones que hemos visto en el apítulo anterior.Justi�aremos que, más allá de la ganania en e�ienia, las respuestas omputadasdel programa original y del que se obtiene por desplegado o omo onseuenia deapliar ualquiera de las transformaiones onsideradas están fuertemente relaiona-das entre sí.En primer término, todos los resultados orrespondientes al lenguaje lef-Prologse pueden refundir en el Teorema 5.3.1 que enuniamos en [Julián et al., 2004b℄y probamos en [Julián et al., 2004℄, y en el Teorema 5.3.2 enuniado en [Juliánet al., 2004a℄ y probado en [Julián et al., 2005℄. Omitimos toda menión aera delos resultados análogos para los lenguajes f-Prolog y lf-Prolog Vojtá², puesto que seobtienen inmediatamente de los teoremas itados.Por lo que se re�ere al lenguaje lenguaje multi-adjunto, los Teoremas 5.4.2, 5.4.3y 5.4.4 enunian los resultados de orreión del desplegado operaional, el Teorema5.5.1 los orrespondientes del desplegado interpretativo y, �nalmente, el Teorema5.6.1 los resultados de orreión del sistema de transformaión determinado por laombinaión de ambos tipos de desplegado.Los resultados menionados del desplegado operaional se reogen en [Juliánet al., 2005a℄, y los relativos al desplegado interpretativo y al sistema de transfor-maión en [Julián et al., 2005b℄ y en [Julián et al., 2006℄.137



138 Capítulo 5. Propiedades de orreión y e�ieniaEn lo que sigue, utilizaremos los términos de orreión parial, ompletitud yorreión total1 para traduir los orrespondientes (más estandarizados y preisosde) soundness, ompleteness y orretness.Es freuente adjetivar on �fuerte� (strong) aquellos resultados que preservan laigualdad sintátia de las respuestas omputadas (restringidos al onjunto de va-riables del objetivo, omo es nuestro aso), mientras que se usa �débil� (weak) odiretamente no se adjetivan aquellos resultados que úniamente mantienen equiva-lenias a nivel de �igual o más general� (≤) entre los observables onsiderados en losprogramas original y transformado.5.1. Correión parial fuerte de transformaioneson lef-PrologAbordamos la orreión parial del desplegado difuso y reemplazamiento de t-normade programas lef-Prolog, por la que obtendremos que todas las respuestas ompu-tadas del programa transformado lo son del programa original.El siguiente Lema, que puede onsiderarse análogo al Lema 3.1.9 (de onserva-ión de sustituiones en las respuestas omputadas o de onmutaión de pasos dederivaión) es auxiliar.Intuitivamente, demuestra que, inluso en el aso en que dos pasos de deriva-ión no pueden ser interambiados puesto que el segundo explota una lf-expresiónintroduida en el objetivo onsiderado por el primero, su efeto (on respeto a lassustituiones de la respuesta omputada difusa) puede ser simulado por un sólo pasoejeutado on una láusula transformada obtenida por desplegado difuso.Lema 5.1.1. Sea P un programa lef-Prolog, G ≡ ←Q0 with le2 = ėt
0
2 un objetivolef-Prolog, Ψ0 ≡ 〈1, void, ėt

0
2〉 y C1, C2 << P dos reglas no unitarias. Entones,

〈 LΨ0
Q0 RΨ0

; θ0〉→FR1
C1〈 LΨ0

Q1 RΨ0
; θ0θ1〉→FR

C2〈 LΨ0
Q2 RΨ0

; θ0θ1θ2〉donde el segundo paso explota un átomo introduido en Q1 después del primer paso,si, y sólo si,
〈 LΨ0

Q0 RΨ0
; θ0〉→FR1

C3〈 LΨ0
Q3 RΨ0

; θ0θ3〉1Esta terminología, aún a pesar de no ser ompletamente universal evita ambigüedades y estásu�ientemente popularizada en la literatura espeializada esrita en astellano.



5.1. Correión parial fuerte de transformaiones on lef-Prolog 139donde C3 se obtiene por desplegado de C1 usando C2 y θ0θ1θ2 = θ0θ3 [Var(Q0)].Demostraión.
(⇒) Sea C1 ≡ (H1←X1, A1, Y1; Ψ) donde Ψ ≡ 〈p, ėt1, ėt2〉, sea H2 el átomo de laabeza de la láusula C2 y sea Q0 ≡ X, A, Y donde X, Y , X1 y Y1 son seueniasarbitrarias de lef-expresiones válidas y A el átomo seleionado en Q0 por la reglade omputaión onsiderada.Entones, en la f-derivaión
〈 LΨ0

Q0 RΨ0
; θ0〉→FR1

C1〈 LΨ0
Q1 RΨ0

; θ0θ1〉→FR
C2〈 LΨ0

Q2 RΨ0
; θ0θ1θ2〉tenemos que:

θ1 = mgu({A = H1}), Q1 ≡ (X, LΨ X1, A1, Y1 RΨ , Y )θ1.Además, si A1θ1 es el átomo seleionado en Q1 por la regla de omputaión em-pleada, sea θ2 = mgu({A1θ1 = H2}).Consideremos ahora σ = mgu({A1 = H2}). Entones, se satisfaen las siguientesigualdades:
θ1θ2 =

θ1mgu({A1θ1 = H2}) = (ya que Dom(θ1) ∩ Var(C2) = ∅)
θ1mgu(m̂gu({A1 = H2})θ1) =

θ1mgu(σ̂θ1) = (por el Lemma 2.4.1)
θ1 ⇑ σ = (por el Lemma 2.4.1)
σmgu(θ̂1σ) =

σmgu(m̂gu({A = H1})σ) = (ya que Dom(σ) ∩ Var(Q0) = ∅)

σmgu({A = H1σ})Además, puesto que θ1θ2 6≡ fallo, entones σ 6≡ fallo y por tanto existe una láusula
C3 obtenida por desplegado de (el átomo A1 en el uerpo de) C1 usando C2, tal quela abeza de C3 es el átomo H1σ.Entones, omo mgu({A = H1σ}) 6≡ fallo, puede ser ejeutado el siguiente paso deresoluión-SLD difusa dado en el átomo seleionado A de Q0 ≡ X, A, Y :



140 Capítulo 5. Propiedades de orreión y e�ienia
〈 LΨ0

Q0 RΨ0
; θ0〉→FR1

C3〈 LΨ0
Q3 RΨ0

; θ0θ3〉,donde θ3 = mgu({A = H1σ}).Por último, ya que θ1θ2 = σθ3, se tiene θ0θ1θ2 = θ0σθ3, y omo Dom(σ) ∩
Var(Q0) = ∅ y Dom(σ) ∩Dom(θ0) = ∅, tenemos que

θ0θ1θ2 = θ0θ3 [Var(Q0)],omo deseábamos probar.
(⇐) Este reíproo puede probarse de manera similar al direto, explotando de nuevola equivalenia entre θ1θ2 y σθ3.Teorema 5.1.2 (Correión parial fuerte). Sea P un programa lef-Prolog, G ≡
←Q0 with le2 = ėt

0
2 un objetivo lef-Prolog y sea Ψ0 ≡ 〈1, void, ėt

0
2〉. Si P ′ es unprograma lef-Prolog obtenido por desplegado difuso o por reemplazamiento de t-normade P, entones

〈 LΨ0
Q0 RΨ0

; id〉→FR
∗〈r; θ〉 en P ,si

〈 LΨ0
Q0 RΨ0

; id〉→FR
∗〈r; θ′〉 en P ′,donde θ = θ′[Var(Q0)].Demostraión. Sea

D′ : [〈 LΨ0
Q0 RΨ0

; id〉→FR
∗〈r; θ〉]una derivaión (genéria) para G en P ′ que nos proponemos simular onstruyendouna nueva derivaión D en P .La onstruión de D se realizará por induión en la longitud n de D′. Puestoque el aso base, n = 0, es trivial, proedemos on el aso general uando n > 0.Entones,

D′ : [〈 LΨ0
Q0 RΨ0

; id〉→FR〈 LΨ0
Q′ RΨ0

; ϑ〉→FR
∗〈r; θ′〉]



5.1. Correión parial fuerte de transformaiones on lef-Prolog 141Si el primer paso de D′ ha sido dado on la segunda, terera o uarta regla de laDe�niión 2.3.5, o, inluso si ha sido ejeutado on la primera pero usando unaláusula perteneiente a P , el resultado se sigue por la hipótesis de induión.En otro aso, el paso iniial se da on la regla 1 usando una láusula C′ que hasido obtenida por desplegado o por reemplazamiento de t-norma de otra láusula
C ∈ P .Puesto que el paso de desplegado ha sido ejeutado on una de las dos reglas dela De�niión 2.3.5, y el paso de reemplazamiento de t-norma ha sido ejeutado onuna de las uatro reglas de la De�niión 4.3.3 tratamos ada aso separadamente.1. Desplegado basado en Regla 1 de la De�niión 2.3.5.Sea

C ≡ (H1 ← X1, A1, Y1; Ψ) ∈ P with Ψ ≡ 〈p, ėt1, ėt2〉y
C2 ≡ (H2 ← B2; Ψ

′) ∈ P with Ψ′ ≡ 〈q, ėt
′

1, ėt
′

2〉tal que, desplegando C on respeto a C2 usando la De�niión 4.2.1, obtenemosla láusula
C′ ≡ ((H1 ← X1, LΨ′ B2 RΨ′ , Y1)σ; Ψ) ∈ P ′Supongamos que Q0 ≡ X, A, Y donde X y Y son seuenias arbitrarias delef-expresiones válidas y A es el átomo seleionado. Entones, D′ tiene lasiguiente forma:

〈X, A, Y ; id〉 →FR1
C′

〈(X, LΨ X1, LΨ′ B2 RΨ′ , Y1 RΨ , Y )σγ; σγ〉 →FR
∗

〈r; θ′〉Ahora bien, el primer paso de D′ puede ser simulado en la derivaión D usandolas láusulas C y C2 de P omo sigue:
〈X, A, Y ; id〉 →FR1

C

〈(X, LΨ X1, A1, Y1 RΨ , Y )α; α〉 →FR1
C2

〈(X, LΨ X1, LΨ′ B2 RΨ′ , Y1 RΨ , Y )αβ; αβ〉 →FR
∗

〈r; θ〉



142 Capítulo 5. Propiedades de orreión y e�ieniaPor el Lema 5.1.1 podemos onluir que αβ = σγ[Var(Q0)], y entones elprimer estado de D oinide sintátiamente on el segundo de D′.Además, por la hipótesis de induión θ = θ′[Var(Q0)] y en onseuenia lasf-derivaiones ompletas D y D′ son equivalentes, omo queríamos.2. Desplegado basado en Regla 2 de la De�niión 2.3.5.
C ≡ (H1 ← X1, A1, Y1; Ψ) ∈ P with Ψ ≡ 〈p, ėt1, ėt2〉y

C2 ≡ (H2 ←; q) ∈ Ptal que, desplegando C on respeto a C2 usando la De�niión 4.2.1, obtenemos:
C′ ≡ ((H1 ← X1, q, Y1)σ; Ψ) ∈ P ′Por tanto, D′ tiene la siguiente forma:

〈X, A, Y ; id〉 →FR1
C′

〈(X, LΨ X1, q, Y1 RΨ , Y )σγ; σγ〉 →FR
∗

〈r; θ′〉Entones el primer paso de D′ puede ser simulado en la derivaión D usandolas láusulas C y C2 de P omo sigue:
〈X, A, Y ; id〉 →FR1

C

〈(X, LΨ X1, A1, Y1 RΨ , Y )α; α〉 →FR2
C2

〈(X, LΨ X1, q, Y1 RΨ , Y )αβ; αβ〉 →FR
∗

〈r; θ〉Por el Lema 5.1.1 podemos onluir que αβ = σγ[Var(Q0)], y el terer estadode D oinide sintátiamente on el segundo de D′.Además, por la hipótesis de induión θ = θ′[Var(Q0)] y por tanto son equi-valentes las f-derivaiones ompletas D y D′, omo deseábamos probar.



5.1. Correión parial fuerte de transformaiones on lef-Prolog 1433. Reemplazamiento de t-norma de tipo 1.Sea
C ≡ (H1 ← X1, LΨ′ n RΨ′ , Y1; Ψ) ∈ P with Ψ ≡ 〈p, ėt1, ėt2〉,y sea Ψ′ ≡ 〈q, ėt

′

1, ėt
′

2〉.Por el reemplazamiento de t-norma en la láusula C usando la regla de tipo 1de la De�niión 4.3.3, obtenemos la láusula
C′ ≡ (H1 ← X1, ėt

′

1(q, n), Y1; Ψ) ∈ P ′Entones, D′ es la derivaión:
〈X, A, Y ; id〉 →FR1

C′

〈(X, LΨ X1, ėt
′

1(q, n), Y1 RΨ , Y )α; α〉 →FR
∗

〈r; θ′〉Ahora bien, el primer paso de D′ puede ser simulado en P dando dos pasos deomputaión en D: el primero on la regla 1 usando la láusula C y el segundoon la regla 3, omo sigue:
〈X, A, Y ; id〉 →FR1

C

〈(X, LΨ X1, LΨ′ n RΨ′ , Y1 RΨ , Y )α; α〉 →FR3

〈(X, LΨ X1, ėt
′

1(q, n), Y1 RΨ , Y )α; α〉 →FR
∗

〈r; θ〉Puesto que el terer estado en D oinide sintátiamente on el segundo en
D′, se satisfae el resultado por la hipótesis de induión.4. Reemplazamiento de t-norma de tipo 2.Sea

C ≡ (H1 ← X1, LΨ′ n RΨ′ , Y1; Ψ) ∈ P with Ψ ≡ 〈p, ėt1, ėt2〉y sea Ψ′ ≡ 〈q, ėt
′

1, ėt
′

2〉.Por reemplazamiento de t-norma de C usando la regla de tipo 2 de la De�niión



144 Capítulo 5. Propiedades de orreión y e�ienia4.3.3, obtenemos la nueva láusula:
C′ ≡ (H1 ← X1, LΨ′ ėt

′

2(n) RΨ′ , Y1; Ψ) ∈ P ′Entones, D′ tiene la siguiente forma:
〈X, A, Y ; id〉 →FR1

C′

〈(X, LΨ X1, LΨ′ ėt
′

2(n) RΨ′ , Y1 RΨ , Y )α; α〉 →FR
∗

〈r; θ′〉Pero, el primer paso de D′ puede ser simulado on láusulas de P dando dospasos de resoluión en D: el primero on la regla 1 usando la láusula C y elsegundo on la regla 4, del modo:
〈X, A, Y ; id〉 →FR1

C

〈(X, LΨ X1, LΨ′ n RΨ′ , Y1 RΨ , Y )α; α〉 →FR4

〈(X, LΨ X1, LΨ′ ėt
′

2(n) RΨ′ , Y1 RΨ , Y )α; α〉 →FR
∗

〈r; θ〉Dado que el terer estado en D oinide sintátiamente on el segundo en D′,se satisfae el resultado haiendo uso de la hipótesis de induión.5. Reemplazamiento de t-norma de tipo 3.Sea
C ≡ (H1 ← n; Ψ) ∈ P with Ψ ≡ 〈p, ėt1, ėt2〉,tal que, por reemplazamiento de t-norma de C usando la regla de tipo 3 en laDe�niión 4.3.3, tenemos la nueva láusula

C′ ≡ (H1 ← ; ėt1(p, n)) ∈ P ′Entones, D′ tiene la siguiente forma:
〈X, A, Y ; id〉 →FR2

C′

〈(X, ėt1(p, n), Y )α; α〉 →FR
∗

〈r; θ′〉



5.1. Correión parial fuerte de transformaiones on lef-Prolog 145Ahora bien, el primer paso de D′ puede ser simulado on láusulas de P dandodos pasos resoluión en D: el primero on la regla 1 usando la láusula C y elsegundo on la regla 3, omo sigue:
〈X, A, Y ; id〉 →FR1

C

〈(X, LΨ n RΨ , Y )α; α〉 →FR3

〈(X, ėt1(p, n), Y )α; α〉 →FR
∗

〈r; θ〉Puesto que el terer estado en D oinide sintátiamente on el segundo en
D′, se tiene el resultado en virtud de la hipótesis de induión.6. Reemplazamiento de t-norma de tipo 4.Sea

C ≡ (H1 ← n; Ψ) ∈ P with Ψ ≡ 〈p, ėt1, ėt2〉,tal que, por reemplazamiento de t-norma de C usando la regla de tipo 4 de laDe�niión 4.3.3, obtenemos la nueva láusula
C′ ≡ (H1 ← ėt2(n); Ψ) ∈ P ′Así, D′ tiene la forma:

〈X, A, Y ; id〉 →FR1
C′

〈(X, LΨ ėt2(n) RΨ , Y )α; α〉 →FR
∗

〈r; θ′〉Entones, el primer paso de D′ puede ser simulado on láusulas de P usandodos pasos de resoluión en D: el primero on la regla 1 usando la láusula C yla segunda on la regla 3, del modo:
〈X, A, Y ; id〉 →FR1

C

〈(X, LΨ n RΨ , Y )α; α〉 →FR4

〈(X, LΨ ėt2(n) RΨ , Y )α; α〉 →FR
∗

〈r; θ〉



146 Capítulo 5. Propiedades de orreión y e�ieniaPuesto que el terer estado en D oinide sintátiamente on el segundo en
D′, se obtiene el resultado por la hipótesis de induión.

5.2. Completitud fuerte de transformaiones on lef-PrologProedemos ahora on el omplementario del teorema anterior, esto es, nos plantea-mos la ompletitud fuerte, por la que obtendremos que todas las respuestas ompu-tadas del programa original se enuentran en el programa transformado.Teorema 5.2.1 (Completitud fuerte). Sea P un programa lef-Prolog y sea G ≡ ←Q0with le2 = ėt
0
2 un objetivo lef-Prolog. Si P ′ es un programa lef-Prolog obtenido pordesplegado difuso o reemplazamiento de t-norma de P, entones,

〈 LΨ0
Q0 RΨ0

; id〉→FR
∗〈r; θ′〉 en P ′si

〈 LΨ0
Q0 RΨ0

; id〉→FR
∗〈r; θ〉 en P ,donde θ′ = θ[Var(Q0)] y Ψ0 ≡ 〈1, void, ėt

0
2〉.Demostraión. La demostraión onsiste en simular en P ′ una f-derivaión (reorde-nada) originariamente ejeutada en P . Sea, entones,

D0 : [〈 LΨ0
Q0 RΨ0

; id〉→FR
n〈r; θ0〉]una f-derivaión (genéria) on n-pasos para G en P .Supongamos ahora que C ∈ P es la láusula desplegada en P que, obviamente,no pertenee a P ′.Cualquier paso dado on la láusula C enD0 introdue una instania del uerpo de

C en el siguiente estado de la derivaión. En estas derivaiones, el uerpo instaniadode C debe neesariamente ser reduido en el paso inmediatamente posterior o enuno subsiguiente. En el segundo aso, podemos, on seguridad, interambiar el pasodado on la láusula C y el siguiente, apliando el Lema 2.4.5 de Conmutaión parael lenguaje lef-Prolog.



5.2. Completitud fuerte de transformaiones on lef-Prolog 147Además, apliando repetidamente este lema, podemos obtener una nueva f-deri-vaión de n-pasos
D : [〈 LΨ0

Q0 RΨ0
; id〉→FR

n〈r; θ〉]en P veri�ando θ = θ0[Var(Q0)] módulo renombramiento de variables, donde todopaso (si existe) que use la láusula C desplegada P , es seguido de otro paso que explo-ta una lef-expresión introduida justamente por el paso previo (esto es, perteneienteal uerpo instaniado de C).Deimos que D es una f-derivaión reordenada de éxito on respeto a la láusula
C elegida.Ahora, y de manera análoga a ómo proedimos en el teorema anterior, simu-laremos D en P ′ onstruyendo una nueva derivaión D′ usando láusulas de P ′;seguiremos un esquema semejante al empleado en el Teorema 5.1.2, pero invirtiendoahora el uso de los términos P y P ′. La onstruión de D′ se realizará por induiónen n, la longitud de D.Puesto que para el aso base, esto es n = 0, el resultado es trivial, proedemoson el aso general en que n > 0.Sea entones,

D : [〈 LΨ0
Q0 RΨ0

; id〉→FR〈 LΨ0
Q′ RΨ0

ϑ〉→FR
∗〈r; θ〉]Si el primer paso de D ha sido dado on la segunda, terera o uarta regla de laDe�niión 2.3.5 o inluso si ha sido ejeutado on la primera regla, pero usando unaláusula perteneiente a P ′, el resultado se veri�a por la hipótesis de induión.En otro aso, este paso iniial ha sido dado on la regla 1 usando una láusula Cque, una vez transformada, genera la nueva láusula C′ ∈ P ′.Puesto que el paso de desplegado ha sido ejeutado on una de las dos reglas dela De�niión 2.3.5, y el paso de reemplazamiento de t-norma satisfae una de lasuatro reglas de la De�niión 4.3.3 tratamos ada uno de los asos por separado.1. Desplegado basado en Regla 1 de la De�niión 2.3.5.Sea

C ≡ (H1 ← X1, A1, Y1; Ψ) ∈ P with Ψ ≡ 〈p, ėt1, ėt2〉y
C2 ≡ (H2 ← B2; Ψ

′) ∈ P with Ψ′ ≡ 〈q, ėt
′

1, ėt
′

2〉



148 Capítulo 5. Propiedades de orreión y e�ieniaSi desplegamos C on respeto a C2, haiendo uso de la De�niión 4.2.1, obte-nemos:
C′ ≡ ((H1 ← X1, LΨ′ B2 RΨ′ , Y1)σ; Ψ) ∈ P ′Suponemos que Q0 ≡ X, A, Y donde X y Y son seuenias arbitrarias delf-expresiones válidas y A es el átomo seleionado.Entones, omo D es una f-derivaión reordenada de éxito on respeto a laláusula C, tiene la siguiente forma:

〈X, A, Y ; id〉 →FR1
C

〈(X, LΨ X1, A1, Y1 RΨ , Y )α; α〉 →FR1
C2

〈(X, LΨ X1, LΨ′ B2 RΨ′ , Y1 RΨ , Y )αβ; αβ〉 →FR
∗

〈r; θ〉Ahora bien, los dos primeros pasos de D pueden ser simulados en P ′ usandola láusula C′ en la derivaión D′ omo sigue:
〈X, A, Y ; id〉 →FR1

C′

〈(X, LΨ X1, LΨ′ B2 RΨ′ , Y1 RΨ′ , Y )σγ; σγ〉 →FR
∗

〈r; θ′〉Por el Lema 5.1.1 podemos onluir que αβ = σγ[Var(Q0)], por lo que el tererestado de D oinide sintátiamente on el segundo en D′.Además, por la hipótesis de induión θ = θ′[Var(Q0)] y, en onseuenia, sonequivalentes las f-derivaiones ompletas D y D′, omo queríamos probar.2. Desplegado basado en Regla 2 de la De�niión 2.3.5.Sea
C ≡ (H1 ← X1, A1, Y1; Ψ) ∈ P with Ψ ≡ 〈p, ėt1, ėt2〉y

C2 ≡ (H2 ←; q) ∈ P



5.2. Completitud fuerte de transformaiones on lef-Prolog 149tal que, por desplegado de C on respeto a C2 usando la De�niión 4.2.1,tenemos:
C′ ≡ ((H1 ← X1, q, Y1)σ; Ψ) ∈ P ′Luego, omo D es una f-derivaión reordenada de éxito on respeto a la láu-sula C, tiene la forma:

〈X, A, Y ; id〉 →FR1
C

〈(X, LΨ X1, A1, Y1 RΨ , Y )α; α〉 →FR2
C2

〈(X, LΨ X1, q, Y1 RΨ , Y )αβ; αβ〉 →FR
∗

〈r; θ〉Ahora bien, los dos primeros pasos en D pueden ser simulados en P ′ usandola láusula C′ omo sigue:
〈X, A, Y ; id〉 →FR1

C′

〈(X, LΨ X1, q, Y1 RΨ , Y )σγ; σγ〉 →FR
∗

〈r; θ′〉Por el Lema 5.1.1 podemos onluir que αβ = σγ[Var(Q0)], y en onseueniael terer estado en D oinide sintátiamente on el segundo en D′.Además, por la hipótesis de induión θ = θ′[Var(Q0)] y por tanto las f-derivaiones enteras D y D′ son equivalentes, omo deseábamos.3. Reemplazamiento de t-norma de tipo 1 según la De�niión 4.3.3.Sea
C ≡ (H1 ← X1, LΨ′ n RΨ′ , Y1; Ψ) ∈ P with Ψ ≡ 〈p, ėt1, ėt2〉y sea Ψ′ ≡ 〈q, ėt

′

1, ėt
′

2〉. Por reemplazamiento de t-norma de tipo 1 de C usandola De�niión 4.3.3, obtenemos la nueva láusula
C′ ≡ (H1 ← X1, ėt1(q, n), Y1; Ψ) ∈ P ′Además, ya que D es una f-derivaión reordenada de éxito on respeto a laláusula C, tiene la siguiente forma:
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〈X, A, Y ; id〉 →FR1

C

〈(X, LΨ X1, LΨ′ n RΨ′ , Y1 RΨ , Y )α; α〉 →FR3

〈(X, LΨ X1, ėt
′

1(q, n), Y1 RΨ , Y )α; α〉 →FR
∗

〈r; θ〉Pero, los dos primeros pasos en D pueden ser simulados en P ′ dando un úniopaso de resoluión usando la láusula C′ en D′ omo sigue:
〈X, A, Y ; id〉 →FR1

C′

〈(X, LΨ X1, ėt
′

1(q, n), Y1 RΨ , Y )α; α〉 →FR
∗

〈r; θ′〉Dado que el terer estado en D oinide sintátiamente on el segundo en D′,se satisfae el resultado por la hipótesis de induión.4. Reemplazamiento de t-norma de tipo 2 según la De�niión 4.3.3.Sea
C ≡ (H1 ← X1, LΨ′ n RΨ′ , Y1; Ψ) ∈ P with Ψ ≡ 〈p, ėt1, ėt2〉y Ψ′ ≡ 〈q, ėt

′

1, ėt
′

2〉. Por reemplazamiento de t-norma de tipo 2 de C usando laDe�niión 4.3.3, obtenemos la nueva láusula
C′ ≡ (H1 ← X1, LΨ′ ėt2(n) RΨ′ , Y1; Ψ) ∈ P ′Además, ya que D es una f-derivaión reordenada de éxito on respeto a laláusula C, tiene la forma:

〈X, A, Y ; id〉 →FR1
C

〈(X, LΨ X1, LΨ′ n RΨ′ , Y1 RΨ , Y )α; α〉 →FR4

〈(X, LΨ X1, LΨ′ ėt
′

2(n) RΨ′ , Y1 RΨ , Y )α; α〉 →FR
∗

〈r; θ〉



5.2. Completitud fuerte de transformaiones on lef-Prolog 151Ahora bien, los primeros dos pasos en D pueden ser simulados en P ′ dando unúnio paso de resoluión usando la láusula C′ en D′ del modo:
〈X, A, Y ; id〉 →FR1

C′

〈(X, LΨ X1, LΨ′ ėt
′

2(n) RΨ′ , Y1 RΨ , Y )α; α〉 →FR
∗

〈r; θ′〉Como el terer estado en D oinide sintátiamente on el segundo en D′, seobtiene el resultado por la hipótesis de induión.5. Reemplazamiento de t-norma de tipo 3 según la De�niión 4.3.3.Sea
C ≡ (H1 ← n; Ψ) ∈ P with Ψ ≡ 〈p, ėt1, ėt2〉tal que, por reemplazamiento de t-norma de C usando la regla de tipo 3 de laDe�niión 4.3.3, tenemos la nueva láusula

C′ ≡ (H1 ← ; ėt1(p, n)) ∈ P ′Además, dado que D es una f-derivaión reordenada de éxito on respeto a laláusula C, tiene la siguiente forma:
〈X, A, Y ; id〉 →FR1

C

〈(X, LΨ n RΨ , Y )α; α〉 →FR3

〈(X, ėt1(p, n), Y )α; α〉 →FR
∗

〈r; θ〉Entones, los dos primeros pasos en D (el primero on la regla 1 usando laláusula C y el segundo on la regla 3) pueden ser simulados en P ′ dando unúnio paso de resoluión usando la láusula C′ en D′ omo sigue:
〈X, A, Y ; id〉 →FR2

C′

〈(X, ėt1(p, n), Y )α; α〉 →FR
∗

〈r; θ′〉



152 Capítulo 5. Propiedades de orreión y e�ieniaYa que el terer estado en D oinide sintátiamente on el segundo en D′, setiene el resultado por la hipótesis de induión.6. Reemplazamiento de t-norma de tipo 4 según la De�niión 4.3.3.Sea
C ≡ (H1 ← n; Ψ) ∈ P with Ψ ≡ 〈p, ėt1, ėt2〉tal que, por reemplazamiento de t-norma de C usando la regla de tipo 4 de laDe�niión 4.3.3, obtenemos la láusula

C′ ≡ (H1 ← ėt2(n); Ψ) ∈ P ′Además, omo D es una f-derivaión reordenada de éxito on respeto a laláusula C, es del modo:
〈X, A, Y ; id〉 →FR1

C

〈(X, LΨ n RΨ , Y )α; α〉 →FR4

〈(X, LΨ ėt2(n) RΨ , Y )α; α〉 →FR
∗

〈r; θ〉Ahora bien, los dos primeros pasos en D (el primero on la regla 1 usando laláusula C y la segunda on la regla 4) pueden ser simulados en P ′ dando unúnio paso de resoluión usando la láusula C′ en D′ omo sigue:
〈X, A, Y ; id〉 →FR1

C′

〈(X, LΨ ėt2(n) RΨ , Y )α; α〉 →FR
∗

〈r; θ′〉Puesto que el terer estado en D oinide sintátiamente on el segundo en
D′, se obtiene el resultado por la hipótesis de induión.



5.3. Correión total fuerte de transformaiones on lef-Prolog 1535.3. Correión total fuerte de transformaiones onlef-PrologEl siguiente resultado, que se obtiene a partir del Teorema 5.1.2 y el Teorema 5.2.1,formaliza para el lenguaje lef-Prolog la mejor propiedad que puede esperarse de estatransformaión de desplegado difuso, esto es, la exata y total orrespondenia entrelas respuestas omputadas difusas para los objetivos ejeutados ontra los programasoriginal y transformado.Teorema 5.3.1 (Correión Total Fuerte del Desplegado Difuso). Sea P un pro-grama lef-Prolog y G ≡ ←Q un objetivo lef-Prolog. Si P ′ es un programa lef-Prologobtenido por desplegado difuso de P, entones,
〈Q; id〉→FR

∗〈r; θ〉 en Psi, y sólo si,
〈Q; id〉→FR

∗〈r; θ′〉 en P ′donde θ = θ′[Var(Q)].Para �nalizar, obtenemos también para el lenguaje lef-Prolog las mejores propiedadesque pueden esperarse del sistema de transformaión onsiderado, a saber:en el aspeto teório, la exata y total orrespondenia entre las respues-ta omputadas difusas para objetivos ejeutados en los programas originaly transformado, yen el aspeto prátio, la ganania en e�ienia uando ejeutamos progra-mas transformados reduiendo el número de pasos de resoluión-SLD difusaneesarios para resolver un objetivo.Teorema 5.3.2 (Correión Total Fuerte del Sistema de Transformaión). Consi-dérese (P0, . . . ,Pk) una seuenia de transformaión de programas lef-Prolog tal queada programa de la seuenia, exepto el programa iniial ef-Prolog P0, es obtenidodel inmediato preedente apliando desplegado difuso o reemplazamiento de t-norma.Entones, para un objetivo lf-Prolog G ≡ ←Q with le2 = ėt2, tenemos que:
〈 LΨ Q RΨ ; id〉 →FR

n 〈r; θ〉 en P0



154 Capítulo 5. Propiedades de orreión y e�ieniasi, y sólo si,
〈 LΨ Q RΨ ; id〉 →FR

m 〈r; θ〉 en Pkdonde Ψ ≡ 〈1, void, ėt2〉 y el número de pasos de resoluión-SLD difusa en adaderivaión veri�a que m ≤ n.Demostraión. Para demostrar este resultado onsideraremos separadamente las dosimpliaiones de la equivalenia, puesto que la orreión total fuerte del desplegadodifuso o reemplazamiento de t-norma supone la orreión parial fuerte (⇐) y laompletitud fuerte (⇒).Finalmente, estas dos impliaiones pueden probarse fáilmente omo sigue:La orreión total fuerte de un sistema de transformaión es, ahora, inme-diata sin más que haer uso de los Teoremas 5.1.2 y 5.2.1, puesto que ambosestableen la equivalenia entre ualquier par de programas onseutivos dela seuenia de transformaión (P0, . . . ,Pk), que supone la equivalenia �nalentre P0 y Pk.Observando la reduión de la longitud de la derivaión de éxito en los progra-mas transformados, hemos visto en la demostraión de los referidos Teoremas5.1.2 y 5.2.1 que ualquier paso de resoluión-SLD difuso dado on una nuevaláusula obtenida por desplegado difuso o reemplazamiento de t-norma subsu-me dos pasos de resoluión-SLD difusa dados ontra el programa original, queon�rma que m ≤ n, omo queríamos probar.5.4. Propiedades de orreión del desplegado ope-raional del lenguaje multi-adjuntoLa siguientes seiones de este apítulo están dediadas a estableer, de manerasimilar a ómo planteamos para el lenguaje lef-Prolog, las mejores propiedades quepueden esperarse de nuestras transformaiones de desplegado del lenguaje multi-adjunto, es deir:en el aspeto teório, que oiniden las mismas respuestas omputadas difusasde ualesquiera objetivos ejeutados ontra los programas original y transfor-mado, y



5.4. Propiedades de orreión del desplegado operaional 155en el aspeto prátio, la ganania en e�ienia de los programas desplegados,toda vez que en estos se redue el número de los pasos admisibles difusosneesarios para resolver un objetivo.Comenzamos demostrando el siguiente Lema, que puede onsiderarse análogo alLema 3.1.9 (de onservaión de sustituiones en las respuestas omputadas difusas).Intuitivamente, este resultado demuestra que, inluso en el aso en que dos pasosadmisibles no puedan ser interambiados, puesto que el segundo explota un átomoque ha sido introduido en el objetivo onsiderado por el primero, su efeto (onrespeto a las sustituiones de las respuestas omputadas difusas) puede ser simuladoejeutando un sólo paso que use una regla transformada obtenida por desplegadodifuso.Lema 5.4.1. Sea P un programa multi-adjunto, Q0 un objetivo y R1,R2 << P.Entones,
〈Q0; θ0〉→AS1

R1〈Q1; θ0θ1〉→AS
R2〈Q2; θ0θ1θ2〉si, y sólo si,

〈Q0; θ0〉→AS1
R3〈Q3; θ0θ3〉y, además, θ0θ1θ2 = θ0θ3 [Var(Q0)], donde el segundo paso de la primera derivaiónes del tipo AS1 o AS2 y explota un átomo introduido en Q1 después del primerpaso, y siendo R3 la regla obtenida por desplegado difuso de R1 usando R2.Demostraión.

(⇒) Sea R1 : 〈H1←1B1[A1]; v1〉, sea H2 (el átomo de) la abeza de la regla R2y supongamos que A es el átomo seleionado en Q0 por la regla de omputaión�jada. Entones, en la derivaión 〈Q0;θ0〉→AS1
R1〈Q1;θ0θ1〉→AS

R2〈Q2;θ0θ1θ2〉 te-nemos que: θ1 = mgu({A = H1}) y Q1 = Q0[A/(v1&1B1[A1])]θ1. Además, si
A1θ1 es el átomo seleionado en Q1 por la regla de omputaión, obtenemos que
θ2 = mgu({A1θ1 = H2}). Denotemos ahora σ = mgu({A1 = H2}).Entones, se satisfaen las siguientes igualdades:
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θ1θ2 =

θ1mgu({A1θ1 = H2}) = (ya que Dom(θ1) ∩ Var(R2) = ∅)
θ1mgu(m̂gu({A1 = H2})θ1) =

θ1mgu(σ̂θ1) = (por la Proposiión 2.4.1)
θ1 ⇑ σ = (por la Proposiión 2.4.1)
σmgu(θ̂1σ) =

σmgu(m̂gu({A = H1})σ) = (ya que Dom(σ) ∩ Var(Q0) = ∅)
σmgu({A = H1σ})Además, omo θ1θ2 6= fallo, se tiene σ 6= fallo y entones existe una regla R3obtenida por desplegado de (el átomo A1 del uerpo de) R1 usando R2, tal quela abeza de R3 es el átomo H1σ. Además, ya que mgu({A = H1σ}) 6= fallo,puede ejeutarse el siguiente paso admisible sobre el átomo seleionado A en Q0:

〈Q0; θ0〉→AS1
R3〈Q3; θ0θ3〉, donde θ3 = mgu({A = H1σ}). Finalmente, ya que θ1θ2 =

σθ3, entones θ0θ1θ2 = θ0σθ3, y omoDom(σ)∩Var(Q0) = ∅ yDom(σ)∩Dom(θ0) =

∅, resulta que θ0θ1θ2 = θ0θ3 [Var(Q0)], omo deseábamos probar.
(⇐) El reíproo puede demostrarse de manera análoga, explotando la equivaleniaentre θ1θ2 y σθ3.Ahora, estamos en ondiiones de probar la orreión fuerte del desplegado opera-ional del lenguaje multi-adjunto.Teorema 5.4.2 (Correión Parial Fuerte). Sea P un programa multi-adjunto y
Q un objetivo. Si P ′ es un programa obtenido por desplegado operaional de P,entones,

〈Q; id〉→AS
∗〈@(r1, . . . , rn); θ〉 en Psi

〈Q; id〉→AS
∗〈@(r1, . . . , rn); θ′〉 en P ′donde ri ∈ L para todo i ∈ {1, . . . , n} y θ = θ′[Var(Q)].



5.4. Propiedades de orreión del desplegado operaional 157Demostraión. Sea D′ : [〈Q; id〉→AS
∗〈@(r1, . . . , rn); θ〉] la derivaión admisible (ge-néria) para Q en P ′ que nos proponemos simular onstruyendo una nueva de-rivaión D para Q en P . La onstruión de D se realizará por induión en k,la longitud de D′. Puesto que el aso base, para k = 0, es trivial, proedemoson el aso general uando k > 0. Considérese, entones, la derivaión original

D′ : [〈Q; id〉→AS〈Q′; ϑ〉→AS
∗〈@(r1, . . . , rn); θ′〉]. Si el primer paso de D′ ha sidodado on la segunda o la terera regla de la De�niión 3.1.1, o, inluso si ha sidoejeutado on la primera pero usando una regla perteneiente a P , entones se sigueel resultado por la hipótesis de induión. En aso ontrario, este paso iniial es deltipo AS1 usando una regla R′ que ha sido obtenida por desplegado de otra regla

R ∈ P . Puesto que el paso de desplegado ha sido ejeutado on una de las tres reglasde la De�niión 3.1.1, onsideramos ada aso por separado.1. Desplegado basado en la Regla 1 de la De�niión 3.1.1.SeaR : 〈H1 ←1 B1[A1]; v1〉 ∈ P yR2 : 〈H2 ←2 B2; v2〉 ∈ P tal que, por desple-gado de R on respeto aR2 usando la primera regla de la De�niión 3.1.1, ob-tenemos: R′ : 〈(H1 ←1 B1[A1/(v2&2B2)])σ; v1〉 ∈ P ′. Si suponemos que A es elátomo seleionado en Q al onstruir D′, entones 〈Q[A]; id〉→AS1
R′〈(Q[A/(v1

&1B1[A1/(v2&2B2)])])σγ; σγ〉→AS
∗ 〈@(r1, . . . , rn); θ′〉. Ahora, el primer pasodeD′ puede simularse en la derivaiónD usando las reglasR yR2 de P omo si-gue: 〈Q[A]; id〉→AS1

R 〈(Q[A/(v1&1B1[A1])])α; α〉 →AS1
R2〈(Q[A/(v1&1B1[A1

/(v2&2B2)])])αβ; αβ〉. Por el Lema 5.4.1 podemos onluir la igualdad αβ =

σγ[Var(Q)], y por tanto el terer estado de la derivaión D oinide sin-tátiamente on el segundo de D′. Además, por la hipótesis de induión
θ = θ′[Var(Q)] y, en onseuenia, las derivaiones admisibles ompletas D y
D′ son equivalentes, omo deseábamos probar.2. Desplegado basado en la Regla 2 de la De�niión 3.1.1.Sea R : 〈H1 ←1 B1[A1]; v1〉 ∈ P y R2 : 〈H2 ←; v2〉 ∈ P tal que, por desplegadode R on respeto a R2 usando la segunda regla de la De�niión 3.1.1, resulta
R′ : 〈(H1 ←1 B1[A1/v2])σ; v1〉 ∈ P ′. Así, D′ tiene la forma:
〈Q[A];id〉→AS1

R′〈(Q[A/(v1&1B1[A1/v2])])σγ;σγ〉→AS
∗〈@(r1, . . . , rn);θ′〉Ahora, el primer paso de D′ puede simularse en la derivaión D usandoR y R2omo sigue: 〈Q[A]; id〉 →AS1

R 〈(Q[A/(v1&1B1[A1])])α; α〉 →AS2
R2〈(Q[A/(v1

&1B1[A1/v2])])αβ; αβ〉. Por el Lema 5.4.1 onluimos que αβ = σγ[Var(Q)], y



158 Capítulo 5. Propiedades de orreión y e�ieniapor tanto el terer estado de D oinide sintátiamente on el segundo de D′.Además, por la hipótesis de induión θ = θ′[Var(Q)] y en onseuenia lasderivaiones admisibles ompletas D y D′ son equivalentes, omo deseábamosdemostrar.3. Desplegado basado en la Regla 3 de la De�niión 3.1.1.Sea R : 〈H1 ←1 B1[A1]; v1〉 ∈ P tal que el átomo A1 seleionado en B1 nouni�a on la abeza de ninguna regla de P y, en onseuenia, por desplegadode R usando la terera regla de la De�niión 3.1.1, obtenemos la nueva regladesplegada R′ : 〈H1 ←1 B1[A1/⊥]; v1〉 ∈ P ′. Entones, la derivaión D′ tienela siguiente forma:
〈Q[A]; id〉→AS1

R′〈(Q[A/(v1&1B1[A1/⊥])])α; α〉→AS
∗〈@(r1, . . . , rn); θ′〉.Ahora, el primer paso de D′ puede simularse en P dando dos pasos admisiblesen D: el primero on la regla 1 usando R y el segundo on la regla 3. Es deir:

〈Q[A]; id〉→AS1
R〈(Q[A/(v1&1B1[A1])])α; α〉→AS3 〈(Q[A/(v1&1B1[A1/⊥])])α;

α〉.Puesto que este último estado oinide sintátiamente on el segundo de D′,se satisfae el resultado por la hipótesis de induión.Proemos ahora on el omplementario del teorema previo, esto es, abordamos laompletitud fuerte de la transformaión de desplegado operaional de programaslógios multi-adjuntos.Teorema 5.4.3 (Completitud fuerte). Sea P un programa multi-adjunto y Q unobjetivo. Si P ′ es un programa obtenido por desplegado operaional de P, entones
〈Q; id〉→AS

∗〈@(r1, . . . , rn); θ′〉 en P ′si
〈Q; id〉→AS

∗〈@(r1, . . . , rn); θ〉 en Pdonde ri ∈ L para todo i ∈ {1, . . . , n} y θ′ = θ[Var(Q)].



5.4. Propiedades de orreión del desplegado operaional 159Demostraión. La prueba onsiste en simular en P ′ una derivaión admisible reorde-nada, ejeutada originalmente en el programaP . Por tanto, onsideremos la siguientederivaión admisible (genéria) de k�pasos para Q en P ,
D0 : [〈Q; id〉→AS

k〈@(r1, . . . , rn); θ0〉]Supongamos ahora que R ∈ P es la regla desplegada en P que obviamente no per-tenee a P ′. Cualquier paso dado on la regla R en D0 introdue una instania deluerpo deR en el siguiente estado de la derivaión. Puesto que estamos onsiderandouna derivaión admisible de éxito, el uerpo instaniado de R debe reduirse nee-sariamente en el siguiente paso immediato o en uno subsiguiente. Para el segundoaso, podemos interambiar el paso dado on la regla R y el siguiente, apliando elLema de Conmutaión 3.1.10 para el lenguaje multi-adjunto.Además, apliando repetidamente este lema, podemos obtener una nueva deri-vaión admisible de k�pasos en P
D : [〈Q; id〉→AS

k〈@(r1, . . . , rn); θ〉]veri�ando θ = θ0[Var(Q)], donde ualquier paso (si existe) que use la regla R des-plegada en P , es seguido de otro paso que explota un átomo que ha sido justamenteintroduido por el paso previo (es deir, perteneiente al uerpo instaniado de R).Deimos que D es una derivaión admisible reordenada on respeto a la regla R.Ahora, y de manera similar a ómo proedimos en el teorema previo, vamosa simular D en P ′ onstruyendo una nueva derivaión D′ que use reglas de P ′,siguiendo un esquema totalmente análogo al onsiderado en el Teorema 5.4.2, peroinvirtiendo ahora el uso de los términos P y P ′ (y sus relaionados).La onstruión de D′ se realiza por induión en la longitud, k, de D. Puestoque el aso base, para k = 0, es trivial, abordamos el aso general uando k > 0.Sea, entones, D : [〈Q; id〉→AS〈Q′; ϑ〉→AS
∗〈@(r1, . . . , rn); θ〉]. Si el primer paso de

D ha sido dado on la segunda o terera regla de la De�niión 3.1.1, o inluso siha sido ejeutado on la primera pero usando una regla que también pertenee a
P ′, se satisfae el resultado por la hipótesis de induión. En otro aso, este pasoiniial es del tipo AS1 usando una regla R que, una vez desplegada, genera la nuevaregla transformada R′ ∈ P ′. Teniendo en uenta que el paso de desplegado ha sidoejeutado on una de las tres reglas de la De�niión 3.1.1, tratamos ada aso porseparado.1. Desplegado basado en la Regla 1 de la De�niión 3.1.1.Sea R : 〈H1 ←1 B1[A1]; v1〉 ∈ P y R2 : 〈H2 ←2 B2; v2〉 ∈ P tal que, por



160 Capítulo 5. Propiedades de orreión y e�ieniadesplegado de R on respeto a R2 usando la primera regla de la De�ni-ión 3.1.1, obtenemos R′ : 〈(H1 ←1 B1[A1/(v2&2B2)])σ; v1〉 ∈ P ′. Supon-gamos que A es el átomo seleionado en Q uando onstruimos la deriva-ión D, y teniendo en uenta que D es una derivaión admisible (de éxi-to) reordenada on respeto a la regla R, entones tiene la siguiente for-ma: 〈Q[A]; id〉→AS1
R〈(Q[A/(v1&1B1[A1])])α; α〉 →AS1

R2〈(Q[A/(v1&1B1[A1/

(v2&2B2)])])αβ; αβ〉→AS
∗〈@(r1, . . . , rn); θ〉. Pero los dos primeros pasos de Dpueden simularse en P ′ usandoR′ en D′ del siguiente modo: 〈Q[A]; id〉→AS1

R′

〈(Q[A/(v1&1B1[A1/(v2&2B2)])]) σγ; σγ〉→AS
∗〈@(r1, . . . , rn); θ′〉. Por el Lema5.4.1 tenemos αβ = σγ[Var(Q)], y por tanto el terer estado de D oinidesintátiamente on el segundo de D′. Además, por la hipótesis de induión,

θ = θ′[Var(Q)] y en onseuenia las derivaiones admisibles ompletas D y
D′ son equivalentes, omo deseábamos demostrar.2. Desplegado basado en la Regla 2 de la De�niión 3.1.1.Sea R : 〈H1 ←1 B1[A1]; v1〉 ∈ P y R2 : 〈H2 ←; v2〉 ∈ P tal que, por desple-gado de la regla R on respeto a R2 usando la segunda regla de la De�ni-ión 3.1.1, obtenemos: R′ : 〈(H1 ←1 B1[A1/v2])σ; v1〉 ∈ P ′. Puesto que D esuna derivaión admisible (de éxito) reordenada on respeto a la regla R, ysuponiendo que A es el átomo seleionado en Q, entones D tiene la forma:
〈Q[A]; id〉→AS1

R〈(Q[A/(v1&1B1[A1])])α; α〉→AS2
R2〈(Q[A/(v1&1B1[A1/v2])])

αβ; αβ〉→AS
∗〈@(r1, . . . , rn); θ〉. Ahora, los dos primeros pasos de D pueden si-mularse en el programa transformado P ′ usando R′ omo sigue:

〈Q[A]; id〉→AS1
R′〈(Q[A/(v1&1B1[A1/v2])])σγ;σγ〉→AS

∗〈@(r1, . . . , rn);θ′〉Por el Lema 5.4.1 podemos onluir que αβ = σγ[Var(Q)], y por tanto elterer estado de D oinide sintátiamente on el segundo de D′. Además,por la hipótesis de induión, θ = θ′[Var(Q)] y resulta que las derivaionesadmisibles ompletas D y D′ son equivalentes, omo deseábamos.3. Desplegado basado en Regla 3.Sea R : 〈H1 ←1 B1[A1]; v1〉 ∈ P tal que, el átomo seleionado A1 en B1no uni�a on la abeza de ninguna regla de P y, por tanto, por desplegadode R usando la terera regla de la De�niión 3.1.1, obtenemos la nueva regla



5.4. Propiedades de orreión del desplegado operaional 161desplegada R′ : 〈H1 ←1 B1[A1/⊥]; v1〉 ∈ P ′. Suponiendo que A es el átomoseleionado en Q uando onstruimos la derivaión D, y teniendo en uen-ta que D es una derivaión admisible reordenada (de éxito ) on respeto ala regla R, tiene la forma: 〈Q[A]; id〉→AS1
R〈(Q[A/(v1&1B1[A1])])α; α〉→AS3

〈(Q[A/(v1&1B1[A1/⊥])])α; α〉→AS
∗〈@(r1, . . . , rn); θ〉. Ahora, los dos primerospasos de D pueden simularse en la derivaión D′ usando la reglaR′ omo sigue:

〈Q[A]; id〉→AS1
R′〈(Q[A/(v1&1B1[A1/⊥])])α; α〉.Puesto que este último estado oinide sintátiamente on el terero de D, seobtiene el resultado por la hipótesis de induión.Por último, estamos en ondiiones de formalizar y demostrar las mejores propieda-des del desplegado operaional (a saber, su orreión fuerte y la mejora en e�ieniade los programas transformados) en los siguiente términos:Teorema 5.4.4 (Correión Total Fuerte del Desplegado Operaional). Sea P unprograma multi-adjunto, y sea Q un objetivo. Si P ′ es un programa obtenido pordesplegado operaional de P, entones,
〈Q; id〉→AS

n〈@(r1, . . . , rk); θ〉 en Psi, y sólo si,
〈Q; id〉→AS

m〈@(r1, . . . , rk); θ′〉 en P ′donde ri ∈ L para todo i ∈ {1, . . . , k}, θ = θ′[Var(Q)] y m ≤ n.Demostraión. Las dos impliaiones del Teorema 5.4.4 puede probarse omo sigue:La orreión total fuerte de la transformaión, es deir, la equivalenia de lasrespuestas omputadas difusas obtenidas uando ejeutamos un objetivo onrespeto a los programas original y desplegado, es imediata sin más que apliarlos Teoremas 5.4.2 y 5.4.3.Observando la reduión de la longitud de las derivaiones admisibles en losprogramas transformados, hemos justi�ado en las demostraiones de los Teo-remas 5.4.2 y 5.4.3 que ualquier paso admisible difuso dado on una nuevaregla obtenida por desplegado difuso, subsume dos pasos admisibles difusosdados on reglas del programa original, lo que on�rma que m ≤ n, omoqueríamos probar.



162 Capítulo 5. Propiedades de orreión y e�ienia5.5. Propiedades de orreión del desplegado inter-pretativo del lenguaje multi-adjuntoAbordamos ahora las propiedades de orreión del desplegado interpretativo, paraobtener en el siguiente teorema un resultado análogo al del Teorema 5.4.4. Los be-ne�ios en este aso son sólo apreiados durante la segunda fase (interpretativa) dela ejeuión de objetivos. En este sentido, aunque no podemos hablar propiamentede preservaión de respuestas omputadas admisibles2, probaremos que es posibleonservar el onjunto de respuestas omputadas difusas asoiadas al objetivo dado(uando las a..a.'s se interpretan on respeto al mismo retíulo usado durante elproeso de desplegado interpretativo). Observando la reduión de la longitud de lasderivaiones en los programas transformados, el desplegado interpretativo permitereduir el número de pasos interpretativos neesarios para resolver un objetivo, demanera similar a omo el desplegado operaional redue el número de pasos admisi-bles. En el último resultado de esta seión abordamos las propiedades de orreióndel sistema de transformaión que se obtiene al ombinar los dos tipos de desplegadoestudiados para el lenguaje multi-adjunto: el operaional y el interpretativo.Teorema 5.5.1 (Correión Total Fuerte del Desplegado Interpretativo). Sea Pun programa y sea Q un objetivo. Si P ′ es un programa obtenido por desplegadointerpretativo de P, entones,
〈Q; id〉 →n

AS/IS 〈r; θ〉 en Psi, y sólo si,
〈Q; id〉 →m

AS/IS 〈r; θ〉 en P ′donde1. r ∈ L, siendo (L,≤) el retíulo asoiado a P usado durante el proeso dedesplegado interpretativo, y2. m ≤ n.Demostraión. Para demostrar este teorema, abordaremos por separado las dos im-pliaiones que reoge la equivalenia formulada.Correión Parial Fuerte (⇐).2Tal omo onretamos posteriormente en el Ejemplo 5.5.2.



5.5. Propiedades de orreión del desplegado interpretativo 163Considérese la derivaión ompleta (genéria) para Q en P ′

D′ : [〈Q; id〉 →k
AS 〈e′; θ〉 →l

IS 〈r; θ〉]donde k + l = m, que nos proponemos simular usando reglas del programa P .Consideremos también que la regla
R′ : 〈A←i B[r1@r2/@̇(r1, r2)]; v〉ha sido obtenida por desplegado interpretativo de la regla R : 〈A ←i B; v〉. Reor-demos que R ∈ P y R′ ∈ P ′, pero R /∈ P ′ y R′ /∈ P . Puesto que el desplegadointerpretativo sólo afeta a expresiones on onetivas y elementos perteneientes a

L, el onjunto de átomos de las abezas y uerpos de R y R′ son exatamente elmismo. Por tanto, podemos ontruir la siguiente derivaión admisible ompleta
D : [〈Q; id〉 →k

AS 〈e; θ〉]en P , donde:la longitud de D oinide on el número de pasos admisibles, k, apliados enla derivaión D′,el átomo reduido en el paso i-esimo de D oinide on el átomo reduido enel paso i-esimo de D′, para 1 ≤ i ≤ k, yla regla de programa usada en el paso i-esimo de D es la misma que la usadaen el paso i-esimo de D′, para 1 ≤ i ≤ k, exepto uando ésta última es R′: eneste aso, usamos R en D.Téngase en uenta que las respuestas omputadas admisibles asoiadas a ambasderivaiones no son exatamente las mismas (lo que muestra que el desplegado in-terpretativo, a diferenia del desplegado operaional no preserva las a..a.'s) pero síestán fuertemente relaionadas: ambas omparten la misma sustituión θ, mientrasque las expresiones e y e′ son muy similares. En efeto, ualquier paso admisible da-do on la regla R′ en D′, introdue un valor (proveniente de la interpretaión de unaexpresión) de la forma @̇(r1, r2) en e′, mientras que los orrespondientes pasos dadoson la regla R en D, deja desendientes de la (todavía no interpretada) expresión
r1@r2 en e.Formalmente, si Pj es el onjunto de posiiones de las j ourrenias de r1@r2introduidas en e por la apliaión de j pasos admisibles usando R en D (o, equi-valentemente, si Pj es el onjunto de posiiones de las j ourrenias de @̇(r1, r2)



164 Capítulo 5. Propiedades de orreión y e�ieniaintroduidas en e′ por la apliaión de j pasos admisibles usando R′ en D′), enton-es e′ = e[r1@r2/@̇(r1, r2)]Pj
. Por tanto, e′ puede verse omo una versión parial-mente interpretada de e, y entones es fáil observar que, sin más que apliar variospasos interpretativos sobre las orrespondientes j ourrenias de r1@r2 en e, pode-mos reemplazarlas por @̇(r1, r2), hasta alanzar la expresión deseada e′. A partir deaquí, podemos �nalizar las derivaiones ompletas en ambos programas apliando losmismos pasos interpretativos, hasta obtener la misma respuesta omputada difusa

〈r, θ〉.Observando la reduión de la longitud de la derivaión en los programas trans-formados, hemos visto que ualquier paso dado on la regla desplegada R′ en laderivaión D′, evita un posterior paso interpretativo que, de otra manera, es inevita-ble uando onstruimos una derivaión usando reglas del programa original P . Así,la derivaión ompleta que simula D′ en P tiene la forma:
[〈Q; id〉 →k

AS 〈e; θ〉 →j
IS 〈e′; θ〉 →l

IS 〈r; θ〉]donde k + j + l = n, lo que implia que m ≤ n (reordemos que m = k + l) omodeseábamos probar.Completitud Fuerte (⇒).Aunque esta impliaión puede probarse de manera similar a la anterior, preferimosdetallarla puesto que introdue algunas sutilezas relativas al orden en que se ejeu-tan los pasos de omputaión en la derivaión original. Sea la derivaión ompleta(genéria) para Q en P
D : [〈Q; id〉 →k

AS 〈e; θ〉 →l
IS 〈r; θ〉]donde k + l = n, que nos proponemos simular onstruyendo una nueva derivaión

D′ en P ′. Consideremos también que la regla R : 〈A ←i B[r1@r2] ; v〉 ∈ P talque, por desplegado interpretativo de R en el programa P , obtenemos R′ : 〈A ←i

B[r1@r2/@̇(r1, r2)]; v〉. Reordemos que R ∈ P y R′ ∈ P ′, pero R /∈ P ′ y R′ /∈ P .Puesto que el desplegado interpretativo sólo afeta a expresiones on onetivas yelementos perteneientes a L, oiniden los onjuntos de átomos formados por lasabezas y uerpos de R y R′, respetivamente. Además, puesto que los pasos inter-pretativos no dependen de ningún tipo de funión de seleión (o regla de ompu-taión), podemos suponer sin pérdida de generalidad que los primeros pasos en lafase interpretativa en D se aplian a ada expresión de la forma r1@r2 introduida



5.5. Propiedades de orreión del desplegado interpretativo 165en e por pasos admisibles previos dados on la regla R. Esto es, on toda seguridadpodemos suponer que la derivaión D tiene la forma
D : [〈Q; id〉 →k

AS 〈e; θ〉 →l1
IS 〈e′; θ〉 →l2

IS 〈r; θ〉]on l1+l2 = l. En onseuenia, podemos onstruir fáilmente la siguiente derivaiónadmisible D′ : [〈Q; id〉 →k
AS 〈e′; θ〉] en P ′, donde:la longitud de D′ oinide on el número de pasos admisibles, k, apliados enla derivaión D,el átomo reduido en el paso i-esimo de D′ oinide on el átomo reduido enel paso i-esimo de D, para 1 ≤ i ≤ k, yla regla usada en el paso i-esimo de D′ es la misma que la usada en el pasoi-esimo de D, para 1 ≤ i ≤ k, exepto uando esta última es R: en este aso,usamos R′ en D′.Obsérvese que las a..a.'s asoiadas a ambas derivaiones no son exatamente lasmismas (lo que pone de mani�esto que el desplegado interpretativo, a diferenia deloperaional, no onserva las a..a.'s) pero están muy relaionadas: ambas ompartenla misma sustituión θ, y las expresiones e y e′ son muy similares. En efeto, ualquierpaso admisible dado on la regla R′ en D′, introdue un valor de la forma @̇(r1, r2)en e′, mientras que los orrespondientes pasos dados on la regla R en D, dejandesendientes de la expresión (todavía no interpretada) r1@r2 en e.Formalmente, si Pj es el onjunto de posiiones de las j ourrenias de r1@r2introduidas e apliando j pasos admisibles usando R en D (o, equivalentemen-te, si Pj es el onjunto de posiiones de las j ourrenias de @̇(r1, r2) introdu-idas en e′ por la apliaión de j pasos admisibles usando R′ en D′), entones

e′ = e[r1@r2/@̇(r1, r2)]Pj
. Por tanto, e′ puede verse omo una versión parialmenteinterpretada de e, y entones resulta senillo ver que, mediante un simple ejeuiónde varios pasos interpretativos sobre las orrespondientes j ourrenias de r1@r2 en

e, podemos reemplazarlas por @̇(r1, r2), hasta alanzar la expresión deseada e′. Portanto, podemos �nalizar las derivaiones ompletas en ambos programas aplian-do los mismos pasos interpretativos, hasta obtener la misma respuesta omputadadifusa 〈r, θ〉.De manera similar a omo vimos en la prueba de la orreión, se redue la longi-tud de la derivaión en los programas transformados. Hemos visto que ualquier paso



166 Capítulo 5. Propiedades de orreión y e�ieniadado on la regla desplegadaR′ en la derivaión D′ evita un posterior paso interpre-tativo que, de otro modo, es inevitable uando onstruimos una derivaión usandoreglas del programa original P . De este modo, la derivaión ompleta simulando Den P ′ tiene la forma:
[〈Q; id〉 →k

AS 〈e′; θ〉 →l2
IS 〈r; θ〉]donde l2 ≤ l omo dijimos, y por tanto m = k + l2 ≤ k + l = n, lo que termina laprueba de la ompletitud fuerte.Finalmente, la orreión total fuerte del desplegado interpretativo se sigue de am-bos, la orreión parial fuerte (⇐) y la ompletitud fuerte (⇒), omo deseábamosprobar.Por último, y ompletando el resultado anterior, en el siguiente ejemplo on�rmamosque, tal omo adelantábamos al prinipio de la seión, el desplegado interpretativono onserva neesariamente las respuestas omputadas admisibles.Ejemplo 5.5.2. Sea P el programa multi-adjunto formado por la únia regla

R : p(X) ← 0.5&prod0.6 with 1Por desplegado interpretativo de R obtenemos la nueva regla desplegada
R′ : p(X) ← 0.3 with 1siendo P ′ = (P−{R})∪{R′} el programa transformado. Entones, podemos generarla siguiente derivaión para el programa P y el objetivo p(a)

〈p(a); id〉 →R
IS 〈1&0.5&prod0.6; {X/a}〉 →IS 〈1&0.3; {X/a}〉 →IS 〈0.3; {X/a}〉mientras que para el programa P ′ y el mismo objetivo tenemos
〈p(a); id〉 →R′

IS 〈1&0.3; {X/a}〉 →IS 〈0.3; {X/a}〉En onseuenia, para el objetivo p(a), se obtiene la respuesta omputada admisible
1&0.5&prod0.6 en el programa P que no oinide on la respuesta omputada ad-misible 1&0.3 en el programa P ′, pese a que �según garantiza el teorema anterior�ambas derivaiones onduen a la misma respuesta omputada difusa.



5.6. Correión total fuerte del desplegado operaional/interpretativo1675.6. Correión total fuerte del desplegado opera-ional/interpretativoPara �nalizar este apítulo, presentamos el siguiente resultado que ombina el usodel desplegado operaional/interpretativo onsiderando una seuenia de transfor-maión de programas (P0, . . . ,Pk), k ≥ 0. El teorema que sigue formaliza las mejorespropiedades del sistema de transformaión resultante, a saber, su orreión totalfuerte y la garantía de mayor e�ienia de los programas residuales. El resultado seobtiene diretamente omo un simple orolario de los Teoremas 5.4.4 y 5.5.1.Teorema 5.6.1 (Correión Total Fuerte del Sistema de Transformaión). Con-sidérese la seuenia de transformaión (P0, . . . ,Pk) donde ada programa de laseuenia, exepto el programa multi-adjunto iniial P0, se obtiene del inmediatopreedente por desplegado operaional/interpretativo. Entones,
〈Q; id〉 →n

AS/IS 〈r; θ〉 en P0si, y sólo si,
〈Q; id〉 →m

AS/IS 〈r; θ′〉 en Pkdonde1. r ∈ L, siendo (L,≤) el retíulo asoiado a P0,2. θ′ = θ[Var(Q)], y3. m ≤ n.



168 Capítulo 5. Propiedades de orreión y e�ienia5.7. ConlusionesEn este apítulo se han reogido los mejores resultados, de orreión y e�ienia,que abe esperar aera de las transformaiones de desplegado difuso abordadaspara el lenguaje lef-Prolog (que subsume al lenguaje de Vojtá²) y para el lenguajemulti-adjunto.Todos estos resultados se obtienen por primera vez en el ontexto difuso y, ade-más, los orrespondientes al lenguaje lef-Prolog extienden a otros análogos que ob-tuvimos también para lenguajes más primitivos (f-Prolog de Vojtá² y lf-Prolog).En virtud de los itados resultados, se garantiza que, desde el punto de vistateório, los programas transformados obtienen las mismas respuestas omputadasdifusas que el programa original; y, desde el punto de vista prátio, se obtiene mejoraen e�ienia uando ejeutamos los programas residuales, puesto que se redue elnúmero de pasos de omputaión neesarios para resolver un objetivo.Hay que tener en uenta que los resultados relativos al desplegado de programasmulti-adjuntos no extienden diretamente a los orrespondientes del lenguaje lef-Prolog dado que ambos lenguajes poseen distinta semántia proedural, aparte deotras araterístias que los distanian a nivel expresivo y proedural.Es también de destaar que en el Teorema 5.5.1, de orreión total fuerte deldesplegado interpretativo del lenguaje multi-adjunto, ontemplamos una demostra-ión novedosa que, en partiular, no hae uso de ningún resultado de independeniade la regla de omputaión, lo ual no tiene preedentes en la literatura relaionadaon transformaiones de programas no difusos.



Capítulo 6Redutantes
6.1. Coneptos básiosLos redutantes son una interesante herramienta teória introduida iniialmenteen el ontexto de la programaión lógia generalizada on anotaiones (véase [Kifery Subrahmanian, 1992℄) para demostrar propiedades de orreión y ompletituden este maro. Este onepto ha sido reientemente adaptado al entorno más rioy �exible de la programaión lógia multi-adjunta (véase [Medina et al., 2001℄),intentando resolver el problema de inompletitud que surge uando se trabaja enretíulos (sólo) parialmente ordenados.En efeto, puede ourrir que sea imposible omputar la mayor respuesta orreta,si el retíulo (L,≤) no es totalmente ordenado [Medina et al., 2004℄: sean a, b ele-mentos no omparables de L; supongamos que para un objetivo (básio) A existensólo dos reglas (hehos) 〈A←; a〉 y 〈B←; b〉; la primera regla ondue a la respuestaomputada borrosa a (on sustituión vaía); análogamente, la segunda deriva larespuesta omputada borrosa b; en onseuenia, por la orreión de la semántiaproedural de la programaión lógia multi-adjunta (véase el Teorema 3.4.8), a y bson respuestas orretas y por la de�niión de respuesta orreta, c = sup{a, b} ∈ Les también una respuesta orreta; sin embargo, nuestro prinipio omputaionaldesrito en la Seión 3.1 nuna devolverá c omo respuesta omputada, por lo quese pierde la ompletitud deseada.Este problema puede resolverse extendiendo el programa original on una reglaespeial 〈A←sup{a; b};⊤〉, muy erana a la noión de redutante, que nos permite169



170 Capítulo 6. Redutantesobtener el supremo de todas las ontribuiones para el objetivo A.Por tanto, un programa lógio multi-adjunto, interpretado en un retíulo om-pleto, preisa ontener este tipo espeial de reglas llamadas redutantes a �n degarantizar su ompletitud (aproximada). Pero esto introdue severos inonvenientesprátios a la hora de implementar un sistema e�iente y ompleto de programaiónlógia multi-adjunta, ya que pueden dispararse tanto el tamaño de los programas,omo los tiempos de ejeuión. Es deir, la noión de redutante, omo hemos on-siderado, puede introduir una importante pérdida de e�ienia en las implementa-iones prátias. Por tanto, si deseamos desarrollar un sistema ompleto y e�ientepara este entorno de programaión, la programaión lógia multi-adjunta, resultaruial de�nir ténias adeuadas para el álulo de redutantes.En este apítulo introduiremos un nuevo onepto de redutante que tendráligeras diferenias sintátias on el redutante de Medina et al. [2004℄, pero quetiene la ventaja de que puede generalizarse posteriormente usando oneptos deevaluaión parial que failitarán notablemente su álulo. Además, demostraremosque este redutante y el redutante original aportan la misma respuesta omputadadifusa (y on la misma e�ienia) para un objetivo básio A en un programa Py, por tanto, pueden onsiderarse equivalentes desde un punto de vista proedural.Demostraremos, asimismo, la equivalenia semántia de ambos redutantes.Asimismo, introduimos una medida de oste omputaional que estimará onve-nientemente el oste de la fase interpretativa de los programas multi-adjuntos. Esteriterio nos será útil para ontrastar la e�ienia de la nueva noión de redutante.Finalmente, para abordar la ompletitud de la programaión lógia multi-adjunta,inorporamos el onepto de ompleión de un programa, para mostrar de maneramás transparente la utilidad de los redutantes uando alulamos respuestas ompu-tadas. La ompleión de un ierto programa será un nuevo programa equivalente (enun ierto sentido) al dado, que sea ompleto y uyas reglas son redutantes. Propone-mos, además, una nueva semántia operaional que (evitando modi�ar el programa)simule los efetos del uso de redutantes y, en ejemplos representativos, mostramoslas respuestas omputadas de un programa y de una ompleión del mismo. Ade-más, ontemplamos una nueva semántia operaional para la programaión lógiamulti-adjunta que supera el inonveniente que supone, en la prátia, trabajar onprogramas in�nitos.Los oneptos y resultados introduidos en este apítulo se reogen en [Juliánet al., 2007,b,a, 2006b℄.



6.1. Coneptos básios 171Iniiamos el desarrollo de estos ontenidos re�riendo en primer lugar la de�ni-ión presentada en [Medina et al., 2004℄, donde la noión lásia de redutante hasido adaptada iniialmente al maro de la programaión lógia multi-adjunta en lostérminos que siguen.De�niión 6.1.1 (Redutante de Medina et al. [2004℄). Sea P un programa, Aátomo básio, y 〈Hi←i Bi; vi〉 el onjunto (no vaío) de reglas de P uya abe-za uni�a on A (existen θi tales que A = Hiθi). Un redutante para A en P esuna regla 〈A← @(B1, . . . ,Bn)θ;⊤〉 donde θ = θ1 · · · θn, ← es ualquier impliaiónon un onjuntor adjunto, y la funión de verdad del agregador @ se de�ne omo
@̇(b1, . . . , bn) = sup{v1&̇1b1, . . . , vn&̇nbn}.Por nuestra parte, en la siguiente de�niión, ontemplamos un onepto de redu-tante que es una ligera modi�aión del original debido a Medina et al. [2004℄. Enella, y en lo que sigue, onsideraremos que el agregador @sup tiene funión de verdad
@̇sup de�nida por @̇sup(x1, . . . , xn) = sup{x1, . . . , xn}.De�niión 6.1.2 (1-redutante). Sea P un programa y sea A un átomo bási-o. Si {〈Hi←iBi; vi〉 ∈ P : ∃θi/A = Hiθi} es el onjunto (no vaío) de reglasde P uya abeza uni�a on A, entones el 1-redutante de A en P es la regla
〈A←@sup((v1&1B1)θ1, . . . , (vn&nBn)θn);⊤〉.En el ejemplo que sigue damos un 1-redutante y lo ontrastamos on el redutantede la De�niión 6.1.1.Ejemplo 6.1.3. Dado el retíulo ([0, 1],≤), donde �≤� es el orden usual, sea P:

R1 : 〈p(a)←L q(X, a); 0.7〉

R2 : 〈p(a)←G s(Y ); 0.5〉

R3 : 〈p(Y )← ; 0.6〉

R4 : 〈p(Y )←G q(b, Y )&L t(Y ); 0.8〉

R5 : 〈q(b, a)← ; 0.9〉

R6 : 〈s(a)←G t(a); 0.5〉

R7 : 〈s(b)← ; 0.8〉

R8 : 〈t(a)←L p(X); 0.9〉



172 Capítulo 6. Redutantesun programa lógio multi-adjunto. Para el programa P y el átomo p(a), teniendo enuenta que R1,R2,R3,R4 dan el onjunto (no vaío) de reglas de P uya abezauni�a on p(a), se obtiene el 1-redutante:
〈p(a)← @sup(0.7&Lq(X1, a), 0.5&Gs(Y2), 0.6&1, 0.8&G(q(b, a)&Lt(a))); 1〉Obsérvense las diferenias sintátias entre esta regla y el siguiente redutante debidoa Medina et al. [2004℄.

〈p(a)← @(q(X1, a), s(Y2), 0.6&1, q(b, a)&Lt(a)); 1〉donde @̇(b1, b2, b3, b4) = sup{0.7&̇Lb1, 0.5&̇Gb2, b3, 0.8&̇Gb4}.Efetivamente, el 1-redutante tiene sólo ligeras diferenias sintátias son el redu-tante de Medina et al. [2004℄, que básiamente se deben al lugar en el que se introdu-en los grados de verdad de las reglas del programa dentro del redutante (que será enla de�niión del agregador del redutante o en el uerpo del 1-redutante). Además,el siguiente resultado muestra que ambos tipos de redutantes son semántiamenteequivalentes1, puesto que dan el mismo valor uando se interpretan.Teorema 6.1.4. Sea P un programa multi-adjunto, A un átomo básio y onsidérese
R ≡ 〈A← @(B1, . . . , Bn)θ;⊤〉 el redutante para A en P, donde θ = θ1 · · · θn y adasustituión θi es un uni�ador de A y la abeza de una regla 〈Hi←i Bi; vi〉. El 1-redutante R′ ≡ 〈A←@sup(D1, . . . ,Dn);⊤〉 (donde Di ≡ vi&iBiθ, 1 ≤ i ≤ n) essemántiamente equivalente al redutante R.Demostraión. Para obtener la equivalenia semántia entre ambas noiones de re-dutantes basta demostrar que

I(@(B1, . . . ,Bn)θ) = I(@sup(D1, . . . ,Dn))Tengamos en uenta que las reglas Ci←i Bi, uya abeza uni�a on A, se hanrenombrado y, además, el átomo A es básio. Por tanto, las sustituiones θi, talesque A = Ciθi, no tienen variables en omún ni en sus dominios ni en sus rangos. Enonseuenia, θ = θ1θ2 · · · θn = θ1 ∪ θ2 ∪ · · · ∪ θn. Entones:1El equivalente proedural de este resultado se probará en la Seión 7.8 (véase el Teorema7.8.3).



6.2. Medidas de oste omputaional 173
I(@(B1, . . . ,Bn)θ) = I(@(B1θ, . . . ,Bnθ))

= I(@(B1θ1, . . . ,Bnθn))

= @̇(I(B1θ1), . . . , I(Bnθn))

= sup{v1&̇1I(B1θ1), . . . , vn&̇nI(Bnθn)}

= sup{I(v1&1B1θ1), . . . , I(vn&nBnθn)}

= sup{I(D1), . . . , I(Dn)}

= @̇sup(I(D1), . . . , I(Dn))

= I(@sup(D1, . . . ,Dn)),lo que onluye la prueba.En la siguiente seión introduimos una medida de oste omputaional para losprogramas lógios multi-adjuntos que posteriormente apliamos al álulo de redu-tantes para justi�ar que el 1-redutante tiene la misma e�ienia que el redutanteprimitivo.6.2. Medidas de oste omputaionalEl enfoque más omún para analizar la e�ienia de un programa ante un objetivodado onsiste en medir su tiempo de ejeuión y la memoria usada. Sin embargo, paraanalizar (teóriamente) la e�ienia de los programas que se obtienen por téniasde transformaión de programas, es onveniente de�nir métodos abstratos paraestimar el oste omputaional.En el maro de la programaión delarativa, es usual estimar el esfuerzo ompu-taional neesario para ejeutar un objetivo en un programa ontando el númerode pasos de derivaión requeridos para alanzar sus soluiones. En el ontexto dela programaión lógia multi-adjunta mostramos que, aunque este método pareeaeptable en la fase operaional, resulta inapropiado uando abordamos la fase in-terpretativa. El problema surge uando onsideramos agregadores en el uerpo delas reglas de programa uyas de�niiones invoan a otros agregadores. Obviamente,la evaluaión de este último tipo de enlaes onsume reursos omputaionales entiempo de ejeuión que no son tenidos en uenta al ontar los pasos interpretativos.



174 Capítulo 6. RedutantesEs deir, una medida ingenua no estima estos reursos en el oste �nal, toda vezque no se ontabilizan explíitamente al dar pasos interpretativos. En esta seión,hemos resuelto el problema referido asignando pesos a los agregadores que resultenaordes on su omplejidad.De�niremos, en lo que sigue, una medida de oste (interpretativo) más re�nadabasada en ontabilizar el número de onetivas y operadores primitivos que apa-reen dentro de la de�niión de los agregadores que son evaluados en ada paso(interpretativo) de una derivaión dada. Asimismo, en apliaión de este riterio deoste, ontrastamos la e�ienia de dos noiones semántiamente equivalentes deredutantes (la original, de la De�niión 6.1.1, introduida por Medina et al. [2004℄y la versión re�nada de 1-redutante introduida por primera vez en [Julián et al.,2007b℄) y reogida en la De�niión 6.1.2.En el futuro, nos proponemos aprovehar estos riterios de oste para abordarformalmente la e�ienia del desplegado difuso estudiado en el Capítulo 4 y de lasténias de evaluaión parial que onsideraremos en el Capítulo 7.Un modo lásio y natural de estimar el oste omputaional requerido paraonstruir una derivaión, onsiste en ontar el número de pasos omputaionalesejeutados en la misma. Así, dada una derivaión D, de�nimos su:oste operaional, Oc(D), omo el número de pasos admisibles ejeutados enla derivaión D.oste interpretativo, Ic(D), omo el número de pasos interpretativos dados enla derivaión D.Así, los ostes operaional e interpretativo de la derivaión D1 que se ontempla en elEjemplo 6.2.1 son Oc(D1) = 5 y Ic(D1) = 4, respetivamente. De manera intuitiva,
Oc nos informa aera del número de átomos explotados a lo largo de la derivaión.Análogamente, Ic estima el número de agregadores evaluados en una derivaión.Sin embargo, esta última a�rmaión no es ompletamente ierta: Ic sólo tiene enuenta aquellos agregadores que apareen en los uerpos de las reglas de programa,pero no aquéllos que apareen reursivamente anidados en la de�niión de otrosagregadores.El ejemplo que se reoge a ontinuaión pone de relieve este heho.



6.2. Medidas de oste omputaional 175Ejemplo 6.2.1. Sea P el programa indiado, on retíulo asoiado ([0, 1],≤):
R1 : p(X, Y )←P @1(&L(q(X), r(X)),∨G(s(Y ), t(Y ))) with 0.9

R2 : q(a)← with 0.8

R3 : r(X)← with 0.7

R4 : s(b)← with 0.9

R5 : t(Y )← with 0.6para el que las funiones de verdad están de�nidas por:
@̇1(x, y) = (x + y)/2 &̇L(x, y) = max{0, x + y − 1}

∨̇G(x, y) = max{x, y} &̇P(x, y) = x · yComo ya hemos onsiderado en otras oasiones, las etiquetas L, G y P son, respeti-vamente, las iniiales de lógia de �ukasiewiz, lógia intuiionista de Gödel y lógiadel produto, y la funión de verdad del agregador @ es la media aritmétia.Podemos generar la siguiente derivaión ompleta para el programa P y el obje-tivo p(X, Y ),
D1 : [ 〈p(X, Y ); id〉 →R1

AS1

〈&P(0.9, @1(&L(q(X1), r(X1)),∨G(s(Y1), t(Y1))); σ1〉 →R2

AS2

〈&P(0.9, @1( &L(0.8, r(a)),∨G(s(Y1), t(Y1))); σ2〉 →R3

AS2

〈&P(0.9, @1(&L(0.8, 0.7),∨G(s(Y1), t(Y1))); σ3〉 →R4

AS2

〈&P(0.9, @1(&L(0.8, 0.7),∨G(0.9, t(b))); σ4〉 →R5

AS2

〈&P(0.9, @1(&L(0.8, 0.7),∨G(0.9, 0.6)); σ5〉 →IS

〈&P(0.9, @1(0.5,∨G(0.9, 0.6)); σ5〉 →IS

〈&P(0.9, @1(0.5, 0.9)); σ5〉 →IS

〈&P(0.9, 0.7); σ5〉 →IS

〈0.63; σ5〉 ]



176 Capítulo 6. Redutantesdonde las sustituiones onsideradas son
σ1 = {X/X1, Y/Y1},

σ2 = {X/a, Y/Y1, X1/a},

σ3 = {X/a, Y/Y1, X1/a, X2/a},

σ4 = {X/a, Y/b, X1/a, X2/a, Y1/b},

σ5 = {X/a, Y/b, X1/a, X2/a, Y1/b, Y2/b}Por otra parte, una versión simpli�ada de la regla R1 es la nueva regla R∗
1, en uyouerpo sólo hay un símbolo agregador

R∗
1 : p(X, Y )←P@

∗
1(q(X), r(X), s(Y ), t(Y )) with 0.9donde @̇∗

1(x, y, z, w) = (&̇L(x, y) + ∨̇G(z, w))/2. Notemos que R∗
1 tiene exatamenteel mismo signi�ado (la misma interpretaión) que R1, aunque diferente sintaxis.De heho, ambas reglas tienen la misma seuenia de átomos en la abeza y en eluerpo. Las diferenias surgen on respeto al onjunto de agregadores que apareenexplíitamente en sus uerpos puesto que en R∗

1 hemos trasladado &L y ∨G desde eluerpo (véase R1) a la de�niión de @∗
1. Ahora, usamos la regla R∗

1 en lugar de R1para generar la siguiente derivaión D∗
1 que devuelve la misma respuesta omputadadifusa que D1:

D∗
1 : [ 〈p(X, Y ); id〉 →R∗

1

AS1

〈&P(0.9, @∗
1(q(X1), r(X1), s(Y1), t(Y1)); σ1〉 →R2

AS2

〈&P(0.9, @∗
1(0.8, r(a), s(Y1), t(Y1)); σ2〉 →R3

AS2

〈&P(0.9, @∗
1(0.8, 0.7, s(Y1), t(Y1)); σ3〉 →R4

AS2

〈&P(0.9, @∗
1(0.8, 0.7, 0.9, t(b)); σ4〉 →R5

AS2

〈&P(0.9, @∗
1(0.8, 0.7, 0.9, 0.6); σ5〉 →IS

〈&P(0.9, 0.7); σ5〉 →IS

〈0.63; σ5〉 ]donde las sustituiones σ1, σ2, σ3, σ4, σ5 son las anteriormente indiadas. Dado que



6.2. Medidas de oste omputaional 177hemos explotado los mismos átomos on las mismas reglas (exepto en el primerpaso ejeutado on las reglas R1 y R∗
1) en ambas derivaiones, se tiene

Oc(D1) = Oc(D
∗
1) = 5.Sin embargo, aunque los agregadores &L y ∨G se han evaluado en las dos deriva-iones, en D∗

1 tales evaluaiones no han sido ontadas explíitamente omo pasosinterpretativos y, en onseuenia, no han sido añadidos para inrementar el os-te interpretativo Ic. Esta situaión poo realista se muestra en el resultado atípio:
Ic(D1) = 4 > 2 = Ic(D

∗
1). Es importante observar que R∗

1 no puede ser onsideradauna versión optimizada de R1: ambas reglas tiene un omportamiento omputaionalsimilar, inluso uando la medida errónea Ic paree indiar lo ontrario.Para resolver este problema, nos proponemos dar una de�niión más �na de Ic entérminos de las onetivas y operadores primitivos2 que apareen en la expresión delos agregadores que han sido evaluados en ada paso interpretativo de una deriva-ión dada. Así, dado un agregador n-ario, @, uya funión de verdad está de�nidapor @̇(x1, . . . , xn) = E y donde las seuenias (quizás vaías) de operadores pri-mitivos y agregadores (inluyendo onjuniones y disyuniones) que apareen en Eson respetivamente op1, . . . , opr y @1, . . . , @s, el peso del agregador @ es de�nidoreursivamente omo W(@) = r +W(@1) + · · · +W(@s). Ahora, nuestra noiónmejorada de oste interpretivo, denotada por I+
c (D), es la suma de los pesos de losagregadores evaluados en ada uno de los pasos interpretativos de la derivaión D.Ejemplo 6.2.2. Observando las de�niiones dadas anteriormente para los agrega-dores &P,∨G, &L, @1 y @∗

1, resulta senillo omprobar que: W(&P) = 1, W(&L) = 3,
W(∨G) = 1, W(@1) = 2 y W(@∗

1) = 2 +W(&L) +W(∨G) = 2 + 3 + 1 = 6. Enonseuenia, tenemos que
I+

c (D1) =W(&L) +W(∨G) +W(@1) +W(&P) = 3 + 1 + 2 + 1 = 7,

I+
c (D∗

1) =W(@∗
1) +W(&P) = 6 + 1 = 7.Coiniden, ahora, tanto el oste operaional omo el interpretativo de las derivaio-nes D1 y D∗

1, lo ual es ompletamente natural y realista si tenemos en uenta quelas reglas R1 y R∗
1 tienen la misma semántia y, por onsiguiente, deben tener elmismo omportamiento omputaional.2Es deir, operadores aritmétios tales omo +,−, ∗, /, max, min, raiz, et.



178 Capítulo 6. RedutantesEl ejemplo previo nos muestra que el modo en que los agregadores se han introduidoen el uerpo o en la de�niión de otros agregadores de una regla de programa, puedere�ejar preferenias sintátias solamente, sin reperusiones negativas sobre el osteomputaional, omo revela nuestra de�niión mejorada de oste interpretativo.6.3. CompletitudEn esta seión, dado un programa P , para el que su semántia operaional nogarantiza resultados de ompletitud, obtendremos �haiendo uso de los redutantes�otros programas equivalentes (en los términos que �jaremos oportunamente) para losque existan garantías de ompletitud y que denominaremos ompleiones de P . Conmás preisión, llamaremos ompleión de P a un programa, posiblemente in�nito,uyas reglas son todas redutantes. La de�niión formal que estableemos para esteonepto es la siguiente.De�niión 6.3.1. Dado un programa lógio multi-adjunto P, deimos que una3ompleión de P es otro programa, posiblemente in�nito, uyas reglas son redutantesde ada uno de los átomos básios de la Base de Herbrand de P.De manera más preisa, onretamos la noión que representa ada una de las om-pleiones posibles.De�niión 6.3.2. Dado un programa lógio multi-adjunto P, deimos que su om-pleión-1, que denotamos por P1, es otro programa posiblemente in�nito onstruido apartir de P tal y omo se india a ontinuaión. Para ada átomo básio A de la Basede Herbrand de P se seleiona el onjunto SA = {〈Hi←iBi; vi〉 ∈ P : ∃θi/A = Hiθi}de reglas de P uyas abezas uni�an on A.
i) Si SA es vaío, entones no hay ninguna regla que de�ne a A en P1.

ii) En otro aso, A está de�nido en P1mediante una únia regla (llamada 1-redutante) de�nida omo: 〈A←@sup((v1&1B1)θ1, . . . , (vn&nBn)θn);⊤〉.Esta de�niión admite una variante que denotamos por ompleión-0, P0, uandoen el último aso de la de�niión, en vez de utilizar la noión de 1-redutante, seonsidera la original de redutante de Medina et al. [2004℄. En el próximo apítulo,3En el próximo apítulo, veremos que podrán existir distintas ompleiones para un mismoprograma, dado que será posible elegir distintos redutantes para ada átomo básio.



6.3. Completitud 179tendrá sentido una nueva variante que podemos llamar ompleión-k, Pk, uandousemos en lugar del 1-redutante el onepto extendido de PE-redutante (obtenidoa partir de un árbol de desplegado τ de nivel k, omo reoge la posterior De�niión7.3.5). Para un mismo programa P , sólo existe una únia ompleión-0 y ompleión-1, pero en general, podrán existir diferentes ompleiones-k.El siguiente ejemplo ompara las respuestas omputadas de un programa P y desu ompleión P1.Ejemplo 6.3.3. Sea P el programa lógio multi-adjunto que tiene las siguientesreglas (hehos) y uyo retíulo asoiado es ([0, 1],≤).
R1 : 〈p(X)← ; 0.5〉

R2 : 〈p(a)← ; 1〉Como la base de Herbrand es B = {p(a)}, la ompleión-1 es el programa P1quetiene por únia regla el 1-redutante para el átomo p(a) en P
R1 : 〈p(a)← @sup(0.5&1, 1&1); 1〉Análogamente, la ompleión-0 es el programa P0que tiene por únia regla el redu-tante para el átomo p(a) en P, R0, en el que se toma @̇(x, y) = sup{0.5&x, 1&y}.

R0 : 〈p(a)← @(1, 1); 1〉Con la de�niión que hemos dado de ompleión-1 (análogamente de ompleión-0),hay que asumir que no se mostrarán iertas respuestas omputadas del programa Ppara objetivos básios de la base de Herbrand. Es lo que se muestra a ontinuaión, yeste heho no supone la pérdida de orreión: sólo se pierden las respuestas �peores�,una vez que es onsustanial on la noión de redutante alanzar a través de lamisma la mejor respuesta omputada. En efeto, para el objetivo p(a) (obsérveseque p(a) ∈ B) obtenemos las siguientes respuestas omputadas en P:
〈p(a); id〉 →R1

AS2 〈0.5; id〉

〈p(a); id〉 →R2

AS2 〈1; id〉En ambio, se obtiene la únia respuesta omputada en P1:
〈p(a); id〉 →R1

AS1 〈@sup(0.5, 1); id〉 →IS 〈1; id〉



180 Capítulo 6. RedutantesObtenemos resultados análogos en el ejemplo posterior en el que onsideramos ahoraun programa uyo retíulo asoiado no está totalmente ordenado. Calularemos laompleión-1 del itado programa y disutiremos la orreión y ompletitud, esdeir, ompararemos las respuestas orretas y omputadas que se obtienen en ambosprogramas para objetivos onvenientes.Ejemplo 6.3.4. Sea P el programa lógio multi-adjunto, on retíulo asoiado dadopor el grafo adjunto, que tiene las reglas
R1 : 〈p(a)←G ; α〉

R2 : 〈p(b)←G ; β〉

R3 : 〈p(X1)←G ; β〉

⊤

γ

α β

⊥Como la base de Herbrand de P es el onjunto B = {p(a), p(b)}, la ompleión-1es el programa P1que tiene por reglas el 1-redutante para el átomo p(a) en P y el
1-redutante para el átomo p(b) en P, es deir:

R1
13 : 〈p(a)←G @sup(α, β); ⊤〉

R1
23 : 〈p(b)←G @sup(β, β); ⊤〉Para este programa P y su ompleión-1 P1 nos proponemos obtener el modelo míni-mo difuso, así omo las respuestas orretas y omputadas para diferentes objetivos,que nos permitan observar la orreión y ompletitud de tales programas.

1) Modelo mínimo de Herbrand difuso de P:Una interpretaión Ij es un modelo de P si, y sólo si, satisfae todas lasreglas de P (veáse el Capítulo 3). Además, en el Teorema 3.3.2 hemos a-raterizado el modelo mínimo difuso I del programa P omo I = inf{Ij :

Ij es un modelo de P}, es deir, lo hemos tomado omo el menor modelo delprograma P.



6.3. Completitud 181Entones, para el programa P anterior, un modelo I es tal que
I satisfae la regla R1 ⇐⇒ α ≤ I(p(a)) (1)

I satisfae la regla R2 ⇐⇒ β ≤ I(p(b)) (2)

I satisfae la regla R3 ⇐⇒ β ≤ I(p(X1)) (3)donde, por de�niión,
I(p(X1)) = inf{I(p(X1)θ) : p(X1)θ es una instania básia de p(X1)} = 4inf{I(p(a), I(p(b)} (4).De las ondiiones (1), (2), (3), (4) resulta neesariamente que el modelo míni-mo I de P satisfae que

I(p(a)) = γ I(p(b)) = β I(p(X1)) = βy, en onseuenia, el modelo mínimo difuso del programa P es la apliaión
I : B −→ L de�nida por I(p(a)) = γ, I(p(b)) = β.

2) Modelo mínimo de Herbrand difuso de P1:Razonando de manera análoga al apartado anterior, un modelo I del programa
P1 es tal que

I satisfae la regla R1
13 ⇐⇒ ⊤ ≤ I(p(a)←G @sup(α, β)) (5)

I satisfae la regla R1
23 ⇐⇒ ⊤ ≤ I(p(b)←G @sup(β, β)) (6)donde I(p(a))←G @sup(α, β)) = ←̇G(I(p(a)), I(@sup(α, β)) = ←̇G(I(p(a)), γ).Como la funión de verdad ←̇G(y, x) =

{
⊤, si x ≤ y

y, en otro aso , para que severi�que la ondiión (5) es preiso que γ ≤ I(p(a)). Además, razonando deforma similar, que I satisfae la regla R1
23 obliga a que β ≤ I(p(b)).Por tanto, el modelo mínimo difuso del programa P1 es la apliaión I : B −→

L de�nida por I(p(a)) = γ, I(p(b)) = β.4Basta tener en uenta que I, al igual que toda interpretaión, está determinada por sus valoressobre la base de Herbrand de P.



182 Capítulo 6. RedutantesEn onseuenia, hemos visto que los programas P y P1 tienen el mismo mo-delo mínimo difuso5.
3) Respuestas orretas para el átomo p(a) en P ,P1:Por de�niión, el par 〈λ; θ〉 es una respuesta orreta para P y p(a) si, ysólo si, λ ≤ Ij(p(a)θ), para todo modelo Ij de P. Además, en el Teorema3.4.5, hemos araterizado las respuestas orretas a partir del modelo mínimodifuso de P, de forma que 〈λ; θ〉 es una respuesta orreta para P y p(a) si, ysólo si, λ ≤ I(p(a)), donde I es el modelo mínimo de Herbrand difuso de P.En onseuenia, una vez que hemos justi�ado que el modelo mínimo de Psatisfae que I(p(a)) = γ, de la de�niión se obtienen las siguientes respuestasorretas para p(a) en P:

〈γ; id〉 〈α; id〉 〈β; id〉 〈⊥; id〉Si ahora busamos las respuestas orretas de p(a) en P1, basta tener en uentaque los programas P ,P1 tienen el mismo modelo mínimo difuso, tal omohemos omprobado en los apartados 1), 2) anteriores. Por tanto, se obtienenlas mismas respuestas orretas para el objetivo p(a) en P1.
4) Respuestas orretas para el átomo p(b) en P ,P1:Con una disusión análoga, usando ahora que I(p(b)) = β, se tienen las res-puestas orretas para p(b) en P y en P1

〈β; id〉 〈⊥; id〉

5) Respuestas orretas para el átomo p(X) en P ,P1:Dado que el modelo mínimo difuso I de los programas P ,P1 satisfae que
I(p(x)) = β, se obtienen las respuestas orretas que siguen para p(x) en P yen P1, en donde tenemos en uenta que X1 es una variable.

〈γ; {X/a}〉 〈β; {X/b}〉 〈β; {X/X1}〉

〈α; {X/a}〉 〈⊥; {X/b}〉 〈⊥; {X/X1}〉

〈⊥; {X/a}〉5La omprobaión de que P y P0 tienen el mismo modelo mínimo de Herbrand difuso requiereel álulo del modelo mínimo de P0 que se obtiene de manera similar.
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6) Respuestas omputadas para el átomo p(X) en P:Al explotar el objetivo on variables p(X) obtenemos las derivaiones en P

〈p(X); id〉 →R1

AS2 〈α; {X/a}〉

〈p(X); id〉 →R2

AS2 〈β; {X/b}〉

〈p(X); id〉 →R3

AS2 〈β; {X/X1}〉uyas respuestas omputadas difusas son, respetivamente,
〈α; {X/a}〉 〈β; {X/b}〉 〈β; {X/X1}〉Véase que no se omputa la respuesta 〈γ; {X/a}〉 (mostramos en el apartado

5) que efetivamente es respuesta orreta para el objetivo p(X)). Entones,el programa P no es ompleto y, en onseuenia, tiene interés el uso de re-dutantes para garantizar su ompletitud (por ierto, los redutantes sólo sehan usado en la literatura PLMA para objetivos básios, aunque en [Morillo yMoreno, 2009℄ puede verse una aproximaión al aso de objetivos on varia-bles). Por otra parte, hay orreión ya que las respuestas anteriores son todasorretas.
7) Respuestas omputadas para el átomo p(X) en P1:Si, ahora, explotamos el objetivo p(X) respeto del programa P, obtenemos lasderivaiones

〈p(X); id〉 →R1

13

AS1 〈@sup(α, β); {X/a}〉 →IS 〈γ; {X/a}〉

〈p(X); id〉 →R1

23

AS1 〈@sup(β, β); {X/b}〉 →IS 〈β; {X/b}〉que originan las respuestas omputadas difusas
〈γ; {X/a}〉 〈β; {X/b}〉Observamos que, para el objetivo onsiderado, se obtiene la respuesta ompu-tada difusa 〈α; {X/a}〉 en P que falta en P1; ahora bien, en este este programase obtiene una más general: 〈γ; {X/a}〉.Sin embargo, lo más signi�ativo es que las respuestas orretas 〈β; {X/X1}〉,

〈⊥; {X/X1}〉 para el objetivo p(X) y el programa P1, donde la omponentesustituión es del tipo {X/X1} y X1 es una variable, no se omputan en diho



184 Capítulo 6. Redutantesprograma. Este heho tiene omo onseuenia que la ompleión-1 onside-rada no es ompleta si permitimos explotar átomos on variables. Por tanto,resultará impresindible limitarnos a átomos básios (para los únios átomosque disponemos de la noión de redutante).Como venimos diiendo, en programaión lógia multi-adjunta es bien onoido elproblema de inompletitud que se presenta al haer uso direto de la semántiaproedural estándar de�nida en la Seión 3.1 ante programas basados en retíulosno totalmente ordenados. Existen al menos dos formas prátiamente antagóniasde haer frente al problema:Modi�ar el programa original y mantener la semántia proedural. Esta víase basa en el uso de redutantes (y sus variantes) donde el programa original
P es sustituido por P0, P1o Pk. Las ventajas se obtienen a nivel teório aúnuando en la prátia no sea fatible trabajar on programas in�nitos.Modi�ar la semántia proedural sin ambiar el programa. En esta versión esneesario enriqueer la semántia proedural para simular los efetos del usode redutantes. Su prinipal ventaja es que además de ser pratiable, here-dará todos los resultados teórios demostrados (ómodamente) en la versiónanterior, una vez estableidos los orrespondientes teoremas de equivaleniaentre ambas aproximaiones.Si optamos por esta segunda vía, la de�niión que sigue permite formalizar la nue-va semántia proedural y el Teorema 6.3.6 garantiza la equivalenia entre ambasalternativas.De�niión 6.3.5 (Paso Admisible Extendido). Sea Q un objetivo básio y P unprograma multi-adjunto. Una omputaión admisible extendida se formaliza omoun sistema de transiión de estados (donde ada estado es un posible objetivo),uya relaión de transiión →EAS es la menor relaión que satisfae las siguientesreglas extendidas admisibles donde onsideramos en todo aso que A es el átomoseleionado en Q y que SA = {〈Hi←i Bi; vi〉 ∈ P : ∃θi/A = Hiθi} es el onjuntode reglas de P uyas abezas uni�an on A:1) Q[A]→EAS1(Q[A/@sup((v1&1B1)θ1, . . . , (vn&nBn)θn)]) si el ardinal de SA esmayor o igual que 1.2) Q[A]→EAS3(Q[A/⊥]) si SA es vaío.



6.3. Completitud 185Teorema 6.3.6 (Equivalenia entre vía 1 y vía 2). Sea P un programa multi-adjuntoy A un átomo básio. Entones, existe una únia derivaión basada en pasos admi-sibles extendidos D : [A→+
EAS/IS r] sobre el programa original P si, y sólo si, existeuna únia derivaión basada en pasos admisibles ordinarios D1 : [A→+

AS/IS r] sobreel programa ompleión-1 P1.En lo que sigue, nos entraremos en la primera vía para mostrar que las distintasompleiones de un programa P dan las mismas respuestas omputadas difusas. Nosouparemos, asimismo, de estudiar la e�ienia on que se obtienen estas respuestas.El resultado posterior garantiza que la ompleión-0 y la ompleión-1 aportanlas mismas respuestas omputadas para un átomo básio y, además, on la mismae�ienia.Como onseuenia del mismo, resulta la equivalenia proedural entre el redu-tante debido a Medina et al. [2004℄ y el 1-redutante: ambos aportan las mismasrespuestas omputadas para un átomo básio en un programa P y, además, on lamisma e�ienia.Teorema 6.3.7. Sea P un programa multi-adjunto y A un átomo básio. Entonesexiste una únia derivaión D0 : [〈A; id〉 →+
AS/IS 〈r; σ〉] en P0 si, y sólo si, existeuna únia derivaión D1 : [〈A; id〉 →+

AS/IS 〈r; σ〉] en P1 y, además, se veri�a que
Oc(D0) = Oc(D1) y I+

c (D0) = I+
c (D1).Demostraión. Abordemos las dos impliaiones que omportan la equivalenia enun-iada.�=⇒�Sea [D0 : 〈A; id〉 →+

AS/IS 〈r; θ〉] en P0 una derivaión de longitud n. Veamos, porinduión en n, que existe una derivaión D1 en P1veri�ando el resultado.Si n = 1, la derivaión D0 omprende un únio paso de derivaión que es, nee-sariamente de tipo AS3.Si el paso de derivaión es de tipo AS3, debido a que el onjunto SA es vaío,tenemos
D0 : [〈A; id〉 →AS3 〈⊥; id〉]y, por de�niión de ompleión-1, no hay ninguna regla que de�na A en P1; enonseuenia, podemos onstruir la derivaión D1 en P1

D1 : [〈A; id〉 →AS3 〈⊥; id〉]



186 Capítulo 6. RedutantesSupongamos, ahora, que el resultado se satisfae para derivaiones de P0 delongitud n = k y demostremos que también se umple para derivaiones de P0 delongitud n = k + 1. Supongamos, por tanto, que se umple el apartado ii) de laDe�niión 6.3.2, esto es, A está de�nido en P0 por una regla que es el redutante
R0 : 〈A←@(B1θ1, . . . ,Bnθn);⊤〉 ∈P0. Entones, la derivaión D0 tiene la formasiguiente,

D0 : [〈A; id〉 →R0

AS1 〈@(B1θ1, . . . ,Bnθn);⊤〉 →∗
AS/IS 〈r; σ〉]es deir, el primer paso de D0 ha sido ejeutado on el redutante debido a Medinaet al. [2004℄ R0 ∈P0 por ser la regla que de�ne A en P0. Supongamos que en

P0 existen las siguientes derivaiones
D0

1 : [〈B1θ1; id〉 →m1

AS 〈E1; σ1〉 →m′

1

IS 〈b1; σ1〉]...
D0

n : [〈Bnθn; id〉 →mn

AS 〈En; σn〉 →m′

n

IS 〈bn; σn〉]donde E1, . . . , En son expresiones que no ontienen átomos y b1, . . . , bn ∈ L.Por tanto, la derivaión D0 omprende los siguientes pasos de derivaión:
[〈A; id〉 →R0

AS

〈@(B1θ1, . . . ,Bnθn); id〉 →m1

AS

〈@(E1, . . . ,Bnθn); σ1〉 →mn

AS

〈@(E1, . . . , En); σ1 · · ·σn〉 →m′

1

IS

〈@(b1, . . . , En); σ1 · · ·σn〉 →m′

n

IS

〈@(b1, . . . , bn); σ1 · · ·σn〉 →IS

〈r; σ〉]donde, si denotamos b′i = &̇i(vi, bi) entones r = sup{b′1, . . . , b′n}, i = 1, . . . , n y
σ = σ1 ◦ · · · ◦ σn.Entones, en el programa P1 la únia regla que de�ne el átomo A es el 1-redutante R1 : 〈A←@sup((v1&1B1)θ1, . . . , (vn&nBn)θn);⊤〉 y, en onseuenia, po-demos generar la siguiente derivaión D1 en P1:



6.3. Completitud 187
[〈A; id〉 →R1

AS

〈@sup(v1&1B1θ1, . . . , vn&nBnθn); id〉 →m1

AS

〈@sup(v1&1E1, . . . , vn&nBnθn); σ1〉 →m2+···+mn

AS

〈@sup(v1&1E1, . . . , vn&nEn); σ〉 →m′

1

IS

〈@sup(&1(v1, b1), . . . , vn&nEn); σ〉 →m′

2
+···+m′

n

IS

〈@sup(&1(v1, b1), . . . , &n(vn, bn)); σ〉 →IS

〈@sup(b
′
1, . . . , &n(vn, bn)); σ〉 →n−1

IS

〈@sup(b
′
1, . . . , b

′
n); σ〉 →IS

〈r; σ〉]donde, si llamamos b′i = &̇i(vi, bi) entones r = sup{b′1, . . . , b′n}, i = 1, . . . , n y
σ = σ1 ◦ · · · ◦ σn.Obsérvese que ambas derivaiones onduen a la misma respuesta omputada difusa,omo deseábamos. Además, veamos que sus ostes operaional/interpretativo son elmismo.

Oc(D0) = 1 + m1 + · · ·+ mn = Oc(D1)Además, si denotamos por w el oste interpretativo asoiado a los primeros m′
1 +

· · ·+ m′
n pasos interpretativos de D0, resulta que I+

c (D0) = w +W(@) = w + 1 +

W(&1) + · · ·+W(&n).Y para la derivaión D1, I+
c (D1) = w +W(&1) + · · · +W(&n) +W(@sup) = w +

W(&1) + · · ·+W(&n) + 1, es deir,
I+

c (D0) = I+
c (D1)on lo que termina la prueba.�⇐=�Este reíproo es análogo al direto ya probado anteriormente.En uanto a la uniidad, observemos que los programas P0, P1, satisfaen que paraada átomo A de la base de Herbrand existe, a lo sumo, una regla uya abeza uni�a



188 Capítulo 6. Redutantes(y oinide) on A: el redutante orrespondiente para el átomo A. Por tanto, siqueremos garantizar la uniidad en ambas derivaiones6 es preiso que ada átomodel objetivo y de los subobjetivos de las derivaiones anteriores D0, D1, sólo puedaser explotado usando, a lo sumo, una únia regla de estos programas.6.4. Redutantes y medidas de osteEn la De�niión 6.1.2 hemos introduido el onepto de 1-redutante, uya expresiónsintátia presenta una ligera variaión del redutante de Medina et al. [2004℄ peroon la ventaja de que podremos obtenerlo y generalizarlo, en el próximo apítulo,usando ténias de evaluaión parial, y en el Teorema 6.1.4 hemos probado que essemántiamente equivalente al redutante de Medina et al. [2004℄.Antes de abordar la generalizaión menionada, apliamos las medidas de osteintroduidas, para omparar la e�ienia de las dos noiones de redutantes. Par-timos on un ejemplo en el que mostramos la idoneidad de los riterios de osteque hemos formulado para los programas multi-adjuntos y que están reogidos en laSeión 6.2.Ejemplo 6.4.1. Sea P el programa lógio multi-adjunto que sigue on retíulo aso-iado el retíulo ([0, 1],≤), donde �≤� es el orden usual.
R1 : 〈p(a)←L q(a, b); 0.7〉

R2 : 〈p(a)← ; 0.5〉

R3 : 〈p(X)←G q(X, b); 0.4〉

R4 : 〈q(a, b)← ; 0.9〉El redutante para P y p(a) es:
R ≡ 〈p(a)← @(q(a, b), 1, q(X1, b)); 1〉siendo la funión de verdad de @ la dada por

@̇(x, y, z) = sup{&̇L(0.7, x), &̇(0.5, y), &̇G(0.4, z)}6Téngase en uenta que el enuniado a�rma que D0 es únia si, y sólo si, D1 es únia.



6.4. Redutantes y medidas de oste 189Por otra parte, el 1-redutante para el programa P y el átomo p(a) es:
R′ ≡ 〈p(a)← @sup(0.7&Lq(a, b), 0.5&1, 0.4&Gq(X1, b)); 1〉,donde la funión de verdad de @sup está de�nida por: @̇sup(x, y, z) = sup{x, y, z}.Con el redutante R podemos onstruir la derivaión D:
〈p(a); id〉 →R

AS

〈@(q(a, b), 1, q(X1, b)); id〉 →R4

AS

〈@(0.9, 1, q(X1, b)); id〉 →R4

AS

〈@(0.9, 1, 0.9); {X1/a}〉 →IS

〈sup{0.7&L0.9, 0.5&1, 0.4&G0.9}; {X1/a}〉 →IS

〈sup{0.6, 0.5&1, 0.4&G0.9}; {X1/a}〉 →IS

〈sup{0.6, 0.5, 0.4&G0.9}; {X1/a}〉 →IS

〈sup{0.6, 0.5, 0.4}; {X1/a}〉 →IS

〈0.6; {X1/a}〉Por otra parte, si usamos el redutante R′, podemos generar la derivaión D′:
〈p(a); id〉 →R

AS

〈@sup(0.7&Lq(a, b), 0.5&1, 0.4&Gq(X1, b)); id〉 →R4

AS

〈@(0.7&L0.9, 0.5&1, 0.4&G q(X1, b)); id〉 →R4

AS

〈@sup(0.7&L0.9, 0.5&1, 0.4&G0.9); {X1/a}〉 →IS

〈@sup(0.6, 0.5&1, 0.4&G0.9); {X1/a}〉 →IS

〈@sup(0.6, 0.5, 0.4&G0.9); {X1/a}〉 →IS

〈@sup(0.6, 0.5, 0.4); {X1/a}〉 →IS

〈0.6; {X1/a}〉



190 Capítulo 6. RedutantesAmbas derivaiones onduen a la misma respuesta omputada difusa y vamos aomprobar que los ostes operaional e interpretativo oiniden. En efeto:
Oc(D) = 3 = Oc(D

′).Por otra parte
I+

c (D) =W(@) = 5 = 3 + 1 + 1 =W(&L) +W(&G) +W(@sup) = I+
c (D′).Por tanto, el 1-redutante R′ tiene la misma e�ienia que el redutante R uandouando ontamos todos los operadores (onetivas y operadores primitivos) evaluadosdurante la fase interpretativa. Además, si hubiésemos estimado (en el oste inter-pretativo) sólo el número de pasos interpretativos, habríamos obtenido erróneamenteque una derivaión ejeutada usando R (es deir, la noión original de redutante)era más e�iente. Como ya dijimos, esto justi�a la adopión de nuestro riterio deoste más re�nado I+

c .Para �nalizar, reordamos que en el Teorema 6.3.7 hemos justi�ado que el 1-redutante aporta las mismas respuestas omputadas difusas que el redutante origi-nal (es deir, son proeduralmente equivalentes) y, además, on la misma e�ienia.



6.5. Conlusiones 1916.5. ConlusionesLas aportaiones del apítulo se pueden sintetizar del siguiente modo.Hemos introduido una reformulaión del onepto de redutante, justi�andoque aporta las mismas respuestas omputadas difusas que el original y, además,on la misma e�ienia.Hemos probado, igualmente, la equivalenia semántia del mismo on el redu-tante debido a Medina et al. [2004℄.Este nuevo redutante tiene la ventaja de que podrá obtenerse, omo detalla-remos en el próximo apítulo, usando ténias de evaluaión parial. Dihasténias nos permitirán, también, generalizar este onepto para obtener re-dutantes más generales que pueden ser más fáiles de onstruir vía PE (pue-den tener una expresión notablemente más reduida si usamos ténias deumbralizaión) y que sean equivalentes desde un punto de vista semántio yproedural.Hemos puesto de relieve ómo los métodos tradiionales que estiman el númerode pasos de omputaión de una derivaión produe resultados inapropiadosuando estimamos el esfuerzo omputaional de la fase interpretativa en elmaro de la programaión lógia multi-adjunta.Hemos de�nido una medida de oste omputaional para los programas lógiosmulti-adjuntos, que estima adeuadamente el oste de la fase interpretativa deestos programas. De nuevo, se vuelve impresindible la de�niión, que hemosontemplado en la Seión 3.1.2, de esta fase interpretativa omo un sistemade transiión de estados.Apliamos esta medida de oste al álulo de redutantes para justi�ar queel 1-redutante aportado tiene la misma e�ienia que el primitivo, es deir,oiniden el oste operaional e interpretativo de las derivaiones que aportanla misma respuesta omputada difusa usando ambos tipos de redutante.Además, las medidas de oste formuladas son adeuadas para estimar, en elfuturo, en el maro de la programaión lógia multi-adjunta, la e�ienia delas ténias de plegado/desplegado y de evaluaión parial que nuestro grupode trabajo ha adaptado a diho maro.



192 Capítulo 6. RedutantesHemos introduido el onepto de ompleión de un programa, que es un nuevoprograma lógio multiadjunto formado por redutantes y que tiene la ventajade que presenta propiedades de ompletitud frente al original.Hemos formulado una nueva semántia operaional para la programaión ló-gia multi-adjunta que evita, en la prátia, el inonveniente de trabajar onprogramas in�nitos.



Capítulo 7Evaluaión parial y
PE-redutantes
7.1. IntroduiónComo su propio nombre india, la Evaluaión Parial (EP) de un objetivo onrespeto a un programa, onsiste en evaluar parialmente diho objetivo mediante lageneraión de un árbol de desplegado (normalmente inompleto) para el mismo. LaEP ofree una amplia gama de apliaiones omo la transformaión, optimizaión,depuraión, orreión, induión, análisis y, muy espeialmente, la espeializaiónautomátia de programas delarativos on respeto a parte de sus datos de entradamediante el álulo de resultantes.Entre las múltiples ténias de transformaión que se han propuesto en la biblio-grafía para mejorar el ódigo de los programas, la Evaluaión Parial es una de lasmás estudiadas y mejor onoidas, que además ofree un entorno uni�ado para elestudio de ompiladores e intérpretes [Jones et al., 1993℄.Informalmente, la EP persigue, entre sus prinipales objetivos, la optimizaión/es-peializaión de un programa on el �n de dotarlo de un mejor omportamientoomputaional.Más onretamente, se espera que el programa espeializado (también llamadoprograma residual o parialmente evaluado) pueda ejeutarse más e�ientemente queel programa original. Esto es posible graias a que el programa residual evita rea-193



194 Capítulo 7. Evaluaión parial y PE-redutanteslizar, en tiempo de ejeuión, algunos álulos que ya fueron efetuadas sólo unavez en tiempo de EP. Para alanzar este objetivo, la EP usa omputaión simbóliaasí omo algunas ténias que proporiona el ampo de la transformaión de pro-gramas [Burstall y Darlington, 1977℄, espeialmente la llamada transformaión dedesplegado.Tal omo hemos desrito en el Capítulo 4, desplegar onsiste esenialmente enreemplazar una llamada por su de�niión, usando sustituiones apropiadas. En ge-neral, las ténias de EP inluyen riterios de parada para garantizar la terminaióndel proeso.Por onsiguiente, se trata de un tipo de trasformaión automátia (esto es, elproeso de EP puede ser ompletado sin intervenión humana), lo que onstituyeun importante rasgo difereniador de estas ténias on respeto a otros métodosde transformaión de programas [Burstall y Darlington, 1977; Pettorossi y Proietti,1994℄.La EP ha sido ampliamente utilizada en diferentes paradigmas de programa-ión delarativa, omo es el aso de la programaión funional [Consel y Danvy,1993; Jones et al., 1993; Turhin, 1986℄, la programaión lógia [Gallagher, 1993;Komorowski, 1982; Lloyd y Shepherdson, 1991; Pettorossi y Proietti, 1994℄, dondese denomina habitualmente deduión parial y la programaión lógio�funional[Alpuente et al., 1998; Albert et al., 1998, 1999℄. También ha sido apliada al áreade lenguajes imperativos (por ejemplo, el lenguaje C [Consel et al., 1996℄). Aunquelos objetivos son similares, las ténias son a menudo diferentes debido a los distintosmodelos omputaionales subyaentes.Las ténias onvenionales de deduión parial de programas lógios se apoyanfreuentemente en la propagaión de parámetros vía uni�aión [Glük y Sørensen,1994℄, lo que forma parte del prinipio mismo de resoluión. En este ontexto, losdatos de entrada son proporionados al sistema omo argumentos pariales de unobjetivo (en la mayoría de los asos, una fórmula atómia). Dado un programa P yun onjunto de átomos S, para todo A ∈ S, se onstruye para P ∪ {← A} un árbolde búsqueda parial �nito, τ(A). En el proeso de onstruión del árbol, onforme aierto riterio, los átomos son desplegados o no desplegados. Entones, el programaresidual P ′ se obtiene reogiendo el onjunto de resultantes , que se onstruyen omosigue: i) onsiderando las hojas de ramas de no fallo de τ(A), digamos Q1, . . . ,Qr,y las sustituiones omputadas a lo largo de estas ramas, digamos θ1, . . . , θr, y �-nalmente ii) onstruyendo las láusulas: Aθ1 ← Q1, . . . , Aθr ← Qr, que son los



7.1. Introduión 195resultantes. La restriión para espeializar fórmulas atómias está motivada porquelos resultantes deben ser láusulas de Horn.Se garantiza la orreión fuerte de la transformaión uando P ′ ∪ {G} es S-errado, esto es, todo átomo de P ′ ∪ {G} es una instania de un átomo de S. Esneesaria una ondiión de independenia, que se umple si ningún par de átomos de
S tiene una instania omún, para garantizar que el programa residual P ′ no generarespuestas adiionales [Lloyd y Shepherdson, 1991℄.Además, la EP se ha apliado extensivamente a una gran variedad de proble-mas onretos entre los que pueden itarse [Jones et al., 1993℄: la espeializaión deonsultas en bases de datos; la demostraión automátia de teoremas; la optimiza-ión del proedimiento de trazado de rayos en el área de la generaión de grá�ospor omputador; el mantenimiento del software y la omprensión de programas; elentrenamiento de una red neuronal; y la espeializaión de simuladores de iruitos.En este apítulo adaptamos las noiones lásias de EP al ontexto de la progra-maión lógia multi-adjunta y mostramos su idoneidad para obtener programas máse�ientes. Además, observamos iertas relaiones entre la obtenión de redutantesdesritos en el apítulo anterior y las ténias lásias de la evaluaión parial. Estassemejanzas nos sugieren un método para alular redutantes usando ténias deEP en el ontexto difuso, lo que supone una apliaión ompletamente novedosa endiho ontexto.La importania de relaionar el onepto de EP de un átomo en un programalógio multi-adjunto on la onstruión de un redutante para diho átomo, estribaen el heho de que un álulo e�iente para este último onepto resulta vital sirealmente estamos interesados en disponer de sistemas on garantías de ompletitudpara este tipo de lenguajes.La idea onsiste en disminuir el impato negativo de la inorporaión de redu-tantes a un programa lógio multi-adjunto, a través de un preproeso en el quelos redutantes son parialmente evaluados antes de inluirlos en el programa �nal:puesto que la fase de EP produe un onjunto re�nado de redutantes, el esfuerzoomputaional realizado (sólo una vez) en tiempo de generaión es evitado (muhasvees) en tiempo de ejeuión.Partiendo de las ténias lásias de evaluaión parial para programas lógio-funionales ensayadas en nuestro grupo [Alpuente et al., 1997a; Albert et al., 1998℄,y de la experienia en adaptar la transformaión de desplegado en la programa-ión lógia difusa (omo onretamos en los Capítulos 4 y 5), en este apítulo nos



196 Capítulo 7. Evaluaión parial y PE-redutantesproponemos abordar entre otras las siguientes tareas:De�nir el onepto de EP para programas y objetivos lógios multi-adjuntos,adaptando las ténias que surgieron en el ampo de la deduión parial deprogramas lógios puros [Gallagher, 1993; Komorowski, 1982; Lloyd y Shep-herdson, 1991; Pettorossi y Proietti, 1994℄, pero haiendo uso ahora de la reglade desplegado que desarrollamos en el Capítulo 4 para esta lase de programaslógios borrosos. Obedeiendo a esta idea, trataremos de desplegar objetivosdando pasos admisibles, tanto omo sea posible, a �n de obtener una versiónoptimizada (espeializada) del programa original.Como apliaión immediata del nuevo maro de EP, ilustrar sus bene�iosmediante algunos ejemplos senillos de espeializaión, donde se obtienen pro-gramas que se ejeutan más e�ientemente que los originales.Proponer un proedimiento para obtener redutantes usando ténias de EP,lo que supone una apliaión ompletamente novedosa en el nuevo ontexto.De�nir el onepto de PE-redutante que generaliza el redutante de Medinaet al. [2004℄ y 1-redutante que introduimos en la De�niión 6.1.2.Obtener los PE-redutantes haiendo uso de ténias de evaluaión parial onumbralizaión, lo que nos permitirá reduir su expresión y aortar o disminuirasimismo aquellas seuenias de derivaión en las que intervengan.Diseñar, además, un algoritmo para omputar los llamados PE-redutantesmediante ténias de evaluaión parial basadas en desplegado on un onjuntode umbrales dinámio.Disutir en ejemplos representativos los bene�ios de nuestras ténias, re�-riendo la ganania en e�ienia no sólo uando onstruimos el propio PE-redutante, sino también uando lo usamos en la ejeuión de objetivos.Abordar �nalmente, en la Seión 7.8, propiedades formales de los PE-re-dutantes y los bene�ios que aporta su inorporaión a los programas multi-adjuntos.Parte del material que �gura en este apítulo se enuentra publiado en [Julián et al.,2006b℄, [Julián et al., 2007℄, [Julián et al., 2007b℄ y [Julián et al., 2009℄.



7.2. Coneptos básios 1977.2. Coneptos básiosEn lo que sigue onstruiremos, por primera vez, un maro de evaluaión parial paraprogramas lógios multi-adjuntos, mostrando su aptitud para espeializar programastal y omo se ha heho tradiionalmente en otros ontextos delarativos. Empeza-mos por formalizar las noiones básias involuradas en la evaluaión parial deprogramas lógios multi-adjuntos.De�niión 7.2.1 (Resultante). Sea P un programa multi-adjunto y sea Q un obje-tivo. Dada una seuenia de pasos admisibles e interpretativos 〈Q ; id〉 →+ 〈Q′ ; σ〉,uya longitud es estritamente mayor que ero, de�nimos el resultante de esta de-rivaión (posiblemente inompleta, si Q′ es una agregaión de fórmulas atómias yvalores del retíulo) omo: 〈Qσ ← Q′ ;⊤〉, donde �←� es ualquier impliaión onun onjuntor adjunto.Observemos que, en ontraste on lo que onsideramos en la semántia proeduraldesrita en la Seión 3.1, los pasos admisibles e interpretativos pueden interalarseen el álulo de un resultante. Además, para la onstruión de un resultante, pre-tendemos bene�iarnos de esta ventaja apliando tantos pasos interpretativos omosea posible antes de ejeutar un paso admisible. Por tanto, en la prátia, one-deremos preferenia a los pasos interpretativos sobre los pasos admisibles uandoaometamos la EP.Este proeso tiene semejanzas on la ténia de normalizaión1 introduida enel ontexto de la programaión lógio funional para reduir el indeterminismo deuna omputaión [Fay, 1979℄. En onseuenia, también llamaremos normalizaióna la seuenia de pasos interpretativos ejeutados antes de un paso de desplegadooperaional.Asimismo, observemos que la omponente �regla� de un resultante no es en ge-neral una regla, porque el objetivo Q puede ser una agregaión de fórmulas ató-mias. Un resultante es partiularmente signi�ativo uando el objetivo original
Q es un átomo A, ya que en ese aso el resultante 〈Aσ ← Q ;⊤〉 es un par
〈regla; grado de verdad〉 que forma parte del programa transformado. El siguien-te ejemplo ilustra la noión de resultante.1En una estrategia de estrehamiento normalizante un término se reesribe a su forma normalantes de que se aplique un paso de estrehamiento. Este proeso se aplia también a estrehamientobasado en EP y estrehamiento basado en ténias de transformaión de plegado/desplegado.



198 Capítulo 7. Evaluaión parial y PE-redutantesEjemplo 7.2.2. Para el programa P dado a ontinuaión, para el que se onsiderade nuevo el intervalo ([0, 1],≤) omo retíulo asoiado, y el objetivo p(X),
R1 : 〈p(a)←L q(X, a); 0.7〉

R2 : 〈p(a)←G s(Y ); 0.5〉

R3 : 〈p(Y )←G q(b, Y )&L t(Y ); 0.8〉

R4 : 〈q(b, a)← ; 0.9〉

R5 : 〈s(a)←G t(a); 0.5〉

R6 : 〈s(b)←L t(b); 0.8〉

R7 : 〈t(a)←L p(X); 0.9〉

R8 : 〈t(b)←G q(X, a); 0.9〉se obtiene el resultante 〈p(a)← 0.7&L0.9; 1〉 a partir de la derivaión:
〈p(X); id〉→AS1

R1〈0.7&Lq(X1, a); {X/a}〉→AS1
R4〈0.7&L0.9; {X/a, X1/b}〉Adviértase que un paso admisible dado on el resultante y el objetivo p(X) simula losefetos de los dos pasos admisibles dados en la anterior derivaión, lo que evideniala mejora introduida por el proeso de EP en el programa transformado �nal.Por tanto, en general, el resultante ondensa en un sólo paso toda la informaiónde la derivaión original orrespondiente al objetivo A (de ahí su nombre). Tambiénompila la informaión del grado de verdad en la primera omponente del par. Así,para reproduir el efeto de la derivaión original, es su�iente tomar omo gradode verdad del resultante el supremo del retíulo L.Tradiionalmente, la evaluaión parial de un objetivo atómio se de�ne onstru-yendo árboles de búsqueda inompletos para el objetivo y extrayendo la de�niiónespeializada �los resultantes� a partir de las ramas (desde la raíz hasta la hoja) queno son de fallo. Para el lenguaje de programaión lógia multi-adjunta no existenhojas de fallo, dado que si ninguna regla del programa uni�a on el objetivo, se daun paso de omputaión on la regla AS3 de la De�niión 3.1.1.En la de�niión posterior, adaptamos al nuevo ontexto la noión lásia de árbolde desplegado.De�niión 7.2.3 (Árbol de desplegado). Sea P un programa multi-adjutno y Q unobjetivo. Un árbol de desplegado τϕ para P y Q (usando la regla de omputaión ϕ)es un onjunto de pares de nodos 〈objetivo; sustitución〉 veri�ando las siguientesondiiones:1. El nodo raíz de τϕ es 〈Q ; id〉, donde id es la sustituión identidad.



7.2. Coneptos básios 1992. Si Ni ≡ 〈Q[A]; σ〉 es un nodo de τϕ y suponemos que ϕ(Q) = A es el átomo se-leionado, entones para ada regla R : 〈H ← B; v〉 en P, on θ = mgu({H =

A}), Nij ≡ 〈(Q[A/v&B])θ; σθ〉 es un nodo de τϕ.3. Si Ni ≡ 〈Q[@(r, r′)]; σ〉 es un nodo de τϕ, Nij ≡ 〈Q[@(r, r′)/@̇(r, r′)]); σ〉 esun nodo de τϕ.Observemos que el segundo y terer aso están asoiados, respetivamente, a laejeuión de un paso admisible del tipo AS1 ontemplado en la De�niión 3.1.1 yde un paso interpretativo onforme a la De�niión 3.1.6.Un árbol de desplegado inompleto es un árbol de desplegado que puede ontenertambién hojas donde ningún átomo (o expresión interpretable) ha sido seleionadapara un posterior paso de desplegado. Es deir, permitiremos terminar una derivaiónen ualquier punto adeuado.De�niión 7.2.4 (Evaluaión parial de un átomo). Sea P un programa multi-adjunto, A un objetivo atómio, y τ un árbol de desplegado �nito (posiblementeinompleto) para P y A, onteniendo al menos un nodo además de la raíz.Sea {Qi | i = 1, . . . , k} el onjunto de hojas de τ , y P ′ = {〈Aσi ← Qi ;⊤〉 |
i = 1, . . . , k} el onjunto de resultantes asoiado on el onjunto de derivaiones
{〈A ; id〉 →+ 〈Qi ; σi〉 | i = 1, . . . , k}. Entones, el onjunto P ′ se llama evaluaiónparial de A en P (usando τ).Ejemplo 7.2.5. Dado el programa P del Ejemplo 7.2.2, podemos onstruir el si-guiente árbol de desplegado de nivel 3 (esto es, todas sus ramas se han desplegadono más de 3 pasos) para el programa P y el átomo p(X):

p(X)

0.7&Lq(X1, a)

R1 θ

0.7&L0.9

0.6

R4 θ

0.5&Gs(Y2)

R2 θ

0.5&G(0.5&Gt(a))

R5 θ

0.5&G(0.5&G(0.9&Lp(X4)))

R7 θ

0.5&G(0.8&Lt(b))

R6 θ

0.5&G(0.8&L(0.9&Gq(X5, a)))

R8 θ

0.8&G(q(b, Y3)&Lt(Y3))

R3 σ

0.8&G(0.9&Lt(a))

R4 θ

0.8&G(0.9&L(0.9&Lp(X6)))

R7 θ



200 Capítulo 7. Evaluaión parial y PE-redutantesen el que las sustituiones de ada estado se anotan en la rama que lleva al mismo,salvo para el nodo raíz que tiene asoiada la sustituión id; por simpliidad, lasrestringimos a las variables del objetivo, de modo que θ = {X/a} y σ = {X/Y3}.Cada vez que se usa una láusula se renombran sus variables y, además, los nodosdonde los pasos de normalizaión han originado nodos adiionales, se enierran enajas. A partir de este árbol obtenemos el onjunto de resultantes
R′

1 : 〈p(a)← 0.6; 1〉

R′
2 : 〈p(a)← 0.5&G(0.5&G(0.9&L p(X4))); 1〉

R′
3 : 〈p(a)← 0.5&G(0.8&L(0.9&Gq(X5, a))); 1〉

R′
4 : 〈p(a)← 0.8&G(0.9&L(0.9&Lp(X6))); 1〉Es senillo extender la De�niión 7.2.4 a un onjunto de fórmulas atómias. Si S esun onjunto �nito de átomos, entones una evaluaión parial de S en P (tambiénllamada una evaluaión parial de P on respeto a S) es la unión de las evaluaionespariales de los elementos de S en P .La restriión de espeializar objetivos atómios no es una limitaión severa queimpida la espeializaión de objetivos más omplejos, si onvenimos en realizar laespeializaión de sus omponentes por separado2. Dado un programa P y un objeti-vo ompuesto Q, suponiendo que S = {B1, . . . , Bn} es el onjunto de onstituyentesatómios de Q, la evaluaión parial de Q en P es la evaluaión parial de P onrespeto a S.7.3. Redutantes frente a PE-redutantesEn esta seión, volvemos sobre el onepto de redutante de Medina et al. [2004℄ yel onepto de 1-redutante y, después de mostrar la relaión entre la onstruiónde redutantes y las ténias propias del ampo de la evaluaión parial, superamos2Sin embargo, es neesario admitir que se pierden algunas posibilidades de alanzar una buenaespeializaión. Esto puede evitarse introduiendo ténias adeuadas para la reordenaión y par-tiión de objetivos omplejos en poriones más pequeñas antes de pasar a su espeializaión, omose ha propuesto en el ampo de la deduión parial onjuntiva [Glük et al., 1996; Leushel et al.,1996℄.



7.3. Redutantes frente a PE-redutantes 201estas de�niiones originales proponiedo una noión mejorada de redutante al quedenominaremos PE-redutante.Tal omo onsideramos al omienzo de la Seión 6.1, un programa lógio multi-adjunto, interpretado en un retíulo parialmente ordenado, debe ontener todos susredutantes a �n de asegurar la ompletitud. Obviamente, esto aumenta tanto deltamaño (normalmente in�nito) omo el tiempo de ejeuión del programa �omple-tado� �nal. Sin embargo, este efeto negativo puede ser onsiderablemente atenuadosi los redutantes propuestos han sido parialmente evaluados antes de inluirlos enprograma �nal.La De�niión 7.3.5 posterior ontemplará una noión de redutante más re�naday general que la de 1-redutante (que a su vez araterizaremos en la De�niión7.3.2) y la de redutante de Medina et al. [2004℄. Nos permitirá disponer de unaaproximaión más �exible de este onepto inorporando el uso de un árbol dedesplegado arbitrario. En efeto, si τ es un árbol de desplegado ualquiera paraun programa P y un átomo básio A, es posible onstruir la versión re�nada quenosotros llamaremos PE-redutante para A en P . Mostraremos ómo este nuevoonepto, que usa ténias de evaluaión parial y extiende a los primitivos, resuelvelos problemas referidos anteriormente.En el apítulo anterior hemos ontemplado un onepto de 1-redutante quees una reformulaión del debido a Medina et al. [2004℄. Volvemos a traer aquí sude�niión para ligarla a noiones de EP de programas lógios multi-adjuntos.De�niión 7.3.1. Sea P un programa multi-adjunto y A un átomo básio. Si
{〈Hi←iBi; vi〉 ∈ P : ∃θi/A = Hiθi} es el onjunto (no vaío) de reglas de P u-ya abeza uni�a on A, el 1-redutante de A en P es la regla

〈A←@sup((v1&1B1)θ1, . . . , (vn&nBn)θn);⊤〉Nos interesa destaar ahora que este 1-redutante puede onstruirse usando téni-as propias del ampo de la evaluaión parial, tal y omo vemos en la siguientede�niión.De�niión 7.3.2 (Construión de 1-redutantes). Dado un programa P y un ob-jetivo atómio básio A, enumeramos los siguientes pasos en la onstruión de un
1-redutante para A en P:1. Construir el árbol de desplegado de nivel 1, τ , para P y A, esto es, el árbolobtenido ejeutando un sólo paso de desplegado sobre el átomo A en P.



202 Capítulo 7. Evaluaión parial y PE-redutantes2. Reoletar el onjunto de hojas de τ :
S = {〈(v1&1B1)θ1; θ1〉, . . . , 〈(vn&nBn)θn; θn〉}3. Construir la regla 〈A← @sup((v1&1B1)θ1, . . . , (vn&nBn)θn);⊤〉.Ejemplo 7.3.3. Dado el retíulo ([0, 1],≤), donde �≤� es el orden usual, onside-remos el siguiente programa lógio multi-adjunto P:
R1 : 〈p(a)←L q(X, a); 0.7〉

R2 : 〈p(a)←G s(Y ); 0.5〉

R3 : 〈p(Y )← ; 0.6〉

R4 : 〈p(Y )←G q(b, Y )&L t(Y ); 0.8〉

R5 : 〈q(b, a)← ; 0.9〉

R6 : 〈s(a)←G t(a); 0.5〉

R7 : 〈s(b)← ; 0.8〉

R8 : 〈t(a)←L p(X); 0.9〉El árbol de desplegado de nivel 1 para el programa P y el átomo p(a) es:
〈p(a); id〉

〈0.7&Lq(X1, a); id〉

R1

〈0.5&Gs(Y2); id〉

R2

〈0.6; {Y3/a}〉

R3

〈0.8&G(q(b, a)&Lt(a)); {Y4/a}〉

R4a partir del que obtenemos el PE-redutante:
〈p(a)← @sup(0.7&Lq(X1, a), 0.5&Gs(Y2), 0.6, 0.8&G(q(b, a)&Lt(a))); 1〉Por otra parte, volvemos a ontrastar las semejanzas/diferenias entre esta regla yel redutante aportado por la De�niión 6.1.1:

〈p(a)← @(q(X1, a), s(Y2), 0.6, q(b, a)&Lt(a)); 1〉donde @̇(b1, b2, b3, b4) = sup{0.7&̇Lb1, 0.5&̇Gb2, b3, 0.8&̇Gb4}.Tal omo vamos a onsiderar en la próxima subseión, la De�niión 7.3.2 de 1-redutante puede generalizarse, onduiendo a una aproximaión más �exible deeste onepto, si permitimos desplegar árboles de ualquier nivel. En efeto, usandoun árbol de desplegado arbitrario, τ , para un programa P y un átomo básio A, esposible onstruir una versión más re�nada de la noión de redutante omo sugiereel ejemplo inmediato.



7.3. Redutantes frente a PE-redutantes 203Ejemplo 7.3.4. La �gura muestra un árbol de desplegado para el programa P delEjemplo 7.2.2 y el átomo básio p(a) de nivel 3 (esto es, todas sus ramas han sidodesplegadas no más de 3 pasos).
p(a)

0.7&Lq(X1, a)

R1 id

0.7&L0.9

0.6

R4 θ2

0.5&Gs(Y2)

R2 id

0.5&G(0.5&Gt(a))

R5 θ3

0.5&G(0.5&G(0.9&Lp(X4)))

R7 θ1

0.5&G(0.8&Lt(b))

R6 θ4

0.5&G(0.8&L(0.9&Gq(X5, a)))

θ4

0.8&G(q(b, a)&Lt(a))

R3 θ1

0.8&G(0.9&Lt(a))

R4 θ1

0.8&G(0.9&L(0.9&Lp(X6)))

R7 θ1on θ1 = {Y3/a}, θ2 = {X1/b}, θ3 = {Y2/a}, θ4 = {Y2/b}. Reogiendo las hojasdel mismo, obtenemos el redutante 〈p(a) ← @sup(0.6; 0.5&G(0.5&G(0.9&Lp(X4)))

; 0.5&G(0.8&L(0.9&Gq(X5, a))); 0.8&G(0.9&L(0.9&Lp(X6)))); 1〉.La prinipal novedad de la siguiente noión de PE-redutante (que generaliza tantoel redutante de Medina et al. [2004℄ omo nuestra noión previa de 1-redutanteque ha sido introduida por primera vez en [Julián et al., 2006b℄), es el heho de queestá basada diretamente en el onjunto de hojas de un árbol de desplegado dado.En lo suesivo suponemos que ← es la impliaión de ualquier par adjunto
〈←, &〉.De�niión 7.3.5 (PE-redutante). Sea P un programa multi-adjunto, A un átomobásio, y τ un árbol de desplegado para A en P. Un PE-redutante para A en P onrespeto a τ , es una regla 〈A← @sup(D1, . . . ,Dn);⊤〉, donde la funión de verdaddel agregador @sup se de�ne omo @̇sup(d1, . . . , dn) = sup{d1, . . . , dn}, y D1, . . . ,Dnson, respetivamente, las hojas de τ .Es obvio que si τ es un árbol de desplegado de nivel 1 para A en P , el PE-redutantepara A en P oinide on el 1-redutante. Además, téngase en uenta que nuestrade�niión de PE-redutante respeta la sintaxis del lenguaje multi-adjunto (véase laSeión 3.1), donde los grados de verdad y las onjuniones adjuntas están efetiva-mente admitidas en el uerpo de las reglas de programa.Como en el aso de los resultantes, los PE-redutantes inorporan informaiónaera de todos los aspetos relevantes de las reglas 〈Hi←i Bi; vi〉 usadas en la



204 Capítulo 7. Evaluaión parial y PE-redutantesevaluaión del átomoA: el grado de verdad vi, la impliaión adjunta y los operadoresonjunión, las sustituiones omputadas y las instanias de los uerpos Bi.Por otra parte, �jado el programa P y el átomo básio A, si {〈Hi←iBi; vi〉 ∈ P :

∃θi/A = Hiθi} es el onjunto �no vaío� de reglas de P uya abeza uni�a on Ay suponiento que el árbol de desplegado elegido es un árbol de nivel 1, entones el
PE-redutante es la regla 〈A←@sup((v1&1B1)θ1, . . . , (vn&nBn)θn);⊤〉, que oinideon el 1-redutante y uya forma se asemeja notablemente al que aporta la De�niión6.1.1.Conviene observar que un PE-redutante puede onstruirse, a partir de la noiónde árbol de desplegado, a través del siguiente proedimiento.De�niión 7.3.6 (Construión de PE-redutantes). Sea P un programa multi-adjunto y A un objetivo atómio básio. Enumeramos los siguientes pasos en laonstruión3 de un PE-redutante de A en P:1. Construir un árbol de desplegado, τ , para P y A, esto es, el árbol obtenido aldesplegar el átomo A en el programa.2. Reoletar el onjunto de hojas S = {D1, . . . ,Dn} de τ .3. Construir la regla 〈A ← @sup(D1, . . . ,Dn);⊤〉, que es el PE-redutante de Aen P on respeto a τ .El ejemplo que sigue ontempla un PE-redutante obtenido a partir de un árbol dedesplegado de nivel 3 (esto es, todas sus ramas han sido desplegadas no más que 3pasos).Ejemplo 7.3.7. Sea P el programa del Ejemplo 7.3.3 y onsideremos el átomo p(a).En la �gura siguiente, se enierran en ajas los nodos en los que se aplian pasosde normalizaión originando nodos adiionales. Reoletando las hojas del posteriorárbol de desplegado, obtenemos el PE-redutante:
R ≡ 〈p(a) ←− @sup(0.6, 0.5&G(0.5&G(0.9&Lp(X5))), 0.5, 0.6, 0.8&G(0.9&L(0.9&L

p(X6)))); 1〉.3Este proeso extiende al que ontempla la De�niión 7.3.2.
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〈p(a); id〉

〈0.7&Lq(X1, a); id〉

R1

〈0.7&L0.9; {X1/b}〉

〈0.6; {X1/b}〉

R5

〈0.5&Gs(Y2); id〉

R2

〈0.5&G(0.5&Gt(a)); {Y2/a}〉

R6

〈0.5&G(0.5&G(0.9&Lp(X5))); {Y2/a}〉

R8

〈0.5&G0.8; {Y2/b}〉

〈0.5; {Y2/a}〉

R7

〈0.6; {Y3/a}〉

R3

〈0.8&G(q(b, a)&Lt(a)); {Y4/a}〉

R4

〈0.8&G(0.9&Lt(a)); {Y4/a}〉

R5

〈0.8&G(0.9&L(0.9&Lp(X6))); {Y4/a}〉

R8Dado que esta formulaión está basada en ténias de evaluaión parial, puede verseomo un método que produe una espeializaión de un programa on respeto a unobjetivo atómio que, en partiular, permite omputar la mayor respuesta orretapara diho objetivo.Aunque para el mismo programa P y átomo básio A es posible obtener distintosredutantes, dependiendo de la preisión del árbol de desplegado generado, justi�a-remos oportunamente que todos ellos permiten omputar la misma mayor respuestaorreta para el objetivo A.7.4. Construión umbralizada de PE-redutantesSi en el proeso de onstruión de un PE-redutante, partimos de un árbol dedesplegado umbralizado en lugar de uno arbitrario (omo habíamos ontempladohasta el momento), podremos usarlo para obtener respuestas omputadas para unobjetivo dado on muho menor esfuerzo omputaional.Esta onstruión de redutantes usando ténias de evaluaión parial on um-bralizaión pretende reduir drástiamente el tamaño de los árboles de desplegadoa partir de los que se obtiene el redutante.La idea es ombinar el propio proeso de evaluaión parial on ténias de um-bralizaión, para lograr los siguientes bene�ios extra:
• La onstruión del árbol de desplegado subyaente onsume menos reursosomputaionales (tanto memoria omo CPU) al podar ramas inneesarias del ár-bol y, por tanto, reduiendo drástiamente su tamaño.
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• Como onseuenia direta de lo anterior, se simpli�a de manera notable la formadel redutante obtenido.
• Por último, aquellas seuenias de derivaión realizadas en tiempo de ejeuión,requieren menos pasos de omputaión uando usamos esta noión re�nada de PE-redutante, no sólo por los pasos ahorrados en tiempo de PE, sino también por losque se han eliminado de�nitivamente al umbralizar.En lo que sigue aportamos un algoritmo e�iente para la onstruión de un PE-redutante basado en desplegado on un onjunto de umbrales dinámios. Previa-mente, introduimos algunos resultados de aráter básio en los que se fundamentael algoritmo. Posteriormente, mostraremos los bene�ios de esta ténia sobre unejemplo omparativo.7.5. Cota superior de una omputaión y umbralesEn el ontexto de una omputaión difusa paree lógio omitir una derivaión si hayevidenias de que ondue a una respuesta omputada difusa uyo grado de verdadaerá por debajo de un ierto umbral V . En nuestro maro, esta situaión puede serdetetada �por antiipado�, es deir, antes de que la omputaión difusa haya sidoompletada. El resultado posterior failita la base teória que nos permite sosteneresta a�rmaión.Proposiión 7.5.1. Sea (L,≤,←1, &1, . . . ,←n, &n) un retíulo multi-adjunto. En-tones, para todo x, y ∈ L, se veri�a: (1) x&iy ≤ x, (2) x&iy ≤ y.Demostraión. El apartado (1) es una onseuenia senilla de la de�niión de retíu-lo multi-adjunto (véase la De�niión 2.5.1). En primer lugar, x&iy ≤ x&i⊤ puestoque el operador &i es, por de�niión, reiente en ambos argumentos �es deir, si
x1, x2, x3 ∈ L y x1 ≤ x2 entones x1&ix3 ≤ x2&ix3 y x3&ix1 ≤ x3&ix2� y ⊤ es elsupremo de L �esto es, y ≤ ⊤ para todo y ∈ L�. Además, el operador adjunto &isatisfae también, por de�niión de retíulo multi-adjunto, que x&i⊤ = x para todo
x ∈ L, lo que onluye la demostraión. La prueba de (2) es totalmente análoga.El resultado posterior es un orolario senillo de la Proposiión 7.5.1 y muestra que
inf{x, y} es una ota superior de x&iy.



7.6. Un algoritmo onreto 207Proposiión 7.5.2. Sea (L,≤,←1, &1, . . . ,←n, &n) un retíulo multi-adjunto. En-tones, para todo x, y ∈ L y toda onjunión adjunta &i
4, se tiene: x&iy ≤ inf{x, y}.Como onseuenia de la Proposiión 7.5.1, meree la pena destaar que, en un pasoadmisible 〈Q[A]; σ〉 →AS 〈(Q[A/v&iB])θ; σθ〉, (el grado de verdad de) la omponen-te v&iB, introduida por la regla, es menor o igual que su grado de verdad v. Y estoes independiente del grado de verdad eventualmente omputado para el subojetivo

B. Por tanto, si el objetivo Q está ompuesto por onetivas que satisfaen las on-diiones de la Proposiión 7.5.1 (notemos que esta restriión es trivialmente iertapara un objetivo atómio), v es una ota superior del grado de verdad omputablepara Q.La onsideraión anterior nos enamina, de manera natural, a la noión de desple-gado umbralizado, donde sólo se permite ejeutar pasos de desplegado que onduzana nodos on un grado de verdad previsiblemente mayor que (o no omparable on)un umbral V . En otros términos, uando la ota superior del grado de verdad de unnodo ae por debajo del umbral V , se evita el desplegado del mismo. En la próximaseión se preisa este onepto.7.6. Un algoritmo onretoSuponemos en esta seión que todas las onetivas onsiderados satisfaen la Pro-posiión 7.5.1. En la prátia, esto no onlleva una severa pérdida de generalidad.Durante la onstruión de un PE-redutante muhos pasos de desplegado soninútiles, puesto que generan nodos hoja que no aportan informaión signi�ativa a laomputaión �nal del supremo. En efeto, en el Ejemplo 7.3.7, el nodo 〈0.5; {Y2/a}〉no es signi�ativo, ya que 0.5 ≤ 0.6 �el grado de verdad de un nodo hoja totalmenteevaluado� ni el nodo 〈0.5&G(0.5&G(0.9&Lp(X5))); {Y2/a}〉, ya que, por la Proposi-ión 7.5.1, inluso en el aso en que la evaluaión ompleta subsiguiente del subobje-tivo p(X5) alanzara el supremo⊤ de L, tenemos 0.5&̇G(0.5&̇G(0.9&̇L⊤)) ≤ 0.5 ≤ 0.6.Así, el PE-redutante para p(a) en el programa del Ejemplo 7.3.7 puede esribirseen una forma más preisa/simpli�ada omo:
〈p(a)← @sup{0.6, 0.8&G(0.9&L(0.9&Lp(X6)))}; 1〉4Los resultados de la Proposiión 7.5.1 y la Proposiión 7.5.2 que hemos obtenido para el opera-dor adjunto &i se extiende sin di�ultad para una t-norma ualquiera sin más que tener en uentala De�niión 1.3.1.



208 Capítulo 7. Evaluaión parial y PE-redutantesPodemos optimizar la onstruión de PE-redutantes si usamos una adaptaión dela noión de árbol de desplegado (De�niión 7.2.3) en la que:
i) los nodos ontienen informaión aera de una ota superior del grado de ver-dad asoiado a la omponente objetivo; y

ii) un onjunto de umbrales se ajusta dinámiamente para limitar la generaión denodos inútiles. Este último aspeto failita grandes oportunidades para reduirel tamaño del árbol de desplegado, deteniendo el desplegado de aquellos nodosen los que la omponente (ota superior del) grado de verdad quede por debajode un ierto umbral V .Teniendo en uenta estos hehos, proponemos un proedimiento de onstruiónen dos fases. En la primera fase, onstruimos (reorremos) un árbol de desplegadoumbralizado inompleto, para un programa P y un objetivo A, intentando limitarla generaión de nodos inútiles. En la onstruión de este árbol, almaenamos losnodos hoja en una lista. En la segunda fase, en la que onstruimos el PE-redutante,reorremos la lista anterior y eliminamos los nodos hoja que no pueden ontribuir ala omputaión del supremo.Como en un proedimiento de prueba lásio, tres puntos son importantes: laregla de omputaión (es deir, la funión de seleión usada para deidir qué átomodebe ser explotado en el siguiente paso de omputaión5); el orden de exploraiónde las reglas del programa (esto es, el orden en que se ensayan las reglas para eldesplegado) y la estrategia de búsqueda (en anhura o en profundidad).Asumimos que el algoritmo que presentamos a ontinuaión es paramétrio onrespeto a todos estos puntos, así omo también respeto a un riterio de paradaque asegure la terminaión de los suesivos pasos de desplegado6.Algoritmo 7.6.1 (Desplegado on un onjunto de umbrales dinámios).5Hemos probado en el Teorema 3.1.11 un resultado de independenia de esta funión de seleión,omo es también usual en otros paradigmas lógios puros. De manera similar a PROLOG, en losejemplos, siempre explotamos el átomo que se enuentra en la parte más a la izquierda de unobjetivo dado.6El problema de terminaión loal puede resolverse de una forma simple, imponiendo un nivel deprofundidad máximo para el desplegado, o usando aproximaiones más re�nadas omo los métodosbasados en órdenes bien fundados o similares (véase, [Arts y Giesl, 2000a; Lee et al., 2001℄).
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>>>>> [ENTRADA℄: Un programa P y un átomo básio A.1. Iniializar HOJAS = [] (lista vaía), y UMBRALES = [⊥];2. Construir el nodo raíz 〈A; id;⊤〉 e iniializar ABIERTO = [〈A; id;⊤〉];3. Mientras ABIERTO 6= [] haer:a ) Elegir un nodo, digamos Ni, de la lista ABIERTO (siguiendo laestrategia de búsqueda);b ) Si Ni satisfae el riterio de parada, entones añadir el nodo Ni a lalista HOJAS; ) En otro aso, supongamos que Ni ≡ 〈Q[E];σ; u〉, donde E es el átomoseleionado en Q (siguiendo la regla de omputaión);Para ada regla Rj : 〈H←B; v〉∈P (siguiendo el orden de exploraión dereglas), on θ = mgu({E = H}) y NO EXISTE ningún V ∈ UMBRALES talque v < V haer:Generar el nodo hijo Nij ≡ 〈(Q[E/v&B])θ; σθ; inf{u, v}〉;Normalizar la primera omponente del nuevo nodo Nij. Estoes, apliar una seuenia (maximal) de pasos interpretativos:

〈((Q[E/v&B])θ; σθ〉 →∗
IS
〈(Q′;σθ〉. De este modo, obtenemos un nuevonodo N ′

ij ≡ 〈Q
′;σθ; inf{u, v}〉.Si Q′ = r ∈ L, entones

• Si NO EXISTE ningún V ∈ UMBRALES tal que r < V:
◦ Sea W ⊂ UMBRALES el mayor subonjunto (posiblementevaío) de valores omparables on r tal que r > V para ada
V ∈ W;

◦ Reemplazar el onjunto W por {r} en UMBRALES.En otro aso (Q′ 6= r ∈ L, es deir, el nodo no está ompletamenteevaluado), añadir el nodo N ′
ij a la lista ABIERTO;4. Eliminar los nodos 〈@(r1, . . . , rn,B1, . . . ,Bm); φ;w〉 en HOJAS verifiando que,existe V ∈UMBRALES, tal que w<V ó @̇(r1, . . . , rn,⊤, . . . ,⊤) < V.

>>>>> [SALIDA℄: Listas UMBRALES y HOJAS.Como hemos visto, el algoritmo trabaja on uatro listas:
ABIERTO, que ontiene los nodos a desplegar;
HOJAS, que ontiene los nodos que satisfaen algún riterio de terminaión;
UMBRALES, que almaena un onjunto de nodos ompletamente evaluados(no omparable entre ellos) que son usados omo umbrales.En líneas generales, sólo permitimos desplegar un nodo (por medio de un paso admi-sible) uando se usa una regla on grado de verdad v tal que v no es omparable on



210 Capítulo 7. Evaluaión parial y PE-redutantesningún V ∈ UMBRALES, o v > V para algún V ∈ UMBRALES. En otro aso,omo onseuenia direta de la Proposiión 7.5.1, alanzaremos un nodo (objetivo)uya posterior evaluaión nuna originaría un grado de verdad mayor o igual V .La inlusión de un paso de normalizaión (es deir, una seuenia de pasos dedesplegado interpretativo) después de ada paso de desplegado operaional mejorala probabilidad de obtener nodos totalmente evaluados y, por tanto, la posibilidad dere�nar dinámia y e�ientemente el onjunto de umbrales. De este modo, podemospresindir de muhos nodos inútiles.Obsérvese que la lista HOJAS puede gestionarse omo una estrutura LIFO(pila) o una estrutura FIFO (ola), lo que se orresponde (respetivamente) on lageneraión/reorrido en profundidad o en anhura del árbol de desplegado.La experienia nos muestra que, en general, no existen ventajas (on respeto ala eliminaión de nodos inútiles) uando elegimos una estrategia en anhura o unaen profundidad. Disponemos de ejemplos en los que la estrategia en anhura tienemejor omportamiento en omparaión on la estrategia en profundidad y vieversa.Además, no existe evidenia que indique si una regla de omputaión onreta puedepuede mejorar la eliminaión de nodos inútiles.Sin embargo, el orden de exploraión de las reglas tiene mayor impato en lasupresión de nodos inneesarios. Entendemos que un orden de exploraión que se-leione las reglas del programa en funión del número de átomos de sus uerpos,onediendo preferenia a los hehos sobre el resto de reglas, tiene (posiblemente)el mejor omportamiento ya que se generan más rápidamente nodos ompletamenteevaluados. Finalmente, si los onjuntos
UMBRALES = {r1, . . . , rm} HOJAS = {〈Q1; φ1; w1〉, . . . , 〈Qn; φn; wn〉}dan las listas de umbrales y hojas que devuelve el Algoritmo 7.6.1, el PE-redutantede A en P es:

〈A←@sup{r1, . . . , rm,Q1, . . . ,Qn};⊤〉Ejemplo 7.6.2. Sea P el programa del Ejemplo 7.3.3 y tómese el (mismo) objetivo
p(a). Supongamos ahora un orden de exploraión de las reglas en el que las reglas de
P se ensayan en el orden que se relaionan a ontinuaión para el desplegado y unriterio de parada que sólo permita desplegar hasta el nivel 3.
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R1 : 〈p(Y )← ; 0.6〉

R2 : 〈q(b, a)← ; 0.9〉

R3 : 〈s(b)← ; 0.8〉

R4 : 〈p(a)←L q(X, a); 0.7〉

R5 : 〈p(a)←G s(Y ); 0.5〉

R6 : 〈t(a)←L p(X); 0.9〉

R7 : 〈s(a)←G t(a); 0.5〉

R8 : 〈p(Y )←G q(b, Y )&L t(Y ); 0.8〉Después de �jar V = 0 y onstuir el nodo raíz 〈p(a); 1〉7, apliando la seuenia depasos del Algoritmo 7.6.1, obtenemos el siguiente árbol de desplegado umbralizadode nivel 3 para el programa P y el átomo básio p(a) (que, para este ejemplo, esindependiente de la estrategia de búsqueda usada en su onstruión):
〈p(a); 1〉

〈0.6; 0.6〉

R1

〈0.7&Lq(X2, a); 0.7〉

R4

〈0.7&L0.9; 0.7〉

〈0.6; 0.6〉

R2

〈0.8&G(q(b, a)&Lt(a)); 0.8〉

R8

〈0.8&G(0.9&Lt(a)); 0.8〉

R2

〈0.8&G(0.9&L(0.9&Lp(X3))); 0.8〉

R6Observemos que, originariamente, el paso de desplegado ejeutado on la regla R1ondue al nodo hoja totalmente evaluado 〈0.6; 0.6〉. Por tanto, el umbral V se a-tualiza a 0.6 y se evita el paso de desplegado on la regla R5. En el nivel 2, el nodohoja normalizado 〈0.6; 0.6〉 no altera el umbral V y dado que el grado de verdad
0.6 omputado no es mayor que V, no se añade este nodo al onjunto HOJAS.En onseuenia, obtenemos un árbol de desplegado muho más reduido que eldel Ejemplo 7.3.7. Finalmente, el Algoritmo 7.6.1 devuelve el onjunto de HOJAS7En rigor, el algoritmo onstruye el nodo 〈p(a); id; 1〉, pero, en prinipio, la segunda omponenteno será relevante en la onstruión de PE-redutantes de átomos básios, por lo que puede omitirse.
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{〈0.6; 0.6〉, 〈0.8&G(0.9&L(0.9&Lp(X3))); 0.8〉}, que nos permite generar un PE-redu-tante más simple:

〈p(a)← @sup{0.6, 0.8&G(0.9&L(0.9&Lp(X3)))}; 1〉.

7.7. Un ejemplo omparativoA ontinuaión mostramos sobre un ejemplo los bene�ios alanzados por nuestrasténias basadas en umbralizaión para alular PE-redutantes y las ventajas deestos on respeto al redutante de Medina et al. [2004℄.Primeramente, estamos interesados en evideniar que el programa original no per-mite omputar una respuesta orreta determinada que sí se obtiene mediante el usode redutantes. En segundo lugar, entramos nuestra atenión en omparar el esfuer-zo omputaional neesario para omputar y ejeutar diferentes PE-redutantes, asíomo sus propios formatos, lo que pone de relieve las prinipales ventajas de nuestroalgoritmo.Antes de aometer este ejemplo, deseamos introduir un breve omentario aerade los ejemplos previos on que ilustramos hasta ahora el onepto de redutante.Hemos visto que las ténias de EP son útiles, en general, en diferentes tareas aso-iadas a la de ingeniería del software, independientemente de que, en el ontextodifuso, los retíulos asoiados a los programas sean totalmente ordenados o (sólo)parialmente ordenados.Por omodidad, en todos los ejemplos previos, espeialmente en aquéllos queilustran la generaión de los árboles de desplegado en las Seiones 7.2 y 7.3, he-mos usado el retíulo totalmente ordenado ([0, 1],≤). Sin embargo, omo ya hemosadelantado en la introduión de este onepto, los redutantes son realmente in-teresantes sólo uando el retíulo no es totalmente ordenado. Por este motivo, losejemplos que siguen a partir de ahora ontemplarán tales retíulos.Sea P el siguiente programa, donde la onetiva & usado en todas las reglas tienefunión de verdad de�nida por &̇(x, y) = inf{x, y}, y el retíulo (L,≤) asoiado estádeterminado por el diagrama de Hasse que se india.
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R1 : 〈p(a)← q(X, a); α〉

R2 : 〈p(Y )← q(X ; Y )&s(X)&t(Y ); α〉

R3 : 〈p(a)← s(b)& t(a); ⊤〉

R4 : 〈q(b, a)← ; δ〉

R5 : 〈s(b)← ; β〉

R6 : 〈t(a)← ; γ〉

⊤

δ γ

α β

⊥Un árbol de desplegado de nivel 3 para el programa P y el átomo básio p(a) (para elque evitamos onretar en ada nodo la omponente grado de verdad que se obtienesin más que anotar el orrespondiente inf{u, v} del algoritmo anterior) es:
〈p(a); 1〉

〈α&q(X1, a); id〉

R1

〈α&δ; {X1/b}〉

〈α; {X1/b}〉

R4

〈α&(q(X2, a)&s(X2)&t(a)); {Y2/a}〉

R2

〈α&(δ&s(b)&t(a));{Y2/a, X2/b}〉

R4

〈α&(δ&β&t(a)); {Y2/a, X2/b}〉

R5

〈⊤&(s(b)&t(a)); id〉

R3

〈⊤&(β&t(a)); id〉

R5

〈⊤&(β&γ); id〉

〈β; id〉

R6A partir de este grafo podemos onstruir los siguientes PE-redutantes explotan-do diferentes árboles de nivel 1, nivel 3, o nivel 3 on umbralizaión (que evita lageneraión de la rama entral mostrada en la �gura), respetivamente:
R ≡ 〈p(a)← @sup(α&(q(X1, a), α&q(X2, a)&s(X2)&t(a)),⊤&(s(b)&t(a)));⊤〉

R′ ≡ 〈p(a)← @sup(α, α&(δ&(β&t(a))), β);⊤〉

R′′ ≡ 〈p(a)← @sup(α, β);⊤〉Entones, para el objetivo onsiderado p(a), podemos onluir las siguientes obser-vaiones:1. Por la propiedad de orreión de la programaión lógia multi-adjunta, dadoque 〈α; id〉 y 〈β; id〉 son respuestas omputadas difusas para P y p(a), tambiénson respuestas orretas. Además, 〈sup{α, β}; id〉 = 〈⊤; id〉 es también unarespuesta orreta. Sin embargo, 〈⊤; id〉 no puede ser omputada en P .



214 Capítulo 7. Evaluaión parial y PE-redutantes2. Por fortuna, el PE-redutante R nos permite obtener la respuesta ompu-tada difusa 〈⊤; id〉 después de apliar 10 pasos de omputaión omo sigue:
〈p(a); id〉 →R

AS 〈@sup(α&q(X1, a), α&(q(X2, a)&s(X2)&t(a)),⊤&(s(b)&t(a)));

id〉→∗(9)
AS/IS 〈⊤; id〉. Por otra parte, aproximadamente la mitad del esfuerzoomputaional es neesario uando usamos el PE-redutante más simple R′.3. Finalmente, no sólo R′′ es la regla más senilla, sino que aporta el mejor om-portamiento omputaional, requiriendo solamente los dos pasos de ompu-taión siguientes: 〈p(a); id〉 →R′′

AS 〈@sup(α, β); id〉 →IS 〈⊤; id〉.7.8. Propiedades formales de los PE-redutantesEstableemos aquí las propiedades formales de orreión proedural de los PE-redutantes. Como ya hemos visto en el apítulo anterior, es importante remararque la noión original de redutante al igual que nuestra de�niión mejorada de
PE-redutante, están referidas a átomos básios. Por tanto, en ualquier respuestaomputada difusa para un átomo básio dado A (inluyendo también aquéllas que sehan obtenido mediante ualquier tipo de estos redutantes), la omponente sustitu-ión es irrelevante. En esta seión, nos aproveharemos de este aspeto simpli�adoruando de�namos y obtengamos formalmente los resultados prinipales.Neesitamos haer uso de los términos PEk-redutante para referirnos a aquellos
PE-redutantes obtenidos a partir del arbol de desplegado de nivel k, k ≥ 1. Como yadijimos, el PE1-redutante oinide on el 1-redutante introduido en la De�niión6.1.2.En síntesis, demostraremos que el redutante de Medina et al. [2004℄, el PE1-redutante y el PEk-redutante son proeduralmente equivalentes y, si k > 1, el
PEk-redutante es más e�iente que sus primitivos.Todos los resultados pueden enontrarse en [Julián et al., 2009℄.7.8.1. Correión proedural y e�ieniaJusti�aremos en esta seión la equivalenia proedural entre el redutante lásio,el PE1-redutante y el PEk-redutante. Veremos también que el PEk-redutante,on k > 1, es más e�iente que los anteriores. Con este propósito, formalizamosprimeramente algunas noiones y resultados previos.



7.8. Propiedades formales de los PE-redutantes 215En primer lugar, denotaremos por FCA(E) el onjunto de respuestas ompu-tadas difusas o f..a.'s de una expresion dada (objetivo) E. Formalmente, FCA(E) =

{〈r; θ〉 | 〈E; id〉 →∗
AS/IS 〈r; σ〉, r ∈ L, θ = σ[Var(E)]} que puede generalizarse alonjunto de expresiones E1, . . . , En del modo FCA(E1, . . . , En) = FCA(E1) ∪ · · · ∪

FCA(En). Además, a �n de dar una medida del esfuerzo omputaional neesariopara omputar este onjunto de f..a.'s para una expresión dada E, denotamos por
[[FCA]](E) el número de pasos admisibles/interpretativos diferentes que son neesa-rios para generar todo el onjunto FCA(E).Finalmente, puesto que trabajamos on redutantes para átomos básios, no se-rá neesario prestar atenión a la omponente sustituión de una respuesta ompu-tada difusa 〈r; θ〉 y nos referiremos al valor r omo la respuesta omputada difusa.En partiular, podemos usar sin riesgo una versión simpli�ada de las noionesde FCA y [[FCA]] anteriores. Es deir, podemos onsiderar que FCA(E) = {r ∈
L | 〈E; id〉 →∗

AS/IS 〈r; σ〉}, y [[FCA]](E) es el número de pasos admisibles/interpre-tativos diferentes neesarios para generar el onjunto FCA(E) referido.Lema 7.8.1. Dado un árbol de desplegado τ para un programa multi-adjunto P yun átomo A, sean E1 y E2 expresiones (nodos) de τ , tales que existe un paso dederivaión de la forma E1 →AS/IS E2. Entones,(1) FCA(E2) ⊂ FCA(E1), y(2) [[FCA]](E2) < [[FCA]](E1).Demostraión. Probamos ada uno de los resultados por separado:(1) Es su�iente mostrar que, para ada valor r ∈ FCA(E2), se tiene r ∈ FCA(E1).Por hipótesis, existe un paso de derivaión D : [〈E1; id〉 →AS/IS 〈E2; σ〉] y ade-más, omo r ∈ FCA(E2), también existe una derivaión D′ : [〈E2; id〉 →∗
AS/IS

〈r; σ′〉]. Ahora, omponiendo las derivaiones D y D′, tenemos la nueva de-rivaión D′′ : [〈E1; id〉 →AS/IS 〈E2; σ〉 →∗
AS/IS 〈r; σσ′〉], lo que justi�a que

r ∈ FCA(E1), omo deseábamos.(2) El resultado se obtiene trivialmente sin más que onsiderar que la derivaiónprevia D′′ tiene exatamente un paso más (el primero, asoiado a D) que D′,esto es longitud(D′) < longitud(D) + longitud(D′) = 1 + longitud(D′) =

longitud(D′′), de lo que se dedue [[FCA]](E2) < [[FCA]](E1).



216 Capítulo 7. Evaluaión parial y PE-redutantesLa proposiión siguiente a�rma que, dado un árbol de desplegado de un átomo A(quizás básio) y un programa P , el onjunto de respuestas omputadas difusas deun nodo (estado) E es la unión de los onjuntos de respuestas omputadas de susestados suesores (es deir, de aquellos nodos obtenidos de E después de ejeutar unpaso admisible o interpretativo).Proposiión 7.8.2. Dado un árbol de desplegado τ para un programa P y un átomo
A, onteniendo al menos un nodo no raíz, sea E una expresión (nodo) de τ y sea
U(E) = {E′ | E →AS/IS E′} el onjunto de suesores de E. Entones, FCA(E) =⋃

Ei∈U(E)FCA(Ei).Demostraión. Si E no es un valor de L y para un ierto índie i existe un paso
E →AS/IS Ei, por el resultado (1) del Lema 7.8.1, se tiene que FCA(Ei) ⊂ FCA(E)y, por la de�niión de unión, onluimos

⋃

Ei∈U(E)

FCA(Ei) ⊂ FCA(E)Reíproamente, si r ∈ FCA(E), demostraremos que r es una f..a. del onjunto⋃
Ei∈U(E) FCA(Ei). En efeto, dado r ∈ FCA(E), existe una derivaión E →n

AS/IS

r, para la que distinguimos los dos asos siguientes:- si n = 0, entonesE es un elemento de L y se satisfae trivialmente el resultado.- si n > 0, sea Ej la expresión veri�ando 〈E; id〉 →AS/IS 〈Ej ; σ〉 →n−1
AS/IS 〈r; θ〉.Entones, r ∈ FCA(Ej) ⊂

⋃
Ei∈U(E)FCA(Ei), omo deseábamos probar.Llegados aquí, estamos en ondiiones de probar el primer resultado importante deesta seión, que es totalmente análogo al Teorema 6.1.4, pero oupándonos ahoradel aráter proedural en vez del semántio referido. Más exatamente, veamos queel redutante debido a Medina et al. [2004℄ y el PE1-redutante son proeduralmenteequivalentes.Teorema 7.8.3. Sea P un programa multi-adjunto, A un átomo básio y R ≡

〈A← @(B1, . . . ,Bn)θ;⊤〉 el redutante para A en P, donde θ = θ1 · · · θn y adasustituión θi es uni�ador de A y la abeza de una regla 〈Hi←i Bi; vi〉. El PE1-redutante R′ ≡ 〈A←@sup(D1, . . . ,Dn);⊤〉 (donde Di ≡ vi&iBiθ, 1 ≤ i ≤ n), obte-nido a partir de un árbol de desplegado de nivel uno para P y A, es proeduralmenteequivalente al redutante R.



7.8. Propiedades formales de los PE-redutantes 217Demostraión. Para lograr la equivalenia proedural entre ambas noiones de re-dutantes es su�iente demostrar la igualdad
FCA(@(B1, . . . ,Bn)θ) = FCA(@sup(D1, . . . ,Dn))Por la Proposiión 7.8.2, si ejeutamos en primer lugar todos los pasos admisibleson el PE1-redutante antes de ejeutar los interpretativos, obtenemos las mismasrespuestas omputadas admisibles on ambos redutantes (para el átomo A). Ade-más, por la orreión total fuerte de la transformaión de desplegado interpretativo(veáse el Teorema 5.5.1), la fase interpretativa onsiderada por Medina et al. [2004℄ondue a las mismas respuestas omputadas difusas que la ejeuión de todos lospasos interpretativos de�nidos en la Seión 3.1.2.Hasta el momento, hemos relaionado la noión de redutante lásio on la de

PE1-redutante, estableiendo resultados equivalentes a nivel semántio y proedu-ral (Teoremas 6.1.4 y 7.8.3, respetivamente). A partir de ahora, nos interesa abordarla equivalenia entre el PE1-redutante y el PEk-redutante (Teorema 7.8.4). Ade-más, mostraremos que a medida que el PE-redutante es parialmente evaluado, lasgananias en e�ienia son más relevantes en tiempo de ejeuión (Teorema 7.8.5).El resultado que sigue muestra, en una formulaión senilla, que las respuestasomputadas difusas o f..a.'s de las expresiones presentes en las hojas de un árbolde desplegado asoiado al PE1-redutante, para un átomo básio A en un programa
P , oinide on las f..a.'s de las expresiones de las hojas de un árbol de desplegadoasoiado al PEk-redutante. Por tanto, el PE1-redutante y el PEk-redutante sonproeduralmente equivalentes.Teorema 7.8.4 (Correión Proedural). Si R1 ≡ 〈A← @sup(D1, . . . ,Dn); ⊤〉y Rk ≡ 〈A← @sup(D′

1, . . . ,D′
m);⊤〉 son, respetivamente, el PE1-redutante y el

PEk-redutante para un átomo básio A en un programa P, entones, R1 y Rk sonproeduralmente equivalentes, es deir, FCA(D1, . . . ,Dn) = FCA(D′
1, . . . ,D′

m).Demostraión. Por la Proposiión 7.8.2 se tiene FCA(A) = FCA(D1, . . . ,Dn) =

FCA(D1) ∪ · · · ∪ FCA(Dn) y, además, ada FCA(Di) = FCA(B1i, . . . ,Bri), donde
B1i , . . . ,Bri son todos los suesores de Di, que son fórmulas del uerpo del PE2-redutante. Reiterando el proeso hasta alanzar los nodos de nivel k, obtenemos
FCA(A) = FCA(D′

1, . . . ,D′
m) y se veri�a la tesis.Estamos en ondiiones de introduir el siguiente resultado que omplementa el



218 Capítulo 7. Evaluaión parial y PE-redutantesanterior garantizando la ganania en e�ienia alanzada on los PEk-redutantesen omparaión on los PE1-redutantes.Teorema 7.8.5 (E�ienia Proedural). Si R1 ≡ 〈A← @sup(D1, . . . ,Dn);⊤〉 y
Rk ≡ 〈A← @sup(D′

1, . . . ,D′
m);⊤〉 son, respetivamente, el PE1-redutante y el

PEk-redutante de un átomo A en un programa P, entones, Rk es más e�ienteque R1 uando k>1, es deir, [[FCA]](D1, . . . ,Dn)>[[FCA]](D′
1, . . . ,D′

m).Demostraión. Esta prueba es totalmente análoga a la del Teorema 7.8.4, pero ex-plotando ahora también la tesis (2) del Lema 7.8.1.Para terminar esta seión, en el siguiente orolario relaionamos a nivel proedural(omo onseuenia direta de los Teoremas 7.8.3 y 7.8.4) la noión de redutantelásio y nuestra de�niión mejorada de PEk-redutante.Corolario 7.8.6. Sean R ≡ 〈A← @(B1, . . . ,Bn);⊤〉 y Rk ≡ 〈A←@sup(D1, . . . ,

Dm);⊤〉, respetivamente, un redutante onforme a la De�niión 6.1.1 y un PEk-redutante de un átomo básio A en P. Entones R y Rk son proeduralmente equi-valentes, es deir, FCA(@(B1, . . . ,Bn)) = FCA(@sup(D1, . . . ,Dm)).



7.9. Conlusiones 2197.9. ConlusionesLas aportaiones de este apítulo pueden resumirse del siguiente modo.Hemos de�nido por primera vez un maro de evaluaión parial para programaslógios multi-adjuntos.Hemos mostrado la habilidad de esta transformaión, en el ontexto multi-adjunto, para espeializar programas tal y omo se ha heho tradiionalmenteen otros ontextos delarativos.Hemos mostrado asimismo, sobre algunos ejemplos, ómo esta espeializaiónaporta programas más e�ientes.Hemos propuesto un método novedoso para el álulo de PE-redutantes me-diante ténias de evaluaión parial.Hemos propuesto, asimismo, obtener el PE-redutante a partir de un árbol dedesplegado umbralizado a �n de reduir la expresión de éste y bene�iarnos deotras ventajas añadidas en la omputaión.Hemos diseñado un algoritmo e�iente para el álulo de PE-redutantes, quereduirá drástiamente el tamaño de los árboles de desplegado que aportandihos redutantes usando ténias de evaluaión parial on umbralizaión.Hemos mostrado que la onstruión (mediante este algoritmo) de tales árbolesde desplegado exige menos reursos omputaionales y simpli�a la expresióndel PE-redutante que aportan.Hemos ontrastado que los PE-redutantes que produe el algoritmo reduenpasos de derivaión en las seuenias de derivaión en que intervienen.Hemos probado la equivalenia semántia y proedural entre el PE-redutante,el 1-redutante y el redutante debido a Medina et al. [2004℄, a la vez queontrastamos la mayor e�ienia del PE-redutante.Las equivalenias anteriores, junto on la omodidad (ya referida anteriormen-te) que supone obtener el PE-redutante a partir de ténias de evaluaiónparial umbralizada, re�ejan las ventajas del onepto de PE-redutante res-peto del original.



220 Capítulo 7. Evaluaión parial y PE-redutantesEl uso de estos PE-redutantes permite obtener programas residuales máse�ientes que los originales, en los que se rebaja la longitud de las derivaionesadmisibles.



Capítulo 8ConlusionesEl objetivo entral que nos hemos propuesto en esta tesis es la introduión deun onjunto de transformaiones (basadas en desplegado) para la optimizaión deprogramas lógios difusos. Estas ténias de transformaión de programas, lásiasen programaión delarativa (lógia, funional y lógio funional), se han adaptadopara distintos lenguajes de la programaión lógia difusa, y se han tratado onespeial inidenia en el maro multi-adjunto.La programaión lógia multi-adjunta ha sido introduida en [Medina et al.,2001d,℄ omo una generalizaión de la programaión lógia monótona y residuadaonsiderada en [Damásio y Moniz-Pereira, 2000; Dekhtyar y Subrahmanian, 2000;Damásio y Moniz-Pereira, 2001b, 2002, 2004℄ que, a su vez, extiende (entre otros)los programas lógios probabilístios híbridos de Dekhtyar y Subrahmanian [2000℄,los programas de bases de datos dedutivas probabilístias de Lakshmanan y Sadri[2001℄, los programas lógios probabilístios ordinarios de Lukasiewiz [2001b℄ y losprogramas del maro de deduión uantitativa de van Emden [1986℄ (que, por suparte, extienden a los programas de Dubois et al. [1991b℄).Por tanto, dado que la programaión lógia multi-adjunta representa un maromuy general en el que se pueden subsumir otros lenguajes lógios difusos, resultamuy atrativa para formular reglas de transformaión de programas que, una vezaraterizadas en este ámbito, podrían ser trasladadas a estos lenguajes (instaniasdel lenguaje multi-adjunto). Este heho garantizará la relevania y generalidad denuestros resultados, y failitará la difusión de los mismos.Además, este lenguaje posee un alto nivel de expresividad y dispone de una221



222 Capítulo 8. Conlusionessemántia proedural lara, lo que resulta ruial para de�nir las transformaionesestudiadas (en partiular, para una de�niión formal de reglas de desplegado y deténias de evaluaión parial, la semántia proedural debe estar formalizada entérminos de un sistema de transiión de estados), que es la tarea entral de estatesis.Nuestras prinipales aportaiones han sido las siguientes:1. Lenguajes:Entre la variedad de lenguajes de programaión lógia difusa existentes enla literatura, el desrito en [Vojtá² y Paulík, 1996℄, al que hemos llamado f-Prolog, es una de las referenias lásias y lo hemos visto adeuado para de�nirel onepto de desplegado de programas lógios difusos [Julián et al., 2004b,℄.El lenguaje f-Prolog ha sido mejorado en esta tesis on maras etiquetadaspara obtener lf-Prolog, sobre el que hemos podido formular ómodamente latransformaión de desplegado, al permitir la odi�aión de los programasdesplegados.Además, extendimos ambos lenguajes permitiendo una interpretaión más �e-xible de las onetivas y admitiendo diferentes lógias en un mismo programa;de este modo, es posible interpretar ada láusula on una lógia diferente, loque enriquee notablemente su potenia expresiva. Los lenguajes resultantesson ef-Prolog y lef-Prolog [Julián et al., 2004a, 2005℄. Y meree ser destaa-do el heho de que estos lenguajes extendidos onservan las misma semántiaoperaional y delarativa que los primitivos.Asimismo, hemos adaptado el onepto de regla de omputaión al maro di-fuso, y hemos demostrado la independenia de la regla de omputaión tantopara programas y objetivos lf-Prolog (véase [Julián et al., 2004b,℄) omo paralos orrespondientes del lenguaje lef-Prolog (omo puede verse en [Julián et al.,2004a, 2005℄) que extiende a nuestro entorno el resultado obtenido por Lloyd[1987℄.Centrándonos en el lenguaje multi-adjunto, hemos implementado, en el grupoDEC-TAU, un prototipo de intérprete/ompilador para traduir programaslógios multi-adjuntos a ódigo Prolog, que pretende ser una plataforma degran utilidad para la optimizaión de programas difusos. Esta herramientapermite, ya en la atualidad, ompilar, ejeutar y manipular programas lógiosdifusos, así omo generar y visualizar árboles de desplegado.



2232. Semántias:Hemos revisado todas las semántias onoidas al día de hoy para la progra-maión multi-adjunta, on aportaiones signi�ativas para alguna de ellas yhemos desarrollado los resultados que garantizan buenas relaiones entre ellas.Clari�amos la semántia proedural, añadiendo a la fase operaional (debi-da a los autores del lenguaje), el diseño de la fase interpretativa, tal omo sereoge en [Julián et al., 2006℄, entendida omo un sistema de transiión deestados, tarea que resultó impresindible para la formalizaión del desplegadointerpretativo en el maro multi-adjunto. Esta reformulaión de la fase inter-pretativa permite también abordar un análisis del oste omputaional de estosprogramas multi-adjuntos, omo preisaremos a ontinuaión.Demostramos la independenia de la regla de omputaión, extendiendo paraprogramas multi-adjuntos (al igual que para programas lef-Prolog, según se haobservado en el apartado anterior) el resultado bien onoido de la programa-ión lógia lásia por el que, tal omo se justi�a en [Julián et al., 2005a℄, ala hora de ejeutar pasos de omputaión admisible, no importa la funión seseleión de subexpresiones que se emplee.Posteriormente, obtenemos por primera vez la noión semántia de modelomínimo difuso onebido éste omo el ín�mo del onjunto de interpretaionesque son modelo del programa. Este onepto reprodue, omo puede verse en[Julián et al., 2009℄, la onepión lásia de modelo mínimo de la programa-ión lógia pura, es equivalente a la semántia de punto �jo y presenta tambiénrelaiones on la semántia proedural entendida omo el onjunto de respues-tas omputadas difusas. Además, este modelo mínimo permite araterizar lasrespuestas orretas mejorando así el aso de la programaión lógia pura.Además, inluimos una demostraión original de la orreión de la semántiaproedural de la programaión multi-adjunta. Y si el resultado es una répliadel aso lásio (de la programaión lógia pura), el esquema de demostraiónsí ontempla novedades muy signi�ativas on respeto a la primitiva.Hemos onsiderado todas las relaiones entre las semántias onoidas parala programaión lógia multi-adjunta, probando en partiular la equivaleniade nuestra semántia delarativa de modelo mínimo difuso y la semántia depunto �jo debida a Medina et al. [2004℄.Por otra parte, hemos de�nido medidas de oste y hemos aportado resultados



224 Capítulo 8. Conlusionesaera del oste de ejeuión de estos programas. Mostramos ómo la opiónde estimar el esfuerzo omputaional que se requiere para ejeutar un obje-tivo ontanto el número de pasos de derivaión, habitual en la programaióndelarativa, no es apropiado en la programaión lógia multi-adjunta uandointerviene la fase interpretativa.La di�ultad aparee uando apareen agregadores en el uerpo de las reglasde programa uyas de�niiones invoan a otros agregadores. Es evidente que laevaluaión de este tipo de enlaes onsume reursos omputaionales en tiempode ejeuión que no son estimados al ontar los pasos interpretativos.Por tanto, una medida ingenua que uente los pasos interpretativos no eva-lúa estos reursos en el oste �nal porque no se ontabilizan explíitamentedihos agregadores al dar pasos interpretativos. Por nuestra parte, hemos re-suelto esta di�ultad asignando pesos a los agregadores que son aordes onsu omplejidad.Hemos de�nido, omo puede verse en [Julián et al., 2007℄, [Julián et al., 2007a℄,una medida de oste omputaional para los programas lógios multi-adjuntos,basada en ontabilizar el número de onetivas y operadores primitivos queapareen dentro de la de�niión de los agregadores que son evaluados en adapaso (interpretativo) de una derivaión dada.Asimismo, en apliaión de este riterio de oste, hemos ontrastado (véansede nuevo [Julián et al., 2007℄, [Julián et al., 2007a℄) la e�ienia de dos noio-nes semántiamente equivalentes de redutantes (la original introduida porMedina et al. [2004℄ y nuestra versión re�nada de 1-redutante.)Por último, observamos que también en este ámbito ha sido impresindibleel diseño, ontemplado en la Seión 3.1.2, de la fase interpretativa omo unsistema de transiión de estados.3. Transformaiones:Hemos adaptado al ontexto difuso (para varios lenguajes), por primera vezen la literatura, la noión lásia de desplegado, heredando la simpliidad y lapotenia omputaional de experienias preedentes en entornos no difusos.Primeramente, hemos de�nido el desplegado difuso para el lenguaje f-Prologde Vojtá² y Paulík [1996℄ (tal omo se reoge en [Julián et al., 2004b,℄) y para



225el lenguaje ef-Prolog, así omo el reemplazamiento de t-norma de programasef-Prolog [Julián et al., 2004a, 2005℄.Asimismo, hemos introduido para el lenguaje lef-Prolog las reglas de reempla-zamiento de t-norma, que aportan nuevas ventajas a esta tranformaión a lahora de omputar los grados de verdad. Esta regla, introduida en [Julián et al.,2005℄, puede verse omo un preedente de la de desplegado interpretativo quereferimos posteriormente para el lenguaje multi-adjunto.Además, hemos abordado el estudio de la transformaión de desplegado en elmaro de la programaión lógia multi-adjunta. En onreto, hemos ontem-plado para el lenguaje multi-adjunto, dos tipos de desplegado muy interrela-ionados: el operaional (primeramente introduido en [Julián et al., 2005a℄) yel interpretativo (introduido por vez primera en [Julián et al., 2006℄).Este último, aelerará la evaluaión de los grados de verdad en la fase interpre-tativa, tal omo hemos justi�ado en [Julián et al., 2006℄. Para su formulaiónha sido impresindible la formalizaión de esta fase omo un sistema de tran-siión de estados que, además, evita el uso de oneptos semántios (los queoriginariamente de�nen esta fase en [Medina et al., 2004℄ y que nosotros tam-bién respetamos en [Julián et al., 2005a℄).Por último, hemos destaado el papel fundamental que juega la transformaiónde desplegado (para la programaión lógia multi-adjunta) tanto para produirevaluadores pariales y mejorar el álulo de redutantes, tal omo se trató enlos Capítulos 6 y 7, omo para onstruir semántias por desplegado para estelenguaje (lo que se ontempla posteriormente omo trabajo futuro).4. Propiedades de orreión del desplegado difuso:Hemos obtenido los mejores resultados de orreión y e�ienia, que puedenesperarse de las transformaiones de desplegado difuso planteadas anterior-mente para las distintas variaiones difusas de Prolog, on espeial énfasis enel maro multi-adjunto.Estos resultados se obtienen por primera vez en el ontexto difuso y los o-rrespondientes al lenguaje lef-Prolog generalizan a los que obtuvimos tambiénpara lenguajes más primitivos (f-Prolog y lf-Prolog, de Vojtá²).En esenia, hemos justi�ado que, desde el punto de vista teório, los progra-mas transformados obtienen las mismas respuestas omputadas difusas que el



226 Capítulo 8. Conlusionesoriginal; y, desde el punto de vista prátio, se obtiene mejora en e�ieniauando ejeutamos los programas residuales, puesto que se redue el númerode pasos de omputaión neesarios para resolver un objetivo.Debemos preisar que los resultados obtenidos para el desplegado de progra-mas multi-adjuntos no extienden automátiamente a los orrespondientes dellenguaje lef-Prolog dado que estos lenguajes poseen distinta semántia proe-dural, aparte de otros rasgos que los diferenia a nivel expresivo y proedural.En uanto al lenguaje lef-Prolog, hemos justi�ado la orreión total fuerte(véase [Julián et al., 2004a℄, [Julián et al., 2004b℄ y [Julián et al., 2005℄). Por loque se re�ere al lenguaje lenguaje multi-adjunto, hemos demostrado las propie-dades de orreión del desplegado operaional, del desplegado interpretativoy, �nalmente, los resultados de orreión del sistema de transformaión deter-minado por la ombinaión de ambos tipos de desplegado. Estas propiedadesdel desplegado operaional se reogen en [Julián et al., 2005a℄, y los relativosal desplegado interpretativo y al sistema de transformaión en [Julián et al.,2005b℄ y en [Julián et al., 2006℄.En uanto a la e�ienia, hemos probado que las seuenias de transformaiónpueden ser dirigidas de manera arbitraria1, puesto que ualquier paso de trans-formaión basada en desplegado difuso o reemplazamiento de t-norma siempreprodue una mejora en los programas transformados.Esto onstrasta on otras reglas de transformaión, omo la introduión dede�niión o el plegado, que pueden degradar la e�ienia de los programas si nose usan �estrategias de transformaión� apropiadas para orientar la seueniade transformaión.Finalmente, es importante destaar que los resultados obtenidos pueden to-marse omo el punto de partida para la optimizaión de programas lógiosdifusos y onstituyen el primer paso en la onstruión de un sistema global deplegado/desplegado (inluyendo más reglas de transformaión y estrategias)para la optimizaión de esta lase de programas.5. Redutantes y Evaluaión Parial:Los redutantes son una herramienta introduida en el ontexto de la pro-gramaión lógia generalizada on anotaiones (véase [Kifer y Subrahmanian,1Sin neesidad de introduir heurístias más re�nadas (omposiión, tupling, et.)



2271992℄) para demostrar propiedades de orreión y ompletitud, y adaptado re-ientemente al maro multi-adjunto (véase [Medina et al., 2001℄), para tratarel problema de inompletitud que se presenta uando se trabaja en retíulosasoiados (sólo) parialmente ordenados. Un programa lógio multi-adjunto,interpretado en un retíulo ompleto, preisa ontener estas reglas (los redu-tantes) para que quede garantizada su ompletitud (aproximada).Por nuestra parte, hemos introduido (omo puede verse en [Julián et al.,2006b℄, [Julián et al., 2009℄) un nuevo onepto de redutante on pequeñas di-ferenias sintátias on el redutante de Medina et al. [2004℄ �al que llamamos
1-redutante�, pero que posee la ventaja de que puede de�nirse y extenderse(omo referimos a ontinuaión) usando oneptos de evaluaión parial quefailitarán notablemente su álulo.Hemos probado que este redutante y el original aportan la misma respuestaomputada difusa (y on la misma e�ienia) para un objetivo básio A en unprograma P y, por tanto, son proeduralmente equivalentes; además, hemosjusti�ado la equivalenia semántia de ambos redutantes (véase de nuevo[Julián et al., 2007℄, [Julián et al., 2009℄).Hemos adaptado (en [Julián et al., 2009℄) el onepto lásio de EP al marode la programaión lógia multi-adjunta partiendo de las ténias onoidasen el ampo de la deduión parial de programas lógios puros [Gallagher,1993; Komorowski, 1982; Lloyd y Shepherdson, 1991; Pettorossi y Proietti,1994℄, pero haiendo uso de la regla de desplegado difuso que desarrollamosen [Julián et al., 2005a,b℄ para esta lase de programas, a �n de obtener unaversión optimizada (espeializada) del programa original que se ejeuta máse�ientemente.Hemos propuesto (también en [Julián et al., 2009℄) un método para alularredutantes usando estas ténias de EP, lo que supone una apliaión muyoriginal de las mismas. La idea onsiste en relaionar el onepto de EP deun átomo en un programa lógio multi-adjunto on la onstruión de unredutante para diho átomo, lo que nos permite diseñar un álulo e�ientede redutantes. De este modo, logramos rebajar el impato negativo de lainorporaión de redutantes a un programa lógio multi-adjunto, medianteun álulo previo en el que los redutantes son parialmente evaluados antesde añadirlos al programa �nal: puesto que la fase de EP produe un onjuntore�nado de redutantes, el esfuerzo omputaional realizado (sólo una vez) en



228 Capítulo 8. Conlusionestiempo de generaión es evitado (muhas vees) en tiempo de ejeuión.Surge así el onepto de PE-redutante que generaliza y mejora el redutantede Medina et al. [2004℄ y 1-redutante que habíamos introduido previamente.Además, hemos obtenido estos PE-redutantes haiendo uso de ténias deevaluaión parial on umbralizaión, lo que nos permite simpli�ar su ex-presión y reduir las seuenias de derivaión en las que intervienen (véanse[Julián et al., 2006a, 2007b℄, a tal efeto).Hemos diseñado un algoritmo e�iente para omputar PE-redutantes usan-do ténias de evaluaión parial basadas en desplegado on un onjunto deumbrales dinámio.Hemos onsiderado equivalenias proedurales entre el PE-redutante, el 1-redutante y el redutante debido a Medina et al. [2004℄ (véase [Julián et al.,2007℄, [Julián et al., 2009℄). Los resultados obtenidos, junto on la omodidad(ya referida) que supone obtener el PE-redutante a partir de ténias deevaluaión parial umbralizada, muestran las ventajas del onepto de PE-redutante respeto del primitivo. En partiular, el uso de PE-redutantespermite trabajar on programas residuales más e�ientes que los originales, enlos que se rebaja la longitud de las derivaiones admisibles.Por último, introduimos el onepto de ompleión de un programa (programaequivalente �en ierto sentido� al dado, ompleto y formado por redutantes),para evideniar el uso de redutantes. Además, de�nimos una nueva semántiaoperaional para la programaión lógia multi-adjunta que evita el inonve-niente de trabajar en la prátia on programas in�nitos.



Capítulo 9Trabajo futuroEl desarrollo de la presente tesis dotoral ha supuesto de forma olateral la aperturade una serie de líneas de investigaión en nuestro grupo que, en términos generales,pretenden aúnar esfuerzos en uanto al diseño, implementaión y estandarizaión delos lenguajes lógios difusos. Centrándonos en el maro multi-adjunto, algunas deestas líneas ya están en marha o se iniiarán de forma inminente, y su evoluiónposterior puede entenderse omo trabajo futuro de esta tesis. A modo de resumen,estos son los prinipales frentes temátios que pretenden ontinuar los desarrollosdesritos en esta memoria:1. Semántias por desplegado:A un nivel teório, el uso de la regla de desplegado omo medio para arate-rizar la semántia delarativa de los programas lógios usando ténias pura-mente operaionales, aparee por primera vez desrito en [Levi y Manarella,1988℄.En diho texto, se evidenia el heho de que la semántia delarativa de unprograma lógio, de�nida de forma estándar omo el modelo mínimo de Her-brand del programa, es inapaz de apturar el observable que mejor re�eja laesenia operaional de una omputaión lógia: las respuestas omputadas.A pesar de que se han desrito oneptos más potentes y ambiiosos de semán-tias delarativas (la así llamada s-semántia de Falashi [1988℄; Bossi et al.[1994℄) apaes de re�ejar el omportamiento operaional asoiado al observa-ble de las respuestas omputadas, es en [Levi y Manarella, 1988℄ donde por229



230 Capítulo 9. Trabajo futuroprimera vez se presenta la idea novedosa de onebir este tipo de semántiaomo un programa transformado obtenido por una seuenia (posiblementein�nita) de desplegados.Diho programa desplegado estaría ompuesto úniamente por láusulas uni-tarias que se orrespondería on la semántia delarativa deseada. Más aún:la semántia por desplegado así onstruida, puede verse omo un programadonde ualquier objetivo puede ser �ejeutado� haiendo uso exlusivamentede uni�aión sintátia (sin neesidad de reurrir a la resoluión-SLD).En [Bossi et al., 1994℄ se muestra que las transformaiones basadas o guiadaspor la semántia de un programa lógio P , entre las que se inluye on espeialrelevania el desplegado, suponen una vía alternativa para araterizar la s-semántia asoiada al observable de respuestas omputadas de P .De forma similar a lo que ourre on la semántia por punto �jo, esta formali-zaión se revela a medio amino entre la semántia delarativa y la operaionalde un programa lógio.Sirve no sólo para mostrar de forma senilla la equivalenia entre éstas, sinotambién para formalizar distintos tipos de semántias omposiionales que pue-den apliarse inluso a programas abiertos (donde el onjunto de láusulas quede�nen un mismo prediado puede estar distribuido en módulos independien-tes), lo que revierte en distintos tipos de modularidad y paralelismo potenialde este tipo de programas.Como aabamos de deir, la semántia por desplegado de un programa lógio
P supone una forma alternativa de desribir el signi�ado del mismo, al tiempoque disfruta de dos importantes propiedades (la primera de aráter semántioy la segunda de estilo más proedural) que podemos resumir así:a) la semántia por desplegado de P es apaz de re�ejar el omportamientooperaional de P asoiado al observable de las respuestas omputadas, yb) la semántia por desplegado de P es otro programa (transformado) P ′ompuesto úniamente por hehos (láusulas unitarias o sin uerpo) sobreel que ualquier objetivo puede �evaluarse� usando uni�aión sintátia,obteniéndose los mismos resultados que usando la resoluión-SLD sobreel programa original P .Existen semántias por desplegado para programas lógios [Levi y Manarella,



2311988℄ y lógio funionales [Moreno, 2000℄. Nosotros abordaremos, en el futuro,la obtenión de semántias por desplegado para programas lógios difusos, enonreto para el lenguaje multi-adjunto de Medina et al. [2004℄. Aunque lamayoría de los lenguajes lógios difusos disponen de semántias de punto �jo ybasadas en el modelo mínimo de Herbrand, estas araterizaiones suelen serbásias (ground), en el sentido de que no ontemplan la presenia de variablesen sus modelos. Nosotros nos planteamos superar esta barrera mediante lade�niión de semántias más rias (por ejemplo, en la línea de la semántia derespuestas omputadas, o s-semántias [Falashi et al., 1989, 1993; Bossi et al.,1994℄): en el aso onreto del maro multi-adjunto, pensamos que es fatiblereutilizar buena parte de nuestra experienia en la de�niión de reglas difusasde desplegado para obtener una araterizaión semántia más potente que labasada en la obtenión del onjunto de éxitos básios.En efeto, nuestro objetivo es de�nir una semántia por desplegado (y estudiarlas propiedades formales de orreión, ompletitud), que extienda la aproxi-maión lásia para dar uenta de los grados de verdad y que nos permitasimular nuestra semántia delarativa por modelo mínimo (diseñada en [Ju-lián et al., 2009℄ y reogida en el Capítulo 3) y la semántia de punto �jodesrita por Medina et al. [2004℄, para el lenguaje multi-adjunto. Esta ex-perienia nos permitirá, además, valorar la posibilidad de extender el diseñode esta semántia a otros lenguajes difusos que se enuentren su�ientementeestandarizados.2. Espeializaión por evaluaión parial:Ya hemos visto en el Capítulo 7, ómo es posible reutilizar ténias de evalua-ión parial (EP) para de�nir un re�namiento de la noión lásia de redu-tante, el denominado PE-redutante, que permite mejorar las propiedades deompletitud del maro multi-adjunto sin que se resienta la e�ienia en la eje-uión de los programas. Es importante destaar una vez más que nuna antesse había onebido la EP omo un medio apaz de alanzar unas metas tannovedosos omo las nuestras. El algoritmo de ontruión de PE-redutantesdesrito en [Julián et al., 2009℄, es pues un método efetivo y e�iente para elómputo de redutantes que parte de una primera adaptaión al maro multi-adjunto de unos uantos oneptos básios de EP provenientes de la programa-ión lógia pura. Pero poo más que la onstruión de árboles de desplegado(aún introduiendo elementos originales, omo la poda de ramas inútiles me-



232 Capítulo 9. Trabajo futurodiante el uso de un onjunto dinámio de umbrales, propuesta en [Julián et al.,2006a, 2007b℄) ha sido neesario inorporar en nuestros desarrollos para ubrirnuestro prinipal propósito de generar PE-redutantes.Sin embargo, uando el objetivo perseguido es el lásio de la espeializaiónde programas, entones las ténias de evaluaión parial deben reforzarse enmuhos otros aspetos omo son nuevos análisis de los árboles de desplegadopara generar resultantes, riterios de terminaión loal y global, et., que pa-samos a omentar a ontinuaión. Es importante tener en uenta que algunasde estas aiones pueden a su vez arrojar resultados reutilizables en revisionesfuturas de los proesos de onstruión de PE-redutantes, lo que en el mejorde los asos permitirá una interesante realimentaión de las dos apliaionesfundamentales de la EP que nosotros abordamos en el maro multiadjunto.Así pues, si en términos lásios la EP persigue la espeializaión automá-tia de programas delarativos on respeto a parte de sus datos de entradamediante el álulo de resultantes, en nuestro maro difuso estamos en dispo-siión de aometer esta tarea enlazando on la generaión de los árboles dedesplegado (posiblemente umbralizados) que hemos desrito en esta tesis paraonstruir PE-redutantes. A partir de aquí, es posible avanzar en los siguientesaspetos:a) En primer lugar, es neesario superar la restriión de evaluar separada-mente átomos básios que imponemos atualmente a la hora de generarPE-redutantes. Para onseguir mejores grados de espeializaión, intere-sa evaluar parialmente objetivos omplejos que ontengan varios átomosno neesariamente básios ombinados on agregadores, tal y omo se haheho en el maro de la deduión parial onjuntiva [Glük et al., 1996;Leushel et al., 1996℄ para la espeializaión de onjuniones de átomos.Esta misma línea será fundamental para diseñar PE-redutantes referidosa átomos no neesariamente básios (algunos avanes preliminares puedenenontrarse en [Morillo y Moreno, 2009℄).b) También es preiso introduir estrategias más re�nadas de ontrol lo-al, omo los métodos basados en (quasi-)órdenes bien-fundados [Albertet al., 1998℄, en vez de �jar ad ho un máximo arbitrario de niveles dedesplegado. Además, es neesario introduir un proedimiento efetivo deevaluaión parial de un programa multi-adjunto on respeto a un on-



233junto de átomos/objetivos, lo que enlaza on las estrategias de ontrolglobal. Estos ontroles están relaionados on la terminaión de proesosreursivos de desplegado, es deir, sobre omo frenar la onstruión reite-rada de árboles de desplegado para átomos/objetivos iguales o similares alos ya tratados, mientras se garantiza que el potenial deseado de espeia-lizaión se mantiene sin perjudiar la orreión semántia del programaresultante. Nótese que uando un programa es parialmente evaluado, laoleión de objetivos que apareen en el onjunto iniial (on respeto alual se realiza la espeializaión) normalmente preisa ser aumentado ensuesivas etapas para obtener una espeializaión efetiva. Estos nuevosobjetivos deben ser reursivamente tratados (generando nuevos árbolesde desplegado), omo también ourrirá on las ténias de tabulaión queveremos más adelante (y que también generan bosques de árboles), paraompletar satisfatoriamente el proeso de espeializaión. Por tanto, pa-ra garantizar la terminaión del proeso de evaluaión parial (y del detabulaión) es importante investigar en ténias apropiadas apaes demantener este onjunto �nito.) Por último, es neesario replantear la orreión y la ompletitud delproeso ompleto de evaluaión parial en su voaión espeializadora,ya que son muhos los elementos en los que di�ere on respeto a lageneraión de PE-redutantes. En partiular, nótese que en esta tesishemos desrito ómo sintetizar un sólo redutante a partir de todas lashojas de un sólo árbol de desplegado para un sólo átomo (básio), mientrasque la espeializaión de un programa on respeto (inluso) a un sóloátomo, puede requerir la generaión de más de un árbol de desplegado,al tiempo que ada una de las hojas de ada árbol dará lugar a una solaregla de programa distinta e independiente (resultante).3. Optimizaión por plegado/desplegado:Este tipo de ténias, también onoidas omo la aproximaión basada en �re-glas + estrategias�, onsiste en de�nir un onjunto de reglas de transformaiónelementales (inluyendo invariablemente las operaiones básias de plegado ydesplegado, que en esenia realizan la ontraión y expansión, respetivamen-te, de expresiones en un programa usando de�niiones equivalentes del mismoprograma u otros preedentes), que se aplian sobre un programa siguiendo



234 Capítulo 9. Trabajo futurouna determinada estrategia o heurístia enargada de dirigir de forma auto-mátia el proeso de apliaión de estas reglas al onstruir la seuenia detransformaiones (según Pettorossi y Proietti [1994, 1996b℄).La operaión de desplegado (en sus distintas formulaiones) ha demostradoampliamente su utilidad en ténias de análisis, depuraión, ompilaión, sín-tesis, et., de programas delarativos, y partiularizando en el maro multi-adjunto, en esta tesis hemos dejado onstania de ómo la apliaión reiteradade desplegados difusos (y sus variantes) produe programas ada vez más e�-ientes (ver Julián et al. [2004b,a, 2005a,b, 2006℄). Sin embargo, el potenialoptimizador de esta regla de transformaión tiene sus límites ya que, por ejem-plo, no es apaz de reduir la omplejidad algorítmia de los programas. Parasuperar esta limitaión, es preiso ombinarla on otras reglas entre las quedebe obrar espeial importania la transformaión inversa de plegado. Portanto, puesto que el desplegado alanza, posiblemente, sus mejores otas deapliaión en sistemas de transformaión por plegado/desplegado basados en�reglas+estrategias�, surge nuestro interés por desarrollar versiones de plega-do difuso potentes y efetivamente ombinables on los desplegados difusosdiseñados hasta ahora.Como preedente en el maro multi-adjunto, en [Moreno, 2006℄ ya desribimosuna primera versión de plegado difuso que es reversible (es deir, sus efetospueden deshaerse al apliar un desplegado posterior) y por tanto on poder op-timizador limitado, al no mostrarse apaz, por ejemplo, de generar de�niionesreursivas de prediados difusos. El sistema de transformaión se ompleta onotras reglas auxiliares omo son la introduión de de�niiones y el �fating�(que en esenia se orresponde on la uarta variedad de los reemplazamientosde t-norma desarrollados en esta tesis). En [Moreno, 2006℄ se demuestra queel sistema global preserva la semántia de los programas y que siempre que elnúmero de desplegados supere al de plegados, queda garantizado el inrementode e�ienia en el programa �nal, aún uando esta mejora sea moderada.Un avane en esta direión lo damos en [Guerrero y Moreno, 2007, 2008℄,donde por primera vez se supera el aráter reversible de nuestra primera apro-ximaión en [Moreno, 2006℄. La nueva variedad de plegado difuso, esta vez noreversible, es apaz de plegar una regla de programa on otra �plegante� per-teneiente a ualquier otro programa de la seuenia de transformaión. Unaaraterístia muy novedosa de la adaptaión de esta regla al maro difuso,



235es que exige la apliaión previa de una transformaión orientada a �limpiar�el uerpo de las reglas a plegar sin que éstas pierdan su signi�ado, retiran-do de ellas tantos agregadores y grados de verdad omo sean neesarios paraasemejar su aspeto al de la regla que se usará omo plegante, y llevándolos ala de�niión de un nuevo agregador que será invoado desde la regla a plegar.Para ello, se realiza la introduión de nuevas de�niiones de agregadores quequedan adeuadamente desritos en términos de estos elementos �que estor-ban� en la regla de partida, según la distribuión original que tenían en lamisma. El proeso global (que tiene iertas orrespondenias on la así lla-mada regla de �abstraión� de los sistemas de transformaión funionales ylógio-funionales) es llevado a abo por lo que nosotros hemos denominado�transformaión de agregaión�, que presenta altos grados de originalidad ennuestro maro y de la que volveremos a hablar más adelante.El poder optimizador del nuevo sistema de transformaión ahora es muho máselevado que su predeesor, permitiendo la síntesis de prediados reursivos queen muhas oasiones derivan en programas transformados on omplejidadesalgorítmias muho más ligeras que los originales. En ualquier aso, aun-que todo paree indiar que la nueva transformaión preserva la semántia delos programas bajo las mismas ondiiones de apliabilidad que la versión re-versible primitiva, todavía queda por demostrar formalmente sus propiedadesfundamentales de orreión y ompletitud.Además, omo ya ourre en otros paradigmas delarativos preedentes, se sabeque el alto poder optimizador del plegado no reversible suele venir ompaña-do, también en el maro difuso, de fuertes riesgos de produir seuenias detransformaión degeneradas que arrojen programasmás ine�ientes inluso quelos originales. Por tanto, ahora resulta inaplazable el diseño de estrategias detransformaión satisfatorias apaes de onduir hábilmente estas seueniashasta alanzar programas optimizados. En este sentido, algunas experieniasprevias adquiridas en nuestro grupo (ver [Alpuente et al., 2004; Moreno, 2000℄)en la de�niión de este tipo de heurístias en un maro lógio-funional, pue-den ser muy valiosas para adaptar al ontexto difuso las estrategias lásias deomposiión y formaión de tuplas, entre otras.4. Tabulaión on umbralizaión:Las ténias de tabulaión proporionan un proedimiento para la ontestaión



236 Capítulo 9. Trabajo futurode preguntas que se basa en el almaenamiento y reutilizaión de ómputos entiempo de ejeuión ([Swift, 1999; Tamaki y Sato, 1986℄), manteniendo iertasorrespondenias on las ténias de evaluaión parial y nuestros métodos deonstruión de PE-redutantes (sobre todo en lo referentes a la onstruiónde bosques de árboles) aún uando en estos últimos asos los objetivos di�eran:en vez de ejeutar programas de forma e�iente, lo que se trata es de espe-ializarlos o �ompletarlos� para que su posterior ejeuión presente mejorespropiedades de e�ienia y/o ompletitud.Las primeras adaptaiones de las ténias lásias de tabulaión provenientesde la programaión lógia pura ([Tamaki y Sato, 1986; Swift, 1999℄) al ontextodifuso de los programas tanto residuados omo multi-adjuntos, las enontra-mos en [Damásio et al., 2004b,a℄. La poda de ramas inútiles en tiempo deejeuión se hae sobre aquellas omputaiones que, omo en el aso lásio,se sabe que sólo onduen a soluiones repetidas. Sin embargo, en los marosdifusos, la gestión de los grados de verdad proporiona nuevas oportunidadespara eliminar las ramas que, aún uando no onduzan a soluiones redundan-tes, resultan irrelevantes al llevar asoiados grados de verdad no signi�ativos(inferiores a otras salidas más representativas).Este efeto ya se ha observado en la tesis al onstruir PE-redutantes, lo quenos llevó a la generaión e�iente de árboles de desplegado umbralizados, dondemuhas ramas irrelevantes (que onduían a hojas on grados de verdad muydegradados) no llegaban nuna a generarse, inrementando no sólo la e�iien-ia del proeso global (en tiempo y en espaio) sino también garantizando unamayor alidad de los PE-redutantes obtenidos, lo que revertía en una ejeu-ión más rápida de los programas resultantes. Con el mismo espirítu, pero estávez orientados a las ténias de tabulaión difusa, la versión umbralizada queproponemos en [Julián et al., 2008a℄ supone una nueva semántia operaionalpara programas multi-adjuntos que goza de altos grados de e�ienia, en la queno sólo se soslayan omputaiones redundantes (que son los efetos lásios dela tabulaión) sino que también se evitan (graias a la umbralizaión dinámi-a) aquéllas que onduen a soluiones inútiles por llevar asoiados grados deverdad degradados.Un paso más allá en esta misma línea, lo damos en [Julián et al., 2008b; Ju-lián et al., 2009℄, donde se mejoran los riterios de atualizaión dinámia deumbrales. Si en la versión anterior el �ltro básio lo onstituía el grado de



237verdad de la regla de programa R que se pretendía explotar en un nuevo pasode omputaión, ahora se usan dos nuevos riterios de frenado de omputaio-nes supér�uas: uno basado en una estimaión segura y al alza del uerpo de
R (asumiendo que en el mejor de los asos los átomos que ontienen seránevaluados on el mayor grado de verdad posible) y otro más que se obtienepor ombinaión de los dos anteriores (mediante la onjunión adjunta a laimpliaión de R). Con todo ello onseguimos que este onjunto de tres �l-tros optimie al máximo la gestión de umbrales dinámios, reduiendo muysigni�ativamente la generaión de ramas redundantes e inútiles.Finalmente, en [Julián et al., 2010℄ nos planteamos ondiiones que asegurenla terminaión de los proesos omputaionales propuestos anteriormente. Enprinipio, y partiendo de las evidenias obtenidas en preedentes lógios puros,sabemos que estas ondiiones suelen estar muy relaionadas (uando no sonidéntias) tanto en ténias de evaluaión parial omo de tabulaión ([Verbae-ten et al., 2001; Vidal, 2007℄). En esos maros es freuente que, aún uando lasejeuiones estándar de algunos programas entren en bule in�nito, sí termi-nen las basadas en tabulaión (y la espeializaión). Sin embargo, la preguntaque nos surge en nuestro maro difuso es si es posible enontrar situaionesdonde la semántia operaional estándar, la EP y la tabulaión difusa no ter-minen, mientras que sí lo hagan sus versiones umbralizadas. Afortunadamente,en [Julián et al., 2010℄ ilustramos que estas situaiones existen, lo que da to-davía muho más sentido al uso de umbrales a la hora de onstruir árboles dedesplegado: las ténias de EP y tabulaión ya no sólo mejoran sus rendimien-tos al ser umbralizadas, sino que además se haen apliables en asos dondelas versiones no umbralizadas presentaban omportamientos no terminantes.Para el futuro inmediato queda pendiente no sólo elevar nuestros resultados alprimer orden, ya que atualmente nuestras ténias umbralizadas de tabulaióndifusa sólo se entran en el aso proposiional, sino también formalizar lasnuevas ondiiones de terminaión (que se adivinan muho más �exibles graiasa la umbralizaión, espeialmente uando onsideremos programas de primerorden), araterizar la lase ahora muho más amplia de programas sobre laque nuestras ténias son apliables de forma segura, y por último reforzar yrealimentar on todos estos resultados la revisión de las ténias de evaluaiónparial difusa y álulo de PE-redutantes que hemos desarrollado hasta estemomento.



238 Capítulo 9. Trabajo futuro5. Otras atuaiones relaionadas:Todos los pasos que se están dando en nuestro grupo de investigaión en uan-to al desarrollo del maro multi-adjunto, ya están materializados o esperansu inminente implementaión prátia sobre el entorno FLOPER que hemosdesrito en el Capítulo 2. Como ya dijimos, el prototipo en su versión iniial yaes apaz de ompilar programas lógios multi-adjuntos a ódigo Prolog están-dar (que posteriormente puede ser ejeutado sobre ualquier intérprete Prologde manera ompletamente transparente para el usuario) siguiendo el métododesrito en esta tesis y publiado en [Julián et al., 2006℄.En algunas atuaiones posteriores ([Morillo y Moreno, 2008℄), se analiza unnuevo método de representaión más detallada de los programas difusos, quetambién se basa en una odi�aión Prolog, pero esta vez de forma más so�sti-ada (ada regla difusa genera un heho Prolog donde se �desmenuzan� todossus omponentes para ser proesados a más bajo nivel por otros prediadosdesritos también en forma de láusulas Prolog) lo que permite visualizar de-talles internos de la ejeuión de los programas multi-adjuntos. Esta últimaopión, que amplía el repertorio de funionalidades de FLOPER, ha desveladoentre otras habilidades, sus apaidades de depuraión delarativa mediantela generaión de trazas que permiten la visualizaión de árboles de desplega-do, por lo que de alguna manera todo paree indiar que la implantaión detodas nuestras ténias basadas en este tipo onstruiones arboresentes (eva-luaión parial difusa, PE-redutantes, tabulaión umbralizada, et.) tendránuna rápida implantaión sobre FLOPER.Aunque a más largo plazo, en nuestro grupo de trabajo, nos planteamos nuevosmétodos de generaión de un tipo de ódigo más e�iente que las versiones ba-sadas en Prolog (omo por ejemplo, aquellas formulaiones que puedan haeruso de las extensiones difusas que hemos realizado sobre la Máquina Abstra-ta de Warren, WAM, [Aït-Kai, 1991; Warren, 1983℄ y que desribimos en[Julián y Rubio-Manzano, 2006, 2009℄), atualmente estamos mejorando el in-terfaz grá�o de la herramienta para failitar su interaión on el usuario.Más allá, también estamos implementando sobre el sistema diversos mode-los de omputaiones interpretativas que superan nuestra de�niión iniial de�paso interpretativo� propuesta en [Julián et al., 2006℄, omo es el aso dela de�niión de �paso interpretativo orto� que se proporiona en [Morillo yMoreno, 2009a℄.



239Este último onepto enlaza on los análisis de oste omputaional desritosen el Capítulo 6 de esta tesis, ante la evidenia de que si bien en un programalógio multi-adjunto los objetivos son evaluados en dos fases omputaiona-les separadas, operaional e interpretativa, esta segunda fase preisaba desdesus iniios de mayores esfuerzos de formalizaión y ontabilizaión de su os-te omputaional. La medida propuesta en esta memoria (ver [Julián et al.,2007℄) es pionera en difereniar las diferentes argas omputaionales asoia-das a dos pasos interpretativos que evalúan onnetivas de diferente omple-jidad en funión del número de operadores primitivos involurados (direta oindiretamente) en la de�niión de ada una de ellas. Sin embargo, esta asigna-ión de �pesos� o sobrearga omputaional asoiada a los onetivos que invo-an a otros onetivos para ser evaluados durante la fase interpretativa (uyonúmero de llamadas es además tenido en uenta de forma preisa en [Morilloy Moreno, 2009b℄) se resuelve de forma senilla mediante el simple reuentode �pasos interpretativos ortos� que se dan a lo largo de una derivaión. Estenuevo onepto se basa en la distinión de pasos �ortos� apliados durantela fase interpretativa que, o bien expanden �sintátiamente� la de�niión delas funiones de verdad de los agregadores evaluados sobre los estados de unaderivaión, o bien tan sólo proeden a evaluar un únio operador primitivoen ada paso (normalmente una operaión aritmétia del tipo +, ∗, −, min,et.). Todos estos desarrollos están llamados a in�uir de forma signi�ativa enla alibraión de las distintas ténias y herramientas on fuerte sabor difusoque venimos omentando (plegado/desplegado, evaluaión parial, tabulaiónumbralizada, et.).En ualquier aso, en [Morillo y Moreno, 2009d℄ se ha iniiado una nueva líneade trabajo que, de forma olateral y en olaboraión on todos los esfuerzos rea-lizados anteriormente para mitigar y dar más preision a las medidas de ostepropuestas, permitirá reduir la omplejidad de las de�niiones de onetivasy así reduir su impato omputaional a la hora de ser evaluadas. Ante la evi-denia de que durante los proesos de transformaión por plegado/desplegadoque hemos desrito anteriormente, la regla de �agregaión� puede produir ensu apliaión reiterada de�niiones de onetivas on altos niveles de anida-miento en invoaiones a otros agregadores, urge la neesidad de optimizarestas de�niiones. Para onseguir este �n, en [Morillo y Moreno, 2009d℄ seesbozan algunas ténias que se inspiran a su vez en:



240 Capítulo 9. Trabajo futuropor una parte, métodos lásios de plegado/desplegado espeialmente on-ebidos en su origen para �Sistemas de Reesritura de Términos� (o TRS'ssegún Klop [1992℄; Baader y Nipkow [1998℄; Huet y Lévy [1992℄; Klop yMiddeldorp [1991℄, que sientan en buena parte las bases de la programa-ión funional y lógio-funional) debido sobre todo al enorme pareidoentre estos sistemas y las euaiones que de�nen los agregadores difusos,ypor otra parte, distintos tipos de análisis de terminaión de programasbasados en la manupulaión de grafos de dependenias y también �size-hange� ([Arts y Giesl, 2000b; Lee et al., 2001℄), usados en múltiplesontextos delarativos.
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