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Resumen

El objetivo general de esta tesis es la introduccién de un conjunto de transformacio-
nes, basadas en desplegado, para optimizar programas légicos difusos. Introducimos
por primera vez estas técnicas de transformacion de programas, que por otra par-
te son clasicas en paradigmas declarativos precedentes como el légico, funcional,
logico-funcional, etc., sobre distintos lenguajes de la programacion logica difusa (a
los que también en ocasiones aportamos diferentes tipos de enriquecimientos), po-
niendo especial énfasis en el relativamente reciente marco 16gico multi-adjunto. En
este potente paradigma difuso se extiende la nocion clasica de clausula al etiquetar
las reglas con pesos y permitir la presencia de distintos tipos de conectivas difusas en
sus cuerpos, al tiempo que se dispone de una amplia gama de reticulos para modelar
la nocion de grado de verdad en dominios més ricos que el intervalo [0, 1].

Hemos estudiado las principales semanticas de la programacion légica multi-
adjunta y aportado resultados relevantes sobre las relaciones que mantienen entre
ellas. Ademas de formular mediante teoria de modelos la nocién de modelo minimo
de Herbrand difuso en este contexto, también mejoramos su semantica procedural
a dos niveles complementarios. Por un lado, demostramos sobre la fase operacional
una extension del resultado clasico de independencia de la regla de computacion, lo
que resulta crucial para demostrar las propiedades formales de nuestra nocién de
desplegado operacional. Por otra parte, disenamos la fase interpretativa en términos
de un sistema de transicion de estados, lo que resulta preceptivo para formular el
desplegado interpretativo en este marco y posteriormente abordar rigurosos anélisis
del coste computacional asociados a este tipo de computaciones y transformaciones.

En este mismo contexto, adaptamos conceptos clasicos de evaluacion parcial con
la intencién inicial de disponer de técnicas de especializacion para programas logicos
multi-adjuntos. Un paso més alla, y con una motivaciéon completamente diferente y

original, mostramos que estas mismas técnicas admiten una facil reutilizacién para el
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calculo eficiente de reductantes (reglas especiales que son necesarias para garantizar
la completitud -aproximada- en este contexto). Una particularidad de los lenguajes
difusos en general, y del logico multi-adjunto en especial, es que buena parte de
las técnicas de manipulacién de programas se prestan a su optimizacién mediante
técnicas de umbralizacién: se trata de evitar computaciones irrelevantes en funciéon
de la gestion de los grados de verdad que llevan asociadas. En este sentido, hemos
disenado un algoritmo refinado y 4gil para computar PE-reductantes muy eficientes
mediante técnicas de evaluacién parcial basadas en desplegado con un conjunto de
umbrales dindmico.

Todos los desarrollos descritos en esta tesis vienen acompanados de demostracio-
nes formales de sus propiedades fundamentales (incluyendo invariablemente las de
correccion, completitud y eficiencia), al tiempo que se proporcionan detalles técni-
cos sobre el prototipo FLOPER que se estd implementando en nuestro grupo y que
pretende servir de plataforma sobre la que implantar todos los avances relatados en
la misma.
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Capitulo 1

Introduccion

En esta tesis nos proponemos, como objetivo principal, la introduccién de un con-
junto de transformaciones, basadas en desplegado, para optimizar programas logicos
difusos. Estas técnicas de transformacién de programas, que son clésicas en la pro-
gramacion declarativa (logica, funcional y légico funcional), se introducen aqui por
primera vez sobre distintos lenguajes de la programacion logica difusa, y se tratan
con especial énfasis en el marco multi-adjunto.

Después de valorar distintos lenguajes de programacion logica difusa, optamos
por escoger el lenguaje multi-adjunto como marco sobre el que abordar las transfor-
maciones debido a su gran potencia y expresividad, que resulta de permitir distintas
implicaciones en las reglas y conectivas muy generales en los cuerpos de las mismas.
Como se documenta en las Secciones 1.5 y 2.5, este lenguaje mejora considerable-
mente otras propuestas de lenguajes difusos, ubicdndose en un contexto muy general
en el que muchos otros programas légicos difusos resultan instancias de un programa
multi-adjunto o pueden ser reescritos como un programa de esta clase.

Por tal motivo, la programacion légica multi-adjunta resulta muy atractiva para
estudiar reglas de transformacion de programas. En efecto, una vez caracterizadas
en este ambito, pueden ser adaptadas a los distintos lenguajes que cubre este estilo
de programacién difusa, hecho que, por otra parte, garantiza la relevancia y difusién
de los resultados.

Ademés, dicho lenguaje es apropiado para formular el desplegado difuso debido,
principalmente, a que disponemos de una sintaxis sencilla y una seméantica operacio-
nal apropiada (formalizada como un sistema de transicién de estados, que permite
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la definicion de reglas de desplegado y de técnicas de evaluaciéon parcial) para dar
cuenta de los grados de verdad. Es, por tanto, el marco (més general) que escoge-
mos para definir la transformacion de desplegado y demostrar sus propiedades de
correccién y eficiencia; y para adaptar, asimismo, la evaluacién parcial en contexto

difuso y su aplicacién posterior al célculo de reductantes.

Previamente, realizamos dos extensiones del lenguaje f-Prolog debido a Vojtas y
Paulik [1996] a fin de hacer posible, de una parte, una interpretacién més flexible de
las conectivas y, de otra, permitir la codificacién de los programas transformados,
todo ello de forma que se conservan las semanticas operacional y declarativa del
lenguaje original. Sobre el lenguaje que recoge las dos extensiones, que llamamos
lef-Prolog, definimos también la regla de desplegado, y sus propiedades de correccién

y eficiencia.

Hemos estudiado las semanticas de la programacion légica multi-adjunta, asi
como las relaciones entre ellas. Mejoramos la seméantica procedural, anadiendo a la
fase operacional (debida a los autores del lenguaje), el disefio de la fase interpretativa
en términos de un sistema de transicién de estados, lo que nos resulta preceptivo para
formular el desplegado interpretativo en este marco y, ademas, abordar un anélisis
del coste computacional de los programas multi-adjuntos. Para la fase operacional,
demostramos la independencia de la regla de computacion, extendiendo el resultado

conocido de la programacién logica.

Definimos, por primera vez, el concepto de modelo minimo de Herbrand difuso
adaptando, para este tipo de progamas, los conceptos clasicos de la programacion 16-
gica pura y expresamos a partir del mismo la seméantica declarativa de los programas

multi-adjuntos.

Probamos la equivalencia de esta seméntica con la de punto fijo obtenida por
Medina et al. [2004] y consideramos asimismo las relaciones de ambas con el conjunto
de respuestas computadas difusas (semantica procedural).

Por otra parte, mostramos como los métodos tradicionales que estiman el nimero
de pasos de computaciéon de una derivacién produce resultados no deseados cuan-
do estimamos el esfuerzo computacional de la fase interpretativa de los programas
multi-adjuntos. Para salvar esta dificultad definimos una medida de coste compu-
tacional adecuada para este tipo de programas que, ademaés, usamos en el calculo de
reductantes para justificar que nuestro 1-reductante tiene la misma eficiencia que el
primitivo. Estas medidas de coste podran servir en el futuro para estimar la eficiencia
de las técnicas de plegado/desplegado.
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Posteriormente, definimos una regla de desplegado para programas lef-Prolog (y
para otras variantes de este lenguaje) y para programas multi-adjuntos, y estudia-
mos sus propiedades de correccion y eficiencia. Para este lenguaje, estudiamos dos
reglas de desplegado (que llamamos operacional e interpretativo) y demostramos los

mejores resultados de correccién y eficiencia.

Ademaés, adaptamos al marco multi-adjunto los conceptos clasicos de evaluacion
parcial, con la intencién de disponer de técnicas de especializaciéon de programas
multi-adjuntos y proponermos asimismo el calculo eficiente de reductantes (necesa-
rios para garantizar la completitud de estos programas). En efecto, basandonos en
las técnicas clasicas de evaluacion parcial para programas declarativos y de nuestra
experiencia en adaptar la transformaciéon de desplegado en la programacion logica
borrosa adaptamos el concepto de EP al marco de la programacién légica multi-
adjunta para lograr una versién optimizada del programa original que se ejecuta

mas eficientemente.

Los reductantes son una herramienta introducida por Kifer y Subrahmanian
[1992] para demostrar propiedades de correcciéon y completitud de los programas
logicos generalizados con anotaciones, y adaptados recientemente por Medina et al.
[2001c] al marco multi-adjunto ya que un programa logico multi-adjunto, interpreta-
do en un reticulo completo, precisa contener estas reglas para que esté garantizada

la completitud (aproximada).

Por nuestra parte, introducimos un nuevo concepto de reductante con pocas
diferencias sintacticas con el de Medina et al. [2004], pero que puede definirse y
extenderse usando, de una forma muy novedosa, conceptos de evaluacion parcial
que facilitaran su céalculo. Surge asi el concepto de PE-reductante que generaliza
y mejora el reductante de Medina et al. [2004] y para los que, ademé&s, pueden
usarse técnicas de evaluacion parcial con umbralizacién, que permiten simplificar su
expresion y reducir las secuencias de derivacién en las que intervienen. Finalmente,
disenamos un algoritmo eficiente para computar PE-reductantes mediante técnicas

de evaluacién parcial basadas en desplegado con un conjunto de umbrales dinamico.

1.1. Contribuciones

Las principales contribuciones de esta tesis son las siguientes.
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Lenguajes

Entre los distintos lenguajes de programacion logica difusa el f-Prolog descrito en
[Vojtas y Paulik, 1996], es ya una referencia clasica y lo escogemos para adaptar el
concepto de desplegado de programas logicos difusos [Julian et al., 2004b,c]. Mejo-
ramos este lenguaje f-Prolog con marcas etiquetadas, obteniendo If-Prolog, extension
que resulta imprescindible para poder codificar los programas desplegados.

Ademaés, extendemos los dos lenguajes mencionados a fin de permitir una inter-
pretaciéon flexible de las conectivas, de modo que se admitan diferentes l6gicas en
un mismo programa y se mejore la potencia expresiva. Se obtienen asi los lenguajes
resultantes ef-Prolog y lef-Prolog (que conservan la misma seméantica operacional y
declarativa que los primitivos) que tratamos en [Julian et al., 2004a, 2005¢].

Ademaés, adaptamos el concepto clasico de regla de computacion para estos len-
guajes difusos, y probamos la independencia de la regla de computaciéon para pro-
gramas y objetivos If-Prolog [Julidn et al., 2004b,c]|, y para los correspondientes del
lenguaje lef-Prolog [Julian et al., 2004a, 2005¢].

En cuanto al lenguaje multi-adjunto, implementamos, en el grupo DEC-TAU, un
prototipo de intérprete/compilador para traducir programas légicos multi-adjuntos
a codigo Prolog, que aspira a ser una plataforma util para optimizar programas
difusos. Esta herramienta permite ya en la actualidad compilar, ejecutar y manipular
programas logicos difusos, segtin hemos disefiado en [Julian et al., 2006¢], y también
generar y visualizar arboles de desplegado.

Presentamos estas contribuciones en [Julian et al., 2004b], [Julidn et al., 2004c|,
[Julidn et al., 2004a], [Julian et al., 2005¢] y [Julian et al., 2006c¢].

Semanticas

Definimos, por primera vez en la literatura, una semantica declarativa para la pro-
gramacioén loégica multi-adjunta en términos del modelo minimo de Herbrand difuso,
adaptando a nuestro marco (tal como figura en [Julian et al., 2009]) la construccion
clasica de modelo minimo de Herbrand de la programacién légica pura, que ha sido
aceptada tradicionalmente como la seméntica declarativa de programas légicos. Este
modelo minimo permite también caracterizar las respuestas correctas.

Asimismo, proponiéndonos una revision de las semanticas conocidas del lenguaje
multi-adjunto, hemos estudiado todas las relaciones entre nuestra nocién de modelo

minimo difuso y las ya existentes seméantica procedural y de punto fijo, demostrando
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en particular la equivalencia entre la seméantica declarativa por modelo minimo y la
de punto fijo debida a Medina et al. [2004]. Incluimos una demostracion original de la
correccion de la semantica procedural de la programacion multi-adjunta. Aportamos
también ejemplos reveladores en los que nuestra seméantica declarativa sigue teniendo
sentido mientras las anteriormente mencionadas no estan definidas.

Ademas, clarificamos la semantica procedural del lenguaje, mejorando la fase in-
terpretativa, tal como se recoge en [Julian et al., 2006¢]|, que hemos disefiado como un
sistema de transicion de estados, hecho preceptivo para la formalizacion del desplega-
do interpretativo en este marco. Esta reformulacién de la fase interpretativa, permite
ademas el andlisis del coste computacional de estos programas multi-adjuntos que
referimos a continuacién.

Demostramos, tal como se justifica en [Julidn et al., 2005a], la independencia de
la regla de computacién, adaptando a nuestro contexto el resultado conocido de la
programacién légica pura.

Por otro lado, definimos una medida de coste computacional para los programas
l6gicos multi-adjuntos, que estima convenientemente el coste de la fase interpretativa
de estos programas, después de observar que el computo de los pasos de derivacion
es una medida ingenua que no resulta apropiada en este &mbito.

Hemos definido, en [Julidn et al., 2007c], [Julidn et al., 2007a], una medida de
coste computacional para dichos programas, que contabiliza el niimero de conectivas
y operadores primitivos que aparecen dentro de la definiciéon de los agregadores que
son evaluados en cada paso (interpretativo) de una derivacion dada. Posteriormen-
te, aplicamos este criterio de coste para contrastar (véanse de nuevo [Julian et al.,
2007c], [Julian et al., 2007a]) la eficiencia de dos nociones semanticamente equivalen-
tes de reductantes (la original, introducida por Medina et al. [2004] y nuestra version
refinada de 1-reductante).

Presentamos la mayoria de estas contribuciones en [Julidn et al., 2005a], [Julian
et al., 2006¢], [Julian et al., 2007a], [Julidn et al., 2007c] y [Julian et al., 2009].

Transformaciones

Adaptamos al contexto difuso (para varios lenguajes) la nocién cléasica de desplega-
do, manteniendo el comportamiento de esta transformacion en entornos no difusos.
Definimos, en primer lugar, el desplegado difuso para el lenguaje f-Prolog de Vojtas
y Paulik [1996] (véase [Julidn et al., 2004b,c]) y para el lenguaje ef-Prolog.
Introducimos, ademas, (véase [Julidn et al., 2004a, 2005c]) las reglas de reem-
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plazamiento de t-norma para el lenguaje lef-Prolog, que acelera el célculo de los
grados de verdad, y es también un precedente de la de desplegado interpretativo que
referimos a continuacion.

Con especial atencion abordamos la transformacion de desplegado en el marco
de la programacion légica multi-adjunta, contemplando dos tipos de desplegado muy
relacionados: el operacional (primeramente introducido en [Julidn et al., 2005a]) y
el interpretativo (introducido por vez primera en [Julidn et al., 2006c]).

Este ultimo enriquece significativamente las reglas de reemplazamiento de t-
norma referidas, complementa el desplegado operacional (exhibiendo propiedades
de correccion fuerte analogas a las de éste) y mejora la evaluacion de los grados de
verdad en la fase interpretativa, tal como justificamos en [Julidn et al., 2006c].

Finalmente, enfatizamos el papel central de la transformaciéon de desplegado
(en el marco multi-adjunto) tanto para producir evaluadores parciales y mejorar
el calculo de reductantes como para obtener seménticas por desplegado para este
lenguaje.

En [Julidn et al., 2004b], [Julian et al., 2004c], [Julian et al., 2005a], [Julian et al.,

2004a], [Julian et al., 2005c] y [Julian et al., 2006¢| se encuentran estas aportaciones.

Propiedades de correccién

Para las transformaciones de desplegado difuso consideradas en el apartado anterior
sobre distintos dialectos de Prolog difuso y el lenguaje multi-adjunto, obtenemos los
mejores resultados de correccion y eficiencia que cabe esperar. En efecto, demostra-
mos que los programas residuales obtienen las mismas respuestas computadas difusas
que el original y, ademads, que se obtiene mejora en eficiencia cuando ejecutamos los
programas transformados.

Para el lenguaje lef-Prolog probamos la correccion total fuerte (véase [Julidn
et al., 2004a], [Julian et al., 2004b] y [Julidn et al., 2005c]), y para el lenguaje multi-
adjunto, demostramos las propiedades de correccién del desplegado operacional, del
desplegado interpretativo y, finalmente, los resultados de correccién del sistema de
transformacion determinado por la combinacién de ambos tipos de desplegado. Es-
tas propiedades del desplegado operacional se recogen en [Julidn et al., 2005a], y
las correspondientes al desplegado interpretativo y al sistema de transformaciéon en
[Julidn et al., 2005b] y en [Julidn et al., 2006c].

En cuanto a la eficiencia, vemos que las secuencias de transformacién pueden

ser dirigidas de manera arbitraria, dado que cualquier paso de computacién ejecu-
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tado con alguna de las transformaciones consideradas produce una ganancia en los
programas residuales.

Observamos que los resultados correspondientes al desplegado de programas
lef-Prolog no son corolarios inmediatos de los correspondientes del lenguaje multi-
adjunto porque estos lenguajes tienen su propia semantica operacional, aparte de
otros rasgos distintivos a nivel sintactico y procedural.

Estos resultados pueden suponer el punto de partida para la optimizacién de pro-
gramas logicos difusos y constituyen un referente en la construccién de un sistema
global de plegado/desplegado (incluyendo mas reglas de transformacion y estrate-
gias) para la optimizacion de los programas referidos.

Presentamos estas contribuciones en [Julian et al., 2004a], [Julidn et al., 2004b],
[Julidn et al., 2005¢], [Julian et al., 2005a] y [Julian et al., 2006c¢].

Evaluacién parcial y reductantes

Construimos, por primera vez (en [Julidn et al., 2009]), un marco de evaluacion par-
cial para programas multi-adjuntos que permite especializar programas de manera
semejante a como se ha procedido en otros contextos declarativos (apoyandonos en
las técnicas de deduccién parcial de programas l6gicos, pero usando ahora la regla
de desplegado difuso para esta clase de programas) para obtener un programa maés
eficiente.

Introducimos (como puede verse en [Julidn et al., 2006b], [Julian et al., 2009]) una
reformulacion del concepto de reductante que aporta las mismas respuestas compu-
tadas difusas que el primitivo, tiene la misma eficiencia y es también semanticamente
equivalente (véase [Julidn et al., 2007c] y [Julidn et al., 2009]). Este nuevo reductan-
te puede generalizarse y posee la ventaja de que puede obtenerse mediante técnicas
de evaluacién parcial (PE-reductante), lo que representa una aplicaciéon singular de
éstas. Dichas técnicas permiten, ademas, obtener reductantes generales mas faciles
de construir (admiten una expresion mas simple si usamos técnicas de EP con um-
bralizacién). En efecto, proponemos la obtenciéon del PE-reductante a partir de un
drbol de desplegado umbralizado para reducir su expresion y beneficiarnos de otras
ventajas cuando damos pasos de computacion con estas reglas (véanse [Julian et al.,
2006a, 2007b]).

Relacionando, de este modo, el concepto de EP de un &tomo en un programa
l6gico multi-adjunto con la construccién de un reductante para dicho atomo, logra-

mos disenar un calculo eficiente de reductantes, rebajando el impacto obtenido por
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la incorporacién de reductantes a un programa légico multi-adjunto mediante un
célculo previo en el que éstos son parcialmente evaluados antes de anadirlos al pro-
grama final: dado que la fase de EP produce un conjunto refinado de reductantes, el
esfuerzo computacional realizado (s6lo una vez) en tiempo de generacion es evitado
(muchas veces) en tiempo de ejecucion.

Disenamos un algoritmo eficiente para el calculo de PE-reductantes, que reduce
significativamente el tamafio de los arboles de desplegado a partir de los que obte-
nemos dichos reductantes usando técnicas de evaluacién parcial con umbralizacién.

En [Julidn et al., 2006b], [Julian et al., 2006a], [Julidn et al., 2007b], [Julién et al.,

2007c] y [Julidn et al., 2009], se encuentran estas aportaciones.

1.2. Organizacién de la memoria

Esta memoria ha sido estructurada en nueve capitulos. En el Capitulo 1 presentamos
un resumen de las nociones béasicas (de logica difusa y programacion logica) nece-
sarias para abordar los conceptos estudiados en la tesis, asi como una panorimica
general de la programacién logica difusa. En el Capitulo 2 se describen los lenguajes
logicos difusos que hemos considerado apropiados para formular la transformacién
de desplegado. Se dedica especial atencién al lenguaje multi-adjunto, el marco mas
general sobre el que trabajamos aqui y en capitulos posteriores. En el Capitulo 3
se abordan las semanticas del lenguaje multi-adjunto aportando, por nuestra parte,
una seméntica declarativa en términos del modelo minimo de Herbrand difuso y es-
tudiando las relaciones con el resto de semanticas. En el Capitulo 4 hemos formulado
la transformacion de desplegado para distintos lenguajes difusos, con especial detalle
para el lenguaje lef-Prolog y el lenguaje multi-adjunto. En el Capitulo 5 se recogen
los resultados de correccién, completitud y eficiencia que hemos obtenido para las
transformaciones de desplegado estudiadas en el capitulo anterior. En el Capitulo 6
estudiamos, para programas multi-adjuntos, el concepto de reductante introduciendo
una reformulacion equivalente del mismo (que llamamos 1-reductante). Este nuevo
reductante lo extendemos posteriormente al concepto general de PFE-reductante en
el Capitulo 7, mediante nociones clasicas de evaluacién parcial, que también hemos
adaptado previamente para este tipo de programas, al objeto de optimizar su calcu-
lo. Al final de todos los capitulos (salvo del primero, naturalmente) se incluyen las
conclusiones parciales. Finalmente, en el Capitulo 8 se analizan con detalle todas las
conclusiones y en el Capitulo 9 se enuncian las lineas de trabajo futuro.
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1.3. Loégica difusa

Las nociones basicas de la logica difusa han sido formuladas por Zadeh [1965b,a],
Goguen [1969] y Pavelka [1979] con la intencién de incorporar a la logica formal
los predicados de caracter vago del lenguaje ordinario, que han permitido iniciar la
construccion del razonamiento aproximado.

Para Zadeh [1996], creador de esta disciplina, el término logica difusa o logica
borrosa, tiene dos significados diferentes. En el sentido mas estricto, la 16gica difusa
constituye un sistema légico que se ocupa de la formalizacién de modos de razona-
miento aproximados. En este aspecto, resulta una extensién de los sistemas l6gicos
polivalentes y comparte la agenda de la légica simbdlica en el sentido en que busca
establecer la correccion y completitud de los sistemas que estudia [Hajek, 2006], aun-
que sus objetivos son distintos. [Hajek, 1998; Novak et al., 1999; Pavelka, 1979] son
las referencias fundamentales en esta primera orientaciéon. En el sentido mas amplio,
en el que mayoritariamente se concibe, la l6gica borrosa coexiste con la teoria de
conjuntos borrosos, que es una teoria de clases con fronteras no nitidas.

La logica clésica, la teoria de conjuntos clasica y la probabilidad no resultan
apropiadas para tratar la vaguedad, la imprecision, la incertidumbre, la falta de es-
pecificidad, la inconsistencia y la complejidad del mundo real. Segin Trillas et al.
[1995], desde la logica clasica solo se han ofrecido soluciones insuficientes: o se ha
pretendido ganar espacios de precision frente a lo impreciso (Frege o Russel) o se ha
querido aislar lo impreciso para evitarlo cuidadosamente (Platon, Hume o ciertas es-
trategias contemporaneas). Esta limitacion de las herramientas tradicionales motiva
el nacimiento de los conjuntos difusos y, paralelamente, de la logica difusa.

En el marco discreto (bivalente) de las matematicas clasicas no se tolera la vague-
dad y la verdad parcial. En este ambito, todo concepto debe admitir una definicién
precisa, que divida a los objetos del universo considerado en dos subconjuntos: el
conjunto de los objetos que lo satisfacen, y el conjunto de los objetos que no lo
satisfacen, sin admitir que se presenten casos dudosos.

En claro contraste con este mundo idealizado, la percepcién de la realidad esté
invadida por conceptos sin fronteras nitidas [Terricabras y Trillas, 1989], como por
ejemplo, alto, grande, muchos, la mayoria, lentamente, joven, saludable, relevante,
mucho mayor que, amable, etc. Una hipdtesis esencial en la légica difusa es que
tales conceptos determinan conjuntos difusos, es decir, clases de objetos en los que
la transicion de la pertenencia a la no pertenencia es gradual y no abrupta.

Ademas, el esfuerzo inicial por adquirir conocimiento del mundo real esta de-
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jando paso al esfuerzo por conocer aspectos del propio conocimiento. Hoy en dia,
no preocupa tanto la mera adquisicién de conocimiento como la delimitacién de su
alcance y validez. Es preciso asignar un grado de certeza al conocimiento, saber en
qué medida conocemos algo. La incertidumbre esta asociada, de forma inseparable,
con la informacién. Aunque existen diferentes formas de incertidumbre, cabe desta-
car la que se produce como consecuencia de la imprecision y subjetividad propias de
la actividad humana [Zadeh, 2008]. En muchas ocasiones, es conveniente sacrificar
parte de la informacién precisa disponible por otra més vaga pero mas potente, a fin
de tratar de forma eficiente la complejidad del mundo real. Muchos de los conceptos
manejados habitualmente tienen naturaleza vaga, es decir, no estan bien delimita-
dos, y no por ello carecen de significacion. La logica borrosa y la teoria de conjuntos

borrosos ofrecen un método natural para representar la vaguedad y la imprecision.

En [Zadeh, 1965b], L. A. Zadeh introduce una teoria sobre nuevos objetos, los
conjuntos difusos, que son conjuntos de frontera no precisa y cuya funciéon de perte-

nencia indica un grado.

Uno de los objetivos de esta logica es proporcionar las bases del razonamiento
aproximado que utiliza hipotesis vagas como herramienta para formular el conoci-
miento. Aunque de naturaleza distinta a las logicas clasicas, en opinion de Trillas
et al. [1995], esta logica con infinitos grados de verdad puede verse como extension
de la l6gica bivalente, de la trivalente definida por Lukasiewicz en 1922 y, en general,
de la multivalorada [Ackerman, 1967; Chang, 1958].

Puede plantearse su objetivo como el intento de construir un modelo de razona-
miento que perfile el aspecto cualitativo o aproximado, y tiene gran capacidad para

tratar problemas muy complejos o mal definidos.

Su base natural la constituyen, como deciamos, los conjuntos difusos que son el
instrumento matemaético con el que se formalizan los predicados difusos y la posibi-

lidad de realizar con ellos un calculo 16gico necesario para realizar inferencias.

La aparicién de esta légica inicia una de las teorias recientes mas sugestivas y
utiles para modelar un abundante nimero de problemas, para los que el marco de
la logica clasica y de la probabilidad resultaba insuficiente o poco apropiado. Para
esta modelizacion, la logica difusa ofrece desde simbolos y operadores que recogen el
concepto de vaguedad hasta reglas de inferencia que conservan o acotan los grados
de verdad asignados a las premisas.
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1.3.1. Conjuntos difusos

La nocién de conjunto difuso es introducida por Zadeh [1965b] y sobre ella puede
formalizarse el concepto de interpretaciéon difusa, las operaciones logicas, los modi-
ficadores lingiiisticos, etc. [Pedrycz y Gomide, 1998]. Mientras que para conjuntos

ordinarios como
A={zx€Z:xesprimo}, A={x eN:zespar}, A= {z:2x es mortal}

la relacién de pertenencia tiene un caracter discreto, es decir, un elemento

(del correspondiente universo) pertenece o no pertenece al conjunto:
Veeld, z€AV ax¢gA ACU,

en los conjuntos borrosos la pertenencia tiene un grado; es el caso de conjuntos del
tipo:
A={z €Z:x esgrande}

A ={z: x es dia caluroso}
A = {x : x es pais desarrollado}

para los que la naturaleza de la propiedad (predicado) que los caracteriza ya no
es precisa, como en los conjuntos ordinarios, sino vaga, difusa. Los elementos del
universo dejan de satisfacer /no satisfacer el predicado asociado, sino que lo satisfacen
en un determinado grado. Para formalizar estos conjuntos es esencial dar sentido a
la nueva pertenencia, lo que se hace del siguiente modo.

Un conjunto difuso (o borroso) A, en un universo U, se expresa como:

A= A{zlpa(z) : palr) # 0,2 € U},

donde la aplicacién
wa U —10,1]

es la funcién grado de pertenencia.

Es decir, un conjunto difuso estd determinado por la funcién p,. Para cada
x €U, pa(x) € [0,1] es un namero real que mide la compatibilidad de = con el
conjunto A, con la caracteristica (predicado) que define A.

Si observamos que la pertenencia ordinaria estd determinada por la funcién ca-

racteristica
1, size€e A

xa:U —{0,1}, XA($)2{0 siz¢g A
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o sea,
reAsxalr) =1, z¢ A xalx)=0, Veel

la pertenencia borrosa, graduada por i 4, es una generalizacion de la clasica ya que
XA es una funcién p 4 particular.

De esta observacion, sencilla pero relevante, se deriva el hecho de que todo con-
junto ordinario es un conjunto difuso; es decir, la nocién de conjunto difuso extiende
a la de conjunto clasico. En particular, el universo & (que tomamos como ordinario

en la definicion de A) y el conjunto vacio @ son borrosos. En efecto,
ho = xeo tal que pg(z) = xo(x) =0, Vo €U

e = xu tal que py(z) = xu(x) =1, Ve el

Caracterizado el conjunto difuso por su funcion grado de pertenencia, 4, todas
sus propiedades se remiten a ésta, por lo que el contenido, el complementario, las
operaciones, etc., se expresan a partir de las correspondientes funciones grado de
pertenencia.

La definicién esencial (al menos desde un punto de vista semantico) de la 16gica
difusa es —naturalmente— la de interpretacion, en la que se asocia a cada férmula
(atémica) un nimero real que se toma habitualmente! en el intervalo [0, 1]. En efecto,
se asigna (un grado de) verdad a una proposiciéon difusa mediante el concepto de
conjunto difuso del siguiente modo:

Dado un predicado A(z) en un universo U y un elemento xo € U, la formula A(zo)

se interpreta como verdadera con grado de verdad pa(xo). En tal caso escribimos:
T(A(w0)) = pa(o)

Por tanto, venimos a decir que la proposicion A(xg) se satisface con grado pa(xo), el

grado de pertenencia de x( al conjunto difuso A. Y este conjunto es, necesariamente,
A={zclU: Ax)},

es decir, el conjunto cuyo predicado asociado es A(x).
Igualmente, podriamos asumir que la definicién anterior constituye la formaliza-
cion (interpretacion) del predicado A(x) mediante el conjunto difuso A. En efecto,

es licito plantearla en los siguientes términos:

!De manera més general puede tomarse en un cierto conjunto ordenado [Zadeh, 2008], como
consideraremos posteriormente en este mismo capitulo.
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xq satisface el predicado A(z) con grado pa(xo), esto es, el grado de pertenencia
de z( al conjunto difuso A = {z €U : A(z)}.

Debemos advertir que, posteriormente, a través de los modificadores ligiiisticos,
serd posible contemplar las proposiciones difusas como falsas, muy verdaderas, muy
falsas, algo verdaderas, algo falsas, etc. De este modo, podremos incorporar también
el caracter difuso al concepto de interpretacion: mas concretamente, podra asociarse
una nueva interpretacion a cada modificador de predicado (no, muy, algo, aproxi-
madamente, etc.) que se formalice. Este hecho aportard otro rasgo diferenciador de
la légica difusa.

Finalmente, debemos distinguir la vaguedad de un enunciado (en cuanto a lo que
enuncia), de la certidumbre (en cuanto a su cumplimiento). Es decir, ésta no es una
logica posibilistica que considera proposiciones no difusas sobre las que cabe alguna

incertidumbre no aleatoria.

1.3.2. t-normas, t-conormas y agregadores

A grandes rasgos, la sintaxis de la logica difusa no presenta muchas novedades. Una
vez que se ha interpretado una expresion elemental, férmulas al efecto otorgan verdad
a las expresiones compuestas [Lee, 1972]. Asi, por ejemplo, la conjuncion se define

habitualmente por la expresion
Z(A(zo) A B(xo)) = min{Z(A(xo)), Z(B(yo))},

donde A(x), B(y) son predicados cualesquiera en universos U, V, respectivamente, y
o €EU,yo € V.
Si tomamos predicados A(x), B(z) sobre el mismo universo U y definen, respec-

tivamente, los conjuntos borrosos A, B C U, se tiene ademas
Z(A(zo) A B(x0)) = pans(zo),

donde pang(xo) es el grado de pertenencia de z( al conjunto interseccion AN B. Es
decir, se permite definir la conjuncién logica borrosa a partir de la correspondiente
intersecciéon conjuntista.

Pero, de manera mas general, la (funcién de verdad de la) conjuncion difusa se
puede definir también por todo un conjunto de funciones: las normas triangulares,
introducidas por Schweizer y Sklar [1983] para modelar las distancias en espacios
meétricos probabilisticos (definidos por K. Menger en 1942) y los semigrupos de

funciones de distribucién.
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La definicion de estas funciones, en el intervalo [0, 1], es la que sigue.

Definicién 1.3.1 ([Nguyen y Walker, 2006]). Una operacién T : [0,1] x [0,1] —

[0,1] es una norma triangular o t-norma si, y sélo si, verifica
i) es conmutativa, es decir, T(xz,y) = T(y,x),Vz,y € [0, 1].
i1) es asociativa, es decir, T(z,T(y, z)) = T(T(z,y),2),Vx,y, z € [0,1].
i) T(z,1) = z,Vz € [0,1].

iv) es mondtona en cada componente, es decir’, si x1 < xo, entonces T(x1,y) <
T(IQ,?]),VIl, xr2,Y € [07 1]

De manera anéloga, la disyuncién se caracteriza habitualmente por la expresion
Z(A(wo) V B(xo)) = maz{Z(A(z0)),Z(B(yo))},

y si consideramos predicados A(x), B(x) sobre el mismo universo I definiendo, res-
pectivamente, los conjuntos borrosos A, B C U, se tiene ademés

I(A(20) V B(w0)) = paus (o),

donde paup(xo) es el grado de pertenencia de zo al conjunto uniéon A U B. En
consecuencia, esta operacion logica aparece asociada a la unién conjuntista. Mas
exactamente, se puede formalizar la disyuncion borrosa (de proposiciones y también
de predicados), mediante la unién de conjuntos borrosos.

Ademaés, como para la conjuncion, la (funcién de verdad de la) disyuncion di-
fusa se puede definir también por todo un conjunto de funciones: las t-conormas,

caracterizadas del siguiente modo en el intervalo cerrado [0, 1].

Definicién 1.3.2 ([Nguyen y Walker, 2006]). Una operacion S : [0,1] x [0,1] —

[0,1] es una co-norma triangular o t-conorma si, y sdlo si, verifica
i) es conmutativa, es decir, S(x,y) = S(y,x),Vz,y € [0,1].
i1) es asociativa, es decir, S(x,S(y,z)) = S(S(z,y), 2),Vz,y,z € [0, 1].

i1i) S(x,0) = z,Vx € [0,1].

2De la caracterizacion dada (sélo para la primera componente) se sigue también la monotonia
en la segunda componente usando las condiciones %) y v).
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iv) es mondtona en cada componente, es decir®, si x1 < 2, entonces S(z1,y) <
S(:cg,y),Vzl,:cg,y € [Oﬂ 1]

Si T es una t-norma en [0, 1], entonces la igualdad S(z,y) = 1 —T(1 —z,1—y) define
una t-conorma y se dice que S deriva de T. Mas generalmente, dada una t-norma
T y una negacion fuerte! N, la funcién Sy : [0,1] x [0,1] — [0, 1], definida como
Sn(x,y) = N(T'(N(z), N(y))), es una t-conorma a la que denominaremos t-conorma
N-dual de T

Haciendo uso de propiedades elementales de la negacion se tiene que T'(x,y) =
N(Sn(N(x),N(y))), es decir T es la t-norma N-dual de Sy.

Dada una t-conorma S y una negacién fuerte N, la funcion T : [0,1] x [0,1] —
[0, 1], definida como Tn(z,y) = N(S(N(x), N(y))), es una t-norma a la que deno-
minaremos t-norma N-dual de S.

De nuevo, por ser N una negacion, S(z,y) = N(Tn(N(z), N(y))), es decir, es a
su vez la t-norma N-dual de Ty .

En conclusion, diremos que T'y S son N-duales si Vz,y € [0,1] se cumple:

T(a,5) = N(S(N(2), N(y)))  S(w,y) = NT(N(@), N(y))
En particular, tomando la negacion usual N(x) = 1—x, T'y S son duales si Va € [0, 1]

se cumple:

Los pares de t-normas y t-conormas (duales) bésicos son los siguientes (véase [Carls-
son et al., 1997]):

= De Zadeh (o del Minimo/Méximo) definidos por

T(x,y) = min{x,y} S(x,y) = max{z,y}

= De Lukasiewicz definidos por

T(x,y) = mar{r+y—1,0p  S(z,y) =min{zr +y,1}

3T.a monotonia en la segunda componente resulta también de ) y iv).
4Una negacion fuerte en [0, 1] es una funcién N : [0,1] — [0, 1] continua, estrictamente decre-
ciente y tal que N(0) =1, N(N(x)) = z.
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= Producto definidos por

T(x,y)=2y  Swy)=v+y—zy

s Débil/Fuerte definidos por

min{x,y}, si maz{z,y} =1
T(x,y)={ b} tov) S(z,y) =z +y -1y

0, en otro caso
= De Hamacher definidos, para cada v > 0 por

Y+ (1 =)z +y—2y)

T’Y(:L'a y)

= De Yager definidos, para cada p > 0, por

Ty(e,y) = 1 — min{L, /T—2) + (L= PP} Sy(z,y) = min{L, /a7 + 37}

Es bien conocido el uso de t-normas y t-conormas para la generacién de nuevas
conectivas [Mizumoto, 1989a,b; Turksen, 1992; Fodor y Calvo, 1998; Durante et al.,
2007; Klement et al., 2004]. t-normas y t-conormas son casos particulares de los
operadores de agregacion® (estudiados estos tltimos por Dubois y Prade [1984, 1985,
1986], Fodor y Yager [1994]; Fodor y Roubens [1992] y Yager [1993a,b, 1994b,a]) v,
ademads, ciertas combinaciones de éstos originan nuevos operadores de agregacion
[Calvo et al., 1999, 2002].

Una posibilidad de combinar agregadores (véase [Ling, 1965; Mizumoto, 1989b;
Turksen, 1992; Moser et al., 1999; Jenei y Montagna, 2003; Jenei, 2004, 2006]) es
la que ofrecen las combinaciones convexas de una t-norma 7' y una t-conorma S,
es decir tomar el agregador Q(z,y) = oT'(z,y) + (1 — «)S(z,y), que preservan la
simetria y la idempotencia.

Encontramos agregadores en el desarrollo de miultiples sistemas inteligentes. En
efecto, se usan los operadores de agregacion en las redes neuronales, en los contro-
ladores difusos, en los sistemas expertos y, muy especialmente, en la teoria de la

5Véase la Definicion 1.3.3 para una caracterizacién de éstos.
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decision. Mediante los operadores de agregacion se gestiona la agregacion de infor-
macién de manera eficiente y flexible [Herrera et al., 1996], aspecto éste que se ha
convertido en tarea principal de los problemas de decisién multicriterio, en los que es
necesario procesar mucha informacién de modo que su cantidad y precisién es muy
variada.

La definicion méas general de operador de agregacion, en el intervalo [0,1], es
la considerada en [Kolesarova y Komornikova, 1999], que damos en los siguientes

términos.

Definicién 1.3.3. Un operador de agregacion Q es una aplicacion Q : [0,1]" —
[0,1] que satisface:

i) @(0,...,0) =0,Q(1,...,1) =1 (condiciones de frontera)

1) Y(x1,...,2n), (Y1,---,yn) € [0,1]7,
(1, x0) < (Y1, yn)® = Q(aq,...,2,) < Q(y1,...,yn) (monotonia)

A las condiciones de la definicion anterior se anaden, en ocasiones, otras como
la continuidad, simetria e idempotencia. En particular, @ es simétrico si, y s6lo
si, para toda permutacién o de {1,...,n} y toda n-upla (z1,...,2,) € [0,1]" se
cumple Q(z1,...,2,) = @Q(T5(1),...,Te(rn)); ademas, @ es idempotente (es decir,
Q(z,...,x) = x) si, y solo si, para toda n-upla (z1,...,2,) € [0,1]" se cumple
min{zy,..., e} <Q(x1,...,2,) < maz{z1,..., T}

Ejemplos bien conocidos de operadores de agregacién son las t-normas y t-
conormas (ya considerados anteriormente), las medias con peso cuasi-lineales [Aczél,
1948; Yager, 1994b] (si, ademés, son simétricos dan las medias cuasi-aritméticas,
como la media aritmética, la media geométrica, le media armoénica y la media cua-
drética), los operadores OWA [Yager, 1988] (la media aritmética es también un caso
particular de estos operadores), las funciones de agregacion extendidas [Mayor y
Calvo, 1997], los y-operadores de Zimmermann y Zysno [1980], entre otros.

1.3.3. Implicaciones difusas

La implicacién difusa constituye la expresién compuesta més interesante de la logica
difusa (como de la logica clasica). Su funcion de verdad admite diversas formulacio-
nes, no equivalentes; obtendremos asi distintas implicaciones difusas, que no siempre
extienden la implicacién ordinaria [Trillas et al., 2000], [Carlsson y Fullér, 1995].

6donde (x1,...,7n) < (Y1,.--,Yn) si, y solo si, x; <y i=1,...,n.
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La manera mas frecuente de interpretar la implicacion difusa
A(xo) = B(yo)
es la que da la féormula
Z(A(xo) = B(yo)) = maz{min{Z(A(x0)), Z(B(yo))},1 — Z(A(0))},

donde A(z), B(y) son predicados arbritrarios en los universos U, V respectivamente
y o € U,yo € V. Si los predicados A(x), B(y) definen los conjuntos borrosos A C
U,B C V, se tiene ademaés

Z(A(wo) = B(yo)) = maz{min{pa(zo), up(yo)}, 1 — pa(zo)}; w0 €U,yo €V

Con esta funcién de verdad, debida a Zadeh, se comprueba facilmente que la impli-
cacion difusa generaliza la implicacién clésica.
Otros ejemplos destacados son los debidos a Mamdani y Larsen que dan, respec-

tivamente, la siguiente interpretacién de implicaciéon difusa’
Z(A(wo) = B(yo)) = min{Z(A(z0)),Z(B(y0))}

Z(A(wo) = B(yo)) = Z(A(xo)) - Z(B(vo))

Pero, en lo que sigue nos planteamos presentar la implicaciéon borrosa de modo mas
general. Empecemos considerando que, dada un algebra de Boole (A4,A,V,,0,1),
una operaciéon —: A x A — A es una implicacion si para cada z,y € A, se tiene
A (z — y) <y. Es bien conocido que p — ¢ = (pAq¢),p—qg=m@Aq V(P A
q) V (p A ¢') son implicaciones y por las propiedades del algebra de Boole se tiene
(pAQV (' NV (PAG) = (P’ AN )Vg=p'V(pAg) = p'Vgq,y también (pAg') = p'Vg.

Si, en el contexto difuso, nos planteamos elegir una t-norma T en lugar de la
conjuncién A, una t-conorma S en lugar de la disyuncion V y una negacion fuerte
N en lugar de la negacion ’, obtenemos los siguientes modelos de implicacion difusa
[Trillas et al., 2000]

Ji(zy) = N(T'(z,N(y)))
Jo(z,y) = S(N(z),y)
J3(z,y) = S(N(z),T(z,y))
Ja(z,y) S(T(N(z),N(y)),y)

7Ambas implicaciones légicas son muy usadas en el control difuso.
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Ocupéandonos de su caracterizacion, una implicacion difusa en el intervalo [0, 1], se
define por la siguiente funcion de verdad® [Trillas et al., 2000; Trillas y Valverde,
1985].

Definicién 1.8.4. Una funcidn implicacion J es una aplicacion J : [0,1]" — [0, 1]

que satisface:
(1) Sixy1 < o, entonces J(x1,y) > J(x2,y)
(2) Siyr < ya, entonces J(xz,y1) < J(x,y2)
(3) J(0,y) =1
(4) J,y) =y
(5) Iy, J(x,2)) = J(x, J(y,2)),Vz,y,2 € [0,1]
Ademés, es frecuente que se exija alguna de las siguientes condiciones
(6) J(z,0) = N(x)
(7) J es continua
(8) J(z,y) = J(N(y), N(z)), para alguna negacion fuerte N
9) J(z,z) =1
(10) = <y si, y sblo si, J(z,y) =1

Existen tres clases muy relevantes de (funciones de verdad de) implicaciones [Carls-
son et al., 1997; Alsina et al., 1995]:

= S-implicaciones definidas por

z—y=S(N(z),y)

donde S es una t-conorma y N es una negacion en [0,1]. Estas implicaciones
estan sugeridas por la equivalencia, en la légica binaria, de las formulas p — ¢

y p' V q. Ejemplos de S-implicaciones son las debidas a

8Para mayor comodidad, omitimos en lo que sigue toda mencién a las expresiones légicas que
intervienen en la hipo6tesis y en la tesis de la implicacién, para referirnos exclusivamente a la funcién

de verdad de la conectiva implicacién.
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e Lukasiewicz definida por © — y = min{l —z + y, 1}

e Kleene-Dienes, definida por x — y = maz{l — z,y}

= R-implicaciones definidas por residuaciéon de una t-norma continua 7" del modo

x— y=sup{z€[0,1]: T(z,2) <y}

Estas implicaciones surgen de la légica intuicionista, entre ellas tenemos las
debidas a

1, siz<
e Godel, definida por x — y = { =Y
Yy, Stx >y
e FLukasiewicz, definida por x — y = min{l —x +y, 1}

Son admitidas como implicaciones las

= Implicaciones t-norma, definidas a partir de una t-norma 7" del modo

r—y="T(zx,y)

de las que son ejemplos la implicacién de Mamdani, muy usada en la teoria de

control (difuso), y la que resulta de la t-norma del producto.

= (M-implicaciones [Trillas et al., 2000; Ying, 2002], caracterizadas por una
funcién de verdad Q : [0,1]> — [0,1] dada por Q(z,y) = S(N (), T(z,y)), a
partir de una t-norma 7', una t-conorma S y una negacion fuerte N.
Ejemplos de QM-operadores (en rigor, asi debiéramos denominarlos por no

determinar, en general, una implicacién) son los dados por

e Qi(x,y) =S —2,T(z,y)) = maz{l — z,y}, donde T es la t-norma de
YLukasiewicz y S su t-conorma dual.
o Qs(z,y) =S(1—z,T(z,y)) = 1—z+22y, donde T es la t-norma Producto
y S su t-conorma dual.
1, siy=1
o Qs(z,y) = Y, siz=1
1 — 2, en otro caso
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Notese que en logica clasica la S-implicacion p’ V ¢ y la Q M-implicacion p' V (p A q)
son equivalentes y definen la implicacién logica ordinaria, pero son diferentes como
operadores difusos.

Para la inferencia difusa (y la implicacion borrosa) es esencial la propiedad del
modus ponens difuso o generalizado, cuya primera propuesta ha sido formulada por
L. A. Zadeh y transmite la verdad aproximada de las premisas a la conclusion usando

una composicién de relaciones borrosas. Tiene el siguiente esquema general:

Si A(z) entonces B(y)
y entonces B'(y)
A'()

donde A(x), A’(z) son predicados difusos arbitrarios (en un universo arbitrario )
lo mismo que B(y), B'(y) (en un universo V). Tales predicados estan asociados a los
correspondientes conjuntos borrosos A, A’, B, B’.

El grado de verdad que se toma para esta expresién hace uso de la regla de

composicién
Si A(x)
Yy entonces (A o R)(y)
R(z,y)
siendo:

faor(y) = maz{min{jia(z), pur(z, y)}

rel
donde R es una relacién binaria difusa sobre U x U, y o denota la composicién
(unaria) del conjunto difuso A —caracterizado por el predicado A(z) en el universo
U-y la relacion difusa R.

A diferencia de la logica ordinaria, el antecedente A(x) no tiene por qué coincidir
con A'(x), y este modus ponens difuso puede verse como un caso particular de la
regla de composicién, sin més que elegir como relaciéon R el producto cartesiano
borroso A x B.

Un modus ponens difuso aparece, por ejemplo, en [Vojtas y Paulik, 1996], en el
lenguaje f-Prolog que estudiamos en la Seccién 2.2, aunque en su formalizacién no
se contemplen relaciones borrosas.

Otras reglas de inferencia, que son la base del razonamiento aproximado, ademés
de la regla de la composicion y (el caso particular) del modus ponens son el principio
de herencia, la regla de la interseccion, la regla del producto cartesiano y la regla de

la proyeccién, entre las més habituales. No las describimos aqui.
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Los predicados cléasicos solo pueden modificarse por la negacion. Pero si A(x) es

un predicado difuso, tiene sentido considerar
no A(z), muy A(z), algo A(z), méas o menos A(zx), aproximadamente A(z),...

En efecto, pueden formalizarse estos llamados modificadores de predicado (o cercas
semanticas, para los lingiiistas), que son adverbios del lenguaje que matizan el uso
de la propiedad A(x). Asi por ejemplo, podemos definir el modificador “muy” de la
forma (suponiendo que A(z) esta definido en U, y xo € U).

T(muyA(zo)) = [Z(A(z0))]> o equivalentemente Z(muyA(zo)) = [pa(zo)]?
y el modificador “algo”
Z(algoA(xo)) = [Z(A(x0))]*? o equivalentemente Z(algoA(xo)) = [pa(zo)]/?

Es de gran utilidad en el razonamiento aproximado el concepto légico de variable
lingiiistica, desarrollada por Zadeh [1975], cuyos valores son términos o expresiones
del lenguaje natural o formal, etiquetas ligiiisticas en el contexto considerado. Ejem-
plo de variable lingiiistica puede considerarse la variable velocidad y son valores de
ésta: baja, media, alta, elevada, entre otros. Pero, ejemplo es también la variable
verdad con valores posibles: muy verdadero, algo verdadero, falso (no verdadero),
muy falso, etc., es decir, los asociados a los correspondientes modificadores que se
hayan formalizado.

Por ultimo, dejemos constancia de que, ademas de las diferencias ya observadas

con la légica ordinaria:
- caracter vago de los predicados

- infinitos valores de verdad

presencia modificadores lingiiisticos

diferentes interpretaciones

es muy relevante también la presencia de cuantificadores especificos (véase [Dubois

y Prade, 1980]) como son: casi, algunos, la mayoria, aproximadamente.
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1.3.4. Aplicaciones. Razonamiento aproximado, control difu-
so y sistemas expertos.

Las nociones basicas de la logica difusa se perfilan, por primera vez, en el articulo
de Zadeh [1965b] sobre conjuntos borrosos. Aunque algunos cientificos, como los
matematicos R. Bellman y G. Moisil, reciben las nuevas ideas con entusiasmo, de
forma mayoritaria generan recelo y, a veces, hostilidad. Hoy en dia, la controversia
sobre esta légica continiia, aunque no en el mismo grado: las numerosas aplicaciones
de la logica borrosa son contundentes. Quiz4 la tradicién cartesiana, preocupada en
ocasiones por atender a lo cuantitativo y preciso a la vez que ignora lo cualitativo
e impreciso, pueda ir aceptando la extraordinaria potencia de esta materia para
interpretar la realidad.

Japon es el pais en el que la légica borrosa y sus aplicaciones han tenido mayor
auge, siendo los precursores, en 1968, los profesores K. Asai, K. Tanaka y T. Terano
con sus trabajos sobre autématas borrosos y sistemas de aprendizaje.

En Europa, el interés por la logica borrosa comenz6 a principios de los 70 y las
aportaciones mas significativas se centran en desarrollos tedricos. Hay que destacar la
aportacion de Mamdani y Assilian [1975] en control borroso que propicia la primera
aplicacion industrial importante: el control de un horno de cemento en Copenhague
a finales de los 70.

El profesor E. Trillas fue quien inici6 en Espana la investigacion sobre la logica
borrosa y sus aplicaciones y, en opinién de Zadeh [1996], sus aportaciones han influido
notablemente para que nuestro pais sea uno de los ntcleos punteros en Europa en
este area.

Un hito importante en el desarrollo de la logica difusa lo marcé el seminario
EE.UU.-Japén sobre conjuntos borrosos y sus aplicaciones que se celebr6 en Berkeley
en 1974 y el Congreso IFSA (de la Asociacion Internacional de Sistemas Borrosos) de
Tokio en 1987. En ese congreso, Matsushita anunci6 el primer producto de consumo
basado en légica borrosa (un cabezal de ducha). Simultaneamente, en otro campo,
comenz6 a operar el sistema del metro de Sendai, que empleaba un controlador
basado en légica borrosa y esta considerado como una de las aplicaciones de mayor
éxito de esta logica [Valverde y Zadeh, 1996].

La aplicacién de la logica difusa a la teoria de control ha sido natural, de he-
cho el calificativo “fuzzy” nace intimamente ligado a este drea. Y la evolucion del
control borroso ha sido espectacular. Su crecimiento ha sido muy rapido porque las
aplicaciones de la logica borrosa al control automaético son sencillas de realizar al no
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exigir mas que reglas “si entonces” borrosas para manipular comandos. En efecto,
los fundamentos del control borroso se centran en que las reglas del proceso, elabo-
radas generalmente por los expertos, son implicaciones borrosas en cuyos términos
(antecedente y consecuente) figuran proposiciones borrosas, simples o compuestas
[Driankov et al., 1996; Palmn et al., 1997].

Ademas, los controladores borrosos son simples y robustos, y en muchos casos no
cabe alternativa para los controles tradicionales por no existir modelo matemético
tradicional efectivo o ser inviable en la practica [Mamdani, 1993]. Ebrahim Mamdani
es sin duda el pionero en el diseno de métodos de control borroso.

Ya hemos visto cémo la logica difusa se ocupa de la formalizacion de predicados
vagos. Pero esta logica aporta, ademés, modelos para el estudio de formas de ra-
zonamiento usuales. La logica clasica aborda razonamientos con formulaciones muy
precisas y en la légica borrosa éste es un caso limite del razonamiento aproximado.
Si ya detallamos cémo la logica difusa facilita simbolos y operadores que recogen
el concepto de vaguedad, ahora mencionaremos cémo proporciona, asimismo, reglas
de inferencia que permiten acotar o extender los grados de verdad que aportan la
premisas. Y es que uno de los objetivos basicos de esta logica es procurar un calculo
adecuado para la representacién del conocimiento y la obtencién de inferencias en
un entorno de vaguedad e imprecision [Valverde y Zadeh, 1996].

Zadeh inicia también la teoria del razonamiento aproximado en el contexto de
la inteligencia artificial; buscando herramientas més eficaces para la construccion de
sistemas expertos, introduce este area.

En [Zadeh, 1973] enuncia el llamado principio de incompatibilidad, por el que
resultan antagoénicos la precisién y la complejidad, a la hora de describir la conducta
de un sistema, por lo cual los programas convencionales tienen muy poca efectivi-
dad para modelar el comportamiento humano. Buscando herramientas eficaces para
tratar la informacion imprecisa se plantea:

i) la representacion de la informacién (imprecisa), mediante conjuntos difusos.

i7) la inferencia sobre informacién imprecisa, basada en el uso de la implicacion
borrosa y de la propiedad més relevante: el modus ponens generalizado, formalizado
éste en la composicién unaria de un conjunto borroso y una relaciéon borrosa (la
llamada regla composicional de inferencia).

Esta propiedad particular de la composicién de dos relaciones borrosas desenca-
dena la posibilidad de aplicar la l6gica difusa al control difuso y permite el desarrollo

de los sistemas de razonamiento y su implementacion.
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La seleccion de la funcion de implicacién que ha de emplearse es cuestion esencial
en el diseno de los sistemas de inferencia. La efectividad de las diferentes funciones
de implicacion, a la hora de reproducir el razonamiento humano y facilitar métodos
de inferencia adecuados ha sido muy estudiado en la literatura.

El fenémeno de la vaguedad, que no es sélo lingiiistico, invade el razonamiento
ordinario, porque el discurso ordinario esta lleno de predicados vagos, no precisa-
bles, que pierden matices al intentar delimitarlos arbitrariamente, y la inteligencia
artificial se interesa por los distintos modos de este conocimiento [Trillas et al., 1995].

La légica difusa tiene gran relevancia en la ingenieria del conocimiento por dos
aspectos principales: por representar formalmente el conocimiento impreciso y por
gestionar adecuadamente la incertidumbre en algunos sistemas expertos. En general,
esta légica es un instrumento ttil y sencillo para el tratamiento de distintas moda-
lidades de razonamiento aproximado [Valverde y Zadeh, 1996]. En [Dubois et al.,
1991a; Dubois y Prade, 1991] puede encontrarse amplio detalle del interés de la
logica difusa para el razonamiento aproximado.

Un sistema experto es un sistema basado en el conocimiento al que se le in-
corpora informacion proveniente de expertos del dominio [Pajares y Santos, 2005].
Su finalidad es la resoluciéon de problemas de este dominio, aplicando técnicas de
razonamiento sobre el conocimiento que alberga su base de conocimiento.

Aunque la teoria de la probabilidad es el modelo formal clasico para representar
la incertidumbre, no ha sido universalmente aceptado en el diseno de sistemas exper-
tos para gestionar la incertidumbre. Es bien sabido que requiere una amplia coleccién
de datos y gran nimero de operaciones para que resulte apropiada [Shortliffe y Bu-
chanan, 1975; Adams, 1976]. Varios métodos, extensiones especializadas del célculo
de probabilidades, han sido desarrollados para salvar estas limitaciones, tales como
los factores de certeza de MYCIN? [Shortliffe y Buchanan, 1975], el Bayesianismo
subjetivo [Duda et al., 1990], la teoria de la evidencia de Dempster-Shafer [Shafer,
1976] y la teoria de endorsements [Cohen, 1985]. En contraste con los métodos an-
teriores, carentes de un marco seméntico bien conocido, L. A. Zadeh propone, como
ya ha sido considerado, una logica formal basada en la teoria de conjuntos difusos
muy adecuada para tratar la incertidumbre.

Los sistemas basados en reglas difusas (FRBSs, acronimo de Fuzzy Rule-Based
Systems) son una extension de los sistemas clésicos de representacion del conocimien-
to basados en reglas [Cordon et al., 2001]. Al igual que estos ultimos, los FRBSs se

IMYCIN es un sistema experto escrito en Prolog.
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componen de reglas condicionales de la forma “si entonces”, con la particularidad de
que el antecedente y el consecuente son expresiones difusas.

Son destacables las siguientes ventajas de los sistemas expertos difusos:
- Son una forma facil de codificar un sistema no lineal.

- Tienen buena correspondencia con los esquemas de razonamiento humano so-

bre una gran clase de problemas mateméticos.
- Se ejecutan rapidamente sobre computadoras convencionales.
- Se ejecutan a velocidades extremadamente altas sobre hardware especializado.

La aplicacién de la légica borrosa a los sistemas basados en reglas se ha desa-
rrollado principalmente en, de una parte, generalizar el modelo de los factores de
certeza y, de otra, en el uso de predicados difusos en la descripciéon de las reglas y
de la realidad.

En general, los métodos de razonamiento aproximado para el tratamiento de
la incertidumbre se pueden agrupar en dos grandes tipos: los cualitativos, como
los basados en légicas no monotonas (si no se dispone de suficiente informacion se
realizan hipotesis que pueden ser corregidas con nueva informacién) y los numéricos.

Entre éstos ultimos, de interés marginal aqui, hay que considerar los probabilis-
ticos y muy especialmente las redes bayesianas, introducidas a finales de los anos 80
que originan el resurgimiento del uso de la probabilidad en los sistemas expertos.
Este modelo de red bayesiana, que usan modelos graficos para especificar distribu-
ciones de probabilidad, no es el inico modelo grafico para modelar sistemas expertos
probabilisticos, porque también lo son los grafos de Markov y las redes cadena, pero
si son los méas usados (véase [Castillo et al., 1996; Giarratano y Riley, 1994]).

Relacionamos, para finalizar, algunas de las multiples aplicaciones concretas de
esta logica (en el campo del control difuso y de los sistemas expertos, principalmente).

-Electronica de consumo: lavadoras inteligentes (Matsuhita Electronic Indus-
trial), hornos microondas, sistemas térmicos, camaras de video, televisores, estabili-
zadores de imagenes digitales (Matsuhita) y sistemas de foco automético en camaras
fotograficas.

-Sistemas: sistemas de pilotaje automatico de aeronaves, sistemas de depuracion
de aguas, sistemas de frenado automatico, de suspensién automética y de conduccion
automatica de vehiculos, sistemas industriales de control de combustién, controlado-
res de trafico, sistemas de refrigeracion/calefaccion, sistemas de prediccion del clima,
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sistemas de prediccion de fenémenos atmosféricos y sistemas de reconocimiento de

escritura.

-Software de: diagnostico médico ((CADAG, Adlssnig), Arita, OMRON), segu-
ridad (Yamaichi, Hitachi), traduccién lingiiistica, comprension de datos, tecnologia
informética y bases de datos difusas para almacenar y consultar informacién impre-
cisa (uso del lenguaje FSQL).

En resumen, y atendiendo a la opinién de Valverde y Zadeh [1996], las aplicacio-
nes de la légica borrosa se dan, primordialmente, en dos campos bien diferenciados:
de una parte las aplicaciones a la teoria de control y de otra las aplicaciones en el

desarrollo de sistemas expertos.

Ahora bien, son de destacar finalmente las contribuciones de la logica al soft
computing. La aparicion de la neurocomputacion y los algoritmos genéticos (a me-
diados de los 80), tuvo un impacto significativo en el desarrollo de la l6gica borrosa.
La probabilidad y la légica borrosa pueden usarse conjuntamente en las metodolo-
gias de neurocomputacién y algoritmos genéticos. Esta constatacion sugiere a Zadeh
[1996] el concepto de soft computing entendido como “una especie de consorcio o
sociedad entre la légica borrosa, la neurocomputaciéon y el razonamiento probabilis-
tico”. En este ambito, la légica borrosa aporta una metodologia para el tratamiento
de la imprecision, el razonamiento aproximado y la computaciéon con palabras. Lo
importante del soft computing es que sugiere la posibilidad de emplear la logica
borrosa, la neurocomputacion y los algoritmos genéticos de forma combinada en vez
de aislada. Una de las combinaciones més destacadas en la actualidad es la de los
sistemas “neuro-fuzzy” (para una introduccién puede verse [Nguyen, 2002]). El em-
pleo creciente del soft computing ha supuesto una contribucién importante para la

concepcion, el disenio y el desarrollo de sistemas inteligentes.

En opinién de Valverde y Zadeh [1996], estamos entrando en una era de sistemas
inteligentes que tendran un impacto profundo en las formas en que nos comunica-
mos, tomamos decisiones y utilizamos las maquinas, y la logica difusa, junto con sus
socios en el soft computing (y también, a nuestro parecer, los lenguajes declarati-
vos difusos), jugardn un papel importante en conseguir que la era de los sistemas

inteligentes sea una realidad.

En la siguiente seccién, entramos en otra de las grandes (prometedoras) aplica-
ciones de la logica difusa: el diseno de lenguajes declarativos que permitan codificar
con mayor facilidad las aplicaciones con rasgos difusos de los campos que referidos
(sistemas basados en reglas difusas, inteligencia artificial, soft computing;...).
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1.4. Programacion légica

La programacion logica ([Lloyd, 1987; Apt, 1990, 1997; Julian y Alpuente, 2007]) se
basa en fragmentos de la logica de predicados, siendo el mas popular el de Clausu-
las de Horn que puede emplearse como base para un lenguaje de programacién al
poseer una semantica operacional para la que cabe una implementacion eficiente (la
resolucion-SLD).

Su rasgo principal es, en efecto, el uso de la 1ogica como lenguaje de programacion,

lo que puede concebirse como sigue:
= un programa es una teoria formal en una cierta logica, y
= la computacién se entiende como una forma de deducién en esta logica.

Los principales requisitos que debe cumplir la légica empleada son (vease [Julian,
2000]): ) disponer de un lenguaje que sea suficientemente expresivo para cubrir un
campo de aplicacion interesante; i) disponer de una semantica operacional, esto
es, un mecanismo de cémputo que permita ejecutar los programas; iii) disponer
de una seméntica declarativa que permita dar un significado a los programas de
forma independiente a su posible ejecucién, y iv) poseer resultados de correccion
y completitud que aseguren que lo que se computa coincide con aquello que es
considerado como verdadero de acuerdo con la nocién de verdad que sirve de base a
la seméantica declarativa. Ademaés, esta seméntica declarativa especifica el significado
de los objetos sintacticos del lenguaje por medio de su traduccién en elementos y
estructuras de un dominio (generalmente matematico) conocido.

El mecanismo operacional de los programas l6gicos se fundamente en una particu-
larizacion de la estrategia de resolucion, llamada resolucién-SLD, que es un método
de prueba por refutaciéon que emplea el algoritmo de unificacién como mecanismo
de base y permite la extracciéon de respuestas, es decir el enlace de un valor a una
variable l6gica. Es un refinamiento de la resolucién de Robinson, que ha sido descrito
por primera vez por Kowalski [1974], y cuyas siglas hacen mencion a las iniciales de
“resolucion lineal con funcién de seleccion para programas definidos”. Ademés, es un
método de prueba correcto y completo para la logica referida.

Como seméntica declarativa puede usarse la teoria de modelos que toma como
dominio un universo puramente sintictico: el universo de Herbrand.

Introducimos a continuacién algunas nociones bésicas de la programacién logica
que usaremos en capitulos posteriores. El lector que desee mayor detalle, puede ver
[Lloyd, 1987; Julian y Alpuente, 2007].
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Denotamos por V un conjunto infinito (numerable) de variables y por ¥ un
conjunto de simbolos de funcién f/n, cada uno con una aridad n asociada. 7 (X, V)0
y T(X) denotan, respectivamente, el conjunto de términos y términos bésicos (sin
variables) construidos sobre ¥ UV y X, respectivamente. El conjunto de variables
que aparecen en una expresion F se denota por Var(E). Un término ¢ es bésico si
Var(t) = 2.

Definicién 1.4.1 ([Julidn y Alpuente, 2007]). Una sustitucion o es una aplicacion
o:Y — T que asigna a cada variable x del conjunto de variables V de un lenguaje

de primer orden L, un término o(x) del conjunto de términos T .

Es costumbre exigir que o(z) # x s6lo para un namero finito de variables, y
también expresar la sustitucién en términos conjuntistas, identificando (en cier-
to sentido) la aplicacién o con el conjunto de imégenes. Es decir, escribiremos
o ={x1/t1,...,2n/tn}, donde t; = o(z;) es un término diferente de z; y a cada
par x;/t; le diremos enlace o elemento de la sustitucion.

Llamaremos dominio de o al conjunto Dom(c) = {z € V : o(z) # z} =
{z1,..., 2y} yrango de o al conjunto Ran(o) = {o(x) : © € Dom(o)} = {t1,...,tn}.
Ademas, representaremos por id la sustitucion identidad que puede entenderse como
el conjunto vacio de enlaces, de modo que Dom(id) = @, es decir, id(x) = x, para
toda x € V. Diremos también que o es bésica si los términos #; son béasicos (no

contienen variables).

Definicion 1.4.2. Dada una expresion E y una sustitucion o, se llama instancia
o(E) al resultado de aplicar o sobre E, reemplazando simulténeamente cada ocu-
rrencia de x; en E por el correspondiente término t;, siendo x;/t; un elemento de

la sustitucion o.

Es costumbre denotar la instancia anterior por Fo en lugar de o(E). Cuando la
sustitucion se aplica a formulas més generales del lenguaje £ y no sélo a expresiones
de un lenguaje clausal, conviene renombrar las variables ligadas antes de aplicar la

sustitucion (véase, [Julian, 2004]).

Definicién 1.4.3. Dadas las sustituciones o = {x1/t1,...,2n/tn}, 06 = {y1/s1,. ..,
Ym/Sm}, la composicion o o 0! es la sustitucion determinada a partir el conjunto
ool ={x1/0(t1),...,xn/0(tn),y1/51, -, Ym/Sm} eliminando los enlaces x;/0(t;)

tal que x; = 0(t;) y eliminando en 0 los enlaces y;/s; tal que y; € {z1,...,Tn}.

10En ocasiones escribiremos sélo 7.
11 En ocasiones escribiremos ¢ en lugar de o o 6.
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Esta composicion verifica sobre una expresion E que (o o 0)(E)= o(6(F)), es aso-
ciativa y la sustitucion identidad es el elemento neutro (por la izquierda y la de-
recha). Por otra parte, dadas 0,6 con Var(o) N Var(d) = &, se define la union
o U6 por el conjunto unién de ambas, es decir, (o U 6)(x) = o(x),x € Dom(o) y
(cU0)(x) =6(x),z € Dom(0).

Una sustituciéon p se llama sustitucion renombramiento o simplemente renom-
Lyt
expresiones E7, E5 son variantes si existen sustituciones de renombramiento p, p’

bramiento si existe p~! (sustitucién inversa) tal que po p~ o p = id. Dos
tales que E; = p(Es2) y Es = p'(E1). La composicién de sustituciones induce el
preorden (subsumcién) habitual entre sustituciones: § < o si, y sélo si, existe v
tal que 0 = 6 o~y y decimos que 6 es més general que o. Este preorden induce un
(pre-)orden parcial sobre términos dado por ¢ < t’ si existe  tal que t' = t.

Dos términos ¢ y ' son variantes (uno de otro) si existe un renombramiento p tal
que tp = t'. Dada una sustitucién 6 y un conjunto de variables W C V), denotamos
por Oy la sustitucion obtenida de 6 restringiendo Dom(f) a las variables de W.
Escribimos 6 = o [W] si Oy = oy, y 0 < o [W] denota la existencia de una
sustitucion v tal que oy = o [W].

En la siguiente definicién, se aborda el concepto de unificacién que resulta fun-
damental en la programacion légica y en la demostracion automatica ([Julidn y
Alpuente, 2007]). De forma intuitiva, unificar dos expresiones supone lograr que
ambas sean sintacticamente iguales después de aplicar sobre ellas una sustitucion
que llamaremos unificador (es decir, seran sintécticamente iguales las instancias que

resulten de ambas mediante alguna sustitucion).

Definicién 1.4.4. Una sustitucion 0 es un unificador de las expresiones Fy, Es si,
y solo si, O(Eq) = 6(E2).

Esta definicién se extiende de manera natural a un ntmero finito de expresiones
E,,...,E, y hablaremos también del unificador del conjunto S = {Ey,..., E,}.

Definicién 1.4.5 (Julidan y Alpuente [2007]). Un unificador o de un conjunto de
expresiones S es un unificador mds general (o de mdzima generalidad) para S si, y

solo si, cualquier otro unificador 0 es tal que o < 6.

Denotaremos por mgu (del inglés, most general unifier ) al unificador mds general
de un conjunto de expresiones, que siempre existe (si la expresiones unifican) y es
tinico salvo (composicién con sustituciones de) renombramiento (véase [Lassez et al.,
1988]).
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1.5. Programacion légica difusa

Desde un punto de vista formal, la programacion logica difusa es un area de la
logica difusa dedicada al estudio de teorias difusas o programas difusos, que son un
conjunto de expresiones logicas difusas en un lenguaje de primer orden directamente
ejecutables en un computador.

La programacion logica ([Lloyd, 1987; Apt, 1997; Julidn y Alpuente, 2007] son
referencias fundamentales en este contexto) se ha usado ampliamente para resolver
problemas y para representacion del conocimiento [Meritt, 1989; Sterling y Shapiro,
1986]. Sin embargo, los lenguajes tradicionales de la programacion 16gica no incorpo-
ran técnicas que permitan tratar, de manera explicita, la vaguedad y el razonamiento
aproximado.

La programacion logica difusa es un area de investigacion que aglutina el esfuerzo
de introducir la légica difusa en la programacion logica. Si, debido a su alto nivel de
abstraccién y expresividad, los lenguajes declarativos son ampliamente reconocidos
como una de las mejores herramientas para el desarrollo de aplicaciones con una
fuerte componente simbolica, como ocurre a menudo en el campo de la inteligen-
cia artificial, los lenguaje basados en logica difusa aportan una habilidad natural
para modelar escenarios de naturaleza vaga o imprecisa y formular razonamiento
aproximado.

Como observaremos en lo que sigue, el area se encuentra en un estado relativa-
mente incipiente, no existiendo estandares claros sino distintas aproximaciones sin
que, por el momento, ninguna de ellas sea totalmente hegemoénica ni aglutine las
restantes opciones.

La gestion de la incertidumbre y /o de la imprecision en los procesos de deduccion
es una cuestion relevante una vez que en el mundo real la informacion a procesar es de
naturaleza imperfecta. En programacion logica, este asunto ha atraido la atencion de
muchos investigadores y han sido propuestos distintos marcos para su formalizacion.
En esencia, difieren en la nocién subyacente de teoria de la incertidumbre y teoria

de la imprecisién que contemplan:

= teoria de la probabilidad [Baral et al., 2004; Dekhtyar y Dekhtyar, 2005; Dekht-
yar y Subrahmanian, 2000; Fuhr, 2000; Lakshmanan y Sadri, 1994, 2001; Lu-
kasiewicz, 1999b, 2001b, 1999a, 2001a; Muggleton, 1995; Ng y Subrahmanian,
1991, 1992; Ngo y Haddawy, 1997; Wiithrich, 1995],

= teorfa de conjuntos difusos [Cao, 2000; Hinde, 1986; Ishizuka y Kanai, 1985;
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Klawonn y Kruse, 1994; Martin et al., 1987; Mukaidono et al., 1989; Shapiro,
1983; van Emden, 1986; Vojtas y Paulik, 1996; Vojtas, 2001; Yasui et al., 1995],

logica multi-valorada [Damaésio et al., 2004a,b; Damasio et al., 2004; Dama-
sio y Moniz-Pereira, 2001b,a, 2004; Fitting, 1991; Kifer y Li, 1988; Kifer y
Subrahmanian, 1992; Lakshmanan y Sadri, 1997; Lakshmanan y Shiri, 2001;
Loyer y Straccia, 2002a,b, 2003, 2006; Lu, 1996; Mateis, 2000; Medina et al.,
2004, 2001d,c; Medina y Ojeda-Aciego, 2004; Medina et al., 2001d,b,a; Medina
y Ojeda-Aciego, 2002; Damasio et al., 2007; Straccia, 2005b,a],

logica posibilista [Alsinet et al., 2008; Alsinet y Godo, 2000; Dubois et al.,
1991b, 1998; Nicolas et al., 2005; Chesnevar et al., 2004],

y en cémo son gestionados los valores de incertidumbre/imprecisién asociados a las

reglas y hechos.

Los marcos actuales para gestionar la imprecisién en programacion légica difusa

pueden clasificarse en basados en anotaciones y basados en implicaciones (véanse a
tal efecto [Lakshmanan y Shiri, 2001; Loyer y Straccia, 2005]).

= Los basados en anotaciones (véase por ejemplo [Kifer y Li, 1988; Kifer y Su-

brahmanian, 1992; Ng y Subrahmanian, 1991, 1992; Lu, 1996; Cao, 2000;
Krajci et al., 2002]), admiten reglas de la forma A : f(f1,...,0n) «— Bi :
b1,y -..,Bn : By cuyo significado puede entenderse del modo “el grado de ver-
dad de A es al menos f(81,...,0,) siempre que el grado de verdad de cada
atomo B; sea al menos 3;,1 < i < n”, siendo f una funcion computable y [3; es
una constante o una variable sobre un dominio (conjunto de valores de verdad)

apropiado.

Los basados en implicaciones (véase por ejemplo [Damaésio et al., 2004a; Da-
mésio y Moniz-Pereira, 2004; Lakshmanan y Sadri, 1994; Lakshmanan y Shiri,
2001; Medina et al., 2001d,c,b,a; Medina y Ojeda-Aciego, 2002; Medina et al.,
2004; Medina y Ojeda-Aciego, 2004; Damaésio et al., 2007; van Emden, 1986;
Vojtas, 2001]) tienen reglas que podemos dar del modo (A—@Q(By, ..., By); v)
donde v es el grado de verdad asociado a la formula A—@(By,...,B,), en la

que @ es una conectiva que combina las expresiones atomicas B;.

Computacionalmente, dada una interpretacion Z, los valores de verdad Z(B;)
se calculan conforme determina la funcién de verdad de la conectiva @ y poste-

riormente se propagan convenientemente al &tomo A de la cabeza de la regla.
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Ademés, los grados de verdad pueden tomarse en un reticulo, es decir, la apli-
cacion Z puede tomar valores sobre un cierto reticulo. Puede verse en [Damasio
et al., 2004a; Krajci et al., 2004; Lakshmanan y Shiri, 2001; Vojtas, 2001] co-
mo la mayoria de los marcos que manejan imprecisiéon y programacién logica

pueden ser contemplados en este contexto.

Es de destacar que la mayoria de las aproximaciones no contemplan ningin tipo
de razonamiento no-mondétono ni admiten negaciéon. No es el caso de [Damasio y
Moniz-Pereira, 2001a; Loyer y Straccia, 2006, 2002a,b, 2003; Straccia, 2005a,b], en
donde el dominio de valores de verdad es un reticulo. También [Vaucheret et al.,
2002; Guadarrama et al., 2004] admiten negacion, pero aqui los grados de verdad
son intervalos reales [Klir y Yuan, 1995] lo que resulta muy adecuado para formalizar
variables lingiiisticas como la variable edad o la variable velocidad.

Deteniéndonos en la negacién, digamos que es el concepto légico méas relevan-
te que no ha sido contemplado originariamente por la programacién logica difusa,
debido a que su incorporacién conlleva una complejidad significativa. Sin embar-
go, la negacién juega un papel importante en la representacién del conocimiento
en donde muchos de sus usos no pueden ser simulados por programas positivos. La
negacién es también util en la gestién de bases de datos, composicién de programas,
razonamiento por defecto, etc.

En cuanto al mecanismo operacional contemplado en las distintas aproxima-
ciones, observamos que en muchos de ellos se reemplaza el mecanismo clasico de
inferencia, la resolucion-SLD, por una variante difusa que permita razonar con incer-
tidumbre y evaluar grados de verdad. La mayoria de estos implementan el principio
de resolucion difuso introducido por Lee [1972] (extendido por Mukaidono [1982] y
por Weigert et al. [1993]), como el sistema Prolog-Elf [Ishizuka y Kanai, 1985], el
sistema Fril Prolog [Baldwin et al., 1995] y el lenguaje F-Prolog [Li y Liu, 1990].

Sin embargo, no hay un método comun para “difuminar” el principio de resolu-
cion de Prolog (véase [Vaucheret et al., 2002]): lenguajes difusos como el lenguaje
Likelog considerado en [Arcelli y Formato, 1999] s6lo contemplan la componente bo-
rrosa en los predicados introduciendo la nocién de similaridad entre ellos, Atanassov
y Georgiev [1993] implementa una modalidad de resolucién concebida para gestionar
grados de verdad de las clausulas que son intervalos (cada uno de sus extremos repre-
senta el grado de verdad y de falsedad), Li y Liu [1990] considera expresiones difusas
que incorporan cercas seméanticas, Mukaidono et al. [1989] contempla expresiones
que tienen asociada una cierta confianza obtenida a partir de su grado de verdad
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y se establece la confianza del resolvente, de la correspondiente resolucion difusa, a
partir de la confianza de las clausulas originales, y otros sistemas como, por ejemplo
[Vojtas y Paulik, 1996; Medina et al., 2001d,c, 2004; Medina y Ojeda-Aciego, 2004],
consideran hechos difusos y/o reglas difusas etiquetando clausulas de programa con
nimeros reales (0, mas generalmente, elementos de un reticulo) que representan el
grado de verdad asociado. En resumen, en estos lenguajes, pueden ser diferentes los
modos en que se representa el conocimiento difuso y también los métodos elegidos
para gestionar dicho conocimiento.

Las propiedades de correcciéon y completitud para los diferentes tipos de se-
mantica operacional han sido propuestas en relaciéon con una semantica declarativa
apropiada, que en muchos casos ha sido concebida como una extension difusa del
clasico modelo minimo de Herbrand [Lloyd, 1987].

Respecto al principio de resolucién clasico, basado en la unificacién sintéctica,

encontramos dos aproximaciones a la hora de enriquecerlo con rasgos difusos:

= La primera aproximacién, representada por lenguajes que reemplazan el me-
canismo de la unificacién sintéctica, de la clasica resolucién-SLD, por un algo-

ritmo de unificacién difusa.

En esta linea se encuentran trabajos como el de Virtanen [1991] donde se pre-
senta un algoritmo de unificacion difuso basado en relaciones de equivalencia
borrosas. Rios-Filho y Sandri [1995] hacen una distincion entre conocimiento
especifico y general con el objetivo de direccionar el algoritmo de unificacién bo-
rrosa, el llamado algoritmo de wunificacion contextual. Otros trabajos intentan
construir algoritmos de unificaciéon borrosa basados en relaciones de compati-
bilidad difusas, con el objetivo de incluir el tipo de datos conjunto difuso en el

marco de la programacion logica (véase por ejemplo [Alsinet y Godo, 1998]).

Por otro lado estan aquellos planteamientos de Arcelli y Formato [2002]; For-
mato et al. [1999, 2000]; Sessa [2000, 2002], menos expresivos pero mas eficien-
tes desde el punto de vista de su implementacion, que sustituyen el mecanismo
de unificacion sintactico de la resolucion-SLD clésica, por un algoritmo de uni-
ficacion débil, basado en relaciones de similaridad (puede verse en [Klawonn,
2003] el concepto de similaridad). Con ello se obtiene un mecanismo opera-
cional denominado resolucion débil o resolucion-SLD basada en similaridad
en [Sessa, 2002]. Mientras que el mecanismo global de resolucién permane-
ce basicamente inalterado, la unificacion cambia drasticamente, contemplando
la posibilidad de “igualar” sintécticamente simbolos (de constante, funcion o
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predicado) distintos, siempre que exista un cierto grado de similaridad entre
ellos. Este algoritmo, proporciona un wunificador mds general débil, asi como
un valor numérico, llamado grado de unificacion. Intuitivamente, el grado de
unificacién representa el grado de verdad asociado con la instancia computada
de la pregunta. Los programas escritos en esta clase de lenguajes consisten, en
esencia, en un conjunto de clausulas, junto a un conjunto de “ecuaciones de
similaridad” que juegan un papel importante durante el proceso de unificacion
[Sessa, 2002]. Esta ultima linea de trabajo ha llevado a la implementacion de
dos lenguajes [Arcelli y Formato, 1999; Loia et al., 2001], que desgraciadamente
no estan accesibles al publico y de los que se dispone limitada documentacion.

= En la segunda aproximacion, los programas son un subconjunto de clausulas
con un grado de verdad asociado que esta explicitamente anotado. El traba-
jo de computacién y propagacion de los grados de verdad se realiza a través
de una seméantica operacional que es una una extensién del principio de re-
solucién clasico, mientras el mecanismo de unificaciéon (sintactica) permanece
inalterado.

Ejemplos de este tipo de lenguajes son el descrito en [Vojtas y Paulik, 1996;
Vojtas, 2001] o el presentado en [Vaucheret et al., 2002] que incorpora negacion
y la légica subyacente usa intervalos en vez de niimeros reales para representar
los grados de verdad [Klir y Yuan, 1995].

En nuestra opinién, el contexto mas interesante lo representa la programacion
multi-adjunta considerada en [Medina et al., 2001d,c,b,a; Medina y Ojeda-
Aciego, 2002; Medina et al., 2004; Medina y Ojeda-Aciego, 2004; Damasio
et al., 2007], en la que los grados de verdad se toman frecuentemente en un
reticulo y la sintaxis permite incorporar légicas distintas en las reglas. Ha sido
concebida como una generalizacion de la programacion logica monétona y resi-
duada considerada en [Damasio y Moniz-Pereira, 2000; Dekhtyar y Subrahma-
nian, 2000; Damaésio y Moniz-Pereira, 2001b, 2002, 2004] que, a su vez, captura
(entre otros) los programas logicos probabilisticos hibridos de Dekhtyar y Su-
brahmanian [2000], los programas de bases de datos deductivas probabilisticas
de Lakshmanan y Sadri [2001], los programas 16gicos probabilisticos ordinarios
de Lukasiewicz [2001b] y los programas del marco de deduccion cuantitativa
de van Emden [1986] (que, a su vez, extienden a los programas de Dubois et al.
[1991b]).
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Ademés, como ya se ha referido, no hay unanimidad acerca de la logica difusa
usada en los distintos contextos. La mayoria de los sistemas usan la l6gica min-max
(para modelar la conjuncién y la disyuncion), pero algunos sistemas usan la logica
de Lukasiewicz [Klawonn y Kruse, 1994]. Otras aproximaciones permiten una inter-
pretacion mas genérica de las conectivas [Vojtas y Paulik, 1996], y la programacion
multi-adjunta admite ademas distintas légicas para las conectivas de las reglas.

En cuanto al conjunto sobre el que se interpretan las formulas'?, nos encontramos

con programas logicos difusos que se interpretan en:

1. El intervalo [0, 1], como es el caso de [Mukaidono et al., 1989; van Emden,
1986; Shapiro, 1983; Vojtas y Paulik, 1996; Vojtas, 2001; Arcelli y Formato,
1999; Krajci et al., 2004].

2. Un reticulo, como por ejemplo [Medina et al., 2001d,c,b; Medina y Ojeda-
Aciego, 2002; Medina et al., 2004; Medina y Ojeda-Aciego, 2004] (reticulo
multi-adjunto) y también [Damésio y Moniz-Pereira, 2000, 2001b, 2002; Da-
maésio et al., 2004b] (reticulo residuado).

3. Un bireticulo [Ginsberg, 1988; Fitting, 1991; Gerla, 2005; Loyer y Straccia,
2004; Straccia, 2005b], trireticulo [Lakshmanan y Sadri, 2001] o, més general-
mente, en un multireticulo [Medina et al., 2005, 2000, 2006, 2007c,b,a).

4. Un conjunto de intervalos, como [Vaucheret et al., 2002; Guadarrama et al.,
2004; Lakshmanan y Sadri, 2001; Lukasiewicz, 2001b; Atanassov y Georgiev,
1993].

5. Un dominio de cualificacién, como en el caso [Caballero et al., 2008; Rodriguez-
Artalejo y Romero-Diaz, 2008, 2009]'3.

Finalmente, observemos que la programacion légica difusa puede utilizarse tam-
bién en el control borroso como se contempla en [Gerla, 2001, 2005; Hajek, 1998].
Gerla [2005] admite, también en este contexto, el tratamiento de informacién positiva

y negativa si los grados de verdad se toman sobre un birreticulo.

12En otros contextos se han usado estructuras mas generales para interpretar formulas, como son
los dominios algebraicos (véase [Rounds y Zhang, 2001; Scott, 1982]).

13En la actualidad, estamos interesados en contrastar este marco con el marco multi-adjunto que
sirve de soporte a la mayoria de los desarrollos que se describen en esta tesis.



Capitulo 2

Algunos lenguajes légicos

difusos

En este capitulo consideramos los distintos lenguajes que hemos analizado para abor-
dar sobre ellos la transformacion de desplegado y adaptar, asimismo, los conceptos
clasicos de evaluacion parcial.

El primero es el lenguaje LIKELOG (acronimo de “Likeness in Logic”), que no
permite de hecho realizar eficazmente esta transformacion salvo que modifiquemos
—al menos— su sintaxis y su semantica operacional, tal como justificamos en lo que
sigue. Pese a este inconveniente, seguimos interesados en dicho lenguaje porque con-
templa una unificacién por similaridad, concepto éste que, aunque haya sido consi-
derado en Ambitos parciales, esta ya muy asentado en la programacion logica difusa
(por ejemplo, resulta muy interesante para disponer de un sistema de constestacion
de preguntas (en inglés, query answering) flexible [Vojtas, 2001]). Por otra parte,
sabemos que los programas de LIKELOG podrian ser emulados en el lenguaje multi-
adjunto de Medina et al. [2004], para el que se puede formular la transformacion de
desplegado tal como describiremos en el Capitulo 4.

Posteriormente, hemos elegido el lenguaje descrito por Vojtas y Paulik [1996],
por ser una refencia clasica en la programacion logica difusa (generaliza, entre otros,
el marco de la deducién cuantitativa de van Emden [1986]) y resultar adecuado para
la formalizacién del concepto de desplegado de programas difusos.

Describimos a continuacion este lenguaje que llamamos f-Prolog y realizamos

sucesivas ampliaciones del mismo.

37
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La primera ampliacion la representa If-Prolog, el lenguaje (etiquetado) interme-
dio imprescindible para el desplegado, ya que al desplegar un programa f-Prolog
nos encontramos con el inconveniente (que en el contexto clasico no se presenta) de
que el programa transformado resultante no pertenece al lenguaje f-Prolog del pro-
grama original. Esta ampliacion If-Prolog, que planteamos en [Julidn et al., 2004b],
contempla marcas etiquetadas que son muy expresivas para describir el mecanismo
operacional.

Las siguientes ampliaciones las representan los lenguajes ef-Prolog y lef-Prolog
[Julidn et al., 2004a, 2005c] en los que permitimos distintas interpretaciones de las
conectivas, para dar una mayor versatilidad a la hora de estimar la relevancia de

cada clausula del programa.

En el marco de la programacion logica difusa, el lenguaje multi-adjunto desta-
ca, como precisaremos en la Seccion 2.5, por su potencia expresiva. Y es apropiado
para abordar el desplegado debido a la sintaxis sencilla y a que la seméntica ope-
racional original permite propagar los grados de verdad de las reglas originales y
transformadas. Es el marco mas general elegido para formalizar la transformacion
de desplegado, estudiar sus propiedades de correcciéon y de eficiencia; y para estu-
diar, asimismo, la evaluacion parcial en el contexto difuso y su aplicacion al calculo
de reductantes.

En este capitulo se describen las semanticas operacionales de todos los lenguajes
considerados (f-Prolog, ef-Prolog —junto con sus versiones etiquetadas— y el lenguaje
multi-adjunto) y aportamos los primeros resultados de esta tesis adaptando, en cada
uno de los contextos, el concepto de independencia de la regla de computacion, de
manera semejante a como es formulada por Lloyd [1987] en la programacion 16gica

pura.

Hemos logrado demostrar, en el Teorema 2.4.2 [Julian et al., 2004b], en el Teo-
rema 2.4.3 [Julidn et al., 2005¢c| y en el Teorema 3.1.11 [Julidn et al., 2005a] (éste
resultado ya en el Capitulo 3), la independencia de la regla de computacién para los
distintos lenguajes analizados (f-Prolog, ef-Prolog y multi-adjunto).

Ademés, para el lenguaje multi-adjunto, reformulamos la fase interpretativa con-
templandolo como un sistema de transicién de estados, aspecto determinante para
la definicién del desplegado de estos programas y, también, para realizar un analisis
del coste computacional de los mismos.

Por tltimo, en el grupo DEC-TAU de nuestra universidad, hemos implementado

una herramienta para traducir programas l6gicos multi-adjuntos a programas Prolog,
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que pretende ser una plataforma de gran utilidad para la optimizacién de programas
difusos (entre otras ampliaciones y desarrollos que podamos incluir en el futuro). Con
este sistema, libremente disponible en http://www.dsi.uclm.es/investigacion/dect/-
FLOPERpage.html, ya es posible compilar, ejecutar y manipular programas légicos
difusos, al igual que generar y visualizar arboles de desplegado.

2.1. El lenguaje LIKELOG

En este apartado utilizamos el lenguaje LIKELOG tal cual se define en [Arcelli y
Formato, 1999]. Sintacticamente, un programa LIKELOG P esta compuesto por dos
componentes que llamaremos P y F', respectivamente:

= P es un conjunto de clausulas Prolog y

= F es un conjunto de anotaciones (ecuaciones) del tipo: eq(pl/a,p2/a) = n,
donde pl/ay p2/a son dos simbolos de predicado o de constante distintos (con
aridad a) y n es un namero que oscila entre 0 y 1 y que indica el grado de
similaridad entre ambos.

La componente F' aporta la nocién de borrosidad sobre P. La seméantica operacional
se consigue al sustituir en la regla clasica de resolucidn, el algoritmo estandar de
unificacion sintictica por otro de unificacion basada en similaridad, que extiende al
original al hacer uso de las anotaciones de F'.

Dado un objetivo G, las respuestas esperadas tienen la forma (o, n), donde o es
una sustitucion respuesta computada (computed answer substitution o c.a.s) al estilo
clasico de Prolog, y » un nimero que oscila entre 0 y 1 que viene a representar el
grado de verdad de la respuesta.

Ejemplo 2.1.1. Sea un Py = P1 UF programa LIKELOG, donde el conjunto de
claisulas prolog es

P ={Ci=pX): —q(X)., Cax=gq(a), Cs3=r(b).}
mientras que la componente borrosa es
F ={E;1 =eq(q,r) = 0.7}

Para ejecutar el objetivo p(X) en P1, damos pasos de resolucion con unificacion
difusa (etiquetando cada paso con la cliusula usada, la c.a.s. acumulada y el grado

de verdad propagado) obteniendo el siguiente par de derivaciones:
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» La primera derivacion es idéntica a otra cldsica donde no se explota la com-

ponente difusa F' a la hora de unificar:

P(X) = (eret) AX) = (e (xay. )= By
que se corresponde con la solucion X — a con mdximo grado de verdad.

» La sequnda derivacion explota en su sequndo paso una unificacion por simila-

ridad entre q y r:
p(X) 7 (Cy,6,1) q(X) 7 (E4,6,0.7) r(X) —(C3,{X—b},0.7) |
que se corresponde con la solucion X — b con grado de verdad 0.7.

Al intentar plantear una regla de desplegado en este contexto, encontramos que
la transformacién no debe afectar a F', ya que esta componente contiene simples
anotaciones que no admiten cambios.

Por tanto, nuestro desplegado actuara sobre las clatisulas de P al estilo clasico,

en los términos que se expresa en la siguiente definicion.

Definicién 2.1.2. Sea P = PU F un programa LIKELOG y sea
C=(A—B)eP

una cléusula de programa (no unitaria). Entonces, el desplegado difuso del programa

P con respecto a la clausula C' es el nuevo programa:
P =(P-{C})UFU{Ac <« B'|B —¢r, B'}

El primer aspecto llamativo de la definicién es que resulta imposible dar cuenta de
la componente borrosa (es decir, del nuevo grado de verdad calculado) sobre las
clatdsulas desplegadas ya que éstas no admiten en su sintaxis la posibilidad de ser
etiquetadas con algtin grado de verdad (que seria necesario para las computaciones

en el programa transformado).

Ejemplo 2.1.3. Volviendo al Ejemplo 2.1.1, los sequndos pasos de las dos deriva-
ciones podrian darse sobre la cldusula Cy para obtener un desplegado de la misma y

generar asi el programa transformado Py = P, U F donde:
P, ={Cs=p(a)., Cs=p()., Cy=q(a)., Cz=r().}

Y ahora las derivaciones que tenemos para el mismo objetivo p(X) en Pa son:
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= La primera derivacion da la misma solucion que la primera que dimos en el
programa original, aunque, como era de esperar, ahora lo hacemos de forma
mds eficiente ya que nos ahorramos un paso de resolucion (el que dimos al
desplegar):
P(X) = (i fxmay.— U

= La sequnda derivacion también es mds eficiente que en el original, pero ahora
ya no usamos unificacion por similaridad (que de alguna manera debid quedar
subsumida —aunque no lo hizo— en la regla desplegada) y se olvida de propagar
el grado de verdad correcto (0.7):

P(X) = (cs, fx—v}.1) U
que se corresponde con la solucion
X—b
con (ERRONEAMENTE) total confianza o mdzimo grado de verdad.

El problema mostrado en el ejemplo anterior es que la informacién sobre la actua-
lizacion de los grados de verdad que se calculan al hacer los pasos de desplegado,
no queda “anotada” sobre la regla resultante, y eso impide tenerla en cuenta en los
programas transformados.

Una forma de solucionarlo es permitir este tipo de anotaciones en las clausulas
del programa, pero entonces ya no estariamos hablando de programas LIKELOG.

Es decir, seria necesario modificar/extender la sintaxis del lenguaje y, lo que es
mas relevante, modificar la semantica operacional para que el desplegado de progra-
mas LIKELOG fuera viable, por lo que abandonamos esta via por el momento.

Afortunadamente, el lenguaje que veremos en la siguiente seccion si se hace eco
de estas anotaciones (aunque al final de la seccién evidenciaremos ciertos problemas

colaterales) incluyéndolas de forma estandar en su sintaxis.

2.2. El lenguaje f-Prolog

Entre la variedad de lenguajes de programacion légica difusa existentes en la litera-
tura, el descrito en [Vojtas y Paulik, 1996] es una de las primeras referencias clasicas
y resulta apropiado para definir el concepto de desplegado de programas logicos
difusos. Presentamos este lenguaje, que llamamos f-Prolog (Prolog fuzzy).
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Sea £ un lenguaje de primer orden conteniendo variables, constantes, simbolos
de funcién, simbolos de predicado, cuantificadores V y 3, y conectivas —, seq, ety
y ety (se entiende seq como una implicacion — —la version « flecha izquierda se
escribe ges—, et; es la conjuncién presente en el modus ponens con seq, y ety es la
conjuncién del cuerpo de las clausulas.

Aunque ety y ety son conectivas binarias, permitiremos su generalizacion para
contemplarlas como funciones de n argumentos.

Una cldusula (definida) es una férmula
V(A qes eto(By, ..., By))
y un objetivo (definido) es una formula
V(qes eta(Bi,...,By))

donde A y cada B; son féormulas atémicas.
En general, les llamaremos (seq, ets)-fdrmulas o simplemente férmulas si las co-
nectivas usados no son relevantes o se deducen del contexto.

Usaremos también la notacién

AHBl, ey Bn
como aztcar sintactico de V(A qes eto(Bi,..., By)). Igual que en programacion
logica, A se dice la cabeza de la clausula y Bi,..., B, el cuerpo.

A las clausulas con un cuerpo vacio les llamamos hechos, mientras que las clau-
sulas con cabeza y cuerpo seran reglas. Un tipo de clausula degenerada es la cldusula

vacta, simbolizada por ‘0’ y que representa una férmula contradictoria.

Definicién 2.2.1 ([Vojtas y Paulik, 1996]). Una teoria difusa es una aplicacion T

que interpreta formulas sobre nimeros reales del intervalo (0,1].

La aplicacion 7 interpreta las restantes formulas del lenguaje que no estan en
dom(7) como 0.

Definicién 2.2.2 ([Vojtas y Paulik, 1996]). Un programa f-Prolog definido, P, es
una teoria difusa tal que:

1. dom(P) es un conjunto de (seq, ets)-cldusulas de programa definido o hechos,

2. para cada C1,Co € dom(P), C1 = Cy si, y sdlo si, C1 es una variante de Co y
P(Cy) = P(Cq),



2.2. El lenguaje f-Prolog 43

3. dom(P)/~ es finito.

Intuitivamente, un programa f-Prolog definido puede verse como un conjunto de
pares (C; «), donde C es una clausula definida y « = P(C) es un grado de verdad que
expresa en qué medida, o con qué grado, se satisface la clausula C, o bien el grado
de confianza que el usuario del sistema tiene sobre C.

A menudo, escribiremos “C with P(C)” en vez de (C; P(C)). Un grado de verdad
a = 1 significa que el usuario contempla la clausula C con el mas alto grado de
verdad, expresando asi la méxima confianza en dicha clausula; por otra parte, un
grado de verdad menor que 1 revela el grado de incertidumbre o de falta de confianza
sobre C; un grado de verdad proximo a 0 expresa el maximo grado de incertidumbre
de la clausula.

En [Vojtas y Paulik, 1996], se enuncia la semantica declarativa de un programa f-
Prolog en términos del modelo minimo de Herbrand difuso. Se contempla igualmente
su caracterizacién por la semantica de punto fijo.

En ocasiones, la funcién de verdad de las conectivas et; and ety se toma del

modo:
et1(ry,...,rn) = H?Zl T4

eta(ry,...,rn) = min{ry, ..., }

Sin embargo, preferimos no especificarlas y considerarlas como t-normas arbitrarias,
et; : [0,1])% — [0,1],

es decir, tales que satisfacen las propiedades conmutativa, asociativa, monotonia en
ambos argumentos y et;(z,1) = x.

En consecuencia, generalizan el caso de la conjuncién clasica A : {0,1}2 — {0,1}
y no cumplen, necesariamente, la propiedad distributiva. Ademaés, han de ser debida-

mente extendidas para que se puedan contemplar como funciones de n argumentos.

Semantica operacional

La seméantica operacional de f-Prolog, debida a Vojtas y Paulik [1996], especifica
cémo obtener los enlaces de las variables y el grado de verdad de un objetivo G
a través de una secuencia de pasos de resolucién-SLD difusa. En lo que sigue, se
presenta la formalizacion de los conceptos de resolucion-SLD difusa, derivacion-SLD

difusa y respuesta computada difusa.
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Si P es un programay G un objetivo, puesto que dom(P) es un programa definido
clasico, sobre él puede ejecutarse la resolucion-SLD clésica. En consecuencia, el prin-
cipal problema operacional consiste en describir cémo se lleva a cabo la evaluacion
de los grados de verdad.

Dada una regla de programa C : A«—B;, ..., By,, con grado de verdad ¢, y un ob-
jetivo G = «A’, tal que A’ unifica con la cabeza A de C mediante un mgu 6, es posible
dar un paso de resolucion-SLD que conduce al resolvente G’ = « (B, ..., B;)0.

Si deseamos evaluar el grado de verdad de G, necesitamos computar los grados
r1,...,Tn de todos los subobjetivos By, ..., B,, antes de que el grado ¢ de la regla
pueda ser aplicado, para obtener et (g, eto(r1,...,7,)), el grado del objetivo G.

En consecuencia, necesitamos un mecanismo para recordar que una regla de pro-
grama ha sido aplicada en un paso anterior. En [Vojtag y Paulik, 1996] se introduce
un contexto gramatical para resolver este problema.

Esta gramética libre de contexto contempla marcas izquierda, , y derecha,

, etiquetadas con ntmeros reales, para recordar el punto exacto en el que se ha
aplicado una regla con grado g. Por tanto, el paso de resolucién anterior puede ser
anotado del modo:

Bl,...,Bm

Llamaremos If-Prolog al lenguaje extendido que se obtiene al anadir marcas eti-
quetadas y nameros reales al alfabeto f-Prolog. Una If-expresion es un 4tomo, una
secuencia de atomos, una secuencia de niimeros reales, un nimero real encerrado en-
tre marcas etiquetadas, y las combinaciones de estas lf-expresiones encerradas entre
marcas etiquetadas.

La siguiente definicion hace uso del lenguaje extendido If-Prolog en la formaliza-
cion del concepto de resolucion-SLD difusa (escribimos ¢ para la secuencia —tal vez

vacia— de objetos sintacticos o1, ..., 0,).

Definicién 2.2.3. Dado un objetivo G = «—Q y una sustitucion 9, un estado If-

Prolog es un par (Q;¥). Denotaremos por £ el conjunto de estados.

Definicién 2.2.4 ([Vojtas y Paulik, 1996]). Dado un programa f-Prolog, P, de-
finimos la resolucion-SLD difusa como un sistema de transicion de estados, cuya
relacion de transicion —pr C (€ X &) es la relacion mds pequena que satisface las

siguientes reglas:

Regla 1. (Regla de Resolucién Clausula)
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(X, A, Y); )= rr(( .Bhu Bzm Y)9 90) si

1. A, es el dtomo seleccionado,
2. 0 es un mgu de A, y A,
3. P(A—By,....,B)=qyl>1.

Regla 2. (Regla de Resolucién Hecho)
(X, A, Y);9)—rr{(X,r,Y)0;00) si

1. A, es el dtomo seleccionado,
2. 0 esun mgu de Ay, y A, y
3. P(A—=) =r.

Regla 3. (Regla de Resolucién et;)

1 t )—rr(X, eti(q,r),Y;0) si

1. r es un numero real.

Regla 4. (Regla de Resolucién ety)

(X1, ooy, YN —pp(X, eta(r, ..., 1), Y;0) si
1. 7r,...,m son nimeros reales.

De forma natural, todos los conceptos habituales de la programacion logica (paso de
resolucion-SLD, derivacion-SLD, etc.) pueden ser extendidos para el caso difuso y,
analogamente, se supone que las clausulas involucradas en pasos de resolucién-SLD
difusa se renombran antes de ser usadas. Denotaremos con —gpg1, —rRr2, —FR3,
—rra al paso de resoluciéon-SLD difusa dado con la Regla 1, Regla 2, Regla 3 o Regla
4, respectivamente.

Cuando sea necesario, anotaremos, mediante un superindice del simbolo —rg,
la ef-expresion y/o la clausula usada en el correspondiente paso de resolucion.

En la siguiente definicién se extiende la nocién de respuesta computada a nuestro
entorno difuso. En ella, denotamos por id la sustituciéon vacia, llamamos Var(s) al
conjunto de variables distintas que aparecen en el objeto sintictico s, y 6[Var(s)]
denota la sustituciéon obtenida de 6 restringiendo su dominio, Dom(6), a Var(s).
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Definicién 2.2.5. Sea P un programa f-Prolog y G = «—Q un objetivo. Un par (r;0)
formado por un nimero real r y una sustitucion 6 es una respuesta computada difusa

si hay una secuencia &, . ..,E, (llamada f-derivacion de éxito) tal que:
1. & = (Q;id);
2. para cada 0 <1i<n, G —=rr Git1 es un paso de resolucion-SLD difusa;
3. &= (r;0") y 0 =0Var(Q)].

Tlustramos esta definicién con el siguiente ejemplo. En el programa elegido, los pre-
dicados considerados podrian tener el siguiente significado:
p(x): x es pais industrializado q(z,y): = es més desarrollado que y
r(y): y es tecnologicamente avanzado  s(y): y es balcanico
Esta interpretacion es coherente en el programa y si tomamos a =espana, b =ruma-
nia, entonces podemos deducir:

“espana es pais industrializado con grado de verdad 0.504”.
Ejemplo 2.2.6. Sea P el programa f-Prolog,

Cr: p(X)— q(X,Y),r(Y) with 0.8

Co: q(a,Y)— s(Y) with 0.7
Cs: qY,a)— r(Y) with 0.8
Ca: r(Y)— with 0.7
Cs: s(b)— with 0.9

Por comodidad y analogia con Prolog, suponemos que existe una funcion de seleccion
que elige de izquierda a derecha los dtomos en un objetivo dado. Ademds, tomamos

eti(z,y) =z-y  eto(z,y) = min{z,y}

En estas hipdtesis, tenemos la siguiente f-derivacion de éxito para el programa P y el
objetivo «—p(X) (subrayamos la If-expresion seleccionada en cada paso de resolucion)
con respuesta computada difusa (0.504;{X/a}):
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<p(X)aid> HFRICI

(Los| (X1, Y1), r(11) H{X/X0)) — PR €
(Los][Lor] s(¥2) [Ror] r(¥e) [Ros s {X/a. Xy /a,Yi/Ya})  —pma®

(Los|[Lor|0.9|Ro7 i{X/a,X1/a,Y1/b,Y2/b}) —FRr2%

7@ ‘ RO.S

(‘ Lo.s ‘ ‘ Lo.7 ‘ 0.9 ‘ROJ

0.7 Ros

;{X/ale/av Yl/ba YQ/ba Y3/b}’> —FR3

(Los]0.63,0.7 {X/a, X1/a,Y1/b,Ya /b, Ys/b}) —FRa

(Lo |0.63 | Ros

;1X/a, X1/a,Y1/b,Y2/b,Y3/b}) —FR3

(0.504 ; {X/a, X1/a,Y1/b,Y2/b,Ys/b})

En [Vojtas y Paulik, 1996], los autores establecen los resultados de correccién para
el mecanismo operacional de la resolucion-SLD difusa (siguiendo una técnica similar
a la propuesta por Lloyd [1987], para la programacion logica), pero extendiendo los
resultados con el tratamiento de los grados de verdad.

Como ya dijimos, si permitimos el uso de marcas y nimeros reales, no sélo en los
estados intermedios de una derivacion, sino también en los cuerpos de las clausulas,
tenemos un lenguaje etiquetado que llamamos If-Prolog, para el que sigue siendo

valida la seméntica operacional anterior.

En consecuencia, f-Prolog y If-Prolog, lenguaje que tendra una fuerte repercusion
en la definicion de desplegado difuso, comparten el mismo principio operacional: la
resolucion-SLD difusa.
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2.3. El lenguaje extendido ef-Prolog

Presentamos ahora una extension del lenguaje f-Prolog (Prolog fuzzy ), descrita por
primera vez en [Julidn et al., 2004a], a fin de permitir una interpretacion mas flexible
de las conectivas logicas conforme al estilo considerado en [Vaucheret et al., 2002].

Hemos dicho que, en el lenguaje f-Prolog, las conectivas et, ety son t-normas
arbitrarias cuya funcién de verdad

et; : [0,1]* — [0,1],

adecuadamente extendida a funciones de n argumentos, es fija en cada programa.
Sin embargo, y tal como se justifica en [Vaucheret et al., 2002], puede ser util desde
un punto de vista préctico asociar una interpretacién concreta para cada operador
et o ety en cada clausula de programa en vez de una unica interpretaciéon (para
cada uno de las conectivas) en un programa determinado.

A tal efecto, observemos que la conjuncion ha sido definida inicialmente por Za-
deh a través del operador min, pero en la actualidad estd ampliamente aceptado que
no es el tnico que modela adecuadamente la conjuncién, por la amplia variedad de

expresiones que es necesario formalizar. Es lo que ilustramos en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 2.3.1. Dada la cléusula p(x) — q(x),r(x) si interpretamos

p(x) como “x es deportista”,
q(x) como “x es joven”,

r(x) como “x es saludable”,

los predicados del cuerpo son de influencia positiva, es decir, se refuerzan mutua-
mente. En este caso a la conjuncion ety del cuerpo se le asocia habitualmente por el
operador min como funcion de verdad. Lo mismo debemos considerar si q(x) y r(x)
fuesen predicados independientes.

Sin embargo, si q(x) se interpreta como “x es bajo” y r(x) como “x es alto”, es
decir, si los predicados q(x) y r(x) son contradictorios, al conectivo eto del cuerpo de
la cldusula es aconsejable asociarle el operador max como funcién de verdad (véase
Aranda et al. [1993]).

En general, la eleccién de la funcién de verdad de las conectivas depende del contexto,
es decir, del problema real que se pretende modelar [Gupta y Qi, 1991].
Redefinimos el concepto de teoria difusa, ya visto para f-Prolog, para afrontar el

problema de como se asocian distintas interpretaciones a las conectivas ety y ets.
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Definicién 2.3.2. Una teoria difusa es una aplicacion 7 que asocia a cada formula
un triple {a,le,les) € (0,1] x Sem x Sem, donde el grado de verdad o € (0,1] y
Sem es un conjunto de etiquetas semdnticas indicando el significado asociado para
ety y eta respectivamente.

Entendemos que T es idénticamente nula sobre todas las formulas que no estdan
en el dom(7).

Ahora podemos usar etiquetas indicando el significado asignado a los operadores et
o ety en la clausula C.

Por ejemplo, una etiqueta le; = lukasiewicz interpreta el operador et; como
una t-norma de Lukasiewicz, es decir, et;(x,y) = maz{0,r +y — 1}. Otras posibles
etiquetas podrian ser: min, si et;(z,y) = min{xz, y}; product, si et;(z,y) = = -y; etc.

Un valor void en Sem se emplea para expresar que no hay significado selecciona-
do para et; o ety. Puesto que void debe estar asociado a una t-norma, se verificara
void(1, z) = void(z,1) = x.

Definicién 2.3.3. Un programa definido ef-Prolog, P, es una teoria difusa tal que:
1. dom(P) es un conjunto de (seq, eta)-cldusulas de programa definido o hechos,

2. para C1,Co € dom(P), se tiene C1 = Ca si, y sdlo si, C1 es una variante de Co

Yy P(Cl) = 7)(02)7 Yy
3. dom(P)/~ es finito.

Intuitivamente, un programa definido ef-Prolog puede verse como un conjunto de
pares (C; (r,11,12)), donde C es una clausula, r es el grado de verdad de C, y {1, [2
son etiquetas semanticas asociadas con los operadores etq, ety de esta clausula.

Sin embargo, nos inclinamos por escribir C with (r,[1,12), o de modo mas des-

criptivo:
C with r and le; =1 and ley; = (2.

Si la clausula C es un hecho, le; y les pueden tomarse void y escribiremos solamente:
C with r, omitiendo los valores de le; y lea, y si el cuerpo sélo tiene un &tomo
asumimos les = void.

Analogamente, un objetivo G s6lo tiene asociado una etiqueta seméntica para
eto, pero no tiene grado de verdad inicial ni etiqueta seméntica para et;, asi que
escribiremos G with leg = [2.
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Semantica operacional

Una vez caracterizada la extension del lenguaje f-Prolog que hemos denominado
ef-Prolog, debemos formalizar, de nuevo, los conceptos de resolucién-SLD difusa,
derivacion-SLD difusa y de respuesta computada difusa para este lenguaje extendido.

Al objeto de tratar adecuadamente el proceso de resolucién para este lenguaje
que mejora la potencia expresiva de f-Prolog, es necesario también ampliar el formato
de representacion de las etiquetas para distinguir cual el la funcién de verdad de et
0 ety que debe ser aplicada.

A tal fin, introducimos las marcas que siguen, en las que se recoge el grado de
verdad de una clausula junto con la etiqueta que recuerda la interpretacion de las

correspondientes conectivas.

L g6ty eta) R et 6ta)

Llamamos lenguaje lef-Prolog al obtenido anadiendo estas marcas etiquetadas y nt-
meros reales al alfabeto f-Prolog. Ahora, una lef-expresion es un 4tomo, una secuen-
cia de 4tomos, una secuencia de nimeros reales, un nimero real encerrado entre las
nuevas marcas etiquetadas que se consideran, y las combinaciones de las anteriores
lef-expresiones también encerradas entras las nuevas marcas etiquetadas.

De forma similar a la seccién anterior donde llamabamos If-Prolog al lenguaje
etiquetado obtenido de f-Prolog, ahora llamamos lef-Prolog a la extension equivalen-
te de ef-Prolog, que posee idéntica semantica operacional que ef- Prolog y tiene gran
relevancia a la hora de definir transformaciones basadas en desplegado.

La siguiente definicién hace uso de lef-Prolog en la formalizacion de la resolucién-
SLD difusa (recordemos que escribimos 0 para la secuencia —tal vez vacia— de objetos

sintacticos o1, ..., 05).

Definicién 2.3.4. Dado un objetivo G = «—Q with le; = ety lef-Prolog y ¥ una
sustitucion, un estado ef-Prolog es un par (Q;v). Llamaremos, £ el conjunto de

estados ef-Prolog.

Definicién 2.3.5. Dado un programa ef-Prolog P, definimos la resolucion-SLD di-
fusa como un sistema de transicion de estados, cuya relacion de transicion —pgr C

(€ x &) es la minima relacion que satisface las siguientes reglas:

Regla 1. (Regla de Resolucién Clausula)



2.3. El lenguaje extendido ef-Prolog 51

<X,Am,Y; 19>—>FR<(X, L(q,étl,ét2> Bl, ey Bl R(q,étl,étg) ,Y)@; 199> 8

1. A, es el dtomo seleccionado,
2. 0 es un mgu de A, y A,
3. C: (A« By,...,B with {q,ety,etz)) €P yl>1.

Regla 2. (Regla de Resoluciéon Hecho)
(X, A, Y0 —pr((X,r,Y)0;90) si

1. A, es el dtomo seleccionado,
2. 0 es un mgu de Ay, y A, y
3. C: (A~ conr)eP.

Regla 3. (Regla de Resolucién et;)

<Xa L 7?;19>4)FR<776351(%7’);?;19> St

(@:6tr.6t2) | T Riaota ota)

1. r es un numero real.

Regla 4. (Regla de Resolucién ety)

<X’ L(q,ét1,ét2> F R(q,ét1,ét2> 7Y,19>4)FR
(X L 6t ety | 20 | Byt iy b Y300 80
1. T=ry,...,r, donde n > 1, son niumeros reales.

Los conceptos habituales de programacion logica (paso de resolucion-SLD, derivacion-
SLD, etc.) pueden definirse también aqui de manera natural.

En lo que sigue, usaremos los simbolos — pr1, —FRr2, = FRr3 ¥ — rFra para denotar
la aplicacién de cada una de las cuatro reglas de resolucién difusa anteriores.

Como ya se ha dicho, esta semantica operacional descrita para ef-Prolog sigue
siendo valida para el lenguaje etiquetado lef-Prolog.

En la siguiente definiciéon extendemos la nocién de respuesta computada difusa

a nuestro entorno.
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Definicién 2.3.6. Sea P un programa ef-Prolog y G = «Q with le; = ety un

objetivo. Un par (r;0) formado por un ndmero real r y una sustitucion 0 es una

respuesta computada difusa si hay una secuencia &,...,E, (llamada f-derivacion

de éxito) tal que:

1. &= (L

(l,void,étg)

Q| R

(1,void,ét2>

;id),

2. para cada 0 <i<n, G, —pr Git1 €s un paso de resolucion-SLD difusa (segin
se ha establecido en la Definicion 2.3.5),

3. En=1(r;0") y0=0Nar(Q).

Tlustramos esta definicién en el ejemplo posterior, que puede verse como una adap-

tacion del Ejemplo 2.2.6 al nuevo marco més rico.

Ejemplo 2.3.7. Sea P un programa ef-Prolog,

Ci: p(X)—q(X,Y),r(Y) with (0.8,prod,min)

Co: q(a,Y)— s(Y)

Cs: q(Y,a)—=r(Y)

C4 : T(Y)<—

Cs: s(b)«—

with (0.7, prod, void)
with (0.8, luka, void)

with 0.7
with 0.9

La que sigue es una f-derivacion de éxito para el programa P y el objetivo

con respuesta computada (0.504; {X/a}):

—p(X),r(a) with min
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[Eee] 0. @) [Re] s
(Lo ] [Lo ] a(X0.%3). 7(¥2) [Ro, [ r(@) [Rug | s0n)

|

‘Lq,2 ‘@ ‘ Ry, ‘ T(Yg) ‘R‘pl

r(a) |Ru, | 302)

|

[Lo. | 0.9 Ra, | r(®) [Re,

T(a) ‘ Ry, ‘ §U3>

(‘L%HL%HL\I,Q‘O.Q‘R%‘OJ‘R%‘@‘R\yo‘;m)

<\L% HL% HL%‘O.Q‘R%‘OJ‘R% \0.7\}{%\;05)

//dado que product(0.9,0.7)=0.63

(Lo |[Lw,]0.63,0.7[Ru, | 0.7 [Ru, | s05)

//dado que min(0.63,0.7)=0.63

(L, || Lw, | 063 | Ry, | 0.7 | Ry, | 503)

//dado que product(0.63,0.8)=0.504

< 0.504, 0.7 .05)

//dado que min(0.504,0.7)=0.504

(L, | 0504 | Ry, | 503)

// dado que toda t-norm etq(l,z) =z, entonces void(1,0.504)=0.504

(0.504 ;05)
donde
Uy = (1,void,min),

U, = (0.8, prod,min),

Uy = (0.7, prod, void),

c
—FR1 *

c
—FR1 2

5

—FR2

c
—FR2 4

c
—FR2 4

—FR3

—FR4

—FR3

—FR4

—7FR3

53

son los triples asociados al objetivo original y las clausulas C1 y Co respectivamente.

Ademds, resultan las sustituciones

op = id,
o1 = {X/X1},
o2 = {X/a, X1/a, Y1/Ya},
o5 = {X/a, X1 /a, Y2 /b, Ya /b,
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oy ={X/a,X1/a, Y1/b,Ya/b,Y3/b},
o5 ={X/a,X1/a, Y1/b,Y2/b,Y3/b,Ys/a}.

2.4. Independencia de la regla de computaciéon

Al igual que en el calculo de la resolucion-SLD clasica, suponemos la existencia
de una funcién de seleccion fija, también llamada regla de computacion, que decide,
sobre un objetivo dado, cuél es la expresion seleccionada para explotar en el siguiente
paso de computacion.

En particular, cuando construimos la f-derivacién mostrada en el Ejemplo 2.2.6,
hemos usado una regla de computacién similar a la de Prolog, seleccionando los ato-
mos de izquierda a derecha, pero retrasando la aplicacién de las reglas de resolucién
ets y ety hasta que se han explotado todos los 4tomos.

Antes de acometer los resultados generales con los que extendemos a un contexto
borroso el teorema de independencia de la regla de computacién clasico, recogido
en [Lloyd, 1987], introducimos previamente la notacién, los conceptos y resultados
instrumentales necesarios.

En lo sucesivo, usaremos C < P para denotar una versiéon renombrada o es-
tandarizada aparte o nueva variante' de una clausula del programa P tal que C no
contiene variables que hayan sido usadas previamente en la computacion.

La representacion equacional de una sustitucion 6 = {z1/t1,...,x,/t,} es el
conjunto de equaciones 9 = {z1 = t1,...,2, = t,}. Denotamos por mgu(E) el
unificador mds general’? de un conjunto de ecuaciones F.

La composicion paralela de sustituciones [Palamidessi, 1990] corresponde a la
nocion de unificacion generalizada de sustituciones. Dadas las sustituciones idempo-
tentes 61 y 62, la composicién paralela 6; {} 62 = mgu(@Al U 9;)3 Haremos uso de la
siguiente propiedad més adelante.

Lema 2.4.1 ([Palamidessi, 1990]). Las sustituciones idempotentes 61 y 02 satisfacen,

91 ﬂ 92 = Hlmgu(@AQHl) = egmgu(é\192).

lFormalmente, decimos que dos expresiones F; y Eo son variantes una de la otra si, y sélo si,
existen sustituciones de renombramiento p y p’ tal que E1 = Espy Es = E1p’.

2Véase la Seccién 1.4 para una definiciéon formal de este concepto.

3Véase de nuevo la Seccién 1.4 para una definicién del conjunto unién de sustituciones.
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2.4.1. Independencia de la regla de computacion para |f-Prolog

El siguiente teorema, enunciado por primera vez en [Julidn et al., 2004b] y demos-
trado en [Julidn et al., 2004c], extiende al entorno difuso la independencia de la regla
de computacion demostrado en [Lloyd, 1987] para la programacion logica.

Teorema 2.4.2 (Independencia de la Regla de Computacién). Sea P un programa
If-Prolog y G = —Q un objetivo If-Prolog. Si

(Gyid)—FRry(T;0)

es una derivacion-SLD difusa de n pasos que usa R como regla de computacion,

entonces
(Grid)—pRrR/ (r; 0)

es una derivacion-SLD difusa de n pasos que usa cualquier otra regla de computacion
R/

No incluimos la demostracién por ser este resultado un caso particular del enunciado

a continuacién para el lenguaje extendido.

2.4.2. Independencia de la regla de computacién para ef-Prolog

También para el lenguaje extendido ef-Prolog hemos logrado este resultado esencial
—enunciado por primera vez en [Julidn et al., 2004a]- que generaliza al Teorema 2.4.2
y cuya prueba —recogida en [Julidn et al., 2005¢c]- es mas compleja.

Teorema 2.4.3 (Independencia de la Regla de Computacién). Sea P un programa
lef-Prolog, y G = «—Q with les = ety un objetivo lef-Prolog. Entonces, para cualquier

par de reglas de computacion R y R, tenemos que:

( Q jid) —pRrip (r0)  si, y sdlo si, ( Q id) —rpRrp (1;0)

donde ¥ = (1,void, eta) yn es el (mismo) nimero de pasos de resolucion-SLD difusa

en ambas derivaciones.

Para demostrar la independencia de la regla de computaciéon para el lenguaje lef-
Prolog, necesitamos los lemas auxiliares que siguen. El primero se refiere a la con-
servacion de las sustituciones en las respuestas computadas difusas, obtenidas al
realizar dos pasos de derivacion-SLD difusa explotando dos dtomos diferentes de un

objetivo dado, con independencia del orden en que se exploten.
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Lema 2.4.4. Sea P un programa lef-Prolog y sea G = « Qo with le2 = étg un
objetivo ef-Prolog, tal que A y A’ son dtomos de Qo y Vo = (1,vo0id, e't(2)>. Entonces,

(Lw, JQo[Ruy | 560) =" (Lu, [Q1Ruy |1 0001)— ™" (Lu, |Q2[ Ru | 5 606162)

si, y solo si,

(Lw, JQo[ Ry | 560)=ra (L, |QU Ru, | :0081)— ki (Lu, |4 Ru, | 5 606765)

donde 00010 = 0000

Demostracion.
(=) Supongamos que en la cabeza de las clausulas C1,C2 < P tenemos los atomos
H, y Hy que usamos para explotar (instancias de) atomos A y A’ respectivamente,

en la f-derivacion considerada:

(Lw, Qo[ Ruy ] 360) =™ (Lug |Q1 Ruy | 16001)—= ki (Lu, [Qo Ruy | 1 606162)

donde 61 = mgu({A = H1}) y 02 = mgu({A'6, = Ha}).

Ademas, puesto que 66102 # fallo, en particular 6o # fallo, y en consecuencia
07 = mgu({A’ = Ha}) # fallo.
Entonces, se tienen las siguientes igualdades:

010, =
O01mgu({A'6; = Hy}) = (puesto que Dom(601) N Var(Cse) = &)

rmgu(mgu({A’ = Ha})01) =

91mgu(9A’191) = (por el Lema 2.4.1)
01 1+ 0} = (por el Lema 2.4.1)
imgu(6,6}) =
imgu(mgu({A = H1})0)) = (puesto que Dom(0)) N Var(C1) = @)

Oymgu({Afy = Hi})
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Ademas, como 6105 # fallo entonces 0;mgu({A0) = H1}) # fallo y, en particular,
04y = mgu({A0] = H1}) # fallo.

Por tanto, 6105 = 0105, de donde se deduce la igualdad 6y60,62 = 096765, como
deseabamos probar.
(<) Este reciproco puede probarse de manera similar a la implicacion directa, ex-

plotando también la equivalencia entre 6,162 y 0/ 65. O
El siguiente lema generaliza el anterior en dos aspectos diferentes:

= por garantizar la preservacion de los dos elementos significativos del estado,
esto es, no sélo la sustitucion, sino también, los grados de verdad, y

= por considerar todo el conjunto de reglas la Definicion 2.3.5 (en vez de sola-
mente las dos primeras) cuando aplicamos los dos pasos de resolucion en la
derivacién considerada.

Lema 2.4.5 (Lema de Conmutacién). Sea P un programa lef-Prolog y sea G = «+—Qy
with e2 = étg un objetivo lef-Prolog, tal que E y E’ son lef-expresiones diferentes
en Qp y Vo = (1,void, étg}.

Entonces,

(Qo ;90>—>FRE(Q1 ;91>_>FRE/91<Q2 ;602)

si, y solo si,

(EarJo ] s (TR e (Ea o) )
donde Qs = Q) y 05 = 0.

Demostracion. En lo que sigue, supondremos —sin pérdida de generalidad— que el
cuerpo Qg del objetivo tiene la forma

QO EyaEla?aE%j

donde X,Y y Z son secuencias arbitrarias de lef-expresiones validas (tal que X est4
encabezado por y Z finaliza por )y E1, Es, es decir, las lef-expresiones
selecionadas en el primer y segundo paso de la ef-derivacion, seran atomos (denotados
por A o A’), secuencias de numeros reales (que designamos por 7 o T) o nimeros
Ly |r|Ry | o|Ly|n|Ry

reales encerrados entre marcas etiquetadas (por ejemplo,

)
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con U = (p,ety,ety), ¥ = (q, e't/l,e't;>), dependiendo de la regla de resolucién de la
Definicién 2.3.5 usada en cada paso.

Para hacer mas legible la demostracion, subrayamos la lf-expresion explotada en
cada paso de derivacion.

Procederemos exaustivamente con cada uno de los casos posibles. Por fortuna,
observemos que no es relevante si F; estd a la izquierda o a la derecha de Fs vy,
ademas, el caso en que el primer paso es dado con la regla R; y el segundo con la
regla R; es analogo al caso en que el primer paso se da con la regla R; y el segundo
con la regla R;, lo que reduce drasticamente el nimero de opciones a considerar.

1. Primer paso con la Regla 1 y segundo paso con la Regla 1.
Suponemos que: C; : (H; « B1;¥) < Py Co : (Hy «— By;¥') < P, with
U = (p,ety,ety) y U/ = (g, ety,et,). Entonces,
(Ya A7 77 AI7 77 90) _)FRIC1

<(Y; Bl Y, A Z)6:;6:) —rm®
],

Y, Ly

027 02>

si, y solo si,
(X, A7, A", Z: 60) B
2

donde, por el Lema 2.4.4 tenemos que 62 = 6, lo que garantiza, ademas, que

\ Ly

Z)0%;64)

las primeras componentes del estado final en ambas derivaciones son sintécti-
camente iguales, como desedbamos probar.

2. Primer paso con la Regla 1 y segundo paso con la Regla 2.
Suponemos que: C; : (Hy «+ B;¥) < Py Cy: (Hy «;q) < P, with ¥ =
(p, ety ety).
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Entonces,
<Y7 Aa ?a A/a77 90> _)FRIC1
((Y7 Bi|Ry|.Y, A, Z)01;61) —proC
<(77 ) Y; q, 2)927 92>

si, y s6lo si,
<Ya A777 _I7 77 90) _)FRQC2
<(Ya Av ?7(];7)9/1a9/1> *>FRIC1

(X[ Lo] Y, q,2)03;0%)

donde, por el Lema 2.4.4 tenemos 6, = 6} y, ademaés, las primeras componen-
tes del estado final en ambas derivaciones son sintacticamente iguales, como

queriamos probar.

3. Primer paso con la Regla 1y segundo paso con la Regla 3.
Suponemos que: C; : (Hy « By;V¥) < P with U = (p,ety,ets), y U =

(q,etq,ety).
Entonces,

(X, A4, ?; n ,Z;60) —rm

(X.|Le | Bi|Ry | .Y, | Lo | n|Ru |, 2)01:01) —rns
(X.[Lu | B{Re]. Y.ty (q,n). Z)01:61)
si, y s6lo si,

(X, Aa?; n , Z;60) —FR3

’

<77 Aa ?a etl(Q7n)a77 90> _>F}:ilc1

(X.[Lo | B[Ry .Y, 6ty (q,n), Z)61:61)

como desedbamos probar.
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4. Primer paso con la Regla 1y segundo paso con la Regla 4.

Suponemos que: C; : (Hy « Bp;V¥) < P with U = (p,ety,ety), y U =
<Qaét1aét2>'

Entonces,
(X,AY, T , Z;6o) —pr1 !

<(Y,‘ Ly ‘ B<1‘ Ry ,Z)01;61) —FRa

?, Ly |7 ‘ Ry

)

(X .[Le] Y 6ty (7), Z)01; 01)
si, y solo si,
<Y7Aa?afa7;90> —FR4

’

<77 Aa ?) et2(7)777 90) _>F}:ilc1

(X.[Ly] Y, éty(7), )03 01)

que da el resultado.

. Primer paso con la Regla 2 y segundo con Regla 2.

Suponemos que: Cq : (Hy «—;p) < Py Co = (Hy <—;q) < P.
Entonces,
<Ya Aa ?7 Ala7; 90> *>FR2C1

(X,p, Y, A, Z)01;601) —rpo®
si, y s6lo si,

<77 Aa ?a ! 77 90> _>FR2C2

<(77 Aa ?aQ77)9/1,9/1> HFRQCI

(X,p,Y,q,7)05;05)
y por el Lema 2.4.4 resulta 6, = 6}, lo que supone también la igualdad sintac-
tica de las primeras componentes del estado final en ambas derivaciones, como

necesitabamos.
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6. Primer paso con la Regla 2 y segundo paso con la Regla 3.
Suponemos que: C; : (Hy «;q) < Py ¥ = (p,ety, eta).

(X, A7 [La]n 1 Z;60) —rr2!
(X, Qa?, n ,Z)01;61)  —rFRs

<(Ya q, 7) etl(p7 n)) 7)917 91)

Entonces,

si, y solo si,

(X,A,Y eti(p,n), Z; 0o) —pro&t

<(Y7 qa?7 etl(p7 n)a7)917 91>

como desedbamos probar.

7. Primer paso con la Regla 2 y segundo paso con la Regla 4.
Suponemos que: C; : (Hy « B1;q) < Py ¥ = (p,ety, eta).

(X, A, 77 T A —pro&t
(X, %77 T . Z)01;01) —rFRa

<(77 q, ?7 e.tQ(?)a 7)91; 91>

Entonces,

si, y sélo si,
<Y,A,?,7,7;90> —FR4

(X,A,Y, ets(T), Z; 0p) — pRro"t

(X,q,Y,eta(T), Z)01;64)

que nos da el resultado.

8. Primer paso con la Regla 3 y segundo paso con la Regla 3.

61
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Suponemos que ¥ = (p, ety,ety) y ¥ = (g, ety, et,). Entonces,

<Y,‘L‘1}‘T‘R@‘,?,‘L‘1ﬂ ,Z;00) —rrs

TL‘R‘I;/

(X, eti(p,r) Ym m Z;00) —FR3

’

<75 etl(pa T), Ya etl(qa n)7 Z7 90>

si, y solo si,

(X
X [Lo ] r [Ru | 7.6ty (q.n). Z: o) — s

/

<Y7 etl(pa T), Y7 etl(qa n)7 77 90)

Z;00) —Frs3

’n‘R\Iﬂ

como queriamos probar.

9. Primer paso con la Regla 3 y segundo paso con la Regla 4.
Suponemos que ¥ = (p,ety,ety) y ¥’ = (g, ety, et,). Entonces,

X [Lo]r[Re ], ¥ [Lo

W‘R\y/

,7; 90> —FR3

(X, eti(p,r Y m m Z;6) —FR4

<Ya e-tl (pa 7“), ?a e-t2 (ﬁ)a 7; 90>

si, y solo si,

<Y,‘L@‘T‘R\;",?,‘L\y/ W‘R\yl ,

Z;00) —rFpa

(X.[Ly|r [Re].Y,cty(m), Z: 00) — PR3

<Ya e-tl (pa 7“), ?a e-t2 (ﬁ)a 7; 90>

como queriamos.

10. Primer paso con la Regla 4 y segundo paso con la Regla 4.
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Suponemos que ¥ = (p, ety,ety) y ¥ = (g, ety, et,). Entonces,

L\Il/

ﬁ‘R\y/

. Z;60) —FRa

(X, éts(7), Y[ Lo | 7 ,Z;00) — PR

<Y,‘L\I{‘F‘R\I{‘,?,

(X, éta(7), Y, ety (71), Z; 6o)

si, y s6lo si,

<Ya‘L‘I"?‘R‘I"a?7 a7;90> —FR4

<Y; T Y, e't'z(ﬁ),?; 0o) —FR4

(X, 6ta(F), Y, 6ty (7), Z; fo)

Ly |7 ‘ Ry

que nos da el resultado.

O

Por dltimo, la prueba de la independencia de la regla de computacién expresada
en el Teorema 2.4.3 —y su caso particular expresado en el Teorema 2.4.2— es ahora
inmediata, puesto que se obtiene sin més que aplicar reiteradamente el Lema de
Conmutacion 2.4.5.

2.5. El lenguaje multi-adjunto

La programacion l6gica multi-adjunta ha sido introducida en [Medina et al., 2001d,c]
como una generalizacion de la programacion 16gica monoétona y residuada considera-
da en [Damésio y Moniz-Pereira, 2000; Dekhtyar y Subrahmanian, 2000; Damasio y
Moniz-Pereira, 2001b, 2002, 2004] que, a su vez, extiende (entre otros) los programas
légicos probabilisticos hibridos de Dekhtyar y Subrahmanian [2000], los programas
de bases de datos deductivas probabilisticas de Lakshmanan y Sadri [2001], los pro-
gramas logicos probabilisticos ordinarios de Lukasiewicz [2001b] y los programas del
marco de deduccién cuantitativa de van Emden [1986] (que, por su parte, extienden
a los programas de Dubois et al. [1991b]).

En consecuencia, la programacién légica multi-adjunta constituye un marco muy
general en el que se pueden ubicar otros lenguajes logicos difusos, lo que lo hace muy
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atractivo para formular reglas de transformacion de programas que, una vez caracte-
rizadas en este marco, podrian ser aplicadas a estos lenguajes (instancias del lenguaje
multi-adjunto). En concreto, en la primera parte de esta tesis definiremos una regla
de desplegado para programas multi-adjuntos. Ademaés, en la segunda parte (véase
el Capitulo 7), adaptaremos a este marco los conceptos clésicos de evaluacion parcial
a fin de disponer de técnicas de especializacion de programas multi-adjuntos y poder
abordar asimismo el calculo eficiente de reductantes (necesarios para garantizar la
completitud).

La seleccién de este lenguaje esté justificada también por el alto nivel de expre-
sividad, asi como por disponer de una semantica procedural clara. El primer punto
es util para acentuar la relevancia y generalidad de nuestros resultados, facilitando
amplia difusién de los mismos, en tanto que la segunda parte es crucial para defi-
nir de manera efectiva nuestras transformaciones (en particular, para una definicién
formal de reglas de desplegado y de técnicas de evaluacion parcial, es preceptivo que
la seméantica procedural esté formalizada en términos de un sistema de transicion de
estados).

Observando la expresividad, la aproximacién l6gica multi-adjunta representa un
marco difuso extremadamente flexible basado en reglas con un grado de verdad aso-
ciado, que mejora ampliamente antiguas aproximaciones introducidas previamente
en este campo (véase, por ejemplo, el sistema Prolog-Elf de Ishizuka y Kanai [1985],
el sistema Fril de Baldwin et al. [1995] y variantes difusas de Prolog propuestas en
[Liy Liu, 1990; Vojtas y Paulik, 1996; Guadarrama et al., 2004]).

En [Damésio et al., 2007]*, los autores justifican la necesidad de considerar un
marco muy abstracto a fin de poder establecer y demostrar resultados generales de
terminacion, semantica de punto fijo, procedimientos de contestacion de preguntas
(o query answering), etc., que puedan aplicarse a varios escenarios, aparentemente
distintos, como la deducién cuantitativa de van Emden, la programacién légica posi-
bilista, la resolucién-SLD no-clésica, los programas légicos probabilisticos ordinarios
y las bases de datos deductivas probabilisticas.

Por el interés creciente de los modelos de razonamiento con informaciéon “imper-
fecta”, hemos observado que en los ultimos afios ha proliferado un alto nimero de
propuestas para la integracion del razonamiento aproximado en el contexto de la
programacion légica (clasica). Y existen, naturalmente, otros sistemas que no es-

tan totalmente cubiertos por la aproximacién légica multi-adjunta. Es el caso, por

4En este trabajo, se incorporan tipos al lenguaje 16gico multi-adjunto.
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ejemplo, de la programacion logica basada en similaridad [Sessa, 2002] y la progra-
macion logica anotada [Kifer y Subrahmanian, 1992]. Sin embargo, para el primer
caso, podemos encontrar en [Medina et al., 2004] algunos andlisis que establecen
ciertas correspondencias entre ambos lenguajes que sblo son ttiles a nivel tedrico.
En particular, puede probarse que el efecto de los métodos de unificacion/resolucion
basados en similaridad de Sessa [2002] pueden replicarse de alguna manera (a nivel
tedrico) aplicando el mecanismo procedural de los programas l6gicos multi-adjuntos
ampliado con reglas con pesos especiales que simulan ecuaciones de similaridad.

Por otra parte, para los programas l6gicos anotados de Kifer y Subrahmanian
[1992] y especialmente para la mas reciente version de Straccia [2005al]; Loyer y
Straccia [2005], que contempla programas de sintaxis muy sencilla, pasamos a valorar
las ventajas e inconvenientes que comporta para nosotros, a efectos de formular la
transformacion de desplegado y de adaptar las técnicas de evaluacién parcial.

La mayoria de los marcos difusos (incluyendo la programacion logica multi-
adjunta) presentan una limitacién importante: no admitir ninguna forma de ne-
gacion no-monétona®. No es el caso del que se contempla en [Straccia, 2005a; Loyer
y Straccia, 2005], que ha sido objeto de nuestra atencién por este hecho relevante
y porque es también un marco muy general: segin se recoge en [Loyer y Straccia,
2005], los programas l6gicos normales contemplados permiten capturar, entre otros,
el marco de la deduccion cuantitativa de van Emden [1986], el marco posibilista de
Dubois et al. [1991b], el marco de las bases deductivas de datos de Lakshmanan y
Shiri [2001] y la programacion logica difusa de Vojtas [2001].

Comparando esta aproximacion (desde nuestro punto de vista, es decir, a efectos
de abordar las transformaciones de desplegado, las técnicas de evaluacion parcial y

el célculo de reductantes) con la programaciéon multi-adjunta podemos observar:

= Expresividad. Aparte del hecho de que en la aproximaciéon légica multi-
adjunta la discusién se centra en el caso monétono, ignorando la negacion
por defecto, la nocién subyacente de reticulo es diferente de la de birreticulo

[Fitting, 1991], que es un estructura ligeramente mas general que la de reticulo.

Estos programas son capaces de afrontar la negaciéon no-monétona y propor-
cionar una via elegante y potente para combinar grados de certeza y de duda
en la reglas de programa. Aunque esta laguna del marco multi-adjunto ha sido

aliviada en [Damasio et al., 2007] considerando multiples tipos a traves de los

5Tn [Damésio et al., 2007], estos autores afirman que “ya hemos comenzado la investigacion en
esta direccion” (es decir, se plantean incorporar la negacion en los programas multi-adjuntos).
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llamados multi-reticulos, el tratamiento propuesto semeja en cualquier caso
mas débil que el desarrollado en [Straccia, 2005a; Loyer y Straccia, 2005].

Sintaxis. En [Straccia, 2005a; Loyer y Straccia, 2005], las reglas de programa
tienen la forma A — f(By,..., By,) donde f es un operator interpretado por
una funcién de verdad que es combinacién de otras funciones de verdad de las
conectivas del cuerpo de la regla, en tanto que A y B; son dtomos. La sintaxis
es muy proxima a la usada en la légica multi-adjunta, como explicitamente
se dice en [Damasio et al., 2007]: “a veces, representaremos los cuerpos de las
formulas como @Q[Bj, ..., By,], donde los B; son variables proposicionales del
cuerpo y @ es el agregador monétono obtenido como una composicién”®. Como
vimos hasta aqui, salvando las diferencias en cuanto al reticulo que se asocia a
cada programa, ambas aproximaciones son bastante similares desde un punto
de vista sintactico. Sin embargo, en [Straccia, 2005a] no se permiten simbolos
de funcién y los autores afirman que, en aras de una presentacién més sencilla,

se limita la atencién al caso proposicional.

Semantica Procedural. La mayor diferencia entre ambas aproximaciones, a
los efectos que nos proponemos (la transformaciéon y optimizaciéon de progra-
mas), surge a nivel procedural. Veremos, en la Seccion 3.1, que la formaliza-
cién de la seméntica procedural del lenguaje multi-adjunto como un sistema
de transicién de estados resulta crucial para definir el desplegado, para cons-
truir arboles de desplegado y formalizar el concepto de evaluacion parcial en el
Capitulo 7. En [Straccia, 2005a; Loyer y Straccia, 2005] se aporta un procedi-
miento general de contestacién de preguntas, de arriba-abajo, para programas
légicos normales (que son abordados también en las referencias [Loyer y Strac-
cia, 2002b, 2005]) sobre reticulos y birreticulos. El método puede concebirse
como una seméntica procedural para este tipo de programas, y tiene la ventaja
de que puede instanciarse para adaptarse a diferentes seméanticas (como la se-
maéntica de Kripke-Kleene y la seméantica Bien-Fundada —véase también [Loyer
y Straccia, 2003, 2004]-) cuando evaluamos objetivos. Desafortunadamente, el
procedimiento usado de contestacién de preguntas se presenta en forma algo-
ritmica que esté lejos de la formulacién como sistema de transicién de estados
sobre la que tradicionalmente se contemplan las reglas de transformacion de
programas que abordamos.

6Véase también [Guerrero y Moreno, 2008], donde se aporta una operacién de transformacion

llamada “agregacion” que adapta automéaticamente reglas de programa a este formato mas simple.
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En consecuecia, después de todos los pormenores observados, podemos extraer las
siguientes conclusiones: i) el marco de [Straccia, 2005a; Loyer y Straccia, 2005] es
una aproximacion atractiva en la que (una vez superado el caso proposicional y/o
permitiendo la presencia de simbolos de funcion en su sintaxis) estamos interesados,
para adaptar nuestras herramientas y poder capturar recursos expresivos importan-
tes como la negacion no-mondtona; i¢) a tal fin, es preceptivo investigar previamente
nuevas vias de formulacion de su seméantica procedural y mecanismos de contesta-
cién de preguntas; y 4ii) pensamos que la experiencia acumulada en el desarrollo
de técnicas para la transformacion de programas légicos multi-adjuntos, nos puede
servir para extender nuestros resultados a un marco diferente, y sugestivo, como el
que se contempla en las referencias [Straccia, 2005a,b; Loyer y Straccia, 2002b, 2003,
2004, 2005].

En definitiva, entre los distintos lenguajes de programacion légica difusa que
podemos encontrar en la literatura (véase la Seccion 1.5 para una mayor documen-
tacion del area), el lenguaje multi-adjunto es un lenguaje muy potente y expresivo,
dado que permitira distintas implicaciones en la reglas y conectivas muy generales
en los cuerpos de éstas. Ademaés, resultara apropiado para abordar el desplegado de
programas logicos difusos debido, principalmente, a que posee una sintaxis sencilla
y una seméntica operacional adecuada para dar cuenta de los grados de verdad.
Es, por tanto, el marco (méas general) elegido para formular la transformacion de
desplegado, estudiar sus propiedades de correcciéon y de eficiencia; para formular,
asimismo, la evaluacién parcial en el contexto difuso y su aplicacion al calculo de

reductantes.

Resumimos en lo que sigue los principales rasgos de la programacion légica multi-
adjunta descrita, entre otras, en las referencias [Medina et al., 2001d,c,b,a; Medina
y Ojeda-Aciego, 2002; Medina et al., 2004; Medina y Ojeda-Aciego, 2004; Damésio
et al., 2007].

2.5.1. Nociones béasicas

La programacioén loégica multi-adjunta utiliza un lenguaje de primer orden £ conte-
niendo variables, constantes, simbolos de funcién, simbolos de predicado, los cuan-
tificadores V y 3, y varias conectivas (arbitrarias) para capturar diferentes enlaces
entre predicados:
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A1, Noy, oo, Nk (conjunciones)
Vi, Vo, ..., V| (disyunciones)
1, <2, ..., < (implicaciones)
@, @y, ..., @, (agregadores)
Admitimos, por tanto, distintas implicaciones («—1,«a,...,<,) y otras conecti-

vas que también podrian agruparse todas ellas bajo el término de agregador y que
se usaran para combinar/propagar el grado de verdad en las reglas. Estos agrega-
dores (denotados por @y, @,,...,@,) subsumen a las conjunciones (denotadas por
A1, N2, ..., Ak), las disyunciones (V1,Va,...,V;), operadores media y otros opera-
dores hibridos, como ya hemos considerado en el capitulo anterior —para el caso en
que el reticulo L era el intervalo [0, 1]-. Por definicién, la funcion de verdad, en un
reticulo (L, <), de un agregador n-ario @ : L™ — L es mondtona y satisface las
condiciones de frontera @(T, L T)=T, @(L, L)y =1

Aunque las conectivas A;, V; vy @Q; son operadores binarios, habitualmente los
generalizamos para contemplarlos como funciones con un nimero arbitrario de ar-
gumentos. De este modo, escribiremos”, @Q;(x1, ..., z,) en lugar de @;(xq, Q; (2o, ...,
Q;(Tp—1,2n)...)).

Asumimos también que en el lenguaje £ se admiten elementos o € L y conjun-
ciones &; de un reticulo multi-adjunto, (L, <,+1,&1,...,«pn, &), equipado con
una coleccion de pares adjuntos («;, &;), donde cada &; es una conjuncion® ligada
a la evaluacién del modus ponens. En general, el conjunto de grados de verdad L
es cualquier reticulo (acotado y) completo aunque en los ejemplos, a efectos de una
mejor legibilidad, consideraremos el intervalo [0,1] con el orden usual (que es un
reticulo totalmente ordenado), salvo en aquéllos en que el caracter parcial del orden
sea relevante.

La programacién légica multi-adjunta esta especialmente interesada en un sub-
conjunto de formulas del lenguaje de primer orden £ descrito anteriormente. Una
regla es una formula A «— B, donde A es una férmula atémica (habitualmente llama-
da cabeza) y B es una formula construida a partir de formulas atémicas By, ..., B,

"Puesto que para algunas conectivas no puede garantizarse la asociatividad (ni la conmutativi-
dad) los paréntesis son necesarios [Vojtas, 2001] y, de este modo, convenimos el uso de las conectivas
de cualquier nimero de argumentos.

8Procuramos reservar el simbolo &; para estas conjunciones adjuntas a fin de distinguirlas de
otras conjunciones del lenguaje.
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—n > 0 — y conjunciones, disyunciones, agregadores, grados de verdad y conjuncio-
nes adjuntas (que llamaremos cuerpo). Las reglas con cuerpo vacio se llaman hechos.
Un objetivo es un cuerpo planteado como una pregunta al sistema. Las variables de
las reglas se suponen universalmente cuantificadas.

Las férmulas se interpretan en el reticulo multi-adjunto mencionado anteriormen-
te. Para precisar este concepto, recogemos las definiciones de par adjunto y reticulo
multi-adjunto contempladas en [Medina et al., 2001d] y en [Medina et al., 2001c],
agrupandolas del siguiente modo:

Definicién 2.5.1. Sea (L, <) un reticulo. Un reticulo multi-adjunto es una n—upla

(L, <,—1,&1,...,n, &) que cumple las siguientes condiciones:
1. (L, <) es acotado (es decir, existe el infimo, L, y el supremo, T, de (L,<)).

2. (L,<) es completo®, es decir, para todo subconjunto X C L existen inf(X),
sup(X)0.

3 T&v=v&, T=v,Ywel,i=1,...,n.
4. cada par («—;,&;), coni=1,...,n, es un par adjunto, es decir:

a) la operacion &; es creciente en ambos argumentos'!.

b) la operacion «—; es creciente en el primer argumento y decreciente en el

segundo argumento.

c¢) propiedad adjunta: Va,y,z € L, x < (y—;2) < (&; z) < y.

En cuanto al enunciado de la propiedad adjunta, = representard en lo sucesivo el
grado de verdad de la regla y«—; z, de modo que se satisface dicha regla (la corres-
pondiente interpretacion satisface dicha regla) si, y solo si, el grado de verdad y de
la cabeza es mayor o igual que la conjuncién adjunta del grado de verdad z de la
hipotesis con el grado de verdad z de la regla.

Lanocion de par adjunto ha sido introducida por primera vez en el contexto l6gico
por Pavelka [1979] concibiendo el conjunto de grados de verdad como una categoria

9En verdad, si (L, <) es completo, entonces es acotado y podriamos reformular la definiciéon

evitando exigir explicitamente el caracter acotado.
10Téngase en cuenta que la existencia de inf(X), sup(X) esta garantizada cuando X es finito,

dado que L es un reticulo.
1En la definicién no se exige conmutatividad (véase [Krajci et al., 2002], por ejemplo, donde

la ausencia de conmutatividad es un rasgo singular de uno de los contextos de aplicacion de la
programacion logica multi-adjunta) ni asociatividad para esta conectiva.
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y la relacion entre cada conjuncién y su implicacién asociada como un funtor de
dicha categoria. Esta nocion es un nuevo ejemplo del concepto de adjuncion definido
en 1950 por Kan, en la teoria general de categorias.

Tal como se observa en [Medina et al., 2004], los reticulos residuados (véase
[Dilworth, 1939; Gerla, 2004; Novak et al., 1999]) son ejemplos de reticulos multi-
adjuntos en los que hay un sélo par adjunto y la conjuncién del par determina
estructa de monoide (con elemento neutro T) en el reticulo subyacente.

Ademaés, en [Damasio et al., 2004; Damaésio et al., 2004a, 2007] se contempla un
marco de programacién multi-adjunta (el de los programas légicos multi-adjuntos
tipificados ) en el que se combina de manera muy sugerente el uso de varios reticulos
multi-adjuntos. Esta flexibilidad resulta apropiada para asociar a cada regla de pro-
grama dos (varios, en general) grados de verdad, pudiendo representar uno de ellos
el factor de certeza y otro el factor de duda de dicha regla.

Conviene recordar finalmente que los simbolos &; (de conjuncién adjunta), y a €
L (grado de verdad de L) deben pertenecer al lenguaje £, para que sea viable definir
el mecanismo operacional del lenguaje 16gico multi-adjunto (véase la Seccion 3.1.1)
y, posteriormente, formular el desplegado para este tipo de programas (véase la
Seccién 4.4). Por este motivo, damos en los siguientes términos la definicion de
programa légico multi-adjunto (de manera andloga a como se recoge en [Medina
et al., 2004]), entendido como un conjunto de reglas logicas con una grado de verdad

asociado que es un elemento del reticulo multi-adjunto prefijado.

Definicién 2.5.2. Un programa logico multi-adjunto es un conjunto P de reglas de

la forma (A—; B;v) verificando:
i) A es una formula atémica (llamada cabeza).

i) B es una formula arbitraria, llamada cuerpo, construida con férmulas atomi-
cas B1,...,By,n >0 y cualesquiera conjunciones, disyunciones, agregadores,

grados de verdad o € L y conjunciones adjuntas &;.

iit) v € L es el grado de verdad de la formula légica A—; B, donde (L,<) es el

reticulo multi-adjunto asociado al programa P.

Como cabe esperar, llamaremos hechos a las reglas con cuerpo T (es decir, con
cuerpo vacio).
Por otra parte, entenderemos una interpretacion de Herbrand difusa'?, I, como

una aplicacién de la base de Herbrand, B, en el reticulo multi-adjunto de grados de

12y¢ase la Seccién 3.2 posterior para mas detalle.
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verdad L, de modo que el grado de verdad de un dtomo basico A € B es un elemento
Z(A) € L. Habitualmente, fijada una asignacion ¢ que asocia elementos del universo
de Herbrand U, a términos, la valoracion de una férmula bajo una interpretacion se

obtiene por induccién estructural sobre la complejidad de esta formula:
Ilp(ts,. ...t = Z(p(trV, ... t,0)),
T(e(Ar, ..., AW = T(A)W),. .., T(A))),
I(A=B)[J] = Z(A)[]<-I(B)[J],
(V) A)W] = inf{Z(A)[P] |9 2-equivalente a ¥},

donde p es un simbolo de predicado, ¢ una conectiva arbitraria, A y A; férmulas ato6-
micas, B cualquier cuerpo, A cualquier formula, y denotamos la funcién significado
(funcion grado de verdad) de una conectiva ¢ por ¢. Cuando la valoracion ¢ no sea
relevante, la omitiremos en la interpretacion de una férmula.

Podemos describir los problemas reales en los que tengamos conocimiento vago
por medio de teorias difusas que constituyen los programas logicos difusos.

Definicién 2.5.3. Una teoria difusa es una funcion parcial T que asocia a cada
formula un elemento (grado de verdad) del reticulo L.

Un programa multi-adjunto, P, es una teoria difusa tal que el dominio, dom(P),
es un conjunto finito de reglas y L es un reticulo multi-adjunto equipado con varios

pares adjuntos.

Informalmente hablando, un programa légico multi-adjunto puede verse como un
conjunto de pares (R; ), donde R es una regla y o = P(R) es un grado de verdad
que expresa la confianza que el usuario del sistema tiene en la regla R. A menudo,
escribiremos “R with P(R)” en lugar de (C;P(R)). Los grados de verdad deben
asignarse axiomaticamente por un experto.

Una interpretaciéon Z es un modelo de una teoria difusa si para cada regla R €
dom(P), Z(R) > P(R).

El significado asociado a un par adjunto es el siguiente: «<—; es una implicacién
para la que &; es una conjuncién adjunta, de modo que se satisface la regla de

inferencia modus ponens (generalizado):
(A=iB), z)

(B,y)
(A, &i(z,y))
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Esto es, si una interpretacion Z es un modelo de A«; B (es decir, Z(A«—; B) = x)
y de B (es decir, Z(B) = y) entonces Z es un modelo de A (esto es, Z(A) = x&;y).
La correccion del mecanismo operacional puede establecerse del siguiente modo:
z < I(A—; B) = I(A)«; I(B) < I(A)<; y, ya que “«—;” es decreciente en su
segundo argumento y Z(B) = y; entonces, por la propiedad adjunta, Z(A) = z&;y.

En [Medina et al., 2004], se define la semantica declarativa de un programa
l6gico multi-adjunto en términos del operador de punto fijo. Por nuestra parte, en
el capitulo siguiente, abordamos detalladamente las seméanticas conocidas para el

lenguaje multi-adjunto, asi como las relaciones entre elllas.

2.6. Un entorno de programacion légica difusa para

la investigacion

Uno de los desafios mas importantes de las tecnologias software para la sociedad
de la informacién, consiste en la propuesta de nuevos métodos, técnicas, platafor-
mas y herramientas de nueva generacién que tengan un comportamiento correcto
en entornos cambiantes e imprecisos. En este escenario se necesitan prioritariamente
nuevos lenguajes, formalismos y teorias, pero también entornos de programaciéon y
herramientas automaticas asociadas, que den soporte sistemético y racional al desa-
rrollo del software. Teniendo en mente estos fines, los lenguajes declarativos disfrutan
de una serie de ventajas extras, que sin duda alguna se basan en su fuerte funda-
mentacién en algin tipo de logica subyacente, lo que se relaciona con la potencia
expresiva de las notaciones formales, con correspondencia directa entre la sintaxis
(los programas) y la seméantica (lo que significan), y con los medios que permiten
analizar (manual o autométicamente) el texto en un lenguaje formal para extraer
conclusiones. La logica difusa estid cobrando cada dia mas interés como soporte de
este tipo de lenguajes declarativos, donde ademés se buscan integraciones y combi-
naciones de paradigmas cada vez mas potentes. Por este motivo, estamos interesados
en el diseno e implementaciéon de entornos y lenguajes de programaciéon basados en
la logica difusa, asi como la aplicacion de estos lenguajes a la soluciéon de problemas
concretos mediante la construccion de programas correctos y eficientes.

En concreto, la implementacion de un prototipo de intérprete/compilador para

el lenguaje l6gico multi-adjunto es, en la actualidad, una de las tareas prioritarias
en el grupo de investigacion DEC-TAU de la UCLM.
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2.6.1. Caracteristicas generales de FLOPER

En [Julidn et al., 2009] describimos un método potente para traducir programas di-
fusos a c6digo Prolog estandar directamente ejecutable. Mostramos las capacidades
béasicas de esta herramienta que aspira a ser una plataforma experimental determi-
nante en la tarea de optimizacion, transformacién, especializacion, depuracion, etc.,
de programas difusos, que el grupo estd abordando en los ultimos anos.

El objetivo final es que el cddigo compilado sea ejecutado en cualquier intér-
prete Prolog de un modo totalmente transparente para el usuario final, es decir,
nuestra intenciéon es que, después de introducir programas difusos y objetivos di-
fusos al sistema, éste nos permita devolver respuestas computadas difusas (esto es,
pares incluyendo grados de verdad y sustituciones) aiun cuando todos los computos
intermedios hayan sido ejecutados en un entorno de programacién légica pura (no
difusa).

Nuestra aproximacion esta inspirada, en parte, en Guadarrama et al. [2004], don-
de se concibe en un lenguaje l6gico difuso cercano al nuestro un intérprete usando
programacion logica con restricciones sobre nimeros reales (CLP(R)) para ser im-
plementado de manera eficiente. Por nuestra parte, haremos uso del lenguaje de
programacion Prolog sin considerar una extension CLP(R), puesto que es suficiente
para implementar nuestros conceptos, al mismo tiempo que la simplicidad tanto de
la técnica como del lenguaje objeto resulte accesible a una audiencia mas amplia.

Por el momento, nuestro sistema trata solamente con programas cuyo reticulo
asociado es el intervalo cerrado [0,1] y las conectivas pertenecen a alguna logica
difusa convencional (como la logica producto, logica de Lukasiewicz y logica intui-
cionista de Godel). Aunque la potencia expresiva de esta implementacion preliminar
es bastante limitada, una tarea de méxima prioridad para desarrollos futuros sera
lograr que el sistema acepte programas difusos con reticulos multi-adjuntos de forma
paramétrica, lo cual implica el disefio de protocolos, interfaces, etc., apropiados en
los que ya estamos trabajando.

Hemos usado Sicstus Prolog v.3.12.5 para la ejecucién de programas difusos, una
vez que han sido traducidos a cédigo Prolog, asi como para la implementacion de la
propia herramienta.

Nuestro analizador sintactico ha sido desarrollado usando Gramdticas de Cldu-
sulas Definidas (Definite Clause Grammars, DCG’s), un recurso del lenguaje Prolog
que aporta una notacién adecuada para enunciar las reglas de produccién de una
gramatica de forma &gil y precisa. La aplicacién contiene alrededor de 300 cldusulas
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y, una vez que se carga en un intérprete Prolog (en nuestro caso, Sicstus Prolog),

muestra un menu que incluye (entre otras) opciones para:
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o ——
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e Cargar un archivo prolog con extensién ¢

.pl’. Esta accion es 1util para leer un
archivo conteniendo un conjunto de clausulas que implementen agregadores, predi-
cados de usuario, etc. Ademaés, las conectivas originales de la Idgica producto, légica
de Gadel y logica de Lukasiewicz, estan definidas en el archivo prelude.pl, que se

carga automaéticamente por el sistema al principio de cada sesién de trabajo.

e Analizar un programa difuso incluido en un archivo con extensién ¢.fpl’.
Es la opcion principal encargada de analizar sinticticamente un fichero difuso y
cargar el cddigo Prolog resultante en la base de datos del sistema. A fin de llevar
a cabo simultaneamente el proceso de traduccion con la generaciéon de cédigo, cada
predicado de andlisis sintdctico (parsing) descrito por reglas DCG se ha ampliado
con una variable como argumento extra que estd concebida para incluir el codigo
Prolog generado después de analizar el correspondiente fragmento de codigo difuso.

e Listar el conjunto de clausulas Prolog cargadas desde un archivo ¢.pl’ asi
como las que se han obtenido después de compilar un archivo ¢.fpl’. Naturalmente,
se muestra también el programa difuso original contenido en este ultimo archivo,

como se observa en la siguiente figura.
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M8 <ICStus 3121 (x86-win32-nt-4): Mon Apr 18 20:03:40 WEST 2005 lC' |-@‘ X
File Edit' Flags Settings Help

vy list,
Ho loaded files.

ORIGINAL FUZZY-FROLOG CODE:

p(X) <prod gi{i.¥) &godel r(Y) with 0.8,

qfa,¥) ¢prod s(¥) with 0.7.

(b, ¥y <luka r(¥) with 0.8, D
(Y) with 0.7.

(b) with 0.9.

GENERATED PROLOG CODE:

piEL.TVO) =g (XY, _TVZ) v(¥,_TV3), and_godel(_TV2,_TV3,_TVS).and_prod(0.8,_TVS.TVO).
qfa V. TV} ~=(Y _T¥1) and prod(d 7. TV1 VD).

qib, T, TVO) :=x(¥._TV1) and_lukai(0. & _TVi TVD).

ri¥,0.7).

(b, 0.9).

e Guardar el co6digo Prolog resultante en un archivo, y finalmente

e Ejecutar un objetivo difuso después de ser introducido desde el teclado. Asi
por ejemplo, si el objetivo proporcionado por el usuario es

pX) &G r(a),
entonces el sistema lo traduce al objetivo Prolog estdndar:

pX,_TV1),r(a,_TV2), and_G(_TV1,_TV2,_TV3).
Sin embargo, esta expresion requiere una manipulacién final antes de ser ejecutada,
que consiste en renombrar su dltima variable grado de verdad (en este caso _TV3)
por Truth_Degree. Ahora, adviértase que el conjunto de variables no anénimas del
objetivo Prolog resultante, son simplemente aquéllas que aparecian en el objetivo
difuso original (es decir, X) més la que contiene su grado de verdad asociado (esto
es, Truth Degree).

Entonces, después de la reevaluacién del objetivo Prolog

?7- p(X,_TV1),r(a,_TV2), and_G(_TV1,_TV2, With_Truth_Degree),
el intérprete Prolog devuelve el siguiente par de respuestas computadas difusas desea-
das:

X=a, Truth_Degree=0.504;
X=b, Truth_Degree=0.4;

no
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La siguiente ilustracién muestra el ment de introduccién de un objetivo:

3

M <IcStus 221 B6-wind2-nt-d) Mo Apr 18 200340 WEST 2003 =HE X
File Edit ths Seﬁmgs Hem

)} intro,
Current goal: enpty
Introduce nev Goal: 'p(i)'.

s#xx% FROCEAM  MEND FERERER |
# parse —-) Parse/load a fuzzy prolog file (.fpl)
¥ zave  --) Parse/load/zave a fuzzy prolog file. i T

y en la posterior el resultado de su ejecucion.

BB 1CStus 3.12.1(86-nd2-nt-4; Mon Apr 18 200340 WEST 205 |8 i)
File' Edit Flags Settings Help

® =top --» Stop the execution of the parser. 4
**quit --3 Exit to desktop. 2

E
2y TUN,

[Truth_degree=0.4,%=h]
4, k=2

[Truth_degree=0.50 ]

En consecuencia, nuestra implementacién traduce un programa légico multi-adjunto
y un objetivo difuso a codigo Prolog estédndar, permitiendo la ejecucién de progra-
mas difusos en un entorno de programacién légica clasica. Una explicacién porme-
norizada de las técnicas de implementacién usadas puede encontrarse en el enlace:
http://www.dsi.uclm.es/investigacion/dect/FLOPERpage.html.

Es importante tener en cuenta que, en esta implementacion, todos los célculos
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internos (incluyendo compilacion y ejecucion) son derivaciones Prolog puras mientras
que las entradas (programas y objetivos difusos) y salidas (respuestas computadas
difusas) tienen siempre apariencia difusa, lo que genera la ilusién en el usuario de

estar trabajando con una herramienta totalmente difusa.

2.6.2. Traduciendo programas difusos a cédigo Prolog

Esta seccion estd dedicada a detallar un método sencillo pero potente, para la tra-
duccién de programas difusos a cédigo Prolog estandar, en los términos que hemos
recogido en [Julidn et al., 2006¢c]. El objetivo final es que el co6digo compilado sea
ejecutado en cualquier intérprete Prolog de modo totalmente transparente para el
usuario final. Nos proponemos que, una vez introducidos los programas y objetivos
difusos al sistema, éste devuelva las respuestas computadas difusas (pares formados
por un grado de verdad y una sustitucion) incluso en el caso en que los célculos
intermedios se hayan realizado en un contexto logico puro (no difuso).

En lo que sigue, ademas de concretar los convenios sintacticos que admite nues-
tro sistema para traducir a Prolog los programas légicos multi-adjuntos descubrimos
cémo durante el proceso de andlisis sintéctico, el sistema genera cédigo Prolog si-
guiendo estas directrices:

= Cada atomo que aparece en una regla difusa se traduce a un 4tomo Prolog
ampliado con un argumento extra, llamado “variable grado de verdad”, de la
forma _TVi. El objetivo pretendido de esta variable an6nima es que almacene
el grado de verdad resultante después de la subsiguiente evaluacién de cada

Atomo.

= El papel de los operadores de agregacion puede ser desempenado ade-
cuadamente por clausulas Prolog estandar definiendo las funciones de verdad
de los agregadores mediante lo que llamamos “predicados de agregaciéon”. Por
ejemplo:
and_prod(X,Y,Z): —Z is X Y.
and godel(X,Y,Z): —(X=<Y,Z=XX>Y,Z=Y).
and_luka(X,Y,Z): —His X+Y—1, (H=<0,Z=0;H> 0,Z = H).

= Los hechos del programa difuso (es decir, reglas sin cuerpo) se expanden

en tiempo de compilaciéon a hechos Prolog, donde el argumento adicional del
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atomo (de la cabeza) no es una variable grado de verdad sino directamente
el grado de verdad de la correspondiente regla. Por ejemplo, considerando
de nuevo el programa (que tiene por reticulo asociado el intervalo cerrado
([0,1],<) donde < es el orden usual),

p(X) < prod q(X,Y) &godel r(Y) with 0.8

q(a,Y) < prod s(Y) with 0.7

(
(
q(b,Y) < luka r(Y) with 0.8
r(_) with 0.7

(

s(b) with 0.9

vemos que las reglas cuatro y cinco pueden representarse por los hechos Prolog
r(_,0.7) y s(b,0.9), respectivamente.

Las reglas de programa difuso se traducen a clausulas Prolog efectuando
llamadas apropiadas a los atomos que forman el cuerpo de éstas. Respecto a
las llamadas a los predicados de agregacion, deben ser pospuestas al final del
cuerpo, a fin de garantizar que las variables de grado de verdad usadas como
argumentos se instancien debidamente en el momento apropiado. En este sen-
tido, es también importante respetar el orden adecuado en la ejecucién de las
llamadas. En particular, la dltima llamada debe ser efectuada necesariamente
al predicado de agregacion que modela la conjuncién adjunta al operador im-
plicacién de la regla, haciendo uso también del grado de verdad de ésta. Por
ejemplo, las tres primeras reglas de nuestro ejemplo pueden representarse por

las clausulas Prolog:

p(X, _TVO): —q(X,Y, TV1),r(Y, TV2), and_godel( TV1, TV2, TV3),
and_prod(0.8, TV3, TVO).

q(a,Y, TVO):—s(Y, TV1), and prod(0.7, TV1, TVO).

q(b,Y, TVO):—r(Y, TV1), and luka(0.8, TV1, TVO).

Un objetivo difuso se traduce a un objetivo Prolog donde la correspondiente

llamada a los &tomos aparece en su orden textual antes de las correspondientes

a los predicados de agregaciéon. Dado que los agregadores no son necesariamen-

te asociativos, deben aparecer en una secuencia conveniente, al igual que ocurre
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con la traduccion de los cuerpos de clausulas descrita anteriormente. Por ejem-
plo, el objetivo p(X) &godel r(a) puede representarse por el siguiente objetivo
Prolog:

?—p(X, _TVl),r(a, TV2),and godel( TV1, TV2, TV3).

Siguiendo este procedimiento, la herramienta FLOPER traduce a codigo Prolog
estandar el programa légico multi-adjunto y el objetivo considerado anteriormente.

2.6.3. Nuevas utilidades del entorno FLOPER

El método que acabamos de describir es util para la resolucién de objetivos y la
ejecucién de programas, pero resulta insuficiente cuando se intentan realizar otro
tipo de acciones mas sofisticadas. En particular, obsérvese que este desarrollo inicial
tnicamente permite simular derivaciones difusas completas (ejecutando las corres-
pondientes derivaciones Prolog basadas en resolucién-SLD), pero no permite generar
derivaciones parciales ni siquiera aplicar un sélo paso admisible/interpretativo sobre
una expresion difusa determinada.

Y este tipo de manipulaciones de bajo nivel son preceptivas cuando intentamos
incorporar a la herramienta mecanismos para generar derivaciones de un nimero
fijo de pasos, reconfigurar el cuerpo de una regla de programa, aplicar sustituciones
en su cabeza, etc., a fin de poder implementar algunas técnicas de transformacion
de programas como las que se contemplan en esta tesis. Por ejemplo (y tal como
veremos después), nuestra transformacion de desplegado difuso se define como el
reemplazamiento de una regla de programa R : (A «—; B;«a) por el conjunto de
reglas {(Ao «—; B';a) | (B;id) —as/15 (B';0)}, que exige, efectivamente, la imple-
mentaciéon de recursos utiles para la generacién de derivaciones de un sélo paso, la
reconfiguracién del cuerpo de una regla, la aplicaciéon de sustituciones en su cabeza,
entre otras.

Para alcanzar este objetivo, hemos ideado una nueva representacién de bajo nivel
para codigo difuso: cada predicado de andlisis sintdctico usado en reglas DCG’s (que
ya contiene un parametro asignando el coédigo Prolog obtenido después del proceso
de compilacién) ha sido ampliado con un segundo argumento extra para almacenar
ahora la nueva representacion asociada al correspondiente fragmento de c6digo difuso
analizado. Para no entrar en detalles técnicos acerca de tal representaciéon de bajo
nivel, baste el siguiente ejemplo ilustrativo. Recordemos que después de analizar la
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siguiente regla:

p(X) < prod q(X,Y) &godel r(Y) with 0.8

se generaba la clausula Prolog:
p(X, _TVO): —q(X,Y, TV1),r(Y, TV2), and_godel( TV1, TV2, TV3),
and prod(0.8, TV3, TVO0)

Mientras que ahora ademas, se genera la siguiente expresion (que es almacenada

como un hecho prolog):
rule(number(1),

head(atom(pred(p, 1), var('X’)])),

impl(prod),

body(and(godel, 2,
[atom(pred(q, 2),

[var(X), var("Y))),

atom(pred(r, 1),

[var("Y)])])),

£d(0.8))

Como puede verse, la idea de esta especificacion es ir encapsulando cada elemento
de una regla difusa en una representacion jerarquizada y estructurada en formato

de hecho Prolog.

Sobre estos hechos es més sencillo trabajar a bajo nivel, mediante la definicién de
predicados que realizan desde las operaciones mas especificas como son la aplicacion
de una sustitucion, aplicacién de un paso admisible, etc., hasta las de mayor calibre,
como es el caso de la generacion/visualizacion de un arbol de desplegado para un
programa y objetivo dados, permitiendo al usuario que se modifique la profundidad

del mismo en cada ejecucion, tal y como se observa en la siguiente figura.

Este nuevo recurso de FLOPER nos serd de mucha utilidad en el Capitulo 7 ya
que la obtencién de &rboles de desplegado sera el punto de partida para especiali-
zar /optimizar programas multi-adjuntos y calcular resultantes/reductantes para los

mismos.
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Como trabajo futuro, en el grupo DEC-TAU, ya estamos abordando las siguientes

mejoras de esta herramienta.
= Modelado de la fase interpretativa del lenguaje multi-adjunto, de manera

anéloga a como hicimos con la fase operacional, abordando la posibilidad de

implementar funciones de seleccion mas generales.

= Incorporacion de reticulos multi-adjuntos arbitrarios y de otras nociones difu-

sas como las ya clasicas relaciones de similaridad.

= Plantear la generacién de cédigo para un maquina virtual basada en alguna

extension del disefio de la WAM, que es un estidndar para la implementacion

eficiente de lenguajes de programacion logica.

= Realizacion de un interfaz gréfico que permite la interaccién con el usuario de

forma mas sencilla y operativa, y que pueda facilitar la implantacion de este
tipo de tecnologia en diferentes contextos (académicos, industriales, etc.).

Para terminar, volvemos a remarcar la intencién ultima de que FLOPER se cons-

tituya en la principal plataforma sobre la que implantar nuestros resultados funda-

mentales, permitiendo (ademés de programar y desarrollar aplicaciones escritas en

lenguajes 16gicos difusos) la incorporacion de potentes técnicas declarativas de mani-

pulacién de programas. En este sentido, insistimos que haciendo uso de la capacidad

de FLOPER para generar arboles de desplegado, podremos abordar proximamen-

te buena parte de las técnicas desarrolladas en esta tesis, dando soporte al célculo

de reductantes, la especializaciéon por EP y la optimizacién de programas difusos

usando transformaciones de plegado/desplegado.
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2.7. Conclusiones

Las contribuciones referidas en este capitulo pueden resumirse del siguiente modo:

= Hemos realizado una extension del lenguaje f-Prolog (y también del If-Prolog)
de Vojtas y Paulik [1996] a fin de permitir una interpretacién mas flexible
de las conectivas, y de forma que se conservan las seméanticas operacional y

declarativa del lenguaje original.

= Hemos clarificado la fase interpretativa del lenguaje multi-adjunto formulén-
dola en términos de un sistema de transicién de estados, lo que serd esencial
para la definicion del desplegado en este contexto y, asimismo, para abordar

un andélisis del coste computacional de los programas multi-adjuntos.

= Hemos formulado y demostrado la independencia de la regla de computacion
para los lenguajes f-Prolog, ef-Prolog y para el lenguaje multi-adjunto.

= Hemos implementado, en el grupo DEC-TAU, un prototipo de intérprete/
compilador para traducir programas légicos multi-adjuntos en cédigo Prolog,
que pretende ser una plataforma de gran utilidad para la optimizaciéon de
programas difusos. Esta herramienta permite, ya en la actualidad, compilar,
ejecutar y manipular programas logicos difusos, asi como generar y visualizar
arboles de desplegado.



Capitulo 3

Semanticas del lenguaje

multi-adjunto

Presentamos en este capitulo una revision muy completa en la que se abordan y
refinan todas las semanticas conocidas al dia de hoy para la programacién multi-
adjunta, y se aportan los resultados que justifican las (mejores) relaciones entre
ellas.

Describimos, en primer término, la seméntica procedural (operacional e inter-
pretativa), y aportamos, tal como se recoge en [Julidn et al., 2006¢c|, una nueva
concepcion de la fase interpretativa que serd preceptiva para la formalizacion del
desplegado interpretativo en el marco multi-adjunto.

Demostramos la independencia de la regla de computacion (de la fase operacio-
nal), extendiendo a nuestro contexto el resultado bien conocido de la programacién
logica clasica por el que, tal como se justifica en [Julidn et al., 2005a], a la hora
de ejecutar pasos admisibles de computacion, no importa la funcién se selecciéon de
subexpresiones que se emplee.

Posteriormente obtenemos, por primera vez, la nocién semantica de modelo mi-
nimo difuso concebido éste como el infimo de un conjunto de interpretaciones. Ve-
remos que este concepto reproduce la concepciéon clésica de modelo minimo de la
programacioén légica pura, es equivalente a la seméantica de punto fijo y también a
la seméantica procedural entendida como el conjunto de respuestas computadas difu-
sas. Ademaés, veremos que es posible identificar las respuestas correctas mediante el

modelo minimo difuso, de forma mas 1til que en la programacion légica ordinaria.

83
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Ademés, incluimos una demostracion original de la correcciéon de la seméntica
procedural de la programacién multi-adjunta. Y si el resultado es una réplica del
caso clasico (de la programacién logica pura), la prueba si contempla novedades
muy significativas con respecto a la primitiva.

Por dltimo, nos ocupamos también de la existencia de las distintas seménticas
en situaciones méas generales que las naturales del marco multi-adjunto, poniendo
de manifiesto que hay casos en los que existe la semantica declarativa de modelo
minimo difuso aunque no existan las correspondientes procedural y de punto fijo.

Por otra parte, la extensién mas atractiva que cabe plantearse para completar
las equivalencias presentadas en este trabajo es la obtencién de seménticas por des-
plegado para el lenguaje 16gico multi-adjunto, concretando la equivalencia con las
anteriores.

En [Julidn et al., 2009] se recogen buena parte de los resultados esenciales de este

capitulo.

3.1. Semantica procedural del lenguaje légico multi-

adjunto

La seméntica procedural del lenguaje 16gico multi-adjunto puede ser concebida como
una fase operacional seguida de una interpretativa. Aunque este punto de vista
estd implicito en [Medina et al., 2001d, 2004], en esta seccién establecemos una
separacion diafana entre ambas fases. Ademaés, aportamos una nueva definicion de
fase interpretativa, de corte procedural, que no sélo es ttil para clarificar todo el
mecanismo computacional, sino que resulta crucial para formalizar el concepto de

desplegado interpretativo que estudiaremos en la Seccion 4.5.

3.1.1. Fase operacional

Formalizamos aqui los conceptos de paso de computacion admisible difuso, derivacion
admisible difusa y respuesta computada difusa, con ligeras diferencias respecto a las
definiciones que aparecen en [Medina et al., 2004].

A tal efecto, recordamos que necesitamos disponer de un lenguaje que sea el
resultado de afiadir al alfabeto bésico (conteniendo variables, constantes, funciones,
simbolos de predicado, conectivas y cuantificadores) descrito en la Secciéon 2.5: 7)

elementos del reticulo (grados de verdad) y #¢) una conjuncién adjunta &; para cada
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implicacion «—; que figure en el programa légico multi-adjunto. Denotaremos este
lenguaje (como ya se dijo en la Seccién 2.5) por L, y las formulas de £ las denomi-
naremos L-formulas. Ademds, un L-programa (que también llamaremos programa
l6gico multi-adjunto o, simplemente, programa) se entender& un conjunto de pares
(L-regla, grado de verdad).

El mecanismo operacional que vamos a definir es un proceso de razonamiento
que, usando una generalizacion del modus ponens, proporciona una cota inferior del
grado de verdad de un objetivo bajo cualquier modelo de un programa.

De manera mas precisa, partiendo de un objetivo extendido y aplicando el modus
ponens sobre un atomo seleccionado A de dicho objetivo y una regla (A’«—;B,v) del
programa, si existe una sustitucién § = mgu({A = A’})!, reemplazamos el &tomo A
por la expresion extendida (v&;B)6. El proceso se repite hasta obtener una féormula
extendida que no contiene 4&tomos. Entonces, el grado de verdad de ésta se obtiene sin
mas que interpretarla en el reticulo asociado. La propiedad adjunta del par («;, &;)
garantiza que el grado de verdad resultante es, en efecto, una cota inferior del grado
de verdad del objetivo.

La seméntica procedural que describiremos aqui no estd basada en refutacion:
estd orientada a obtener una cota de la respuesta computada difusa 6ptima para la
pregunta planteada [Medina y Ojeda-Aciego, 2002].

En esencia, en este contexto, una computacion puede verse como un proceso con
dos fases procedurales: una primera de tipo operacional y la segunda de carécter
interpretativo. En otros lenguajes precedentes, como por ejemplo que se contemplan
en los trabajos de Vojtas y Paulik [1996]; Vojtas [2001], se combinan ambas fases.

En la formalizacion del concepto de computacion admisible difusa, escribiremos
C[A], o mas generalmente C[Ay,..., A,], para denotar una L-formula donde A, o
A1, ..., A, son respectivamente, subexpresiones (por lo general, &tomos) que apare-
cen arbitrariamente en el contexto —posiblemente vacio— C[ ]. Ademas, la expresién
C[A/A’] (y su extension obvia) significa el reemplazamiento de A por A’ en el con-
texto C[ ].

Definicién 3.1.1. Sea Q un objetivo y o una sustitucion, un estado es un par
(Q;0). Sea & el conjunto de estados. Dado ahora un programa multi-adjunto P, de-
finimos una computacion admisible difusa como un sistema de transicion de estados,

cuya relacion de transicion —as C (€ X €) es la menor relacion que satisface las

Por mgu(E) denotamos el unificador mds general de un conjunto de expresiones F (véase la
Seccion 1.4, donde introducimos este concepto).
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siguientes reglas admisibles:

Regla 1.

(1) A es el dtomo seleccionado

en Q
(Q[A]; 0)— as((Q[A/v&;B])#; 00) si < (2) 6 =mgu({A’ = A})

(3) (Al—B;v) en Py B no

es vacio.

(1) A es el atomo seleccionado en Q
(Q[A]; 0)—as((Q[A/v])0; 00) si (2) 0 =mgu({A’ = A})
(3) (A'+v) enP.

Regla 3.

(1) A es el dtomo seleccionado en Q
(Q[A];0)—as((Q[A/L]);0) si (2) no existe regla en P cuya cabeza

unifique con A.

Todos los conceptos usuales de la programacion légica (derivacion, paso de deriva-
cion, etc.) pueden extenderse a este contexto, al igual que se supone que las formulas
involucradas en pasos de computacion admisibles difusos son renombradas antes de
ser usadas.

Obsérvese que la Regla 3 se introduce para contemplar las (posibles) derivacio-
nes admisibles de fallo, lo que supone una novedad importante con respecto a la
programacion légica pura en la que no cabe contrapartida al cese de una derivacion.

En lo que sigue, usaremos los simbolos — 451, — 452 ¥ —ass3 para referirnos
explicitamente a la aplicaciéon de cada una de las reglas admisibles. Cuando sea
necesario, anotaremos la regla que se use en el paso correspondiente como un super-
indice del simbolo — 45. Usaremos también —"; ¢ para denotar una secuencia de n
pasos de una computaciéon admisible y —% ¢ para una secuencia arbitraria de cero o
mas pasos.
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Definiciéon 3.1.2. Sea P un programa y Q un objetivo. Una secuencia £y — s

&1 —%s En es una derivacion admisible de éxito si:
1. & = (Q;id), donde id es la sustitucion vacia;
2. para cada 0 <i<mn, & —as i1 es un paso de derivacion admisible;
3. &, =(Q;0") y Q es una L-formula que no contiene dtomos.

Tengamos en cuenta que, si después de una secuencia de pasos admisibles, un ob-
jetivo se transforma en L-férmula que no contiene atomos, puede ser interpretada
directamente en el reticulo multi-adjunto L. Esto justifica la siguiente extension de
la nocién de respuesta computada a este contexto. En ella usamos Var(s) para re-
ferirnos al conjunto de variables distintas que aparecen en el objeto sintactico s,
y 0[Var(s)] denota la sustitucion obtenida a partir de 6 al restringir su dominio,
Dom(0), a Var(s).

Definicién 3.1.3. Sea P un programa légico multi-adjunto y Q un objetivo. Una
derivacion admisible es una secuencia (Q;id) —% ¢ (Q';6). Cuando Q' es una for-
mula que no contiene dtomos, el par (Q';0), donde o = 0[Var(Q)], se denomina
una respuesta computada admisible (a.c.a., admissible computed answer) para esta
derivacion.

Definicién 3.1.4. Sea P un programa multi-adjunto y Q un objetivo. Dada una

derivacion admisible (Q;id) —%g (Q(r1,...,m,);0), con r; € L para todo i €

{1,...,n}, el par (Q(rq,...,1rn);0), donde o = 0[Var(Q)], es una respuesta compu-
tada difusa (f.c.a., fuzzy computed answer) para esta derivacion.

Tlustramos los conceptos previos y la tultima definicién por medio de un ejemplo.
Ejemplo 3.1.5. Sea P el programa légico multi-adjunto que sigue,
Ri: P(X) “proa ¢(X,Y)Ner(Y)  with 0.8

Ry : a,Y) <proa s(Y) with 0.7

Q

<
>~<

Ry :

(
(

Ry:  q(Y,a) —1ua r(Y) with 0.8
(V) « with 0.7
(

Rs : s(b) «— with 0.9

~
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para el que las etiquetas prod, G y luka significan producto logico, logica intuicio-
nista de Godel y logica de Lukasiewicz respectivamente. Esto es, &prod(:c, y)=x-y,
Ae(z,y) = min{z,y}, y &1uka(ac,y) =max{0,z +y — 1}.

En la siguiente derivacion admisible para el programa P y el objetivo —p(X) Ag
r(a), subrayamos la expresion seleccionada en cada paso admisible:

(p(X) Ae r(a);id)— a5 ™" 0.8&proa(q(X1,Y1) Ne7(Y1))) Aa 7(a); 01)

Rz ((0.8

&

proa((0-7&proas(Y2)) Ne 7(¥2))) e 7(a); 2)
(0.7&52040-9) Ag (b)) Ao (a); 03)
(0.7&pz0a0.9) Ag 0.7)) A 7(a); 04)
( ) N

—AS1

o)
&

Ra

—AS2 0-8&prod

(( (
{( (
—a52"% {((0-8&proa(
{( (
A (

— 52 0.8&proa((0.78pr0a0.9) Ag 0.7)) Ag 0.7; 05)

donde
o1 ={X/X1}
oo ={X/a,X1/a,Y1/Ya}
o3 ={X/a,X1/a,Y1/b,Ya/b}
os={X/a,X1/a,Y1/b,Ya/b,Y3/b}
o5={X/a,X1/a,Y1/b,Y2/b,Y5/b,Y,/a}

Entonces, la respuesta computada admisible para esta derivacion admisible es el par

((0.8&proa((0.7&pr0d0.9) Ag 0.7)) Ag 0.7;05). Ademds, la respuesta computada difusa
es el par (0.504,{X/a}), ya que:

Z((0.8&proal (0.78proa0.9) A 0.7)) Ag 0.7) =
(0.8&proal((0.7&proa0.9) Ag0.7)) Ac0.7 =

0.504A¢0.7 =

0.504

y os5[Var(Q)] = {X/a}.
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3.1.2. Fase interpretativa

Si explotamos todos los atomos de un objetivo, aplicando tantos pasos admisibles
como sea necesario en la fase operacional, llegamos a una férmula que no contiene
dtomos que puede ser directamente interpretada en el correspondiente reticulo multi-
adjunto L.

En lo que sigue diseflamos, tal como se recoge en [Julian et al., 2006¢], esta fase in-
terpretativa en términos de un sistema de transicién de estados. Clarificamos de este
modo la mencionada fase interpretativa y sentamos las bases para la posterior defi-
niciéon del desplegado interpretativo en términos de pasos interpretativos. Ademas,
hemos logrado desprendernos de elementos “ruidosos” como la funcién de seleccion
(para esta fase interpretativa) y los correspondientes resultados de independencia.

Veamos, entonces, la nocién de paso de computaciéon interpretativo, derivacion

interpretativa y (recordemos la de) respuesta computada difusa.

Definicién 3.1.6 (Paso Interpretativo). Sea P un programa, Q un objetivo y o una
sustitucion. Formalizamos la nocion de computacion interpretativa como un sistema

de transicion de estados, cuya relacion de transicion —;sC (€ x &) se define como

(QlQ(r1,7m2)]50) —15 <Q[@(7’1,7’2)/@(T1,T2)]50>

donde Q es la funcion de verdad de la connectiva @ en el reticulo (L, <) asociado al

programa P.

Definicién 3.1.7. Sea P un programa y (Q;o0) una respuesta computada admi-
sible (a.c.a.), es decir, Q es un objetivo que no contiene dtomos. Una derivacion

interpretativa es una secuencia (Q; o) =55 (Q';0).

Recordemos que si Q' = r € L, siendo (L, <) el reticulo asociado a P, el estado
(r; o) se dice? una respuesta computada difusa o f.c.a.

Habitualmente, nos referiremos a una derivacidn completa como la secuencia de
pasos admisibles/interpretativos de la forma (Q;id) —%¢ (Q';0) —}¢ (r; o), donde
(@50 Var(Q)]) y (r;o[Var(Q)]) son, respectivamente, la a.c.a. y la f.c.a. para la
derivacion. En ocasiones, la denotaremos por (Q;id) —>f45/13 (r;o) (y diremos que
(r; o) es la respuesta computada difusa de la correspondiente derivacion en la que se

agrupan los pasos admisibles e interpretativos).

2Veéase la Definicion 3.1.4.
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Ejemplo 3.1.8. Completamos ahora la derivacion previa del Ejemplo 3.1.5, ejecu-
tando los pasos interpretativos necesarios para obtener la respuesta computada difusa

(f.c.a.) con respecto al reticulo ([0, 1], <).

((0-8&proa((0-7&prod0-9)&40.7))&60.7; { X /a}) —1s
((0.8&pr0a(0.63&40.7))&60.7; { X /a}) — 15
((0.8&pr040.63)&60.7; { X /a}) —15

(0.504&c0.7; { X /a}) —1s

(0.504; {X/a})

Entonces la f.c.a. para esta derivacion completa es el par (0.504; {X/a}).

3.1.3. Independencia de la regla de computacién para el len-
guaje multi-adjunto

En [Julian et al., 2005a] se enuncia y demuestra por primera vez la independencia de
la regla de computacién para la programacion légica multi-adjunta, resultado que en
un contexto mucho mas general corresponde a los Teoremas 2.4.3 y 2.4.2 del capitulo
anterior.

Como para la resolucién-SLD, suponemos la existencia de una funcién de selec-
cion fija, también llamada regla de computacion, que decide, sobre un objetivo dado,
cudl es la expresion seleccionada para explotar en el siguiente paso admisible difuso.
Dada un regla de computacion difusa S, decimos que una derivacién admisible difusa
es via S si la expresion seleccionada en todo paso admisible se obtiene por la imagen
de la aplicacion S sobre el correspondiente objetivo en cada paso.

Establecemos, para el lenguaje multi-adjunto, la independencia de la regla de
computacién de manera analoga a la obtenida en [Lloyd, 1987] para el caso de la
programacion logica pura. Para lograr este resultado necesitamos los siguientes lemas
auxiliares. El primero garantiza que se preservan las sustituciones en respuestas
computadas difusas obtenidas por la aplicaciéon de dos pasos admisibles dados con
la primera y /o la segunda regla de la Definicién 3.1.1, con independencia del orden
en que se explotan los 4tomos.
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Lema 3.1.9. Sea P un programa multi-adjunto y Qo[A, A’] un objetivo. Si en las

siguientes derivaciones consideramos sdlo pasos del tipo AS1 y AS2, entonces,
(Qo; f0)— 5™ (Q15 0061)— as™ " (Qa; o 6162)
st, y solo si,
(Qo3 00)—as™ (Q1; 0061)— 451 (Qh; 00 63)
donde 0y0162 = 0,01065.

Demostracion. (=) Sean Hy y Hj los atomos cabeza de las reglas Rq, Ro < P usa-
das para explotar (instancias de) los &tomos A y A’, respectivamente, en la derivacion
considerada: <Q0;90>HASA<Q1;9091>HASA'91<Q2;909192>, donde 6; = mgu({A =
Hy})y 02 = mgu({A’0; = Ha}). Ademas, puesto que no consideramos pasos del tipo
AS3, entonces 6y010> # fallo, y en particular 83 # fallo, por lo que también se tiene
07 = mgu({A’ = Hs}) # fallo. Por tanto, se satisfacen las siguientes igualdades:

010 =
O1mgu({A'0, = Ha}) = (ya que Dom(61) N Var(Rs) = @)

Ormgu(mgu({A’ = Ha})0h) =

91mgu(9A’191) = (por el Lema 2.4.1)
01 1+ 0} = (por el Lema 2.4.1)
0ymgu(6,6;) =

Ormgu(mgu({A = Hi})0;) = (ya que Dom(8}) N Var(Ry) = )

imgu({A6; = H1})

Ademas, como 6162 # fallo se tiene 0)mgu({A9] = H1}) # fallo y, en particular,
045 = mgu({A0] = H1}) # fallo. Por tanto, 6162 = 0160, de donde 0y6,02 = 0,0}65,
como queriamos.

(<) El reciproco de la implicacion anterior puede probarse de manera analoga,

explotando la equivalencia entre 61605 y 60}65. O
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El siguiente resultado generaliza el Lema 3.1.9 en dos aspectos diferentes:

= preserva las dos componentes del estado de derivacién, esto es, no sélo la
sustitucion sino también los grados de verdad parcialmente evaluados; y

= considera el conjunto completo de reglas admisibles de la Definicién 3.1.1 (en
lugar de solo las dos primeras) cuando aplicamos los dos pasos admisibles en

las derivaciones consideradas.

Lema 3.1.10 (Lema de Conmutacion). Sea P un programa y QolA, A’] un objetivo.
Entonces,

(Qo;00)— a5 (Q15 01)— a5 (Qa; 62)

si, y solo si,

(Qo; 00) —as™ (Q1;01)— as ™% (Qh; 65)
donde Qo = Q) y 05 = 0.
Demostracion. Para una mejor legibilidad, subrayamos los 4tomos seleccionados que
son explotados en cada paso de derivacién. En la demostracién, puede procederse
exaustivamente con cada uno de los posibles casos que se presentan. Afortunada-
mente, el caso donde el primer paso se da con la regla R; y el segundo con la regla

R; es analogo al caso en el que el primer paso se da con la regla R; y el segundo
con la regla R;, lo que reduce significativamente el nimero de opciones a detallar.

1. Primer paso con la Regla 1 y segundo paso con la Regla 1.
Suponemos que Ry : (Hy <1 Bi;v1) < P, Re : (Hy <2 Bajve) < P.

Entonces,
(QolA, A']; 00) —a517™
(Qo[A/(v1&1By), A']01;01) —a51 7%

(Qo[A/(v1&1B1), A’ [ (va&eaBa)]0a; 02)

si, y sélo si,

(Qo[A, A']; 60) —A517%2
(QolA, A"/ (v2&282)]01; 07) —as1™

(Qo[A/(v1&1B1), A’/ (v2&282)]05; 05)
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Por el Lema 3.1.9, 65 = 65, lo que garantiza que las primeras componentes
del estado final en ambas derivaciones son sintacticamente idénticas, como

queriamos demostrar.

2. Primer paso con la Regla 1 y segundo paso con la Regla 2.
Suponemos ahora que Ry : (Hy «1 By;v1) < P, Ro : (Hy «—;v2) < P.
El lector puede comprobar que este caso es totalmente analogo al anterior,
usando ahora — 4422 en lugar de — 451 7%* a fin de que, en vez de la expresién
A’ [(v2&2B5), tengamos ahora A’ /vs.

3. Primer paso con la Regla 1 y segundo paso con la Regla 3.
En este caso, suponemos que el &tomo A unifica con la cabeza de una regla
Ri1: (Hi «1 Bi;v1) < P, mientras que no existe ninguna regla en el progra-
ma cuya cabeza unifique con (una instancia de) el atomo A’. Es importante
observar que, a diferencia de los casos previos, en las derivaciones consideradas

se computaréd sélo un unificador (en lugar de dos). Entonces,

(QolA, A']; 6p) —a5171
(Qo[A/(v1&1By), A’)01:601)  —as3

<QQ[A/(’U1&,181), A’/L]Gl; 91)

si, y s6lo si,
(QolA, A']; 6o) —AS3
(Qol4, A"/ L]; 6o) —a51™
<QQ[A/(’U1&,181), A’/L]Gl; 91)

como queriamos demostrar.

4. Primer paso con la Regla 2 y segundo paso con la Regla 2.
Este caso es semejante al primero, teniendo en cuenta que ahora todos los pasos
admisibles son del tipo — 452 en vez de — 451, y en lugar de las expresiones
Af(v1&1B1) y A'/(v2&2B2), de los objetivos considerados, tendriamos ahora
las expresiones A/v; y A’/vq, respectivamente.
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5. Primer paso con la Regla 2 y segundo paso con la Regla 3.
Omitimos también la prueba de esta caso, dadas las semejanzas con la del

tercero.

6. Primer paso con la Regla 3 y segundo paso con la Regla 3.
En este caso final, no se computan unificadores (lo que contrasta fuertemente

con cualquier otro caso), resultando:

(QolA, A’); 0p) —AS3
(Qo[A/L, A’]; 00) —AS3

(QolA/ L, A/ L]; 6o)
si, y s6lo si,
(Qol[A, A']; 0o) —AS3

(Qo[A, A’/ L]; 6o) —AS3

(QolA/ L, A/ L]; 6o)
como queriamos demostrar.
O
Entonces, podemos formalizar y demostrar el principal resultado de esta seccion.

Teorema 3.1.11 (Independencia de la Regla de Computacion). Sea P un programa
y Q un objetivo. Para cualquier par de reglas de computacion S y S’, se tiene:

(Qsid)—as§(Q(r1, ... ,1m); 6)
st, y solo si,

(Q;id)— ask (Q(r1, ..., 1) 6)

donde r; € L para todo i € {1,...,n} y k es el (mismo) nimero de pasos admisibles

difusos en ambas derivaciones.

Demostracion. Se obtiene sin dificultad al aplicar repetidamente el Lema de Con-
mutacién 3.1.10. O
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3.2. Semantica de punto fijo

En esta seccion, introducimos formalmente las nociones seméanticas de interpretacion,
de modelo y de operador T de punto fijo para un programa P légico multi-adjunto,
de manera semejante a como han sido contemplados en [Medina et al., 2004]. Ademaés,

sobre algunos ejemplos concretamos los puntos fijos de este operador.

Definicién 3.2.1. Una interpretacion’

es una aplicacion T : Bp — L, donde Bp
es la base de Herbrand del programa P y (L, <) es el reticulo multi-adjunto asociado

a dicho programa.

7 se extiende de manera natural al conjunto de férmulas basicas del lenguaje. Para
interpretar una formula A no bésica (cerrada, y universalmente cuantificada en el
caso del lenguaje multi-adjunto), basta tomar

Z(A) = inf{Z(Ag) | A es una instancia bésica de A}

Sea 'H el conjunto de interpretaciones dotado del orden inducido por el orden del
conjunto L:

Ij <Iy (E}IJ(F) SIk(F),VF € Bp

Es trivial comprobar que (H, <) hereda la estructura de reticulo completo del reticulo
(L, <).

Definicién 3.2.2. Una interpretacion T satisface una regla (A—; B;v) si, y sdlo si,
v < I(A«; B). Una interpretacion T es un modelo* de P si, y solo si, T satisface
todas las reglas de P.

Por otra parte, en un reticulo completo (L, <), una funcién f : L — L es mono6tona
si, y solo si, Va,y € Lz < y = f(z) < f(y). Un punto fijo de f es un elemento
x € L tal que f(z) = x. El resultado basico® para el estudio de puntos fijos de
funciones sobre reticulos es el siguiente teorema de Knaster-Tarski (véase [Tarski,
1955]).

Teorema 3.2.3. Sea f una funcidn mondtona sobre un reticulo completo (L, <).
Entonces, f tiene un punto fijo.

3Nosotros diremos también interpretacion de Herbrand difusa.
4Nosotros diremos también modelo de Herbrand difuso.
50tros teoremas de punto fijo pueden verse en [Khamsi y Misane, 1997; Stouti, 2004].
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Ademas, el conjunto de puntos fijos de f es un reticulo completo, por lo que tiene
sentido tomar el menor punto fijo de f. Este menor punto fijo puede obtenerse
iterando f sobre el elemento 1 € L, es decir, es el supremo de la sucesién no
decreciente xg, ..., T;, Tit1,...,Zx,... verificando que para cualquier ¢ > 0,z9 = L,
x;+1 = f(x;), mientras que para un cierto indice A, yx = sup{y; : f(yi) = vi,7 > A}

En [Medina et al., 2001d, 2004] se extiende el operador Tp, definido por van
Emden y Kowalski [1976], para el lenguaje multi-adjunto, en los términos que recoge
la siguiente definicion. Los autores aportan con este operador® la semantica de un
programa multi-adjunto P que toman como el menor punto fijo de T’p. Por nuestra
parte, justificaremos en el Teorema 3.4.1 la equivalencia entre esta construccion y

nuestra nociéon de modelo minimo de Herbrand difuso.

Definicién 3.2.4. Sea P un programa légico multi-adjunto, T una interpretacion y
A una formula bdsica. Definimos el operador Tp como una aplicacion en el conjunto

de interpretaciones tal que para cada dtomo bdsico A
Tp(I)(A) = sup{v&;Z(Bb) | (H—; B;v) € P, A= H}

También en [Medina et al., 2004] se demuestra el siguiente resultado por el que Tp
permite caracterizar las interpretaciones que son un modelo de P.

Teorema 3.2.5. Una interpretacion Z es un modelo de un programa multi-adjunto
P si, y solo si, Tp(T) <T.

Por tanto, para todo modelo Z de P tenemos
Tp(T)(A) = sup{v&,Z(BO) | (H—; B;v) € P, A= HO} <I(A)

Ademas, en general, la igualdad Tp(Z)(A) = Z(A) no se alcanza. Este hecho es
analogo al que se obtiene en el caso (discreto) de la programacion logica pura: en
lineas generales, se puede asegurar que “cuanto mas se evalie/interprete (itere el
operador T’p sobre) un atomo, tanto més puede decrecer su grado de verdad”.

Por otra parte, tanto en la programacién légica pura como en la programacion
logica multi-adjunta puede existir mas de un punto fijo. El siguiente ejemplo ilustra

este hecho para el caso clasico.

6Segiin esta definicion de T’p, es sencillo comprobar que la interpretacién de un atomo basico
A, por un modelo Z de P, es mayor o igual que la interpretacién del cuerpo del PE!-reductante,
que introducimos en el Capitulo 7, correspondiente a este &tomo.
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Ejemplo 3.2.6. Sea P el programa légico formado por la cliusula p(a)«—p(a). La
base de Herbrand de P es el conjunto By = {p(a)} y los subconjuntos de la base de
Herbrand I, = @,Z> = {p(a)} son los inicos modelos de P. Ambos son puntos fijos
del operador (de punto fijo) definido en [Lloyd, 1987].

En el contexto multi-adjunto podriamos tomar el mismo ejemplo, toda vez que todo
programa logico definido puede ser expresado como un programa multi-adjunto. Con
la intencién de considerar un caso méas especifico aportamos también el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 3.2.7. Considérese P el programa légico multi-adjunto formado por la ini-
ca regla (p(a)«—p(a);0.5) y con reticulo asociado el intervalo ([0,1], <). Sea (&g, <)
el par adjunto en ([0,1],<) de la ldgica de Godel, con funciones de verdad de &g y

«—a dadas por:

5 . . T7 Si X S
&o(z,y) =infz,y} vy zoecy= { Y
Yy, en otro caso
Entonces, las interpretaciones I, Iy definidas por I;(p(a)) = 0,Z2(p(a)) = 0.5 veri-

fican:
Tp(Z1)(p(a)) = sup{0.5&Z1 (p(a))} = sup{0.5&0} = 0 = I, (p(a))

Tp(Z)(p(a)) = sup{0.5&Ts(p(a))} = sup{0.5&0.5} = 0.5 = Ty(p(a))
y, por tanto, ambos son puntos fijos del operador Tp, resultando I, el menor punto

figo.

3.3. Semantica declarativa por modelo minimo de
Herbrand difuso

Nos proponemos definir, por primera vez en la literatura, una seméantica declarativa
para la programacion logica multi-adjunta en términos del modelo minimo difuso (y
tal como se ha recogido en [Julian et al., 2009]). Esta construccion reproduce, en el
contexto difuso citado, la contruccion clésica de modelo minimo de Herbrand que
se puede encontrar en [Lloyd, 1987] para la programacion logica pura, que ha sido
aceptada tradicionalmente como la seméantica declarativa de programas légicos.

En los dltimos anos, se han realizado algunas adaptaciones de este concepto,
usando teoria de modelos ([Vojtas y Paulik, 1996; Sessa, 2002; Straccia et al., 2009]),



98 Capitulo 3. Seménticas del lenguaje multi-adjunto

en el area de la programacion logica difusa, aunque no para la programacion logica
multi-adjunta. Para evitar esta laguna, en lo que sigue nos proponemos conformar
una seméantica declarativa, basada en lo que llamaremos modelo minimo de Herbrand
difuso, para este tipo de programas.

Ademas, relacionaremos en las secciones posteriores nuestra nocion de modelo
minimo difuso con la ya existente semantica procedural y de punto fijo a la vez
que aportamos ejemplos reveladores en los que nuestra seméntica declarativa si-
gue teniendo sentido mas allad del marco multi-adjunto mientras las anteriormente

mencionadas no estan definidas.

Definicién 3.3.1. Sea P un programa logico multi-adjunto con reticulo asociado
(L; <). La interpretacion Ip = inf{Z; : I; es un modelo de P} se dice el modelo

minimo de Herbrand difuso” de P.

El siguiente resultado justifica que la interpretacién Zp anterior pueda ser tomada
como el modelo minimo de Herbrand difuso.

Teorema 3.3.2. Sea P un programa légico multi-adjunto con reticulo asociado L.
La aplicacion Ip = inf{Z; : T; es un modelo de P} es el menor modelo de P.

Demostracion. En lo que sigue, denotamos por K el conjunto de interpretaciones
que son modelos de P, es decir, K = {Z; : Z; es un modelo de P}.

Entonces, como Zp = inf(K), Zp es una interpretacion de Herbrand: por ser
el conjunto de interpretraciones (H, <) un reticulo completo, existe el infimo del
subconjunto K y es un elemento de H.

Veamos, ahora, que Zp es un modelo de P, es decir que satisface todas las reglas
del programa.

En efecto, sea R : (A<, B;v) una regla cualquiera de P. Puesto que Zp es el
infimo de K, se tiene que Zp < I;, para cada modelo Z; de P. Por tanto, Zp(A) <
Z;(A) para cada atomo A. Por otra parte, dado que Z; es un modelo de P, por
definicién de modelo, Z; satisface la regla R, es decir, v < Z;(A—; B).

Haciendo uso de la definicién de interpretacion, la monotonia® de &; yde <,y
el resultado Zp(A) < Z;(A) anterior, se tiene:

v < Tj(Ae; B) =T;(A)«~; Z;(B) < Ip(A)«-i Z;(B)

"En ocasiones diremos s6lo modelo minimo difuso 0 modelo minimo.
8Véase la Definicién 2.5.1 de par adjunto.
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Por la propiedad adjunta, v < Zp(A)<~; Z;(B) si, y solo si, v&Z;(B) < Ip(A).
Entonces, como la funcion &; es creciente en ambos argumentos e Zp(B) < Z;(B),
se tiene v&; Zp(B) < Tp(A).

Ahora, aplicando de nuevo la propiedad adjunta, v&;Zp (B) < Zp(A) si, y solo
Si, v < I’P(A)‘._i I’p (B) = I’p(A<—i B)

En consecuencia, Zp satisface la regla R considerada y es un modelo de P, como
queriamos.

Finalmente, como Zp = inf(K), por la definicién de infimo Zp < Z;,Vj por lo
que Zp es el menor modelo de P, lo que termina la prueba. O

En esta demostracién, resulta esencial que el reticulo asociado al programa sea un
reticulo multi-adjunto. En el ejemplo que sigue se muestra la necesidad de esta
hipétesis para el Teorema 3.3.2.

Ejemplo 3.3.3. Si (&g, <) es, de nuevo, el par de conectivas cuyas funciones de

verdad estdn definidas por

. ) . T, six <y
&o(z,y) =inflz,y} y a5cy= {
Yy, en otro caso

no forman un par adjunto en el reticulo que se muestra en la figura posterior puesto

que, verificindose a&ed < B, no se cumple o < 3<=6.

-
Ri: (p ¢ a) /\
5

Ra: (¢ «¢; B) L
\J_/

Ty |Zo | I3 | Ta |Ls | Le | Ir | I | Lo | Tho | T11 | a2
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Para el programa P dado, la tabla anterior muestra el conjunto K = {Z1,...,Z12}
de todos los modelos de P.

En efecto, por definicion de modelo, Z; es modelo de la la regla Ro si, y sdlo
si, B8 < Z;(q), por lo que Z;(q) puede tomar los valores 3,0, T € L. Ademds, I,
es un modelo de Ry si, y sdlo si, o« < Zj(p—¢ q) = Z;(p)<—¢ Z;(q). Entonces,
si filamos como Z;(q) uno de los valores anteriores, y aniadimos la condicion o <
Z;i(p)<-c Z;(q), quedan determinados los posibles valores de Z;(p) y, en consecuencia,
los posibles modelos T; € K.

Finalmente, es sencillo comprobar que el infimo de K es la interpretacion Ip tal
que Ip(p) = L y Ip(q) = B), pero Ip ¢ K, es decir, Ip no es un modelo de P.

El concepto de interpretaciéon y de modelo puede ser expresado en términos conjun-
tistas, entendiendo una interpretacién de P, en lugar de como una aplicacién, como
la correspondiente relacion binaria. Damos a continuacion el resultado elemental que

justifica este hecho.

Proposicién 3.3.4. Sea P un programa légico multi-adjunto con reticulo asociado
(L,<). Sea T una interpretacion de P, es decir, una aplicacion T : Bp — L.

Entonces T determina una unica relacion binaria Ry C Bp X L.

Demostracion. Es suficiente considerar que la aplicacion Z esta determinada por su
conjunto de imégenes, y la relacién Rz es un conjunto de pares del tipo (4,Z(A)), A €
Bp. En consecuencia, la aplicacién Z puede entenderse como una relacién binaria,
es decir, como un cierto conjunto pares ordenados cuya primera componente es una
férmula bésica de la base de Herbrand y cuya segunda componente es un elemento
del reticulo L. |

En virtud del resultado anterior, cabe dar una interpretacién Z por su expresion
conjuntista Rz que, cuando no sea necesario enfatizar este aspecto conjuntista, de-
notaremos también por Z.

En consecuencia, sin mas que pensar cada modelo de P como un conjunto (sub-
conjunto de Bp x L), esto es, Z; = {(A,a) : A € Bp,a € L}, el modelo minimo
difuso puede caracterizarse también por el siguiente resultado.

Teorema 3.3.5. El modelo minimo difuso de P es la interseccion de todos los

modelos P, es decir, T = NZI;, donde I; es un modelo de P, para todo j.
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3.4. Equivalencias

En lo que sigue abordamos todas las equivalencias entre las seméanticas descritas

anteriormente para la programacion légica multi-adjunta.

3.4.1. Equivalencia entre las semanticas declarativa y de pun-
to fijo

Veremos que la seméntica declarativa de modelo minimo difuso es equivalente a la se-
méantica de punto fijo que se construye en [Medina et al., 2004] para la programacién

logica multi-adjunta.

Teorema 3.4.1. Dado el programa légico multi-adjunto P con reticulo (completo)
asociado (L, <), Ip es modelo minimo de Herbrand difuso si, y sélo si, Ip es el

menor punto fijo de Tp.

Demostracion. Por el Teorema 3.3.2, Tp es el modelo mimino difuso si, y sélo si,
Ip = inf{Z; : Z; es modelo de P} y, por el Teorema 3.2.5, Zp = inf{Z; : Tp(Z;) <
Z;}. Ademaés, por ser Tp» un operador monétono en el reticulo completo L (véase
[Medina et al., 2001d]), existe el menor punto fijo de T’ y coincide con el inf{Z; :
Tp(Z;) <Z;} (véase [Lloyd, 1987]). En consecuencia, Zp es el menor punto fijo del
operador Tp. [l

Este dltimo resultado afirma que la seméantica declarativa de un programa logico
multi-adjunto P puede obtenerse por iteracién de T’p sobre la interpretaciéon minima.
Debe tenerse en cuenta que T’p puede no ser continuo, en cuyo caso —a diferencia de
la programacién légica pura— pueden ser necesarias un nimero infinito no numerable
de iteraciones para alcanzar el punto fijo [Medina et al., 2001d].

En el ejemplo posterior, se ilustra esta equivalencia para un programa multi-

adjunto.

Ejemplo 3.4.2. Consideremos el siguiente programa logico multi-adjunto P forma-
do por hechos, reglas en la que podemos tomar cuerpo vacio o cuerpo con el elemento

T del reticulo asociado (L, <) determinado por el diagrama de Hasse de la figura:
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Rt (b eo: o) T\ | T | 7u | T5 | Zs

P T T T
3) YIYNT

/\ﬁ Q| By | T BT
/

Ra: (p <¢;

Rs: (¢ «c; B)

Las funciones de verdad de las conectivas (&g, <) (que siguen la légica intuicionista
de Godel), forman un par adjunto en el reticulo (L, <) escogido.

Para este programa ezisten seis modelos distintos (las interpretaciones Iy, .. .,Zs
de la tabla anterior) siendo Ip = I; el modelo minimo de Herbrand difuso. En efecto,
se puede comprobar fdcilmente que Ip es el infimo del conjunto de {Z1,...,Zs}.

Ademds, resulta ser un punto fijo, puesto que
Tp(Zp)(p) = sup{akeT, B&e T} = sup{a, B} = v = Ip(p)

Tp(Ip)(q) = sup{B&e T} = B =Tp(q)

y su unicidad es también sencilla de comprobar. Tengamos en cuenta que, como era
de esperar, Ip satisface los Teoremas 8.5.2 y 3.8.5.

Observamos, por otra parte, que la semdntica operacional (cuya equivalencia con
la de punto fijo se trata en [Medina et al., 2001d]) no goza en general (como ocu-
rre en este caso) de garantias de completitud: «, 3 son respuestas correctas para
el programa P y el objetivo p y, por tanto, v también es una respuesta correcta;
sin embargo, v no es una respuesta computada. Tal como veremos en el Capitulo
7, serd necesario incorporar el reductante R = (p—¢ Qqup(a& T, 5&T); T), donde
@sup(a,ﬁ) = sup{a, B} = v, para garantizar la completitud.

En el ejemplo que sigue se pone de manifiesto la relevancia del cardcter multi-adjunto
del reticulo asociado para poder definir su seméntica operacional y de punto fijo pe-
ro, sorprendentemente, no siempre es requerido para caracterizar su modelo minimo
difuso. Como ya dijimos, si el conjunto (L, <) no es un reticulo multi-adjunto, en-
tonces el operador T’r no esta definido y no existe semantica de punto fijo para el
programa P considerado. La principal razén estd en que en ambas semdanticas se

explota la relacién que existe entre las aplicaciones de las reglas y sus conjunciones
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adjuntas ya que las primeras deben ser “sustituidas” explicitamente por las segun-
das en los nuevos estados que se obtienen por aplicacién de pasos admisibles AS1
o al iterar el operador T’». Tampoco existe semantica procedural, es decir, no hay
respuestas computadas difusas. Pero conviene incidir de nuevo en que, también en
este caso, tiene sentido definir el modelo minimo difuso en los términos considerados

y sigue existiendo la semantica declarativa como detallamos a continuacion.

Ejemplo 3.4.3. Consideremos de nuevo el reticulo (L, <) que sigue y el par (&g, <)
del Ejemplo 3.3.3, para el que ya hemos detallado que no satisface la propiedad ad-

Junta (recordemos que, mientras s < B, no se cumple que o < 6-0).

T Zy

/ N\

N
N

||| 7| | T | 70 | 7 | To
Ri: (p «cq «

S
N
Q

B
N
Q

B

@
(=1
-

Ra: <q G 3 7> ql ¥ vy | T

4
N
N
N
N

Para el programa P anterior con reticulo asociado L, el conjunto de modelos de P,
que se muestra en la tabla superior, es KK = {Z1,...,Z9}. Tengamos en cuenta que K
tiene estructura de reticulo, con el orden heredado del conjunto de interpretaciones
(H, <), como se puede observar en el grafo (adjunto) correspondiente. Dicho grafo
evidencia no sélo la existencia del modelo minimo de Herbrand difuso de P, dado por
141, para el que se satisfacen los Teoremas 3.3.2 (minimalidad) y 8.3.5 (interseccion
de modelos).
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Este hecho tiene especial importancia toda vez que no estd definida la semdntica
operacional ni de punto fijo de este programa (recordemos que ambas nociones exigen

que se cumpla la propiedad adjunta, lo que no es cierto en este caso).

3.4.2. Relaciones de la semantica procedural con la de modelo
minimo y de punto fijo

Después de haber justificado en la seccién anterior la equivalencia entre la seméntica
declarativa y la de punto fijo, y usando la equivalencia que se contempla en [Medina
et al., 2004]) entre esta ultima y la procedural, se obtiene como consecuencia que
la seméantica declarativa de modelo minimo difuso es equivalente a la procedural en
los términos precisados en [Medina et al., 2004]. Es decir, esta siempre garantizada
la correcciéon fuerte pero sélo se alcanza la completitud aproximada incorporando
a los programas multi-adjuntos la nocién de reductante que estudiaremos en los
Capitulos 6 y 7. En cualquier caso, en este apartado, aportamos (Teorema 3.4.8)
una demostracién original para la correccién de la seméantica procedural.

Ademas, veremos que, en el contexto multi-adjunto, es posible caracterizar las
respuestas correctas mediante el modelo minimo difuso. Ha de tenerse en cuenta que
en programacion légica pura el modelo minimo de Herbrand no permite caracterizar
completamente las respuestas correctas; asi que, en este aspecto, lo obtenido en
programacion légica multi-adjunta mejora los resultados clasicos de la programacién
l6gica®. Dicha caracterizacion serd ttil en la practica para obtener el conjunto de
respuestas correctas de un programa a partir del modelo minimo difuso, tal como
ilustra el Ejemplo 3.4.6 de esta seccion.

Definicién 3.4.4 ([Medina et al., 2004]). Sea P un programa multi-adjunto y G un
objetivo. El par (\;0) es una respuesta correcta para P y G si, y solo si, A < I;(G0),
para todo modelo T; de P.

El teorema que sigue enuncia la caracterizacion referida para la respuesta correcta
(A;0), a la vez que muestra que Zp(GO) es la mejor respuesta correcta que puede
obtenerse para el objetivo G en el programa P.

Teorema 3.4.5. Sea P un programa multi-adjunto y G un objetivo. El par (\;0) es
una respuesta correcta para P y G si, y sdlo si, A < Ip(GH), donde Ip es el modelo

minimo difuso de P.

9En ello influird decisivamente el caracter no refutacional del lenguaje multi-adjunto.
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Demostracion. Inmediata, sin més que usar la definicién de modelo minimo de Her-
brand difuso. O

Obsérvese que si GO es basica, Zp(G#) = « y el modelo minimo difuso se concibe
como un conjunto, podriamos escribir (G6, ) € Zp para adaptar al contexto difuso
lo que es habitual considerar en la programacion logica. Ademaés, advertimos que la
definicién anterior de respuesta correcta difiere de la dada en programacién logica
clasica (puede verse [Lloyd, 1987] a tal efecto) puesto que que la resolucion-SLD
es refutacional y la seméntica procedural de los programas multi-adjuntos no lo es.
El ejemplo posterior sugiere adecuadamente cémo se pueden obtener las respuestas

correctas a partir del modelo minimo difuso.

Ejemplo 3.4.6. Para el programa P siguiente cuyo reticulo asociado (L,<) es el

considerado en el Ejemplo 3.4.2,

Ri: (pla) «; a)

Rs: (q(a) ¢ pla); )

es sencillo comprobar que el modelo minimo de Herbrand difuso Tp estd definido por
Ip(p(a)) = a, Ip(p(d)) = B, Ip(q(a)) = a, Zp(q(b)) = L. Entonces:

i) Para el objetivo p(a) se obtiene el conjunto de respuestas correctas

{N\id) : xe La<a}

1) Para el objetivo p(b) se obtiene el conjunto de respuestas correctas
{(\sid) : A e LA < G}

iii) Para el objetivo q(a) se obtiene el conjunto de respuestas correctas

{N\id) : xe La<a}

1) Para el objetivo p(x), el conjunto de respuestas correctas es

{(X0): A e LA<TIp(p(2)0)} = {{(L;{X/a}), (s {X/a}), (L; {X/b}), (B, {X/b})}
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Recuérdese que el resultado de aplicar el modelo mimimo Ip sobre p(x) nos
da Zp (p(z)) = inf{Zp(p(x)o) : p(x)o es bisica } =10 inf{Zp(p(a)),Zpr(p(b))}

v) Para el objetivo q(x), el conjunto de respuestas correctas es
{(N0) s Ae LA <Ip(q(x)0)} = {(a; {X/a}), (L; {X/b})}

De manera andloga al caso anterior, se tiene ahora que la interpretacion
Ip(q(x)) = inf{Zp(q(a)),Zp(q)} = inf{a, L} = L (resulta sencillo com-
probar que el modelo minimo ha de estar definido de este modo a partir de las
formulas q(a), q(b)).

En el teorema siguiente aportamos una demostracién original de la correccion de la
seméntica procedural de la programacién multi-adjunta. En ella se observa cierta
analogia con la que se recoge en [Lloyd, 1987] para el caso de la programacién
logica pura, pese a que el cardcter no refutacional de nuestro lenguaje junto con la
componente borrosa del mismo, marcan diferencias muy significativas entre ambas.
Antes de abordar el resultado mencionado, enunciamos el lema que sigue que tiene

caracter instrumental.

Lema 3.4.7. Sea (L, <) un reticulo ordenado completo. Para cualesquiera subcon-
juntos A, B de L se verifica que si A C B, entonces inf(B) <inf(A).

Demostracion. Es suficiente considerar la definicién de infimo y el cardcter completo
de (L, <). O

Obsérvese que, en virtud de lema anterior, resulta que Z(Af#) > Z(A)!!, para toda
sustitucion 0, para toda interpretacion 7, toda vez que el conjunto de instancias

béasicas de la féormula Af esta contenido en el conjunto de instancias basicas de A.

Teorema 3.4.8 (Correccion parcial). Sea P un programa légico multi-adjunto, A
un objetivo atdmico y (X;0) una respuesta computada difusa para A en P. Entonces,

(\; 0) es una respuesta correcta para A en P.

Demostracion. Sea D : [Gy,...,Gy] una derivacion donde Gy = (A;id) —'hs/1s
(\;0) = G,,. Hacemos la demostracciéon por induccién en n, siendo n es la longitud
de D.

107,35 sustituciones contemplaran sélo términos del universo de Herbrand del programa en lugar

de variables.
1y¢anse, por ejemplo, los apartados iv), v) del Ejemplo 3.4.6.
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Veamos en primer lugar que el resultado es cierto para n = 1. En efecto, si
para el objetivo A existe la derivacion (A;id) —as (A;0), entonces la regla R :
(H—;;\) € Py A9 = HO. En tal caso, todo modelo Z de P satisface la regla R
y, por tanto, Z(H+«;) > A, es decir, Z(H) > \. Ademaés, de la igualdad A9 = HO
resulta Z(Af) = Z(HO) y por el Lema 3.4.7, Z(H) > I(H). En consecuencia, se
tiene Z(A0) > Ay (\;0) es una respuesta correcta para A en P, como queriamos.

Supongamos que el resultado es cierto para toda derivacién de longitud &k y
veamos que se verifica para una de longitud k+1 arbitraria, D : [Gy, ..., Gg+1]. Ob-
servando el primer paso de la derivacion D, tenemos G1 = (A4;id) —as (v&;Bo;o) =
G2. Es decir, el paso admisible ha sido ejecutado usando la regla de programa
R : (H«—; B;v), donde el atomo A unifica con la cabeza de la regla R mediante
el mgu o. Para cada atomo B;o'2, i = 1,...,n, de Bo existe una derivacién de
longitud menor o igual que k& que conduce a una respuesta computada (b;;7;). De
manera mas precisa, D comprende los siguientes pasos de derivacion

D : [(4;id) —AS
(v&;Bo; o) =
(v&;Q(Bso,...,By0);0) —>ljs/15
(v&;Q(by, ..., Bpo);o o) HEZS/IS
(v&;Q(by,...,by);00T 0 0T —ig
(v&;b;o0T) —Is
(X 0)]

donde 7 = qomo--ro1,, 0 =coT, A\ = v&ib, h+lb+--+1l,=k—-2y
b= @(bl, ..., bp), siendo @ la combinacién de todos las conjunciones, disyunciones
y agregadores que enlazan los elementos b; € L para obtener la respuesta computada
(b; ) correspondiente al objetivo Bo.

Por la hipétesis de induccion, para cada B;o, (b;;7;) es una respuesta correcta
y, entonces, Z(B;o1;) > b;, para toda interpretacion Z que sea modelo de P. En

tal caso, de Z(B;om;) > b; resulta que Z(Bo) > b puesto que Z(Bo) se obtiene a

128in pérdida de generalidad, podemos suponer que en la derivaciéon considerada se ejecutan en
primer término todos los pasos admisibles antes de dar un paso interpretativo.
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partir de Z(B;7;) como resultado de aplicar las funciones de verdad de conjunciones,
disyunciones o agregadores y todas ellas son monétonas en cada componente.
Entonces, de la igualdad Ac = Ho se obtiene A9 = HO y, por tanto, Z(Af) =
Z(H0). Ademés, usando el Lema 3.4.7 en primer término y teniendo en cuenta pos-
teriormente que («—;,&;) son un par adjunto, resulta Z(H0) > Z(H) > v&,I(Bo) >
véeib = \.
En consecuencia, Z(Af) > Ay (\;0) es una respuesta correcta para el programa

P y el dtomo A, como queriamos. O

El siguiente teorema, recogido en [Medina et al., 2004], enuncia un resultado de com-
pletitud aproximada para la programacién légica multi-adjunta. Es preciso observar
que su justificacion exige incorporar el concepto de reductante [Medina et al., 2004;
Julian et al., 2006b, 2007b, 2009] que abordaremos en los Capitulos 6 y 7.

Teorema 3.4.9 (Completitud aproximada). Sea P un programa, A un dtomo bdsico
y (\;id) una respuesta correcta para A en P. Entonces, existe una secuencia de

respuestas computadas (\n;id) para A en P’ tal que A < sup{\, : n € N}.

Ademaés, puede verse en [Medina y Ojeda-Aciego, 2002] cémo, en el caso proposi-
cional, el operador T aporta la mayor respuesta correcta para un objetivo A y un
programa P (entendida como el supremo, en el reticulo L, del conjunto de respuestas
correctas) y, suponiendo terminacion y continuidad, la mayor respuesta computada
(es decir, una respuesta computada A verificando que A\’ < A, para toda respuesta
computada \).
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3.5. Conclusiones

En este capitulo hemos realizado las siguientes aportaciones:

= Clarificamos la semantica procedural del lenguaje, afadiendo a la fase ope-
racional, debida a los autores del lenguaje (Medina et al. [2004]), una fase
interpretativa que se concibe como un sistema de transiciéon de estados. Este
hecho resultard imprescindible a la hora de formular posteriormente, para este

tipo de programas, la transformacion de desplegado interpretativo.

= Demostramos la independencia de la regla de computacién para la programa-
ciéon légica multi-adjunta, extendiendo el resultado clasico de la programacion
logica.

= Definimos el concepto de modelo minimo de Herbrand difuso para programas
l6gicos multi-adjuntos, adaptando los conceptos clasicos de la programacion

légica pura para esta clase de programas légicos borrosos.

= Expresamos la semantica declarativa de los programas mencionados en térmi-
nos del modelo minimo de Herbrand difuso, con la ventaja anadida de que
permite caracterizar las respuestas correctas, mejorando asi el caso de la pro-

gramacioén logica pura.

= Demostramos la equivalencia de dicha seméantica con la de punto fijo ya obte-
nida por los autores del lenguaje.

= Obtenemos una demostracién original de la correccién para la seméntica pro-
cedural, considerando también sus conexiones con las semanticas anteriores.

= Por ultimo, incidimos cémo puede afectar el caracter multi-adjunto del reticulo
a la hora de disponer de las correspondientes seméanticas de estos programas
constatando que, sorprendentemente, la seméantica declarativa es mucho menos
dependiente de esta caracteristica que las otras dos.
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Capitulo 4
Desplegado difuso

El desplegado de un programa declarativo se entiende, en general, como el proceso
en virtud del cual una regla (o clausula) del mismo es sustituida por un nuevo
conjunto de reglas obtenidas a partir de la original, sobre la que se realiza uno (o
varios) pasos de ejecucion simbdlica. Este tipo de ejecucion se refiere a un tipo de
evaluacion donde, en ausencia de datos reales, se ejecutan llamadas “simbélicas”.

Mas concretamente, la idea basica subyacente a toda operacion de desplegado
consiste en efectuar esta clase de evaluacién simbélica ya no sobre un objetivo, sino
sobre el cuerpo (o la parte derecha) de una regla del programa.

Dependiendo del tipo de paradigma declarativo que estemos considerando (16gico
puro, funcional puro, légico-funcional o légico difuso) se trabaja con un mecanismo
operacional diferente (resolucion-SLD, reescritura, estrechamiento (del inglés na-
rrowing), resolucion-SLD difusa y otros, sobre el que basar (de alguna manera) la
computacion simbolica e implementar el desplegado.

Es bien conocido en la literatura de transformacion de programas que, en general,
el desplegado incrementa el tamano de los programas residuales y, por tanto, se nece-
sita m&s memoria para su almacenamiento. Sin embargo, es habitual que se reduzca
la cantidad de memoria requerida en tiempo de ejecuciéon, debido principalmente a
la reduccion de la longitud de las derivaciones (en programacion declarativa, existe
una correspondencia directa entre los estados de derivaciéon y elementos almacenados
en la pila del sistema). Estos hechos justifican los beneficios (no solo en tiempo, sino
también en espacio) del uso del desplegado.

Comenzamos haciendo un breve recorrido histérico que explora los antecedentes
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del desplegado en contextos funcionales y logicos puros y esbozando el problema de
la adaptacion de esta regla a un contexto logico difuso.

Posteriormente, centrandonos ya en el marco difuso, recogemos dos tipos de
desplegado, uno primitivo para el lenguaje If-Prolog y otro para el lenguaje lef-Prolog,
que han sido considerados, respectivamente, en [Julidn et al., 2004b,c] y en [Julidn
et al., 2004a, 2005¢|. Asimismo, formalizamos el conjunto de reglas reemplazamiento
de t-norma para lef-Prolog tal como detallamos en [Julian et al., 2004a, 2005¢].

Contemplamos, ademas, dos tipos de desplegado fuertemente relacionados: el
operacional, introducido por primera vez en [Julin et al., 2005a], y el interpretativo,
introducido por primera vez en [Julidn et al., 2006c]. Ambos se formulan para el
lenguaje multi-adjunto (estudiado en el Capitulo 2), es decir, en un marco difuso

muy general y potente.

4.1. Motivacién, antecedentes y aplicaciones

El primer trabajo sobre transformacion de programas basado en las reglas de plegado
y desplegado es original de Burstall y Darlington [1977]. Se trata de un trabajo
pionero en esta linea, referido a programas funcionales puros definidos como un
conjunto de ecuaciones recursivas.

El desplegado se define en [Burstall y Darlington, 1977] textualmente como sigue:

SiE=FEyF =F' son ecuaciones y existe alguna ocurrencia de F' que
es instancia de E/, entonces se reemplaza por la instancia correspondiente

de E', obteniendo F" y anadiendo la ecuacion F' = F” .

Cabe destacar que este proceso puede verse como un paso de reescritura sobre la
parte derecha de la ecuacién a desplegar. En esta primera aproximacién no se hace
explicito el hecho de que la regla desplegada debe retirarse del conjunto resultante
de ecuaciones y no se dan tampoco resultados de correccién ni de completitud para
la transformacion.

En trabajos posteriores sobre transformacion de programas funcionales
[Scherlis, 1981; Kott, 1985; Zhu, 1994; Sands, 1996], la operacion de desplegado
se formula practicamente sin variaciones, destacando siempre el hecho de que esta
regla se basa en la reescritura y sélo involucra emparejamiento.

Puesto que las llamadas a funcion en el cuerpo de las reglas del programa pueden
contener variables, las transformaciones de Burstall y Darlington hacen uso de una

operacion previa de instanciacion [Burstall y Darlington, 1977].
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De esta forma, si una llamada a funcion no empareja con ninguna de las funciones
definidas en el programa, sus variables pueden instanciarse para permitir asi su

desplegado.

Por todo ello, se puede considerar que el proceso de transformacion bésico en los
programas funcionales consta realmente de instanciaciéon + desplegado. En particu-
lar, la ejecucién de una llamada a funcién conteniendo variables (valores simbolicos),
recibe el nombre de ejecucién simbolica. Asi, en el caso de los programas funciona-
les el mecanismo de ejecucion (reescritura) y el mecanismo de ejecucion simbélica
(instanciacion + reescritura) no coinciden, lo que significa que hay que desarrollar
técnicas ad-hoc para los métodos de transformacion, a diferencia de lo que ocurre en

los contextos logicos puros, l6gico-funcionales y l6gicos difusos.

La aproximacion més reciente a las técnicas de transformacion de programas fun-
cionales es la presentada por Sands [1995, 1996]. En general, las transformaciones de
plegado/desplegado, definidas por Burstall y Darlington [1977], no garantizan ni la
mejora en eficiencia ni la correccion total de la transformacion. En [Sands, 1995] se
introduce una condicién (seméntica) para la correccion total de las transformaciones
sobre programas funcionales perezosos de orden superior. El principal resultado téc-
nico consiste en que, si los pasos locales de transformacion se realizan siguiendo un

cierto criterio, entonces se puede asegurar la correccion total de la transformacién.

En [Sands, 1996], se muestra como el resultado anterior permite demostrar la
correccion total de algunas de las principales técnicas autométicas de transformacion
de programas, incluyendo la deforestacion de Wadler [1990] y la supercompilacion
de Turchin [1986].

La primera adaptacion de las reglas de plegado/desplegado al caso de los progra-
mas logicos se debe a Tamaki y Sato, quienes presentaron sus resultados a mediados
de la década de los 80. En [Tamaki y Sato, 1984] se extienden las ideas originales de
Burstall y Darlington [1977] reemplazando el emparejamiento por la unificaciéon en
las reglas de transformacion.

El desplegado de un programa logico consiste, por tanto, en aplicar un paso de
resolucion a un subobjetivo en el cuerpo de una clausula de todas las formas posibles.
Gracias al mecanismo de unificacion, el desplegado de los programas logicos permite
propagar informacion sintéctica (como es la estructura de los términos) y no soélo
valores constantes (como en el caso del desplegado de los programas funcionales).

De esta forma, se obtiene un mecanismo mas potente que, ademas, no requiere

la presencia de una regla de instanciaciéon independiente, ya que dicho proceso va
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implicito en la propia regla de desplegado basada en el mecanismo de resolucién.

Como se indica en [Pettorossi y Proietti, 1996b], el desplegado de los programas
logicos no solo se diferencia del de los programas funcionales en el reemplazamiento
del emparejamiento de patrones por la unificacion sintactica, sino también en la
cantidad de reglas desplegadas que genera, como consecuencia, de ellos.

Ya que en un programa funcional es frecuente considerar funciones definidas me-
diante reglas cuyas partes izquierdas no solapan, el desplegado (previa instanciacion)
de una de ellas genera una y solamente una regla nueva, a diferencia del desplegado
de una clausula en un programa légico que, en general, devuelve un conjunto de
clausulas.

Para el caso de los programas logicos se han propuesto en la literatura diversas
aproximaciones a la regla de desplegado (ver por ejemplo los diferentes trabajos
de Proietti y Petorossi para un estudio extenso y recopilatorio del tema [Proietti y
Pettorossi, 1993; Pettorossi y Proietti, 1994, 1996b, 1998]).

Todas ellas son basicamente similares a la original de Tamaki y Sato [1984],
aunque en ocasiones se permite que la regla a desplegar y las reglas desplegantes
pertenezcan a programas distintos [Pettorossi y Proietti, 1994], o que puedan ser
varias las reglas desplegadas simultaneamente [Levi y Mancarella, 1988; Bossi et al.,
1994, etc.

En el contexto logico-funcional, no existen en la literatura muchos trabajos re-
lacionados con el desplegado de este tipo de programas. En [Alpuente et al., 1997b,
1999, 2004; Moreno, 2000] se presentan diversas variantes de desplegado (y otras
reglas de transformacion) basadas en estrechamiento (que en esencia consiste en re-
escritura precedida de unificacién), donde el propio método de evaluacion estandar
de los lenguajes integrados se revela muy adecuado para implementar la regla de
desplegado.

De la misma forma que este mecanismo operacional admite diferentes refina-
mientos, se pueden plantear diferentes modelos de desplegado utilizando diferentes
variantes del estrechamiento para definir la regla de transformacion. Esto es, es
posible dar una definicién genérica de desplegado de programas légico-funcionales
de forma paramétrica con respecto a la estrategia de estrechamiento que se use en
cada caso. Cada instancia exige una serie de condiciones de aplicabilidad y disfruta
de una serie de propiedades.

La transformacién de desplegado se ha mostrado muy util desde que fue concebida

y descrita por primera vez tanto en contextos funcionales como l6gicos puros.
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Sus aplicaciones se extienden sobre una amplia gama de areas de trabajo: desde
las puramente teoricas (semanticas por desplegado, composicionales, modulares, etc.)
hasta otras mas aplicadas (sintesis de programas, transformacion y /o especializaciéon
de programas, etc.).

Ademaés, merece ser destacado el papel fundamental que jugara la transformacion
de desplegado (en el contexto de la programacion logica multi-adjunta) tanto a
nivel de producir evaluadores parciales y mejorar el calculo de reductantes, lo que
abordamos en el Capitulo 7, como a la hora de construir semanticas por desplegado
para este lenguaje. En el Capitulo 9 mencionaremos con mayor detalle esta ultima

aplicacién del desplegado que pretendemos abordar como trabajo futuro.

4.2. Primera aproximacion al desplegado difuso

La transformacion de programas es un técnica ttil para la optimizacion de progra-
mas que, partiendo de un programa inicial Py deriva una secuencia Pi,...,P, de
programas trasformados mediante reglas de transformacion elementales. El objeti-
vo es que el programa final P, tenga el mismo significado que Py, pero mejore su
eficiencia en algun aspecto.

La transformaciéon de programas puede verse como una metodologia para desa-
rrollo de software, de ahi su importancia (primero se desarrolla un programa sin
preocuparse de la eficiencia del codigo, y después se optimiza con técnicas mas o
menos automaticas). Entre las reglas mencionadas, la llamada regla de desplegado
ha sido una de las mas ampliamente estudiadas.

En esencia, la transformacion de desplegado aplicada sobre un programa (decla-
rativo) consiste basicamente en el reemplazamiento de una de sus reglas (o clausulas)
por todas aquéllas que se obtienen al aplicar un paso de computacion simbdlica de
todas las formas posibles sobre el cuerpo de la misma [Pettorossi y Proietti, 1996b].
En funcién del paradigma concreto que se esté utilizando (por ejemplo, funcional
[Burstall y Darlington, 1977], 16gico [Tamaki y Sato, 1984] o légico-funcional [Al-
puente et al., 2004], que son quizés los campos donde mejor se ha estudiado esta
transformacion) el paso de computacion estara basado en (alguna variante) del me-
canismo operacional asociado al paradigma en cuestion (reescritura, resolucién o
estrechamiento, respectivamente).

La regla de desplegado permite, incluso sin combinarse con otro tipo de trans-

formaciones, importantes optimizaciones en el programa cédigo original. Aunque
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la operacién de desplegado (en sus distintas formulaciones) ha demostrado amplia-
mente su utilidad en técnicas de analisis, depuracién, compilacién, sintesis, etc., de
programas declarativos, donde posiblemente alcanza sus mejores cotas de aplicacién
es en sistemas de especializacion por evaluacion parcial y en sistemas de transforma-
cion por plegado/desplegado basados en “reglas+estrategias” [Pettorossi y Proietti,
1996a].

En principio, y centrandonos ya estrictamente en la operaciéon de desplegado de
forma aislada (independientemente de su posterior uso en sucesivos capitulos), una
buena formulacion de la transformacion debe garantizar que al ser aplicada a un
programa concreto, nos permita derivar otro semanticamente equivalente pero con
un mejor comportamiento con respecto a algun criterio de eficiencia.

Intuitivamente, este segundo aspecto lo garantiza el hecho de que los pasos de
computacion que se adelantan durante el proceso de desplegado (y que de alguna
manera quedan “compilados” en el programa transformado) se ahorran en las compu-
taciones finales sobre objetivos reales, que de esta forma se benefician del hecho de
poder ser evaluados contra el programa desplegado de forma mas rapida (es decir,
mediante derivaciones mas cortas).

Mucho més dificil es, por otra parte, garantizar que se preserva la equivalencia
seméntica entre los programas, ya que en este apartado entran en juego distintas

variantes, como por ejemplo:

= la identificacién de condiciones de aplicabilidad seguras y suficientemente re-
lajadas que permitan cubrir un mayor nimero de casos (al menos un conjunto

significativo), lo que muchas veces viene condicionado por

= la sintaxis del lenguaje, que a veces no da siquiera cobertura suficiente para

plantear la transformaciéon o demostrar sus propiedades,

= el observable que se pretende preservar (por ejemplo, modelo minimo de Her-
brand, c.a.s’s, valores, terminacion, etc.) y el grado de precision de los resul-
tados perseguidos (coincidencia total, parcial, aproximada, etc.)

= la semantica operacional considerada que seré la base sobre la que se establezca
la definicion de desplegado, asi como sus requisitos técnicos, propiedades de
correccion/completitud, clase de programas a los que es aplicable de forma

segura, etc.
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Puesto que la programacion logica difusa es un drea de investigacion emergente,
de muy recientemente desarrollo (tanto es asi, que todavia no puede hablarse de
estandares claros, sino més bien de una amplia gama de propuestas con diferentes
caracteristicas, defectos y bondades, como hemos detallado en los capitulos previos)
y para la que se vislumbra un futuro prometedor, en esta tesis surge el interés
por aplicar/adaptar las diferentes técnicas conocidas de optimizacién de programas
basadas en alguna forma de desplegado.

Hemos considerado distintos lenguajes 16gicos borrosos descritos en la literatu-
ra reciente, todos ellos basados en alguna variante de resolucién difusa con méas o
menos fortuna en cuanto a su implantacién real, propiedades teoricas (en especial,
correccion/completitud de su seméantica operacional con respecto a la declarativa,
cuando esta ultima esta definida), apariencia y posibilidades sintécticas, potencia
expresiva y computacional, campos de aplicacion, etc.

En particular, nos propusimos definir inicialmente la transformacién de desple-

gado para el lenguaje contemplado en:

= [Arcelli y Formato, 1999] que, entre sus mejores bazas, propone una visién
bastante purista de la nocién de “difuminaciéon” —entendida aqui como “similari-
dad”- adaptada a la programacién l6gica mediante la extensiéon del mecanismo
de unificacién (por similaridad). Pero la sintaxis de este lenguaje no es la
adecuada para nuestros objetivos, dado que no es posible propagar el grado
de verdad de la regla original sobre la regla desplegada. Véase para mayor
detalle la Seccion 2.1, en especial el Ejemplo 2.1.3 en el que se justifica que
seria necesario modificar la sintaxis del lenguaje original y, lo més relevante,
modificar la semantica operacional para que pueda acometerse el desplegado
de programas LIKELOG.

Nos hemos centrado en formular la transformacién de desplegado para los len-

guajes definidos en:

= [Vojtas y Paulik, 1996] que propone una visiéon casi antagonica del anterior en
cuanto al mecanismo operacional (una extensiéon de la resolucion-SLD) y la
unificaciéon (sintactica). Este lenguaje mantiene la unificacion sintactica clasi-
ca incorporando la componente difusa en los predicados y en las conectivas,
y también dispone de semanticas declarativa (modelo minimo de Herbrand

difuso), operacional (resolucion-SLD difusa) y por punto fijo (asi como de
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sus propiedades e interrelaciones asociadas) bien asentadas (al estilo de Lloyd
[1987]).

A nivel sintactico, se adeciia mas a nuestros propositos, especialmente después
de plantear las versiones etiquetadas del mismo que vimos en el Capitulo 2.

= [Medina et al., 2001d], esto es, abordamos el estudio del desplegado en el
contexto de la programacioén multi-adjunta, un marco de programacién logica
difusa muy general para el que existe abundante literatura. Este lenguaje tiene
una sintaxis mucho més rica que el considerado en [Vojtas y Paulik, 1996]
y posee también seméantica procedural, declarativa por modelo minimo —que
nosotros hemos formulado— y de punto fijo tal como hemos detallado en el
Capitulo 3.

Desplegado difuso de programas f-Prolog

En una primera aproximacion, nos centramos en el desplegado de programas f-Prolog
antes de pasar al caso extendido de ef-Prolog que veremos posteriormente.

Como ya consideramos, las diferencias entre los programas f-Prolog y If-Prolog
aparecen solo en el nivel sintactico: mientras el cuerpo B de una clausula de programa
(no unitaria) f-Prolog (que, en esencia, no es més que un objetivo simple, esto es, un

atomo o una conjuncién de atomos) respeta la gramética libre de contexto
B — B,...,B | atom,

necesitamos enriquecer este conjunto de reglas gramaticales del modo

B — B | number,

si deseamos incluir marcas y ntimeros reales en el cuerpo de clausulas If-Prolog (que
intuitivamente tienen la misma estructura que algin objetivo inicial, intermedio o
final que aparezca en las derivaciones-SLD difusas).

Esto supone que todo programa f-Prolog es también un programa If-Prolog, aun-
que el reciproco no es cierto (es decir, el conjunto de programas f-Prolog es un
subconjunto del de programas If-Prolog). Ademéas de este hecho puntual (que, por
otra parte, es preceptivo para definir el principio de resolucién-SLD) ambos lengua-
jes comparten todo tipo de seménticas: obviamente la operacional, pero también la
declarativa y la de punto fijo, y sus propiedades de correcciéon y completitud.
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Como ya dijimos, la regla de desplegado consiste, en esencia, en la aplicacion de
un paso de computaciéon simbolico en el cuerpo de la clausula que, en nuestro entorno
difuso, corresponde a la aplicacién de cualquiera de las cuatro reglas descritas en la
Definiciéon 2.2.4.

Obsérvese que este proceso siempre genera clausulas cuyos cuerpos incluyen mar-
cas o numeros reales. Mas exactamente, las dos ultimas reglas reemplazan marcas
y/o ntimeros por un nuevo namero, lo que significa que tanto la expresion de entrada
como la de salida son siempre expresiones validas If-Prolog, pero nunca expresiones
f-Prolog.

Algo similar ocurre con las dos primeras reglas de la Definicion 2.2.4 que introduce
marcas y nimeros, respectivamente, en la expresion de salida, incluso en el caso en
que la expresién de entrada es una expresion valida f-Prolog.

A priori, todos estos hechos garantizan que una transformacién de desplegado
basada en resolucién-SLD difusa preserva la estructura sintactica de los programas
etiquetados If-Prolog pero, incluso en el caso en que los programas originales son
siempre f-Prolog, el transformado nunca sera de esta subclase: las marcas o niimeros
reales incorporados en las cldusulas transformadas por pasos de desplegado basados
en la primera o segunda regla de resolucion, respectivamente, supone la pérdida
de la sintaxis f-Prolog original. Ademaés, incluso en el caso en que el programa de
entrada pertenezca a esta subclase, el resultante del desplegado serd tinicamente un
programa If-Prolog.

Para evitar este inconveniente, la siguiente definicién se enuncia en el entorno
mas general de programas If-Prolog en lugar de referirla a la subclase de programas
f-Prolog.

Definicién 4.2.1. Sea P un programa If-Prolog y sea C = (A «— B; p) € P una
cldusula de programa (no unitaria) If-Prolog. Entonces, el desplegado borroso de
un programa P con respecto a la cldusula C es el nuevo programa If-Prolog P’ =

(P—{C}HUU tal que:
U={(Ao — B; p) | (Bsid)—rr(B’;0)}

Contemplemos algunas observaciones acerca de la definicién anterior. De manera
anédloga a la regla de desplegado clasico basada en resolucién-SLD planteada en
[Tamaki y Sato, 1984], las sustituciones obtenidas en los pasos de computacion, en
el proceso de desplegado, son incorporadas a las reglas transformadas de manera
natural, esto es, aplicAndolas en la cabeza de la clausula.
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Por otra parte, en cuanto a la propagacién de los grados de verdad, resolvemos
este problema de manera muy natural: la clausula desplegada hereda directamente
el grado p de la original.

Sin embargo, un anélisis en profundidad de la transformaciéon de desplegado
revela como también se incluye informacién compilada de ambos componentes de
una respuesta computada difusa (sustitucion y grado de verdad) en el cuerpo de la
clausula transformada.

Acerca de los grado de verdad, p, observamos también que, si el paso de desple-
gado estd basado en la tercera o cuarta regla de la Definicion 2.2.4, las marcas y
los numeros del cuerpo de la clausula transformada han sido simplificados. Por otra
parte, el grado p de la clausula involucrada en un paso de desplegado basado en la
Regla 1 o la Regla 2, se acumula en el cuerpo de la transformada mediante marcas
y numeros reales. Por tanto, la propagacion de los p’s en el desplegado se realiza en
dos niveles: incorporando directamente el grado p de la clausula original en el p de
la transformada, y a través de la simplificacion/introducion de marcas y nameros
reales en su cuerpo.

Esas manipulaciones en el cuerpo de cldusula repercutirdn drasticamente en la
computacion /propagacion de los grados de verdad cuando resolvemos objetivos con-
tra los programas transformados.

Tlustremos todo ello con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2.2. Considemos de nuevo el programa P mostrado en el Ejemplo 2.2.6.
Es sencillo ver que el desplegado del programa P con respecto a la cléusula Co (ex-
plotando la sequnda regla de la Definicion 2.2.4) genera el nuevo programa

P’ = (P —{Ca}) U{Cas},

donde Cos es la nueva regla desplegada:

q(a,b)<0.9  with 0.7

Por otra parte, si deseamos desplegar ahora la cldusula C1 en el programa P’, debe-
mos generar primeramente el siguiente par de pasos de derivacion-SLD difusa (que

s6lo usa la primera regla de la Definicion 2.2.4):

(@(X,Y),r(Y);id) —pri©® < 0.9 | Ro.7 | r(b); {X/a,Y/b})

(@(X,Y),7(Y);id) —pm® (Los|r(¥1)|Ros|r(a); {X/Y1,Y/a})




4.3. Transformaciones basadas en desplegado de programas lef-Prolog 121

Asi, resulta el nuevo programa desplegado P" = (P’ — {C1)} UU donde U contiene

las reglas:

Cia5: pla) <— 0.9 ,r(b) with 0.8

013 : p(Y1)<—‘ L0_8 ‘ T(Yi) ‘Ro_g ,r(a) with 0.8

Ademds, ejecutando otro paso de resolucion con la sequnda regla de la Definicion

2.2.4 en el cuerpo de la cldusula Ci25, obtenemos la nueva regla desplegada

p(a) <— 0.9 [Ro.7 0.7 with 0.8

Si damos ahora un posterior paso de desplegado con la tercera regla de la Definicion
2.2.4 nos conduce a
p(a) «0.63,0.7 with 0.8

que, finalmente, se convierte en
p(a) «0.63 with 0.8

después del iltimo paso de desplegado dado con la cuarta regla de la Definicion 2.2.4.

Es importante tener en cuenta que la aplicacion de esta dltima regla al objetivo
—p(X) simula el efecto de los seis primeros pasos de computacion mostrados en la
derivacion del Ejemplo 2.2.6, lo que evidencia la mejora alcanzada tras el desplegado.

Los sistemas de transformacion basados en plegado/desplegado clasico optimizan
programas devolviendo cédigo en el mismo lenguaje fuente del programa original,
pero el desplegado ha jugado también un papel importante en el diseno de compila-
dores (ver [Julian y Villamizar, 2004]) generando codigo escrito en lenguaje objeto
(normalmente de mas bajo nivel que el codigo fuente).

En este sentido, nuestra transformacion de desplegado puede verse como una téc-
nica mixta que optimiza programas f-Prolog y los compila a programas If-Prolog, con
la ventaja (sorprendente) en nuestro caso de que ambos programas son ejecutables

exactamente con el mismo principio operacional.

4.3. Transformaciones basadas en desplegado de pro-

gramas lef-Prolog

Nuestro principal objetivo en esta seccién consiste en la definicion de dos transforma-
ciones basadas en desplegado sobre un contexto difuso més general que el considerado
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en la seccion anterior a la hora de formular la Definicién 4.2.1. En particular, ademas
de definir una variante difusa de la transformacién de desplegado de Tamaki y Sato
[1984], introducimos una nueva transformacion, que llamamos reemplazamiento de
t-norma, que opera sobre la componente difusa de una expresién y tiene semejanzas
con el reemplazamiento algebraico de Burstall y Darlington [1977]. Todo ello pasara
por el enriquecimiento del lenguaje de base.

Como veremos, la adaptacion de la regla de desplegado clasica de programacion
logica pura a la programacién logica difusa no resulta simple si realmente deseamos
definirla de forma natural.

En concreto, necesitamos capturar la dimension “funcional” (gestion de los gra-
dos de verdad) asociada a la componente difusa y, lo que es mas importante, resulta
crucial la necesidad de utilizar un lenguaje intermedio (no necesario en otros contex-
tos no difusos) para la codificacion de los programas que se obtienen tras el proceso
de transformacion.

En la Definicion 4.2.1 (ver [Julidn et al., 2004b]) introduciamos, por primera
vez, la regla de desplegado en el contexto borroso; en lo que sigue, desarrollamos la
primera aproximacion descrita en la literatura para la introduccién de un sistema de
transformacion difuso. La incorporacion de las reglas de reemplazamiento de t-norma
mejora ampliamente el desplegado estudiado en la seccién anterior en los siguientes

puntos:

1) Lenguaje: Usamos una extension enriquecida del lenguaje difuso descrito en
[Vojtas y Paulik, 1996] que afecta directamente a todas las definiciones, resul-

tados y pruebas, y que describimos en [Julidn et al., 2004a].

i7) Transformaciones de desplegado difuso: Presentamos ahora un esquema de trans-
formaciones més claro al contemplar dos reglas basadas en el desplegado, cada
una de ellas dirigida a una componente del lenguaje: mientras que la regla de
desplegado difuso afecta a la componente logica, la regla de reemplazamiento
de t-norma realiza computos con los grados de verdad, es decir, afecta a la
componente difusa del lenguaje.

Ademas, el efecto obtenido por (el tipo cuatro de) la transformacion de reem-
plazamiento de t-norma no puede realizarse por la definiciéon de desplegado de

la seccion anterior recogida en [Julidn et al., 2004b].

ii1) Propiedades: Obtendremos el resultado de correccién total fuerte y justifica-

remos la reduccion en la longitud de las derivaciones-SLD difusas (cuando se
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computan en los programas transformados) [Julidn et al., 2005¢].

El desplegado difuso y las reglas reemplazamiento de t-norma constituirén un sistema
béasico de transformaciones que definimos en lo que sigue, y para las que consideramos

los resultados de correccién en el préoximo capitulo.

4.3.1. Desplegado difuso de programas lef-Prolog

A continuacioén, consideramos que (Po,...,P) es una secuencia de programas que
parte de un programa ef-Prolog inicial Py y los restantes son todos programas trans-
formados lef-Prolog tal que cada uno de ellos, excepto el inicial Py, es obtenido del
inmediato precedente aplicando desplegado difuso.

Definicién 4.3.1 (Desplegado Difuso). Sea (Py,...,Px) una secuencia de progra-
mas lef-Prolog que parte del programa ef-Prolog Py. Supongamos que

C = (H — B with ¥) € P,

es una cldusula de programa (no unitaria) lef-Prolog, con ¥ = (p,ety,ets), y A es
un dtomo incluido en el cuerpo B.

Entonces, el siguiente programa Piy1, de la secuencia de trasformacion, puede
obtenerse por desplegado difuso de la cldusula C sobre un dtomo A en el programa

Pr. como sigue:

Prr1 = (Pe—{CHU{Ho — B’ with ¥ | (Ly | B[Ry |;id)—rr"(Le | B[Ry }o)}

Tengamos en cuenta algunas observaciones acerca de esta definicién. El programa
original Py es un programa ef-Prolog, mientras que los restantes programas desple-
gados de la secuencia, por incorporar las etiquetas referidas, son todos lef-Prolog.

De manera anéloga al caso clasico (y como también ocurriera con los lenguajes
f-Prolog y If-Prolog anteriores), cuya regla de desplegado basada en resolucién-SLD
se presenta en [Tamaki y Sato, 1984], las sustituciones computadas en los pasos
de resolucion durante el desplegado son incorporadas a las reglas transformadas de
manera natural, esto es, aplicindolas a la cabeza de la clausula.

Por otra parte, la propagacién de los grados de verdad en este nuevo proceso de
desplegado difuso se realiza en dos niveles diferentes: por asignaciéon directa de la
tupla ¥ (que contiene el grado de verdad p y etiquetas para et; y ets) de la clausula
original a la clausula transformada, y por la introducciéon de marcas y/o nimeros

reales en su cuerpo (asf se hizo también para f-Prolog y If-Prolog).
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Sin embargo, destacamos que —a diferencia de lo que ocurria con el desplegado
sobre un programa f-Prolog que introducimos en [Julidn et al., 2004b] y abordamos
en la seccién anterior— en esta formulacion siempre se explota un atomo. Merece
ser destacado, asimismo, que en la programacién logica pura es equivalente explotar
un atomo del cuerpo de una clausula a dar un paso de resolucion (en el cuerpo).
Ahora, en la programacion logica difusa, se pierde esa equivalencia: si explotamos un
atomo aplicamos la Definiciéon 4.3.1 de desplegado y si damos un paso de resolucion
aplicamos la Definicion 4.2.1.

El siguiente ejemplo ilustra estos aspectos.

Ejemplo 4.3.2. Consideremos de nuevo el conjunto de clausulas del Ejemplo 2.5.7
como el programa inicial, Py, de una secuencia de transformacion.
Es sencillo comprobar que el desplegado de la cldusula Co con respecto a Py

(explotando la sequnda regla de la Definicion 2.3.5) genera el nuevo programa
P1 = (Po —{C2}) U {Cs},
siendo Cg es la nueva regla desplegada:
q(a,b)— 0.9 with (0.7, product, void)

Por otra parte, si deseamos desplegar ahora la cliusula Cy en P1, debemos generar

primeramente los dos pasos de derivacion-SLD difusa que siguen':

s o)

( q(X,Y),r(Y) ; id) —rm® Ly,
(Lo, ] oY), r(V) [Ru, fid)  —rm® (Lo, |[Lu, | r(1) [Ru, | r(a) [Ro,

\ Ly, \ 0.9 \ Ru, ‘,r(b) \R%

5 02)

donde
¥, = (0.8,prod,min)
Us = (0.7,prod,void)
U; = (0.8,1luka,void)

1 Ambos pasos se ejecutan con la Regla 1 de la Definicién 2.3.5 (el primero usa la clausula Cg
y el segundo la clausula C3) y explotan el mismo dtomo ¢(X,Y) —subrayado—, que (asumimos)
selecciona la correspondiente regla de computacion.
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son los triples correspondientes a las clausulas C1, Cg y Cs respectivamente; ademds
los unificadores son:
o1 =1{X/a,Y/b}

o2 ={X/Y1,Y/a}

En consecuencia, resulta el programa desplegado Py = (P17 — {C1}) UU donde U
contiene las clausulas:

,7(b) with (0.8, prod, min)

Cr: p(a) <_‘ L(0‘7,prod,max) 0.9 ‘R(Oﬂ,prod,max)

,7(a) with (0.8, prod, min)

Cs :p(Yl)‘*‘ L(o.s,luka,min> r(Y1) ‘R(O.&luka,min}

Por 1ltimo, ejecutando un nuevo paso de resolucion con la sequnda regla de la Defi-
nicion 2.3.5 sobre el dtomo r(b) del cuerpo de la cléusula C7, obtenemos el programa

desplegado
Pz = {C3,C4,C5,Cs,Cs,Co }

(obsérvese que las cldusulas C1,C2 y C7 han sido eliminadas después de haber sido

desplegadas) siendo

Co = p(a) <—‘ L(0.7,prod,max) | 0.9 ‘ R (0.7 prodmax) [y 0-7  with (0.8, prod, min)

Es importante tener en cuenta que la aplicacion de esta ultima regla al objetivo
“—p(X),r(a) withmin” simula el efecto de los cuatro primeros pasos de resolucion
mostrados en la derivacion del Ejemplo 2.3.7, lo que evidencia la mejora alcanzada

en la transformacion de programas por desplegado.

4.3.2. Reemplazamiento de t-norma

Aunque hemos visto en los apartados anteriores que las acciones de la transformacion
de desplegado repercuten en la computacion/propagacion de los grados de verdad
sobre el cuerpo de clausulas transformadas cuando resolvemos objetivos contra los
programas transformados, la informacion acumulada (‘compilada’) en el cuerpo de
la regla desplegada admite manipulaciones numéricas significativas para eliminar, o
al menos simplificar, marcas y nimeros reales.

La siguiente transformacion realiza esta tarea de una manera similar a las reglas
3 y 4 de la Definicién 2.3.5.



126 Capitulo 4. Desplegado difuso

Definicién 4.3.3 (Reemplazamiento de t-norma). Sea (P, ..., Pr) una secuencia
de transformacion de programas lef-Prolog que parte de un programa ef-Prolog Pg.
Supongamos que

C = (H « B with V) € Py,

es una cldusula de programa (no unitaria) lef-Prolog, tal que U = (p, ety, et2). Enton-
ces, el siguiente programa Pi11 de la secuencia de transformacion puede obtenerse

por reemplazamiento de t-norma de la cldusula C en el programa Pj, como sigue:
Pri1 = (P — {C}) U{H « B’ with '},

tal que :

,Y), donde r es un nimero real, entonces

S T R S
(p',ety ety) (v'.€t, ety)

B = (Y,étll(p/,r),?) y ¥ =0,

2.si B=(X,|L ., .. |F|R . ., |Y), donde F=1r1,..,7n (n > 1) son nime-
( (p’,etl,etz) (P’76t1aet2> ) ! ( )
ros reales, entonces

B =(X,[L ot (7)| R L Y) g

Il
&

("6t ,6t0) (.6t ,6t0)

5 . 7 . r_
3. si B=r, donde r es un nimero real, entonces B’ es vacio y ¥' = et1(p,r).

4. i B=T, donde T=r1,...,m7n (n > 1) son nimeros reales, entonces

B’ =cta(F) y ¥ = (p,et1,void).

La definicién anterior recuerda el llamado “reemplazamiento algebraico” usado tra-
dicionalmente en los sistemas de transformaciéon de programas funcionales puros
[Burstall y Darlington, 1977; Pettorossi y Proietti, 1996b], donde una expresion fun-
cional, en una regla de programa, es reemplazada por otra expresion equivalente con
respecto a una propiedad algebraica dada.

Por ejemplo, la regla funcional pura £(X,Y) — X + Y puede ser transformada por
reemplazamiento algebraico en £(X,Y) — Y + X, gracias a la conmutatividad de la
suma.

Obsérvese también que, andlogamente a muchas otras reglas de transformacion
de la programacion funcional (incluyendo el reemplazamiento algebraico y el desple-

gado funcional puro), nuestra reemplazamiento de t-norma reemplaza una clausula
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original por (solamente) una nueva, lo que contrasta, en general, con la regla de
desplegado definida para programas l6gicos puros y/o légicos difusos.

No sorprenden estos hechos debido al caracter funcional de la componente difusa
de nuestro lenguaje, en el sentido en que las manipulaciones numéricas ejecutadas
por las reglas 3 y 4 de la Definicién 2.3.5 recuerdan las evaluaciones funcionales.

Esta cualidad se hereda en la Definicién 4.3.3, en la que consideramos algunos
ejemplos particulares de reemplazamiento algebraico, pero esta vez exclusivamente
enfocados a operaciones con t-normas.

Por esta razon, en nuestro entorno difuso, decidimos usar el nombre de “reem-
plazamiento de t-norma” en lugar de “reemplazamiento algebraico” para designar a
este tipo de transformaciones.

Por otra parte, la transformacién de reemplazamiento de t-norma tiene semejan-
zas con el desplegado difuso. En efecto, observemos que la siguiente definicién de

desplegado subsume el primer tipo de reemplazamiento de t-norma:

Prsr = (P — {CY)U{H « B with ¥ | (Ly| B[Ry }id)—rps (Lo | B [Ru o)},

donde un simple paso de resolucion-SLD difusa de tipo 3 ha sido aplicado para
ejecutar un reemplazamiento de t-norma del tipo 1.

Observemos también que, reemplazando — gr3 por —pprs4 en la definicién de
desplegado anterior, obtenemos una alternativa al segundo y cuarto tipo de reem-
plazamiento de t-norma (dependiendo de cudl es la subexpresion explotada, referida
al calculo de la t-norma de ety, procediendo sobre B o sobre la expresion completa
B[Ry ).

En cualquier caso, el reemplazamiento de t-norma de tipo 3 nunca habia sido
considerado en la literatura, ni implicita ni explicitamente (ha sido propuesto por
primera vez como trabajo futuro en [Julidn et al., 2004b]), y su aplicaciéon permite
transformar una clausula de programa con cuerpo en un hecho (esto es, una clausula
con cuerpo vacio) actuando, por primera vez, sobre el grado de verdad de la regla
transformada.

Observemos que ninguna otra transformacion clasica ni difusa tiene esta cualidad
que indirectamente supone que, en el mejor de los casos, aunque los programas
transformados (por reemplazamiento de t-norma) pertenecen a la clase lef-Prolog,
una vez trasformados por el reemplazamiento de t-norma de tipo 3, pueden recuperar
la sintaxis ef-Prolog.
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El siguiente ejemplo ilustra la aplicacion de las transformaciones basadas en

reemplazamiento de t-norma y alguna de sus ventajas.

Ejemplo 4.3.4. Continuemos con la secuencia de transformacion iniciada en el
Ejemplo 4.3.2 ejecutando ahora alguna de las reglas de reemplazamiento de t-norma.
Por el reemplazamiento de t-norma de tipo 1 sobre la clausula Cy obtenemos, ya

que prod(0.9,0.7) = 0.63, el siguiente programa
Py = (P3 —{Cy}) U{Cio},

donde
Ci0 = p(a) — 0.63,0.7 with (0.8, prod, min).

Ademds, puesto que min(0.63,0.7) = 0.63, un reemplazamiento de t-norma de tipo

4 sobre esta ultima cldusula genera la nueva
C11 = p(a) — 0.63 with (0.8, prod, void).
Finalmente la cldusula C11 se transforma en el hecho
Ci2 = p(a) «— with 0.504

(ya que prod(0.63,0.8) = 0.504) después del iltimo reemplazamiento de t-norma de
tipo 3.

En consecuencia, el programa final es
Ps = {C3,C4,C5,C6,Cs,C12}

y ahora la derivacion mostrada en el Ejemplo 2.8.7 puede reducir su longitud en seis
pasos gracias al uso de la cldusula C12, que evidencia de nuevo la mejora alcanzada no
solo por desplegado, sino también por reemplazamiento de t-norma, en los programas

transformados.

4.4. Desplegado operacional de programas multi--

adjuntos

En lo que sigue nos proponemos la adaptacion de la regla de transformacion de
desplegado al caso de programas l6gicos multi-adjuntos. Lo méas relevante de esta
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aportacion lo constituye el hecho de que, por primera vez en la literatura, se contem-
plan técnicas de transformacion de programas para esta clase de programas logicos
difusos que son mucho més generales y potentes que lo vistos hasta ahora.

En el capitulo siguiente, aportaremos los resultados que justifican la idoneidad de
esta regla de transformacion: la correccién total fuerte y su capacidad para originar
mejoras significativas en la eficiencia de los programas residuales.

Notemos que los cuerpos de las L-reglas desplegadas (que intuitivamente tienen
la misma estructura de cualquier objetivo inicial, intermedio o final que aparezca
en las derivaciones admisibles difusas) incluyen elementos del reticulo (grados de
verdad) y posiblemente conjunciones adjuntas &;.

Por otra parte, sabemos que la regla de desplegado consiste en esencia en la
aplicaciéon de un paso de computacion sobre (el d&tomo seleccionado en) el cuerpo
de una regla que, en este ambito, corresponde a la aplicaciéon de cualquiera de las
tres reglas descritas en la Definicién 3.1.1. Obsérvese que este proceso genera siem-
pre, como venimos observando, reglas cuyos cuerpos incluyen grados de verdad y
acaso conjunciones adjuntas. Por tanto, para que una transformacion de desplegado
basada en computaciones admisibles difusas preserve la estructura sintactica de los
L-programas resulta imprescidible admitir que el lenguaje multi-adjunto £ contiene
elementos del reticulo y conjunciones adjuntas (en tal caso las reglas desplegadas

son efectivamente L-reglas).

Definicién 4.4.1. Sea P un programa légico multi-adjunto y R : (A —; B; v) € P
una regla (no unitaria) de L. Entonces, el desplegado difuso del programa P con
respecto a la regla R es el nuevo programa P’ = (P — {R}) UU tal que:

U = {{Ao —; B’ v)| (Byid)—as(B';0)}

Tal como ocurre con la regla de desplegado clasico basado en resolucién-SLD presen-
tada en [Tamaki y Sato, 1984], las sustituciones computadas en los pasos admisibles,
en el proceso de desplegado, son incorporadas a las reglas transformadas de manera
natural, esto es, aplicAndolas en la cabeza de la regla. Por otra parte, la propagaciéon
de los grados de verdad se aborda también de manera sencilla: la regla desplegada
hereda directamente el grado de verdad v de la la regla original.

Sin embargo, un anélisis en profundidad de la transformacion de desplegado
muestra como el cuerpo de la regla transformada también incluye informacion com-
pilada sobre ambos componentes de una respuesta computada difusa (esto es, el
grado de verdad y la sustituciéon). En cuanto al grado de verdad, observamos que el
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cuerpo de la regla transformada puede incluir: ) el simbolo L, cuando se ejecuta un
paso admisible de tipo AS3; i) un grado de verdad, cuando es la segunda regla la
que interviene en el paso de desplegado, esto es, cuando el paso admisible es del tipo
AS2; 0 iii) un grado de verdad junto con la conjuncién adjunta si la primera regla
es la involucrada en el paso de desplegado, es decir, si el paso admisible es del tipo
AS1. En resumen, la propagacion de los grados de verdad durante el desplegado se

realiza en dos niveles diferentes:

1. asignando directamente el grado de verdad de la regla original a la regla trans-

formada, e

2. introduciendo nuevos grados de verdad (de otras reglas o alternativamente 1)
y posiblemente conjunciones adjuntas en su cuerpo.

Estas manipulaciones en el cuerpo de la regla repercutirdn drasticamente en la
computacion/propagacion de los grados de verdad cuando resolvemos objetivos con-
tra los programas transformados.

Tlustremos estos hechos con un ejemplo.

Ejemplo 4.4.2. Consideremos de nuevo el programa P mostrado en el Ejemplo
3.1.5. Resulta sencillo apreciar que el desplegado de P con respecto a la regla Ro

(explotando la seqgunda regla admisible de la Definicion 3.1.1) genera el programa
P'= (P —{Ra}) U{Ras}

donde Ra5 es la regla desplegada
q(a,b)¢proa 0.9 with 0.7

Ademds, si ahora deseamos desplegar la regla Ry en el programa P’, debemos ejecutar
previamente los siguientes pasos de derivacion admisibles® :

(@(X,Y) Ner(Y)sid)  — 45172 ((0.7&pr0a0.9) A 7(b); {X/a,Y/b})

<Q(X7 Y) Ne T(Y), Zd> *>AS1,R3 <(0-8&1ukaT(Y1)) Ng T(a); {X/Yla Y/a}>

2Notemos que los pasos de desplegado son siempre ejecutados usando una regla de computacion
fija. En este y en otros ejemplos usamos una regla de computaciéon que selecciona los atomos del
objetivo de izquierda a derecha, al igual que la implementada en Prolog.
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Asi, el programa desplegado es P" = (P’ — {R1}) U{R125, R13}, donde:
Ri2s : p(a) “—proa (0.7&pr0q0.9) Ag (D) with 0.8
Riz:  p(Y1)proa (0.8&1uxar(Y1)) Ae 7(a) with 0.8

Ademds, ejecutando un nuevo paso admisible con la sequnda regla de la Definicion
3.1.1 sobre el cuerpo de la regla Ri25, obtenemos la regla desplegada

p(a) “prod (0~7&prod0~9) Ne 0.7 with 0.8

La aplicacion de esta ultima regla al objetivo propuesto en el Ejemplo 8.1.5 simula el
efecto de los cuatro primeros pasos admisibles mostrados en la derivacion del mismo
ejemplo, que evidencia la mejora alcanzada por el desplegado sobre los programas

transformados.

El objetivo méas importante de la transformacion de desplegado, ademés de preservar
la semantica del programa, es optimizar el c6digo, independentemente del lenguaje
objeto.

4.5. Desplegado interpretativo de programas multi-

adjuntos

En el marco de la programacién légica multi-adjunta, el proceso de desplegado pue-
de ser mejor entendido si, a semejanza de las dos fases separadas de la seméantica
procedural subyacente del lenguaje l6gico multi-adjunto, distinguimos entre pasos
de desplegado operacional y pasos de desplegado interpretativo.

Por ello deseamos contemplar dos tipos de desplegado fuertemente relacionados:
el operacional (primeramente introducido en [Julian et al., 2005a] y ya abordado en
la seccion anterior) y el interpretativo (introducido por vez primera en [Julian et al.,
2006¢]).

Definiremos a continuacién una regla de desplegado basada en pasos interpreta-
tivos que permitira acelerar el calculo de los grados de verdad durante la segunda
de las fases de la seméntica procedural, la fase interpretativa.

Es importante observar que en el lenguaje (l6gico multi-adjunto) original pro-
puesto en [Medina et al., 2004] y usado en [Julian et al., 2005a], la fase interpretativa
no estd modelada en términos de un sistema de transiciéon de estados, lo que impide
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la definicion/aplicaciéon de la nueva regla de desplegado (interpretativo) por me-
dio de pasos interpretativos. En [Julian et al., 2006c]), salvando estas limitaciones,
hemos probado que el desplegado interpretativo, aparte de exhibir propiedades de
correccion fuerte analogas (es decir, que preserva la seméntica de las sustituciones
computadas y los grados de verdad) al desplegado operacional originariamente pre-
sentado en [Julian et al., 2005a], permite simplificar y acelerar la fase interpretativa

cuando resolvemos objetivos con respecto a un programa dado.

Por otra parte, la regla de reemplazamiento de t-norma introducida en [Julidn
et al., 2005¢c], puede verse como un precedente primitivo de la de desplegado inter-
pretativo. De hecho, las cuatro variantes de reemplazamiento de t-norma, también
ejecutan manipulaciones de bajo nivel sobre expresiones borrosas que involucran
operaciones con t-normas sobre reglas de programa. Sin embargo, la incorporacion
de esta nueva regla asi como el disenio de la fase interpretativa como una fase pro-

cedural, mejora el contexto primitivo en los siguientes aspectos:

e Sobre un lenguaje muy potente (el lenguaje de programacion logica multi-adjunta)
con una sintaxis simple y expresiva, logramos clarificar la seméntica procedural (ope-

racional/interpretativa) y, en general, una mejor formalizacion.

e Ahora, ni los pasos interpretativos ni el desplegado interpretativo dependen for-
zosamente (el orden en que se aplican los conectivos suele estar prefijado) de una
funcion de seleccion (regla de computaciéon), como ocurre con cualquier otra regla
de transformacion basada en desplegado difuso descrita en la literatura, puesto que

el orden de evaluacién de expresiones se fija por la seméantica interpretativa.

e Como efecto colateral del punto anterior, y como veremos en el Teorema 5.5.1,
es la primera vez que nuestro resultado de correccién total admite un esquema de
demostracién directo que no obliga a contemplar resultados instrumentales previos

acerca de la independencia de algtn tipo de regla de computacion.

e Ademis, nuestras variantes difusas de las reglas de desplegado recuperan el len-
guaje fuente que perdiamos en [Julidn et al., 2005a] y [Julidn et al., 2005c], donde
eran preceptivos lenguajes auxiliares intermedios (con construcciones complejas e
intricados artificios que no percibia el usuario final) para codificar programas resi-
duales obtenidos después de ejecutar el desplegado operacional o el reemplazamiento

de t-norma.

El principal objetivo de la presente seccion es definir una regla de desplegado basada
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en pasos interpretativos. Proponemos esta nocién de desplegado interpretativo con
la intencién de facilitar la evaluacion de los grados de verdad durante la fase inter-
pretativa. En la Definicién 3.1.6 hemos optado por una caracterizacién procedural
de la fase interpretativa (formalizandola en términos de un sistema de transicién
de estados), evitando el uso de conceptos semanticos (que son necesarios, por ejem-
plo, en [Medina et al., 2004] y [Julian et al., 2005a]). Este hecho es preceptivo para

clarificar la formalizacién de nuestra regla de desplegado interpretativo como sigue.

Definicién 4.5.1 (Desplegado Interpretativo). Sea P un programa multi-adjunto y
R : (A «—; B; v) € P una regla de programa (no unitaria). Entonces, el desplegado
interpretativo de la regla R en el programa P con respecto al reticulo (L, <) asociado
a P es el nuevo programa P’ = (P — {R}) U {(A «—; B'; v')} tal que:

IU1. Si la expresion r1Qry aparece en B entonces B’ = B[T‘l@’l’g/@(T‘l,T‘g)], donde

Q@ es una conectiva, y v’ =v.

1U2. Si B =r, donde r € L, Entonces B’ es vacio y v’ = &i(’u, r), donde («—;, &;)

es un par adjunto en (L, <).

Obsérvese que la primera variante de la regla de desplegado interpretativo IU1, con-
siste simplemente en aplicar un paso interpretativo sobre el cuerpo de una regla del
programa. En este sentido, una formalizacion alternativa, mas similar a la Definicién

4.2.1, pero reemplazando el uso de —pgg por —;g, podria ser:
P =(P—-{R})UlU, donde U = {(A«—; B'; v)| (B;id) —rs (B';id)}

De hecho, ambas formulaciones consisten simplemente en reemplazar una regla de
programa R cuyo cuerpo contiene una connectiva @, por una regla analoga, con el
mismo grado de verdad, pero con la funcién verdad de @ (con respecto al reticulo
asociado al programa) ya evaluada en su cuerpo.

En cualquier caso, es importante comparar la transformaciéon IU1 (en cualquiera
de sus formatos alternativos), con la regla de reemplazamiento de t-norma planteada
originariamente en [Julidn et al., 2005¢| en los términos que recogemos en la Defini-
cién 4.3.3, puesto que esta nueva transformacion compacta en una tinica formulacién
tres variantes de bajo nivel de la transformacion primitiva.

Centrandonos en el caso IU2, debemos tener en cuenta que la segunda alternativa
propuesta anteriormente para formalizar IU1, no puede ser aplicada ahora: no sélo
el grado de verdad de la regla transformada difiere de la original sino que, lo que
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es mas interesante, la transformaciéon IU2 permite simplificar reglas de programa
eliminando directamente sus cuerpos y, por tanto, produciendo hechos?.
El siguiente ejemplo ilustra la aplicacién del desplegado interpretativo y alguna

de sus ventajas.

Ejemplo 4.5.2. FEjecutamos ahora algunos pasos de desplegado interpretativo sobre
las reglas obtenidas por desplegado operacional en el Ejemplo 4.4.2. Por desplegado
interpretativo —de tipo IU1- de Rg (notemos que &Prod(0.9,0.7) = 0.63) obtenemos

la nueva regla desplegada
Rio : p(a) +proa 0.63&¢0.7 with 0.8

Ademds, aplicando un nuevo paso de desplegado interpretativo de tipo IU1 en esta

dltima regla, obtenemos
Ri1 : p(a) «proa 0.63 with 0.8
Finalmente, la regla R11 se transforma en el hecho
Rz : p(a) <—proa with 0.504

después de un ltimo paso de desplegado interpretativo de tipo 1U2. Por tanto, el

programa final es el conjunto de reglas
{R37R47R5)R6)R87R12}

y ahora la derivacion mostrada en el Ejemplo 3.1.5 puede reducir su longitud en seis

pasos gracias al uso de la cldusula Ri2, como sigue:

<p(X)&GT(a); Zd> HAS2R12

<(0504&GT’((I)), {X/a}> —)ASQR‘L

(0.5048¢0.7; { X /a}) —1s

(0.504; {X/a})
Obsérvese que hemos evitado tres pasos admisibles y tres pasos interpretarivos, de-
bido al hecho de que la regla R12 proviene de la regla R1 una vez que ésta ha sido
modificada por tres operaciones de desplegado operacional mds tres operaciones de
desplegado interpretativo. De nuevo, se constata la mejora alcanzada por el uso com-
binado del desplegado operacional/interpretativo, sobre los programas transformados.

3A esta regla se le llama “facting” en [Guerrero y Moreno, 2008].
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4.6. Conclusiones

Las principales contribuciones que recoge este capitulo pueden resumirse como sigue:

= Por primera vez en la literatura, formalizamos en el contexto difuso (para
distintos lenguajes) la nocién clasica de desplegado, que hereda tanto la sim-

plicidad como la potencia computacional de los lenguajes originales.

= En particular, hemos definido, el desplegado operacional para un lenguaje muy
expresivo y potente en el contexto difuso: el lenguaje multi-adjunto.

= Como principales novedades (con respecto a otros contextos no difusos) intro-
ducimos las reglas de reemplazamiento de t-norma para (el lenguaje lef-Prolog)
que aportan beneficios extra a esta tranformacién a la hora de computar los
grados de verdad.

= Hemos introducido la nocién de desplegado interpretativo, que enriquece muy
notablemente las reglas de reemplazamiento de t-norma contempladas para
el lenguaje lef-Prolog, complementa el desplegado operacional de programas
l6gicos multi-adjuntos y permite reducir el niimero de pasos interpretativos en

la ejecucion de un objetivo.

= Esto ultimo ha sido viable puesto que previamente hemos clarificado la seman-
tica procedural del lenguaje subyacente, formalizando su fase interpretativa en
términos de un sistema de transiciéon de estados.

= Ademiés, la formalizacion de los desplegados operacional e interpretativo del
lenguaje multi-adjunto no depende de lenguajes auxiliares, lo que clarifica y

enfatiza nuestra aportacion.

= Se ilustran estas definiciones de desplegado con ejemplos representativos, que
revelan propiedades de correccion y eficiencia de los programas transformados

en los términos que posteriormente se acredita con pruebas formales.
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Capitulo 5

Propiedades de correccion y

eficiencia

Nos ocupamos en este capitulo de enunciar y demostrar los resultados obtenidos acer-
ca de la correccion de las transformaciones que hemos visto en el capitulo anterior.
Justificaremos que, més alld de la ganancia en eficiencia, las respuestas computadas
del programa original y del que se obtiene por desplegado o como consecuencia de
aplicar cualquiera de las transformaciones consideradas estén fuertemente relaciona-
das entre si.

En primer término, todos los resultados correspondientes al lenguaje lef-Prolog
se pueden refundir en el Teorema 5.3.1 que enunciamos en [Julidn et al., 2004D]
y probamos en [Julidn et al., 2004c], y en el Teorema 5.3.2 enunciado en [Julidn
et al., 2004a] y probado en [Julidn et al., 2005c]. Omitimos toda mencion acerca de
los resultados analogos para los lenguajes f-Prolog y If-Prolog Vojtas, puesto que se
obtienen inmediatamente de los teoremas citados.

Por lo que se refiere al lenguaje lenguaje multi-adjunto, los Teoremas 5.4.2, 5.4.3
y 5.4.4 enuncian los resultados de correccion del desplegado operacional, el Teorema
5.5.1 los correspondientes del desplegado interpretativo y, finalmente, el Teorema
5.6.1 los resultados de correccion del sistema de transformacion determinado por la
combinacién de ambos tipos de desplegado.

Los resultados mencionados del desplegado operacional se recogen en [Julidn
et al., 2005a], y los relativos al desplegado interpretativo y al sistema de transfor-
macion en [Julidn et al., 2005b] y en [Julidn et al., 2006c].

137
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En lo que sigue, utilizaremos los términos de correccién parcial, completitud y
correccion total' para traducir los correspondientes (méas estandarizados y precisos
de) soundness, completeness y correctness.

Es frecuente adjetivar con “fuerte” (strong) aquellos resultados que preservan la
igualdad sintéctica de las respuestas computadas (restringidos al conjunto de va-
riables del objetivo, como es nuestro caso), mientras que se usa “débil” (weak) o
directamente no se adjetivan aquellos resultados que tinicamente mantienen equiva-
lencias a nivel de “igual o més general” (<) entre los observables considerados en los

programas original y transformado.

5.1. Correcciéon parcial fuerte de transformaciones

con lef-Prolog

Abordamos la correccién parcial del desplegado difuso y reemplazamiento de t-norma
de programas lef-Prolog, por la que obtendremos que todas las respuestas compu-
tadas del programa transformado lo son del programa original.

El siguiente Lema, que puede considerarse anilogo al Lema 3.1.9 (de conserva-
cion de sustituciones en las respuestas computadas o de conmutacién de pasos de
derivacion) es auxiliar.

Intuitivamente, demuestra que, incluso en el caso en que dos pasos de deriva-
cién no pueden ser intercambiados puesto que el segundo explota una lf-expresion
introducida en el objetivo considerado por el primero, su efecto (con respecto a las
sustituciones de la respuesta computada difusa) puede ser simulado por un sélo paso

ejecutado con una clausula transformada obtenida por desplegado difuso.

Lema 5.1.1. Sea P un programa lef-Prolog, G = <+ Qy with le2 = étg un objetivo
lef-Prolog, ¥ = (1, void, étg> y C1,Co < P dos reglas no unitarias. Entonces,

<Q0 :00)—rm © (Q1 :0001)— pR®? <Q2 ;606162)

donde el sequndo paso explota un dtomo introducido en Q1 después del primer paso,

si, y solo st,

<Qo 1 00)— FR1% <Q3 ;0003)

! Esta terminologia, atin a pesar de no ser completamente universal evita ambigiiedades y esta

suficientemente popularizada en la literatura especializada escrita en castellano.
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donde Cs se obtiene por desplegado de C1 usando Co y 096102 = 0p03 [Var(Qp)].

Demostracion.

(=) Sea C; = (H;+X1,A;,Y1; V) donde ¥ = (p, ety,et), sea Ho el atomo de la
cabeza de la clausula Cy y sea Qp = X, A,Y donde X,Y,X; y Y7 son secuencias
arbitrarias de lef-expresiones validas y A el atomo seleccionado en Qg por la regla

de computacién considerada.

Entonces, en la f-derivacion

<Q0 :00)— Fpi©? <Q1 1 00601)— pR*? (Q2 ;606102)

tenemos que:

01 =mgu({A=H}), Q1= (X [Ly| X1, A7 Y01

Ademés, si A16; es el atomo seleccionado en Qi por la regla de computacién em-
pleada, sea 62 = mgu({A16, = Ha}).

Consideremos ahora o = mgu({A; = Hz}). Entonces, se satisfacen las siguientes
igualdades:
616 =
O1mgu({A160, = Ha}) = (ya que Dom(61) N Var(Cz) = @)
Oymgu(mgu({A = Hy})01) =

O1mgu(cby) = (por el Lemma 2.4.1)

011 o = (por el Lemma 2.4.1)

Umgu(é’Ala) =

omgu(mgu({A = H,})o) = (va que Dom(c) NVar(Qy) = &)

omgu({A = Hyo})

Ademas, puesto que 0,105 # fallo, entonces o # fallo y por tanto existe una clausula
Cs obtenida por desplegado de (el &tomo A; en el cuerpo de) C; usando Ca, tal que
la cabeza de C3 es el &tomo Hio.

Entonces, como mgu({A = Hyi0}) # fallo, puede ser ejecutado el siguiente paso de
resolucion-SLD difusa dado en el 4tomo seleccionado A de Qo = X, A,Y:
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(Qo 00)— rm (Qs ;0003),

donde 03 = mgu({A = Hi0}).

Por ultimo, ya que 6162 = o065, se tiene 60102 = Oyo603, y como Dom(c) N
Var(Qo) = &y Dom(c) N Dom(fy) = &, tenemos que

006162 = 603 [VGT(QO)L

como desedbamos probar.

(<) Este reciproco puede probarse de manera similar al directo, explotando de nuevo

la equivalencia entre 6105 y o03.
O

Teorema 5.1.2 (Correccién parcial fuerte). Sea P un programa lef-Prolog, G =
—Qo with les = étg un objetivo lef-Prolog y sea ¥y = (1, void, étg). Si P’ es un
programa lef-Prolog obtenido por desplegado difuso o por reemplazamiento de t-norma

<Q0; Zd>*>FR* <7”; 9> en P,

St

<Qo; id)—pr*(r;0') en P,

donde 6 = 6'[Var(Qp)].

de P, entonces

Demostracion. Sea

D : [<Qo; id)—rr"(r;0)]

una derivaciéon (genérica) para G en P’ que nos proponemos simular construyendo
una nueva derivaciéon D en P.

La construccién de D se realizara por induccion en la longitud n de D’. Puesto
que el caso base, n = 0, es trivial, procedemos con el caso general cuando n > 0.

Entonces,

D' : [T, |Qo| Ry fid)—rr{Lu, |QRuy | ) rr"(r:#)]
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Si el primer paso de D’ ha sido dado con la segunda, tercera o cuarta regla de la
Definicion 2.3.5, o, incluso si ha sido ejecutado con la primera pero usando una
clausula perteneciente a P, el resultado se sigue por la hipétesis de induccién.

En otro caso, el paso inicial se da con la regla 1 usando una clausula C’ que ha
sido obtenida por desplegado o por reemplazamiento de t-norma de otra cldusula
CeP.

Puesto que el paso de desplegado ha sido ejecutado con una de las dos reglas de
la Definicion 2.3.5, y el paso de reemplazamiento de t-norma ha sido ejecutado con
una de las cuatro reglas de la Definicién 4.3.3 tratamos cada caso separadamente.

1. Desplegado basado en Regla 1 de la Definicion 2.3.5.
Sea
C=(Hy « X1,41,Y1;¥) € P with ¥ = (p, ety eta)

’ /

Cy = (Hy « B; W) € P with ¥/ = (g, ety, ety)

tal que, desplegando C con respecto a Co usando la Definicion 4.2.1, obtenemos
la clausula

C¢' = ((Hy — X1,[Ly | B2 [Rw |, Ti)o; 0) € P/

Supongamos que Qp = X, A,Y donde X y Y son secuencias arbitrarias de
lef-expresiones validas y A es el atomo seleccionado. Entonces, D’ tiene la

siguiente forma:

<77 A5?’ Zd> *)FRIC,

(X,|Ly | X7, | L

B_2‘R\Il'

Y1 ‘ Ry L Y)oy;ov) —rr*

(r; 0")
Ahora bien, el primer paso de D’ puede ser simulado en la derivacién D usando

las clausulas C y Co de P como sigue:
<77 Aa ?ﬂ Zd> HFRIC

(X.[Le | X1, 41,71 [Re | V)os ) -

Y)aBiaB) —pr*

(X, Ly

L@‘Yh

B_2‘R\Il'

771‘1{\11

(r;0)
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Por el Lema 5.1.1 podemos concluir que af = ovy[Var(Qp)], y entonces el

primer estado de D coincide sintacticamente con el segundo de D’.

Ademés, por la hipotesis de induccion 6 = 6'[Var(Qp)] y en consecuencia las
f-derivaciones completas D y D’ son equivalentes, como queriamos.

. Desplegado basado en Regla 2 de la Definicién 2.3.5.

C=(Hy « X1,A1,Y1;0) € P with U = (p,ety,ets)

Co=(Hy —;q) €P

tal que, desplegando C con respecto a Co usando la Definicién 4.2.1, obtenemos:
C'=((H — X1,¢,V1)0; ¥) € P/

Por tanto, D’ tiene la siguiente forma:

(X,A,Y;id) —rm®
(X.[Le | X101 [Re [ V)ovion) —rr”
(r;0')

Entonces el primer paso de D’ puede ser simulado en la derivaciéon D usando

las clausulas C y C2 de P como sigue:

X,A,Y;id) —rri€
(Y; 71;141;71 77)06;Oé> —>FRQC2
(X,[Le] X1,0.Y1 [Re | V)aBaB) —rr*

(
(
(
(r; 6)

Por el Lema 5.1.1 podemos concluir que a8 = oy[Var(Qy)], y el tercer estado
de D coincide sintacticamente con el segundo de D'.

Ademas, por la hipotesis de induccion 8 = 0'[Var(Qp)] y por tanto son equi-

valentes las f-derivaciones completas D y D’, como desedbamos probar.
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. Reemplazamiento de t-norma de tipo 1.

Sea

C=(H <—71, n ,Y1;0) € P with U = (p, ety eta),

y sea U/ = (g, ety, ety).
Por el reemplazamiento de t-norma en la clausula C usando la regla de tipo 1

de la Definicién 4.3.3, obtenemos la clausula
C' = (Hy « Xi,et;(q,n),Y1; V) € P’

Entonces, D’ es la derivacion:

(X,A,Y;id) —rm®
((Ya 71) etl(q7n);71 7 7)0{,0{> _)FR*
(r:6")

Ahora bien, el primer paso de D’ puede ser simulado en P dando dos pasos de
computacién en D: el primero con la regla 1 usando la clausula C y el segundo

con la regla 3, como sigue:

<77 Aa?7 Zd> HFRIC
(X,[Le | X1, | Lo | n|[Re |, Y7 |[Re |, Y)as0)  —prs
(X.[Ly ] X1.6t1(4.n). Y5 [Ry |, V) ) — R’
(r:6)

Puesto que el tercer estado en D coincide sintacticamente con el segundo en
D', se satisface el resultado por la hipétesis de induccion.

. Reemplazamiento de t-norma de tipo 2.

Sea,

C=(H <—71,ﬁ ,Y1;0) € P with U = (p, ety eto)

y sea ¥/ = (g, ety, ety).
Por reemplazamiento de t-norma de C usando la regla de tipo 2 de la Definicion
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4.3.3, obtenemos la nueva clausula:

¢’ = (Hy — X1,[Lw | ¢ty () Re |, Y1:¥) € P’

Entonces, D’ tiene la siguiente forma:

<Ya A7?, Zd> *)FRIC,
(% [Lo ] X, [Lor] cto (@[ Re | 5 [Re ] Pasa) —r”
(r:')

Pero, el primer paso de D’ puede ser simulado con clausulas de P dando dos
pasos de resolucién en D: el primero con la regla 1 usando la clausula C y el

segundo con la regla 4, del modo:

<77 A5?’ Zd> HFRIC
<(7, Ly ‘E, Ly ﬁ‘R\y/ ,ﬁ‘R\y ,7)@;@} —FR4
((X,|Ly ‘717 Ly étg(ﬁ)‘ Ry |, Y1 ‘ Ry L Y)asa) —pgr*

(r; 6)
Dado que el tercer estado en D coincide sintacticamente con el segundo en D',
se satisface el resultado haciendo uso de la hip6tesis de induccién.

Reemplazamiento de t-norma de tipo 3.

Sea
C=(H; «n;¥) P with ¥ = (p,ety,ety),

tal que, por reemplazamiento de t-norma de C usando la regla de tipo 3 en la

Definicion 4.3.3, tenemos la nueva clausula
C'=(Hy « ;eti(p,n)) € P’
Entonces, D’ tiene la siguiente forma:
(X,A,Y;id) —pro®
(X eti(p,n),Y)asa) —pr*

(r; 6")
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Ahora bien, el primer paso de D’ puede ser simulado con clausulas de P dando
dos pasos resolucién en D: el primero con la regla 1 usando la clausula C y el

segundo con la regla 3, como sigue:

<77 A5?’ Zd> *)FRIC
((Ya etl(p7 n)a?)a;a> _)FR)k
(r; 0)

Puesto que el tercer estado en D coincide sintacticamente con el segundo en
D', se tiene el resultado en virtud de la hipotesis de induccion.

6. Reemplazamiento de t-norma de tipo 4.
Sea
C=(H, «—mV¥)eP with U= (pety,ety),

tal que, por reemplazamiento de t-norma de C usando la regla de tipo 4 de la
Definicion 4.3.3, obtenemos la nueva clausula

C' = (H, «— eta(n); V) € P’

Asi, D' tiene la forma:

(X,A,Y;id) —rm®

<(77 e-t2(ﬁ) Y)a;a) —rr*

(r; 0')
Entonces, el primer paso de D’ puede ser simulado con clausulas de P usando
dos pasos de resolucién en D: el primero con la regla 1 usando la clausula C y
la segunda con la regla 3, del modo:

(X,A,Y;id) —rr1©

(X [Le]m[Re ] TIasa) =

(X,[Ly]éts(@) [Ru ], V)asa) —rr*

(r;0)
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Puesto que el tercer estado en D coincide sintacticamente con el segundo en

D’, se obtiene el resultado por la hipétesis de induccion.

5.2. Completitud fuerte de transformaciones con lef-

Prolog

Procedemos ahora con el complementario del teorema anterior, esto es, nos plantea-
mos la completitud fuerte, por la que obtendremos que todas las respuestas compu-

tadas del programa original se encuentran en el programa transformado.

Teorema 5.2.1 (Completitud fuerte). Sea P un programa lef-Prolog y sea G = «—Q,
with leg = étg un objetivo lef-Prolog. Si P’ es un programa lef-Prolog obtenido por

desplegado difuso o reemplazamiento de t-norma de P, entonces,

<QO§ id)—pr*(r;0") en P’

8

(Lao |Qo[Ray id)—rr*(r:6) en P,

donde 0" = 0[Var(Qo)] y Yo = (1,v0id, étg}.

Demostracion. La demostracion consiste en simular en P’ una f-derivacion (reorde-

nada) originariamente ejecutada en P. Sea, entonces,

Do : [{ L, | Qo[ R, | id)— " (5 60)]

una f-derivacién (genérica) con n-pasos para G en P.

Supongamos ahora que C € P es la clausula desplegada en P que, obviamente,
no pertenece a P’.

Cualquier paso dado con la clausula C en Dy introduce una instancia del cuerpo de
C en el siguiente estado de la derivacion. En estas derivaciones, el cuerpo instanciado
de C debe necesariamente ser reducido en el paso inmediatamente posterior o en
uno subsiguiente. En el segundo caso, podemos, con seguridad, intercambiar el paso
dado con la clausula C y el siguiente, aplicando el Lema 2.4.5 de Conmutacién para
el lenguaje lef-Prolog.
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Ademas, aplicando repetidamente este lema, podemos obtener una nueva f-deri-

vacion de n-pasos

D [(Lw, |Qo[ Ru, | id)—rr"(r;0)]

en P verificando 0 = 6y[Var(Qp)] moédulo renombramiento de variables, donde todo
paso (si existe) que use la clausula C desplegada P, es seguido de otro paso que explo-
ta una lef-expresion introducida justamente por el paso previo (esto es, perteneciente
al cuerpo instanciado de C).

Decimos que D es una f-derivacion reordenada de éxito con respecto a la clausula
C elegida.

Ahora, y de manera analoga a como procedimos en el teorema anterior, simu-
laremos D en P’ construyendo una nueva derivacion D’ usando clausulas de P’;
seguiremos un esquema semejante al empleado en el Teorema 5.1.2, pero invirtiendo
ahora el uso de los términos P y P’. La construccién de D’ se realizara por induccion
en n, la longitud de D.

Puesto que para el caso base, esto es n = 0, el resultado es trivial, procedemos
con el caso general en que n > 0.

Sea entonces,

D : [{Lw, | Qo[ Ru, id)—rr (L, |Q[Ru, [9)—rr" (r:0)]

Si el primer paso de D ha sido dado con la segunda, tercera o cuarta regla de la
Definiciéon 2.3.5 o incluso si ha sido ejecutado con la primera regla, pero usando una
clausula perteneciente a P’, el resultado se verifica por la hipétesis de inducccion.

En otro caso, este paso inicial ha sido dado con la regla 1 usando una clausula C
que, una vez transformada, genera la nueva clausula C’ € P’.

Puesto que el paso de desplegado ha sido ejecutado con una de las dos reglas de
la Definicién 2.3.5, y el paso de reemplazamiento de t-norma satisface una de las
cuatro reglas de la Definicion 4.3.3 tratamos cada uno de los casos por separado.

1. Desplegado basado en Regla 1 de la Definicién 2.3.5.
Sea
C=(Hy « X1,A41,Y1;0) € P with U = (p,ety,ets)

/

Co= (Hy « B; V') € P with U/ = (g, ety, ety)
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Si desplegamos C con respecto a Ca, haciendo uso de la Definicion 4.2.1, obte-

C¢' = ((Hy « X1,[Ly | B2 [Ru |, Y1)os ¥) € P/

Suponemos que Qy = X,A,Y donde X y Y son secuencias arbitrarias de

nemos:

lf-expresiones vélidas y A es el 4tomo seleccionado.

Entonces, como D es una f-derivacién reordenada de éxito con respecto a la

clausula C, tiene la siguiente forma:

<77 Aa ?’ Zd> HFRIC

<(Y; X1, 41,7, 7 Y)o; ) —rp1©

(X,|Ly | X7, | Lo Y1 [Re [ YV)aBsaB) —er”

B_Q‘R\Il/

(r;0)

Ahora bien, los dos primeros pasos de D pueden ser simulados en P’ usando
la clausula C’ en la derivacién D’ como sigue:

<Ya Aa ?, Zd> HFRIC,

<(77 ) Y)OVV; 07> —FR"

L\II ‘Ea

L\Ij/

B_2‘R\I/’

;TI‘R‘I’/

(r;0)
Por el Lema 5.1.1 podemos concluir que a8 = oy[Var(Qyp)], por lo que el tercer
estado de D coincide sintacticamente con el segundo en D’.

Ademas, por la hipotesis de inducciéon § = 0'[Var(Qg)] y, en consecuencia, son

equivalentes las f-derivaciones completas D y D’, como queriamos probar.

2. Desplegado basado en Regla 2 de la Definicién 2.3.5.

Sea

C=(H, « X1,A,,Y1;0) € P with U = (p,ety,ety)

Co=(Hy —5q)€P
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tal que, por desplegado de C con respecto a Cs usando la Definicién 4.2.1,
tenemos:
C'=((Hi = X1,¢,Y1)o; V) € P’

Luego, como D es una f-derivacién reordenada de éxito con respecto a la clau-
sula C, tiene la forma:

(X,A,Y;id) —rr1°
(X, [Ly | X0, 40,77 [Re [ V)asa)  —ppo®
(X[Le|X1.0.Y1 [Re [ V)aBiaB) —pr”

(r;0)

Ahora bien, los dos primeros pasos en D pueden ser simulados en P’ usando
la clausula C’ como sigue:

(X,A,Y;id) —rm®
(X.[Le | X101 [Re [ V)ovion) —rr”
(r;0)

Por el Lema 5.1.1 podemos concluir que a8 = oy[Var(Qyp)], y en consecuencia
el tercer estado en D coincide sintacticamente con el segundo en D’.

Ademas, por la hipotesis de induccion 0 = 0'[Var(Qp)] y por tanto las f-
derivaciones enteras D y D’ son equivalentes, como desedbamos.

3. Reemplazamiento de t-norma de tipo 1 segin la Definicién 4.3.3.
Sea

C=(H <—71,n ,Y1;0) € P with U = (p, ety eta)

y sea ¥’ = (g, et;, et,). Por reemplazamiento de t-norma de tipo 1 de C usando
la Definicién 4.3.3, obtenemos la nueva clausula

C' = (Hy « Xi,eti(q,n),Y; ¥) € P/

Ademas, ya que D es una f-derivacion reordenada de éxito con respecto a la
clausula C, tiene la siguiente forma:
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<77 A5?’ Zd> HFRIC
(X,|Ly ‘717 Ly n‘ Ry ,71‘Rxp ‘ Y)asa) —pns
(X.[Lu ] X7, ¢ty (0.n). Vi [R ] . V) a) — R
(r; 6)

Pero, los dos primeros pasos en D pueden ser simulados en P’ dando un tinico
paso de resolucién usando la clausula C’ en D’ como sigue:

(X,A,Y;id) —rm®
(X.[Le] X1, 6ty (g,n), Y1 [Re ] V)asa)  —pr’
(r;0)

Dado que el tercer estado en D coincide sintacticamente con el segundo en D',

se satisface el resultado por la hipotesis de induccion.

4. Reemplazamiento de t-norma de tipo 2 segin la Definicion 4.3.3.
Sea

C=(H HE,% ,Y1;0) € P with U = (p, ety eta)

y U’ = (g, et,, ety). Por reemplazamiento de t-norma de tipo 2 de C usando la
Definiciéon 4.3.3, obtenemos la nueva clausula

C' = (Hy — X1,[Ly | éto ()| Ru- |, Y1: ) € P/

Ademaés, ya que D es una f-derivacién reordenada de éxito con respecto a la

clausula C, tiene la forma:

<77 Aa ?ﬂ Zd> HFRIC

<(Y, L\y/

L‘I!‘Ylv

(% [Lo ] X1 [Lo] cto (@[ Rer ] V5 [Re ], Phasa)  —rr’

(r;0)

ﬁ‘R\y/

Y1 ‘ Ry ‘ Y)a; ) —FR4
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Ahora bien, los primeros dos pasos en D pueden ser simulados en P’ dando un

unico paso de resolucién usando la clausula C’ en D’ del modo:

<Ya Aa ?a Zd> HFRIC,
(X [Lo ] X, [Lor] cto(m[Ru | 5 [Re ] . Pasa) —n”
(r; 0")

Como el tercer estado en D coincide sintidcticamente con el segundo en D/, se

obtiene el resultado por la hipétesis de induccion.

5. Reemplazamiento de t-norma de tipo 3 segin la Definicién 4.3.3.
Sea
C=(H «—n;¥)eP with U= (pety,ety)

tal que, por reemplazamiento de t-norma de C usando la regla de tipo 3 de la

Definicion 4.3.3, tenemos la nueva clausula

C' = (Hy « ;eti(p,n)) € P’

Ademas, dado que D es una f-derivacion reordenada de éxito con respecto a la

clausula C, tiene la siguiente forma:

<77 A5?’ Zd> *)FRIC
<(Ya n Y)a;a)  —rprs
<(Xaet1(p7 n)a?)aaa> —FR
(r;0)

Entonces, los dos primeros pasos en D (el primero con la regla 1 usando la
clausula C y el segundo con la regla 3) pueden ser simulados en P’ dando un
unico paso de resolucién usando la clausula C’ en D’ como sigue:

<77 Aa ?7 Zd) _)FRQCI

(X eti(p,n),Y);) —pr*

(r; 6")
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Ya que el tercer estado en D coincide sintacticamente con el segundo en D', se

tiene el resultado por la hipotesis de induccién.

6. Reemplazamiento de t-norma de tipo 4 segin la Definicién 4.3.3.
Sea

C=(H, —mV¥)eP with U= (petyety)

tal que, por reemplazamiento de t-norma de C usando la regla de tipo 4 de la

Definicion 4.3.3, obtenemos la clausula
C (H1 — etg( ) ) € Pl

Ademas, como D es una f-derivacién reordenada de éxito con respecto a la
clausula C, es del modo:

“<|

(X,A,Y;id) —pri©

- —FR4
eta(7) - Y)asa) —rr*

3|

HI
S|

(X
(r;0)

Ahora bien, los dos primeros pasos en D (el primero con la regla 1 usando la
clausula C y la segunda con la regla 4) pueden ser simulados en P’ dando un

unico paso de resolucién usando la clausula C’ en D’ como sigue:

(X,A,Y;id) —rr1©
(X[ Ly | éto(m) [Ru | V)aza) —pr*
(r:0')

Puesto que el tercer estado en D coincide sintacticamente con el segundo en
D', se obtiene el resultado por la hipétesis de induccion.
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5.3. Correccion total fuerte de transformaciones con

lef-Prolog

El siguiente resultado, que se obtiene a partir del Teorema 5.1.2 y el Teorema 5.2.1,
formaliza para el lenguaje lef-Prolog la mejor propiedad que puede esperarse de esta
transformacion de desplegado difuso, esto es, la exacta y total correspondencia entre
las respuestas computadas difusas para los objetivos ejecutados contra los programas

original y transformado.

Teorema 5.3.1 (Correccion Total Fuerte del Desplegado Difuso). Sea P un pro-
grama lef-Prolog y G = <+ Q un objetivo lef-Prolog. Si P’ es un programa lef-Prolog
obtenido por desplegado difuso de P, entonces,

(Qsidy—pR*(r;0) en P
st, y solo si,
(Q;id)—pr™(r;0") en P’
donde 6 = ¢'[Var(Q)].

Para finalizar, obtenemos también para el lenguaje lef-Prolog las mejores propiedades
que pueden esperarse del sistema de transformacién considerado, a saber:

= en el aspecto tedrico, la exacta y total correspondencia entre las respues-
ta computadas difusas para objetivos ejecutados en los programas original
y transformado, y

= en el aspecto préctico, la ganancia en eficiencia cuando ejecutamos progra-
mas transformados reduciendo el nimero de pasos de resolucién-SLD difusa
necesarios para resolver un objetivo.

Teorema 5.3.2 (Correccion Total Fuerte del Sistema de Transformacion). Consi-
dérese (P, ..., Pr) una secuencia de transformacidén de programas lef-Prolog tal que
cada programa de la secuencia, excepto el programa inicial ef-Prolog Py, es obtenido
del inmediato precedente aplicando desplegado difuso o reemplazamiento de t-norma.
Entonces, para un objetivo If-Prolog G = «Q with ley = eto, tenemos que:

< Q sid) —pR"™ (r;0) en Py
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si, y solo si,

(Lv]e yid) —pr™ (r;0) en Py

donde ¥ = (1,void,ety) y el mimero de pasos de resolucion-SLD difusa en cada

derivacidn verifica que m < n.

Demostracion. Para demostrar este resultado consideraremos separadamente las dos
implicaciones de la equivalencia, puesto que la correccion total fuerte del desplegado
difuso o reemplazamiento de t-norma supone la correcciéon parcial fuerte (<) y la
completitud fuerte (=).

Finalmente, estas dos implicaciones pueden probarse ficilmente como sigue:

= La correccién total fuerte de un sistema de transformacién es, ahora, inme-
diata sin més que hacer uso de los Teoremas 5.1.2 y 5.2.1, puesto que ambos
establecen la equivalencia entre cualquier par de programas consecutivos de
la secuencia de transformacion (Py, ..., Px), que supone la equivalencia final

entre Py y Pk.

= Observando la reduccién de la longitud de la derivacion de éxito en los progra-
mas transformados, hemos visto en la demostracién de los referidos Teoremas
5.1.2 y 5.2.1 que cualquier paso de resolucién-SLD difuso dado con una nueva
clausula obtenida por desplegado difuso o reemplazamiento de t-norma subsu-
me dos pasos de resolucion-SLD difusa dados contra el programa original, que

confirma que m < n, como queriamos probar.

O

5.4. Propiedades de correcciéon del desplegado ope-

racional del lenguaje multi-adjunto

La siguientes secciones de este capitulo estdn dedicadas a establecer, de manera
similar a como planteamos para el lenguaje lef-Prolog, las mejores propiedades que
pueden esperarse de nuestras transformaciones de desplegado del lenguaje multi-
adjunto, es decir:

= en el aspecto teodrico, que coinciden las mismas respuestas computadas difusas
de cualesquiera objetivos ejecutados contra los programas original y transfor-

mado, y
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= en el aspecto practico, la ganancia en eficiencia de los programas desplegados,
toda vez que en estos se reduce el numero de los pasos admisibles difusos

necesarios para resolver un objetivo.

Comenzamos demostrando el siguiente Lema, que puede considerarse anédlogo al
Lema 3.1.9 (de conservaccion de sustituciones en las respuestas computadas difusas).
Intuitivamente, este resultado demuestra que, incluso en el caso en que dos pasos
admisibles no puedan ser intercambiados, puesto que el segundo explota un atomo
que ha sido introducido en el objetivo considerado por el primero, su efecto (con
respecto a las sustituciones de las respuestas computadas difusas) puede ser simulado
ejecutando un s6lo paso que use una regla transformada obtenida por desplegado
difuso.

Lema 5.4.1. Sea P un programa multi-adjunto, Qy un objetivo y R1, R < P.

Entonces,

(Q0;00)— 451 (Q1; 0001)— 4572 (Q2; 061 62)

si, y solo si,

(Qo; 00)— as1 7 (Q3; 0003)

y, ademds, 0p0105 = 0005 [Var(Qp)], donde el seqgundo paso de la primera derivacion
es del tipo AS1 o AS2 y explota un dtomo introducido en Q1 después del primer
paso, y siendo R3 la regla obtenida por desplegado difuso de Ry usando R.

Demostracion.

(=) Sea Ry : (Hy—1B1[A1];v1), sea Ha (el atomo de) la cabeza de la regla Ro
y supongamos que A es el atomo seleccionado en Qg por la regla de computacion
fijada. Entonces, en la derivacion (Qg;00)— as17(Q1;0001)— 4532 (Q2;000102) te-
nemos que: ¢ = mgu({A = Hi}) y Q1 = Qo[A/(v1&1B1[A41])]01. Ademas, si
A10; es el atomo seleccionado en 9 por la regla de computacién, obtenemos que
02 = mgu({A10; = Hs}). Denotemos ahora o = mgu({A; = Ha}).

Entonces, se satisfacen las siguientes igualdades:
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616 =
O1mgu({A16, = Ha}) = (va que Dom(0;) N Var(Rz) = @)
ormgu(igu({ A = Ha})8) =

O1mgu(cby) = (por la Proposicién 2.4.1)

0, o = (por la Proposicion 2.4.1)
Umgu(é’Ala) =

omgu(mgu({A = H1})o) = (ya que Dom(c) N Var(Qy) = @)

omgu({A = Hyo})

Ademés, como 6105 # fallo, se tiene o # fallo y entonces existe una regla Rs
obtenida por desplegado de (el 4tomo A; del cuerpo de) R; usando Ro, tal que
la cabeza de R3 es el atomo Hio. Ademaés, ya que mgu({A = Hyio}) # fallo,
puede ejecutarse el siguiente paso admisible sobre el dtomo seleccionado A en Qg:
(Q0;00)— 45172 (Q3; 0p03), donde 03 = mgu({A = Hyo}). Finalmente, ya que 6165 =
o3, entonces 00102 = Oyobs, y como Dom(o)NVar(Qy) = @y Dom(c)NDom(6y) =
&, resulta que 096102 = 0p03 [Var(Qp)], como desedbamos probar.

(<) El reciproco puede demostrarse de manera anéloga, explotando la equivalencia
entre 616> y 063. O

Ahora, estamos en condiciones de probar la correccion fuerte del desplegado opera-
cional del lenguaje multi-adjunto.

Teorema 5.4.2 (Correccion Parcial Fuerte). Sea P un programa multi-adjunto y
Q un objetivo. Si P’ es un programa obtenido por desplegado operacional de P,
entonces,

(Q5id)y— a5 (Q(ry,...,7,);0) en P
st
(Q;id)— as™(Q(ry,...,mn);0') en P’

donde r; € L para todo i € {1,...,n} y 0 =0'[Var(Q)].
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Demostracion. Sea D' : [(Q;id)— a5 (Q(r1,...,75);0)] la derivacion admisible (ge-
nérica) para Q en P’ que nos proponemos simular construyendo una nueva de-
rivaciéon D para Q en P. La construcciéon de D se realizard por induccién en k,
la longitud de D’. Puesto que el caso base, para k = 0, es trivial, procedemos
con el caso general cuando k > 0. Considérese, entonces, la derivacién original
D' [(Q;id)—as(Q;9)—=as™(Q(ry,...,15);0)]. Si el primer paso de D’ ha sido
dado con la segunda o la tercera regla de la Definicién 3.1.1, o, incluso si ha sido
ejecutado con la primera pero usando una regla perteneciente a P, entonces se sigue
el resultado por la hipétesis de induccién. En caso contrario, este paso inicial es del
tipo AS1 usando una regla R’ que ha sido obtenida por desplegado de otra regla
R € P. Puesto que el paso de desplegado ha sido ejecutado con una de las tres reglas
de la Definicién 3.1.1, consideramos cada caso por separado.

1. Desplegado basado en la Regla 1 de la Definicién 3.1.1.
Sea R : (Hy <1 B1[A1];v1) € Py Ra : (Ha <2 Ba;va3) € P tal que, por desple-
gado de R con respecto a R, usando la primera regla de la Definicién 3.1.1, ob-
tenemos: R’ : ((Hy <1 Bi[A1/(v2&2B2)])o;v1) € P’. Si suponemos que A es el
4atomo seleccionado en Q al construir D/, entonces (Q[A]; id)— 451 ((Q[A/ (v
&1B1[A1/ (v2&2B2))])oy; 0v)— as™ (Q(r1,...,7m);60"). Ahora, el primer paso
de D’ puede simularse en la derivacion D usando las reglas R y Ro de P como si-
gue: (Q[A]sid)— as1™ ((Q[A/(ni&rBi[Ai])])a; a) — 45172 ((Q[A/ (v1&1Bi[Ar
/(v2&2B2)])])aB; o). Por el Lema 5.4.1 podemos concluir la igualdad af =
oy[Var(Q)], y por tanto el tercer estado de la derivacion D coincide sin-
tacticamente con el segundo de D’. Ademas, por la hipétesis de induccion
0 = 0'[Var(Q)] y, en consecuencia, las derivaciones admisibles completas D y

D’ son equivalentes, como desedbamos probar.

2. Desplegado basado en la Regla 2 de la Definicién 3.1.1.
Sea R : (Hy <1 B1[A1];v1) € Py Ra: (Ha «;v9) € P tal que, por desplegado
de R con respecto a Ro usando la segunda regla de la Definicion 3.1.1, resulta
R’ : ((Hy <1 Bi[A1/v2])o;v1) € P'. Asi, D’ tiene la forma:

(QALiid)—a51™ (QIA/ (v &1 Bi[ A /v2])])oyi07) = as™ (Q(r1, ..., 7a)i6)

Ahora, el primer paso de D’ puede simularse en la derivacién D usando R y Ro
como sigue: (Q[A;id) —as1™ ((Q[A/(vi&1Bi[A1])])o; @) —as2™*((Q[A/(v1
&1B1[A1/va))])aB; af). Por el Lema 5.4.1 concluimos que a8 = oy[Var(Q)], y
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por tanto el tercer estado de D coincide sintacticamente con el segundo de D’.
Ademés, por la hipétesis de induccion 6 = ¢'[Var(Q)] y en consecuencia las
derivaciones admisibles completas D y D’ son equivalentes, como desedbamos
demostrar.

. Desplegado basado en la Regla 3 de la Definicién 3.1.1.

Sea R : (Hy <1 Bi[A1];v1) € P tal que el &tomo A; seleccionado en By no
unifica con la cabeza de ninguna regla de P y, en consecuencia, por desplegado
de R usando la tercera regla de la Definicién 3.1.1, obtenemos la nueva regla
desplegada R’ : (Hy «—1 B1[A1/L];v1) € P’. Entonces, la derivacién D’ tiene
la siguiente forma:

(QlAL;id)— as1™ ((QIA/ (v1&1 Bi[A1/ L])))as @)= as™(Q(r1, .. ) 6').

Ahora, el primer paso de D’ puede simularse en P dando dos pasos admisibles
en D: el primero con la regla 1 usando R y el segundo con la regla 3. Es decir:
(Q[AJ:id)— as1™((Q[A/ (v1&1 Bi[A1])]) s a)— as3 ((QA/ (vi&e1Ba[Ar/ L])])ex;

a).

Puesto que este ultimo estado coincide sintécticamente con el segundo de D,
se satisface el resultado por la hipétesis de induccion.

O

Procemos ahora con el complementario del teorema previo, esto es, abordamos la

completitud fuerte de la transformacién de desplegado operacional de programas

l6gicos multi-adjuntos.

Teorema 5.4.3 (Completitud fuerte). Sea P un programa multi-adjunto y Q un

objetivo. Si P’ es un programa obtenido por desplegado operacional de P, entonces

<Q; Z'd>~>AS*<@(T1, . ,Tn); 9/> en ,P/
St

(Qsid)y— 5™ (Q(r1,...,74);0) en P

donde r; € L para todo i € {1,...,n} y 0’ = 0[Var(Q)].
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Demostracion. La prueba consiste en simular en P’ una derivacién admisible reorde-
nada, ejecutada originalmente en el programa P. Por tanto, consideremos la siguiente

derivacion admisible (genérica) de k—pasos para Q en P,
Do : [(Q;id)—as™(Q(r1,...,70);60)]

Supongamos ahora que R € P es la regla desplegada en P que obviamente no per-
tenece a P’. Cualquier paso dado con la regla R en Dy introduce una instancia del
cuerpo de R en el siguiente estado de la derivacion. Puesto que estamos considerando
una derivacién admisible de éxito, el cuerpo instanciado de R debe reducirse nece-
sariamente en el siguiente paso immediato o en uno subsiguiente. Para el segundo
caso, podemos intercambiar el paso dado con la regla R y el siguiente, aplicando el
Lema de Conmutacién 3.1.10 para el lenguaje multi-adjunto.

Ademas, aplicando repetidamente este lema, podemos obtener una nueva deri-

vacion admisible de k—pasos en P
D: [(Qid)—as™(Q(r1, ..., 74);6)]

verificando 6 = 6y[Var(Q)], donde cualquier paso (si existe) que use la regla R des-
plegada en P, es seguido de otro paso que explota un d4tomo que ha sido justamente
introducido por el paso previo (es decir, perteneciente al cuerpo instanciado de R).
Decimos que D es una derivacién admisible reordenada con respecto a la regla R.

Ahora, y de manera similar a como procedimos en el teorema previo, vamos
a simular D en P’ construyendo una nueva derivacion D’ que use reglas de P’,
siguiendo un esquema totalmente analogo al considerado en el Teorema 5.4.2, pero
invirtiendo ahora el uso de los términos P y P’ (y sus relacionados).

La construccién de D’ se realiza por induccién en la longitud, k, de D. Puesto
que el caso base, para k = 0, es trivial, abordamos el caso general cuando k£ > 0.
Sea, entonces, D : [(Q;id)—45(Q";9)—as*(Q(r1,...,75);6)]. Si el primer paso de
D ha sido dado con la segunda o tercera regla de la Definicién 3.1.1, o incluso si
ha sido ejecutado con la primera pero usando una regla que también pertenece a
P’, se satisface el resultado por la hipétesis de induccién. En otro caso, este paso
inicial es del tipo AS1 usando una regla R que, una vez desplegada, genera la nueva
regla transformada R’ € P’. Teniendo en cuenta que el paso de desplegado ha sido
ejecutado con una de las tres reglas de la Definicién 3.1.1, tratamos cada caso por
separado.

1. Desplegado basado en la Regla 1 de la Definicién 3.1.1.
Sea R : (Hy <1 Bi[Ai];v1) € Py Re : (Hy «3 Ba;v2) € P tal que, por
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desplegado de R con respecto a Ro usando la primera regla de la Defini-
cion 3.1.1, obtenemos R’ : ((H1 <1 Bi[A1/(v2&2Bs2)])o;v1) € P’. Supon-
gamos que A es el atomo seleccionado en Q cuando construimos la deriva-
cion D, y teniendo en cuenta que D es una derivacion admisible (de éxi-
to) reordenada con respecto a la regla R, entonces tiene la siguiente for-
mas (Q[AJ;id)— 451 (Q[A/ (vier Bi[AL])])as @) — 12 ((QA/ (v1&1By[Ar/
(v2&2B2)])])af; aff)— as*(Q(ry, . .., 7y); 6). Pero los dos primeros pasos de D
pueden simularse en P’ usando R’ en D’ del siguiente modo: (Q[A];id)— 451~
((Q[A/(v1&1B1[A1/(v2&2B2)])]) o7v; 07)— a5 (Q(r1,...,75);0"). Por el Lema
5.4.1 tenemos af = oy[Var(Q)], y por tanto el tercer estado de D coincide
sintacticamente con el segundo de D’. Ademaés, por la hipotesis de induccion,
0 = 0'[Var(Q)] y en consecuencia las derivaciones admisibles completas D y

D’ son equivalentes, como desedbamos demostrar.

. Desplegado basado en la Regla 2 de la Definicién 3.1.1.

Sea R : (Hy <1 Bi[A1];v1) € Py Ro : (Hy «;v2) € P tal que, por desple-
gado de la regla R con respecto a Ry usando la segunda regla de la Defini-
cion 3.1.1, obtenemos: R’ : ((Hy <1 Bi[A1/v2])o;v1) € P'. Puesto que D es
una derivacién admisible (de éxito) reordenada con respecto a la regla R, y
suponiendo que A es el 4&tomo seleccionado en 9, entonces D tiene la forma:
(Q[AJ:id)— as1™((Q[A/ (v1&1 Bi[Ar])]) s a)— 45272 ((Q[A/ (v1&1 B1 [Ar fv2])])
afB;af)—as*(Q(r1,...,1);0). Ahora, los dos primeros pasos de D pueden si-

mularse en el programa transformado P’ usando R’ como sigue:
(QIAJ; id)—as1™ ((QIA/(v1&1Bi[Ar fva])))oyion) —as™ (Q(r1, ..., 7 )i6))

Por el Lema 5.4.1 podemos concluir que a8 = ovy[Var(Q)], y por tanto el
tercer estado de D coincide sintacticamente con el segundo de D’. Ademés,
por la hipotesis de induccion, 8 = 6'[Var(Q)] y resulta que las derivaciones
admisibles completas D y D’ son equivalentes, como desedbamos.

. Desplegado basado en Regla 3.

Sea R : (Hy <1 Bi[Ai];v1) € P tal que, el atomo seleccionado A; en B
no unifica con la cabeza de ninguna regla de P y, por tanto, por desplegado
de R usando la tercera regla de la Definicién 3.1.1, obtenemos la nueva regla
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desplegada R’ : (Hy <1 Bi[Ai/Ll];v1) € P’. Suponiendo que A es el dtomo
seleccionado en Q cuando construimos la derivaciéon D, y teniendo en cuen-
ta que D es una derivacion admisible reordenada (de éxito ) con respecto a
la regla R, tiene la forma: (Q[A];id)— 451 {((Q[A/ (vi&1B1][A1])]); a)— as3
((Q[A/ (1 &1 B1[A1/L))])e; ay— as™(Q (11, . .., 7,); 0). Ahora, los dos primeros
pasos de D pueden simularse en la derivacion D’ usando la regla R’ como sigue:
(QlAJ;id)— 4517 ((QLA/ (v &1 Bi[Ar/ L]))a; ).

Puesto que este ultimo estado coincide sintécticamente con el tercero de D, se
obtiene el resultado por la hipétesis de induccion.

O

Por iltimo, estamos en condiciones de formalizar y demostrar las mejores propieda-
des del desplegado operacional (a saber, su correccion fuerte y la mejora en eficiencia

de los programas transformados) en los siguiente términos:

Teorema 5.4.4 (Correccion Total Fuerte del Desplegado Operacional). Sea P un
programa multi-adjunto, y sea Q un objetivo. Si P’ es un programa obtenido por

desplegado operacional de P, entonces,
(Qsid)— 45" (Q(r1,...,71%);0) en P
st, y solo si,
(Q;id)—as"(Q(r1,...,7);0) en P’
donde r; € L para todo i € {1,...,k}, 0 =0 [Var(Q)] y m < n.
Demostracion. Las dos implicaciones del Teorema 5.4.4 puede probarse como sigue:

= La correccion total fuerte de la transformacion, es decir, la equivalencia de las
respuestas computadas difusas obtenidas cuando ejecutamos un objetivo con
respecto a los programas original y desplegado, es imediata sin mas que aplicar
los Teoremas 5.4.2 y 5.4.3.

= Observando la reducciéon de la longitud de las derivaciones admisibles en los
programas transformados, hemos justificado en las demostraciones de los Teo-
remas 5.4.2 y 5.4.3 que cualquier paso admisible difuso dado con una nueva
regla obtenida por desplegado difuso, subsume dos pasos admisibles difusos
dados con reglas del programa original, lo que confirma que m < n, como

queriamos probar.

O
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5.5. Propiedades de correccién del desplegado inter-

pretativo del lenguaje multi-adjunto

Abordamos ahora las propiedades de correccion del desplegado interpretativo, para
obtener en el siguiente teorema un resultado analogo al del Teorema 5.4.4. Los be-
neficios en este caso son solo apreciados durante la segunda fase (interpretativa) de
la ejecucion de objetivos. En este sentido, aunque no podemos hablar propiamente
de preservacién de respuestas computadas admisibles?, probaremos que es posible
conservar el conjunto de respuestas computadas difusas asociadas al objetivo dado
(cuando las a.c.a.’s se interpretan con respecto al mismo reticulo usado durante el
proceso de desplegado interpretativo). Observando la reduccion de la longitud de las
derivaciones en los programas transformados, el desplegado interpretativo permite
reducir el nimero de pasos interpretativos necesarios para resolver un objetivo, de
manera similar a como el desplegado operacional reduce el nimero de pasos admisi-
bles. En el ultimo resultado de esta seccién abordamos las propiedades de correccién
del sistema de transformacion que se obtiene al combinar los dos tipos de desplegado

estudiados para el lenguaje multi-adjunto: el operacional y el interpretativo.

Teorema 5.5.1 (Correccion Total Fuerte del Desplegado Interpretativo). Sea P
un programa y sea Q un objetivo. Si P’ es un programa obtenido por desplegado

interpretativo de P, entonces,
(Qsid) _’ZS/IS (r;0) en P
si, y solo si,
(Q;id) HZLS/IS (r;0) en P’
donde

1. r € L, siendo (L,<) el reticulo asociado a P wusado durante el proceso de

desplegado interpretativo, y
2. m<n.

Demostracion. Para demostrar este teorema, abordaremos por separado las dos im-

plicaciones que recoge la equivalencia formulada.

Correccion Parcial Fuerte (<=).

2Tal como concretamos posteriormente en el Ejemplo 5.5.2.
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Considérese la derivacion completa (genérica) para Q en P’
D' [{Qsid) =g (€'360) = (;6)]

donde k£ + 1 = m, que nos proponemos simular usando reglas del programa P.

Consideremos también que la regla
R (A —; BlriQry/Q(r1,75)]; v)

ha sido obtenida por desplegado interpretativo de la regla R : (A «—; B; v). Recor-
demos que R € Py R’ € P/, pero R ¢ P’y R' ¢ P. Puesto que el desplegado
interpretativo sélo afecta a expresiones con conectivas y elementos pertenecientes a
L, el conjunto de atomos de las cabezas y cuerpos de R y R’ son exactamente el

mismo. Por tanto, podemos contruir la siguiente derivaciéon admisible completa

D : [(Q;id) ‘EIZS (e;0)]
en P, donde:

= la longitud de D coincide con el nimero de pasos admisibles, k, aplicados en

la derivacién D/,

= el 4&tomo reducido en el paso i-esimo de D coincide con el &tomo reducido en
el paso i-esimo de D', para 1 <i <k, y

= la regla de programa usada en el paso i-esimo de D es la misma que la usada
en el paso i-esimo de D/, para 1 < i < k, excepto cuando ésta tltima es R': en
este caso, usamos R en D.

Téngase en cuenta que las respuestas computadas admisibles asociadas a ambas
derivaciones no son exactamente las mismas (lo que muestra que el desplegado in-
terpretativo, a diferencia del desplegado operacional no preserva las a.c.a.’s) pero si
estan fuertemente relacionadas: ambas comparten la misma sustituciéon €, mientras
que las expresiones e y ¢’ son muy similares. En efecto, cualquier paso admisible da-
do con la regla R’ en D', introduce un valor (proveniente de la interpretaciéon de una
expresion) de la forma @(7’1, r9) en €', mientras que los correspondientes pasos dados
con la regla R en D, deja descendientes de la (todavia no interpretada) expresiéon
r1Qry en e.

Formalmente, si P; es el conjunto de posiciones de las j ocurrencias de r,@Qr
introducidas en e por la aplicacién de j pasos admisibles usando R en D (o, equi-

valentemente, si P; es el conjunto de posiciones de las j ocurrencias de Q(rq,r2)
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introducidas en ¢’ por la aplicacion de j pasos admisibles usando R’ en D’), enton-
ces e/ = 6[T1@T2/@(T1,T2)]pj. Por tanto, e’ puede verse como una version parcial-
mente interpretada de e, y entonces es facil observar que, sin méas que aplicar varios
pasos interpretativos sobre las correspondientes j ocurrencias de r1@Qry en e, pode-
mos reemplazarlas por @(rl, r9), hasta alcanzar la expresion deseada e’. A partir de
aqui, podemos finalizar las derivaciones completas en ambos programas aplicando los
mismos pasos interpretativos, hasta obtener la misma respuesta computada difusa
(r,0).

Observando la reduccién de la longitud de la derivacion en los programas trans-
formados, hemos visto que cualquier paso dado con la regla desplegada R’ en la
derivacion D', evita un posterior paso interpretativo que, de otra manera, es inevita-
ble cuando construimos una derivacién usando reglas del programa original P. Asi,

la derivacién completa que simula D’ en P tiene la forma:
(Qsid) —hs (e:0) =75 (€/:0) =g (r; )]

donde k + j 4+ 1 = n, lo que implica que m < n (recordemos que m = k + 1) como
desedbamos probar.

Completitud Fuerte (=).

Aunque esta implicaciéon puede probarse de manera similar a la anterior, preferimos
detallarla puesto que introduce algunas sutilezas relativas al orden en que se ejecu-
tan los pasos de computacion en la derivacién original. Sea la derivacién completa

(genérica) para Q en P
D: [(Q;id) —%s (e;0) —1s (r:6)]

donde k£ + I = n, que nos proponemos simular construyendo una nueva derivacion
D’ en P’. Consideremos también que la regla R : (A «—; B[r1Qry] ;v) € P tal
que, por desplegado interpretativo de R en el programa P, obtenemos R’ : (4 «—;
B[r1@ry/Q(ry,73)]; v). Recordemos que R € Py R’ € P/, pero R ¢ P’y R ¢ P.
Puesto que el desplegado interpretativo sélo afecta a expresiones con conectivas y
elementos pertenecientes a L, coinciden los conjuntos de atomos formados por las
cabezas y cuerpos de R y R/, respectivamente. Adem4s, puesto que los pasos inter-
pretativos no dependen de ningtn tipo de funcion de selecciéon (o regla de compu-
tacion), podemos suponer sin pérdida de generalidad que los primeros pasos en la

fase interpretativa en D se aplican a cada expresion de la forma r;@ry introducida



5.5. Propiedades de correccién del desplegado interpretativo 165

en e por pasos admisibles previos dados con la regla R. Esto es, con toda seguridad

podemos suponer que la derivacién D tiene la forma
D : [(Qsid) —hs (e:0) = (¢10) —TFs (r;0)]

con [y +1ls = I. En consecuencia, podemos construir facilmente la siguiente derivacion
admisible D’ : [(Q;id) —% ¢ (¢’;0)] en P’, donde:

= la longitud de D’ coincide con el numero de pasos admisibles, k, aplicados en
la derivacién D,

= el 4tomo reducido en el paso i-esimo de D’ coincide con el 4tomo reducido en
el paso i-esimo de D, para 1 <i <k, y

= la regla usada en el paso i-esimo de D’ es la misma que la usada en el paso
i-esimo de D, para 1 < i < k, excepto cuando esta ultima es R: en este caso,

usamos R’ en D’.

Obsérvese que las a.c.a.’s asociadas a ambas derivaciones no son exactamente las
mismas (lo que pone de manifiesto que el desplegado interpretativo, a diferencia del
operacional, no conserva las a.c.a.’s) pero estdn muy relacionadas: ambas comparten
la misma, sustitucién 6, y las expresiones e y €’ son muy similares. En efecto, cualquier
paso admisible dado con la regla R’ en D’, introduce un valor de la forma @(rl, T9)
en €', mientras que los correspondientes pasos dados con la regla R en D, dejan
descendientes de la expresion (todavia no interpretada) r1@rs en e.

Formalmente, si P; es el conjunto de posiciones de las j ocurrencias de 7, Qr
introducidas e aplicando j pasos admisibles usando R en D (o, equivalentemen-
te, si P; es el conjunto de posiciones de las j ocurrencias de @(7’1,7’2) introdu-
cidas en ¢’ por la aplicacion de j pasos admisibles usando R’ en D’), entonces
e = e[rl@rg/@(rl, 72)]p;. Por tanto, ¢’ puede verse como una versién parcialmente
interpretada de e, y entonces resulta sencillo ver que, mediante un simple ejecucién
de varios pasos interpretativos sobre las correspondientes j ocurrencias de r1Qry en
e, podemos reemplazarlas por @(7’1, r9), hasta alcanzar la expresion deseada e’. Por
tanto, podemos finalizar las derivaciones completas en ambos programas aplican-
do los mismos pasos interpretativos, hasta obtener la misma respuesta computada
difusa (r, 6).

De manera similar a como vimos en la prueba de la correccién, se reduce la longi-

tud de la derivacién en los programas transformados. Hemos visto que cualquier paso
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dado con la regla desplegada R’ en la derivacion D’ evita un posterior paso interpre-
tativo que, de otro modo, es inevitable cuando construimos una derivacién usando
reglas del programa original P. De este modo, la derivacién completa simulando D
en P’ tiene la forma:

[(Qsid) =N (€/;0) = (r;0)]

donde l» <[ como dijimos, y por tanto m = k + Il < k+ 1 = n, lo que termina la
prueba de la completitud fuerte.

Finalmente, la correccién total fuerte del desplegado interpretativo se sigue de am-
bos, la correccion parcial fuerte (<) y la completitud fuerte (=), como desedbamos
probar. [l

Por ltimo, y completando el resultado anterior, en el siguiente ejemplo confirmamos
que, tal como adelantdbamos al principio de la seccién, el desplegado interpretativo

no conserva necesariamente las respuestas computadas admisibles.
Ejemplo 5.5.2. Sea P el programa multi-adjunto formado por la inica regla
R :p(X) «— 0.5&pr0a0.6  with 1
Por desplegado interpretativo de R obtenemos la nueva regla desplegada
R :p(X) « 0.3 with 1

siendo P' = (P—{R})U{R'} el programa transformado. Entonces, podemos generar

la siguiente derivacion para el programa P y el objetivo p(a)
(p(a);id)y —T% (1&0.5&pr0d0.6; { X /a}) —rs (1&0.3;{X/a}) —rs (0.3;{X/a})
mientras que para el programa P’ y el mismo objetivo tenemos
(pla)id) —T5 (1&0.3;{X/a}) —1s (0.3;{X/a})

En consecuencia, para el objetivo p(a), se obtiene la respuesta computada admisible
1&0.5&pr0a0.6 en el programa P que no coincide con la respuesta computada ad-
misible 1&0.3 en el programa P’, pese a que —segin garantiza el teorema anterior—

ambas derivaciones conducen a la misma respuesta computada difusa.
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5.6. Correccion total fuerte del desplegado opera-

cional /interpretativo

Para finalizar este capitulo, presentamos el siguiente resultado que combina el uso
del desplegado operacional /interpretativo considerando una secuencia de transfor-
macion de programas (Po, ..., Px), k > 0. El teorema que sigue formaliza las mejores
propiedades del sistema de transformacion resultante, a saber, su correccién total
fuerte y la garantia de mayor eficiencia de los programas residuales. El resultado se
obtiene directamente como un simple corolario de los Teoremas 5.4.4 y 5.5.1.

Teorema 5.6.1 (Correccién Total Fuerte del Sistema de Transformacion). Con-
sidérese la secuencia de transformacion (Po,...,P) donde cada programa de la
secuencia, excepto el programa multi-adjunto inicial Py, se obtiene del inmediato

precedente por desplegado operacional/interpretativo. Entonces,
(Q;id) =5/15 (150) en Po
st, y solo si,
(Q:id) HZLS/IS (r;0") en Py
donde
1. r € L, siendo (L, <) el reticulo asociado a Py,

2.0/ =0Var(Q)], y
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5.7. Conclusiones

En este capitulo se han recogido los mejores resultados, de correccion y eficiencia,
que cabe esperar acerca de las transformaciones de desplegado difuso abordadas
para el lenguaje lef-Prolog (que subsume al lenguaje de Vojtas) y para el lenguaje
multi-adjunto.

Todos estos resultados se obtienen por primera vez en el contexto difuso y, ade-
mas, los correspondientes al lenguaje lef-Prolog extienden a otros analogos que ob-
tuvimos también para lenguajes méas primitivos (f-Prolog de Vojtas y If-Prolog).

En virtud de los citados resultados, se garantiza que, desde el punto de vista
teodrico, los programas transformados obtienen las mismas respuestas computadas
difusas que el programa original; y, desde el punto de vista practico, se obtiene mejora
en eficiencia cuando ejecutamos los programas residuales, puesto que se reduce el
numero de pasos de computacién necesarios para resolver un objetivo.

Hay que tener en cuenta que los resultados relativos al desplegado de programas
multi-adjuntos no extienden directamente a los correspondientes del lenguaje lef-
Prolog dado que ambos lenguajes poseen distinta semantica procedural, aparte de
otras caracteristicas que los distancian a nivel expresivo y procedural.

Es también de destacar que en el Teorema 5.5.1, de correccién total fuerte del
desplegado interpretativo del lenguaje multi-adjunto, contemplamos una demostra-
cion novedosa que, en particular, no hace uso de ningin resultado de independencia
de la regla de computacién, lo cual no tiene precedentes en la literatura relacionada

con transformaciones de programas no difusos.



Capitulo 6

Reductantes

6.1. Conceptos béasicos

Los reductantes son una interesante herramienta teérica introducida inicialmente
en el contexto de la programacion logica generalizada con anotaciones (véase [Kifer
y Subrahmanian, 1992]) para demostrar propiedades de correcciéon y completitud
en este marco. Este concepto ha sido recientemente adaptado al entorno més rico
y flexible de la programacion logica multi-adjunta (véase [Medina et al., 2001c]),
intentando resolver el problema de incompletitud que surge cuando se trabaja en
reticulos (s6lo) parcialmente ordenados.

En efecto, puede ocurrir que sea imposible computar la mayor respuesta correcta,
si el reticulo (L, <) no es totalmente ordenado [Medina et al., 2004]: sean a, b ele-
mentos no comparables de L; supongamos que para un objetivo (basico) A existen
solo dos reglas (hechos) (A—;a) y (B«<;b); la primera regla conduce a la respuesta
computada borrosa a (con sustitucién vacia); andlogamente, la segunda deriva la
respuesta computada borrosa b; en consecuencia, por la correcciéon de la seméantica
procedural de la programacion légica multi-adjunta (véase el Teorema 3.4.8), a y b
son respuestas correctas y por la definicion de respuesta correcta, ¢ = sup{a,b} € L
es también una respuesta correcta; sin embargo, nuestro principio computacional
descrito en la Seccién 3.1 nunca devolvera ¢ como respuesta computada, por lo que
se pierde la completitud deseada.

Este problema puede resolverse extendiendo el programa original con una regla
especial (A«—sup{a;b}; T), muy cercana a la nocion de reductante, que nos permite
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obtener el supremo de todas las contribuciones para el objetivo A.

Por tanto, un programa légico multi-adjunto, interpretado en un reticulo com-
pleto, precisa contener este tipo especial de reglas llamadas reductantes a fin de
garantizar su completitud (aproximada). Pero esto introduce severos inconvenientes
précticos a la hora de implementar un sistema eficiente y completo de programacion
logica multi-adjunta, ya que pueden dispararse tanto el tamano de los programas,
como los tiempos de ejecucién. Es decir, la nocién de reductante, como hemos con-
siderado, puede introducir una importante pérdida de eficiencia en las implementa-
ciones practicas. Por tanto, si deseamos desarrollar un sistema completo y eficiente
para este entorno de programacién, la programaciéon légica multi-adjunta, resulta
crucial definir técnicas adecuadas para el célculo de reductantes.

En este capitulo introduciremos un nuevo concepto de reductante que tendré
ligeras diferencias sintacticas con el reductante de Medina et al. [2004], pero que
tiene la ventaja de que puede generalizarse posteriormente usando conceptos de
evaluacion parcial que facilitaran notablemente su céalculo. Ademés, demostraremos
que este reductante y el reductante original aportan la misma respuesta computada
difusa (y con la misma eficiencia) para un objetivo basico A en un programa P
y, por tanto, pueden considerarse equivalentes desde un punto de vista procedural.

Demostraremos, asimismo, la equivalencia seméantica de ambos reductantes.

Asimismo, introducimos una medida de coste computacional que estimara conve-
nientemente el coste de la fase interpretativa de los programas multi-adjuntos. Este

criterio nos sera util para contrastar la eficiencia de la nueva nocion de reductante.

Finalmente, para abordar la completitud de la programacién l6gica multi-adjunta,
incorporamos el concepto de complecién de un programa, para mostrar de manera
mas transparente la utilidad de los reductantes cuando calculamos respuestas compu-
tadas. La complecion de un cierto programa serd un nuevo programa equivalente (en
un cierto sentido) al dado, que sea completo y cuyas reglas son reductantes. Propone-
mos, ademas, una nueva semantica operacional que (evitando modificar el programa)
simule los efectos del uso de reductantes y, en ejemplos representativos, mostramos
las respuestas computadas de un programa y de una complecién del mismo. Ade-
mas, contemplamos una nueva semantica operacional para la programacion logica
multi-adjunta que supera el inconveniente que supone, en la practica, trabajar con

programas infinitos.

Los conceptos y resultados introducidos en este capitulo se recogen en [Julidn
et al., 2007¢,b,a, 2006b].
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Iniciamos el desarrollo de estos contenidos refiriendo en primer lugar la defini-
cion presentada en [Medina et al., 2004], donde la nocion clasica de reductante ha
sido adaptada inicialmente al marco de la programacion légica multi-adjunta en los
términos que siguen.

Definicién 6.1.1 (Reductante de Medina et al. [2004]). Sea P un programa, A
dtomo bdsico, y (Hi—; B;;v;) el conjunto (no vacio) de reglas de P cuya cabe-
za unifica con A (existen 0; tales que A = H;0;). Un reductante para A en P es
una regla (A— Q(By,...,B,)0; T) donde 0 = 61 ---0,, — es cualquier implicacion

con un conjuntor adjunto, y la funcion de verdad del agregador Q se define como

@(bl, sy by) = sup{vl&lbl, ... ,vn&nbn}.

Por nuestra parte, en la siguiente definicién, contemplamos un concepto de reduc-
tante que es una ligera modificacion del original debido a Medina et al. [2004]. En
ella, y en lo que sigue, consideraremos que el agregador Qy,,), tiene funcién de verdad
@sup definida por @sup(:nl, coy Tp) = sup{x1, ..., Tn}.

Definicién 6.1.2 (1l-reductante). Sea P un programa y sea A un dtomo bdsi-
co. Si {(Hi—;B;;v;) € P : 30;/A = H;0;} es el conjunto (no vacio) de reglas
de P cuya cabeza unifica con A, entonces el 1-reductante de A en P es la regla

<A<*@sup((vl&181)91; ey (vn&an)Hn), T>

En el ejemplo que sigue damos un 1-reductante y lo contrastamos con el reductante
de la Definicién 6.1.1.

Ejemplo 6.1.3. Dado el reticulo ([0, 1], <), donde “<” es el orden usual, sea P:

Ri1:(pla)er q(X, a); 0.7)
Ro : (pla)—¢q s(Y); 0.5)
Rs: (p(Y) ; 0.6)

Ry : (p(Y)—¢ q(b, V)& t(Y); 0.8)

Rs5 : {q(b,a)— ; 0.9)
R : (s(a)—¢ t(a); 0.5)
Rz (s(b)—; 0.8)

Rs : (t(a)—w p(X); 0.9)
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un programa légico multi-adjunto. Para el programa P y el dtomo p(a), teniendo en
cuenta que R1,Ra, R3, R4 dan el conjunto (no vacio) de reglas de P cuya cabeza

unifica con p(a), se obtiene el 1-reductante:
(p(a) «— Qgup(0.7&1.g(X71, a), 0.5&¢s(Y2), 0.6&1, 0.8&¢(q(b, a)&t(a))); 1)

Obsérvense las diferencias sintdcticas entre esta regla y el siguiente reductante debido
a Medina et al. [2004].

(p(a) — Q(q(X1,a),s(Y2),0.6&1, q(b,a)&rt(a)); 1)
donde Q(by, by, by, by) = sup{0.7&b1, 0.5&ebo, b3, 0.8&cbs}.

Efectivamente, el 1-reductante tiene solo ligeras diferencias sintacticas son el reduc-
tante de Medina et al. [2004], que béasicamente se deben al lugar en el que se introdu-
cen los grados de verdad de las reglas del programa dentro del reductante (que serd en
la definicion del agregador del reductante o en el cuerpo del 1-reductante). Ademaés,
el siguiente resultado muestra que ambos tipos de reductantes son semanticamente

equivalentes', puesto que dan el mismo valor cuando se interpretan.

Teorema 6.1.4. Sea P un programa multi-adjunto, A un dtomo bdsico y considérese
R = (A— Q(By,..., B,)0; T) el reductante para A en P, donde 6 =01 ---6,, y cada
sustitucion 6; es un unificador de A y la cabeza de una regla (H;«—; B;;v;). El 1-
reductante R' = (A—Qyg,(D1,...,Dy); T) (donde D; = v;&;B;0, 1 < i < n) es

semdnticamente equivalente al reductante R.

Demostracion. Para obtener la equivalencia seméantica entre ambas nociones de re-
ductantes basta demostrar que

T(Q(By,. .., Ba)0) = T(Quup(Dr,. .., Dy))

Tengamos en cuenta que las reglas C;«; B;, cuya cabeza unifica con A, se han
renombrado y, ademas, el &tomo A es béasico. Por tanto, las sustituciones 6;, tales
que A = C;0;, no tienen variables en comin ni en sus dominios ni en sus rangos. En

consecuencia, 0 = 0105 ---60,, =0, UfO; U---U6,. Entonces:

IEl equivalente procedural de este resultado se probara en la Seccién 7.8 (véase el Teorema
7.8.3).
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T(Q(By,...,B,)0) = Z(Q(Bib,...,B.0))

= I(@(6191, .. 7Bn9n))

= QI(B16y),...,T(Buby))

= sup{vi&1Z(Bi61), . .., v, &enT(Bb,)}
= sup{T(v1&1B161), . .., T(vn&nBnbn)}
= sup{Z(Dy),...,I(Dn)}

= Qup(Z(D1),...,Z(Dy))

= I(@Sup(plv o 7Dn))a

lo que concluye la prueba. [l

En la siguiente seccién introducimos una medida de coste computacional para los
programas légicos multi-adjuntos que posteriormente aplicamos al calculo de reduc-
tantes para justificar que el 1-reductante tiene la misma eficiencia que el reductante

primitivo.

6.2. Medidas de coste computacional

El enfoque més comuin para analizar la eficiencia de un programa ante un objetivo
dado consiste en medir su tiempo de ejecuciéon y la memoria usada. Sin embargo, para
analizar (tedricamente) la eficiencia de los programas que se obtienen por técnicas
de transformacion de programas, es conveniente definir métodos abstractos para
estimar el coste computacional.

En el marco de la programaciéon declarativa, es usual estimar el esfuerzo compu-
tacional necesario para ejecutar un objetivo en un programa contando el nimero
de pasos de derivaciéon requeridos para alcanzar sus soluciones. En el contexto de
la programacién légica multi-adjunta mostramos que, aunque este método parece
aceptable en la fase operacional, resulta inapropiado cuando abordamos la fase in-
terpretativa. El problema surge cuando consideramos agregadores en el cuerpo de
las reglas de programa cuyas definiciones invocan a otros agregadores. Obviamente,
la evaluacién de este ultimo tipo de enlaces consume recursos computacionales en

tiempo de ejecucién que no son tenidos en cuenta al contar los pasos interpretativos.
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Es decir, una medida ingenua no estima estos recursos en el coste final, toda vez
que no se contabilizan explicitamente al dar pasos interpretativos. En esta seccién,
hemos resuelto el problema referido asignando pesos a los agregadores que resulten

acordes con su complejidad.

Definiremos, en lo que sigue, una medida de coste (interpretativo) mas refinada
basada en contabilizar el nimero de conectivas y operadores primitivos que apa-
recen dentro de la definicién de los agregadores que son evaluados en cada paso
(interpretativo) de una derivacién dada. Asimismo, en aplicacion de este criterio de
coste, contrastamos la eficiencia de dos nociones semanticamente equivalentes de
reductantes (la original, de la Definicion 6.1.1, introducida por Medina et al. [2004]
y la version refinada de 1-reductante introducida por primera vez en [Julidn et al.,
2007b]) y recogida en la Definicion 6.1.2.

En el futuro, nos proponemos aprovechar estos criterios de coste para abordar
formalmente la eficiencia del desplegado difuso estudiado en el Capitulo 4 y de las
técnicas de evaluacién parcial que consideraremos en el Capitulo 7.

Un modo clasico y natural de estimar el coste computacional requerido para
construir una derivacién, consiste en contar el ntimero de pasos computacionales

ejecutados en la misma. Asi, dada una derivacién D, definimos su:

= coste operacional, O.(D), como el namero de pasos admisibles ejecutados en

la derivaciéon D.

= coste interpretativo, Z.(D), como el namero de pasos interpretativos dados en

la derivaciéon D.

Asi, los costes operacional e interpretativo de la derivacion D que se contempla en el
Ejemplo 6.2.1 son O.(D1) =5y Z.(D1) = 4, respectivamente. De manera intuitiva,
O, nos informa acerca del namero de a&tomos explotados a lo largo de la derivacion.

Anéalogamente, 7. estima el nimero de agregadores evaluados en una derivacion.
Sin embargo, esta ultima afirmacién no es completamente cierta: Z. solo tiene en
cuenta aquellos agregadores que aparecen en los cuerpos de las reglas de programa,
pero no aquéllos que aparecen recursivamente anidados en la definicion de otros

agregadores.

El ejemplo que se recoge a continuaciéon pone de relieve este hecho.
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Ejemplo 6.2.1. Sea P el programa indicado, con reticulo asociado (]0,1],<):

Ri:p(X,Y)—p Qi (&(¢(X), (X)), Ve(s(Y),t(Y))) with 0.9

R : gla)— with 0.8
Ra:r(X)— with 0.7
Ry : s(b)— with 0.9
Rs: t(Y)«— with 0.6

para el que las funciones de verdad estdn definidas por:

Qi(z,y) = (@+y)/2 &i(z,y) =maz{0,z+y—1}

Ve(z,y) = maz{z,y} &e(x,y) =y
Como ya hemos considerado en otras ocasiones, las etiquetas L, G y P son, respecti-
vamente, las iniciales de logica de Lukasiewicz, logica intuicionista de Godel y logica
del producto, y la funciéon de verdad del agregador Q es la media aritmética.

Podemos generar la siguiente derivacion completa para el programa P y el obje-
tivo p(X,Y),

Dy [(p(X,Y); id) — 7k

(&p(0.9, @1 (&(g(X1), m(X1)), Va(s(V1), t(Y1))s01)  —7%,

(&p (0.9, @1( &1(0.8,7(a)), Va(s(Y1), £(Y1))); 02) %

(&p (0.9, @1 (&1.(0.8,0.7), Ve(s(Y1), £(Y1))); 03) — ik
(&5(0.9,@1(&1.(0.8,0.7), Va(0.9, £(b))); 04) -,
(&9 (0.9, @1 (&2(0.8,0.7), V6 (0.9, 0.6)); 05) —1s
(&p(0.9,@, (0.5, V(0.9,0.6)); o5) —_—
(&9(0.9,@,(0.5,0.9)); ) —1s
(&(0.9,0.7); 05) —1s

(0.63;05) |
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donde las sustituciones consideradas son
o1 ={X/X1,Y/Y1},
o2 ={X/a,Y/Y1,X1/a},
o3 ={X/a,Y/Y1,X1/a,Xz/a},
o4 ={X/a,Y/b,X1/a,Xs/a,Y1/b},
o5 ={X/a,Y/b,X1/a,X2/a,Y1/b,Ya/b}

Por otra parte, una version simplificada de la regla Ry es la nueva regla Ry, en cuyo
cuerpo solo hay un simbolo agregador

RE: p(X, Y )@ (g(X),7(X), s(Y),4(Y)) with 0.9

donde Q% (x,y, z,w) = (&(z,y) + Va(z,w))/2. Notemos que R: tiene exactamente
el mismo significado (la misma interpretacion) que Ri, aunque diferente sintazis.
De hecho, ambas reglas tienen la misma secuencia de dtomos en la cabeza y en el
cuerpo. Las diferencias surgen con respecto al conjunto de agregadores que aparecen
explicitamente en sus cuerpos puesto que en R} hemos trasladado &1 y V¢ desde el
cuerpo (véase R1) a la definicion de @Qf. Ahora, usamos la regla R} en lugar de R4
para generar la siguiente derivacion D] que devuelve la misma respuesta computada
difusa que D1 :

Dy : [{p(X,Y);id) R

(&p (0.9, @7 (¢(X1), 7(X1), (Y1), 8 (Y1) );01)  — 73

(82(0.9,@5(0.8,7(a), s(Y1), (Y1)); 02) — 5o
(&p(0.9, @7(0.8,0.7, (Y1), ¢ (Y1) ); 03) — ik
(&p(0.9,@7(0.8,0.7,0.9, £(b)); 04) s,
(&p(0.9,@*(0.8,0.7,0.9,0.6); 05) —1s
(&p(0.9,0.7); o5) —1s
(0.63; 05) ]

donde las sustituciones o1, 09,03,04,05 son las anteriormente indicadas. Dado que
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hemos explotado los mismos dtomos con las mismas reglas (excepto en el primer

paso ejecutado con las reglas R1 y Ri) en ambas derivaciones, se tiene

Ou(Dy) = 0.(D}) = 5.

Sin embargo, aunque los agregadores & y Vg se han evaluado en las dos deriva-
ciones, en D7 tales evaluaciones no han sido contadas explicitamente como pasos
interpretativos y, en consecuencia, no han sido anadidos para incrementar el cos-
te interpretativo Z.. Esta situacion poco realista se muestra en el resultado atipico:
Z.(Dy) =4 > 2 =1.(D7). Es importante observar que R no puede ser considerada
una version optimizada de Ry : ambas reglas tiene un comportamiento computacional

similar, incluso cuando la medida errdnea Z. parece indicar lo contrario.

Para resolver este problema, nos proponemos dar una definiciéon méas fina de Z. en
términos de las conectivas y operadores primitivos® que aparecen en la expresién de
los agregadores que han sido evaluados en cada paso interpretativo de una deriva-
cién dada. Asi, dado un agregador n-ario, @, cuya funciéon de verdad esté definida
por @(:cl, ...,xp) = E y donde las secuencias (quizas vacias) de operadores pri-
mitivos y agregadores (incluyendo conjunciones y disyunciones) que aparecen en E
son respectivamente opi,...,op, y @q,..., @, el peso del agregador @ es definido
recursivamente como W(@Q) = r + W(@Q4) + --- + W(Q;). Ahora, nuestra nocién
mejorada de coste interpretivo, denotada por Z1 (D), es la suma de los pesos de los

agregadores evaluados en cada uno de los pasos interpretativos de la derivaciéon D.

Ejemplo 6.2.2. Observando las definiciones dadas anteriormente para los agrega-
dores &p, Vg, &1, @1 y QF, resulta sencillo comprobar que: W(&p) =1, W(&L) = 3,

consecuencia, tenemos que

ZH(D1) = W(&) + W(Ve) + W(Q1) +W(&p) =3+ 1+2+1 =71,

IHD;) = W(@) + W(kp) =6+1=1.

c

Coinciden, ahora, tanto el coste operacional como el interpretativo de las derivacio-
nes D1 y D7, lo cual es completamente natural y realista si tenemos en cuenta que
las reglas R1 y Ry tienen la misma semdntica y, por consiguiente, deben tener el

mismo comportamiento computacional.

2Es decir, operadores aritméticos tales como +, —, *, /, max, min, raiz, etc.
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El ejemplo previo nos muestra que el modo en que los agregadores se han introducido
en el cuerpo o en la definicion de otros agregadores de una regla de programa, puede
reflejar preferencias sintacticas solamente, sin repercusiones negativas sobre el coste

computacional, como revela nuestra definicién mejorada de coste interpretativo.

6.3. Completitud

En esta secciéon, dado un programa P, para el que su seméntica operacional no
garantiza resultados de completitud, obtendremos —haciendo uso de los reductantes—
otros programas equivalentes (en los términos que fijaremos oportunamente) para los
que existan garantias de completitud y que denominaremos compleciones de P. Con
més precision, llamaremos complecién de P a un programa, posiblemente infinito,
cuyas reglas son todas reductantes. La definicién formal que establecemos para este

concepto es la siguiente.

Definicién 6.3.1. Dado un programa légico multi-adjunto P, decimos que unda®

complecion de P es otro programa, posiblemente infinito, cuyas reglas son reductantes

de cada uno de los dtomos bdsicos de la Base de Herbrand de P.

De manera mas precisa, concretamos la nocién que representa cada una de las com-

pleciones posibles.

Definicion 6.3.2. Dado un programa légico multi-adjunto P, decimos que su com-
plecion-1, que denotamos por P, es otro programa posiblemente infinito construido a
partir de P tal y como se indica a continuacion. Para cada dtomo bdsico A de la Base
de Herbrand de P se selecciona el conjunto Sa = {(H;<—;B;;v;) € P:30;/A = H;0;}

de reglas de P cuyas cabezas unifican con A.

i) Si Sa es vacio, entonces no hay ninguna regla que define a A en P*.

ii) En otro caso, A estd definido en P'mediante una tnica regla (llamada 1-
reductante) definida como: (A—Qg,,((v1&1B1)b1, . .., (V& Br)bn); T).

Esta definicién admite una variante que denotamos por complecién-0, P°, cuando
en el dltimo caso de la definicién, en vez de utilizar la nocién de 1-reductante, se

considera la original de reductante de Medina et al. [2004]. En el préximo capitulo,

3En el proximo capitulo, veremos que podran existir distintas compleciones para un mismo
programa, dado que serd posible elegir distintos reductantes para cada atomo béasico.
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tendra sentido una nueva variante que podemos llamar complecién-k, P¥, cuando
usemos en lugar del 1-reductante el concepto extendido de PE-reductante (obtenido
a partir de un arbol de desplegado 7 de nivel k, como recoge la posterior Definicién
7.3.5). Para un mismo programa P, sélo existe una unica complecién-0 y complecion-
1, pero en general, podran existir diferentes compleciones-k.

El siguiente ejemplo compara las respuestas computadas de un programa P y de
su complecion Pl

Ejemplo 6.3.3. Sea P el programa légico multi-adjunto que tiene las siguientes
reglas (hechos) y cuyo reticulo asociado es ([0, 1], <).

Ri: (p(X)—; 0.5)
Ryt (pla)e=; 1)

Como la base de Herbrand es B = {p(a)}, la complecion-1 es el programa P'que

tiene por unica regla el 1-reductante para el dtomo p(a) en P
Rt (pla)—  @uup(0.5&1,1&1); 1)

Andlogamente, la complecion-0 es el programa P°que tiene por tinica regla el reduc-
tante para el dtomo p(a) en P, R, en el que se toma @(m,y) = sup{0.5&z, 1&y}.

R%: (pla)— @(1,1);1)

Con la definicion que hemos dado de complecién-1 (andlogamente de complecion-0),
hay que asumir que no se mostrardn ciertas respuestas computadas del programa P
para objetivos bdsicos de la base de Herbrand. Es lo que se muestra a continuacion, y
este hecho no supone la pérdida de correccion: solo se pierden las respuestas “peores”,
una vez que es consustancial con la nocion de reductante alcanzar a través de la
misma la mejor respuesta computada. En efecto, para el objetivo p(a) (obsérvese

que p(a) € B) obtenemos las siguientes respuestas computadas en P:
(p(a);id) —%L, (0.5;id)
(p(a);id) =733, (15id)

En cambio, se obtiene la unica respuesta computada en P':

(pla);id) —Rgy (Quup(0.5,1);id) — s (1;id)
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Obtenemos resultados anédlogos en el ejemplo posterior en el que consideramos ahora
un programa cuyo reticulo asociado no esta totalmente ordenado. Calcularemos la
complecién-1 del citado programa y discutiremos la correccién y completitud, es
decir, compararemos las respuestas correctas y computadas que se obtienen en ambos

programas para objetivos convenientes.

Ejemplo 6.3.4. Sea P el programa logico multi-adjunto, con reticulo asociado dado

por el grafo adjunto, que tiene las reglas

_‘

R3 p(X1)=e; B) / \ﬂ
N

Como la base de Herbrand de P es el conjunto B = {p(a),p(b)}, la complecion-1
es el programa Pque tiene por reglas el 1-reductante para el dtomo p(a) en P y el

1-reductante para el dtomo p(b) en P, es decir:

R%S : <p(a)<;G @sup(aaﬂ); T>

Ryt (p(b)—c Quup(B,8);  T)

Para este programa P y su complecion-1 P! nos proponemos obtener el modelo mini-
mo difuso, asi como las respuestas correctas y computadas para diferentes objetivos,

que nos permitan observar la correccion y completitud de tales programas.

1) Modelo minimo de Herbrand difuso de P:

Una interpretacion I; es un modelo de P si, y solo si, satisface todas las
reglas de P (vedse el Capitulo 3). Ademds, en el Teorema 3.3.2 hemos ca-
racterizado el modelo minimo difuso I del programa P como I = inf{Z; :
Z; es un modelo de P}, es decir, lo hemos tomado como el menor modelo del

programa P.
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Entonces, para el programa P anterior, un modelo I es tal que

T satisface la regla R1 <— a<Z(p(a)) (1)
T satisface la regla Ry <— B <Z(p(b)) (2)

T satisface la regla Ry <= (B <ZI(p(X1)) (3)

donde, por definicion,
I(p(X1)) = inf{Z(p(X1)0) : p(X1)0 es una instancia bdsica de p(X1)} ="*

nf{Z(p(a), Z(p(b)} (4).
De las condiciones (1), (2), (3), (4) resulta necesariamente que el modelo mini-

mo I de P satisface que
I(p(a)) =7  Zp®) =8  IZ(p(X1)) =78

y, en consecuencia, el modelo minimo difuso del programa P es la aplicacion
T :B — L definida por Z(p(a)) =7, Z(p(b)) = S.

2) Modelo minimo de Herbrand difuso de P*:

Razonando de manera andloga al apartado anterior, un modelo T del programa
P es tal que

T satisface la regla Ri; <= T <Z(p(a)«—¢ Qsup(c, 3)) (5)

T satisface la regla Ry; <= T <Z(p(b)+—e¢ Qsup(3,3)) (6)

donde I(p(a))—c Qeup(a, §)) = —e(Z(p(a)), Z(Qsup (e, B)) = ~a(Z(p(a)), 7).

T, stx <

Como la funcion de verdad —¢(y,z) = =Y , para que se
Yy, en otro caso

verifique la condicion (5) es preciso que v < I(p(a)). Ademds, razonando de

forma similar, que T satisface la regla Ri; obliga a que 8 < Z(p(b)).
Por tanto, el modelo minimo difuso del programa P es la aplicacion T : B —
L definida por Z(p(a)) =, Z(p(b)) = 5.

4Basta tener en cuenta que Z, al igual que toda interpretacion, esta determinada por sus valores
sobre la base de Herbrand de P.
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En consecuencia, hemos visto que los programas P y P! tienen el mismo mo-

delo minimo difuso®.

3) Respuestas correctas para el dtomo p(a) en P, PL:

Por definicion, el par (\;0) es una respuesta correcta para P y p(a) si, y
sélo si, A < Z;(p(a)f), para todo modelo I; de P. Ademds, en el Teorema
3.4.5, hemos caracterizado las respuestas correctas a partir del modelo minimo
difuso de P, de forma que (X;0) es una respuesta correcta para P y p(a) si, y
sdlo si, N < I(p(a)), donde I es el modelo minimo de Herbrand difuso de P.
En consecuencia, una vez que hemos justificado que el modelo minimo de P
satisface que Z(p(a)) ==, de la definicion se obtienen las siguientes respuestas
correctas para p(a) en P:

(viid)  Aazid)  (Byid)  (L;id)

Si ahora buscamos las respuestas correctas de p(a) en PL, basta tener en cuenta
que los programas P,P' tienen el mismo modelo minimo difuso, tal como
hemos comprobado en los apartados 1),2) anteriores. Por tanto, se obtienen
las mismas respuestas correctas para el objetivo p(a) en PL.

4) Respuestas correctas para el dtomo p(b) en P, Pt:

Con una discusion andloga, usando ahora que Z(p(b)) = (3, se tienen las res-

puestas correctas para p(b) en P y en P?
(B;id) (Lyid)

5) Respuestas correctas para el dgtomo p(X) en P, Pt:

Dado que el modelo minimo difuso T de los programas P, Pl satisface que
Z(p(xz)) = B, se obtienen las respuestas correctas que siguen para p(z) en Py

en P, en donde tenemos en cuenta que X; es una variable.
(v; {X/a}) (B; {X/b}) (B;:{X/X1})
(o {X/a}) (L; {X/b}) (L {X/X1})
(L;{X/a})

5La comprobacién de que P y PO tienen el mismo modelo minimo de Herbrand difuso requiere

el calculo del modelo minimo de P9 que se obtiene de manera, similar.
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6)

Respuestas computadas para el dtomo p(X) en P:

Al explotar el objetivo con variables p(X) obtenemos las derivaciones en P
(p(X);id) =%k, (s {X/a})

(p(X);id) =72, (B;{X/b})
(p(X)yid) =53, (3:{X/X1})

cuyas respuestas computadas difusas son, respectivamente,

(@ {X/a}) (B {X/b}) (B {X/X1})

Véase que no se computa la respuesta (v;{X/a}) (mostramos en el apartado
5) que efectivamente es respuesta correcta para el objetivo p(X)). Entonces,
el programa P no es completo y, en consecuencia, tiene interés el uso de re-
ductantes para garantizar su completitud (por cierto, los reductantes sdlo se
han usado en la literatura PLMA para objetivos bdsicos, aunque en [Morcillo y
Moreno, 2009c] puede verse una aprozimacion al caso de objetivos con varia-
bles). Por otra parte, hay correccion ya que las respuestas anteriores son todas

correctas.

Respuestas computadas para el dtomo p(X) en PL:

Si, ahora, explotamos el objetivo p(X) respecto del programa P, obtenemos las
derivaciones

(p(X);id) —538 (Quup(a, B); {X/a}) —r1s (v {X/a})

(p(X);id) =2 (@aup (8, B); {X/b}) —15 (8 {X/b})

que originan las respuestas computadas difusas

(vi{X/a}) (B {X/b})

Observamos que, para el objetivo considerado, se obtiene la respuesta compu-
tada difusa (o; {X/a}) en P que falta en P'; ahora bien, en este este programa

se obtiene una mds general: (v;{X/a}).

Sin embargo, lo mds significativo es que las respuestas correctas (0; {X/X1}),
(1;{X/X1}) para el objetivo p(X) y el programa P, donde la componente
sustitucion es del tipo {X/X1} y X1 es una variable, no se computan en dicho
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programa. FEste hecho tiene como consecuencia que la complecion-1 conside-
rada no es completa si permitimos explotar dtomos con variables. Por tanto,
resultard imprescindible limitarnos a dtomos bdsicos (para los inicos dtomos

que disponemos de la nocion de reductante).

Como venimos diciendo, en programacion logica multi-adjunta es bien conocido el
problema de incompletitud que se presenta al hacer uso directo de la seméntica
procedural estandar definida en la Seccién 3.1 ante programas basados en reticulos
no totalmente ordenados. Existen al menos dos formas practicamente antagénicas

de hacer frente al problema:

= Modificar el programa original y mantener la seméntica procedural. Esta via
se basa en el uso de reductantes (y sus variantes) donde el programa original
P es sustituido por PV, Plo P*. Las ventajas se obtienen a nivel teérico atin

cuando en la practica no sea factible trabajar con programas infinitos.

= Modificar la semantica procedural sin cambiar el programa. En esta version es
necesario enriquecer la semantica procedural para simular los efectos del uso
de reductantes. Su principal ventaja es que ademéas de ser practicable, here-
daré todos los resultados tedricos demostrados (comodamente) en la version
anterior, una vez establecidos los correspondientes teoremas de equivalencia
entre ambas aproximaciones.

Si optamos por esta segunda via, la definicién que sigue permite formalizar la nue-
va seméntica procedural y el Teorema 6.3.6 garantiza la equivalencia entre ambas
alternativas.

Definicién 6.3.5 (Paso Admisible Extendido). Sea Q un objetivo bdsico y P un
programa multi-adjunto. Una computacion admisible extendida se formaliza como
un sistema de transicion de estados (donde cada estado es un posible objetivo),
cuya relacion de transicion —gas es la menor relacion que satisface las siguientes
reglas extendidas admisibles donde consideramos en todo caso que A es el dtomo
seleccionado en Q y que Sa = {(H;—; B;;v;) € P: 30;/A = H;0;} es el conjunto
de reglas de P cuyas cabezas unifican con A:

1) Q[A]—Eas1(Q[A/Quup(v1&1B1)01, . . ., (v,&nBy)0)]) si el cardinal de S4 es
mayor o igual que 1.

2) Q[A]—ras3(Q[A/L]) si Sa es vacio.
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Teorema 6.3.6 (Equivalencia entre via 1y via 2). Sea P un programa multi-adjunto
y A un dtomo bdsico. Entonces, existe una tinica derivacion basada en pasos admi-
. . . + .. . . . .
sibles extendidos D : [A —EBAS/IS r] sobre el programa original P si, y sélo si, existe
una inica derivacion basada en pasos admisibles ordinarios Dy : [A —js/ls r] sobre

el programa complecion-1 P'.

En lo que sigue, nos centraremos en la primera via para mostrar que las distintas
compleciones de un programa P dan las mismas respuestas computadas difusas. Nos
ocuparemos, asimismo, de estudiar la eficiencia con que se obtienen estas respuestas.

El resultado posterior garantiza que la complecién-0 y la complecién-1 aportan
las mismas respuestas computadas para un dtomo basico y, ademés, con la misma
eficiencia.

Como consecuencia del mismo, resulta la equivalencia procedural entre el reduc-
tante debido a Medina et al. [2004] y el 1-reductante: ambos aportan las mismas
respuestas computadas para un dtomo bésico en un programa P y, ademés, con la

misma eficiencia.

Teorema 6.3.7. Sea P un programa multi-adjunto y A un dtomo bdsico. Entonces
existe una dnica derivacion Dy : [(A;id) *)ZS/IS (r;a)] en PV si, y sdlo si, existe
una unica derivacion Dy : [(A;id) —>ZS/IS (ryo)] en P!y, ademds, se verifica que
Oc(Do) = Oc(D1) y IS (Do) = I} (D).

c

Demostracion. Abordemos las dos implicaciones que comportan la equivalencia enun-
ciada.

«y»

Sea [Dy : (A;id) HZS/IS (r;0)] en P° una derivacién de longitud n. Veamos, por
induccién en n, que existe una derivacién D; en Plverificando el resultado.

Si n =1, la derivacién Dy comprende un tnico paso de derivaciéon que es, nece-
sariamente de tipo AS3.

Si el paso de derivacion es de tipo AS3, debido a que el conjunto S4 es vacio,

tenemos

y, por definicion de complecién-1, no hay ninguna regla que defina A en P'; en

consecuencia, podemos construir la derivacién D; en P?

Dy : [(Asid) —as3 (L;id)]



186 Capitulo 6. Reductantes

Supongamos, ahora, que el resultado se satisface para derivaciones de P9 de
longitud n = k y demostremos que también se cumple para derivaciones de P° de
longitud n = k + 1. Supongamos, por tanto, que se cumple el apartado ii) de la
Definicién 6.3.2, esto es, A esti definido en P° por una regla que es el reductante
RO : (A—Q(B101,...,B,0,); T) €P°. Entonces, la derivacion Dy tiene la forma
siguiente,

. 0
Dy : [(Asid) —Rg1 (Q(Bib1,..., Bubn); T) —hgy1s (1 0)]
es decir, el primer paso de Dy ha sido ejecutado con el reductante debido a Medina

et al. [2004] R® €P° por ser la regla que define A en P°. Supongamos que en

PY existen las siguientes derivaciones

DY : [(Bib1sid) =744 (Ev;01) =7 (biion)]

quz : (B id) _’Zlg (En;on) _’TSW (bn; o))
donde &1, ..., &, son expresiones que no contienen dtomos y by,...,b, € L.
Por tanto, la derivacién Dy comprende los siguientes pasos de derivacion:

[(A;id) i

(Q(B104,...,Bnby);id) HZ%‘

donde, si denotamos b; = &;(v;,b;) entonces r = sup{d},...,b,},i = 1,...,ny
0O=010"00p.

Entonces, en el programa P! la tinica regla que define el 4tomo A es el 1-
reductante R! : (A—=Qgp((v1&1B1)bn, . . ., (Un&nBr)bn); T) ¥, en consecuencia, po-
demos generar la siguiente derivacién D; en P':
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[(A;id) i

<@sup(’l)1&,18191, ey vn&,anHn), Zd> —>Zlé«

<@sup(’l)1&151, ey Un & Brbn); o1) _)ZL;+--.+mn
<<®su}0(’Ul&ngl7 P ,’Un&ngn); U) —>;’j’§
<@sup(&1(U1; bl), . 7’[}7185715")7 0-> _)7[7‘7§2+...+mn

<@SUP(&1(Ulab1)a'~'7&n(vnabn))50> —IS

(Quup V], ..., &n (v, by));0) -t
(Qgyp(b],...,0);0) —Is
(r;o)]
donde, si llamamos b, = &;(v;,b;) entonces r = sup{b},...,b,},i = 1,...,ny

O=010+00p.

Obsérvese que ambas derivaciones conducen a la misma respuesta computada difusa,
como desedbamos. Ademés, veamos que sus costes operacional /interpretativo son el
mismo.

Oc(Do) =14+mi+--4+m,= Oc(Dl)

Ademas, si denotamos por w el coste interpretativo asociado a los primeros m/ +
.-+ +m/, pasos interpretativos de Dy, resulta que Z (Do) = w + W(Q) = w + 1 +
W(&y) + -+ W(&y).

Y para la derivacion Dy, Z} (D1) = w + W(&1) + - + W(&n) + W(Qqyp) = w +
W(&1) + -+ W(&y) + 1, es decir,

I (Do) = I (D)

con lo que termina la prueba.

M<:77

Este reciproco es anélogo al directo ya probado anteriormente.
En cuanto a la unicidad, observemos que los programas PY, P!, satisfacen que para
cada atomo A de la base de Herbrand existe, a lo sumo, una regla cuya cabeza unifica
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(y coincide) con A: el reductante correspondiente para el atomo A. Por tanto, si

6 es preciso que cada dtomo

queremos garantizar la unicidad en ambas derivaciones
del objetivo y de los subobjetivos de las derivaciones anteriores Dg, D1, s6lo pueda
ser explotado usando, a lo sumo, una unica regla de estos programas.

O

6.4. Reductantes y medidas de coste

En la Definicién 6.1.2 hemos introducido el concepto de 1-reductante, cuya expresion
sintactica presenta una ligera variacién del reductante de Medina et al. [2004] pero
con la ventaja de que podremos obtenerlo y generalizarlo, en el préximo capitulo,
usando técnicas de evaluacion parcial, y en el Teorema 6.1.4 hemos probado que es
seménticamente equivalente al reductante de Medina et al. [2004].

Antes de abordar la generalizacion mencionada, aplicamos las medidas de coste
introducidas, para comparar la eficiencia de las dos nociones de reductantes. Par-
timos con un ejemplo en el que mostramos la idoneidad de los criterios de coste
que hemos formulado para los programas multi-adjuntos y que estin recogidos en la

Seccién 6.2.

Ejemplo 6.4.1. Sea P el programa légico multi-adjunto que sigue con reticulo aso-

ciado el reticulo ([0,1], <), donde “<” es el orden usual.

Ri: (pla)—r qla,b);  0.7)
Ro : (pla)« ; 0.5)
R+ (p(X)ec q(X,b); 0.4)
Ry : {q(a,b)— ; 0.9)

El reductante para P y p(a) es:
R = (p(a) < Q(q(a,b),1,q(X1,b)); 1)
stendo la funcion de verdad de Q la dada por

Q(z,y, 2) = sup{&.(0.7, ), &(0.5,1), & (0.4, )}

6Téngase en cuenta que el enunciado afirma que Dg es tnica si, y sélo si, D1 es tnica.
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Por otra parte, el 1-reductante para el programa P y el dtomo p(a) es:

R' = (p(a) « Qg (0.7&rq(a, b),0.5&1, 0.4&eq(X71,b)); 1),
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donde la funcion de verdad de Q,,,;, estd definida por: @Sup(:n,y,z) = sup{x,y,z}.

Con el reductante R podemos construir la derivacion D:
(p(a); id)
(@(q(a,b),1,q(X1,b)); id)
(@(0.9,1,¢(X1,b));id)
(@(0.9,1,0.9); {X1/a})
(sup{0.7&10.9,0.5&1,0.4&¢0.9}; { X1/a})
(sup{0.6,0.5&1,0.4&0.9}; { X1 /a})
(sup{0.6,0.5,0.4&¢0.9}; {X1/a})
(sup{0.6,0.5,0.4}; {X1/a})

(0.6; {X1/a})

Por otra parte, si usamos el reductante R', podemos generar la derivacion D’':

(p(a);id)

—IS
—IS
—IS
—IS

—IS

R
TAS

(@0 (0.7&1q(a, b), 0.5&1, 0.4&cq(X1,b)); id) — 4

(@(0.7&10.9, 0.5&1, 0.4&¢ ¢(X1,b)); id)
(@q0p (0.7&10.9, 0.5&1, 0.4&40.9); { X1 /a})
(@aup(0.6,0.5&1, 0.4840.9); { X1 /a})
(@aup(0.6,0.5,0.4&40.9); { X1 /a})

(@44, (0.6,0.5,0.4); {X1 /a})

(0.6; {X1/a})

Ry

TAS

—IS

—1IS
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Ambas derivaciones conducen a la misma respuesta computada difusa y vamos a

comprobar que los costes operacional e interpretativo coinciden. En efecto:

Por otra parte

IS(D) =W(@Q) =5=3+1+1=W(&) + W(&e) + W(Qup) = I (D).

Por tanto, el 1-reductante R’ tiene la misma eficiencia que el reductante R cuando
cuando contamos todos los operadores (conectivas y operadores primitivos) evaluados
durante la fase interpretativa. Ademds, si hubiésemos estimado (en el coste inter-
pretativo) sdlo el niimero de pasos interpretativos, habriamos obtenido erréneamente
que una derivacion ejecutada usando R (es decir, la nocidn original de reductante)
era mds eficiente. Como ya dijimos, esto justifica la adopcion de nuestro criterio de

coste mds refinado I .

Para finalizar, recordamos que en el Teorema 6.3.7 hemos justificado que el 1-
reductante aporta las mismas respuestas computadas difusas que el reductante origi-

nal (es decir, son proceduralmente equivalentes) y, ademés, con la misma eficiencia.
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6.5. Conclusiones
Las aportaciones del capitulo se pueden sintetizar del siguiente modo.

= Hemos introducido una reformulacién del concepto de reductante, justificando
que aporta las mismas respuestas computadas difusas que el original y, ademés,

con la misma eficiencia.

= Hemos probado, igualmente, la equivalencia semantica del mismo con el reduc-
tante debido a Medina et al. [2004].

= Este nuevo reductante tiene la ventaja de que podra obtenerse, como detalla-
remos en el proximo capitulo, usando técnicas de evaluacién parcial. Dichas
técnicas nos permitiradn, también, generalizar este concepto para obtener re-
ductantes més generales que pueden ser mas faciles de construir via PE (pue-
den tener una expresién notablemente méas reducida si usamos técnicas de
umbralizacién) y que sean equivalentes desde un punto de vista semantico y

procedural.

= Hemos puesto de relieve como los métodos tradicionales que estiman el ntiimero
de pasos de computaciéon de una derivaciéon produce resultados inapropiados
cuando estimamos el esfuerzo computacional de la fase interpretativa en el

marco de la programacién légica multi-adjunta.

= Hemos definido una medida de coste computacional para los programas logicos
multi-adjuntos, que estima adecuadamente el coste de la fase interpretativa de
estos programas. De nuevo, se vuelve imprescindible la definicién, que hemos
contemplado en la Seccion 3.1.2, de esta fase interpretativa como un sistema
de transicién de estados.

= Aplicamos esta medida de coste al calculo de reductantes para justificar que
el 1-reductante aportado tiene la misma eficiencia que el primitivo, es decir,
coinciden el coste operacional e interpretativo de las derivaciones que aportan

la misma respuesta computada difusa usando ambos tipos de reductante.

= Ademés, las medidas de coste formuladas son adecuadas para estimar, en el
futuro, en el marco de la programacién l6gica multi-adjunta, la eficiencia de
las técnicas de plegado/desplegado y de evaluacion parcial que nuestro grupo
de trabajo ha adaptado a dicho marco.
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= Hemos introducido el concepto de complecién de un programa, que es un nuevo
programa loégico multiadjunto formado por reductantes y que tiene la ventaja

de que presenta propiedades de completitud frente al original.

= Hemos formulado una nueva semdantica operacional para la programacién 16-
gica multi-adjunta que evita, en la practica, el inconveniente de trabajar con

programas infinitos.



Capitulo 7

Evaluacion parcial y
PFE-reductantes

7.1. Introduccién

Como su propio nombre indica, la Evaluacion Parcial (EP) de un objetivo con
respecto a un programa, consiste en evaluar parcialmente dicho objetivo mediante la
generacion de un arbol de desplegado (normalmente incompleto) para el mismo. La
EP ofrece una amplia gama de aplicaciones como la transformacion, optimizacion,
depuracién, correccién, induccién, analisis y, muy especialmente, la especializacion
automaética de programas declarativos con respecto a parte de sus datos de entrada
mediante el calculo de resultantes.

Entre las miltiples técnicas de transformacion que se han propuesto en la biblio-
grafia para mejorar el codigo de los programas, la Fvaluacion Parcial es una de las
més estudiadas y mejor conocidas, que ademas ofrece un entorno unificado para el
estudio de compiladores e intérpretes [Jones et al., 1993].

Informalmente, la EP persigue, entre sus principales objetivos, la optimizacion /es-
pecializacién de un programa con el fin de dotarlo de un mejor comportamiento
computacional.

Maés concretamente, se espera que el programa especializado (también llamado
programa residual o parcialmente evaluado) pueda ejecutarse mas eficientemente que

el programa original. Esto es posible gracias a que el programa residual evita rea-

193
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lizar, en tiempo de ejecucién, algunos calculos que ya fueron efectuadas sélo una
vez en tiempo de EP. Para alcanzar este objetivo, la EP usa computacién simbélica
asi como algunas técnicas que proporciona el campo de la transformacion de pro-
gramas [Burstall y Darlington, 1977], especialmente la llamada transformacion de
desplegado.

Tal como hemos descrito en el Capitulo 4, desplegar consiste esencialmente en
reemplazar una llamada por su definicién, usando sustituciones apropiadas. En ge-
neral, las técnicas de EP incluyen criterios de parada para garantizar la terminacion
del proceso.

Por consiguiente, se trata de un tipo de trasformacion automética (esto es, el
proceso de EP puede ser completado sin intervencién humana), lo que constituye
un importante rasgo diferenciador de estas técnicas con respecto a otros métodos
de transformacion de programas [Burstall y Darlington, 1977; Pettorossi y Proietti,
1994].

La EP ha sido ampliamente utilizada en diferentes paradigmas de programa-
cion declarativa, como es el caso de la programacion funcional [Consel y Danvy,
1993; Jones et al., 1993; Turchin, 1986], la programacion logica [Gallagher, 1993;
Komorowski, 1982; Lloyd y Shepherdson, 1991; Pettorossi y Proietti, 1994], donde
se denomina habitualmente deduccidn parcial y la programacion logico—funcional
[Alpuente et al., 1998; Albert et al., 1998, 1999]. También ha sido aplicada al area
de lenguajes imperativos (por ejemplo, el lenguaje C [Consel et al., 1996]). Aunque
los objetivos son similares, las técnicas son a menudo diferentes debido a los distintos
modelos computacionales subyacentes.

Las técnicas convencionales de deduccién parcial de programas logicos se apoyan
frecuentemente en la propagacion de pardmetros via unificacion [Gliick y Sgrensen,
1994], lo que forma parte del principio mismo de resolucion. En este contexto, los
datos de entrada son proporcionados al sistema como argumentos parciales de un
objetivo (en la mayoria de los casos, una férmula atomica). Dado un programa P y
un conjunto de dtomos S, para todo A € S, se construye para P U {«< A} un éarbol
de busqueda parcial finito, 7(A). En el proceso de construccion del arbol, conforme a
cierto criterio, los atomos son desplegados o no desplegados. Entonces, el programa
residual P’ se obtiene recogiendo el conjunto de resultantes, que se construyen como
sigue: i) considerando las hojas de ramas de no fallo de 7(A), digamos Q1,..., Q,,
y las sustituciones computadas a lo largo de estas ramas, digamos 61,...,0,, y fi-
nalmente ii) construyendo las clausulas: A46; «— Qq,..., A0, — Q,, que son los



7.1. Introduccién 195

resultantes. La restriccion para especializar férmulas atomicas esta motivada porque

los resultantes deben ser clausulas de Horn.

Se garantiza la correccion fuerte de la transformacion cuando P’ U {G} es S-
cerrado, esto es, todo atomo de P’ U {G} es una instancia de un atomo de S. Es
necesaria una condicién de independencia, que se cumple si ningtin par de a&tomos de
S tiene una instancia comiin, para garantizar que el programa residual P’ no genera
respuestas adicionales [Lloyd y Shepherdson, 1991].

Ademés, la EP se ha aplicado extensivamente a una gran variedad de proble-
mas concretos entre los que pueden citarse [Jones et al., 1993]: la especializacion de
consultas en bases de datos; la demostracién automaética de teoremas; la optimiza-
cion del procedimiento de trazado de rayos en el area de la generaciéon de graficos
por computador; el mantenimiento del software y la comprensién de programas; el

entrenamiento de una red neuronal; y la especializacién de simuladores de circuitos.

En este capitulo adaptamos las nociones clasicas de EP al contexto de la progra-
macién légica multi-adjunta y mostramos su idoneidad para obtener programas mas
eficientes. Ademaés, observamos ciertas relaciones entre la obtencién de reductantes
descritos en el capitulo anterior y las técnicas clasicas de la evaluacién parcial. Estas
semejanzas nos sugieren un método para calcular reductantes usando técnicas de
EP en el contexto difuso, lo que supone una aplicacién completamente novedosa en

dicho contexto.

La importancia de relacionar el concepto de EP de un atomo en un programa
l6gico multi-adjunto con la construccién de un reductante para dicho atomo, estriba
en el hecho de que un célculo eficiente para este ultimo concepto resulta vital si
realmente estamos interesados en disponer de sistemas con garantias de completitud
para este tipo de lenguajes.

La idea consiste en disminuir el impacto negativo de la incorporacién de reduc-
tantes a un programa logico multi-adjunto, a través de un preproceso en el que
los reductantes son parcialmente evaluados antes de incluirlos en el programa final:
puesto que la fase de EP produce un conjunto refinado de reductantes, el esfuerzo
computacional realizado (s6lo una vez) en tiempo de generacion es evitado (muchas
veces) en tiempo de ejecucion.

Partiendo de las técnicas clasicas de evaluacién parcial para programas légico-
funcionales ensayadas en nuestro grupo [Alpuente et al., 1997a; Albert et al., 1998],
y de la experiencia en adaptar la transformaciéon de desplegado en la programa-

cion logica difusa (como concretamos en los Capitulos 4 y 5), en este capitulo nos
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proponemos abordar entre otras las siguientes tareas:

= Definir el concepto de EP para programas y objetivos 16gicos multi-adjuntos,
adaptando las técnicas que surgieron en el campo de la deducién parcial de
programas logicos puros [Gallagher, 1993; Komorowski, 1982; Lloyd y Shep-
herdson, 1991; Pettorossi y Proietti, 1994], pero haciendo uso ahora de la regla
de desplegado que desarrollamos en el Capitulo 4 para esta clase de programas
l6gicos borrosos. Obedeciendo a esta idea, trataremos de desplegar objetivos
dando pasos admisibles, tanto como sea posible, a fin de obtener una versiéon

optimizada (especializada) del programa original.

= Como aplicacién immediata del nuevo marco de EP, ilustrar sus beneficios
mediante algunos ejemplos sencillos de especializacién, donde se obtienen pro-

gramas que se ejecutan mas eficientemente que los originales.

= Proponer un procedimiento para obtener reductantes usando técnicas de EP,

lo que supone una aplicacién completamente novedosa en el nuevo contexto.

= Definir el concepto de PE-reductante que generaliza el reductante de Medina
et al. [2004] y 1-reductante que introducimos en la Definicién 6.1.2.

= Obtener los PFE-reductantes haciendo uso de técnicas de evaluacion parcial con
umbralizacién, lo que nos permitird reducir su expresiéon y acortar o disminuir

asimismo aquellas secuencias de derivacion en las que intervengan.

= Disenar, ademés, un algoritmo para computar los llamados PE-reductantes
mediante técnicas de evaluacién parcial basadas en desplegado con un conjunto

de umbrales dinamico.

= Discutir en ejemplos representativos los beneficios de nuestras técnicas, refi-
riendo la ganancia en eficiencia no sélo cuando construimos el propio PE-

reductante, sino también cuando lo usamos en la ejecuciéon de objetivos.

= Abordar finalmente, en la Seccion 7.8, propiedades formales de los PE-re-
ductantes y los beneficios que aporta su incorporacién a los programas multi-

adjuntos.

Parte del material que figura en este capitulo se encuentra publicado en [Julian et al.,
2006b], [Julidn et al., 2007c], [Julidn et al., 2007b] y [Julidn et al., 2009].
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7.2. Conceptos basicos

En lo que sigue construiremos, por primera vez, un marco de evaluacién parcial para
programas légicos multi-adjuntos, mostrando su aptitud para especializar programas
tal y como se ha hecho tradicionalmente en otros contextos declarativos. Empeza-
mos por formalizar las nociones béasicas involucradas en la evaluacién parcial de

programas logicos multi-adjuntos.

Definicién 7.2.1 (Resultante). Sea P un programa multi-adjunto y sea Q un obje-
tiwo. Dada una secuencia de pasos admisibles e interpretativos (Q ;id) —T (Q' ;0),
cuya longitud es estrictamente mayor que cero, definimos el resultante de esta de-
rivacion (posiblemente incompleta, si Q' es una agregacion de formulas atéomicas y
valores del reticulo) como: (Qo — Q' ;T), donde “—7” es cualquier implicacion con

un conjuntor adjunto.

Observemos que, en contraste con lo que consideramos en la semantica procedural
descrita en la Seccion 3.1, los pasos admisibles e interpretativos pueden intercalarse
en el calculo de un resultante. Ademaés, para la construcciéon de un resultante, pre-
tendemos beneficiarnos de esta ventaja aplicando tantos pasos interpretativos como
sea posible antes de ejecutar un paso admisible. Por tanto, en la practica, conce-
deremos preferencia a los pasos interpretativos sobre los pasos admisibles cuando
acometamos la EP.

Este proceso tiene semejanzas con la técnica de normalizacion' introducida en
el contexto de la programacion logico funcional para reducir el indeterminismo de
una computacion [Fay, 1979]. En consecuencia, también llamaremos normalizacion
a la secuencia de pasos interpretativos ejecutados antes de un paso de desplegado
operacional.

Asimismo, observemos que la componente “regla” de un resultante no es en ge-
neral una regla, porque el objetivo Q puede ser una agregacion de férmulas ato-
micas. Un resultante es particularmente significativo cuando el objetivo original
Q es un atomo A, ya que en ese caso el resultante (Ao «— Q ;T) es un par
(regla; grado de verdad) que forma parte del programa transformado. El siguien-

te ejemplo ilustra la nocién de resultante.

IEn una estrategia de estrechamiento normalizante un término se reescribe a su forma normal
antes de que se aplique un paso de estrechamiento. Este proceso se aplica también a estrechamiento
basado en EP y estrechamiento basado en técnicas de transformaciéon de plegado/desplegado.
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Ejemplo 7.2.2. Para el programa P dado a continuacion, para el que se considera

de nuevo el intervalo ([0, 1], <) como reticulo asociado, y el objetivo p(X),
Ri: (p(a) q(X,a); 0.7)  Rs:(s(a)—¢ t(a);  0.5)
Rz : {pla)—c s(Y); 0.5)  Rg: (s(b)r t(b); 0.8)
Rs: (p(Y)—¢ q(b, V)& t(Y); 0.8) Rr7: (t(a)— p(X);  0.9)

Ry : {g(bya)— ; 0.9) Rs : (t(b)—¢ ¢(X,a); 0.9)

se obtiene el resultante (p(a) — 0.7&10.9;1) a partir de la derivacion:
(p(X);id)— 451 (0.7&1q(X1, a); {X/a})— a517%4(0.7&.0.9; { X /a, X1 /b})

Adviértase que un paso admisible dado con el resultante y el objetivo p(X) simula los
efectos de los dos pasos admisibles dados en la anterior derivacion, lo que evidencia
la mejora introducida por el proceso de EP en el programa transformado final.

Por tanto, en general, el resultante condensa en un sélo paso toda la informacion
de la derivacion original correspondiente al objetivo A (de ahi su nombre). También
compila la informacién del grado de verdad en la primera componente del par. Asi,
para reproducir el efecto de la derivacién original, es suficiente tomar como grado
de verdad del resultante el supremo del reticulo L.

Tradicionalmente, la evaluacion parcial de un objetivo atomico se define constru-
yendo arboles de busqueda incompletos para el objetivo y extrayendo la definicion
especializada —los resultantes— a partir de las ramas (desde la raiz hasta la hoja) que
no son de fallo. Para el lenguaje de programacion légica multi-adjunta no existen
hojas de fallo, dado que si ninguna regla del programa unifica con el objetivo, se da
un paso de computaciéon con la regla AS3 de la Definicién 3.1.1.

En la definicion posterior, adaptamos al nuevo contexto la nocién clasica de arbol
de desplegado.

Definicién 7.2.3 (Arbol de desplegado). Sea P un programa multi-adjutno y Q un
objetivo. Un arbol de desplegado 7, para P y Q (usando la regla de computacion @)
es un conjunto de pares de nodos (objetivo; sustitucién) verificando las siguientes
condiciones:

1. El nodo raiz de 7, es (Q ;id), donde id es la sustitucion identidad.
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2. SiN; = (Q[A];0) es un nodo de 7, y suponemos que p(Q) = A es el dtomo se-
leccionado, entonces para cada regla R : (H «— B;v) en P, con 0 = mgu({H =
A}), Nij = ((Q[A/v&B])8; 00) es un nodo de T,.

3. Si N; = (QQ(r,")];0) es un nodo de 1,, Nij = (Q[Q(r, ") /Q(r,)]);0) es
un nodo de T,.

Observemos que el segundo y tercer caso estédn asociados, respectivamente, a la
ejecucion de un paso admisible del tipo AS1 contemplado en la Definicion 3.1.1 y
de un paso interpretativo conforme a la Definicién 3.1.6.

Un 4arbol de desplegado incompleto es un arbol de desplegado que puede contener
también hojas donde ningtin d4tomo (o expresion interpretable) ha sido seleccionada
para un posterior paso de desplegado. Es decir, permitiremos terminar una derivacion
en cualquier punto adecuado.

Definicién 7.2.4 (Evaluacién parcial de un atomo). Sea P un programa multi-
adjunto, A un objetivo atémico, y T un drbol de desplegado finito (posiblemente
incompleto) para P y A, conteniendo al menos un nodo ademds de la raiz.

Sea {Q; | i = 1,...,k} el conjunto de hojas de T, y P' = {(Ao; — Q; ;T) |
i =1,...,k} el conjunto de resultantes asociado con el conjunto de derivaciones
{{A sid) = (Q; ;0:) | i =1,...,k}. Entonces, el conjunto P’ se llama evaluacion
parcial de A en P (usando 7).

Ejemplo 7.2.5. Dado el programa P del Ejemplo 7.2.2, podemos construir el si-
guiente drbol de desplegado de nivel 3 (esto es, todas sus ramas se han desplegado
no mds de 3 pasos) para el programa P y el dtomo p(X):

X)
/”Q/ \
0.8&¢(q(b, Y3)&rt(Y3))

0.7&1q(X7, a) 0.5&¢5(Yz)
Ra | 0 Rs 0 Re 0 Ra | 0
0'7&0'9 0.58&¢(0.5&¢t(a)) 0.58¢(0.8&.t(b)) 0.88&¢(0.9&t(a))
Rr | 0 Rs | 0 Rr | 0

0.5&¢(0.5&¢(0.9&1p(X4)))  0.5&¢(0.8&1(0.9&cq(Xs,a)))  0.8&¢(0.9&1(0.9&.p(Xs)))
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en el que las sustituciones de cada estado se anotan en la rama que lleva al mismo,
salvo para el nodo raiz que tiene asociada la sustitucion id; por simplicidad, las
restringimos a las variables del objetivo, de modo que § = {X/a} y o = {X/Ys}.
Cada vez que se usa una cldusula se renombran sus variables y, ademds, los nodos
donde los pasos de normalizacion han originado nodos adicionales, se encierran en
cajas. A partir de este drbol obtenemos el conjunto de resultantes

R : (p(a)«— 0.6;1)
RE : (p(a)«— 0.5&¢(0.5&¢(0.9& p(X4))); 1)
RY - (p(a)«— 0.5&¢(0.8&1.(0.9&¢¢(X5,a))); 1)

Ry : (p(a)— 0.8&¢(0.9&1.(0.9&1p(X5s))); 1)

Es sencillo extender la Definicién 7.2.4 a un conjunto de féormulas atémicas. Si S es
un conjunto finito de 4tomos, entonces una evaluaciéon parcial de S en P (también
llamada una evaluacion parcial de P con respecto a S) es la union de las evaluaciones
parciales de los elementos de S en P.

La restriccion de especializar objetivos atémicos no es una limitacién severa que
impida la especializacién de objetivos mas complejos, si convenimos en realizar la
especializacion de sus componentes por separado®. Dado un programa P y un objeti-
vo compuesto Q, suponiendo que S = {By,..., B,} es el conjunto de constituyentes
atomicos de Q, la evaluacién parcial de Q en P es la evaluacién parcial de P con

respecto a S.

7.3. Reductantes frente a PFE-reductantes

En esta seccion, volvemos sobre el concepto de reductante de Medina et al. [2004] y
el concepto de 1-reductante y, después de mostrar la relacién entre la construccion

de reductantes y las técnicas propias del campo de la evaluacién parcial, superamos

2Sin embargo, es necesario admitir que se pierden algunas posibilidades de alcanzar una buena
especializacion. Esto puede evitarse introduciendo técnicas adecuadas para la reordenacién y par-
ticion de objetivos complejos en porciones més pequenas antes de pasar a su especializacion, como
se ha propuesto en el campo de la deduccion parcial conjuntiva [Gliick et al., 1996; Leuschel et al.,
1996].
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estas definiciones originales proponiedo una nocién mejorada de reductante al que
denominaremos P E-reductante.

Tal como consideramos al comienzo de la Seccién 6.1, un programa légico multi-
adjunto, interpretado en un reticulo parcialmente ordenado, debe contener todos sus
reductantes a fin de asegurar la completitud. Obviamente, esto aumenta tanto del
tamafio (normalmente infinito) como el tiempo de ejecuciéon del programa “comple-
tado” final. Sin embargo, este efecto negativo puede ser considerablemente atenuado
si los reductantes propuestos han sido parcialmente evaluados antes de incluirlos en
programa final.

La Definicién 7.3.5 posterior contemplara una nocién de reductante mas refinada
y general que la de 1-reductante (que a su vez caracterizaremos en la Definicion
7.3.2) y la de reductante de Medina et al. [2004]. Nos permitira disponer de una
aproximacion mas flexible de este concepto incorporando el uso de un arbol de
desplegado arbitrario. En efecto, si 7 es un arbol de desplegado cualquiera para
un programa P y un dtomo bésico A, es posible construir la versiéon refinada que
nosotros llamaremos PE-reductante para A en P. Mostraremos cémo este nuevo
concepto, que usa técnicas de evaluaciéon parcial y extiende a los primitivos, resuelve
los problemas referidos anteriormente.

En el capitulo anterior hemos contemplado un concepto de 1l-reductante que
es una reformulacion del debido a Medina et al. [2004]. Volvemos a traer aqui su

definicién para ligarla a nociones de EP de programas lo6gicos multi-adjuntos.

Definicién 7.3.1. Sea P un programa multi-adjunto y A un dtomo bdsico. Si
{{(Hj—Bs;v;) € P : 30;,/A = H;0;} es el conjunto (no vacio) de reglas de P cu-
ya cabeza unifica con A, el 1-reductante de A en P es la regla

<A<—@sup((1]1&181)91, ceey (vn&an)Hn), T>

Nos interesa destacar ahora que este 1-reductante puede construirse usando técni-
cas propias del campo de la evaluacién parcial, tal y como vemos en la siguiente
definicion.

Definicién 7.3.2 (Construccion de 1-reductantes). Dado un programa P y un ob-
jetivo atémico bdsico A, enumeramos los siguientes pasos en la construccion de un

1-reductante para A en P:

1. Construir el drbol de desplegado de nivel 1, 7, para P y A, esto es, el drbol

obtenido ejecutando un sdlo paso de desplegado sobre el dtomo A en P.
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2. Recolectar el conjunto de hojas de T:

S = {<(U1&'1Bl)91§ 91); cees <(Un&'n6n)9n§ 9n>}
3. Construir la regla (A — Qg ((v1&1B1)01, . .., (Vn&nBr)0n); T).

Ejemplo 7.3.3. Dado el reticulo (]0,1], <), donde “<” es el orden usual, conside-

remos el siguiente programa logico multi-adjunto P:

Ri : (p(a)—v ¢(X, a); 0.7) Rs : (q(ba)— ; 0.9)
Ra : (pla)—e s(Y); 0.5) Re : (s(a)—¢ t(a); 0.5)
R (p(Y)— ; 0.6) Rz (s(b)—; 0.8)
Ra: (p(Y)—c q(b, V)& t(Y): 0.8) Rs : (t(a)—1 p(X); 0.9)

El drbol de desplegado de nivel 1 para el programa P y el dtomo p(a) es:
(p(a);id)

Ri1 Ra

(0.7&1q(X1,a);id) (0.5&cs(Y2);id) (0.6;{Y3/a}) (0.8&c(q(b,a)&.t(a));{Ya/a})

a partir del que obtenemos el PE-reductante:
(p(a) — @sup(0~7&LQ(X1a a)a 05&65(}/2% 06; Og&G(Q(ba a)&Lt(a))); 1>

Por otra parte, volvemos a contrastar las semejanzas/diferencias entre esta regla y

el reductante aportado por la Definicion 6.1.1:
(p(a) « Q(q(X1,a),s(Y2),0.6,q(b, a)&rt(a)); 1)
donde Q(by, by, by, by) = sup{0.7&b1, 0.5&gbs, b3, 0.8&cbs}.

Tal como vamos a considerar en la proxima subseccion, la Definicion 7.3.2 de 1-
reductante puede generalizarse, conduciendo a una aproximaciéon més flexible de
este concepto, si permitimos desplegar arboles de cualquier nivel. En efecto, usando
un arbol de desplegado arbitrario, 7, para un programa P y un atomo basico A, es
posible construir una versién més refinada de la nocién de reductante como sugiere

el ejemplo inmediato.
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Ejemplo 7.3.4. La figura muestra un drbol de desplegado para el programa P del
Ejemplo 7.2.2 y el dtomo bdsico p(a) de nivel 3 (esto es, todas sus ramas han sido

desplegadas no mds de 3 pasos).

R1 id Ro2 id R3 01

0.7&1q(X1,a) 0.8&¢(q(b, a)&rt(a))

R4 92 94 R4 91
0'7§‘;O'9 0.5&¢(0.5&¢t(a)) 0.58&¢(0.8&1t(b)) 0.8&¢(0.9&:t(a))
R7 91 94 R7 01

0.5&¢(0.5&¢(0.9&1p(X4)))  0.5&¢(0.8&1(0.9&¢q(X5,a)))  0.8&¢(0.9&:(0.9&1p(Xs)))

con 01 = {Y3/a},02 = {X1/b},05 = {Ya/a},04 = {Y2/b}. Recogiendo las hojas
del mismo, obtenemos el reductante (p(a) — @g,,(0.6;0.58&¢(0.58&¢(0.9&Lp(X4)))
;0.5&¢(0.8&1,(0.9&¢q(X5,a))); 0.8&¢(0.9&1(0.9&1p(X6)))); 1).

La principal novedad de la siguiente nocién de PE-reductante (que generaliza tanto
el reductante de Medina et al. [2004] como nuestra nociéon previa de 1-reductante
que ha sido introducida por primera vez en [Julian et al., 2006b]), es el hecho de que
estd basada directamente en el conjunto de hojas de un arbol de desplegado dado.

En lo sucesivo suponemos que « es la implicacién de cualquier par adjunto

(= &).

Definicién 7.3.5 (PE-reductante). Sea P un programa multi-adjunto, A un dtomo
basico, y T un drbol de desplegado para A en P. Un PE-reductante para A en P con
respecto a T, es una regla (A— Qg (D1,...,Dy); T), donde la funcion de verdad
del agregador Q,, se define como Qg,(dy, ..., d,) = sup{dy,...,d,}, y D1,..., Dy
son, respectivamente, las hojas de T.

Es obvio que si 7 es un arbol de desplegado de nivel 1 para A en P, el PE-reductante
para A en P coincide con el 1-reductante. Ademés, téngase en cuenta que nuestra
definiciéon de PE-reductante respeta la sintaxis del lenguaje multi-adjunto (véase la
Seccién 3.1), donde los grados de verdad y las conjunciones adjuntas estan efectiva-
mente admitidas en el cuerpo de las reglas de programa.

Como en el caso de los resultantes, los PFE-reductantes incorporan informacion

acerca de todos los aspectos relevantes de las reglas (H;«; B;;v;) usadas en la
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evaluacion del atomo A: el grado de verdad v;, la implicacion adjunta y los operadores
conjuncion, las sustituciones computadas y las instancias de los cuerpos B;.

Por otra parte, fijado el programa P y el dtomo basico A, si {(H;<;B;;v;) € P :
30,/A = H;0;} es el conjunto —no vacio— de reglas de P cuya cabeza unifica con A
y suponiento que el &rbol de desplegado elegido es un arbol de nivel 1, entonces el
PE-reductante es la regla (A—Qg,,((11&181)01, - . ., (Vn&nBr)0r); T), que coincide
con el 1-reductante y cuya forma se asemeja notablemente al que aporta la Definicién
6.1.1.

Conviene observar que un PFE-reductante puede construirse, a partir de la nocién
de arbol de desplegado, a través del siguiente procedimiento.

Definiciéon 7.3.6 (Construccion de PE-reductantes). Sea P un programa multi-
adjunto y A un objetivo atdmico bdsico. Enumeramos los siguientes pasos en la
construccion® de un PE-reductante de A en P:

1. Construir un drbol de desplegado, 7, para P y A, esto es, el drbol obtenido al

desplegar el dtomo A en el programa.

2. Recolectar el conjunto de hojas S = {D1,...,D,} de 7.

3. Construir la regla (A — Qgyp(D1,...,Dy); T), que es el PE-reductante de A

en P con respecto a T.

El ejemplo que sigue contempla un P FE-reductante obtenido a partir de un arbol de
desplegado de nivel 3 (esto es, todas sus ramas han sido desplegadas no mas que 3

pasos).

Ejemplo 7.3.7. Sea P el programa del Ejemplo 7.3.3 y consideremos el dtomo p(a).
En la figura siguiente, se encierran en cajas los nodos en los que se aplican pasos
de normalizacion originando nodos adicionales. Recolectando las hojas del posterior

arbol de desplegado, obtenemos el PE-reductante:
R = (p(a) — Qsup(0.6,0.58&¢(0.5&¢(0.9&1p(X5))),0.5,0.6,0.88&¢(0.98&(0.9&,
p(X6)))); 1).

3Este proceso extiende al que contempla la Definicién 7.3.2.
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(p(a)y id)
R1 Ra Ra
(0.7&1q( X1, a); id) (0.5&55(Y2): id) (0.6; Y3 /a}) (0.8%a(g(b, 8)&1t(a)); {Ya/a})
Rs Re R~ Rs

(0.7&10.9; { X1 /b})
(0.6; {X1 /b})

(0.5&¢0.8; {Y2/b})
(0.5;{Y¥2/a})

0.5&¢(0.5&¢t(a)); {Y2/a}

(0.8&¢(0.9&t(a)); {Ya/a})

Rs RS

(0.586(0.5&6(0.9&.p(X5))); { Ya /a}) (0.8826(0.9&(0.9&.p(X6))); {Ya/a})

Dado que esta formulacién estd basada en técnicas de evaluacién parcial, puede verse
como un método que produce una especializaciéon de un programa con respecto a un
objetivo atémico que, en particular, permite computar la mayor respuesta correcta
para dicho objetivo.

Aunque para el mismo programa P y atomo béasico A es posible obtener distintos
reductantes, dependiendo de la precisién del arbol de desplegado generado, justifica-
remos oportunamente que todos ellos permiten computar la misma mayor respuesta

correcta para el objetivo A.

7.4. Construcciéon umbralizada de PFE-reductantes

Si en el proceso de construccion de un PFE-reductante, partimos de un arbol de
desplegado umbralizado en lugar de uno arbitrario (como habiamos contemplado
hasta el momento), podremos usarlo para obtener respuestas computadas para un
objetivo dado con mucho menor esfuerzo computacional.

Esta construccion de reductantes usando técnicas de evaluacién parcial con um-
bralizacién pretende reducir drasticamente el tamano de los arboles de desplegado
a partir de los que se obtiene el reductante.

La idea es combinar el propio proceso de evaluacién parcial con técnicas de um-
bralizaciéon, para lograr los siguientes beneficios extra:

e La construccién del arbol de desplegado subyacente consume menos recursos
computacionales (tanto memoria como CPU) al podar ramas innecesarias del ar-

bol y, por tanto, reduciendo drésticamente su tamano.
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e Como consecuencia directa de lo anterior, se simplifica de manera notable la forma
del reductante obtenido.

e Por iltimo, aquellas secuencias de derivacién realizadas en tiempo de ejecucion,
requieren menos pasos de computacién cuando usamos esta nocién refinada de PE-
reductante, no sélo por los pasos ahorrados en tiempo de PE, sino también por los
que se han eliminado definitivamente al umbralizar.

En lo que sigue aportamos un algoritmo eficiente para la construccién de un PFE-
reductante basado en desplegado con un conjunto de umbrales dindmicos. Previa-
mente, introducimos algunos resultados de caracter bésico en los que se fundamenta
el algoritmo. Posteriormente, mostraremos los beneficios de esta técnica sobre un

ejemplo comparativo.

7.5. Cota superior de una computacién y umbrales

En el contexto de una computacién difusa parece l6gico omitir una derivacién si hay
evidencias de que conduce a una respuesta computada difusa cuyo grado de verdad
caera por debajo de un cierto umbral V. En nuestro marco, esta situaciéon puede ser
detectada “por anticipado”, es decir, antes de que la computacién difusa haya sido
completada. El resultado posterior facilita la base tedrica que nos permite sostener

esta afirmacion.

Proposicion 7.5.1. Sea (L, <,+1,&1,...,p, &,) un reticulo multi-adjunto. En-

tonces, para todo z,y € L, se verifica: (1) z&;y < z, (2) z&;y < .

Demostracion. El apartado (1) es una consecuencia sencilla de la definicién de reticu-
lo multi-adjunto (véase la Definicion 2.5.1). En primer lugar, x&;y < x&;T puesto
que el operador &; es, por definicion, creciente en ambos argumentos —es decir, si
T1,%2,x3 € L'y ©1 < xo entonces z1&;x3 < x2&;x3 v w3801 < w38g;mo—y T es el
supremo de L —esto es, y < T para todo y € L—. Ademas, el operador adjunto &;
satisface también, por definicion de reticulo multi-adjunto, que x&; T = x para todo

x € L, lo que concluye la demostracion. La prueba de (2) es totalmente anéloga. [

El resultado posterior es un corolario sencillo de la Proposicién 7.5.1 y muestra que

inf{x,y} es una cota superior de z&;y.
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Proposicion 7.5.2. Sea (L, <,1,&1,...,np, &) un reticulo multi-adjunto. En-

tonces, para todo x,y € L y toda conjuncion adjunta &;*, se tiene: x&;y < inf{x,y}.

Como consecuencia de la Proposiciéon 7.5.1, merece la pena destacar que, en un paso
admisible (Q[A]; o) —as ((Q[A/v&;B])b; ob), (el grado de verdad de) la componen-
te v&; B, introducida por la regla, es menor o igual que su grado de verdad v. Y esto
es independiente del grado de verdad eventualmente computado para el subojetivo
B. Por tanto, si el objetivo Q estd compuesto por conectivas que satisfacen las con-
diciones de la Proposicién 7.5.1 (notemos que esta restriccion es trivialmente cierta
para un objetivo atémico), v es una cota superior del grado de verdad computable
para Q.

La consideracién anterior nos encamina, de manera natural, a la nocién de desple-
gado umbralizado, donde sélo se permite ejecutar pasos de desplegado que conduzcan
a nodos con un grado de verdad previsiblemente mayor que (0 no comparable con)
un umbral V. En otros términos, cuando la cota superior del grado de verdad de un
nodo cae por debajo del umbral V, se evita el desplegado del mismo. En la préxima

seccién se precisa este concepto.

7.6. Un algoritmo concreto

Suponemos en esta seccion que todas las conectivas considerados satisfacen la Pro-
posiciéon 7.5.1. En la practica, esto no conlleva una severa pérdida de generalidad.
Durante la construcciéon de un PE-reductante muchos pasos de desplegado son
inutiles, puesto que generan nodos hoja que no aportan informacion significativa a la
computacion final del supremo. En efecto, en el Ejemplo 7.3.7, el nodo (0.5; {Y3/a})
no es significativo, ya que 0.5 < 0.6 —el grado de verdad de un nodo hoja totalmente
evaluado— ni el nodo (0.5&¢(0.5&¢(0.9&.p(X5))); {Y2/a}), ya que, por la Proposi-
ci6on 7.5.1, incluso en el caso en que la evaluacién completa subsiguiente del subobje-
tivo p(X5) alcanzara el supremo T de L, tenemos 0.5&G(0.5&G(0.9&LT)) <0.5<0.6.
Asi, el PE-reductante para p(a) en el programa del Ejemplo 7.3.7 puede escribirse

en una forma més precisa/simplificada como:

(p(a) < Q4 {0.6,0.88¢(0.9&1(0.9&p(X6))) }; 1)

4Los resultados de la Proposicién 7.5.1 y la Proposicién 7.5.2 que hemos obtenido para el opera-
dor adjunto &; se extiende sin dificultad para una t-norma cualquiera sin més que tener en cuenta
la Definicién 1.3.1.
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Podemos optimizar la construccién de P E-reductantes si usamos una adaptaciéon de

la nocién de arbol de desplegado (Definicion 7.2.3) en la que:

i) los nodos contienen informacién acerca de una cota superior del grado de ver-

dad asociado a la componente objetivo; y

i1) un conjunto de umbrales se ajusta dinAmicamente para limitar la generacion de
nodos indtiles. Este altimo aspecto facilita grandes oportunidades para reducir
el tamano del arbol de desplegado, deteniendo el desplegado de aquellos nodos
en los que la componente (cota superior del) grado de verdad quede por debajo

de un cierto umbral V.

Teniendo en cuenta estos hechos, proponemos un procedimiento de construcciéon
en dos fases. En la primera fase, construimos (recorremos) un arbol de desplegado
umbralizado incompleto, para un programa P y un objetivo A, intentando limitar
la generaciéon de nodos inttiles. En la construccién de este arbol, almacenamos los
nodos hoja en una lista. En la segunda fase, en la que construimos el PFE-reductante,
recorremos la lista anterior y eliminamos los nodos hoja que no pueden contribuir a
la computaciéon del supremo.

Como en un procedimiento de prueba clasico, tres puntos son importantes: la
regla de computacion (es decir, la funcion de selecciéon usada para decidir qué atomo
debe ser explotado en el siguiente paso de computaciéon®); el orden de exploracion
de las reglas del programa (esto es, el orden en que se ensayan las reglas para el

desplegado) y la estrategia de btisqueda (en anchura o en profundidad).

Asumimos que el algoritmo que presentamos a continuacién es paramétrico con
respecto a todos estos puntos, asi como también respecto a un criterio de parada

que asegure la terminacién de los sucesivos pasos de desplegado®.

Algoritmo 7.6.1 (Desplegado con un conjunto de umbrales dindmicos).

5Hemos probado en el Teorema 3.1.11 un resultado de independencia de esta funcion de seleccién,
como es también usual en otros paradigmas légicos puros. De manera similar a PROLOG, en los
ejemplos, siempre explotamos el a&tomo que se encuentra en la parte méas a la izquierda de un
objetivo dado.

8El problema de terminacién local puede resolverse de una forma simple, imponiendo un nivel de
profundidad méaximo para el desplegado, o usando aproximaciones mas refinadas como los métodos
basados en 6rdenes bien fundados o similares (véase, [Arts y Giesl, 2000a; Lee et al., 2001]).
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>>>>> [ENTRADA]: Un programa P y un atomo basico A.
1. Inicializar HOJAS =[] (lista vacia), y UMBRALES = [1];
2. Construir el nodo raiz (A;id; T) e inicializar ABIERTO = [(A;id; T)];
3. Mientras ABIERTO # || hacer:
a) Elegir un nodo, digamos N;, de la lista ABIERTO (siguiendo la
estrategia de bisqueda);

b) Si N; satisface el criterio de parada, entonces afiadir el nodo N; a la
lista HOJAS;

¢) En otro caso, supongamos que N; =  (Q[E];o;u), donde E es el atomo
seleccionado en Q (siguiendo la regla de computacidn);
Para cada regla R; : (H < B;v) € P (siguiendo el orden de exploracidén de
reglas), con 0 = mgu({E = H}) y NO EXISTE ningin ¥V € UMBRALES tal
que v <V hacer:
= Generar el nodo hijo Nj; = ((Q[E/v&B])8; o0;inf{u,v});
= Normalizar la primera componente del nuevo nodo M] Esto
es, aplicar una secuencia (maximal) de pasos interpretativos:
((QIE/v&B])8;00) —7Tg ((Q';00). De este modo, obtenemos un nuevo
nodo /\/'i’j = (Q';00;inf{u,v}).
» 8i Q' =r € L, entonces
e Si NO EXISTE ningan V € UMBRALES tal que r < V:
o Sea W C UMBRALES el mayor subconjunto (posiblemente

vacio) de valores comparables con r tal que 7 > ) para cada

Vew;
o Reemplazar el conjunto W por {r} en UMBRALES.

» En otro caso (Q’ # r € L, es decir, el nodo no estd completamente
evaluado), afiadir el nodo Ni/j a la lista ABIERTO;

4. Eliminar los nodos (Q(ri,...,rn,B1,...,Bm);¢;w) en HOJAS verificando que,
existe VEUMBRALES, tal que w<V 9 @(h,...,rn,T,...,T) < V.

>>>>> [SALIDA]: Listas UMBRALES y HOJAS.

Como hemos visto, el algoritmo trabaja con cuatro listas:
= ABIFERTO, que contiene los nodos a desplegar;
= HOJAS, que contiene los nodos que satisfacen algtin criterio de terminacion;

» UMBRALES, que almacena un conjunto de nodos completamente evaluados

(no comparable entre ellos) que son usados como umbrales.

En lineas generales, solo permitimos desplegar un nodo (por medio de un paso admi-
sible) cuando se usa una regla con grado de verdad v tal que v no es comparable con
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ningin V € UMBRALES, o v > V para algin V € UM BRALES. En otro caso,
como consecuencia directa de la Proposicion 7.5.1, alcanzaremos un nodo (objetivo)

cuya posterior evaluaciéon nunca originaria un grado de verdad mayor o igual V.

La inclusién de un paso de normalizacion (es decir, una secuencia de pasos de
desplegado interpretativo) después de cada paso de desplegado operacional mejora
la probabilidad de obtener nodos totalmente evaluados y, por tanto, la posibilidad de
refinar dindmica y eficientemente el conjunto de umbrales. De este modo, podemos
prescindir de muchos nodos iniitiles.

Obsérvese que la lista HOJAS puede gestionarse como una estructura LIFO
(pila) o una estructura FIFO (cola), lo que se corresponde (respectivamente) con la

generacion /recorrido en profundidad o en anchura del arbol de desplegado.

La experiencia nos muestra que, en general, no existen ventajas (con respecto a
la eliminacion de nodos inutiles) cuando elegimos una estrategia en anchura o una
en profundidad. Disponemos de ejemplos en los que la estrategia en anchura tiene
mejor comportamiento en comparacion con la estrategia en profundidad y viceversa.
Ademas, no existe evidencia que indique si una regla de computacion concreta puede
puede mejorar la eliminaciéon de nodos iniitiles.

Sin embargo, el orden de exploraciéon de las reglas tiene mayor impacto en la
supresién de nodos innecesarios. Entendemos que un orden de exploracién que se-
leccione las reglas del programa en funcién del numero de 4tomos de sus cuerpos,
concediendo preferencia a los hechos sobre el resto de reglas, tiene (posiblemente)
el mejor comportamiento ya que se generan més rapidamente nodos completamente

evaluados. Finalmente, si los conjuntos
UMBRALES ={ri,...,rm} HOJAS = {{Q1;¢15w1), ..., (On; Pnjwn) }

dan las listas de umbrales y hojas que devuelve el Algoritmo 7.6.1, el PE-reductante
de A en P es:

(A—Qup{r1,...,7m, Q1,...,Qn 1 T)

Ejemplo 7.6.2. Sea P el programa del Ejemplo 7.5.8 y témese el (mismo) objetivo
p(a). Supongamos ahora un orden de exploracion de las reglas en el que las reglas de
P se ensayan en el orden que se relacionan a continuacion para el desplegado y un

criterio de parada que sélo permita desplegar hasta el nivel 3.
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Ri:{pY)—; 0.6)

Rs5 : (pla)—¢ s(Y); 0.5)
Re: (g(ba)—; 09 Ry (ta) s p(X); 0.9)
R : {s(b) 0.8) R : (s(a)«¢ t(a); 0.5)

Ra: (pla)er ¢(X,a); 0.7) Rs : (p(Y)e—c q(b, Y )&y t(Y); 0.8)

Después de fijar V = 0 y constuir el nodo raiz (p(a);1)7, aplicando la secuencia de
pasos del Algoritmo 7.6.1, obtenemos el siguiente drbol de desplegado umbralizado
de nivel 3 para el programa P y el dtomo bdsico p(a) (que, para este ejemplo, es
independiente de la estrategia de busqueda usada en su construccion):

(p(a); 1)
Ri Ra Rs
(0.6;056) (0.7&1q(Xz2, a);0.7) (0.8&(q(b, a)&t(a)); 0.8)
Ro Ra

(0.7&+10.9;0.7)
(0.6; 0.6)

(0.8&¢(0.9&+(a)); 0.8)

Re

(0.8&(0.9&1.(0.9&1p(X3))); 0.8)
Observemos que, originariamente, el paso de desplegado ejecutado con la regla R4
conduce al nodo hoja totalmente evaluado (0.6;0.6). Por tanto, el umbral V se ac-
tualiza a 0.6 y se evita el paso de desplegado con la regla Rs. En el nivel 2, el nodo
hoja normalizado (0.6;0.6) no altera el umbral V y dado que el grado de verdad
0.6 computado no es mayor que V, no se anade este nodo al conjunto HOJAS.

En consecuencia, obtenemos un drbol de desplegado mucho mds reducido que el
del Ejemplo 7.5.7. Finalmente, el Algoritmo 7.6.1 devuelve el conjunto de HOJAS

"En rigor, el algoritmo construye el nodo (p(a); id; 1), pero, en principio, la segunda componente
no serd relevante en la construccién de PE-reductantes de &tomos béasicos, por lo que puede omitirse.
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{(0.6;0.6), (0.8&¢(0.9&1.(0.9&.p(X3))); 0.8) }, que nos permite generar un PE-reduc-

tante mds simple:

(p(a) < Qg4p{0.6,0.88&¢(0.9&1(0.9&p(X3))) }; 1).

7.7. Un ejemplo comparativo

A continuacién mostramos sobre un ejemplo los beneficios alcanzados por nuestras
técnicas basadas en umbralizacién para calcular PFE-reductantes y las ventajas de
estos con respecto al reductante de Medina et al. [2004].

Primeramente, estamos interesados en evidenciar que el programa original no per-
mite computar una respuesta correcta determinada que si se obtiene mediante el uso
de reductantes. En segundo lugar, centramos nuestra atencién en comparar el esfuer-
zo computacional necesario para computar y ejecutar diferentes P E-reductantes, asi
como sus propios formatos, lo que pone de relieve las principales ventajas de nuestro

algoritmo.

Antes de acometer este ejemplo, deseamos introducir un breve comentario acerca
de los ejemplos previos con que ilustramos hasta ahora el concepto de reductante.
Hemos visto que las técnicas de EP son ttiles, en general, en diferentes tareas aso-
ciadas a la de ingenieria del software, independientemente de que, en el contexto
difuso, los reticulos asociados a los programas sean totalmente ordenados o (s6lo)

parcialmente ordenados.

Por comodidad, en todos los ejemplos previos, especialmente en aquéllos que
ilustran la generacion de los arboles de desplegado en las Secciones 7.2 y 7.3, he-
mos usado el reticulo totalmente ordenado ([0, 1], <). Sin embargo, como ya hemos
adelantado en la introduccién de este concepto, los reductantes son realmente in-
teresantes solo cuando el reticulo no es totalmente ordenado. Por este motivo, los

ejemplos que siguen a partir de ahora contemplaran tales reticulos.

Sea P el siguiente programa, donde la conectiva & usado en todas las reglas tiene
funcion de verdad definida por &(:L', y) =inf{xz,y}, y el reticulo (L, <) asociado esta
determinado por el diagrama de Hasse que se indica.
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Ryt (p(a)— (X, a); a)  Ra:{glb.a)—; 6) T\
Ra: (p(Y)— ¢(X;YV)&s(X)&t(Y); a)  Rs:(s(b)—; f) l
Rs: {p(a)— s(b)& t(a); T) R : (t(a)« ; 7)

/

Un arbol de desplegado de nivel 3 para el programa P y el &tomo bésico p(a) (para el
que evitamos concretar en cada nodo la componente grado de verdad que se obtiene
sin mas que anotar el correspondiente inf{u,v} del algoritmo anterior) es:

(p(a); 1)
R1 R2 Rs

(aleq(Xy,a);id)  (ad(q(X2,a)&es(Xo)&t(a)); {Ya/a})  (T&(s(b)&t(a));id)

Ra Ra Rs
<Czii6{;){()f/lb/f>}> (ade(d&s(b)&et(a)); {Y2/a, X2/b}) (T&(B&t(a)); id)
R5 RS
(T&(B&); id)

(& (6&B&t(a)); {Y2/a, X2/b})

(B;id)

A partir de este grafo podemos construir los siguientes P E-reductantes explotan-
do diferentes arboles de nivel 1, nivel 3, o nivel 3 con umbralizacién (que evita la
generacion de la rama central mostrada en la figura), respectivamente:

R = (pla)— Quup(a&(q(X1,a), a&q(Xs, a)&s(X2)&t(a)), T&(s(b)&t(a))); T)
R' = (pla)e Quup(a, a&e(0&(B&t(a))), B); T)
R" = (pla)— Quup(a, B); T)

Entonces, para el objetivo considerado p(a), podemos concluir las siguientes obser-
vaciones:

1. Por la propiedad de correccién de la programacion 16gica multi-adjunta, dado
que {«;id) y {0;id) son respuestas computadas difusas para P y p(a), también
son respuestas correctas. Ademaés, (sup{a, 8};id) = (T;id) es también una
respuesta correcta. Sin embargo, (T;id) no puede ser computada en P.
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2. Por fortuna, el PFE-reductante R nos permite obtener la respuesta compu-
tada difusa (T;id) después de aplicar 10 pasos de computaciéon como sigue:
(p(a);id) —Tg (@ (alq(X1, a), al(q(Xa, a)les(Xo)&t(a)),T &(s(b)&ct(a)));
id) —>*A(g)/ 15 (T;id). Por otra parte, aproximadamente la mitad del esfuerzo
computacional es necesario cuando usamos el PFE-reductante méas simple R’.

3. Finalmente, no s6lo R” es la regla més sencilla, sino que aporta el mejor com-
portamiento computacional, requiriendo solamente los dos pasos de compu-
tacion siguientes: (p(a);id) —8g (Qeup (v, B);id) — 15 (T;id).

7.8. Propiedades formales de los PFE-reductantes

Establecemos aqui las propiedades formales de correcciéon procedural de los PE-
reductantes. Como ya hemos visto en el capitulo anterior, es importante remarcar
que la nocién original de reductante al igual que nuestra definicién mejorada de
PE-reductante, estan referidas a atomos béasicos. Por tanto, en cualquier respuesta
computada difusa para un atomo basico dado A (incluyendo también aquéllas que se
han obtenido mediante cualquier tipo de estos reductantes), la componente sustitu-
cion es irrelevante. En esta seccién, nos aprovecharemos de este aspecto simplificador
cuando definamos y obtengamos formalmente los resultados principales.

Necesitamos hacer uso de los términos PE*-reductante para referirnos a aquellos
P E-reductantes obtenidos a partir del arbol de desplegado de nivel k, k > 1. Como ya
dijimos, el PE!-reductante coincide con el 1-reductante introducido en la Definicion
6.1.2.

En sintesis, demostraremos que el reductante de Medina et al. [2004], el PE*'-
reductante y el PE*-reductante son proceduralmente equivalentes y, si k > 1, el
PE*-reductante es mas eficiente que sus primitivos.

Todos los resultados pueden encontrarse en [Julian et al., 2009].

7.8.1. Correccion procedural y eficiencia

Justificaremos en esta seccién la equivalencia procedural entre el reductante clasico,
el PE'-reductante y el PE*-reductante. Veremos también que el PE*-reductante,
con k > 1, es mas eficiente que los anteriores. Con este proposito, formalizamos

primeramente algunas nociones y resultados previos.
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En primer lugar, denotaremos por FCA(E) el conjunto de respuestas compu-
tadas difusas o f.c.a.’s de una expresion dada (objetivo) E. Formalmente, FCA(E) =
{(r:0) | (E;id) —%g/15 (r;0),7 € L,0 = o[Var(E)]} que puede generalizarse al
conjunto de expresiones F, ..., F, del modo FCA(Es,...,E,) =FCA(E;)U---U
FCA(E,). Ademas, a fin de dar una medida del esfuerzo computacional necesario
para computar este conjunto de f.c.a.’s para una expresion dada E, denotamos por
[FCAJ(E) el numero de pasos admisibles/interpretativos diferentes que son necesa-
rios para generar todo el conjunto FCA(E).

Finalmente, puesto que trabajamos con reductantes para atomos béasicos, no se-
ra necesario prestar atencién a la componente sustituciéon de una respuesta compu-
tada difusa (r;6) y nos referiremos al valor r como la respuesta computada difusa.
En particular, podemos usar sin riesgo una versién simplificada de las nociones
de FCA y [FCA] anteriores. Es decir, podemos considerar que FCA(E) = {r €
L | (Eyid) —%g)1s (r;0)}, y [FCA](E) es el nimero de pasos admisibles/interpre-
tativos diferentes necesarios para generar el conjunto FCA(FE) referido.

Lema 7.8.1. Dado un drbol de desplegado T para un programa multi-adjunto P y
un dtomo A, sean Ey y FEy expresiones (nodos) de 7, tales que existe un paso de

derivacion de la forma Ey — a5/15 Ea. Entonces,
(1) FCA(E>) C FCA(EL), y
(2) [FCA)(E2) < [FCA](En).
Demostracion. Probamos cada uno de los resultados por separado:

(1) Es suficiente mostrar que, para cada valor r € FCA(E»), se tiene r € FCA(E).
Por hipétesis, existe un paso de derivacion D : [(E1;id) —a5/15 (E2;0)] y ade-
més, como r € FCA(E»), también existe una derivacion D' : [(Ez;id) —7 /15
(r;o’)]. Ahora, componiendo las derivaciones D y D’, tenemos la nueva de-
rivacion D" : [(Ey;id) —as/1s (E2;0) HZS/IS (r;o0’)], lo que justifica que
r € FCA(E,), como desedbamos.

(2) El resultado se obtiene trivialmente sin més que considerar que la derivacion
previa D" tiene exactamente un paso més (el primero, asociado a D) que D',
esto es longitud(D’) < longitud(D) + longitud(D’) = 1 + longitud(D’) =
longitud(D"), de lo que se deduce [FCA](Ez) < [FCA](Er).
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La proposicion siguiente afirma que, dado un arbol de desplegado de un dtomo A
(quizas basico) y un programa P, el conjunto de respuestas computadas difusas de
un nodo (estado) E es la union de los conjuntos de respuestas computadas de sus
estados sucesores (es decir, de aquellos nodos obtenidos de FE después de ejecutar un
paso admisible o interpretativo).

Proposicién 7.8.2. Dado un drbol de desplegado T para un programa P y un dtomo
A, conteniendo al menos un nodo no raiz, sea E una expresion (nodo) de T y sea
UE) ={E' | E —4s/1s E'} el conjunto de sucesores de E. Entonces, FCA(E) =

U, cu(m) FCA(E:).

Demostracion. Si E no es un valor de L y para un cierto indice i existe un paso
E — 4s/15 Es, por el resultado (1) del Lema 7.8.1, se tiene que FCA(E;) C FCA(E)

y, por la definicién de unién, concluimos

|J FCAE) c FCAE)
E,€U(E)
Reciprocamente, si r € FCA(E), demostraremos que r es una f.c.a. del conjunto
Uk, eury FCA(E:). En efecto, dado r € FCA(E), existe una derivacion £ —7 ¢ /g
r, para la que distinguimos los dos casos siguientes:

- sin = 0, entonces F es un elemento de L y se satisface trivialmente el resultado.

- sin > 0, sea I; la expresion verificando (E;id) —ag/15 (Ej;0) HZE}IS (r; ).
Entonces, r € FCA(Ej) C Up, cy(my FCA(E;), como deseabamos probar.

O

Llegados aqui, estamos en condiciones de probar el primer resultado importante de
esta seccién, que es totalmente anélogo al Teorema 6.1.4, pero ocupandonos ahora
del caracter procedural en vez del seméantico referido. Mas exactamente, veamos que
el reductante debido a Medina et al. [2004] y el PE!-reductante son proceduralmente

equivalentes.

Teorema 7.8.3. Sea P un programa multi-adjunto, A un dtomo bdsico y R =
(A— Q(By,...,B,)0;T) el reductante para A en P, donde 0 = 01---0,, y cada
sustitucion 0; es unificador de A y la cabeza de una regla (H;«—; B;;v;). El PE!-
reductante R' = (A—Qp(D1,...,Dy); T) (donde D; = v;&;B;6, 1 < i < n), obte-
nido a partir de un drbol de desplegado de nivel uno para P y A, es proceduralmente

equivalente al reductante R.
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Demostracion. Para lograr la equivalencia procedural entre ambas nociones de re-

ductantes es suficiente demostrar la igualdad
FCA(Q(By,...,B,)0) = FCA(Qgyup (D1, ..., Dy))

Por la Proposicién 7.8.2, si ejecutamos en primer lugar todos los pasos admisibles
con el PE'-reductante antes de ejecutar los interpretativos, obtenemos las mismas
respuestas computadas admisibles con ambos reductantes (para el atomo A). Ade-
mas, por la correccion total fuerte de la transformacion de desplegado interpretativo
(vease el Teorema 5.5.1), la fase interpretativa considerada por Medina et al. [2004]
conduce a las mismas respuestas computadas difusas que la ejecucién de todos los
pasos interpretativos definidos en la Seccién 3.1.2. O

Hasta el momento, hemos relacionado la nocién de reductante clasico con la de
PE!-reductante, estableciendo resultados equivalentes a nivel semantico y procedu-
ral (Teoremas 6.1.4 y 7.8.3, respectivamente). A partir de ahora, nos interesa abordar
la equivalencia entre el PE!-reductante y el PE*-reductante (Teorema 7.8.4). Ade-
mas, mostraremos que a medida que el PFE-reductante es parcialmente evaluado, las
ganancias en eficiencia son mas relevantes en tiempo de ejecucion (Teorema 7.8.5).

El resultado que sigue muestra, en una formulacién sencilla, que las respuestas
computadas difusas o f.c.a.’s de las expresiones presentes en las hojas de un arbol
de desplegado asociado al PE!-reductante, para un 4&tomo basico A en un programa
P, coincide con las f.c.a.’s de las expresiones de las hojas de un arbol de desplegado
asociado al PE*-reductante. Por tanto, el PE'-reductante y el PE*-reductante son

proceduralmente equivalentes.

Teorema 7.8.4 (Correccion Procedural). Si R! = (A~ Qgup(D1,...,Dp); T)
y R¥ = (A Qgp(D},...,D.,); T) son, respectivamente, el PE-reductante y el
PEF*-reductante para un dtomo bdsico A en un programa P, entonces, R' y R* son
proceduralmente equivalentes, es decir, FCA(Dy,...,Dy) = FCA(D,,..., D).

Demostracion. Por la Proposicion 7.8.2 se tiene FCA(A) = FCA(Dy,...,D,) =
FCA(Dy)U---UFCA(D,) y, ademés, cada FCA(D;) = FCA(Bui,...,B;), donde
Bii ,...,B,; son todos los sucesores de D;, que son férmulas del cuerpo del PE?-

reductante. Reiterando el proceso hasta alcanzar los nodos de nivel k, obtenemos
FCA(A) = FCA(DY, ..., D)) vy se verifica la tesis. O

Estamos en condiciones de introducir el siguiente resultado que complementa el
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anterior garantizando la ganancia en eficiencia alcanzada con los PE*-reductantes

en comparacion con los PE!-reductantes.

Teorema 7.8.5 (Eficiencia Procedural). Si R! = (A~ Qgup(D1,...,Dn); T) y
RF = (A Qg (D}, ...
PE*-reductante de un dtomo A en un programa P, entonces, R¥ es mds eficiente
que R' cuando k>1, es decir, [FCA|(D1,...,D,)>[FCA|(D},...,D.,,).

D!.); T) son, respectivamente, el PE'-reductante y el

)

Demostracion. Esta prueba es totalmente andloga a la del Teorema 7.8.4, pero ex-
plotando ahora también la tesis (2) del Lema 7.8.1. O

Para terminar esta seccién, en el siguiente corolario relacionamos a nivel procedural
(como consecuencia directa de los Teoremas 7.8.3 y 7.8.4) la nociéon de reductante
clasico y nuestra definicién mejorada de PE*-reductante.

Corolario 7.8.6. Sean R = (A— Q(By,...,B,);T) y RF = (A—Qy,, (D1, ..

Dn); T), respectivamente, un reductante conforme a la Definicion 6.1.1 y un PE*-

Y

reductante de un dtomo bdsico A en P. Entonces R y R* son proceduralmente equi-
valentes, es decir, FCA(Q(B1,...,B,)) = FCA(Qsup(D1,...,Dn)).
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7.9. Conclusiones
Las aportaciones de este capitulo pueden resumirse del siguiente modo.

= Hemos definido por primera vez un marco de evaluacién parcial para programas

l6gicos multi-adjuntos.

= Hemos mostrado la habilidad de esta transformacion, en el contexto multi-
adjunto, para especializar programas tal y como se ha hecho tradicionalmente
en otros contextos declarativos.

= Hemos mostrado asimismo, sobre algunos ejemplos, como esta especializaciéon

aporta programas mas eficientes.

= Hemos propuesto un método novedoso para el calculo de PE-reductantes me-

diante técnicas de evaluacion parcial.

= Hemos propuesto, asimismo, obtener el PFE-reductante a partir de un arbol de
desplegado umbralizado a fin de reducir la expresion de éste y beneficiarnos de

otras ventajas anadidas en la computacion.

= Hemos disenado un algoritmo eficiente para el calculo de PE-reductantes, que
reducird drasticamente el tamano de los arboles de desplegado que aportan
dichos reductantes usando técnicas de evaluacién parcial con umbralizacion.

= Hemos mostrado que la construccion (mediante este algoritmo) de tales arboles
de desplegado exige menos recursos computacionales y simplifica la expresion
del PE-reductante que aportan.

= Hemos contrastado que los PFE-reductantes que produce el algoritmo reducen
pasos de derivacion en las secuencias de derivacién en que intervienen.

= Hemos probado la equivalencia semantica y procedural entre el PFE-reductante,
el l-reductante y el reductante debido a Medina et al. [2004], a la vez que
contrastamos la mayor eficiencia del PFE-reductante.

= Las equivalencias anteriores, junto con la comodidad (ya referida anteriormen-
te) que supone obtener el PE-reductante a partir de técnicas de evaluacion
parcial umbralizada, reflejan las ventajas del concepto de PE-reductante res-

pecto del original.
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= El uso de estos PE-reductantes permite obtener programas residuales maés
eficientes que los originales, en los que se rebaja la longitud de las derivaciones

admisibles.



Capitulo 8

Conclusiones

El objetivo central que nos hemos propuesto en esta tesis es la introducciéon de
un conjunto de transformaciones (basadas en desplegado) para la optimizacion de
programas logicos difusos. Estas técnicas de transformacién de programas, clasicas
en programacion declarativa (logica, funcional y 16gico funcional), se han adaptado
para distintos lenguajes de la programacion logica difusa, y se han tratado con
especial incidencia en el marco multi-adjunto.

La programacion légica multi-adjunta ha sido introducida en [Medina et al.,
2001d,c] como una generalizacion de la programacién logica monotona y residuada
considerada en [Damésio y Moniz-Pereira, 2000; Dekhtyar y Subrahmanian, 2000;
Damasio y Moniz-Pereira, 2001b, 2002, 2004] que, a su vez, extiende (entre otros)
los programas l6gicos probabilisticos hibridos de Dekhtyar y Subrahmanian [2000],
los programas de bases de datos deductivas probabilisticas de Lakshmanan y Sadri
[2001], los programas logicos probabilisticos ordinarios de Lukasiewicz [2001b] y los
programas del marco de deduccién cuantitativa de van Emden [1986] (que, por su
parte, extienden a los programas de Dubois et al. [1991b]).

Por tanto, dado que la programacion légica multi-adjunta representa un marco
muy general en el que se pueden subsumir otros lenguajes 16gicos difusos, resulta
muy atractiva para formular reglas de transformacion de programas que, una vez
caracterizadas en este ambito, podrian ser trasladadas a estos lenguajes (instancias
del lenguaje multi-adjunto). Este hecho garantizaré la relevancia y generalidad de
nuestros resultados, y facilitara la difusiéon de los mismos.

Ademas, este lenguaje posee un alto nivel de expresividad y dispone de una

221
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seméantica procedural clara, lo que resulta crucial para definir las transformaciones
estudiadas (en particular, para una definicion formal de reglas de desplegado y de
técnicas de evaluacién parcial, la seméantica procedural debe estar formalizada en
términos de un sistema de transicion de estados), que es la tarea central de esta
tesis.

Nuestras principales aportaciones han sido las siguientes:

1. Lenguajes:

Entre la variedad de lenguajes de programacion logica difusa existentes en
la literatura, el descrito en [Vojtas y Paulik, 1996], al que hemos llamado f-
Prolog, es una de las referencias clasicas y lo hemos visto adecuado para definir
el concepto de desplegado de programas 16gicos difusos [Julidn et al., 2004b,c].

El lenguaje f-Prolog ha sido mejorado en esta tesis con marcas etiquetadas
para obtener If-Prolog, sobre el que hemos podido formular comodamente la
transformaciéon de desplegado, al permitir la codificacién de los programas
desplegados.

Ademas, extendimos ambos lenguajes permitiendo una interpretacién mas fle-
xible de las conectivas y admitiendo diferentes l6gicas en un mismo programa;
de este modo, es posible interpretar cada clausula con una logica diferente, lo
que enriquece notablemente su potencia expresiva. Los lenguajes resultantes
son ef-Prolog y lef-Prolog [Julian et al., 2004a, 2005¢]. Y merece ser destaca-
do el hecho de que estos lenguajes extendidos conservan las misma seméntica

operacional y declarativa que los primitivos.

Asimismo, hemos adaptado el concepto de regla de computaciéon al marco di-
fuso, y hemos demostrado la independencia de la regla de computaciéon tanto
para programas y objetivos If-Prolog (véase [Julidn et al., 2004b,c]) como para
los correspondientes del lenguaje lef-Prolog (como puede verse en [Julidn et al.,
2004a, 2005c]) que extiende a nuestro entorno el resultado obtenido por Lloyd
[1987].

Centrandonos en el lenguaje multi-adjunto, hemos implementado, en el grupo
DEC-TAU, un prototipo de intérprete/compilador para traducir programas
l6gicos multi-adjuntos a cédigo Prolog, que pretende ser una plataforma de
gran utilidad para la optimizacién de programas difusos. Esta herramienta
permite, ya en la actualidad, compilar, ejecutar y manipular programas légicos

difusos, asi como generar y visualizar arboles de desplegado.
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2. Semanticas:

Hemos revisado todas las seméanticas conocidas al dia de hoy para la progra-
macién multi-adjunta, con aportaciones significativas para alguna de ellas y
hemos desarrollado los resultados que garantizan buenas relaciones entre ellas.

Clarificamos la semantica procedural, afiadiendo a la fase operacional (debi-
da a los autores del lenguaje), el disefio de la fase interpretativa, tal como se
recoge en [Julidn et al., 2006¢|, entendida como un sistema de transicion de
estados, tarea que resulté imprescindible para la formalizacién del desplegado
interpretativo en el marco multi-adjunto. Esta reformulacion de la fase inter-
pretativa permite también abordar un analisis del coste computacional de estos

programas multi-adjuntos, como precisaremos a continuacién.

Demostramos la independencia de la regla de computacién, extendiendo para
programas multi-adjuntos (al igual que para programas lef-Prolog, segtin se ha
observado en el apartado anterior) el resultado bien conocido de la programa-
cion logica clasica por el que, tal como se justifica en [Julian et al., 2005a], a
la hora de ejecutar pasos de computaciéon admisible, no importa la funcién se

seleccién de subexpresiones que se emplee.

Posteriormente, obtenemos por primera vez la nocién semantica de modelo
minimo difuso concebido éste como el infimo del conjunto de interpretaciones
que son modelo del programa. Este concepto reproduce, como puede verse en
[Julidn et al., 2009], la concepcién clasica de modelo minimo de la programa-
cién logica pura, es equivalente a la seméntica de punto fijo y presenta también
relaciones con la semantica procedural entendida como el conjunto de respues-
tas computadas difusas. Ademas, este modelo minimo permite caracterizar las
respuestas correctas mejorando asi el caso de la programacién logica pura.

Ademas, incluimos una demostracion original de la correccion de la semantica
procedural de la programaciéon multi-adjunta. Y si el resultado es una réplica
del caso clésico (de la programacion logica pura), el esquema de demostracion

si contempla novedades muy significativas con respecto a la primitiva.

Hemos considerado todas las relaciones entre las seménticas conocidas para
la programacion logica multi-adjunta, probando en particular la equivalencia
de nuestra semantica declarativa de modelo minimo difuso y la seméantica de
punto fijo debida a Medina et al. [2004].

Por otra parte, hemos definido medidas de coste y hemos aportado resultados
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acerca del coste de ejecuciéon de estos programas. Mostramos c6mo la opciéon
de estimar el esfuerzo computacional que se requiere para ejecutar un obje-
tivo contanto el niimero de pasos de derivacién, habitual en la programacién
declarativa, no es apropiado en la programacién légica multi-adjunta cuando

interviene la fase interpretativa.

La dificultad aparece cuando aparecen agregadores en el cuerpo de las reglas
de programa cuyas definiciones invocan a otros agregadores. Es evidente que la
evaluacion de este tipo de enlaces consume recursos computacionales en tiempo
de ejecucién que no son estimados al contar los pasos interpretativos.

Por tanto, una medida ingenua que cuente los pasos interpretativos no eva-
laa estos recursos en el coste final porque no se contabilizan explicitamente
dichos agregadores al dar pasos interpretativos. Por nuestra parte, hemos re-
suelto esta dificultad asignando pesos a los agregadores que son acordes con

su complejidad.

Hemos definido, como puede verse en [Julian et al., 2007c], [Julian et al., 2007a],
una medida de coste computacional para los programas légicos multi-adjuntos,
basada en contabilizar el nimero de conectivas y operadores primitivos que
aparecen dentro de la definicién de los agregadores que son evaluados en cada
paso (interpretativo) de una derivacion dada.

Asimismo, en aplicacion de este criterio de coste, hemos contrastado (véanse
de nuevo [Julidn et al., 2007c], [Julidn et al., 2007a]) la eficiencia de dos nocio-
nes semanticamente equivalentes de reductantes (la original introducida por

Medina et al. [2004] y nuestra version refinada de 1-reductante.)

Por dltimo, observamos que también en este &mbito ha sido imprescindible
el diseno, contemplado en la Seccién 3.1.2, de la fase interpretativa como un

sistema de transicién de estados.

. Transformaciones:

Hemos adaptado al contexto difuso (para varios lenguajes), por primera vez
en la literatura, la nocién cléasica de desplegado, heredando la simplicidad y la

potencia computacional de experiencias precedentes en entornos no difusos.

Primeramente, hemos definido el desplegado difuso para el lenguaje f-Prolog
de Vojtas y Paulik [1996] (tal como se recoge en [Julidn et al., 2004b,c]) y para
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el lenguaje ef-Prolog, asi como el reemplazamiento de t-norma de programas
ef-Prolog [Julian et al., 2004a, 2005c].

Asimismo, hemos introducido para el lenguaje lef-Prolog las reglas de reempla-
zamiento de t-norma, que aportan nuevas ventajas a esta tranformacion a la
hora de computar los grados de verdad. Esta regla, introducida en [Julian et al.,
2005c¢], puede verse como un precedente de la de desplegado interpretativo que

referimos posteriormente para el lenguaje multi-adjunto.

Ademés, hemos abordado el estudio de la transformacion de desplegado en el
marco de la programacion légica multi-adjunta. En concreto, hemos contem-
plado para el lenguaje multi-adjunto, dos tipos de desplegado muy interrela-
cionados: el operacional (primeramente introducido en [Julidn et al., 2005a]) y

el interpretativo (introducido por vez primera en [Julidn et al., 2006c]).

Este ultimo, acelerara la evaluacion de los grados de verdad en la fase interpre-
tativa, tal como hemos justificado en [Julidn et al., 2006¢]. Para su formulacion
ha sido imprescindible la formalizacién de esta fase como un sistema de tran-
sicion de estados que, ademaés, evita el uso de conceptos semanticos (los que
originariamente definen esta fase en [Medina et al., 2004] y que nosotros tam-
bién respetamos en [Julidn et al., 2005a]).

Por ultimo, hemos destacado el papel fundamental que juega la transformacién
de desplegado (para la programacion logica multi-adjunta) tanto para producir
evaluadores parciales y mejorar el calculo de reductantes, tal como se traté en
los Capitulos 6 y 7, como para construir seméanticas por desplegado para este

lenguaje (lo que se contempla posteriormente como trabajo futuro).

. Propiedades de correcciéon del desplegado difuso:

Hemos obtenido los mejores resultados de correccion y eficiencia, que pueden
esperarse de las transformaciones de desplegado difuso planteadas anterior-
mente para las distintas variaciones difusas de Prolog, con especial énfasis en

el marco multi-adjunto.

Estos resultados se obtienen por primera vez en el contexto difuso y los co-
rrespondientes al lenguaje lef-Prolog generalizan a los que obtuvimos también
para lenguajes méas primitivos (f-Prolog y If-Prolog, de Vojtas).

En esencia, hemos justificado que, desde el punto de vista teorico, los progra-

mas transformados obtienen las mismas respuestas computadas difusas que el
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original; y, desde el punto de vista practico, se obtiene mejora en eficiencia
cuando ejecutamos los programas residuales, puesto que se reduce el niimero

de pasos de computaciéon necesarios para resolver un objetivo.

Debemos precisar que los resultados obtenidos para el desplegado de progra-
mas multi-adjuntos no extienden automaticamente a los correspondientes del
lenguaje lef-Prolog dado que estos lenguajes poseen distinta seméntica proce-

dural, aparte de otros rasgos que los diferencia a nivel expresivo y procedural.

En cuanto al lenguaje lef-Prolog, hemos justificado la correccién total fuerte
(véase [Julian et al., 2004a], [Julidn et al., 2004b] y [Julian et al., 2005¢]). Por lo
que se refiere al lenguaje lenguaje multi-adjunto, hemos demostrado las propie-
dades de correccién del desplegado operacional, del desplegado interpretativo
y, finalmente, los resultados de correccion del sistema de transformacién deter-
minado por la combinacién de ambos tipos de desplegado. Estas propiedades
del desplegado operacional se recogen en [Julian et al., 2005a], y los relativos
al desplegado interpretativo y al sistema de transformacion en [Julidn et al.,
2005b] y en [Julian et al., 2006¢].

En cuanto a la eficiencia, hemos probado que las secuencias de transformacién
pueden ser dirigidas de manera arbitraria®, puesto que cualquier paso de trans-
formacion basada en desplegado difuso o reemplazamiento de t-norma siempre

produce una mejora en los programas transformados.

Esto constrasta con otras reglas de transformacion, como la introduccién de
definicion o el plegado, que pueden degradar la eficiencia de los programas si no
se usan “estrategias de transformacion” apropiadas para orientar la secuencia
de transformacion.

Finalmente, es importante destacar que los resultados obtenidos pueden to-
marse como el punto de partida para la optimizacién de programas légicos
difusos y constituyen el primer paso en la construccién de un sistema global de
plegado/desplegado (incluyendo mas reglas de transformacion y estrategias)
para la optimizacién de esta clase de programas.

. Reductantes y Evaluacion Parcial:

Los reductantes son una herramienta introducida en el contexto de la pro-
gramacion logica generalizada con anotaciones (véase [Kifer y Subrahmanian,

1Sin necesidad de introducir heuristicas més refinadas (composicion, tupling, etc.)
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1992]) para demostrar propiedades de correccion y completitud, y adaptado re-
cientemente al marco multi-adjunto (véase [Medina et al., 2001c]), para tratar
el problema de incompletitud que se presenta cuando se trabaja en reticulos
asociados (s6lo) parcialmente ordenados. Un programa logico multi-adjunto,
interpretado en un reticulo completo, precisa contener estas reglas (los reduc-

tantes) para que quede garantizada su completitud (aproximada).

Por nuestra parte, hemos introducido (como puede verse en [Julian et al.,
2006b], [Julian et al., 2009]) un nuevo concepto de reductante con pequenas di-
ferencias sintacticas con el reductante de Medina et al. [2004] —al que llamamos
1-reductante—, pero que posee la ventaja de que puede definirse y extenderse
(como referimos a continuacién) usando conceptos de evaluacion parcial que

facilitaran notablemente su calculo.

Hemos probado que este reductante y el original aportan la misma respuesta
computada difusa (y con la misma eficiencia) para un objetivo basico A en un
programa P y, por tanto, son proceduralmente equivalentes; ademés, hemos
justificado la equivalencia semantica de ambos reductantes (véase de nuevo
[Julidn et al., 2007¢], [Julidn et al., 2009]).

Hemos adaptado (en [Julian et al., 2009]) el concepto clasico de EP al marco
de la programacién légica multi-adjunta partiendo de las técnicas conocidas
en el campo de la deducion parcial de programas logicos puros [Gallagher,
1993; Komorowski, 1982; Lloyd y Shepherdson, 1991; Pettorossi y Proietti,
1994], pero haciendo uso de la regla de desplegado difuso que desarrollamos
en [Julian et al., 2005a,b] para esta clase de programas, a fin de obtener una
versiéon optimizada (especializada) del programa original que se ejecuta mas

eficientemente.

Hemos propuesto (también en [Julidn et al., 2009]) un método para calcular
reductantes usando estas técnicas de EP, lo que supone una aplicacién muy
original de las mismas. La idea consiste en relacionar el concepto de EP de
un atomo en un programa légico multi-adjunto con la construccién de un
reductante para dicho atomo, lo que nos permite disenar un calculo eficiente
de reductantes. De este modo, logramos rebajar el impacto negativo de la
incorporacion de reductantes a un programa légico multi-adjunto, mediante
un calculo previo en el que los reductantes son parcialmente evaluados antes
de afnadirlos al programa final: puesto que la fase de EP produce un conjunto

refinado de reductantes, el esfuerzo computacional realizado (sélo una vez) en
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tiempo de generacion es evitado (muchas veces) en tiempo de ejecucion.

Surge asi el concepto de PE-reductante que generaliza y mejora el reductante
de Medina et al. [2004] y 1-reductante que habiamos introducido previamente.

Ademaés, hemos obtenido estos PFE-reductantes haciendo uso de técnicas de
evaluacion parcial con umbralizacién, lo que nos permite simplificar su ex-
presion y reducir las secuencias de derivacion en las que intervienen (véanse
[Julidn et al., 2006a, 2007b], a tal efecto).

Hemos disenado un algoritmo eficiente para computar PE-reductantes usan-
do técnicas de evaluacién parcial basadas en desplegado con un conjunto de

umbrales dinamico.

Hemos considerado equivalencias procedurales entre el PE-reductante, el 1-
reductante y el reductante debido a Medina et al. [2004] (véase [Julidn et al.,
2007c], [Julian et al., 2009]). Los resultados obtenidos, junto con la comodidad
(va referida) que supone obtener el PE-reductante a partir de técnicas de
evaluacion parcial umbralizada, muestran las ventajas del concepto de PE-
reductante respecto del primitivo. En particular, el uso de PFE-reductantes
permite trabajar con programas residuales més eficientes que los originales, en

los que se rebaja la longitud de las derivaciones admisibles.

Por dltimo, introducimos el concepto de complecion de un programa (programa
equivalente —en cierto sentido— al dado, completo y formado por reductantes),
para evidenciar el uso de reductantes. Ademas, definimos una nueva seméantica
operacional para la programacion légica multi-adjunta que evita el inconve-

niente de trabajar en la practica con programas infinitos.



Capitulo 9

Trabajo futuro

El desarrollo de la presente tesis doctoral ha supuesto de forma colateral la apertura
de una serie de lineas de investigacién en nuestro grupo que, en términos generales,
pretenden aunar esfuerzos en cuanto al disefio, implementacion y estandarizacion de
los lenguajes logicos difusos. Centrandonos en el marco multi-adjunto, algunas de
estas lineas ya estdn en marcha o se iniciardn de forma inminente, y su evolucion
posterior puede entenderse como trabajo futuro de esta tesis. A modo de resumen,
estos son los principales frentes teméaticos que pretenden continuar los desarrollos

descritos en esta memoria:

1. Semanticas por desplegado:

A un nivel tedrico, el uso de la regla de desplegado como medio para caracte-
rizar la seméntica declarativa de los programas légicos usando técnicas pura-
mente operacionales, aparece por primera vez descrito en [Levi y Mancarella,
1988|.

En dicho texto, se evidencia el hecho de que la semantica declarativa de un
programa, l6gico, definida de forma estandar como el modelo minimo de Her-
brand del programa, es incapaz de capturar el observable que mejor refleja la

esencia operacional de una computacién légica: las respuestas computadas.

A pesar de que se han descrito conceptos mas potentes y ambiciosos de seméan-
ticas declarativas (la asi llamada s-semantica de Falaschi [1988]; Bossi et al.
[1994]) capaces de reflejar el comportamiento operacional asociado al observa-
ble de las respuestas computadas, es en [Levi y Mancarella, 1988] donde por

229
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primera vez se presenta la idea novedosa de concebir este tipo de semantica
como un programa transformado obtenido por una secuencia (posiblemente
infinita) de desplegados.

Dicho programa desplegado estaria compuesto tnicamente por cliusulas uni-
tarias que se corresponderia con la seméantica declarativa deseada. Mas atn:
la seméantica por desplegado asi construida, puede verse como un programa
donde cualquier objetivo puede ser “ejecutado” haciendo uso exclusivamente

de unificacion sintactica (sin necesidad de recurrir a la resolucion-SLD).

En [Bossi et al., 1994] se muestra que las transformaciones basadas o guiadas
por la seméantica de un programa légico P, entre las que se incluye con especial
relevancia el desplegado, suponen una via alternativa para caracterizar la s-

semantica asociada al observable de respuestas computadas de P.

De forma similar a lo que ocurre con la semantica por punto fijo, esta formali-
zacion se revela a medio camino entre la seméantica declarativa y la operacional
de un programa légico.

Sirve no sélo para mostrar de forma sencilla la equivalencia entre éstas, sino
también para formalizar distintos tipos de seméanticas composicionales que pue-
den aplicarse incluso a programas abiertos (donde el conjunto de clausulas que
definen un mismo predicado puede estar distribuido en médulos independien-
tes), lo que revierte en distintos tipos de modularidad y paralelismo potencial
de este tipo de programas.

Como acabamos de decir, la semantica por desplegado de un programa légico
‘P supone una forma alternativa de describir el significado del mismo, al tiempo
que disfruta de dos importantes propiedades (la primera de caracter semantico
y la segunda de estilo mas procedural) que podemos resumir asi:

a) la seméntica por desplegado de P es capaz de reflejar el comportamiento
operacional de P asociado al observable de las respuestas computadas, y

b) la semantica por desplegado de P es otro programa (transformado) P’
compuesto tnicamente por hechos (clausulas unitarias o sin cuerpo) sobre
el que cualquier objetivo puede “evaluarse” usando unificacion sintactica,
obteniéndose los mismos resultados que usando la resolucion-SLD sobre
el programa original P.

Existen seméanticas por desplegado para programas logicos [Levi y Mancarella,
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1988] y logico funcionales [Moreno, 2000]. Nosotros abordaremos, en el futuro,
la obtencién de seménticas por desplegado para programas logicos difusos, en
concreto para el lenguaje multi-adjunto de Medina et al. [2004]. Aunque la
mayoria de los lenguajes logicos difusos disponen de seméanticas de punto fijo y
basadas en el modelo minimo de Herbrand, estas caracterizaciones suelen ser
basicas (ground), en el sentido de que no contemplan la presencia de variables
en sus modelos. Nosotros nos planteamos superar esta barrera mediante la
definicién de seménticas mas ricas (por ejemplo, en la linea de la semantica de
respuestas computadas, o s-seméanticas [Falaschi et al., 1989, 1993; Bossi et al.,
1994]): en el caso concreto del marco multi-adjunto, pensamos que es factible
reutilizar buena parte de nuestra experiencia en la definicion de reglas difusas
de desplegado para obtener una caracterizacion semantica mas potente que la
basada en la obtencion del conjunto de éxitos basicos.

En efecto, nuestro objetivo es definir una seméntica por desplegado (y estudiar
las propiedades formales de correccion, completitud), que extienda la aproxi-
macién clasica para dar cuenta de los grados de verdad y que nos permita
simular nuestra semantica declarativa por modelo minimo (disefiada en [Ju-
lidn et al., 2009] y recogida en el Capitulo 3) y la seméntica de punto fijo
descrita por Medina et al. [2004], para el lenguaje multi-adjunto. Esta ex-
periencia nos permitird, ademaés, valorar la posibilidad de extender el diseno
de esta seméantica a otros lenguajes difusos que se encuentren suficientemente
estandarizados.

. Especializacién por evaluacién parcial:

Ya hemos visto en el Capitulo 7, como es posible reutilizar técnicas de evalua-
cion parcial (EP) para definir un refinamiento de la nocién clasica de reduc-
tante, el denominado PFE-reductante, que permite mejorar las propiedades de
completitud del marco multi-adjunto sin que se resienta la eficiencia en la eje-
cucién de los programas. Es importante destacar una vez més que nunca antes
se habia concebido la EP como un medio capaz de alcanzar unas metas tan
novedosos como las nuestras. El algoritmo de contruccién de PE-reductantes
descrito en [Julian et al., 2009], es pues un método efectivo y eficiente para el
computo de reductantes que parte de una primera adaptacién al marco multi-
adjunto de unos cuantos conceptos basicos de EP provenientes de la programa-
ciéon légica pura. Pero poco méas que la construcciéon de arboles de desplegado

(atn introduciendo elementos originales, como la poda de ramas initiles me-
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diante el uso de un conjunto dindmico de umbrales, propuesta en [Julian et al.,
2006a, 2007b]) ha sido necesario incorporar en nuestros desarrollos para cubrir

nuestro principal propédsito de generar PE-reductantes.

Sin embargo, cuando el objetivo perseguido es el clasico de la especializacion
de programas, entonces las técnicas de evaluacién parcial deben reforzarse en
muchos otros aspectos como son nuevos andlisis de los adrboles de desplegado
para generar resultantes, criterios de terminacién local y global, etc., que pa-
samos a comentar a continuacién. Es importante tener en cuenta que algunas
de estas acciones pueden a su vez arrojar resultados reutilizables en revisiones
futuras de los procesos de construccién de PE-reductantes, 1o que en el mejor
de los casos permitird una interesante realimentacién de las dos aplicaciones

fundamentales de la EP que nosotros abordamos en el marco multiadjunto.

Asi pues, si en términos clasicos la EP persigue la especializacion automé-
tica de programas declarativos con respecto a parte de sus datos de entrada
mediante el calculo de resultantes, en nuestro marco difuso estamos en dispo-
sicion de acometer esta tarea enlazando con la generacién de los arboles de
desplegado (posiblemente umbralizados) que hemos descrito en esta tesis para
construir PFE-reductantes. A partir de aqui, es posible avanzar en los siguientes

aspectos:

a) En primer lugar, es necesario superar la restriccion de evaluar separada-
mente dtomos basicos que imponemos actualmente a la hora de generar
PE-reductantes. Para conseguir mejores grados de especializacién, intere-
sa evaluar parcialmente objetivos complejos que contengan varios dtomos
no necesariamente basicos combinados con agregadores, tal y como se ha
hecho en el marco de la deduccién parcial conjuntiva [Gliick et al., 1996;
Leuschel et al., 1996] para la especializacion de conjunciones de atomos.
Esta misma linea sera fundamental para disenar PE-reductantes referidos
a 4tomos no necesariamente basicos (algunos avances preliminares pueden
encontrarse en [Morcillo y Moreno, 2009c¢]).

b) También es preciso introducir estrategias mas refinadas de control lo-
cal, como los métodos basados en (quasi-)érdenes bien-fundados [Albert
et al., 1998], en vez de fijar ad hoc un maximo arbitrario de niveles de
desplegado. Ademaés, es necesario introducir un procedimiento efectivo de

evaluaciéon parcial de un programa multi-adjunto con respecto a un con-
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junto de atomos/objetivos, lo que enlaza con las estrategias de control
global. Estos controles estan relacionados con la terminacién de procesos
recursivos de desplegado, es decir, sobre como frenar la construccion reite-
rada de arboles de desplegado para atomos/objetivos iguales o similares a
los ya tratados, mientras se garantiza que el potencial deseado de especia-
lizacién se mantiene sin perjudicar la correccién semantica del programa
resultante. Notese que cuando un programa es parcialmente evaluado, la
coleccion de objetivos que aparecen en el conjunto inicial (con respecto al
cual se realiza la especializacion) normalmente precisa ser aumentado en
sucesivas etapas para obtener una especializacion efectiva. Estos nuevos
objetivos deben ser recursivamente tratados (generando nuevos arboles
de desplegado), como también ocurriré con las técnicas de tabulacion que
veremos mas adelante (y que también generan bosques de arboles), para
completar satisfactoriamente el proceso de especializacion. Por tanto, pa-
ra garantizar la terminacion del proceso de evaluacion parcial (y del de
tabulacién) es importante investigar en técnicas apropiadas capaces de

mantener este conjunto finito.

¢) Por ultimo, es necesario replantear la correccion y la completitud del
proceso completo de evaluaciéon parcial en su vocacién especializadora,
ya que son muchos los elementos en los que difiere con respecto a la
generaciéon de PE-reductantes. En particular, nétese que en esta tesis
hemos descrito cémo sintetizar un sélo reductante a partir de todas las
hojas de un sélo arbol de desplegado para un sélo &tomo (basico), mientras
que la especializacién de un programa con respecto (incluso) a un solo
adtomo, puede requerir la generaciéon de mas de un arbol de desplegado,
al tiempo que cada una de las hojas de cada arbol dara lugar a una sola
regla de programa distinta e independiente (resultante).

3. Optimizaciéon por plegado/desplegado:

Este tipo de técnicas, también conocidas como la aproximacion basada en “re-
glas + estrategias”, consiste en definir un conjunto de reglas de transformacién
elementales (incluyendo invariablemente las operaciones basicas de plegado y
desplegado, que en esencia realizan la contraccién y expansion, respectivamen-
te, de expresiones en un programa usando definiciones equivalentes del mismo
programa u otros precedentes), que se aplican sobre un programa siguiendo
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una determinada estrategia o heuristica encargada de dirigir de forma auto-
maética el proceso de aplicacién de estas reglas al construir la secuencia de
transformaciones (segun Pettorossi y Proietti [1994, 1996b]).

La operaciéon de desplegado (en sus distintas formulaciones) ha demostrado
ampliamente su utilidad en técnicas de analisis, depuracién, compilacién, sin-
tesis, etc., de programas declarativos, y particularizando en el marco multi-
adjunto, en esta tesis hemos dejado constancia de cémo la aplicacién reiterada
de desplegados difusos (y sus variantes) produce programas cada vez mas efi-
cientes (ver Julian et al. [2004b,a, 2005a,b, 2006¢]). Sin embargo, el potencial
optimizador de esta regla de transformacién tiene sus limites ya que, por ejem-
plo, no es capaz de reducir la complejidad algoritmica de los programas. Para
superar esta limitacién, es preciso combinarla con otras reglas entre las que
debe cobrar especial importancia la transformacion inversa de plegado. Por
tanto, puesto que el desplegado alcanza, posiblemente, sus mejores cotas de
aplicacion en sistemas de transformacion por plegado/desplegado basados en
“reglas+estrategias”, surge nuestro interés por desarrollar versiones de plega-
do difuso potentes y efectivamente combinables con los desplegados difusos

diseniados hasta ahora.

Como precedente en el marco multi-adjunto, en [Moreno, 2006] ya describimos
una primera version de plegado difuso que es reversible (es decir, sus efectos
pueden deshacerse al aplicar un desplegado posterior) y por tanto con poder op-
timizador limitado, al no mostrarse capaz, por ejemplo, de generar definiciones
recursivas de predicados difusos. El sistema de transformacion se completa con
otras reglas auxiliares como son la introduccion de definiciones y el “facting”
(que en esencia se corresponde con la cuarta variedad de los reemplazamientos
de t-norma desarrollados en esta tesis). En [Moreno, 2006] se demuestra que
el sistema global preserva la semantica de los programas y que siempre que el
ntmero de desplegados supere al de plegados, queda garantizado el incremento

de eficiencia en el programa final, atn cuando esta mejora sea moderada.

Un avance en esta direcciéon lo damos en [Guerrero y Moreno, 2007, 2008],
donde por primera vez se supera el caracter reversible de nuestra primera apro-
ximacion en [Moreno, 2006]. La nueva variedad de plegado difuso, esta vez no
reversible, es capaz de plegar una regla de programa con otra “plegante” per-
teneciente a cualquier otro programa de la secuencia de transformacion. Una
caracteristica muy novedosa de la adaptacién de esta regla al marco difuso,



235

es que exige la aplicacion previa de una transformacion orientada a “limpiar”
el cuerpo de las reglas a plegar sin que éstas pierdan su significado, retiran-
do de ellas tantos agregadores y grados de verdad como sean necesarios para
asemejar su aspecto al de la regla que se usara como plegante, y llevandolos a
la definicién de un nuevo agregador que serd invocado desde la regla a plegar.
Para ello, se realiza la introduccion de nuevas definiciones de agregadores que
quedan adecuadamente descritos en términos de estos elementos “que estor-
ban” en la regla de partida, segin la distribucién original que tenian en la
misma. El proceso global (que tiene ciertas correspondencias con la asi lla-
mada regla de “abstraccion” de los sistemas de transformaciéon funcionales y
logico-funcionales) es llevado a cabo por lo que nosotros hemos denominado
“transformaciéon de agregacion”, que presenta altos grados de originalidad en
nuestro marco y de la que volveremos a hablar méas adelante.

El poder optimizador del nuevo sistema de transformacién ahora es mucho maés
elevado que su predecesor, permitiendo la sintesis de predicados recursivos que
en muchas ocasiones derivan en programas transformados con complejidades
algoritmicas mucho mas ligeras que los originales. En cualquier caso, aun-
que todo parece indicar que la nueva transformacion preserva la semantica de
los programas bajo las mismas condiciones de aplicabilidad que la versién re-
versible primitiva, todavia queda por demostrar formalmente sus propiedades
fundamentales de correccion y completitud.

Ademés, como ya ocurre en otros paradigmas declarativos precedentes, se sabe
que el alto poder optimizador del plegado no reversible suele venir compana-
do, también en el marco difuso, de fuertes riesgos de producir secuencias de
transformacion degeneradas que arrojen programas mas ineficientes incluso que
los originales. Por tanto, ahora resulta inaplazable el diseno de estrategias de
transformacion satisfactorias capaces de conducir habilmente estas secuencias
hasta alcanzar programas optimizados. En este sentido, algunas experiencias
previas adquiridas en nuestro grupo (ver [Alpuente et al., 2004; Moreno, 2000])
en la definicién de este tipo de heuristicas en un marco légico-funcional, pue-
den ser muy valiosas para adaptar al contexto difuso las estrategias clasicas de

composicion y formaciéon de tuplas, entre otras.

. Tabulacién con umbralizacién:

Las técnicas de tabulacién proporcionan un procedimiento para la contestacion
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de preguntas que se basa en el almacenamiento y reutilizacién de computos en
tiempo de ejecucion ([Swift, 1999; Tamaki y Sato, 1986]), manteniendo ciertas
correspondencias con las técnicas de evaluacién parcial y nuestros métodos de
construccién de PE-reductantes (sobre todo en lo referentes a la construccion
de bosques de arboles) atin cuando en estos tltimos casos los objetivos difieran:
en vez de ejecutar programas de forma eficiente, lo que se trata es de espe-
cializarlos o “completarlos” para que su posterior ejecucién presente mejores
propiedades de eficiencia y/o completitud.

Las primeras adaptaciones de las técnicas clasicas de tabulacién provenientes
de la programacion logica pura ([Tamaki y Sato, 1986; Swift, 1999]) al contexto
difuso de los programas tanto residuados como multi-adjuntos, las encontra-
mos en [Damaésio et al., 2004b,a]. La poda de ramas inttiles en tiempo de
ejecucién se hace sobre aquellas computaciones que, como en el caso clésico,
se sabe que s6lo conducen a soluciones repetidas. Sin embargo, en los marcos
difusos, la gestion de los grados de verdad proporciona nuevas oportunidades
para eliminar las ramas que, atin cuando no conduzcan a soluciones redundan-
tes, resultan irrelevantes al llevar asociados grados de verdad no significativos

(inferiores a otras salidas mas representativas).

Este efecto ya se ha observado en la tesis al construir PE-reductantes, lo que
nos llevo a la generacion eficiente de drboles de desplegado umbralizados, donde
muchas ramas irrelevantes (que conducian a hojas con grados de verdad muy
degradados) no llegaban nunca a generarse, incrementando no sélo la eficicien-
cia del proceso global (en tiempo y en espacio) sino también garantizando una
mayor calidad de los PE-reductantes obtenidos, lo que revertia en una ejecu-
cién més rapida de los programas resultantes. Con el mismo espiritu, pero esta
vez orientados a las técnicas de tabulacién difusa, la versién umbralizada que
proponemos en [Julidn et al., 2008a] supone una nueva seméntica operacional
para programas multi-adjuntos que goza de altos grados de eficiencia, en la que
no solo se soslayan computaciones redundantes (que son los efectos cléasicos de
la tabulacion) sino que también se evitan (gracias a la umbralizacion din&mi-
ca) aquéllas que conducen a soluciones inttiles por llevar asociados grados de

verdad degradados.

Un paso maés alla en esta misma linea, lo damos en [Julian et al., 2008b; Ju-
lian et al., 2009], donde se mejoran los criterios de actualizacién dinamica de

umbrales. Si en la versién anterior el filtro bésico lo constituia el grado de
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verdad de la regla de programa R que se pretendia explotar en un nuevo paso
de computacién, ahora se usan dos nuevos criterios de frenado de computacio-
nes supérfluas: uno basado en una estimacion segura y al alza del cuerpo de
R (asumiendo que en el mejor de los casos los 4tomos que contienen serén
evaluados con el mayor grado de verdad posible) y otro mas que se obtiene
por combinacién de los dos anteriores (mediante la conjuncién adjunta a la
implicaciéon de R). Con todo ello conseguimos que este conjunto de tres fil-
tros optimice al maximo la gestion de umbrales dindmicos, reduciendo muy

significativamente la generacién de ramas redundantes e indtiles.

Finalmente, en [Julian et al., 2010] nos planteamos condiciones que aseguren
la terminacién de los procesos computacionales propuestos anteriormente. En
principio, y partiendo de las evidencias obtenidas en precedentes légicos puros,
sabemos que estas condiciones suelen estar muy relacionadas (cuando no son
idénticas) tanto en técnicas de evaluacion parcial como de tabulacion ([Verbae-
ten et al., 2001; Vidal, 2007]). En esos marcos es frecuente que, ain cuando las
ejecuciones estandar de algunos programas entren en bucle infinito, si termi-
nen las basadas en tabulacion (y la especializacion). Sin embargo, la pregunta
que nos surge en nuestro marco difuso es si es posible encontrar situaciones
donde la seméantica operacional estandar, la EP y la tabulacién difusa no ter-
minen, mientras que si lo hagan sus versiones umbralizadas. Afortunadamente,
en [Julidn et al., 2010] ilustramos que estas situaciones existen, lo que da to-
davia mucho mas sentido al uso de umbrales a la hora de construir arboles de
desplegado: las técnicas de EP y tabulacion ya no sélo mejoran sus rendimien-
tos al ser umbralizadas, sino que ademas se hacen aplicables en casos donde

las versiones no umbralizadas presentaban comportamientos no terminantes.

Para el futuro inmediato queda pendiente no sélo elevar nuestros resultados al
primer orden, ya que actualmente nuestras técnicas umbralizadas de tabulacién
difusa s6lo se centran en el caso proposicional, sino también formalizar las
nuevas condiciones de terminacion (que se adivinan mucho més flexibles gracias
a la umbralizacién, especialmente cuando consideremos programas de primer
orden), caracterizar la clase ahora mucho méas amplia de programas sobre la
que nuestras técnicas son aplicables de forma segura, y por ultimo reforzar y
realimentar con todos estos resultados la revisiéon de las técnicas de evaluacion
parcial difusa y céalculo de PE-reductantes que hemos desarrollado hasta este

momento.



238

Capitulo 9. Trabajo futuro

5. Otras actuaciones relacionadas:

Todos los pasos que se estan dando en nuestro grupo de investigaciéon en cuan-
to al desarrollo del marco multi-adjunto, ya estan materializados o esperan
su inminente implementacion practica sobre el entorno FLOPER que hemos
descrito en el Capitulo 2. Como ya dijimos, el prototipo en su version inicial ya
es capaz de compilar programas l6gicos multi-adjuntos a coédigo Prolog estan-
dar (que posteriormente puede ser ejecutado sobre cualquier intérprete Prolog
de manera completamente transparente para el usuario) siguiendo el método

descrito en esta tesis y publicado en [Julidn et al., 2006c].

En algunas actuaciones posteriores ([Morcillo y Moreno, 2008]), se analiza un
nuevo método de representacion més detallada de los programas difusos, que
también se basa en una codificacion Prolog, pero esta vez de forma més sofisti-
cada (cada regla difusa genera un hecho Prolog donde se “desmenuzan” todos
sus componentes para ser procesados a méas bajo nivel por otros predicados
descritos también en forma de clausulas Prolog) lo que permite visualizar de-
talles internos de la ejecucion de los programas multi-adjuntos. Esta altima
opcion, que amplia el repertorio de funcionalidades de FLOPER, ha desvelado
entre otras habilidades, sus capacidades de depuraciéon declarativa mediante
la generacién de trazas que permiten la visualizacién de arboles de desplega-
do, por lo que de alguna manera todo parece indicar que la implantacién de
todas nuestras técnicas basadas en este tipo construcciones arborescentes (eva-
luacion parcial difusa, PE-reductantes, tabulacion umbralizada, etc.) tendran

una rapida implantaciéon sobre FLOPER.

Aunque a mas largo plazo, en nuestro grupo de trabajo, nos planteamos nuevos
métodos de generacion de un tipo de codigo mas eficiente que las versiones ba-
sadas en Prolog (como por ejemplo, aquellas formulaciones que puedan hacer
uso de las extensiones difusas que hemos realizado sobre la Maquina Abstrac-
ta de Warren, WAM, [Ait-Kaci, 1991; Warren, 1983] y que describimos en
[Julidin y Rubio-Manzano, 2006, 2009]), actualmente estamos mejorando el in-
terfaz grafico de la herramienta para facilitar su interaccién con el usuario.
Mas alld, también estamos implementando sobre el sistema diversos mode-
los de computaciones interpretativas que superan nuestra definicién inicial de
“paso interpretativo” propuesta en [Julian et al., 2006c]|, como es el caso de
la definicion de “paso interpretativo corto” que se proporciona en [Morcillo y
Moreno, 2009a].
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Este tltimo concepto enlaza con los analisis de coste computacional descritos
en el Capitulo 6 de esta tesis, ante la evidencia de que si bien en un programa
logico multi-adjunto los objetivos son evaluados en dos fases computaciona-
les separadas, operacional e interpretativa, esta segunda fase precisaba desde
sus inicios de mayores esfuerzos de formalizacién y contabilizacién de su cos-
te computacional. La medida propuesta en esta memoria (ver [Julidn et al.,
2007c]) es pionera en diferenciar las diferentes cargas computacionales asocia-
das a dos pasos interpretativos que evaliian connectivas de diferente comple-
jidad en funcion del ntumero de operadores primitivos involucrados (directa o
indirectamente) en la definicion de cada una de ellas. Sin embargo, esta asigna-
ciéon de “pesos” o sobrecarga computacional asociada a los conectivos que invo-
can a otros conectivos para ser evaluados durante la fase interpretativa (cuyo
namero de llamadas es ademés tenido en cuenta de forma precisa en [Morcillo
y Moreno, 2009b]) se resuelve de forma sencilla mediante el simple recuento
de “pasos interpretativos cortos” que se dan a lo largo de una derivacién. Este
nuevo concepto se basa en la distincién de pasos “cortos” aplicados durante
la fase interpretativa que, o bien expanden “sintacticamente” la definicién de
las funciones de verdad de los agregadores evaluados sobre los estados de una
derivacién, o bien tan sélo proceden a evaluar un tnico operador primitivo
en cada paso (normalmente una operacion aritmética del tipo +, *, —, min,
etc.). Todos estos desarrollos estan llamados a influir de forma significativa en
la calibracién de las distintas técnicas y herramientas con fuerte sabor difuso
que venimos comentando (plegado/desplegado, evaluacion parcial, tabulacion
umbralizada, etc.).

En cualquier caso, en [Morcillo y Moreno, 2009d] se ha iniciado una nueva linea
de trabajo que, de forma colateral y en colaboracién con todos los esfuerzos rea-
lizados anteriormente para mitigar y dar mas precision a las medidas de coste
propuestas, permitira reducir la complejidad de las definiciones de conectivas
y asi reducir su impacto computacional a la hora de ser evaluadas. Ante la evi-
dencia de que durante los procesos de transformacion por plegado/desplegado
que hemos descrito anteriormente, la regla de “agregacion” puede producir en
su aplicacién reiterada definiciones de conectivas con altos niveles de anida-
miento en invocaciones a otros agregadores, urge la necesidad de optimizar
estas definiciones. Para conseguir este fin, en [Morcillo y Moreno, 2009d] se

esbozan algunas técnicas que se inspiran a su vez en:
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= por una parte, métodos clasicos de plegado/desplegado especialmente con-
cebidos en su origen para “Sistemas de Reescritura de Términos” (o TRS’s
segtn Klop [1992]; Baader y Nipkow [1998]; Huet y Lévy [1992]; Klop y
Middeldorp [1991], que sientan en buena parte las bases de la programa-
cion funcional y 16gico-funcional) debido sobre todo al enorme parecido
entre estos sistemas y las ecuaciones que definen los agregadores difusos,

y

= por otra parte, distintos tipos de anélisis de terminaciéon de programas
basados en la manupulaciéon de grafos de dependencias y también “size-
change” ([Arts y Giesl, 2000b; Lee et al., 2001]), usados en multiples

contextos declarativos.



Bibliografia

Ackerman R., 1967. Introduction to Many Valued Logics. Dover, New York.

Aczél J., 1948. On mean values. Bulletin of the American Mathematical Society,
54(2):392-400.

Adams J.B., 1976. Probabilistic reasoning and certainty factors. Mathematical Bios-
ctences, 32:177-186.

Ait-Kaci H., 1991. Warren’s Abstract Machine: A Tutorial Reconstruction. The MIT

Press, Cambridge, Massachusetts.

Albert E., Alpuente M., Falaschi M., Julian P. y Vidal G., 1998. Improving Control in
Functional Logic Program Specialization. En G. Levi, ed., Proc. of Static Analysis
Symposium, SAS’98, pags. 262-277. Lecture Notes in Computer Science 1503.

Albert E., Alpuente M., Hanus M. y Vidal G., 1999. A Partial Evaluation Framework
for Curry Programs. En Proc. of the 6th International Conference on Logic for
Programming and Automated Reasoning, LPAR’99, pags. 376-395. Lecture Notes
in Artificial Intelligence 1705.

Alpuente M., Falaschi M., Julidn P. y Vidal G., 1997a. Specialization of Lazy Fun-
ctional Logic Programs. En Proc. of the ACM SIGPLAN Conference on Partial
FEvaluation, Sigplan Notices 32(12), pags. 151-162. ACM Press, New York.

Alpuente M., Falaschi M., Moreno G. y Vidal G., 1997b. Safe Folding/Unfolding with
Conditional Narrowing. En M. Hanus, H. Heering y K. Meinke, eds., Proc. of the
International Conference on Algebraic and Logic Programming, ALP’97, Sout-
hampton, pags. 1-15. Lecture Notes in Computer Science 1298.

241



242 BIBLIOGRAFIA

Alpuente M., Falaschi M., Moreno G. y Vidal G., 1999. A Transformation System
for Lazy Functional Logic Programs. En A. Middeldorp y T. Sato, eds., Proc.
of the 4th Fuji International Symposyum on Functional and Logic Programming,
FLOPS’99, Tsukuba, pags. 147-162. Lecture Notes in Computer Science 1722.

Alpuente M., Falaschi M., Moreno G. y Vidal G., 2004. Rules + Strategies for Transfor-
ming Lazy Functional Logic Programs. Theoretical Computer Science, 311:479-
525.

Alpuente M., Falaschi M.y Vidal G., 1998. Partial Evaluation of Functional Logic Pro-
grams. ACM Transactions on Programming Languages and Systems, 20(4):768—
844.

Alsina C., Castro J.L. y Trillas E., 1995. On the characterization of S and R im-
plications. En Proc. of the 6th International Fuzzy Systems Association World
Congress, Sao Paulo, volumen 1, pags. 317-319.

Alsinet T., Chesnevar C.l., Godo L. y Simari G.R., 2008. A logic programming frame-
work for possibilistic argumentation: Formalization and logical properties. Fuzzy
Sets and Systems, 159(10):1208-1228.

Alsinet T. y Godo L., 1998. Fuzzy Unification Degree. En Proc. 2th International
Workshop on Logic Programming and Soft Computing’98, in conjunction with
JICSLP’98, Manchester, pag. 18.

Alsinet T.y Godo L., 2000. A Complete Calculus for Possibilistic Logic Programming
with Fuzzy Propositional Variables. En Proc. of the 16th Conference on Uncer-
tainty in Artificial Intelligence, UAI’00, pags. 1-10. Morgan Kaufmann Publishers

Inc., San Francisco.

Apt K.R., 1990. Introduction to Logic Programming. En J. van Leeuwen, ed., Hand-
book of Theoretical Computer Science, volumen B: Formal Models and Semantics,
pags. 493-574. Elsevier, Amsterdam and The MIT Press, Cambridge, Massachu-
setts.

Apt K.R., 1997. From Logic Programming to Prolog. International Series in Computer

Science, Prentice Hall.

Aranda J., Fernandez J.L. y Morilla F., 1993. Ldgica Matemdtica. Sanz y Torres.



BIBLIOGRAFIA 243

Arcelli F. y Formato F.; 1999. Likelog: A Logic Programming Language for Flexible
Data Retrieval. En Proc. of the ACM Symposium on Applied Computing, SAC’99,
San Antonio, Tezas, pags. 260-267. ACM, Artificial Intelligence and Computatio-
nal Logic.

Arcelli F. y Formato F., 2002. A similarity-based resolution rule. International Journal
of Intelligent Systems, 17(9):853-872.

Arts T. y Giesl J., 2000a. Termination of term rewriting using dependency pairs.
Theoretical Computer Science, 236(1-2):133-178.

Arts T. y Giesl J., 2000b. Termination of term rewriting using dependency pairs.
Theoretical Computer Science, 236(1-2):133-178.

Atanassov K. y Georgiev C., 1993. Intuitionistic fuzzy Prolog. Fuzzy Sets Systems,
53(2):121-128.

Baader F. y Nipkow T., 1998. Term Rewriting and All That. Cambridge University
Press.

Baldwin J.F., Martin T.P. y Pilsworth B.W., 1995. Fril-Fuzzy and Evidential Reasoning
in Artificial Intelligence. John Wiley & Sons, Inc.

Baral C., Gelfond M. y Rushton N., 2004. Probabilistic reasoning with answer sets.
En Proc. of the 7th International Conference in Logic Programming and Nonmo-
notonic Reasoning, LPNMR’04, Fort Lauderdale, Florida, pags. 21-33. Lecture
Notes in Artificial Intelligence 2923.

Bossi A., Gabbrielli M., Levi G. y Martelli M., 1994. The s-semantics approach: Theory
and applications. Journal of Logic Programming, 19-20:149-197.

Burstall R.M. y Darlington J., 1977. A Transformation System for Developing Recur-
sive Programs. Journal of the ACM, 24(1):44-67.

Caballero R., Rodriguez-Artalejo M. y Romero-Diaz C.A., 2008. Similarity-based reaso-
ning in qualified logic programming. En PPDP’08: Proc. of the 10th international
ACM SIGPLAN conference on Principles and practice of declarative program-
ming, pags. 185-194. ACM, New York.

Calvo T., Baets B.D. y Mesiar R., 1999. Weighted sums of aggregation operators.
Mathware € soft computing, 6(1):33-47.



244 BIBLIOGRAFIA

Calvo T., Kolesarova A., Komornikova M. y Mesiar R., 2002. Aggregation operators:
properties, classes and construction methods. En T. Calvo, G. Mayor, y R. Mesiar,
eds., Aggregation operators: new trends and applications, pags. 3—104. Physica-
Verlag GmbH, Heidelberg, Germany.

Cao T.H., 2000. Annotated fuzzy logic programs. Fuzzy Sets and Systems,
113(2):277-298.

Carlsson C. y Fullér R., 1995. On fuzzy screening system. En V. Maingz, ed., Proc. of the
3th European Congress on Intelligent Techniques and Soft Computing, EUFIT 95,
Aachen, pags. 1261-1264.

Carlsson C., Fullér R. y Fullér S., 1997. Possibility and necessity in weighted aggrega-
tion. En R. Yager y J. Kacprzyk, eds., The ordered weighted averaging operators:
Theory, Methodology and Applications, pags. 18-28. Kluwer Academic Publishers.

Castillo E., Gutiérrez J. y Hadi A., 1996. Sistemas Ezpertos y Modelos de Redes

Probabilisticas. Monografias de la Academia de Ingenieria.

Chang C.C., 1958. Algebraic analysis of many valued logics. Transactions of the
American Mathematical Society, 88:467-490.

Chesfievar C.I., Simari G.R., Alsinet T. y Godo L., 2004. A logic programming frame-
work for possibilistic argumentation with vague knowledge. En Proc. of the 20th
conference on Uncertainty in artificial intelligence, AUAI’04, pags. 76-84. AUAI

Press, Arlington, Virginia.

Cohen P.R., 1985. Heuristic reasoning about uncertainty: an artificial intelligence

approach. Pitman Publishing, Inc., Marshfield, Massachusetts.

Consel C. y Danvy O., 1993. Tutorial notes on Partial Evaluation. En Proc. of
20th Annual ACM Symposium on Principles of Programming Languages, pags.
493-501. ACM, New York.

Consel C., Hornof L., Noél F., Noyé J.. y Volanschi E.,; 1996. A Uniform Approach
for Compile-Time and Run-Time Specialisation. En Proc. of the 1996 Dagstuhl
Seminar on Partial Evaluation, pags. 54-72. Lecture Notes in Computer Science
1110.



BIBLIOGRAFIA 245

Cordén O., Herrera F., Hoffmann F. y Magdalena L., 2001. Genetic Fuzzy Systems:
Evolutionary Tuning and Learning of Fuzzy Knowledge Bases. En Advances in

Fuzzy Systems Applications and Theory, volumen 19. World Scientific.

Damasio C.V., Medina J. y Ojeda-Aciego M., 2004a. Sorted multi-adjoint logic pro-
grams: termination results and applications. En Proc. of Logics in Artificial Inte-
lligence, JELIA 04, Lisbon, pags. 260-273. Lecture Notes in Artificial Intelligence
3229.

Damasio C.V., Medina J. y Ojeda-Aciego M., 2004b. A tabulation proof procedure for
residuated logic programming. In Proc. of the European Conference on Artificial

Intelligence, Frontiers in Artificial Intelligence and Applications, 110:808-812.

Damasio C.V., Medina J. y Ojeda-Aciego M., 2004. Termination results for sorted
multi-adjoint logic programming. En Proc. of the 10th International Conference
on Information Processing and Managment of Uncertainty in Knowledge-Based
Systems, IPMU’04, Perugia, pags. 1879-1886.

Damasio C.V., Medina J. y Ojeda-Aciego M., 2007. Termination of logic programs
with imperfect information: applications and query procedure. Journal of Appplied
Logic, 5:435-458.

Damasio C.V. y Moniz-Pereira L., 2000. Hybrid Probabilistic Logic Programs as
Residuated Logic Programs. En JELIA ’00: Proc. of the European Workshop on
Logics in Artificial Intelligence, pags. 57-72. Springer-Verlag, London.

Damasio C.V. y Moniz-Pereira L., 2001a. Antitonic Logic Programs. En Proc. of the
6th International Conference on Logic Programming and Nonmonotonic Reaso-
ning, LPNMR’01, Vienna, pags. 379-392. Springer-Verlag.

Damasio C.V. y Moniz-Pereira L., 2001b. Monotonic and residuated logic programs.
En S. Benferhat y P. Besnard, eds., Proc. of the 6th Furopean Conference on Sym-
bolic and Quantitative Approaches to Reasoning with Uncertainty, ECSQARU01,
Toulouse, pags. 748-759. Lecture Notes in Artificial Intelligence 2143.

Damasio C.V. y Moniz-Pereira L., 2002. Hybrid Probabilistic Logic Programs as
Residuated Logic Programs. Lecture Notes in Computer Science, 1919:57-72.



246 BIBLIOGRAFIA

Damasio C.V. y Moniz-Pereira L., 2004. Sorted Monotonic Logic Programs and their
Embeddings. En Proc. of the 10th International Conference on Information Pro-
cessing and Managment of Uncertainty in Knowledge-Based Systems, IPMU’04,
Perugia, pags. 807-814.

Dekhtyar A. y Dekhtyar M.1., 2005. Revisiting the semantics of interval probabilistic
logic programs. En 8th International Conference on Logic Programming and Non-
monotonic Reasoning, LPNMR’05, volumen 3662, pags. 330-342. Lecture Notes
in Computer Science.

Dekhtyar A. y Subrahmanian V.S., 2000. Hybrid Probabilistic Programs. Journal of
Logic Programming, 43(3):187-250.

Dilworth R., 1939. Residuated Lattices. Transactions of the American Mathematical
Society, 45:335—-354.

Driankov D., Hellendoorn H. y Reinfrank M., 1996. An introduction to control fuzzy.
Springer-Verlag.

Dubois D., Lang J. y Prade H., 1991a. Fuzzy sets in approximate reasoning, part 2:
logical approaches. Fuzzy Sets and Systems, 40(1):203-244.

Dubois D., Lang J. y Prade H., 1991b. Towards possibilistic logic programming. En
Proc. of the 8th International Confenrence on Logic Programming, ICLP’91, pags.
581-595. The MIT Press.

Dubois D. y Prade H., 1980. Fuzzy Sets and Systems: Theory and Applications.
Academic Press.

Dubois D. y Prade H., 1984. Criteria aggregation and ranking of alternatives in
the framework of fuzzy set theory. TIMS Studies in the Management Sciences,
20:209-240.

Dubois D. y Prade H., 1985. A review of fuzzy sets aggregation connectives. Infor-
mation Sciences, 36:85-121.

Dubois D. y Prade H., 1986. Weighted minimun and maximum operations in fuzzy
sets theory. Information Sciences, 39:205-210.

Dubois D. y Prade H., 1991. Fuzzy sets in approximate reasoning, part 1: inference
with possibility distributions. Fuzzy Sets and Systems, 40(1):143-202.



BIBLIOGRAFIA 247

Dubois D., Prade H. y Sandri S., 1998. Possibilistic logic with fuzzy constants and
fuzzily restricted quantifiers. En Logic Programming and Soft Computing, pags.
69-90. T. P. Martin and F. Arcelli-Fontana eds., Baldock.

Duda R.O., Hart P.E. y Nilsson N.J., 1990. Subjective Bayesian methods for rule-based
inference systems. En Readings in uncertain reasoning, pags. 274-281. Morgan
Kaufmann Publishers Inc., San Francisco.

Durante F., Sempi C., Mesiar R. y Klement E.P., 2007. Conjunctors and their residual
implicators: characterizations and construction methods. Mediterranean Journal
of Mathematics, 4(3):343-356.

van Emden M H., 1986. Quantitative Deduction and its Fixpoint Theory. Journal of
Logic Programming, 3(1):37-53.

van Emden M.H. y Kowalski R.A., 1976. The Semantics of Predicate Logic as a
Programming Language. Journal of the ACM, 23(4):733-742.

Falaschi M., 1988. Semantica del non determinismo nei linguaggi logici concorrenti.
Servizio Editoriale Universitario, Universita di Pisa.

Falaschi M., Levi G., Martelli M. y Palamidessi C., 1989. Declarative Modeling of
the Operational Behavior of Logic Languages. Theoretical Computer Science,
69(3):289-318.

Falaschi M., Levi G., Martelli M. y Palamidessi C., 1993. A Model-Theoretic Re-
construction of the Operational Semantics of Logic Programs. Information and
Computation, 103(1):86-113.

Fay M., 1979. First Order Unification in an Equational Theory. En Proc. of 4th
International Conference on Automated Deduction, pags. 161-167.

Fitting M., 1991. Bilattices and the semantics of logic programming. Journal of Logic
Programming, 11:91-116.

Fodor J. y Calvo T., 1998. Aggregation functions defined by t-norms and t-conorms.
En B. Bouchon-Meunier, ed., Aggregation and Fusion of Imperfect Information,

pags. 36-48. Physica Verlag.

Fodor J. y Roubens M., 1992. Aggregation and scoring procedures in multicriteria
decision making methods. En Proc. of the IEEE International Conference on
Fuzzy Systems 1992, pags. 1261-1267.



248 BIBLIOGRAFIA

Fodor J. y Yager R.R., 1994. Fuzzy Preference Modelling and Multicriteria Decision
Support. En Theory and Decision Library, Series D, System Theory, Knowlege
engineering and Problem Solving, volumen 14. Kluwer Academic, Kluwer, Dor-
drecht.

Formato F., Gerla G. y Sessa M.I., 1999. Extension of Logic Programming by Simila-
rity. En Proc. of the Italian-Portuguese-Spanish Joint Conference on Declarative
Programming, APPIA-GULP-PRODE’99, L’Aquila, pags. 397-410.

Formato F., Gerla G. y Sessa M.I., 2000. Similarity-based Unification. Fundamenta
Informaticae, 40(4):393-414.

Fuhr N., 2000. Probabilistic Datalog: implementing logical information retrieval for
advanced applications. Journal of the American Society for Information Science,
51(2):95-110.

Gallagher J., 1993. Tutorial on Specialisation of Logic Programs. En Proc. of the 1993
ACM SIGPLAN Symposium on Partial Evaluation and Semantics-Based Program
Manipulation, pags. 88-98. ACM, New York.

Gerla G., 2001. Fuzzy control as a fuzzy deduction system. Fuzzy Sets and Systems,
121(3):409-425.

Gerla G., 2004. Representation theorems for fuzzy orders and quasi-metrics. Soft
Computing, 8(8):571-580.

Gerla G., 2005. Fuzzy Logic Programming and fuzzy control. Studia Logica, 79:231—
254.

Giarratano J. y Riley G., 1994. Experts Systems: Principles and Programming. PWS,
Boston.

Ginsberg M .L., 1988. Multi-valued logics: a uniform approach to reasoning in artificial
intelligence. Computational Intelligence, 4:265-316.

Gliick R., Jgrgensen J., Martens B. y Sgrensen M., 1996. Controlling Conjunctive
Partial Deduction of Definite Logic Programs. En Proc. International Symposium
on Programming Languages: Implementations, Logics and Programs, PLILP’96,
pégs. 152-166. Lecture Notes in Computer Science 1140.



BIBLIOGRAFIA 249

Gliick R. y Sgrensen M., 1994. Partial Deduction and Driving are Equivalent. En Proc.
International Symposium on Programming Language Implementation and Logic
Programming, PLILP’9/, pags. 165—181. Lecture Notes in Computer Science 844.

Goguen J.A., 1969. The logic of inexact concepts. Synthese, 19:325-373.

Guadarrama S., Mufioz S. y Vaucheret C., 2004. Fuzzy Prolog: A New Approach Using
Soft Constraints Propagation. Fuzzy Sets and Systems, Elsevier, 144(1):127-150.

Guerrero J. y Moreno G., 2008. Optimizing Fuzzy Logic Programs by Unfolding, Ag-
gregation and Folding. Electronic Notes in Theoretical Computer Science, 219:19—
34. Extended version of Guerrero y Moreno [2007].

Guerrero J.A. y Moreno G., 2007. Optimizing Fuzzy Logic Programs by Unfolding,
Aggregation and Folding. En J. Visser y V. Winter, eds., Proc. of the 8th. Interna-
tional Workshop on Rule-Based Programming, RULE’07, Paris, June 29, pag. 15.
University of Paris.

Gupta M.M. y Qi J., 1991. Theory of T-norms and fuzzy inference methods. Fuzzy
Sets and Systems, 40(3):431-450.

Hajek P., 1998. Metamathematics of Fuzzy Logic. Kluwer Academic Publishers,
Dordrecht.

Hajek P., 2006. Fuzzy Logic. En E.N. Zalta, ed., The Stanford Encyclopedia of
Philosophy (Summer 2008 Edition). The MRL and the CSLI, Stanford University.

Herrera F., Herrera-Viedma E. y Verdegay J.L., 1996. Direct approach processes in
group decision making using linguistic OWA operators. Fuzzy Sets and Systems,
79(2):175-190.

Hinde C., 1986. Fuzzy prolog. International Journal Man-Machine Studies, 24:569—
595.

Huet G. y Lévy J., 1992. Computations in Orthogonal Rewriting Systems, Part T +
II. En J. Lassez y G. Plotkin, eds., Computational Logic — Essays in Honor of
Alan Robinson, pags. 395-443. The MIT Press, Cambridge, MA.

Ishizuka M. y Kanai N., 1985. Prolog-ELF incorporating fuzzy logic. En A.K. Jos-
hi, ed., Proc. of the 9th International Joint Conference on Artificial Intelligence,
IJCAI’85. Los Angeles, 1985., pags. 701-703. Morgan Kaufmann.



250 BIBLIOGRAFIA

Jenei S., 2004. How to construct left-continuous triangular norms: state of the art.
Fuzzy Sets and Systems, 143:27-45.

Jenei S.; 2006. On the convex combination of left-continuous t-norms. Aequationes
Mathematicae, 72:47-59.

Jenei S. y Montagna F., 2003. A general method for constructing left-continuous
t-norms. Fuzzy Sets and Systems, 136:263-282.

Jones N., Gomard C. y Sestoft P., 1993. Partial Evaluation and Automatic Program
Generation. Prentice-Hall, Englewood Cliffs, New York.

Julian P., 2000. Especializacion de Programas Ldgico-Funcionales Perezosos. Uni-
versidad de Valencia. Tesis Doctoral.

Julian P.; 2004. Ldgica simbdlica para informdticos. RA-MA, Madrid.

Julian P. y Alpuente M., 2007. Programacion Ldgica. Teoria y Prdctica. Pearson
Educacién, S.A., Madrid.

Julian P., Medina J., Moreno G. y Ojeda M., 2008a. Combining Tabulation and Th-
resholding Techniques for Executing Multi-Adjoint Logic Programs. En L. Mag-
dalena, M. Ojeda-Aciego y J. Verdegay, eds., In Proc. of the 12th Internatio-
nal Conference on Information Processing and Management of Uncertainty in
Knoledge-based Systems, IPMU’08, June 22-27, Madlaga, pags. 550—-512. Univer-
sity of Malaga.

Julidn P., Medina J., Moreno G. y Ojeda M., 2008b. Thresholded Tabulation in a
Fuzzy Logic Setting. En J. Almendros, ed., In Proc. of VIII Jornadas sobre Pro-
gramacion y Lenguajes, PROLE’08, Gijon, October, 7-10, pags. 57—-71. Fundacion
Universidad de Oviedo.

Julidn P., Medina J., Moreno G. y Ojeda M., 2010. Efficient Thresholded Tabulation for
Fuzzy Query Answering. Studies in Fuzziness and Soft Computing (Foundations
of Reasoning under Uncertainty), 249:125-141.

Julian P., Medina J., Moreno G. y Ojeda-Aciego M., 2009. Thresholded Tabulation in a
Fuzzy Logic Setting. FElectronic Notes in Theoretical Computer Science, 248:115—
130. Improved version of Julidn et al. [2008b].



BIBLIOGRAFIA 251

Julian P., Moreno G. y Penabad J., 2004a. Unfolding-based Improvements on Fuzzy
Logic Programs. En S. Lucas, ed., Proc. of IV Jornadas sobre Programacion
y Lenguajes, PROLE’04, Mdilaga, November 11-12, pags. 241-254. University of
Malaga.

Julidn P., Moreno G. y Penabad J., 2004b. Unfolding Fuzzy Logic Programs. En Proc.
of the 4th International Conference on Intelligent Systems Design and Applica-
tions, ISDA’04 (Sponsored by IEEE). Budapest, August 26-28, pags. 595-600.

Julidn P., Moreno G. y Penabad J., 2004c. Unfolding Fuzzy Logic Programs. Informe
Técnico DIAB-04-03-2, Departamento de Informética, Universidad de Castilla-La
Mancha.

Julian P., Moreno G. y Penabad J., 2005a. On Fuzzy Unfolding. A Multi-Adjoint
Approach. Fuzzy Sets and Systems, Elsevier, 154:16-33.

Julian P., Moreno G. y Penabad J., 2005b. Operational/Interpretive Unfolding of
Multi-adjoint Logic Programs. En F. Lopez-Fraguas, ed., Proc. of V Jornadas
sobre Programacion y Lenguajes, PROLE’05, Granada, September 14-16, pags.
239-248. University of Granada.

Julian P., Moreno G. y Penabad J., 2005c. Unfolding-based Improvements on Fuzzy
Logic Programs. En Flectronic Notes in Theoretical Computer Science, volumen
137, pags. 69-103. Elsevier, Amsterdam.

Julian P., Moreno G. y Penabad J., 2006a. Efficient Reductants Calculi using Partial
Evaluation Techniques with Thresholding. En P. Lucio, ed., Proc. of VI Jornadas
sobre Programacion y Lenguajes, PROLE’06, Sitges, October 10-12, pags. 275—
289. Technical University of Catalonia.

Julidn P., Moreno G. y Penabad J., 2006b. Evaluacién Parcial de Programas Logicos
Multi-Adjuntos y Aplicaciones. En A.F. Caballero, ed., Proc. of Campus Multi-
disciplinar sobre Percepcion e Inteligencia, CMPI’06. Albacete, July 10-12, pags.
712-724. University of Castilla-La Mancha.

Julian P., Moreno G. y Penabad J., 2006c. Operational/Interpretive Unfolding
of Multi-adjoint Logic Programs. Journal of Universal Computer Science,
12(11):1679-1699.



252 BIBLIOGRAFIA

Julian P., Moreno G. y Penabad J., 2007a. Cost Measures for Fuzzy Logic Compu-
tations. En E. Pimentel, ed., Proc. of VII Jornadas sobre Programacion y Lengua-
jes, PROLE’07, Zaragoza, September 12-1/4, pags. 103—110. Thomson-Paraninfo.

Julidn P., Moreno G. y Penabad J., 2007b. Efficient Reductants Calculi using Partial
Evaluation Techniques with Thresholding. En FElectronic Notes in Theoretical

Computer Science, volumen 188C, pags. 77-90. Elsevier, Amsterdam.

Julian P., Moreno G. y Penabad J., 2007c. Measuring the Interpretive Cost in Fuzzy
Logic Computations. En F. Masulli y al., eds., Proc. of 7th. International Whorks-
hop on Fuzzy Logic and Applications, WILF’07, Portofino, July 07-10, pags. 28—
36. Springer Verlag, Lecture Notes in Artificial Intelligence 4578.

Julian P., Moreno G. y Penabad J., 2009. An Improved Reductant Calculus using
Fuzzy Partial Evaluation Techniques. Fuzzy Sets and Systems, Elsevier, 160:162—
181.

Julian P., Moreno G. y Penabad J., 2009. On the Declarative Semantics of Multi-
Adjoint Logic Programs. En Proc. of the 10th International Work-Conference on
Artificial Neural Networks, IWANN’09, pags. 253-260. Springer-Verlag, Lecture
Notes In Computer Science, 5517, Berlin.

Julian P. y Rubio-Manzano C., 2006. A WAM Implementation for Flexible Query
Answering. En A.P. del Pobil, ed., In Proc. of the 10th IASTED International
Conference on Artificial Intelligence and Soft Computing, ASC’06, August 28-30,
Palma de Mallorca, pags. 262-267. ACTA Press.

Julidn P. y Rubio-Manzano C., 2009. A Similarity-Based WAM for Bousi~Prolog.
En J. Cabestany, F.S. Hernandez, A. Prieto y J.M. Corchado, eds., IWANN (1),
pégs. 245-252. Springer, Lecture Notes in Computer Science, 5517.

Julidn P. y Villamizar C., 2004. Analizing Definitional Trees: Looking for Determi-
nism. En Y. Kameyama y M.P.J. Stuckey, eds., Proc. of the 7th Fuji International
Symposyum on Functional and Logic Programming, FLOPS’04, Nara, pags. 55—
69. Springer, Lecture Notes in Computer Science, 2998.

Khamsi M.A. y Misane D., 1997. Fixed point theorems in logic programming. Annals
of Mathematics and Artificial Intelligence, 21:231-243.



BIBLIOGRAFIA 253

Kifer M. y Li A., 1988. On the Semantics of Rule-Based Expert Systems with Un-
certainty. En Proc. of the 2th International Conference on Database Theory,
ICDT’88, pags. 102-117. Springer-Verlag, London.

Kifer M. y Subrahmanian V., 1992. Theory of generalized annotated logic program-
ming and its applications. Journal of Logic Programming, 12:335-367.

Klawonn F., 2003. Should fuzzy equality and similarity satisfy transitivity? comments
on the paper by M. De Cock and E. Kerre. Fuzzy Sets and Systems, 133(2):175—
180.

Klawonn F. y Kruse R., 1994. A FLukasiewicz logic based Prolog. Mathware € Soft
Computing, 1(1):5-29.

Klement E.P., Mesiar R. y Pap E., 2004. Triangular norms. Position paper II: General
constructions and parameterized families. Fuzzy Sets and Systems, 145(1):411-
438.

Klir G.J. y Yuan B., 1995. Fuzzy Sets and Fuzzy Logic. Prentice-Hall.

Klop J.W., 1992. Term Rewriting Systems. En S. Abramsky, D. Gabbay y T. Mai-
baum, eds., Handbook of Logic in Computer Science, volumen I, pags. 1-112.
Oxford University Press.

Klop J.W. y Middeldorp A., 1991. Sequentiality in Orthogonal Term Rewriting Sys-
tems. Journal of Symbolic Computation, pags. 161-195.

Kolesdrova A. y Komornikova M., 1999. Triangular norm-based iterative compensatory
operators. Fuzzy Sets and Systems, 104(1):109-120.

Komorowski H., 1982. Partial Evaluation as a Means for Inferencing Data Structures
in an Applicative Language: A Theory and Implementation in the Case of Prolog.
En Proc. of 9th ACM Symposium on Principles of Programming Languages, pags.
255-267.

Kott L., 1985. Unfold /fold program transformation. En M.Nivat y J. Reynolds, eds.,
Algebraic methods in semantics, capitulo 12, pags. 411-434. Cambridge University
Press.

Kowalski R.A.; 1974. Predicate Logic as a Programming Language. Information
Processing, 74:569-574.



254 BIBLIOGRAFIA

Krajci S., Lencses R., Medina J., Ojeda-Aciego M., Valverde A. y Vojtas P., 2002.
Non-commutativity and Expressive Deductive Logic Databases. En Proc. of the
European Conference on Logics in Artificial Intelligence, JELIA’02, pags. 149-
160. Springer-Verlag, London.

Krajci S., Lencses R. y Vojtas P., 2002. A data model for annotated programs. ADBIS

Research Communications, pags. 141-154.

Krajci S., Lencses R. y Vojtas P., 2004. A comparison of fuzzy and annotated logic
programming. Fuzzy Sets and Systems, 144:173-192.

Lakshmanan L.V.S. y Sadri F., 1994. Probabilistic Deductive Databases. En Sympo-
sium on Logic Programming, pags. 254-268.

Lakshmanan L.V.S. y Sadri F., 1997. Uncertain deductive databases: a hybrid ap-
proach. Information Systems, 22(9):483-508.

Lakshmanan L.V.S. y Sadri F., 2001. On a theory of probabilistic deductive databases.
Theory and Practice of Logic Programming, 1(1):5-42.

Lakshmanan L.V.S. y Shiri N., 2001. A Parametric Approach to Deductive Databa-
ses with Uncertainty. IEEE Transactions on Knowledge and Data Engineering,
13(4):554-570.

Lassez J.L., Maher M.J. y Marriott K., 1988. Unification Revisited. En J. Minker,
ed., Foundations of Deductive Databases and Logic Programming, pags. 587—625.
Morgan Kaufmann, Los Altos, California.

Lee C., Jones N. y Ben-Amram A., 2001. The size-change principle for program
termination. SIGPLAN Notices, 36(3):81-92.

Lee R.C.T., 1972. Fuzzy Logic and the Resolution Principle. Journal of the ACM,
19(1):119-129.

Leuschel M., De Schreye D. y de Waal A., 1996. A Conceptual Embedding of Folding
into Partial Deduction: Towards a Maximal Integration. En M. Maher, ed., Proc.

of the Joint International Conference and Symposium on Logic Programming,
JICSLP’96, pags. 319-332. The MIT Press, Cambridge, Massachusetts.

Levi G. y Mancarella P., 1988. The Unfolding Semantics of Logic Programs. Informe
Técnico TR-13/88, Dipartimento di Informatica, Universita di Pisa.



BIBLIOGRAFIA 255

Li D. y Liu D., 1990. A fuzzy Prolog database system. John Wiley & Sons, Inc.

Ling C., 1965. Representation of associative functions. Publicationes Mathematicae
Debrecen, 12:189-212.

Lloyd J., 1987. Foundations of Logic Programming. Springer-Verlag, Berlin. Second
edition.

Lloyd J. y Shepherdson J., 1991. Partial Evaluation in Logic Programming. Journal
of Logic Programming, 11:217-242.

Loia V., Senatore S. y Sessa M.l., 2001. Similarity-based SLD Resolution and Its
Implementation in An Extended Prolog System. En Proc. of the 10th IEEE Inter-
national Conference of Fuzzy Systems FUZZ-IEEE’01, Melbourne, pags. 650-653.

Loyer Y. y Straccia U., 2002a. Uncertainty and Partial Non-uniform Assumptions in
Parametric Deductive Databases. En Proc. of the European Conference on Logics

in Artificial Intelligence, pags. 271-282. Springer-Verlag, London.

Loyer Y. y Straccia U., 2002b. The Well-Founded Semantics in Normal Logic Pro-
grams with Uncertainty. En Proc. of the 6th International Symposium on Fun-
ctional and Logic Programming, pags. 152-166. Springer-Verlag, London.

Loyer Y. y Straccia U., 2003. The Approximate Well-founded Semantics for Logic
Programs with Uncertainty. En Proc. of the 28th International Symposium on
Mathematical Foundations of Computer Science, volumen 2747, pags. 541-550.
Lecture Notes in Computer Science.

Loyer Y. y Straccia U., 2004. Epistemic Foundation of the Well-Founded Semantics
over Bilattices. En Proc. of the 29th International Symposium on Mathemati-
cal Foundations of Computer Science, MFCS’04, volumen 3153, pags. 513-524.
Springer, Heidelberg, Berlin.

Loyer Y.y Straccia U., 2005. Approximate Well-founded Semantics, Query Answering
and Generalized Normal Logic Programs over Lattices. Informe Técnico ISTI-
2005-TR-xx, I.S.T.I. - C.N.R.

Loyer Y. y Straccia U., 2006. Epistemic foundation of stable model semantics. Theory
and Practice of Logic Programming, 6(4):355-393.



256 BIBLIOGRAFIA

Lu J.J., 1996. Logic programming with signs and annotations. Journal of Logic and
Computation, 6(6):755-778.

Lukasiewicz T., 1999a. Many-Valued Disjunctive Logic Programs with Probabilistic
Semantics. En Proc. of the 5th International Conference on Logic Programming
and Nonmonotonic Reasoning, LPNMR’99, pags. 277-289. Springer-Verlag, Lon-
don.

Lukasiewicz T., 1999b. Many-Valued First-Order Logics with Probabilistic Semantics.
En Proc. of the 12th International Workshop on Computer Science Logic, pags.
415-429. Springer-Verlag, London.

Lukasiewicz T., 2001a. Fixpoint Characterizations for Many-Valued Disjunctive Lo-
gic Programs with Probabilistic Semantics. En Proc. of the 6th International
Conference on Logic Programming and Nonmonotonic Reasoning, LPNMR’01,
pégs. 336-350. Springer-Verlag, London.

Lukasiewicz T., 2001b. Probabilistic logic programming with conditional constraints.
ACM Transactions on Computational Logic, 2(3):289-339.

Mamdani E., 1993. Twenty Years of Fuzzy Control: Experiences Gained and Lessons
Learnt. En Proc. of the 2th IEEE International Conference on Fuzzy Systems,
pags. 339-344.

Mamdani E. y Assilian S., 1975. An experiment in linguistic synthesis with a fuzzy
logic controller. International Journal on Man Machine Studies, 7:1-13.

Martin T.P., Baldwin J.F. y Pilsworth B.W., 1987. The implementation of fprolog—a
fuzzy prolog interpreter. Fuzzy Sets Systems, 23(1):119-129.

Mateis C., 2000. Quantitative disjunctive logic programming: Semantics and compu-
tation. AI Communications, 13(4):225-248.

Mayor G. y Calvo T., 1997. Extended aggregation functions. En Proc. Seventh IFSA
congress, Prague, volumen I, pags. 281-285. Academy Sciences.

Medina J. y Ojeda-Aciego M., 2002. A new approach to completeness for multi-adjoint
logic programming. En Proc. of 9th Information Processing and Management of
Uncertainty in Knowledge-Based Systems Conference, IPMU’02, Annecy.



BIBLIOGRAFIA 257

Medina J. y Ojeda-Aciego M., 2004. Multi-adjoint logic programming. En In Proc.
of the 10th International Conference on Information Processing and Managment
of Uncertainty in Knowledge-Based Systems, IPMU’04, Perugia, pags. 823-830.

Medina J., Ojeda-Aciego M. y Ruiz-Calvifio J., 2000. Multi-lattices as a basis for gene-
ralized fuzzy logic programming. Lecture Notes in Artificial Intelligence, 3849:61—
70.

Medina J., Ojeda-Aciego M. y Ruiz-Calvifio J., 2005. Fuzzy logic programming via mul-
tilattices: first results and prospects. En Proc. of Ldgica Fuzzy € Soft Computing,
LFSC’05, Granada, pags. 19-26. Thomson.

Medina J., Ojeda-Aciego M. y Ruiz-Calvifio J., 2006. On the ideal semantics of
multilattice-based logic programs. En Proc. of the 11th International Conference
on Information Processing and Management of Uncertainty in Knowledge-Based
Systems, IPMU’06, Paris, pags. 463—470.

Medina J., Ojeda-Aciego M. y Ruiz-Calvifio J., 2007a. A fixed-point theorem for multi-
valued functions with application to multilattice-based logic programming. Lecture
Notes in Artificial Intelligence, 4578:37-44.

Medina J., Ojeda-Aciego M. y Ruiz-Calvifio J., 2007b. Fuzzy logic programming via
multilattices. Fuzzy Sets and Systems, 158(6):674—688.

Medina J., Ojeda-Aciego M. y Ruiz-Calvifio J., 2007c. On reachability of minimal
models of multilattice-based logic programming. Lecture Notes in Artificial Inte-
lligence, 4827:271-282.

Medina J., Ojeda-Aciego M. y Vojtas P., 2001a. A completeness theorem for multi-
adjoint logic programming. En Proc. of 10th IEEE International Conference on
Fuzzy Systems, IEEE Press, Melbourne, volumen 2, pags. 1031-1034.

Medina J., Ojeda-Aciego M. y Vojtas P., 2001b. A Multi-adjoint Logic Approach to
Abductive Reasoning. En Proc. of the 17th International Conference on Logic
Programming, EPIA’01, pags. 269-283. Springer-Verlag, London.

Medina J., Ojeda-Aciego M. y Vojtas P., 2001c. A Procedural Semantics for Multi-
adjoint Logic Programming. En Proc. of the10th Portuguese Conference on Ar-

tificial Intelligence on Progress in Artificial Intelligence, Knowledge Extraction,



258 BIBLIOGRAFIA

Multi-agent Systems, Logic Programming and Constraint Solving, EPIA 01, Lec-
tures Notes in Artificial Intelligence 2258, pags. 290-297. London.

Medina J., Ojeda-Aciego M. y Vojtas P., 2001d. Multi-adjoint logic programming
with continuous semantics. En Proc. of Logic Programming and Non-Monotonic
Reasoning, LPNMR’01, Vienna, Lecture Notes in Artificial Intelligence 2173,
pags. 351-364.

Medina J., Ojeda-Aciego M. y Vojtas P., 2004. Similarity-based Unification: a multi-
adjoint approach. Fuzzy Sets and Systems, Elsevier, 146:43—62.

Meritt D., 1989. Building FExpert Systems in Prolog. Springer Verlag, Berlin.

Mizumoto M., 1989a. Pictorial representations of fuzzy connectives, part I: cases of
t-norms, t-conorms and averaging operators. Fuzzy Sets and Systems, 31(2):217—
242,

Mizumoto M., 1989b. Pictorial representations of fuzzy connectives, part II: ca-
ses of compensatory operators and self-dual operators. Fuzzy Sets and Systems,
32(1):45-79.

Morcillo P.J. y Moreno G., 2008. Programming with Fuzzy Logic Rules by using
the FLOPER Tool. En N.B. et al., ed., Proc. of 2th International Symposium on
Rule Interchange and Applications, RuleML’08. Orlando, October 80-31, pags.
119-126. Springer Verlag, Lecture Notes in Computer Science 3521.

Morcillo P.J. y Moreno G., 2009a. Modeling Interpretive Steps in Fuzzy Logic Compu-
tations. En V.D. Gesu, S.K. Pal y A. Petrosino, eds., Proc. of the 8th International
Workshop on Fuzzy Logic and Applications, WILF’09. Palermo, June 9-12, pags.
44-51. Springer Verlag, Lecture Notes in Artificial Intelligence 5571.

Morcillo P.J. y Moreno G., 2009b. On Cost Estimations for Executing Fuzzy Logic
Programs. En H.R. Arabnia, D. de la Fuente y J.A. Olivas, eds., Proc. of the
2009 International Conference on Artificial Intelligence, ICAI’09, July 13-16, Las
Vegas Nevada, pags. 217-223. CSREA Press.

Morcillo P.J. y Moreno G., 2009c. A Practical Approach for Ensuring Completeness
of Multi-adjoint Logic Computations via General Reductants. En G.M. P. Lucio y
R. Peiia, eds., Proc. of IX Jornadas sobre Programacion y Lenguajes, PROLE’09,
San Sebastidn, September 8-11, pags. 355-363. Universidad del Pais Vasco.



BIBLIOGRAFIA 259

Morcillo P.J. y Moreno G., 2009d. Unfolding Connective Definitions in Multi-adjoint
Logic Programs. En F.J. Martin, ed., Proc. of the First Workshop on Compu-
tational Logics and Artificial Intelligence, CLAI’09 (integrated in CAEPIA’09),
Sevilla, November 9, pags. 59-70. University of Sevilla.

Moreno G., 2000. Reglas y FEstrategias de Transformacion para Programas Ldgico-

Funcionales. Universidad de Valencia. Tesis Doctoral.

Moreno G., 2006. Building a Fuzzy Transformation System. En J. Wiedermann,
G. Tel, J. Pokorny, M. Bielikova y J. Stuller, eds., Proc. of the 32th Conference on
Current Trends in Theory and Practice of Computer Science, SOFSEM’06. Merin,
January 21-27, pags. 409-418. Springer, Lecture Notes in Computer Science 3831.

Moser B., Tsiporkova E. y Klement E.P., 1999. Convex combination in terms of trian-
gular norms: a characterization of idempotent, bisymmetrical and self-dual com-
pensatory operators. Fuzzy Sets and Systems, Special Issue: Triangular norms,
104:97-108.

Muggleton S., 1995. Stochastic Logic Programs. En L.D. Raedt, ed., Proc. of the
5th International Workshop on Inductive Logic Programming, pags. 254-264. De-

partment of Computer Science, Katholieke Universiteit Leuven.

Mukaidono M., 1982. Fuzzy inference of resolution style. Fuzzy Sets and Possibility
Theory, pags. 224-231.

Mukaidono M., Shen Z. y Ding L., 1989. Fundamentals of Fuzzy Prolog. International
Journal Approzimate Reasoning, 3(2):179-193.

Ng R.y Subrahmanian V.S.; 1991. Stable Model Semantics for Probabilistic Deductive
Databases. En Proc. of the 6th International Symposium on Methodologies for
Intelligent Systems, ISMIS’91, pags. 162-171. Springer-Verlag, Charlotte, North
Carolina.

Ng R. y Subrahmanian V.S.; 1992. Probabilistic logic programming. Information and
Computation, 101(2):150-201.

Ngo L. y Haddawy P., 1997. Answering queries from context-sensitive probabilistic
knowledge bases. Theoretical Computer Science, 171(1-2):147-177.

Nguyen H.T., 2002. A First Course in Fuzzy and Neural Control. CRC Press, Inc.,
Boca Raton, Florida.



260 BIBLIOGRAFIA

Nguyen H.T. y Walker E., 2006. A First Course in Fuzzy Logic. Chapman &
Hall/CRC, Boca Raton, Florida. Third edition.

Nicolas P., Garcia L., y Stéphan I., 2005. Possibilistic stable models. En Proc. of the
19th International Joint Conference on Artificial Intelligence, IJCAI’05, pags.
248-253. Morgan Kaufmann, San Francisco.

Novak V., Perfilieva |. y Mockor J., 1999. Mathematical principles of fuzzy logic.
Kluwer, Boston, Dordrecht.

Pajares G. y Santos M., 2005. Inteligencia Artificial e Ingenieria del Conocimiento.
Ra-Ma.

Palamidessi C., 1990. Algebraic Properties of Idempotent Substitutions. En M.S.
Paterson, ed., Proc. of 17th International Colloguium on Automata, Languages
and Programming, pags. 386-399. Lecture Notes in Computer Science 443.

Palmn R., Driankov D. y Hellendoorn H., 1997. Model-Based Fuzzy Control. Springer-
Verlag.

Pavelka J., 1979. On fuzzy logic I, II, III. Zeitschrift fur Mathemathische Logik und
Grundlagen der Mathematik, 25:45-52, 119134, 447-464.

Pedrycz W. y Gomide F., 1998. Introduction to fuzzy sets. MIT Press, Cambridge,

Massachusetts.

Pettorossi A. y Proietti M., 1994. Transformation of Logic Programs: Foundations
and Techniques. Journal of Logic Programming, 19,20:261-320.

Pettorossi A. y Proietti M., 1996a. A Comparative Revisitation of Some Program
Transformation Techniques. En O. Danvy, R. Gliick y P. Thiemann, eds., Partial
Evaluation, International Seminar, Dagstuhl Castle, pags. 355-385. Lecture Notes

in Computer Science 1110.

Pettorossi A. y Proietti M., 1996b. Rules and Strategies for Transforming Functional
and Logic Programs. ACM Computing Surveys, 28(2):360-414.

Pettorossi A. y Proietti M., 1998. Transformation of Logic Programs. En Handbook
of Logic in Artificial Intelligence, volumen 5, pags. 697-787. Oxford University
Press.



BIBLIOGRAFIA 261

Proietti M. y Pettorossi A., 1993. The Loop Absorption and the Generalization Stra-
tegies for the Development of Logic Programs and Partial Deduction. Journal of
Logic Programming, 16(1&2):123-161.

Rios-Filho L.G. y Sandri S.A., 1995. Contextual Fuzzy Unification. En Proc. 5th
International Fuzzy Systems Association World Congress IFSA’95, Sao Paulo,
pags. 81-84.

Rodriguez-Artalejo M. y Romero-Diaz C.A., 2008. Quantitative Logic Programming
Revisited. En Proc. of the 9th International Symposium on Functional and Logic
Programming, FLOPS’08, volumen 4989, pdgs. 272—288. Springer-Verlag, Lecture
Notes in Computer Science.

Rodriguez-Artalejo M. y Romero-Diaz C.A., 2009. Qualified Logic Programming with
Bivalued Predicates. Electronic Notes in Theoretical Computer Science, 248:67—
82.

Rounds W. y Zhang G.Q., 2001. Clausal Logic and Logic Programming in Algebraic
Domains. Information and Computation, 171:183-200.

Sands D., 1995. Higher Order Expression Procedures. En Proc. of the 1995 ACM
SIGPLAN Symposium on Partial Evaluation and Semantics-Based Program Ma-
nipulation, pags. 178-189. ACM Press, New York.

Sands D., 1996. Total Correctness by Local Improvement in the Transformation of
Functional Programs. ACM Transactions on Programming Languages and Sys-
tems, 18(2):175-234.

Scherlis W., 1981. Program Improvement by Internal Specialization. En Proc. of 8th
Annual ACM Symposium on Principles of Programming Languages, pags. 41-49.
ACM Press, New York.

Schweizer B. y Sklar A., 1983. Probabilistic Metric Spaces. North-Holland, New York.

Scott D.S., 1982. Domains for denotational semantics. Lecture Notes in Computer
Science, 140:577-610.

Sessa M.I., 2000. Flexible Querying in Deductive Database. En A.D. Nola y G. Gerla,
eds., School on Soft Computing at Salerno University: Selected Lectures 1996-
1999, pags. 257-276. Springer Verlag.



262 BIBLIOGRAFIA

Sessa M.I., 2002. Approximate reasoning by similarity-based SLD resolution. Fuzzy
Sets and Systems, 275:389-426.

Shafer G., 1976. A Mathematical Theory of Evidence. Princeton University Press.

Shapiro E.Y., 1983. Logic programs with uncertainties: A tool for implementing rule-
based systems. En Proc. of the 8th International Joint Conference on Artificial
Intelligence, IJCAI’83, Karlsruhe, pags. 529-532.

Shortliffe E.H. y Buchanan B.G., 1975. A model of inexact reasoning in medicine.
Mathematical Biosciences, 23:351-379.

Sterling L. y Shapiro E., 1986. The Art of Prolog. MIT Press, Cambridge.

Stouti A., 2004. A fuzzy version of Tarski’s fixpoint theorem. Archivum Mathemati-
cum, 40(3):273-279.

Straccia U., 2005a. Query Answering in Normal Logic Programs Under Uncertainty.
En L. Godoé, ed., Proc. of 8th. European Conference on Symbolic and Quantitative
Approaches to Reasoning with Uncertainty, ECSQARU’05, Barcelona, pags. 687—
700. Lecture Notes in Computer Science 3571.

Straccia U., 2005b. Uncertainty Management in Logic Programming: Simple and Ef-
fective Top-Down Query Answering. En R. Khosla, R.J. Howlett y L.C. Jain, eds.,
Proc. 9th International Conference on Knowledge-Based and Intelligent Informa-
tion and Engineering Systems, Part I, pags. 753-760. Lecture Notes in Computer
Science 3682.

Straccia U., Ojeda-Aciego M. y Damaésio C.V., 2009. On Fixed-Points of Multiva-
lued Functions on Complete Lattices and Their Application to Generalized Logic
Programs. SIAM Journal on Computing, 38(5):1881-1911.

Swift T., 1999. Tabling for non-monotonic programming. Annals of Mathematics
and Artificial Intelligence, 25(3-4):201-240.

Tamaki H. y Sato T., 1984. Unfold/Fold Transformations of Logic Programs. En
S. Tarnlund, ed., Proc. of 2th International Conference on Logic Programming,
pags. 127-139.

Tamaki H. y Sato T., 1986. OLD Resolution with Tabulation. En Proc. of the 3th
International Conference on Logic Programming, pags. 84-98. Springer-Verlag,
London.



BIBLIOGRAFIA 263

Tarski A., 1955. A lattice-theoretical fixpoint theorem and its applications. Pacific
Journal of Mathematics, 5:285-309.

Terricabras J.M. y Trillas E., 1989. Some Remarks on Vague Predicates. Theoria,
10:1-12.

Trillas E., Alsina C. y Terricabras J.M., 1995. Introduccion a la légica borrosa. Ariel,

S.A., Barcelona.

Trillas E., del Campo C. y Cubillo S., 2000. When QM-Operators Are Implication
Functions and Conditional Fuzzy Relations. International Journal of Intelligent
Systems, 15:647-655.

Trillas E. y Valverde L., 1985. On mode and implication in approximate reasoning.
En M.M. Gupta, A. Kandel, W. Bandler y J. Kiszka, eds., Approximate reasoning
in expert systems. North Holland, Elsevier Science Publishers B. V.

Turchin V., 1986. The Concept of a Supercompiler. ACM Transactions on Program-
ming Languages and Systems, 8(3):292-325.

Turksen 1.B., 1992. Interval-valued fuzzy sets and “compensatory AND”. Fuzzy Sets
Systems, 51(3):295-307.

Valverde L. y Zadeh L.A., 1996. Del control analitico al control borroso. Universitat
de les Illes Balears.

Vaucheret C., Guadarrama S. y Muifioz S., 2002. Fuzzy Prolog: A Simple General
Implementation Using CLP(R). En M. Baaz y A. Voronkov, eds., Proc. of Logic
for Programming, Artificial Intelligence and Reasoning, LPAR’02, Tbilisi, pags.
450-463. Lectures Notes in Artificial Intelligence 2514.

Verbaeten S., Schreye D.D. y Sagonas K., 2001. Termination proofs for logic programs
with tabling. ACM Transactions on Computational Logic, 2(1):57-92.

Vidal G., 2007. Quasi-Terminating Logic Programs for Ensuring the Termination of
Partial Evaluation. En Proc. of the ACM SIGPLAN 2007 Workshop on Partial
Evaluation and Program Manipulation, PEPM’07, pags. 51-60. ACM Press.

Virtanen E., 1991. Fuzzy Unification. En Proc. of the International Conference
on Information Processing and Management of Uncertainty in Knoledge-based
Systems, IPMU’94, Paris, pags. 1147-1152.



264 BIBLIOGRAFIA

Vojtas P., 2001. Fuzzy Logic Programming. Fuzzy Sets and Systems, Elsevier,
124(1):361-370.

Vojtas P. y Paulik L., 1996. Soundness and completeness of non-classical extended
SLD-resolution. En R. Dyckhoff y al, eds., Proc. of the Workshop on Extensions of
Logic Programming, ELP’96, Leipzig, pags. 289-301. Lecture Notes in Computer
Science 1050.

Wadler P., 1990. Deforestation: Transforming programs to eliminate trees. Theore-
tical Computer Science, 73:231-248.

Warren D.H.D., 1983. An Abstract Prolog Instruction Set. Technical note 309, SRI

International, Menlo Park, California.

Weigert T.J., Tsai J.J.P. y Liu X., 1993. Fuzzy Operator Logic and Fuzzy Resolution.
Journal of Automated Reasoning, 10(1):59-78.

Wiithrich B., 1995. Probabilistic Knowledge Bases. IEEE Transactions on Knowledge
and Data Engineering, 7(5):691-698.

Yager R.R., 1988. On ordered weighted averaging aggregation operators in multi-
criteria decision making. IEEFE Transactions on Systems, Man and Cybernetics,
18(1):183-190.

Yager R.R., 1993a. Families of OWA operators. Fuzzy Sets and Systems, 59(2):125—
148.

Yager R.R., 1993b. Fuzzy Screening Systems. En R. Owen y M. Roubens, eds., Fuzzy
logic: state of the art, pags. 251-261. Kluwer Academic Publishers, Dordrecht.

Yager R.R., 1994a. Aggregation operators and fuzzy systems modeling. Fuzzy Sets
and Systems, 67(2):129-145.

Yager R.R.; 1994b. On weighted median aggregation. International Journal of Un-
certainty, 2:101-113.

Yasui H., Hamada Y. y Mukaidono M., 1995. Fuzzy prolog based on Y.ukasiewicz impli-
cation and bounded product. En Proc. of the 4th IEEE International Conference
on Fuzzy Systems, Yokohama, volumen 2, pags. 949-954.

Ying M., 2002. Implication operators in fuzzy logic. IEEE Transactions on Fuzzy
Systems, 10:88-91.



BIBLIOGRAFIA 265

Zadeh L.A., 1965a. Fuzzy logic and approximate reasoning. Synthese, 30:407-428.
Zadeh L.A.; 1965b. Fuzzy Sets. Information and Control, 8(3):338-353.

Zadeh L.A., 1973. Outline of a new approach to the analysis of complex systems and

decision processes. IEEE Transactions on Systems, Man and Cybernetics, 3(1).

Zadeh L.A.; 1975. The concept of a Linguistic Variable and Its Applications to
Aproximate Reasoning. Information Sciences, pags. 199-249.

Zadeh L.A.; 1996. Nacimiento y evolucion de la 16gica borrosa, el soft computing y la
computacién con palabras: un punto de vista personal. Psicothema, 8(2):421-429.

Zadeh L.A., 2008. Is there a need for fuzzy logic? Information Sciences, 178:2751—
2779.

Zhu H., 1994. How powerful are folding/unfolding transformations. Journal of
Functional Programming, 4(1):89-112.

Zimmermann H. y Zysno P., 1980. Latent Connectives in Human Decision Making.
Fuzzy Sets and Systems, 4:37-51.



