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PROLOGO

Los métodos de clustering, o clasificacion automatica, constituyen un grupo importante
de herramientas de andlisis de datos. Estos métodos son utilizados para el analisis de
imagenes medicas con el objetivo de identificar y categorizar las formas o funciones de
diferentes tipos de tejidos u 6rganos, proceso éste conocido también como segmentacion
de imagenes.

Sin embargo, la mayoria de los métodos de clustering existentes se basan en una nocion
general de semejanza sin tener en cuenta ninguna informacién adicional del dominio
como, por ejemplo, las relaciones espaciales entre los objetos.

En la presente tesis se aborda el problema de la segmentacion de imagenes desde el punto
de la clasificacion automatica. Se destaca la idea de que la segmentacion de una imagen
se puede ver como la particidn de los pixeles.

Ademas se apoya la idea de que los modelos que describan adecuadamente las relaciones
espaciales entre los objetos pueden servir como herramientas Utiles para la clasificacion.
De manera implicita se asume que en el caso de la segmentacion de imagenes los pixeles
cercanos espacialmente poseen caracteristicas similares y deben estar, por tanto, en la
misma clase. Los métodos de clasificacion automatica que traten de preservar la
estructura espacial constituyen un objeto de interés en esta investigacion.

Este trabajo trata los temas de la segmentacién de imagenes y los métodos de clustering.
Por esa razon en la Parte | se incluyen una serie de conceptos y métodos que a nuestro
juicio resultan de interés para facilitar la comprension de los problemas que se analizan
en la tesis. Asi en el Capitulo 1 se analizan los principales conceptos relacionados con las
imégenes digitales, particularmente las imagenes médicas. El Capitulo 2 brinda una
vision acerca de los métodos de clustering clasicos. A los métodos de segmentacion de
imégenes se dedica el Capitulo 3.

En La Parte Il se investigan las relaciones espaciales entre los objetos de un conjunto
interpretadas a la luz del concepto de autocorrelacion espacial. La interpretacion
descriptiva asumida en este trabajo postula que si los valores relativamente altos (bajos)
de la magnitud analizada en una determinada localizacion estan acompafiados de valores
relativamente altos (bajos) en las localizaciones vecinas, entonces puede hablarse de la
existencia de autocorrelacion positiva. Si por el contrario, los valores relativamente altos
(bajos) se alternan con valores relativamente bajos (altos) en las localizaciones vecinas, la
autocorrelacion sera negativa.

Se estudian modificaciones a los indices de autocorrelacion clasicos, se proponen nuevos
indices, y se estudian sus propiedades y relaciones. La aplicacion del indice de Geary al
estudio de las particiones de un conjunto de objetos con relaciones espaciales ha
determinado la definicién de un indice de autocorrelacion espacial asociado a particiones,
Cs; ., que toma en cuenta Unicamente las fronteras entre las clases de una particion.



La Parte 11l estd dedicada a los métodos de clustering con restricciones. En el Capitulo 5
se presenta el estudio tedrico de un metodo de clustering jerarquico aglomerativo con
restricciones de contigliidad. Se propone una funcion de desemejanzas que toma en
cuenta las relaciones de contiguidad impuestas sobre los datos. Se demuestra que la
jerarquia de clusters que se obtiene con el método propuesto al utilizar una estrategia
aglomerativa restringida a la fusion de clusters adyacentes, es libre de inversiones.

En el Capitulo 6 se evalla el método propuesto tomando como area de aplicacion la
segmentacion de imagenes médicas, especificamente imagenes del cerebro. Los objetos a
clasificar en este caso son los pixeles de una imagen y las relaciones de contiguidad
tienen en cuenta la disposicion espacial. En esta evaluacion se han utilizado tanto
imagenes simuladas como imagenes reales. Estos experimentos contribuyen a ilustrar las
potencialidades y limites del método propuesto, asi como a apoyar con evidencia
empirica los resultados teoricos.

Finalmente, en la Parte IV se presentan nuestras conclusiones. Como lineas futuras de
trabajo se proponen varias cuestiones interesantes que emanaron del proceso de
investigacion realizado.
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PARTE I






1 Introduccion

Antes de presentar un andlisis de los métodos de segmentacion de imégenes digitales es
preciso definir qué es una imagen digital, cuales son sus componentes, y las principales vias
de obtencion de las imagenes médicas.

1.1 Imagen digital

Una imagen digital de tonalidades de grises, como es el caso de la mayoria de las imagenes
médicas, puede ser vista como una matriz de dimensiones n.xn. donde n. y ng
representan la cantidad de filas y de columnas de la matriz, respectivamente (Figura 1-1).
Los indices de las filas y las columnas sirven para identificar un punto de la imagen,
mientras que el valor numérico de un elemento de la matriz esta asociado a alguna
magnitud fisica medida. Cada punto de la imagen se denomina también pixel (picture
element).

pixel

Figura 1-1 Representacion matricial de una imagen digital monocromatica.

Para generar una imagen digital se realiza un muestreo a lo largo de los ejes de
coordenadas, por conveniencia orientados segin se muestra en la Figura 1-1. De esta
manera se obtiene una matriz de n_. xn, muestras, cada una de las cuales representa un

pixel. Se dice entonces que la imagen tiene una dimension de n_ pixeles por filas, y n.
pixeles por columnas.

El conjunto de pixeles de una imagen se representara en forma de un vector x de dimension
n=n. xn. para facilitar la realizacion de ciertas operaciones. En este caso se utilizara un

;
vector columna X =(X, X,,...,X,...,X,) , donde los componentes se corresponden con un



recorrido de la matriz de arriba hacia abajo y de izquierda a derecha. Es decir, un pixel que
se encuentra en fila i y en la columna j aparecera en la componente | =(j—1)nF +i del

vector x (ver Figura 1-2).

)

Figura 1-2 Representacion vectorial de una imagen digital monocromatica.

De la misma manera es posible realizar la transformacion inversa, es decir, la componente
Xm del vector x se corresponde con la posicion (i, j) , donde los indices son obtenidos segun
las siguientes expresiones

i =(m-1)modn; +1
J= Lm/nFJ"'l

donde mod representa el resto de la divisién 'y \_ _| la parte entera del argumento.

Una vez realizado el muestreo se procede a cuantificar el valor de la magnitud fisica de
interés en cada una de las regiones, utilizando para ello G niveles enteros de tonalidades de
grises. Se puede plantear entonces que cada pixel tiene asociado un valor escalar

X, € [Gpin:Grax |- donde i=1,....n., j=1,...,n., y G=G,, -G, +1. Normalmente, y sin
perdida de generalidad, se asume que G, =0.

max ]



La cantidad de niveles de cuantificacion G es normalmente una potencia de 2, por ejemplo,
256, 1024, 4096. Un valor comUnmente utilizado es G = 256 . Esto significa que cada pixel
puede tener asociado un valor entre 0 y 255, donde el valor O representa el color negro, el
valor 255 representa el blanco, y los valores intermedios representan tonalidades o niveles
de gris. En este caso es suficiente utilizar un byte para almacenar cada pixel, y se dice que
la profundidad de la imagen es de 8 bits por pixel, 6 1 byte por pixel. Se debe tener en
cuenta qué parametro, fisico o quimico, esta siendo representado como intensidad luminosa
para realizar una interpretacion adecuada de lo que se aprecia en la imagen.

1.2 Imagen digital multibanda

En una imagen digital monocromatica, el valor de un pixel es un escalar entre 0 y G-1.
Las imagenes digitales multibandas se pueden ver como la imagen de una misma region,
por ejemplo geografica 6 anatomica, en la cual cada pixel tiene asociado un vector

X = (X1 %, ), donde 0<x, <G, ; k=1...,b, yel valor b define la cantidad de bandas.
En general, los valores G, pueden representar diferentes magnitudes, con diferentes
intervalos de variacion. Si se tiene, por ejemplo, que G, =256, para todo k=1,...,b, se

tendria una imagen con una profundidad de b bytes por pixel (ver Figura 1-3a).

Otra manera de visualizar una imagen multibanda es mediante una secuencia de imagenes
monocromaticas (ver Figura 1-3b).

Banda b

Banda 1

a) h)
Figura 1-3 (a) Una imagen con b bytes por pixel; (b) b bandas con un byte por pixel.

Un ejemplo de imagen multibanda lo constituye una imagen a color. Una forma comdn de
representar una imagen a color es mediante la utilizacion de 3 bandas R (Red), G (Green),
B (Blue), con profundidad de un byte por pixel cada una. Si se considera la primera forma
de representacién tenemos una imagen con una profundidad de 24 bits por pixel.

Hasta el momento se ha tratado el caso del muestreo y cuantificacién en el plano, por lo que
las imagenes analizadas son iméagenes digitales bidimensionales. Es posible realizar el
muestreo y la cuantificacién en una tercera dimension, la cual puede ser el espacio o el



tiempo. En estos casos estariamos en presencia de imagenes tridimensionales (3D), donde
la tercera dimension puede ser el eje espacial z, o el eje temporal t.

Las imagenes tridimensionales pueden ser vistas como una secuencia de imagenes

monocromaticas o multibandas a lo largo del eje espacial z, o del eje temporal t.

1.3 Imagenes tomograficas

Los equipos tomogréaficos (del griego tome, que significa corte), tales como los tomdgrafos
de rayos X, o tomografos de resonancia magnética, permiten obtener imagenes de cortes o
secciones, normalmente paralelos y uniformemente espaciados, de una region 3D.

Espesor X\
",

Elemento de
walumen

Figura 1-4 Corte asociado a una imagen tomografica.

En medicina, por ejemplo, estos cortes cubren una determinada region del cuerpo humano
la cual contiene un drgano determinado o estd asociada a un determinado fendmeno o
proceso bajo estudio (ver Figura 1-4). Segun la orientacién del corte las imagenes pueden
ser axiales, sagitales o coronales. En una imagen axial el corte divide al cuerpo en una parte
superior y otra inferior y la vista se obtiene como si se estuviera mirando desde la parte
inferior hacia arriba (desde los pies a la cabeza). En una imagen sagital el corte divide al
cuerpo en una parte izquierda y una derecha. Por Gltimo en una imagen coronal el corte
divide al cuerpo en una parte frontal y otra posterior.

Si se consideran las dimensiones en el plano de un pixel en estas imagenes y el espesor del
corte, tendriamos una extension del pixel para el caso 3D en forma de un pequefio
paralepipedo con tres dimensiones (largo, ancho y altura), el cual es Ilamado voxel (volume
element). El centro de cada voxel coincide con el centro del pixel en la imagen (ver Figura
1-5b).



~

pl@d

b}

) ki c)
Figura 1-5 Representacion de una imagen mediante voxeles.

Cada voxel representa un punto de muestreo y cuantificacion de alguna magnitud medible,
siendo la intensidad resultante proporcional a esta magnitud en todo el voxel. En este caso
la imagen puede ser considerada como una matriz 3D como se ilustra en la Figura 1-5c.

Las imagenes tomograficas poseen normalmente 256x256 0 512x512 pixeles y una
profundidad de 1 6 2 bytes. En la Figura 1-6 se muestran tres imagenes de resonancia
magnética de dimensiones 256x256 y 2 bytes de profundidad que representan un corte
axial del cerebro (a), uno coronal (b), y otro sagital (c). La dimension de cada pixel en el
plano es de 0.859 mm x 0.859 mm en todos los casos. El espesor del corte es de 5 mm. para
las imégenes (a) y (c), y de 3 mm en el caso (b).

Figura 1-6 Imagenes de resonancia magnetica.

Los tomografos permiten obtener cortes que no tienen por qué ser consecutivos. Esto
genera un espacio entre cortes en el cual no se recupera informacion. Por ejemplo, en los
casos de la Figura 1-6, los cortes (a) y (c) fueron tomados de una secuencia donde la
separacion entre cortes es de 1.5 mm. Por su parte en la secuencia del caso (b) la separacion
entre cortes es de 0.9 mm. Esto debe ser tenido en cuenta a la hora de realizar un
procesamiento volumétrico que incluya todos los cortes.



Por ultimo, consideraremos las imagenes de mas de tres dimensiones. Los tomografos son
capaces de generar imagenes en cuatro dimensiones (4D), realizando un muestreo en

(x, Y, z,t). Este es el caso, por ejemplo, de imagenes tomograficas de un corazén latiendo,
donde las tres primeras coordenadas son espaciales, y la cuarta es temporal.

1.4 Lasegmentacion de imagenes

La division de una imagen en varios componentes o regiones con algun significado
asociado, y la asignacion a cada pixel de la imagen de una etiqueta correspondiente al
componente al que pertenece, se denomina segmentacion de imagenes. En la Figura 1-7 se
muestra una imagen del cerebro y las regiones de interés segmentadas.

Figura 1-7 Imagen de resonancia magnética (izquierda) y regiones de interés
segmentadas: sustancia gris, sustancia blanca y liquido cefalorraquideo (derecha).

Se puede plantear que la segmentacion es el proceso en el que se extraen los objetos de
interés presentes en las imégenes. El resultado de la segmentacion puede ser la frontera de
un objeto respecto a su exterior, o los puntos que forman su interior. La forma de
representacion del resultado de la segmentacion esta asociada a la manera de representar ya
sea la frontera, 0 ya sea el interior del objeto.

Las fronteras de los objetos delimitan las regiones que estos ocupan. Una vez que se hayan
obtenido las fronteras es posible, en principio, reconstruir la regiones. De manera similar, si
se tiene una particion de una imagen en regiones es posible hacer un seguimiento de la
frontera de cada region.

La segmentacion de imagenes médicas, en particular las del cerebro, es un proceso de alta
complejidad, debido a su compleja estructura como objeto tridimensional. A lo anterior se
adicionan las ambiguedades inducidas por el proceso de adquisicion, entre las que se
encuentran: el ruido, los bajos contrastes, las heterogeneidades de intensidad y el efecto de
volumen parcial [1], todo lo cual hace dificil la interpretacion adn para los especialistas.



Estos elementos sugieren un enfoque que tenga en cuenta todos estos factores a la hora de
obtener una representacion de los objetos de interés.

La calidad de una segmentacidon esta dada por las caracteristicas de sus componentes: deben
ser coherentes desde el punto de vista espacial, mientras que componentes diferentes no
deben ser semejantes [2, 3].

En el caso de imagenes digitales monocromaticas, como la mostrada en la Figura 1-7, los
algoritmos de segmentacion se basan fundamentalmente en dos propiedades bésicas de los
niveles de gris: la similitud, y la discontinuidad. La similitud estd relacionada con la
homogeneidad y se toma en calidad de criterio para la formacion de regiones. Por su parte
la discontinuidad es la medida de contraste entre el objeto y su exterior y se utiliza
normalmente como base para la deteccion de puntos aislados, de lineas, y de bordes. En
adelante se denominaré borde a aquel conjunto conexo de pixeles que se encuentran en la
frontera entre dos regiones. En este sentido el borde es concepto local, mientras la frontera
de una region representa una idea mas global.

La conectividad es de gran importancia en la segmentacion pues simplifica la definicion de
varios conceptos asociados con las imagenes digitales. Para establecer si dos pixeles son
conexos es preciso determinar si son vecinos o adyacentes y si sus niveles de intensidad
cumplen cierta propiedad, por ejemplo, si son iguales o parecidos en un cierto sentido que
habria que precisar. Normalmente se consideran los 4 vecinos, 6 los 8 vecinos de un pixel
(Figura 1-8).

a b

Figura 1-8 Tipos de adyacencia. (a) - 4 vecinos; (b) - 8 vecinos

Esta definicién se puede generalizar a una vecindad alrededor de un pixel compuesta por el
conjunto de pixeles que se encuentran a una distancia, no necesariamente euclidiana) menor
o0 igual que un radio r dado.

Una vez establecida la relacion de adyacencia es posible entonces representar la imagen
mediante un grafo no dirigido. Cada pixel se hace corresponder con un vértice, y se
establece una arista entre aquellos vértices que se consideran adyacentes. Mas adelante se
abunda en estos temas.
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Tradicionalmente la segmentacion de una imagen se interpreta como una particion de ésta
en regiones disjuntas, las cuales son homogéneas en cierto sentido. Una posible definicion
seria la siguiente

Definicién 1 Un conjunto de regiones P={PR,P,,...,P }es una segmentacién de una
imagen I en K regiones si se cumple que [4]

K
k=1

1
2. B(\R=2, k=l

3. P esconexa, k=12,...,K

4. P, k=12,...,K, es homogénea en cierto sentido, mientras PkUP,, k=l deja de

P =1

serlo, y P, esadyacentea R .

Idealmente, aunque no necesariamente, cada P, se debe corresponder con una region o
estructura anatdmica de interés en el caso de la segmentacion de imagenes médicas.

Si se permite que las regiones no sean disjuntas (condicion 2), es decir, que se solapen,
estariamos en presencia de lo que se conoce como segmentacion flexible (soft
segmentation). Este tipo de segmentacion puede ser importante en el caso de las imagenes
médicas como via para tratar con las ambigiiedades presentes en las imagenes.

La nocion de segmentacion flexible aparece a partir de una generalizacion del concepto de
funcion caracteristica de un conjunto la cual indica la pertenencia, o no, de un elemento a
un conjunto. Si las regiones obtenidas no son disjuntas, es decir forman un recubrimiento,
entonces un pixel de la imagen puede pertenecer a mas de una region. Las funciones
caracteristicas pueden ser generalizadas mediante funciones de pertenencia que no
necesariamente deben tomar los valores 0 6 1. Las funciones de pertenencia pueden ser
derivadas mediante técnicas difusas [5], 0 mediante técnicas estadisticas. En ambos casos la
pertenencia de un elemento a un conjunto se especifica mediante un valor entre 0 y 1. Las
funciones de pertenencia difusas pudieran ser sustituidas por densidades de probabilidad.

La tercera condicidén impone una restriccion de contiglidad a las regiones que se obtengan.
Esto no carece de sentido, aunque puede suceder que un mismo érgano o tejido aparezca en
varios lugares no contiguos de la imagen, lo cual debe ser tenido en cuenta en etapas
posteriores a la segmentacion.

Por dltimo, la cuarta condicién esta relacionada con el tipo de propiedades que deben
poseer las regiones, por ejemplo, la uniformidad de los niveles de grises, y expresa ademas
la maximalidad de las regiones.

En la definicion anterior no se incluye ningun criterio de calidad de la particion obtenida y
se acepta cualquiera que satisfaga las condiciones especificadas en la definicion. Si a cada
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miembro P, de la particién P se le asocia cierto costo J (R, ), el costo total de la particién
J; (P) pudiera ser definido de manera aditiva como

3L(P)=23(R).

El problema de la segmentacion puede ser entonces planteado como un problema de
optimizacion,

J; (P7)=min J; (P),

PeW¥y

donde ¥, representa el conjunto de todas las particiones factibles de cardinalidad K, y
P” la particion optima en el sentido de menor costo, es decir,

P" =argmin J; (P)

PeW¥y

La solucion de este problema esta asociada a altos costos computacionales y normalmente
se recurre a métodos heuristicos como alternativa viable.
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2 Métodos de agrupamiento (clustering)

La clasificacion no supervisada, clasificacion automatica, o analisis de conglomerados
(cluster analysis) ha sido utilizada en diversos contextos y disciplinas. Dentro de las
principales aplicaciones se encuentra la segmentacion de imagenes [6]. Aungue por el peso
dentro del trabajo se le dedica a este tépico un capitulo aparte, este epigrafe se hace
necesario para introducir los conceptos y enfoques clasicos.

El principal propdsito de la clasificacion no supervisada consiste formar grupos de objetos
tomando como base la semejanza. Se desea descubrir clases “significativas” (grupos,
conglomerados, clusters); pero no se posee informacion sobre las caracteristicas de estas
clases, o incluso cudl es su cantidad. Por tanto, en este caso las cuestiones de qué y como
hacerlo resultan de interés. Esto apunta al cuidado que se debe tener en cuanto a la
interpretacion de los resultados que se obtienen a luz de las suposiciones hechas y de las
limitaciones de las técnicas que se utilicen [7].

Evidentemente la formulacion dada antes acerca del agrupamiento es demasiado general y
abstracta como para formalizarla en un marco matematico apropiado. Han existido varios
intentos de formalizar el problema del agrupamiento mediante la introduccion de sistemas
axiomaticos validos para cualquier algoritmo de agrupamiento [8-11]. La idea principal de
estos axiomas consiste en restringir la clase de algoritmos de agrupamiento solamente a
aquellos que produzcan soluciones consistentes con el sistema axiomatico dado.

Por lo general los axiomas resultan bastante intuitivos incluyendo, por ejemplo, la
independencia respecto al reordenamiento de los objetos. Se ha investigado un sistema de
tres axiomas que incluye: (1) la invariabilidad respecto a la escala; (2) la riqueza (toda
particion debe ser, en principio, posible); y (3) la consistencia (la contraccion de las
distancias entre pares de puntos que forman parte de un mismo grupo, y el aumento de las
distancias entre puntos de grupos diferentes, no debe afectar el agrupamiento). Sin
embargo, a pesar del caracter intuitivo de estos axiomas, se demuestra que el sistema en su
conjunto es inconsistente, es decir, no existe ninguna funcién de agrupamiento que lo
satisfaga a todos de manera simultanea [12].

El principal sefialamiento que se le puede hacer a estos enfoques axiomaticos esta asociado
al hecho de que la seleccion de los axiomas resulta un poco arbitraria y carente de
justificacion. Estos elementos confirman la dificultad de formalizar el problema del anélisis
de conglomerados o agrupamiento.

Una conclusion a la que se puede arribar es que, en ausencia de informacion o supuestos
adicionales, el analisis de conglomerados es por naturaleza una técnica experimental [13].
Esto conduce al hecho de que, en la practica, el agrupamiento se realice bajo diferentes
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enfoques, con variedad de objetivos diferentes y en muchas ocasiones con métodos mas o
menos heuristicos [14].

Como se ha comentado antes, tanto la discontinuidad como la similitud entre pixeles se
utilizan para formar grupos de elementos semejantes en cierto sentido. Es por esta razon
gue usualmente la segmentacion de imagenes se asocia con la formacion de conglomerados
(cluster analysis), conocida también como clasificacion no supervisada o clasificacion
automatica.

El problema de la segmentacion de imagenes se puede ver como la obtencion de una
particion tal que los pixeles pertenecientes a una region sean semejantes entre si y que, por
otra parte, se diferencien de aquellos pertenecientes a otras regiones. Normalmente también
se impone la restriccion de que las regiones sean conexas, es decir, que estén formadas por
pixeles vecinos, y que posean cierta homogeneidad de la intensidad [15].

Otra opinion sobre la segmentacion vista como un problema de formacion de
conglomerados se manifiesta en [3]. Segun los autores la principal diferencia entre la
segmentacion y la formacion de conglomerados consiste en que la primera se realiza en el
dominio espacial de la imagen, mientras que el segundo se lleva a cabo en el espacio de las
mediciones, es decir, el espacio de los rasgos o caracteristicas, aunque se debe sefialar que
esta dicotomia es relativa toda vez que estos elementos pueden combinarse en una forma de
representacion que involucre a ambos.

Comentando esta relacion se llega incluso a plantear que, de la misma manera que no existe
una teoria del agrupamiento o clustering, no existe tampoco una teoria de la segmentacion
de imégenes [3], y que la mayoria de las propuestas en el campo de la segmentacion de
imagenes son técnicas ad hoc por naturaleza [16]. Sin embargo, en esta tesis se hace un
esfuerzo de estructuracion de los métodos desde el punto de vista del anlisis de
conglomerados.

Aunque el anélisis de los métodos para lograr estos objetivos es esencial, no menos
importante resulta el tema de la representacion de los datos. Una representacion adecuada
de los objetos del espacio de entrada debe estar basada en ciertos datos. El problema de la
representacion de los datos resulta un tema medular en el reconocimiento de patrones [17].

2.1 Representacion de los datos

Cualquier tipo de representacion de los objetos constituye, de hecho, una simplificacion. A
pesar de ello es de esperar que se retengan los rasgos mas esenciales que permitan llevar a
cabo la division del espacio de entrada en regiones de una manera satisfactoria. Un estudio
sistematico sobre el problema de la representacion no es un cuestion simple, y es muy
dependiente del dominio de aplicacion [18].
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Varios tipos de representacion pueden ser utilizados. Asi se puede citar la representacion
basada en rasgos, basada en pixeles u otras muestras, los modelos de probabilidad, los
modelos estructurales, la representacion basada en desemejanzas, basada en semejanzas, y
la representacion conceptual [19].

Las representaciones més comunmente utilizadas son la representacion vectorial y la
representacion basada en datos de proximidad a pares (semejanzas o desemejanzas) [20].

En el primer caso un conjunto Qz{a)l,a)z,...,a)n} de n objetos es representado como n

puntos en un espacio vectorial p-dimensional de rasgos, mientras en el segundo se tiene una
matriz de proximidades de dimension n x n.

2.1.1 Representacion vectorial

Tradicionalmente los objetos de interés se han representado mediante vectores en cierto
espacio de rasgos. Este tipo de representacion se basa en caracteristicas, codificadas
numéricamente, las cuales en su conjunto forman un espacio vectorial, usualmente
euclidiano, en el cual cada objeto es representado mediante un vector. A este enfoque se le
denomina geométrico o estadistico.

X1 X Xo
®1
o | Xi1 Xil Xip
®n

Figura 2-1 Representacion vectorial.

En la Figura 2-1 se muestra esquematicamente esta representacion. Cada uno de los n
objetos es representado mediante un vector de caracteristicas o rasgos x;, i=1,...n, de

dimension p, igual a la cantidad de rasgos o caracteristicas X, I =1,...p, es decir, de
manera compacta X, = (X, X;,....,, ) para cada objeto , €Q, i=1...n.

En el caso de las imagenes médicas, los objetos son los pixeles o voxeles de la imagen,
mientras el espacio de rasgos se toma, por lo general, como el espacio de los valores
medidos. Estas mediciones realizadas en un espacio discreto bidimensional (pixeles), o
tridimensional (voxeles), denominadas intensidades de la imagen, pueden representar, por
ejemplo, absorcion de radiacion como en el caso de las iméagenes de rayos X, o la amplitud
de la sefiales de radiofrecuencia en las imagenes de resonancia magnética. También es
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posible que se realice mas de una medicion en cada localizacién, o simplemente que se
utilicen varias imagenes de la misma region del cuerpo sometidas a un proceso previo de
registro (registration) [21]. Por cualquiera de estas vias es posible asociar a cada
localizacion un vector de caracteristicas o rasgos [22].

Es posible utilizar otro tipo de informacion asociada a cada elemento de la imagen. Aqui se
pueden incluir diferentes medidas de texturas [2] u otras magnitudes calculadas a partir de
los valores de intensidad [23].

Se debe sefialar que no existe una recomendacion universal que indique cuales rasgos o
caracteristicas son los méas apropiados para utilizar en un contexto dado. Una tarea
importante en este sentido consiste en la recoleccion de hechos y conjeturas sobre los datos
asi como la seleccién y extraccion de caracteristicas. Las técnicas de seleccion de
caracteristicas escogen aquellos atributos o rasgos mas descriptivos y discriminatorios que
proporcionen los mejores resultados al aplicar un método dado. Por su parte la extraccion
de caracteristicas consiste en la aplicacion de transformaciones a los datos originales con el
fin de obtener otras nuevas que pudieran ser mas prometedoras [6].

La principal objecion que se le puede hacer a este tipo de representacion consiste en que la
posible estructura de los objetos se pierde. Por ejemplo, las relaciones de vecindad entre
pixeles de una imagen no son tenidas en cuenta. Este problema esencial con el uso de
representaciones vectoriales ha sido sefialado en [24], donde se propone la utilizacion de
representaciones estructurales en las cuales se preserve la organizacion original de los
objetos.

Un elemento a favor del tipo de representacion vectorial es la disponibilidad de una gran
cantidad de métodos para enfrentar el problema de la clasificacion no supervisada [6, 25].

2.1.2 Representacion basada en proximidades

Una representacion adecuada de los objetos puede ser disefiada si se incorpora el
conocimiento disponible del dominio de aplicacion. Este es el caso de las relaciones de
proximidad las cuales se pueden modelar mediante funciones de semejanza o de
desemejanzas (distancias) [20]. Si se tiene en cuenta el contexto, es posible enriquecer la
representacion y tener en cuenta las relaciones estructurales presentes entre los objetos.

Esta forma de representacion lleva a una matriz de dimension nxn donde cada elemento
esta asociado a una cierta medida de proximidad p; entre dos objetos@, y ; (ver Figura

2-2).

Una imagen es una coleccion de elementos (pixeles o voxeles) ordenada espacialmente. Al
utilizar una representacion basada puramente en rasgos resulta problematico preservar la
conectividad espacial entre pixeles vecinos. Estas relaciones espaciales pudieran ser
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derivadas quizas a partir de la ciertas transformaciones de los rasgos; pero no estarian
incluidas en la representacion de manera explicita. Por ejemplo, las coordenadas de los
pixeles pudieran incorporarse en el vector de rasgos y a partir de ellas y otros rasgos definir
alguna medida de proximidad (semejanza).

1 [ On
1
; Li
®n

Figura 2-2 Representacion basada en proximidades.

En la segmentacion de imégenes las caracteristicas numéricas aparecen antes de tomar en
cuenta el concepto de proximidad y estan esencialmente ligadas a los valores de intensidad
asociados a los elementos de la imagen (por ejemplo, pixeles). Sin embargo, la distribucion
espacial impone ciertas restricciones toda vez que un elemento presente en una imagen se
aproxima, usualmente, mediante un conjunto de pixeles vecinos. En una representacion
basada Unicamente en caracteristicas no resulta evidente como incluir esta informacion
estructural. Lo mismo ocurre en el caso que se desee incorporar cierto conocimiento
adicional acerca del dominio.

Una via de solucion a esta insuficiencia consiste en derivar medidas de proximidad que
permitan tener en cuenta toda la informacion disponible. Esto sugiere la idea de utilizar la
nocion de proximidad como concepto primario asociado a la representacion de los objetos.

Las representaciones de proximidad pueden dividirse en representaciones relativas y
representaciones conceptuales [20]. En la representacion relativa se comparan objetos
relacionados y se calcula alguna medida de proximidad. Las medidas de proximidad
pueden representar distancias entre vectores de rasgos en el caso en que los objetos tengan
asociados vectores de rasgos. Sin embargo, otras representaciones pueden ser posibles:
grafos, arboles, cadenas, u otros modelos estructurales [20, 26]. Por ejemplo, a un pixel se
le puede asociar un histograma de frecuencias de los valores de intensidad en una cierta
vecindad y la medicion de proximidad p; entre dos pixeles cualesquiera estaria asociada a

cierta semejanza entre dichos histogramas [27] .

La representacion conceptual, por su parte, extiende el andlisis a la relacion entre un objeto
y otra cierta cantidad de ellos; o entre un modelo y un concepto; o entre dos conceptos. Tal
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puede ser el caso de una consulta donde se tiene una imagen y se desean recuperar
imagenes similares [28].

Se debe tener en cuenta que no existe una medida de proximidad (semejanza o
desemejanza) universal que sea aplicable en todas las situaciones. Cualquier comparacion
entre objetos se realiza tomando como base un determinado contexto, o cierto punto de
vista, y teniendo en cuenta determinadas caracteristicas, las especificidades de los
dominios, o cualquier informacion adicional disponible.

Generalmente en calidad de medida de proximidad se toma una medida d que refleje la
nocion de cercania entre los objetos. Lo mas comun es utilizar una métrica o funcion de
distancia.

Cualquier funcién de desemejanzas es una funcién d :QQxQ — R, donde R representa

el conjunto de los reales positivos con el cero incluido, y ©Q es un conjunto de objetos. A
continuacion se presentan algunas propiedades que puede cumplir una funcion de
desemejanzas

1. d(

2. d(m,®;)20 (no negatividad)
3. d (a)i ,o. ) =d (a)j , a)i) (Simetria)
4. d(m,0)=0
5. d( d

Las propiedades (1) y (2) son muy intuitivas y representan la exigencia minima para una
funcién de desemejanzas.

La propiedad (3) aungue es comudn que se cumpla puede que no sea satisfecha por una
funcion dada.

Por su parte la propiedad (4) se refiere a la invariabilidad dentro del espacio de los objetos.
Diferentes objetos cuyas distancias entre si sean cero no pueden ser discriminados y son
tratados como miembros de una misma clase. Por lo tanto se debe tener cuidado con las
funciones de desemejanzas que no satisfagan esta propiedad.

Las funciones que cumplan todas las cinco propiedades se denominan métricas o distancias.
Si solamente se satisfacen las propiedades (1) — (3) y la (5) entonces se denominan semi-
métricas.

En otros casos se le pueden exigir otras condiciones adicionales a la funcién de distancia.
Asi por ejemplo, si se impone la condicion adicional de que



19

6. Vo, 0,0, €Q, d(a)i,a)j)smax{d (coi,a)k),d(a)k,a)j)}

entonces estariamos en presencia de una distancia ultramétrica, o simplemente de una
ultramétrica, que encuentra su utilizacion en los métodos de agrupamiento jerarquicos que
se comentan mas adelante.

Algunos ejemplos de funciones de distancias para objetos con una representacion vectorial
son las siguientes.

1
Minkowski: dq(xi,xj)z[zpjxik —xjk|q]c| ,q>1,
k=1
Manhattan (City-block): dl(xi,xj):zp:|xik — X,
k=1
Euclidiana:  d, (X, x;)=dc(x,x;)= p (%, —xjk)2 :\/(xi =% )( —xj)T
k=1
Chebyshev: A, (%00 X)) = G (%X, ) = max, ., %, = X,

Mahalanobis: d,, (X, x; )= \/(xi =)= (% - )T

13 . . . .
donde = ==Y (x, ~%)' (% —X) es lamatriz de covarianzas y = su inversa. Aquf se
n4s

asume un conjunto de n vectores filas en un espacio de dimension p.

En ocasiones se utilizan funciones o medidas de semejanzas o afinidades las cuales son de
cierta manera contrapuestas a la nocién de distancia o desemejanza en el sentido de que la
semejanza entre dos objetos debe aumentar si la desemejanza disminuye. Particularmente la
semejanza o afinidad debe aumentar a medida que los objetos sean mas similares.

Esto hace posible utilizar ciertas transformaciones para pasar de desemejanzas a
semejanzas y viceversa. Asi si d (x, y) es una funcion de desemejanzas, entonces cualquier

funcién de d(x, y) decreciente y no negativa se puede tomar como una funcion de
semejanzas, por ejemplo, s(x,y)= exp(—dz(x, y)/t), donde t seria un cierto pardmetro a

definir. De la misma manera si se tiene una funcion de semejanzas normalizada, es decir
0<s(x,y)<1, entonces d(x,y)=1-s(x,y) es una funcién de distancias [29].

La disponibilidad de diferentes medidas de proximidad, o de diferente conocimiento de
expertos, sugiere la idea de su combinacion [30]. La combinacion de diferentes medidas
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hace que la representacion sea mas universal y flexible, permitiendo tomar en cuenta
diversos aspectos del problema que se analiza. Esta idea de combinar medidas de
semejanzas esta relacionada con la idea de combinar diferentes clasificadores [20].

Un ejemplo de medida de semejanza utilizada en aplicaciones de segmentacion de
imagenes es la siguiente [31].

x| (i)

€
0 ,d(ij)=r

donde x; y X; representan los valores de intensidad de los pixeles i y j, respectivamente,
d(i, j) es la distancia euclidiana entre los pixeles i y j, r es un radio que delimita la

vecindad que se analiza, y o;, o, son parametros de control. En este caso la semejanza
estad asociada tanto a la cercania espacial como a la de los valores de intensidad.

Una de las alternativas de representacion de los datos de proximidad lo constituyen los
grafos. Cada vértice del grafo representa un objeto, y cada arista se pondera con el valor de
la medida de proximidad entre los objetos dados. Si la relacion de proximidad no fuera
simétrica se obtendria un grafo dirigido. La clasificacion en este caso seria equivalente a un
problema de particion del grafo. La utilizacion de grafos en este contexto permite hacer uso
de todo el aparato teodrico y algoritmico disponible en este campo.

Finalmente se puede plantear que en el problema de la segmentacion de iméagenes, y de las
imagenes médicas en particular, es necesario incorporar toda la informacion disponible
desde el momento mismo de la representacion de los datos. Esto incluye también la
cuestion de como medir la semejanza entre los elementos de la imagen, lo cual estd muy
asociado a la forma de representacion, asi como a los métodos aplicables en cada caso.

Una analisis mas detallado sobre diferentes medidas de desemejanzas para diferentes tipos
de representacion de los datos puede ser consultado en [20].

2.2 Enfoques clasicos

Dos estrategias basicas se han desarrollado para el problema de formacion de
conglomerados: los métodos particionales y los métodos jerarquicos, cada uno de los cuales
incluyen una gran variedad de algoritmos como via de implementacion de estas estrategias.

A diferencia del agrupamiento jerarquico, donde se obtiene un dendrograma de grupos o
clusters anidados, el agrupamiento particional genera una unica particion de los datos. Por
otra parte, mientras el agrupamiento jerarquico exige, por lo general, solamente una matriz
de proximidades (distancias o semejanzas), el agrupamiento particional opera usualmente
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en un espacio de caracteristicas, normalmente euclidiano. A continuacion se presenta una
revision de las principales estrategias y métodos. Mas detalles se pueden consultar, por
ejemplo, en [6, 13, 15].

2.2.1 Agrupamiento particional

Formalmente el agrupamiento particional se puede plantear de la siguiente manera. Sean n
objetos dados en un espacio métrico p-dimensional. EI problema consiste en agrupar los n
objetos en K clusters teniendo en cuenta un cierto criterio que favorezca el agrupamiento de
objetos semejantes en un mismo cluster. El valor de K puede, 0 no, estar dado de antemanao,
aunque usualmente si lo esta.

Es posible examinar esta problematica desde una perspectiva de copertenencia a una clase o
adyacencia. Supongamos que se tiene una matriz A=[aij], donde a; =1 solamente en el

caso en que los objetos i y j estén en la misma clase y a; =0 si no. Si K=1 la matriz A esta

repleta de 1’s (AY ), y si K=n la matriz A es la matriz identidad. En general, 1<K <n, la
matriz A representa la relacion binaria de equivalencia asociada a una particion de K clases.

La cuestion de obtener una particion de los n objetos en K clases se puede interpretar como
la descomposicion de la matriz original A® cuando K=1 en otras dos matrices:
AY =AM L BM) donde A describe las relaciones entre los objetos que se agrupan en

cada clase, y B™ sefiala las relaciones entre objetos de diferentes clases. En la Figura 2-3
se muestra un ejemplo donde se utilizan 3 clases y se asume alguna permutacion de las filas
y columnas de la matriz de conexiones original de manera que cada clase es descrita por un
bloque de la diagonal principal de la primera matriz de la descomposicion.

1111111 111
1111111 2 111
1111111 11 111
111111 1= 11 +1 1 111
1111111 111 |1 1)1
1111111 111 |1 1)1
1111111 11111 1]1
Figura 2-3 Descomposicion de una matriz de conexiones.

Si se define alguna medida de desemejanza entre los objetos es posible entonces plantear la
siguiente propiedad fundamental que relaciona la suma total de las desemejanzas y las
desemejanzas internas (entre objetos de una misma clase, Within) y las cruzadas (entre
objetos de diferentes clases, Between).
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Sea una particion P :{Pl, P, ... } de tamario K del conjunto de n objetos i=1,...,n,Yy

d(a)i,a)j) una funcion de desemejanzas definida para cualquier de objetos o, y ;. Se
tiene entonces que

> d(00)-3 Y T d@)3Y Y Ydoo)

i=1 j=1 k=1 v eR wjeh k=1 I1=1 v eR »;eR

=

=
De forma abreviada esta descomposicion se puede expresar
S; =S, +S;

Para un conjunto dado de objetos, el término de la izquierda es constante. A medida que el
valor de K cambie asi sera la distribucion de las sumas internas y cruzadas. En el caso de
gue todos los objetos formen una Unica clase (K=1) la suma cruzada sera cero. De la misma
manera si K =n, es decir, se tiene la particion mas fina donde cada objeto es considerado
una clase, y en este caso la suma interna seria igual a cero toda vez que

d(ew,0)=0, Vi=1...,n.

La suma interna permite caracterizar en cierto sentido cada una de las clases, es decir, a
medida que la suma interna de una clase sea mas pequefia, mas compacta sera dicha clase.
Por su parte la suma cruzada nos brinda una idea de la diferencia entre las clases: mientras
mayor sea la suma cruzada, méas diferentes seran las clases. Es por ello que esta
descomposicion se utiliza como base para la formacion de criterios de evaluacion de las
particiones.

La matriz A= [a ] puede ser utilizada también como una via para especificar ciertas

restricciones asociadas en los datos, como puede ser la estructura espacial que caracteriza a
una imagen digital. La expresion S, =S, +S; quedaria de la siguiente forma

K

ananaud(wwwj)—ZKl 2 2 aud(wwwj)+2i > 2 ad(o,0;)

i=1l j=1 k=1 o eR, wjeh k 1| 1 v eP wjeR

Las utilidades de esta notacién alternativa son estudiadas mas adelante.

A continuacién se presenta un andlisis sobre los principales métodos de agrupamiento
particional.

Los criterios que se utilizan para realizar las particiones pueden ser clasificados como
globales o locales. Un criterio se dice que es global cuando cada cluster es representado
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mediante uno o varios prototipos y la asignacion de los objetos se realiza de acuerdo a la
mayor semejanza con dichos prototipos. Los criterios locales utilizan la estructura local de
los datos para efectuar el agrupamiento, por ejemplo, mediante la asignacién de un objeto y
sus vecinos méas proximos al mismo cluster, o mediante la identificacion de regiones de alta
densidad en los datos.

De esta manera, si se denota por J (P) el criterio del agrupamiento, donde P representa

una particion de los objetos, el problema puede ser planteado como un problema de
optimizacion discreta,

P =argminJ (P)

PelTy

donde IT, representa el conjunto de todas las particiones de cardinalidad k del conjunto
dado de objetos.

Este planteamiento se ajusta a la definicion de un problema de busqueda. Segun [32] un
problema de bdsqueda posee un conjunto de estados del mundo, un conjunto de operadores
gue cambian el estado, un estado inicial y un conjunto de estados metas, y la tarea consiste
en hallar una secuencia de operadores que transformen el estado inicial en uno de los
estados meta.

La solucion ingenua de este problema, consiste en evaluar todas las posibles particiones de
tamafno K de los n objetos y escoger aquella que optimice el criterio seleccionado. Sin
embargo, este enfoque de busqueda exhaustiva es impracticable, excepto para conjuntos de
objetos muy pequenos.

La cuestion radica en que la cantidad de particiones de tamafio K de n objetos crece muy
rapido en funcién de la cantidad de objetos y del tamafio de la particion. Para la cantidad de
particiones de un tamafio K de n objetos, sin tener en cuenta el orden de los objetos dentro

de cada grupo, ni el orden de los grupos dentro de la particion se verifica la ecuacién en
diferencias

S(n,K)=S(n-LK-1)+K*S(n-1K)
con las siguientes condiciones de frontera
S(n1)=1 S(n,n)=1 S(n,K)=0 si K>n.

Las soluciones de esta ecuacion se denominan numeros de Stirling de segunda clase y se
pueden calcular segln la siguiente expresién [33]
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K K- 'K
S(nK)=— S lie
Kl i

En la Figura 2-4 se ilustra este comportamiento para diferentes valores de ny de K. Asi, por
ejemplo, para 19 objetos la cantidad de particiones de cardinalidad 6 asciende a 6.931x10™.

" Cantidad de particiones de tamafio K para n objetos
10 T T T T T T T T T

1012 |

X: 6
Y: 6.931e+011
n=17

1010 |

10° }

10° |

10* }

10°

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 2-4 Comportamiento del espacio de busqueda de las particiones

Otra problematica importante que surge con este enfoque esta relacionada con la seleccién
de un criterio que se ajuste a la nocién intuitiva de cluster de manera que la particion que
optimice el criterio sea la “mejor”. Evidentemente al no existir una definicion precisa del
concepto de cluster, no se puede hablar de un criterio universal para la obtencién del mejor
agrupamiento. Los clusters se pueden diferenciar por su tamafio, por su forma, incluso por
la manera en que se define la semejanza entre sus miembros. Cada criterio asume o impone
cierta estructura de los datos por lo que si estos supuestos no se cumplen los resultados a
los que se llegan pueden no ser satisfactorios.

En la literatura se encuentran multitud de criterios para evaluar la calidad de un

agrupamiento [34]. EI mas comun es aquel que utiliza los centroides como prototipos de los
clusters.

Sea una particion P ={P1, P, ..., PK} de un conjunto de n objetos @,, i=1,...,n, cada uno

-1 . o
representado por un vector x;, X, :—z X; el centroide del cluster B,y ni su cardinalidad,
k iePR
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asumiendo que en el espacio de definicion de los objetos sea euclidiano y tenga sentido el
calculo de la media.

La variacion interna (within cluster variation) de un cluster B, denotada por J,, (Pk) se
puede definir de la siguiente manera

=Y dZ (%%,

ieR
donde d? () representa la distancia euclidiana cuadratica. También es posible utilizar la

distancia de Mahalanobis d;, (.,.) definida con anterioridad.

El valor JW(Pk) se conoce también como error cuadratico (square-error). El error

cuadratico de la particion en su conjunto es la suma de los errores cuadraticos de cada uno
de los clusters, es decir,

donde sf:iZdé(xi,Yk)

representa la varianza del cluster P,.

Es por esta razdn que los agrupamientos definidos de esta manera se denominan también
agrupamientos de minima varianza. Este tipo de criterio es util cuando los clusters poseen
formas esféricas y se encuentran bien separados unos de otros.

Adicionalmente, se puede demostrar que

2 02 (x ZZd (%))

ieR k ieB jeR

Luego puede escribirse lo siguiente

=310, (R)= X T d(6.%) =23 =5 T2 (x.x,)

k=1 k=1ieh k=1 nk iR, ieR
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Esta ultima expresion sugiere la posibilidad de introducir otros tipos de criterios [10, 25,
35]. Es decir, si se asume una funcion de desemejanzas arbitraria d() entonces se

pudiera escribir

=30, (R)=5 2 3 d(xx)

o Ny ijer

Otro criterio que se puede asumir es el de la variacion entre clusters (between cluster
variation) el cual se puede expresar mediante la distancia entre los centroides respectivos.

K K
7= 22 %

Al hacer la seleccion de un criterio o el otro se puede tener en cuenta su costo
computacional. EI célculo de la wvariacion interna, es decir, JW(P) requiere

(Zn ] n)operaciones. Por su parte la variacion entre clusters, J, (P), puede ser

calculada en O(K*) operaciones.

Otros criterios en espacios euclidianos pueden ser derivados a partir de la matriz de
covarianzas. Para los objetos de un cluster B, dado es posible definir la matriz de

covarianzas interna

Se=2 (% -%) (%-%)

ieR,

que no es mas que la matriz de covarianzas sin el factor 1/n, , de los objetos del cluster P,.

La matriz de covarianzas interna total sin el factor 1/n se define como la suma de las
matrices particulares de cada cluster, es decir,

K
=S,
k=1

De la definicién anterior se tiene que el criterio de la variacién interna puede representarse
como la suma de las trazas de las matrices S, , es decir,
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donde ademas se cumple que tr(S,)=J,, (R,).

También es posible definir la matriz de covarianzas externa sin el factor 1/n de la siguiente
manera

K K
Sg =Y n, (% —X) (% ~X), donde X :%Z n.x,
k=1 k=1

La matriz de covarianzas total sin el factor 1/n se define como

s, :Z(Xi_yf(xi_y)

y se puede demostrar [15] que
S, =S, +Ss
yque
tr(S;)=tr(S,)+tr(S;).

Si se tiene en cuenta que la matriz de dispersion total no depende de un agrupamiento
concreto, mientras que las matrices de dispersion interna y externa si, se puede notar que
minimizar la dispersion interna (la variacion interna) es equivalente a maximizar la
dispersion externa (la variacion entre clusters).

Otras variantes de criterios a partir de las matrices de dispersion pueden ser consultados,
por ejemplo, en [25, 34].

Una vez definido un criterio para el agrupamiento surge la problematica de la obtencion de
la particion 6ptima. Como ya se comento antes, este problema es generalmente intratable
desde el punto de vista computacional por lo que se recurre a métodos de busqueda
heuristica. Estas son técnicas que brindan soluciones aceptables, pero que no garantizan
Ilegar a la solucion éptima (en ocasiones lo logran en términos de probabilidad).

Dentro de estas técnicas se pueden citar los métodos heuristicos iterativos de mejoras
locales, o de optimizacién local, los cuales utilizan una heuristica local glotona (greedy
heuristic), y los métodos estocasticos de optimizacion, tales como los algoritmos genéticos
[36] y el enfriamiento estadistico (simulated annealing) [37], entre otros.
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Uno de los enfoques mas utilizados al buscar la particion Optima es la optimizacion
iterativa. La idea consiste en comenzar con una cierta particion razonable y realizar
movimientos de los objetos de un cluster a otro siempre y cuando estos movimientos
conduzcan a una particion que mejore el valor del criterio [38].

Este procedimiento, al igual que los escaladores de colinas (hill-climbing) s6lo garantiza la
obtencion de un éptimo local y no uno global. Incluso, diferentes estados iniciales pueden
conducir a diferentes soluciones. A pesar de estas limitaciones, la optimizacion iterativa es
muy utilizada debido a que los costos computaciones son aceptables y mucho menores que
en el caso de la basqueda exhaustiva.

Otro algoritmo muy conocido de optimizacion iterativa lo constituye k-means [8, 25]. Este
algoritmo asume que los n objetos estan representados en un espacio euclidiano y se desea
agruparlos en K clusters utilizando el criterio del error cuadratico para evaluar cada
particion.

El algoritmo basico parte de un conjunto inicial de centroides los cuales sirven para obtener
una particién inicial mediante la asignacion de cada objeto al centroide mas cercano, en el
sentido de la distancia euclidiana. Una vez realizada la asignacion se recalculan los
centroides y se repite todo el proceso. El criterio de parada estd dado por la ausencia de
cambios en los centroides [39]. En la Tabla 2-1 se muestra este esquema basico.

Tabla 2-1 Algoritmo k-means basico

Algoritmo k-means basico

Seleccionar K puntos como centroides iniciales.

2. Mientras los centros no cambien hacer

3. Asignar cada objeto al centroide mas cercano.

4.  Asegurarse que cada cluster contenga al menos un elemento.

5. Reemplazar los centroides con las medias de cada uno de los clusters
formados.

6. Fin

=

La complejidad computacional de este algoritmo es O(Knlp), donde I representa la

cantidad de iteraciones y p es la dimension del espacio. En efecto, si se asumen los
centroides conocidos entonces en una pasada por los datos es posible calcular todas las Kn
distancias a los centroides, y para cada objeto seleccionar la menor de estas. El célculo de

los nuevos centroides también se puede realizar en O(n)operaciones.

Se debe tener en cuenta que el algoritmo k-means puede conducir a clusters vacios por lo
que se deben tomar medidas apropiadas para garantizar la cantidad adecuada de estos, por
ejemplo seleccionando un elemento del cluster de mayor error cuadratico. Por otra parte el
algoritmo también es susceptible a la inicializacion, es decir, diferentes conjuntos de
centroides iniciales pueden conducir a particiones diferentes.
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En ocasiones se utiliza un agrupamiento jerarquico (que sera visto mas adelante) para la
determinacion de los centroides iniciales. También se ensayan varias corridas y se
selecciona la de menor error cuadratico. Un analisis de estas cuestiones puede ser
consultado en [40].

Dentro de las diferentes variantes del algoritmo k-means se puede sefialar el algoritmo
ISODATA [41], el cual en un intento de encontrar la mejor particion permite la utilizacion
de divisiones y fusiones de los clusters intermedios.

Cuando en calidad de representantes de los clusters se realiza otra seleccion se pueden
obtener otras variantes. Asi por ejemplo, se puede sefialar el algoritmo k-modes que
selecciona en calidad de centroide de un cluster la moda [42], o el k-medois que propone
seleccionar en calidad de representante de un cluster a uno de sus miembros segun un
criterio dado. Ejemplos de estos ultimos lo constituyen los algoritmos CLARA (Clustering
LARge Applications) [43] y CLARANS (Clustering Large Applications based upon
RANdomized Search) [44].

Dentro del agrupamiento particional se distingue también el enfoque probabilistico. En este
enfoque se considera que los datos se han obtenido como muestras independientes de un
modelo de mezclas de diferentes distribuciones de probabilidad [45]. La opcion usual para
la obtencion de los estimadores de maxima verosimilitud los parametros de la mezcla de
distribuciones es el algoritmo EM (Expectation Maximization) [46]. Un andlisis sobre
diversos aspectos metodoldgicos de la utilizacién de los modelos de mezclas se puede
consultar en [47].

2.2.2 Agrupamiento jerarquico

El agrupamiento jerarquico realiza de manera sucesiva una mezcla de grupos pequefios para
formar otros mas grandes; o una division de grupos grandes en otros mas pequefios. Asi se
diferencian los algoritmos aglomerativos y los algoritmos divisivos.

El resultado final es una jerarquia, o arbol de grupos o conglomerados anidados; también
denominado dendrograma. Si el arbol posee una medida o indice asociada a la fusion o la
division de las clases, entonces una tala de este arbol a un nivel dado representa una
particion (o clustering) de los objetos. Talas sucesivas segun el nivel inducen una sucesion
de particiones anidadas, desde la méas fina (hojas del arbol o clases singulares) hasta la
menos fina (la raiz del arbol que representa el conjunto completo).

La manera en que los clusters son mezclados (o divididos) depende de como esté definida
la funcidén de desemejanzas, que en este caso representa una funcién de desemejanzas
conceptual. Los métodos divisivos se pueden basar en la construccién de grafos de
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vecindad y la utilizacion de algun método para eliminar aristas en este grafo e ir creando los
grupos o clases.

En el agrupamiento jerarquico aglomerativo a partir de un agrupamiento inicial se procede
a unir aquellos clusters que estén mas cercanos en cierto sentido disminuyendo asi la
cantidad de estos. Este proceso se repite hasta que se obtenga un Gnico cluster formado por
todos los objetos. Por lo general el punto inicial de este proceso lo constituye el caso donde
cada objeto representa un cluster, aunque es posible que tenga sentido comenzar el proceso
por una particion distinta a la mas fina.

Sean n objetos i=1,...,n y una funcion D(Pk,Pl) que mide la desemejanza entre dos

cluster P¢ y P cualesquiera. Un algoritmo aglomerativo basico puede ser descrito como se
indicaen la

Tabla 2-2. Esta propuesta posee una complejidad temporal y espacial O(ns) .

Tabla 2-2 Algoritmo jerarquico aglomerativo basico

Algoritmo jerarquico aglomerativo bésico
1. Hacer P ={i}, i=1...,n
2. Mientras la cantidad de clusters sea mayor que 1 hacer
3. Sean P,y P los clusters que minimizan la funcién D(P,,R) entre todos los
clusters
R =F U R
Eliminar el cluster R,

Actualizar las desemejanzas entre el cluster creado y el resto
Fin

No o &

En este caso la funcién D(PR,,R) puede ser utilizada en calidad de medida para caracterizar
cada nivel del arbol que se forma.

Sean dos clusters P, y P con cardinalidades ny y n; respectivamente y d(x;, X;) una medida

de desemejanza (o distancia) entre dos objetos cualesquiera. Algunos de los principales
criterios utilizados en el agrupamiento jerarquico aglomerativo son los siguientes:

e Enlace simple (single linkage). En este caso la desemejanza entre dos clusters esta
determinada por los vecinos mas proximos, es decir,

D(R.R)=min,_, min_, d(x,x).

ieP i1

Esto enfatiza la conectividad en los clusters y resulta en clusters alargados.
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Enlace completo (complete linkage). Aqui la desemejanza entre clusters se define
mediante los vecinos mas lejanos, es decir,

D(R.R)=max,, max,, d(x,x;)

Normalmente es Util cuando los objetos forman clusters separados ya que enfatiza la
compacidad de estos. No resulta apropiado si los clusters presentan formas
alargadas.

Enlace basado en centroides (centroid linkage). Utiliza la distancia euclidiana entre
los centroides de los clusters, es decir,

D(Pk1pl):dE(Yk1YI)’
donde

-1 -1
Xe=—D %Y % ==—>X.

Ny ieR n jeR

Se asume una representacion vectorial de los datos. Este criterio puede producir
dendrogramas no mondtonos [15]. Esto ocurre cuando la distancia de un cluster
obtenido por la union de otros dos, r y s, a un tercero es menor que la distancia de
cualquiera de los clusters componentes, r 6 s a ese mismo tercero.

Enlace basado en el criterio de Ward (Ward’s linkage). Este criterio utiliza la suma
de las distancias euclidianas cuadraticas de cada miembro de un cluster a su
centroide. Este valor es conocido como el error cuadratico del cluster, o como
inercia en la literatura francesa [48], y es utilizado también como criterio en el
agrupamiento particional. El error cuadratico de una particion es la suma de los
errores cuadraticos de cada uno de sus miembros. Al unir dos clusters cualquiera el
error cuadrético de la particion aumenta.

El criterio de Ward propone unir en cada paso aquellos dos clusters para los cuales
el incremento del error cuadréatico, obtenido después de la union, es menor. Para el
caso de las distancias euclidianas se demuestra que el incremento en el valor del
error cuadratico se puede expresar Unicamente en funcion de los centroides. De esta
manera el criterio queda finalmente asi

n.n _
D(Pk’R):n k+|n dé(xk’xl)’
il

donde X, y X representan los centroides de los clusters B, y R, respectivamente,

tal y como en el caso del enlace basado en centroides.
Enlace promedio (average linkage). La desemejanza utilizada es el promedio entre
clusters, es decir,
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1
D(Pk’R):ﬁZiePijeHd(Xi’Xj)

Por lo general trabaja bien tanto en casos de clusters alargados como compactos.
Tiende a producir clusters de varianza similar.

Cabe sefialar que aunque en la mayoria de los criterios se exige Unicamente una
representacion basada en desemejanzas, los criterios de Ward y el enlace basado en
centroides presuponen una representacion vectorial en un espacio euclidiano.

La seleccién de un criterio apropiado para el agrupamiento jerarquico es una cuestion
esencial para el analisis de los datos. Sin embargo, existen muy pocas sugerencias tedricas
para guiar esta seleccién.

Desde el punto de vista de implementacion existe la formula general de Lance-Williams-
Jambu [49, 50] que permite calcular las desemejanzas entre los nuevos clusters creados v el
resto, en cualquier nivel de la jerarquia, a partir del agrupamiento actual.

Se debe destacar que en el agrupamiento aglomerativo se requieren tanto las desemejanzas
entre los objetos (al inicio del proceso) asi como entre clusters. Esta situacion se puede
considerar un aspecto favorable pues no impone la exigencia de que los objetos posean una
representacion vectorial (excepto en los criterios del centroide y de Ward mencionados
antes); tan solo se requiere que sea posible calcular la desemejanza entre ellos.

El agrupamiento jerarquico divisivo, por su parte, toma el camino inverso, es decir, se parte
de un unico cluster compuesto por todos los objetos y se procede a realizar divisiones para
obtener sus componentes hasta que se obtenga una particion final donde cada cluster esta
compuesto por un dnico objeto. El principal problema que se presenta en este caso consiste
en cdmo restringir la basqueda en el espacio de todas las posibles particiones con vistas a
reducir su costo computacional.

Un ejemplo de algoritmo jerarquico divisivo es aquel que se basa en el arbol de expansion
minimo o MST (Minimum Spanning Tree). Este algoritmo comienza por la construccion
del arbol MST. Para ello se parte de considerar cada objeto como miembro de un arbol. En
los pasos subsiguientes se busca el par de objetos mas cercanos entre si con la condicion de
que uno de ellos, por ejemplo p, se encuentre en el arbol actual y el otro, g, no. Se procede
entonces a agregar el objeto g al arbol actual y se coloca una arista entre ellos (ver Figura
2-5).
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Figura 2-5 Arbol MST

Una vez construido al arbol MST el procedimiento de division procede a eliminar la arista
correspondiente a la mayor distancia (0 menor semejanza) entre dos objetos. De esa manera
se va obteniendo una jerarquia. El algoritmo termina cuando cada objeto forme un cluster
independiente (ver Tabla 2-3).

Tabla 2-3 Algoritmo jerarquico divisivo basado en el arbol MST

Algoritmo jerarquico divisivo MST
1. Construir el arbol MST a partir de la matriz de proximidades.
2. Repetir
3. Crear un nuevo cluster eliminando la arista correspondiente a la mayor
distancia (menor semejanza).
4. Hasta que cada objeto forme un cluster

Un método hibrido consistente en la utilizacion del algoritmo k-means para la obtencion de
una jerarquia de clusters, o simplemente de una particion, es el conocido como bisecting k-
means [51]. Esta variante es menos susceptible al problema de la inicializacion. En la
Tabla 2-4 se muestra el algoritmo béasico. Se puede notar que durante el proceso de
obtencidn de la particion final se va generando un &rbol binario.

Se puede sefalar que en el agrupamiento jerarquico resulta muy dificil separar el modelo
del criterio que se utiliza, asi como del método de busqueda que se utiliza para encontrar el
mejor agrupamiento en un momento dado. La naturaleza del modelo, es decir, la forma de
los clusters estd implicita en el algoritmo que se utiliza y no existe una funcion criterio
global sino que se obtienen valoraciones locales con vistas a determinar los mejores
candidatos para la aglomeracién o para la division, segin sea el caso. Se debe notar que
diferentes funciones criterio pueden llevar a diferentes agrupamientos de los datos.
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Tabla 2-4 Algoritmo bisecting k-means

Algoritmo bisecting k-means basico
1. Inicializar la lista de clusters con uno unico cluster formado por todos los
elementos

2. Mientras la lista no contenga K clusters hacer

3. Seleccionar un cluster de la lista.

4. fori=1to Cantidad de Iteraciones do

5. Dividir en dos el cluster utilizando k-means

6. end

7. Seleccionar la biparticion con menor error cuadratico del paso anterior.
8. Agregar la biparticion seleccionada a la lista de clusters

9. Fin

La matriz de proximidades (desemejanzas 0 semejanzas) que se utiliza en el agrupamiento
jerarquico es por definicion densa, es decir, se analizan todos los pares de objetos. Algunas
variantes de estos métodos proponen reducir la densidad de esta matriz reduciendo la
cantidad de entradas en esta matriz. Esto se puede lograr de diversas maneras, por ejemplo,
omitiendo aquellos valores que no superen un valor dado de proximidad, o analizando para
cada punto una cierta cantidad de sus vecinos mas proximos.

Una matriz construida de esta manera puede ser utilizada para representar los conceptos de
cercania o de conectividad la que puede ser vista ademas como un grafo. Este enfoque
establece una relacion entre el agrupamiento jerarquico y el particionamiento de grafos. En
particular el algoritmo jerarquico divisivo MST (Minimum Spanning Tree) se basa en este
enfoque [15].

Se debe tener en cuenta que la utilizacion de la distancia euclidiana para el agrupamiento
jerarquico de datos espaciales tiende a formar clusters de forma convexa. Sin embargo, en
muchas imagenes se aprecian objetos de formas arbitrarias. En este sentido se ha trabajado
también con vistas a incorporar el concepto intuitivo de cluster como un componente
conexo de forma arbitraria. Dos ejemplos lo constituyen los algoritmos jerarquicos
aglomerativos CURE [52] y CHAMELEON [53].

Un elemento a resaltar en este punto es la similitud de las estrategias del agrupamiento
jerarquico con las aplicadas en el caso de los métodos de segmentaciéon orientados a
regiones (que se veran mas adelante). El analogo de la estrategia divisiva en el
agrupamiento jerarquico lo constituye el proceso de division que se utiliza en los métodos
de segmentacion. Por su parte tanto en el agrupamiento jerarquico aglomerativo como en la
segmentacion se aplica el procedimiento de fusion (de regiones o de clusters).

La presencia de estas estrategias comunes, 0 su variantes hibridas (por ejemplo, division -
fusién), constituyen un argumento a favor de la posibilidad de tratar el problema de la
segmentacion de imagenes como un problema de clustering.
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2.2.3 Estrategias de implementacion basadas en los vecinos mas
proximos para el agrupamiento jerarquico aglomerativo sin
restricciones

El algoritmo general descrito en el apartado 2.2.2 presupone en cada paso la busqueda del
par de clusters que realizan la desemejanza minima. Este proceso requiere un tiempo

O(nz) si se tiene en cuenta que se trabaja con una matriz de desemejanzas de n objetos.

Por otra parte, en la construccion de la jerarquia se realizan n-1 fusiones de pares de
clusters cada una de las cuales requiere un tiempo O(nz). Esto conlleva a que la

complejidad temporal sea O(n°). La complejidad espacial, por su parte, es O(n’) debido
a la necesidad de almacenar la matriz de desemejanzas.

Implementaciones mas rapidas se pueden lograr considerando los vecinos mas proximos
para todos los clusters. Sea una particion P = {Pl, P ... PK} . El vecino mas proximo de un
cluster P, dado es aquel cluster B que se encuentra mas cercano a €l desde el punto de
vista de las desemejanzas y se denotara por B, = NN (Pk) . Encontrar el vecino mas préximo

de un cluster requiere un tiempo O(n).

Una vez que se tenga el vecino mas proximo de cada cluster, la busqueda del par de clusters
mas cercanos se puede realizar en un tiempo O(n). Esto significa que al utilizar la

estrategia de los vecinos mas proximos la complejidad del algoritmo esta determinada por
el tiempo que se necesita en recalcular los vecinos mas proximos después de cada fusion.

Los vecinos mas proximos se deben recalcular para cada cluster que tenga como vecino
mas proximo a alguno de los dos clusters que se fusionan en la etapa dada. Esto puede

conducir en general a O(n) actualizaciones de vecinos més proximos en cada interaccion
[54, 55]. Si las filas de la matriz de desemejanzas se mantienen en un monticulo (heap),
estas actualizaciones se pueden realizan en un tiempo O(nlog(n)) lo que resulta en una

implementacion con un tiempo total O(n?log(n)) y una complejidad espacial O(n?).

Otra estrategia rapida de implementacion se basa en el hecho de que bajo ciertas
condiciones es posible obtener la misma solucién utilizando un orden diferente de
aglomeraciones en el algoritmo jerarquico aglomerativo. La idea consiste en la obtencion
de los pares de vecinos mas proximos mutuos o reciprocos (reciprocal nearest neighbors,
RNN). Se dice que un par de clusters P, y P son vecinos mutuos o reciprocos si se cumple

que B =NN(P,) y B =NN(R). Esta estrategia rapida presupone que en cada paso se
fusionan pares de vecinos mutuos [56].
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La estrategia de vecinos mas proximos mutuos es aplicable si el criterio de aglomeracion
cumple con la propiedad de reducibilidad [57].

Se dice que un criterio de aglomeracion posee con la propiedad de reducibilidad si se
cumple que

d(R.R)<min{d(R,R,).d(R.R,)} =

k’m 1" "'m

mm{ (R Pn).d(R.P )}<d(PU ' Pn)

Segun Diday una condicion necesaria y suficiente para que no ocurran inversiones en un
algoritmo jerarquico aglomerativo es que el criterio de aglomeracion utilizado cumpla la
propiedad de reducibilidad [58]. Los criterios de enlace simple, enlace completo, enlace
promedio y de Ward para el caso del agrupamiento jerarquico sin restricciones cumplen
con esta propiedad, no asi el criterio del enlace basado en centroides para el que no se
puede garantizar la ausencia de inversiones (ver apartado 2.2.2).

La busqueda de los vecinos mas proximos mutuos puede realizarse mediante el
mantenimiento de una cadena completa de vecinos mas proximos. Una secuencia

P:(Pil,Piz,...,P. ) se denomina una cadena de vecinos mas proximos respecto a una

Iy

desemejanza dadasi P, =NN (P, ) paratodo 1<s<r.

Una cadena de vecinos mas proximos se denomina completa si contiene al menos dos
clusters y ademas los dos ultimos son vecinos mutuos o reciprocos. La fusion de los
vecinos reciprocos de una cadena completa de vecinos mas proximos no afecta la relacion
entre otros objetos o clusters. Normalmente se asume que no existen dos desemejanzas
entre pares de objetos o de clusters que sean iguales y por tanto se considera que una
cadena completa de vecinos mas proximos cumple las siguientes propiedades [54].

Propiedad 1: Las desemejanzas entre objetos o clusters decrecen de manera monotona a
medida que se avanza en la cadena de vecinos méas proximos.

Propiedad 1: El enlace final de una cadena de vecinos mas proximos siempre conecta a un
par de vecinos mas préximos mutuos.

Propiedad 3: Una cadena de vecinos mas proximos no puede contener un ciclo de mas de
dos objetos.

A continuacion se describe la estrategia basada en las cadenas de vecinos mas proximos. El
algoritmo comienza a construir una cadena de vecinos mas proximos partir de un cluster
arbitrario (singular o no) hasta que la cadena sea completa.
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Dada una cadena completa P =(P.1, e Pi,) se mezclan los clusters B_y P que
constituyen vecinos mas proximos mutuos y se extraen de la cadena. Si la cadena resulta
vacia después de la fusion, se comienza el proceso a partir de otro cluster cualquiera. El

proceso termina cuando se queda un unico cluster.

Se debe notar que si el criterio de agregacion cumple con la propiedad de reducibilidad, es
decir, es libre de inversiones, entonces la cadena resultante es una cadena valida de vecinos
mas proximos. De esta manera es posible entonces obtener una cadena de vecinos mas
proximos completa a partir de la anterior extendiéndola de manera iterativa.

La expansion de la cadena de vecinos mas proximos y la comprobacion de si es completa o
no requiere un tiempo O(n). Como la operacion anterior se debe ejecutar no mas de

2(n —1) veces, esto conduce a una complejidad temporal total O(nz) [54].

La complejidad espacial por su parte depende de si las desemejanzas entre clusters se
pueden calcular en cada paso en tiempo constante, o si por el contrario estan almacenadas.

En el primer caso la complejidad espacial es O(n), mientras en el segundo es O(nz).

Se debe tener en cuenta que para que esta estrategia sea exacta, es decir, que produzca los
mismos resultados que el algoritmo estandar, el criterio de aglomeracion debe satisfacer la
propiedad de reducibilidad, es decir, debe ser libre de inversiones.

Las cadenas de vecinos mas proximos y los vecinos mas préximos mutuos permiten dos
variantes para la construccion de una jerarquia:

1. Construir una cadena de vecinos mas proximos. Al encontrar un par de vecinos mas
proximos mutuos proceder a su aglomeracion y continuar la cadena a partir del
cluster anterior al par de clusters recién fusionados.

2. Determinar los vecinos més proximos de todos los objetos; obtener los vecinos méas
proximos mutuos; fusionarlos, y continuar el proceso.

Respecto al calculo de las desemejanzas se debe tener en cuenta si éstas se calculan en cada
momento a partir de los datos originales, o si por el contrario se mantienen almacenadas y
requieren actualizaciones en cada paso utilizando, por ejemplo, la formula de Lance -
Williams — Jambu [49, 50].

Por dltimo comentaremos una propiedad interesante del algoritmo estandar de
agrupamiento jerarquico aglomerativo. Segun este algoritmo en cada etapa se fusiona el par
de clases cuyo valor de desemejanza es minimo. Con esta premisa es valido lo siguiente
[59].
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Propiedad 4: En cada etapa del algoritmo estandar de agrupamiento jerarquico
aglomerativo sin restricciones el par de clases que se fusiona estd compuesto por un par de
vecinos mas préximos mutuos.

La validez de esta propiedad se demuestra facilmente. Supongamos que en una etapa
cualquiera se fusionan los clustersP, y P . Eso significa que su desemejanza es la menor

entre todos los pares posibles de clusters existentes en la etapa dada.

De lo anterior se deduce que B es un vecino mas proximo dePR,. Si esto no fuera asi
entonces existiria otro cluster P, que seria el vecino mas proximo de B, y por tanto
d (P P )< d (Pk, P,) lo que contradice la premisa de que P, y B es el par de desemejanza

k?'m
minima. De manera similar se demuestra que P, es el vecino mas proximo de P,. Luego P,
y P son vecinos mas proximos mutuos.

2.3 Otros enfoques

La categorizacion de los algoritmos de agrupamiento no es sencilla. En ocasiones existen
propuestas hibridas que incluyen las mas diversas etapas y que las hace dificil ubicar en una
categoria pura. A continuacion se comentan algunas propuestas recientes.

Un enfoque interesante para el agrupamiento general, tanto jerarquico como particional,
basado en proximidades ha sido propuesto en [10]. Aqui el problema del agrupamiento es
formulado como un problema combinatorio; se especifica una funcion objetivo, cuya idea
es la formacion de clusters compactos y que se basa en la suma normalizada de las
desemejanzas intracluster (desemejanza promedio dentro de cada cluster)

:iJw( :%i 2 d(“’i""i)

k=1 k:l k o 0;eR

En el caso que las desemejanzas sean distancias euclidianas cuadraticas, la funcion objetivo
coincide con la funcion de costo utilizada en el algoritmo k-means. Se proponen algunas
heuristicas para la optimizacion. Esta propuesta no es adecuada para la deteccion de
clusters alargados ya que en la funcién objetivo se suman todas las desemejanzas
intracluster sin tener en cuenta las posibles relaciones topologicas.

La propuesta anterior se centra en la compacidad de los clusters como criterio primario.
Sin embargo en ocasiones el énfasis en el criterio de la compacidad solamente no permite
capturar las propiedades esenciales de los datos. En la Figura 2-6 se muestran dos ejemplos
clasicos los cuales han sido procesados con el algoritmo k-means. Normalmente se
esperaria que cada brazo de las espirales y cada circulo concéntrico formen un cluster.
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Figura 2-6 Ejemplos donde el criterio de compacidad no es suficiente.

Single Linkage Shi Malik with normalized cut

000q,

X XXX X x
x X X x

Figura 2-7 Agrupamiento donde el criterio de conectividad es apropiado.

En estos casos seria conveniente hacer una distincién entre la compacidad y la
conectividad. Una propuesta en este sentido es el denominado agrupamiento a pares
basado en caminos (path-based pairwise clustering) basado en métodos basados en la teoria
de grafos [35]. En este caso dos objetos se consideran semejantes si existe un camino
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dentro del cluster que no posea ningln arco con alta desemejanza. Aqui se mantiene la
funcién objetivo, [10], pero las desemejanzas tienen en cuenta los posibles caminos entre
dos objetos.

Por otra parte, la aplicacion de la teoria espectral de grafos ha conducido a los algoritmos
espectrales de agrupamiento (spectral clustering algorithms) los cuales se basan en la
utilizacion de los valores propios de alguna matriz de semejanzas (u otra derivada de ésta)
entre los objetos [31, 60]. Una propiedad interesante de estos algoritmos es su capacidad de
extraer clusters no convexos o disjuntos. En su etapa final se utilizan métodos particionales.
En esencia estos algoritmos determinan una inmersion o proyeccién, en un espacio
euclidiano, de la matriz de semejanzas transformada de manera apropiada, y por ultimo
aplican métodos particionales en este espacio (ver Figura 2-7).

El concepto de proyeccidn o inmersién es bastante general. Es aplicable tanto al problema
de reduccidon de la dimensionalidad (encontrar representaciones de datos de grandes
dimensiones en espacio de pequefias dimensiones, usualmente de 2 6 3), como al problema
de encontrar representaciones vectoriales de datos de proximidad a pares. Ejemplos de
estos métodos son el andlisis de componentes principales (Principal Component Analysis -
PCA) [61] y el escalado multidimensional (Multidimensional Scaling — MDS) [62]. Una
panoramica de estos métodos puede ser consultada en [63].
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3 Los métodos de segmentacion de imagenes

Los métodos de segmentacion de imagenes pueden agruparse en dos categorias:
supervisados y no supervisados. En los métodos supervisados se dispone de un conjunto de
muestras u objetos con sus correspondientes etiquetas que sirven con via para la obtencion
de un clasificador, de manera que al presentarle una muestra desconocida éste le asigne la
etiqueta correspondiente. Por su parte los métodos no supervisados persiguen como
objetivo la busqueda de los grupos “naturales” en los datos disponibles, para lo cual es
preciso definir alguna nocién de grupo que se ajuste a las necesidades concretas. Como el
trabajo se centra en los métodos automaticos, en lo adelante se analizan fundamentalmente
las técnicas no supervisadas.

Se han desarrollado diversas técnicas de segmentacion de imagenes [64], y se han
propuesto varios esquemas de clasificacion de estas técnicas [3, 6, 65].

Independientemente del enfoque que se utilice, y atendiendo al grado de intervencion del
usuario, los métodos de segmentacion pueden considerarse automaticos o interactivos [66].
Logicamente, a mayor componente manual, mas lenta y tediosa resulta la segmentacion.
Sin embargo, los métodos automaticos son incapaces, en general, de obtener resultados
adecuados en todas las situaciones, independientemente del enorme esfuerzo de
investigacion realizado [3, 16, 22, 65, 67]. La principal causa de esta dificultad radica en la
necesidad de utilizar conocimiento adicional a la informacién contenida en las imégenes. A
pesar de todo, los metodos automatizados se deben convertir en complementos cruciales en
el anélisis de imégenes, particularmente de las imégenes médicas.

Una clasificacion compacta se brinda en [68] que agrupa los métodos de segmentacion en:
métodos basados en bordes, métodos basados en regiones, y métodos hibridos (ver Tabla
3-1).
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Tabla 3-1 Clasificacién de métodos de segmentacion [68]

ESTRATEGIA

METODOS

DESCRIPCION

Basada en bordes
(Pretende delinear la
interfase entre los
objetos)

Deteccidn de
contornos 6ptimos

Plantean el problema del delineado del borde como un
problema de optimizacion. [69]

Contornos activos
o bordes
deformables

Se plantea un sistema mecanico que deforma un
contorno inicial bajo determinadas fuerzas. El contorno
final es aquel que minimiza cierto funcional de energia
[70]

Deteccion guiada
por el usuario (live-
wire)

El usuario reconoce los bordes mediante la sefializacion
de ciertos puntos y el proceso de delineado se realiza de
manera automatica y cooperada. [71, 72]

Formasy
apariencias activas

Se imponen restricciones cerca de la forma del contorno,
asi como de los patrones de intensidad en su vecindad.
[73, 74]

Basada en regiones

Umbralizacion

Consiste en la binarizacion de una imagen, es decir, en
su conversion a una imagen con dos niveles de gris. Ver,
por ejemplo, [75, 76]

Clustering

Se plantea el problema como uno de clasificacion no
supervisada.

Crecimiento de
regiones

Se pretende extraer regiones conexas a partir de ciertos
puntos iniciales o semillas.

Division y fusién

Estan relacionados con el crecimiento de regiones; pero
no necesitan semillas iniciales.

Enfoques basados en
grafos

La segmentacion se plantea como un problema de
grafos, y su utiliza el aparato teérico asociado. [77, 78]

Métodos basados en
modelos estadisticos

La clasificacion de los objetos se realiza en términos de
probabilidades.

Watershed (linea de
unioén de aguas)

La imagen se ve como una superficie 3D. Se realiza un
proceso de inundacion de esa superficie hasta que las
cuencas de agua se encuentran. En ese momento se
forman las lineas de unidn de aguas.

Hibrida (combina las
fortalezas de las
estrategias anteriores)

En muchas aplicaciones es necesario combinar varias de
las técnicas descritas antes con el fin de obtener
resultados satisfactorios.

Por otra parte, cualquier método de segmentacidn necesita una valoracion cuantitativa de su
desempefio. En este sentido se requieren experimentos de validacion. La validacion se
realiza normalmente utilizando un cierto modelo de verdad [67].

El modelo més directo de validacién consiste en la comparacion de los resultados obtenidos
por el método bajo analisis con los resultados obtenidos mediante la segmentacién manual.
Este enfoque se ve afectado por los problemas inherentes a la segmentacion manual, la cual
no garantiza un modelo de verdad perfecta toda vez que los resultados obtenidos por el
operador pueden estar distorsionados. Independientemente de estos sefialamientos, en
muchas ocasiones se recurre a este enfoque de validacion.

Otro enfoque muy utilizado es aquel que hace uso de modelos fisicos, o modelos
computacionales [79]. Los modelos fisicos brindan una descripcion exacta del proceso de
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adquisicion de la imagen, aunque no representan de manera fiel la anatomia. Por su parte
los modelos computacionales pueden ser mas realistas en este Gltimo aspecto; pero simulan
el proceso de adquisicion utilizando solamente modelos simplificados; por ejemplo, de
generacion de ruido, o de variacion de fondo.

Una vez que se ha asumido un modelo de verdad, se precisa de la definicién de un
indicador para cuantificar la exactitud. La seleccion de este indicador es dependiente de la
aplicacion y puede estar basada, por ejemplo, en informacién sobre las regiones tal como la
cantidad de pixeles clasificados errobneamente, ya sea porque pertenecen a la region de
interés y no fueron incluidos (falsos negativos), o porque fueron incluidos y no pertenecian
(falsos positivos). Un revision de esta problematica puede ser consultada en [67].

A continuacion se describen los métodos de segmentacion tomando como base la
clasificacion presentada en [68].

3.1 Métodos basados en bordes

Estos métodos se basan en la deteccion de discontinuidades o transiciones de los niveles de
grises, el color, la textura, o cualquier otra magnitud de interés en la imagen. Los bordes
marcan, precisamente, los lugares donde ocurren estas discontinuidades, y se encuentran en
las fronteras de los objetos. Una vez establecido el mecanismo o el criterio para la
determinacion de las discontinuidades o transiciones lo que ocurre es, en esencia, un
proceso de clasificacion de los pixeles de la imagen en dos clases: bordes y no bordes.

Existen situaciones que estos métodos no contemplan, como es el caso de los denominados
bordes perceptuales. En la Figura 3-1 se muestra un ejemplo: el aparente rectdngulo
enmarcado en los cuatro circulos no presenta discontinuidades respecto al fondo por ser del
mismo color.

Figura 3-1 Rectangulo de Kanizsa.
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La deteccion de los bordes se realiza mediante operadores de deteccion. Sin embargo; por
lo general las imégenes que se obtienen no pueden ser utilizadas directamente como
resultados de la segmentacion. La segmentacion basada en bordes se apoya en los
resultados obtenidos por medio de dichos operadores. En este sentido se requieren etapas
suplementarias que combinen los bordes obtenidos con vistas a la formacion de cadenas
gue se ajusten lo mas posible a las fronteras de los objetos presentes en las imagenes. El
objetivo final es obtener al menos una segmentacion parcial donde se retengan solamente
aquellas cadenas de bordes que tengan alguna correspondencia con los objetos de la
imagen.

Un método para el procesamiento local en las imagenes consiste en la utilizacion de
mascaras espaciales o filtros que recorren por toda la imagen. Esto constituye un
mecanismo de inclusion del contexto, en forma de pixeles vecinos, en las tareas de
procesamiento de imagenes. Un ejemplo de mascara se muestra en la Figura 3-2.

wW,oow, W,
W2 WS W8
WS W6 W9

Figura 3-2 Mascara de 3x3 pixeles.

Estos filtros pueden ser lineales o no. La manera mas comun de procesamiento consiste en
obtener la suma de los productos de los coeficientes de la mascara y las intensidades de los
pixeles que se encentran bajo ésta en una localizacion especifica de la imagen, es

9
decir, Zwixi , donde x; representa la intensidad presente en la posicion i.
i=1

Asi, por ejemplo, si w. =1/9, i=1,...,9 el valor resultante de la aplicacion del filtro seria
la media de los valores de la vecindad incluyendo el pixel central. Si se toma w, =1/8,

Vi=1...,9,i=5 el valor resultante seria la media de la vecindad sin incluir el pixel

central. En cualquier caso el valor resultante se le asocia al pixel correspondiente a la
posicion 5.

La utilizacion de este tipo de media ponderada en una ventana es muy comun en varios
operadores de procesamiento de imagenes. Una interesante reformulacion de este proceso
en el marco de un espacio vectorial, y el papel que juegan los diferentes subespacios se
analiza en [80].

Si se tiene en cuenta que el resultado de esta operacion se le asocia al pixel central, es
posible entonces obtener una nueva imagen con estos valores. Mediante la definicion de
mascaras apropiadas el procesamiento se puede enfocar hacia la deteccion de
discontinuidades, tales como puntos y lineas. Estos filtros lineales o suavizantes pueden ser
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utilizados también para la reduccion del ruido y pueden ademas producir cierto desdibujado
de la imagen [81].

Aungue la deteccion de puntos y lineas tienen cierta importancia desde el punto de vista de
la segmentacion, es la deteccion de bordes el enfoque mas comun para la deteccion de
discontinuidades. Los operadores de deteccién de bordes consideran que un borde es un
conjunto de pixeles conexos que se encuentran en la frontera entre dos regiones que poseen
distintas caracteristicas de intensidad. Se asume que las regiones son lo suficientemente
homogéneas como para que la transicion se pueda determinar a partir de las
discontinuidades de los niveles de grises. Sin embargo, ésta es también la caracteristica del
ruido que puede estar presente en una imagen. De ahi que cualquier operador que responda
bien ante la presencia de un borde, lo hara también ante la presencia del ruido.

Existen dos enfoques locales basicos: la diferenciacion de primer y segundo 6rdenes. Estos
operadores se basan en el calculo del gradiente en cada punto. El vector del gradiente indica
la direccion de mayor cambio de la funcién en un punto dado y se obtiene de la siguiente
manera

o

Gx OX
w-lo |4
oy

El médulo del vector, es decir la magnitud del gradiente, definido como Vf = /G’ +Gj :

representa la mayor tasa de crecimiento de f por unidad de distancia. Usualmente se toma
de manera aproximada Vf ~ |GX|+|Gy|.

Por su parte, la direccion de esa variacion la brinda el angulo del vector, definido como

6 =tan™ (&J .
Gy

En el caso de las imagenes digitales para el calculo del gradiente se parte de las
aproximaciones de las derivadas a partir del cociente incremental

of (x,Y) G ~ f(x+Ax,y)-f(xY)

ox T AX '
of (x,y) G o~ f(x,y+ay)-f(xy)
oy y Ay ’

donde Ax y Ay representan el incremento en el eje x yen el eje y, respectivamente.
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Asi, en una imagen de dimension 3x3 como la siguiente

Xl X4 X7
XZ X5 X8
X3 X6 X9

la primera y segunda derivadas en la direccion del eje x en el punto x, se aproximan de la
siguiente manera

a
OX

0 f
v =X, + X3 — 2X;

Xg = X5

Supongamos que se tiene el siguiente perfil de dos regiones separadas por un borde

a0 0 0 1 1
| 0 0 1 0
c) 0 1 11

En a) se tiene el perfil original; en b) la primera derivada; y en c) la segunda derivada.
Como se puede apreciar, la primera derivada brinda una respuesta alta en el lugar de la
transicion de la zona oscura (0°s) hacia la zona clara (1°s). Por su parte la segunda derivada
presenta un cruce por cero en la zona de transicion, es decir, en el borde.

Entre los métodos que caen en esta categoria se encuentran los de Sobel (ver Figura 3-3),
Roberts, Prewitt [81]. Estos métodos tiene en comun la utilizacion de méscaras espaciales
para la estimacion de la magnitud del gradiente en diferentes direcciones.
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Figura 3-3 Ejemplo de aplicacion del operador de Sobel.

Por su parte los métodos de segundo orden buscan los bordes en los sitios donde la segunda
derivada tiene un cruce por cero. Para ello se basan en el operador Laplaciano definido
como
2 2
f f
v i ZaTJfaT-
o°’x 0%y

Sin embargo, el operador Laplaciano no es muy utilizado debido a su alta sensibilidad al
ruido y a su incapacidad de detectar la direccion del borde. Su utilidad radica en la
deteccidn de bordes a partir de su propiedad de resaltar los cruces por cero.

Con vistas a superar estas limitaciones se utiliza un filtro gaussiano de la forma

h(x, y)=—exp(— X2+y2],

20°
donde o representa la desviacion estandar del filtro.

El Laplaciano del filtro gaussiano (LoG - Laplacian of Gaussian) es

r’—2c° r
Vh=-| —— |exp| - :
el )

donde r® = x* + y*, y o determina el grado de emborronamiento que ocurre.

Una mascara espacial de5x5pixeles que aproxima al Laplaciano del filtro gaussiano se
muestra en la Figura 3-4.
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Figura_3-4 Méascara de 5x5 del LoG.

En la linea de los métodos basados en el gradiente se puede sefialar también el de Canny
[82]. Para el calculo del gradiente, este método utiliza la derivada de un filtro gaussiano.
Con vistas a disminuir la influencia del ruido se utilizan dos umbrales que permiten detectar
bordes fuertes y débiles. Los bordes débiles se incluyen en el resultado final sélo si estan
conectados con bordes fuertes. Este método es mas robusto al ruido que los otros y mas
propenso a detectar los bordes reales presentes en la imagen.

En la Figura 3-5 se muestra la aplicacion de este método a una imagen de resonancia
magnética.

Otros métodos generales para la deteccion de bordes lo constituyen los basados en
busquedas en grafos. Con este fin se construye un grafo cuyos nodos se corresponden con
los pixeles de la imagen. El grafo es ponderado asociando costos a los nodos y/o los arcos.
Estos costos representan propiedades locales o globales de las fronteras que se pretenden
obtener. La especificacion de los costos es un elemento crucial en estos algoritmos. Un
ejemplo de asignacion de costos puede ser consultado en [81], pags. 592-593.

Figura 3-5 Aplicacién del método de Canny a una imagen de resonancia magnética.

El problema de deteccion de bordes se trasforma en uno de busqueda de caminos 6ptimos
(usualmente de costo minimo) en el grafo. En este sentido las dos técnicas mas utilizadas
han sido la busqueda heuristica en grafos y la programacion dinamica.
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En esta categoria de bdsqueda de caminos dptimos se puede sefialar el método de delineado
de bordes guiado por el usuario denominado live-wire [71]. Este método combina el
delineado automatico del borde con la definicion manual por parte del usuario de un punto
inicial y otro final. Entre esos dos puntos se encuentra el camino 6ptimo que identifica al
borde. Este procedimiento se ilustra en la Figura 3-6.

Figura 3-6 Obtencién de un camino 6ptimo segun el método live-wire.

Los métodos basados en grafos presentan el inconveniente de su complejidad y costo
computacional. Su principal ventaja consiste en la robustez en presencia de ruido.

Otro enfoque razonable consiste en la busqueda de contornos de una forma dada. Este es el
caso de la transformada de Hough, utilizada inicialmente para detectar lineas rectas y
posteriormente se extiende a la busqueda de formas definidas analiticamente [83-85].

Dentro de la badsqueda de la frontera de un objeto se destaca también la aproximacion
basada en serpientes (snakes), y en general en contornos deformables y activos, cuyo
objetivo es la construccién de una banda que de manera eldstica e iterativa se va ajustando a
la frontera de los objetos. Las snakes son curvas abiertas o cerradas que tienen asociado un
funcional de energia y que se deforman bajo la accion de fuerzas internas y externas con el
objetivo de minimizar el funcional. El contorno activo es un caso particular donde la curva
es cerrada. Mas detalles sobre los modelos deformables se pueden encontrar en [86].

Los bordes, tal y como se obtienen por los metodos descritos se encuentran en general
afectados por el ruido y cominmente ciertas partes de las fronteras reales estan ausentes. Se
requiere por tanto tomar en consideracion el contexto en que aparecen los bordes
resultantes con el fin de mejorar la imagen resultante.
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Los bordes resultantes deben ser extendidos o eliminados de manera que se puedan obtener
las fronteras cerradas de los objetos.

La relajacion de bordes es un proceso iterativo que asocia a cada borde un valor de
confianza en funcidn de su tipo, es decir, de su vecindad. Este valor debe converger a cero
(eliminacion del borde), o hacia uno (el borde forma parte de la frontera) [87].

Otra idea para la formacién de las fronteras lo constituye el seguimiento o rastreo de los
bordes. En esencia el procedimiento consiste en hacer crecer la frontera a partir del punto
de mayor intensidad en la imagen de bordes. Para ello se hace una busqueda local y se
incluye en el resultado el pixel mas parecido al actual. ElI proceso continia de manera
iterativa. Este procedimiento funciona, en esencia, como el método de crecimiento de
regiones que se comenta en el siguiente apartado.

Las fronteras de los objetos delimitan las regiones que estos ocupan. Una vez que se hayan
obtenido las fronteras es posible, en principio, reconstruir la regiones. De manera similar, si
se tiene una particion de una imagen en regiones es posible hacer un seguimiento de la
frontera de cada region.

Se pueden diferenciar la frontera interna y la frontera externa de la region. La primera es un
subconjunto de la region, mientras la segunda no lo es. Eso significa que dos regiones
adyacentes poseen diferentes fronteras internas. Lo mismo ocurre con las externas.

En este sentido mejores propiedades poseen las fronteras extendidas. La frontera extendida
representa una frontera comun entre las regiones, posee la misma forma que la frontera
inter-pixeles, y se especifica en coordenadas de pixeles.

Una presentacion de diferentes algoritmos de relajacion de bordes, de seguimientos de
fronteras internas, externas y entendidas puede ser consultado en [87].

3.2 Meétodos basados en regiones

Los métodos basados en regiones tradicionales asumen que pixeles conexos y de similares
caracteristicas deben pertenecer a la misma region, es decir, tratan de identificar zonas
cuyos componentes posean alguna propiedad en comdn. En este apartado se incluyen
ademas aquellos métodos que relajan la condicion de contiguidad de los pixeles, como es el
caso de la umbralizacion.

Estos métodos hacen uso de dos operaciones fundamentales que ya se han mencionado
dentro de los métodos de agrupamiento (clustering): la fusion o agregacion, y la division o
separacion. En el primer caso, las regiones vecinas se fusionan si cumplen con determinado
criterio. Por su parte, la divisién de una region o clase ocurre cuando ésta no cumple un
cierto criterio y genera regiones de menor tamafo que pueden cumplirlo.
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También se encuentran algoritmos hibridos que combinan ambas operaciones. En cualquier
caso se debe utilizar algin criterio para decidir cuando dividir una region, o cuando
fusionar o mezclar dos.

A continuacion se presentan varios métodos que generan regiones a partir de una imagen
digital. Aunque la revision no es exhaustiva, si ilustra la manera en que las operaciones
fundamentales estan presentes en las distintas propuestas dentro del area del procesamiento
de imagenes.

3.2.1 Umbralizacion

Uno de los métodos mas simples, antiguos y aun bastante utilizado es conocido por
umbralizacion. Este método se basa en el histograma de la imagen. El histograma de una
imagen es una representacion de la frecuencia de ocurrencia de los niveles de grises (ver
Figura 3-7). Cada imagen posee un Unico histograma; aunque lo contrario no se puede
afirmar de manera general. Por ejemplo, un tablero de ajedrez con casillas blancas y negras,
y un cuadrado, de las mismas dimensiones, con una mitad blanca y la otra negra poseen el
mismo histograma.

Cada elevacion en el histograma, 0 moda, estd asociada a una determinada regién de la
imagen. Los valles del histograma pudieran ser utilizados como posibles umbrales para
separar esas regiones. La idea principal radica en que los pixeles con valores de niveles de
grises por debajo del umbral se asocian a una region y el resto a otra. EI mismo
procedimiento se aplicaria para el caso de varios umbrales. La umbralizacion puede resultar
un medio sencillo y efectivo de lograr la segmentacion cuando las estructuras de interés
presentan intensidades, u otras caracteristicas cuantificables, contrastantes.

Cuando se utiliza la informacion de toda la imagen en su conjunto para obtener un umbral,
el método se denomina umbralizacién global, que puede ser multiple si se utiliza mas de un
umbral. Si el método se aplica en una vecindad de un pixel se dice que la umbralizacion es
local, también denominada umbralizacion dindmica o adaptativa. Este es el caso cuando la
imagen se divide en varias sub-regiones y se realiza la umbralizacién mediante la seleccion
de uno o varios umbrales en cada una de ellas por separado.
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Figura 3-7 Imagen de RM, su histograma, segmentacion mediante umbralizacién
simple y mediante umbralizacion multiple.

La umbralizacién también se puede clasificar como simple o multiple. Si en la imagen
estdn presentes dos regiones diferenciables, el objeto y el fondo, estos pueden ser
segmentados mediante un unico umbral, es decir, mediante umbralizacién simple. En el
caso que existan mas objetos diferenciables por sus niveles de grises se requieren varios
umbrales para su separacién. Este tipo se conoce como umbralizacion mdltiple. En la
Figura 3-7 se muestra un ejemplo de una imagen de resonancia magnética segmentada
mediante umbralizacion simple y umbralizacion multiple.

Normalmente la umbralizacion se aplica a los niveles de gris de la imagen, pero existe la
posibilidad de utilizarla cuando los valores representan el gradiente, o cualquier otra
propiedad asociada al contexto local.
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Aunque como se sefiald antes, los picos y valles del histograma de una imagen pueden
servir de guia en la seleccion de un umbral, esto no resulta una tarea trivial.

Se han propuesto varios métodos para la deteccion automatica de umbrales asi como varias
clasificaciones de estos métodos [65, 88, 89].

El problema de la umbralizacion se puede analizar desde la perspectiva de la clasificacion
automatica. Por ejemplo, el caso de la umbralizacion simple es equivalente a asignar un
pixel a una de dos clases posibles, objeto o fondo. Para la umbralizacion multiple se
utilizarian méas de dos clases.

Un posible algoritmo que emana de la propuesta de Ridler y Calvard [90] se muestra en la
Tabla 3-2.

Tabla 3-2 Algoritmo iterativo segun la propuesta de [90]

Algoritmo iterativo de umbralizacion para dos clases.
1. En ausencia de informacién adicional considerar, como una primera
aproximacion, que los cuatro pixeles de las esquinas de la imagen
pertenecen al fondo, y resto de los pixeles se corresponden con el objeto.

2. Enelpasotcalcular g; y u, como la media de las intensidades de los
pixeles pertenecientes al fondo y al objeto, respectivamente. Para la
segmentacion en el paso t se utiliza el umbral T' determinado en el paso
anterior (ver ecuacion del paso 3).

3. Calcular el nuevo valor del umbral segun la ecuacion

t t

Hi + Hy
2

4. Sila magnitud |Tt+1 —T‘| es suficientemente pequefa entonces parar. De lo

Tt+1 _

contrario ir al paso 2.

Entre los métodos mas conocidos se encuentra el de Otsu [75] que utiliza la varianza como
medida de separabilidad entre clases correspondientes al fondo y al objeto y propone
maximizar la razon entre la varianza entre clases y una suma ponderada de las varianzas
intraclase del fondo y del objeto con el fin de establecer un umbral éptimo. Este criterio
guarda semejanza con lo visto en el apartado 2.2 acerca de la descomposicion de las
desemejanzas internas y cruzadas entre clusters.

Este método, uno de los mas referenciados, brinda buenos resultados cuando las
intensidades de los pixeles de cada clase estan cercanas entre si. Algunas limitaciones del
método de Otsu son discutidas en [91]. En [92] se propone una generalizacion al caso 2D.
En la Figura 3-7 se muestra un ejemplo de la segmentacion de una imagen de RM en dos
clases mediante un umbral obtenido por el método de Otsu.
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También se han realizado propuestas en el marco de los conjuntos difusos [5]. Un ejemplo
lo constituye la asignacion a los pixeles de valores de pertenencia en dependencia de sus
diferencias respecto a las medias de cada clase [93]. Esta propuesta en su caso extremo
coincide con el método de agrupamiento k-means.

El histograma de la imagen no contiene informacion suficiente para caracterizar toda la
imagen —en particular no toma en cuenta las caracteristicas espaciales- por lo que los
métodos que se basan solamente en él son sensibles, por ejemplo, al ruido y las
heterogeneidades de intensidad que aparecen en las imagenes de resonancia magnética.
Eso hace que no siempre logren obtener un umbral apropiado. Una manera de lograr
mejoras consiste en utilizar informacion adicional.

Es por esa razdn que se han propuesto métodos de umbralizacion que utilizan, ademas de la
distribucion de los niveles de intensidad, la informacion espacial en las vecindades de los
pixeles. La informacion espacial se ha utilizado, por ejemplo, en forma de frecuencias de
co-ocurrencia de valores de pixeles en cierta vecindad, mediante funciones correlacién, o
modelos de dependencia lineal entre los valores de intensidad de los pixeles. Uno de los
primeros intentos en este sentido es el de [94] que tiene en cuenta el promedio de los
niveles de intensidad en una vecindad local con vistas a la definicion de un umbral.

También se ha ensayado el uso de la matriz de co-ocurrencias de niveles de grises para la
umbralizacion [95]. La matriz de co-ocurrencias se define a través de la frecuencia de
aparicion de los niveles de grises a una distancia y en una direccion dadas [81]. De esta
manera se obtiene un histograma bidimensional que captura la dependencia espacial de los
niveles de gris en la imagen.

En la Figura 3-8 se muestra el caso de una imagen y la matriz de co-ocurrencias calculada
al asociar un pixel dado y el que se encuentra “a la derecha y hacia abajo”. Se resalta el par
1-1 segun el desplazamiento definido.
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Figura 3-8 Ejemplo de una imagen con 3 niveles de grises y su matriz de co-
ocurrencias.
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Normalmente se utilizan valores derivados de esta matriz como caracteristicas de textura
las cuales pueden ser utilizadas en tareas de clasificacion [2, 96]. Utilizando las matrices de
co-ocurrencias se han propuesto varios algoritmos de umbralizacion [97]. Para mas detalles
se puede consultar la resefia de [89].

La umbralizacion se utiliza en ocasiones como una etapa inicial en los procesos de
segmentacion. También se han propuesto modificaciones a las variantes clasicas en el caso
de la segmentacion de iméagenes médicas, las cuales incluyen informacion local sobre las
intensidades, y sobre la conectividad [98].

Al utilizar la umbralizacion en el caso de la segmentacion de imagenes medicas, el objetivo
qgue se plantea consiste en determinar valores de intensidad, es decir umbrales, que
permitan separar los diferentes tipos de tejidos.

Una posible via de determinacion de un umbral consiste en seleccionar de una manera
iterativa cada posible valor y evaluar la segmentacion resultante tomando en cuenta ciertos
criterios que permitan evaluar la calidad del resultado final. Este enfoque ha sido utilizado
para la segmentacion de imagenes de cerebro de RM [98, 99].

Otra alternativa se basa en el hecho de que cada tipo de tejido posee una intensidad
caracteristica, y por tanto es de esperar que el histograma de intensidades exhiba un pico
discernible para cada uno [100]. Luego, el problema de segmentar los tipos de tejidos se
transforma en un problema, presumiblemente mas simple, de encontrar esos picos.

En este linea, por ejemplo, [101] utilizan el algoritmo k-means para obtener una particion
del histograma en K clusters (picos). En cada paso se ajusta el valor central de cada cluster
de manera que se minimice la suma de las diferencias cuadréaticas entre cada pixel y el valor
central de intensidad de su cluster; con la subsiguiente posible modificacion de la
pertenencia de los pixeles en correspondencia con los nuevos valores de intensidad central
que se obtienen. Este proceso se repite hasta que no ocurran cambios en los clusters.

Otros ejemplos de segmentacion de imagenes cerebrales de RM basados en la deteccion de
picos en el histograma de intensidades pueden ser consultados en [102, 103].

En lugar de la basqueda directa de los picos se han utilizado otras ideas. Por ejemplo, [99]
utilizan el percentil 70 de toda el area del histograma como cota superior del rango
asociado al pico correspondiente al aire ya que el fondo negro asociado a este ocupa, por lo
general, el 70 por ciento de toda el area de la imagen.

Cabe sefialar que en el histograma de una imagen tipica de RM de craneo los picos en
general no se encuentran tan bien definidos y puede resultar problematico la seleccién de
umbrales apropiados.

Varios factores influyen en esta situacion. Por ejemplo, el ruido provoca un
ensanchamiento de los picos y una reduccion de su altura. Por otra parte, otros tipos de
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tejidos, como son el caso de los musculos y la grasa, aparecen con rangos de intensidad que
se solapan con los tejidos cerebrales. Aun los mismos tejidos cerebrales exhiben un rango
de valores amplio, toda vez que tanto la sustancia gris, como la sustancia blanca, estan
compuestos por nucleos celulares y por axones aungue en diferentes proporciones.

Por otra parte el efecto de volumen parcial puede también a contribuir a una pobre
definicion de los picos. Esto puede ocurrir en zonas donde, producto a la resolucion
espacial de la imagen, concurren varios tipos de tejidos en un mismo pixel (o véxel) con lo
cual la intensidad resultante no se corresponde con la de un tipo de tejido en especifico.
Este efecto se puede mitigar si se opta por no incluir en el histograma aquellos pixeles que
se encuentran en zonas de alta variacion de intensidad, tal y como se propone por [103].

Estos factores provocan que, aun en el caso de que los picos sean identificables, la region
de solapamiento entre ellos no muestre una clara division que permita establecer un umbral
de manera unica y definitiva. Por esta razén solamente en muy raras ocasiones los métodos
de umbralizacidn por si solos brindan resultados aceptables, y por tanto se utilizan de
manera combinada con otros.

3.2.2 Crecimiento de regiones

El crecimiento de regiones [104] es uno de los métodos mas simples basados en regiones.
Se inicia con la seleccion de uno o varios puntos iniciales o semillas. La forma mas habitual
consiste en la seleccion aleatoria, o siguiendo cierta direccion de recorrido de la imagen.
También son posibles otras formas de especificacion de las semillas.

Cada region crece mediante la unién de los pixeles vecinos que sean similares segun cierto
criterio de homogeneidad. En caso de no cumplirse el criterio para un pixel no etiquetado -
lo que significa que el pixel pertenece a otro objeto-, entonces se detiene la blusqueda en esa
direccion.

En calidad de criterios para el crecimiento de las regiones se puede seleccionar cierta
medida de homogeneidad de la region, exigiendo que ésta no supere un umbral predefinido.
También es posible exigir que la diferencia entre el valor de intensidad de un pixel dado y
un prototipo de la region sea suficientemente pequefia.

La idea de estos métodos consiste en formar regiones conexas de pixeles adyacentes
partiendo de las semillas iniciales y asumiendo cierto criterio de homogeneidad.
Precisamente estos son los dos puntos clave de este enfoque: cédmo y cuéles semillas
escoger, y como formular el criterio de homogeneidad.

Supongamos que la imagen estd compuesta por K regiones R,,...,R,, y que para cada
region i se tiene un conjunto S, de semillas iniciales escogidas mediante algin
procedimiento automatico, o seleccionadas manualmente por un operador. Denotemos por
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N (p) la vecindad de un pixel pdado, y seag(p,q) una funcién que sirve como criterio
de aglomeracion.

Un algoritmo simple para la formacion de las regiones se ilustra en la Tabla 3-3. Como
resultado se obtiene una imagen E etiquetada, donde E(p) representa el indice de la

region a la que pertenece el pixel p. El algoritmo utiliza como estructura de datos auxiliar
un conjunto Q.

Tabla 3-3 Algoritmo béasico de crecimiento de regiones sin competencia

Algoritmo basico de crecimiento de regiones sin competencia.
1. Paratodo pixel p de laimagen, si peS,, hacer E( p) =1 einsertar p en Q.
2. Mientras Q #J hacer
3 Extraer p de Q.
4. Paratodo qe N(p), tal que E(q)=0, hacer
5 Si g(p.q)=verdadero, E(q)<« E(p) e insertar g en Q.
6. Fin

Una cuestion a tener en cuenta en el algoritmo dado anteriormente consiste en el hecho de
que es posible que un pixel cumpla el criterio de semejanza para mas de una regién. Sin
embargo; una vez que un pixel p es etiquetado como perteneciente a una R, esta decision
no puede ser revocada, aun en le caso que el pixel p posea propiedades que lo hagan mas
semejante a otra region R;, i# j, cuyas semillas sean analizadas con posterioridad. Por

otra parte, el criterio que se utiliza para decidir si un pixel pertenece a un objeto es local y
depende solo de las propiedades del pixel, o de una vecindad de este.

Una propuesta mas interesante seria definir una medida de la fuerza de semejanza o de
conectividad de un pixel prespecto a una region R.. Esta medida puede estar dada, por

ejemplo, por el costo de un camino 6ptimo desde S, hasta el pixel p.

En esta linea se ha propuesto el enfoque de la conectividad difusa absoluta [105, 106] para
el caso de un unico objeto. Si la fuerza de conectividad es superior a cierto umbral T. se

I
dice entonces que el pixel p pertenece a la region R;.

En el caso que se tengan en cuenta varios objetos de manera simultanea la idea seria
entonces asignar un pixel p a aquel objeto cuya fuerza de conectividad con €l sea mayor.

En ese sentido se establece una especie de competencia entre los objetos por el pixel en
cuestion. El enfoque de la conectividad difusa relativa [107, 108] se enmarca precisamente
en este contexto. En esta propuesta hay que tener en cuenta el hecho de que para cada
objeto puede existir su propia medida de conectividad. Esto plantea el problema de como
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combinar estas medidas individuales toda vez que la validez de los resultados tedricos que
se proponen requiere la definicion de una medida Unica.

En la propuesta inicial se utiliza la unién difusa de las medidas, implementada como el
méaximo de éstas [107], aunque como se sefiala en el mismo articulo, este es un punto que
merece ser investigado con el fin de obtener formas mas sofisticadas de combinar las
medidas individuales que permitan mejorar la efectividad de la segmentacion.

Otro ejemplo de crecimiento de regiones con competencia entre las semillas lo constituye la
transformada watershed (lineas de union de aguas) [109]. Si vemos una imagen con una
superficie 3D, donde la altura de cada pixel se corresponde con su valor de intensidad,
entonces podemos esperar que los objetos de interés se encuentren a diferentes alturas y
estan delimitados por elevaciones mas altas que las elevaciones internas y externas. Esto
puede ocurrir, sobre todo, cuando la imagen que se analiza se corresponde con algun tipo
de gradiente de la imagen original. Los “valles” —-minimos locales- que se forman pueden
se utilizados, en principio, como punto de partida o semillas.

No existe una definicién Unica y precisa de la transformada watershed en la literatura [110].
De manera informal se describe como un proceso de inundacion en la superficie de la
imagen, comenzando con una fuente de agua en cada semilla y creando cuencas de
inundacion. Cuando el agua proveniente de diferentes cuencas se encuentra, se construye
un dique para evitar que se mezclen cuencas diferentes. Estos diques forman las lineas de
unién de agua (watershed lines), que se deben corresponder con los bordes de los objetos.

Para el caso del crecimiento de regiones en lugar de comenzar la inundacién por los
minimos locales, lo cual genera un fendmeno de sobre-segmentacion (oversegmentation),
es mas conveniente utilizar marcadores, obteniéndose una cantidad dada de objetos
solamente.

En la Figura 3-9 se muestra un ejemplo de segmentacion utilizando este enfoque. Ahi se
aprecia el fendbmeno de sobre-segmentacion y las posibles mejoras que se pueden obtener
mediante la utilizacién de marcadores. Se debe sefialar que esto es solamente un ejemplo
ilustrativo.

Los enfoques anteriormente descritos se pueden implementar mediante la denominada
Transformada Imagen — Foresta (Image Foresting Transform, IFT) [111]. Esta propuesta se
basa en un enfoque grafo — tedrico que utiliza la conectividad entre pixeles. La IFT define
una floresta de caminos de costo minimo sobre un grafo cuyos nodos son los pixeles de la
imagen y cuyos arcos se definen mediante una relacion de adyacencia entre pixeles. El
costo de un camino se define mediante una funcién de costo dependiente de la aplicacion, y
por lo general tiene en cuenta propiedades locales de la imagen a lo largo de un camino —
tales como, la intensidad, el gradiente, la posicion de los pixeles.

Las raices de este bosque comienzan en un conjunto inicial de semillas. Para funciones de
costo adecuadas la IFT asigna a un camino de costo minimo desde el conjunto de semillas
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hasta cada pixel de la imagen, de manera tal que la unién de estos caminos es un bosque
orientado que cubre toda la imagen. Para cada pixel de la imagen se obtiene tres atributos:
su antecesor en el camino 6ptimo, el costo del camino 6ptimo, y la raiz —o alguna etiqueta
asociada. Para mas detalles y algunas aplicaciones se puede consultar a [111].

Original Sobresegmentacion

E

]
o
K

Figura 3-9 Segmentacion mediante la transformada watershed.



60

3.2.3 Division y fusion

La estrategia de crecimiento de regiones parte de un conjunto dado de semillas. Sin
embargo, son posibles otros dos enfoques que prescinden de la utilizacion de semillas
iniciales: uno ascendente y otro descendente. EI primero consiste en partir de una serie de
regiones que cubran toda la imagen y que se consideren homogéneas en cierto sentido y
comenzar a unir aquellas que posean fronteras comunes con la condicion de que la nueva
region que se forme sea también homogénea. El segundo enfoque parte de la imagen como
un todo y prosigue con la division sucesiva de aquellas regiones que no sean homogéneas
mientras exista alguna.

También es posible utilizar una estrategia hibrida es decir de division y fusion. En esta linea
se encuentra el método propuesto por [112]. La idea consiste en ir en sentido opuesto al
crecimiento de regiones y consta de dos fases. En la primera, se parte de una Unica region
que representa toda la imagen; si dicha regién no satisface un cierto criterio o predicado de
homogeneidad, entonces la regién se subdivide de manera secuencial en subregiones de las
cuales se analiza su homogeneidad. Si una subregion estd compuesta de puntos
homogéneos, no se subdivide. En una segunda fase, las subregiones obtenidas que sean
homogéneas son agrupadas. Por esta razon este procedimiento se conoce como metodo de
division y fusion (split and merge).

Usualmente se utiliza la estructura de arboles cuaternarios (quad-trees) en la fase de
division. La idea consiste en dividir cada region que no satisface el criterio de
homogeneidad en cuatro subregiones, comenzando por la imagen en su conjunto, y
continuando de manera recursiva.

Si se utiliza solamente la division se obtendrian regiones adyacentes de iguales
caracteristicas. Para evitar esto se puede utilizar entonces la fusion. La etapa de fusion
consiste en la union de los bloques adyacentes que fueron obtenidos mediante la
descomposicion anterior.

El procedimiento se puede resumir de manera esquematica de la siguiente manera (ver
Tabla 3-4).

Tabla 3-4 Esquema del método de division y fusion

Algoritmo basico del método de division y fusion.
1. Comenzar con todo la imagen como un bloque.
2. Mientras existan regiones R; no homogéneas hacer

3. Dividir en cuatro cuadrantes la regidon R;j.

4. Fusionar aquellas regiones Ry y Ry que sean
adyacentes y cumplan en su conjunto con el
criterio.

5. FIn
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La Figura 3-10 muestra un ejemplo de este método. Se trata de un objeto semioscuro Unico
con intensidad constante sobre un fondo blanco. El predicado criterio que se asume plantea
que una region es homogeénea si todos sus pixeles tienen la misma intensidad.

_‘_

(c) (d)
Figura 3-10 Segmentacion mediante division y fusion. (a) representa la imagen
original; (b) la division inicial en cuatro bloques; (c) la division final en bloques

homogéneos; y (d) la segmentacion resultante del proceso de fusion.

En la primera division solamente la region inferior derecha cumple el predicado, por lo que
no se divide. El resto de las regiones se dividen en cuatro cuadrantes como se muestra en la
Figura 3-10b. Siguiendo el procedimiento se llega a la division final en regiones
homogéneas Figura 3-10c, y por altimo se realiza la fusién de regiones adyacentes que
cumplan con el criterio de homogeneidad (Figura 3-10d), aunque estas no sean de igual
tamafo. Se debe sefialar que es posible intercalar los procesos de division y fusion segin se
especifica en el esquema de la Figura 3-11.

En la Figura 3-11 se muestra un ejemplo de este proceso de descomposicion. En el ejemplo
se parte de un bloque inicial de tamafio 256x256. Las subsiguientes divisiones forman 4
bloques de128x128. Si alguno de estos no es homogéneo entonces de divide en 4 bloques
de tamafo 64x64, y asi sucesivamente hasta llegar a bloques de tamafiolx1. Aqui un
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bloque se considera homogeéneo cuando el valor absoluto de la diferencia entre la mayor y
la menor intensidad de un blogue no supera un umbral dado.

Imagen original

Figura 3-11 Descomposicion de una imagen mediante arboles cuaternarios.

Los métodos de crecimiento de regiones y los de division y fusion se han utilizado
ampliamente en la segmentacion de imagenes, tanto de manera independiente como
combinados con otros métodos [113, 114].

El algoritmo de segmentacion rapida adaptativa (Fast Adaptive Segmentation) parte de un
conjunto de regiones primitivas pequefias que se asumen homogéneas. Estas regiones
primitivas se comienzan a mezclar hasta que no sea posible ninguna otra fusion. Dos
regiones son fusionadas si la nueva region que se obtiene cumple el criterio de
homogeneidad y ademas estan separadas por un borde débil [115]. En el trabajo se
investiga el efecto que tienen diferentes criterios de fusion en la calidad del resultado final,
asi como en el tiempo de procesamiento.
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También se ha analizado el efecto de la seleccibn manual de las semillas para la
segmentacion de imagenes de tonos de grises en una propuesta conocida como Seeded
Region Growing (SRG) [116]. Cada semilla genera una regién que no es mas que un
componente conexo compuesto por uno o mas pixeles. Para un pixel dado se obtiene el
conjunto de pixeles vecinos. Cada pixel vecino se analiza con vistas a determinar si es
adyacente a alguna region. En caso de ser asi se calcula una medida que representa una
diferencia entre el pixel y la region. En caso de que el pixel dado sea adyacente a més de
una region, entonces se calcula el menor valor de la medida y el pixel se adjudica a dicha
region. El proceso continda hasta que todos los pixeles sean asimilados por alguna region.
Este algoritmo es dependiente del orden de exploracion de la imagen, es decir, diferentes
ordenes de exploracion pueden llevar a resultados diferentes.

Con vistas a superar el efecto de orden de exploracion sobre los resultados que se obtienen,
se ha propuesto una mejora al algoritmo anterior conocida como Improved Seeded Region
Growing (ISRG) que posee ademas un mayor grado de paralelismo [117]. Se propone un
esquema de desempate cuando mas de un pixel vecino posea el mismo valor minimo de la
medida en cuyo caso todos ellos se procesan en paralelo. No se realiza ninguna
actualizacion hasta que todos los pixeles con la misma prioridad hayan sido examinados. Si
un pixel dado no puede ser etiquetado debido a que pudiera ser asignado mas de una regién
debido entonces se clasifica como “empatado” y no toma parte en el proceso de
crecimiento. Una vez analizados todos los pixeles se examinan entonces los “empatados”
con vistas a resolver el conflicto. Para ello se utiliza un criterio adicional que puede ser, por
ejemplo, asignarlo a la region vecina de mayor tamafio. En los experimentos realizados los
autores concluyen que el algoritmo produce segmentaciones consistentes.

La propuesta de [118] consiste en la obtencion de una descomposicion jerarquica de la
imagen para la que se parte de una particion inicial de la imagen y se aplica una estrategia
de optimizacién paso a paso de manera que en cada iteracion se mezclan aquellos
segmentos que minimizan un criterio de mezcla. Eso significa que en cada iteracion se
fusionan los segmentos méas semejantes. De esta manera el algoritmo va produciendo una
secuencia de particiones que refleja la estructura jerarquica de la imagen. Este enfoque
coincide en esencia con la estrategia de agrupamiento jerarquico aglomerativo que se
comento antes en los métodos de clustering.

Al igual que en el caso de la umbralizacion, los métodos basados en regiones por si solos
por lo general no brindan resultados satisfactorios. Es por esa razon que también aqui se
han ensayado estrategias hibridas [119].

Un analisis acerca de diferentes estrategias que integran informacion de los bordes y de las
regiones con vistas a mejorar los resultados de la segmentacion puede ser consultada en
[120].
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4 Sobre la autocorrelacion espacial

4.1 Introduccidon

El analisis de datos espaciales introduce en sus técnicas las propiedades topologicas o
geométricas que posee el conjunto de los objetos del analisis. Estas técnicas han empezado
a desarrollarse en la segunda mitad del siglo XX, y estan en auge debido a la cantidad de
nuevos problemas que plantean las relaciones espaciales, en relacién al punto de vista
clasico de ausencia de relacion espacial entre los objetos, y la gran variedad de campos de
aplicacion en las que se plantean.

Las interacciones espaciales pueden ser interpretadas a luz del concepto de autocorrelacion,
entendida ésta como la correlacion entre los valores de la misma variable. La
autocorrelacion es una caracteristica comun a muchos conjuntos de datos. Por ejemplo, los
valores de intensidad de los pixeles de una imagen digital estan relacionados, en general, en
funcion de su proximidad en la imagen misma. También las péginas web enlazadas
mediante hipervinculos son méas propensas a compartir un mismo tema que aquéllas que
sean seleccionadas al azar [121]. De la misma manera, es mas probable que las proteinas
que se encuentran en las mismas localizaciones de una célula compartan la misma funcion
que proteinas seleccionadas al azar [122].

La cercania espacial frecuentemente conduce a observaciones autocorrelacionadas debido,
por ejemplo, al efecto de algin fendmeno o variable [123].

La interaccion temporal puede considerarse como el caso particular de la interaccion
espacial de una Gnica dimension.

En este capitulo se introducen modificaciones de indices cl&sicos de autocorrelacion
espacial con el fin de equipararlos mejor. Se presentan sus propiedades fundamentales, se
proponen otros indices, y se analizan algunos casos particulares de datos estructurados
espacialmente.

4.2 La autocorrelacion espacial

Dado un conjunto de objetos, Q = {a)i/i :1,...,n}, que estan situados en un mapa, es decir,

estan estructurados espacialmente, se les observan una o varias caracteristicas, y respecto a
éstas, se analiza una propiedad o un patrén de organizacion en el mapa. La autocorrelacion
espacial trata, precisamente, de delatar ese “patron de organizacion”. Este término se presta



68

a diversas interpretaciones. Es por eso que los autores refinan un poco la definicion, y la
autocorrelacion espacial se puede definir de varias maneras.

En una interpretacion, que podemos calificarla de descriptiva, se plantea que si los valores
relativamente altos (bajos) de la magnitud analizada en una determinada localizacién estan
acompanados de valores relativamente altos (bajos) en las localizaciones vecinas, entonces
puede hablarse de la existencia de autocorrelacion positiva. Si por el contrario, los valores
relativamente altos (bajos) se alternan con valores relativamente bajos (altos) en las
localizaciones vecinas, la autocorrelacion sera negativa [124].

Una interpretacion probabilista plantea que la autocorrelacion espacial es una caracteristica
de los datos segun la cual la presencia de una determinada calidad o cantidad de la variable
analizada en las zonas vecinas hace mas o menos probable su presencia en una region dada
[125].

Otra interpretacion de este concepto esta asociada a la independencia, es decir, en qué
medida el valor observado de una variable en una localizacion es independiente de los
valores de la misma variable en las localizaciones vecinas [126].

Estas dos ultimas interpretaciones no son las que interesan en el desarrollo de este trabajo,
sino la primera, la calificada como descriptiva.

La propension de una variable a tomar valores semejantes (o diferentes) a sus vecinos se
denomina dependencia espacial. Los indices dedicados a la medicion de la autocorrelacion

espacial parten de una raiz comun, materializada en una matriz, P =[pij], cuyos valores
dependen de los valores que tome(n) la(s) variable(s) en cuestion para cada par de objetos
(1, @;), y de un estadistico basado en el mismo. Por ejemplo [127]:

I'= izzj:aijpij

Aqui los valores de la matriz A= [aij] representan una forma de medicion de la adyacencia

o0 contigliidad en los datos originales. La matriz A se denomina de manera equivalente
como matriz de adyacencias, de conexion, de contigiiidad o de pesos espaciales. Por su

parte, los valores de la matriz P =[pij] miden la proximidad entre los objetos @, y ; en

otra dimension distinta a la propiamente espacial, es decir, la de la(s) variable(s)
observada(s). La medida de proximidad puede estar asociada a una funcion de desemejanza
0 de semejanza entre los objetos.

Con vistas a representar la conexion de los datos, A, es posible utilizar la contiguidad de los
objetos en el mapa (1, si @, y ®; son contiguos, 0, si no lo son), o pesos basados en las

distancias en el mapa entre cada par de objetos.
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La contiguidad puede ser considerada a partir del concepto de vecindad. Por ejemplo, en un
reticulo regular es comun utilizar las 4- u 8-vecindades (ver Figura 4-1).

En general, estas vecindades pueden caracterizarse a partir de un radio y la distancia
habitual euclidiana. Se consideran vecinos aquellos objetos que se encuentren a una
distancia menor o igual que un r arbitrario estipulado. Asi, la 4-vecindad se corresponde

con r=1, y la 8-vecindad a r =+/2. En este trabajo se consideran también vecindades de
radios mayores.

En los casos de regiones irregulares se pueden considerar contiguos aquellos objetos que
compartan alguna frontera en comdn. Si se tratara de puntos esparcidos en un cierto espacio
se pueden considerar vecinos los k puntos mas proximos, con k arbitrario.

Figura 4-1 Tipos de adyacencia. (a) 4 — vecinos; (b) 8 — vecinos.

En cualquiera de los casos anteriores se suele definir a; =1 siempre y cuando los objetos
w; Yy o; se consideren contiguos o vecinos, y a; =0, si no. Es arbitrario considerar si un
objeto es 0 no adyacente a si mismo (propiedad reflexiva), o si es elemento de su propia
vecindad. Habitualmente se considera que no, es decir, que a; =0. En el desarrollo de este

capitulo esta cuestion resulta irrelevante, y la decision dependera del contexto practico en
se aplique la nocion de autocorrelacion.

Otra alternativa para la definicion de la matriz de adyacencias, A, es a través de alguna
nocion de distancia espacial, d;, entre los objetos @, ¥ ; , que puede ser lineal o a traves
de cierta red. Dada la distancia d; se puede considerar, por ejemplo, a; =1/d; , a; =J/d

2

- . —d;: —-d:
0 sus variantes exponenciales, a; =e Gy a; =e . En todos lo casos se debe tener en

2
ij

cuenta la posible indefinicion en el caso de que algin d; =0, es decir, el caso en que dos

objetos se ubiquen igualmente en el mapa, o en el caso de la propiedad reflexiva, pues
d, =0.
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Es importante tener en cuenta que al utilizar diferentes matrices de pesos espaciales se
deben esperar diferentes valores para las medidas de autocorrelacion. Las matrices de pesos
espaciales como via para representar las relaciones entre los objetos dan pie a la utilizacion
de diferentes técnicas de analisis.

A continuacion se presenta una version modificada de los indices clasicos de Moran y
Geary, que toma en cuenta las relaciones de contiglidad en la definicion de cualquier
estadistico previo usado en su definicion, y que permite tratarlos de una manera unificada,
ademas de lograr otras propiedades interesantes. A partir de las ideas de Lebart es posible
derivar un indice en este mismo contexto, y se presentara una version modificada. Existen
otros indices para evaluar la autocorrelacion espacial, pero quedan fuera de este contexto
[128].

4.2.1 Definiciones y propiedades estadisticas previas

En este apartado se presentan las definiciones de la media y la varianza en las que se basan
los indices modificados de autocorrelacidn propuestos. Luego, se definen nuevas variables
en funcion de las vecindades, y se calculan sus caracteristicas propias, asi como sus
covarianzas respecto a las demas variables, con el fin de ayudar a interpretar los indices de
autocorrelacion.,

Sea Q el conjunto de los n objetos, @, i=1,2,...,n, cada uno con un valor x; asociado, y
relacionados en una estructura de adyacencia expresada mediante una matriz de pesos
espaciales A:[aij], donde a; =1 Vi, j, con i,j=1...,n, si los objetos o, y @, son
adyacentes, y a; =0 en otro caso. La matriz de pesos espaciales puede ser vista como la
matriz de adyacencias de un grafo donde cada objeto representa un vértice. En general, se
suele considerar que a, =0, pero no es necesario que sea asi para las definiciones y
propiedades que siguen.

Una representacion conjunta de los valores y los pesos consiste en desplegar en una fila las
filas de la matriz A, en otra fila los valores correspondientes al objeto del primer subindice
de los pesos, y en otra los del objeto del segundo subindice. Es anadloga a la que
habitualmente se hace para describir los datos brutos de dos variables sobre un conjunto de
objetos. Esta representacion tabular es la siguiente

X X ail ai2 a‘in
3 y2 ... yn X x X
—r———n X, X, ... X

(a) (b)
Figura 4-2 Analogia en la representacion tabular de los datos: (a) habitual, y (b)
datos espaciales.
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Conviene remarcar este tipo de representacion tabular de un grafo. Desde el punto de vista
estadistico se suele definir una poblacién o universo, Q2, y cada elemento del mismo, @, es
un registro, individuo, objeto, o unidad estadistica. Las estadisticas se hacen sobre los
valores que se observan en esos objetos.

Cuando el conjunto de objetos esta estructurado es necesario incorporar esta informacion en
las estadisticas. En la representacion tabular recién presentada, que es la idea basica de todo
lo que se desarrolla a continuacion, se considera como registro o unidad estadistica, no un
objeto, sino un elemento de adyacencia al que le corresponden dos valores, los de los
objetos adyacentes. Un objeto queda representado por su conjunto de adyacencias, Yy el
universo Q por el conjunto de adyacencias definido por la matriz A sobre Q.

Por ejemplo, una imagen se puede considerar como un reticulo regular, y la intensidad en
cada pixel como la variable en cuestion (ver Figura 4-3). En el ejemplo la matriz de
adyacencias A se define mediante la 4-vecindad, segun la cual para cada pixel @ son

adyacentes los pixeles que se encuentran encima, debajo, a la derecha y a la izquierda.
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QO Q|a; | X X
wl wlo 1 3 4
whH Wy 1 3 4
wha wh 1 4 3
W W 1 4 3
o e 1 4 3
W W 1 3 4
Wa Wg 1 3 2
Wy W 1 4 3
Wi Wy 1 4 3
Wy Wy 1 4 1
Ws W 1 2 3
Ws e 1 2 3
Wa Wy 1 2 ]
w7 g 1 1 4
we Wy 1 1 2
Wy we 1 2 1
Wy We 1 2 3
Wy Wy 1 2 ]
Wy Wg 1 ] 2
Wy Wy 1 ] 2

Figura 4-3 Imagen de ejemplo

Si se consideran los 4-vecinos de los objetos ., y se observan sus valores, se puede
apreciar que , tiene una vecindad homogénea no muy diferente del valor que se le ha

asignado. Lo mismo puede decirse de w, .

Por su parte o, tiene una vecindad totalmente homogénea, pero muy diferente a su valor.
En el caso de @, y oy ambos tienen la vecindad un poco mas homogénea, pero mas

diferente del valor asignado.
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El pixel @,, aln no teniendo una vecindad muy diferente a su valor, tiene una vecindad
mas heterogénea. Lo mismo puede decirse de «;, atn siendo su vecindad mas amplia. Para
@, se aprecia que tiene una vecindad del mismo tipo, pero él difiere un tanto de sus
vecinos. Finalmente, @, tiene una vecindad muy heterogénea.

La definiciones que siguen, y sus propiedades, pretenden poner de manifiesto
numéricamente este tipo de apreciaciones mediante indices convenientes. En los
comentarios se supone que los valores a;; son 0°s 6 1"s (caso habitual de una imagen), pero
no se pierde la generalidad de las formulas para cualesquiera que sean los valores de
adyacencia comentados anteriormente.

El peso espacial de cada objeto w. se define de la siguiente manera

y coincide con el grado del vértice asociado al objeto @ en la representacion basada en
grafos.

El peso espacial total se define como

n n

n
ATotaI :zAi :zzaij
i=1 i=1 j=1
El valor A, representa la cantidad total de conexiones presente en los datos, contadas

doblemente si a; =0, toda vez que a; =a; . Es decir, A, /2 se corresponde la cantidad

de aristas del grafo no orientado definido tomando como vértices los objetos y con matriz
de adyacencias A.

Considerando los pesos de cada objeto, la media de los valores se define como
- 1 <
K= AX
otal =l
es decir, la contribucién de cada objeto a la media es ponderada segin su peso espacial.

En el caso de un reticulo regular, el efecto de esta ponderacion provoca que la contribucion
de los objetos con menos (mas) vecinos sea menor (mayor). Es decir, los bordes o
margenes del reticulo contribuyen en menor medida que los puntos interiores, y las
esquinas menos aun.
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La media, asi definida, serda denominada como media modificada. En el calculo de la media
habitual no se consideran pesos espaciales

-1
X =— X,

n
i
i=1

o0 lo que es equivalente, se considera que todos los objetos tienen el mismo peso espacial.

La definicién de la media modificada, al tratarse de un sistema de pesos 0 ponderaciones,
mantiene la propiedad habitual de la media, a saber

L iA(Xi_YA)Z L Zn:pﬁxi_iAromYA:O

otal =1 otal i=1 Ar otal

La varianza de los valores se define, en consonancia con lo anterior, de la siguiente manera

L A%,

otal =l

S; =

a diferencia de la varianza habitual,

La varianza, asi definida, es denominada también como varianza total modificada.

Cuando los pesos A de cada objeto son iguales, la media y la varianza modificadas

coinciden con las habituales. En el caso de reticulos regulares (imagenes) y 4-vecindad, los
puntos interiores tienen peso proporcional a 4, los margenes a 3 y las esquinas a 2. Si el
reticulo es grande (resolucién alta de imagenes), la influencia de los margenes es pequefia,
y, por tanto, los valores de la media y de la varianza tienden a ser iguales en los sistemas
habitual y modificado.

Por supuesto, al tratarse simplemente de un sistema de pesos, se verifica la propiedad
fundamental que relaciona la media y la varianza

1

Zn:'aﬁ (% —x)

otal i=1

2 -
S, =Mmin
A X

La relacién del minimo con otro tipo de desviaciones es la siguiente
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2= S A4 -x) 4 (x-%,)

otal i=1

Para ayudar a su interpretacion, conviene recordar la propiedad de la varianza que la
relaciona con el valor medio de las diferencias entre los valores de todos los objetos
tomados de dos en dos donde cada objeto @, actia con su respectivo peso espacial, A . El
resultado coincide con la varianza s: (multiplicada por el factor 2, debido al hecho que

cada comparacion se hace dos veces; también se contabilizan las diferencias nulas de un
objeto respecto a si mismo si a; = 0). A continuacion se presenta dicha relacion.

j(Xi_X1)2: 3 » j((xi—YA)(xj—YA))Z:

otal i=1 j=1 otal i=1l j=1
A —\2 1 & o\
ZZAAJ(Xi_XA) T ZZAAj(Xj_XA)
otal i=1 j=1 Al'o[al i=1 j=1
n n
j(Xi_YA)(Xj_YA):
otal i=1 j=1

n n

S YAYA( ZAZA( %) -

otal j=l i=1 otal i=1 j=l

3- Zn:'aﬁ (% _YA)Z::AJ' (Xi _YA):

otal i=1

ZAArotaIS +AT ZAArotals _25

otal j=1 otal i=1

El nucleo de todas las definiciones y propiedades que se desarrollan a continuacién se
basan precisamente en la consideracion del valor que toman estas diferencias cuadraticas

. . -z 2
medias con el sistema de pesos a; /A, en lugar de las recién mostradas A A, / Al o €S
decir, en la siguiente expresion

Zn‘,zn:aij(xi_xi)z'

otal i=1l j=1

Los valores de una variable se tipifican o estandarizan como es habitual, pero respecto a la
media y varianza modificadas
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Este conjunto de valores z, i=12,...,n, con el sistema de pesos espaciales

correspondiente A, i=12,...,n, tiene media 0 y varianza 1.

Dada la matriz de adyacencias, A, entre los objetos, se define la covarianza de una variable
X consigo misma (autocovarianza) respecto al sistema de pesos a; /A, como la media de

los productos cruzados de las desviaciones respecto a la media modificada

cov(X,X")

Zzau X_X ( X)

otal i=1 j=1

La variable X' es una reordenacion de la variable original X, que expresa los valores en las
vecindades de los objetos (ver Figura 4-3). Sus caracteristicas principales (media y
varianza) son las mismas que las de la variable X.

La vecindad de un objeto puede ser caracterizada por la media de sus valores. Este valor
puede interpretarse como una suavizacion o filtrado cuando cada valor es sustituido por la
media de su vecindad (ver apartado 3.1)

1 n
Yi = & X;

A l'JJ
i=

Este conjunto de valores tiene las siguientes caracteristicas

Zn:Ayiz ZA zau i~ zzau i~ - iAXj:YA

otal =1 otal i=1 j=L otal i=1l j=1 otal j=1

7:

1 -
;= 2A-
otal i=l

La covarianza de la variable Y con la variable X, que en adelante sera denominada s,

coincide con la autocovarianza de X con X', y la covarianza de la variable Y respecto a X'
con lavarianzade Y.

n

1 -
cov(X,Y)=s, = A 211/\ )(Yi—%,) =
otal 1=

ZA (% — X, i a; (x; - X, )=cov(X,X")

otal i=1 j=1
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cov (Y, X") L anzn:au %) (X —%, )=

otal i=1 j=1
1 n
| Zl: Zau (X -X )
otal i=
1 - -
Z(Yi _XA)A1 (Yi _XA):Si
otal i=1

Por otra parte, se pueden considerar los “errores” entre cada valor x; y su correspondiente
valor suavizado segun la vecindad, vy,

Vi=Xi —VYi-

Las caracteristicas de este conjunto de valores son

iAVi: Zn:pﬁ(xi_yi):

V= 7 =0,
otal i=1 otal i=1
y
1 < 1 < v \\ o2, o2
ZA X_y| ZA( (yi_xA)) =SA—i—Sy_ZS’xy
otal i=1 otal i=1

Asi pues, inversamente, la autocovarianza de la variable X', que coincide con s, , puede
calcularse a partir de las varianzas de estas tres variables

S :%(sf\+sj—svz)

Si la variable Y es un suavizado de la variable X, s> se puede interpretar como una
distancia cuadratica entre la estructura original y su suavizado.

Las relaciones entre esta variable V con las anteriores X, X’ e Y, en términos de covarianzas
0 productos cruzados, son las siguientes
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cov(X,V) L an:A —y)=
if\(xi—n)((xi—a)—(yi—n)):

1
2 2 2 2
=s2 -5, :E(SA—Sy+SV)

l n n

Zzau( A) (X =)=

otal i=1l j=1
1 n

Z X_yl)zau( A)

otal i=1 j=1
1 n

Z(Xi _yi)Aﬁ (Yi _YA)

otal =1

S A (4 =%)~(% ~%)) (% =%0) =

otal =1

con V

Consideremos la diferencia entre dos valores (xi — xj) para aquellos objetos contiguos, es

decir, las diferencias en las vecindades, en lugar de calcularlas respecto a los valores
medios

Wij =Xi—Xj.

Estas diferencias son afectadas por un sistema de pesos para el calculo de estadisticos.
Lebart [129, 130] y Ollier [131] consideran el sistema AA; /A% Y W = AA (X —X;).
Aqui, en cambio, se utiliza el sistema de pesos a; /A, . Se tienen las siguientes
caracteristicas de este conjunto de valores w;

n n

Y YA =2 Y8 (X ) =K%, =0,y

otal i=1l j=1 otal i=1l j=1

W=
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n n

. anzn:au(xi_xj)zz : Zzaij((xi_YA)_(xj_YA

otal i=1l j=1 otal i=1 j=1

=25, —25,, =S, —S; +S,

De esta expresion se deducen otras para las covarianzas anteriores
' 2 1 2

cov(X,X")=cov(X,Y)=s, = Sa =2 S

1.

cov(X,V)==s

2 w
cov(X',Y)=si—s;+S;

cov(X',V)=cov(Y,V):%sv2v—sv2

Reagrupando de manera conveniente se obtiene

sz =cov(X, X")+cov(X,V)=cov(X,Y)+cov(X,V)

s; =cov(X,X")—cov(X'V)=cov(X,Y)-cov(X"V)=cov(X,Y)-cov(Y,V)
s, =cov(X,V)—cov(X'V)=cov(X,V)-cov(Y,V)

s =2cov(X,V)

Las covarianzas de la variable W con las variables X, X, Y y V son

cov(X,W) Zza“ X, (X.—Xj)=
otal i=1l j=1
1 n _ n
Z(xi—xA)Zaij(xi—xj)z
otal i=l1 j=1
T (%X ) A (% ¥ =00v(X.V ) =52 s, =
otal i=l
1,

=S = ;(sf\—sj+svz)
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cov(X' W) 1ota| .an“,i a“( ) (% -%,)=
Arlom In jn a ((Xi—YA)—(xj—YA))(xi—YA):

Xy

=5 —s? :—cov(X,V):—cov(X,W)z—%sfv:—%(si—sjdrsf)

cov(Y,W) 1 z”:zn:au %,)(%-%,) =
1 < L 1 @ B
I;(yi—XA);aij(Xi_Xj):AT I;(yi—XA)A(xi_yi):

=cov(Y,V)=s, -5’ :%(si—si -s?)

cov(V,W) L anl n 3, (x —y,)(%—x)= Arl Z X =) Zau( X;)=

otal i=1 j=1 otal i=1

Amal .Z:;(X' Vi) A (X —Y)=5s>=si+s;-2s,

Para finalizar con las definiciones previas se considera la variabilidad en las vecindades de
cada objeto ., denotada por T, no en relacion al valor x., sino respecto al valor suavizado

en la vecindad, es decir, vy,
G =Yi—X

Sus caracteristicas principales son

T2 Yat=—>Ya(y-x)=— Zn:{A‘y' > 'J

otal i=1 j=1 otal i=1 j=1 otal i=1 j=1

1 n n 1 n.An _ —
Stz N ATotaI i=1 j=1 aij (yl _Xj )2 ) Arotal i=1 j=1 aij ((y' _XA)_(XJ _XA))2 -

n
_c2 2 - v ) _ o2 2 2 a2 2
=sp+s2-2 a; (v, =%, ) (X, —X,)=si +s) -25] =5} -5
otal i=1 j=1

Desde el punto de vista interpretativo, esta varianza es la media de las diferencias
cuadraticas medias en las vecindades.
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Asi, se tiene la siguiente descomposicion de la varianza modificada total o global
2 2 2
Spa=S, +S -

Esta relacion expresa que la varianza global se descompone como suma de la varianza de
los valores medios o suavizados de las vecindades (y.), y la suma ponderada de las

varianzas locales de las vecindades respecto a su valor medio o suavizado. Es decir, es la
descomposicion clasica de la varianza entre (between) las vecindades y dentro (within) de
las mismas.

Siempre que la matriz A sea simétrica, la varianza de la variable T tiene también otro

sentido (equivalente). Con la reorganizacion de los subindices y respectivos sumandos se
tiene

50 =Liian (x-v,)

otal i=1 j=1

Se observa que se miden las diferencias de cada valor con los de su vecindad “alisada” o
promediada.

De la descomposicion s; = 35 +s’ y de igualdades anteriores se deducen las siguientes
s? =si—s; =(cov(X,Y)+cov(X,V))—(cov(X,Y)—cov(Y,V))=

1
==+ isfv—sv2 =52 ¢’
2 2

Asi, se tiene la descomposicion de la variabilidad entre los objetos, como suma de la
variabilidad respecto a los valores medios de las vecindades y la variabilidad de las
respectivas vecindades.

s:=s2+s’

Ademas, en este caso, para cada objeto «;, en particular, se cumple esa misma relacion, en
virtud de la propiedad de minimo de la varianza, mencionada al principio de este apartado

30, -0 =00+ S )

pues basta ver para ello el desarrollo de
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n

A j=1 % ( “YitYiT )2

Es decir, la variabilidad de un objeto . respecto a sus vecinos, se descompone en la suma

de la variabilidad dentro de la vecindad y la variabilidad entre el objeto dado y la media de
su vecindad (valor suavizado).

Las covarianzas de la variable T respecto de las cuatro variables anteriores son

cov(X',T) 1 Zn: n a; (%, =%, )(vi %, ) =

1 & ~ )

AT ||Z_1:,Z_;a”( )( _XA)_(Xj—XA)):

1 n n ~ 1 o i )
ATtI'Z—l“Jz—lla”( ) (i =%)- 1|iZ—1:jZ;aii(Xj_XA)(XJ_XA)=
AT]t;taI g(yl Za” ( A) f\ =

ATotaI g _YA)_S/ZA =5§—Si =—St2

cov(W,T) ttaliz:‘iau( X )(vi—%;)=
Zn:aij ((Xi _yi)+(yi _Xj))(yi _Xj)=

1 n

AT otal ;

LS (509 )-

j=1

AT otal =1

=s2-s 2

t

=S

Las relaciones encontradas pueden resumirse, de forma sintética, utilizando Unicamente los
valores de s, s; y s, (ver Tabla 4-1)).
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Tabla 4-1 Relaciones entre las variables analizadas

X X" Y V W T
X -1 X — X’ Y - X'
Media | T4 Ta Ta 0 0 ]
Varianza .‘-ii .‘-ii "13 '-.ﬁ + .‘-i% — 92 Sy '-.i + 84 — 2 Bpy .*-:i — .HE,
Covarianza | X X' Y V W T
_‘-!._- .‘-ii Soy _RIZ,J +_-52 - +.‘-i2 — Sgy 0
_‘LJ Hi Hi, _'qrz.r + Say —.‘-ié‘ + Szy —ui + HE.
b 8y — &, + Sxy —&, + Sxy 0
1V Hi +.‘-i; —2-#1:_, .\-Ci +.‘-ii —2-31'1.:_, 0
W Hi + .‘ii —2. Spy —I—Hi — HE.
T +'\-\.i — .'-iz_

En el ejemplo presentado anteriormente (ver Figura 4-3) los valores de cada variable asi
como sus covarianzas son los siguientes (ver Tabla 4-2).
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Tabla 4-2 Valores de las variables analizadas para el ejemplo de la Figura 4-3

000 jay (| XX ¥ v W T

Xy X_XxXx' v_-_x
Wy iy 1 ] 417400 —1.00 —1 0.00
wi o 1 3 4 | 400 —1.00 —1 0.00
W ow 1 4 3| 2.0 1.00 1 0.00
Wy uy 1 4 3] 2. 1.00 1 0.00
wa oy 1 4 3| 2.0 1.00 1 0,00
Wy 1 3 41300 0.00 —1 —1.00
wa  wg 1 3 2| .00 0.00 1 1.00
Wy g 1 i i 1.67 1 —0.BT
Wy oy 1 4 3| 233 167 1 —0.67
wy owr |1 4 1] 233 1.67 3 1.23
ws  wn 1 3 4 | 3.00 0.00 —1 —1.00
Wy owlg 1 3 4 | 2.00 0.00 -1 —1.00
Wy g 1 3 2| 300 0.00 1 1.00
Wy wa 1 3 2| 300 0.00 1 1.00
wg  uly 1 ] 3 | 367 —1.G7 —1 0.67
Wi ws 1 2 3| 267 =167 -1 0.67
wg Wi 1 2 5 267 —167 -3 —1.33
wr o owy 1 1 4 | 300 200 —3 —1.00
Wy g 1 1 2 300 200 —1 1.00
Wg g 1 2 1] 200  —1.00 1 2.00
ws owr |1 2 3 200 —1.00 -1 0,00
Wg 1 2 51200 —1.00 -3 —2.00
wg  wg 1 5 2 200 3.00 3 0.00
wo  we 1 5 2| 200 .00 3 .00

X X! ¥ v W T

X-v X-X'" v_-Xx'

Media || 3.0000 3.0000 3.0000 00000 0, 0000 00000

Varianza || 0.5833 0.56833 01667 02500 0.BRET 0.4167

Covarianza X X' 1 14 W T

X [ 1.1667 —0.2332 [ —0.3333 1.5000 1.5000 00000

X! 1.1667 02778 —06111  —1.56000 —0=880

1 02778 —06111 [EIRE] (TN

v 21111 21111 00000

W 30000 (1.3R80

T (1. 5R80
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4.2.2 El indice modificado de Moran

El indice modificado de Moran, I*, es un caso especial de la formula general de medicion
de autocorrelacion anteriormente mencionada

I'= sz:aijpij

en la que los pesos espaciales a; son relativizados respecto al peso total A,y los p,
son los productos cruzados de los valores tipicos o estandares, z; y z;, es decir,

Pij = ZiZ;

A continuacion en la Figura 4-4 se muestran las ubicaciones de los valores de los productos
cruzados. Las ubicaciones han sido alteradas aleatoria y levemente para mostrar la cantidad
de coincidencias espaciales.

5— )
4- © @

3 8 ")

271 o © o
1 o o
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El indice de autocorrelacion espacial de Moran se define de la siguiente manera.

m.;;au( )

I;Zﬂaij(xi_YA (X -X ) Zzllzla'J (Xj_YA)
S -” Ai(Xi_YA)z

Este indice es una modificacion del indice de Moran [132], |, en el que se consideran la

n
media y la varianza habituales, X :—z Xy s’= —Z(xi —7)2 , respectivamente.
i=1 i=

Por tanto, cuando los pesos espaciales A son iguales el indice modificado de Moran, 17,

coincide con el clasico, | . Por otra parte, en el caso de reticulos regulares y 4-vecindades,
como los puntos interiores tienen peso igual a 4, los margenes a 3 y los vértices a 2, si el
reticulo es amplio, la influencia de los margenes es pequefia, y como los valores de la
media, y de la varianza tienden a ser iguales en los sistemas clasico y modificado, los de
ambos indices de autocorrelacion también tienden a ser muy parecidos.

El indice de Moran, por su parte, se puede considerar como un caso especial del coeficiente
de correlacion lineal de Pearson, r, que mide la relacion lineal entre dos variables

M:
—~
=<
|
x|
A —
—~
<
|
<|
N—
S
M-
—~
X<
><I
N
—~
:<
‘<I
N—"

dondes,, s, representan las desviaciones estandares de las variables x e y, respectivamente.

En efecto, si se considera la relacion de una variable consigo mismo atendiendo a la
adyacencia de los objetos, A (a; toma el valor uno si se considera el par (xi,xj), y el

valor cero no se considera), y se calcula r, se tiene el indice de Moran. Es decir, en esencia,
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el indice de Moran mide la correlacion lineal entre la variable y sus vecinos espaciales
obtenidos segun la matriz de conexiones A.

En el caso del indice cléasico no se trata exactamente de la correlacion lineal de Pearson. De
hecho el coeficiente de Pearson se ubica siempre entre -1 y +1, y sin embargo, el indice
clasico de Moran puede rebasar estas cotas. Esto se ilustra en el siguiente ejemplo (ver
Figura 4-5).

1.0577, 1*=-0.9245
Figura 4-5 Imagen de ejemplo

La razon de esta diferencia estriba en que en el célculo de la media y la varianza para el
indice clasico no se tiene en cuenta la relacion de contiguidad. Es decir, para el céalculo de
estos dos estadisticos los pesos de todos los objetos son iguales, y para el calculo de la
covarianza, en el que los objetos toman parte en funcién de su adyacencia, no.

En el caso del indice modificado de Moran, 1", sin embargo, al considerarse los pesos
espaciales en todos los calculos embebidos en la formula del coeficiente de Pearson, se
cumple, evidentemente, la propiedad de r de ubicarse entre los limites -1 y +1.

~1<1"<1

En el ejemplo anteriormente detallado (ver Figura 4-3) |” =-0.2857, lo cual denota que
hay cierta autocorrelacion negativa que se aprecia en la imagen misma pues los valores
altos tienden a tener en su vecindad valores bajos, y viceversa.

Una expresion de I* usando la variable de vecindad Y, que resulta interesante desde el
punto de vista interpretativo, es la siguiente.

1 & ~ N ) )
. 7zzaij(xi_xA)(Xi_xA) ZAé(Xi_XA)(yi_XA) S
| = otal i=1 j=1 - _ =1 MYotal >y

2
SA SA SA
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donde ryy, es el coeficiente de correlacion lineal entre las variables X e Y, y, por tanto, esta
limitado por -1y +1. Como s, <s,, podria ser que aun estando X e Y totalmente correladas

(ry=1, por ejemplo), I* no alcanzara la cota (1*<1, si 5,<Sa).

El hecho de que +1 y -1 sean, en general, las cotas maxima y minima del indice
modificado de Moran, no significa que se puedan alcanzar para cualquier estructura de
adyacencia o vecindad. En efecto, la estructura espacial definida por la matriz de
adyacencia, A, permite precisar mas estas cotas [130].

Respecto al rango de los posibles valores del indice de Moran se puede consultar el trabajo
[133], citado también por [134]. Alli se demuestra que para una matriz de pesos espaciales

no negativos Az[aij] de dimension n la cota inferior y superior de los valores del indice
de Moran vienen dadas por (n/1, AL, ), ¥ (n/1, AL, )4, . respectivamente; donde 4,y
A SON l0s autovalores extremos de la matriz QAQ, también llamada matriz centralizada,

donde la matriz Q =111 /n siendo 1, :(1,1,...,1)T. Si uno de los autovalores extremos

n
obtenidos es cero, entonces el segundo menor (0 mayor, segun sea al caso) es la cota
minima (0 maxima).

A continuacion, en la Figura 4-6, se muestran algunos ejemplos ilustrativos del indice
modificado de Moran, segun la distribucion de los datos en un reticulo 3x3 con adyacencias
definidas a partir de la 4-vecindad. Se obtienen diferentes valores del indice de
autocorrelacion espacial que van desde valores positivos en el caso (a) hasta valores de
autocorrelacion espacial negativa en el caso (d).
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(a)
| *=0.5714

(b)
| *=0.5727

(©
| *=-1

| *=-0.9245

Figura 4-6 Ejemplos de regiones con los valores asociados del indice modificado de
autocorrelacion espacial de Moran (usando 4 — adyacencia)

También es posible comparar el indice modificado de Moran para diferentes niveles de
contigliidad, es decir, utilizando diferentes tipos de vecindades. En ocasiones los datos
pueden estar altamente autocorrelacionados de manera local, es decir, en vecindades
cercanas, pero pueden dejar de serlo al tomar vecindades mas amplias.

El estudio del indice modificado de Moran puede apoyarse, ademas de la interpretacion
anteriormente dada de la correlacion lineal de Pearson, en dos instrumentos o herramientas:
el denominado grafico de Moran [135] y los indicadores locales de asociacion espacial

[136].
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4.2.2.1 El grafico de Moran

El grafico de dispersion de los pares de valores (xi,xj) para aquellos cuyo peso espacial,

a; , es distinto de cero, proporciona una interpretacion afiadida del indice modificado de

Moran. En efecto, ya que el indice modificado de Moran se puede expresar como el
cociente de una covarianza y la varianza de una de las variables implicadas, se puede
pensar en la pendiente de una recta de regresion obtenida por el método de los minimos
cuadrados

- cov(X,X’)_cov(X,Y) S

= 2 2 2
Sa Sa Sa

Como se tiene la expresion de la covarianza con X para dos variables, X' e Y, cuyos valores
medios coinciden (X,), se tienen la misma recta de regresion para ambos graficos de

dispersion (X vs. X', X vs. Y). En el ejemplo de la Figura 4-3, para entender conjuntamente
ambos gréficos, hay que reparar en que ambos ejes de ordenadas estdn dimensionados con

distintas escalas de valores tipicos, pues, en general, s; y sj son distintos (ver Figura 4-7).

5 o
4 © ]
3 8 ®
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Esta segunda interpretacion es la que propone Anselin [135] usando las medias y varianzas
habituales, y una normalizacion sobre las filas de la matriz de adyacencias, A, para que
todos los objetos tengan el mismo peso y lo denomina gréafico de dispersién de Moran.

El indice modificado de Moran, aun brindando una vision global acerca de la
autocorrelacion espacial, no ofrece ninguna informacidn sobre la estructura subyacente. Por
ejemplo, es interesante conocer qué regiones 0 zonas contribuyen en mayor medida a la
autocorrelacion espacial global, o si existen concentraciones locales de valores semejantes,
0 hasta qué punto la autocorrelacion global obtenida enmascara localizaciones o zonas
atipicas.

Mas aun, desde el punto de vista de la utilidad predictiva de la regresion, y considerando la
interpretacion mediante los valores medios de las vecindades ('y,), pareceria méas util que la
variable independiente fuera precisamente Y, y la dependiente X; es decir, que conocido el

valor medio de la vecindad de un objeto, si el valor del indice 1" fuera extremo (cercano a
+1 6 -1) se pudiera predecir en buen grado cuél seria el valor del objeto en cuestién.

El grafico de Moran ofrece una ventaja sobre el indice, y es que descompone la asociacion
espacial en cuatro zonas o cuadrantes, y permite detectar objetos extrafios, asi como los

objetos que ejercen mas influencia en el valor de 1.

Cada uno de los cuatro cuadrantes que determina el valor de la media X, se corresponde

con diferentes formas de autocorrelacion espacial, de manera andloga a como ha quedado
reflejado en la definicion misma del indice. Alla cada punto se referia a un par de objetos
vecinos, y aqui cada punto designa a un objeto junto a sus vecinos 0 junto a su vecino
medio. El primer y tercer cuadrantes estan asociados a formas positivas, mientras el
segundo y cuarto representan formas negativas de autocorrelacion espacial.

Todo ello esta ligado a la descomposicion de 1™ en suma de valores relacionados con los
objetos.

4.2.2.2 Indices locales de Moran

El indice modificado de Moran (y, en general, cualquier indice de autocorrelacion) refleja
si hay 0 no agrupamientos (concentraciones, clusters) espaciales de valores altos (bajos),
pero no revela donde esto ocurre, o incluso si los valores afectados son los altos, los bajos,
0 ambos, pues consiste en promediar las variaciones locales de la autocorrelacion espacial.

Esto ha llevado al desarrollo de indices locales de autocorrelacion espacial. Para el caso del
indice de Moran, observando la posibilidad de descomposicion aditiva de 1”
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s

otal =1

Asi pues, el indice modificado de Moran es el valor medio de los indices locales

S AL

otal =1

El célculo de 1, equivale, en cierto sentido, a la ubicacion del objeto @, en el grafico de
Moran con coordenadas (;,Y; ), ya que el denominador s es comdn a los I; de todos los
objetos.

El punto de vista adoptado por los indices LISA (Local Indicators of Spatial
Autocorrelation) de Anselin [136], es méas adecuado para detectar la influencia de un objeto

en el valor global del indice (1 en su caso, en lugar de 17), pues considera los valores Al
(correspondientes a los Al de aqui), y descompone el valor del indice global como suma
(no ponderada) de los locales.

En el caso del ejemplo que se viene analizando (ver Figura 4-8), el objeto w,, que se ubica
en la esquina inferior derecha de la imagen, es el que ofrece el valor minimo, con gran
diferencia respecto a los demas, debido a la gran disparidad entre el valor medio de la
vecindad respecto al valor medio (2-3) y el suyo propio (5-2). Los objetos w, y @, que ya

habian sido detectados como equivalentes, tienen también un valor negativo, pues respecto
al valor medio (3) sus valores, el asignado y el medio de la vecindad, estan opuestos.
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Figura 4-8 Valores de los indices locales de Moran

4.2.3 indice modificado de Geary

Si en la raiz comin general para la medicion de autocorrelacion espacial formulada
anteriormente

I'= sz:aijpij ,
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ademés de la matriz de contigliidad o pesos espaciales, A=|a; |, se considera P =] p; |

como una matriz de desemejanza entre los objetos @, y w;, se pueden obtener otros
indices. Mas concretamente, en el caso de una variable, se puede definir P asi

[xi ~X, X —YAJ (6 -%)°

y el indice modificado de autocorrelacion espacial de Geary [137] de la siguiente manera

— 2
.11 & 2 1 n X x.—x
cC' == a(z-z)== a LA =
2 ATotaI ;; ”( l j) 2 otal éz IJ( SA j
1 n n 2 n n 2
At g EEatkn)
- otal I= = :__W__l: =
2 52 252 2 ”A(X_Y)z
i A

Puede pensarse que el factor 1/2 que precede a la ponderacion se aplica para compensar, en
el caso habitual en que la matriz A es simétrica, el hecho de que los sumandos aparecen
dos veces. Lo mismo podria haberse pensado para el indice de Moran cuando fuera a, =0,
pero en aquel caso no aparece este factor.

Este indice, asi definido, es una modificacion del indice de Geary [137], en el que se
consideran la media y varianza habituales. Ademas, esta Ultima es considerada desde el
punto de vista de la estimacidn insesgada, es decir, promediando las diferencias cuadraticas

a la media con 1/(n—1) en lugar de hacerlo 1/n.

_ —N\2
(n_l) aij(xi_xi)2 aij(xi_xj)2 Z aij[Xi_X_Xj_Xj
C= i=l j=1 _ i=1 j=1 _ il S S
) nna" n X__YZ o nXi_Yz ) nna"
[i—l; ”J;( I ) Z[ZzalJ]iZl(l) (i_l = 'J]
i-1 j-1 n-—

Los valores del indice de Geary se encuentran normalmente entre 0 y 2 (pero pueden
superar este Gltimo [138]). La relacién que hay entre los indices de Moran y de Geary es la
siguiente [139]
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Cnal gA(xi—Y)z__
(B B

Se observa que esta relacién de complementariedad entre los indices se ve afectada por el
namero de objetos, n. Si los pesos de la matriz de adyacencia A fueran normalizados
proporcionalmente por las filas, es decir, si todos los objetos tuvieran el mismo peso Ai=1,

n n
y ZZaij =1, y se considerase el indice Geary con la varianza habitual en lugar de hacerlo
i=1 j=1

con el factor ]/ (n —1), ambos indices serian complementarios respecto a la unidad [131].

Sin embargo, esta misma propiedad de complementariedad la cumplen los indices

modificados sin hacer ninguna consideracion. En efecto, 1" +C" =1. Para demostrar esta
relacién de complementariedad respecto a la unidad, basta con tomar en cuenta que

. cov(X,Y . cov(X,V
oSV o cov(XY)
SA sA

cov(X,Y):si—%sfv, cov(X,V):%sVZv

Una consecuencia inmediata de esta relacion de complementariedad, junto con la anterior

desigualdad —1<1"<1, es que los valores del indice modificado de Geary estan
estrictamente entre 0 y 2

0<C'<2.

Al igual que en el caso del indice de Moran, estos limites pueden ser mas precisos,
dependiendo de la estructura de los datos reflejada en la matriz de adyacencia A.

En relacion con este indice, Lebart introduce una modificacion [130], calculando la
diferencias cuadraticas de cada valor respecto al valor promedio de su vecindad, tomando
en cuenta los pesos espaciales, es decir, la media modificada, en lugar de calcularlos
unicamente respecto a todos los valores vecinos. Sin embargo, no toma en cuenta los pesos
espaciales para calcular esa nueva varianza “local” (tal y como él la denomina) y la
compara con la varianza habitual, tal y como propuso Geary (prescindiendo del factor
multiplicativo 1/2).
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En realidad, desde el punto de vista de este trabajo, teniendo como base la igualdad
s2 =s2+s’, lo que se propone es tomar una parte de las diferencias por pares adyacentes

(sy).

Si se usasen los pesos y la varianza modificada se tendria el indice modificado de Lebart
[129]

1 3 n
R LAY g iZ:;A‘X_y'
B s I
> A%

Los limites generales de este indice son: 0< L <4. En efecto, por la definicion misma se

tiene que L >0, v, desarrollando su relacion directa con el indice modificado de Geary se
tiene

Lizn:aij ((Xi _Xj)_(yi _Xj))z

L* _ otal i=1 j=1 —
S
1 n n ) 1 n n 1 n n )
7zzaij(xi _Xj) 7zzaij(xi _Xj)(yi _Xj) 7zzaij(yi _XJ)
_ otal i=1 j=1 ) otal i=1 j=1 + otal i=1 j=1 —
2 2 2
Sa Sa Sa
. ,Ccov(W,T) s’ . S
R CJy s CLLE LA R [
SA Sa Sa

Como s; =s; +s; entonces L' <2C" <4.

4.2.3.1 El gréafico de Geary

Teniendo en cuenta la expresion del indice de Geary en términos de cociente de una
covarianza y una varianza, se puede buscar su interpretacion como si fuera la pendiente de
una regresion lineal.

. 12 cov(X,W) cov(X,V)
22 2§

En efecto, si hace el diagrama de dispersion de las variables X vs. W y X vs. V, las
regresiones lineales de W y V sobre X tienen por pendiente el indice modificado C”.
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Teniendo en cuenta que W = X — X" y V = X -Y, se tienen los siguientes gréaficos para el
ejemplo analizado (ver Figura. 4-9).

3 o o
2

1 o o ®

o

H o 8 ]

-2

3o o
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El calculo de C.” equivale, en cierto sentido, como sucedia con 1., a la ubicacion del objeto
w, en el grafico de Geary con coordenadas (x;,w;), ya que el denominador s es comun a

los C. de todos los objetos. Se entiende que cuanto maés alto sea su valor mas diferente es
la vecindad de un objeto respecto al valor del mismo.

Al ser no negativos todos los valores del indice local, y ser la suma de todos el valor del
indice global modificado, cada sumando AC. expresa su contribucion al valor definitivo

(éste es el enfoque original de LISA). Mas aun, se pueden explicar estas contribuciones en
términos porcentuales, lo que ayuda a detectar mas facilmente los objetos mas

contribuyentes al valor de C”

A CI* .
ATotaI — A C_I
C Al'otal C

En la Figura 4-10 se observa la disposicion de los objetos en la que se refleja la disparidad
de @, Yy suvecindad, y lade @,.
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Figura 4-10 Valores de lo indices locales de Geary

Por su parte, el indice modificado de Lebart también ofrece la posibilidad de definir un
indice local que lo descomponga aditivamente en valores no negativos, tal que L resulte ser
el valor medio de los valores del indice local. En efecto, si se considera

I—? _ (Xi _ZYi )2
Sa

se tiene que
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* 1 n *
L= D AL
otal =1
La Figura 4-11 muestra que los objetos @, y ,, situados en dos vértices, son los mas

dispares en relacion a sus respectivas vecindades, consideradas éstas con valores medios, y
o, Y o, los mas similares (de hecho, son iguales).

(OO

L N N
VARNY AR

N

Ot

Grafo de la imagen
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l l l |
_________._____._@
L _._®
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.. @ .
I I I |
Indice local modificado de Lebart 0 9 4 6 8

L*=1.81

Figura 4-11 Valores de los indices locales de Lebart
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4.2.4 Nuevos indices de autocorrelacion espacial

La relacion entre las varianzas de las distintas variables definidas al principio sugiere la
definicién de algunos otros indices. Dichas relaciones son las siguientes

Sp=S,+S Y
s2 =82 +s’

Cada una ellas conlleva la definicion de los correspondientes indices. Aqui también se
determinan sus relaciones con los indices de Moran, Geary, y con el indice de Lebart.

4.2.4.1 Indices de vecindad 7

La relacion s; =s; +s; con

n n

2 1 N - \2 n 5 1 2
Sa = ZA(Xi_xA) ,S$= 1 ZA(yi—YA) ,ySt_—zzaij(yi_xj)

otal i=1 otal =1 otal =1 j=1

expresa la descomposicion de la varianza modificada global como suma de la varianza
entre (between) las vecindades, consideradas éstas como valores promediados, y la varianza
dentro (within) de las mismas.

Este segundo sumando tiene otro sentido (equivalente) con la reorganizacion de los
sumandos, tal y como ha quedado sefialado anteriormente

: Zn:iaii(xi_yj)z

otal i=1l j=1

s’ =
En efecto, de esta forma se observa que se miden las diferencias de cada valor con los de su
vecindad, suavizada o promediada.

La igualdad de varianzas puede expresarse mas adecuadamente para los fines perseguidos
como
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El cociente s§/s§ da la proporcion de varianza global explicada por la variabilidad entre

(between) las vecindades, tomadas en términos medios, y el cociente sf/si , la proporcién
explicada por la variabilidades dentro (within) de las vecindades.

Cada uno de los cocientes sugiere una medida de autocorrelacion espacial, y se tiene,
ademas, la complementariedad de ambos respecto a 1.

Si se tomara como indice de autocorrelacion s; / si se tendria

Este es un indice parecido al indice de determinacion de un modelo, que en este caso se
trata de la media de la vecindad.

Su rango va desde de 0 a 1. Si se acerca a 0 denotara una ausencia de autocorrelacion, y si
se acerca a 1 una gran autocorrelacion, sea ésta positiva o negativa.

Teniendo en cuenta que s; es precisamente cov(X',Y), y la varianza de X' es sj, 7, se

puede interpretar también como la pendiente de la recta de regresion de la variable Y
respecto de X' (ver Figura 4-13).

Junto a este indice podrian considerarse también los indices locales para cada objeto .,
siguiendo la metodologia LISA

77*_ _ (Yi _YA)Z
1i si

Hay que hacer notar que no se trata de valores tipificados, pues, en general, aunque X, sea
la media de la variable Y, s} noes igual a sj.

En la Figua 4-12 se muestran los valores de los indices locales calculados en un ejemplo.
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Figura 4-12 Gréfico de los indices locales 7;,

El valor interpretativo de este indice no es, sin embargo, alto, en cuanto que no toma en
consideracién los valores asignados a los objetos mismos, sino a los de sus vecinos.

Su suma ponderada por los pesos espaciales A es el indice propuesto

. 1 < «
h = ZAﬂhi

otal =1

La contribucion de un determinado objeto @. se mediria multiplicando este indice local por
su propio peso espacial Az, .
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Por otra parte, el cociente s?/s2 también podria considerarse como un indice de

autocorrelacion parejo al indice de Geary, en cuanto que mide las diferencias resultantes de
los valores medidos respecto a los de las vecindades (promediados), en lugar de hacerlo
respecto a los valores medidos de la vecindad.

Su rango de valores es también entre 0 y 1. Si se acerca a 0 indica que hay una gran
autocorrelacion, y si a 1 su ausencia.

Al igual que su indice complementario, 7, (7’ +n7 =1) se puede interpretar como la

pendiente de la recta de regresion en un grafico de dispersion (ver Figura 4-13), y se
pueden definir indices locales.

4 8
8 o
37 o 8 ] @ o
o °
271 (<]
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cada valor con los valores ‘alisados’ de su vecindad, la covarianza cambia de signo y el
indice resulta ser la pendiente de la recta de regresion de dicha variable respecto a X'.

Asociado a este indice también pueden considerarse los indices locales para cada objeto .

*

iZn:aij(yi_xj)z
_AE
i =

Sh

Su suma ponderada por los pesos espaciales A es el indice propuesto

1

Zn: A177;i

otal =l

m, =

La contribucion de un objeto . al valor del indice es Ar,, .

En la Figura 4-14 se muestran los valores de los indices locales calculados en un ejemplo.
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Figura 4-14 Grafico de los indices locales 7,

Podria definirse otro indice en relacion a la doble definiciéon de 77,

iéa”(xi—yj)z

772i = Si
pero carece, en principio, de interés por su dificultad de ser interpretado. En general,
x 1 » N »
aunque sea 1, :—Z Ay 1 €S 1y # 10y

otal i=1
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4.2.4.2 Indices de vecindad &
De la otra relacion entre varianzas
so=5;+s]

donde
) 1 n_n 2 ) 1 n 2 ) 1 n_n 2
Sw:—zzaij(xi_xj) v Sy :—ZAi(Xi_yi) 'Y S :—Zzaij(yi_xj)

otal i=1 j=1 otal =1 otal i=1l j=1

se pueden hacer consideraciones analogas a las hechas en el subapartado anterior

2

2

S S
=l
SW SW

El cociente svz/svzV es una proporcion de lo que explican las diferencias entre los valores
medios de las vecindades y los medidos, respecto a todas las diferencias.

*

o, =

gA(xi—yi)z

ZZau(Xi—Xj)z

i=1 j=1

Sus posibles valores estan acotados por 0 y 1. Los valores bajos delatan una alta
autocorrelacion, y los altos poca autocorrelacion.

Al ser s’ la covarianza entre las variables X-X' y X-Y, &, puede ser interpretado como la
pendiente de la recta de regresion de X-Y respecto a X-X' (ver Figura 4-15).

Obviamente, también se puede entender 5, como la media de los valores locales que toma
en cada objeto

" 1 & "
51 :—z A151i

otal i=l
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Estos indices locales no aportan ninguna informacion si se calculan los indices locales de
Lebart, pues los numeradores en la definicion son los mismos, y s6lo se diferencian en los
denominadores.

2
w

Por la otra parte, el cociente s’ /s
suavizados de las vecindades.

es una proporcion de lo que explican los valores

Su valores pueden resultar entre 0 a 1. Si se acerca 1 quiere decir que los valores alisados
son proximos a los medidos, es decir, que hay alta autocorrelacion, y si a 0, que hay baja
autocorrelacion.

Como s’ es cov(X',T) y s; lavarianza de X-X', &, resulta ser la pendiente de la recta de
regresion de (X-X) vs. (Y-X") (ver Figura 4-15).

31 ©
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Para este indice también pueden considerarse dos indices locales para cada objeto .,
segun se considere el ordenamiento de la descomposicion del numerador

:iga”(yi—xj)z

5; S\f,
—Zaij(xi—yj)z
5 - A

gue, como puede observarse, son proporcionales a 7,, Y 7,;, respectivamente, y, por tanto,
no aportan ninguna informacién novedosa.

4.2.5 Relaciones entre los diversos tipos de indices

En este trabajo se han definido diferentes indices de autocorrelacién espacial basados en la
nocion de varianza o covarianza de determinadas variables estadisticas derivadas de una
inicial. Es de esperar, por tanto, que aun cuando cada uno de ellos expresa una faceta
distinta de la autocorrelacion, estan relacionados entre si.

Los indices globales presentados pueden ser descompuestos como sumas ponderadas de los
indices locales respectivos. De hecho, se interpretan como valores medios de los mismos. A
continuacion se describen las principales relaciones encontradas entre los indices globales,
y entre los locales.

4.2.5.1 Relaciones entre indices globales

El indice o, (s?/s2) esta relacionado con el indice de Lebart (s?/s2) por tener el mismo

numerador, y, por tanto, recordando la formula del indice modificado de Geary (sj/Zsf\ ),
se tiene

L'=2C's,,0
51*23'-*
2C
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De esta relacion y de los limites de C” y &, , se deducen también los limites del indice
modificado de Lebart: 0< L <4,

De la relacion de igualdad s? =s?+s?, dividiendo por s se tiene 2C” = L +17, . Por tanto
L'=2C" -7, 0
n=2C"-L"

Las relaciones L' =2C’s, y L' =2C" -7, pueden resultar de gran utilidad para analizar la
relacion entre los indices modificados de Geary y de Lebart.

Para 77, =s’/si y de &, =s?/s2, al tener el mismo numerador, se establece la siguiente
relacion

1, =2C"5,

Resumiendo, los indices globales de autocorrelacion presentados en este apartado son
expresables en funcion de Gnicamente dos: C'y L (ver Tabla 4-3).

Tabla 4-3 Relacion entre los diferentes indices

F O |7 mn 05 57 5
1 — C* ' L* 1-92.0C* + L* 2.0 — [* Q-_{E_:+ 2-3r.4;_:_r+_{,+

Los indices calculados para el ejemplo de la Figura 4-3 se muestran en la Tabla 4-4.

Tabla 4-4 Valores de los indices calculados para el ejemplo de la Figura 4-3

I*

C*

L*

#

Ui

m | 99

{’]2

—0.29

1.00

1.29

1.81

0.24

0.76
1.00

0.70

1.00

0.30
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4.2.5.2 Relaciones entre indices locales

De la igualdad establecida en el subapartado de definiciones previas y propiedades, se tiene
laigualdad analogaa s’ =s? +s/

n n

i (% =%, )2 =(%-v) +izaii (x5 - yi)2

— au
A j=1 Aﬁ =1
Si se dividen ambas partes de la igualdad por s3, se tiene
2C; =L +7,

Por otra parte, L, =2C'5, y 1, =2C"5,;, con lo cual los indices locales C; y L son
suficientes para expresar 7,,, &, Y &, . Quedan al margen los indices 1%, y %;, que estan

* ok

relacionados mediante la formula 57, =2C'n", .

Por una analogia con la igualdad anterior, conviene sefialar que, si bien la ecuacion
Si = sj +s’ expresada segun sus definiciones sugiere una igualdad para cada objeto w,

n

Y A% =5 iA((yi—fA)”%j_lau(yi—XJ)ZJ

otal i=1 otal i=l

1

en general, es falso que los sumandos respectivos coincidan
—\2 e 1 2
(Xi _XA) * (yi _XA) +Kzaij (Yi _Xj)
j=1

por lo cual no es posible establecer, dividiendo por s2, una relacién entre 7, y 7,
Tampoco se puede establecer una relacién funcional entre I,y C..

Resumiendo se tienen, al menos, cinco indices locales no relacionados directamente: |,

C', L, n,yn%,yuno, n,, relacionado con dos de ellos.

Para el ejemplo de la Figura 4-3 se tienen los resultados que siguen (ver Tabla 4-5).
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Tabla 4-5 Valores de los indices locales calculados para el ejemplo de la

Figura 4-3
Y" If CY LY | i Mo f2;
w2 000 043 086 [ 086 | 000 0.19
wa 3 0.00 043 086 | 000 | 000 057
wy 2 0.00 043 000 | 000 | 08 019
wy 3 || —0.57 157 238 | 038 | 0.76 0.57
wp 4 0.00 043 000 | 000 | 08 019
wg 3 || —0.57 157 238 | 038 | 0.76 0.57
wr 2 0.00 214 343 | 0,00 | 086 248
ws 3 0.00 1.57 086 | 0.00 | 2.20 057
wg 2 || —-L7T1 386 T.71 | 0.86 | 0.00 248

La matriz de correlaciones se muestra en la Tabla 4-6.

Tabla 4-6 Matriz de correlaciones entre los indices para el ejemplo de la

Figura 4-3

IF CF L} Mi 1a; M2
I¥ [ 1.00 —-0.83 —-090] —0.69 0.32 -0.56
cs 1.00 0.95 0.47 0.02 0.84
Lt 1.00 0.61 | —0.31 0.86
1 1.00 | —0.50 0.25
e .00 -0.17
Moy 1.00

4.2.6 Casos particulares de estructura espacial

En este apartado se consideran determinadas estructuras espaciales, caracterizadas por la
matriz de adyacencias A, que resultan interesantes porque definen situaciones extremas, y

sirven de referencia para la interpretacion de otras estructuras.

En cada una de ellas se analiza el comportamiento de los valores de los indices de

autocorrelacion globales y locales detallados en los apartados anteriores.

4.2.6.1 Caso a)

La matriz de adyacencias, A, esta repleta de 1s (a; =1, i, j=1...,n, incluidos los a; =1),

y se designa como A=U . Se trata de un conjunto sin estructura espacial: C" =1 (1" =0),

L =1.
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Enefecto, A =n,y A, =n°. Elsistema de pesos espaciales tiene la propiedad de que

& P A 1 nn
1 AI J ’puesizziziz

AT otal Ar otal Ar otal n n-n

la cual es anéloga a la de independencia de sucesos en teoria de la probabilidad. Se diria
gue un objeto es espacialmente independiente de sus vecinos, precisamente porque es
adyacente a todos, incluido a si mismo.

Ademas, se tiene entonces que tanto la media como la varianza modificadas resultan ser las
habituales

El valor del indice modificado de Geary, siempre que haya cierta variabilidad ( s> #0), es,
por tanto, C™ =1

1 . N2 - - \2
=— (X =X)" =2(x = X)(X; =X)+(x, =X)" | =
2 S — j=1( 1 ] ] )

111l n(x-—x)z-zznlzn:(x.—x)(x.—x) =
2n?s? o i1 j-1 I :
118

i1

En realidad, al estar todos los valores conectados con todos los demas, la autocorrelacion
espacial no tiene sentido, pues no hay tal. Se puede tratar como si fuera el caso del enfoque
clasico o habitual, en el que los 1s representan copertenencias a una clase (apartado 2.2.1).
En el enfoque clasico no se consideran adyacencias espaciales, aunque, de hecho, desde
este enfoque, resulte ser equivalente a que todos los objetos sean adyacentes espacialmente
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a todos los demas. Por tanto, 1" =0, lo cual denota mas explicitamente la ausencia de
autocorrelacion espacial.

El indice modificado de Lebart, por supuesto, también toma el valor L =1 que denota la
misma situacion anterior. En efecto, como

13 13 _
=—>»aXx,=—» X. =X,
yl A ; 7] n — j
se tiene que
1 2 1 2
7ZA(Xi_yi) n? n(xi—x)
L* otal =1 — i=1 =1
sz s’
A

Por tanto, de las relaciones encontradas, se tiene que los valores de los nuevos indices
propuestos son

m,=2C"-L'=1y p =1-1,=0

En cuanto a los indices locales, se tiene que, como Y. =X, los de Moran son nulos

- (x —YAZSyi -X) _ (% —78)2(7—7) 0

y los de Geary son una funcién cuadrética de los valores tipicos o estandares

— =TT 7

2
11 (%) 1118, e 1119
2 2ns’ j_l(Xi Xj) -

C, =3 (6 =%) = (x; - X))

i T4 A aij
2 A+ 2ns" 3

1 (x-%XY .| 1,.,
25[( 5 j+1}_2(zi +1)

Por lo que se refiere a los indices locales de Lebart, es de sefialar que estos son
precisamente los cuadrados de los valores tipicos

L*:(X‘ —yi)2 :(xi—Y)z (xi —YJZ _ g

2

i s 52

por lo que
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o 1y
Ci:E(Li+1).

La ausencia de autocorrelacion queda también reflejada en los nuevos indices 7
propuestos

4.2.6.2 Caso b)

El conjunto de objetos, €2, no tiene mas adyacencias que las que asocian los objetos
consigo mismo. Esta situacion, en el caso de que a;; sea binario, 0 0 1, se puede expresar de

la siguiente manera
1 sii=]
0, sii1#]
La matriz de adyacencias, A, es la matriz con la diagonal repleta de 1s y el resto de Os, es

decir, la matriz identidad: A=D,.

En este caso se tiene que el peso total de cada objeto es igual a 1, es decir, A =1, de donde
se obtiene que el peso total del conjunto es igual a n, o sea, A, =n.

Las formulas de la media y la varianza definidas antes se mantienen en relaciéon a las
habituales. Asi se tiene que
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El indice modificado de Moran, que coincide con el coeficiente de correlacion lineal de la
variable consigo misma, vale 1

* 1 n n Xi — X Xi —X 1 n(x—-X 2
N R S i A I A _—y|d 1
A 2135105, Sp ni=i\ s

Por tanto, C" =0,y como yj =%, L' =0.

Este resultado indica que para un conjunto de objetos esparcidos en el espacio sin relacion
entre ellos excepto consigo mismo, independientemente de los valores asociados, se obtiene

los valores minimos para C™ y L', y, por tanto, el maximo para 1", lo que indica que la
autocorrelacion es totalmente positiva.

Los valores de los nuevos indices 7 propuestos son
m,=2C"-LU'=0y 5 =1-n,=1

Los indices & no se pueden calcular por tener el denominador de su definiciéon nulo. Los
indices locales tampoco tienen sentido por la ausencia de vecindad.

4.2.6.3 Caso )

La matriz de adyacencias, A, esta repleta de 1s (a; =1, i,j=1,...,n, salvo los g; =0, tal
y como se define habitualmente). Se puede expresar como la diferencia de las matrices de
los dos casos anteriores: A=U —D,, donde U es la matriz del caso a) anterior repleta de
1s, y D, es la matriz con la diagonal repleta de 1s y el resto de Os, es decir, la matriz
identidad. EIl grafo correspondiente es completo.

Hay que sefialar que éste es el caso de relacion que habitualmente se considera en un

analisis de datos sin estructura entre los objetos, es decir, no se consideran las adyacencias
reflexivas de los objetos.

Luego, A =n-1,y A, =n’-—n=n(n-1).

Ello conduce a que la media y la varianza sean las habituales, como en los dos casos
anteriores.
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2

SA:

1 n

AT otal i=1

2
2 Ai(xi '7A) =

n 2
n(nl—l) 2 (% -%,)

1n
=—2>

ni=1

En cuanto al indice modificado de Moran se llega a lo siguiente

otal i=1 j=1

s S

n(n 1)[,21:;[ Is

1 Xi —X
=22aij( 'SAA

i=1 j=1

-;A] TEDRAE ”)( S )[

J ]H]

El valor del indice modificado de Moran

coincide con la esperanza del indice clasico de Moran en el caso de independencia entre los
valores asignados a los objetos. Para establecer este valor se hace el supuesto de que a;;=0.
Se obtiene asi el mismo valor para el indice clasico de Moran desde dos puntos de vista

distintos.

Hay que tener en cuenta que, sin embargo, en el desarrollo que estamos presentando

% A A

AT otal

)
AT otal Ar otal

lo que indica que no son completamente independientes en ese contexto, si bien se
aproxima a ello cuando n es grande,

1 ) (n-1) (n-1)

n(n-1)

n(n-1) n(n-1)

Consecuentemente, el indice modificado de Geary es

1 n

C=1-1"=1+—=—"\

n-1 n-1
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Para el calculo del indice modificado de Lebart, se tienen en cuenta el valor medio de la
vecindad

.723)( iZXX LY*X
Yi A,:'J _nlj AT na ™ i

y su desviacion respecto a X ,

o n 1 n (% ,)
X =Y =% - ﬁx—TlxI 7 i),

y asi se tiene que

1 < 2
B et
si s -1

Por su parte, se tiene que los valores de los nuevos indices propuestos son

2
. . n n n n n n-2
_oc =2 _ SIS SR g
T2 n-1 (n—lj n—l( n—1) n-1n-1

\ . (1Y
:l— =| ——
y m 7, (n—l)

En cuanto a los indices locales, se tiene que, como

Y, =—X- ! e y,—x——Y—ix.—Y:_—l(x.

1 PR a7 Tt i1 =X

los de Moran son proporcionales a los cuadrados de los valores tipicos

Para los indices locales de Geary
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2
c11e (%) 11 o1&, e 1 119
(Xi ) 2n-1s’n -=1(( i

2
cC=-=-Ya, === = X, —X)—(x;—X)) =
L 2AG Y § 2n-1s*44 )=

_Ln [Z(x —-X)? —ZZ(X X)(x, —x)+2(x —x)zJ

2nlsn

:llli[xi_?j +1}=——(z +1)
2n-1 S -12

En cuanto a los indices locales de Lebart

. (=) ( n )Z(Xi—Y)Z ( n jz )
Li= > = 7 = Zi
Sx n-1 S n-1
En los nuevos indices 7 propuestos se tiene
*_(yi—YA)Z_( -1 jz(xi_yjz_ 1
hi s? n—1 s (n-12"

2
7, =2C L :L(zi2 +1) - n 2’ = n __n 7’ LNt 22
n-1 n-1 n-1 n-1 n-1 n-1 n-1

N

772i = 2 = 2 =

2 = - Zi
S n-1 n-1

Los valores de todos los indices locales se aproximan, logicamente, a los valores de los
indices del caso a) en el que todos los objetos son adyacentes a todos, incluidos ellos
mismos, cuando n se hace grande.

4.2.6.4 Caso d)

En este caso se considera que la estructura de las relaciones de los objetos de 2 consiste en
una particion, es decir, la matriz de adyacencias A puede verse, mediante reorganizacion de
sus filas y columnas, como una matriz organizada diagonalmente en K bloques, cada uno de
los cuales representa la conexion entre ny objetos de determinados subconjuntos.
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Si cada bloque se representa por la matriz de adyacencias A* k=1,2,...K , en la cual se
tiene a; =0 si @ no es de la misma parte, entonces

A:iAk
k=1

Hay que aclarar que el hecho de organizarse en K bloques no implica que cada bloque esté
neceariamente repleta de 1s, es decir, no es necesario que el subgrafo correspondiente sea
completo.

Los casos extremos K=1 y K=n estan ya analizados, pues se trata de los casos a) y b),
respectivamente. Incluso el caso c) puede considerarse como un caso particular extremo
(K=1).

En general se tiene que

Zn:AXi = - Z k A X LZ:A'ir(otalyl_\k

otal i=1 otal k=l i=1 otal k=1

Al'otal Z_; Armal ATotaI kz; Ar"ta' (XAk - YA)Z

Sp=

En esta Gltima igualdad, el primer sumando es un promedio de las varianzas dentro de cada
bloque (within), y el segundo una varianza entre los bloques (between). Con estas
expresiones se pueden expresar los valores globales de los indices en funcién de los valores
que alcanzan dentro de cada bloque particular, y los valores entre los bloques.

* 1 1 &3 _ 3
I - AT S_Zzzzaﬁ(x,k—XA)(XT—xA):
otal °A k=1 i=1 j=1
l 1 K N N )
) Arota gkz—; i-1 j1 % ((X Ak) (XAk A))(( Ak) (XAk A))
1 1 &8 X ok ) 1 & % )
) A S_Zz 2 (% =X )X =X) + S_zzzza.,( A) —
otal °A k=1 i=l j=1 ol Sh =
— ATotaI Si A‘I’otal _x 2
Z ATotaI Si A ; otal ( A)

Se observa que el valor global del coeficiente no es el valor medio del de las partes
correspondientes a los bloques, sino que los valores de los indices de los bloques estan

afectados por unos coeficientes dependientes de las varianzas parciales sik / s;



121

Ademas, esta el término de la varianza entre (between) las partes relativizada respecto a la
varianza global (algo asi como la razon de correlacion), que es una cantidad positiva entre 0

y L

El indice de Geary, por su parte, se descompone asi

ST T o O Te i ) g e,

2 S ATotaI k=1 i=l j=1 k=1 MYotal A

Aqui también es preciso a sefialar que C'no es un valor promediado por las varianzas y
pesos espaciales de los indices particulares.

Alser C, +1, =1, se verifica que

ZATotal Ak ZATotal Ak * ZATotal( Ak —YA)ZZ

AI' otal S AI' otal S A k=1 Yotal

Ar | Ak BN Ar | (v Y Ar | e 7 )
Z otal _Zz otal (XAk -X ) Z otal (XAk _ XA) -1

AT otal S Sa k=1 otal A k=1 MYotal

En cuanto al indice modificado de Lebart se tiene una relacion similar

1 K
ZZA (X —Yi ) zArotalsikL AT
L — rotal k=1 i=t — otal k=1 _Z otal Ak *

2 2
SA

SA k=1 Yotal SA
A partir de estas férmulas se hacen las siguientes consideraciones:

Cuando todos los valores medios de las partes conexas coinciden

(X =X,, k=12,..,K), entonces A, S3= ZK:A';ota,sik ,y,portanto, I” C" y L
k=1

son los valores medios (ponderados por pesos espaciales y varianzas parciales) de

los valores parciales I, C; y L, respectivamente. Y viceversa.

El hecho de que las K partes, ademas de tener la misma media X,,, tengan la

misma varianza (s?, =s; = 0), no implica necesariamente que sea 1"’ =0 y C" =1

(ausencia de autocorrelacion), ya que en ese caso serian el valor medio de los
valores parciales, ponderados estos solo por los pesos espaciales
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K Ak K A K Ak
* * * * * *
| — 2 otal Ik C — 2 otal Ck L — 2 MYotal Lk
k=1 MYotal k=1 MYrotal k=1 M¥otal
k

j,i,j=1,2,...,nk

sik =0, k=12,...,K, siendo si #0, es decir, si hubiera al menos dos valores

Si todas las partes fueran totalmente homogéneas (xik:x

medios parciales distintos), entonces |" =1, C'=0y L =0, lo cual indica que se
trata de una situacion de autocorrelacion positiva maxima. Esta situacion es
equiparable al caso b) de objetos no relacionados con los demas, que es un caso
particular de la estructura en bloques: K=n, n=1, k=1,2,...,n, con a, #0 Yy las

partes totalmente homogeneas.
Para establecer este resultado general hay que acudir a la definicion misma de C”,
ya que las C, no podrian definirse

K k)2

- 1 1 Ko N o ng X —X.
C =3 2 ai|} —+| =0
2 A 13T H Sa

Si las partes no estuvieran en absoluto autocorreladas (I, =0,C, =1,k =1,2,..,K)
entonces
K 2
C* — i ATotaI SA
2
k=1 ATotaI Sa

y el conjunto global 2 estaria autocorrelado positivamente,0<C” <1, ya que
K
k
ATotaISi 2 ZAI'otals,ik '
k=1

No se podria alcanzar la maxima autocorrelacion positiva (1" =1 , C" =0) pues
ello implicaria que sf\k =0, k=12,...,K, lo cual es contradictorio con

C, =1 k=12,...,K. En cambio, podria llegar a ser C" =1 si todos los valores
medios fueran iguales X, =X,, k=12,.,K.

Un caso particular que refleja esta situacion es aquella en la que en cada una de las
K partes todos los objetos estan relacionados con todos los demas de su parte, y es,
ademas, el caso de una relacion de adyacencia reflexiva (a; =1, i=1...,n).

K
Entonces se tendria A =n, Af, =ni, Aya=2.ni,con C, =1 k=12..K

k=1

(por tanto, s%, #0, k=1,2,...,K). Asi



123

Es decir, si las partes no estan autocorreladas 1, =0, k=1,2,...,K en absoluto,
entonces

*

lo cual indica una autocorrelacion no negativa, que sélo es nula (1" =0, C" =1)
cuando los valores medios parciales coinciden.

Si la relacion espacial no fuera reflexiva (a; =0, Vi=1,...,n), las formulas
anteriores habria que precisarlas considerando para cada parte que A=n, -1,
« N
k Kk
Arotal =Ny (nk _1) y Ck = .
n, —1

K K
Ademas A, => n(n,-1)=>ni-n
k=1 k=1

1 K 9
K an(nk _1)5Ak
z ny (nk _l) =
k=1

Sh

c'=

En cuanto a los indices locales, basta considerar las definiciones para establecer la relacion
entre los valores parciales y globales

Y, —YA) B ((Xi = X,) + (X, _YA))((yi =X, ) + (X, _YA)) _

—_
|
>
wn [~
> N~

S
_ 04X )0 = R )+ (K =XV =X ) + (6 = Ky )Xy = %) + (K =Xa)°
S
— Sf\k (Xi _YAK)(yi _YAK) + (YAK _YA)((yi _YAK)—F (Xi _YAK)—{_(YAk _YA)) —
s 3 )
Sf\k I (YAK _YA)((yi _YAk)‘*‘(Xi _YA))

2 ki 2
SA SA
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lo cual indica que los valores de los indices locales parciales de Moran pueden variar
mucho cuando el contexto cambia a todos los bloques.

Sin embargo, la relacion es mas directa cuando se trata de los valores de los indices locales
de Geary

2 2

L 113 (Xi_xj) f\ 11 (Xi_xj) Sik .

C =2+ —0o3 = §2 uf:_zcki
2 A =1 Sa Sa 2 A = S Sa

Y lo mismo sucede con los de Lebart

L*_(Xi_yi)2 _S,ik (Xi_yi)2 _SAL*
i 2 Q2 - ki
S s, S,

Para los nuevos indices # propuestos se tiene

C %) S (RO R X)) 8 L (K X)X+ (%)

771i = 2 ) 2 = 2 771ki + 2
S\ Sh Sk Sh Sh
2 2 2 2
* * * S k * S k * s k * * S k *
—_ _ A A _ _A A
My = 2Ci - Li - 2_2Cki T2 Lki __z(zcki - Lki) —5 T
A SA A SA
n 2 1 n 2
7za'l(x'_y1) SZ 7Za'l(x'_yJ) SZ
* j=1 Ak Ai j=1 Ak 77*.
2i 2 - 2 2 2 2ki
Sx Sx S« Sy

Resumiendo, los indices locales del estilo de Geary (C;,L;,7,,7,) tienen una relacion
directa entre los parciales y los globales, pero los del estilo del de Moran (1;,7;,), no.

4.2.7 Aplicacion del indice modificado de Geary a particiones

4.2.7.1 Introduccion

En este apartado se trata de aplicar los indices del apartado anterior a la estructura de
particion del conjunto de objetos Qz{wl,wz,...,a)n}. Se asume que a cada objeto se le

asocia cierta magnitud, x, i=1,...,n Yy ciertas adyacencias reflejadas por la matriz A,
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cuyos elementos a;; denotan la relacién espacial de los objetos @, y @; (si @;=0, no son
adyacentes).

En realidad solo se analizan el indice modificado de Geary y sus respectivos locales, pues
el de Lebart no parece muy apropiado para esta aplicacion, debido a lo complejas que
resultarian las expresiones que se obtienen, como se mostrard mas adelante. Tampoco se
consideran los indices locales de Moran, por razones analogas.

El punto de partida de este apartado podria ser el andlisis de una particion cualquiera del
conjunto de los enlaces o adyacencias entre los objetos de (2, pero dado que practicamente
interesa mas una particion del conjunto mismo (2, se considerara Unicamente la particion
del conjunto de adyacencias inducida por una particion de £2.

La particién inducida del conjunto de adyacencias consta de dos partes: las adyacencias
entre los objetos de una misma parte de la particion de €2 (within, W) y las adyacencias
entre objetos de partes distintas de 2 (between, B), es decir, entre los objetos fronterizos.
Asi la matriz de adyacencias, A, se descompone aditivamente en dos matrices de las
mismas dimensiones (ver apartado 2.2.1)

A=W +B

Esta descomposicion induce otra del indice modificado de Geary, en la cual la parte
correspondiente a B, la de los objetos fronterizos, tiene un significado especialmente
interesante.

4.2.7.2 Notaciones previas para una particion

Se considera una particion de £2 en K partes, es decir, K partes no vacias y disjuntas entre
si, de tamarios ny (k=1,2,...,K) cuya union se corresponde con (2, con

n=>n,

K
k=1

Cuando se define una particion de K partes sobre los objetos 2, implicitamente se define
una particién de 2 partes en el conjunto de adyacencias que definen su estructura espacial,
representados por las matrices W y B. Es decir, en virtud de la particion la matriz de
adyacencias, A, puede descomponerse como suma de dos matrices, una relativa a las
adyacencias dentro (within, W) de las partes, y otra relativa a las adyacencias fuera de cada

parte, o sea, entre (between, B) las partes: A=W+B con a; =w; +b;, en el cual, si oy o
son de la misma parte b;=0, y si de distinta w;;=0.

Por tanto, hay que hacer notar que los pesos espaciales de cada objeto se reparten en dos
clases: los correspondientes a las adyacencias internas a su parte, y los correspondientes a
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las de otras partes. De forma que en los w; se toman Unicamente en cuenta los pesos
espaciales internos a las partes, y en los bjj los pesos espaciales fronterizos (between) entre
las partes.

Si se reorganizaran convenientemente las filas y columnas de A, de acuerdo a la particién
definida, la matriz W estaria distribuida en bloques correspondientes a las partes de la
particion, y la matriz B, por el contrario, se caracterizaria por tener dichos bloques repletos
de 0’s (ver Figura 2-3). Las notaciones que se emplearan en lo que viene se incluyen en la
Tabla 4-7.

Las relaciones directas entre estas varianzas, segun el teorema de descomposicion de la
varianza respecto a la particion, son

1 K
2 k v \2
Sa= Z al S ZATtI(Xk_XA)
Al'otal k= o ATotaI k=1 .

2 1 < k 2 2

S\N = W ZWTotal Wk Z Total ()&Nk XW )
Total k= Total k=1
2 l < k 2 k 2
Sg= Z otal SBk + (XBk - XB)

otal k= otal k=1
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Tabla 4-7 Notaciones empleadas

n K N n n K N
k k k k k k k k
A= a=>>3a W' = wj ZZW B =2 bi=>>0b
j=1 k'=1 j=1 j=1 k'=1 j=1 j=1 k'=1 j=1
N Ny
k k
= Z Wi - Z Z by
j=1 k'zk j=1
Ak :W~k + B-k
Ny Ny
k k k k k
Ar otal — z A Total ZW BTotaI = z Bi
i=1 i=1
k k
AT otal _WTotaI + BTotaI
K K
k k
Ar otal — z AT otal Total z Total BTotaI = Z BTotaI
k=1 k=1
AT otal — Total + BTotal
i AX! Xs ZW %, =—— 3 Bx
. K k
otal i=1 I WTOI&U k=1 ® BTotaI i=1
X WTotaI XN BTotaI
k k
A AT otal A’I’ otal
K
k J—
A Z ATotaI Ak = W z Total &Nk z BTotaI XBk
ATotaI k=1 Total k=1 otal k=1
X = Total XW + BTotal
A
AT otal Ar otal
SAk Z A (X - XAk wk k ZW (X - )2 SBk
AI' otal i=l WTotaI i=1 otal i=1
7 Ll S k(o o k - IR o I T SR
s2=——Y > A (xi —xA) = ZZW ( xw) ss=—>Y'B (xi —XB)
otal k=1 i=1 Total k=1 i=l otal k=1 i=l

La relacion entre las varianzas globales se obtiene aplicando el mismo teorema de
descomposicion de la varianza s; a la particion del conjunto de adyacencias en W y B. Tal

y como se procede habitualmente, se tiene, por un lado, una combinacion (pooled) o
promedio de las varianzas internas (within),



128

( Total BTotal ]
Ar otal AT otal
Yy, por otro, una varianza entre las partes (between),

et -n R )

Es decir,

s s (R fteon

Esta formula se puede expresar también, evitando el valor medio total, X,, de la siguiente
manera

2
AT

Total o2 BTotal 2 WTotaI BTotal - - \2
= Swt + (X, — X
[ ATotal AT otal J Ar otal Ar otal ( ¢ )

Otra formula interesante, que pone de manifiesto las varianzas internas a las partes, y

aplicando la descomposicion de la varianza s’ en funcion de la particion de objetos, es la

siguiente

s2 = i Total BTotal i Total ()SN X\N) Total BTotal (XN X )2
g k=1 M¥otal Wk AT otal k=1 M¥otal k AT otal AT otal °

4.2.7.3 Indices modificados asociados a una particion

Segun la descomposicion a; =w; +b; el numerador del indice modificado de Geary puede
asi mismo descomponerse

n n n n

iiau(xi—xj)2=ZZWu(Xi—X ) +2. b (% - )

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Para establecer las relaciones entre el indice modificado de Geary global y los respectivos
indices de las partes, y luego analizar las diversas situaciones, es necesario reescribir las
formulas anteriores distinguiendo las clases a las que pertenecen los objetos. Para ello,

atendiendo a la pertenencia de los objetos a las partes (ai'} = vvi‘J? + bijk), se tiene
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N, N

W DHRACEAEO DN B RACEII RSN DRLACE]

k=1k'=1 i=1l j= k=1k'=1i=1 j=1 k=1 k'=1 i=1 j=1

que, teniendo en cuenta que vvi? =0 cuando los objetos @ y @ pertenecen a distintas
partes, y bi? =0 cuando pertenecen a la misma, se convierte en

K K n ne K n n K Mg Ny
Y3 Dal () = D () + X2 Yy (% )
k=1 k'=1 i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1 i=1 k'zk j=1

Dadas estas relaciones, el indice modificado de Geary se puede expresar en funcién de los
indices de las partes

C* Total Wk C BTotal SB C
k=1 ATotal A ATotal S
donde
2
N N k
“= 2Wk 220 Y
Total i=1 j=1 Wk
K 2
~ 1 1 iizi MRS
Co=7 b
2 BTotal k=1 i=1 k'#k j= U SB

Cuando la particion definida sobre 2 tiene la propiedad de que las partes son totalmente
homogéneas dentro de si mismas (whitin, x = Xy = Xy s svzkaE =0), entonces

BTotal 2
BTotal S C Arotal C*
B~ B
AT otal A BTotal S + i Total ()SNK X\N ) Total BTotal (XN . YB )2
AT otal k=1 otal A’I’ otal AT otal

De donde se ve que C™ es inferiora Cy.
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K Wk
Si, ademas, las partes son muy heterogéneas entre si (between,ZT—f’“"(XNk ~-X,)°1s2
k=1 Yotal

alto), C” es claramente inferior a C;, lo cual denota una alta autocorrelacién positiva.

Por ejemplo, en el caso de una imagen real de alta resolucion las vecindades de los pixeles,

por lo general, son muy homogéneas lo cual implica que C'se acerque a 0. La
segmentacion de dicha imagen en sus clases naturales agrupa los pixeles homogéneos en

clases y C, no tendria por qué ser bajo.

Sin tomar en cuenta los tamarios de las partes, el indice C; es el que realmente caracteriza
la autocorrelacion de la particion definida. En efecto, atendiendo a la pertenencia de los
objetos a las partes, si las partes fueran totalmente homogéneas ( x =X, =X ) C, se

podria expresar de la siguiente manera

donde

yalser s’ =0 y X =X, =X,

1 S w2 1 S o o2 1 &Sk - \?
ZBTmaISBk + ZBTotal XBk _XB) = ZBTotal()&Nk _XB)

otal k=1 otal k=1 BTotal k=1

2 _
Sg=

Es decir, C seria el indice de un grafo con menos nodos (mas sencillo, reducido) en el que

los nodos originales de una misma parte se fundirian en un Gnico nodo, y las adyacencias
entre los nuevos nodos serian la suma de las adyacencias iniciales entre los objetos que
pertenecen a unay otra parte.

En la Figura 4-16 se muestra la particion de un reticulo en 4 partes totalmente homogéneas,
y su correspondiente grafo reducido en el caso de 4-vecindades.
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Figura 4-16 Ejemplo de grafo reducido de una imagen

Por su parte, el indice modificado de Lebart,

LiA (Xi _Yi)2

L* — otal i=1

2 )
SA

presenta dificultades a la hora de relacionar L™ con los L y L, pues en las vecindades de

los elementos fronterizos hay que distinguir los objetos interiores a una parte y los

fronterizos para realizar los calculos correspondientes. En general, el numerador de L
puede desglosarse en dos partes

;gi\k (x—y) = kZ_;iZ_kl:Wik (X —yr) +kZ;le B (X~ )’

Los objetos interiores de las partes no presentan problemas porque es B =0, pero en los

fronterizos y*, la media de la respectiva vecindad debe descomponerse en dos, la
correspondiente a su parte y la de la frontera, y luego tratar se separarlos en el desarrollo
del binomio cuadrado para llegar a los L, y L, lo cual es muy complicado.

En lo adelante la aplicacion de los indices de autocorrelacion del apartado anterior se limita
al indice modificado de Geary. No se descarta el uso de los indices locales en otras
problematicas.
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4.2.7.4 Indice modificado de Geary asociado a una particion en un
espacio estructurado.

A continuacion se va a proceder a una disquisicion sobre los posibles valores de C* y de
C, asociado a determinada particion, en relacion a distintas estructuras reflejadas por la
matriz de adyacencias, A.

Si la matriz de adyacencias tiene bloques (méas de uno), lo que refleja que en la estructura
espacial de (2 existen varios componentes conexos, el hecho de que determinada particion
considere en una misma parte a partes de distintas componentes, no tiene mucho interés
desde el punto de vista operativo. Es mas procedente considerar la nueva particion que se
obtiene de las intersecciones no vacias por pares de las partes de la particion y las
componentes conexas. Este procedimiento llevaria a considerar una estructura de
particiones de componentes conexos.

Las disquisiciones siguientes se hacen distinguiendo primero, por conveniencia, diversos

casos en que K=1, es decir, aquellos en los que todos los objetos de £2 son conexos entre
si, y luego diversos casos en los que hay K (K>1) componentes conexos.

4.2.7.4.1 Caso a)

€2 es un conjunto sin estructura espacial. La matriz de adyacencias, A, es a; =1,

i, j=1,...,n (incluidos los a;;=1): A=U . Se tiene, segun el apartado anterior, que C" =1.

Si la particion definida sobre €2 es la menos fina (K=1, parte Unica, £2), sus caracteristicas
principales son

1 1
K=1 n=n g=3g =W bij:bij
a; =W +bij W =1 bij =0
Al=n W!=n B'=0

1 2 1 2 1
AT otal — n WTotaI =n BTotaI = O

Por tanto, C* =C, =1y C no tiene sentido.

Si se define, en cambio, la particion menos fina (cada objeto @; constituye una parte, {a),}
de £), se tiene que
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K=n n =1 af=a, W =w; b =by
a; =W; +b; w, =1, w; =0 j=i b;=0,b;=1]=i
A=W, +B, W, =1 B =n-1
AT otal — VVTotal + BTotaI WTotaI =N BTotaI = n(n _l)

Se tiene ademas, que respecto al interior de las partes (within)

Xik:X| XN‘(:XI
XN:EZn:xi:Y
N4
S =0
A o KW X —X 2 1y x —X)’ =5’
WTotaI kZ:J:-; ( ) WTotaI kZ:i; I( I ) n%:( I )

y respecto a las fronteras entre las partes (between)

Xy = L Bfx iBixi =X

BTotal i=1 Bi
X, :—z Brow Xy =—— Z Z(n Ix, =X

otal k=1 otal i=1 n( _1)

S5 = ZB (X =%,) = (%—-x%)*=0

BTotal i=1
S 3 e (%, )~ B (1 - > (-0 (5 -x) =<
B otal k=1 i=1 l otal i=1 I B n(n 1)

que se corroboran en las formulas de descomposicién de las varianzas

n

Total k=1 Total k=1 i=1
: ZBTotal et Z BTotaI (XBk _YB)Z =0+ Z(n (x, —X) =g°
otal k=1 otal k=1 n( _1)

Por tanto,
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SIZ\ — [ZK:WTotaI S\;k BTotaI ZJ ZK: Total ()gNk X\N) Total BTotal (XN
k=1

k=1 otal AT otal ° otal AT otal AT otal
(S0 M0 o3 L SO -
1 i:ln n n

Asi el valor del indice modificado de Geary asociado a la particion es

2
k  k
1l S ok N TX 11 1 &3 2
Cy=— b == X, — X
° ZBTota.;i=1k§,=l N5y 522n(n—1)§;(' i)
i#]
11 n 1&8 , 11 n? , N
s> 2 n(n-1) n? ,Z:‘JZ:;‘( ) s*2n(n-1) n-1
que corrobora la igualdad
W

2
C* _Z Total Wk C: + BTotal S_Bc*

2 B
k=1 ATotal SA ATotaI SA

enel que s;.C, =0. En efecto,

nin-1)s* .. n-1n
i oy L |
n s> ° n n-1

C =0+

El valor del indice C; asociado a la particion coincide con el valor de C™ en el caso de que
la matriz de adyacencias, A, representa el grafo completo de 2 (a; =1 si i= ]y g,=0)
que es la estructura espacial habitual del analisis de datos en la que los objetos no estan

relacionados entre si.

En el caso de una particion cualquiera K, 1<K <n, la matriz A se descompone como la
suma de dos matrices (ver apartado 2.2.1): A=W + B, donde W es una matriz diagonal de
bloques (ver apartado 4.2.6.4), y representa la relacion binaria de copertenencia de objetos.

Se tiene en este caso que C" =1y que C, =1, por lo que

K
Z Total Wk W4 BTotal sB C
k=1 otal SA ATotal S

de donde se obtiene

B

_X)2:
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K
2 k 2
Al'otal Sa— ZWTotal SWk
— k=1

- 2
BTotal SB

*

CB

Se observa que en el valor del indice C, toman parte las varianzas internas, fronterizas y
totales, y se corrobora que C; =n/(n—-1) enel caso K =n.

- 7 2 * 2 2
Por otra parte, si las clases fueran totalmente homogéneas (s, =0), Cg = AvoaSa /BrowSe »
en el que el numerador es constante.

4.2.7.4.2 Caso b)

£ estd completamente estructurado. £2 no tiene méas adyacencias que las que asocian los
objetos consigo mismo
1 sii=j
a; = 0 siixi
S NES]

La interseccion de cualquier particion sobre £ es la particion mas fina de partes singulares,
gue no estan conectadas. Se sabe que C™ =0, mientras que C no tiene sentido.

4.2.7.4.3 Caso C)

La estructura espacial de (2 estd representada por un grafo completo cuya matriz de
adyacencias, A, es tal que (a; =1sii=jy a;=0).

Se sabe, por el apartado anterior, que C"=n/n-1, por lo que (2 apenas tiene estructura

espacial (tanto menos en cuanto n se hace mas grande). Desde el punto de vista de la
autocorrelacion espacial, los problemas clasicos del analisis de datos tienen esta estructura
(ver apartado 4.6.2.3).

En el caso de que la particion de 2 sea la menos fina (K=1), todos los objetos son
interiores a la parte Gnica, y, por tanto, C; no tiene sentido. Y en el caso de la particion mas
fina (K=n), todos los objetos y todas las relaciones de adyacencia son fronterizos, por lo
que C; =n/(n-1), es decir, C" mismo.
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Esta coincidencia es interesante, pues indica de alguna manera que las relaciones de los
objetos consigo mismo no aportan ninguna informacion relevante. En el caso a) C" <Cg,

lo que indica que hay mas autocorrelacion positiva que la que realmente hay. Otra cuestion
distinta es que la consideracion de la relacion reflexiva resulte mas cémoda para el
desarrollo de las formulas, pues en ese caso la féormula resulta analoga al caso de
independencia entre los objetos.

4.3 Conclusiones

En el presente capitulo se ha realizado un estudio basado en las nociones de autocorrelacion
espacial de Moran y Geary. A partir de considerar como unidades estadisticas las relaciones
espaciales entre los objetos, en lugar de considerar los objetos en si, se han modificado las
definiciones de media y varianza.

Esto ha permitido establecer una relacion de complementariedad entre los indices
modificados de Moran y Geary. Se ha propuesto un indice de autocorrelacion espacial a
partir del concepto de variabilidad local de Lebart.

Por otro parte, las formulas de descomposicion de la varianza han posibilitado la definicion
de nuevos indices de autocorrelacion espacial cuyas propiedades han sido analizadas, asi
como sus relaciones con los mencionados anteriormente.

La metodologia LISA (Local Indicators of Spatial Spatial Association) ha permitido asociar
indices locales a cada uno de los indices globales de autocorrelacion espacial. Ellos
posibilitan profundizar en el conocimiento de la estructura espacial de los datos.

La aplicacién del indice de Geary al estudio de las particiones de un conjunto de objetos
con relaciones espaciales ha determinado la definicion de un indice de autocorrelacion

espacial asociado a particiones, C, que toma en cuenta Gnicamente las fronteras entre las
clases de una particion. En posteriores capitulos este indice denominadoa simplemente C, .

Se han analizado casos particulares de estructura espacial y el comportamiento en estos
casos de los indices mencionados.

El caso habitual de datos no estructurados ha resultado ser un caso particular en este
contexto.
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5 Clustering con restricciones

5.1 Introduccion

Los algoritmos de clustering que han sido analizados anteriormente tratan los objetos de
manera independiente ignorando cualquier tipo de relacion que pudiera existir entre ellos.
El criterio principal que se plantea es el de la compacidad de los clusters. Sin embargo, en
el caso de la segmentacion de imagenes por lo general los pixeles vecinos poseen
caracteristicas similares y es de esperar, por tanto, que se encuentren en el mismo cluster.
Esta idea estd en correspondencia con la primera ley de la geografia de Tobler que plantea
gue todo esta relacionado, pero las cosas cercanas estan mas relacionadas que las cosas
lejanas [140]. En el caso de las imagenes médicas esto se traduce en el hecho de que
generalmente un pixel dado pertenece a la misma clase de tejido que sus vecinos; o lo que
es lo mismo, es muy poco probable que una estructura anatémica consista en un anico pixel
de la imagen. La informacion espacial asociada a los pixeles vecinos puede ser muy (til
para la segmentacion.

Los algoritmos de clustering con restricciones imponen ciertas condiciones adicionales al
conjunto de posibles soluciones. Dentro de los tipos de restricciones mas comunes se
encuentra la contiguidad, la cual requiere que los miembros de un cluster sean no sélo
semejantes entre si, sino que haya conexion desde el punto de vista espacial entre sus
miembros.

En este capitulo se examinan las principales alternativas para la incorporacion de la
informacion espacial en los algoritmos de clustering. Una vez introducida la notacion
necesaria se presenta una nueva definicion de desemejanza entre clusters que toma en
cuenta la estructura de los datos.

Se presenta ademas un estudio del algoritmo de agrupamiento jerarquico aglomerativo con
restricciones de contiglidad utilizando la nueva desemejanza desde el punto de vista de la
ocurrencia de inversiones. Se incluyen varias estrategias de implementacion unido a un
analisis de la complejidad computacional.

5.2 El agrupamiento con restricciones

Entre los tipos mas comunes de restricciones estdn aquellas relacionadas con la
cardinalidad y la composicion de los clusters, con la topologia de la jerarquia en el caso del
agrupamiento jerarquico, y con la contigiidad o conectividad de los objetos que forman un
cluster [141, 142].
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Este tipo de problemas es relativamente antiguo, particularmente el conocido como
problema de la regionalizacion, es decir, la formacion de clusters de zonas geogréaficas
semejantes segun ciertas caracteristicas, socioeconémicas o de otro tipo, pero con la
condicion de que sean ademas geograficamente conexas o contiguas [143-146].

Un enfoque para resolver este problema consiste en realizar el agrupamiento tomando como
base Unicamente las caracteristicas o rasgos de los objetos sin tener en cuenta la
informacion espacial y confrontar esta informacién al final del proceso. La otra posibilidad
es utilizar la informacién espacial durante el proceso mismo de agrupamiento.

Estas ideas son utilizadas en el método CONAN (CONtextual ANalysis) desarrollado como
parte de un estudio para clasificar patrones de uso de suelos a partir de imagenes satelitales
[147]. Este método presupone un proceso de clasificacion en dos etapas. En la primera
etapa los datos de las imagenes se clasifican en base a la informacién espectral y se
obtienen los componentes de la imagen (por ejemplo, césped, pavimento, techo). Ahora
bien, si el objetivo es identificar zonas comerciales y residenciales esto no bastaria.
Precisamente este es el argumento para la utilizacion de la informacion espacial en este
caso. Como en el caso de las zonas comerciales la distribucion de los componentes tiene
sus caracteristicas propias (grandes edificios y zonas de parqueo, es decir, la mayoria de la
zona seria pavimento y techo, y poco césped o area verde), a diferencia de las zonas
residenciales, con una mayor presencia de areas verdes, esto conduce a analizar la vecindad
de cada punto y clasificarlo segun el primer criterio para ver las proporciones de los otros
componentes en sus alrededores. Esta es en esencia la segunda etapa donde se utiliza una
medida contextual para cada pixel obtenida a partir de la mezcla de componentes que se
encuentran en la vecindad la cual se define mediante una ventana alrededor de cada pixel.
Precisamente, el tamafio de la ventana constituye un parametro de este método el cual
puede influir de manera significativa en los resultados que se obtienen.

Una via méas directa de utilizar la informacion espacial consiste en considerar las
coordenadas espaciales como variables activas en el proceso de agrupamiento [148, 149].

En la Figura 5-1 se muestra un ejemplo de esta situacion. Los valores mostrados se
obtuvieron de la siguiente manera: los primeros 60 valores fueron derivados de una
distribucion normal con media igual a 15 y una varianza de 100, mientras los otros 40
puntos se generaron a partir de una distribucion normal con media igual a 25 y varianza
igual 4. En la Figura 5-1 (a) se han representado los datos utilizando el valor generado
como abscisa y el numero de orden como ordenada. La linea azul indica la division real de
los puntos, es decir, por debajo de ella estan los 60 primeros y por encima los otros 40
puntos. La proyeccion de los datos en el eje x evidencia un alto grado de solapamiento.
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Figura 5-1 Ejemplo de inclusién de la informacion espacial. Los datos ordenados (a),
particion sin considerar el orden (b), particion usando el nimero de orden (c).

En la Figura 5-1 (b) se muestra el resultado de utilizar un agrupamiento con el algoritmo k-
means utilizando solamente el valor generado asociado a cada punto. Como se puede
apreciar el cluster de la derecha (rectdngulos verdes) contiene aquellos valores que se
agrupan aproximadamente alrededor del valor 25 (la media de los valores generados). En la
Figura 5-1 (c) se aprecia el resultado cuando se incluye el nimero de orden de generacion
como variable activa. El sentido seria expresar el hecho de que los valores cercanos en el
orden de generacion deben estar en el mismo cluster. Los resultados en este caso se
corresponden mas con el esquema de generacién utilizado. Se debe destacar que este
ejemplo de serie temporal, asi como el uso de la informacion espacial (coordenadas
espaciales) son casos particulares de informacion con restricciones de conectividad.

La inclusion de las coordenadas espaciales unidas a la informacién sobre el resto de las
caracteristicas o rasgos de los objetos plantea la problematica de la influencia de unas y
otras sobre todo al utilizar alguna funcion de desemejanza. Una forma de controlar esta
influencia consiste en la asignacion de pesos a cada componente [150]. Si la ponderacion
del componente asociado a la cercania espacial es alta entonces los clusters resultantes
estaran formados por objetos cercanos espacialmente entre si. La principal objecion a estos
métodos consiste en la especificacion subjetiva de los factores de ponderacion.

Otra idea de utilizacion de la informacién espacial esta asociada al hecho de incluir en la
representacion de los datos el contexto en que se encuentra cada objeto. Usualmente el
contexto se define tomando como base cierta relacion de vecindad. En el caso de la
segmentacion de imagenes cada pixel se encuentra en una posicion del reticulo regular
mediante el cual se puede describir la imagen [151].

Las relaciones de vecindad se pueden entonces establecer de manera mas sencilla, por
ejemplo, utilizando la 4-vecindad o la 8-vecindad. En ocasiones la nocién de vecindad o
contiguidad se define de manera méas general que la simple adyacencia, por ejemplo,
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considerando como contiguos aquellos objetos que no se encuentran mas lejos que un
umbral definido a priori [152].

Una modificacion dentro del agrupamiento jerarquico aglomerativo del enlace simple con
la introduccion de restricciones de contigiidad lo propone Monestiez: dos objetos se unen
si son contiguos de manera que los clusters que se forman son conexos [146].

Un estudio de los métodos clasicos de agrupamiento jerarquico bajo restricciones de
contigliidad se presenta en [153]. Dos clusters se consideran conexos si existe al menos un
par de objetos, uno de cada cluster, que sean conexos desde el punto de vista de la relacion
inicial de adyacencia. Se estudian dos maneras de propagar las restricciones a nivel de
clusters y se analizan los casos de los métodos de enlace simple y de enlace completo bajo
dos tipos de restricciones de contiguidad. Al analizar el método de enlace simple se asume
un tipo de restriccion fuerte: se exige que los clusters sean conexos y que el valor de
desemejanza minima entre ellos se alcance para un par de objetos conexos. Bajo estas
condiciones el método de enlace simple es libre de inversiones, es decir, la sucesion de
valores de desemejanza entre los clusters mezclados es monotona creciente. Esta es
precisamente una de las variantes que plantea Monestiez en [146].

Al suavizar la restriccion, es decir, al exigir unicamente que los clusters sean conexos se
demuestra que, de los métodos clasicos, solamente el método de enlace completo es el
unico que es libre de inversiones. Este método ha sido aplicado recientemente al anélisis de
guiones cinematograficos y televisivos [154].

Ademas de los métodos clasicos, otros enfoques han sido ensayados para el agrupamiento
bajo restricciones de contigliidad. En [155] se analiza el criterio de la separacion (split). La
separacion del borde (border split) de un cluster se define como la menor desemejanza de
un miembro del cluster y de otro elemento cualquiera externo perteneciente a una region
contigua. Por su parte la separacion global de los bordes de una particion se define como la
menor de todas las separaciones de sus clusters.

Si no se impone la restriccion de contiglidad, entonces el criterio se conoce simplemente
como separacion (de un cluster o de una particion). Segun este punto de vista, el método de
enlace simple (sin restricciones) maximiza la separacion de todas las particiones a las que
conduce. Por su parte, el algoritmo de Monestiez con restricciones contigliidad [146],
mencionado anteriormente, maximiza la separacion de todas las particiones que se van
obteniendo en la jerarquia.

La utilizacion del criterio de separacion de los bordes puede resultar de interés en diversas
aplicaciones tales como la deteccion de bordes en imagenes, o la definicion de contornos en
aplicaciones de cartografia.

En general se debe tener en cuenta la diferencia entre el criterio de la separacién y el de la
separacion del borde. En el primer caso no se impone la restriccion de contiguidad,
mientras en el segundo, si. Esta diferencia pudiera conducir a una situacion en la que dos
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clusters posean miembros muy diferentes a través de sus fronteras y, sin embargo, los
miembros dentro de cada uno de ellos sean similares.

En [155] se analiza un hibrido, es decir, se toma como base el criterio de la méxima
separacion, pero se analizan solamente aquellas particiones cuyos miembros se
corresponden con componentes conexos del grafo de contigiidad inicial. Eso significa que
cada cluster debe ser conexo segun la relaciéon de contiguidad impuesta a los datos. Sin
embargo, a la hora de analizar la separacién de un cluster (y de la particion) no se tiene en
cuenta la restriccion de contiguidad.

Maés adelante en este trabajo se analiza esta problematica, partiendo de una definicion
diferente de la separacién del borde.

Otra manera intuitiva de incluir el contexto consiste en expandir la representaciéon de los
datos de cada objeto con la informacion de sus vecinos. Este enfoque, aunque es bastante
general, presenta algunos inconvenientes como es, por ejemplo, el alto costo de memoria y,
asociado a esto, la necesidad de limitar el tamafio de la vecindad de cada objeto.

También se ha ensayado otra posibilidad de incluir la informacion de vecindad. En este
sentido, en [156] se introduce una modificacion de la funcion objetivo que se define
mediante una combinacion lineal de la compacidad (asociada a la varianza) y la
contigliidad de los clusters. La contigliidad de un pixel se define alli como la fraccién de
sus vecinos que se encuentran en la misma clase. El peso de cada componente se define a
través de un parametro. De manera similar se procede en [157] donde se introduce un
método que incorpora restricciones de contiguidad. Este enfoque penaliza cada posible
solucion en dependencia de su contiguidad. Aqui también se utiliza un parametro que
controla la importancia de cada componente de la funcién objetivo.

La definicion de relaciones de vecindad es equivalente a la construccion de un grafo, donde
cada objeto representa un vertice o nodo y la relacion de vecindad se expresa mediante una
arista entre los objetos relacionados [158]. El agrupamiento con restricciones espaciales se
reduce en este caso a: (1) la construccion del grafo de vecindades, y (2) la ejecucién de un
algoritmo que respete las restricciones impuestas [157].

La construccion del grafo de vecindades no es una cuestion tan trivial. Por ejemplo, en el
caso de las imagenes cabria hacer la pregunta sobre si debe considerar que cada pixel posee
4 vecinos, 8 vecinos, u otra cantidad. En el caso de patrones de puntos en el plano es
posible utilizar algunas estructuras disponibles dentro del campo de la geometria
computacional. Asi por el ejemplo, el diagrama de Voronoi asocia a cada punto aquella
region que se encuentra mas cercana a €l que a cualquier otro punto; su dual, la
triangulacion de Delaunay une con un arco aquellos puntos cuyas regiones poseen una
frontera comun [159, 160]. Por su parte segun grafo de Gabriel se unen con un arco dos
puntos si y solo si el resto de los puntos se encuentran fuera del circulo cuyo diametro
coincide con la longitud de dicho arco [161]. El grafo de vecindades relativas se construye
especificando un arco entre dos puntos si y sélo si la distancias entre ellos no es mayor que
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la distancia de cualquiera de ellos a cualquier otro punto [162]. Por dltimo, es posible
utilizar los arboles de expansion minima que representan un arbol de expansion en el cual
la suma de las longitudes o pesos de los arcos es minima. Estas estructuras brindan una
amplia gama de posibilidades para la construccion grafos de contigtidad [141].

Desde el punto de vista formal las restricciones pueden definirse de diversas maneras, tales
como, relaciones simétricas y no simétricas [158, 163]. Estas restricciones pueden ser
impuestas entre objetos o instancias debido, por ejemplo, a la disponibilidad de algun
conocimiento previo mediante el cual se conoce de antemano la clase a la que pertenecen
algunos objetos [164, 165]. La contiguidad geogréafica es un ejemplo de relacion simétrica.
También son posibles restricciones a nivel de las clases.

Entre los tipos de restricciones mas comunmente utilizados se encuentran las denominadas
restricciones must-link, las cuales involucran un par de objetos y exigen que en un
agrupamiento factible ambos objetos deban estar en el mismo cluster. De manera similar se
utilizan las restricciones cannot-link con el sentido opuesto, es decir, el par de objetos
involucrados no deben estar en el mismo cluster. También es posible exigir restricciones a
nivel de clusters. Por ejemplo, la restriccion de minima separacion exige que la distancia
entre dos objetos cualquiera que se encuentren en clusters distintos sea como minimo igual
a un valor dado lo cual influye en la variacion inter-cluster. Por otra parte, la restriccion de
compacidad plantea que, para un cluster cualquiera que contenga mas de dos elementos, se
debe cumplir que cualquier objeto perteneciente a dicho cluster debe tener otro objeto del
mismo cluster a una distancia que no supere el valor dado que condiciona, por su parte, la
variacion intra-cluster [165].

La utilizacion de este tipo de restricciones brinda la posibilidad de incluir conocimiento
adicional del dominio. Por ejemplo, en el caso de la segmentacion de imagenes médicas el
conocimiento acerca de la presencia de determinados tipos de tejidos puede ser incluido y
tenido en cuenta por los algoritmos que se utilicen.

La introduccion de restricciones cuenta entre sus beneficios con la posibilidad de encontrar
soluciones con ciertas propiedades deseadas que las funciones de desemejanzas no pueden
encontrar por si solas, y en ocasiones es posible mejorar los tiempos de ejecucion de los
algoritmos. Sin embargo, estos beneficios vienen con un costo adicional y es la posibilidad
de no encontrar soluciones factibles que cumplan con todas las restricciones [165]. Por
ejemplo, supongamos que se tienen 3 objetos a, b y ¢, se desean formar dos clusters, y se
tienen las siguientes restricciones: cannot-link(a, b), cannot-link(b, c) y cannot-link(a, c)
(ver Figura 5-2).

Evidentemente no existe un agrupamiento factible de dos clusters que respete todas las
restricciones. Lo mismo ocurriria si estas restricciones fueran de tipo must-link, sélo que en
este caso se podria formar un cluster, aunque estariamos en presencia de un callejon sin
salida (dead-end) o de un agrupamiento irreducible [166].
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Figura 5-2 Ejemplo con restricciones cannot-link

El clustering con restricciones a pares, o con la inclusion de conocimiento del dominio en
forma de relaciones entre objetos o instancias se denomina también agrupamiento
semisupervisado y es un tema actual de investigacion [164, 167, 168].

Para més obtener méas detalles sobre los métodos de agrupamiento con la utilizacion de
restricciones se recomienda consultar los articulos [141, 152, 158, 169-171].

Las interacciones espaciales pueden ser interpretadas a luz del concepto de autocorrelacion,
entendida ésta como la correlacion entre los valores de la misma variable. La
autocorrelacion es una caracteristica comdn a muchos conjuntos de datos. Por ejemplo, los
valores de intensidad de los pixeles de una imagen digital estan relacionados, en general, en
funcién de su proximidad en la imagen misma.

En el capitulo anterior del presente trabajo se presenta un andlisis de las interacciones
espaciales desde el punto de vista de la autocorrelacion espacial. Alli se introducen
modificaciones de indices clasicos de autocorrelacion espacial con el fin de equipararlos.
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También se presentan sus propiedades fundamentales, se proponen otros indices, y se
analizan algunos casos particulares de datos estructurados espacialmente.

5.3 Planteamiento del problema

Los algoritmos de agrupamiento con restricciones que se han comentado antes poseen una
gran variedad de enfoques. En lo que sigue el analisis se centra en los casos en que se
consideran restricciones de contigiiidad sobre los datos y se propone un método que integra
y preserva la estructura del conjunto de datos.

Consideremos un conjunto de objetos Q ={@,,,,...,®,} alos cuales se les asocian ciertas

magnitudes x;, i=1...,n. Un objeto sera identificado de manera indistinta como ,, 0
simplemente mediante el subindice i .

Sea A = [a;;] una matriz simétrica de contiguidad, donde a;; = 1 si y solo si los objetos i y j
son contiguos o adyacentes, y ajj = 0 en caso contrario. Se considera que Vi, a;, =0. Esta
matriz puede ser vista como la matriz de adyacencias de un grafo no dirigido de
contigiiidad G = (Q, E> en el cual cada Vvértice representa un objeto, y una arista entre dos

vertices indica que estos son contiguos. Luego, el conjunto de vértices coincide con el
conjunto Q. Por su parte el conjunto de aristas E estd compuesto por los pares {a)i,a)j}

tales que a;; = 1.

A continuacion se incluyen algunos conceptos sobre grafos no dirigidos que seran
utilizados mas adelante.

Si S ¢ Q, denotaremos mediante G(S) el subgrafo de G inducido por S, es decir, el grafo

cuyo conjunto de vértices es S, y cuyo conjunto de aristas es {{a), : a)j} € E/a)i,a)j € S} .

Un camino en G es una secuencia de vértices {a)il,coiz,...,coip} tales que {wil ,a)im} e E para
1=12,...,p-1, donde w, esel vértice inicial, y o, €s el vértice final, del camino que los
une. Si w, =, el camino se convierte en un ciclo. Un camino se considera elemental o
simple si todos sus vértices son distintos.

Un grafo G es completo si todos los pares de vértices son adyacentes.
Un grafo G es conexo si existe un camino entre cualquier par de vértices.

En lo que sigue se considera que el grafo de contiguidad G es conexo.
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Un componente conexo G de G es un subgrafo maximal conexo. Sea G’={V',E'} el

subgrafo asociado al componente conexo. El hecho de que G’ sea un subgrafo maximal
conexo significa que no existe otro subgrafo G" = (V " E”) de G, que también sea conexo, y

para el que se cumplaque V'<V"6 E'c E".

En el caso de las imagenes digitales una relacion de contigiidad o adyacencia razonable
puede ser especificada mediante los vecinos mas proximos en el plano de la imagen, por
ejemplo, los 4 u 8 pixeles vecinos mas proximos. Generalizando esta idea también es
posible definir como vecinos aquellos pixeles que se encuentren a una distancia
(euclidiana), segun el arreglo de los pixeles en la imagen, no mayor de un valor r dado
respecto al pixel que se analiza. Asi la 4 — vecindad se corresponderia conr =1; la 8 -
vecindad con r = V2 y asf sucesivamente para r > 2.

En cualquier caso la contiguidad se interpreta aqui como adyacencia espacial segun la
relacion que se utilice y es una manera de representar la estructura de los datos.

Supongamos que se han clasificado los datos del conjunto Q en K grupos, clusters, o clases
disjuntas, es decir, se ha obtenido una particién P = {P,, P,, .., P«}. Una clase P, puede ser
singular, es decir, estar formada por un dnico objeto.

Se dice que la particion P es conexa si cada uno de sus grupos o clases es conexo, es decir,
si el subgrafo inducido G(P,) es conexo, VR, €P.

Denotemos mediante CD(Q) el conjunto de particiones conexas de Q segun el grafo de

contiguidad G. El conjunto particiones conexas de Q de cardinalidad K se denotard por
@, (Q) (ver apartado 4.2.7.4).

Siguiendo la idea de [172] se puede considerar que, en el agrupamiento con restricciones,
las particiones analizadas deben pertenecer a un conjunto de soluciones factibles, @(Q) en

nuestro caso. El conjunto <I>(Q) representa el conjunto de aquellas particiones que
satisfacen los requerimientos impuestos de antemano.

Si los requerimientos estan asociados a la informacion de los vecinos se estaria en presencia
de lo que se conoce como agrupamiento con restricciones de contiglidad (contiguity-
constrained clustering) [141, 153, 169], o también como agrupamiento condicional
(condicional clustering) [173].
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En nuestro caso se exige que para una particion P e (D(Q), el grafo inducido por cada uno

de sus miembros, G(Pk), sea un subgrafo conexo del grafo de contigtiidad G asociado a la
matriz A.

Esta condicién se puede satisfacer en los algoritmos jerarquicos aglomerativos al restringir
cuéles clusters se pueden mezclar, tal y como se comenta por ejemplo en [153], y es el
enfoque que se asume en el presente trabajo. También es posible garantizar el
cumplimiento de esta condicion utilizando un algoritmo iterativo de relocalizacion tal y
como el que se describe en [172].

El agrupamiento con restricciones de contiglidad requiere que el grafo de contiglidad G
asociado a la matriz A sea conexo. Si el grafo de contigiiidad no fuera conexo, la cantidad
de componentes conexos definiria la cardinalidad minima de cualquier particion valida.

En ocasiones es posible tratar los casos de grafos no conexos. Por ejemplo, si la
contigliidad se define como en [152] en funcion de un umbral maximo, a partir del cual los
objetos dejan se considerarse contiguos, es posible entonces aumentar este umbral hasta
lograr un grafo conexo.

El otro supuesto que se maneja consiste en exigir que los clusters sean conexos, es decir,
gue no estén compuestos de dos 0 mas regiones no contiguas. Este es un supuesto razonable
al segmentar los objetos presentes en una imagen. Sin embargo, en dependencia del
objetivo de la aplicacion, este supuesto puede conducir a situaciones en las que un mismo
tipo de tejido o de mineral sea contabilizado en clusters diferentes. Esto situacion exigiria
una etapa de post-procesamiento para poder identificar de manera adecuada estos casos.

A continuacion se presentan varias definiciones que seran utilizadas a lo largo del trabajo.

5.4 Notacion y definiciones

Como se menciono antes la matriz simétrica A = [a;] define una relacion de contiguidad
entre los objetos del conjunto Q={w,,@,,...,,}.

Adicionalmente se considera que el grafo de contiglidad G asociado a esta matriz en
contiguo. Ademas, una particion P = {P,, P,, .., P} del conjunto Q se considera valida si se
cumple que ella representa un subgrafo valido de G, y ademéas cada uno de sus
componentes es conexo en el sentido de la relacion de contiguidad definida entre los
objetos.

El objetivo principal es construir una jerarquia de particiones mediante aglomeraciones
sucesivas con la restriccion de que solamente puedan ser mezclados clusters contiguos o
adyacentes.
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La relacion de contiglidad entre objetos se propaga a los miembros de una particion de la
siguiente manera.

Definicion 1: Si B, B P, entonces los grupos o clases B, y B son contiguos o
adyacentes si y solo si existe (i, j)e P, xP tales que a; =1.

La definicion anterior significa que dos grupos o clases P, y B de P son contiguos o
adyacentes si al menos un miembro de P, es contiguo o adyacente al menos a un miembro
de B, segun la relacion de contiguidad definida por A.

Con vistas a caracterizar la contigtidad entre dos clusters se define el grado de contigtidad
entre clusters, asi como sus propiedades.

Definicion 2: El grado de contiguidad o adyacencia relativa entre dos grupos o clases
P., B €P es la cantidad de pares que se pueden formar entre objetos adyacentes i€ B, y

j € B,y se denotara por n,,.
ng =[{(i.)) e R xR /a; =1k =1}
Se debe notar que n, =n, . De manera alternativa se puede escribir que

Ny = z q;

ieR
jeR
k=l

Propiedad 1: El grado de contiguidad relativa entre grupos o clases cumple las siguientes
propiedades.

(@) n, #0<> By B son adyacentes
(b) n, =0« R,y B no son adyacentes

Siguiendo la definicion se puede plantear que n,, representa el grado de contiguidad
interno del cluster B,.

Supongamos que entre los objetos del conjunto Q estd definida una funcion de
desemejanza d (a)i,a)j ) la cual toma en cuenta las mediciones asociadas a cada objeto. En

el apéndice A se asume que la desemejanza entre los objetos esta dada por distancia
euclidiana cuadratica.
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De manera analoga a lo planteado en el apartado 2.2.1 del capitulo 2, la descomposicion de
la matriz de conexiones conduce a una descomposicion de la suma de las desemejanzas
entre los objetos relacionados para una particion dada.

Es decir, para una particion P = {P,,P,, ..., P«} se tiene que

> aud(www;)=2 > aijd(a)i,a)j)+ii Zaud(wwwj)

K
@, @;€Q k=1 a),,{ujePk k=1 :
Esta descomposicién incluye un componente de homogeneidad asociado a las
desemejanzas internas (entre objetos relacionados de cada clase) y un componente de

heterogeneidad asociado a las desemejanzas cruzadas (entre objetos relacionados de
diferentes clases).

El componente asociado a la heterogeneidad puede ser considerado también como una
medida de la separacion entre clases. Esta separacién toma en cuenta la estructura de los
datos que se especifica a través de la matriz de contiglidad.

Si se toma como criterio para la formacién de una particion de tamafo K dado la méxima
separacion entre clases, obviamente se estaria buscando también una particion de méxima
homogeneidad. Es decir, maximizar el componente de desemejanzas entre clases es
equivalente a minimizar el componente de desemejanzas internas.

Si se escoge como criterio de calidad de una particion el componente de homogeneidad se
puede plantear que el objetivo seria encontrar una particion factible de cardinalidad K,

P ed, (Q), tal que

donde

V(R)= X aijd(a)i,a)j)

a},,wjePk

Debido a su complejidad computacional, para resolver este tipo de problemas se recurre a
métodos aproximados tales como métodos de optimizacion local y métodos aglomerativos
(divisivos y aglomerativos) [174], tales como los que se tratan en el capitulo 2.

Si analizamos el caso de dos clases adyacentes P, y B, tales que B (R =< podemos
reescribir la descomposicion anterior de la siguiente manera:
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Z aijd(a)i,a)j)z Z aijd(a)i,a)j)+ Z aijd(a)i,a)) z Zad( )

@;,0;ePR UR @,,0; R @,,0;€R ,€P o;

O de forma equivalente

J(RUR)=3(R)+J ZZad(- i)

w,€P w;eR

Esta dltima igualdad sugiere el siguiente esquema de aproximacion. Supongamos que a
partir de una particién P dada se obtiene otra particion P’ mediante la fusion de los clusters
P.y B, esdecir,

=(PMR.R}U(RUR]
Entonces se puede plantear que
J(P)=3(P)=3(R)-J(R)+I(RUR)

Sustituyendo J (Pk U P,) segun la expresion derivada antes se obtiene

I(PY=3(P)+ > Zad(a),,a))

w;eB, ;R

Es decir,

J(P)-3 Zzad(- )

w; €R ;

Se puede entonces plantear la siguiente heuristica: si se comienza con la particion mas fina
P = {{a)i}/a)i e, i=1..., n} y en cada paso se mezclan aquellos clusters (contiguos) con

menor separacion en el sentido de la heterogeneidad se van obteniendo los menores
incrementos de la funcién de costo y probablemente se obtengan solucion (casi) dptimas.
Esto coincide, en esencia, con el algoritmo clasico de agrupamiento jerarquico
aglomerativo.

En el presente trabajo la separacion entre clusters se define de manera un tanto diferente.

Definicion 3: La desemejanza entre dos grupos P,, P € P que se utilizara se basa en el
concepto de heterogeneidad y se define de la siguiente manera:



152

dui (R, P)= Zad( ;) )

k| ;P
;<R

El factor 1/n,, se incluye para evitar que se favorezca a aquellos pares de clusters que
posean menor cantidad de enlaces. Por ejemplo, supongamos que entre los clusters B, y P,
existe un dnico enlace con valor de desemejanza igual a 10, y entre los clusters P, y P,

existen 5 enlaces cada uno con una desemejanza asociada de valor 4. En caso de no
promediarse la desemejanza entre ellos seria igual a 20 y se favoreceria la unionde B y P,

(menor desemejanza). Sin embargo, segun la definicion la nueva desemejanza es igual a 4 y
en este caso la seleccion del par de clusters a fusionar recaeria sobre P, y P,.

Se debe notar que la desemejanza entre dos grupos B, P € P esta definida siempre y
cuando n,, =0, es decir, cuando los grupos son contiguos.

No es dificil comprobar que en el caso limite en que todos los objetos se consideren
adyacentes entre si, la expresion (1) coincide con la que se utiliza en el método de enlace
promedio.

Analicemos el caso en que se unen dos grupos contiguos B, P € P para formar uno nuevo,
P.UPR.

Propiedad 2: El grado de contiguidad o adyacencia relativa entre P, UPR € P y otro grupo
cualquiera P, € P, denotado mediante n,, ., se calcula de la siguiente manera
=n

r]kUI,m km + nIm (2)

En efecto, existen cuatro posibles casos:

1. El grupo P, no es adyacente ni a P, ni a B. En este caso P, UPR tampoco es
adyacente a P, (cf. Def. 1), luego, n,, =0, n, =0,y n,,, =0 (cf. Prop. 1).
El grupo R, esadyacentea B, peronoa F.Enestecaso n, =0,y ng ,=n,.

3. Elgrupo P, esadyacente a P, peronoa P,. Este caso es equivalente al caso (2).

4. El grupo P, es adyacente tanto a B, como a B . Si se considera que P, PR =Y,

por ser miembros de la particion P, entonces no existen enlaces repetidos, y por
tanto n,, , =N, + Ny,
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Respecto a la desemejanza entre la clase que se forma por la union de P, B € P, es decir
P. UR, y otro grupo adyacente cualquiera P, € P, se tiene que (cf. Def. 3)

1
dAH(PkUPI’Pm): Z aiid(a)i’a)i)
kULLm Z))._ePkUH

Jer

Es valida la siguiente propiedad.

Propiedad 3: Se cumple que

g, (P.P,) @)

n
du (RUR,P,)=—""—d,, (R F>)+n o
km Im

11 k1
m +n, m

km m

Efectivamente, segun la Prop. 2 del grado de contigiiidad relativa se tiene que
1

dan (Pk UR. Pm):T Z aijd(a)i'wj)
km Im @R UR

ek,

Por otra parte, teniendo en cuenta que B, (1R =&, es posible descomponer la sumatoria
asociada a los enlaces entre P, UR, y P, de la siguiente manera

1
dAH(PkUR,Pm)=W 2, a,d(,0 )+ 2, 3,d(a, )

Atendiendo a la Def. 3 es posible reescribir esta Ultima expresion como la suma de dos
desemejanzas, es decir,

1
dAH (Pk U Pw Pm):—[nkmdAH (Pk' Pm)+nlmdAH (Pw Pm)]
r']km + r']Im
De donde se obtiene inmediatamente

n
+n,dAH (P.P,)+

b g, (R,P,)

dAH(F)kUPI’Pm)= n_+n 1'''m
km Im

km m

Esta expresion permite calcular las desemejanzas entre una clase recién formada y cada una
de las restantes.
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Se debe notar que si P, es contiguo sélo a uno de los dos clusters, por ejemplo R, , entonces
se tiene que:

dAH(PkUpI’Pm):dAH(Pk’Pm) (4)

Por Ultimo, si se tiene en cuenta que d,,(P,UR,P,) se obtiene como combinacion
convexa de d,, (R,P,) yde d,, (R,P,) es posible entonces escribir

r.nin{dAH (Pk’Pm)’dAH (PI’Pm)}SdAH (PkUR’Pm)SmaX{dAH (Pkipm)’dAH (F:’Pm)} (5)

5.5 El problema de las inversiones

Como se planted antes, el proceso aglomerativo se restringe solamente a clusters contiguos
o0 adyacentes. Inicialmente todos los clusters son singulares, es decir, estan formados por un
unico objeto. En cada paso se fusionan los dos clusters adyacentes B, y B para los que se

obtiene la menor desemejanza segun se definio en (1).

Los casos de empates deben ser analizados con precaucién pues pueden afectar los
resultados [9, 15]. En la préactica existe la posibilidad que puedan ocurrir empates en las
desemejanzas, por lo que es necesario resolverlos mediante algun procedimiento (por
ejemplo, usando otro criterio diferente al que generd el empate) con vistas a reducir la
ambigliedad que pueda surgir.

Cuando las desemejanzas toman valores reales es raro que ocurran empates. Para el caso de
datos de tipo booleano, por ejemplo los utilizados en quimioinformatica, esta cuestion
cobra mayor importancia. Sin embargo, cuando se realizan transformaciones previas de los
datos originales (por ejemplo, inmersiones euclidianas mediante un analisis de
correspondencias) es muy poco probable que se generen empates™.

En lo adelante, a menos que se diga lo contrario, se asume que no existen empates en los
valores de desemejanzas, o que han sido resueltos de manera que no existan ambigledades.

Una vez realizada la fusion se utiliza la expresion (3) para calcular la desemejanza entre el
cluster recién formado y el resto de los clusters contiguos de la particion. De esta manera se
va construyendo la jerarquia de particiones. Este método serd denominado método de
enlace tipo promedio con restricciones de contiguidad.

! Correspondencia personal con F. Murtagh.
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En este contexto el problema de las inversiones, es decir el crecimiento/decrecimiento no
monotono de las desemejanzas, es propenso a surgir [54, 58]. Se dice que una inversion
ocurre cuando se cumple que

dui (R UR.Py) <dy (R.R) (6)

En la expresion anterior B, y B representan los clusters adyacentes que se fusionany P, es
un cluster adyacente a P, UR.

La presencia de inversiones en una jerarquia es un fenémeno no es deseable pues dificulta
la interpretacion de las particiones y la definicion de desemejanzas entre clusters. Incluso
las inversiones pueden conducir a que se afecte la unicidad de las soluciones al aplicar
diferentes implementaciones algoritmicas. En el caso que nos ocupa es posible garantizar la
ausencia de inversiones.

Proposicion 1: La jerarquia de clusters que se obtiene con el método de enlace tipo
promedio con restricciones de contiguidad es libre de inversiones.

Demostracion:

La demostracion de esta proposicién sigue el esquema de Murtagh [175] para el caso del
método de enlace completo con restricciones.

Sean P,R y P, tres clusters (posiblemente singulares). Sin pérdida de generalidad vamos
a considerar que las fusiones de los clusters ocurren de la siguiente manera:

e Supuesto 1: Primeramente se fusionan los clustersP, y B .
e Supuesto 2: A continuacion se fusiona P, con P, UPR de manera directa, es decir,
sin ningun cluster intermedio. Esto implica que P, es adyacente a P, y R, o al

menos a uno de ellos.
e Supuesto 3: También sin pérdida de generalidad consideraremos que en el caso de
que ambas desemejanzas estén definidas se cumple qued,, (P,,P,)<d,, (R.PR,).

I'''m
Consideremos tres casos.

Caso L. dAH (Pk’Pm)SdAH (P R )SdAH (kapl)

17" m

Si el cluster P, es adyacente a B, y P, 0 solo a uno de ellos, la premisa del caso
indica que él debia haber sido fusionado antes que P, y R Yy esto contradice el
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Caso 2:

Caso 3:

Supuesto 1. Por otra parte, si P, no es adyacente nia B, nia P, entonces él no se
puede unir directamente con P, UR,, excepto a través de un tercer cluster, lo que
contradice el Supuesto 2.

ay (RoR) <y (R Py ) <du (RLPy)
A partir de (5) se tiene que
A (P UPI’Pm)Zmin{dAH (R Pn) dan (Plrpm)}
Siel cluster P, es adyacente a B, y B entonces el Supuesto 3 conduce a que

dAH (PkUPI’Pm)ZdAH (Pk’Pm)

Por otra parte si el cluster P, fuera adyacente Unicamente a B entonces de
acuerdo a (4) se tendria que

dAH (Pk UPI'Pm):dAH (PI’Pm)
En cualquier caso, segun la premisa del caso se tiene que
du (RUR,R,)2dy (R.R)

du (R Py)<d, (R.R)<d,, (R.,P,)

k1’ m 1" "m

Este caso es posible Unicamente si B,y P. no son adyacentes, pues en caso
contrario deben ser fusionados antes de P, y P lo que llevaria a una
contradiccion con el Supuesto 1. Por su parte el Supuesto 2 conduce a que P, y
P son adyacentes.

De acuerdo a (4) se tiene entonces que
dAH (Pk UPI' Pm):dAH (PI’Pm)
Finalmente, tomando en cuenta la premisa del caso se tiene que

dy (RUR.P,)2du (R.R)
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En resumen, el caso 1 no puede ocurrir sin contradecir los supuestos. Por su parte en los
casos 2 y 3 se tiene que d,, (P,UR,P,)>d,, (R,P) por lo que, segin la expresion (6),
no conducen a inversiones. o

5.6 Estrategias de implementacion basadas en los vecinos mas proximos
para el caso de restricciones de contigtidad

Como se apuntaba anteriormente la inclusion de restricciones de contigiidad impone la
necesidad de reexaminar el problema de las inversiones. De la misma manera se debe
analizar la validez de las diferentes estrategias de implementacion, en particular la
relacionada con la utilizacién de cadenas de vecinos méas proximos.

Solamente dos de los métodos tradicionales de agrupamiento jerarquico aglomerativo
pueden ser adaptados de manera que en cada paso se fusionen clusters contiguos y a la vez
se mantengan libres de inversiones. El primero es una variante del método de enlace
simple, y el segundo es el método de enlace completo [158, 169, 175].

La variante del metodo de enlace simple con restricciones de contigliidad presupone que en
cada paso se fusione aquel par de clusters que posea la menor desemejanza de enlace,
siempre y cuando ésta se alcance para un par de objetos contiguos (uno de cada cluster).

En el caso del método del enlace completo con restricciones de contiguidad solamente se
exige que los clusters que se fusionan sean contiguos, es decir, que exista un enlace de
contigliidad entre al menos un miembro de cada cluster. A diferencia de la variante del
método de enlace simple esa restriccion no se impone a la hora de calcular las
desemejanzas, es decir, la mayor desemejanza se puede alcanzar para un par de objetos no
relacionados directamente.

Si se impone la dltima variante de restriccion de contiguidad entonces la jerarquia de enlace
completo es la Gnica entre los métodos tradicionales, que siendo construida con la estrategia
de vecinos mas proximos mutuos o reciprocos, es libre de inversiones [153].

El método de enlace completo con restricciones de contiglidad ha sido utilizado en varias
aplicaciones. En [176] se emplea como via para el analisis de la estructura de la secuencia
de escenas que forman un guion cinematografico o televisivo. La restriccion de contiguidad
en este caso es temporal, especificamente, se consideran como contiguas aquellas escenas
que preceden o suceden a una dada en el guion.

La posibilidad del uso de la estrategia de vecinos mas préximos mutuos o reciprocos, en el
caso del método de tipo enlace promedio con restricciones de contigliidad propuesto, queda
expresada de la siguiente manera.
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Proposicion 2: ElI método de enlace tipo promedio con restricciones de contiguidad al ser
utilizado con aglomeraciones de vecinos mas proximos mutuos o reciprocos no conduce a
inversiones.

Demostracion:

Consideremos tres clusters B, B y P, (que pueden ser singulares) pertenecientes a una
cadena de vecinos mas proximos de la siguiente manera

R =NN(R): B, = NN(R); R =NN(P,)

m

Como se puede notar Py P, son vecinos mas préximos mutuos o reciprocos.

Para obtener esta secuencia bajo la condicion de contiguidad se debe cumplir que tanto B,
y B, como B y P, sean contiguos, y ademés d,, (P,,R)>d,, (R,P,).

¢Qué influencia sobre la jerarquia tiene el hecho de la contigiidad de P, y P, ?

Si B,y P, no son contiguos, entonces la fusion de B y P, no conduce a inversiones. Esto
se debe a que, segin (4), d,, (RUP,,R,)=d,, (P.R). Finalmente, segin la premisa, se
tiene que d,, (RUP,,P,)>d,, (R.P,).

1"''m

La unica posibilidad de inversion pudiera ocurrir cuando B, y P, son contiguos.
Supongamos que la inversién ocurre, es decir,

dus (RUPLR) <day (R.Py)
Segun (5) se tiene que
duy (RUP,,R)=min(d,, (R.R).du (P.P,))
Aqui se tienen en principio dos posibilidades:

a) d,, (Pk,P,):min(dAH (P.PR).dyy, (Pk,Pm)). Atendiendo a las premisas se puede
escribir entonces

dai (RUPR,,R)>dy, (R, R)>dy (R,P,)
Es decir, no existe inversion.



159

b) dy, (R.P,)=min(d, (P.R).d. (P.P,)). Este caso no seria posible pues serfa
equivalente a decir que P, = NN(PR,), es decir, que P,y no R, es el vecino més

proximo de P, lo que contradice la premisa de que B = NN (Pk) :

Es decir, bajo las condiciones de una cadena completa una fusién del par de vecinos mas
proximos mutuos segun el método de enlace tipo promedio con restricciones de contigtidad
no conduce a inversiones. o

Si asumimos la estrategia de construccién del dendrograma descrita en apartado 2.2, es
decir, en cada etapa se fusionan los dos clusters adyacentes P, y B para los que se obtiene

la menor desemejanza, segun se definid en (1), se puede comprobar que se cumple lo
siguiente.

Proposicion 3: En cada etapa del método de enlace tipo promedio con restricciones de
contigliidad, al ser utilizado con aglomeraciones de pares de clusters contiguos de
desemejanza minima, se fusionan pares de clusters que son vecinos mas préximos mutuos o
reciprocos.

Demostracion:

Sean By R el par de clusters adyacentes que se fusionan en una etapa dada. Esto significa
que ellos realizan la desemejanza minima. Supongamos que P no es un vecino mas
proximo de P,. Sea P, el cluster contiguo vecino mas proximo dePR,. Eso significa que
du (R P,)<d., (R,P,) lo que contradice el supuesto. LuegoP es un vecino més

1" "'m

proximo de P,.

De la misma manera se demuestra que P, es un vecino mas proximo de P, es decir, P, y R
son vecinos mas proximos mutuos o reciprocos. o

Siguiendo las ideas expuestas en [59] es posible demostrar que, para el caso del método de
enlace tipo promedio con restricciones de contigiidad, se cumple ademas que los pares de
vecinos méas proximos se mantienen como tales durante la construccion del dendrograma
hasta el momento en que son fusionados.

Proposicion 4: EI método de enlace tipo promedio con restricciones de contigiidad, al ser
utilizado con aglomeraciones de pares de clusters contiguos de desemejanza minima,
garantiza que los pares de vecinos mas préximos mutuos o reciprocos se mantienen como
tales hasta que son eventualmente fusionados en una etapa.
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Demostracion:

Supongamos que en una etapa dada se tienen los clusters (posiblemente singulares) P,

.2,

R.... B,y PB.Sin pérdida de generalidad consideremos que Ry P, , asi como F’I

y
-1
P forman pares de vecinos mas proximos mutuos y que en la etapa dada se fusionan P,y

't t-1

P.. Se asume que no existen empates en las desemejanzas (ver apartado 4.5).

t

Segun (5) para cualquier B,

se cumple que

R, )=min{d,, (R,.R).du (PR )}
Esto Ultimo significa que el cluster recién formado, B UP,, no estara mas cercano a
ningun otro cluster existente R de los que estaban sus miembros By B, .

I

En particular, segin los supuestos, se tiene que ni P, ni P estan mas cerca de P. de lo

[ I 1

que esta P_, es decir,

Es posible entonces escribir que

Ay (R, URLR )2 min{dy, (PP, ). d (PR )} > dus (R,

t h b

Es decir, B_UPR, no sera vecino mas proximo mutuo de B, . Lo mismo se puede decir de
P, . Esto demuestra que el par de vecinos mas préximos mutuos P, YP, no puede ser

disuelto por el cluster que se obtenga de una agregacion. Luego, el par de vecinos mas
proximos mutuos PYP, serd preservado de etapa en etapa hasta que eventualmente sea

fusionado.

Lo anterior significa que en la proxima etapa se puede fusionar un par de vecinos méas
proximos mutuos, por ejemplo P,y B, o también el cluster recién formado B,_UP, con

un cluster cualquiera que no forme parte de un par de vecinos mas proximos mutuos. o

Las Proposiciones 3 y 4 permiten sugerir una estrategia de agregaciones multiples mediante
la cual en cada etapa se fusionan todos los pares de vecinos mas préximos mutuos.
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5.7 Anadlisis de la complejidad computacional. El caso de las imagenes
digitales

Como se menciond anteriormente la estrategia basada en cadenas de vecinos méas préximos
para el caso sin restricciones conduce a una complejidad temporal O(n2 )

A continuacion se analiza un algoritmo basado en la estrategia de las cadenas de vecinos
mas proximos con restricciones de contigiidad para la segmentacion de imagenes digitales
[153].

1. Inicialmente se construye un arreglo de las mismas dimensiones de la imagen y se
inicializa de manera que cada pixel reciba una etiqueta Unica. A continuacién se
comienza la construccion de una cadena de vecinos mas proximos, en el sentido de
la desemejanza utilizada, teniendo en cuenta Unicamente los vecinos espaciales de
cada pixel.

Este proceso incluye:

La seleccion del pixel.

La determinacion de sus vecinos espaciales.

La exclusion de aquellos vecinos espaciales que poseen la misma etiqueta.
Calcular las desemejanzas entre la regién a la que pertenece el pixel
analizado y todas las regiones a las que pertenecen los pixeles vecinos
espaciales de etiquetas diferentes.

oo o

2. Una vez que se encuentre un par de vecinos mas proximos mutuos se procede a su
fusion, y se extraen de la cadena. En este momento se debe incluir la informacion
referida a la fusidn en la estructura de datos asociada a la jerarquia que se construye.
Adicionalmente se deben actualizar las etiquetas de manera apropiada.

La complejidad temporal de este algoritmo depende de la cantidad de expansiones y
contracciones de la cadena de vecinos mas proximos. En cada expansion de la cadena se
debe encontrar un vecino mas proximo.

La busqueda del vecino mas proximo de una region dada en una etapa cualquiera de la
construccidn de la jerarquia depende de cuantos vecinos espaciales puede tener una region.
AUn en el caso de restricciones espaciales la cantidad de vecinos espaciales en el peor caso

es O(n) [153].

Esto conduce a que también en el caso del uso de restricciones la complejidad temporal es
O(n?) en el peor caso.
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Sin embargo, no siempre estaremos en presencia del peor caso. En particular resulta de
interés también analizar el caso promedio.

5.8 Comportamiento del algoritmo jerarquico aglomerativo con
restricciones de contigiidad

Como se comentd antes, la complejidad computacional esta asociada directamente a la
cantidad de vecinos espaciales que puede tener una region en una etapa cualquiera de la
construccion de la jerarquia.

A continuacion se analiza el comportamiento de la cantidad de desemejanzas y
comparaciones que se requieren a la hora de procesar los vecinos espaciales de una region
cualquiera. Una problemaética similar para el caso particular de vecinos espaciales dados
por la relacion de 8 vecindad ha sido tratada en [177].

Consideremos una imagen que contiene n pixeles. No situaremos en el caso de que la
relacion de vecindad espacial de un pixel esta dada por el conjunto de pixeles que se
encuentran a una distancia euclidiana no mayor que un valor r dado.

Denotemos por A la matriz de conexién asociada a esta relacion en la etapa inicial del
algoritmo, es decir, en el momento en que cada pixel representa una clase singular. Se tiene

entonces que el elemento ai(jo) de la matriz A” es igual a 1 si los pixeles i y j son vecinos
segun la relacion dada.

Si se considera que en cada paso del algoritmo se mezclan solamente dos clases, se
requieren entonces n—1 etapas para la construccién del dendrograma.

En cada etapa se tiene una particion P' = {Pl, P,..., PKI} del conjunto €.

Denotemos por ® 0<t<n-1, la matriz de contigliidad que se obtiene en la etapa t de
la construccién del dendrograma.

La matriz A se puede considerar como la matriz de adyacencias de un grafo no dirigido
en el cual cada pixel representa un veértice. Por su parte AY 0<t<n-1, se obtiene
mediante fusiones de clases conexas (vertices) a partir de A"V t>1. Es decir, un vértice
del grafo AY esta formado por un agregado de vertices de A"Y. En lo adelante
utilizaremos A" para denotar también el grafo asociado.
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Cada arista del grafo ® se considera ponderada con la desemejanza entre las clases
representadas por los correspondientes vértices.

De esta manera el proceso de construccion de la jerarquia de clasificacion estd asociado a la
construccion de n—1 grafos A", 0<t<n-1. Cada grafo A" contiene n—t vértices.

Para cada vértice se corresponde con una clase o cluster. Denotaremos mediante V' (P, ) la

vecindad de contigiiidad de un cluster cualquiera P, segin A",y por #(V'(R)) la
cardinalidad de esta vecindad, es decir, la cantidad de vecinos espaciales.

El valor #(Vt (P, )) lo denominaremos también grado de contigtiidad del vértice (clase) P, .

Notar la diferencia con el grado de contiglidad entre clases de la definicidn. 2. Aqui se
refiere a la cantidad de vecinos en términos de clusters, mientras que la nocion que se
maneja es la cantidad de conexiones entre miembros de clusters, es decir, cantidad de
enlaces.

A la hora de fusionar dos clases contiguas P, y B en una etapa t dada de la construccion
del arbol o dendrograma la cantidad de actualizaciones y comparaciones depende
precisamente de #(V'* (R, UR)).

Respecto a la vecindad de la fusion de dos clases contiguas P, y P,y su cardinalidad se
cumplen las siguientes propiedades.

Propiedad 4: Al fusionar dos clases contiguas P, y P, en una etapa t de la construccion del
arbol o dendrograma se cumple que

VE(RUR)=V'(R)UV'(R)-{R.R}

Efectivamente, después de la fusion P,y B dejan de ser vértices de A"Y en su lugar

aparece el agregado P, UR, y con ellos desaparece la arista que los une. Ademas todo
vértice P, que sea miembro de V'(R,) y sea diferente de B sera también miembro de
V™ (P, UR). De la misma manera todo vértice P, que sea miembro de V'(R) y sea

diferente de P, sera también miembro de V' (P, UR).

Propiedad 5: El grado de contiguidad de P, UP esta dado por la siguiente expresion

#(V(PUR))=#(V' (R))+#(V'(R))-#(V' (R)NV'(R))-2
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donde #(Vt(Pk)ﬂV‘(P,)) representa la cardinalidad de V'(R,)NV'(R), es decir, la
cantidad de vecinos comunes tantoa B, comoa B .

En efecto, todos los miembros de V(R UR) se cuentan en la expresion anterior. Los
vértices vecinos que pertenecena V' (P, )NV'(PR) se cuentan dos veces, una como vecinos

de P, y otra como vecinos de P, de ahi que se debe restar esa cantidad en la expresion de
la derecha. Por ultimo, los vértices que se fusionan aparecen uno como vecino del otro;
pero no seran miembros de V'™ (P, UPR ) y no deben ser tomados en cuenta en el calculo.

En el ejemplo de la Figura 5-3 se presenta una particion de 11 clusters con los respectivos
enlaces entre clusters vecinos. Supongamos que en la etapa que se analiza se fusionan los
clusters P y P,.

O

N
g

O
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Una vez ocurrida la fusion se obtiene el nuevo cluster P,UP, cuya vecindad es
Vt(Plu PZ):{PS' I:)4’ Ps’ Pel I:)7’ PS’ Pg’ PlO’ Pll}
Finalmente, segun la propiedad 5 se tiene

#(VH(RUR))=#(V'(R))+#(V' (R))-#(V (R)NV'(R,))-2=
=7+6-2-2=9

El algoritmo jerarquico ascendente con restricciones de contiglidad presupone una etapa de
inicializacion y luego la serie de iteraciones para formar el dendrograma.

En la etapa de inicializacion cada pixel se considera una clase. Atendiendo a la relacion de
vecindad definida anteriormente, en el grafo A” cada pixel puede tener una cantidad
méxima de vecinos, que denotaremos por #°_, y que depende del radio r de la vecindad
pero no de n, la cantidad de pixeles. En esta etapa se realizan las siguientes operaciones.

a. Obtencion de la vecindad espacial de cada pixel.

b. Calculo de las desemejanzas entre cada pixel y sus vecinos espaciales.

c. Determinacion de los vecinos mas préximos (en el sentido de la
desemejanza utilizada) de cada pixel dentro de su vecindad espacial, asi
como el valor de la menor desemejanza.

d. Fusionar el par de vecinos mas proximos que posean el menor valor de
desemejanza entre ellos.

Se debe notar que en el paso (d), en virtud de la Proposicion 3, se fusiona un par de
vecinos mas proximos reciprocos.

En esta etapa los pasos (a)-(c) poseen una complejidad computacional O(#?nax). Ahora,

como el valor #°_ es constante para un r fijo, y no depende de n, la complejidad de la
etapa en su conjunto se mantiene O(n).

En lo adelante se deben ir obteniendo los grafos A“™® a partir de AY, 0<t<n-2,

mediante fusiones sucesivas de dos clases vecinas mas proximas (reciprocas) v y v’ de
desemejanza minima. La fusion presupone una serie de actualizaciones.

1. Construccion de la vecindad V' (P, UR).
2. Paracada clase P, vecina de P, sustituiren V'(P,), que ahora se convierte
en V™ (P,), laclase P, por B, UR,.
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3. Para cada clase P, vecinade P sustituiren V'(P, ), que ahora se convierte
en V™ (P, ), laclase B, por B, UPR.
Suprimir V' (R,) y V'(R).
Para todos los miembros de V' (P, UR) actualizar las desemejanzas con
PUR.

6. Encontraren V" (P, UR) los vecinos més préximos de P, UR,.
Para cada clase s vecina analizar si P, UP se encuentra entre sus vecinos

mas proximos en cuyo caso P,UPR y s son vecinos mas proximos
reciprocos.

Aqui se tiene que la complejidad computacional esta determinada por la manera en que
evoluciona el tamafio de la vecindad V™ (R, UR), es decir, el valor #*(R,UR) a lo

largo de las etapas de construccion del dendrograma.

El tamarfio de la vecindad puede aumentar producto de las fusiones en las primeras etapas (y
posiblemente a tomar el valor n), para después ir disminuyendo hasta cero cuando se hayan
fundido todas las clases en una, lo que llevaria en el peor caso a una complejidad temporal

O(nz). Aunque este analisis es correcto quizas pueda ser refinado mediante un analisis
amortizado [178].

A manera de ilustracion se incluye a continuacion un grafico que muestra el
comportamiento de los tiempos de ejecucion de la implementacion realizada del algoritmo
para diferentes tamafios de imagenes y diferentes valores de radios de vecindad (ver Figura.
5-4).

En el grafico se incluyen las rectas de regresion lineal. Las lineas de regresion lineal del
tiempo en funcion del tamafio de la imagen de manera describen de manera aproximada el
comportamiento. Sin embargo, se debe notar que tanto al inicio de los datos como al final
las lineas de regresion dejan los puntos por encima.
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La imagen original estd compuesta de dos patrones similares de pixeles ubicados en un
fondo negro (ver Figura 5-6a). En las Figuras 5-6b — 5-6e se presentan los resultados que se
obtienen al aplicar el método de enlace promedio clasico. La particion de dos clusters
define los dos patrones similares como una clase y el fondo como otra. Por su parte la
particion de cuatro clusters recupera la imagen original. En la particion de tres clusters el
fondo sigue formando una clase, pero los patrones quedan subdivididos.

(a) Imagen original

(c) Enlace promedio - dos clusters (d) Enlace promedio - tres clusters (e) Enlace promedio - cuatro clusters

o &N

(f) Método propuesto usando radio 1 (4 - vecindad) (9) Tres clusters

151
101
sk

P, . ‘\

3 17 4 7 5 ]l 12 10 9 14 13 18 15 16 20 19 l 2 5
() Método propuesto () Dos clusters

(b) Método de enlace promedio

o kN

17 18 3 4 14 7 9 1 12 13 8 10 115 2 15 519 szo

7

O\\ o B &

]

L L L L
3 18 4 7 8 9 10 11 12 13 14 17 1 2 6 15 16 20 19 5

Figura 5-6 Ejemplo artificial: (a) Imagen original con dos patrones similares; (b)
dendrograma obtenido con el método de enlace promedio; (c)-(d) particiones de dos y
tres clusters obtenidas con el método de enlace promedio; (e)-(f) una particion de tres

clusters obtenida al utilizar la 4 — vecindad; (g)-(h) una particion de tres clusters

obtenida al utilizar una vecindad de radio 3.

Las Figuras 5-6f — 5-6g muestran los resultados obtenidos al aplicar el método propuesto
utilizando dos tipos de vecindad: radio de un pixel (4 — vecindad), y una vecindad con radio
de 3 pixeles.

Al utilizar la 4 — vecindad, se revela claramente la particion de tres clusters que se obtiene
al realizar un corte del dendrograma a un nivel 10 (ver Figura 5-69). Esta particion contiene
un cluster para el fondo, y dos clusters no contiguos, una para cada uno de los patrones.

Los resultados de las Figuras 5-6h y 5-6i se obtuvieron al utilizar un radio de vecindad
igual a 3 pixeles. En este caso los dos patrones similares se revelan como un anico cluster.
El incremento del radio de la vecindad permite establecer un enlace entre los pixeles
contenidos en estos patrones. Este resultado ilustra el efecto que puede tener el radio de la
vecindad utilizada en los resultados de la segmentacion.

La ausencia de un enlace (una arista en el grafo de contiguidad) entre dos pixeles es una
restriccion dura, en el sentido de que ellos no se pueden fusionar a menos que se fusionen
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todos los pixeles intermedios entre ellos. Asi, por ejemplo, en la Figura 5-6g los dos
clusters asociados a los patrones semejantes, que fueron obtenidos utilizando la 4 —
vecindad, no pueden ser fusionados sin incluir el fondo. Es por esa razon que se requiere
una mayor cantidad de clusters para que la solucion sea comparable con las obtenidas en las
Figuras 5-6¢ y 5-6i.

Finalmente, se debe sefialar que los tiempos de procesamiento al utilizar la 4 — vecindad
(0.000264 segundos) y al utilizar una vecindad de radio 3 (0.000312 segundos) son muy
inferiores al tiempo requerido por el método de enlace promedio (1.9608 segundos) para la
misma tarea sobre la imagen del ejemplo. Se debe acotar aqui que se utiliz6 la
implementacion del enlace promedio de Matlab, y el ejemplo fue ejecutado en una maquina
con procesador Pentium-D 820 a 2.8 GHz y 2 GB de memoria.

5.10 Conclusiones

En este capitulo se ha presentado el estudio tedrico de un método de agrupamiento
jerarquico aglomerativo con restricciones de contiguidad. Las restricciones de contigiidad
se modelan mediante una matriz o grafo de contiglidad.

Se introduce una funcion de desemejanza que toma en cuenta las relaciones de contigtiidad
impuestas sobre los datos y se analizan sus propiedades. Se demuestra que la jerarquia de
clusters que se obtiene con el método propuesto es libre de inversiones.

Se proponen varias alternativas de implementacion y se realiza un analisis de la
complejidad computacional. El analisis de los tiempos de ejecucion al procesar imagenes
permite plantear, de manera empirica, que el comportamiento del método propuesto es sub-
cuadratico.

Mediante un ejemplo en el campo de la segmentacion de iméagenes se ilustran las
principales caracteristicas del método propuesto.
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6 Experimentacidon

Con el objetivo a analizar el comportamiento del algoritmo de agrupamiento aglomerativo
jerarquico de enlace tipo promedio con restricciones de contigliidad se ha seleccionado
como area de aplicacion la segmentacion de imagenes medicas, especificamente las
imagenes del cerebro. Los objetos de interés a clasificar dentro de una imagen lo
constituyen los pixeles. Por su parte, los clusters o clases que se obtienen deben
corresponderse con regiones de interés dentro de la imagen que pueden ser, por ejemplo,
determinados 6rganos, o tipos de tejidos.

Un elemento a favor de este tipo de aplicacion esta dado por el hecho de que las relaciones
de vecindad pueden ser especificadas directamente teniendo en cuenta la disposicion
espacial de los pixeles dentro de la imagen. Si consideramos la distancia euclidiana en el
plano una imagen bidimensional, una definicion razonable de contigiidad lo constituye el
conjunto de los cuatro vecinos mas proximos (4-vecindad) situados al norte, sur este y
oeste, cuya distancia respecto a un pixel dado es la unidad. De igual manera se pudieran
considerar los ocho vecinos méas proximos (8-adyacencia).

Esta definicion se puede generalizar a una vecindad circular alrededor de un pixel dado la
que esta compuesta por el conjunto de pixeles que se encuentran a una distancia menor o
igual que un radio r dado. Con esta definicidn la vecindad de cada pixel, si se utiliza la
distancia euclidiana, se corresponde con una regién circular de radio r. En caso de utilizar
la distancia de Chebyshev (ver Apartado 2.1.2 del Capitulo 2), la vecindad se corresponde
con una region cuadrada de lado 2*r+1 con centro en el pixel dado. Este radio o tamafio de
la vecindad se mantiene constante en toda la imagen (excepto en los bordes).

A continuacién se describen los principales retos asociados a la segmentacion de imagenes
de resonancia magnética. También se exponen las alternativas usadas para la obtencién y
evaluacion de los resultados de la segmentacion.

Los experimentos fueron ejecutados en una maquina con procesador Pentium-D 820 a 2.8
GHz y 2 GB de memoria.

6.1 Las imagenes de resonancia magnética

La modalidad de resonancia magnética nuclear es una tecnologia no invasiva e inocua de
adquisicion de iméagenes. Felix Bloch y Edward Purcell descubren el fenomeno de la
resonancia magnética en el afio 1946 de manera independiente, y por ese descubrimiento
les fue concedido el premio Nébel en el afio 1952.
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El fendbmeno de resonancia magnética se basa en una propiedad que poseen las particulas
elementales, en particular el hidrégeno, denominada espin, la cual provoca que se produzca
una sefial de resonancia magnética nuclear. En esencia este fendmeno consiste en que, en
presencia de un campo magnético intenso, los nicleos atbmicos pueden absorber energia de
manera selectiva en forma de radiacion electromagnética de radio — frecuencia (fenémeno
de resonancia), la cual devuelven al retornar al estado de equilibrio (fendmeno de
relajacion), generando una sefial eléctrica en una antena receptora, que una vez analizada y
procesada proporciona las imagenes de resonancia magnética.

La descripcion cuantitativa de la sefial que se obtiene, conocida como sefial de induccion
libre, contiene informacion sobre tres pardmetros importantes cada uno de los cuales refleja
distintas propiedades de la materia: la densidad proténica (DP), y las constantes de tiempo
de relajacion T1y T2. Asi, por ejemplo, en un campo magnetico de 1.5T (Tesla — unidad de
induccion magnética), la sustancia gris posee un tiempo T1 ~ 900 ms, para la sustancia
blanca T1 ~ 700 ms, mientras que para el liquido cefalorraquideo T1 ~ 4000 ms. Por su
parte, las constantes de tiempo T2 son aproximadamente de 70 ms, 90 ms y 400 ms para la
sustancia blanca, gris y liquido cefalorraquideo, respectivamente [179].

Teniendo en cuenta los elementos anteriores, y mediante un ajuste apropiado de los
parametros de los tomdgrafos de resonancia magnética, es posible obtener imagenes donde
los diferentes tipos de tejidos aparecen contrastados. Asi, las imégenes mas comunes son
las imagenes de ponderacion T1, T2 y de densidad protdnica.

6.2 EIl problema de la segmentacion de imagenes de resonancia magnética

Como se ha dicho antes, la segmentacion de imagenes puede ser planteada como el
problema de obtener una particion en regiones homogéneas en cierto sentido. Cada regién
puede consistir en un Gnico componente conexo, 0 quizas en un grupo de componentes
conexos, con propiedades similares.

La segmentacion de imégenes de resonancia magnética, especificamente, consiste en la
clasificacion de los voxeles en regiones que se correspondan con los diferentes tipos de
tejidos. Se asume en este caso que cada clase de tejido posee un valor especifico de la
magnitud medida. Por ejemplo, esta magnitud puede estar asociada a la intensidad de la
sefial, correspondiente con el tipo de tejido, que es medida en las imagenes de ponderacion
T1, T2 o densidad protdnica. En este caso ideal la segmentacion de la imagen consistiria en
un conjunto de regiones con valores constantes de la magnitud medida segun fuera el tipo
de tejido.

Aunque este enfoque resulta muy simplificado, toda vez que aun dentro de un mismo tipo
de tejido existen variaciones asociadas a su estructura bioldgica, aqui se va a asumir que las
variaciones de origen bioldgico dentro de cada tipo de tejido no son demasiado influyentes
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en proceso de segmentacion y no afectan de manera sensible la capacidad de discriminar
los diferentes tipos de tejidos.

Otro problema que surge en la préctica esté asociado a la limitada resolucion espacial de los
tomografos lo que genera un emborronamiento o desenfoque a lo largo de los bordes entre
las regiones, asi como en los cortes extremos de los volimenes. Este fendmeno, conocido
como efecto de volumen parcial, se origina por el hecho de que un voxel dado puede
contener una mezcla de tejidos por lo que intensidad de la sefial que se mide estaria
afectada por cantidad y las caracteristicas individuales de cada tipo de tejido presente y la
intensidad final se obtiene como una media ponderada. Por ejemplo, la corteza cerebral es
una capa irregular con un espesor casi constante. Algunas mediciones experimentales han
estimado que su espesor se encuentra en 1.5 y 5.5 mm [180]. Los surcos de la corteza, que
normalmente estan llenos de liquido cefalorraquideo, poseen dimensiones comparables con
la resolucion espacial de los sistemas de adquisicion y esto provoca un efecto de volumen
parcial que reduce el contraste de intensidad y dificulta la obtencién de resultados exactos.

Aunque el artefacto del volumen parcial es un factor que debe ser tenido en cuenta al
valorar la segmentacion, este efecto esta confinado solamente a los bordes de los tejidos o a
los cortes extremos a diferencia de otros fendmenos que son mas globales.

En este sentido el artefacto mas significativo desde el punto de vista de la segmentacion es
el que se conoce como heterogeneidades de intensidad. Este fendmeno esté asociado a la no
homogeneidad del campo magnético utilizado, aunque también puede ser provocado por
interacciones del sistema de adquisicion con el sujeto. La manifestacion de este artefacto
consiste en las variaciones de la intensidad de la sefial para un mismo tipo de tejido en
diferentes zonas de la imagen. Este efecto combinado puede originar variaciones de
intensidad del orden del 10-20% de las intensidades para un campo magnético de 1.5T.

Aunque estas variaciones por lo general no afectan la precision de los diagndsticos, si
pueden ser relevantes para los métodos de segmentacion que se basan en las distribuciones
de intensidad de los voxeles de una imagen. Cuando estas variaciones son significativas
comparadas con el contraste de la imagen pueden muy bien afectar la interpretacion de una
imagen de resonancia magnética.

Por ultimo, todas las imagenes de resonancia magnética estan afectadas por ruidos
aleatorios. Este ruido proviene de diferentes tipos corrientes que se generan en el sistema de
adquisicion. Cuando el nivel ruido es significativo en una imagen de resonancia magnética
esta puede resultar oscurecida y de apariencia granulada, y los tejidos con contrastes
similares pudieran no ser delineados de una manera efectiva provocando errores en la
segmentacion.
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6.3 Fuentes para la evaluacion de los métodos de segmentacion

Con vistas a la evaluacion de un algoritmo de segmentacion se requiere de algun criterio
objetivo. Entre los criterios més utilizados se encuentran la eficiencia y la exactitud. La
eficiencia se refiere a la viabilidad practica del proceso y estd asociada al tiempo de
ejecucion que puede incluir, ademas del tiempo computacional, el tiempo requerido por un
operador humano en completar el proceso de segmentacion.

La exactitud, por su parte, tiene que ver con el grado de concordancia de los resultados de
la segmentacién con la verdad, o con cierto sustituto de ésta. En este sentido se utiliza
generalmente cierta segmentacion de referencia (gold standard).

Las fuentes para segmentaciones de referencia son variadas e incluyen modelos fisicos,
cadaveres y pacientes vivos, y modelos computacionales. Cada uno de ellos tiene sus
puntos fuertes y debiles.

Los modelos fisicos presentan la dificultad asociada a la ausencia de una variabilidad
anatomica realista, aunque si poseen caracteristicas reales del proceso de adquisicion. Los
cadaveres pueden brindar modelos muy reales, aunque se debe estimar la segmentacion por
medio de una autopsia [181, 182]. Esta posibilidad no siempre esta disponible.

Las imégenes de pacientes vivos, ademas de ser las mas abundantes, son las mas reales en
todos los sentidos. Sin embargo no existe una via practica para determinar la segmentacion
real de los tejidos. En su lugar se acude a ciertos sustitutos. En particular es comun utilizar
una combinacion de segmentaciones manuales realizadas por expertos con el fin de obtener
una segmentacion de referencia [183, 184].

Con los modelos computacionales es posible conocer de antemano la segmentacion exacta,
y aungue las imagenes que se obtienen tienen a ser menos reales en el sentido de la
variabilidad anatémica y de las caracteristicas del sistema de adquisicion, constituyen un
medio util para la evaluacion por la posibilidad de controlar algunos pardmetros del proceso
de generacion de las imégenes.

6.4 Indices de calidad de las segmentaciones

Una vez que se aplique el método de clasificacion automatica, descrito en el capitulo
anterior, se obtiene una jerarquia o dendrograma. Mediante el corte del dendrograma a un
nivel dado se obtiene una particion que coincide con una posible segmentacion de la
imagen.

En este sentido los métodos de clustering representan una herramienta para el andlisis
exploratorio de los datos. Sin embargo, el usuario debe realizar la validacion de los
resultados obtenidos, es decir, debe determinar la cantidad “correcta” de grupos, asi como
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su interpretacion. La nocion de validacion de los clusters se refiere a los conceptos y
métodos utilizados para la valoracion cuantitativa y objetiva de los resultados de un
algoritmo de clustering [6, 15]. Esta problematica se considera un problema abierto de gran
significacion pues de la decision que se tome dependen los resultados que se obtienen.

Teniendo en cuenta la aplicacion descrita nos centraremos aqui en el caso de la validacion
de particiones. Se pueden plantear dos escenarios. En el primero de ellos se asume que se
dispone de informaciéon adicional, como puede ser una particion (segmentacion) de
referencia, y es posible entonces valorar hasta qué punto los resultados de la clasificacion
brindan informacion valida acerca de los datos y en qué medida la estructura recuperada
refleja el caracter de éstos. En este caso es posible realizar la comparacion de las posibles
particiones que se derivan de la jerarquia obtenida con la particién de referencia y escoger
aquella que mejor se ajusta, valorando la calidad de ese ajuste.

El segundo escenario es aquél en el que no se dispone de informacién adicional. Aqui es
necesario disponer de alguna medida de la calidad de una particién dada y la cantidad
correcta de clusters se determinaria a partir de la “mejor” particion segin la medida
utilizada.

Se han propuesto diversos métodos para la determinacion de la cantidad de clusters [185].
Una resefia de estos métodos la brinda Gordon en [186, 187], donde clasifica los métodos
en globales y locales. Los primeros evallan cierta medida sobre todo el conjunto de datos y
la optimizan respecto a la cantidad de clusters. Los segundos consideran pares individuales
de clusters y analizan si deben ser mezclados o no.

Por su parte Jain y Dubes clasifican los indices de validacion de particiones en indices
internos, externos y relativos [15]. Los indices externos permiten evaluar en qué medida
dos particiones de un conjunto de objetos concuerdan. Una de las particiones proviene del
algoritmo utilizado, por ejemplo, al cortar el dendrograma generado por un algoritmo de
jerarquico, mientras la segunda es asignada a priori. Este tipo de indices puede ser util para
el primer escenario descrito con anterioridad.

Los indices internos evallan la correspondencia entre la particion obtenida por un
algoritmo y los datos y pueden tener en cuenta cuan probable es la ocurrencia de un valor
dado del indice. Este ultimo objetivo se puede lograr, por ejemplo, comparando la
distribucion del indice obtenida con la esperada (ver, por ejemplo, [188]).

Por ultimo, los indices relativos responden a la pregunta: ¢cudl de los agrupamientos
obtenidos se ajusta mejor a los datos? En principio cualquiera de los indices internos puede
servir para este objetivo. Un indice relativo se diferencia por la manera en que se aplica.
Por ejemplo, para una secuencia de agrupamientos, obtenidos a partir de una jerarquia, se
obtiene una secuencia de valores, una para cada agrupamiento. En el grafico resultante se
busca algun aspecto significativo como puede ser el valor maximo, minimo, o algun salto
abrupto [15, 185, 186].
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La mayoria de los indices que se utilizan para comparar particiones pueden ser descritos
utilizando tablas de contingencia. Si se tienen dos particiones P y P’, no necesariamente
de la misma cardinalidad, es posible analizar cada par de instancias de objetos respecto a su
clasificacion en la particion P y en la particién P". Aqui son posibles cuatros casos:

Los dos objetos pertenecen a la misma clase en ambas particiones.
Los dos objetos estan juntos en P, pero separados en P .

Los dos objetos estan juntos en P, pero separados en P.

Los dos objetos pertenecen a clases diferentes en ambas particiones.

el AN S

Denotando por a, b, ¢ y d la cantidad de pares que cumplen las condiciones 1), 2), 3) y 4),
respectivamente, se puede construir la siguiente tabla.

PI
Agrupados | Desagrupados
P Agrupados a b
Desagrupados Cc d

Entre los indices mas usados que se definen a partir de esta tabla se encuentra el indice de
Rand (y su version ajustada) [189, 190], y el indice de Jaccard [15]. El indice de Rand se

obtiene mediante la expresion (a+d)/(a+b+c+d), mientras el indice de Jaccard se

calcula segin a/(a+b+c).

La version normalizada o ajustada del indice de Rand hace que el indice tome valores entre
0y 1[190]. Cuando ambas particiones son idénticas el indice toma el valor 1. Por su parte,
valores del indice cercanos a 0 apuntan a una baja correspondencia entre las particiones. Lo
mismo es valido para el indice de Jaccard.

Para el caso de los indices internos hemos seleccionado el indice de Calinski y Harabasz
[191, 192] y el indice de Hartigan [8, 192] que estan relacionado por el hecho de utilizar las
matrices de dispersion.

Segun el estudio realizado por Milligan y Cooper [185] (ver también [188]) de los 30
indices comparados el de mejor desempefio resulto ser el de Calinski y Harabasz.

Si se tiene una particion con k clusters el indice de Calinski y Harabasz (CH) se calcula de
la siguiente manera [191]

CH (k) tr(SB )/(k _1)

1 (S,)/(n—k)
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Aqui S, y S; representan las matrices de dispersion interna y externa, respectivamente, tal
y como fueron definidas en el apartado 2.2.1, es decir

S; =S, +S4

donde

Para una secuencia de particiones (con diferentes cantidades de clusters) se puede obtener
una secuencia de valores del indice. La cantidad 6ptima de clusters se define como aquella

gue maximiza las segundas diferencias de CH(k) [193]. De esta manera se puede
determinar el corte 6ptimo del dendrograma (en el sentido del indice CH).

El valor minimo de las segundas diferencias se obtiene a partir de la siguiente expresién
min, {(CH (k+1)—CH (k))—(CH (k)-CH (k-1))} =
min, {CH (k +1)+CH (k—1)—2CH (k)
y mide la ocurrencia de “codos” (elbows) en la secuencia de valores.

Por su parte el indice de Hartigan se calcula de la siguiente manera
H (k) =log (tr (S, )/tr (Sy))

Este indice resulta parecido al de Calinski-Harabsz excepto por el efecto de la ponderacion.
Para una secuencia de valores del indice, asociados a diferentes particiones, la cantidad

Optima de clusters se define como aquella que maximiza las segundas diferencias de H (k)
[193].

La razon tr /tr se puede ver de la siguiente manera
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tr(Sg)  tr(Sg)/tr(S;)

tr(sw) ) 1_tr(SB )/tr(ST)

Esto apunta al hecho de que valores grandes de tr(Sg)/tr(S, ) se corresponden con

clusters compactos, o de manera equivalente, tr(S;)/tr(S;) tiende a 1. Esta relacion en
forma de porcentajes hace mas facil interpretacion.

En este capitulo se propone utilizar también en calidad de indice relativo el indice C,

definido en el capitulo 4. Su sentido intuitivo es el siguiente. Debido a la relacion que se
establece entre los pixeles fronterizos de los clusters, su valor caracteriza la autocorrelacion
espacial de las fronteras. El indice tiene en cuenta ademas las relaciones de contiguidad
espacial impuestas a los datos.

Este indice toma valores en el rango de 0 a 2. Un valor cercano a 2 se interpreta como una
frontera con autocorrelacion espacial negativa, es decir, fronteras entre clusters bien
definidas. Por otra parte, un valor cercano a 0 indicaria fronteras con autocorrelacion
espacial positiva, es decir, pixeles semejantes a ambos lados de la frontera y por tanto
ausencia de una clara separacion entre clusters.

Los valores de este indice tienden a decrecer (aunque no de manera mondétona) a medida
que aumenta la cantidad de clusters. Se propone entonces utilizar el indice C; como un

indice relativo en el sentido de [15].

Més especificamente, para una secuencia de particiones obtenidas a partir de cortes en el
dendrograma la cantidad optima de clusters se define como aquella que minimiza las
segundas diferencias de los valores del indice. Esto coincide con la ocurrencia de “codos”
significativos en la secuencia. Méas aun, se propone también considerar como particiones de
interés aquellas que se correspondan con minimos locales de las segundas diferencias de los
valores de indice C;. Estas ideas son analizadas en los experimentos realizados.

6.5 Sobre las bases de datos de imagenes

Para realizar la experimentacion se seleccionaron imagenes de dos fuentes: la base de
imagenes  simuladas del cerebro BrainWeb  [194, 195], disponible en
http://www.bic.mni.mcqill.ca/brainweb/, y la base de datos IBSR del Centro para el
Analisis Morfométrico del Hospital General de Massachussets (Center for Morphometric
Analysis at Massachussets General Hospital), que puede ser obtenida en
http://www.cma.mgh.harvard.edu/ibsr/
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6.5.1 Base de datos de imagenes simuladas (BrainWeb)

Para la obtencion de resultados bajo condiciones controladas se utilizd el simulador
BrainWeb [196], accesible a través de una interfaz que permite seleccionar los parametros
de adquisicion de las imagenes. Se han seleccionado imagenes de ponderacion T1 de
sujetos normales simuladas con un 3% de ruido, y valores de heterogeneidades de
intensidad del 20% y una resolucién de 1 mm?, es decir, 1 mm de espesor de corte y un 1
mm de resolucién en ambos planos X e Y. Estos valores son los mé&s cominmente
utilizados en la literatura [197-200]. En particular el valor de 3% de ruido es considerado
un valor tipico [200]. Por su parte, el valor de 20% de heterogeneidad de intensidad se
considera el valor mayormente encontrado en imagenes de ponderacion T1 [199]. Ambos
representan los valores por defecto de BrainWeb y seran las utilizados, pues facilitan la
comparacion de los resultados.

Unido a las imagenes también se brinda un modelo anatémico digital del cerebro obtenido a
partir de 27 estudios de alta resolucién, convenientemente procesados y clasificados,
realizados a un mismo individuo. Este modelo promediado muestra detalles de las
estructuras principales del cerebro que normalmente son enmascaradas por el ruido en las
imagenes [201].

Este modelo consiste en una particion de todo el volumen de la cabeza en 10 grupos de
tejidos (liquido cefalorraquideo, sustancia gris, sustancia blanca, grasa, muasculo/piel, piel,
craneo, sustancia neuroglial (interfaz entre el liquido cefalorraquideo y la sustancia blanca,
con una intensidad que se encuentra entre la de la sustancia gris y la sustancia blanca),
tejido conectivo, y fondo. ElI volumen intracraneal estd compuesto por el liquido
cefalorraquideo, la sustancia gris, la sustancia blanca y la sustancia neuroglial.

Entre las aplicaciones de este modelo se encuentra la generacién de imagenes de resonancia
magnética simuladas. En el proceso de generacion de imagenes simuladas se toma como
base el modelo anatomico para la obtencion de las intensidades de cada tipo de tejido.
Posteriormente el simulador toma en cuenta el efecto de diferentes parametros que
caracterizan el proceso de adquisicién de las imagenes incluyendo artefactos tales como el
volumen parcial, el ruido y las heterogeneidades de intensidad [201].

De esta manera es posible evaluar un determinado algoritmo de clasificacion respecto a los
pardametros que brinda el simulador. También es posible realizar la comparacion de
diferentes algoritmos sobre el mismo conjunto de imagenes simuladas, evaluando sus
resultados con respecto al modelo anatémico de referencia.

6.5.2 Base de datos de imégenes reales (IBSR)

Por su parte la base de datos IBSR (Internet Brain Segmentation Repository) del Centro
para el Analisis Morfométrico (CAM) del Hospital General de Massachussets (Center for
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Morphometric Analysis at Massachussets General Hospital) brinda iméagenes de prueba
con las correspondientes segmentaciones manuales.

Se ha seleccionado un conjunto de datos que incluye imagenes volumétricas de 20
individuos normales. Las segmentaciones manuales fueron realizadas por investigadores
entrenados de CAM con la ayuda de un método semiautomatico de trazado de contornos a
partir de los valores de intensidad. Aunque las segmentaciones no pueden ser consideradas
como la “verdad absoluta” (ground truth), si brindan una via razonable para la comparacion
de los métodos de segmentacion. Los 20 estudios fueron seleccionados por IBSR ya que
cubren un amplio espectro de calidades de imagenes.

Las imagenes de esta base de datos permiten analizar el comportamiento de uno o varios
métodos de clasificacion sobre las mismas imagenes reales, comparando los resultados con
la segmentacion realizada por expertos. IBSR también brinda los resultados de la
segmentacion de los 20 estudios usando 6 métodos automatizados: adaptive MAP, biased
MAP, fuzzy c-means, Maximum A Posteriori (MAP), tree-structure k-means, asi como los
resultados promediados de 2 expertos sobre las imagenes de 4 sujetos del conjunto [202].
Los resultados se reportan respecto a la deteccion de la sustancia gris y la sustancia blanca.
Todos los métodos automatizados utilizaron las imagenes que contienen unicamente el
tejido cerebral, es decir, después de haberse eliminado el craneo, la piel y grasa, externas al
cerebro.

6.5.3 Comentarios generales

Para ambas fuentes de iméagenes se utilizé el formato Analyze 7.5, desarrollado por The
Biomedical Imaging Resource at the Mayo Foundation, que puede ser procesado por
diferentes sistemas. El almacenamiento de las imagenes segun este formato utiliza dos
archivos: un archivo de encabezamiento con extension .hdr, y un archivo con los pixeles de
la imagen cuya extension es .img. En el archivo de encabezamiento se almacena la historia
y las dimensiones de los datos. Aqui se incluye informacion acerca de las dimensiones de la
imagen y de sus pixeles, asi como el tipo de datos utilizado para almacenar los valores de la
imagen, entre otros. El archivo de la imagen es sencillo y contiene los valores de los pixeles
segun el tipo de datos especificado. Mas detalles pueden ser consultados en
http://www.mayo.edu/bir/PDF/ANALY ZE75.pdf.

Desde el punto de vista de sus caracteristicas, existen analogias y diferencias entre las dos
fuentes de imagenes:

e Enambos casos se tienen imagenes del cerebro.
e La resolucién espacial de las imagenes de BrainWeb es de 1 mm?®, mientras que en
el conjunto de datos IBSR 3 mm°.
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e Para ambos casos se dispone de una particion de referencia con la cual comparar los
resultados. En un caso la referencia es un modelo anatomico (BrainWeb), y en el
otro una segmentacion realizada por expertos.

e En las imagenes de BrainWeb se puede controlar el nivel de ruido y de
heterogeneidades de intensidad que caracterizan el proceso de adquisicion lo que
permitiria analizar el comportamiento del método propuesto bajo diferentes
condiciones.

e Para el conjunto de datos IBSR los niveles de ruido y de heterogeneidades de
intensidad no son dados. En este caso el andlisis se enfocaria a la correspondencia
de los resultados que brinda el método propuesto con el que se tiene de los expertos.

Por ualtimo, se debe aclarar que en todos los experimentos no se realizd6 ningun
preprocesamiento de las imégenes utilizadas. Por otra parte, para medir la desemejanza
entre pixeles se utilizaron las diferencias cuadraticas de los niveles de intensidad, es decir,
la distancia euclidiana en el espacio de rasgos.

Tanto el preprocesameinto de las imagenes, como la utilizacion de otros rasgos
posiblemente derivados de los valores de intensidad, pueden tener su influencia en el
proceso de segmentacion. Sin embargo, estas problematicas no estan incluidas en los
objetivos de los analisis que siguen.

6.6 Experimentos con imagenes simuladas de BrainWeb. Resultados

A continuacion se describe el primer experimento realizado en el campo de la
segmentacion de imagenes médicas y se discuten los resultados.

6.6.1 Objetivo

En este experimento se utilizaron las imagenes de ponderacion T1 simuladas de sujetos
normales, obtenidas en BrainWeb tal y como se describié antes, con el objetivo particular
de evaluar el efecto del tamafio del radio de la vecindad en la calidad de la segmentacion
que se obtiene con la aplicacion del método propuesto.

6.6.2 Requisitos para abordar el objetivo

De las imagenes disponibles se escogio el corte central del volumen simulado (imagenes
T1, voxeles de 1 mm?, 3% de ruido y un valor del 20% de heterogeneidades de intensidad).
La razon que motivo esta seleccion esta dada por el hecho que en este corte aparecen los
tejidos fundamentales de interés en nuestro caso, es decir, la sustancia blanca, la sustancia
gris y el liquido cefalorraquideo.
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La razén en centrar la atencion en sdlo tres tejidos estd dado por el hecho de ser estos los
gue predominan en la composicion del cerebro. En ciertas aplicaciones médicas es de
interés conocer los volumenes de estos tejidos con vistas a estimar los dafios provocados
por una enfermedad. Este es el caso, por ejemplo, de la estimacion de la atrofia cerebral.
Este fendmeno aparece en varias enfermedades del sistema nervioso central tales como la
esclerosis multiple, la enfermedad de Alzheimer, demencia, entre otras, y provoca pérdida
de masa encefalica (sustancia blanca y gris) y aumento de liquido cefalorraquideo,
alterando de esta manera la proporcion de liquido cefalorraquideo respecto al volumen
intracraneal [203-206].

En la Figura 6-1 se muestra el corte seleccionado, (a), asi como el modelo anatomico que
sirve de base en el proceso de generacion de las imagenes (b), y que es utilizado como
segmentacion de referencia para evaluar los resultados del método aplicado.

(b)
Figura 6-1 Corte central simulado obtenido de BrainWeb con 3% de ruido y 20% de
heterogeneidades de intensidad (a), y el modelo anatémico correspondiente (b).

6.6.3 Eleccion de laregion de interés

Dentro del corte seleccionado se trabajo en una region de 75x70 pixeles (ver Figura. 5-2).
La razén de haber seleccionado esta region se basa en el hecho de que en un ambiente
clinico normalmente el especialista decide la region que analiza. Ademas de razones
computacionales, esta seleccion evita el hecho de involucrarse con el problema de la
identificacion y separacion de los tejidos externos al cerebro, tales como el créneo, la piel,
grasa, etc. Por otra parte, en esta region aparecen los tejidos principales del cerebro.

En la Figura. 5-3 se muestra la region de interés ampliada tanto en el corte central
seleccionado (a), como en el modelo anatémico (b).
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En el modelo anatémico las tonalidades se corresponden con los tejidos de interés: negro —
liquido cefalorraquideo, gris oscuro — sustancia gris, gris claro — sustancia blanca, y blanco
intenso — sustancia neuroglial.

Figura 6-2 Regioén de interés de dimension 75x70 pixeles en el corte seleccionado.

o L) u

(a) (b)

Figura 6-3 Region de interés ampliada en el corte seleccionado (a), y en el modelo
anatomico (b).

L

6.6.4 Seleccion del radio de la vecindad

El método propuesto toma en cuenta la influencia de los objetos vecinos a la hora de
realizar la clasificacion. Esta influencia se especifica mediante una relacion de vecindad
entre los objetos analizados.

En el problema que nos ocupa, la segmentacion de una imagen médica, el objetivo principal
consiste en detectar regiones homogéneas en cuanto a los valores de intensidad que, es de
esperar, se correspondan con zonas ocupadas por determinados tipos de tejidos.
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Cuando una persona examina una imagen pudiéramos pensar que realiza un barrido visual,
detectando estas zonas homogéneas de interés como zonas de baja variabilidad en los
niveles de intensidad. El nivel de detalle que se aprecia depende en gran medida de la
“escala” que se utiliza. Cuando la imagen se observa de cerca se pueden detectar pequefios
detalles. A medida que la distancia del observador a la imagen es mayor los pequefios
detalles dejan de ser perceptibles y comienzan a destacarse los patrones méas generales. Asi,
por ejemplo, si nos enfocamos en pequefias zonas de un paisaje podemos identificar un
arbol con sus hojas y frutos. Por otra parte, si nos alejamos apreciariamos quizas un bosque,
un fondo de montanas, el cielo, etc.

En las Figuras 5-4 y 5-5 se muestran ejemplos de éste fendmeno para el caso de la imagen
de la Figura 6-3a.

Dendrograma
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(@)

(b) ()

Figura 6-4 Dendrograma obtenido al segmentar la regién de interés de la Fig. 3
utilizando un radio = /2 (8-vecindad) (a); particion de 4 clusters (b); y de 16 clusters

(©).
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En la Figura 6-4 se muestra el dendrograma obtenido al aplicar el método propuesto

utilizando un radio = /2 (8-vecindad). Las Fig. 5-4b y 5-4c muestran dos particiones de 4
y 16 clusters, respectivamente, obtenidas al cortar al dendrograma. Los colores han sido
utilizados Unicamente con la finalidad de resaltar los diferentes clusters de cada particion.

Como se puede apreciar, el uso de una vecindad pequefia hace que se vayan detectando
primero los pequefios detalles. Sin embargo, la correspondencia con el modelo no es tan
elevada como lo indica, por ejemplo, el indice ajustado de Rand: 0.22 y 0.31 para la
particion de 4 y de 16 clusters, respectivamente.

La Figura 6-5a muestra el dendrograma obtenido al utilizar una vecindad con radio 20
pixeles. La utilizacion de este valor aqui es arbitraria y sirve como elemento de ilustracion.
Una propuesta para la seleccion del radio sera comentada mas adelante. A diferencia del
caso anterior, aqui se aprecia como los detalles mas generales son detectados con la ayuda
de una menor cantidad de clusters. Visualmente se aprecia una correspondencia entre los
resultados de la Figura 6-5b y los de la Figura 6-3b, lo que es corroborado por el indice
ajustado de Rand que toma el valor 0.88.

smimiiijﬁeu
R R ]

(@) (b)
Figura 6-5 Dendrograma obtenido al segmentar la region de interés de la Fig. 3
utilizando una vecindad con radio de 20 pixeles (a); particion de 3 clusters.

Surge entonces la pregunta: ¢qué radio(s) de vecindad se debe(n) utilizar de manera que
con el método propuesto se puedan resumir los patrones generales sin una cantidad
excesiva de clusters? Evidentemente, la respuesta a esta pregunta es dependiente de la
aplicacion y resulta muy dificil emitir una recomendacion universal.

Sin embargo, los razonamientos y ejemplos anteriores permiten sugerir una manera
intuitiva de medir el grado de agrupamiento de los pixeles en la imagen con vistas a sugerir
un radio vecindad. La idea seria utilizar una ventana de un tamafo dado y desplazarla por
toda la imagen (ver Figura 6-6).
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Figura 6-6 Esquema de barrido de una imagen utilizando una ventana deslizante.

En cada posicion de la imagen la ventana deslizante define una vecindad del pixel central
(Ver apartado 3.1). La varianza calculada en esa vecindad representa una medida de la
variabilidad local de los niveles de intensidad en un pixel dado Asi en cada localizacion
(pixel) de la imagen se obtiene un valor asociado a la variabilidad local (cf. [130]). La
varianza de los todos los valores asi obtenidos en cada pixel es utilizada para caracterizar
los cambios de la variabilidad local de las diferentes regiones de la imagen.

De esta manera a una imagen se le asocia una medida de la diversidad de la variabilidad
local para un tamafio de ventana dado. Este valor se presta a la siguiente interpretacion:
valores altos para una ventana de un tamafio dado son un indicio de la presencia tanto de
zonas homogéneas como de zonas menos homogéneas. Estas Ultimas pueden ser zonas
donde se encuentren fronteras de regiones homogéneas.

Teniendo en cuenta la interpretacion anterior se desarrollé un procedimiento para analizar
el comportamiento del cambio de la varianza de los valores de variabilidad local para
diferentes tamarios de la ventana deslizante que se resume de la siguiente manera.

1. Para una ventana deslizante de tamafio dado realizar un barrido de la imagen,
calculando en cada localizacion de la imagen la variabilidad local (varianza dentro
de la ventana).

2. Calcular la varianza de los valores obtenidos en el paso anterior (diversidad de la
variabilidad local).

3. Repetir los pasos 1y 2 para diferentes tamarios de la ventana deslizante.

A modo de ilustracion, en la Figura 6-7 se muestra un ejemplo una ventana obtenida al
utilizar un radio igual a 2 pixeles y la distancia euclidiana para medir las distancias
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Figura 6-7 Ventana deslizante de radio 2 segun la distancia euclidiana.
Empiricamente se obtuvo que el mayor pico de la curva que relaciona el radio de la
vecindad con el valor de la diversidad local permite sugerir un radio de vecindad con el que
el método propuesto brinda resultados aceptables.

En la Figura 6-8 se muestran los valores obtenidos para el ejemplo de la Figura 6-3a.

Diversidad local

Imagen original
Tamafio: 75 x 70 pixeles

0 1 1 1
0 10 20 30 40

Radio de vecindad
Valor sugerido: 15
Figura 6-8 Gréfico que relaciona el radio de la vecindad deslizante y la diversidad
local en el ejemplo de la Figura 6-3a.
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El pico del gréfico se corresponde con un radio de 15 pixeles. A continuacion se muestra el
dendrograma obtenido para un radio de 15 pixeles asi como la correspondiente particion
seleccionada (ver Figura 6-9).

Dendrograma
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Figura 6-9 Dendrograma obtenido al segmentar la regién de interés de la Fig. 3
utilizando una vecindad con radio de 15 pixeles (a); particion de 3 clusters (b); modelo
anatomico (c).
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Como se aprecia en las Figuras 5-9b y 5-9c la particion obtenida y el modelo anatémico
son muy similares. El valor del indice de ajustado de Rand en este caso es 0.92.

Al utilizar el indice de Calinski-Harabazs y el indice de Hartigan para cortar el
dendrograma la cantidad optima sugerida de clusters en ambos es 3 (ver Figura 6-10a). Por

su parte el indice C, coincide en cuanto a la sugerencia de 3 clusters como mejor particion
(ver Figura 6-10b).

x10° indice de Calinski-Harabazs (min 2da dif)
I——

indice de Hartigan (min 2da diff)

T S S S S S R R 2
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

S R S S S S
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

—&— Valores de Cy

T T TS S R Y N R RO B 06
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

T T S T EE TR SO S B
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

(b)
Figura 6-10 Particion de 3 clusters obtenida utilizando el indice de Calinski-Harabzs y
el indice de Hartigan para realizar el corte del dendrograma de la Fig. 9 (a);

comportamiento del indice C, y valor sugerido de 3 clusters (b).
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Los resultados obtenidos brindan una evidencia empirica de la calidad de las
segmentaciones que se obtienen mediante la utilizacién del procedimiento heuristico de
seleccidon de (los) radio(s) de vecindad a utilizar con el método propuesto.

Ahora bien, si el objetivo es realizar un analisis exploratorio con vistas a obtener varias
particiones de los datos, se sugiere utilizar no solamente el valor asociado al pico del
gréfico, si no también un conjunto de radios alrededor del valor sugerido.

En el siguiente apartado se comenta sobre la influencia del radio de la vecindad en los
resultados obtenidos.

6.6.5 Efecto del radio de vecindad utilizado en los resultados

Como se apunta en el apartado anterior, el radio de vecindad sugerido por el procedimiento
heuristico disefiado debe ser considerado como una alternativa ante la ausencia de
informacion adicional.

Para mostrar de manera cuantitativa la bondad del valor (o valores) sugerido(s) en el
ejemplo de la Figura 6-3a, se analiz6 un rango de valores de radios de vecindad alrededor
del valor obtenido segun el procedimiento. Concretamente se analizaron 7 valores
diferentes de radios de vecindad alrededor del valor 15 sugerido (ver Figura 6-8) que van
desde un radio de vecindad igual a 11 pixeles hasta un radio de vecindad igual a 20 pixeles.

Para cada radio de vecindad se aplicé el método propuesto y se seleccion6 una particion a
partir del dendrograma. Cada una de las 7 particiones obtenidas se compar6 con el modelo
anatomico utilizando el indice de Rand Ajustado. Los resultados se muestran en la Tabla 6-
1.

Tabla 6-1 Particiones obtenidas con diferentes radios de vecindad

CANTIDAD DE CLUSTERS

Radio 2 3 4 5 6 7 8 9
11 0.35| 0.90 0.90 0.90 0.85 0.84 0.84 0.82
12 0.34| 091 0.89 0.85 0.85 0.85 0.85 0.83
13 0.34| 091 0.89 0.88 0.88 0.88 0.88 0.86

14 0.26 0.28 0.29 | 0.89 0.88 0.88 0.87 0.85

E3

15 0.34| 0.92 0.90 0.90 0.90 0.88 0.88 0.83

E3

16 035| 091 0.90 0.90 0.85 0.85 0.85 0.83

17 0.34| 091 0.89 0.89 0.89 0.86 0.85 0.85
18 0.25 0.27 0.28| 0.80° 0.80 0.80 0.80 0.80

19 0.34 0.82 | 0.83 0.81 0.81 0.77 0.77 0.77
20 0.35| 0.88° 0.87 0.87 0.86 0.86 0.82 0.82

(*) Mayor indice ajustado de Rand para el radio dado.
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Como se aprecia en los resultados presentados en la Tabla 6-1, la gran mayoria de las
particiones obtenidas para diferentes radios de vecindad poseen una concordancia elevada
con el modelo anatémico segun el indice ajustado de Rand. Se puede constatar también que
con un radio de 15 pixeles se obtiene la particion con la mayor concordancia con el modelo.

Este experimento se repitié para varios cortes contendidos en el volumen bajo estudio. En
el siguiente apartado se presentan y analizan los resultados obtenidos.

6.6.6 Resultados para diferentes cortes en el volumen estudiado

En este experimento se analizaron varios cortes dentro del volumen estudiado.
Concretamente se seleccionaron 10 cortes por encima y 10 cortes por debajo del corte
central que se habia utilizado en los apartados anteriores los que conforman un volumen de
70x75x21 mm? (ver Figura 6-11).

100 -

95 .|

a0 -

85 -

80 - =

Figura 6-11 Volumen compuesto por 21 cortes en la zona central seleccionada del
cerebro.



192

En cada corte se aplico el algoritmo de agrupamiento aglomerativo jerarquico de enlace
tipo promedio con restricciones de contiguidad. El radio de vecindad utilizado se obtuvo
con la ayuda del procedimiento heuristico descrito en el apartado 6.6.4.

En la Tabla 6-2 se presenta el comportamiento de los radios de vecindad sugeridos por el
procedimiento propuesto para su seleccion. La variacion de los radios resulta bastante
suave. Esto se puede explicar por el hecho de que el espesor de los cortes es de un Imm. lo
que provoca que de un corte al siguiente las variaciones de las estructuras anatomicas no
sean tan bruscas.

Tabla 6-2 Comportamiento de los radios de vecindad en los 21 cortes

CORT | 0] o] 8] 7| 6| 5] 4] 3] 2] 1

E
Radio 11 11 11 11 14 15 15 16 15 15

CORTE| ©of 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8[ 9 10
Radio 15 15 15 15 14 13 13 12 11 10 9

Las particiones de interés asociadas a los 21 cortes se contrastaron con el modelo
anatomico disponible utilizando el indice ajustado de Rand. Los resultados obtenidos se
muestran en la Figura 6-12.
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Figura 6-12 Indice ajustado de Rand para las particiones obtenidas en cada uno de los
21 cortes seleccionados.

Como se aprecia en la Figura 6-12, las particiones obtenidas en el volumen son de alta
calidad en comparacién con el modelo anatémico segun el indice ajustado de Rand.

6.6.7 Conclusiones

En este apartado se ha estudiando el comportamiento del método propuesto en el caso de
imagenes médicas simuladas.

Se propone un procedimiento heuristico para la seleccion del radio de vecindad a utilizar en
el proceso de clasificacion en este tipo de aplicacion. Los resultados obtenidos corroboran,
de manera empirica, la calidad de las particiones obtenidas.

El indice C, utilizado para realizar el corte de los dendrogramas se comporta de manera

satisfactoria. Los resultados que se obtienen en este caso estan en concordancia con los que
sugieren el indice de Calinski-Harabazs y el de Hartigan. Un elemento a favor de la calidad
de las particiones resultantes lo constituyen los altos valores del indice ajustado de Rand.
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El esquema de trabajo presentado permite sugerir la idea de utilizar el método propuesto
como base para la construccion de un ambiente interactivo de andlisis exploratorio de
imagenes que permita obtener particiones con diferentes grados de detalles segun las
necesidades del usuario.

6.7 Experimentos con imagenes reales de IBSR. Resultados

En este apartado se presentan los experimentos realizados con imagenes de resonancia
magnética reales obtenidas de la base de datos IBSR (Internet Brain Segmentation
Repository) del Centro para el Analisis Morfométrico (CAM) del Hospital General de
Massachussets [202].

Se obtuvieron 20 juegos de datos de personas normales junto con las correspondientes
segmentaciones manuales. Cada uno de los juegos de datos se identifica con una
combinacion numérica. Asi se tienen los sujetos 5 8, 4 8, 2 4, 6 10, 15 3, 16 3, 17_3,
8 4,7 8,110 3,111 2,112 2,100 23,202_3,191 3,12 3,13 3,1 24,205 3y 11l 3.

Estos 20 estudios cubren un amplio espectro de calidades de imégenes, razon por la cual
han sido escogidas por IBSR.

Cada estudio se compone de un conjunto imagenes de dimension 256x256 pixeles
correspondientes a cortes consecutivos sin separacion de espesor igual a 3.0 mm. Hemos
utilizadas los juegos de datos transformados a 8 bits que contienen solamente la region del
cerebro.

Nuestro interés principal ha sido la segmentacion de la sustancia gris y la sustancia blanca
pues estos son los tipos de tejidos predominantes en el cerebro, junto al liquido
cefalorraquideo. Para un corte dado se selecciona una region de interés donde estén
presentes los tejidos principales de interés. El procesamiento de una determinada zona de
interés esta dado principalmente por dos razones: (a) se requiere menor tiempo
computacional; (b) en un ambiente clinico los usuarios estdn normalmente interesados en
ciertas zonas, por ejemplo, la regién donde se localiza un tumor.

6.7.1 Objetivo

El objetivo principal de estos experimentos es evaluar, en el caso de iméagenes reales, la
calidad de las particiones que se obtienen en comparacion con el conocimiento disponible,
tanto las segmentaciones manuales como los resultados obtenidos por otros métodos de
segmentacion.
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6.7.2 Requisitos para abordar el objetivo

Para evaluar la calidad de las particiones obtenidas con el método propuesto se utilizo el
indice de Jaccard descrito con anterioridad. En el caso de las imagenes, este indice puede
ser visto como una medida de solapamiento.

Si denotamos por R, una region segmentada por un método automatizado, y por R,, la

correspondiente zona que ha sido segmentada manualmente, entonces el indice puede ser
escrito de la siguiente forma (cf. apartado 6.4):

_[RaNRy|_
" |R,UR,| a+b+c

J(RuRy)

El indice representa la fraccion de pixeles que son clasificados como pertenecientes a la
region que se analiza en ambas segmentaciones respecto a todos los pixeles clasificados
como pertenecientes a la region en al menos una de las segmentaciones.

Se debe notar que en esta definicion el universo de analisis lo constituye la union de las
regiones y, por tanto, en el esquema dado en el apartado 6.4, y que se reproduce a
continuacion levemente modificado,

RM
Agrupados | Desagrupados
R Agrupados a b
A | Desagrupados c d

la cantidad d no se toma en cuenta, y mas aun es igual a 0 en este contexto. Alla se
comparan particiones y aqui sélo dos regiones y al ser d igual a O el indice de Jaccard y el
el Rand resultan iguales desde el punto de vista computacional.

El indice toma el valor 1 cuando ambas segmentaciones coinciden completamente, mientras

el valor 0 evidencia un desacuerdo total.

6.7.3 Eleccion de laregion de interés

Aqui se procedié de manera similar al experimento anterior. En cada uno de los cortes
procesados se selecciond una region de interés de 30x30 pixeles que contuviera los tejidos
de interés. En la Figura 6-13 se muestra, a modo de ejemplo, el corte 30 del sujeto 191 3.
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Sujeto: 191_3; Corte: 30

(@) Imagen original (b) Segmentacién manual

i

(c) Region de interés (d) Region de interés segmentada

Figura 6-13 Corte de ejemplo (a); la segmentacion manual correspondiente (b); la
region de interés seleccionada (c); y la region de interés segmentada manualmente.

La region seleccionada, ademéas de ser representativa de los tejidos principales, incluye
fronteras entre ellos que no aparecen claramente delineadas.

6.7.4 Seleccioén del radio de la vecindad

Como se ha evidenciado antes, el tamafio de la vecindad tiene un impacto importante en los
resultados que se obtienen con el metodo propuesto. En general radios pequefios tienden a
producir resultados peores que los que se obtienen con radios mayores.

En este caso se optd por utilizar los valores sugeridos por el procedimiento empirico
introducido en el apartado 6.6.4. En la Figura 6-14 se muestra el radio de vecindad sugerido
para el ejemplo de la Figura 6-13.
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Diversidad local

Imagen original
Tamario: 30 x 30 pixeles

0 10 20 30 40

Radio de vecindad
Valor sugerido: 13
Figura 6-14 Valores de diversidad local para diferentes radios de vecindad en el
ejemplo de la Figura 6-13.

Se debe enfatizar que la seleccién de este parametro es un problema practico muy
dependiente de la aplicacién. De ahi que la interpretacion de los resultados que se obtengan
debe tener presente estas cuestiones.

6.7.5 Analisis de los resultados en un ejemplo

Con vistas a ilustrar el procedimiento seguido, se presentan y analizan a continuacion los
resultados obtenidos con el ejemplo de la Figura 6-13.

El método propuesto fue utilizado para procesar la region de interés de la Figura 6-13c.

El dendrograma obtenido se muestra en la Figura 6-15. A partir del dendrograma es posible
obtener una representacion de la imagen a diferentes escalas.
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Figura 6-15 Dendrograma obtenido para el caso de ejemplo de la Figura 6-13

El indice C, se decanta por una particion de 3 clusters (ver Figura 6-16).
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Figura 6-16 Comportamiento de indice C; el ejemplo de la Figura 6-13.
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En este caso se define con claridad una particion de 3 clusters que, por demas, guarda
relacion directa con la cantidad de tejidos a identificar en la region.

En la Figura 6-16 se muestra la segmentacion obtenida junto a la imagen de la region de
interés y la segmentacion manual

E—

i

(a) (b) (©)

Figura 6-17 Segmentacién obtenida (a); original (b); segmentacién manual (c).

Los valores del indice de Jaccard para los tejidos de interés, sustancia gris, sustancia
blanca, asi como el fondo son 0.64269, 0.56125 y 1, respectivamente. Estos valores de
solapamiento de los clusters pueden parecer relativamente bajos, excepto para el caso del
fondo. Aqui se debe tener en cuenta que la particion de referencia que se toma es la
segmentacion manual. Como se comentaba anteriormente, la segmentacion manual no debe
ser asumida como la “verdad absoluta” pues su proceso de obtencion pasa por la
subjetividad humana.

La Figura 6-17 permite realizar una valoracion comparativa y evidencia la dificultad que
surge al identificar la frontera entre la sustancia gris y la sustancia blanca. Sin embargo,
desde el punto de vista visual nos parece que la segmentacion del algoritmo se corresponde
mejor con la imagen original que la segmentacion manual.

Aqui se debe tener en cuenta también la resolucion con la que fueron obtenidas las
imagenes. El espesor de los cortes es de 3 mm. y esto provoca que los pixeles cercanos a las
fronteras entre diferentes tipos de tejidos representen en realidad una combinacion de estos
tejidos. Este fendmeno es conocido como efecto de volumen parcial y, como se menciond
en el apartado 1.4, es un elemento que incide en el proceso de segmentacion.

Para completar la discusion de los resultados, en la Figura 6-18 se muestran las particiones
de 2, 3, 4 y 5 clusters obtenidas a partir del dendrograma.



200

(©) (d)
Figura 6-18 Segmentacion de 2 clusters (a), de 3 clusters (b), de 4 clusters (c), y de 5
clusters (d).

La segmentacion en dos clusters identifica claramente el fondo y el tejido cerebral. En el
caso de la Figura 6-18c se aprecia que la region ocupada por la sustancia gris, identificada
en la Figura 6-18a, aparece ahora subdividida. La Figura 6-18d es muy similar a la de tres
clusters, excepto por el hecho de la subdivision, casi imperceptible, que aparece en las
partes central y derecha.

El nuevo cluster que aparece en la Fig. 6-18c parece tener una explicacion razonable desde
el punto de vista médico. El tejido cerebral en su conjunto esta rodeado por liquido
cefalorraquideo que ocupa las cavidades o espacio subaracnoideo [207] (ver Figura 6-19).
Esto incluye las hendiduras o cavidades de la corteza conocidas como surcos. Esta fina
capa de tejido es la que parece corresponderse con el liquido cefalorraquideo que no
aparece identificado en la segmentacion manual (cf. Figura 6-18b). Lo anterior estd en
correspondencia con lo planteado por otros acerca del hecho de que los datos de IBSR no
identifican todo el liquido cefalorraquideo [198] y resulta un hallazgo interesante que esta
asociado a la posibilidad de visualizar los datos a diferentes escalas o resoluciones.
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Figura 6-19 Esquema de las estructuras que cubren el encefalo del hombre.

6.7.6 Resultados generales

Siguiendo el procedimiento descrito antes se procesaron imagenes de cada uno de los 20
conjuntos de datos de IBSR. Los valores del indice de Jaccard fueron calculados en cada
caso para la sustancia gris y la sustancia blanca en todas las regiones de interés
seleccionadas. Esta es una estrategia comudn en un ambiente clinico, donde el especialista se
centra en determinadas zonas de interes.

Aparte de razones computacionales, en nuestra opinion las zonas seleccionadas son
representativas de los tejidos cerebrales y pueden ser tomadas como base para la
comparacion. El procesamiento de los volumenes completos resultaria mas costoso aunque
no imposible. Una posibilidad seria realizar analisis de las imagenes por blogues.

El indice de Jaccard promedio obtenido al utilizar el método propuesto es de 0.657 + 0.178
para la sustancia gris, y 0.712 + 0.120 para la sustancia blanca. Los resultados obtenidos
para cada uno de los sujetos en las regiones de seleccionadas se muestran en la Tabla 6-3.
Estos valores pueden ser considerados como una primera aproximacion a la comparacion
con los reportados por los seis métodos de segmentacion y los resultados de los dos
expertos sobre cuatro cerebros de sujetos normales.
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Tabla 6-3 Valores de indice de Jaccard para cada sujeto por tipo de tejido

SUJETOS GRIS BLANCA
58 0,88048 | 0,80471
4 8 0,85598 0,657
2.4 0,83511 0,8913
6_10 0,74556 | 0,83591
15_3 0,76512 | 0,73753
16_3 0,645 | 0,71166
17_3 0,31024 | 0,56546
8_4 0,6654 | 0,59839
7_8 0,864 | 0,87137
110_3 0,41075 | 0,71698
111_2 0,5436 0,8814
112 2 0,71875 | 0,69748
100_23 0,49206 | 0,69288
202_3 0,71399 | 0,61972
191_3 0,64269 | 0,56125
12_3 0,86647 | 0,86765
13_3 0,36909 | 0,63031
1.24 0,62675 | 0,76812
205_3 0,75267 | 0,66571
11_3 0,44598 | 0,47149
Promedio | 0,657485 | 0,712316

En la Figura 6-20 se muestran los indices promedio para la sustancia gris y la sustancia
blanca obtenidos por varios métodos de segmentacion facilitados por IBSR. Ellos incluyen
los siguientes: adaptive MAP, biased MAP, fuzzy c-means, Maximum A Posteriori
Probability (MAP), Maximum-Likelihood, tree-structure k-means, y segmentaciones
manuales de otros 2 expertos sobre 4 cerebros de sujetos normales [194].

Los resultados pueden parecer bajos. Sin embargo, como ya se ha comentado, se debe tener
en cuenta que los datos contienen imagenes de diferentes calidades. Por otra parte, el
espesor de 3 mm. de los cortes tiene un impacto en el desempefio de los métodos de
segmentacion. Es por esa razon que estos resultados deben ser considerados validos en este
contexto Unicamente.
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Figura 6-20 Indice promedio para la segmentacion de la sustancia gris y de la
sustancia blanca.

6.7.7 Conclusiones

En este apartado se ha estudiado el comportamiento del método propuesto en el caso de
imagenes medicas reales.

Se aprecia que el indice C, propuesto se comporta de manera satisfactoria y sus resultados
se acercan en gran medida a los “reales” disponibles en forma de segmentaciones manuales.

Los resultados obtenidos evidencian, de manera empirica, que el comportamiento del
método en el contexto de aplicacion seleccionado es satisfactorio tanto desde el punto de
vista de las segmentaciones manuales disponibles, como en comparacion con otros métodos
de segmentacion. Para una comparaciobn mas completa se requieren experimentos
adicionales.
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6.8 Experimentos para acelerar la ejecucion del algoritmo. Resultados

Segun se analiz6 en el capitulo anterior el comportamiento del método de agrupamiento
jerarquico aglomerativo de tipo enlace promedio con restricciones de contigiiidad posee un
comportamiento temporal cuadratico en el peor caso en funcidn de la cantidad de pixeles a
procesar.

Independientemente de que empiricamente se mostré que este comportamiento puede ser
en realidad sub-cuadratico (ver apartado 5.8), a medida que crece la cantidad de pixeles el
procesamiento puede llegar a ser costoso computacionalmente.

Por otra parte, el método propuesto conduce a soluciones en las cuales la separacion
(desemejanza) promedio entre clusters, teniendo en cuenta las restricciones de contiglidad
espacial, es alta. De manera implicita la homogeneidad de los clusters tiende a ser alta.

En este apartado se explora un heuristico con el fin de disminuir el tiempo de
procesamiento para obtener a la solucidén segin el método propuesto. El heuristico esta
concebido para la reduccion de la cantidad de objetos que se someten al algoritmo de
agrupamiento jerarquico aglomerativo con restricciones, cuestion ésta que debe redundar en
la disminucion del tiempo de procesamiento.

6.8.1 Objetivo

El objetivo principal de estos experimentos es evaluar el efecto del heuristico sugerido en
las particiones que se obtienen en ausencia de referentes para la comparacion en el caso de
imagenes reales de pacientes de esclerosis multiple (EM) en cuanto al tiempo de
procesamiento requerido para su obtencidn, asi como en su calidad intrinseca.

6.8.2 Requisitos para abordar el objetivo

Para los analisis que siguen se han seleccionado imagenes de RM de pacientes de EM. La
EM es una enfermedad del sistema nervioso central que afecta fundamentalmente la
sustancia blanca en personas adultas jovenes. Caracterizada por primera vez por Charcot
[208], puede provocar discapacidades severas en los pacientes, e incluso causar la muerte.
Aunque sus causas no estan plenamente establecidas, se plantea que esta condicionada por
factores medioambientales y por cierta susceptibilidad genética.

Tradicionalmente se ha considerado que la EM es una enfermedad que ataca la mielina
presente en el cerebro y la médula 6sea. Sin embargo, se conoce que también las fibras
nerviosas (axones) son objeto de dafio, desapareciendo junto con las células a las cuales
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estan enlazadas. Desafortunadamente no existen marcadores de laboratorio que midan de
manera exacta, tanto la desmielinizacion, como el dafio axonal en las etapas tempranas de
la enfermedad cuando no abundan ain muchos sintomas clinicos.

El dafio acumulado producto de la pérdida de mielina, el dafio axonal, y la pérdida de éstos
en su conjunto se manifiesta a través de la “desaparicion de tejido”, tanto en el cerebro
como en la médula dsea. A esta perdida de tejido se le denomina atrofia. Los espacios que
se van generando son ocupados por el liquido cefalorraquideo.

En la Figura 6-21 se muestran imagenes de RM de pacientes de EM obtenidas segln el
protocolo FLAIR (Fluid Attenuated Inversion Recovery) mediante el cual es posible
suprimir la intensidad del liquido cefalorraquideo.

Figura 6-21 Imagenes de pacientes de EM.

En las imagenes se aprecia la disminucion del volumen del tejido cerebral provocado por la
enfermedad. Las zonas de alta intensidad estan asociadas a las lesiones presentes en la
sustancia blanca.

6.8.3 Descripcion del heuristico

El algoritmo propuesto comienza el procesamiento considerando cada pixel como un
cluster. Empiricamente, en el capitulo anterior (ver apartado 5.8) se mostrd que la
complejidad computacional puede considerarse sub-cuadratica en funcion de la cantidad de
pixeles, aunque no es menos cierto que a medida que crece la cantidad de pixeles el
procesamiento puede llegar a ser costoso.

La idea es utilizar entonces el siguiente heuristico. En la primera fase del algoritmo se
mezclan todos aquellos pixeles vecinos cuya desemejanza se encuentre por debajo de un
valor ¢ definido de antemano. De esta manera la cantidad de clusters con la que comienza
el algoritmo se reduce. Se debe sefialar que esta reduccion se obtiene a costa de perder los
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primeros niveles del dendrograma original. Sin embargo, estos primeros niveles por lo
general no son tan importantes desde el punto de vista del andlisis de los datos. Méas adn,
desde el punto de vista practico usualmente resultan de interés aquellas particiones que
contengan una cantidad pequefia de clusters. Precisamente estas particiones se obtienen en
las Gltimas etapas del dendrograma [209, 210].

Al finalizar el proceso de reduccién y con vistas a aplicar el metodo propuesto es necesario
mantener actualizada la relacion de vecindad entre los clusters resultantes. Con este fin se
pueden aplicar dos estrategias: (a) partir de la relacion de vecindad inicial entre clusters
singulares e ir actualizando la relacion de adyacencia; (b) realizar las fusiones y luego
calcular las relaciones de vecindad

La primera estrategia presupone el analisis de cada par de vecinos y su fusion en el caso
gue la desemejanza se encuentre por debajo del umbral establecido. Luego de la fusion se
realiza la actualizacion de las relaciones de vecindad entre el cluster recién modificado y el
resto. Esta estrategia es muy similar al método propuesto, excepto en el hecho de que en
cada paso no es necesario fusionar el par de clusters que posea desemejanza minima.

Para el caso de la segunda estrategia se puede proceder de la siguiente manera. Se
construye un grafo no dirigido que contenga un vértice por cada pixel y una arista entre dos
vertices si y solo si ellos son vecinos y ademas la desemejanza entre ambos no sobrepasa el
umbral ¢ establecido. La etapa de reduccidn es equivalente entonces a la obtencion de los
componentes conexos del grafo asi creado. La obtencion de los componentes conexos se
puede lograr en un tiempo O(n+m), donde n es la cantidad de vértices y m la cantidad de
aristas [211, 212]. Una vez obtenidos los componentes conexos se hace necesario propagar
la relacion de vecindad inicial. Debemos recordar aqui que para la utilizacion del método
propuesto se requiere conocer el grado de contiglidad relativa entre clusters con vistas al
calculo de la desemejanza entre ellos (ver apartado 5.4).

6.8.4 Evaluacion experimental del heuristico

Para analizar el comportamiento del heuristico de reduccién de los datos se ha procedido de
manera similar a los apartados anteriores. Primeramente se ha seleccionado una region de
interés y luego se ha aplicado el procedimiento de seleccién del radio de vecindad descrito
antes.

En la Figura 6-22 se presenta a modo de ilustracion una imagen utilizada con la regién de
interés destacada.
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Figura 6-22 Region seleccionada en una imagen de un paciente de EM.

La Figura 6-23 muestra la region de interés ampliada, asi como el radio de vecindad
sugerido por el procedimiento de seleccion. El valor de radio escogido se utiliza para
definir la relacion de vecindad entre pixeles durante todo el procesamiento.

X 104
12

Diversidad local

Imagen original
Tamafio: 57 x 54 pixeles

0 1 1 1
0 10 20 30 40

Radio de vecindad
Valor sugerido: 16

Figura 6-23 Radio de vecindad sugerido para la region de interés seleccionada.
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Un aspecto practico a resolver para la aplicacién de heuristico consiste en la determinacion
del umbral €. Es evidente que a medida que este umbral aumenta mayor sera la cantidad de
pixeles que se fusionan en clusters como resultado de la aplicacion del heuristico limitando
de esa manera la cantidad de particiones posibles a obtener al aplicar el método propuesto.

Varios procedimientos pudieran ser sugeridos para buscar un umbral. Asi por ejemplo, es
posible analizar la distribucion de las desemejanzas entre pares de pixeles y seleccionar el
umbral como la desemejanza asociada a un determinado valor. La utilizacién de este
procedimiento permite controlar qué por ciento de enlaces entre pixeles son suprimidos. Sin
embargo, la reduccion efectiva en cuanto a la cantidad de clusters que se obtienen guarda
estrecha relacion con el radio de vecindad utilizado en el procesamiento.

En el contexto de esta aplicacion se ha observado de manera empirica que con umbrales
pequefios, por ejemplo diferencias de 0 y 1 unidades de intensidad de los pixeles, se
obtienen resultados aceptables. La utilizacion de estos umbrales es equivalente a tener en
cuenta en la etapa asociada al heuristico solamente aquellos pixeles que sean vecinos entre
si y cuyas diferencias de intensidades sean a lo sumo igual a 1. A continuacion se discuten
estos resultados.

6.8.4.1 Escenarios experimentales

La evaluacion experimental del heuristico toma como base tanto las particiones obtenidas
como los tiempos de ejecucion.

Se han analizado los siguientes escenarios de procesamiento:

a) Método de enlace promedio (average-link).

b) Meétodo propuesto sin heuristico.

c) Meétodo propuesto con heuristico y umbral igual a 0.
d) Método propuesto con heuristico y umbral igual a 1.
e) Método k-means.

Los escenarios (a) y (e), se refieren a métodos clasicos muy utilizados, que aunque
funcionan sin tener en cuenta la estructura espacial de los pixeles, pueden servir (tiles
como referentes de comparacion. El caso (a) es el equivalente del método propuesto y el (e)
es un método rapido desde el punto de vista computacional. Los resultados que se reportan
se refieren a las implementaciones de Matlab.

El escenario (b) ocurre bajo las mismas condiciones descritas en los apartados anteriores, es
decir, se ejecuta el método propuesto partiendo de la particion formada por clusters
singulares.
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Los escenarios (c) y (d), por su parte, se refieren a la aplicacion del heuristico con
diferentes umbrales. En el caso (c) se activan enlaces entre pixeles vecinos que sean
exactamente iguales en teérminos de intensidad. El caso (d) permite ademas de las
condiciones anteriores que se consideren pixeles cuya diferencia de intensidades sea menor
o igual que 1.

6.8.4.2 Analisis de las particiones obtenidas

6.8.4.2.1 Escenario (a)

El escenario (a) consiste en una corrida del método de enlace promedio (average-link)
sobre los pixeles de la imagen sin considerar la estructura espacial.

Una vez obtenido el dendrograma (ver Figura 6-24) se muestran las particiones asociadas a
las Gltimas etapas (ver Figura 6-25).
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Figura 6-24 Dendrograma obtenido para el escenario (b).
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Figura 6-25 Particiones obtenidas en el escenario (a).

En este caso se puede sefialar que las particiones de 2 a 6 clusters capturan de manera
aceptable las principales regiones en la imagen. Ya a partir de la particion de tamafio 7 se
comienza a apreciar cierto grado de sobre-segmentacion.

Un elemento no favorable a sefialar consiste en el elevado tiempo de procesamiento
(209.233 segundos ~ 3.5 minutos, incluyendo el calculo de las distancias) requerido para
obtener el dendrograma.

6.8.4.2.2 Escenario (b)

A continuacion se presentan los resultados asociados al escenario (b), es decir, la aplicacion
del método propuesto sin la utilizacion del heuristico. En este, y el resto de los escenarios
que siguen se utilizé la vecindad de 16 pixeles sugerida por el procedimiento de seleccién
(ver apartado 6.6.4).

La Figura 6-26 muestra el dendrograma obtenido. Aqui como en los demés casos nuestro
interés se concentra en las particiones que se derivan de las Ultimas etapas de construccion
del dendrograma. Estas son, usualmente, las de mayor interés practico pues permiten
resumir los datos en una pequefia cantidad de grupos.
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Figura 6-26 Dendrograma obtenido para el escenario (b).

El analisis del dendrograma utilizando el indice C, apunta hacia la particion de 3 clusters,
aunque también como segunda opcion sugiere la particiéon de 5 clusters (ver Figura 6-27).
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Figura 6-27 Comportamiento del indiceC, en el Escenario (b).
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En la Figura 6-28 se muestran las particiones con cardinalidades que van desde 2 hasta 9

clusters obtenidas a partir del dendrograma.
T

6 clusters 7 clusters 8 clusters 9 clusters

o
s

2 clusters 3 clusters

Figura 6-28 Particiones obtenidas en el escenario (b).

La particion que consiste en dos clusters separa las partes oscuras de la imagen de las
claras. Ya en las particiones de 3 y 4 clusters se comienzan a destacar las zonas de mas alta
intensidad.

En la particion de 5 clusters se aprecian claramente las zonas de intensidad media alta. Ya a
partir de la particion de 6 clusters comienzan a aparecer mas detalles en los grupos oscuros.

En comparacion con el Escenario (a) el tiempo de ejecucién disminuye a 47.252 segundos,
es decir, a menos de un minuto. Si le agregamos el tiempo requerido para el procesamiento
inicial de las vecindades de los pixeles (8.259 segundos) el tiempo total seria 55.511
segundos. La implementacion (en Matlab) de la obtencion de los vecinos en la etapa inicial
es susceptible de un refinamiento con vista a optimizar el uso de la memoria y hacerlo
menos costos en tiempo. Estos comentarios son validos también para los escenarios (c) y

(d).

En general la disminucidn del tiempo esta en correspondencia con los resultados del
apartado 5.8.
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6.8.4.2.3 Escenario (c)

En el escenario (c) el método propuesto es aplicado luego de efectuar una reduccion de los
datos segun el heuristico. En la Figura 5-29 se muestra la distribucion de las distancias
entre los pixeles.

La etapa de reduccion en este caso utiliza un umbral igual a 0. Se observa que no es muy
frecuente pero la disminucion del nimero de aristas en el grafo correspondiente que se
logra acelera de manera importante la ejecucion del algoritmo propuesto.
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Figura 6-29 Diagrama de barras de distancias entre pixeles.

A continuacion se muestran los resultados obtenidos.

e Radio de vecindad escogido: 16

e Total de aristas iniciales: 942170

e Total de aristas que cumplen la condicion impuesta por el umbral: 16174 (1.72%)
e Cantidad inicial de clusters = 3078 (57*54 pixeles)

e Componentes conexos obtenidos = 280 (clusters)

e Reduccion (% de clusters eliminados) = 90.90%

e Tiempo de obtencion de componentes conexos = 0.086 segundos.
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Como se puede apreciar la utilizacién de un umbral igual a O provoca una reduccién
importante de los datos del 90% aproximadamente. Los 280 clusters resultantes son los
componentes conexos del grafo obtenido al imponer las condiciones de vecindad entre
pixeles y de igualdad de intensidades.

Estos 280 clusters son sometidos entonces al algoritmo jerarquico propuesto, pasando por
una etapa previa de ajuste de la relacion de vecindad entre estos nuevos clusters tomando
como base la relacion de vecindad inicial entre pixeles.

Los tiempos de estas dos etapas son los siguientes:

e Preparacion de los datos: 0.255 segundos
e Ejecucion del algoritmo: 0.165 segundos

Si se incluye la etapa de procesamiento de las vecindades (8.259 segundos), el tiempo de
obtencion de los componentes conexos (0.086 segundos), asi los tiempos de algoritmo
(0.255+0.165 segundos), el tiempo total resultante seria igual a 8.765 segundos que es
significativamente menor que el caso de los Escenarios (a) y (b).

En la Figura 6-30 se muestra el dendrograma obtenido.
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Figura 6-30 Dendrograma obtenido para el escenario (c).
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La sugerencia del indice C, (ver Figura 6-31) descansa en la particion de 4 clusters donde

se destacan las zonas de baja media y alta intensidad presentes en la imagen.
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Figura 6-31 Comportamiento del indice C; en el Escenario (c).

En la Figura 6-32 contiene las particiones asociadas a las etapas finales. Segln se puede
apreciar, las particiones obtenidas guardan cierta semejanza con las obtenidas en el

Escenario (b).
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Figura 6-32 Particiones obtenidas en el escenario (c).
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Las regiones intensidad media se comienzan a revelar en la particion de 4 clusters de
manera similar a lo que ocurre en el Escenario (b). Las zonas de alta intensidad se
vislumbran a partir de la particion de 8 clusters, a diferencia del Escenario (c) donde se
aprecian ya en la particion de 3 clusters.

Esto apoya la idea de que la pérdida de informacion asociada a la etapa de reduccion
utilizando un umbral igual a 0 no influye de manera muy significativa en los resultados
finales y permite obtener una disminucion sustancial del tiempo de procesamiento.

6.8.4.2.4 Escenario (d)

En este escenario la Unica modificacion consiste en llevar el umbral hasta el valor 1, es
decir, se permite establecer enlaces entre aquellos pixeles que ademés de ser vecinos
posean una diferencia de intensidad a lo sumo igual a 1. Los resultados de la ejecucion se
muestran a continuacion.

e Radio de vecindad escogido: 16

Total de aristas iniciales: 942170

Total de aristas que cumplen la condicidn impuesta por el umbral: 49109 (5.21%)
Cantidad inicial de clusters = 3078 (pixeles)

Componentes conexos obtendiso = 35 (clusters)

Reduccidon (% de clusters eliminados) = 98.86%

Tiempo de obtencién de componentes conexos = 0.328 segundos.

En este caso el porciento de aristas que cumplen la condicién impuesta por el umbral ha
pasado de 1.72% (Escenario (c)) a 5.21%. En cuanto al porciento de reduccion en la
cantidad de clusters éste varia del 90.90% (Escenario (c)) al 98.86%.

Por su parte los tiempos de ejecucion del método propuesto junto a la etapa de preparacion
de los datos son los siguientes.

e Preparacion de los datos: 0.237 segundos.
e Ejecucion del algoritmo: 0.0004 segundos.

Como en los casos anteriores el procesamiento incluye varios componentes: procesamiento
de la vecindad, obtencion de los componentes conexos y las etapas del algoritmo. Esto hace
que el tiempo de ejecucion sea de 8.824 segundos lo que representa un aumento en el
tiempo total de cerca del 1% respecto al Escenario (c). Este aumento se explica,
especificamente, por la etapa de reduccion. Esta etapa resulta mas costosa pues el grafo
resultante de aplicar el umbral contiene mayor cantidad de aristas.

Sin embargo, si se analizan los tiempos de ejecucion del algoritmo propiamente dicho, es
decir, los tiempos de preparacién de los datos que se le suministran y de construccién de la
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jerarquia, se aprecia una reduccién de cerca del 50% (0.2374 segundos aqui y 0.420
segundos en el Escenario (c).

Aqui el aumento del umbral lleva asociado, como es de esperar, un aumento en la cantidad
de enlaces entre pixeles vecinos que se activan. Ello a su vez conduce a una elevada
reduccion del 98% de los datos iniciales: de 3078 clusters singulares (pixeles), hasta
solamente 35 clusters.

Debemos hacer notar que los pixeles que se ubican como miembros de un componente
conexo en la etapa de reduccion nunca se separaran de éste. La Figura 6-33b muestra los 35
clusters resultantes de la etapa de reduccion. Como se puede apreciar las zonas de
intensidad medio alta han sido ‘fundidas’ con el gran fondo gris desde un inicio y por tanto
nunca seran subdivididas. Es por esta razon que en general una excesiva reduccion de los
datos no es un fendmeno muy deseado.

(@) (b)

Figura 6-33 Imagen original (a); imagen después de la reduccidn (b).

En la Figura 6-34 se muestra el dendrograma obtenido en el caso del Escenario (d).
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Figura 6-34 Dendrograma obtenido para el escenario (d).

Como se aprecia en la Figura 6-35 el indice C, apunta hacia la particion de 4 clusters.
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Figura 6-35 Comportamiento del indice C, en el Escenario (d).

La Figura 6-36 muestra las particiones obtenidas en este caso. Esta vez las particiones
resultan mas “nitidas” y resaltan bien las zonas oscuras y las de mas alta intensidad.
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Figura 6-36 Particiones obtenidas en el Escenario (e).

Como se comento antes, y por efecto de la etapa de reduccién, las particiones subsiguientes
solamente incluirdn refinamientos de los clusters ya existentes teniendo como tope los 35
clusters generados en la etapa de reduccion.

6.8.4.2.5 Escenario (e)

Este escenario consiste en la corrida del método k-means sobre los pixeles de la imagen,
considerando solo los valores de intensidad sin tener en cuenta la estructura espacial. La
implementacién utilizada realiza 10 corridas del algoritmo con centroides iniciales
aleatorios y devuelve como resultado la particion de menor error cuadrético.

El método fue corrido para obtener las particiones con cardinalidad desde 2 hasta 9 clusters
(ver Figura 6-37).
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Figura 6-37 Particiones obtenidas en el escenario (a).
Los tiempos obtenidos se muestran en la Tabla 6-4.

Tabla 6-4 Tiempos del algoritmo k-means.

K 2 3 4 5 6 7 8 9 | PROMEDIO

Tiempo 0.021 | 0.022 | 0.015 | 0.020 | 0.057 | 0.064 | 0.028 | 0.074 0.0376
(segundos)

Las particiones méas naturales, desde el punto de vista de la segmentacion, obtenidas con el
método k-means son las de 2 y 3 clusters. En la particién de cardinalidad 2 se diferencian
las regiones oscuras y las més claras, mientras en la particion de cardinalidad 3 se revela
ademas la zona de intensidad mas alta.

Un aspecto positivo a resaltar son los bajos tiempos de ejecucion, inferiores a todos los
casos examinados anteriormente. En cuanto a la calidad de las segmentaciones se aprecia
que ya partir de la particion de 4 clusters se comienza a manifestar un cierto efecto de
sobre-segmentacion. De hecho, la particion de 9 clusters es muy similar visualmente con la
imagen original.

6.8.4.2.6 Resultados

La utilizaciéon del heuristico como paso previo a la aplicacion del método propuesto,
independientemente de que presupone cierta pérdida de informacion acerca de las primeras
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etapas de la construccion del dendrograma, permite reducir de manera significativa la
cantidad de datos a procesar.

Como resultado de la reduccion de los datos que provoca la utilizacion del heuristico, se
obtienen reducciones importantes del tiempo de ejecucion. En la Tabla 6-5 se resumen los
tiempos de ejecucion asociados a cada uno de los escenarios analizados.

Tabla 6-5 Tiempos de ejecucion para cada uno de los escenarios analizados.

ESCENARIO TIEMPO DE PROCESAMIENTO
(SEGUNDOS)
Average-link 209.233
Método propuesto sin heuristico 55.511 | *
Método propuesto con heuristico (umbral 0) 8.765 | *
Método propuesto con heuristico (umbral 1) 8.824 | *
k-means (tiempo promedio) 0.038

(*) Incluye los tiempos de las etapas previas al algoritmo propuesto

A partir de los dendrogramas construidos utilizando el heuristico se obtienen particiones
coherentes respecto a aquellas que resultan de la aplicacion del método directamente y que
son ademé&s comparables con la de los métodos clésicos analizados, ain cuando estos
ultimos no tienen en cuenta las restricciones de contigiiidad espacial impuestas a los datos.

El aumento del umbral conduce a un aumento en la cantidad de enlaces entre pixeles
vecinos que se activan. Ello a su vez conduce a una excesiva reduccion de los datos que,
por lo general, no es un fendbmeno muy deseado.

Finalmente, en la Tabla 6-6 se presentan a manera de comparacion visual las particiones
principales obtenidas en cada uno de los 5 escenarios analizados.



222

Tabla 6-6 Particiones seleccionadas en cada uno de los escenarios

analizados.

Imagen 5 clusters 5 clusters”
original Average-link Sin heuristico

4 clusters 4 clusters 3 clusters
Umbral 0 Umbral 1 k-means
(*) Segunda opcidn (ver apartado 6.8.4.2.3)

6.8.5 Conclusiones

En este apartado se ha estudiado el heuristico de reduccién de aristas para acelerar del
método propuesto en el caso de imagenes médicas reales.

El umbral minimo utilizado ha dado resultados satisfactorios en cuanto a la reduccion del
tiempo de ejecucidn sin pérdida de calidad visual de las particiones que se obtienen.

El aumento minimo del umbral no ha supuesto una mejora en el tiempo de ejecucion ni
tampoco en la calidad (visual) de la segmentacion. Tomar umbrales mayores ocasiona una
reduccion excesiva en la cantidad de clusters, y esto puede conllevar eventualmente a la
fusion de todos los pixeles en Unico cluster. Este efecto esta asociado al radio de vecindad.

Colateralmente se ha observado la influencia de la definicién del radio de vecindad en el
tiempo de ejecucion del algoritmo.

El algoritmo k-means es, con diferencia, el méas répido pero, la solucion que ofrece es de
baja calidad en comparacion con los resultados obtenidos por el método propuesto en sus
distintas variantes.
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7 Conclusiones y futuras investigaciones

En este trabajo se ha realizado un estudio sobre las relaciones espaciales entre los datos y la
posibilidad de incluir esta informacion en el proceso de clasificacion automatica de los
mismos. Se ha propuesto un nuevo método de agrupamiento jerarquico aglomerativo que
tiene en cuenta las relaciones espaciales de los datos. Los capitulos 4, 5y 6 contienen los
principales analisis y resultados. En este capitulo se resumen los resultados principales
logrados y se comentan varias posibilidades de trabajos futuros.

7.1 Conclusiones

En la Parte | se presenta una revision de los principales conceptos relacionados con las
imagenes digitales, en particular las imagenes médicas. Se ofrece también una panordmica
de los métodos de clustering y de los métodos de segmentacion de imagenes. Se destaca la
idea de que la segmentacién de una imagen se puede ver como la particion de los pixeles en
clases homogéneas y en las semejanzas como las vias para su obtencion.

La Parte 1l esta dedicada al estudio de las interacciones espaciales entre los objetos de un
conjunto. Se ha realizado un estudio basado en las nociones de autocorrelacion espacial de
Moran y Geary. A partir de considerar como unidades estadisticas las relaciones espaciales
entre los objetos, en lugar de considerar los objetos en si, se han modificado las
definiciones de media y varianza utilizando los pesos espaciales como elementos de
ponderacién.

Utilizando las versiones modificadas de la media y la varianza se introducen las versiones
modificadas de los indices de autocorrelacion espacial de Moran y Geary. Se logra entonces
establecer la complementariedad entre ambos indices modificados. Ademas se propone un
indice de autocorrelacion espacial a partir del concepto de variabilidad local de Lebart.

Las formulas de descomposicion de la varianza que se han derivado brindan la posibilidad
de definir nuevos indices de autocorrelacion espacial cuyas propiedades han sido
analizadas, asi como sus relaciones con los indices de autocorrelacion espacial
mencionados anteriormente.

La metodologia LISA (Local Indicators of Spatial Spatial Association) ha permitido asociar
indices locales a cada uno de los indices globales de autocorrelacion espacial. Ellos
posibilitan profundizar en el conocimiento de la estructura espacial de los datos.

La aplicacién del indice de Geary al estudio de las particiones de un conjunto de objetos
con relaciones espaciales ha determinado la definicion de un indice de autocorrelacion
espacial asociado a particiones, C, , que toma en cuenta Unicamente las fronteras entre las

clases de una particion.
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El sentido intuitivo del indice C_ es el siguiente. Debido a la relacion que se establece

entre los objetos fronterizos de los clusters, su valor caracteriza la autocorrelacion espacial
de las fronteras.

Se han analizado casos particulares de estructura espacial y el comportamiento en estos
casos de los indices de autocorrelacion espacial bajo estudio.

El caso habitual de datos no estructurados ha resultado ser un caso particular en este
contexto.

La Parte 111 esta dedicada a los métodos de clustering con restricciones.

En el capitulo 5 se presenta el estudio tedrico de un método de agrupamiento jerarquico
aglomerativo con restricciones de contigiidad. Las restricciones de contigliidad se modelan
mediante una matriz o grafo de contiguidad.

Se introduce una funcion de desemejanza que toma en cuenta las relaciones de contigtiidad
impuestas sobre los datos y se analizan sus propiedades. Se demuestra que la jerarquia de
clusters que se obtiene con el método propuesto al utilizar una estrategia aglomerativa
restringida a la fusion de clusters adyacentes, es libre de inversiones.

Varias alternativas de implementacion son propuestas y se realiza, ademas, un analisis de la
complejidad computacional. El analisis de los tiempos de ejecucion al procesar imagenes
permite plantear, de manera empirica, que el comportamiento del método propuesto es sub-
cuadratico. Mediante un ejemplo en el campo de la segmentacion de iméagenes se ilustran
las principales caracteristicas del método propuesto.

En el capitulo 6 se evalla el método propuesto tomando como area de aplicacion la
segmentacion de imagenes medicas, especificamente las imagenes del cerebro. Los objetos
a clasificar, en este caso, son los pixeles de una imagen. Las relaciones de contiguidad
tienen en cuenta la disposicion espacial. En esta evaluacion se han utilizado tanto imagenes
simuladas como imagenes reales.

Con vistas a la seleccion del radio de vecindad a utilizar en el proceso de clasificacion en
este tipo de aplicacion, se propone un procedimiento heuristico que se basa en la idea de la
variabilidad local. Los resultados obtenidos corroboran, de manera empirica, la calidad de
las particiones obtenidas.

El indice C;, asumido y utilizado para realizar el corte de los dendrogramas que se obtienen

tanto en el caso de imagenes simuladas como en imagenes reales, se comporta de manera
satisfactoria. Los resultados que se obtienen estan en concordancia con los que sugieren el
indice de Calinski-Harabazs y el de Hartigan.
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Un elemento a favor de la calidad de las particiones resultantes lo constituyen los altos
valores del indice ajustado de Rand en el caso de las imagenes simuladas. Para las
imagenes reales las segmentaciones que se obtienen se acercan en gran medida a los
resultados disponibles tanto en forma de segmentaciones manuales, como en comparacion
con otros metodos de segmentacion.

Se ha propuesto un heuristico de reduccion de clases para acelerar del método propuesto en
el caso de imégenes médicas reales. Como resultado de la reduccion de los datos se
obtienen disminuciones importantes del tiempo de ejecucion sin pérdida de calidad visual
de las particiones que se obtienen.

7.2 Futuras investigaciones

Durante la ejecucion del trabajo han surgido varias cuestiones interesantes que pueden ser
objetos de futuras investigaciones.

7.2.1 Capitulo 4

Los resultados presentados en el capitulo 4 pueden ser estudiados desde la perspectiva
multivariante. También es posible generalizar la interpretacion de los pesos espaciales a;

al intervalo [0,1].

En el apartado 2.2 se interpreta la descomposicién de la varianza (T=W+B) como una suma
de matrices. En el caso c) del apartado 4.2.6.3 se considera que el andlisis de datos habitual
en que los objetos no estan relacionados entre si, es el caso en que todos los objetos son
adyacentes entre si, salvo consigo mismo. Este paralelismo sugiere la posibilidad de
analizar el problema de la busqueda de la particion 6ptima en el analisis clasico mediante el
criterio C;.

En este trabajo se ha considerado la busqueda de la particion 6ptima (en general, local)
mediante un criterio parecido a C; (su numerador promediado), y la estrategia del

algoritmo jerarquico aglomerativo del enlace tipo promedio con restricciones.

Posteriormente se ha analizado el corte del dendrograma mediante C;, que se ha mostrado

interesante. Proceder directamente con algoritmos aglomerativos y el criterio (una
desemejanza basada en) C;, directamente, plantea los problemas de la posibilidad de

inversiones y el de la complejidad computacional, que de ser resueltos positivamente
ofrecerian a la comunidad una nueva herramienta de analisis de datos que integraria los
datos clasicos con los temporales, espaciales y en general con todos aquellos que pudieran
representarse mediante grafos.
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7.2.2 Capitulo 5

En el apartado 5.8 se analiza el comportamiento del algoritmo jerarquico aglomerativo con
restricciones contiguidad. Para una clase dada se define su vecindad Vt(Pk) y la

cardinalidad de ésta: #(V‘(Pk)). Aqui surge un problema interesante acerca de la

evolucion de la cardinalidad promedio para un grafo arbitrario partiendo de que se conozca
ademas #°_ 'y sometido a contracciones sucesivas.

Queda abierta la posibilidad de trabajar en el refinamiento de las implementaciones usadas
tanto en el procesamiento de las vecindades, como del algoritmo de clasificacion usado.

7.2.3 Capitulo 6
El trabajo experimental que se realiza en el capitulo 6 puede profundizarse y ampliarse.

Los experimentos utilizando imagenes simuladas se pueden extender a la valoracion del
ruido y heterogeneidades de intensidad en los resultados que se obtienen con el método
propuesto.

Un analisis mas completo puede ser realizado en el apartado 6.7.6 con el fin de poder
comparar mas detalladamente el comportamiento del método propuesto en este conexto con
los resultados disponibles de otros métodos.

Un estudio adicional se puede realizar acerca del comportamiento de la diversidad local en
funcién de los radios y del contenido de las imagenes, es decir, la distribucion y tamafio de
los objetos presentes en ella.

Los indices locales de autocorrelacion espacial analizados en el capitulo 4 pueden ser
incluidos en el proceso de segmentacion de las imagenes utilizando el método propuesto
con vistas a la evaluacion de sus comportamientos. También es posible aplicar los indices
locales en las fronteras de una segmentacion con el objetivo de intentar una mejora
mediante un proceso de reasignacion de las pertenencias de los pixeles.

Como trabajos futuros también se recomienda la evaluacion del método propuesto en otros
contextos de aplicacion como son los casos, por ejemplo, del andlisis de guiones
cinematograficos y televisivos que se comenta en el cuerpo del trabajo o de redes sociales.
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