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Introduccion

Este trabajo se comenzd con el objetivo general de profundizar en el
conocimiento del Teorema de estructura de Rosenbrock y sus diversas inter-
pretaciones. Una lista no exhaustiva de éstas puede verse en [36]. A pesar de
que los primeros resultados que se obtuvieron nos llevaron por derroteros
que, a priori, no habiamos sospechado, el contenido de esta memoria no
puede desligarse de la motivacién original.

El Teorema de estructura de Rosenbrock, también conocido, por ra-
zones que se expondran mas adelante en esta memoria, como Teorema de
Asignacion de Polos y que de ahora en adelante llamaremos simplemente
Teorema de Rosenbrock ([50]), caracteriza los posibles invariantes de seme-
janza (factores invariantes o divisores elementales) que pueden asignarse a
la matriz de estados de un sistema controlable mediante un feedback de
estados. Concretamente, dado un sistema lineal de control invariante en el
tiempo

x(t) = Az(t) + Bu(t), (1)
el problema consiste en caracterizar los posibles factores invariantes (o, si

se quiere, las posibles formas de Jordan) del sistema en lazo cerrado
&(t) = (A+ BF)z(t) + Bo(t) (2)

que se obtiene al realizar sobre el sistema original una realimentacién (o

feedback) del siguiente tipo:
u(t) = Fx(t) + v(t). (3)

VII
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Para sistemas discretos (i.e., en diferencias) se puede formular un pro-
blema similar. En este caso las matrices del sistema pueden estar definidas
en un cuerpo arbitrario y es preferible omitir cualquier referencia a formas
de Jordan y hablar de los factores invariantes o divisores elementales como
sistemas completos de invariantes.

Rosenbrock demostré su teorema de estructura para sistemas contro-
lables definidos en R, pero su demostraciéon tiene validez para matrices sobre
cualquier cuerpo. De hecho, de su demostracion se deduce que el problema
de asignacién de invariantes por realimentacién de estados es equivalente
al problema de la existencia de una matriz polinomial no singular que sea
propia por columnas con los grados de éstas y los factores invariantes pres-
critos. Los factores invariantes forman un sistema completo de invariantes
para la equivalencia de matrices polinomiales: Dos matrices polinomiales
Pi(s) y Py(s) son equivalentes si existen matrices invertibles en el anillo de
las matrices polinomiales cuadradas del tamano apropiado, U(s) y V(s),
tales que

Py(s) =V (s)Pi(s)U(s).

A las matrices polinomiales invertibles se les llama matrices unimodulares
(ver Capitulo 1).

La equivalencia de estos dos problemas no es mera coincidencia. En el
fondo se encuentra el hecho de que a todo sistema controlable como (1) se

le puede asociar una matriz polinomial de la siguiente forma. Si
G(s)=(s[—A)'B

es la matriz de transferencia del sistema (1), ésta es una matriz de funciones
racionales, y toda matriz racional se puede escribir como una fraccién irre-

ducible por la derecha de matrices:
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Que esta fraccién de matrices sea irreducible significa que sus tnicos factores
comunes por la derecha son unidades (en el anillo de las matrices polino-
miales cuadradas correspondiente). La matriz polinomial que se le asocia al
sistema (1) es la matriz P(s) y en [58] a estas matrices se les dio el nombre
de representaciones polinomiales matriciales de (1).

La representacion de G(s) como fraccion irreducible por la derecha de
matrices no es tunica, puede haber muchas representaciones polinomiales
matriciales del mismo sistema. Sin embargo, se demostré en [58] que todas
ellas son equivalentes por la derecha. Esto significa que si Pi(s) y P»(s) son

representaciones polinomiales matriciales del mismo sistema entonces
Py(s) = Pi(s)U(s)

para alguna matriz unimodular U(s).

Asi pues, todas las representaciones polinomiales matriciales de un sis-
tema tienen los mismos factores invariantes; y éstos son los de sI — A salvo
el nimero de factores invariantes iguales a 1 (véase [58]).

Por otra parte, de acuerdo con un resultado de [56], toda matriz poli-
nomial no singular es equivalente por la derecha a una que es propia por
columnas. Es decir, siempre existe una representacién polinomial matricial

de (1) con la siguiente forma:
P(s) = P, Diag(s™, ..., s") 4 L(s), (4)

donde kq, ..., k,, son los grados de sus columnas, det P, # 0 y L(s) es una
matriz polinomial cuya i-ésima columna tiene grado menor que k;. A los
pares (N(s), P(s)) tales que P(s) es propia por columnas y N(s)P(s)™! es
una fraccion irreducible de matrices de la matriz de transferencia de (1) se
les llama descripciones normales externas del sistema (ver [36] y sus referen-
cias). Un mismo sistema controlable puede admitir mas de una descripcién
normal externa, pero el hecho de que todos sus denominadores sean re-

presentaciones polinomiales del mismo sistema implica que éstos son todos
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equivalentes por la derecha. Ahora bien, la accién del grupo de matrices
polinomiales invertibles por la derecha no cambia los grados de las colum-
nas ([56]). En consecuencia, todas las descripciones normales externas de
un sistema tienen los mismos factores invariantes y los mismos grados de
columnas.

Finalmente, se prueba en [31, sec. 7.2] que la realizacién de un feedback
de estados sobre el sistema (1) tiene la siguiente repercusioén sobre cualquier

descripcion normal externa:
= No altera el numerador.

= No altera la matriz P, de los coeficientes de mayor grado en cada

columna.
= No cambia los grados de las columnas.
» Puede alterar completamente la matriz polinomial L(s).

Y reciprocamente, toda modificacién de L(s) produce una matriz propia por
columnas que es representacion polinomial matricial de un sistema que se
obtiene de (1) mediante un feedback de estados. Asi pues, dado el sistema
(1) y dada una representacién polinomial matricial propia por columnas,
P(s), del mismo, encontrar un feedback de estados (3) para que la matriz
de estados, A+ BF', de (2) tenga unos factores invariantes prescritos equivale
a encontrar una matriz polinomial no singular propia por columnas Pg(s);
es decir, una representacion polinomial matricial del sistema (2) con dichos
factores invariantes prescritos y con los mismos grados de columnas que
P(s).

Que los grados de las columnas de los denominadores en todas las des-
cripciones normales externas sean los mismos hace pensar en dos cosas:
debe haber alguna propiedad estructural de las matrices polinomiales que

la explique y dicha invariancia debe reflejarse de alguna manera en alguna
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propiedad de los sistemas. Y éste es, en efecto, el caso. En primer lugar, si
P(s) es propia por columnas entonces la podemos escribir como en (4), y

también
P(s) = (P.+ L(s) Diag(s", ..., s")7') Diag(s", ..., s").

Si escribimos

B(s) = P.+ L(s) Diag(s",...,s" )™

y recordamos que el grado de la i-ésima columna de L(s) es menor que k;
tenemos que los elementos de B(s) son fracciones racionales en las que los
numeradores tienen grado menor o igual que los denominadores. Tales frac-
ciones racionales se llaman propias. El conjunto de las fracciones racionales
propias con coeficientes en cualquier cuerpo es un anillo con la suma y el
producto habituales. Las unidades son las fracciones racionales cuyos nu-
meradores y denominadores tienen el mismo grado. Asi pues, B(s) es una
matriz con elementos en el anillo de funciones racionales propias. Un simple
célculo nos permite ver, ademas, que det B(s) es una unidad en este anillo.
En otras palabras, B(s) es invertible en el anillo de la matrices de funciones
racionales propias. A las matrices invertibles en este anillo se les llama ma-
trices bipropias por ser “propias” con inversa “propia”’. Finalmente, es facil
ver que la relacion entre dos matrices polinomiales no singulares P;(s) y
Py(s) dada por
Py(s) = B(s)Pi(s)U(s)

con B(s) bipropia y U(s) unimodular es una relacién de equivalencia que,
siguiendo [17], llamaremos equivalencia Wiener—Hopf en el infinito por la
izquierda y que se justificard y generalizarda més adelante y se estudiara con
detalle en el Capitulo 3 de esta memoria.

En conclusién, toda matriz polinomial no singular P(s) es equivalente
por la derecha a una matriz polinomial propia por columnas. Esta matriz

puede no ser unica pero cualesquiera dos matrices propias por columnas que
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sean equivalentes por la derecha tienen los mismos grados de columnas. Si
ki,..., km son dichos grados, entonces P(s) es equivalente Wiener—Hopf en
el infinito por la izquierda a la matriz diagonal Diag(s*, ..., s*m). Es decir,

existen matrices B(s), bipropia, y U(s), unimodular, tales que
P(s) = B(s) Diag(s",...,s")U(s).

Los grados de las columnas ki, ..., k&, (los cuales podemos suponer que
estdn ordenados en orden no creciente) forman un sistema completo de
invariantes para la equivalencia Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda
de matrices polinomiales no singulares. Se les llama indices de Wiener—Hopf
en el infinito por la izquierda.

Todos estos conceptos se pueden extender a matrices rectangulares de
una manera bastante directa (ver [41]), pero éstas no estan directamente
relacionadas con sistemas como (1) y los detalles a los que hay que prestar
atencién como el rango, nimero de filas y /o columnas cero, etc. desvian més
que centran la atencion en los conceptos fundamentales que se quieren inves-
tigar. Por ello, nuestro contexto serd (salvo que se exprese explicitamente)
el de matrices polinomiales y/o racionales cuadradas y no singulares.

En cuanto a la relacién que existe entre los grados de los denominadores
de las descripciones normales externas y los sistemas que representan, ésta
se desprende de algunos resultados que estan en [17] y [22]. Concretamente,
dichos grados son los indices de controlabilidad del sistema (ver Capitulo 1);
y éstos, por la teoria de Kronecker-Brunovsky ([10, 50]), forman un sistema
completo de invariantes para la equivalencia por feedback (ver Capitulo 1).
En definitiva, dos sistemas son equivalentes por feedback si y sélo si sus
representaciones polinomiales matriciales son equivalentes Wiener—Hopf en
el infinito por la izquierda (ver [58]).

Con esta perspectiva global en mente, el Teorema de Rosenbrock admite

una interpretacion mas estructural. En efecto, ya sabemos que éste da una
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condicién necesaria y suficiente para la existencia de una matriz polinomi-
al propia por columnas con los grados de éstas y los factores invariantes
prescritos. Sabemos también que los factores invariantes forman un sistema
completo de invariantes para la equivalencia de matrices polinomiales y
que los grados de las columnas de las matrices propias por columnas son
sus indices de Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda, que forman un
sistema completo de invariantes para la equivalencia Wiener—Hopf en el in-
finito por la izquierda. Por lo tanto, el Teorema de Rosenbrock proporciona
una condicion necesaria y suficiente para que exista una matriz polinomial
no singular con factores invariantes e indices de Wiener-Hopf en el infinito
por la izquierda prescritos. De hecho, esta relacion es terriblemente sim-
ple: Si ky > -+ > k,, > 0 son enteros no negativos y v1(s)|- - |ym(s) son

polinomios monicos (“|” significa “divide a”) entonces existe una matriz

polinomial no singular con kq,...,k,, como indices de Wiener—Hopf en el
infinito por la izquierda y 71(s), . .., vm(s) como factores invariante si y sélo
si

(k- k) < (d(ym(s)), - -, d(71(s))) (5)

donde d(-) significa “grado de” y < es el simbolo de mayorizacién de parti-
ciones en el sentido de Hardy, Littlewood y Pdlya, [25], (ver Capitulo 1).
La relacién (5) también es una condicién que deben cumplir los repre-
sentantes de las correspondientes orbitas para que éstas tengan interseccion
no vacfa. Mds atn, para una matriz polinomial P(s), (5) caracteriza los

posibles factores invariantes de todas la matrices en el conjunto
{B(s)P(s)|B(s) bipropia y B(s)P(s) polinomial} . (6)

En el Capitulo 2 se extendera este resultado a matrices de funciones racio-
nales.
Gohberg, Kaashoeck y van Schagen en [20] plantean y resuelven parcial-

mente un problema similar pero considerando la estructura en el infinito.
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Los polos y ceros en el infinito de un sistema estdn relacionados con el
numero de diferenciaciones e integraciones, respectivamente, entre la entra-
da y la salida del sistema (ver [31, 9]). Las matrices unimodulares pueden
tener polos y ceros en el infinito de modo que al multiplicar una matriz,
polinomial o racional, por una matriz unimodular la estructura en el infini-
to de aquélla puede cambiar. Las matrices que no tienen ni polos ni ceros
en el infinito son las matrices bipropias que se pueden usar para definir una
relacion de equivalencia que clasifica las matrices racionales en clases con la
misma estructura en el infinito: Dos matrices racionales G1(s) y Ga(s) son
equivalentes en el infinito si existen matrices bipropias Bi(s) y Ba(s) tales
que

GQ(S) = Bl (S)Gl(S)Bg(S).

Todas la matrices en el conjunto de (6) tienen la misma estructura en
el infinito. El problema que plantean Gohberg, Kaashoeck y van Schagen
en [20] es, en cierta forma, simétrico al de (6). Dado que la multiplicacién
por matrices unimodulares puede cambiar la estructura en el infinito de
una matriz polinomial o racional dada G(s), jcudles son los posibles polos

y ceros en el infinito de las matrices en el conjunto
{G(s)U(s)|U(s) unimodular}?

Este fue el punto de partida de la investigacion que condujo a los resultados
expuestos en esta memoria. El Capitulo 2 se dedica a la solucion com-
pleta de este problema. Dado que para cada U(s), las matrices G(s)U(s)
y B(s)G(s)U(s) tienen la misma estructura en el infinito, el problema es
equivalente a caracterizar las orbitas de la equivalencia en el infinito que
tienen interseccion no vacia con la érbita de la equivalencia Wiener—Hopf
en el infinito por la izquierda de G(s).

La técnica para tratar con el punto del infinito es la estandar: Si G(s)

es una matriz de funciones racionales, los polos y ceros de G(s) en el in-
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finito son los polos y ceros de G(1/s) en cero. Esto permite trasladar el
estudio de la estructura en el infinito al estudio de la estructura finita pero
localmente. La estructura finita local de una matriz polinomial viene da-
da por los divisores elementales, pero necesitamos un concepto similar para
los indices de Wiener-Hopf. Estos indices, tal y como estan definidos en,
por ejemplo, [13, 20], tienen una cierta “naturaleza local” al estar definidos
respecto a un contorno cerrado v del plano complejo. Ahora bien, nues-
tra pretension es alcanzar la maxima generalidad posible e incluir sistemas
y matrices que estén definidos en cualquier cuerpo arbitrario. Por lo tan-
to, necesitamos extender la definicion de indices de Wiener—Hopf locales a
cuerpos arbitrarios. La idea es muy sencilla; consiste en factorizar la matriz
polinomial como producto de matrices cuyos determinantes sean relativa-
mente primos y tal que en el factor de la izquierda esté la informacién local
(divisores elementales) respecto a algiin polinomio ménico irreducible. Hay
muchas formas diferentes de conseguir tal factorizacion. El descubrimiento
fue que en todas ellas los factores de la izquierda son equivalentes por la
derecha y tienen, consecuentemente, los mismos indices de Wiener—Hopf en
el infinito por la izquierda. Se puede, de esta forma, asignar de forma tnica
a cada matriz polinomial y a cada polinomio irreducible unos indices de
Wiener—Hopf, que llamamos indices de Wiener-Hopf locales por la izquierda
respecto a dicho polinomio irreducible. El estudio de este nuevo concep-
to local, algunas de sus implicaciones, su relacion con los indices clasicos
de Wiener—Hopf definidos en el plano complejo y su extension a sistemas
controlables es el objeto de la investigacion cuyos resultados recoge esta
memoria.

Para completar este objetivo, al igual que necesitamos extender la defini-
ciéon de indices de Wiener—Hopf locales a cuerpos arbitrarios, necesitamos
extender la relacion de equivalencia Wiener—Hopf, conocida en C, a cuerpos

arbitrarios. En el Capitulo 3 definimos esta nueva relacion de equivalencia
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entre matrices racionales definidas sobre un cuerpo arbitrario que sera una
generalizacion de la equivalencia Wiener—Hopf por la izquierda definida en
C respecto a un contorno cerrado . La idea bésica para la generalizacién es
la siguiente: Cuando el cuerpo es el de los complejos a cada punto del plano
complejo zg le podemos asociar el polinomio irreducible s — 2y, o el ideal
generado por dicho polinomio irreducible. Por lo tanto, es claro que existe
una biyeccién segin la cual a cualquier subconjunto €2 no vacio del plano
complejo le podemos asociar un subconjunto M de ideales generados por
polinomios irreducibles asociados a cada uno de los puntos de €2, donde el
ideal cero, que es primo pero no maximal, no pertenece a M (pues el ideal
cero no se corresponde con ningun punto del plano complejo). Este es el
motivo por el cual nosotros trabajaremos con el conjunto de ideales maxi-
males del anillo de polinomios y no con el conjunto de ideales primos. Toda
curva cerrada v en C divide el plano complejo en dos regiones: el interior
junto con la curva y el exterior junto con la curva. Identificaremos ambas
regiones con dos subconjuntos del conjunto de ideales maximales.

Teniendo esto en cuenta nuestra relaciéon de equivalencia Wiener—Hopf
por la izquierda entre matrices racionales sobre cualquier cuerpo estara defini-
da respecto a cualesquiera dos subconjuntos M y M’ de Specm(F|s]) tales
que M U M’ = Specm(F[s]), siendo Specm(F[s]) el conjunto de todos los
ideales maximales del anillo de polinomios con coeficientes en el cuerpo arbi-
trario IF. A dicha relacién de equivalencia le llamamos equivalencia Wiener—
Hopf respecto a (M, M') por la izquierda.

Los indices de Wiener—Hopf locales que introducimos en el Capitulo 2
se definen respecto a un polinomio irreducible. En realidad, a cada poli-
nomio irreducible, 7(s), se le puede asociar el ideal maximal generado por
dicho polinomio irreducible, (7(s)). Por tanto, generalizaremos ain més
y definiremos, utilizando las mismas técnicas, los indices de Wiener—Hopf

por la izquierda respecto a un subconjunto cualquiera M de Specm(F[s]).
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Cuando M se reduzca a un tunico ideal generado por un polinomio ménico
irreducible, M = (7(s)), los indices de Wiener—Hopf respecto a M = (7 (s))
seran los definidos en el Capitulo 2, es decir, los indices de Wiener—Hopf lo-
cales respecto a 7(s). Definidos la equivalencia y los indices de Wiener—Hopf
en este contexto mas general y para cuerpos arbitrarios probaremos que es-
tos 1iltimos constituyen un sistema completo de invariantes y estudiaremos
la existencia o no de una forma candnica para dicha relacién de equivalencia.
En cierta forma, en este capitulo se pone de manifiesto un principio general:
la teoria de factorizacion de matrices de funciones racionales respecto de la
equivalencia Wiener—Hopf desarrollada hasta ahora sobre el plano complejo
mediante técnicas esencialmente analiticas, tiene una base algebraica en la
que los anillos locales de polinomios juegan un papel fundamental. Este mis-
mo principio se manifiesta en capitulos posteriores y ponerlo de manifiesto
se ha convertido, a la larga, en un objetivo de este trabajo de investigacion.

Para finalizar el Capitulo 3, veremos que podemos dar un mayor aprove-
chamiento a las técnicas que utilizamos para definir los indices de Wiener—
Hopf locales, en el sentido de que nos serviran para obtener los indices de
Hermite locales (forma de Hermite local), introducidos en el Capitulo 1, en
el caso de matrices polinomiales.

Volviendo a los sistemas, que es nuestro punto de partida, tenemos que
cuando M sea el conjunto de todos los ideales maximales, Specm(F[s]),
los indices de Wiener—Hopf respecto a Specm(F[s]) por la izquierda son los
indices de Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda. En el caso de matrices
polinomiales sabemos que son los indices de controlabilidad de todo sistema
definido por una ecuacién tipo (1) para el cual dicha matriz polinomial
sea una representacion polinomial matricial (ver, también [22]). En general,
definido el concepto de indices de Wiener—-Hopf de una matriz polinomial
respecto a un subconjunto cualquiera M tratamos de dar una interpretacion

a control de este concepto en los sistemas representados por dicha matriz
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polinomial. Este es el primero de los objetivos del Capitulo 4: Definir los
indices locales de sistemas y estudiar la relaciéon de éstos con los indices
locales de sus representaciones polinomiales matriciales.

Recordamos que en el caso polinomial la informacion local respecto a
M se obtiene de una parte de la matriz polinomial cuya estructura finita
estd relacionada con el subconjunto M. En el caso de sistemas representados
por un par de matrices (A, B), la informacién local respecto a M se obten-
dréa igualmente de un subpar, realmente de la restriccion del par a un subes-
pacio invariante. Formalizaremos la idea basandonos en dos hechos conoci-
dos. Por una parte, el conocimiento local (global) de la estructura finita de
una matriz polinomial supone el conocimiento local (global) de la estructura
finita de la matriz de estados A, es decir de la matriz sI — A, de cualquier
par representado por dicha matriz polinomial. Por otra parte, como la se-
mejanza de pares implica la semejanza de las correspondientes matrices de
estado, los factores invariantes de la matriz de estados son invariantes para

la semejanza. Més concretamente, mediante transformaciones de semejanza

llevaremos el par (A, B) a un par de la forma ( [ %1 122 } : [ g; ] )
donde A; y As tengan espectros disjuntos. El hecho de que A; y A, tengan
espectros disjuntos es muy importante.

Definimos en este sentido los indices de controlabilidad locales y los
indices de Hermite locales respecto a cualquier subconjunto no vacio de
Specm(F[s]) como los indices de controlabilidad y los indices de Hermite,
respectivamente, del par (A4;, B;) que contiene la informacién local (estruc-
tura finita local, indices de controlabilidad locales) respecto al subconjunto
que hayamos fijado. Estudiamos la relacién entre los indices de Wiener—
Hopf locales (indices de Hermite locales) asociados a matrices polinomiales
definidos en el Capitulo 3 y los indices de controlabilidad locales (indices de

Hermite locales) asociados a los sistemas representados por dichas matrices

polinomiales.
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Es bien conocido, en el caso de matrices polinomiales no singulares, que
la estructura finita local, es decir los factores invariantes locales pueden
ser obtenidos de su estructura finita global y viceversa. En realidad, los
factores invariantes locales respecto a un polinomio ménico irreducible 7(s),
o bien los divisores elementales potencias de 7(s), de una matriz cuadrada
A € F"™ " con elementos en un cuerpo arbitrario, se pueden obtener de los
factores invariantes globales y viceversa. En efecto, si 7(s) es un polinomio
monico factor de det(sl,,—A) y aq(s) | -+ - | an(s) son los factores invariantes

globales de A entonces

ai(s) = m(s)"Bi(s),
con m.c.d.(m(s), B;(s)) = 1, 1 < i < n. Los polinomios 7(s)%, con d; # 0,
i = 1,...,n, son los divisores elementales de A respecto a 7(s) cuando

d; # 0 o bien los factores invariantes locales no triviales respecto a m(s) de

A. Y reciprocamente, si ﬂj(s)d%‘j,. o, mi(8)% con 0 < dej < -0 <odyy,
j=1,...,t, son los divisores elementales de A o los factores invariantes no
triviales de A respecto a 7;(s) y suponemos que d;; = O parai =1,...,s;—1,
entonces

ai(s) = m(s)¥ - om(s)ht, i=1,...,n,

son los factores invariantes globales de A. En otras palabras, el conocimien-
to de la estructura finita local nos permite obtener la estructura finita
global y viceversa. Ademdas, A es semejante a una matriz diagonal en for-
ma candnica Diag(A;,...,A;) donde los factores invariantes de A; son
mi(8)B L mi(s) ) =1,.. .t

Esta misma cuestién, en relacién a la forma de Hermite y a la estruc-
tura Wiener—Hopf por la izquierda, es la que nos planteamos como se-
gundo objetivo en el Capitulo 4 de esta memoria. Estudiamos la relacién
entre los indices globales y locales tanto para matrices polinomiales co-
mo para sistemas. En el caso de los indices de Hermite la relacion es

clara. Para sistemas como (1), dado un par controlable (A, B) semejante a
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Ay By
: : con det(sl,, — A;) = mi(s)%,i=1,...,t,
At Bt
se tiene que si h;; > -+ > h;y, son los indices de Hermite locales respecto a

mi(s), entonces h; = hy; + - -+ + hyj son los indices de Hermite globales de
(A, B). En el caso de los indices de controlabilidad esta relaciéon de suma no
se verifica en general. En este sentido lo que hemos obtenido es una forma
reducida (la matriz de estados es una matriz diagonal por bloques donde los
bloques diagonales A; son matrices companeras y en B; una de sus columnas
es un vector unitario y el resto de columnas son cero) de un par controlable
bajo la equivalencia por feedback en el cual los indices de controlabilidad,
invariantes por feedback, se pueden obtener como suma de los indices de
controlabilidad locales de su forma reducida.

En la literatura hay muchos ejemplos en los que se estudian las propieda-
des de los sistemas a través del denominador de una representacién en frac-
cién de matrices coprimas de la matriz de transferencia (véase [56, 11, 31,
32, 54, 58],...) Por otra parte, también se pueden estudiar propiedades de las
matrices polinomiales a partir de los sistemas que representan. Concreta-
mente, en [20] se asocia a cada matriz polinomial no singular un par al cual
llaman par nulo. Este concepto es en cierta forma, de “naturaleza local”
al estar definido respecto a un contorno cerrado ~ del plano complejo. De
hecho hablan de par nulo por la izquierda respecto a €, siendo €2 el dominio
interior de la curva 7. Se dice simplemente par nulo por la izquierda de la
matriz polinomial cuando se trata de un par nulo por la izquierda respecto
a todo el plano complejo.

Recientemente en [40, Capitulo 2] y para cuerpos arbitrarios se ha demos-
trado que un par controlable (A, B) es un par nulo por la izquierda (respecto
a C) de una matriz polinomial P(s) si y sélo si P(s) es una representacién
polinomial del par (A, B).

En [58] a un par para el cual una matriz polinomial es una representacion
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polinomial matricial se le llamé realizacion de dicha matriz polinomial. Por
tanto, el concepto de par nulo por la izquierda y realizacién coinciden. Nues-
tra pretension en el Capitulo 5 es extender el concepto de par nulo por la
izquierda respecto a (), definido en C, a cuerpos arbitrarios. Seguiremos
utilizando la misma técnica y por tanto a una realizacion del factor de la
izquierda de la matriz polinomial donde esta la informacién local respecto a
M le llamaremos realizacion respecto a M. Obtendremos diferentes carac-
terizaciones de este concepto, similares a las del caso global (véase [40]). Sin
embargo, a diferencia del caso global, tendremos una nueva caracterizacién
basada en uno de los resultados principales del Capitulo 4.

Aunque hay una dualidad entre los conceptos (globales) de realizacién y
representacion polinomial matricial (si un par controlable es una realizacién
de una matriz polinomial, dicha matriz polinomial es un representacién poli-
nomial matricial de dicho par), en el caso local, aunque relacionados, dichos
conceptos deben ser estudiados separadamente. Asi, la tultima parte del
Capitulo 5 esta dedicada a definir el concepto de representacion polinomial
matricial respecto a M.

A lo largo de esta memoria citamos los siguientes tipos de invariantes
globales y locales para la semejanza de sistemas controlables: indices de con-
trolabilidad, indices de Hermite, factores invariantes de la matriz de estados.
Y, sus correspondientes invariantes globales y locales para la equivalencia
por la derecha de las matrices polinomiales que representan dichos sistemas:
indices de Wiener—Hopf por la izquierda, indices de Hermite y factores in-
variantes.

En el Capitulo 6 nos plantemos un problema inverso: se suponen fijados
algunos invariantes y se trata de determinar bajo qué condiciones existe un
sistema lineal con dichos invariantes prescritos.

Teniendo en cuenta que dado un par controlable existe una matriz poli-

nomial no singular que es una representacion polinomial matricial del mismo
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y que los invariantes de sistemas con los que nosotros vamos a trabajar estan
definidos también para matrices polinomiales no singulares, estos problemas
se pueden plantear en el contexto de matrices polinomiales y también de
sistemas. De hecho, primero los resolvemos para matrices polinomiales no
singulares y después como consecuencia obtenemos los resultados para sis-
temas. Algunos problemas de este tipo ya han sido estudiados en el caso
global. Esto nos va a permitir obtener como consecuencia algunos resultados
locales en relacion a este tipo de problemas. Por ejemplo, si prescribimos
los indices de controlabilidad locales y los factores invariantes locales de la
matriz de estados del sistema la solucion al problema de encontrar condi-
ciones necesarias y suficientes para la existencia de un par controlable con
indices de controlabilidad locales y factores invariantes locales prescritos se
deduce del Teorema de Rosenbrock. Si prescribimos los indices de contro-
labilidad locales, los indices de Hermite locales y los factores invariantes
locales la solucion se deduce de este mismo resultado global estudiado en
[7]. Si s6lo prescribimos los indices de controlabilidad locales e indices de
Hermite locales el resultado se sigue del trabajo de [58].

Los problemas inversos que nos plantemos en el Capitulo 6 son los dos
siguientes: Por un lado caracterizar los sistemas controlables con indices de
controlabilidad globales y locales prescritos, ademés de la estructura finita
de la matriz de estados, y por otro, el mismo problema cuando prescribimos
los indices de Hermite globales y locales.

A fin de hacer esta memoria lo méas autocontenida posible, en el Capitulo
1 introducimos las nociones béasicas y notaciones que usaremos en el resto
de ella.

Por lo que sabemos los resultados de esta memoria son originales excepto

aquéllos en los que se cita expresamente a los autores.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Sistemas Dinamicos

La referencia basica para el contenido de esta seccién es el libro de Rosen-
brock [50]. Puede consultarse también el libro de Kailath [31]. Un sistema
dindmico es un sistema fisico al que cuando se le aplica una entrada, u,
responde produciendo una salida, y. La forma en que el sistema produce
las salidas a partir de las entradas puede ser, en general, muy complica-
do. Vamos a considerar sistemas gobernados por un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden

#(t) = fx(t), ult), 1),
(t),1). (1.1)

Los sistemas con los que vamos a tratar son sistemas invariantes en el

<
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tiempo en los que f y g son funciones lineales de x(t) y u(t). Nuestro sistema

lineal invariante en el tiempo obedece a las ecuaciones

&(t) = Az(t) + Bu(t),
y(t) = Cxlt) + Du(t)

(1.2)

donde A € F"*" B € F»*™ (C € FP*" y D € FP*™ son matrices constantes
con elementos en un cuerpo arbitrario F. Las ecuaciones del sistema (1.2) se

dice que estan en forma de espacio-estado. Bajo la condicién inicial 2(0) = 0

1
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y tras realizar las transformada de Laplace dicho sistema tiene la siguiente

forma

(sI, — A)z(s) = Buf(s)
y(s) = Cz(s) + Du(s)

donde Z(s), u(s) e g(s) son las transformadas de Laplace del vector de esta-
dos xz(t), vector de entradas u(t) y vector de salidas y(t), respectivamente.
En general las ecuaciones lineales que definen el sistema pueden no ser de
la forma (1.2). Por ejemplo, pueden ser de la forma Ez(t) = Ax(t) + Bu(t)
con F singular, o el orden de alguna de las ecuaciones puede ser mayor que
1. Por tanto, necesitamos tener una descripcion mas general de los sistemas.
Con F[s] denotaremos el anillo de polinomios en la indeterminada s
con coeficientes en F y con F(s) el cuerpo de las funciones racionales con
coeficientes en [F. Pensemos en sistemas lineales invariantes en el tiempo que
bajo ciertas condiciones iniciales y tras realizar la transformada de Laplace

son de la forma
T(s)z(s) = U(s)u(s) (1.3)
y(s) = V(s)z(s) + W(s)u(s), (1.4)
donde T'(s) € F[s]"*"™ es no singular, U(s) € F[s]™*™, V(s) € F[s]P*",
W(s) € Fs|P*™, z(s) € F[s]™*!, 5(s) € F[s]P*! y u(s) € F[s]™*L.
Se llama orden del sistema al grado de det T'(s). De las ecuaciones (1.3)

y (1.4)
z(s) = T(s) " U(s)u(s)
g(s) = (V()T(s) U (s) + W(s))a(s).
La matriz G(s) = V(s)T(s)"'U(s) + W(s) es la matriz de transferencia
del sistema y en ella queda resumida toda la informaciéon entrada-salida del
sistema al poner en relacién directa la entradas, @(s), con las salidas, y(s),

mediante
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Muchos sistemas diferentes pueden dar lugar a la misma matriz de trans-

ferencia. Seria interesante poder clasificarlos de acuerdo con esta propiedad.
T(s) U(s)

V() W(s) }

y se supone que n > d(detT'(s)), donde d(-) representa el grado del poli-

Para ello se forma la matriz polinomial de sistema P(s) = [

nomio detT(s). Si éste no fuera el caso ampliarfamos el sistema P(s) =
Ijp 0 0
0 T(s) U(s) | de forma que d > d(detT(s)). Debe observarse
0 =Vi(s) W(s)
que las matrices de transferencia asociadas a P(s) y P(s) coinciden.
Dadas dos matrices polinomiales de sistemas Py (s) = _T‘l/f‘(gi) Il/[]/ll((i))
Ty(s)  Us(s)
P(s) —
0= | 50 Wi
lentes estrictamente o equivalentes segiun Rosenbrock si existen matrices uni-
modulares M (s), N(s) € F[s]"*" y matrices X (s) € F[s|P*", Y (s) € F[s]"*™

tales que

{ Ty(s)  Us(s) } _ [M(S) 0 } [ Ti(s)  Ui(s) 1 [N(S) Y(s) }

} , se dice que los sistemas P;(s), Py(s) son equiva-

—Va(s) Wa(s) X(s) I, —Vi(s) Wi(s) 0 I,

Es féacil ver que si dos sistemas son estrictamente equivalentes entonces
tienen la misma matriz de transferencia. El reciproco, en general, no es
cierto. Lo es cuando los sistemas tienen orden minimo. Un sistema con
matriz de transferencia G(s) tiene orden minimo si no hay ningin sistema
de menor orden con G(s) como matriz de transferencia. La condicién de
orden minimo estd muy relacionada con la existencia de factores invariantes
no triviales. Introducimos a continuacion este concepto en un contexto mas
general.

Las matrices de transferencia de nuestros sistemas son matrices de fun-
ciones racionales que para un estudio algebraico podemos suponer que tienen
los coeficientes en un cuerpo arbitrario, G(s) € F(s)?*™. Recordamos rapi-
damente la forma de Smith-McMillan de una matriz racional [50, 54],

aunque este concepto sera introducido con mas detalle y generalidad en
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la Seccién 1.2.7. Dos matrices racionales Gi(s), Ga(s) € F(s)™*" diremos
que son equivalentes si existen matrices unimodulares U;(s) € F[s|™*™,

Us(s) € F[s]™™ tales que
Go(s) = Ui (s)G1(s)Us(s).

Escribiremos G (s)~Gy(s). Sea G(s) € F(s)™*" con rangG(s) = r,
r < min{m,n}. G(s) es equivalente a una matriz de la forma

c1(s) e(s) e (s) ) 0

S(s)= | e (¢1<s>’ a(s) T 0n(3)
0 0

donde €;(s),1;(s) € F[s| son polinomios ménicos y coprimos tales que €;(s) |
€a2(s) | -+ | €(s) mientras que ©,.(s) | ¥r—1(s) | -+ | ¥1(s). S(s) es una

mxn

forma canonica para la equivalencia de matrices en F(s) y se llama

forma de Smith-McMillan (finita) de G(s) (véase también [50], [54, p. 9]).
€(s

Yi(s)

finitas de G(s) o simplemente funciones racionales invariantes de G(s). Se

Las funciones racionales se llaman funciones racionales invariantes

dice que forman la estructura finita de G(s).

Sea p(s) € F[s]. Sea F un subcuerpo de L. Un elemento [ € L. es una
raiz de p(s) en L si p(l) = 0. Sea L la clausura algebraica del cuerpo F.
Se llaman ceros finitos de G(s) a las raices de €,(s) en L y se llaman polos
finitos de G(s) a las raices de 1;(s) en L. Las matrices unimodulares (i.e.,
invertibles en [F[s]™*™) se caracterizan por el hecho de que no tienen ceros
ni polos finitos.

Los ceros finitos de una funcién racional @ son las raices (en L) de su

q(s
numerador p(s) y sus polos finitos son las raices (en L) de su denominador

q(s).

Observacién 1.1.1 14(s) es el polinomio ménico minimo comin multiplo

de los denominadores de los elementos de la matriz (ver Secciénl.2.7). Por
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tanto, si G(s) no tiene a zy como polo entonces 11 (s) no tiene a zy como cero
en L. En consecuencia, los elementos de la matriz son tales que no tienen a

29 como polo.

Si P(s) € F[s]™™ es polinomial entonces ¢;(s) = 1, para i = 1,...,7;
esto es, P(s) no tiene polos y S(s) es polinomial. A S(s) se llama la forma
de Smith (finita) de P(s) ([18, p. 133]). Las funciones racionales invariantes
finitas se llaman factores invariantes finitos de P(s) o simplemente factores
invariantes de P(s).

Sean N(s) € F[s]"*? y P(s) € F[s]"*? dos matrices polinomiales con el
mismo nimero de filas. Se dice que R(s) € F[s]"*" es un divisor comin por
la izquierda de N(s) y P(s) si existen N(s) € F[s]™*? y P(s) € F[s]"* tales
que

N(s) = R(s)N(s),

P(s) = R(s)P(s).

Sean N(s) € F[s]7”"™ y P(s) € F[s]P*™ dos matrices polinomiales con
el mismo nimero de columnas. Se dice que R(s) € F[s]™ ™ es un divisor
comain por la derecha de N(s) y P(s) si existen N(s) € F[s]?”*™ y P(s) €
F[s]P*™ tales que

N(s) = N(s)R(s),

Se dice que N(s) y P(s) son coprimas por la izquierda (derecha) si sus
tunicos divisores comunes por la izquierda (derecha) son matrices unimodu-
lares.

El siguiente lema se encuentra en [50, pp. 71-76] y [54, pp. 18-19]:

Lema 1.1.2 Sean N(s) € F[s|"*? y P(s) € F[s]"*?, (¢ +p > n). Son

equivalentes:

(i) N(s) y P(s) son coprimas por la izquierda,
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(i) La forma de Smith de la matriz [ N(s) P(s) ] es [ I, 0],

(iii) Ewisten matrices polinomiales X (s) € F[s]Pra—m>p Y (s) € F[s|Pra—mxa,
tales que

} es unimodular,

(iv) Emisten matrices polinomiales X (s) € F[s]P*", Y (s) € F[s]?*" tales
que
N(5)X(s) + P(s)Y(s) = I,.

Se puede enunciar un lema andlogo para las matrices coprimas por la
derecha.

Volviendo a los sistemas, una caracterizacién de que el sistema P(s) =

{ T(s) U(s)

“V(s) W(s) } tiene orden minimo es que [T'(s) U(s)] tenga forma de

T(s)

Smith [Z,, 0] (i.e., T'(s) y U(s) coprimas por la izquierda) y [ V(s) } tenga

0
El siguiente es un resultado fundamental ([50], [54, p. 83]).

Ti(s) Ul(s)}
=Vi(s) Wals) |7

forma de Smith [ Ln } (i.e.,, T(s) y V(s) coprimas por la derecha).

Teorema 1.1.3 Dos matrices de sistema Py(s) = [

. TQ(S) UQ(S) .. . . .
Py(s) = [ “Vi(s) Wals) de orden minimo tienen la misma matriz de

transferencia si y solo si son estrictamente equivalentes.

El siguiente lema relaciona la forma de Smith—-McMillan de la matriz de
transferencia de un sistema minimal con las formas de Smith de la matriz
polinomial de sistema y de la matriz T'(s) ([50, p. 111]). De hecho, nos dice
que los numeradores de las funciones racionales invariantes de la matriz de
transferencia de un sistema, cuando es minimal, son los factores invariantes
no triviales de su matriz polinomial y los denominadores son los factores

invariantes no triviales de T'(s).
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Lema 1.1.4 Sea

I(s) Uls)

P = I wi | emsee

una matriz polinomial de sistema minimal cuya matriz de transferencia es
€1(s) €a(s) €r(s)

G(s). Sean , e
(o) S (6 als) ()

G(s). Entonces, aparte de los factores invariantes triviales (i.e., factores

las funciones racionales invariantes de

invariantes iguales a 1), ¥.(s) | ¥r_1(s) | -+ | ¥1(s) son los factores in-
variantes de T(s) y €1(s) | €2(s) | --- | €:(s) son los factores invariantes de
P(s).

Se deduce, por tanto, que los ceros de la matriz de transferencia del
sistema G(s) son los ceros de la matriz polinomial de sistema P(s) y los
polos de G(s) son los ceros de la matriz T'(s) asociada a los estados del
sistema.

Cuando el sistema esté representado por ecuaciones en forma espacio-
estado (1.2) tenemos que T'(s) = sI,, — A, U(s) = B, V(s) =Cy W(s) =
D. Por tanto el orden del sistema, n, sera el orden de A. La matriz de
transferencia del sistema tiene la forma G(s) = C(sl, — A)"'B + D. Se
trata de una matriz con elementos en el anillo de las funciones racionales
propias [F,,.(s), es decir, una matriz cuyos elementos son funciones racionales
tales que el grado del denominador es mayor o igual al grado del numerador
(Seccién 1.2.5).

En consecuencia, el estudio de un sistema a partir de la matriz de trans-
ferencia consiste en el estudio de la estructura y propiedades de este tipo
de matrices.

La matriz polinomial de un sistema en forma espacio-estado es P(s) =

[ SI”_EA IB; . En este caso el sistema serd minimal si [sI, — A B| tiene
) sl, — A ) ) I,
forma de Smith [I,, 0] y c tiene forma de Smith 0| Para este

tipo de sistemas, estas condiciones pueden ser expresadas en términos de
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rangos de las llamadas matriz de controlabilidad del par (A, B) y matriz de
observabilidad del par (A, C'). Recordamos a continuacién algunos de estos
resultados relacionados con pares de matrices que seran utilizados en esta
memoria.

Se llama matriz de controlabilidad del par (A, B) a la matriz
C(A,B):=[B AB --- A" 'B] ¢ F"™™"™,

Un sistema

z(t) = Az(t) + Bu(t) (1.5)

representado por el par de matrices (A, B) se dice (completamente) contro-
lable si rang C(A, B) = n. Las matrices A y B reciben el nombre de matriz
de estados y matriz de controles. Denotamos por by, ...,b,, las columnas
de la matriz B. Si rangC(A, B) = r, podemos seleccionar r columnas li-
nealmente independientes de la matriz de controlabilidad. Ahora bien dicha
seleccion se puede hacer de diferentes formas. Si seleccionamos de izquierda
a derecha las r primeras columnas linealmente independientes de la matriz

de controlabilidad y las reordenamos de la siguiente manera:
{by, Aby, ..., A"y, by, Aby, ..., A by, by, Abpy, ., ALY

con la condicién de que r; = 0 si b; no ha sido seleccionada, obtenemos una
coleccién de enteros no negativos ri,rs, ..., 7, no necesariamente ordena-
dos. Si ky > ky > --- > k,, > 0 es una reordenacion en sentido no creciente
de ri,7ry,..., 7, entonces k1, ks, ..., k,, son los indices de controlabilidad del
par (A, B) ([47]).

Llamaremos matriz de Hermite del par (A, B) a la matriz obtenida de la
matriz de controlabilidad después de hacer una reordenacién de sus colum-

nas como sigue:

H(A,B) = [b; Aby -+ A" by ov by Aby, -+ A" by
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Como rang H(A, B) = rangC(A, B) = r, si seleccionamos de izquierda a
derecha las r primeras columnas linealmente independientes de la matriz de

Hermite H(A, B) y las escribimos
{by, Aby, ..., A"y by, Ay, ... A2 by L by, Ay, AP

con la condicién de que h; = 0 si b; no ha sido seleccionada, obtenemos otra
coleccion de enteros no negativos (no necesariamente ordenados), hy, ..., hy,
llamados indices de Hermite del par (A, B) ([29], [30] y [58]).

El par de matrices (A, C') € F™*™ x FP*" se dice que es (completamente)
observable si el par transpuesto (AT, CT) € F™*" x F"™*P es (completamente)
controlable. Los indices de controlabilidad de (AT, CT) se llaman #ndices de
observabilidad del par (A, C).

En [50, Teorema 6.2, p. 72] se prueba que las matrices polinomiales
sl, — A, B son coprimas por la izquierda si y sélo si el par (A, B) es contro-
lable. Igualmente tenemos el resultado andlogo que dice que sI,, — A, C son
coprimas por la derecha si y sélo si el par (A, C) es observable. Por tanto,
un sistema en forma espacio-estado (1.2) es minimal si y sélo si (A, B) es
controlable y (A, C) es observable.

Sea el sistema
&(t) = Az(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)

representado por la terna (A, B, C'). Definimos la siguiente transformacién:

(1.6)

(t;) Cambio en el vector de estados de tipo z(t) = Pz(t) con P € F»*"
invertible. El nuevo sistema

#(t) = PAP7'2(t) + PBul(t)

y(t) = CP12(1) (1.7)

estd representado por la terna (PAP~Y, PB,CP~1).
En ambos sistemas la matriz de transferencia es

G(s) = C(sl, — A)™'B. (1.8)
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G(s) € Fp,(s)P*™ es una matriz estrictamente propia, es decir, sus elemen-
tos son funciones racionales propias tales que el grado del denominador es
estrictamente mayor que el grado del numerador. Una terna de matrices
(A, B,C) € F" x F™*™ x FP*" que satisfaga (1.8) se dice que es una
realizacion de G(s) o del sistema.

La relacion obtenida entre las matrices polinomiales de los sistemas se

conoce como semejanza de sistemas ([50, p. 56])

[P ()Hsln—A BHP‘1 O}Z{an—PAP_I PB 1 (1.9

0 I, —C 0 0 I, —Cp! 0

Dicha relacion induce la siguiente relacién de equivalencia: Dos realizaciones
(A1, By, Ch), (Ag, By, Cy) € T x ™™ x FPX™ son semejantes si existe una

matriz no singular P € F"*" tal que
Ay =PA P, By,=PB,, C,=CP"

La equivalencia estricta de sistemas incluye la semejanza de sistemas
como un caso particular. En este caso es claro que ambos, el orden del

sistema y la matriz de trasferencia, son invariantes para la semejanza de

sistemas.
Se dice que la realizacion es minimal cuando el sistema es minimal, es
. . . : : I,—A B | .
decir cuando la matriz polinomial del sistema P(s) = s " coo } tiene

orden minimo, i.e., n es el orden minimo del sistema.

El siguiente resultado estd, por ejemplo, en [31, Teorema 6.2-4, p. 364]:

Lema 1.1.5 Dos realizaciones minimales de la misma matriz racional es-

trictamente propia son semejantes.

Si en (1.9) nos quedamos con la parte que actia sobre el par (A, B)

tenemos

— [ sI, - PAP™* PB].
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Asi, dados dos sistemas de tipo (1.5) representados por los pares de matrices
(A1, B1), (Ag, By) € F™" x F™*™ diremos que son semejantes si existe una

matriz invertible P € F"*™ tal que
AQZPAlpil, BQIPBI.

Si dos pares (A1, By), (As, By) son semejantes, sus matrices de controla-
bilidad cumplen C(Ag, By) = C(PAP~, PB;) = PC(Ay, By)y H(Ag, By) =
PH (A, By). En consecuencia, tanto los indices de Hermite como los indices
de controlabilidad son invariantes bajo la accion del grupo de semejanza,
pero ni unos ni otros constituyen un sistema completo de invariantes. Es
decir, si dos pares son semejantes tienen los mismos indices de Hermite y
también los mismos indices de controlabilidad, pero el reciproco no es cier-
to en general. Ahora bien, son conocidos diferentes sistemas completos de
invariantes para la relacion de equivalencia definida por la acciéon del grupo
de semejanza. Estos sistemas completos de invariantes estan formados por
dos tipos de invariantes: los indices de Hermite y un conjunto de invariantes
numeéricos que son elementos del cuerpo [F o bien los indices de controlabili-
dad junto con otro conjunto de invariantes numéricos ([31], [47], [58]). Por
otro lado, es conocida una relacién de equivalencia ([10]) para la cual los
indices de controlabilidad constituyen un sistema completo de invariantes
y recientemente también se ha demostrado en [6] que los indices de Her-
mite son un sistema completo de invariantes para una cierta relacién de
equivalencia.

Dado un par de matrices (A, B) € F**™ x F"*™ representando a un
sistema de tipo (1.5), ademds de la trasformacién (¢;), podemos definir las

dos siguientes transformaciones:

(ty) Cambio en el vector de entradas de tipo v(t) = Q'u(t) con Q € Fm™*™

invertible. El nuevo sistema

x(t) = Az(t) + BQu(t) (1.10)
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estd representado por el par de matrices (A4, BQ).

(t3) Sustituimos el vector de entradas por otro dependiente del vector de

estados v(t) = u(t) — Fz(t) con F' € F"*". El nuevo sistema
&(t) = (A+ BF)x(t) + Bo(t) (1.11)

estd representado por el par de matrices (A + BF, B). Esta transfor-

macion es conocida como feedback de estados.

El conjunto de transformaciones (1), (t2) vy (t3) nos define la siguiente
relacion de equivalencia. Dados dos sistemas representados por los pares de
matrices (A, By), (Ag, B2) € F™" xF™*™_ diremos que son equivalentes por
feedback si existen matrices invertibles P € F*»*" @) € F™*™ y otra matriz

F e F™ " tales que
Ay = PAP™' 4+ PB\F, B, = PBQ.

Es conocido que para pares controlables los indices de controlabilidad
forman un sistema completo de invariantes para la accion del grupo feedback
([10]), es decir, dos pares controlables son equivalentes por feedback si y sélo
si tienen los mismos indices de controlabilidad.

Una forma candnica asociada a esta relacién de equivalencia es la forma

candnica de Brunovsky para pares controlables ([10], [24], [57]):

Lema 1.1.6 Sea (A, B) € F™™ x F"*™ un par controlable con rang B = r.
Sean ky > ky > - > k. > kyyqy = kpyo = -+ = ky, = 0 sus indices
de controlabilidad. Entonces (A, B) es equivalente por feedback a un par
(Ae, Be) de la siguiente forma:
Ayr 0 - 0 By 0 -+ 0 O
O e T B

0 0o - A, 0 0O - B, 0
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donde

L 0 Iki*1 ki xk; -
A”_{O 0 }EIF ., i=1,2,....m,

By=10---01"eF" i=12,...r

1.2. Localizacion

En esta seccién recordamos resultados sobre Teoria de Localizacién que,
como hemos dicho en la introducciéon de esta memoria, nos surgieron por
primera vez y de manera natural ante la necesidad de definir los indices
de Wiener—Hopf locales por la izquierda de matrices polinomiales sobre un
cuerpo arbitrario. Dicho concepto sera definido en general para matrices
racionales no singulares en el Capitulo 3. El conocimiento y estudio de los
indices de Wiener—Hopf definidos en el plano complejo y parte de la teoria
en torno a este concepto que aparece, por ejemplo, en [13; 20] nos ha llevado
a obtener algunos de los resultados que presentamos en esta memoria para
cuyo desarrollo necesitamos la informacién que mostramos en esta seccion.
Algunas de las referencias basicas para el contenido de esta seccién son, por

ejemplo, [5, 46].

1.2.1. Ideales

Sea A un anillo conmutativo con elemento identidad.

Un ideal I de un anillo A es un subconjunto de A que es un subgrupo
aditivo y tal que para todo a € Ay para todo y € I se tiene ay € I.

Un divisor de cero en A es un elemento a para el cual existe un b # 0
en A tal que el producto ab = 0. Un anillo distinto de {0} se dice que es un
dominio de integridad si no tienen divisores de cero.

Una unidad en A es un elemento a tal que ab = 1 para algin b € A.

Los elementos de la forma ab, miltiplos de a € A, forman un ideal

llamado ideal principal, que se denota por (a).
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Un ideal I en A es primo si I # A y si para todo ab € [ se tiene que
a € I ob e I. Esto es equivalente a decir que el anillo cociente T es un
dominio de integridad. El ideal cero es primo si y sélo si A es un dominio
de integridad. Denotamos por Spec(.A) el conjunto de ideales primos de A.

Un cuerpo es un anillo en el que todo elemento no nulo es unidad. Todo
cuerpo es un dominio de integridad.

Un ideal I en A es maximal si I # A y no existe ningin ideal J tal
que [ ; J ; A. Esto es equivalente a decir que el anillo cociente T es un
cuerpo. Por tanto, todo ideal maximal es primo. El reciproco no es cierto
en general, pero lo es en los dominios de ideales principales; i.e. dominios
de integridad en los que todos los ideales son principales. Denotamos por
Specm(.A) el conjunto de ideales maximales de A.

Si A es un dominio de ideales principales, un elemento de a € A se
dice que es irreducible si a no es unidad y satisface la condicion: si a = bc
entonces b es unidad o ¢ es unidad.

Se dice que un elemento a divide a otro elemento b, se denota a | b, si
existe un elemento c tal que b = ac. En este caso también se dice que a
es un factor de b. Sean a,b dos elementos de A los cuales no son ambos
0. Un mdzimo comin divisor de a y b es un elemento d de A tal que d
divide a a, d divide a b y si ¢ es un elemento de A el cual divide a a y b,
entonces ¢ divide a d. Un minimo comun mailtiplo de a y b es un elemento
m de A tal que a divide a m, b divide a m y si ¢ es un elemento de A
al cual le dividen a a y b, entonces m divide a c¢. Dos elementos a,b de A
se dice que son relativamente primos si no tienen factores comunes salvo
unidades, es decir, si los maximos comunes divisores de a y b son unidades
en A. Elementos relativamente primos son también llamados elementos
coprimos. LLos maximos comunes divisores y los minimos comunes multiplos

estan determinados de forma dnica salvo unidades.
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1.2.2. Anillos de fracciones

Sea A un anillo conmutativo con elemento identidad. Un subconjunto
multiplicativamente cerrado de A es un subconjunto S de Atal que 1 € S'y
S es cerrado respecto de la multiplicacion: Si s1, so € S entonces el producto
s189 € S. Por ejemplo, es facil demostrar que I es un ideal primo de A siy
sélosi A\ I ={a € A:a¢ I} es multiplicativamente cerrado.

En A x S se define la siguiente relacién de equivalencia:
(ay, 1) ~ (az, s2) siy solo si (a182 — sjaz)h = 0 para algin h € S.

a
Y se denota por — la clase de equivalencia de (a,s) y por S~*A el conjunto
s

Ax S

de las clases de equivalencia. Definiendo la adicién y multiplicacion

en S71A como en dlgebra elemental:

ap  as a182 + S109
S1 59 5152

ay Gz a10a9

51 S2 ' 5182’

S~ A tiene estructura de anillo conmutativo con elemento identidad (la
clase del elemento (1,1), % ={(s,s) : s € S}). A dicho anillo se denomina
el anillo de fracciones de A respecto a S.

Sea IF un cuerpo arbitrario y IL su clausura algebraica. Recordemos que
F[s] denota el anillo de polinomios en la indeterminada s con coeficientes
en F. Las unidades en FF[s] son los polinomios constantes distintos de cero.

Por ejemplo si tomamos como conjunto multiplicativamente cerrado el
conjunto de todos los polinomios no nulos, S = F[s]\{0}, entonces S™'F[s] es

el cuerpo de fracciones de F[s], esto es, el cuerpo de las funciones racionales

_[r) s),q(s s], q(s
F(9) = {2120 £ (o) a(s) € Pl () # 0}
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1.2.3. Anillos locales

Un anillo que tiene exactamente un ideal maximal se denomina anillo

local. Recordamos el siguiente resultado ([5, Proposicién 1.6, p. 5]).

Proposicién 1.2.1 Sea A un anillo e I # (1) un ideal de A tal que cada
a € A\ I es una unidad en A. Entonces A es un anillo local e I su ideal

maximal.

Un polinomio en F[s] se dice mdnico cuando el coeficiente del término
de mayor grado es 1. En lo sucesivo, dados dos polinomios cualesquiera
n(s), d(s) € F[s], denotaremos por m.c.d.(n(s),d(s)) al polinomio ménico
méximo comun divisor de n(s) y d(s). Y, por m.c.m.(n(s), d(s)) al polinomio
monico minimo comun multiplo de n(s) y d(s).

A continuacién vamos a mostrar ejemplos de anillos locales (ver [5, p.
43], [38, p. 256]). Algunos de estos anillos tienen mucho interés para el

desarrollo de esta memoria.

(1) Sea 7(s) un polinomio ménico irreducible en F[s] distinto del poli-
nomio nulo. Para cada ideal primo (7 (s)) de F[s], podemos considerar
el conjunto multiplicativamente cerrado S = F[s] \ (7(s)) y construir
el anillo de fracciones de F[s| respecto a S. En este caso, denotare-
mos F,(s) en vez de S™'F[s] al anillo de fracciones de F[s] respec-

to a F[s] \ (7(s)). Entonces F.(s) es el anillo de todas las funciones
)

P) qonde q(s) & (n(s)),

racionales ,
q(s)

= @ S S S m.c S). TS =
M)—{q(S).p( )y a(s) € Fls] y med.(g(s), 7(s)) 1}.

Las unidades en este anillo son los cocientes de elementos de S, esto
es, las funciones racionales cuyo numerador y denominador son pri-

mos con el polinomio 7(s). Veamos que F.(s) es un anillo local. Los
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p(s)

elementos —= € F,(s) con p(s) € (7(s)) forman un ideal,

q(s)

_[ris) s):p(s (s
1= { B € Fulo) plo) € (06}

Sea % € F.(s) \ I. Entonces n(s) ¢ (n(s)), o bien n(s) € F[s] \
n(s)

(m(s)) = S. Por consiguiente la fraccion 15 es cociente de elementos
s

de S, por tanto es una unidad en F,(s). Se sigue que si J, # F.(s)
es un ideal de F,(s), necesariamente J, C I. Si por el contrario
suponemos que J; ,@_ I, entonces J, contiene una unidad y por lo
tanto es todo el anillo, llegando asi a una contradiccién. Por tanto
I, es el unico ideal maximal de F,(s); en otras palabras F,(s) es un

anillo local llamado el anillo local de F[s] en (w(s)) (ver también [35]).

El proceso de pasar de F[s] a F.(s) se llama localizacion en (m(s)), [5,
p. 43].

Para cada elemento 7(s) € F[s] distinto del polinomio nulo (no nece-
sariamente un polinomio ménico irreducible), consideramos el conjun-
to multiplicativamente cerrado S = {m(s)"” : n entero no negativo}.
En este caso el anillo de fracciones de F[s] respecto a S, el cual deno-
taremos por F,-(s), es el anillo de todas las funciones racionales cuyo

denominador es una potencia del polinomio 7(s),

F,(s) = { PS) . is) € Fs]n > o} .

m(s)"
Las unidades son las potencias positivas o negativas de 7(s); en otras
palabras u(s) es unidad si y sélo si u(s) = n(s)¢, con d € Z. En este
caso tomamos el ideal .- formado por los elementos del anillo F - (s)
tal que el polinomio del numerador no esta en S,

L= {25 ek e P S|

m(s)"
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Veamos que cada elemento de F,-(s) \ I,- es una unidad y de este

modo tendremos que F,-(s) es un anillo local con ideal maximal - .

En efecto, si tomamos un elemento p((s)) € F,—(s) \ I.-, entonces
m(s)"

p(s) ¢ I.—, o bien p(s) € S. Por consiguiente la fraccién p(s) es

e (o)

un potencia de 7(s) y por lo tanto es una unidad.

En este caso, al proceso de pasar de F[s| a F,-(s) se llama localizacion
en m(s), [38, p. 259].

Sea M un subconjunto no vacio de Specm(F([s]). Sea el anillo

Fa(s) = {ZL::; :p(s),q(s) € Fls] y m.c.d.(¢(s),n(s)) =1V (n(s)) € M} :

. . . . p\s
Las unidades en este anillo son las funciones racionales u(s) = pls)

q(s)
tales que m.c.d.(p(s),7(s)) = 1 y m.c.d.(¢(s),n(s)) = 1 para todo
ideal ((s)) € M. Veamos que Fy(s) es un anillo local cuando M #
Specm(F[s]). Los elementos de este anillo cuyo numerador pertenece

a algun ideal que estd en M forman un ideal,

L= {2 e py(s) s pls) € U =(s))

Q(S) (m(s))eM
Ademés, Iy # Fp(s). En efecto, como M # Specm(F[s]) existe un

ideal maximal (m(s)) tal que (mi(s)) ¢ M. Sea ¢(s) un polinomio
tal que m.c.d.(¢(s),n(s)) = 1 para todo ideal (7w(s)) € M. Entonces
1

(s )
a5 Ty

¢ Ip(s). Veamos que todo elemento de
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Fur(s) \ Ins es una unidad en Fy,(s). Sea % € Fu(s)\ Iy. En-

tonces n(s) & Ur(s)en(m(s)). Por tanto m.c.d.(n(s), (s)) = 1 para

todo ideal (7w(s)) € M y nis) es una unidad de Fjy/(s). En definitiva,

d(s)

Fas(s) es un anillo local.

1.2.4. Anillos euclideos

Un anillo euclideo A es un anillo conmutativo con identidad y sin divi-
sores de cero para el cual existe una aplicacién g : A\ {0} — N, con N los

enteros no negativos, satisfaciendo:
(a) Sia,be Ay ab# 0 entonces g(ab) > g(a).

(b) Para todo a,b € A, b # 0 existen ¢q,r € A tales que a = bg+ r, siendo
r =0 o bien g(r) < g(b).

Como todo anillo euclideo es un dominio de ideales principales (ver [46,
p. 7]) se tiene que si A es un anillo euclideo Spec(.A) = Specm(.A) U {(0)},
donde el ideal (0) es primo pero no es maximal. Veamos algunos ejemplos

de anillos euclideos:

(1) F[s] es un anillo euclideo, la aplicaciéon g definida sobre F[s] \ {0} y

que toma valores en N, la cual denotaremos por d, esta definida por:

d: Fls]\{0} — N
p(s) > d(p(s)),

donde recordamos que d(-) representa el grado del polinomio p(s) (el
grado del polinomio cero se define como d(0) = —o0). Por tanto F[s]
es un dominio de ideales principales. En consecuencia todo ideal primo
(excepto el ideal cero) es maximal y viceversa. Ademads, por ser F|s]

un dominio de factorizacién tnica los ideales primos son los generados
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por polinomios irreducibles que podemos suponer que son moénicos.
Asi,

Specm(F[s]) = {(n(s)) : 7(s) # 0, 7(s) € F[s] monico e irreducible},
Spec(F[s]) = Specm(F[s]) U {(0)}.

El anillo local F,(s), con 7(s) € F[s] polinomio ménico irreducible
distinto de cero, es un anillo euclideo. Recordamos que sus unidades

p(s)

son las funciones racionales u(s) = o) tales que m.c.d.(p(s),n(s)) =
q(s

1 y m.c.d.(q(s),n(s)) = 1. En consecuencia,
Fr(s) = {u(s)m(s)" : u(s) unidad y h € N} U {0}.

Efectivamente F,(s) es un anillo conmutativo con identidad que no
tienen divisores de cero. Veamos que en [, (s) se puede definir una
division euclidea. Definimos la aplicacién g, grado respecto a w, la
cual denotaremos por d, como sigue:
dr o Fr(s)\ {0} — N
u(s)m(s)"  — de(u(s)m(s)") = hd(n(s)),

siendo d(7(s)) el grado del polinomio 7(s) € F[s]. Sean a(s),b(s) €
F.(s) con b(s) # 0. Entonces a(s) = u,(s)m(s)% y b(s) = up(s)m(s)%,
donde u,(s), up(s) son unidades y d,, d, enteros no negativos. Quere-
mos demostrar que existen ¢(s), r(s) € F.(s) tales que a(s) = b(s)q(s)+
r(s), siendo r(s) = 0 o bien d.(r(s)) < d.(b(s)). Si dy, > dp, lla-
mamos q(s) = ug(s)uy(s)tm(s)4% % y r(s) = 0. Si por el contrario
d, < dy entonces tomamos ¢(s) = 0y r(s) = a(s). En cualquier ca-
so a(s) = b(s)q(s) + r(s). Ademas, F,(s) es un dominio de ideales

principales.

Sea M un subconjunto no vacio de Specm(F[s]). El anillo Fy(s) =

ﬂ(w(s))e 1 Fz(s), es un anillo conmutativo con identidad sin divisores
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p(s)

de cero cuyas unidades son las funciones racionales u(s) = ﬁ tales
q(s
que m.c.d.(p(s),7(s)) = 1 y m.c.d.(¢(s),n(s)) = 1 para todo ide-

@ de este anillo

q(s)

Fr(s) se puede expresar como producto de una unidad u(s) por un
(s)
q(s)

-+ my(s)% es una factorizacién como producto de irreducibles

al (m(s)) € M. Observemos que todo elemento
polinomio «a(s) € F[s] ménico, = u(s)a(s). Ademads, si a(s) =

Wl(s)dl .

(factorizacién coprima), entonces (m;(s)) € M, 1 <i <t.

Ademas, es un anillo euclideo. Definimos la aplicacién g, grado respecto

a M, la cual denotaremos por d;;, como sigue:

dy o Fag(s)\ {0} — N
u(s)a(s)  +— du(u(s)a(s)) = d(a(s))

siendo d(a(s)) el grado del polinomio a(s) € F[s]. Sean los elementos
a(s) = uq(s)a(s), b(s) = up(s)B(s) € Far(s), b(s) # 0. Por la divisién

euclidea en FF[s], existen ¢;(s),r1(s) € Fs|, unicos, tales que

a(s) = qi(s)8(s) +71(s), ri(s) =0 o bien d(ri(s)) < d(5(s))-

Por tanto,
a(s) = ua(s)a(s) = ua(s)qi(s)B(s) + ua(s)ri(s) = q(s)b(s) +r(s),

donde q(5) = ua($) (5)up(s) ™ € Far(s), 7(s) = ua(s)ra(s) € Fae(s) y
r(s) = 0 0 bien dp(r(s)) < d(ri(s)) < d(5(s)) = dar(b(s)). Asi, Fps(s)
es un dominio de ideales principales. Se tiene que Fgpeem(rys))(s) = F[s].
Cuando M se reduce a un unico ideal maximal estamos en el ejemplo
anterior. Y, cuando el conjunto M es todo el Specm(F[s]) salvo un

tinico ideal maximal (7(s)), se tiene que F/(s) = Fspeem(@[s)\(x(s))(S)

es el anillo local F,-(s) = { p((s))
w(s)"

:p(s) € Fls],n > 0} .



22 Capitulo 1. Preliminares

Es claro que para M;, My subconjuntos de Specm(F|[s]) se cumple la

siguiente propiedad:
IFMl(S) N IFMQ(S) - FMluM2(3)~ (112)

1.2.5. El anillo local de las funciones racionales propias
si d(q(s)) > d(p(s)). Si d(q(s)) > d(p(s)) entonces g(s) se dice que es una

funcion racional estrictamente propia.

Una funcién racional g(s) = (s) se llama funcion racional propia

Extenderemos la idea de anillo local al punto del infinito. Para ello
observemos que cuando el cuerpo es el de los nimeros complejos a cada
punto finito del plano zy € C, o lo que es lo mismo a cada polinomio irre-
ducible s— zy, le asociamos el anillo local C,_,,(s) de las funciones racionales

que no tienen a zy como polo. Recordamos que una funcién racional g(s)
1

tiene un polo (cero) en el co si g | — | tiene un polo (cero) en 0. Siguien-
s

do esta idea, podemos definir el anillo local en el co como el conjunto de

. . 1 .
funciones racionales, ¢(s), tal que g ( — ] no tiene a 0 como polo, es de-
s

cir, Co(s) = {g(s) €Cls): g (2) E (Cs(s)}. Si g(s) = 2% con p(s) =

arst+ag 18T 4+ aysP) a, # 0, q(s) = bps" b8 T 4 +bys?, by # 0,
p = d(p(s)). q = d{g(s)), entonces

ai Qg4 ap

1 §+St+1+”'+sp
INs) T b b b,

§ oyl

s” Sr+1+ + q

S
(Ltspit + at+18p7t71 + -+ Qp
S
b9 + br+1sq_’"_1 4+ 4 bq
q(s)

,8) =1y m.cd.(q(s),s) =1. Como

qa—p

~—

con m.c.d.(p(s

c.(s) = {

~—

S

=

s p(0) # 0,G(0) # 0 y d entero no negativo } u {0},
s

~—

b~y
—~
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entonces

_[re) s): s s
Cul) = {25 < C06) s dla(s) = dlp(s) |

Por tanto, este conjunto es el anillo de las funciones racionales propias,
C,r(s). Observemos que al igual que para un punto finito, zp € C, las
unidades del anillo local que le asociamos son las funciones racionales u(s)
tales que zg no es cero ni polo, en el caso del punto del infinito le asociamos
el anillo C,,(s) cuyas unidades son las funciones racionales u(s) tales que el

infinito no es cero ni polo de u(s), o bien el punto zy = 0 no es cero ni polo

de u (— , es decir, son las funciones racionales bipropias (ver definicién
s

més abajo).

En definitiva, al igual que asociamos con cualquier zy € C el anillo local
C,(s) donde 7(s) = s — 2y, asociaremos con el oo el anillo local C,,(s).

Veamos a continuacién que en general el anillo de las funciones racionales
propias sobre un cuerpo arbitrario es un anillo euclideo y por tanto un
dominio de ideales principales.

En el cuerpo de las funciones racionales F(s), se define la aplicacién d.,

llamada valoracion en el infinito, como sigue [54, p. 92]:

0o F(s) — ZU{+o0} .
r(s) = 2% s So(r(s)) = { d(Q(S))Jr_ood(p(s)) :1 :Ez; i 8
Sidso(r(s)) > 0 entonces la funcién racional r(s) es propia, y si doo(r(s)) >

0 entonces es estrictamente propia. El conjunto de las funciones racionales
propias, denotado por F,,.(s), con las operaciones de suma y multiplicacién
usuales en F(s), es un anillo conmutativo con identidad y sin divisores

s
de cero. La unidades u(s) = p(s) € F,.(s) son las funciones racionales
s

propias tales que d(p(s)) = d(q(s)), es decir, las funciones racionales tales
que 0 (u(s)) = 0 las cuales se llaman funciones racionales bipropias. El

conjunto de las funciones racionales estrictamente propias se denota por

Fe,(s).
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La aplicacion valoracion en el infinito restringida a las funciones racionales

propias sin el cero esta definida sobre el conjunto de los enteros no negativos,

doo : Fpr(s) \ {0} — N,
satisfaciendo:

(a) Para g1(s),g2(s) € Fp(s) tales que g1(s)ga(s) # 0, dso(g1(5)g2(s)) =
00 (91(5)) + 05 (92(5)) > b (g1(5)),

(b) Para g1(s),92(s) € Fpr(s), g2(s) # 0, existen ¢(s) € Fp.(s) y r(s) €
Fpr( s) tales que gi(s) = g¢2(s)q(s) + r(s) donde, r(s) = 0, o bien
(5)) < doo(g2(5)). En efecto, si doo(g1(s)) > doo(g2(s)) entonces

0yq(s) = g;gg €y (5), ¥ i doo(91(5)) < doo(g2(s)) entonces
y r(s) = g1(s).

Por tanto, tenemos definida una aplicacién 0, sobre F,.(s) que sirve de

Ooo (1
r(s)
)=

q(s

grado a la que por similitud llamaremos grado en el infinito, que da estruc-
tura de anillo euclideo al anillo de las funciones racionales propias. Dadas
91(5), g2(s) € Fp(s) se tiene que ga(s) | gi(s) si y sélo si doo(g1(s)) >
Jo0(g2(s)). Por ejemplo, dados g1(s) = s y ¢ga(s) = 52, q1,¢2 < 0, se tiene
que s | s siy sélo si qa > q1. En efecto, como 05(g2(8)) = —q2 < —q1 =

1
Jo0(g1(5)), entonces existe r(s) = 0y q(s) = g1(s) — e F,.(s) tal que

92(3) ga2—aq1
91(5) = g2(s)q(s) + r(s).

Por tanto, F,,(s) es un dominio de ideales principales. Ademas, el anillo

[F,-(s) es un anillo local. Definimos el ideal
foo = {2 € By (9) dla(s) > d(p(s) } U 0) = Fp(o) U (0}

Se tiene que F,.(s) \ Iooc = {]q% e F,.(s) : d(q(s)) = d(p(s))} es el

conjunto de las unidades en F,,(s). Por tanto F,(s) es un anillo local e I,

su ideal maximal.
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1.2.6. Equivalencia por la derecha de matrices con ele-
mentos en un anillo euclideo

Sea A™*" el conjunto de matrices de tamano m X n con elementos en A.
Una matriz U € A™*™ se llama A—-unimodular si tiene inversa en A™*™ es
decir si existe V€ A™*™ tal que UV = VU = I,,. Se tiene que U € A™*™
es A—unimodular si y sélo si su determinante es una unidad en A.

Sea A un anillo euclideo. Dos matrices Ay, Ay de A™*™ son equivalentes

por la derecha si existe una matriz A-unimodular U de A™*™ tal que
Ay = A U.

Del mismo modo, Ay, Ay de A™*™ son equivalentes por la izquierda si existe

una matriz A—unimodular U de A™*™ tal que
A2 - UAl

El siguiente resultado se puede encontrar en [46, p. 23]. Toda matriz con
elementos en un anillo euclideo se puede transformar mediante operaciones
elementales por columnas (filas) a su forma normal de Hermite. Y, por
lo tanto es equivalente por la derecha (izquierda) a su forma normal de

Hermite.

Forma de Hermite de matrices polinomiales

Pensemos en el anillo euclideo A = F[s]. A las matrices polinomiales cuya
inversa es también polinomial, es decir, a las matrices F[s]-unimodulares,
las llamaremos simplemente matrices unimodulares o matrices invertibles
en [F[s].

El siguiente resultado particular nos da la forma de Hermite para matri-
ces polinomiales no singulares. Dicho resultado se puede encontrar en [12,
p. 589], [18, p. 135] o [31, pp. 375, 476].
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Lema 1.2.2 Sea P(s) € F[s]™ ™ no singular. Entonces existe una matriz
unimodular U(s) € F[s]™ ™ tal que P(s)U(s) = H(s) tiene la siguiente

forma

h11(5> 0 tee 0

h21 S h22 S tee 0
= | ) R0

hini(8) hma(s) +++ humm(S)

donde los elementos de la diagonal son polinomios monicos y tales que
d(hij(s)) < d(hii(s)) para todo j =1,...,i—1, coni=1,2,...,m.

Todas las matrices polinomiales no singulares equivalentes por la derecha
tienen la misma forma normal de Hermite, por tanto H(s) es un represen-
tante candnico para la equivalencia por la derecha de las matrices polino-
miales no singulares y se llama forma de Hermite de P(s). A los grados de
los polinomios de la diagonal de la forma de Hermite de una matriz P(s)
les llamaremos los indices de Hermite de P(s). Por tanto, si dos matrices
son equivalentes por la derecha tienen los mismos indices de Hermite pero el
reciproco no es cierto en general. Ahora bien, en [6] los autores definen una
relacién de equivalencia, llamada la 7 equivalencia, para la cual los indices

de Hermite constituyen un sistema completo de invariantes.

Forma de Hermite de matrices con elementos en [y (s)

Sea el anillo euclideo A = Fj;(s), donde M C Specm(F[s]). A las ma-
trices con elementos en Fys(s) que tienen inversa en Fy(s), es decir a las
matrices F/(s)—unimodulares, las llamaremos simplemente matrices inver-
tibles en Fy(s).

Dos matrices A;(s), Aa(s) € Fp(s)™ ™ son equivalentes por la derecha

"X nvertible en Fj/(s)

respecto a M si existe una matriz Ups(s) € Fp(s)
tal que

As(s) = A1(s)Un(s).
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Necesitamos la siguiente definicion:

Definicién 1.2.3 Sia(s) € F[s] es un polinomio no constante cuya factori-
zacién coprima, a(s) = a;(s)¥ - a,,(s)%, satisface la condicién de que

(ci(s)) € M para todo i = 1,...,m, diremos que «(s) factoriza en M.

Consideraremos que los tinicos polinomios que factorizan en M = () son los

polinomios constantes.

Definicién 1.2.4 Sea M C Specm(F|[s]). Si g(s) = % € F(s) es una

funcion racional no constante tal que su numerador y su denominador fac-

torizan en M diremos que ¢(s) factoriza en M.

: . . s
Las unidades en Fy,(s) son las funciones racionales u(s) = —— tales

que para todo ideal (7(s)) € M se tiene que m.c.d.(p(s),n(s)) = 1y
m.c.d.(¢q(s), 7(s)) = 1. Por tanto,

Far(s) = {u(s)a(s) : u(s) unidad y a(s) € F[s] ménico y
factoriza en M} U {0}.

Recordamos que el grado respecto a M de un elemento u(s) de Fy(s) es
cero, esto es dyr(u(s)) = 0, si y sélo si dicho elemento es una unidad en
Far(s).

Toda matriz racional con elementos en Fj/(s) se puede llevar mediante

operaciones elementales por columnas a su forma de Hermite respecto a M.

Lema 1.2.5 Sea A(s) € Fa(s)™*™ no singular. Entonces existe una matriz
Uni(s) € Fpr(s)™ ™ invertible en Fp(s) tal que A(s)Up(s) = Hy(s) tiene
la siguiente forma

Oén(S) 0 cee 0

Hop(s) = agli(s) 04225(5) 0 |

Am1(8) ama(s) -+ amm(s)
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donde los elementos de la diagonal c;(s) son polinomios mdnicos y factori-
zan en M. Ademds, dy(aij(s)) < du(ayi(s)) para todo j=1...,i—1, con

i=1,2,...,m.

Diremos que Hy(s) es la forma de Hermite respecto a M de A(s) €
Far(s)™*™. Por similitud, a los grados respecto a M de los polinomios de
la diagonal de la forma de Hermite respecto a M de una matriz A(s) les
llamaremos los indices de Hermite respecto a M de A(s).

En particular, si M es un subconjunto del Specm(F[s]) con un tnico
ideal maximal M = (7(s)), siendo 7(s) un polinomio ménico irreducible de

[F[s], entonces tenemos el siguiente resultado:

Lema 1.2.6 Sea A(s) € F(s)™™ no singular. Entonces existe una matriz
Ur(s) € Fr(s)™™ invertible en F,(s) tal que A(s)Ur(s) = Hy(s) tiene la

siguiente forma

m(s)m 0 0

a21(S s ha oL 0
= | =0 T 0]

Um1(8) Ama(s) -+ m(s)hm

donde los elementos de la diagonal son polinomios madnicos potencias de
7(s). Ademds, dr(a;;j(s)) < hid(m(s)) para todo j = 1,...,i—1, coni =

1,2,...,m.

A H,(s) la llamaremos la forma de Hermite local respecto a m(s) y a los
enteros hid(m(s)), hed(m(s)), ..., hpnd(m(s)) los indices de Hermite locales
respecto a m(s).

Otro caso particular de interés es cuando el subconjunto de ideales maxi-
males es todo el conjunto M = Specm(F[s]). Las matrices con elemen-
tos en Fspeem(rls))(S) son las matrices polinomiales. Ademads, invertible en

)nxn

Fspeem(Fs)) (S significa unimodular. Por lo tanto, en este caso, la forma

de Hermite respecto a Specm(IF[s]) de una matriz polinomial no singular es
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la forma de Hermite de dicha matriz dada en el Lema 1.2.2. Por este motivo
a la forma de Hermite de una matriz polinomial P(s) le llamaremos forma
de Hermite global de P(s) y a sus indices de Hermite indices de Hermite
globales de P(s).

1.2.7. Equivalencia de matrices con elementos en un
dominio de ideales principales

Sea A un dominio de ideales principales. Dos matrices A;, Ay de A™*"
son equivalentes si existen matrices A—unimodulares U; € A™*™ y U, €
A" tales que

Ay = U A Us.

El siguiente resultado se puede encontrar en [46, p. 26]. En él se define
una forma candnica para esta relacion de equivalencia. Toda matriz A con
elementos en un dominio de ideales principales se puede reducir mediante
equivalencia a una matriz diagonal:

Sea A € A™™ con rang A = r, r < min{m,n}. A es equivalente a una
matriz de la forma

g_ Diag(ay, ag,...,a;) 0
- 0 0

donde a; € A (dnicos, salvo multiplicaciéon por unidades) son tales que
a; | as | -+ | a,. La matriz S se llama forma de Smith (finita) de A.
Los elementos «; € A se llaman factores invariantes de A y constituyen
un sistema completo de invariantes para la equivalencia de matrices con
elementos en A. A los factores invariante iguales a 1 se les llama factores
inwvariantes triviales de A. Se llama divisor determinantal de orden i de A,
D;, al méximo comun divisor (tinico salvo multiplicacién por unidades) de
todos los menores de orden ¢ no nulos de la matriz A, i = 1,...,r (ver [18,

7

D
p. 139]). En [18] y [51, pp. 91-93] se demuestra que a; = R i=1,...,r7,
i1
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donde Dy = 1. Se cumple que

Qg - Oy = ——— - =D;, 1=1,2,...,1.

Por tanto, si el divisor determinantal de orden maximo D, es igual a 1, los
factores invariantes de A son todos iguales a 1.
Sean {my,ma,..., T} un conjunto completo de factores irreducibles que

aparecen en la descomposicion de los factores invariantes de la matriz A

dir_d; d; -
o = gmytmyteemt e =1,...,r,

donde ¢; son unidades de A y d;; son enteros no negativos que, teniendo en

cuenta las relaciones de divisibilidad entre los factores invariantes, cumplen
0<dy;<dy;<---<dy;, 1<j<H

A cada una de las potencias ﬂjjj, 1 <i<r1<j <tincluyendo repeti-
ciones y excluyendo las potencias con exponente cero, se le llama divisor
elemental de A. Dados los divisores elementales podemos reconstruir los
factores invariantes, de ahi que los divisores elementales formen un sistema
completo de invariantes para la equivalencia de matrices con elementos en

A. En efecto, sea

entonces a, = 7S ... w. Retirando los divisores elementales empleados

en «, y repitiendo el proceso obtenemos «,_; y asi sucesivamente.

El siguiente resultado estd demostrado en [46, p. 33]:

Lema 1.2.7 Sean A, B € A™™ matrices no singulares con determinantes
relativamente primos. Sean aq | co | -+ | @ y 1 | B2 | -+ | Bm los factores
invariantes de A, B respectivamente. Entonces los factores invariantes del

producto AB son v; = «;03;, i =1,...,m.
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Denotamos por K el cuerpo de fracciones de A, es decir,

K:{%:mﬁeAﬁ¢O}

Sea K™*"™ el conjunto de matrices de tamano m X n con elementos en K.
Se puede extender la relacion de equivalencia definida anteriormente al
conjunto K™*™: Dos matrices A;, Ay € K™*" son equivalentes si existen
matrices A—unimodulares, U; € A™*™, Uy € A™*" tales que Ay = Uy A1Us.
Veamos que existe una forma candnica para la equivalencia de matrices
con elementos en el cuerpo de fracciones. Sea A € K™*" rang A = r,
r < min{m,n}. Sea d el minimo comun multiplo (dinico salvo multiplicacién

por unidades) de todos los denominadores de los elementos de A. Se puede

escribir
1
A==N
5 )
donde N € A™*", Sea Sy = [ Dlag(?h’?’ o) 8 } la forma de Smith

de N. Supongamos que al dividir 7; por § y cancelar todos sus factores

comunes quede
Us € .
—=—1=1,2,...
D

Obsérvese que 1 = ¢ ([50, p. 109]) puesto que si no fuera asi, significaria

, T

que 17 v 0 tendrian factores comunes, es decir, como 7, es el divisor de-
terminantal de orden 1 de N, todos los elementos de N tendrian factores
comunes con J y, por lo tanto, habria un minimo comun denominador de A
que divide a d; pero esto no puede ocurrir. Por lo tanto, hemos demostrado
que dada A € K™*™ con rang A = r, r < min{m,n}, A es equivalente a
una matriz de la forma
. €1 €2 €r
g_ Diag (E’%77E) 0
0 0

donde €;,1; € A son unicos salvo multiplicacion por unidades y coprimos

tales que € | €2 | - -+ | € mientras que ¥, | ¥, | -+ | 1. S es una forma
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candnica para la equivalencia de matrices en K*" de A y se llama forma
de Smith—McMillan de A.

Las funciones racionales — constituyen un sistema completo de invarian-
tes para la equivalencia de matrices con elementos en el cuerpo de fracciones
y se llaman funciones racionales invariantes de A.

Por ejemplo, si pensamos en matrices con elementos en I = F(s), el cuer-
po de fracciones de A = F[s], donde F es un cuerpo arbitrario, obtenemos
la relacion de equivalencia definida previamente en la Seccion 1.1 para ma-
trices racionales donde una forma canonica es la forma de Smith—McMillan

(finita). Veamos otros ejemplos.

Forma de Smith—McMillan respecto a M

Sea el dominio de ideales principales A = Fy,(s), con M C Specm(IF[s])
cuyo cuerpo de fracciones es el cuerpo de las funciones racionales F(s). Por
lo tanto, dos matrices racionales Gi(s), Ga(s) € F(s)™ ™ son equivalentes
respecto a M si existen matrices Ups(s) € Far(s)™ ™, Var(s) € Far(s)™ "

invertibles en [Fj,(s) tales que
Ga(s) = Upn(s)Gi(s)Var(s).

Sea G(s) € F(s)™*" con rang G(s) = r, r < min{m,n}. G(s) es equiva-
lente respecto a M a una matriz de la forma

1(s) aa(s) ar(s)) 0

Suls) = | D18 (ms)’ Ba(s) " Br(s)
0 0

donde «;(s), B;(s) € F[s| son polinomios ménicos coprimos (tinicos salvo
multiplicacién por unidades de Fj/(s)) que factorizan en M tales que a4 (s) |
as(s) | --+ | a(s) mientras que 5,.(s) | Br—1(s) | -+ | B1(s). Su(s) es una
forma candnica para la equivalencia respecto a M de matrices en F(s)™*"

y se llama forma de Smith—McMillan respecto a M de G(s). Las funciones
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a;(s)

i(5)

a M de G(s) y constituyen un sistema completo de invariantes para esta

racionales € F(s) se llaman funciones racionales invariantes respecto

relacién de equivalencia. Se dice que forman la estructura respecto a M de
G(s). Se puede obtener una factorizacién diagonal de este tipo teniendo en
cuenta que los elementos de la diagonal son tunicos salvo unidades y que

a(s)

todo elemento de [F(s) se puede escribir como u(s)% con u(s) unidad en
Far(s) v afs), B(s) € Fls] ménicos coprimos y tal que factorizan en M.

Llamamos ceros respecto a M de G(s) a las raices de a,(s) en L (la
clausura algebraica del cuerpo F). Llamamos polos respecto a M de G(s) a
las raices de [31(s) en L.

Las matrices G(s) € F(s)™ ™ invertibles en F/(s)™*™ se caracterizan
por el hecho de que no tienen ceros ni polos respecto a M.

Si G(s) € Fp(s)™ ™ entonces f;(s) = 1,i=1,2,...,r, conlo cual Sy(s)
es polinomial. Es decir G(s) es equivalente respecto a M a una matriz de
la forma

Sur(s) = Diag(a(s), 0420(5), o an(s)) 8
donde «;(s) € F[s] son polinomios ménicos que factorizan en M tales que
ay(s) | as(s) | -+ | an(s). Sp(s) es una forma candénica para la equivalencia
respecto a M de matrices en Fy/(s)™*" y se llama forma de Smith respecto
a M de G(s). Los polinomios «;(s) se llaman factores invariantes respecto
a M de G(s).

En particular, si tomamos M = Specm(F[s]), la forma de Smith-McMi-
llan respecto a Specm(F[s]) de un matriz racional G(s) es la forma de
Smith-McMillan (finita) dada en la Seccién 1.1 a la que llamaremos la for-
ma de Smith-McMillan (finita) global de G(s) y a sus funciones racionales
invariantes las funciones racionales invariantes globales de G(s). En el otro
caso, la forma de Smith-McMillan respecto a Specm(FF[s]) de un matriz

G(5) € Fspeem(ris)) (5)™™ es la forma de Smith (finita) de una matriz poli-
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nomial a la que llamaremos la forma de Smith (finita) global y a sus factores
invariantes los factores invariantes globales.

A continuacion veamos que dada un matriz racional y cualquier sub-
conjunto M de Specm(F[s]) se puede obtener su estructura respecto a

M a partir de su estructura finita global. Sea G(s) € F(s)™*™ una ma-

€1(s) €m(s)
) ?,Um(é‘)) su forma

de Smith-McMillan (finita). Por lo tanto, existen matrices unimodulares
U(s),V(s) € F[s]™™ tales que

triz racional no singular y sea S(s) = Diag <

G(s) = U(s) Diag (

€(s) a;(s)

Escribimos i) = u;(s) 5i(s)

polinomios que factorizan en M. Asi,

€1(s) €m(5)
wl(s),...,wm(s)) V(s). (1.13)

con u;(s) unidad en Fy/(s) y a;i(s), Bi(s)

G(s) = U(s) Diag (gi((g, ce (;:E;)) Diag(u1(s), ..., un(s))V(s).

(1.14)
Tomanmos Uy(s) = U(s)™" y Var(s) = V(s) ' Diag (ull<s>""’um1<s>)'

Por tanto existen Up(s) € Fpr(s)™ ™, Vi(s) € Far(s)" " invertibles en

Fr(s) tales que

Uri(5)G(5)Vay(s) = Ding <°‘1<S) O‘m(3>) ,

Pi(s)” " Bin(s)

con «;(s), Bi(s) € F[s| polinomios ménicos coprimos que factorizan en M
tales que aq(s) | as(s) | -+ | a.(s) mientras que G.(s) | Br_1(s) | -+ |
a;(s
Pi(s)

a M de G(s). Llamando G;(s) = U(s) Diag (giég e g:gg) y Gy(s) =

Diag(u1(s), ..., un(s))V(s), hemos demostrado el siguiente lema:

Bi(s). Y, por tanto

son las funciones racionales invariantes respecto

Lema 1.2.8 Sea G(s) € F(s)™™ wuna matriz racional no singular y M C

Specm(F[s]). Entonces, existen matrices G1(s), Ga(s) € F(s)™ ™ tales que
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1) G(s) = Gi(s)Gals),
ii) las funciones racionales invariantes de G(s) factorizan en M,

iii) las funciones racionales invariantes de Ga(s) factorizan en Specm(F([s])\
M,y

) los funciones racionales invariantes de G1(s) son las funciones racionales

invariantes respecto a M de G(s).

Sea P(s) € F[s]™ ™ una matriz polinomial no singular y sean
ai(s) = mi(s)my(s) 42 - m(s)%t, i=1,...,m,

sus factores invariantes globales. Sabemos que los divisores elementales, es
decir, las potencias 7;(s)%,1 < i < m,1 < j < t diferentes de 1 (in-
cluyendo repeticiones) constituyen un sistema completo de invariantes para
la equivalencia de matrices polinomiales. Por el lema anterior se deduce que
aquellos divisores elementales de P(s) potencias de polinomios irreducibles
7;(s) que generan ideales que estan en M, constituyen un sistema completo

de invariantes para la equivalencia respecto a M de P(s).

Forma de Smith—McMillan en el infinito

Sea el dominio de ideales principales A = F,,.(s), cuyo cuerpo de frac-
ciones, K = F(s), es el cuerpo de fracciones de F[s]. Nétese que podemos
escribir

F(s) = {u(s)s? : u(s) unidad en F,,.(s) y ¢ € Z} .

Una funcién racional g(s) € F(s) se dice que tiene un cero (polo) en el
infinito si y sélo si la funcién racional g é € F(s) tiene un cero (polo)
en s = 0. Igualmente, una matriz de funciones racionales G(s) se dice que

1
tiene un cero (polo) en el infinito siy sélo si G (—) tiene un cero (polo) en
s

s =0.
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Las matrices con elementos en F,.(s) se llaman matrices racionales

mxXm

propias. Las matrices B(s) € F,,.(s) que son F,,.(s)-unimodulares, es
decir aquéllas cuyo determinante es una funcion racional bipropia, se llaman
matrices racionales bipropias o simplemente matrices bipropias. Las matri-
ces bipropias se caracterizan por el hecho de que no tienen ceros ni polos
en el infinito. Otra caracterizacion de las matrices bipropias es la siguiente:
B(s) € F,,(s)™™ es bipropia si y sélo si B(s) = P + E(s) con P € F™*™

mXm - estrictamente propia.

no singular y F(s) € F,,(s)

En este caso la equivalencia de matrices racionales se llama equivalen-
cia en el infinito. Dos matrices racionales G(s), Ga(s) € F(s)™*™ diremos
que son equivalentes en el infinito si existen matrices bipropias Bi(s) €

F,.(s)™*™, Ba(s) € Fp.(s)"*" tales que
GQ(S) = Bl(S)Gl(S)Bg(S).

Sea G(s) € F(s)™*™ con rang G(s) = r, r < min{m, n}. G(s) es equiva-
lente en el infinito a una matriz diagonal (véase [15], [54]) de la forma

Diag(s?,s%,...,s7) 0
D(s) = 8( e )0
donde ¢1 > ¢2 > -+ > ¢, ¢; € Z. La matriz diagonal D(s) es una forma
candnica para esta relacién de equivalencia de matrices en F(s) de G(s) y
se llama forma de Smith-McMillan en el infinito de G(s). Las funciones
racionales s?, 5%, ... s% se llaman funciones racionales invariantes en el
infinito de G(s). Dados los enteros ¢; > qo > -+ > q,, ¢; € Z, queda de-
terminada la estructura en el infinito de G(s) de ahi que dichos enteros,
llamados los drdenes invariantes en el infinito constituyen un sistema com-
pleto de invariantes para la equivalencia en el infinito. Se dice que forman
la estructura en el infinito o la estructura infinita de G(s).

Podemos escribir

D(s) = Diag(s?,s% ..., 8% —— —— ...,
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donde 0 < k <ry g = —gq siq <0, de tal forma que
G =G> 2q =0,

Gr 2 Gr—1 = - 2 Qi1 = 0.

Si poo € ZT es el niimero de ¢; tales que ¢; > 0, entonces G(s) tiene p., polos
en el infinito cada uno de orden ¢; y si co, € Z* es el numero de ¢; tales que
g; > 0, entonces G(s) tiene ¢y, ceros en el infinito cada uno de orden ¢;.

Se tiene que Zgzl ¢; es el minimo de las valoraciones en el infinito de los
menores de orden j de la matriz racional G(s) cambiado de signo ([54, p.
102]). En particular para matrices polinomiales Zgzl g; es el maximo grado
entre los grados de todos los menores de orden j de P(s), paraj=1,...,r,
con r = rang P(s). Asi, ¢ es el grado de la matriz polinomial P(s), es decir,
es el grado del elemento de la matriz polinomial P(s) de mayor grado. Se
denota ¢; = d(P(s)). A las funciones racionales invariantes en el infinito de

una matriz polinomial les llamaremos factores invariantes en el infinito.

1.3. Semejanza

La semejanza de sistemas implica la semejanza de las correspondientes
matrices de estado. Dos matrices cuadradas A;, A, € F"*™ diremos que son
semejantes si existe una matriz P € F"*" invertible, es decir no singular,

tal que
Ay = PA P

Sea A € F"*". Se llama matriz caracteristica de A a la matriz cuadrada
de rango n, sI, — A € F[s]"*". Se llaman factores invariantes y divisores ele-
mentales de A a los factores invariantes y divisores elementales de sI,, — A.
Al determinante de la matriz caracteristica se le llama polinomio carac-

teristico de Ay sus raices son los valores propios de A.
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En [18, Teorema 7, p. 147]) se demuestra que dos matrices cuadradas
son semejantes si y solo si tienen los mismos factores invariantes, o lo que
es lo mismo, los mismos divisores elementales.

Dado un polinomio moénico tenemos diferentes formas de escribir su ma-
triz companera (ver por ejemplo [12, p. 26] y [18, p. 149]). Nosotros llamare-

n—1 _

mos matriz companera del polinomio p(s) = s™ — a1 s Ce— Ap_1S — Ay

a la matriz cuadrada n x n

[ 0 1 0 0 ]
0 0 1 0
0 O 0 |

| Gn Ap—1 Qp—2 -+ a1 |

cuyo polinomio caracteristico es p(s) y cuyo unico factor invariante no trivial

es p(s).
Sean x1(s), x2(5), - - -, Xu(s) los divisores elementales de la matriz A en F.
Sean LW, L) . L™ las correspondientes matrices compaiieras. L) tiene

un unico factor invariante no trivial, x;(s), por tanto, por [18, Teorema 5,

p. 142]), la matriz diagonal
L = Diag{LW, ... LW}

tiene los mismos divisores elementales que A. A la matriz diagonal L, se-
mejante a A, se le llama sequnda forma normal natural de A [18, p. 150].
Esta forma normal tiene la caracteristica de que el polinomio caracteristico

de cada bloque diagonal es potencia de un polinomio irreducible en F(s].

1.4. Matrices polinomiales y sistemas con-
trolables

Dada una matriz de funciones racionales se puede siempre escribir como

una fraccién de matrices por la derecha o por la izquierda:
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G(s) = Np(s)Pp(s)™" o G(s) = Pi(s)"'Ny(s).

A estas representaciones de G(s) como fraccién de matrices se les llama des-
cripeion en fraccion de matrices por la derecha y por la izquierda de G(s),
donde Pp(s), Pr(s) son los denominadores por la derecha y por la izquierda
y Np(s) y Ny(s) son los numeradores por la derecha y por la izquierda, res-
pectivamente ([31]). Ahora bien, al igual que con las funciones racionales,
las descripciones de G(s) como fraccién de matrices no son unicas. Sin em-
bargo, como se ha dicho en la introduccion, toda matriz racional admite
una descripcion en fraccion de matrices coprima por la derecha; es decir,
existen Np(s) y Pp(s) coprimas por la derecha (Seccién 1.1) tales que
G(s) = Np(s)Pp(s)~!. A la descripcién en fraccién de matrices coprima
se le llama también irreducible. En [31, Teorema 6.5-4, p. 441] se demuestra
que las descripciones coprimas por la derecha de una misma matriz racional

son equivalentes por la derecha.

Teorema 1.4.1 Ny(s)Pi(s)™! y No(s)Pa(s)™! son dos descripciones en frac-
cion de matrices coprimas por la derecha de G(s) si y sélo si existe una
matriz unimodular U(s) tal que Nyi(s) = Na(s)U(s) y Pi(s) = Py(s)U(s).

Todos estos resultados son vélidos también por la izquierda.
Pensemos ahora que G(s) es la matriz de transferencia de un sistema
controlable (1.5), por tanto, admite siempre una representaciéon como frac-

cion de matrices coprimas por la derecha
G(s) = (sI, — A)"'B = N(s)P(s)"".

A los denominadores, todos ellos equivalentes por la derecha, se les llama

representaciones polinomiales matriciales del sistema controlable.

Definicién 1.4.2 Sea (A, B) € F™" x F"*™ un par controlable y sea

P(s) € F[s]™™ una matriz polinomial no singular. Se dice que P(s) es
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una representacion polinomial matricial de (A, B) si existe una matriz poli-

nomial N(s) € F[s]"*™ coprima por la derecha con P(s) tal que

(sI, — A)™'B = N(s)P(s)"".

L m 0 0
} y Pa(s) = 0 P(s) I, | son
0 —N(s) O

sistemas de orden minimo que tienen la misma matriz de transferencia,

sl,— A B

Como Pi(s) = [ Cy 0

por el Teorema 1.1.3 existen matrices unimodulares U(s), V (s) € F[s]"*" y
matrices X (s) € F[s]"*", Y (s) € F[s]"*™ tales que

o [ ] [0 ][ s b

En particular,

U(s)[sI, — A B] { fo) Y]E? } _ { o P(()S) [(Zn 1 S (L13)

El reciproco también es cierto [58]. Si se verifica (1.15) entonces existe N(s),
tal que P(s) y N(s) son coprimas por la derecha y P;(s) y P»(s) son estric-

tamente equivalentes. Asi,
(sI, — A)'B = N(s)P(s)™".

Abusando de la notacién, cuando se satisfaga (1.15) diremos que los sis-
Iy, O
temas[s]n—A B]y[ 0 P(s) I,
de Rosenbrock.

Mads concretamente, en este trabajo, [58], se dice que P(s) es repre-

son equivalentes en el sentido

sentacion polinomial matricial de (A, B) si y s6lo si los sistemas [s], — A B|
Iy O

y 0 P(s) I, } son equivalentes en el sentido de Rosenbrock:
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Proposicién 1.4.3 Sea (A, B) € F"" x F"™™ un par controlable y sea
P(s) € F[s]™™ una matriz polinomial no singular. P(s) es una repre-
sentacion polinomial matricial de (A, B) si y solo si existen matrices uni-

modulares U(s),V (s) € F[s]™", y una matriz Y (s) € F[s]"™™ tales que

=m0 [

Mucha informacién del sistema esta en la matriz polinomial que lo re-
presenta y se puede esperar que la semejanza y equivalencia por feedback
de sistemas tenga su reflejo en las correspondientes representaciones polino-
miales matriciales. En este sentido los tres siguientes resultados son rele-

vantes [58]:

Proposicién 1.4.4 Sea P(s) € F[s|™*™ una matriz polinomial no singular
y supongamos que d(det P(s)) = n > 0. Entonces eziste un par controlable
(A, B) € F"™™ x F™™ para el cual P(s) es una representacion polinomial

matricial.

Proposicién 1.4.5 Sean (Ay, By), (A, By) € F™™ x F™™ pares contro-
lables, n > m, y Pi(s), Pa(s) € F[s]™ ™ representaciones polinomiales ma-
triciales de (A, By) y (Ag, By), respectivamente. Entonces los pares (Ay, By)

y (Ag, By) son semejantes si y sdlo si existe una matriz unimodular U(s) €

F[s]™ ™ tal que Py(s) = Pi(s)U(s).

Proposicién 1.4.6 Sean (Ay, By), (Ag, By) € F™™ x F"™™ pares contro-
lables, n > m, y Pi(s), Pa(s) € F[s]™ ™ representaciones polinomiales ma-
triciales de (Ay, By) y (Ag, By), respectivamente. Entonces los pares (Ay, By)
y (As, By) son equivalentes por feedback si y sélo si existen una matriz uni-
modular U(s) € F[s]™*™ y una matriz bipropia B(s) € F,.(s)™*™ tales que
Py(s) = B(s)Pi(s)U(s).
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A esta relacion de equivalencia definida entre las representaciones polino-
miales matriciales de sistemas equivalentes por feedback se le llama equi-
valencia Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda.

Dos matrices racionales G (s), Ga(s) € F(s)™*™ son equivalentes Wiener—
Hopf en el infinito por la izquierda si existen una matriz unimodular U(s) €

F[s]™*™ y una matriz bipropia B(s) € F,,(s)™*™ tales que
Ga(s) = B(s)G1(s)U(s).

Anélogamente, dos matrices Gi(s),Ga(s) € F(s)™*™ son equivalentes
Wiener—Hopf en el infinito por la derecha si existen una matriz unimodular

U(s) € F[s]™™ y una matriz bipropia B(s) € F,.(s)"*™ tales que
GQ(S) = U(S)Gl(S)B(S)

Estas ecuaciones definen sendas relaciones de equivalencia en F(s)™*™.
Existe una forma candnica para cada una de estas relaciones de equivalencia
([13, Capitulo 1], [17], [20, p. 210]):

Sea G(s) € F(s)™*™ con rang G(s) =7, r < min{m,n}. G(s) es equiva-
lente Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda (derecha) a una matriz de

la forma o .
1 1 2 r
D(s) = Diag(s ,30 yeeay ST 8
donde ky > -+ > k., k; € Z. D(s) es una forma canénica para la equivalen-
cia Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda (derecha) de G(s).

Como consecuencia, los indices k; constituyen un sistema completo de
invariantes para la equivalencia Wiener—Hopf en el infinito por la izquier-
da (derecha) de matrices racionales y se llaman indices de Wiener—Hopf
en el infinito por la izquierda (derecha) de G(s). Estos indices determinan

la estructura Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda (derecha) de la

matriz.
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En consecuencia, los indices de controlabilidad del sistema representado
por un par de matrices (A, B) son los indices de Wiener—Hopf en el in-
finito por la izquierda de cualquiera de sus representaciones polinomiales
matriciales ([22, 58]).

En el caso de matrices polinomiales, los indices de Wiener—Hopf en el
infinito por la izquierda son nimeros enteros no negativos que representan
los grados de las columnas de cualquier matriz propia por columnas equiva-
lente por la derecha a dicha matriz polinomial. Repasamos el concepto de
matriz propia por columnas y veamos algunos resultados de interés.

Dada una matriz polinomial P(s) = [p;;(s)] € F[s]™*™ para cada j =
1,...,n se define el grado de la columna j como el grado del elemento p;;(s)
de mayor grado con 7 =1,...,m.

Sea P(s) € F[s]™*™ y d; el grado de su columna j. La matriz P(s) se
puede escribir como ([31, p. 384]):

P(s) = P.D(s) + L(s),

donde D(s) = Diag(s?,s%, ... s%) P, € F™" es la matriz de coeficientes

de los términos de mayor grado en las columnas y L(s) € F[s]™*"

es una
matriz polinomial que recoge el resto de los términos, de tal forma que el
grado de su columna j es estrictamente menor que d;.
Se dice que P(s) € F[s|™*™ es propia por columnas sirang P, = rang P(s).
Se dice que P(s) € F[s]™*"™, m > n, es dominante en grado por columnas

. I,
si P.= 0

En particular si P(s) € F[s]™ ™ es un matriz cuadrada no singular
diremos que es propia por columnas si P, € F™*™ es no singular, es decir,
det P. # 0. Y, P(s) € F[s]™™, no singular, diremos que es dominante en
grado por columnas si P, = I,,,, es decir, si para i # j, d(p;;(s)) < d(pj;(s))
coni,j=1,...,my pj;(s) ménicos.

El siguiente es un resultado basico sobre matrices propias por columnas
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(véase, por ejemplo, [17] o [56] en el caso de matrices no singulares):

Lema 1.4.7 Sea P(s) € F[s|™*", rang P(s) = r, r < min{m,n}. Entonces
existe una matriz unimodular U(s) € F[s]"™*™ tal que P(s)U(s) = [Pi(s) 0]
con Py(s) € F[s]™ " una matriz de rango completo por columnas, propia por
columnas con grados de las columnas ordenados en forma no creciente. Los
grados de las columnas estdn univocamente determinados, aunque la matriz

U(s) en general no lo estd.

Sea P(s) una matriz polinomial y ¢ = d(P(s)). Del proceso de reduccién
[56, p. 27] de una matriz P(s) = [pi(s) - pm(s)], con pi(s) € F[s]™*! su
i-ésima columna, a una matriz propia por columnas Q(s) = P(s)U(s) =

[q1(8) - - - @ (s)] se deduce que d(p;(s)) > d(qi(s)), i =1,...,m. Por lo tanto

q > d(pi(s)) > d(qi(s)), i=1,...,m.

Teniendo en cuenta que los indices de Wiener—-Hopf en el infinito de la
matriz P(s) son una reordenacién en forma no creciente de los grados de
las columnas de la matriz (s) propia por columnas se tiene el siguiente

resultado:

Lema 1.4.8 Sea P(s) € F[s|™™ una matriz polinomial no singular con
qg=d(P(s)) y sean ky > ko > -+ >k, sus indices de Wiener—Hopf en el

infinito por la izquierda. Entonces ¢ — k; > 0 para todot=1,...,m.

Analogamente, se definen las matrices polinomiales propias por filas y
dominantes en grado por filas.

Sea P(s) € F[s]™*™ y sea d; el grado de su fila i, es decir el grado del
elemento de mayor grado en dicha fila. La matriz P(s) se puede escribir como
P(s) = D(s)P; + L(s), donde D(s) = Diag(s™,s%, ... s%) Py € F™"
la matriz de los coeficientes de los términos de mayor grado es las filas y
L(s) € F[s]™ ™ es una matriz polinomial que recoge el resto de los términos,

de tal forma que el grado de su fila ¢ es estrictamente menor que d;.
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La matriz P(s) € F[s]™*" es propia por filas si rang Py = rang P(s).
P(s) € F[s]™", m < n, es dominante en grado por filas si P, = [ I, 0 ].

En particular si P(s) € F[s]™™ es un matriz cuadrada no singular
diremos que es propia por filas si Py € F™*™ es no singular, es decir,
det Py # 0. Y, P(s) € F[s]™™ no singular diremos que es dominante en
grado por filas si Py = I,,,, es decir, si para ¢ # j, d(p;;(s)) < d(pii(s)) con
i,j = 1,...,my pi(s) moénicos. Nétese que la forma de Hermite de una
matriz polinomial no singular (Seccién 1.2.6) es dominante en grado por
filas.

Es claro que toda matriz dominante en grado por columnas (filas) es

propia por columnas (filas). El reciproco no es cierto en general.

1.5. Mayorizacion de particiones y m-tuplas
de nimeros enteros

Una particion es una sucesién (finita o infinita) de nimeros enteros no

negativos

a= (ay,as,...)

ordenados de forma no creciente
a; > ag > ---

y tales que s6lo hay un ntimero finito distintos de cero.

La longitud de una particién a es el nimero de componentes de a dis-
tintas de cero. Se denotara por I(a).

En el conjunto de las particiones se define la siguiente relacion de orden
(parcial) [25, p. 45], [39, p. 6],[44, p. 7]:

Si a y b son particiones y m = méx{l(a),l(b)} se dice que a esta mayo-
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rizada por b o que b mayoriza a a, y se denota por a < b, si

iaigibi, i=1,2....m—1, (1.16)
=1 =1

=1 =1

Esta definicion es equivalente a ([44, p. 9]):

J J
D bmeip1 € i, j=1,2,.,m—1, (1.18)
=1 =1

i=1 i=1

Sean ahora dos m-tuplas a = (ay,a9,...,a,) y b = (b1,ba, ..., by) de
niumeros enteros cualesquiera ordenados de forma no creciente a; > ay >
cee >y, by > by > oo > b,,. Se dice que a esta mayorizada por b o que b

mayorz’za a a,y se denota por
((ll, asg, . .. ,am) =< (bl, bg, e 7bm)7

si se cumplen (1.16) y (1.17), o se cumplen (1.18) y (1.19).

Si en lugar de tener particiones tenemos secuencias de niimeros enteros
cuyos elementos no estan necesariamente ordenados en sentido no creciente,
diremos que dos secuencias de niimeros enteros no negativos a y b son tales
que a estd mayorizada por b, a < b, si la particiones obtenidas de a y b
ordenando sus componentes en sentido no creciente cumplen (1.16) y (1.17),

o cumplen (1.18) y (1.19).



Capitulo 2

Indices de Wiener—Hopf y
estructura finita e infinita de
matrices racionales

2.1. Introduccion

En este capitulo extendemos el resultado del Teorema de estructura de
Rosenbrock a matrices racionales no singulares. Como ya hemos comenta-
do en la introduccidn, el Teorema original de Rosenbrock ([50]), caracteriza
los posibles invariantes de semejanza (factores invariantes) que pueden asig-
narse a la matriz de estados de un sistema controlable mediante feedback de
estados. También justificamos que en términos de matrices polinomiales, da
una caracterizacién de los posibles indices de Wiener—Hopf en el infinito de
todas las matrices polinomiales que tienen los mismos factores invariantes.
Equivalentemente caracteriza los posibles factores invariantes de las matri-
ces polinomiales con los mismos indices de Wiener—Hopf en el infinito. En
otras palabras, establece una relacién que deben satisfacer los factores in-
variantes y los indices de Wiener—Hopf en el infinito para que las orbitas
que éstas representan tengan interseccién no vacia. El resultado en términos

de matrices polinomiales es el siguiente:

47
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Teorema 2.1.1 Sean k1 > -+ > ky, y aq(s)| -+ |aun(s) enteros no nega-
tivos y polinomios maonicos, respectivamente. Entonces existe una matriz

X con i (S), ..., (S) como factores

polinomial no singular P(s) € F|s]
mvariantes y ki, ..., k, como indices de Wiener—Hopf en el infinito si y

solo si

(k1 ko) < (d(m(s)), - .., d(a1(s))).

En este capitulo generalizamos el resultado del Teorema de Rosenbrock
estudiando la relacion entre la estructura finita (forma de Smith-McMillan),
la estructura infinita (forma de Smith-McMillan en el infinito) e indices de
Wiener—Hopf en el infinito para matrices racionales no singulares. En lo
sucesivo nos referiremos exclusivamente a los indices de Wiener—-Hopf en
el infinito por la izquierda pero, dado que las matrices racionales y sus
transpuestas tienen las mismas estructuras finitas e infinitas, todos los re-
sultados son validos para los indices de Wiener—Hopf en el infinito por la
derecha (ver la Observacién 2.5.2).

Concretamente analizamos el siguiente problema:

€1(s) €m ()
Yis) T dh(s)

funciones racionales irreducibles, donde €;(s),1:(s) € F[s] son polinomios

Sean ki > -+ >k, yq > -+ > qn enteros. Sean

mdnicos y coprimos tales que €;(s) | €;41(s), i =1,2,...,m —1, y ;11(s) |
Yi(s),i=1,2,...,m—1. ;Bajo qué condiciones eziste una matriz racional
no singular G(s) € F(s)™*™ que tenga ki, ..., ky, como indices de Wiener—

Hopf en el infinito por la izquierda, s?, ..., s como funciones racionales

€1(s) €m(8)
Pi(s)” T Um(s)

wmvariantes en el infinito y como funciones racionales in-

variantes finitas?

Un resultado parcial de la relacion entre los indices de Wiener—Hopf en el
infinito por la izquierda y la estructura en el infinito de matrices polinomiales

no singulares se encuentra en [20]. La estructura en el infinito de matrices
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racionales es de gran interés en teoria de control (ver, por ejemplo [55]). Se
puede ver una interpretacion a control de la estructura en el infinito para
matrices racionales en el trabajo de Dion y Commault [15, Seccién 4], donde
al igual que se hace en [17] para la estructura Wiener—-Hopf en el infinito,
en este trabajo los autores estudian la estructura en el infinito de la matriz
de transferencia y la caracterizan en términos de invariantes de sistemas.

Abordamos el estudio del problema planteado resolviendo inicialmente
dos problemas mas simples. En la Seccién 2.2 extendemos el resultado del
Teorema de Rosenbrock a matrices racionales no singulares con estructura
finita prescrita, es decir damos una solucién al problema cuando no pres-
cribimos la estructura en el infinito. Para estudiar este mismo problema
cuando prescribimos la estructura en el infinito necesitamos el concepto
de indices de Wiener-Hopf locales. En la Secciéon 2.3 damos los resulta-
dos previos que necesitamos para definir este concepto. En la Seccién 2.4
damos la relacién entre los factores invariantes en el infinito y los indices
de Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda de matrices polinomiales y
después extendemos este resultado a matrices racionales. Por tanto tenemos
la solucion del problema cuando no prescribimos la estructura finita. Por
ultimo, utilizando los resultados de las Secciones 2.2 y 2.4, resolvemos el
problema planteado prescribiendo para matrices racionales los tres tipos de
invariantes: indices de Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda y estruc-
tura finita e infinita. Esto se hara en la Seccion 2.5.

En el articulo [1] estdn contenidos los resultados de este capitulo.
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2.2. Indices de Wiener—Hopf en el infinito
por la izquierda y estructura finita de
matrices racionales

Se pueden estudiar muchos problemas sobre la estructura de matrices
racionales a partir de los correspondientes problemas sobre matrices poli-
nomiales. El resultado que mostramos a continuacion es un ejemplo mas
de este hecho, en el cual extendemos la versiéon polinomial del Teorema de
Rosenbrock (Teorema 2.1.1) a matrices racionales. La idea es la siguiente:
Sea G(s) € F(s)™*™ una matriz racional y sea d(s) el polinomio mdnico
minimo comun multiplo de sus denominadores. Entonces G(s) se puede
escribir como

Gls) = %N(s), (2.1)

donde N(s) € F[s|™*™.

Los tres lemas siguientes estudian la relacién entre la forma de Smith—
McMillan finita e infinita de una matriz racional G(s) y la forma de Smith—
McMillan finita e infinita de su correspondiente matriz polinomial N(s),

asi como la relacion entre los indices de Wiener—Hopf en el infinito de G(s)
y N(s).

Lema 2.2.1 Sea G(s) € F(s)™*™ una matriz racional no singular, d(s)

el polinomio maonico minimo comun maltiplo de sus denominadores tal que

— N(s s|m*™ Sean “1(s) en9)
d(s)G(s) = N(s) € Fls]™*™. Sean 55,0 0

invariantes de G(s), donde €;(s),v;(s) € F[s] son polinomios ménicos y co-

las funciones racionales

primos tales que €;(s) | €,41(8), i = 1,2,...,m — 1, mientras que ;11(s) |
d

vi(s), 1 = 1,2,...,m — 1. Sea o;(s) = 1/}((8)), 1 = 1,....,m. Entonces
i\S

€1(s) €m($)
Pi(s) hm(s)

e son las funciones racionales invariantes de G(s) si y sélo
si €1(8)01(8), .., €m(s)om(s) son los factores invariantes de N(s).
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Demostracién. Existen matrices unimodulares U(s), V(s) tales que

e1(s)  ea(s) €r(s)
1) Bals) ws)) Vi)

si y sélo si existen matrices unimodulares U(s), V(s) tales que

G(s) = U(s) Diag (

N(s) =d(s)G(s) = U(s) Diag (g1(s)e1(s), 02(s)ea(s), ..., om(s)em(s)) V(s).

Veamos que se satisfacen las relaciones de divisibilidad entre las funciones
racionales invariantes de G(s) y los factores invariantes de N(s). Como
€:(s),1:(s) € F[s] son polinomios coprimos, se tiene que €;(s) | €41(s) y
Yiv1(s) | i(s) siy solosi e (s)i1(s) | ¥i(s)€ir1(s), parai =1,2,...,m—1.
Esta tltima condicidn es a su vez equivalente a que €;(s)o;(s) | €41(5)oi1(8),

parat=1,2,...,m — 1. |

Para la demostracion de los dos lemas siguientes se utilizan las mismas

ideas.

Lema 2.2.2 Sean G(s), d(s), y N(s) como en el Lema 2.2.1, sea d =
d(d(s)) yq1 > qa > -+ > qm enteros. Entonces s, 82, ... s™ son las fun-
ciones racionales invariantes en el infinito de G(s) si y sélo si stitd giztd

..., 8% son los factores invariantes en el infinito de N(s).

Lema 2.2.3 Sean G(s), d(s), N(s), y d como en el Lema 2.2.2, sean k; >
ko > -+ >k, enteros. Entonces ki,ks, ..., k, son los indices de Wiener—
Hopf en el infinito de G(s) por la izquierda si y sdlo si ki+d, ke+d, . .. ky,+d

son los indices de Wiener—Hopf en el infinito de N(s) por la izquierda.

Como ya hemos dicho en el Capitulo 1, los indices de Wiener—Hopf en el
infinito por la izquierda de matrices polinomiales son enteros no negativos.
En el caso de matrices racionales no es asi. En particular para matrices

racionales propias no singulares se tiene que:
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» Si G(s) € F,.(s)™*™, entonces k; < 0, i = 1,2,...,m (ver [56]).
En efecto, sea G(s) = %N(s), q = d(N(s)) y p = d(d(s)). Sean
ly,la,... 1y los indices de Wiener—Hopf en el infinito de la matriz
polinomial N(s). Como G(s) es un matriz de funciones racionales
propias, p > q. Ademas, por el Lema 1.4.8 ¢ > [; para todo 7. Por lo
tanto

0>q¢g—p=1l—p,
con l; —p =k; (Lema 2.2.3) parai=1,...,m.

En particular, si G(s) es estrictamente propia, entonces k; < 0, ¢ =

1,2,...,m.

= Si G(s) € Fp(s)™™, entonces ¢; < 0, 1 = 1,2,...,m (ver [54]).
En particular, si G(s) es estrictamente propia, entonces ¢; < 0, i =

1,2,...,m.

Con la ayuda de los Lemas 2.2.1 y 2.2.3, podemos dar condiciones nece-
sarias y suficientes para la existencia de una matriz racional no singular con
indices de Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda y estructura finita
prescrita.

€1(s) €m(5)
Ui(s) T hm(s)

ciones racionales irreducibles, donde €;(s),1;(s) € F[s] son mdnicos y co-

Teorema 2.2.4 Sean ki > --- > k,, enteros y fun-

primos tales que €;(s) | €41(s), i = 1,2,....m — 1, y ¥iy1(s) | ¥i(s),
i=1,2,...,m—1. Entonces existe una matriz no singular G(s) € F(s)™*™

con ki, ..., k, como indices de Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda

€1(s) €m(8)
Y Ui(s) Gls)

(F1s- oo k) < (d(em(s)) = d(¥m(s)), -, d(ex(s)) — d(¥a(s))).  (2.2)

Demostracién. Sean G(s), d(s), N(s) y d como en el Lema 2.2.2. Usando
d(s)

Yi(s)

como funciones racionales invariantes si y solo si

los Lemas 2.2.1 y 2.2.3 sabemos que si 0;(s) = ,1=1,...,m, entonces
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€1(s)ar(s) | -+ | em(s)om(s) son los factores invariantes de N(s) y k; +
d, ..., kny+dson sus indices de Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda.

Por tanto, por el Teorema de Rosenbrock 2.1.1 tenemos que
(ki +d, ... kpn+d) < (den(s)om(s)), ..., d(e(s)o1(s))).
Pero d(o;(s)) =d — d(v;(s)), i = 1,...,m, por tanto
(ki +d, ... kn+d) < (d(en(s)) —d(m(s)) +d, ..., d(ei1(s)) —d(¥(s)) +d)
y se satisface la condicién (2.2).
Reciprocamente, por la condicion de mayorizacién tenemos que k,, >

d(ei(s)) — d(1(s)), o bien ky, + d(¢1(s)) > d(ei(s)) > 0. En consecuencia,
ki+d(q(s)) > -+ > ky+d(¢1(s)) > 0. Por otro lado, como 1;(s) divide a

1(s), i =1,...,m, tenemos que ﬁwl(s) son polinomios que satisfacen
“(s) Pr(s) |- | () 1(s). De Z(pé(g se sigue que
U1(s) Um(s)

(k1 +d(¥1(5), - - km + d(1(s)))

< (d(€m(s)) — d(W¥m(s)) + d(ii(s)), ..., d(er(s)) — d(¥1(s)) + d(wl(é’)()z)-g)

Por tanto

(it (5D, o) < (25009 ) oo (S 5009) )
(2.0)

Por el Teorema 2.1.1 existe N(s) € F[s]|™*™ con ky +d(11(s)), ..., km +
d(11(s)) como indices de Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda y

€1(s) €m(s) ) _

w(s) | -+ 11(s) como factores invariantes. Por los Lemas
wl(s) 1( ) | ‘ ¢m(18) 1( )
22.1y223,G(s) = N(s) es la matriz deseada. O]

Pi(s)
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2.3. Indices de Wiener—Hopf locales de una
matriz polinomial

Estamos interesados en estudiar la relacién entre la estructura en el
infinito (forma de Smith-McMillan en el infinito) y los indices de Wiener—
Hopf en el infinito por la izquierda de una matriz polinomial. Mediante una
transformacion conforme se puede trasladar el punto del infinito a cualquier
punto finito. Por tanto, haciendo uso de las propiedades conocidas (Teo-
rema de Rosenbrock) para la estructura finita de la matriz obtenida tras
la transformacién, podemos obtener informacion sobre propiedades en el
infinito de la matriz original. Recordemos que la estructura finita local se
reduce a los divisores elementales pero necesitamos el concepto de indices
de Wiener—Hopf locales. Este concepto no es nuevo. Como se ha dicho en
la introducccién los indices de Wiener-Hopf de matrices racionales estan ya
definidos respecto a un contorno cerrado del plano complejo. Ahora bien,
como nosotros vamos a tratar sélo con propiedades algebraicas de los sis-
temas, vamos a suponer que el cuerpo subyacente es un cuerpo arbitrario
F, por tanto, necesitamos extender la definicion de indices de Wiener—Hopf
locales a un cuerpo arbitrario.

Necesitamos algunos resultados previos.

Proposicién 2.3.1 Sea P(s) € F[s|™*™ una matriz polinomial no singular
y m(s) € F[s] un polinomio mdnico irreducible. Entonces, existen matrices
Pi(s),Q(s) € F[s]™™ tales que

i) P(s) = Pi(s)Q(s),
ii) los factores invariantes de Pi(s) son potencias de w(s), y

iii) los factores invariantes de Q(s) son relativamente primos con w(s).
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Demostracién. Sea S(s) = Diag(a;(s),...,an(s)) la forma de Smith
(finita) de P(s), con a;(s) | -+ | am(s) sus factores invariantes. Por lo

tanto, existen matrices unimodulares U(s), V (s) € F[s]™ ™ tales que
P(s) = U(s) Diag(ay(s), ..., an(s))V(s). (2.5)

Si 7(s) no es divisor de det P(s), entonces Pi(s) = I, v Q(s) = P(s)
cumplen las condiciones deseadas. Si 7(s) | det P(s), entonces a;(s)
m(s)%B3i(s) con dp, > -+ >dy >0y m.e.d.(Bi(s),n(s) =1,i=1,2,...,m.

Por tanto,

P(s) = Pi(s)Q(s) (2.6)
con
Py(s) = U(s) Diag(n(s)%,...,m(s)%),
Q(s) = Diag(F1(s), ..., Bm(s))V (),
cumpliendo las condiciones que deseamos. O

El siguiente resultado es fundamental y esta en la base de gran parte de

la teoria que se construira de ahora en adelante.

Proposicién 2.3.2 Sea P(s) € F[s|™*™ una matriz polinomial no singular

y 7(s) un polinomio mdnico irreducible. Si existen matrices polinomiales
Pi(s),Q(s) € F[s|™™ y Pi(s), Q(s) € F[s|™*™ tales que

i) P(s) = Pi(s)Q(s) = Pi(s)Q(s),
ii) los factores invariantes de Pi(s) y P.(s) son potencias de 7(s), y

i) los factores invariantes de Q(s) y Q(s) son relativamente primos con

m(s),

entonces Py(s) y Pi(s) son equivalentes por la derecha.
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Demostracién. Usando las condiciones (i), (ii), y (iii) y teniendo en cuenta
el Lema 1.2.7, se puede demostrar que Py(s) y Pi(s), al igual que Q(s) y
@(s), tienen los mismos factores invariantes; los primeros potencias de 7(s)
y los segundos relativamente primos con (s).

Por (i) tenemos que
Pi(s) = Pi(s)Q(s)Q(s) " (2.7)

Sea G(s) = Q(5)Q(s)~%. Dado que Q(s)~! = mAdj(Q(s)), se sigue
que la matriz (det Q(s))G(s) es polinomial. Sea D(s) € F[s]™*™ la forma de
Smith (finita) de (det Q(s))G(s). Por tanto, existen matrices unimodulares
U(s), V(s) € F[s]™*™ tales que

D(s) = U(s)(det Q(s))G(s)V (s),

o bien

U($)G(s)V (s) mp(s).

Por otro lado, si dividimos D(s) por det Q(s) y hacemos todas las posi-
bles cancelaciones, obtenemos la forma de Smith-McMillan (finita) de G(s)
(ver Capitulo 1):

1 , e1(s) €m(S) )

Ss:USGsVs:—Ds:Dlag( ey ,

(s) = U(s)G(s)V (s) At Q) (s) 06 Ons)

donde €;(s), 1;(s) son polinomios ménicos y coprimos tales que €;(s)|e;11(s),

mientras que ¥;;1(s)|;(s), i = 1,2,...,m — 1. Ademds, como 9 (s) es un
divisor de det Q(s) para todo k, concluimos que los polinomios 1y (s) son
relativamente primos con los factores invariantes de Py(s).

Notemos que det S(s) = 1 debido a que det(Q(s)Q(s)™!) es una cons-
tante. Vamos a probar que en realidad S(s) = I. Si por el contrario
suponemos que esto no es verdad, necesariamente existe un k tal que 1 (s) #
1 (porque en caso contrario, como det S(s) = 1, tendriamos que €;(s) = 1

para todo i y entonces S(s) = I,,,).
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€r(s
Sea a;x(s) () un elemento arbitrario de la columna k-ésima de la

Vr(s)
matriz E(S)U(s)_lS(s), donde a;(s) denota el elemento en la posicién
(i,k) de la matriz P,(s)U(s)~. Dado que Pi(s)V(s) = Py(s)U(s)71S(s)
ex(s)

Vi(s)

Como por otro lado m.c.d.(ex(s),¥x(s)) = 1 concluimos que necesariamente

es una matriz polinomial, debe suceder que a;(s) es un polinomio.

Ur(8) | ai(s) para todo i; es decir, 1, (s) es un divisor de todos los elementos
de la columna k-ésima de la matriz P;(s)U(s) ™! y en consecuencia un divisor
de det(P;(s)U(s)7h).

Por otro lado habfamos visto que los polinomios 1 (s) son relativamente
primos con los factores invariantes de P;(s). Asf, hemos llegado a un absur-
do. Por tanto, S(s) = I,, vy Pi(s) = Pi(s)U(s)"*V(s)~! como desedbamos.

0

Sabemos que los indices de Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda
de una matriz polinomial P(s) son los grados de las columnas de cualquier
matriz propia por columnas equivalente por la derecha a P(s). En reali-
dad, estos grados son invariantes para la equivalencia por la derecha. Asi,
teniendo en cuenta las Proposiciones 2.3.1 y 2.3.2, tiene perfecto sentido la

siguiente definicion.

Definicién 2.3.3 Sea P(s) € F[s]”™*™ una matriz polinomial no singular,
y 7(s) € F[s] un polinomio ménico irreducible. Sean P;(s), Q(s) € F[s]™*™

matrices polinomiales tales que
i) P(s) = Pi(s)Q(s),
ii) los factores invariantes de P;(s) son potencias de 7(s), y
iii) los factores invariantes de Q)(s) son relativamente primos con m(s).

Entonces llamaremos indices de Wiener—Hopf locales de P(s) respecto
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a 7(s) por la izquierda a los indices de Wiener—Hopf en el infinito por la

izquierda de P (s).

Del mismo modo se pueden definir los indices de Wiener—Hopf locales
de P(s) respecto a m(s) por la derecha como los indices de Wiener—Hopf en
el infinito por la derecha de la matriz Pj(s), factor de P(s) por la derecha,
es decir, P(s) = Q'(s)Pj(s), tal que los factores invariantes de P/(s) son po-
tencias de 7(s) y los factores invariantes de )’(s) son relativamente primos
con 7(s). Es facil demostrar la existencia de tales matrices Q'(s) y P;(s).
Ademas, siguiendo las ideas de la Proposicion 2.3.2 se puede demostrar que
todas las matrices factor de P(s) por la derecha que satisfacen las condi-
ciones anteriores son equivalentes por la izquierda y por tanto tienen los

mismos indices de Wiener—Hopf en el infinito por la derecha.

2.4. Indices de Wiener—Hopf en el infinito
por la izquierda y estructura infinita de
matrices racionales

Primero estudiamos la relacién entre los indices de Wiener—-Hopf en el
infinito por la izquierda y los factores invariantes en el infinito para matrices
polinomiales no singulares. Después extenderemos el resultado a matrices

racionales no singulares.

Lema 2.4.1 (a) Sea P(s) € F[s]™™ y q = d(P(s)). Entonces sP(1/s)

es una matriz polinomial.

(b) Sea U(s) € F[s]™ ™ una matriz unimodular. Entonces detU(1/s) =
ceF,c#0yU(l/s) es una matriz bipropia.

(c) Sea B(s) € Fp.(s)™*™ bipropia y m(s) el polinomio monico mini-

mo comin multiplo de los denominadores de la matriz B(1/s). En-
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tonces la matriz m(s)B(1/s) es polinomial, m.c.d.(m(s),s) = 1 y
m.c.d.(det(m(s)B(1/s)),s) = 1.

(d) Si P(s) es una matriz propia por columnas con grados de sus columnas
Piy -, Pm Y D(s) = Diag(sP*,...,sP™), entonces P(1/s)D(1/s)™! es

una matriz polinomial.

Demostracién.

(a) Sea p(s) = a,s" + a,_18" ' + -+ + a5 + ap un elemento cualquiera

de la matriz polinomial P(s), a,, # 0y n < ¢. Entonces

Uy + Ap_15 + -+ a;8" L + ags”
p(1/s) = - :
s
Por tanto como ¢ —n > 0 se tiene que los elementos de la matriz
s1P(1/s) son polinomios de la forma sip(1/s) = (a, + a,_15+ -+ +

ar1s"t + ags™)si" € Fls].

(b) Primero veamos que todos los elementos de U(1/s) son funciones
racionales propias. Sea u(s) un elemento cualquiera de U(s), d(u(s)) =
p. Como se ha visto en a), u(1l/s) = g, con n(s) € F[s| tal que
d(n(s)) < p. Por tanto la matriz U(1/s) € F,.(s)™*™. Ademds como
detU(s) = ¢ # 0 con ¢ € F, entonces det U(1/s) = ¢y por tanto
U(1/s) es una matriz bipropia.
ans™ + ap_18" 4 ars + ag

q _
(C> e g(S) bpSp + bp_lspfl +---+ blS + bo 7
un elemento de la matriz B(s). Por tanto

an 70,0, #0yp>n

Ap + p15+ -+ a15" " + ags”
bp -+ bpflS + -+ blspil + bQSp

9(1/s) = st
Observemos que los denominadores de los elementos de la matriz
B(1/s) son primos con s entonces m.c.d.(m(s),s) = 1y m(s)B(1/s)

es polinomial. Ademds como B(s) es bipropia su determinante es
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una unidad en F,.(s), es decir es una funcién racional tal que el
grado del numerador es igual al grado del denominador, det B(s) =
Pas” + -+ p1s + po

, 0, 0. En consecuencia
ot st pa7# 0, qa 7

mbd+ o+ P18t + post
Qd+“~—|—q15d*1 —|—qosd'

Teniendo en cuenta que en la expresion anterior todos los factores son

det(m(s)B(1/s)) = m(s)

primos con s, det(m(s)B(1/s)) es el polinomio primo con s que se

obtiene al cancelar todos los factores comunes.

(d) La matriz P(s) se puede escribir como (Seccién 1.4):

P(s) = P.D(s) + L(s),

donde P, € F™*™ es la matriz de coeficientes de los términos de mayor
grado en las columnas y L(s) es una matriz polinomial, de tal forma

que el grado de su columna j es estrictamente menor que p;. Entonces
P(1/s)D(1/s)™" = P.+ L(1/s)D(1/s)™"

Veamos que la matriz L(1/s)D(1/s)~! es polinomial. Sea l;;(s) un
elemento arbitrario de la columna j de L(s), con d(l;;(s)) = dij < p,
y li;(1)s) = nwdgs) Por tanto el elemento en la posicién (i,7) de
la matriz L(l/s)é(l/s)_1 = L(1/s)D(s) es polinomial, [;;(1/s)s? =

nij(s)sPi=%i € Fs].

OJ

Lema 2.4.2 Sea P(s) € F[s|™™ wuna matriz polinomial no singular con
q = d(P(s)) y sean ky > ko > -+ > ky, sus indices de Wiener—Hopf en

el infinito por la izquierda. Entonces existe un entero no negativo d y un

polinomio relativamente primo con s, m(s), tal que d+q — ky, ..., d+q —
ky son los indices de Wiener—Hopf locales de m(s)s?™1P(1/s)T € F[s]™*™

respecto a s por la izquierda.
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Demostracion. Como kq, ko, . .., k,, son los indices de Wiener—Hopf en el

mxXm

infinito por la izquierda de P(s), existen matrices U(s) € F|[s] , unimodu-

lar, y B(s) € F,.(s)™*™, bipropia, tales que
P(s) = B(s)Diag(s",...,s")U(s). (2.8)

Sea m(s) el minimo comin multiplo ménico de los denominadores de B(1/s)
y d = d(U(s)). Entonces, sustituyendo s por 1/s y multiplicando por

m(s)s?t? en (2.8), tenemos
m(s)s™™P(1/s) = m(s)B(1/s) Diag(s“ 7 *m .. s (1/s),
y transponiendo
m(s)s™MP(1/s)" = U(1/s)" Diag(s® " ... s M ym(s)B(1/s)T.

Llamamos Q(s) = m(s)B(1/s)T y Pi(s) = U(1/s)T Diag(s?ta=Fm .. . stta=ky),

Entonces, usando el Lema 2.4.1, tenemos que:

(i) m(s)s?1P(1/s)T = Pi(s)Q(s) es una matriz polinomial. P, (s) es tam-
bién polinomial. En efecto, por un lado, s?U(1/s)’ es polinomial, y
por otro lado, se tiene que ¢ — k; > 0 para todo i = 1,...,m (Lema
1.4.8).

(ii) Los factores invariantes de P;(s) son potencias de s.
(iii) Los factores invariantes de Q(s) son relativamente primos con s.

(iv) Los indices de Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda de P;(s)
sond+q—kp,...,d+q— ki, yaque U(1/s) es una matriz bipropia.

Deducimos de la Definicién 2.3.3, que los indices de Wiener—Hopf locales de
m(s)s?TP(1/s)T respecto a s por la izquierda son d+q—ky,, ..., d+q— k.
O
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Recordemos que si s?, ..., s? son las factores invariantes en el infinito
de la matriz polinomial P(s), entonces ¢ = d(P(s)) (ver Seccién 1.2.7). Por

tanto s P(1/s) es una matriz polinomial (Lema 2.4.1).

Lema 2.4.3 Sea P(s) € F[s]"™™ wuna matriz polinomial no singular y
st s .. st conqp > qo > -+ > qn Sus factores invariantes en el in-
finito. Entonces para cualquier entero mo negativo d y cualquier polinomio
relativamente primo con s, m(s), los polinomios s¢T=a | ... | gdta=dam sop
los divisores elementales finitos de la matriz polinomial m(s)s¥ 4 P(1/s)T €

F[s]™™ relativos a s.

Demostracién. Sean a;(s) | --- | a,(s) los factores invariantes finitos de
s P(1/s). Entonces existen matrices unimodulares U(s),V(s) € F[s]|™*™

tales que
U(s)s™P(1/s)V(s) = Diag(ay(s),. .., am(s)). (2.9)
Escribimos a;(s) = s%(;(s) con m.c.d.(G;(s),s) =1,i=1,...,m,0<a; <

-+« < ap,. Mediante el cambio s por 1/s en (2.9) tenemos que

U(l/s)s—ilP(s)V(l/s) ~ Diag (3—1151“/5)’ . Saimﬁmu/s)) (2.10)

Obsérvese que las funciones racionales 3;(1/s) son funciones racionales bipro-
pias porque m.c.d.(5;(s),s)) = 1, i = 1,...,m. Por tanto, multiplicando

(2.10) por la derecha por la matriz bipropia

Bl = Ding (5 o)

y llamando By(s) = U(1/s) y Ba(s) = V(1/s)B(s), tenemos que

B1(8)P(S)BZ(S> = Djag(sth—al7 e Sq1—am)’

con Bj(s) y By(s) matrices bipropiasy ¢y —ay > - -+ > q1 — ay,. Esto significa

que st—® gh—az  gh—m gopn Jos factores invariantes en el infinito de
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P(s). Pero, por hipétesis, éstos son s?,...,s?. Por tanto, a; = ¢1 — ¢,
1=1,...,m.
Ahora, sea d cualquier entero no negativo y m(s) cualquier polinomio

relativamente primo con s. Multiplicado (2.9) por m(s)s? y transponiendo,

V()" (m(s)s™P(1/s)")U(s)"

— Diag(s* - 9m(s)51(5), .., 00 m(s) (),
donde m.c.d.(m(s)f;(s),s) = 1 para todo ¢ = 1,...,m. Esto significa que
s ()B1(s), . .., s m(s) B (s)

son los factores invariantes de m(s)s¢T P(1/5)T y por tanto s¢ta—a | ... |
stta—am gon sus divisores elementales finitos asociados al polinomio irre-

ducible s. ]

A continuacién damos el Teorema de Rosenbrock local respecto a un
polinomio ménico irreducible 7(s) € F[s| para cualquier matriz polinomial
no singular. En él demostramos el resultado de mayorizacion entre los indices
de Wiener—Hopf locales por la izquierda respecto a m(s) y los factores in-
variantes locales respecto a 7(s). Estos tltimos son los divisores elementales

potencias de 7(s) (ver, Seccién 1.2.7).

Teorema 2.4.4 Sean ki > -+ > ky,, t,, > -+ > t1 enteros no negativos.
Sea m(s) € F[s] un polinomio mdnico irreducible. Entonces existe una ma-
triz polinomial no singular P(s) € F[s]™*™ con ky, ...,k como indices de
Wiener—Hopf locales por la izquierda respecto a 7w(s) y w(s)™ | -+ | w(s)tm

como sus divisores elementales finitos asociados a 7(s) si y sélo si

(K1, Eon) < (End(7(5)), ..., tid(1(s))). (2.11)
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Demostraciéon. Supongamos que existe una matriz polinomial no singular
P(s) € Fls|™™ tal que ai(s) | -+ | aun(s) son sus factores invariantes fini-
tos. Escribimos «;(s) = 7(s)"3;(s) con m.c.d.(8;(s),7(s)) =1,i=1,...,m.
La forma de Smith (finita) de P(s) es Diag(ai(s),...,amn(s)) y existen ma-
trices unimodulares U(s), V (s) € F[s]™ ™ tales que P(s) = Pi(s)Q(s) con

Py(s) = U(s) Diag(m(s)™,...,7(s)"™)

Q(s) = Diag(Bi(s), - ., m(s))V (s).

Por la Definicién 2.3.3 los indices de Wiener—Hopf locales de P(s) respecto
a 7(s) por la izquierda, i.e., k1, ..., ky,, son los indices de Wiener—Hopf en el
infinito por la izquierda de Py (s). Como 7(s)™ | - - | m(s)' son los factores
invariantes finitos de Pi(s), la condicién (2.11) se sigue del Teorema de
Rosenbrock (Teorema 2.1.1).

Reciprocamente, por el Teorema de Rosenbrock existe una matriz poli-

X con indices de Wiener—Hopf en el infinito

nomial no singular A(s) € F|s]
por la izquierda ki, ..., ky, y 7(s)" | -+ | w(s)'™ como factores invariantes

finitos. Por tanto, es suficiente tomar P(s) = A(s). O
Ahora vamos a dar el resultado principal de esta seccion.

Teorema 2.4.5 Seank; > --- >k, >0yq > -+ > qn, enteros. Entonces
existe una matriz polinomial no singular P(s) € F[s]™ ™ con ki, ..., ky
como indices de Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda y s?,..., s

como factores invariantes en el infinito st y solo si
(K1yeooskm) < (q1y- -y Gm)- (2.12)

Demostraciéon. Primero, vamos a probar la necesidad. Recordamos que

¢ = d(P(s)). Por el Lema 2.4.2, existe m(s) € F[s] tal que m.c.d.(m(s),s) =
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1 y un entero no negativo d tal que d+q; —kp,, - . . , d+q1 — k1 son los indices
de Wiener-Hopf locales por la izquierda de m(s)s?™ P(1/s)T € F[s]™*™
respecto a s, y por el Lema 2.4.3, s®Fai—a1 | ... | s¥@1=4m son sus divisores

elementales asociados al polinomio irreducible s. Entonces, por el Teorema

2.4.4 aplicado a la matriz polinomial m(s)s?™ P(1/s)T, tenemos que
(d+q1—km,...,d+q1—k1) <(d+q —qm,...,d+q1—q1).

De la definicién de mayorizacién deducimos la condicién (2.12).
Reciprocamente, si se cumple la condicién de mayorizacién (2.12) y te-

niendo en cuenta que ¢ > k1 > k;, ¢« = 1,...,m, tenemos que

(1 = kmy oo oyqn — k1) < (@1 — Gy -, 1 — @1)-

Por el Teorema de Rosenbrock, existe una matriz polinomial no singular
A(s) € F[s]™ ™ con q1 — km,-..,q1 — k1 como indices de Wiener—Hopf en
el infinito por la izquierda y s®~@ | ... | =% como factores invariantes
finitos. Como postmultiplicar por matrices unimodulares no cambia ninguno
de estos dos conjuntos de invariantes podemos suponer que A(s) es propia
por columnas y el grado de su i-ésima columna es ¢; — k,,_;+1. Por tanto,

podemos escribir (ver Capitulo 1)
A(s) = AcD(s) + Ay (s)

con A, no singular, D(s) = Diag(s® %= ... sy el grado de la columna

i de A;(s) menor que ¢; — ki1, 1 < i < m. Entonces
A(s) = B(s) Diag(s®Fm ... s~k (2.13)

con B(s) = (A.+A1(s)D(s)™1) una matriz bipropia, pues A. es no singular y
A1(s)D(s)™! es una matriz estrictamente propia. Ademds, ya que q; — k,, >

<o > q1 — ky, se sigue que d(A(s)) = q1 — ku,.
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Reemplazando s por 1/s y multiplicando la ecuacién (2.13) por s%
s A(1/s) = B(1/s) Diag(s™™, ... s"),
donde s A(1/s) es una matriz polinomial (Lema 2.4.1). Entonces
s A(1/s)" = Diag(s"", ... s")B(1/s)".

Recordemos que por el Lema 2.4.1, si D(s) = Diag(s®=*m .. s8=*) en-
tonces la matriz B(1/s) = A(1/s)D(1/s)™! es polinomial. Como los factores
invariantes de A(s) son s~ | ... | s77% det A(s) = cs? 79 - 079 con

¢ constante. Se sigue de (2.13) que

S(I1—q1 e th—Qm

det B(s) = ¢

sq1—km ... gq1—k1"

Por hipétesis > . k; = > .-, ¢;, por tanto det B(s) = ¢ y en consecuencia
det B(1/s) = c € F,c# 0y B(1/s) es unimodular. De ahi que, los indices de
Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda de sqlA(l/S)T sean ki, ..., k.

Por otra parte, como s#~% | ... | s~% gon los factores invariantes
finitos de A(s), existen matrices unimodulares U(s), V(s) € F[s]|™™ tales
que

U(s)A(s)V(s) = Diag(s™™9, ... s079m), (2.14)

Asi, sustituyendo s por 1/s y multiplicando por s?, tenemos que

U(1/s)s™A(1/s)V(1/s) = Diag(s",...,s™™)

V(1/s5)TsA(1/s)TU(1/s)" = Diag(s®,...,s™),

donde U(1/s)T v V(1/s)T son matrices bipropias (Lema 2.4.1). De este
modo s, ..., s son los factores invariantes en el infinito de s A(1/s)7.
En definitiva, P(s) = s7 A(1/5)T es la matriz deseada. O
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Terminamos esta seccion extendiendo el resultado previo a matrices

racionales no singulares.

Teorema 2.4.6 Sean ky > -+ > ky, y g1 > -+ > qn enteros. Entonces

existe una matriz racional no singular G(s) € F(s)™™ con ky, ..., ky como
indices de Wiener-Hopf en el infinito por la izquierda y s7*,...,s%™ como
factores invariantes en el infinito si y solo si

(kl,...,k?m> = (ql,...,qm). (215)

Demostracién. Sea d(s) es el polinomio ménico minimo comin multiplo

de los denominadores de G(s). Entonces

donde N(s) € F[s]™*™. Sea d = d(d(s)). Usando los Lemas 2.2.2 y 2.2.3
sabemos que k1 +d, ..., k,, +d son los indices de Wiener—Hopf en el infinito
por la izquierda de N(s) y s74, ... s%*4 gon sus factores invariantes en el
infinito. Ahora, por el Teorema 2.4.5 aplicado a la matriz polinomial N(s),

tenemos que
(k1 +d,....kn+d) < (1 +d,....qm+d),

y por tanto tenemos la condicién (2.15).

Reciprocamente, sea d cualquier entero tal que d > |k,,|. Entonces k; +
d,..., k,+ dson enteros no negativos y q; +d, ..., q, + d son enteros. De
(2.15)

Por tanto, por el Teorema 2.4.5 existe N(s) € F[s|™*™ con ki +d, ..., ky,+d
como indices de Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda y s ¢, ... sim+d
@N(s), donde d(s) es
cualquier polinomio de grado d. Por los Lemas 2.2.2 y 2.2.3, se sigue que

G(s) es la matriz deseada. O

como factores invariantes infinitos. Sea G(s) =
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Como una consecuencia tenemos el siguiente resultado para matrices de

funciones racionales propias.

Corolario 2.4.7 Sean ki > -+ > k,, y q1 > -+ > @, enteros no positivos.
Entonces existe una matriz racional propia no singular G(s) € F,.(s)™*™
con ki, ...k, como indices de Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda

y sT ... s como factores invariantes en el infinito si y solo si

(K1y ooy km) < (q1y- -y Gm)-

2.5. Indices de Wiener—Hopf y estructura fini-
ta e infinita de matrices racionales

En esta seccion obtenemos una solucién al problema de dar condiciones
necesarias y suficientes para que exista una matriz racional no singular con
los tres tipos de invariantes prescritos: indices de Wiener—Hopf en el infinito
por la izquierda y funciones racionales invariantes finitas e infinitas. Aunque,
en general, al prescribir los tres tipos de invariantes parece que el problema
tendria que resultar mas dificil, éste no es el caso. La razén es que, para una
matriz racional G(s) € F(s)™*™, los indices de Wiener-Hopf en el infinito

por la izquierda de todas las matrices en ambos conjuntos
{B(s)G(s) : B(s) bipropia} y {G(s)U(s) : U(s) unimodular}

son los mismos. El siguiente teorema caracteriza la estructura finita e infinita
de las matrices racionales no singulares con indices de Wiener—-Hopf en el

infinito por la izquierda prescritos.

Teorema 2.5.1 Sean ky > -+ > ky, y q¢1 > -+ > ¢ enteros. Sean

e1(s) €m(s)
di(s) ()

son polinomios madnicos y coprimos tales que €;(s) | €;41(s),i=1,2,...,m—

funciones racionales irreducibles, donde €;(s),1;(s) € F[s]
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L, yiga(s) | ¥i(s), 1 =1,2,...,m—1. Entonces existe una matriz racional
no singular G(s) € F(s)™ ™ con ky, ..., ky como indices de Wiener—Hopf
en el infinito por la izquierda, s, ..., s%™ como funciones racionales inva-

€1(s) €m ()

Pi(s) T dm(s)

riantes finitas si y solo si

riantes en el infinito, y como funciones racionales inva-

(F1s- oo bm) < (d(em(s)) = d(¢m(s)), -, d(ex(s)) — d(¥a(s))),  (2.16)

k1, k) < (@155 Gm). (2.17)

Demostracién. La necesidad de (2.16) y (2.17) se sigue de los Teore-
mas 2.2.4 y 2.4.6. Reciprocamente, por el Teorema 2.2.4 existe una matriz
racional no singular 77 (s) cuyos indices de Wiener—Hopf en el infinito por

la izquierda son kq,...,k,, y cuyos funciones racionales invariantes finitas
€1(s) €m(s)

son 77/}1(3)7'”72%”(3)

singular Ty(s) cuyos indices de Wiener—Hopf en el infinito por la izquier-

. 'Y por el Teorema 2.4.6 existe una matriz racional no

da son kyq, ..., k, y cuyas funciones racionales invariantes en el infinito son
st ..., s%. Como Ti(s) y Ta(s) tienen los mismos indices de Wiener—Hopf
en el infinito por la izquierda, son equivalentes Wiener—Hopf en el infinito
por la izquierda. Por tanto existe una matriz bipropia B(s) € F,.(s)™*™ y
una matriz unimodular U(s) € F[s]™*™ tales que Ti(s) = B(s)Ta(s)U(s).
De este modo G(s) = B(s)Ty(s) = Ti(s)U(s)™! tiene la misma estructura
en el infinito que 75(s), la misma estructura finita que 73(s) y los indices

de Wiener-Hopf en el infinito por la izquierda de ambas matrices T1(s) y

T5(s). En definitiva, G(s) es la matriz que buscamos. O

Observacion 2.5.2 A lo largo de este capitulo hemos hablado de la equiva-
lencia Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda y de sus correspondientes
indices. En el Capitulo 1 hemos definido también la equivalencia Wiener—

Hopf en el infinito por la derecha de matrices racionales. Esta se define como
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la equivalencia Wiener—Hopf por la izquierda intercambiando los papeles de
las matrices B(s) bipropia y U(s) unimodular. En otras palabras, Gi(s)
y G(s) son equivalentes Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda si y
s6lo si G1(s)T y Ga(s)T son equivalentes Wiener—Hopf en el infinito por la
derecha. En el caso polinomial, dada una matriz polinomial P(s), los indices
de Wiener—Hopf en el infinito por la derecha son los grados de las filas de
cualquier matriz propia por filas equivalente por la izquierda a P(s).
Teniendo en cuenta que una matriz racional y su transpuesta tienen
la misma estructura finita e infinita, todos los resultados de este capitulo
pueden ser enunciados sustituyendo los indices de Wiener—Hopf en el infinito

por la izquierda por los indices de Wiener—Hopf en el infinito por la derecha.

Terminamos con dos resultados que relacionan ambos conjuntos de in-
dices: los indices de Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda y derecha. Un
resultado parcial de este problema se encuentra en [16] donde se estudia la
relacion entre diferentes tipos de indices. En particular, se da una condicion
necesaria y suficiente para que dos colecciones de enteros sean los indices
de Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda y derecha de una matriz
racional. Este resultado es una consecuencia de nuestro Teorema 2.5.4 y lo
enunciamos en el Corolario 2.5.5.

Pensemos ahora en los conjuntos
{U(s)G(s) : U(s) unimodular} y {G(s)U(s) : U(s) unimodular}.

Todas las matrices en estos conjuntos tienen la misma estructura finita. Y,

todas las matrices en los conjuntos
{B(s)G(s) : B(s) bipropia} y {G(s)B(s) : B(s) bipropia}

tienen la misma estructura en el infinito. Ideas similares a las usadas en el

Teorema 2.5.1 nos permiten demostrar los dos resultados siguientes.
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Teorema 2.5.3 Sean ky > -+ > k, yly > --- > 1, enteros. Sean
€1(s) €m(8)
PYi(s) " Ym(s)

funciones racionales irreducibles, donde €;(s),¢;(s) € F[s]

son mdnicos y coprimos tales que €;(s) | €11(s), i = 1,2,....m — 1, y
Yiv1(s) | ¥i(s), i = 1,2,...,m — 1. Entonces existe una matriz racional
no singular G(s) € F(s)™ ™ con ky, ..., ky como indices de Wiener—Hopf
en el infinito por la izquierda, lq,. .., 1, como indices de Wiener—Hopf en

€1(s) €m ()

Ui(s) " Uml(s)

como funciones racionales

el infinito por la derecha, vy

invariantes finitas si y solo si
(koo k) < (dem(s)) = d(¥m(s)), ..., d(ei(s)) — d(¢a(s))),  (2.18)
(I, lm) < (d(€m(8)) — d(m(8)), ..., d(e1(s)) — d(¥1(s))). (2.19)

Demostracién.
La necesidad de la condicién (2.18) es consecuencia del Teorema 2.2.4.

Como G(s)T tiene Iy, .. ., l,, como indices de Wiener—Hopf en el infinito por
c1(s) €m ()
Yis)  dm(s)

condicién (2.19) se deduce del Teorema 2.2.4 aplicado a la matriz G(s)?.

la izquierda y como funciones racionales invariantes, la

Reciprocamente, por el Teorema 2.2.4 existe una matriz racional no singu-

lar T7(s) cuyos indices de Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda son

€1(s) €m(s)

k1,...,kn vy cuyas funciones racionales invariantes son —~,..., ——~y
Y1(s) (OME))

existe otra matriz racional no singular T5(s) cuyos indices de Wiener—Hopf

en el infinito por la izquierda son [y,...,[, y cuyas funciones racionales
€1(s) €m(s)
Ui(s)" Ym(s)
estructura finita, existen matrices unimodulares Ui (s),Us(s) € F[s]
tales que Ti(s) = Uy(s)Ta(s)TUs(s). Por tanto, G(s) = Ui(s)Ta(s)! =

Ty(s)Us(s)™! es la matriz que buscamos. O

. Como Ti(s) y Ta(s)” tienen la misma

invariantes son

mxXm

Siguiendo las mismas ideas tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 2.5.4 Sean ky > - > kp, L > - 2>l yq > -+ > gm

enteros. Entonces existe una matriz racional no singular G(s) € F(s)™*™
con ki,...,ky, como indices de Wiener—Hopf en el infinito por la izquier-
da, ly,...,l, como indices de Wiener—Hopf en el infinito por la derecha, y
st ... 8% como funciones racionales invariantes en el infinito si y solo st
(k’l,...,k}m) =< (ql,...7qm>, (220)
(I, lm) < (q1y -y Qm)- (2.21)

Corolario 2.5.5 Sean ky > --- > k,, y 1l > --- > l,, enteros. Entonces

mAmcon ky, ...,k como

existe una matriz racional no singular G(s) € F(s)
indices de Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda y ly,...,l, como

indices de Wiener—Hopf en el infinito por la derecha si y sélo si

i k; = iz (2.22)
=1 =1

Demostracién. La necesidad de la condicién (2.22) es clara. Para probar la
suficiencia denotamos por gt = méax(q, 0) y elegimos enteros ¢; > -+ > gy,

de la siguiente manera:

Q1:méX<Zki+7Zli+>; =" =qmn1=0, szzki—(h-
i=1 i=1 i=1
(2.23)
Tenemos que
(kla"'akm) < (Q17"'7qm>7 (224)
(L, lm) < (q1s -, Gm)- (2.25)

La existencia de la matriz G(s) se sigue de estas dos condiciones y del
Teorema 2.5.4. 0



Capitulo 3

Equivalencia Wiener—Hopf
local e indices locales de
matrices racionales

3.1. Introducciéon

La equivalencia Wiener—Hopf y los indices de Wiener—Hopf para matrices
de funciones racionales estan originalmente definidos respecto a un contorno
cerrado v del plano complejo (véase introduccién). Dado que este contorno
puede ser tan pequeno como se quiera puede decirse que esta definicién es de
naturaleza local. Por otra parte, en el Capitulo 2 guiados por la necesidad
de obtener una generalizacién del Teorema de Rosenbrock que incluyera
el infinito, hemos definido los indices de Wiener—Hopf locales respecto de
un polinomio irreducible. Una cuestién natural es conocer si existe alguna
relacion entre estos dos tipos de indices. El objetivo de este capitulo es
demostrar que definiendo las cosas apropiadamente ambos son expresiones
particulares de un concepto més general.

La definicién de equivalencia Wiener—Hopf en el plano complejo es la

siguiente (ver, por ejemplo, [13, 20]):
Definicién 3.1.1 Sea ~ una curva rectificable cerrada en el plano complejo

73
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con dominio interior {2, y denotamos la regién de fuera de v, la cual con-
tiene al punto del infinito, por Q_. Sean G4(s), Ga(s) € C(s)™ ™ matrices
racionales no singulares que no tienen ceros ni polos en . Estas dos ma-
trices son equivalentes Wiener—Hopf respecto a v por la izquierda si existen

mxXm

matrices no singulares U_(s) € C(s) sin ceros ni polos en 2_ U~y y

U, (s) € C(s)™*™ sin ceros ni polos en €2, U~ tales que
Ga(s) = U_(s)G1(s)UL(s).

Identificando, tal y como se expuso en la introduccion, a cada punto, zg, de
C con el ideal primo (o maximal) generado por s — zp, resulta que 7 divide
el plano complejo en dos conjuntos (21 U~v)y (2-U~) \ {oo} cuya unién
es todo el plano complejo y su interseccion un conjunto de puntos en el que
las matrices respecto de las que se define la equivalencia Wiener—-Hopf no
tienen ni polos ni ceros. Estas son las propiedades fundamentales que hacen
interesante el estudio de la relacién de equivalencia. Por ello, si identificamos
el plano complejo con Specm(C[s]), los conjuntos (2, U~v) y (2-U~)\ {oo}
se pueden asociar con conjuntos M, M’ C Specm(C[s]) tales que M UM’ =
Specm(C[s]). Es claro entonces que la definicién de equivalencia Wiener—
Hopf respecto a (M, M') que introducimos en la Definicién 3.2.1 generaliza,
a la dada para matrices con coeficientes en C. Se pone asi de manifiesto la
naturaleza esencialmente algebraica de esta relacion de equivalencia.

Un sistema completo para esta relacion de equivalencia la forman los
indices de Wiener—Hopf con respecto a M que son una simple generalizacion
de los indices locales definidos en el Capitulo 2 y que son introducidos en
la Seccion 3.2. En ésta, estudiamos ademds, para matrices polinomiales no
singulares, la existencia, o no, de factorizacién con respecto a (M, M'); i.e.,
de formas candnicas. Dichos resultados se estudiaran también para matrices
racionales no singulares en la Seccién 3.3. Los resultados principales en
ambas secciones, tal y como se ha dicho, son que los indices de Wiener—Hopf

respecto a un subconjunto M C Specm F|[s] forman un sistema completo de



3.1 Introduccion 75

invariantes para la relacién de equivalencia Wiener—Hopf respecto a (M, M")
y que toda matriz es Wiener-Hopf equivalente respecto a (M, M’) a una
matriz diagonal bajo ciertas condiciones que se cumplen siempre que el
cuerpo ' sea algebraicamente cerrado. Veremos algunos ejemplos donde
ponemos de manifiesto que tal factorizacién no siempre existe, por ejemplo,
si el cuerpo no es algebraicamente cerrado.

Hasta aqui los resultados mostrados seran para la equivalencia e indices
de Wiener—Hopf por la izquierda. En la Seccion 3.4 se muestra que los
mismos resultados son validos por la derecha.

En la Seccién 3.5 veremos con rigor que nuestros indices definidos para
matrices de funciones racionales sobre un cuerpo arbitrario son una genera-
lizacién de los indices definidos en [13, 20] sobre el plano complejo.

Por 1ltimo, siguiendo con las mismas técnicas que las utilizadas para
definir los indices de Wiener—Hopf podremos dar una definicién de indices
de Hermite respecto a un subconjunto M de una matriz polinomial no
singular. Demostraremos que coinciden con la definicién dada en la Seccién
1.2.6 donde los indices de Hermite respecto a M representan los grados
de los elementos de la diagonal de su forma de Hermite respecto de M.
Veremos que la nueva caracterizacion tiene la ventaja de que nos permite
calcular los indices de Hermite respecto a M a partir de la informacién
de la forma de Hermite global, sin necesidad de conocer la estructura de
Hermite de la matriz respecto a M. Este hecho también ocurre en el caso de
la estructura finita (factores invariantes) de una matriz polinomial donde
sabemos que podemos determinar la estructura finita local a partir de la

global y viceversa.
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3.2. Equivalencia Wiener—Hopf local

Los anillos locales Fy/(s), M C Specm(F[s]), cuyos elementos son fun-
ciones racionales donde el denominador es primo con todos los polinomios
que generan ideales que estan en M juegan un papel fundamental en la
nueva relacién de equivalencia Wiener—Hopf respecto a (M, M') que intro-
ducimos en esta seccién (Definicién 3.2.1).

Como es habitual, dado M C Specm(F[s]), una matriz U(s) es invertible
en Fp(s)™™ si U(s) € Fp(s)™™ y su determinante es una unidad en
Fu(s); es decir, una funcién racional donde tanto el numerador como el
denominador es primo con todos los polinomios que generan ideales que
estan en M. Entenderemos que una matriz U(s) € Fp(s)™*™ N Fp.(s)™*™
es invertible en Fp ()™ ™ NI, (s)™*™ si su determinante es una unidad en
ambos anillos, Fy/(s) v Fpr(s).

Consideramos que si M = (), entonces Fy(s) = F(s), el cuerpo de las
funciones racionales. Notemos que si M, My C Specm(F[s]) entonces M; C
My siy sélosiFy,(s) C Fyy,(s). En particular, si M = Specm(F[s]) entonces
Fu(s) = F[s].

La relaciéon de equivalencia Wiener—Hopf respecto a una curva cerrada
~v en C esta definida para matrices sin ceros ni polos en 7. Teniendo en
cuenta las identificaciones comentadas en la introduccién, nuestra relacién
de equivalencia Wiener—Hopf estard definida para matrices sin ceros ni po-
los en el correspondiente subconjunto del Specm(F[s]) identificado con 7.
Recordamos que una matriz no tenga ceros ni polos respecto a M (o en M)
significa que su forma de Smith—-McMillan respecto a M es la identidad (Sec-
cién 1.2.7). Ahora bien, esto es equivalente a que las funciones racionales
invariantes en la forma de Smith-McMillan sean unidades en Fy,(s). En

efecto, supongamos que existen matrices unimodulares U(s), V' (s) tales que

e1(s) er(s)
hi(s)” d}r(s)) ’

U(s)G(s)V(s) = Diag <
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donde m.c.d.(¢;(s), m(s)) = 1, m.c.d.(¢;(s), m(s)) = 1, para todo ideal (7(s)) €
. . . (als) € (s) ) :
M,i=1,...,m. Entonces la matriz D(s :Dlag( ey es in-
) D5 ()
vertible en Fy;(s) y por tanto existen Ups(s) = U(s) y Vas(s) = V(s)D(s)™!

tales que

Uni(8)G(s)Var(s) = L.
El reciproco también es cierto: G(s) no tiene ceros ni polos en M si y
sélo si es invertible en Fy(s) y por lo tanto los denominadores, 1;(s), en
su forma de Smith-McMillan son primos con los polinomios que generan
ideales que estan en M (Observacién 1.1.1). Ademds como el determinante
es una unidad los numeradores, €;(s), también satisfacen esa condicién. En
definitiva, diremos que una matriz G(s) € F(s)™*" no tiene ceros ni polos

en M si sus funciones racionales invariantes son unidades en Fy;(s).

Definicién 3.2.1 Sean M y M’ subconjuntos de Specm(F[s]) tales que
M U M'" = Specm(F[s]). Sean G1(s), Ga(s) € F(s)™ ™ matrices racionales
no singulares sin ceros ni polos en M N M’. Las matrices G1(s), Ga(s) son
equivalentes Wiener—Hopf respecto a (M, M') por la izquierda si existen
mxm

matrices Uy(s) invertible en Fys(s)™*™ y Upp(s) invertible en Fp(s)

Fp,r(s)™ ™ tales que
Go(s) = Upp (8)G1(s)Un(s).

Es facil comprobar que es una relacién de equivalencia. En realidad
seria una relacion de equivalencia aunque no se impusiera ninguna condicion
sobre la unién e intersecciéon de M y M’. Sin embargo veremos después que
sin estas condiciones no se puede asegurar la existencia y unicidad de un
representante diagonal en cada clase de equivalencia.

Estudiamos el siguiente caso particular: Si M = Specm(F[s]) y M’ = 0,

mXxXm

las matrices Uyp(s) invertibles en Fy(s)™*™ N F,.(s) son las matrices

mxXm

bipropias y las matrices Up(s) invertibles en Fgpeem(m(s)) () son las ma-

trices unimodulares. Por lo tanto, en este caso, la equivalencia Wiener—Hopf
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respecto a (M, M') = (Specm(F[s]), D) por la izquierda es la equivalencia
Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda. Por esta razén diremos que la
equivalencia Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda es la equivalencia
Wiener—Hopf global por la izquierda y a los indices de Wiener—Hopf en el
infinito por la izquierda les llamaremos los indices de Wiener—Hopf globales
por la izquierda.

En el siguiente lema probaremos, como se ha dicho en la introduc-
cién, que toda matriz polinomial no singular P(s) € F[s]™*™ es equiva-
lente Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda a una matriz diagonal
Diag(s*, ..., sk) donde los enteros ki, . .., k,, son los grados de las colum-
nas de cualquier matriz propia por columnas equivalente por la derecha
a P(s). Estos grados son los indices de Wiener—Hopf en el infinito por la
izquierda. Por lo tanto, toda matriz polinomial no singular tiene indices
de Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda que son nimeros enteros no
negativos.

La demostracién del siguiente resultado estd hecha en [17] para matrices

racionales rectangulares y la incluimos por completitud.

Lema 3.2.2 Sea P(s) € F[s]™™ una matriz polinomial no singular. Exis-
ten una matriz unimodular V (s) € F[s]™*™ y una matriz bipropia B(s) €

Fp,r(s)™*™ tales que
P(s) = B(s)Diag(s™,...,s")V(s)

donde ky > --- > k,, son enteros no negativos univocamente determinados

por P(s).

Demostracién. Sea P(s) € F[s|™™ una matriz polinomial no singular.
Por el Lema 1.4.7 existe una matriz unimodular U(s) € F[s|™ tal que
P(s)U(s) es una matriz propia por columnas; esto es, si ki, ..., ky,, son los

grados de las columnas de P(s)U(s), esta matriz se puede escribir como
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P(s)U(s) = P.D(s) + L(s) con P. no singular, D(s) = Diag(s",...,skm)
y el grado de la columna i de L(s) menor que k;, 1 < i < m. Entonces
P(s)U(s) = P.D(s) + L(s) = (P. + L(s)D(s)"')D(s). Llamamos V(s) =
U(s)™t. Como P, es no singular y L(s)D(s)™! es una matriz estrictamente
propia, B(s) = P.+ L(s)D(s)™! es bipropia y P(s) = B(s)D(s)V(s).
Ademas, por el Lema 1.4.7, los grados de las columnas de la matriz propia
por columnas equivalente por la derecha a P(s), ki, ..., ky,, estdn univoca-

mente determinados por la matriz P(s), aunque U(s) no lo esta. O

Sea M C Specm(F[s]). Recordemos la Definicién 1.2.3: Diremos que
un polinomio no constante «(s) € F[s| factoriza en M si su factorizacién

dm - satisface la condicién (oy(s)) € M

coprima, a(s) = ay(s)% - an(s)
para todo ¢ = 1,...,m. Se tiene que si un polinomio no constante factoriza
en M entonces también factoriza en todo subconjunto de Specm(F|[s]) que
contiene a M. Consideraremos que los tinicos polinomios que factorizan en
M = () son las constantes. Por lo tanto, las constantes factorizan en todo
subconjunto de Specm(F[s]). Se tiene que un polinomio «(s) factoriza en
M siy sélo si a(s) es una unidad en Fy(s) con M’ = Specm(F[s]) \ M.
Al igual que en el Capitulo 2 se han definido los indices de Wiener—
Hopf locales respecto a un polinomio ménico irreducible por la izquierda,
en este capitulo queremos extender esta definicion a cualquier subconjunto
M C Specm([F[s]) y definir asi los indices de Wiener—Hopf respecto a M por
la izquierda. Siguiendo las mismas técnicas que las utilizadas en el Capitulo
2 para demostrar las Proposiciones 2.3.1 y 2.3.2 se pueden demostrar los
dos resultados siguientes que nos garantizan la existencia y unicidad de
los indices de Wiener—Hopf respecto a M por la izquierda para matrices
polinomiales no singulares. Las demostraciones son exactamente iguales y

por ello las omitimos.

Proposicién 3.2.3 Sea P(s) € F[s|™*™ una matriz polinomial no singular
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y M C Specm(F[s]). Entonces, existen matrices Py(s), Q(s) € F[s]™*™ tales

que
i) P(s) = Pi(s)Q(s),
ii) det Py(s) factoriza en M, y
iii) det Q(s) factoriza en Speem(F[s]) \ M.

Proposicién 3.2.4 Sea P(s) € F[s|™™ una matriz polinomial no singular
y M C Specm(F[s]). Si existen matrices polinomiales Py (s), Q(s) € F[s]™*™
y P1(s),Q(s) € F[s]|™™ tales que

i) P(s) = Pi(s)Q(s) = P1(s)Q(s),
ii) det Py(s) y det P1(s) factorizan en M, y
iii) det Q(s) y det Q(s) factorizan en Specm(F[s])\ M,
entonces Py(s) y P1(s) son equivalentes por la derecha.

Definicién 3.2.5 Sea P(s) € F[s]”™*™ una matriz polinomial no singular y
M C Specm(F[s]). Sean Py(s),Q(s) € F[s]™*™ matrices polinomiales tales

que
i) P(s) = Pi(s)Q(s),
ii) det Pi(s) factoriza en M, y
iii) det Q(s) factoriza en Specm(F]s]) \ M.

A los indices de Wiener—Hopf globales de P;(s) por la izquierda les llamamos

indices de Wiener—Hopf de P(s) respecto a M por la izquierda.
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Cuando M se reduce a un unico ideal generado por un polinomio ménico
irreducible 7(s), los indices de Wiener—Hopf respecto a M = (7 (s)) por la
izquierda son los indices de Wiener—Hopf locales respecto a m(s) definidos
en el capitulo anterior. Y, cuando M = Specm(F|[s]) tomando Pi(s) = P(s)
y Q(s) = I, se tiene que los indices de Wiener—Hopf de P(s) respecto a
Specm(FF[s]) por la izquierda son los indices de Wiener—Hopf globales de
P(s).

Toda matriz polinomial no singular tiene indices de Wiener—Hopf globa-
les por la izquierda. Por lo tanto, cualquier matriz polinomial no singular
tiene indices de Wiener—Hopf respecto a M por la izquierda, para cualquier
M C Specm(F[s]).

Uno de los resultados principales de esta seccion es el siguiente:

Teorema 3.2.6 Sean M y M’ subconjuntos de Specm(F|[s]) tales que M U
M’" = Specm(F|[s]). Sean Pi(s), P2(s) € F[s|™*™ matrices polinomiales no
singulares sin ceros en M N M'. Las matrices Py(s), Py(s) son equivalentes
Wiener—Hopf respecto a (M, M') por la izquierda si y solo si Pi(s), Pa(s)

tienen los mismos indices de Wiener—Hopf respecto a M por la izquierda.

Demostracion. Escribimos

Pi(s) = Pi(s)Qi(s), Pa(s) = P3(s)Qa(s),
con det Pj(s) y det Pi(s) factorizando en M \ M’ (recordamos que Pi(s) y
Py(s) no tienen ceros en M N M') y det Q:(s) y det Q2(s) factorizando en
M\ M.

Supongamos que P;(s), P(s) tienen los mismos indices de Wiener—Hopf
respecto a M por la izquierda, k; > --- > k,,. En otras palabras, P/(s) y
Pj(s) tienen los mismos indices de Wiener—Hopf globales por la izquierda.
Esto significa que existen matrices B(s) € F,.(s)™*™, bipropia, y U(s) €

F[s]™*™ unimodular, tales que

Pi(s) = B(s)Py(s)U (s). (3.1)
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Veamos que B(s) es invertible en [y (s)™*™. De (3.1)
Adi(P(3)U(5))
det(P(s)U(s))

Como det(Py(s)U(s)) factoriza en M \ M’, los denominadores de los
elementos de B(s) factorizan en M \ M’. Por tanto B(s) € Fyp(s)™™ N
F,(s)™ ™. Ademas, det B(s) = det Pj(s)-det(P;(s)U(s))~! y ambos deter-
minantes factorizan en M\ M’. Asi, det B(s) es una unidad en Fy (s)™*™N
Fpr(s)™™. Sea Up(s) = Qa(s)'U(s)Q1(s). Como det Q1(s) y det Qa(s)
factorizan en M’ \ M entonces Uy,(s) es invertible en Fy,(s)™ ™. En de-
finitiva, existen Upp(s) = B(s) invertible en Fyp(s)™*™ N Fp,(s)™* ™ y

U (s) = Qa(s)"1U(5)Q1(s) invertible en Fy (s)™ ™ tales que

B(s) = P{(s)(P5(s)U(s))"" = Pi(s)

Pi(s) = Un(s) Pa(8)Uni (s)

y por tanto Pi(s) y P»(s) son equivalentes Wiener-Hopf con respecto a
(M, M'") por la izquierda.

Reciprocamente, supongamos que existen Uy (s) invertible en Fy ()™M
F,.-(s)™™ y Un(s) invertible en Fy,(s)™*™ tales que
Pi(s) = Unr(s)Pa(s)Un(s). (3.2)

Como M U M’ = Specm(F[s]) v Uppr(s) estd en Fpp(s)™*™ sus elementos
son funciones racionales cuyos denominadores factorizan en M \ M’. Sea
d'(s) el polinomio ménico minimo comtn multiplo de los denominadores de

la matriz Uy (s). Por lo tanto d'(s) factoriza en M \ M'. Ademés,
d'(s)Un(s) = R(s)

con R(s) una matriz polinomial cuyo determinante es una unidad en Fy(s),
esto es, det R(s) = d'(s)™ det Uy (s) factoriza en M \ M’.
Igualmente, Up(s) estd en Fp(s)™ ™ y sus elementos son funciones

racionales cuyos denominadores factorizan en M’\ M. Sea d(s) el polinomio
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monico minimo comin multiplo de los denominadores de la matriz Uy, (s).

Por lo tanto d(s) factoriza en M'\ M y
d(s)Un(s) = N(s)

es una matriz polinomial cuyo determinante es una unidad en Fy(s), esto
es, det N(s) = d(s)™ det Up(s) factoriza en M’ \ M.
Ahora, de (3.2)

1 1

T3 PPN 35

Pl(S) =

d'(s)Py(s)d(s) = R(s)Pa(s)N(s).

Recordemos que Py (s) = P{(s)Q1(s) y Pa(s) = P5(s)Q2(s) tales que det P/ (s),
det Pj(s) factorizan en M\ M’y det Q1(s), det Q2(s) factorizan en M'\ M =
Specm(F[s]) \ M. Sea P(s) = d'(s)Pi(s)d(s) = R(s)Px(s)N(s). La matriz
P(s) es polinomial y

P(s) = d'(s)Pi(s)Q1(s)d(s) = R(s) Py(s)Qa(s)N (s).

Llamamos Py(s) = d'(s)P(s), Qi(s) = Q1(s)d(s), Pa(s) = R(s)Ps(s) y
Q,(5) = Q(s)N(s). Tenemos que

i) P(s) = P1(s)Q1(s) = Pa(s)Qx(s),
ii) det P, (s), det Py(s) factorizan en M, y
iii) det Q,(s), det Q,(s) factorizan en Specm(F[s]) \ M.

Por la Proposicién 3.2.4 Pi(s) y P(s) son equivalentes por la derecha, es

decir, existe U(s) unimodular tal que
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Pi(s) = ﬁ%)ws)v(s),

Pi(s) = Un(s)P3(s)U (s).

Como Uy (s) es bipropia y U(s) es unimodular, Pj(s), Ps(s) tienen los
mismos indices de Wiener—Hopf globales por la izquierda. En consecuencia,
Pi(s) y P»(s) tienen los mismos indices de Wiener—Hopf respecto a M por

la izquierda. O

En definitiva, para matrices polinomiales no singulares sin ceros en M N
M, los indices de Wiener—Hopf respecto a M por la izquierda constituyen
un sistema completo de invariantes para la relacion de equivalencia Wiener—
Hopf respecto a (M, M') por la izquierda con M U M" = Specm(F|s]).

Una consecuencia inmediata de este ultimo teorema es el siguiente re-

sultado:

Corolario 3.2.7 Sean M y M’ subconjuntos de Specm(F[s]) tales que MU
M'" = Specm(F[s]). Sean Pi(s), Ps(s) € F[s|™ ™ matrices polinomiales no
singulares sin ceros en M 0 M'. Entonces Pi(s), Py(s) son equivalentes
Wiener—Hopf respecto a (M, M') por la izquierda si y sdlo si para cua-
lesquiera factorizaciones Pi(s) = Pi(s)Qi(s) y Pa(s) = Pa(s)Qa(s) que
satisfacen las condiciones i)-iii) de la Definicion 3.2.5, Py(s) y Py(s) son

globalmente Wiener—Hopf equivalentes por la izquierda.

Ahora nos planteamos para matrices polinomiales no singulares la exis-
tencia, o no, de factorizacién en forma diagonal para la equivalencia Wiener—
Hopf respecto a (M, M’) por la izquierda. Vamos a demostrar que si existe
un ideal generado por un polinomio de grado 1 en M, el cual no esta en M’,
entonces toda matriz polinomial no singular sin ceros en M N M’ admite

una factorizaciéon diagonal respecto a (M, M").
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Teorema 3.2.8 Sean M y M’ subconjuntos de Specm(F[s]) tales que M U
M’ = Specm(F|s]). Supongamos que existen ideales en M\ M' generados por
polinomios lineales y sea (s—a) uno de ellos. Sea P(s) € F[s]™*™ una matriz
polinomial no singular sin ceros en MOM' y sean ky > --- > k,, sus indices
de Wiener—Hopf respecto a M por la izquierda. Entonces, existen Ups(s)
invertible en Fy ()™ ™ y Upp(s) invertible en Fyp (s)™ ™ NF,.(s)™ ™ tales
que

P(s) = Upp(s) Diag((s — a)*, ..., (s — a)")Un(s).

Demostracién. Sean ai(s),...,n,(s)y ki,. .., kn los factores invariantes
y los indices de Wiener—Hopf por la izquierda de P(s) respecto a M, respec-
tivamente. Escribimos P(s) = P1(s)Q(s) con

det Pi(s) = c1aq(s) -+ - aun(s), (3.3)

1 constante distinta de cero y det )(s) factorizando en Specm(IF[s]) \ M =
M'\ M. Como ki, ...,k son los indices de Wiener-Hopf globales de P;(s)
por la izquierda, por el Lema 3.2.2 existen matrices U(s) € F[s]™*™, uni-

modular, y Bi(s) € F,.(s)™*™, bipropia, tales que
Pi(s) = Bi(s)D1(s)U(s) (3.4)
con D;(s) = Diag(s*, ..., s"). Llamamos

D(s) = Diag((s —a)*,..., (s — a))

Urir(s) = Bi(s) Diag ( e i)k . sz)km) .

Entonces
Pi(s) = Unp(s)D(s)U(s).

Sea Upr(s) = U(s)Q(s). Esta matriz es invertible en Fy(s)™*™ y

P(s) = Upp(s) Diag((s — a), ..., (s — a)")Un(s).
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Nos falta probar que Uy (s) es invertible en Fpp(s)™*™ N Fy.(s)™ ™. Es

claro que Uy (s) estd en [Fp.(s)™*™ y es bipropia. Escribimos
Usi(s) = Pi(s)(D(s)U(s)) .

Entonces utilizando las mismas ideas que en la primera parte de la demostra-

cién del Teorema 3.2.6 se demuestra que Uy (s) es invertible en Fp (s)™*™.

OJ

Observacién 3.2.9 Cuando el cuerpo es algebraicamente cerrado siempre

existe factorizacién diagonal.

El siguiente ejemplo pone de manifiesto las ideas mostradas en la demos-
tracién del teorema anterior. En él se muestra por un lado cémo calcular
los indices de Wiener—Hopf respecto a un subconjunto M C Specm(F[s]),
y por otro lado cémo obtener la factorizacién diagonal. Dadas P(s) y M,
escribimos P(s) = Pi(s)Q(s) con det P;(s) factorizando en M y det Q(s)
factorizando en Specm(F[s]) \ M. Los indices de Wiener—Hopf respecto a M
por la izquierda son los grados de las columnas de cualquier matriz propia

por columnas equivalente por la derecha a P (s).

Ejemplo 3.2.10 Supongamos que F = R es el cuerpo de los ntmeros

reales. Sea la matriz polinomial

s 0
P(s) = [ —s? (524 1) }
Sea M = {(s*+1), (s—1)} que contiene un ideal generado por un polinomio
de grado 1 y M’ = Specm(F[s]) \ M. Se cumple que P(s) = Pi(s)Q(s) con

re =L el ] eo- U]

donde los factores invariantes de P;(s) son potencias de s*> + 1 y por tanto

factorizan en M y los factores invariantes de ((s) son relativamente primos
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con s>+ 1y s— 1y por tanto factorizan en M’. Si escribimos U(s)™' =
{ 1 s*+2s

0 1 } entonces

Pl(s)U(s>—1:[ 1 33+23}

—S 1

es propia por columnas con grados de columnas 1, 3. Por lo tanto, los indices
de Wiener-Hopf globales de P;(s) son 1 y 3. Y en consecuencia éstos son

los indices de Wiener—Hopf de P(s) respecto a M. Escribimos

o= 4 1)[3 8)+ 3 3] -3 8]

donde Bj(s) es la siguiente matriz bipropia

) 1 s2+2
| 0 1 1 2s s 0 | | 2 2
Bl(s)_[—1 O}JF{O 1“ 0 5—3}_ o
1 =
53
31 0
Llamamos B'(s) = 5T $3 . Tenemos que
0
(s —1)°
s
0
s 0 s—1 X s—1 0
0 s* | 0 $ 0 (s—1)?
(s —1)°
1 (s +2)s
Sea Up(s) = Bu(s)B'(s) = | 5= 1 (=1 | Los elementos de 1
ea Upyp(s) = Bi(s)B'(s) = iy 1 . Los elementos de la

s—1 (s—1)3
matriz Uy (s) son funciones racionales propias con denominadores potencias
de s—1ydetUpp(s) = ﬁ. Por tanto Uy (s) € Fpp(s)2*2NF,,.(s)2*?
S —
es invertible. En definitiva,

PV =8| 5 3| =tee |00 L
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Ademads la matriz Uy (s) = U(s)Q(s) € Fas(s)**? es invertible en Fy,(s)**?
y P(s) = PA8)Q(s) = Pu(s)U(s)U()Q(s). Asi,

s—1 0

P =U(s) | " g7 Dy | Unto)

El siguiente ejemplo muestra que si no imponemos las condiciones sobre
la interseccién y/o unién de M y M’ no podemos garantizar la existencia
y/o unicidad de un representante diagonal en cada clase de equivalencia

Wiener-Hopf respecto a (M, M') por la izquierda.

Ejemplo 3.2.11 » Sean M = {(s),(s+1)} y M’ = Specm F[s] \ {(s)}.
Por tanto, M N M' = {(s + 1)} y existe un tunico ideal (s) € M\
M'. Sea p1(s) = s+ 1 que tiene ceros en M N M'. Supongamos que
s+ 1= upp(s)s*up(s) con upp(s) unidad en Fap(s) NFy(s) v unr(s)
unidad en Fj;(s). Como las unidades en Fp (s) son potencias positivas
o negativas de s y las unidades en F,.(s) son funciones bipropias,
para que u(s) sea a la vez una unidad en ambos anillos, Fy;(s) N
[F,-(s), necesariamente debe ser uyp(s) = ¢ constante distinta de cero.
Ademds, para que s+ 1 = upp(s)sFup(s), up(s) = 255 el cual no es
unidad en F;(s). En otras palabras, si P(s) € F[s]|™*™ tiene ceros en

M N M’ entonces no podemos asegurar la existencia de factorizacion

diagonal.

Ademas, si k fuera igual a 1 los polinomios s + 1 y s tendrian los
mismos indices de Wiener—Hopf respecto a M y sin embargo no serian

Wiener—-Hopf equivalentes respecto a (M, M’) por la izquierda.

» Supongamos que M U M’ # SpecmF[s]. Sea m = 1y (s —a) €
M\ M’. Supongamos que tenemos una funcién polinomial que se fac-
toriza como p(s) = upr(s)(s — a)*uy(s), donde upp(s) € Fap(s) N
F,-(s) v um(s) € Fu(s) son unidades. Sea ((s) un polinomio i-

rreducible tal que el ideal que genera, (3(s)), no estd en M U M’.
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Por lo tanto, p(s) admite también la siguiente factorizacién p(s) =

— ) By
g (5)(s — @)D (s), donde Tp(s) = O a)dﬁﬁ@ wele)

tp(s) = um(s)B(s) son unidades en Fyp(s) NFye(s) v Fas(s), res-

pectivamente. Por tanto, si M U M’ # Specm F|[s] no podemos garan-
tizar la unicidad de los exponentes del polinomio lineal s — a que

aparecen en la factorizacién diagonal.

En el siguiente ejemplo queremos mostrar que si todos los ideales gene-
rados por polinomios lineales de grado uno estdn en M’ \ M entonces una

factorizacion como la del Teorema 3.2.8 puede no existir.

Ejemplo 3.2.12 Supongamos que F = R es el cuerpo de los ntimeros
reales. Tomamos M = {(s* + 1)} C Specm(R[s]) y M’ = Specm(R[s]) \
{(s* +1)}. Sea la matriz

POI=| S e ]

que no tiene ceros ni polos en M N M’ = (). Veremos que es imposible

22,y Un(s) en

Rz (5)2*2 tale(rS)que Unr (s)P(s)Un(s) = Diag((p(s)/q(s))*, (p(s)/q(s))*).
p(s

a(s)

encontrar matrices invertibles Upp(s) en Ry (s)2*2NR,,.(s)
Escribimos = u(s)(s* + 1)® con u(s) unidad en Ry(s) y a un entero.
Asi,
Diag((p(s)/q(s)), (p(s)/a(s))*) =
= Diag((s”* + 1)*, (s* + 1)**) Diag(u(s)", u(s)*).

Observemos que la matriz Diag(u(s), u(s)?) es invertible en Ry (s)**? y

P(s) es también equivalente Wiener—Hopf respecto a (M, M') por la izquier-
da a la matriz diagonal Diag((s* 4+ 1), (s* + 1)*2). Por tanto, suponga-
mos que existen matrices invertibles Uy (s) € Rpp(s)?*? N Ry (8)**? y
Unr(s) € Ryr(s)?*2 tales que Uy (s) P(s)Uns(s) = Diag((s®+1)%, (s241)%),

con dy > djy enteros. Por un lado, por ser Uy (s) invertible en ambos anillos
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Ry (8)22 N Ry, (5)**2, det Upp(s) = c. Por otro, det P(s) = s(s*> +1)* y
det Ups(s) es una funcién racional con numerador y denominador relativa-
mente primos con s® + 1, entonces cs(s® + 1)2det Uy (s) = (s2 + 1)41 742 y
dy + dy = 2. Sean

ety = [ e ] gt = [l et )

Como P(s)Un(s) = Upp(s)~! Diag((s* + 1)%, (s* + 1)%) tenemos que

suii(s) = bu(s)(s* + )™, (3.5)
—5%up(8) 4 (8% + 1)1 (8) = bor(s)(s* + 1)%, (3.6)
su1a(s) = ba(s)(s% + 1)%, (3.7)
—5%u19(8) 4 (5% + 1)2ua(s) = baa(s)(s* + 1)%. (3.8)

Como u11(s) € Rps(s) y bi1(s) € Ry (s) MR, (s), podemos escribir uqy(s) =

Q—Ej; y bui(s) = % con f1(s),g1(s), h1(s) € R[s], m.c.d.(g1(s), s* +
fl(s) . h1<8)

_ ‘ 2

1) = 1y d(hi(s)) < 2q1. Ademads, por (3.5), sg1<8) EEnT (s* +

1)4. Por tanto, uji(s) = fi(s) o upi(s) = & Igualmente, por (3.7),
s

u12(8) = fas) 0 upa(s) = fzis) con fy(s) polinomial. Ademds, por (3.7),

dy debe ser no negativo o us(s) = by2(s) = 0. Esto ltimo no se puede dar
pues en tal caso por (3.8) tendriamos también que uga(s) = baa(s) = 0, lo
cual contradice el hecho de que las matrices Up(s), Upr(s) sean invertibles.
Asi, dy > dy > 0. Usando ahora (3.6) y (3.8) y teniendo en cuenta que
u21(8), uga(s) € Ras(s) y bai(s), baa(s) estan en Ry (s) N R, (s), deducimos

que ug1(8) y uge(s) son polinomiales. Distinguimos dos casos:

» Sid; =2y dy =0, teniendo en cuenta (3.7) como bjo(s) es bipropia
entonces ua(s) = ﬂ, c1 constante y bia(s) = ¢1. Por (3.8), baa(s) =
s

—c15 + (8% 4 1)%uga(s). Como ug(s) es polinomial y bey(s) es propia
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necesariamente bao(s) = ¢z, con ¢y constante. Por tanto ug(s) =
C2 + 18
(82 + 1)2
Ahora bien esto es imposible ya que Uy (s) es invertible.

. Asi, ¢y = co = 0 y en consecuencia bia(s) = baa(s) = 0.

» Sidy =dy =1, por (3.6),

buls) = s24+1 -
—s? ”S(S (s + 1) + (5% + 1)2us(s)
= —8511(8) + (82 + 1)11,21(8) =
ha(s)
—Sm + (82 + 1)’LL21(8) =
_ —shy(s) + (s* + 1)1 ug (s)
B (s2 4 1)n

Observemos que d(—shi(s)) < 1+ 2q1 y d((s* + 1)2 T ug(s)) =
2(qp + 1) 4+ d(u2(s)) > 2¢1 + 2 a menos que ug (s) = 0. Si por el
contrario us (s) # 0, d(—shy(s) + (s* + 1)% M uy () > 2¢; + 2 el cual
es mayor que d((s? +1)%) = 2¢;. Esto no puede ocurrir porque by (s)
es una funcién racional propia. De este modo, us1(s) = 0. Igualmente
razonando con (3.8) debe ser que ug(s) es también cero. Ambas cosas

son imposibles ya que Uy (s) es invertible.

3.3. Indices de Wiener—Hopf locales para ma-
trices racionales

Nuestro objetivo ahora es extender el concepto de indices de Wiener—
Hopf y los resultados mostrados en la Seccién 3.2 a matrices de funciones
racionales no singulares siguiendo el procedimiento mostrado en el Capitu-
lo 2: Dada G(s) € F(s)™*™ sea d(s) el polinomio ménico minimo comin

multiplo de sus denominadores. Entonces d(s)G(s) es una matriz polinomial
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y por lo tanto se pueden aplicar los resultados obtenidos hasta ahora en este
capitulo.

Necesitamos extender la Definicion 1.2.3 a funciones racionales.
Definicién 3.3.1 Sea M C Specm(F|[s]). Si g(s) = % € F(s) es una
funcion racional no constante tal que su numerador y su denominador fac-

torizan en M diremos que ¢g(s) factoriza en M.

Observacién 3.3.2 Sea M C Specm(F[s]). En el caso de una matriz poli-
nomial P(s) € F[s]™*™ decir que sus factores invariantes factorizan en M
es equivalente a decir que det P(s) factoriza en M. En el caso de matrices
racionales no es asi. Dada una matriz racional no singular G(s) € F(s)™*™
si sus funciones racionales invariantes factorizan en M entonces det G(s)
factoriza en M. El reciproco no es cierto en general pues puede haber
simplificaciones entre factores comunes del numerador y denominador que

corresponden a diferentes fracciones de la forma de Smith—McMillan. Por
1

ejemplo, el determinante de Diag (—, ;) factoriza en M = {(s+ 1)} pero
s

los elementos de la diagonal no.

Sea M C Specm(F[s]). Sea G(s) € F(s)™*™ una matriz racional no
singular tal que sus funciones racionales invariantes factorizan en M. Por lo
tanto, el polinomio ménico minimo comun multiplo de sus denominadores,
que es el denominador de su primera funcién racional invariante v (s) (][50,

p. 109)), factoriza en M.

Proposicién 3.3.3 Sea G(s) € F(s)™*™ una matriz racional no singular y
M C Specm(F[s]). Entonces existen matrices G1(s), Go(s) € F(s)™*™ tales

que
(1) G(s) = Gi(s)Ga(s),

(i1) las funciones racionales invariantes de G1(s) factorizan en M, y
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(i1i) las funciones racionales invariantes de Go(s) factorizan en M’ =
Specm(F[s]) \ M.

e1(s) €m()

Ui(s)" " (s
McMillan (finita) de G(s) donde €;(s),1;(s) € F[s] son polinomios ménicos

Demostracién. Sea S(s) = Diag ) la forma de Smith—

y coprimos tales que €1(s) | -+ | €,(s) mientras que ¥,,(s) | --- | ¥1(s). Por

lo tanto, existen matrices unimodulares U(s), V (s) € F[s]™*™ tales que

_ [ als) €m(s)
G(s) = U(s) Diag <¢1(s)’ ey 1/1m(8)> V(s). (3.9)

Escribimos €;(s) = €,(s)&(s), ¥i(s) = ¥i(s)(s) siendo €(s), 1}(s) poli-
nomios que factorizan en M y &(s),;(s) polinomios que factorizan en M’
Si €(s) factoriza en M (M') entonces €(s) = 1 (ei(s) = 1) y si i(s)
factoriza en M (M) entonces 1;(s) = 1 (¥i(s) = 1). Tomamos G;(s) =

(Al = Ding (200 2Dy
U(s) Diag (¢,1<S)’”'777Z);n(8)) y Gao(s) = D g(&ﬂs),...,&m(s))‘/()

que cumplen las condiciones que deseamos.

Proposicién 3.3.4 Sea G(s) € F(s)™*™ una matriz racional no singular
y M C Specm(F[s]). Si existen matrices racionales G1(s), Ga(s) € F(s)™*™
y G1(s), Ga(s) € F(s)™*™ tales que

i) G(s) = G1(s)Ga(s) = Gi(5)Gas),

i) las funciones racionales invariantes de G1(s), G1(s) factorizan en M,

i) las funciones racionales invariantes de Gy(s), Go(s) factorizan en M’ =

Specm(F[s]) \ M,
entonces G1(s) y G1(s) son equivalentes por la derecha.

Demostracién. Sean d;(s),ds(s),di1(s),ds(s) los minimos comunes miilti-

plos ménicos de los denominadores de las matrices Gy(s), Ga(s), G1(s) y
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Gy(s), respectivamente. Por tanto de (i4) y (iii) se deduce que dy(s), dy(s)
factorizan en M y da(s), dy(s) factorizan en M’. Sean los polinomios ménicos
di(s) = m.cm.(di(s),d1(s)) y dy(s) = m.c.m.(dy(s), da(s)) factorizando en

M y M’, respectivamente. Asi, por un lado
dy(s)dy(s)G(s) = dy(s)G1(s)dy(s)Ga(s),
por otro
d|(s)d(5)G(s) = di(5)G1(5)dy(5)Ga(s).

Llamamos P(s) = d{(s)d5(s)G(s), Pi(s) = d\(s)G1(s), Q(s) = dy(s)Ga(s),
P (s) = dy(5)Ga(s) y Q(s) = dy(5)Ga(s). Se tiene que Pi(s), Q(s), Pr(s) v
Q(s) son matrices polinomiales safisfaciendo

i) P(s) = Pi(s)Q(s) = P1(s)Q(s),
ii) det P (s) y det P,(s) factorizan en M,y
iii) det Q(s) y det Q(s) factorizan en M’ = Specm(F[s]) \ M.

Entonces Pi(s) y Pi(s) son equivalentes por la derecha. Por tanto, existe
U(s) € F[s]™™ unimodular tal que Pi(s) = P;(s)U(s). Asi, d|(s)G1(s) =
d(s)G1(s)U(s), esto es, G1(s) = G1(s)U(s). O

Como los indices de Wiener—Hopf globales por la izquierda son invarian-

tes para la equivalencia por la derecha podemos dar la siguiente definicion.

Definicién 3.3.5 Sea G(s) € F(s)™™ una matriz racional no singular y
M C Specm(F[s]). Sean Gi(s), Ga(s) € F(s)™*™ matrices racionales tales

que
1) G(s) = Gi(s)Gals),

ii) las funciones racionales invariantes de G (s) factorizan en M, y
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iii) las funciones racionales invariantes de Gs(s) factorizan en M’ =

Specm(F[s]) \ M.

A los indices de Wiener—Hopf globales de G;(s) por la izquierda les

llamamos indices de Wiener—Hopf de G(s) respecto a M por la izquierda.

Sea G(s) € F(s)™*™ una matriz racional y sea d(s) el polinomio ménico
minimo comun multiplo de sus denominadores. Entonces G(s) se puede
escribir como

G(s) = %N(s), (3.10)
donde N(s) € F[s|™*™. Conocida la relacién entre los indices de Wiener—
Hopf globales por la izquierda de N(s) y G(s) (Lema 2.2.3) no es dificil
demostrar el siguiente resultado, que es una generalizacion del Teorema

3.2.6 a matrices de funciones racionales.

Teorema 3.3.6 Sean M y M’ subconjuntos de Specm(F|[s]) tales que M U
M'" = Specm(F[s]). Sean Gi(s),Ga(s) € F(s)™ ™ matrices racionales no
singulares sin ceros ni polos en M N M'. Las matrices G1(s),Ga(s) son
equivalentes Wiener—Hopf respecto a (M, M') por la izquierda si y sélo si
G1(s), Ga(s) tienen los mismos indices de Wiener—Hopf respecto a M por

la izquierda.

Demostracién. Sea d;(s) el polinomio ménico minimo comun multiplo de
los denominadores de G;(s) parai = 1,2, y d(s) = m.c.m.(d;(s), d2(s)). Por

tanto, d(s)G;(s) = P;(s) son matrices polinomiales tales que
d(s)G1(s) = Pi(s) = P{(s)Qu(s),

d(s)Ga(s) = Pa(s) = Py(5)Qa(s),

donde det P{(s), det Py(s) factorizan en M \ M’ y det Q(s), det Q2(s) fac-
torizan en M\ M. Como G1(s) y Ga(s) no tienen polos en M NM’, entonces
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d(s) no tiene ceros en M NM’. Sea d(s) = q(s)g(s) tal que ¢(s) factoriza en
M\ M"y q(s) factoriza en M'\ M. Asi,
1

/(5)—— s) =G (s)Gi(s
Gi(s) = @Pl(s)q(s)Ql( ) = Gi(s)Ga(s),
U preg b s) = GL(s)Gy(s
Ga(s) = @PQ(S)q(s)%( ) = G5(s)Ga(s),
donde las funciones racionales invariantes de G (s) = LPl’(s), Gi(s) =

q(s)

@PQ,(S) factorizan en M, y las funciones racionales invariantes de G (s) =
1 — 1
ﬁQl(s), Go(s) = ﬁQl(s) factorizan en M’ = Specm(F[s]) \ M.
q\s q\s
Sean ky > -+ > ky, los indices de Wiener—Hopf de Gi(s) y Ga(s) re-

specto a M por la izquierda, es decir, las matrices G'(s) = —P/(s) y

q(s)
Gh(s) = ﬁpé(s) tienen los mismos indices de Wiener—Hopf globales por
la izquierda iguales a ky, ..., k,,. Por el Lema 2.2.3 esto equivale a que las
matrices polinomiales Pj(s), P5(s) tienen los mismos indices de Wiener—Hopf
globales por la izquierda iguales a ky +q > - -+ > k,,, + ¢ siendo ¢ = d(q(s)).
Dicho de otra forma las matrices Pj(s), Py(s) tienen los mismos indices de
Wiener—Hopf respecto a M por la izquierda. Por el Teorema 3.2.6, esto
ocurre si y sélo si las matrices P;(s), P»(s), las cuales no tienen ceros en
M N M, son equivalentes Wiener—Hopf respecto a (M, M') por la izquierda.
En otras palabras, existen matrices Uy(s) invertible en F (s)™*™ y Upp ()
invertible en [y (s)™*™ N, (s)™*™ tales que Py(s) = Upni () Pi(s)Un(s),
HPQ(S) = UM/(S)ﬁpl(S)UM<S) o lo que es lo mismo
Ga(s) = Upp (8)G1(8)Un(s). O

y por tanto

Al igual que en el caso polinomial, para matrices racionales no singulares
sin ceros ni polos en M N M’, los indices de Wiener—Hopf respecto a M
por la izquierda constituyen un sistema completo de invariantes para la

relacién de equivalencia Wiener—Hopf por la izquierda respecto a (M, M’)
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con M UM’ = Specm(F[s]). Se dice que forman la estructura Wiener—Hopf
respecto a M de la matriz racional. Ademads, también tenemos el siguiente

resultado sobre la factorizacion de matrices racionales.

Teorema 3.3.7 Sean M y M’ subconjuntos de Specm(F|[s]) tales que M U
M'" = Specm(F[s]). Supongamos que existen ideales en M \ M’ generados
por polinomios lineales y sea (s — a) uno de ellos. Sea G(s) € F(s)"™*™ una
matriz racional no singular sin ceros ni polos en M N M' y sean ky > -+ >

k., sus indices de Wiener—Hopf con respecto a M por la izquierda. Entonces,

mxXm mXxXm m

existen Upr(s) invertible en Fps(s) y U (s) invertible en Fyp(s)

F,.(s)™*™ tales que
G(s) = Upp(s) Diag((s — a)™, ..., (s — a)*)Up(s).

Demostracién. Sea d(s) el polinomio ménico minimo comin miltiplo de
los denominadores de G(s) y d(s)G(s) = P(s) € F[s/™™. Como G(s) no
tiene ceros ni polos en M N M’ entonces P(s) no tiene ceros en M N M'. Por
el Teorema 3.2.8 existen Uy,(s), invertible en Fy(s)™*™, y Upp(s) invertible

en Fpp(s)™™ N Fp,(s)™*™ tales que
P(s) = Upp(s) Diag((s — a)kll, (s — a)kin)UM(s),

donde k] > --- >k, son enteros no negativos univocamente determinados
por P(s); concretamente son los indices de Wiener-Hopf de P(s) respecto
a M por la izquierda. Asi,
K, K,
%P(S) = U (s) Diag (<S;(:>) : e (s d_(j; m> Uni($).
Observemos que d(s) no tienen ceros en M NM'. Por tanto, podemos escribir
d(s) = di(s)ds(s) con di(s) factorizando en M y dy(s) factorizando en M.

En realidad d;(s) factoriza en M\ M’y do(s) factoriza en M’\ M. Ademas,

sidy = d(dy(s))
Diag (<S;(§)>“,..., <8—a>’“'m) _
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(s —a)®
d1 (8)
Por tanto, existen ﬁM(s) = Un(s)
(s —a)h
di(s)
G(s) = Upp(s) Diag((s — a) =%, (s — a)"m =) Uy (s).

1 1
Escribimos G(s) = Pi(s) Py(s) con det P (s) factorizando en M\
dy(s) da(s)

M’ det Py(s) en M'\ M y tal que k] > --- > k! son los indices de Wiener—
Hopf de Pi(s) en el infinito por la izquierda. De este modo k; = k} — d,

1
d2(8) ’

, invertible en F/(s)™*™, y Unp (s) =

Diag ((3 —a)fmh (s — a)kin’dl)

b
dQ(S)

invertible en Fpp (s)™*™ N F,,(s)"™*™ tales que

UM/(S)

1

j=1,...,m, son los indices de Wiener—Hopf globales de d—()Pl(S) por la
1(S

izquierda (véase Lema 2.2.3). Dicho de otra forma k; = ki —dy, j = 1,...,m,

son los indices de Wiener—Hopf de G(s) respecto a M por la izquierda .
O

3.4. Equivalencia Wiener—Hopf local por la
derecha

La equivalencia Wiener—Hopf respecto a (M, M') por la derecha de ma-
trices racionales no singulares se define de manera similar intercambiando
los papeles de las matrices Uy (s) y Unr(s): Sean M y M’ subconjuntos de
Specm(F[s]) tales que M UM’ = Specm(F[s]). Sean G4 (s), Ga(s) € F(s)™*™
matrices racionales no singulares sin ceros ni polos en M N M’. Las matri-
ces G1(s),Ga(s) son equivalentes Wiener—Hopf respecto a (M, M') por la
derecha si existen matrices Uy (s) invertible en Fps(s)™*™ y Upp(s) inver-

tible en [y (s)™ ™ N, (s)™*™ tales que
Ga(s) = Un(s)G1(s)Unr (s).

En otras palabras, dos matrices racionales Gi(s),Ga(s) son equivalentes

Wiener—Hopf respecto a (M, M’) por la izquierda si y sélo si Gy (s)T, Ga(s)?
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son equivalentes Wiener—Hopf respecto a (M, M’) por la derecha. Por otra
parte, dada una matriz racional no singular G(s) se pueden definir los indices
de Wiener—Hopf respecto a M por la derecha como los indices de Wiener—
Hopf en el infinito por la derecha de la matriz factor de G(s) por la derecha,
esto es, como los indices de Wiener-Hopf en el infinito por la derecha de

Gi(s) tal que
i) G(s) = Gi(s)Ga(s),
ii) las funciones racionales invariantes de G(s) factorizan en M, y

iii) las funciones racionales invariantes de Gi(s) factorizan en M’ con
M'" = Specm(F[s]) \ M.

Esta definiciéon esta fundamentada en el hecho de que para dos factoriza-
ciones diferentes de G(s) que satisfacen estas condiciones, se puede demostrar
repitiendo los argumentos de la prueba de la Proposicién 3.2.4, que las ma-
trices factor por la derecha son equivalentes por la izquierda y por lo tanto
tienen los mismos indices de Wiener—Hopf en el infinito por la derecha. Por
tanto, se deduce por simple transposicion que los indices de Wiener—Hopf
de G(s) respecto a M por la izquierda son los indices de Wiener—Hopf de
G(s)T respecto a M por la derecha.

En consecuencia, los resultados mostrados hasta ahora en este capitulo
en términos de la equivalencia Wiener-Hopf por la izquierda y los indices
de Wiener-Hopf por la izquierda pueden ser enunciados en términos de la
equivalencia Wiener—Hopf por la derecha y los indices de Wiener—Hopf por

la derecha.

3.5. Caso Complejo

En esta seccién justificamos y mostramos las ideas de la generalizacion

de la relacién de equivalencia Wiener—Hopf definida en C a cuerpos arbitra-
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rios. Concretamente, veremos que la equivalencia Wiener—Hopf respecto a
(M, M’) por la izquierda (Definicién 3.2.1) generaliza a la dada en el plano
complejo (Definicién 3.1.1). Para esta tltima podemos dar la siguiente fac-

torizacién relativa al contorno «y (ver [13]) .

Teorema 3.5.1 Sea v una curva rectificable cerrada en el plano complejo
con dominio interior ), y denotamos por )_ la region de fuera de v la cual
contiene al punto del infinito. Sea zy € Q4 y G(s) € C(s)™*™ una matriz
racional no singular sin polos ni ceros en ~y. Entonces existen matrices in-
vertibles U_(s) € C(s)™*™ sin ceros ni polos en Q_ U~y y Uy(s) € C(s)™*™

sin ceros ni polos en 4 U~ tales que
G(s) = U_(s) Diag((s — z0)™, ..., (s — 20)*)Uy(s),
donde ky > -+ > k,, son enteros univocamente determinados por G(s).

Definicién 3.5.2 Los enteros k; > --- > k,,, constituyen un sistema com-
pleto de invariantes para la equivalencia Wiener—Hopf respecto a v por la
izquierda y se llaman los indices de Wiener—Hopf de G(s) respecto a vy por

la izquierda .

Analogamente, dadas matrices G1(s), Ga(s) € C(s)™™ que no tienen
polos ni ceros en +, intercambiando los papeles de las matrices U_(s) y
U, (s), definimos la equivalencia Wiener—Hopf respecto a ~y por la derecha.
Los enteros invariantes para la equivalencia Wiener—Hopf respecto a v por
la derecha de una matriz racional G(s) no singular sin polos ni ceros en ~y
se llaman los indices de Wiener—Hopf de G(s) respecto a v por la derecha
(ver también [23]).

Cada subconjunto del plano complejo lo podemos identificar con un sub-
conjunto M de ideales maximales y viceversa. En efecto, podemos asociar

a cada numero complejo zy de C el ideal maximal (s — zp) generado por el
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polinomio 7(s) = s — 29 y a este ideal el anillo local C,(s):
zg «—— s—2zp «—— (s—29) «—— C,(s).

Los elementos de C,(s) no tienen a zy como polo y sus unidades son las

p(s)

funciones racionales u(s) = WS) para las cuales zy no es cero ni polo.
Por tanto, existe una correspondencia biyectiva entre subconjuntos de C
y subconjuntos de Specm(Cls|) donde a cada subconjunto no vacio 2 C
C le asociamos el conjunto M = {(s — zp) € Specm(C[s]) : zp € Q} C
Specm(C[s]) v a su vez a M la interseccién de anillos locales Cy,(s) =

Nw(syemr Cr(s). Los elementos de Cypy(s) no tienen polos en €2 y sus unidades

p(s)

son funciones racionales u(s) = 05 tales que zp no es cero ni polo de u(s)
para todo zy € Q2.

Consideramos que si 2 = (), entonces M = () y Cy(s) = C(s) es el cuerpo
de funciones racionales.

Pero nosotros debemos tener en cuenta el punto del infinito. En rea-
lidad, queremos identificar subconjuntos de C U {oco} con intersecciones de
anillos locales. Por tanto necesitamos extender la idea de anillo local de C[s]
al punto del infinito. Hemos justificado en la Seccion 1.2.5 que al igual que
asociamos a un punto finito zg € C el anillo local C,(s) donde 7(s) = s— 2y,
asociaremos con el oo el anillo local C,,(s). Asi, si a un subconjunto Q2 C C
asociado a M = {(s— 2g) € Specm(C[s]) : zp € Q} le anadimos el punto del

infinito, tenemos la siguiente correspondencia
QU {oo} «— Cp(s)NCpu(s).

Las unidades en Cy(s) N C,.(s) son las funciones racionales propias

p(s)

u(s) = ——= tales que 2y no es cero ni polo de u(s) para todo zg € Q y
s

d(p(s)) = d(q(s)).
Sea v un contorno en C con dominio interior {2, y sea {)_ el complemen-

tario de 24 U~ en C U {oo}, el cual contiene a {co}. Podemos identificar
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24 U~ con el conjunto M = {(s — z9) € Specm(Cl[s]) : zp € Q4 U~r} y
(Q_ U~) \ {oc} con otro conjunto M' = {(s — z9) € Specm(C[s]) : z €

(Q-U~) \ {oo}}. Con estas identificaciones tenemos que:

» Una matriz G(s) € C(s)™*™ no tiene ceros ni polos en 7 si y sélo si

G(s) no tiene ceros ni polos en M N M’

» Una matriz no singular U, (s) € C(s)™*™ no tiene ceros ni polos en

Q. U~y siy sélo si Ug(s) es invertible en Cpy(s)™ ™.

mxXm

» Una matriz no singular U_(s) € C(s) no tiene ceros ni polos en

Q- U~ siy sélosi U_(s) es invertible en Cpp/(s)™*™ N C,p(s)™*™.

Observemos que los conjuntos M y M’ cumplen la condicion M U M’ =
Specm(C[s]). Asi, dados v, 24 y Q_ bajo las condiciones expuestas més
arriba, tenemos que dos matrices racionales no singulares G(s), Ga(s) €
C(s)™*™ sin ceros ni polos en « son equivalentes Wiener—Hopf respecto a
v por la izquierda si y sélo si G1(s),Ga(s) € C(s)™ ™ son equivalentes
Wiener—Hopf respecto a (M, M') donde M = {(s — zy) € Specm(C][s]) :
20 € Qe U~y M = {(s— 2) € Specm(CJ[s]) : zp € (Q-U~) \ {o0}}.
En definitiva, la relacién de equivalencia dada en [13, 20] (Definicién 3.1.1)
es un caso particular de la relacién de equivalencia dada en la Seccién 3.2
(Definicién 3.2.1). Y, por el Teorema 3.3.7 (el cual se puede aplicar ya que
en C los polinomios irreducibles son de grado 1) para matrices racionales
no singulares sin ceros ni polos en v los indices de Wiener-Hopf respecto
a v por la izquierda son los indices de Wiener—-Hopf respecto a M, donde
M = {(s — z) € Specm(C|[s]) : zo € Q4 U~}
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3.6. Indices de Hermite locales para matri-
ces polinomiales

Recordemos que F[s] C Fy,(s) para cualquier M C Specm(F[s]). De
ahi que toda matriz polinomial no singular se puede considerar como una
matriz con elementos en Fy,(s).

En esta seccion estamos interesados en ver que los indices de Hermite de
una matriz polinomial no singular P(s) € F[s]™*™ respecto a un subconjun-
to no vacio de Specm(IF[s]), se pueden obtener factorizando la matriz como
producto de matrices, P(s) = P;(s)Q(s), tales que det P (s) factoriza en M
y det Q(s) factoriza en Specm(F[s]) \ M. Por la Proposicién 3.2.4 podemos
garantizar que todas las matrices P;(s), factor de P(s) por la izquierda, que
satisfacen estas condiciones son equivalentes por la derecha y por lo tanto
tienen los mismos indices de Hermite globales. En la proposicién siguiente
demostramos que los indices de Hermite globales de las matrices factor por la
izquierda de P(s) que satisfacen las condiciones anteriormente mencionadas
coinciden con los indices de Hermite respecto a M de P(s) definidos en la

Seccién 1.2.6 del Capitulo 1.

Proposicién 3.6.1 Sea P(s) € F[s|™*™ una matriz polinomial no singular
y M C Specm(F[s]). Sean Pi(s),Q(s) € F[s]™*™ matrices polinomiales tales

que
i) P(s) = Pi(s)Q(s),
ii) det Py(s) factoriza en M, y
iii) det Q(s) factoriza en Speem(F[s]) \ M.

Entonces hy, ha, ..., hy son los indices de Hermite globales de Py(s) si y

s6lo si hy, ha, ..., hy son los indices de Hermite de P(s) respecto a M.
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Demostracion.

Supongamos que hy, ho, ..., h, son los indices de Hermite globales de
Pi(s). Entonces existe una matriz unimodular W(s) € F[s]™*™ tal que
Pi(s)W(s) = Hy(s) € F[s]™™ con

hll(S) 0 cee 0
H1(8> _ h215(5) h225<8) .. 0
hini(8) hma(s) -+ hpm(S)

la forma de Hermite global de P;(s) donde los polinomios de la diagonal son
monicos y tales que d(h;;(s)) < d(hi;(s)) paratodo j=1,...,i—1, coni =
1,2,...,m. Por una parte tenemos que det Hy(s) = det P(s)det W (s) =
cdet Pi(s) con ¢ constante. Por la condicién (i) deducimos que det H;(s) =
hi1(s) -+ hymm(s) factoriza en M. En consecuencia cada uno de los poli-

nomios ménicos de la diagonal h;;(s) factoriza en M paratodoi=1,...,m

Por otra parte, para ¢ = 1,...,m, d(h;(s)) = h; y si escribimos h;;(s)
u;j(s)hij(s), con w;;(s) € F[s] unidad en Fy(s), tenemos que das(hi;i(s))
d(hii(s)) = hi > d(h;(s)) = d(ug;(s)) + d(hij(s)) = d(hij(s)) = dar(hi;(s))
paratodo j=1,...,7—1. Sea

P(s) = Pi(s)W (s)W(s) ' Q(s) = Hi(s)W(s) "' Q(s)

y lamamos V(s)™! = W(s)7'Q(s) € F[s|™ ™. La matriz V(s)™! es poli-
nomial; por tanto sus elementos estdn en Fy(s). Ademds es invertible en
Far(s) porque por (i) det V(s)™' = det W(s)"'det Q(s) = cdet Q(s) es
una unidad en Fy,(s). En definitiva, existe V(s) invertible en Fy(s)™*™
tal que P(s)V(s) = Hi(s) que cumple las condiciones del Lema 1.2.5. Por
tanto Hi(s) es la forma de Hermite respecto a M de P(s) y hi,hg, ..., hy
son los indices de Hermite respecto a M de P(s).

Reciprocamente, supongamos que hy, ho, ..., h,, son los indices de Her-

mite respecto a M de P(s) € F[s]™*™. Sea H(s) la forma de Hermite global
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de P(s), entonces existe una matriz unimodular U(s) tal que P(s)U(s) =
H(s), donde

h11(8> 0 cee 0

hgl S hgg S tee 0
= | PO )

himn1(8) hma(s) <+ hpm(S)

Sea h;;(s) = ayi(s)Bi(s) tal que ay;(s) factoriza en My [3;(s) factoriza en
Specm(F[s]) \ M. Entonces m.c.d.(a;(s), 8i(s)) =1, 1 <i < m. Dado que
a;i(s) y Bj;(s) son coprimos para todo 1 <i <m, 1 <j <m, por la identi-
dad de Bezout ([31, Lema 2.4-10, p.141]) existen polinomios a;;(s), b;;(s) €
Fls],con j=1,...,i—1,i=2,...,m, tales que H(s) = Hy(s)Hs(s) donde

ag1(s) 0 e 0
21\ S Q92| S tee 0

H(s) = ( ) ( ) )
Am1(S) ama(s) -+ mm(s)

y

Bri(s) 0 . 0

Hg(s) _ 5215(8) 6222(3) " 0 7
bin1(S) bma(s) <+ Bmm(s)

son matrices polinomiales. Tenemos que P(s) = Hy(s)Hy(s)U(s)™!. Si la
matriz H;(s) no es dominante en grado por filas, podemos realizar trans-
formaciones por columnas, que no modifican los elementos de la diagonal,
para obtener una matriz con esta propiedad. En este caso, existe una matriz
unimodular W(s) tal que Hi(s)W (s) es una matriz triangular inferior con
clementos en la diagonal «;;(s) y dominante en grado por filas. Entonces
d(cv;;(s)) son los indices de Hermite globales de Hy(s), i = 1,...,m.

Por otro lado, P(s) = H(s)W (s)W(s) ' Hy(s)U(s)™!. Sean Hyp(s) =
Hi(s)W(s) y V(s) =W (s)"'Hy(s)U(s)!. Se tiene que

P(s) = Hu(s)V (s),
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con V(s) una matriz polinomial con determinante igual a ¢f11(s) -+ B ()
donde ¢ es constante y los polinomios (;(s) son tales que factorizan en
Specm(F[s]) \ M. Por tanto, V (s) es invertible en Fy,(s). Ademds, si deno-
tamos por aj;(s) los elementos no diagonales de la matriz Hy(s) tenemos
que dy(ii(s)) = d(aui(s)) > d(ai;(s)) = du(ai;(s)) para j =1,...,0 — 1,
coni=1,2,...,m. Por el Lema 1.2.5 deducimos que Hy;(s) es la forma de
Hermite respecto a M de P(s). Entonces, por hip6tesis d(ay;(s)) = h; para
todo i = 1,...,m. Por tltimo, como P(s) = Hy(s)V(s) = Pi(s)Q(s) con
det Hps(s),det P;(s) factorizando en M y det V' (s), det Q(s) factorizando en
Specm(F[s]) \ M se sigue de la Proposicién 3.2.4 que Hp(s) y Pi(s) son
equivalentes por la derecha. Por tanto, Hy/(s) v Pi(s) tienen los mismos

indices de Hermite globales y éstos son hq, ..., hy,. O

Observacién 3.6.2 Obsérvese que la forma de Hermite y los indices de
Hermite (globales o respecto a un subconjunto de Specm(F[s])) de una ma-
triz son unicos. Por lo tanto en la demostracién de la Proposicién 3.6.1 no
es necesario demostrar el reciproco. Ahora bien, ambas demostraciones son
ilustrativas pues de ellas se deduce lo siguiente para matrices polinomiales

no singulares:

= La forma de Hermite respecto a cualquier subconjunto no vacio M de

una matriz polinomial es también polinomial.

= La forma de Hermite respecto a un subconjunto M de una matriz
P(s) = Pi(s)Q(s) con det Pi(s) y det@Q(s) factorizando en M y
Specm (FF[s]) \ M, respectivamente, es la forma de Hermite global del
factor de la izquierda, P (s).

= Si conocemos la forma de Hermite global de una matriz polinomial
podemos determinar los indices de Hermite respecto a cualquier M,

pues dicha informacién estd en los elementos de la diagonal de su
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forma de Hermite global. Este hecho sera analizado posteriormente

para estudiar la relacion local y global de los indices de Hermite en el

caso de matrices polinomiales.






Capitulo 4

Indices locales de sistemas

4.1. Introduccion

Buena parte del estudio de la estructura de un sistema lineal de tipo
t(t) = Ax(t) + Bu(t) (4.1)

se puede realizar a través del estudio de sus representaciones polinomiales
matriciales pues, como ya hemos comentado en el Capitulo 1, mucha in-
formacion global del sistema esta en la matriz polinomial y viceversa. Por

ejemplo, del hecho de que las matrices polinomiales de sistema [sl,, — A B]
L, 0 0
Y1 0 P(s) In

duce que U(s)(sl,—A)V (s) = [ Iy 0

] sean equivalentes en el sentido de Rosenbrock se de-

0 P(s)
caracteristica de A y P(s) son equivalentes. Por tanto la matriz de estados

} . En otras palabras, la matriz

de un sistema controlable y cualquier representacién polinomial matricial
del mismo tienen los mismos factores invariantes no triviales.

Ademas, los resultados de las Proposiciones 1.4.5 y 1.4.6 relacionan dife-
rentes invariantes para pares de matrices y sus correspondientes representa-
ciones polinomiales. Por un lado, si dos pares son semejantes sus corres-
pondientes representaciones polinomiales matriciales son equivalentes por la

derecha y por lo tanto tienen los mismos indices de Hermite globales. Ain

109
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mas, en [58] se demuestra que los indices de Hermite de un par controlable
(A, B) y los grados de las filas de la forma de Hermite de una representacién
polinomial matricial de dicho par coinciden, esto es, los indices de Hermite
de un par son los indices de Hermite de cualquier representacién polinomial
matricial del mismo. Por otro, si dos pares son equivalentes por feedback
sus representaciones polinomiales matriciales son globalmente Wiener—Hopf
equivalentes. Como consecuencia si dos pares tienen los mismos indices de
controlabilidad sus representaciones polinomiales matriciales tienen los mis-
mos indices de Wiener—Hopf globales por la izquierda. En efecto, dado un
par controlable, el cual podemos pensar que esta en su forma candnica de
Brunovsky (ver Capitulo 1), admite una representacion polinomial matricial
cuyos indices de Wiener—Hopf son los indices de controlabilidad del par. Sea
(Ae, B.) el par en forma canénica de Brunovsky equivalente por feedback a

(A, B) y con indices de controlabilidad k; > --- > k,,. Llamamos
D(s) = Diag(s™,...,s"), ¥(s) = Diag{[1l s --- ski*l}T ti=1,...,m}.
Entonces, se puede demostrar (ver [31]) que

(sI, — A,) "B, = ¥(s)D(s)™!

donde las matrices W¥(s), D(s) son coprimas por la derecha.

Esto significa que D(s) = Diag(s*, ..., s"m) es una representacién poli-
nomial matricial de (A., B.). Por lo tanto, tenemos que si P(s) € F[s]™*™
es cualquier representacién polinomial matricial de (A, B), entonces por la
Proposicién 1.4.6 existen B(s) € F,,(s)™*™, bipropia, y U(s) € F[s]™*™,

unimodular, tales que
P(s) = B(s) Diag(s",...,s")U(s).

Asi, los indices de controlabilidad k; > --- > k,, de un par controlable
(A, B) son los indices de Wiener—Hopf globales por la izquierda de cualquiera

de sus representaciones polinomiales matriciales.
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Resumiendo, en el caso global se conocen relaciones entre algunos in-
variantes globales de un matriz polinomial no singular (factores invariantes
finitos, indices de Hermite globales e indices de Wiener—Hopf globales) y
algunos invariantes (estructura finita de la matriz de estados, indices de
Hermite e indices de controlabilidad) de una realizacién de dicha matriz
polinomial. En el Capitulo 3 hemos definido para matrices polinomiales no
singulares algunos de esos invariantes en un cierto sentido local, es decir,
respecto a un subconjunto M de Specm(F[s]). En este capitulo definimos
los siguientes invariantes de pares de matrices controlables: indices de Her-
mite respecto a M e indices de controlabilidad respecto a M y estudiamos
(Seccién 4.3) la relacion entre estos invariantes de pares de matrices y los
correspondientes invariantes de sus respectivas representaciones polinomia-
les matriciales.

Los resultados correspondientes estédn publicados en [3].

El segundo objetivo en este capitulo es estudiar como estan relacionados
los indices globales y locales tanto para matrices polinomiales como para
sistemas. Esta relacién es bien conocida en el caso de los factores invariantes
(globales y locales) de una matriz polinomial sobre un cuerpo arbitrario.
Como se ha dicho en la introduccion el conocimiento de la estructura finita
local (divisores elementales) nos permite obtener la estructura finita global
(factores invariantes) y viceversa.

En la Seccion 4.4 tratamos de estudiar si es posible determinar los indices
de Hermite globales (locales) de un par controlable (A, B) a partir de los
indices de Hermite locales (globales). Igualmente para los indices de contro-
labilidad (Seccién 4.5). En ambos casos hacemos previamente este estudio
para matrices polinomiales no singulares y después trasladamos las rela-

ciones obtenidas a los sistemas.
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4.2. Indices locales de sistemas

Primero presentamos dos proposiciones que nos van a permitir dar una
correcta definicién de los indices de sistemas respecto a un subconjunto M
de Specm(F[s]).

En lo sucesivo hablaremos de cuando el polinomio caracteristico de una
matriz cuadrada con elementos en el cuerpo F factoriza, o no, en un subcon-
junto M C Specm(F[s]). Recordamos que los tnicos polinomios que facto-
rizan en M = () son las constantes. Ahora bien, el polinomio caracteristico
asociado a cualquier matriz cuadrada nunca es constante. Por tanto, es
claro que no existe ninguna matriz cuadrada A € F"*" cuyo polinomio

caracteristico, det(sl,, — A), factorice en M = ().

Proposicién 4.2.1 Sea M C Specm(F[s]) y sea (A, B) € F™*™ x F"*™ un
par controlable. Entonces existen enteros no negativos ni,ns tales que n =
ny + ng y existen pares controlables (Ay, By) € F" > x Fmx™m (A, By) €

[Fr2xn2 5 F2X™ tales que

: : A 0 By
(i) (A, B) es semejante a ( [ 0 A, 1 : [ B, } ),
(i) det(sl,, — Ay) factoriza en M, y

(111) det(sl,, — As) factoriza en M' = Specm(F|[s]) \ M.

Demostracién. Es claro que si M = Specm(F[s]) o det(sl,, — A) facto-
riza en M G Specm(F[s]) entonces ny = n,ny = 0y (A1, B1) = (4, B).
Por el contrario, si M = () o det(sI,, — A) factoriza en M’ & Specm(F[s])
entonces n; = 0,ny = n 'y (A, B2) = (4, B). Supongamos que M # 0,
M # Specm(F[s]) y det(sl, — A) = ((s)v(s) tal que [(s) es un polinomio
de grado n; que factoriza en M, mientras que (s) es un polinomio de grado

ny que factoriza en M’ (n = ny + ny).
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Denotamos por
ai(s) = mi(s) T my(s)4z o omy(s)¥, i=1,...,n,

los factores invariantes de la matriz polinomial sl,, — A. El conjunto de
divisores elementales es el conjunto de potencias Wj(s)dif, 1<1<n,1<5<
t diferentes de 1 (incluyendo repeticiones). Denotamos por L) 1a matriz
compaiiera correspondiente al divisor elemental m;(s)%i,1 <i<n,1<j <
t, distinto de 1. Entonces existe una matriz ¢ € F"*" no singular tal que A
es semejante a la segunda forma normal natural de la matriz A (Capitulo

1),
QAQ ™! = Diag(L™ ..., LM L L0y,

Sea A; € F™*™ la matriz diagonal por bloques cuyos bloques diagonales
son matrices compaifieras cuyos polinomios caracteristicos factorizan en M
y Ay € F"2*™2 Ja matriz diagonal por bloques con bloques las restantes ma-
trices companeras, cuyos polinomios caracteristicos factorizan en M’. Tras

permutaciones de filas y columnas tenemos que existe una matriz no sin-

gular P € F™ " tal que PAP~! = Ar 0
0 A,

1, det(sl,, — A;) factoriza en
By
By

ra queremos probar que (Aj, By) y (Aa, By) son pares controlables. Por

M mientras que det(sl,, — As) factoriza en M'. Sea PB = { } Aho-

ser (A, B) controlable, existen n = n; + ny filas en la matriz de con-

trolabilidad C(A, B) linealmente independientes. Escribimos C(A, B) =
pi | Bt AiBi A2B, - AT'B

By AyBy, AB, --- AY'B,
[ B, AB;, --- A?_lBi ] es n;. Ahora bien, por el Teorema de Hamilton—
Cayley ([18, p. 83]) rang C(A;, B;) = n;. Por tanto, se tiene que (A;, B;) es
controlable, i = 1, 2. O

} . Por tanto el rango de cada matriz

Proposicién 4.2.2 Sea M C Specm(F[s]) y sean (A;, B;), (A}, Bl) € Fixmix

F™X™ pares controlables, i = 1,2, tales que



114 Capitulo 4. Indices locales de sistemas

() A 0 By ant AL 0 B

i 0o A, | | B es semejante a 0o 4| | B ,
(i) det(sl,, — Ay), det(sl,, — A}) factorizan en M, y

(1) det(sl,, — As), det(sl,, — A}) factorizan en M' = Specm(F[s]) \ M.

Entonces (A;, B;) es semejante a (A;, Bl), i =1,2.

Demostracién. Por (i) existe una matriz invertible P € F"™*" n = n;+ns,

tal que
A 0 4| A0 B | | B
P[OAQ}P —{OA;’PBQ—B;'
Sea P = AL , P e T Py e F*2>2 . Entonces
P; Py
Pl P2 Al 0 o All 0 P1 P2
P3 P4 0 A2 - 0 AIQ Pg P4 '
Por tanto,
P A = APy, (4.2)
Py Ay = APy, (4.3)
P3A1 - A/2P3, (44)
P4A2 = A/2P4 (45)
A 0 Al

Por (i), los factores invariantes de son los mismos.

y /
Ademas, teniendo en cuenta (ii) y (iti), Ay y A} tienen los mismos factores
invariantes y, Ay y Aj también. Por tanto, m.c.d.(det(sI,, — A}), det(sl,, —
Ay)) =1y m.c.d.(det(sl,, — Ay),det(s],, — A})) = 1. Utilizando las ideas

de [34, Seccién 12.5] deducimos de (4.3) y (4.4) que P, =0y P3; = 0. Como

. [pr oo PO |[B|_|B
consecuencia, P = l 0 P } y { 0 P ] [ B, } = [ B, . Entonces,

PB, = By, (4.6)



4.2 Indices locales de sistemas 115

Ademas del hecho de que P sea invertible, se deduce que Pj, Py son
también invertibles. Se tiene, de las condiciones (4.2) y (4.6), que (A, By) es
semejante a (A}, B}) y de (4.5) y (4.7) que (Ay, Bs) es semejante a (A}, B).
U

Teniendo en cuenta las Proposiciones 4.2.1 y 4.2.2 y el hecho de que
tanto los indices de controlabilidad como los de Hermite son invariantes

para la semejanza, tienen perfecto sentido las siguientes definiciones.

Definicién 4.2.3 Sea M C Specm(F[s]) y (A, B) € F**" x F™*™ un par
controlable. Sean ¢y, ..., ¢, enteros no negativos tales que c¢; > --- > ¢,,.
Estos nimeros se llaman los indices de controlabilidad respecto a M de
(A, B) si existen enteros no negativos ni, ny tales que n = ny +ny y existen
pares controlables (Ay, By) € F™>™ x Fmx™ y (Ay By) € Fn2xn2 x fraxm

tales que

(i) (A, B) es semejante a (l o jz ] , { g; D ,

(ii) det(sl,, — Ay) factoriza en M,
(iii) det(sl,, — As) factoriza en M’ = Specm(F[s]) \ M,y
(iv) ¢1,...,cnm son los indices de controlabilidad del par (A;, By).

Definicién 4.2.4 Sea M C Specm(F[s]) y (A, B) € F™™ x F"*™ un par
controlable. Sean hyq, ..., h,, enteros no negativos. Estos niimeros se llaman
los indices de Hermite respecto a M de (A, B) si existen enteros no negativos
ni, no tales que n = nj +ny y existen pares controlables (A, By) € Fm1*™ x
Frixm oy (Ay, By) € 22 x F"2X™ tales que

(i) (A, B) es semejante a ({ “(1)1 122 } , { g; D ,
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(ii) det(sl,, — Ay) factoriza en M,
(iii) det(sl,, — As) factoriza en M’ = Specm(F[s]) \ M,y
(iv) hi,...,hy, son los indices de Hermite del par (A, By).

Obsérvese que cuando M = Specm(F[s]) entonces n; = n,ng = 0y
(A1, By) = (A, B). Por tanto los indices de controlabilidad (Hermite) res-
pecto a Specm(F[s]) son los indices de controlabilidad (Hermite) de (A, B).
De ahi que a los indices de controlabilidad (Hermite) de un par contro-
lable (A, B) les llamamos los indices de controlabilidad (Hermite) globales
de (A, B). Si por el contrario M = ) o det(sl, — A) factoriza en M’ en-
tonces ny = 0,ny = ny (Az, By) = (A, B). En este caso, cuando no exista
el par (A1, By), consideraremos que los indices de controlabilidad (Hermite)
de (A, B) respecto a M son todos iguales a cero. Cuando M se reduce a un
tunico ideal generado por un polinomio moénico irreducible 7(s), a los indices
de controlabilidad (Hermite) respecto a M = (7 (s)) les llamamos los indices
de controlabilidad (Hermite) locales respecto a 7(s) de (A, B).

4.3. Relaciéon entre los indices locales de sis-
temas y los indices locales de sus repre-
sentaciones polinomiales matriciales

El objetivo de esta seccién es estudiar la relacién entre los indices de con-
trolabilidad respecto a M de un par y los indices de Wiener—Hopf respecto
a M de sus representaciones polinomiales matriciales. [gualmente para los
indices de Hermite.

El siguiente lema se puede probar siguiendo las ideas de [58, Teorema
2.4].
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Lema 4.3.1 Sean (A1, By), (Az, By) € F"*"XF™™ pares controlables, P (s),
Py(s) € F[s]™™ representaciones polinomiales matriciales de (A, By) y
(Ag, By), respectivamente y G1(s), Ga(s) € F(s)™™ matrices de transferen-
cia de (A1, By) y (As, By), respectivamente.

Sean P € F™" y @ € F™™ matrices invertibles y sea F € F™*" tal
que (A1, By) = (PAyP™' + PByF, PByQ). Si B(s) = Q '[I,, — FPGs(s)] y
U(s) = [B(s)Ps(s)] *Pi(s), entonces B(s) € Fp,.(s)™™ es bipropia, U(s) €
F[s]™*™ es unimodular y Py(s) = B(s)Py(s)U(s).

Reciprocamente, si B(s) € Fp.(s)™*™ es bipropia y U(s) € F[s]™*™ es
unimodular tal que Py(s) = B(s)Pa(s)U(s), entonces existen P € F"*" Q) €
F™ ™ matrices invertibles y F € F™*" tal que B(s) = Q7 [I,, — FPG5(s)]
y (A1, B)) = (PAy P~ + PByF, PB,Q).

Demostracién. Por ser G;(s) matriz de transferencia de (A4;, B;) y Pi(s)
representacion polinomial matricial de (A;, B;), existen matrices polinomia-
les N;(s) tales que N;(s) y Pi(s) son coprimas a derecha satisfaciendo
Gi(s) = (sI, — A;)7'B; = Ny(s)P(s)™!, i = 1,2. Supongamos que exis-
ten P,Q, F tales que

(Al,Bl) - (PAQPil +PBQF, PBQ)

Construimos B(s) = Q'[I,, — FPG5(s)|. La matriz B(s) es bipropia pues
Q7! es invertible y Q! F PG5 (s) es estrictamente propia.

Pensemos en un sistema lineal de tipo (1.6)

&(t) = Agx(t) + Bau(t)

para Cy = I que tras realizar la transformada de Laplace tiene la siguiente

forma
(I — A2)Z(s) = Bau(s)
y(s) = z(s)
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donde la relacion entrada-salida esta dada por

y(s) = Ga(s)u(s). (4.8)

Si realizamos una transformacién de tipo (t3) (ver Capitulo 1) el nuevo

sistema queda
(S[n — A2 — BQFP)j(S) = BQﬂ(S)
y(s) = z(s)

y(s) = (sl, — Ay — BoFP) "' Bo(s). (4.9)

ev(s) = u(s)—FPz(s) = u(s)—FPy(s). Ahora por (4.8) u(s) =
I, — FPGy(s)] " v(s). Sustituyendo en (4.8) queda y(s) = Ga(s)[In —
FPG,(s)]7*0(s). Por lo tanto, por (4.9),

Tenemos que

(sI, — Ay — BoF P) ™' By = Go(8)[I, — FPGs(s)] ™"

Asi, Gi(s) = (s, — A1) 'By = (sl,, — PAyP™' — PByF) " 'PByQ =
P(sl,—Ay—ByFP) ™' BoQ = PGy(s)[In—FPGo(s)]'Q = PGy(s)B(s)™! =
PNy(s)(B(s)Py(s))~!. Obsevemos que la matriz B(s)P,(s) es polinomial
pues B(s)Pa(s) = Q7 I, — FPGy(s)|Pa(s) = Q 'Py(s) — Q7' FPNy(s).
Ahora, siguiendo las mismas ideas que en [58, Teorema 2.4] se tiene que
PNy(s) y B(s)P(s) son coprimas a derecha. Por lo tanto, tenemos dos

factorizaciones coprimas a la derecha de G4 (s),
Gi(s) = Ni(s)Pi(s)™" = PNy(s)(B(s) Pa(s)) ™"

Por el Teorema 1.4.1 existe una matriz unimodular U(s) tal que Pi(s) =
B(s)Pa(s)U(s).

Reciprocamente, supongamos que existen B(s) bipropia y U(s) unimo-
dular tales que Pi(s) = B(s)P2(s)U(s). Razonando de la misma manera
que en la prueba de [58, Teorema 2.4] se llega a la conclusién de que existen

matrices Q@ € F™™ invertible y F € F™" tales que B(s) = Q '[I,, —
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FGy(s)] y (Ay + ByF, BoQ) v (Ay, By) son semejantes. Luego, existe P €
F7*" invertible tal que (Ay, By) = (P(Ay + BoF)P~', PByQ). Sea F =
FP~'. Entonces (A, B) = (PAyP~' + PBy,F, PBoQ) y B(s) = Q7 '[I,, —

FPGy(s)). O

Lema 4.3.2 Sea (Aq, By) € F™*™ x F™*™ yn par controlable, sea Pi(s) €
F[s]™ ™ una representacion polinomial matricial de (Ay, B1) y sea Qa(s) €
F[s]™ ™ una matriz no singular tal que m.c.d.(det Py(s),det Q2(s)) = 1. En-
tonces eziste un par controlable (Ag, By) € F2Xm2xFm2X™ ny = d(det Qa(s)),
tal que Ay tiene los mismos factores invariantes no triviales que Qs(s) y

P(s) = Pi(s)Q2(s) es una representacion polinomial matricial del par con-

trolable
Al 0 Bl nxXn nXm .
(|:0 A2:|, |:B2:|)€]F x F , U ="n1 + Na.

Demostracién. Sea P;(s) una representaciéon polinomial matricial de
(Ay, By) con indices de Wiener—Hopf globales por la izquierda ¢y > -+ > ¢,,.
Entonces existen matrices B(s) € F,,(s)"*™, bipropia, y U(s) € F[s]™*™,
unimodular, tales que B(s)Pi(s)U(s) = Diag(s“,...,s). Por lo tanto,
B(s)P(s) = B(s)Pi(s)U(s)U(s)"'Qa(s) = Diag(s™,...,s")Dy(s), donde
Dy(s) = U(s)'Qx(s). La matriz diagonal Diag(s°!,...,s") es una repre-
sentacién polinomial matricial de la forma canénica de Brunovsky (A, Bi.)
de (Ay, By), donde, Ay, = Diag(Ay,...,Ay), Bi. = [Bi. 0], con By, =
Diag(Bii, ..., Bu), Au = 8 166_1 ] € Fox¢ y By, = [(1) e Fexd)
1 <1<t cont =rang By.

Sea Ay € F"2*™ una matriz tal que Dy(s) y sl,, — Ay tienen los mis-
mos factores invariantes no triviales. Entonces (véase [59, Lema 3.1]), existe
una matriz X € F2*™ tal que (As, X) es controlable y Dy(s) es una repre-

sentacion polinomial matricial de (Ay, X'). Ademads, como Diag(s®, ..., s)

es una representacion polinomial matricial de (A;., Bi.), siguiendo las ideas
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de [49, Teorema 4.1.8], tenemos que B(s)P(s) = Diag(s®,...,s“")Da(s) es

una representacion polinomial matricial de

(v a) s w])

dOI’ldeXlz[ZI}l 0 0‘1'2 0 0“% 0 O}EFTLQXTM,
Xy = [x441 -+ Tm) € F2X(m1 con ; la i-ésima columna de X, i =
1,2,...,m.

Teniendo en cuenta que B(s)Pi(s)U(s) = Diag(s,...,s"), por el
Lema 4.3.1, existen matrices P € F™*™ @ € F™*™ invertibles, y F €
F™>™ tales que B(s) = Q [, — FPG(s)] con Gi(s) = (sI,, — A1) 'B;
v (A1, Bie) = (PA P~ + PB,F, PB,Q). Entonces, se tiene que existen

matrices P = [ 182 ]03 ], Q = Q, invertibles, y F = [ 0 F } tales que
5[ A2 X,P—ZFP[ Z [P 0] _[4A Xi|0 X
0 Al Bl F @ N 0 Alc Blc 0 ’
donde Z = [0 Xg]@_l. Llamamos Y = X; P — ZFP. Si P(s) es una repre-

2 y puesto que
0 A |’ B P 1
B(S)P(S) €S una representacién polinomial matricial de

(Lo 2l [a v ))

por el Lema 4.3.1, existen una matriz bipropia B(s

)
con G1(s) la matriz de transferencia del par [ /(1)2 Z } , [ 4 } ), y
1

sentacion polinomial matricial de ( [

U (s) unimodular tal que

P(s) = B(s)B(s)P(s)U(s).

Es facil ver que B(s) = B(s)™'. Por tanto, hemos probado que existe un

par (Ay,Y) y una matriz Z tal que P(s)U(s), y por lo tanto P(s), es una

- : . . Ay Y Z
representacion polinomial matricial de ( [ 0 A } , { B, } ) .
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Recordamos que por hipdtesis m.c.d.(det P;(s), det Q2(s)) = 1. Por tan-
to, m.c.d.(det(sl,, —Ay),det(sl,,—As)) = 1. Entonces, de [34, Seccién 12.5],
dada Y existe una tinica solucién Z de la ecuacion —AyZ + ZA, =Y. Aho-

I -7 .

ra, si consideramos la matriz invertible T = {

tenemos que

S K I A R

]
([ 2] [4] e [ 2] [2])

—_

ue a su vez es semejante a A 0 By . Como P(s) es una
q J 0 A, |’ B,
. . . - Ay Y
representacion polinomial matricial de , P(s) es
0 A Bl

también una representacion polinomial matricial del par controlable

(v sl [5])

Ademsds, (A, Bs) es controlable (véase la demostracién de la Proposicién
4.2.1). O

Observacién 4.3.3 En la demostracion de la Proposiciéon 4.2.1 hemos vis-
A1 0 B1
0 Ay |” | By
tonces, necesariamente, (A1, By) es controlable y (A, By) es controlable. El

to que si un par de la forma } ) es controlable en-
reciproco no tiene por qué ser en general cierto como lo pone de manifiesto

el siguiente ejemplo.

Sean A; € F?*2 y A, € F*** las matrices compaieras de los polinomios
ménicos (s?+1) y (s?+1)?, respectivamente, y By = [ 0 1 ]T € F?*! By =
[0 001 }T € F¥1. Entonces, (A1, By), (A, By) son pares controlables

y el par de matrices

A O B 6x6 6x1
([0 ] [B])emexs
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no es controlable porque el rango de la matriz de controlabilidad es 4.
Sin embargo, si (A1, By) y (Ag, By) son pares controlables de matrices
tales que m.c.d.(det(s1,, — A1), det(sl,,—Ay)) = 1 entonces la demostracién

del siguiente teorema demuestra, entre otras cosas, que

(15 n]158]) o

es controlable. Mas aun, tratamos de caracterizar las representaciones poli-
nomiales matriciales de pares de matrices controlables de la forma (4.10)
bajo la condicién m.c.d.(det(sl,, — Ay),det(sl,, — As)) = 1.

Teorema 4.3.4 Sean (A, By) € F">™M xFmx™ (Ay, By) € Fr2xm2 x frexm
pares controlables tales que m.c.d.(det(sl,, — A;),det(sl,, — As)) = 1.
Sean Pi(s), Pa(s) € F[s]™*™ representaciones polinomiales matriciales de
(A1, B1) y (Ag, Ba), respectivamente. Sea P(s) € F[s|™*™ una matriz poli-

nomial. P(s) es una representacion polinomial matricial del par controlable

Al 0 Bl nxXn nXm .
(12 2] [B])erenrm aman,

si y sélo si existen matrices polinomiales Q1(s) € F[s]™ ™, con los mismos
factores invariantes no triviales que Ay, y Qa(s) € F[s]™*™, con los mismos

factores invariantes no triviales que A, tales que P(s) = Pi(s)Qa(s) =

Py(5)Q1(s).

Demostracién. Primero probaremos la suficiencia. Si P(s) = P(s)Q2(s)
con m.c.d.(det P;(s),det Q2(s)) = 1, por el Lema 4.3.2 existe un par contro-
lable (Ay, By) € F"2*m2 x F"2*™ ta] que las matrices sl,,, — Ay y Q2(s) tienen
los mismos factores invariantes no triviales y P(s) es una representacién

polinomial matricial de

(s 2] 15]) (a.11)
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Andlogamente, como P(s) = P(s)Q1(s) con m.c.d.(det Py(s),det Q1(s)) =
1, existe un par controlable (A;, By) € FM1*™ x FmX™ ta] que las matrices
sI,, — Ay y Q1(s) tienen los mismos factores invariantes no triviales y P(s)

es una representacion polinomial matricial de

(v al [5]) (1.12)

De modo que los pares (4.11) y (4.12) son semejantes. Y este 1ltimo se-
Al 0 Bl
0 Ay |’ By

(L 2] 5] ) owmamea (15 0] [ 5] )

Por otro lado, los factores invariantes de @Q;(s) y P;(s) son los mismos y

mejante a su vez a . En definitiva, tenemos que

éstos a su vez coinciden con los factores invariantes, excepto quiza algunos
factores invariantes triviales, de sI,, — A; y sl,, — A;, respectivamente, para

1 =1,2. Sean

ai(s) = mi(s) T my(s) 42 oy ()%, i=1,... n,

los factores invariantes de sl,, — A, o bien de sl,, — A;. Tomamos el

siguiente subconjunto de Specm(F[s]), M = {(m1(s)),..., (m(s))}. Por un
lado, det(sl,, — A;) y det(sl,, — A;) factorizan en M. Por otro lado, como

m.c.d.(det(s,, — A1), det(sl,, — A;)) = m.c.d.(det(sl,, — Ay),det(sl,, —
Ay)) = 1, entonces det(sl,, — Ay) y det(sl,, — Ay) factorizan en M’ =
Specm(F[s]) \ M. Entonces, tenemos que

<i>({"(‘; zOQ]’ {g;])essemejantea({zol fﬂv {ZD

(ii) det(sI,, — A;) y det(sl,, — A;) factorizan en M,y

(iii) det(sl,, — Ag) y det(sl,, — As) factorizan en M’' = Specm(F[s]) \ M.

, 2. Por tanto,

Por la Proposicion 4.2.2, (A;, B;) es semejante a (A;, B;), i = p
5] e
B, Y

1
A 0 By meiant Ay
0 A, | B, es semejante a 0 A, |’
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consecuencia, P(s) es también una representacién polinomial matricial de

(% 2] [2])

Ahora vamos a mostrar la necesidad. Como P;(s) es una representacién
polinomial matricial de (A;, B;), existen matrices unimodulares U;(s), V;(s) €

F[s]™*™ y matrices Y;(s) € F[s]™*™ tales que

Vils) Yi(s) | _ | Iny-m O O | .
Ui(s) [ sl,, — A; B; ] [ 0 L= 0 Ps) I, |’ i=1,2.
Por tanto,
0 UQ(S) 0 S[n2 — A2 BQ 0 0 Im
Inyem 0 0 0 0
0 Pi(s) 0 0 I,
0 0 In-m O 0
0 0 0 Py(s) I,
Esta matriz es equivalente en el sentido de Rosenbrock a
Iy 2n O 0 0 Iy om 0 0 0
0 Pl(S) 0 [m y a 0 Pl(S) 0 Im
0 0 PQ(S) Im 0 —Pl(S) PQ(S) 0
[n—2m 0 0

anl - Al 0 Bl

0
Entonces, 0 sI,, — Ay B y 0 P (s) 0 In

0 —P1 (S) PQ(S) 0
son también equivalentes en el sentido de Rosenbrock. Ademas, dado que

m.c.d.(det(sl,, — Ay),det(sl,, — A2)) =1,

entonces
m.c.d.(det Pi(s),det Py(s)) = 1. (4.13)
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Sea R(s) un divisor comtn a la izquierda de P;(s) y P»(s). Por tanto Pi(s) =
R(s)P1(s), Pa(s) = R(s)Pa(s) y

1 = m.c.d.(det P(s),det Py(s)) = m.c.d.(det(R(s)P1(s)), det(R(s) Py(s))) =

— det R(s) m.c.d.(det (P, (s)), det(Pa(s))).

De modo que det R(s) es una constante no nula y por tanto R(s) es una
matriz unimodular. En definitiva P;(s) y P»(s) son matrices coprimas por

la izquierda (ver Capitulo 1) y por tanto existen matrices polinomiales

X(s),Y (s) € F[s]™™ tales que { _);gs(l) ]3;2((?)

Lema 6.3-9]). Escribimos { _)1(352) gz(é)) ]_1 = [ g;gg 828 } En-

] es unimodular (ver [31,

tonces

[ 0[50 &0 o] aw

y

R el e e ] o e

Iy om 0 0 0
Por tanto, 0 Pi(s) 0 I, | es equivalente en el sentido de
0 —=Pi(s) P(s) 0
Iy om 0 0 0
Rosenbrock a 0 Pi(s)Qu(s) Pi(s)Qi2(s) Inm |,elcualesasuvez
0 0 I, 0
equivalente en el sentido de Rosenbrock a { In-m 0 0 ] En
0 )Qn( ) Im |
o S]nl — A1 In—m 0
definitiva, 0 5 j.m A, 1 { 0 Q11 (s) I, } son
equivalentes en el sentido de Rosenbrock y P1(s)Q11(s) es una representacion

polinomial matricial del par A By . Ademas, de (4.14)
0 A2 B2

se tiene que

Pi(5)Qui(s) = Pa(s)Q(s). (4.15)
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De modo que, P(s) y Pi(s)Q11(s) = Ps(s)Q21(s) son representaciones poli-
nomiales del mismo par y por tanto son equivalentes por la derecha. En-
tonces, existe una matriz unimodular U(s) € F[s]™™ tal que P(s) =
Pi(s)Q11(s)U(s) = Py(s)Q21(s)U(s), lo cual implica que existen matri-
ces Qals) = Quis)U() ¥ Quls) = @u(5)U(s) tales que B(s)Qa(s) v

P5(s)Q1(s) son representaciones polinomiales matriciales del par controlable

(Lo sl 15])

Ahora sélo falta demostrar que Q;(s) tiene los mismos factores inva-
riantes que A;, i = 1,2. En realidad, veremos que Q1(s) y Q11(s) tienen

los mismos factores invariantes que A; y A, respectivamente. Por un la-

Ly _om 0 0 0 I 0 0
do, 0 P(s) 0 In|y [ nem } son equiva-
0 0 Pys) I 0 Pi(s)Qu(s) Inm

lentes en el sentido de Rosenbrock. Por tanto, las matrices [

L, 0

Y10 P(s)Quls)
det Py(s)det Qq1(s) v

7 no ]

} son equivalentes. De modo que, det P;(s) det Py(s) =

det PQ(S) = det Qll (S) (416)

Por las condiciones (4.15) y (4.16) se tiene que det Pi(s) = det Qa(s).
Usando (4.13), obtenemos

m.c.d.(det Qa1 (s),det Q11(s)) = 1. (4.17)

Teniendo en cuenta otra vez que Pi(s)Q11(s) = Pa(s)Qa1(s), deducimos
que los factores invariantes de Q11(s) dividen a los factores invariantes de
Py(s)Q21(s) (ver [46, Teorema I1.14, p. 33|) y usando (4.17) concluimos
que los factores invariantes de (Q11(s) dividen a los factores invariantes de
Py(s). Igualmente, los factores invariantes de P,(s) dividen a los factores

invariantes de P;(s)Q11(s) y por (4.13), los factores invariantes de Ps(s)
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dividen a los factores invariantes de (11(s). Por tanto, @11(s) tiene los
mismos factores invariantes que Ps(s), los cuales a su vez coinciden con los
factores invariantes (salvo triviales) de A, . Andlogamente, se demuestra

que @21(s) tiene los mismos factores invariantes que Aj. O

Sabemos que en el caso global, es decir cuando M = Specm(F([s]), los
indices de controlabilidad globales y los indices de Hermite globales de un
par controlable (A, B) coinciden con los indices de Wiener—Hopf globales
por la izquierda y los indices de Hermite globales de cualquiera de sus re-
presentaciones polinomiales matriciales, respectivamente. La necesidad del
Teorema 4.3.4 nos va a permitir relacionar los indices respecto a M de sis-
temas con los correspondientes indices respecto a M de sus representaciones

polinomiales matriciales.

Proposicién 4.3.5 Sea M C Specm(F[s]) y (A, B) € F™" x F"*™ un par
controlable. Sea P(s) € F[s]™ ™ una representacion polinomial matricial
de (A, B). Entonces los indices de controlabilidad respecto a M de (A, B)
son los indices de Wiener—Hopf de P(s) respecto a M por la izquierda y los
indices de Hermite respecto a M de (A, B) son los indices de Hermite de
P(s) respecto a M.

Demostracién. Primero analizaremos los casos extremos. Si M = () o
det(sI, — A) factoriza en M’ los indices respecto a M = () tanto de las
matrices polinomiales como de los pares son ceros. Si M = Specm(F|s]) o
det(sl,— A) factoriza en M los indices son los globales y por lo tanto se tiene
el resultado. En cualquier otro caso pensemos que det(sl,, — A) = ((s)7(s)
tal que [((s) € F[s] factoriza en M mientras que v(s) € F[s] factoriza en
M" = Specm(F[s])\ M. Sea d(5(s)) = n1 y d(7(s)) = ny. Por la Proposicién
4.2.1, existen pares controlables (A, By) € F"*™ x F"x™ y (Ay, By) €

[F2xn2 s Fr2X™ tales que
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(i) (A, B) es semejante a ([ fél 22 ] , { g; D

(1) det(sI,, — A;) factoriza en M,y
(i77) det(sl,, — As) factoriza en M’ = Specm(F[s]) \ M.

Es claro que de (ii) y (i4i) m.c.d.(det(sl,, — Ay),det(sl,, — Ay)) = 1.
Sea Pj(s) una representacién polinomial matricial de (A, By). Por el Teo-
rema 4.3.4 existe una matriz polinomial Qz(s) € F[s]™*™, con los mismos

factores invariantes que As, tal que Py(s)Q2(s) es una representacién polino-

mial matricial del par controlable Ar 0 , By . Ahora bien, de
0 A By

la condicién (i) se tiene que las representaciones polinomiales matriciales de

Al 0 B1

los pares (A, B) y ({ 0 A } , { B,

(Proposicién 1.4.5). Entonces, existe una matriz unimodular U(s) tal que

}) son equivalentes por la derecha

P(s) = Pi(s)Q2(s)U(s),

donde los factores invariantes de P;(s) factorizan en M, mientras que los
factores invariantes de QQ2(s)U(s) factorizan en M'. Por tanto, los indices
de Wiener—Hopf de P(s) respecto a M por la izquierda son los indices de
Wiener-Hopf globales de P, (s) por la izquierda que coinciden con los indices
de controlabilidad globales del par (A;, By). Ahora bien, por definicién,
estos tltimos a su vez son los indices de controlabilidad respecto a M de
(A, B). Igualmente se tiene que los indices de Hermite respecto a M de P(s)

coinciden con los indices de Hermite respecto a M de (A, B). 0J

4.4. TIndices de Hermite globales y locales

Primero, estudiamos la relacién entre los indices de Hermite globales y

locales de matrices polinomiales.
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Teorema 4.4.1 Sea P(s) € F[s]™*™ tal que det P(s) = amy(s)% - - m,(s)%,
donde a es una constante distinta de cero, y m;(s) diferentes polinomios
monicos irreducibles en F[s|, 1 < i <t. Sean hy,..., hy y hi1, ..., Rim SUS
indices de Hermite globales y sus indices de Hermite locales respecto a m;(s),

1 <1 <t, respectivamente. Entonces
t
hj:Zhij, 1§j§m
i=1

Demostracién. Existe una matriz unimodular U(s) tal que P(s)U(s) =
H(s), donde

hll(S) 0 tee 0
H(s) - h215(5) h22£<8) .' 0 1
himi(8) hma(s) -+ hpmm(S)

es la forma de Hermite global de P(s). Por lo tanto,
hj = d(h;;(s)) = d(m(s)™) + -+ + d(m(s)™), 1<j<m, (419)

con r;; enteros tales que d; = Z;nzl rij; t = 1,...,t. Teniendo en cuenta que
los polinomios 7 (s)™i=1 -+ - m,(s) =1 y m1(s)™ son relativamente primos,
por la identidad de Bezout ([31, Lema 2.4-10, p.141]) sabemos que existen

polinomios a;;—1(s) y b;i—1(s) tales que

hi,i—1(8> = 7T2(8)T2’i_1 cee 7Tt(8>rt’i_1ai’i_1(8) + Wl(S)Tlibiyi_l(S),

para i = 2,...,m. Del mismo modo, determinados los elementos a;;_1($),
bii—1(8), 1 =2,...,m, como ma(s)">=2 - m(s)™=2 y m(s)"™ son relativa-
mente primos, para i = 3,...,m, existen polinomios a;;2(s), b;;—2(s) tales
que

hii—2(s)—aii—1(s)bi—1,i—2(s) = ma(s)?=2 ... (8) " 2a; i—2(s)+m1(s) ¥ b; i—2(5).



130 Capitulo 4. Indices locales de sistemas

Asi sucesivamente, vamos obteniendo, en un cierto orden, los elementos
a;j(s),bij(s) € F[s], con j = 1,...,4 — 1,4 = 2,...,m de matrices trian-
gulares que llamaremos H,(s) y Hi(s) que cumplen la siguiente relacion
matricial H(s) = H,(s)H(s) donde

m(s)™ 0 - 0
Hi(s) = an(s) m(s)nz - 0
am1(8)  ama(s) -+ 7T1(<<>:)’“1m
y
mo(s)™2 .. () 0 N 0
Hy(s) = b (5) mo(s)22 . my(s)2 - X
) bmg'(s) - mo(s)"2m a(s)7m

Del hecho de que dos matrices polinomiales no singulares equivalentes por
la derecha tengan los mismos indices de Hermite locales respecto a cualquier
polinomio irreducible, se tiene que los indices de Hermite locales de P(s)
respecto a m(s) son los indices de Hermite locales de H(s) respecto a m(s)
y éstos son los indices de Hermite globales de Hi(s). Podemos suponer
sin perdida de generalidad que la matriz H;(s) es dominante en grado
por filas. En caso contrario realizamos transformaciones por columnas para
obtener una matriz con esta propiedad. Por tanto, hy; = d(m(s)™), his =
d(m1(s)™2), ..., him = d(m(s)™™) son los indices de Hermite locales respecto
a m(s) de P(s). De la misma manera, podemos escribir H(s) = H;(s)H;(s)
con H;(s) en forma de Hermite y tal que los elementos de la diagonal sean

mi(s)", ..., m(s)"m. Esto significa que
hz‘l = d(’ﬂ'i(S)T“), hz’2 = d(ﬂ'i(S)Tﬂ), cey hzm = d(TQ'(S)”m), (420)

son los indices de Hermite locales de H(s) respecto a m;(s), 1 <14 <t. Por

(4.19) y (4.20), concluimos que h; = Z?:l hij, 1 <j<m. O

(2
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Tenemos el mismo resultado para sistemas.

Teorema 4.4.2 Sea (A,B) € F™" x F™™ un par controlable tal que
det(sl, — A) = mi(s) - m(s)¥™ con m;(s) diferentes polinomios ménicos
irreducibles en Fs], 1 <i <t. Sean hy, ..., hy y hi1, ..., him sus indices de
Hermite globales y sus indices de Hermite locales respecto a m;(s), 1 <1i <t,

respectivamente. Entonces
hjzzhija I1<j<m.

Como dijimos en el Capitulo 3 (Observacién 3.6.2) y se ilustra en la
demostracion del Teorema 4.4.1, en general, la informacion de los indices de
Hermite locales respecto a un subconjunto cualquiera M C Specm(F[s]) de
una matriz polinomial estd en los elementos de la diagonal de su forma de

Hermite global. De este hecho se deduce el siguiente corolario:

Corolario 4.4.3 Sea M C Specm(F[s|) y P(s) € F[s|™*™ una matriz poli-
nomial. Sean hy,... hy y by, ... k! los indices de Hermite globales y lo-

cales respecto a M de P(s), respectivamente. Entonces
(a) B < hj paraj=1,...,m.
(a) hy — Ry, ... hy — hl. son los indices de Hermite locales respecto a
Specm(F[s]) \ M de P(s).
4.5. Indices de controlabilidad globales y lo-

cales: Forma reducida local

En esta seccion nos gustaria obtener un resultado similar al obtenido
en el caso de los indices de Hermite globales y locales para los indices de

controlabilidad: Dado un par controlable (A, B) con det(sI,, — A) = m(s)%
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.~7rt(s)dt, y Ci1 > -+ > Cim sus indices de controlabilidad locales respecto a
mi(s), entonces k; = c1;+- - -+ ¢;; son los indices de controlabilidad globales
de (A, B). Sin embargo, no podemos esperar que se cumpla tal resultado

como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.5.1 Sea (A, B) un par controlable para el cual

52 0
P =
(s) [ s s2(s+1)2
es una de sus representaciones polinomiales matriciales. P(s) es propia por
columnas con grados de columnas 4,2. Asi, los indices de Wiener—Hopf

globales de P(s) por la izquierda, y por lo tanto los indices de controlabilidad
de (A, B), son k; = 4, ko = 2. Ademés, podemos escribir

Po=| ey o] |4 iy |- Rreee

Los indices de Wiener-Hopf locales de P(s) respecto a m(s) = s por la
izquierda son los indices de Wiener—Hopf globales de P;(s) por la izquierda,
es decir, ¢11 = 2, ¢19 = 2. Por otro lado,

Po=| by W ]| 8| - ree,

S S

y los indices de Wiener—Hopf locales por la izquierda de P(s) respecto a
ma(s) = s+ 1 son los indices de Wiener-Hopf globales de Ps(s) por la
izquierda, es decir, co; = 1,¢99 = 1 (sumamos a la segunda columna la
primera multiplicada por s). Es claro que el j—ésimo indice de controlabi-
lidad global, k;, no se puede obtener como suma de los j—ésimos indices de

controlabilidad locales, ¢;, c2j, para ningun j.

Lo que nosotros mostramos en relaciéon a este problema es una forma
reducida del par controlable (A, B), bajo la equivalencia por feedback, en

la cual los indices de controlabilidad globales, que coinciden con los del
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par (A, B), se pueden escribir como suma de los indices de controlabilidad
locales del par en forma reducida.

El siguiente lema aparece en [§]:

Lema 4.5.2 Sea D(s) = Diag(s™,...,s°"), ¢; > -+ > ¢p. Sean a;(s)]---
lam(s) y kv > -+ > ky, polinomios monicos no nulos y enteros no negativos,
respectivamente. Si existe una matriz X (s) € F[s]™*™ con ay(s), ..., am(s)
como factores invariantes tal que D(s)X(s) tiene ki, ..., k,, como indices

de Wiener—Hopf globales por la izquierda entonces

(k1 —c1ye oo s hm — cm) < (d(am()), ..., d(a1(s))). (4.22)

Reciprocamente, si F es algebraicamente cerrado y se tienen las condiciones
(4.21), (4.22) entonces existe una matriz X (s) € F[s|™™ con ay(s), ...,
am(s) como factores invariantes tal que D(s)X(s) tiene ky,...,kn como

indices de Wiener—Hopf globales por la izquierda.

Lema 4.5.3 Sean P(s), Pi(s), Py(s) € F[s]™*™ matrices polinomiales no
singulares tales que P(s) = P(s)Py(s). Seanky > -+ > ky ycy > -+ > ¢y
los indices de Wiener—Hopf globales por la izquierda de P(s) y Pyi(s), respec-

tivamente, y aq(s), ..., am(s) los factores invariantes de Py(s). Entonces
¢ < ki, 1<i<m,
(k1 —c1,o sk = n) < (dam(s)), - . -, d(aa(s))).

Demostracién. Los indices de Wiener-Hopf globales de P;(s) por la
izquierda son ¢y, . . ., ¢;,. Entonces existen matrices B(s) € F,(s)™*™, bipro-
pia, y U(s) € F[s|™, unimodular, tales que B(s)P;(s)U(s) = D(s) con
D(s) = Diag(s“, ..., s“). Por tanto,

B(s)P(s) = B(s)P(s)U(s)U(s) ' Pa(s) = D(s)X(s),
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donde X (s) = U(s) "1 Py(s) tiene ay(s), . .., am(s) como factores invariantes
y D(s)X(s) tiene ki, ...,k como indices de Wiener—Hopf globales por la

izquierda. Por el Lema 4.5.2 se sigue el resultado. 0

Lema 4.5.4 Sean P(s), Pi(s), Pa(s) € F[s]™*™ matrices polinomiales no
singulares tales que P(s) = Py(s)Pa(s). Sean ky > -+ > kp, ycg > -+ >
Cm los indices de Wiener—Hopf globales por la izquierda de P(s) y Pi(s),
respectivamente. Entonces existe un matriz unimodular U(s) € F[s]™™ tal
que para algin o € L, (grupo simétrico de orden m) ky(1y—Co(1), - - - s Ko(m)—

Co(m) S0 los indices de Wiener—Hopf globales por la izquierda de U(s)Pa(s).

Demostracién. Sean a;(s) | --- | am(s) los factores invariantes de Py(s).
Por el Lema 4.5.3
¢ <ki, 1 <i<m,

(k1 —c1ye ooy bm — cm) < (d(am(s)), ..., d(a1(s))).

Sea o € X, tal que ko) — Co1) = *+* = Kg(m) — Co(m)- Entonces, por el
Teorema de Rosenbrock en su forma polinomial (Teorema 2.1.1), existe una
matriz A(s) € F[s]™*™ tal que ko(1) = Co(1), - - - » Ko(m) — Co(m) SOD sus indices
de Wiener—Hopf globales por la izquierda y «a1(s),. .., an,(s) sus factores
invariantes. Las matrices A(s) y P»(s) tienen los mismos factores invarian-
tes. Entonces existen matrices unimodulares U(s), V(s) € F[s]™™ tales
que U(s)Py(s) = A(s)V(s). Ademads, U(s)Pz(s) tiene los mismos indices de
Wiener-Hopf globales por la izquierda que A(s). O

Teorema 4.5.5 Sea P(s) € F[s]™*™ tal que det P(s) = amy(s)% - - m,(s)%,
donde a es una constante distinta de cero, m;(s) diferentes polinomios méoni-
cos rreducibles en Fls|, 1 < i < t, y ky,...,kn sus indices de Wiener—
Hopf globales por la izquierda. Entonces existen matrices Pi(s), ..., Pi(s) €
F[s]™™ tales que det Pi(s) = a;m;(s)%, a; constante distinta de cero, 1 <

Z.St;a:H;:lai y
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(i) P(s) = Pi(s)--- Bi(s),

(i) sici, ..., Cim son los indices de Wiener—Hopf globales por la izquierda

de P;(s), 1 <1 <'t, entonces existen os,...,0, € X, tales que

t
kj =ci; + chi(g‘), I1<y<m.
=2
Ademds, los indices de Wiener—Hopf globales de Pi(s) por la izquierda son

los indices de Wiener—Hopf locales de P(s) respecto a mi(s) por la izquierda.

Demostracion. Hacemos la demostracion por induccion sobre ¢t. Parat = 1
no hay nada que probar. Supongamos que el teorema es cierto para matri-
ces cuyo determinante se factoriza a lo sumo en t — 1 factores irreducibles.
Sea S(s) € F[s|™ la forma de Smith de P(s). Dado que det P(s) =
amy(s)18(s), con §(s) = []i_, mi(s)%, entonces S(s) se puede escribir como
producto de matrices S(s) = D1(s)Da(s), donde D(s), Ds(s) € F[s]™ ™
son matrices polinomiales diagonales con det Dy (s) = m(s)% y det Dy(s) =
d(s). Por tanto existen matrices unimodulares U(s), V (s) € F[s]™*™ tales
que P(s) = U(s)D1(s)D2(s)V (s). Llamamos P[(s) = U(s)D;(s) y denota-
mos por ¢ii, ..., Ci, sus indices de Wiener—Hopf globales por la izquierda.
Sea Py(s) = Da(s)V (s). Ast P(s) = P{(s)Py(s) y, por el Lema 4.5.4, existe
una matriz unimodular W(s) € F[s]™*™ tal que k(1) — Cio(1)s - - -+ Ko(m) —
Cio(m) S0n los indices de Wiener—Hopf globales por la izquierda de W (s) P5(s),
para algiin 0 € %,,. Sean Pi(s) = P{(s)W(s)™' v Q(s) = W(s)Py(s). En-
tonces P(s) = Pi(s)Q(s), det Pi(s) = aym(s)¥, a1 # 0, det Q(s) = bi(s),
b#0,a=aby ci,...,c1, son los indices de Wiener—Hopf globales por la
izquierda de Pi(s). Por lo tanto, ellos son también los indices de Wiener—
Hopf locales por la izquierda de P(s) respecto a m(s). Sean l; = k() — Ci0(:)
1<i<m.Asi,sij=oc(i)paral <i<myoy=0""!
1<j<m

, se tiene que para

k’j = Clj —|— lag(j)- (423)
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Dado que det Q(s) = bi(s) v 8(s) = [[._, mi(s)%, por la hipétesis de in-

duccién existen ¢ — 1 matrices Py(s),..., Pi(s) € F[s]™ ™ tales que Q(s) =
Py(s) -+ Py(s), para 2 < i < t det Py(s) = a;mi(s)%, a; # 0, b =ag---a; y
si ¢i1, ..., Cim son los indices de Wiener—Hopf globales por la izquierda de
P;(s) entonces existen d}, ..., 0, € ¥, tales que
t
lj=cy+ Y Croy, L<j<m. (4.24)
h=3

Ahora, si 0y, = 0}, 0 09 para 3 < h <t, de (4.23), (4.24) se sigue que

t t
ki = 01 + los) = 15 + Coma) + D Chor (o)) = €13 F Y, Cioi(3);
h=3 =2

paral < j<m,cono; €%, 2<1<t. O

En el teorema anterior hemos factorizado la matriz polinomial P(s) como
producto de matrices polinomiales P;(s) tal que existe una relacién de suma
entre los indices de Wiener—Hopf globales por la izquierda de P(s) y los
indices de Wiener—Hopf globales por la izquierda de cada una de las matrices
factores. Pero sin embargo los indices de las matrices factores no son, en
general, los indices de Wiener—Hopf locales por la izquierda de P(s). Por otra
parte, en la siguiente proposiciéon mostramos que toda matriz polinomial no
singular P(s) puede ser factorizada como producto de matrices cuyos indices
de Wiener—Hopf globales por la izquierda son los indices de Wiener—Hopf
locales por la izquierda de P(s), pero en este caso, estos indices no cumplen

la condicion de suma.

Proposicién 4.5.6 Sea P(s) € F[s|™*™ una matriz polinomial no singular
tal que det P(s) = amy(s)® -+ - m(s)¥, donde a es una constante distinta de
cero y m;i(s) son diferentes polinomios mdnicos irreducibles en F[s]. Sean
Cily - -+ Cim Sus indices de Wiener—Hopf locales por la izquierda respecto a

mi(s), 1 < i < t. Entonces existen matrices Py(s), ..., Pi(s) € F[s]™ ™ tales



4.5 Indices de controlabilidad globales y locales 137

que det Pi(s) = a;mi(s)% con a; constante distinta de cero, a = [['_, a;, Pi(s)
tiene ¢, ..., Cimn como indices de Wiener—Hopf globales por la izquierda,
1<i<t,yP(s)=Pi(s) - Pus).

di ... my(s)% existen matrices uni-

Demostracién. Como det P(s) = am(s)
modulares U(s), V(s) € F[s|™*™ tales que P(s) = U(s)Di(s)--- Dy(s)V(s),
donde D;(s) es una matriz diagonal donde los elementos de la diagonal
son los divisores elementales de P(s) que son potencias de m;(s), para

i=1,...,t. Asi, P(s) se puede expresar como sigue
P(s) =U(s)Di(s)D1(s) -+ Di—1(8)Dis1(s) - - - Dy(s)V (s), i =1,..., 1.

Por tanto, ¢;1, . . ., ¢ son los indices de Wiener—Hopf globales por la izquier-
da de U(s)D;(s), i =1,...,t. Escribimos

P(s) = U(s)Dy(s)U(s) *U(5)Da(s) - - - Dy_1(5)U(5)"*U(s)Dy(5)V (5).

Si llamamos P;(s) = U(s)D;(s)U(s)™! parai = 1,...,t — 1y P(s) =
U(s)Dy(s)V(s), obtenemos el resultado. O

Ahora, queremos aplicar el resultado obtenido en el Teorema 4.5.5 a
pares controlables. En este sentido, dado un par controlable (A, B) cons-
truimos un par en “forma reducida” (la matriz de estados es una matriz
diagonal por bloques donde los bloques diagonales A; son matrices com-
paneras y en B; una de sus columnas es un vector unitario y el resto de
columnas son cero) equivalente por feedback al par dado (A, B), para el
cual cada indice de controlabilidad global puede ser obtenido como la suma
de los indices de controlabilidad locales de su forma reducida en un cierto
orden. Este resultado sera cierto para IF un cuerpo algebraicamente cerrado.

Necesitaremos el Lema 4.5.7 para el cual recordamos lo siguiente.

Sea V' un espacio vectorial de dimensién n sobre un cuerpo arbitrario F

y A un operador lineal de este espacio. Sea x un vector arbitrario de V. Se
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llama polinomio anulador de x a un polinomio ménico p(\) = N +a \P~1 +

s 4 ap A+ ap, 0 < p <ntal que

esto es,

APz 4+ i AP e 4+ apo1 Az + apr = 0.

Para A fija, hay un unico polinomio ménico de grado minimo entre todos
los polinomios anuladores de x. A este polinomio se le llama polinomio

minimo de x respecto de A.

Lema 4.5.7 Sean

[0 1 0 0 ]
0 0 1 0
A= : : b | e (4.25)
0 0 0 |
| Qin;  Qi(n;—1)  Qi(n;—2) " a1 |

las matrices companeras de los polinomios monicos relativamente primos

dos a dos a;(s) = s™ — ans™ Tt — -+ — Qjn—1)S — Qin, € F[s], , 1 <i <t
Entonces
A, by ’
. , : , b= (3) e Frixl 1 <i<t,
At bt 1

es un par controlable.

Demostracién. Sean

A1 bl
A: anXn) b: anXl’
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donde n = nqy + --- + n;. El vector b se puede escribir como b =€y + --- +
e; donde ¢; = [0 - 0 bZ-T 0o --- O]T

polinomio minimo de e; respecto de A es a;(s), coni = 1,...,t. Como estos

€ ! Es facil ver que el

polinomios son relativamente primos dos a dos, usando [18, Lema p. 181] se
tiene que el polinomio minimo de b respecto de A es a1(s) - - as(s). Como

el grado de este polinomio es igual a n, rang [ b Ab --- A"l ] =n.

Teorema 4.5.8 Sea F un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea (A, B) €
Fr>m o F™>™ un par controlable con indices de controlabilidad globales ki >

- > ky oy det(sl, —A) = (s — A\)™ - (s — A\)™, con \; # N\j para
1 # j. Entonces para cada \; existen una permutacion de orden m, o; € ¥,
(o1 = id), y un par controlable (A;, B;) € F™*" x F"*™ con indices de

controlabilidad globales c;; > -+ > ¢i5; > 0 = Ci5,41 =+ = Ciy, de la forma
A = Diag(Lila Ce Lzsz) € Fnixni, (426)

donde L;; € F45*% es la matriz companera como en (4.25) de (s — \;)%,
1<j<sy
Bi = [Dlag(Hﬂ, ey H’LSZ) 0] Mz S FniXm’ Hl = [0, . ,O, 1]T € ]Fcinl
(4.27)

con 1 <5 <s;, donde M; es la matriz de permutacion de o; para 1l <1 <t,

tal que:

(i) (A, B) es equivalente por feedback al par controlable
Ay By
' : : ;Y (4.28)

(i) k= cij+ 3y Cpi(gy 1< <

Ademds, los indices de controlabilidad locales de (A, B) respecto a s — A\

SON C115...,Cim-
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Demostracién. Sea P(s) € F[s]”*™ una representacién polinomial matri-
cial de (A, B). Entonces det P(s) = a(s—A)™ -+ (s—=X\)™ y k1, ..., km son
los indices de Wiener—Hopf globales de P(s) por la izquierda. Por el Teo-
rema 4.5.5 existen matrices polinomiales P (s), Pa(s),. .., Pi(s) € F[s]™*™,
detPy(s) = a;(s — \)™, a = [[._, a;, tales que:

(i) P(s) = Pi(s)Pa(s) - - Bi(s),

(ii) si g > -+ > s, > 0= Cis,41 =+ + = Cipp s0N los indices de Wiener—

Hopf globales por la izquierda de P;(s), entonces

t
ki=cij+ Y Coigy Oi€Sm, 1<j<m, 1<i<t.
=2

Ademas, los indices de Wiener—Hopf globales por la izquierda de Pj(s) son
los indices de Wiener—Hopf locales por la izquierda de P(s) respecto a s—A;.
Con los elementos \; € I, los indices ¢;; y las permutaciones o;, constru-
imos las matrices A; y B; como en (4.26) y (4.27), respectivamente. Es ficil
ver que los pares (A;, B;) son controlables con indices de controlabilidad
Cil, - - -, Cim- Ahora queremos probar que los pares de matrices (A, B) y
Ay By
(4, B) = o
At Bt
son equivalentes por feedback.

Supongamos que ky > -+ >k, > 0=k, =--- = k,,. Como para cada
Jj=uv+1,...,m se tiene que k; = 0, entonces c;; + 22:2 Cio ' () = 0, lo
cual implica que ¢;; =0y Cio () = 0,2 <<t Portanto, s1+1<7<m
y si+1<0;1(j) <m, 2 <i<t Asi, la columna j de B es igual a 0. En
consecuencia, las m — v tltimas columnas de B son 0.

Sea j = 1,...v. Denotamos por L; = Diag(Lilgal( L 1(j)) la

j)’ ce ey iua';u
Cino 1) Cipo 1)
. . h9q h%;
matriz diagonal por bloques donde los bloques Lihgi;bl () EF " h
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son tales que en la columna j—ésima de B su correspondiente vector es
<

T < cr._l(j)Xl . .
zj, = [0,...,0,1]" € F ™% 1< h<ul <idp <o <y <t
Qljl
Llamamos x; = : |. Obsérvese que si i # iy,...,1, entonces o;(1) #
mju

Gy, 0i(s;) # j. Por tanto s; +1 < 0,1 (j) < m. Asf, Cio—t(yy = 0y kj =
S, Cigm1(j) = >y Cinoi () Esta es la razén por la cual L; € Frixki y
T; € Fkix1,

Ahora bien, haciendo uso de esta notacion y realizando permutaciones

de filas y columnas podemos transformar el par (A4, B) en un par de la forma

L zy - 0 0 -+ 0

QAQ™" = L QB=| 1o

L, 0 -+ 2, 0 -+ 0
donde ) € F"*" es una matriz no singular. Ahora, vamos a demostrar que
el par (,ZL E) = (QAQ~',QB) es controlable con indices de controlabilidad
globales ky, ..., k. Teniendo en cuenta que la estructura de estas matrices
es diagonal por bloques, si denotamos por b; la j—€ésima columna de §,

tenemos que

rang[é AB ... Avn—lé}:
mng[b1 cee by Avbl ;[bv gn—lbl Zn—lby _
j=1

Ahora, por el Teorema de Hamilton—Cayley ([18, p. 83]) y el Lema 4.5.7,

se tiene que
rang [ b; gbj Z"flbj ] = rang [ x; Ljx; --- L’?_lxj } =

rang [ Z; L]’I’j ce LI?j_I(’Ej ] = k’j, 1< j <.
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En consecuencia,
rang B AB ... A" B =k + ---+k,=n.

Asi, el par de matrices (ﬁ, E) es controlable y por tanto es también con-
trolable el par (A, B). Por otra parte, para calcular los indices de contro-
labilidad globales de este par podemos estudiar independientemente cada
columna b; de E, esto es, rang [ b; gbj g”_lbj =kj, 1 <5<
Por tanto, los indices de controlabilidad globales de (AV, E) son ki, ..., kn.
Dado que los pares controlables (A, B) y (A, B) tienen los mismos {ndices
de controlabilidad son feedback equivalentes, con lo cual hemos probado
(7). Ademés, como los indices de Wiener—Hopf locales por la izquierda de
P(s) respecto a s — Aj son ¢qy, . . ., Cim, por la Proposicién 4.3.5 concluimos
que los indices de controlabilidad locales de (A, B) respecto a s — A; son

Cily-++5Clm- |

Es importante observar que los indices de controlabilidad de los pares
(A;, B;) son los indices de controlabilidad locales respecto a m;(s) del par
en forma reducida (4.28) pero no son los locales del par (A, B), ya que los

indices locales no son invariantes por feedback.

Ejemplo 4.5.9 SeaF = Cy (4, B) € C19%10 x C10*3 tal que det(s] — A) =
(s = A1)"(s — A2)? con Aj, Ag € C y A\; # Xo. Supongamos que los indices de
controlabilidad globales de (A, B) son k; = 5,ky = 3 y k3 = 2 y sus indices
de controlabilidad locales respecto a s — Ay son ¢13 = 4,¢19 =3y c13 = 0.
Se tiene que k1 — ¢y = 1,ky —c19 = 0y k3 — ¢;3 = 2. La permutacion

. . 1 2 3
que ordena estos niimeros en orden no creciente es gy = < 9 3 1 ) Por

tanto, cop = 2,99 = 1y 93 = 0. Ademas,

_ O O
O O =
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Asi, (A, B) es equivalente por feedback al par controlable

0 1 0 0 00 07
O 0 1 0 000

o 0 o0 1 000

A AN —6A2 4N 100
0 1 0 000

0o 0 1 000

A3 22 2) 010

0 1 00 0

—A2 2 00 1

] X |1 0 0

Ahora vamos a mostrar un ejemplo en el cual se puede ver que la condi-
cién sobre el cuerpo no puede evitarse en general, es decir, si el cuerpo no
es algebraicamente cerrado no podemos asegurar el resultado del Teorema
4.5.8.

Ejemplo 4.5.10 Sea F = R y sea (4, B) € R>*% x R5*2 un par para el cual

P = o el ]

es una representacion polinomial matricial. Sus factores invariantes son
1, s(s*+1)% y sus indices de Wiener—Hopf globales por la izquierda k; = 3
y ko = 2. Factorizamos P(s) como producto de matrices P(s) = Pi(s)Px(s)

con
1 0

Pi(s) = [ -8 (32—1-1)2 }’ Py(s) = [8 (1)}
Los factores invariantes de P;(s) son 1, (s + 1)2, mientras que los factores
invariantes de P»(s) son 1,s. Ademds, los indices de Wiener-Hopf globales
por la izquierda de P;(s) son 3,1, mientras que los indices de Wiener—
Hopf globales por la izquierda de Py(s) son 1,0. Por lo tanto, los indices
de Wiener—Hopf locales por la izquierda de P(s) respecto a s* + 1 son

c11 = 3y c¢i2 = 1. En definitiva, vemos que es imposible construir una
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matriz compaiera de alguna potencia del polinomio irreducible s? + 1 de

orden cy; X cq1, esto es, 3 X 3.



Capitulo 5

Realizaciones locales y
representaciones polinomiales
matriciales locales

5.1. Introduccion

El concepto de representacion polinomial matricial aparece en varios
contextos aunque expresado a veces de forma distinta a como se ha venido
expresando aqui, e incluso con una denominacion también distinta. Por
ejemplo, en [40, Capitulo 2] se demuestra que una matriz polinomial no
singular P(s) es una representacion polinomial matricial de (A, B) si y sélo
si (A, B) es un par nulo por la izquierda de P(s) respecto a todo el plano
complejo.

La definicién de par nulo por la izquierda definida en C es la siguiente
(ver [20, Capitulo 10]): Sea v un contorno en C con dominio interior 2.
Un par (A, B) € C"*" x C™*™ controlable es un par nulo por la izquierda
respecto a €1 de P(s) si se satisface alguna de las siguientes condiciones

equivalentes:

i) A tiene todos sus valores propios en (), el orden de A es igual a la suma
de las multiplicidades de los ceros de det P(s) en Qy (sI,—A) ' BP(s)

145
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es una matriz polinomial.

ii) Existe un matriz C' € C™*" tal que (A,C) es observable, es decir
(AT CT) es controlable, y P(s)~! — C(sI, — A)~' B no tiene polos en
Q.

Si zg es el unico cero de det P(s) en €2 entonces se dice que (A, B) es un par
nulo en zg. Un par nulo con respecto a C se llama simplemente un par nulo
por la izquierda de P(s) o par estdndar por la izquierda (ver [21]).

Recordemos que si P(s) es una representacion polinomial matricial de
un par controlable (A, B), entonces decimos que (A, B) es una realizacién
de P(s). Por lo tanto tenemos que (A, B) es una realizaciéon de P(s) si
y s6lo si (A, B) es un par nulo por la izquierda de P(s). Aunque sabe-
mos que los conceptos de realizacion y par nulo coinciden en el caso global
(cuando tomamos todo el plano complejo), no nos podemos olvidar de que
el concepto de par nulo por la izquierda esta definido en el cuerpo de los
complejos de manera local, es decir, respecto a un subconjunto del plano
complejo. Nuestro objetivo en este capitulo es definir para cuerpos arbitra-
rios los conceptos de realizacion local y representacion polinomial matricial
local. Utilizaremos las mismas técnicas que en los capitulos anteriores y
hablaremos de realizacién respecto a M y representacién polinomial ma-
tricial respecto a M, siendo M un subconjunto de Specm(F[s]). Veremos
que lo que aqui llamamos realizacion local, cuando el cuerpo sea el de los
complejos, coincide con lo que se llama en [20] par nulo por la izquierda.
Esto lo haremos en la Seccién 5.3.

Sabemos que en el caso global los conceptos de realizacién y repre-
sentacién polinomial matricial son muy “simétricos”, en el sentido de que
si (A, B) es una realizacién de P(s), entonces P(s) es una representaciéon
polinomial matricial de (A, B) y viceversa. Aunque, en un principio es-

perabamos que definido el concepto de realizacion en un sentido local estu-
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viera definido el concepto de representacién polinomial matricial local, esto
no funciona asi. En las realizaciones locales (Definicién 5.3.1) la informacién
local esta en el par y la global en la matriz polinomial, mientras que en las
representaciones polinomiales matriciales locales (Definicién 5.4.1) la infor-
macion local estd en la matriz polinomial y la global en el par. Asi pues, en
la Seccién 5.4 realizamos un estudio similar al de la seccién anterior para
representaciones polinomiales matriciales locales.

Como era de esperar veremos que ambos conceptos estan relacionados y
que en el caso global, es decir cuando M = Specm(F[s]), nos dan el mismo
resultado.

En el articulo [4] estdn contenidos los resultados de este capitulo.

5.2. Matrices localmente coprimas

En esta seccion, definimos los conceptos de divisor comun por la izquier-
da (derecha) y matrices coprimas por la izquierda (derecha) dados en el
Capitulo 1 para matrices polinomiales, ahora, para matrices con elementos

en Fy/(s) con el mismo nimero de filas (columnas).

Definicién 5.2.1 Sea M C Specm(F[s]). Sean A(s) € Fy(s)"*?, B(s) €
Fur(s)™*?. Un divisor comun por la izquierda de A(s) y B(s) respecto a M

nxn

es una matriz R(s) € Fy(s)™*" para la cual existen A(s) € Fp(s)™P y

B(s) € Fy(s)™ tales que A(s) = R(s)A(s) y B(s) = R(s)B(s).

Definicién 5.2.2 Sea M C Specm(F[s]). Dos matrices A(s) € Fps(s)"*?,
B(s) € Fp(s)™*? son coprimas por la izquierda respecto a M si sus Unicos
divisores comunes por la izquierda respecto a M son matrices invertibles en
Far(s)™=m.

Como en capitulos anteriores, cuando M se reduce a un tnico ideal maxi-

mal, (7(s)), con 7(s) un polinomio ménico irreducible hablaremos de divisor
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local comiin por la izquierda respecto a m(s) y de localmente coprimas por
la izquierda respecto a m(s). Si M = Specm(F[s]), Fa/(s) = F[s] y por tanto
los conceptos de divisor comtn por la izquierda respecto a Specm(F[s]) y
coprimas por la izquierda respecto a Specm(F[s]) coinciden con los concep-
tos de divisor comun por la izquierda y coprimas por la izquierda dados en
el Capitulo 1. A continuacién tratamos de obtener nuevas caracterizaciones
del concepto de coprimas por la izquierda respecto a M, basandonos en las
caracterizaciones de este mismo concepto en el caso global, es decir cuando
M = Specm(F[s]).

Las demostraciones son analogas a las del caso global (véase [31], [50] y

[54]). S6lo mostraremos las que no aparecen en estos libros.

Lema 5.2.3 Sea A(s) € Fy(s)"? y B(s) € Fp(s)"*%, p+ g > n. Son

equivalentes:
i) A(s) y B(s) son coprimas por la izquierda respecto a M,
ii) La forma de Smith respecto a M de [A(s) B(s)] es [I,, 0],

iii) Ezisten X(s) € Fy(s)Pra—mxe,

Y §)(PHa=mxa tales que la
forma de Smaith respecto a M de [

=
m
=
g

B(s)
Y (s) } es Ipiq,
i) Existen X(s) € Fp(s)P*", Y(s) € Fy

A(s)X(s) + B(s)Y(s) = I,.

Demostracién.

ii)=-ii) Dado que la forma de Smith de [A(s) B(s)] respecto a M es [I, 0],
todos sus factores invariantes respecto a M son triviales, esto es,
ai(s) = -+ = au(s) = 1. Sea y1(s) = -+ = Ypuq(s) = 1. Dado
que 7;(s) | @i(s) | Vit-(prq—n)(5), por [53] (o [42] en el caso de matrices
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polinomiales), existen X (s) € Fy(s)PHem>P Y (s) € Fy(s)Pra—m)xa
(s) B(s)
(s) Y(s)

tales que la forma de Smith de [ 3?, } respecto a M es I,,.

OJ

Los conceptos de divisor comun por la derecha respecto a M y coprima
por la derecha respecto a M se pueden dar andlogamente para matrices con
elementos en Fy;(s) que tengan el mismo nimero de columnas. Asi como
un lema analogo al 5.2.3 para las diferentes caracterizaciones de este ultimo
concepto.

Ademas, tenemos las siguientes caracterizaciones de divisor por la izquier-

da y coprimas por la izquierda para matrices polinomiales ([14]).

Proposicién 5.2.4 Sea A(s) € F[s|"*P. Una matriz polinomial no singular
R(s) € F[s]™*" es un divisor por la izquierda de A(s) si y sdlo si R(s) es un
divisor local por la izquierda de A(s) respecto a w(s) para todo ideal primo
(m(s)) de F[s].

Demostracién. Supongamos que existe A(s) € F[s]"*? tal que A(s) =
R(s)A(s). Como toda matriz polinomial de dimensién n x p estd en F(s)"*?
para todo 7(s), se sigue que existe A(s) € F,(s)"*P tal que A(s) = R(s)A(s).
Reciprocamente, supongamos que existe A;(s) € F.(s)"*P tal que A(s) =
R(s)A,(s) para todo ideal primo (7(s)). Entonces R(s)"*A(s) € F,(s)"*?
para todo m(s). Por tanto R(s)"'A(s) € F[s]"*P. Asi, existe la matriz poli-
nomial A(s) = R(s) 1A(s) tal que A(s) = R(s)A(s). O

Proposicién 5.2.5 Sean A(s) € F[s|"*? y B(s) € F[s]"*?. Las matrices
A(s) y B(s) son coprimas por la izquierda si y solo si son localmente copri-

mas por la izquierda respecto a 7(s) para todo ideal primo (n(s)) de Fls].

Demostracién. Si A(s) y B(s) son coprimas por la izquierda existen
X(s) € F[s]P*™ CFL(s)P*", Y (s) € F[s]”™ C F,(s)7"™ tales que A(s) X (s)+
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B(s)Y (s) = I, para todo m(s). Por tanto son localmente coprimas respecto
a 7(s) para todo ideal primo (7(s)). Reciprocamente, sea R(s) € F|[s]"*"
un divisor comin a izquierda de A(s) y B(s), es decir existe A(s) € F[s]"*?
y B(s) € F[s]™ tales que A(s) = R(s)A(s) y B(s) = R(s)B(s). Queremos
demostrar que R(s) es unimodular. Ahora bien, como R(s) € F[s]"*" C
F.(s)"*™ es también un divisor local comun a izquierda respecto a 7(s)
para todo ideal primo (7(s)), por hipétesis tenemos que R(s) es invertible

en F.(s) para todo 7(s). Por tanto es unimodular. O

5.3. Realizaciones locales

El concepto de par nulo por la izquierda esta definido con respecto a un
subconjunto €2 de C. Dado que nosotros trabajamos con un cuerpo arbitrario
F necesitamos algo que juegue el papel de 2 en C. Siguiendo las técnicas
del Capitulo 3, cuando el cuerpo sea el de los numeros complejos, es claro
que podemos identificar cada punto zg de C con el ideal maximal generado
por el polinomio irreducible s — zy € C[s] y por lo tanto podemos identificar
Q) con el conjunto de ideales maximales generados por todos los polinomios

irreducibles s — zg con 2y € €2, al cual seguiremos llamando M.

Definicién 5.3.1 Sea M C Specm(F[s]). Sea P(s) = Pi(s)Q(s) € F[s]™*™
una matriz polinomial no singular tal que det P (s) factoriza en M y det Q(s)
factoriza en M’ = Specm(F[s])\ M. Diremos que un par (A, By) € F" ™ x
Fr<m controlable, my > m, es una realizacion respecto a M de P(s) si

(Ay, By) es una realizaciéon de P (s).

Cuando M = Specm(F[s]), tenemos que toda matriz polinomial no sin-
gular se puede escribir como P(s) = P(s)I,, tal que det P(s) factoriza en
M vy det I, factoriza en M’ = (). Por tanto, una realizacién respecto a
Specm(IF[s]) de P(s) es una realizacién de P(s), a la cual llamaremos reali-
zacion global de P(s).
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Proposicién 5.3.2 Sea M C Specm(F[s]). Sea P(s) = P1(s)Q(s) € Fls]™*™
una matriz polinomial no singular tal que det Py(s) factoriza en M y det Q(s)
factoriza en M' = Specm(F[s]) \ M. Sea (Ay, By) € F">™ x Fmx™ yn
par controlable, ny > m, tal que det(sl,, — Ay) factoriza en M. Entonces

(A, By) es una realizacion respecto a M de P(s) si y solo si
a) d(det Pi(s)) =nq, y
b) (sl,, — A1) B P(s) es una matriz polinomial.

Demostracién. Supongamos que (Aj, By) es una realizacién respecto a M
de P(s) = Pi(s)Q(s), lo cual significa que P;(s) una representacién polino-
mial matricial de (A, By). Por [40, Teorema 2.3.7] se tiene que d(det Py (s)) =
n1y (sl,, — A1)"' By Pi(s) es una matriz polinomial. Por lo tanto, (sl,,, —
AN7IBPi(5)Q(s) = (sI,, — A1) 7' B P(s) es también polinomial.
Reciprocamente, llamamos R(s) = (sI,,, — A;) !B P(s). Por hipdtesis

R(s) es polinomial y podemos escribir

[ I, — A By ] { _P]?S) ] =0,

Sea P;(s) una representacién polinomial matricial de (A, B;). Entonces,

nipXni

existen matrices unimodulares U(s), V (s) € F|s] y una matriz Y (s) €

F[s]™*™ tal que

U(s)ish, — Ay B { V(s) Y(s) ] _ {]m_m 00 }

0 I, 0 Pis) In
Asf,
o[ 5e gty ][ LT[0
Si escribimos :gﬁ - [wf))_l _V(S}:Y(S> } { _P]?S) } donde

P(
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P, (s) es una representacién polinomial matricial de (A, By) y det(sI,,, — A;)
factoriza en M. Por tanto, det Py(s) factoriza en M y n; = d(det Py(s)).
Ahora bien, por la hipétesis a), ny es igual a la suma de los grados de todos
los divisores elementales de P(s) potencias de polinomios irreducibles 7;(s)
que satisfacen la condicion (m;(s)) € M. Por tanto, det Rs(s) factoriza en

M'. Tenemos que

Pi(5)Q(s) = P1(s)Ra(s)
con det P;(s),det P (s) factorizando en M y det Q(s), det Ry(s) factorizan-
do en M'. Entonces, por la Proposicién 3.2.4, Py(s) y P(s) son equiva-

lentes por la derecha y P;(s) es una representacién polinomial matricial de
(A1, By). O

Pensemos en el cuerpo F = C. Sea v un contorno en C con dominio inte-
rior 2. Como hemos dicho en la introduccién, podemos identificar €2 con el
conjunto M = {(s —zy) € Specm(C]ls]) : zo € 2}. Con estas identificaciones

tenemos que:

» A; tiene todos sus valores propios en {2 si y sélo si det(sl,, — A;)

factoriza en M.

» El orden de A; € F"*™ es igual a la suma de las multiplicidades de
los ceros de det P(s) en € es equivalente a decir que ny = d(det P (s)),
siendo P(s) = Pi(s)Q(s) tal que det P;(s) factoriza en M y det Q(s)
factoriza en M’ = Specm(F[s]) \ M.

Teniendo esto en cuenta, en particular cuando F = C, el concepto de
realizacion y el concepto definido por Gohberg, Kaashoek y van Schagen de
par nulo por la izquierda estan muy relacionados. Como consecuencia de la

Proposicién 5.3.2 tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 5.3.3 Sea (A, By) € C™"*™ x C™*™ un par controlable,

ny > m. (A1, By) es un par nulo por la izquierda respecto a ) de una
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matriz polinomial no singular P(s) € C[s|™*™ si y sdlo si (A1, By) es una

realizacion respecto a M = {(s — zp) € Specm(C[s]) : zg € Q} de P(s).

Por tanto, nosotros extendemos el concepto de par nulo por la izquierda
para cuerpos arbitrarios. Ain mas, por un lado conocemos dos caracteriza-
ciones del concepto de par nulo por la izquierda y por otro lado conocemos
diferentes caracterizaciones del concepto de representacion polinomial ma-
tricial y por tanto de realizacion. En consecuencia, gracias a la relacién
entre estos conceptos, nos planteamos obtener diferentes caracterizaciones
del concepto de realizacién respecto a un subconjunto M (y por tanto de par
nulo respecto a € por la izquierda cuando F = C) mostradas en el siguiente

teorema. Antes recordamos el siguiente resultado que es bien conocido:

Lema 5.3.4 Sea M C Specm(F[s]) y M’ = Specm(F[s]) \ M. Toda matriz
racional G(s) € F(s)™ ™ puede representarse de la siguiente forma G(s) =
P(s) + Hy(s) + Hyp(s) donde P(s) € F[s]™*", Hy(s) € Fpr(s)™*" es
estrictamente propia y Hyp(s) € Fap(s)™" es estrictamente propia. Esta

representacion es unica.

Teorema 5.3.5 Sea M C Specm(F[s]). Sea (A1, By) € Fmxm x Frmxm
ny > m, un par controlable tal que det(sl,, — Ay) factoriza en M y sea
P(s) = Pi(s)Q(s) € F[s]™™ una matriz polinomial no singular tal que
det Pi(s) factoriza en M y det Q(s) factoriza en M' = Specm(F[s]) \ M.

Son equivalentes:
i) (A1, By) es una realizacion respecto a M de P(s),

ii) Euxiste un par controlable (Ag, By) € F—m)x(n=m) s Rln=ni)xm —p, —

d(det P(s)), tal que:

a) det(slpm_n,) — A2) factoriza en M', y
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b) P(s) es una representacion polinomial de

(Ll lz])

iii) Existen matrices U(s), V(s) invertibles en Fys(s)
Y(s) € Far(s)™*™ tal que

U(s)[skn, — A1 By) [ e } - [ [mo_m Pl 1, } |

XL una matriz

w) Ezisten Lyi(s), La(s) € Far(s)™™, X(s) € Far(s)™*™ tales que

a) Li(s) y P(s) son coprimas por la izquierda con respecto a M,

b) Lo(s) y sl,, — Ay son coprimas por la derecha respecto a M, y

o) Li9lsh — v B =[P(9) 1] | 12 X,

v) Existe Ny(s) € Far(s)™ ™ coprima por la derecha respecto a M con
P(s) tal que
(s, — A1) By = Ny(s)P(s) ™,

vi) a) d(det Pi(s)) =nq, y

b) (sl,, — A" B P(s) es una matriz polinomial,
vit) Eziste Cy € F™*™ tal que

a) (A1, Ch) es observable, y
b) P(s)™t — Cy(sl,, — A1) 1By € Fpy(s)™>m.

Demostracioén.
(i) = (ii) Es consecuencia del Lema 4.3.2.

(ii) = (i) Sea Pi(s) una representacién polinomial matricial de (A;, B).

Por el Teorema 4.3.4 existe una matriz polinomial (Q(s), con los mismos
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factores invariantes no triviales que Ay, y por tanto det Q(s) factoriza en
M’ tal que P(s) = Pi(s)Q(s). Por la Proposicién 3.2.4, Pi(s) y Pi(s)
son equivalentes por la derecha y P;(s) es una representaciéon polinomial
matricial de (A, By).

(i) = (iii) Tenemos que P(s) = Pi(s)Q(s) donde Pi(s) € F[s]™*™
es una representacién polinomial matricial de (A, By), det P;(s) factoriza
en M y det Q(s) factoriza en M’. Entonces existen matrices unimodulares
U(s),V(s) € F[s]™*™ y una matriz Y (s) € F[s]™*™ tales que

T(s)sL, — A, Byl [V(s) _[S) ] _ {Jm_m 0 0

0 0 Pl(S) [m
Por tanto,
o Lm0 0
O(s)isl, — Ay By] | V1) Y(5) 0 Qls) 0 | =
: I 0 0 I

Llamamos U(s) = U(s), V(s) = V(s) [ L“O_m Q?s) } y Y(s) = Y(s).

Dado que det Q(s) factoriza en M’, V(s) es invertible en Fy/(s)™*™ y por

tanto obtenemos la relacién deseada.
(iii) = (iv) Se deduce siguiendo las ideas de [31, pp. 567-568].

(iv) = (v) Se deduce siguiendo las ideas de la demostracién [40, Teorema
2.3.3, p. 44].

(v) = (vi) Por hipétesis (sI,,, — A1) ' By = Ny (s)P(s)~!. Escribimos

[ 5L, — A, B | { ~Nu(s) } -
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Sea P;(s) una representacién polinomial matricial de (A, B;). Existen

matrices unimodulares U(s), V (s) € F[s]"*™ y una matriz Y (s) € F[s]"*™

tales que
otsea a5 ][ o &
Asi,
o[ oty 2100 O [Ho
{Inlom F0<8) L } [ V(S)_INM(S)Pzg(s)_ly@ms) } 0.
Si escribimos R
l ig;ﬁi; } = —V(s)" ' Nus(s) = V(s) Y ()P(s), (5.1)

donde R;(s) € Fy(s)m=m)*m v Ry(s) € Fp(s)™ ™, entonces Ri(s) =0y
P(s) = P1(s)Ry(s).

Veamos que Ra(s) € Fp(s)™™ es invertible en Fy,(s)™*™. Por (5.1),

M) +Y6PE) = V() | i |

Nar(s) = V(s) { L 1 Ro(s) — Y ()P () Rafs).

0
I,
N (s)Ry(s) y P(s) = Pi(s)Ry(s). Como por hipétesis Ny (s) es coprima

mxXm

Llamamos N (s) = V(s) [ } — Y (5)Pi(s) € F[s]™>™. Asi, Nps(s) =

por la derecha respecto a M con P(s), Ra(s) es invertible en Fy(s)

Por otro lado, det P(s) = det P1(s)det Ry(s) con det P(s) y det P;(s)
polinomios, det P;(s) factoriza en M y Ry(s) € Fp(s)™™. Por tanto,
det Ry(s) debe ser polinomial. De hecho, si suponemos que det Ry(s) =
@, ya que m.c.d.(q(s),det Pi(s)) = 1, necesariamente ¢(s) divide a r(s).

q(s)
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Ademads, Rs(s) es invertible en Fy/(s)™*™, entonces det Ry(s) factoriza en
M'.
Recordemos que P(s) = P;(s)Q(s). Tenemos que
P(s) = Pi(s)Q(s) = P1(s)Ra(s)

tales que det Py(s) y det P(s) factorizan en M y det Ry(s) y det Q(s) fac-
torizan en M’. Por la Proposicién 3.2.4, P(s) y P1(s) son equivalentes por
la derecha. Asi, n; = d(det Pi(s)) = d(det Pi(s)) y se tiene a). Ademds,

existe N (s) € F[s]™*™ coprima por la derecha con P;(s) tal que
(S[’nl — Al)_lBl = Nl(S)F1<8)_1.

Por lo tanto, (s1,, — A1) "' BiPi(s) = Ni(s) y (sIn, — A1) "' BiP1(s)Ry(s) =
Ni(s)Rs(s). Tenemos que

(s, — A1)~ By P(s) = N(s), (5.2)

con N(s) = Ni(s)Ra(s) € Fpr(s)™*™. Por (5.2), Adj(sl,, — A1)B1P(s) =
det(sl,, — A1) N(s). Dado que el lado izquierdo de esta igualdad es una ma-
triz polinomial, ademas det(sl,, — A;) factoriza en M y N(s) € Fp/(s)™*™,

entonces N (s) debe ser polinomial.
(vi) = (i) Estd demostrado en la Proposicion 5.3.2.

(i) = (vii) Dado que ya hemos probado i)=- ii), existe un par controlable
(Ag, By) € Fnmm)x(n=m) 5 Rln=n)xm ta] que det(sl(,_n,) — A2) factoriza en

M’y P(s) es una representacién polinomial matricial del par controlable

Al 0 Bl

0 Ay |’ B, '
Por [40, Teorema 2.3.7, p. 47| existe una matriz C' = [ Cy Oy } e Fmxn,
con Cy € F™*™ y Oy € F™*("=m1) ta] que (A, C) es observable y

Pt -love | G AT L ] = e
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con D(s) € F[s]™™ polinomial. Por tanto, P(s)™* — Cy(sl,, — A1) ' By =
D(s) + Co(slin—ny) — A2) ' By. Como det(sl(,_pn,) — As) factoriza en M,
D(s) + Co(sln—ny) — A2) 1By € Fpr(s)™ ™. Ademés (A, C') es observable,
en otras palabras (AT, CT) es controlable, por tanto rang C(AT,CT) = n.
Siguiendo las ideas de la demostracion de la Proposicion 4.2.1, se deduce

que rang C(AT, CT) = n,. Por tanto el par (A;,C}) es también observable.

(vii) = (i) Supongamos que existe una matriz C; € F™™ tal que

(A1, C1) es observable y
P(S)il = Cl(SIn1 — Al)ilBl + HM(S)

con Hy(s) € Fp(s)™*™. Como det(sl,, — A;) factoriza en M, Hyy(s) =
Cy(sl,, — A1)™1B; € Fpp(s)™™ y (Ay, By, C1) es una realizacién minimal
de Hyp(s). Por la Proposicién 1.4.4, sea (Ay, By) € F1>™ x FPX™ un par
controlable tal que 7y = d(det Pi(s)) y Pi(s) es una de sus representaciones
polinomiales matriciales. Entonces como ya hemos probado que i) implica

vii), existe C tal que (A;,C}) es observable y

P(s) ' = C1(sly, — A) ' By + Hy(s)

con Hy(s) € Fy(s)™™. El polinomio det(sl;, — A;) factoriza en M, de
ahf que Hyp(s) = C1(sly, — A1) By € Fpp(s)™™ y (Ay, B1,C1) es una
realizacién minimal de H 5/ (s).

Por el Lema 5.3.4, Hyp(s) = Hpp(s). Por el Lema 1.1.5, ny = my y
existe una matriz no singular P € F™>*™ tal que A; = PA,P~', By = PB;,
O, = C, P~y tenemos que P, (s) es una representacion polinomial matricial
de (A1, By). O

Recordemos que un par (A, B) € F™" x F"*™ es una realizacion global

de una matriz polinomial no singular P(s) si y sélo si los sistemas [sI,, —
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Iy, O 0
0 P(s) In
alentes segin Rosenbrock. En la caracterizacion #ii) del teorema anterior es-

A B,

son sistemas estrictamente equivalentes o equiv-

tamos diciendo que un par (A, By) € F"1*™ x F™*™ eg una realizacion res-
Lisw 0 0
0 P(s) I,

son sistemas localmente equivalentes respecto a M (ver [14]).

pecto a M de P(s) siy sélo si los sistemas [s],,, —A; By,

La condicién iv) estd motivada por el hecho de que matrices de sis-
temas son equivalentes segiin Rosenbrock si y sélo si son equivalentes segtin
Fuhrmann (véase [31]).

En [19, Proposicién 2.4] se demuestra un resultado similar al Teorema
4.3.4 para matrices racionales sobre el cuerpo de los complejos. Basandonos
en la relacién que nosotros conocemos, Proposicion 5.3.3, entre los conceptos
de par nulo por la izquierda respecto a un subconjunto de C y de realizacion
respecto al correspondiente subconjunto M del Specm(C[s]) podemos dar

el siguiente resultado vélido para cualquier cuerpo F.

Proposicién 5.3.6 Sean M;, My € Specm(F|[s]) con M; N My = ). Sean
(A1, By) € Frmoxm s Fmxm - (Ay, By) € Fm2X72 x F"2X™ pares controlables
tales que det(sl,, — Ay) factoriza en M,y y det(sl,, — As) factoriza en M.

Sea P(s) € F[s]™ ™ una matriz polinomial no singular. Entonces

Al 0 Bl nXxXn nxXm o
(RN —

es una realizacion de P(s) respecto a My UMy siy solo si (A1, By) y (As, Bs)

son realizaciones de P(s) respecto a My y Ms, respectivamente.

Demostracién. Supongamos que existen P(s), Q(s) € F™*™ tales que

P(s) = P(s5)Q(s), det P(s) factoriza en M; U My, det Q(s) factoriza en

Specm(F[s]) \ (M; U My) y P(s) es una representaciéon polinomial matricial

(Lo &l =)
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Por el Teorema 4.3.4 existen Pi(s), Pa(s), Q1(s) y Q2(s) tales que

F(S) = Pi(s)Q2(s), ?(3) = Pa(s)Q1(s),

donde det Qi(s) = det(sl,, — Ay) (salvo constante) factoriza en M; C
Specm(F[s]) \ Ma, det Qs(s) = det(sl,, — As) (salvo constante) factoriza
en My C Specm(F[s])\ My y Pi(s), Px(s) representaciones polinomiales ma-
triciales de (Aj, By) y (Ag, Bs), respectivamente. Por tanto, si llamamos

Ri(s) = Q2(s)Q(s) y Ra(s) = Q1(s)Q(s) se tiene
P(s) = Pi(s)Ri(s),  P(s) = Py(s)Ra(s),

donde det P;(s) factoriza en M;, det R;(s) factoriza en Specm(F[s]) \ M; y
P;(s) es representacién polinomial matricial de (A;, B;), ¢ = 1,2. Por tanto,
(A;, B;) es realizaciéon de P(s) respecto a M;, para i =1,2.

Reciprocamente, supongamos que (A;, By) es una realizaciéon de P(s)
respecto a M;. Entonces por el Teorema 5.3.5 existe una matriz C; € Fm*™
tal que (Ay, C}) es observable y P(s)™!t — Cy(sl,, — A1) By € Fyy, (s)™ ™.
[gualmente, por ser (A, Bs) es una realizacién de P(s) respecto a Mo,
existe una matriz Cy € F™*™ tal que (Ag, Cy) es observable y P(s)™! —
Co(sl,, — Ag) 1By € Fyp, (s)™*™. Dado que det(sl,, — A;) factoriza en M;,
i= 1,2,y MyN M, =0, se sigue que Cy(sl,, — Ay) 1By € Fpp, (s)™™ y
Cy(sl,, — A))7IBy € Ty, (s)™ ™. Asf,

P(s)™' = Cy(sl,, — A)'By — Cy(sl,, — A3) "' By € Fpp (5)™ ™, (5.3)

P(s)™' = Ci(sl, — A1) 'By — Co(sl,, — A2) ' By € Fppy ()™ ™. (5.4)

Ademéds, del hecho de que los pares (Aj, C1), (A, Cy) sean observables se
tiene que existe C' = [ Cy O } € ™" tal que el par

([0 4] te e
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es observable. De (5.3), (5.4) y la propiedad (1.12)

P(s) ™~ [0y ) | B AT <sf<n_m>0—A2>-1} {2;} )

P(S)_l — Cl(SInl — Al)_lBl — Cg(S[nQ — AQ)_lBQ c ]FMIUMQ (S)mxm'

O

Al igual que en el caso global, todas las realizaciones respecto a M de
una matriz polinomial no singular P(s) € F™ "™ son semejantes (ver [19,
Lema 2.2]). En efecto, si P(s) = P;(s)Q(s) donde det P (s) factoriza en M y
det Q(s) factoriza en M’ = Specm(F[s])\ M, una realizacién de P (s) es una
realizacion de P(s) respecto a M. Igualmente si P(s) = P1(s)Q(s) donde
det P1(s) factoriza en M y det Q(s) factoriza en M’ = Specm(F[s]) \ M,
una realizacién de P;(s) es también una realizacién de P(s) respecto a M.
Pero, sabemos por la Proposicién 3.2.4 que en ese caso Pi(s) y Pi(s) son
equivalentes por la derecha y por lo tanto se sigue de la Proposicion 1.4.5
que sus realizaciones son semejantes.

Ahora, vamos a justificar que algunos de los resultados que se dan en
[20] y [58], los primeros referentes al concepto de par nulo por la izquier-
da y los segundos referentes a resultados globales donde se relacionan las
diferentes relaciones de equivalencia entre pares y sus correspondientes re-
presentaciones polinomiales matriciales, son consistentes con nuestros con-
ceptos de realizacién respecto a M y las relaciones de equivalencia definidas
respecto a M: equivalencia Wiener—Hopf respecto a (M, M') (Capitulo 3) y
equivalencia por la derecha respecto a M (Capitulo 1).

El siguiente resultado puede ser comparado con [20, Teorema 3.2, p. 187]

cuando tomamos F = C.

Teorema 5.3.7 Sea M C Specm(F[s|). Sea (A1, B1) una realizacion de
P(s) € F[s]™*™ respecto a M. Entonces, los indices de Wiener—Hopf de
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P(s) respecto a M por la izquierda son los indices de controlabilidad de
(Aq, By).

Demostracién. Sea P(s) = Pi(s)Q(s), tal que det P;(s) factoriza en M,
det Q(s) factoriza en M' = Specm(F[s]) \ M y P;(s) es una representacién
polinomial matricial de (A;, By). Dado que los indices de controlabilidad de
un par de matrices controlable coinciden con los indices de Wiener—Hopf de
sus representaciones polinomiales matriciales, los indices de Wiener—Hopf de

Pi(s), que son los de P(s) respecto a M, son los indices de controlabilidad

de (Al,Bl). O

Obsérvese que si en teorema anterior tomamos M = Specm(F[s]), en-
tonces el resultado concuerda con el hecho ya conocido de que los indices de
controlabilidad de un par controlable son los indices de Wiener—Hopf por la
izquierda de cualquiera de sus representaciones polinomiales matriciales.

Se puede comparar el siguiente resultado con [20, Teorema 3.1, p. 186],
donde, para F = C, se ha demostrado un resultado similar para matri-
ces polinomiales equivalentes Wiener—Hopf por la izquierda respecto a un

contorno en el plano complejo (ver Definicién 3.1.1).

Teorema 5.3.8 Sea M y M’ subconjuntos de Specm(F[s]) tales que M U
M'" = Specm(F[s]). Sean P(s), P'(s) € F[s|™*™ matrices polinomiales no
singulares sin ceros en M N M' y (Ay, By), (A}, B]) € Fmx™ x F™X™ reqli-
zaciones de P(s) y P'(s) respecto a M, respectivamente. Entonces P(s) y
P'(s) son equivalentes Wiener—Hopf respecto a (M, M') por la izquierda si
y solo si (A1, By), (A}, By) son equivalentes por feedback.

Demostracién. Por el Teorema 3.2.6, P(s) y P'(s) tienen los mismos
indices de Wiener—Hopf respecto a M. Entonces por el Teorema 5.3.7 sus
realizaciones, (A, By) y (A}, B}), respecto a M tienen los mismos indices

de controlabilidad y por tanto son equivalentes por feedback. O
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Si tomamos M = Specm(F[s]) y M’ = ) el teorema anterior nos da el

mismo resultado global ya conocido, la Proposicién 1.4.6.

Teorema 5.3.9 Sea M C Specm(F[s]). Sean P(s), P'(s) € F[s|™™ matri-
ces polinomiales no singulares y sean (Ay, By), (A}, By) € Frxm x frxm
realizaciones de P(s) y P'(s) respecto a M, respectivamente. Entonces los

pares (A1, By), (A}, B]) son semejantes si y sélo si existe una matriz in-
vertible V(s) € Fpr(s)™*™ tal que P(s) = P'(s)V(s).

Demostracién. Por ser (A, By), (4], B]) realizaciones de P(s) y P'(s)
respecto a M, respectivamente, existen matrices polinomiales P;(s), Q(s),
P|(s), Q'(s) tales que

P(s) = Pi(s)Q(s),

P'(s) = P(s)Q/(5),
donde det P (s), det Pj(s) factorizan en M, det Q(s), det Q' (s) factorizan en
M’ = Speem(F[s]) \ M y Pi(s), P/(s) son representaciones polinomiales
matriciales de (Ay, By), (A}, B}), respectivamente.

Si (Ay, By), (4], By) son semejantes, por la Proposicién 1.4.5 existe una
matriz unimodular U(s) € F[s]™*™ tal que P;(s) = P{(s)U(s). Por tanto,

P(s) = Pi(s)Q(s) = P(s)U(s)Q(s) = Pi(s)Q'(s)Q'(s) "' U(5)Q(s).
Llamamos V (s) = Q'(s)'U(s)Q(s). Entonces P(s) = P'(s)V(s), con V(s)

una matriz invertible en F/(s)™*™, ya que det Q(s) y det Q'(s) factorizan
en M'.
Reciprocamente, supongamos que P(s) = P'(s)V(s) con V(s) una ma-

triz invertible en Fp/(s)™*™. Entonces,

Pi(s)Q(s) = Pi(s)Q'(s)V (s)-
Sea ¢(s) el polinomio ménico minimo comin multiplo de los denominadores

N
de V(s). Escribimos V(s) = g((;)) con N(s) € F[s]™™. Dado que V(s) es
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det N
invertible en 'y (s)"*™ y det V(s) = e—(‘9)7
S m

en M'. Llamamos @Q1(s) = Q(s)g(s), Q1(s) = Q'(s)N(s), tales que ambas
factorizan en Specm(IF[s]) \ M. Tenemos que Pi(s)Q1(s) = P{(s)Q'(s). Por

la Proposicién 3.2.4, Pi(s) y P/(s) son equivalentes por la derecha. En con-

det N(s) y g(s) se factorizan

secuencia, por la Proposicién 1.4.5, (A, By) y (A}, B}) son semejantes. [

Si tomamos M = Specm(F[s]) el teorema anterior nos da el mismo

resultado global de la Proposicion 1.4.5.

5.4. Representaciones polinomiales matriciales
locales

Sea M C Specm(F[s]). Dado un par controlable (A, B) € F"*" x Fnxm
sabemos que existen enteros no negativos niy,no tales que n = ny +ny y
existe una matriz invertible P € F™*™ tal que

4 A0 | B
PAP —{0 Ay | PB = ;

con (A1, By) y (Ag, Bs) pares controlables tales que det(sl,,, — A;) factoriza
en M y det(sl,, — As) factoriza en M’ = Specm(F[s]) \ M. Definimos el
concepto de representaciéon polinomial matricial del par de matrices (A, B)
respecto a M como la representacién polinomial de la parte de (A, B) que
contiene la informacién referente a M, es decir como la representacion poli-

nomial matricial de (A, By).

Definicién 5.4.1 Sea M C Specm(F[s]). Sea (A, B) € F™™ x F™™ un
par controlable y sea P € F™ " una matriz invertible tal que PAP™! =

{ /(1)1 12 ] , det(s I, — Ay) factoriza en M, det(sl,, — Ay) factoriza en M’ =
2

Specm(F[s])\ M y ny > m. Escribimos PB = { gl } - Diremos que Py(s) €
2
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F[s]™*™ es una representacion polinomial matricial de (A, B) respecto a M

si Pp(s) es una representacion polinomial matricial de (Ay, By).

Observemos que cuando M = Specm(F[s]), PAP™' = Ay y det(sl,, —
A;) factoriza en M. Sea PB = Bj. Por tanto toda representacién polinomial

de (A1, By) es representacion polinomial de (A, B) y viceversa.

Teorema 5.4.2 Sea M C Specm(F[s]). Sea (A, B) € F™™ x F™™ un

par controlable y sea P € F™ "™ una matriz invertible tal que PAP™! =

[ /(1)1 ;1) ], det(sl,, — A1) factoriza en M, det(sl,, — As) factoriza en
2

M'" = Specm(F[s]) \ M y nqy > m. Escribimos PB = [ By } Sea Py(s) €

By
F[s]™ ™ una matriz polinomial no singular tal que su determinante factoriza

en M. Son equivalentes:

i) Puy(s) es una representacion polinomial matricial de (A, B) respecto
a M,

ii) Existe Q(s) € F[s]™*™ tal que

a) det Q(s) factoriza en M’ y

b) Pr(s)Q(s) es una representacion polinomial matricial de (A, B),

iii) Erxisten U(s), V(s) invertibles en Fp(s)"*" y una matriz Y(s) €

Far(8)™*™ tales que

U(s)[sl, — A B] { V(()S> YIS) ] = [ Inam P];(S) ]?n :

w) Ezisten Li(s), La(s) € Far(s)™*™, X(s) € Far(s)™ ™ tales que

a) Li(s) y Py(s) son coprimas por la izquierda respecto a M,

b) Lao(s) y sI, — A son coprimas por la derecha respecto a M, y



166 Capitulo 5. Realizaciones y representaciones polinomiales locales

o) Li9lst, ~ 4 Bl = [Puts) 1,] | 247 5],

v) Eziste Np(s) € Far(s)™™ coprima por la derecha respecto a M con
Py(s) tal que
(sl — A) "B = Ny(s)Par(s) ™",
vi) a) d(det Py(s)) =n1, y
b) (sI, — A)"'BPy(s) € Fa(s)™™,
vit) Existe C' € F™ ™ tal que

a) (A,C) es observable, y
b) Py(s)™ — C(sl, — A)7'B € Fy(s)™ ™.

Demostracién.

(i) = (ii) Por hip6tesis Py(s) es una representacién polinomial matricial

de (A1, By) y el resultado se sigue del Teorema 4.3.4, Capitulo 4.

(ii) = (iii) Dado que Py/(s)Q(s) es una representacién polinomial ma-
tricial de (A, B), existen matrices unimodulares U(s), V(s) € F[s]™*" y una

matriz Y (s) € F[s]™ ™ tales que

_ V(s) Y(s) | _[ In-m 0 0
U(s)[sfn—AB]{ 0 I, }—[ 0 Pu(s)Q(s) In
Por tanto,
o Lsw 00
Tosn-am | Y GO ] 0T a0 -
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V(()s) _]S) }

U(s) es también invertible en Fj(s)™*™ y las matrices [

Ly m 0 0
N 0  Q(s)™* 0 | son invertibles en Fy;(s)™+™*(+m)  Deducimos
0 0 I,
0

que existen U(s) = U(s), V(s) = V(s) [ I"am Q(s)! } y Y(s) = Y(s)

cumpliendo las condiciones deseadas.
(iii) = (iv) Se deduce siguiendo las ideas de [31, pp. 567-568].

(iv) = (v) Se deduce siguiendo las ideas de la demostracién [40, Teorema
2.3.3, p. 44].

(v) = (i) Recordemos que

_ p—1 Al 0 _ p—-1 Bl
A=P {0 4 |P B=P .

Por hipodtesis,

Ny(8)Par(s) ™ = (sI, — A)'B = P { (5o = 4)7 By ] |

(8]n2 — Ag)ilBg

Sea PNy (s) = [ N;Ej; } con Ny (s) € Far(s)™ ™ y No(s) € Fpy(s)™2™.
Asi,
(sI,, — A))'By = Ni(s)Py(s) ™, (5.5)
y
(51, — A3) "' By = Ny(s)Py(s) ™ . (5.6)

Queremos demostrar que Pj/(s) es una representacién polinomial matricial
de (Ay, By). Teniendo en cuenta la condicién (5.5) tendremos que demostrar

que Np(s) es polinomial y coprima por la derecha con Py(s). Por (5.5),

Adj(sI,, — A1)B1Py(s) = det(sl,, — A1) Ni(s).
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En la igualdad anterior la matriz de la izquierda es polinomial y det(s/,, —
A;) factoriza en M, entonces Ni(s) debe ser polinomial. Ademés, por (5.6),

_ Adj(sln, — A)

No(s) =
2(5) = Fet(sT,, = Ay)

BQPM(S).

Sea Ni(s) = Ni(s)D(s), Py(s) = Pp(s)D(s), donde N(s) € F[s]"*™,
Py(s) € F[s]™™ y D(s) € F[s|™ ™. Por un lado, como det Py;(s) factoriza
en M, det D(s) también factoriza en M. Por otro lado,

vt =[G g, | = [ 56 ]

o bien

con _
_ Ni(s)
Ny(s) =Pt | Adj(sl,, — As)
det(s[m — AQ)

Dado que Nj/(s) y Py(s) son coprimas por la derecha con respecto a M,

BQFM(S) c FM(S) .

D(s) es invertible en Fy/(s)™*™. Por tanto, D(s) es unimodular.

(i) = (vi) Supongamos que Py(s) es una representacion polinomial ma-
tricial de (A, By). Entonces existe una matriz N(s) € F[s]"*™ coprima
por la derecha con Py (s) y tal que (sI,, — A;)"'B; = N(s)Py(s)™!. Por
tanto, (sl,, — A1) "By Py(s) = N(s) es polinomial. Ademés, existen matri-
ces unimodulares U(s), V(s) € F[s]"*™ tales que U(s)(sl,, — A1)V (s) =
{ Inlo_m PMO(s) } De este hecho, si detU(s)detV(s) =c € F, ¢ # 0, en-
tonces det Py(s) = cdet(sl,, — Ay). En consecuencia, d(det Py(s)) =ny y
por tanto se deduce a).

Por hipoétesis, existe un matriz no singular P € F"*" tal que

(sI, — A)"'BPy(s) = (s[n —p! { %1 122 ] P) B P! { g; ] Py(s) =
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e

Por tanto,

(sI, — A)"'BPy(s) = P* {

(vi) = (i) Tenemos que

-l _ o1 | (81, — A)) T By Py (s) nxm
(sI, —A)""BPy(s) =P { (L, — Ay)~'ByPys(s) € Fp(s)™™m.
Asi, (sI,, — A1) 1B Py(s) € Fpr(s)™*™. Ademas,

_ Adj(sly, — A
~ det(sI,, — A))

(sI,, — Ay)"'BiPy(s) B1Py(s) € Fap(s)™ ™,

Por tanto, (sI,, — A1)~ By Py(s) debe ser polinomial. Ademés por hipétesis
d(det Py/(s)) = ny. Por tanto el resultado se sigue de [40, Teorema 2.3.7, p.
47).

(i) = (vii) Sea Py(s) una representacion polinomial matricial de (Ay, By).
Por [40, Teorema 2.3.7, p. 47] existe C; € F™*™ tal que el par (A1, C}) es
observable y la matriz Py (s)™' — Cy(sl,, — A1) "' By = D(s) es polinomial.

Por otra parte, veamos ahora que existe una matriz Cy € F™*"2 tal que

el par de matrices ( [ 14(1)1 ;1) } , [ Cy Oy } ) es observable. Dado que
2

(A, B) es controlable es facil ver que (Ag, By) es también un par contro-
lable. Por tanto, el nimero de factores invariantes no triviales de As no

es mayor que m. Ademas, (AT, CT) es controlable. Por [59, Corolario 2.6],

T
existe X € F™2*™ tal que el par de matrices 4z XT , OT
es controlable. Dado que m.c.d.(det(sl,, — AT),det(sl,, — AL)) = 1, por

[34, Seccién 12.5], existe una tnica solucién Z € F"2*™ de la ecuacién Z AT —
0 I,

ATZ = X. Ahora, si consideramos la matriz R = { I 7
ng

] y llamamos
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T T
CI = —ZCT entonces R 14(1)2 jiT R™! = 14(1)1 f?QT v R C(’)IT =
cr | AT cr
{ cr ] . Por tanto, el par de matrices ( [ 0 AT |’ cr es con-

trolable y ( [ f(l)l /(1) } , [ Cy Oy } ) es observable.
2

Recordemos que

A O B
_ p-1 1 | 1
wep [ A 0T 8],

Llamamos C' = [C] Cy]P. Asi, (A, C) es observable. Ademas,
Puy(s) ™ —C(sl, — A)'B =

.P]M(S)_1 — CI(SInl — Al)_lBl — C’Q(S]n2 — A2>_1B2 =

D(s) — Cy(sl,, — A3) "t By € Fpr(s)™ ™.

Al 0 . 1 Bl
0 A | = PAP—, {BQ

mamos [C; Cy] = CP~!. Del hecho de que (A,C) es observable es facil
probar que (A;, C) es también observable. Por un lado como det Py (s) y
det(sl,, — Ay) factorizan en M, Py(s)™' —Cy(sl,, — A1) ' By € Fpp(s)™ ™,

Por otro lado

(vii) = (i) Por hipdtesis = PB. Lla-

PM<S>_1 — CI(SInl — Al)_lBl — CQ(SIn2 — A2>_lBg =

Pu(s)™t — C(sL, — A)"'B € Fyy(s)™™.

Por tanto, Py(s)™t — Ci(sl,, — A1) By € Fp(s)™ ™. Asi, Py(s)™! —
Cy(sl,, — A1)7'B; € F[s]™™ es polinomial. Tenemos pues que (A;,C))
es observable y Py (s)™' — Cy(sI,, — A1)~ B; polinomial. Se sigue de [40,
Teorema 2.3.7, p. 47] que Py(s) es una representacién polinomial matricial

de (Al,Bl). O
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Como en el caso de las realizaciones respecto a M tenemos una ca-
racterizacion del concepto de representacién polinomial matricial respecto
a M en términos de sistemas localmente equivalentes. Recordemos que una
matriz polinomial no singular P(s) es una representaciéon polinomial ma-

tricial de un par (A4, B) € F™" x F™™ i y sélo si los sistemas [s],, —

Iew 0 0
ABLLT" by 1

valentes en el sentido de Rosenbrock. En la caracterizacién iii) del concepto

son sistemas estrictamente equivalentes o equi-

de representacion polinomial matricial respecto a M estamos diciendo que

una matriz Py/(s) es una representacion polinomial matricial de (A, B) res-
Iy m 0 0
sistemas localmente equivalentes respecto a M (ver [14]).

pecto a M si y sblo si los sistemas [s], — A B], son

En ambos Teoremas 5.3.5 y 5.4.2 cuando M = Specm(F[s]), obtenemos
las diferentes caracterizaciones del concepto de representacion polinomial
matricial (global) que fueron estudiadas en [40, Capitulo 2].

El siguiente resultado relaciona los conceptos de representacion polino-

mial matricial respecto a M y realizacién respecto a M.

Proposicién 5.4.3 Sea M C Specm(F[s]). Sea (A, B) € F*™ x Fr>m

un par de matrices controlable y sea P(s) € F[s]™ ™ wuna matriz polino-

mial no singular. Sea (A, B) semejante a A0 , By tal
0 A B,

que (Ay, By) € Fxm x Fmx™ ny > m, det(sl,, — A1) factoriza en M y

det(sl(—n,)—As2) factoriza en M' = Specm(F[s])\M. Sea P(s) = Pi(s)Q(s)

tal que det Py(s) factoriza en M y det Q(s) factoriza en M'. Entonces, Py(s)

es una representacion polinomial matricial de (A, B) respecto a M si y sdlo

si (A1, B1) es una realizacion de P(s) respecto a M.

Demostracién. Supongamos que P;(s) es una representacién polinomial
matricial de (A, B) respecto a M, o lo que es lo mismo, Pi(s) es una

representacién polinomial matricial global de (A;, By). Por tanto, existen
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matrices unimodulares U(s),V(s) € F[s]™*™ y una matriz polinomial

Y (s) € F[s|™*™ tales que

v a7 T <[ 4y 2]
Por tanto,
S L |

con U(s) = U(s), V(s) = V(s) [ Inlo_m Q(()s) } invertibles en Fjy(s)m1>™

y Y(s) = Y(s) € Fy(s)™*™. Por el Teorema 5.3.5 iii), (A1, B;) es una
realizacién de P(s) respecto a M.

Reciprocamente, supongamos que (A;, By) es una realizacion de P(s)
respecto a M, el Teorema 5.3.5 vi) nos garantiza que ny = d(det P(s)) y
(sI,, — A1)"'B1P(s) € F[s]™*™. Dado que el par (A, B) es semejante a

Al O Bl X . ] .
( { 0 A } 7 { By } )’ existe una matriz no singular 7' € F tal

que A=T Ar 0 Tland B=T By . Entonces, dado que det Q(s)
0 A2 B2

y det(sl(n—n,) — As) factorizan en M’

(sIh, — A1) "' B1P(s)Q(s) ™!

(sh = A7 BR(s) =T [ (sInmy) — A2)~'ByPy(s) } € Far ()™

Por el Teorema 5.4.2 vi), Pi(s) es una representacién polinomial matri-
cial de (A, B) respecto a M. O



Capitulo 6

Sobre la existencia de sistemas
lineales con invariantes para la
semejanza prescritos

6.1. Introducciéon

Recordamos que a lo largo de esta memoria hemos citado los siguientes
tipos de invariantes globales y locales para la semejanza de pares de matri-
ces: factores invariantes, indices de controlabilidad e indices de Hermite.

En este capitulo nos planteamos problemas de tipo inverso, tratamos de
determinar bajo qué condiciones existe un sistema lineal con algunos de los
invariantes locales y/o globales anteriormente citados prescritos. Concreta-

mente, en las Secciones 6.2 y 6.3 nos plantemos los siguientes problemas:

Encontrar condiciones necesarias y suficientes para la existencia de un
par controlable (A, B) € F"*" x F"*™ con factores invariantes globales de la

matriz de estados e indices de controlabilidad globales vy locales prescritos.

Encontrar condiciones necesarias y suficientes para la existencia de un
par controlable (A, B) € F™™ x F"*™ con factores invariantes globales de

la matriz de estados e indices de Hermite globales y locales prescritos.

173
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El primer problema lo resolvemos completamente para cuerpos alge-
braicamente cerrados. Y, en el segundo obtenemos una solucién para cual-
quier cuerpo.

Teniendo en cuenta que dado un par controlable existe una matriz poli-
nomial no singular que es una representacién polinomial matricial del mismo
y que todos los invariantes asociados a sistemas controlables estan tam-
bién definidos para matrices polinomiales no singulares, estos problemas se
pueden plantear también en el contexto de matrices polinomiales no singu-

lares. Los problemas seran los siguientes:

Encontrar condiciones necesarias y suficientes para la existencia de una
matriz polinomial no singular P(s) € F[s]™*™ con factores invariantes
globales e indices de Wiener—Hopf globales y locales por la izquierda pres-

critos.

Encontrar condiciones necesarias y suficientes para la existencia de una
matriz polinomial no singular P(s) € F[s]™*™ con factores invariantes

globales e indices de Hermite globales y locales prescritos.

Primero resolvemos estos problemas para matrices polinomiales y tenien-
do en cuenta las relaciones conocidas entre los invariantes para sistemas y
sus representaciones polinomiales matriciales obtenemos la solucion de los
problemas planteados inicialmente.

Algunos resultados de este tipo se pueden obtener como consecuencias
de resultados globales ya conocidos (ver, por ejemplo, [7], [50], [58]). Es-
to se debe a que para cualquier subconjunto M de Specm(F[s]), dada una
matriz polinomial P(s) no singular su estructura Wiener—Hopf respecto
a M, su forma de Hermite respecto a M y su forma de Smith respecto
a M estdn determinadas por la estructura Wiener—Hopf global, forma de

Hermite global y forma de Smith global, respectivamente, de cualquier ma-
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triz polinomial P;(s) cuyo determinante factoriza en M y tal que P(s) =
Pi(s)Q(s), con Q(s) una matriz polinomial cuyo determinante factoriza en
M'" = Specm(F[s])\ M. En consecuencia todas las relaciones conocidas entre
estos tres tipos de invariantes globales se siguen verificando entre los co-
rrespondientes invariantes respecto a M. Algunos de estos resultados, tanto

para matrices polinomiales como para sistemas se recopilan en la Seccién

6.4.

6.2. Sobre la existencia de sistemas lineales
con indices de controlabilidad prescritos

Tratamos de encontrar condiciones necesarias y suficientes para la exis-
tencia de una matriz polinomial P(s) € F[s]™ ™ con factores invariantes
globales, indices de Wiener—Hopf globales por la izquierda e indices de
Wiener-Hopf respecto a un subconjunto M de Specm(F[s]) por la izquierda
prescritos.

El siguiente lema de Marques de Sa ([43]) caracteriza las posibles dia-
gonales de matrices polinomiales triangulares con factores invariantes pres-

critos.

Lema 6.2.1 Sean a;(s)|- - |am(s) y 61(s),...,0m(s) polinomios ménicos.
Entonces, existe una matriz polinomial triangular con elementos en la dia-
gonal (61(8),...,0m(s)) y a1(s)| -+ |am(s) como factores invariantes si y

sélo si
ai(s) - ag(s)| m.c.d.{d;, (s) - 05 (s), 1 <iy <+ < i <m},
1<k<m-—1, (6.1)

ai(s) - am(s) = 01(8) -+ om(s). (6.2)
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Observacién 6.2.2 En el lema anterior, cuando se den las condiciones
(6.1) y (6.2), podemos suponer sin pérdida de generalidad que la matriz
triangular que existe es dominante en grado por columnas (filas), pues en
caso contrario realizarfamos transformaciones por filas (columnas) que no

afectan ni a los elementos de la diagonal ni a los factores invariantes.

El siguiente lema aparece en [8]:

Lema 6.2.3 Sea F un cuerpo algebraicamente cerrado y sean ki, ..., kn,
y aq(s)| - |am(s) enteros no negativos y polinomios mdnicos, respectiva-
mente. St

(ks k) < (d(am(s)), - . d(aa(s)))

entonces existen polinomios monicos 01(s),...,0m(s) tales que d(d;(s)) =
ki,1<i:<my

ai(s) - ag(s)| m.c.d{d;, (s) - 05, (s), 1 <iy <--- < i <m},
1<k<m-1,

ap(8) - ap(s) = 01(8) -+ om(s).

En general, el producto de una matriz propia por columnas y una ma-
triz dominante en grado por columnas (ver Capitulo 1) no es propia por

columnas. Ahora bien, tenemos el siguiente caso particular:

Lema 6.2.4 Sean ay > -+ > a,, y ¢ > -+ > ¢, secuencias de enteros
no negativos. Sea T(s) € F[s]™ ™ una matriz no singular triangular infe-
rior dominante en grado por columnas con a; el grado de su columna j.
Sea P(s) € F[s|™™ una matriz no singular propia por columnas con c; el
grado de su columna j. Entonces la matriz producto P(s)T(s) es propia por

columnas con c; + a; el grado de su columna j.
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Demostracién. La matriz T'(s) dominante en grado por columnas se puede

escribir como

T(s) = Dr(s) + Ti(s),

donde Dr(s) = Diag(s™,s%,...,s%), y Ti(s) € F[s]™ ™ es una matriz
triangular inferior tal que el grado de su columna j es estrictamente menor

que a;. La matriz P(s) se puede escribir como
P(s) = P.Dp(s) + Pi(s),

donde Dp(s) = Diag(s™,s?,...,s"), P. € F™™ es la matriz de coefi-
cientes de los términos de mayor grado en las columnas con det P, # 0
y Pi(s) € F[s]™™ es una matriz polinomial que recoge el resto de los
términos, de tal forma que el grado de su columna j es estrictamente
menor que ¢;. Por tanto, P(s)T(s) = (P.Dp(s) + Pi(s))(Dr(s) + Ti(s)) =
P.Dp(s)Dr(s)+ Pi(s)Dr(s) + P.Dp(s)T1(s) + Pi(s)Ti(s).

La columna j de la matriz producto P (s)Dr(s) consiste en multiplicar
la columna j de P;(s), cuyo grado es menor que c¢;, por s%. De ahi que la
columna j de Pi(s)Dr(s) sea de grado menor que ¢; + aj;.

Sillamamos R(s) = Dp(s)T1(s) = [ri;(s)], entonces 1;;(s) = 0 parai < j
y para i > j, r;;(s) = s%t;;(s) siendo t;;(s) el elemento en la posicién (4, j)
de la matriz T’ (s). Asi, para ¢ > 7, d(r;;(s)) = ¢ + d(t;j(s)) < ¢ +a; <
c¢; +aj. En definitiva el grado de los elementos de la columna j de la matriz
P.Dp(s)T'(s) es menor que a; + c;.

Sea Q(s) = Pi(s)T1(s) = [¢i;(s)]. Sea g;;(s) un elemento arbitrario de la
columna j de la matriz Q(s), el cual se obtiene multiplicando la fila i de la
matriz P (s) = [p;;(s)] por la columna j de la matriz triangular 7} (s). Por
tanto, ¢i;(s) = > i, Pik(8)tr;(s), donde d(pix(s))d(tr;(s)) < cxta; < ¢j+ay,
o bien d(g;;(s)) < ¢j + a;. En consecuencia, el grado de la columna j de la

matriz ()(s) es menor que ¢; + a;.
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Llamamos S(s) = Pi(s)Dr(s)+ P.Dp(s)T1(s)+ Pi(s)T1(s), tenemos que
P(s)T(s) = P.D(s) + S(s)

donde D(s) = Diag(st, ..., smTm) P, € F™*" es tal que det P. # 0y
S(s) € F[s]™*"™ es una matriz polinomial tal que el grado de su columna j

es estrictamente menor que ¢; + a;. O

Presentamos primero condiciones necesarias y veremos que éstas son

también suficientes si el cuerpo F es algebraicamente cerrado.

Teorema 6.2.5 Sea M C Specm(F[s]). Sean ky > -+ >k, ycg > -+ >
Cm enteros no negativos y para i = 1,...,m sean o;(s) = vi(s)Bi(s) poli-
nomios mdnicos tales que ~;(s) factoriza en M, B;(s) factoriza en M’ =
Specm(F[s]) \ M y a1 (s)|- - |am(s). Si existe un matriz polinomial P(s) €
Fls|™*™ con ki, ..., ky como indices de Wiener—Hopf globales por la izquier-
da, a1(s),...,am(s) como factores invariantes globales y c1,...,Cpn como
indices de Wiener—Hopf respecto a M por la izquierda, entonces se tienen

las siguientes condiciones:

¢ <k 1<i<m, (6.3)
(k1 — ¢ty oy km — em) < (d(Bm(9)), ..., d(B1(9))), (6.4)
(1, yem) < (d(ym(s)), .- d(71(s)))- (6.5)

Reciprocamente, si F es algebraicamente cerrado y se cumplen las condi-
ciones (6.3), (6.4) y (6.5) entonces existe una matriz polinomial P(s) €
F[s]™™ con ki, ..., ky como indices de Wiener—Hopf globales por la izquier-
da, a1(s),...,am(s) como factores invariantes globales y ¢y, ..., ¢y como

indices de Wiener—Hopf respecto a M por la izquierda.



6.2 Indices de controlabilidad prescritos 179

Demostracion. Dado que cq, ..., ¢, son los indices de Wiener—Hopf res-
pecto a M de P(s) por la izquierda, P(s) = Pi(s)Pa(s), donde Pi(s)
tiene ci,...,c, como indices de Wiener—-Hopf globales por la izquierda y
Y(8)| -+ |vm(s) como factores invariantes (véase Lema 1.2.7). Ademas los
factores invariantes de Ps(s) son 1(s)|- - |G (s). Por lo tanto, la condicién
(6.5) es una consecuencia del Teorema de Rosenbrock aplicado a la matriz
P, (s). La condiciones (6.3) y (6.4) se siguen del Lema 4.5.3.
Reciprocamente, supongamos que [F es algebraicamente cerrado y se veri-
fican las condiciones (6.3) y (6.4). Por el Lema 6.2.3 existen polinomios

monicos d1(s), ..., 0, (s) tales que d(6;(s)) = ki —¢;, 1 <i<my
Br(s) - Br(s)|m.c.d.{d, (s) -0, (5),1 < iy < -+ < i <m},
1<k<m-1,

Bi(s) - Bm(s) = 01(s) - - - om(s).
Por el Lema 6.2.1 y la Observacion 6.2.2 existe una matriz polinomial trian-
gular inferior, X (s), dominante en grado por columnas con 31 ($), ..., Bn(s)
como factores invariantes y k; — ¢; como grado de la i—ésima columna,
1 < i < m. Por otra parte, por el Teorema de Rosenbrock, la condicién
de mayorizacién (6.5) implica que existe una matriz polinomial no singular,
Q1(s), con ¢y, ..., ¢, como indices de Wiener—Hopf globales por la izquier-
da y 71(s),...,7m(s) como factores invariantes. Si Q1(s) no es propia por
columnas por el Lema 1.4.7 existe una matriz unimodular U(s) tal que
Q(s) = Q1(s)U(s) es propia por columnas. Esta matriz Q(s) tiene los mis-
mos factores invariantes y los mismos indices de Wiener—Hopf que Q4 (s).
Dado que X (s) es una matriz polinomial triangular inferior, dominante en
grado por columnas con grados de columnas k1 — ¢y, ..., kyn — ¢ y Q(S) es
propia por columnas con grados de columnas cq, ..., ¢,,, podemos asegurar
que la matriz producto, P(s) = Q(s)X(s), es una matriz propia por colum-

nas con grado de columnas ki, ..., kL, (ver Lema 6.2.4). Entonces, P(s)
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tiene ki,...,k, como indices de Wiener—-Hopf globales por la izquierda,
a;(s) = vi(s)Bi(s),i = 1,...,m, como factores invariantes globales (véase
Lema 1.2.7) y ¢1, ..., ¢y como indices de Wiener—Hopf respecto a M por la

izquierda. 0

Por otro lado podemos obtener condiciones suficientes que nos garanti-
zan la existencia de una matriz polinomial P(s) € F[s]™ ™ con indices de
Wiener—Hopf globales por la izquierda, factores invariantes globales e indices
de Wiener—Hopf respecto a un M C Specm(F[s]) por la izquierda prescritos,
para F un cuerpo arbitrario, simplemente sustituyendo la condicién (6.4)
por las condiciones del Lema 6.2.3. Sin embargo, dichas condiciones no son

necesarias.

Teorema 6.2.6 Sea M C Specm(F[s]). Sean ky > -+ > ky y &1 >
o > ¢y enteros no negativos, ¢; < ki, y para i = 1,...,m sean a;(s) =
7i(8)Bi(s) polinomios mdnicos tales que v;(s) factoriza en M, (3;(s) factoriza
en M' = Specm(F[s])\ M y ay(s)|- - |am(s). Si existen polinomios ménicos

01(8), ..., 0m(s) tales que d(0;(s)) =k;i —c;, 1 <i<my

Br(s) - Br(s)|m.c.d.{d, (s) -9, (s),1 <4y <--- < <m},

1<k<m-1, (6.6)

Bi(s) - Bm(s) = 01(8) -+ - dm(s), (6.7)

(€ rem) = (@())s - (5)), (6.5)

entonces eziste una matriz polinomial P(s) € F[s|™*™ con ky, ...k, como
indices de Wiener—Hopf globales por la izquierda, ay(s),...,an,(s) como
factores invariantes y cy, ..., ¢, como indices de Wiener—Hopf respecto a

M por la izquierda.



6.2 Indices de controlabilidad prescritos 181

Veamos que dichas condiciones no son necesarias. Tomamos M = {(s)}. Sea
la matriz polinomial
s3(s? +1)3 0
Ps) = { 0 si(s2+1) |
Sus indices de Wiener-Hopf globales por la izquierda son los grados de las
columnas k1 = 9, ky = 6. Sus factores invariantes a;(s) = s3(s*> + 1) y
as(s) = s*(s? +1)3. Ademés, podemos escribir

P(S>:|:830:||:(82+1)3 0 ]

0 s 0 (s*+1)

por lo tanto los indices de Wiener—Hopf locales respecto a m(s) = s por
la izquierda son ¢; = 4 y ¢ = 3. En efecto, se cumplen las condiciones
necesarias (6.3), (6.4) y (6.5). Sin embargo, no existen polinomios d1(s), d2(s)
tales que d(61(s)) = k1 — 1 = 5y d(d2(s)) = ky — ¢ = 3 verificando la

condicién (6.7) siguiente
(s +1)(s* 4+ 1) = 61(5)da(s).

Ahora estudiamos una versién maés simplificada de este problema cuando
los factores invariantes no estdn prescritos. En este caso obtenemos condi-
ciones que seran suficientes bajo la condicion de que haya un ideal generado
por un polinomio lineal en Specm(F|[s]) \ M. Dicha condicién se cumple

siempre que el cuerpo sea algebraicamente cerrado.

Teorema 6.2.7 Sea M un subconjunto de Specm(F[s]). Supongamos que
ezisten ideales en Specm(F[s]) \ M generados por polinomios lineales y sea
(s —a) uno de ellos. Sean ky > -+ > ky, yc1 > -+ > ¢, enleros no nega-
tivos. Entonces existe una matriz polinomial P(s) € F[s]™*™ con ki, ..., ky,
como indices de Wiener—Hopf globales por la izquierda vy ci,. .., ¢y cOMO

indices de Wiener—Hopf respecto a M por la izquierda si y solo si

(1) ki>c;, 1<i<m,y
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(i1) Existen polinomios mdnicos v1(S),...,vm(s), que factorizan en M,

tales que 1 ()| -+ |ym(s) satisfaciendo
(1, oy em) = (d(Ym(9)), ..., d(71(s))).

Demostracién. Supongamos que cy, ..., ¢, son los indices de Wiener—
Hopf respecto a M de P(s). Por tanto, existen matrices no singulares
Pi(s), Py(s) € F[s]™™ tales que P(s) = Pi(s)Ps(s), det Pi(s) factoriza
en M, det Ps(s) factoriza en Specm(F[s])\ M y c1, ..., ¢y son los indices de
Wiener—-Hopf globales de P;(s) por la izquierda. Los factores invariantes de
Py (s) cumplen la condicién (4i). La condicién (i) se sigue del Lema 4.5.3.
Reciprocamente, por (ii) y el Teorema de Rosenbrock se tiene que exis-
te una matriz Pi(s) € F[s]”™*™ con indices de Wiener-Hopf globales por la
izquierda ¢y, ..., ¢, y factores invariantes v;(s),. .., ¥m(s). Podemos supo-
ner que la matriz P;(s) es propia por columnas, si no es asi, se puede trans-
formar mediante operaciones elementales por columnas, es decir, postmulti-
plicandola por matrices unimodulares, en una matriz propia por columnas
con los mismos indices de Wiener—Hopf y los mismos factores invariantes
que Pi(s). Sea Py(s) = Diag((s —a)*~,... (s —a)*~°) la cual es poli-
nomial por (7). Asi, la matriz P(s) = Pi(s)Pxs(s) propia por columnas, con

grado de sus columnas kq, ..., k,, cumple las condiciones deseadas. O

En el caso particular de que el subconjunto M contenga un tnico ideal

maximal, M = (7(s)), las condiciones son muy sencillas.

Corolario 6.2.8 Sea 7(s) € F[s| un polinomio mdnico irreducible. Sean
ky > - > kyn yc > -+ > ¢y enteros no negativos. Entonces existe una
matriz polinomial P(s) € F[s|™*™ con ki, ..., ky como indices de Wiener—
Hopf globales por la izquierda y cq, ..., ¢, como indices de Wiener—Hopf

locales respecto a w(s) por la izquierda si y sdlo si

(1) ki>c;, 1<i<m,
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(i) d(m(s)) | 3252, i

Observacion 6.2.9 Es claro que si d(7(s)) = 1, en el resultado anterior
tenemos una unica condicién. Por tanto si F es un cuerpo algebraicamente
cerrado la condicién (i) del Coroloario 6.2.8 es suficiente para asegurar la
existencia de una matriz polinomial con indices de Wiener—Hopf globales y
locales respecto a un polinomio ménico irreducible prescritos. Ahora bien
si d(m(s)) > 1 la condicién (i) no es suficiente. Sea 7(s) = s* + 1, k; =
5, ke =3, ¢y =3, co = 2. En este caso es imposible encontrar una matriz
polinomial P;(s) con indices de Wiener—Hopf globales por la izquierda 3,2,
y factores invariantes potencias de 7(s) pues por el Teorema de Rosenbrock

¢1 + ¢ = 5 deberia ser multiplo de d(7(s)) = 2.

Sea P(s) € F[s|™™ una matriz polinomial no singular y supongamos
que d(det(P(s)) = n. Por la Proposicién 1.4.4 existe un par controlable
(A, B) € F™™ x F™*™ para el cual P(s) es una representaciéon polinomial
matricial. Recordamos que los indices de controlabilidad globales de (A, B)
son los indices de Wiener—Hopf globales por la izquierda de cualquiera de
sus representaciones polinomiales matriciales. Ademads, en la Proposicién
4.3.5 probamos que esta relacién es verdad en un sentido local: los indices
de controlabilidad de (A, B) respecto a M son los indices de Wiener—Hopf
respecto a M de cualquiera de sus representaciones polinomiales matriciales.
Teniendo esto en cuenta, podemos dar solucién al problema de encontrar
condiciones necesarias y suficientes par la existencia de un par controlable
(A, B) € F™™ x F™™ con factores invariantes para la matriz de estados,
indices de controlabilidad globales e indices de controlabilidad respecto a

M prescritos.

Teorema 6.2.10 Sea M C Specm(F[s]). Sean ky > -+ >k, ycy > -+ >
Cm enteros no negativos y para i = 1,...,m sean a;(s) = v;i(s)Bi(s) poli-

nomios mdnicos tales que ~;(s) factoriza en M, 3;(s) factoriza en M’ =



184 Capitulo 6. Sobre la existencia de sistemas lineales

Specm(F[s]) \ M y ay(s)|---|am(s). Si existe un par controlable (A, B) €
Fxm s F™™ con ky, ..., k, como indices de controlabilidad, cq,...,c,, co-
mo indices de controlabilidad respecto a M y (), ..., am(s) como factores
invariantes, aparte de algunos triviales, de sl, — A, entonces se cumplen las
condiciones (6.3), (6.4) y (6.5).

Reciprocamente, si F es algebraicamente cerrado y se dan las condiciones
(6.3), (6.4) y (6.5) entonces existe un par controlable (A, B) € F"*" x Fnxm
con ki,...,ky, como indices de controlabilidad globales, ci,...,c, como
indices de controlabilidad respecto a M y ai(s),...,amn(s) como factores

mvariantes, aparte de algunos triviales, de sl,, — A.

Demostracién. La demostracion es una consecuencia inmediata del Teo-

rema 6.2.5. O

Teorema 6.2.11 Sea M C Specm(F[s]). Sean ky > -+ > kp, y ¢1 >
<o+ > ¢y enteros no negativos, ¢; < ki, y para i = 1,...,m sean a;(s) =
7i(8)Bi(s) polinomios mdnicos tales que 7;(s) factoriza en M, (;(s) factor-
iza en M' = Speecm(F[s]) \ M y ai(s)|---|am(s). Si existen polinomios
monicos 01(8),...,0m(s) tales que d(6;(s)) = k; — ¢;;1 < @ < m satis-
faciendo las condiciones (6.6), (6.7) y (6.8), entonces existe un par con-
trolable (A, B) € F™™ x F"*"™ con ky,..., k, como indices de controla-
bilidad globales, cq,...,c, como indices de controlabilidad respecto a M vy

a1(8),...,an(s) como factores invariantes, aparte de algunos triviales, de
sl, — A.

Demostracién. La demostracion es una consecuencia inmediata del Teo-
rema 6.2.6. O

Teorema 6.2.12 Sea M un subconjunto de Specm(F[s]). Supongamos que
ezisten ideales en Specm(F[s]) \ M generados por polinomios lineales y sea

(s — a) uno de ellos. Sean k1 > -+ > ky, y ¢y > -+ > ¢ enteros no
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negativos. Entonces existe un par controlable (A, B) € F™™ x F™™ con
ki,...,ky como indices de controlabilidad globales y ¢y, ..., c, como indices

de controlabilidad respecto a M si y sdlo si se cumplen las condiciones (i)
y (i1) del Teorema 6.2.7.

Demostracién. La demostracion es consecuencia del Teorema 6.2.7. O

Corolario 6.2.13 Sea m(s) € F[s] un polinomio mdnico. Sean ki > -+ >
km yc1 > -+ > ¢, enteros no negativos. Entonces, existe un par controlable
(A, B) € F""xF™™ con ky, ..., k,, como indices de controlabilidad globales
Y Cly ..., Cp como indices de controlabilidad locales respecto a 7(s) si y sdlo

si se cumplen las condiciones (i) y (ii) del Teorema 6.2.8.

Demostracion. La demostracion es consecuencia del Teorema 6.2.8. [

6.3. Sobre la existencia de sistemas lineales
con indices de Hermite prescritos

Ahora, estudiamos el problema similar para los indices de Hermite: En-
contrar condiciones necesarias y suficientes para la existencia de una matriz
polinomial P(s) € F[s]™ ™ con factores invariantes globales, indices de Her-
mite globales e indices de Hermite locales prescritos. En este caso damos la

solucion al problema para cualquier cuerpo arbitrario F.

Teorema 6.3.1 Sea M C Specm(F|[s]). Sean hq,... h, y by, ... k., en-
teros mo negativos y para i = 1,...,m sean a;(s) = v;(s)Fi(s) polinomios
mdnicos tales que ;(s) factoriza en M, [3;(s) factoriza en M’ = Specm(F[s])\

mxXm con

M y ai(s)| - |am(s). Ezxiste un matriz polinomial P(s) € F[s]
hi,...,hy como indices de Hermite globales, ai(s),...,an(s) como fac-

tores invariantes globales y h,... h!

T, como indices de Hermite respecto a

M siy solo si
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(a) ezisten polinomios monicos 01(s), ..., 0. (s) tales que d(0(s)) = h, 1 <

1<my
Y1(8) - ve(s) m.c.d {0, (s) - 6;, (5),1 < iy < - < i < m},
1<k<m-1, (6.9)
() Ym(s) = 61(s) -+ ), (s), (6.10)

(b) existen polinomios monicos 61(s),...,0m(s) tales que d(6;(s)) = h; —

R,1<i<my

Br(s) - Br(s)|m.c.d.{di, (s) -+ 85, (5),1 < iy < -+ < <m},

1<k<m-1, (6.11)
B1(8) -+ Bn(s) = 01(s) - - Om(s), (6.12)
Demostracién. Supongamos que hy, ..., h, v k|, ..., k! son los indices de

Hermite globales y locales respecto a M de P(s). Entonces por la Proposi-
cién 3.6.1 P(s) = Pi(s)Q(s) tal que P;(s) tiene como factores invariantes
7(8), ..., Ym(s) y como indices de Hermite globales h,... , hl . En conse-
cuencia existe una matriz unimodular U(s) tal que P(s)U(s) = Hi(s) es
la forma de Hermite de Pj(s), es decir es una matriz triangular inferior,
dominante en grado por filas y tal que los grados de los elementos de la
diagonal, (07(s),...,0.,(s)), son h),... hl . Por el Lema 6.2.1 se siguen las
condiciones (6.9) y (6.10). Por otra parte, por el Corolario 4.4.3 tenemos que
hy—hy, ... hy —h,, son los indices de Hermite respecto a Specm(F[s]) \ M
de P(s). Entonces, repitiendo el razonamiento anterior se siguen las condi-
ciones (6.11) y (6.12). Reciprocamente, si se dan las condiciones (6.9) y
(6.10) por el Lema 6.2.1 existe una matriz triangular, 7"(s), con elemen-
tos en la diagonal (81(s),...,d..(s)) y factores invariantes v1(s), ..., Vm($).

Por las condiciones (6.11) y (6.12) también tenemos que existe otra matriz
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triangular 7'(s) con elementos en la diagonal (d1(s),...,d0,(s)) v factores
invariantes (1 (s), ..., Bm(s). La matriz producto T"(s)T(s) es triangular in-
ferior con a4 (s),...,a,(s) como factores invariantes globales y hf, ..., hl,

como indices de Hermite respecto a M. Si dicha matriz no es dominante en
grado por filas realizamos transformaciones por columnas que no modifican
los elementos de la diagonal. En tal caso la matriz obtenida tiene como
indices de Hermite globales los grados de los elementos de la diagonal, es
decir, hq, ..., hy,. O]

Obsérvese que si en el Lema 6.2.1 los polinomios «;(s) son potencias de
un mismo polinomio irreducible 7(s), esto es, a;(s) = 7(s)% condy < -+ <
dm, y los polinomios d;(s) son tales que d(d;(s)) = a; para j = 1,...,m

entonces las condiciones (6.1) y (6.2) son equivalentes a
(@1, -y ) < (dd(7()), ..., drd((5))),

d(m(s)) | aj, 1<j<m.

Como consecuencia inmediata del Lema 6.2.1 tenemos el siguiente resul-

tado:

Lema 6.3.2 Sea 7(s) € F[s] un polinomio ménico irreducible. Sean dy <
oo Zdpy Y ay, ..., a, enteros no negativos. Entonces existen m polinomios
monicos 01(s),...,0m(s) tales que d(d;(s)) = a;, 1 < j < m, y una ma-
triz polinomial triangular con elementos en la diagonal (81(S),...,0m(s)) ¥y

7(s), ..., 7(s)% como factores invariantes si y sélo si
(1 - Gun) =< (Al (7(5)), . dad(x(5)),
dn(s)) [a;, 1<j<m.

Asi, tenemos que cuando la informacion local estd referida a un poli-

nomio irreducible, las condiciones del Teorema 6.3.1 se reducen a las del
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lema anterior. Ademads, como en el caso de los indices de Hermite se sa-
tisface una relacién de suma entre los indices globales y locales (Teorema
4.4.1), esto nos permite dar una solucién al problema planteado cuando
prescribimos toda la estructura local de Hermite de una matriz polinomial

con respecto a cada polinomio moénico irreducible.

Teorema 6.3.3 Sean a;(s)|- - - | (s) polinomios mdnicos tales que oj(s) =
mi(s)himy(s) 2 - m(s)¥i, 1 < j < m, con m(s) diferentes polinomios
monicos irreducibles, 1 < 1 < t. Sean hy,...,hy Y hi1, ..., hiym enteros no

negativos, 1 < i < t. Entonces existe una matriz polinomial P(s) € F[s]™*™

con hy, ..., hy, como indices de Hermite globales, a1(s), . .., amn(s) como fac-
tores invariantes y hi1, ..., hym como indices de Hermite locales respecto a
mi(s), i=1,....t, siy solo si
t
hj=> hy, 1<j<m, (6.13)
i=1

it -+ Bi) < (domd(3(3)), - .. dpd(my(s)), 1<i<t,  (6.14)

d(mi(s)) | hij, 1<i<t, 1<j<m. (6.15)

Demostracién. La condicién (6.13) es una consecuencia del Teorema
4.4.1. Dado que h;i,...,h;, son los indices de Hermite locales respecto
a m;(s) de P(s), para cada 1 < ¢ < t, existen matrices polinomiales no

singulares P;(s), Pi(s) € F[s]™™ con P(s) = P;(s)P;(s) tales que P(s)

dim como factores invariantes y los factores invari-

tiene m;(s)%1, ..., m(s)
antes de P;(s) son relativamente primos con m;(s). Ademas, los indices de
Hermite globales de P;(s) son h;i, ..., hy,. La matriz P;(s) es equivalente

por la derecha a su forma normal de Hermite. Entonces existe una matriz
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unimodular U;(s) tal que

mi(s)" 0 0

* mi(s)" 0

PASUH(s) = o |
* * mi(s)"im

donde los grados de los elementos de la diagonal son h;; = d(m;(s)™),1 <

j < m, y los factores invariantes m;(s)%1, ..., m;(s)%". Por el Lema 6.3.2,
(hilu cee 7hlm) < (dlmd(ﬂl(s))7 cee 7di1d(7ri(s)))7

Reciprocamente, por (6.14), (6.15) y el Lema 6.3.2, para cada 1 <1i <,

existe una matriz polinomial triangular

5@'1(8) 0 0
— * 5i2(8) o 0 mxm
Pi(s)=1 . S € Fls]
* koo Oim(s)

con d(6;1(5)) = hit, ..., d(0in(8)) = him v mi(s)%1, ... mi(s)%m sus factores

invariantes. Entonces, la matriz triangular

[Ti=1 i1 () 0 a 0
P = Pi(s)Pus) . By = | o el
' P |
tiene ay(s), . .., an(s) como factores invariantes. Podemos suponer sin pérdi-

da de generalidad que P(s) es dominante en grado por filas. En caso con-
trario realizariamos transformaciones elementales por columnas que en nin-
glin caso modificarian ni los elementos de la diagonal ni los factores inva-
riantes. Por tanto, la matriz P(s) tiene como indices de Hermite globales

los grados de los elementos de la diagonal, 22:1 hij,1 < 3 <m, que por la
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condicién (6.13) son hy, ..., hy,. Ademds, los indices de Hermite locales de
P(s) respecto a m;(s) son los indices de Hermite globales de P;(s), esto es,
hi1,...,him,. Ahora bien, de la demostracion del Teorema 4.4.1, se tiene que
P(s) = H;(s)H;(s) con H;(s) en forma normal de Hermite y con elementos
en la diagonal 6;1(s),...,dim(s). De ahi que h;, ..., hy, son los indices de

Hermite locales de P(s) respecto a m;(s). O

Al igual que en el caso de los indices de Wiener—Hopf, el problema
estudiado en el teorema anterior es mucho mas sencillo si no se prescriben
los factores invariantes. En este caso, las condiciones (6.13) y (6.15) son
necesarias y suficientes para la existencia de un matriz polinomial P(s) €

F[s]™™ con estructura de Hermite global y local prescrita.

Corolario 6.3.4 Sean m;(s) polinomios mdnicos irreducibles en F[s], 1 <
i < t. Sean hy,...,hy y hit,..., hi, enteros no negativos, 1 < i < t.
Entonces existe una matriz polinomial P(s) € F[s]™ ™ con hy, ..., hy como
indices de Hermate globales y h;i, ..., hiy, como indices de Hermite locales

respecto a mi(s), 1 =1,...,t, si y sdlo si

hj=> hy, 1<j<m, (6.16)

d(mi(s)) | hij, 1<i<t, 1<j<m. (6.17)

Demostracion. La necesidad se sigue del Teorema 6.3.3. Reciprocamente,
por la condicién (6.17) tenemos que existen enteros a;;, tales que h;; =
a;;d(mi(s)), 1 <i<t, 1<j<m. Asi la matriz

P(s) = Diag (H mi(s)*, ..., H m(s)“im)

tiene como indices de Hermite globales los grados de los elementos de la dia-
gonal que por la condicién (6.16) son Ay, ..., h,;, y como indices de Hermite

locales respecto a m;(s), hit, ..., him, 1 <i <t. O
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Ahora, teniendo en cuenta que los indices de Hermite globales de los
sistemas lineales coinciden con los indices de Hermite de sus representaciones
polinomiales matriciales y que esta misma relacién se da en el caso local (ver
Proposicién 4.3.5) podemos dar los resultados equivalentes para sistemas

controlables.

Teorema 6.3.5 Sean a;(s)|- - | (s) polinomios monicos tales que oj(s) =
T (s)Bimy(s)®i . om(s)®i, 1 < j < m, con m(s) deferentes polinomios
monicos irreducibles, 1 < i < t. Sean hy,...,hy y hi, ..., hi, enteros no
negativos, 1 < i < t. Entonces existe un par controlable (A, B) € F™™ x
F»>™ con hy,...,h, como indices de Hermite globales, h;i, ..., hiy, como
indices de Hermite locales respecto a mi(s), i = 1,...,t, y a1(s),...,am(s)
como factores invariantes, aparte de algunos triviales, de sl, — A si y sélo

si se cumplen las condiciones (6.13), (6.14) y (6.15).

Corolario 6.3.6 Sean m;(s) polinomios mdnicos irreducibles en F[s], 1 <
i < t. Sean hy,...,hy Yy hit, ..., hiym enteros no negativos, 1 < 1 < t.
Entonces existe un par controlable (A, B) € F"*" x F™™ con hy,...,hp,
como indices de Hermite globales y h;i, ..., hyy, como indices de Hermite

locales respecto a mi(s) i = 1,...,t, si y sdlo si se cumplen las condiciones

(6.16) y (6.17).

6.4. Consecuencias

Recordemos que la estructura local respecto a un subconjunto cualquiera
M C Specm(F[s]) de una matriz polinomial P(s) esta determinada por
la estructura global de cualquier factor por la izquierda, P;(s), tal que
P(s) = Pi(s)Q(s), det Pi(s) factoriza en M y det Q(s) factoriza en M’ =
Specm(IF[s]) \ M. Son conocidos algunos resultados globales donde sabemos

bajo que condiciones existe una matriz polinomial no singular con algunos
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de los invariantes globales prescritos. Dichos resultados pueden ser aplica-
dos a la matriz polinomial factor por la izquierda de P(s) satisfaciendo las
condiciones anteriores. Por lo tanto, en esta seccion recopilamos algunos re-
sultados locales que se obtienen, de manera directa, aplicando los resultados
globales a la matriz P (s).

En [58] se estudia la relacién entre algunos de los invariantes globales
para la semejanza de sistemas controlables citados anteriormente. Por un la-
do se estudia la relacién entre los indices de Hermite y los factores invariantes
y por otro lado entre los indices de Hermite y los indices de controlabilidad.

En consecuencia tenemos los siguientes resultados:

Corolario 6.4.1 Sea M C Specm(F[s]). Sean hy, ..., h,, enteros no nega-
tivos y a1 (s)| - -+ |am(s) polinomios monicos que factorizan en M. Si existe
una matriz polinomial no singular P(s) € F[s|™*™ con a;(s),...,amn(s) co-
mo factores invariantes respecto a M y hy, ..., hy,, como indices de Hermite

respecto a M entonces

(hi,. oy hp) < (d(am(s)), ..., d(ai(s))).
Se tiene el reciproco si F es algebraicamente cerrado.

Corolario 6.4.2 Sea M C Specm(F[s]). Sean k1 > -+ > ky, y by, ... hiy
enteros mo negativos, respectivamente. Si existe una matriz polinomial no
singular P(s) € F[s]™*™ con ki, ..., ky, como indices de Wiener—Hopf res-
pecto a M por la izquierda y hy, ..., h,, como indices de Hermite respecto a

M entonces

(k1y o km) < (hay ooy ).
Se tiene el reciproco si los indices hy, ..., h, estdn en orden no creciente.

El Teorema de estructura de Rosenbrock (Teorema 2.1.1) nos da la

relacién entre la estructura finita (factores invariantes globales) y la es-
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tructura Wiener—Hopf (indices de Wiener—Hopf globales) de matrices poli-
nomiales no singulares. Como consecuencia tenemos el siguiente resultado
local al que llamaremos Teorema de Rosenbrock respecto a M. El caso par-
ticular M = (7(s)), con m(s) un polinomio ménico irreducible, estd dado en
el Capitulo 2 (Teorema 2.4.4).

Corolario 6.4.3 Sea M C Specm(F[s]). Sean ky > --- > k,, enteros
no negativos y ay(s)|- - |am(s) polinomios mdnicos que factorizan en M.

Entonces existe una matriz polinomial no singular P(s) € F[s]™*™

con
a1(8), ..., am(s) como factores invariantes respecto a M y los enteros ky, . . .

kp, como indices de Wiener—Hopf respecto a M por la izquierda si y solo si

k1, ko) < (d(m(s)), . .., d(a1(s))).

Este mismo resultado se tiene para los indices de Wiener—Hopf respecto
a M por la derecha. Ademas, del resultado global [1, Teorema 5.2] se deduce

el siguiente resultado.

Corolario 6.4.4 Sea M C Specm(F|[s]). Sean k1 > -+ > ky,, l1 > -+ > 1y,
enteros no negativos y aq(s)|- - |am(s) polinomios monicos que factorizan
en M. Entonces existe una matriz polinomial no singular P(s) € F[s]™*™
con ai(8),...,an(s) como factores invariantes respecto a M, ki, ... kpy
como indices de Wiener—Hopf respecto a M por la izquierda y ly, ..., L,

como indices de Wiener—Hopf respecto a M por la derecha si y solo st
(kla SR km) = (d(Oém(S)), s 7d(0[1(8))>,

(I, ..y b)) < (d(am(9)), ..., d(aq(s))).

En [7] los autores estudian la existencia de sistemas lineales con ciertos
invariantes globales para la semejanza prescritos. Concretamente, de los
resultados principales de este trabajo [7, Teorema 2.11, Corolario 2.12] se

deducen los siguientes:
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Corolario 6.4.5 Sea M C Specm(F[s]). Sean ky > -+ > k,, > 0, hy >
o > hy, > 0 enteros no negativos y aq(s)| -+ | (s) polinomios mdnicos
que factorizan en M. Entonces existe una matriz polinomial no singular
P(s) € F[s|™™ con a1(S),...,an(s) como factores invariantes respecto a
M, ky, ..., ky como indices de Wiener—Hopf respecto a M por la izquierda
y hi,..., hy como indices de Hermite respecto a M si y solo si existen m
polinomios monicos 31(8), ..., Bm(s) tales que d(B;(s)) = h;, 1 <i < m y

se satisfacen las siguientes condiciones:
ai(s) - ag(s)| mec.d{F;,(s) - Gi(s) 1 1 <iy <--- <ix <m},
1<k<m-1,

ay(s) - aum(s) = Bi(s) -+ Bu(s),
(kty oo k) < (R, hu).

Corolario 6.4.6 Sea F un cuerpo algebraicamente cerrado y sea M C
Specm(F[s]). Sean ky > -+ > ky, > 0, by > -+ > h,, > 0 enteros
no negativos y aq(s)|- -+ |am(s) polinomios mdnicos que factorizan en M.
Entonces existe una matriz polinomial no singular P(s) € F[s]™™ con
a1(8),...,an(s) como factores invariantes respecto a M, los enteros ky, . . .,
k. como indices de Wiener—Hopf respecto a M por la izquierda y hy, . .., hy,

como indices de Hermite respecto a M si y solo si
(h17 SRR h’m) = (d(O&m<S)), s 7d(a1(8)))7
(k1yeoskm) < (hay ooy ).

Como aplicacion del resultado dado en la Proposicion 4.3.5 podemos
reescribir los resultados anteriores en términos de pares de matrices y obte-
ner en consecuencia las condiciones necesarias y suficientes para que exista
un par de matrices controlable con ciertos invariantes respecto a M para la

semejanza prescritos.
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Necesitamos la siguiente definicion:

Definicién 6.4.7 Sea M C Specm(F[s]). Sean (A, B) € F™ x Fr>m
(A1, By) € Frmxm x Fmxm g (Ay By) € Fm2Xm2 i F"2X™ pares controlables

tales que

(i) (A, B) es semejantea( ["él 22 } {gﬂ )

(ii) det(sl,, — A;) factoriza en M,y
(iii) det(sl,, — Az) factoriza en M’ = Specm(F[s]) \ M.

Entonces a los factores invariantes globales de A; les llamamos factores

invariantes de A respecto a M.

Obsérvese que gracias al Teorema 4.3.4, sabemos que bajo las condiciones
de la definiciéon anterior una representacién polinomial matricial de un par
A 0 B
! , ! es de la forma P(s) = Pi(s)Q2(s) con Pi(s)
0 A, By
representacion polinomial matricial de (Ay, By) y tal que det Q5(s) factoriza
en M'. Por lo tanto se deduce que los factores invariantes de A respecto a M
no triviales coinciden con los factores invariantes respecto a M de cualquier

representacion polinomial matricial del par (A, B).

Corolario 6.4.8 Sea M C Specm(F[s]). Sean hy, ..., h,, enteros no nega-

tivos y aq(s)| -+ |am, (s), n1 > m, polinomios mdnicos que factorizan en
M. Si eziste un par controlable (A, B) € F™™ x F™™ con ay(s),. .., an,(s)
como factores invariantes respecto a M de la matriz de estados y hy, ..., hy,

como indices de Hermite respecto a M entonces
a(s)=1, 1 <i<n; —m,

(Bt i) < (A0, (5)), - ., Ay 1 ().

Se tiene el reciproco si F es algebraicamente cerrado.
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Corolario 6.4.9 Sea M C Specm(F[s]). Sean k1 > -+ > ky, y by, ... hiy
enteros no negativos, respectivamente. Si existe un par controlable (A, B) €
F>m o T con ky, . .., k, como indices de controlabilidad respecto a M y

hi,..., hy como indices de Hermite respecto a M entonces
(ks km) < (hay ooy ).
Se tiene el reciproco si los indices hy, ..., h, estdn en orden no creciente.

Corolario 6.4.10 Sea M C Specm(F[s]). Sean ky > --- > k,, enteros
no negativos y ay1(s)| -« |an, (s), n1 > m, polinomios mdnicos que factori-
zan en M. Entonces existe un par controlable (A, B) € F™*™ x F™*™ con
a1(8),...,an,(8) como factores invariantes de A respecto a M y ky, ... kny,

como indices de controlabilidad respecto a M si y solo st
a;(s) =1, 1 <i<n; —m,

(ks ooy km) < (d(an, (8)), .-y d(any —m41(8)))-

Corolario 6.4.11 Sea M C Specm(F[s]). Sean ky > -+ > kp, > 0y
hiy > -+ > hy > 0 enteros no negativos y caq(s)| -+ |, (s), n1 > m,
polinomios monicos que factorizan en M. Entonces existe un par controlable
(A, B) € F™™ x F™™ con ay(8),...,a,, (S) como factores invariantes de
A respecto a M, ki,...,k, como indices de controlabilidad respecto a M
y hi,..., hy como indices de Hermite respecto a M si y solo si existen m
polinomios monicos 31(S), ..., Bm(s) tales que d(Bi(s)) = h;, 1 <i < m y

se satisfacen las siguientes condiciones:
a=1 1<1<n;—m,

Oy —m41(8) -+ Qg (8) | e d {5y, (8) -+ B (8) 1 1 <ig < -+ < i <m},

1<k<m-1,
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ar(s) -, (s) = Bi(s) -+ Bn(s),
(kpy o k) < (R, hu).

Corolario 6.4.12 Sea F un cuerpo algebraicamente cerrado y sea M C
Specm(F[s]). Sean ky > -+ > ky, > 0y hy > -+ > h,, > 0 enteros
no negativos y aq(s)| -+ |an, (s), n1 > m, polinomios mdnicos que facto-
rizan en M. Entonces existe un par controlable (A, B) € F™*™ x F"™™ con
a1(8),...,an,(8) como factores invariantes de A respecto a M, ki, ... ky,
como indices de controlabilidad respecto a M y hq, ..., h, como indices de

Hermate respecto a M si y solo si
aizla ]-Slgnl_m7

(hh ce 7hm) = (d(am (8))7 Tt 7d<am—m+1(8)))a
(Kt o) < (huy e ).






Capitulo 7

Problemas abiertos

Presentamos a continuacion algunos problemas en el marco de trabajo

de esta memoria que hasta donde sabemos, estan sin resolver.

Problema 1

Un resultado donde se desarrollan métodos algebraico-geométricos apli-
cados a la teoria de sistemas controlables consiste en asociar a cada sistema

de control

&(t) = Az(t) + Bu(t),

un fibrado vectorial, E4 g, sobre la recta proyectiva ([45, Seccién 4]). Se
demuestra que los sistemas feedback equivalentes determinan isomorfismos
de fibrados vectoriales. En otras palabras, F4 p es isomorfo a 4/ g siy s6lo
si (A, B) es equivalente por feedback a (A’, B’). En dicha prueba se hace
uso de la forma canénica para la equivalencia por feedback (Lema 1.1.6),
la cual induce una descomposicién de los fibrados vectoriales E4 p como
suma directa de fibrados lineales (Teorema de Grotendieck, ver también
[26], [37]). Como tal descomposicién es tnica (salvo el orden) se tiene que
los invariantes de feedback, es decir los indices de controlabilidad, son los

invariantes de Grotendieck.

199
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Por otra parte, sabemos que los indices de controlabilidad son los indices
de Wiener—Hopf por la izquierda de una representacion polinomial del par
(A, B). Por lo tanto, estos ultimos también son los invariantes de Gro-
tendieck. Una prueba de este hecho se encuentra en [26]. Concretamente,
para [F un cuerpo arbitrario, se demuestra que las clases de isomorfismos de
fibrados vectoriales de dimension m definidos sobre la recta proyectiva estan
caracterizados por clases de equivalencia entre matrices A(s,s™!) con ele-
mentos en F[s, s7!] y det A(s,s71) = s¢, d € Z. La relacién de equivalencia
es la siguiente: A(s,s™!) estd relacionada con A’(s,s™!) si existen matrices

U(s) y V(s71) invertibles en F[s] y F[s™!] tales que
Al(s,s71) =V(sTHA(s, s HU(s). (7.1)

Analizamos con més detalle el anillo F[s, s7!]. En general, sea 7(s) =
$—50, So € IF, un polinomio ménico irreducible. El anillo local que obtenemos
mediante el llamado proceso de localizacion en 7(s) (Ejemplo (2), Seccién

1.2.3), el cual denotamos

m(s)"

F,_(s) = { PS) - is) € Fs]n > 0} ,

es el anillo de las funciones regulares del abierto bésico del espacio afin de
dimensién 1 ([33], p. 67), D(7(s)) = D(s — so) = {s € Al : s — 59 # 0} =
A\ {s0}. Es decir,

O(A'\ {s0}) = F-(s) = Far(s)

para M’ = Specm(F[s]) \ (7(s)). Se tiene que, ([52], p. 268), las matrices
Unr(s) invertibles en Fyp(s), es decir aquellas cuyo determinante es una
potencia de 7(s), det Upp(s) = w(s)?, d € Z, caracterizan los isomorfismos

de fibrados producto. En particular cuando 7(s) = s

O(A"\ {0}) = Fspeem@is))\(s)(s) = Fls, s71].
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Sean M = Specm(F[s]) y M’ = Specm(F[s])\ {(s)}, tales que M UM’ =
Specm(F[s]) y M N M’ = Specm(F[s]) \ {(s)}. Se tiene que

» det A(s,s7!) = s, d € Z es equivalente a que A(s, s™!) no tiene polos
ni ceros en M N M' = M.

» Invertible en F[s] es equivalente a invertible en Fy/(s) con M =
Specm (F[s]).

» Invertible en F[s™!] es equivalente a invertible en Fys(s) N Fy.(s).

Por lo tanto, la relacién de equivalencia (7.1), entre matrices A(s, s™!),
A'(s,s71) sin polos ni ceros en MNM’, es un caso particular de la relacién de
equivalencia Wiener—Hopf con respecto a (M, M’) por la izquierda definida
en el Capitulo 3 de esta memoria. Se trata de la equivalencia Wiener—Hopf
con respecto a (Specm(IF[s]), Specm(IF[s]) \ {(s)}) por la izquierda, tal que
M\M'" = {(s)} contiene un polinomio de grado 1, m(s) = s. Asi, el resultado
de la Proposicion 3.1 en [26], es un caso particular del Teorema 3.3.7.

En conclusién, los fibrados vectoriales de dimensiéon m sobre la recta
proyectiva estan clasificados por m tuplas de enteros que son los indices de
Wiener-Hopf locales con respecto a M = Specm(F|s]) por la izquierda, esto
es, por los indices de Wiener—Hopf en el infinito por la izquierda. Conocida
la interpretacion de los indices de Wiener—Hopf globales por la izquierda en

la teoria de los fibrados vectoriales nos gustaria saber

¢ Qué significa el Teorema de Rosenbrock en el contexto de los fibrados
vectoriales sobre la recta proyectiva? ;Qué son los indices de Wiener—Hopf

locales en este contexto?

Problema 2

Dado un sistema lineal invariante en el tiempo (1.6), representado por la
terna (A, B,C), con A € F™" B € F™*™ y C' € FP*™ sabemos que la ma-
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sl,—A B
-C 0
ferencia G(s) = C(sI, — A)~' B. Por un lado, cuando el sistema es minimal,

triz polinomial de sistema es P(s) = y su matriz de trans-

es decir, (A, B) es controlable y (A, C') es observable, conocemos la relacién
entre la forma de Smith-McMillan finita de la matriz de transferencia del sis-

tema y de la matriz polinomial de sistema (Lema 1.1.4). Mds concretamente,

gal) al) el
D) Da(s) ()

los numeradores €;(s) | €2(s) | - -+ | €-(s) (salvo factores invariantes triviales)

son las funciones racionales invariantes de G(s),

son los factores invariantes de P(s). Y, reciprocamente, a partir de cualquier
realizacién minimal (A, B,C') de G(s) podemos determinar la estructura
finita de G(s) pues los denominadores estan determinados por los factores
invariantes de sI,, — A y sus numeradores por los factores invariantes de la
matriz polinomial del sistema. Por otro lado, para la estructura en el infinito
tenemos el mismo resultado, es decir, conocemos la relacion entre la forma
de Smith—McMillan en el infinito de la matriz de transferencia del sistema y

la de la matriz polinomial del sistema. En efecto, en [2, Lema 3.2] se demues-

tra que [ shh—A4 B } y { sk ((] ) } son equivalentes en el infinito. Por

—C 0 0 G(s
lo tanto, si s?', ..., s? son las funciones racionales invariantes en el infinito
de G(s),0>¢q > -+ > q,, r =rang G(s), entonces s, ..., s, 8%, ..., s son

las funciones invariantes en el infinito de P(s). Reciprocamente, conocemos
los factores invariantes en el infinito de G(s) a partir de la estructura en
el infinito de cualquier realizacién de G(s). Ahora bien, en gran parte de
esta memoria se ha hablado, ademas, de la estructura Wiener—Hopf. Por lo
tanto, nos gustaria conocer la relaciéon entre los indices de Wiener—Hopf de
la matriz de transferencia de un sistema y su matriz polinomial de sistema.

En otras palabras, nos gustaria:

Determinar la estructura Wiener—Hopf de una matriz racional en fun-

cion de cualquiera de sus realizaciones.
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Problema 3

La estructura en el infinito de la matriz polinomial de un sistema de

tipo (1.2), P(s) = [ SI"_E,A 15) } esta determinada completamente (salvo

unos) por su estructura de ceros en el infinito. En efecto, recordamos que
para matrices polinomiales, Zgzl ¢; es el maximo grado entre los grados de
todos los menores de orden j de la matriz polinomial, 7 = 1,...,r, con r
el rango de dicha matriz polinomial (ver, Capitulo 1). Por lo tanto, P(s) es
una matriz polinomial con n polos en el infinito cada uno de orden 1 y r—n
ceros en el infinito. Asi que la estructura de ceros en el infinito determina
completamente la estructura en el infinito de las matrices polinomiales de
sistema.

Pensemos ahora en la matriz polinomial de un sistema como un haz de
matrices. Se llaman divisores elementales infinitos de un haz H(s) = sE—F
a los divisores elementales en 0 de la matriz polinomial sH(1/s). Si el rango
de H(s) como matriz polinomial es r y ey, ..., e, son los exponentes de sus
divisores elementales en el infinito entonces ¢y =1 —e4,...,¢. =1 — e, son
sus 6rdenes invariantes en el infinito. En general dada una matriz polinomial
de grado distinto de uno, la relacién entre sus divisores elementales infinitos
y su estructura en el infinito esta dada en [27, Teorema 1]. Sea P’'(p,m) el
conjunto de haces de matrices (r+p) X (r+m), donde el entero r es variable
y > max(—p, —m). En [48] se define la siguiente relacién de equivalencia
completa para haces de matrices: Dos haces de matrices Hy(s) = sFEy — F1,
Hy(s) = sEy — Fy en P'(p,m) se dice que son completamente equivalentes

si existen matrices de constantes M y N tales que
MHl(S) = HQ(S)N
donde

a) Hy(s) y M son coprimas por la izquierda,
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b) Ny Hi(s) son coprimas por la derecha y

c) [ Hao(s) M ]y [ }ﬁg\i) ] no tienen ceros en el infinito.

En el caso particular de haces de matrices regulares tenemos que dos
haces de matrices son completamente equivalentes si y s6lo si tienen la
misma estructura finita (divisores elementales finitos) y la misma estructura
de ceros en el infinito (divisores elementales infinitos no triviales).

Ahora bien el haz del sistema representado por la matriz polinomial del
sistema no tiene porqué ser regular. En un contexto mas amplio podemos
pensar en las matrices polinomiales de sistemas como matrices en P(p,m)
donde P(p, m) denota el conjunto de matrices polinomiales (r+p) x (r+m)
donde p, m son enteros positivos fijos pero r es variable, r > méax(—p, —m).
Observemos que P’(p,m) C P(p, m). En P(p,m) se define una relacién de
equivalencia que generaliza a la anterior: Dadas dos matrices polinomiales
Pi(s), Px(s) en P(p,m) se dice que son completamente equivalentes si existen

matrices M(s) y N(s) tales que
M (s)Py(s) = Py(s)N(s)

donde las matrices [M(s) Py(s)] y [ ) } cumplen las siguientes condi-

clones:
a) Tienen rango completo,
b) No tienen ceros finitos ni ceros en el infinito y

c) Verifican las siguientes condiciones sobre el grado de McMillan
Pi(s
s(u(s) Pl = o(ts), o[ A0 )= otmion
La importancia de esta relacién de equivalencia es que si dos matrices
Pi(s), Py(s) en P(p,m) son completamente equivalentes entonces tienen la

misma estructura finita y la misma estructura infinita de ceros [28].
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Por otra parte sean G;(s), i = 1,2, las matrices de transferencia de
sistemas de orden minimo representados por su matriz polinomial P;(s) =
sl,,—A B
-C D

y Ga(s) tienen la misma estructura finita e infinita entonces las matrices

donde n; puede ser distinto de ny. Si las matrices G (s)

polinomiales de sistema tienen la misma estructura finita y la misma es-
tructura infinita determinada en este caso por los ceros en el infinito. Como
acabamos de decir, conocemos una relacion de equivalencia en el conjunto
de las matrices polinomiales de sistemas, como elementos de P(p,m), que
mantiene invariantes los divisores elementales finitos e infinitos no triviales.
Sin embargo no conocemos una relacién de equivalencia entre las matrices
de transferencia que mantenga invariantes su estructura finita e infinita de
ceros. Las matrices de transferencia son matrices racionales propias, en con-
secuencia sus 6rdenes invariantes en el infinito son enteros no positivos (ver
Capitulo 2). Por lo tanto, la estructura de ceros en el infinito determina
completamente (salvo unos) la estructura en el infinito de dicha matriz. Por
tanto, queremos hacer un estudio similar al hecho para las matrices poli-
nomiales de sistema pero ahora en el contexto de las matrices racionales
propias. Sean G1(s) vy Ga(s) las matrices de transferencia de sistemas con
matrices polinomiales de sistema P;(s), P»(s). Planteamos el siguiente pro-

blema:

Definir una relacion de equivalencia entre matrices racionales propias

cuyos invariantes sean los divisores elementales finitos e infinitos.

Otro posible problema, del cual no hemos podido reunir mucha infor-
macién, pero que generalizaria a los anteriores seria definir relaciones de

equivalencia que:

= para matrices polinomiales conserve la estructura de ceros finitos y la

estructura de ceros y polos en el infinito,
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= para matrices racionales conserve la estructura de ceros y polos finitos

y la estructura de ceros y polos en el infinito.

Problema 4

En el Capitulo 5 de esta memoria hemos estudiado el concepto de par
nulo por la izquierda de una matriz polinomial no singular. Este mismo
concepto estd también definido para matrices racionales no singulares en
[20, Capitulo XIJ, el cual a su vez se define en términos de par polo por la
izquierda de una matriz racional.

Sea «y un contorno en C con dominio interior € y sea G(s) una matriz
racional sin polos en 7. Un par (A, B) € C"*" x C™™™ controlable es un par

polo de G(s) con respecto a S por la izquierda si
i) A tiene todos sus valores propios en €, y

ii) existe C'€ C™ " tal que (A, C) es observable y G(s) —C(sl,—A)"'B

no tiene polos en €.

Se deduce de la propia definicién que los valores propios de A son los polos
de la matriz G(s) en 2. En el caso de que € sea todo el plano complejo le
llamamos par polo global de G(s) por la izquierda.

Se llama par nulo de G(s) con respecto a Q por la izquierda a un par
polo de G(s)™! con respecto a Q por la izquierda. Se tiene que si (A, B)
es un par nulo de G(s) los valores propios de A son los polos de la matriz
G(s)7! en €, por lo tanto son los ceros de G(s) en €. Si Q = C le llamamos
par nulo global de G(s) por la izquierda.

En [20, Seccién XI.2, Capitulo XI] se resuelve el siguiente problema
de interpolacién homogéneo en un sentido global: Sean (A;, By), (As, Bs)
€ C™m x C™™ pares controlables tales que A; y Ay no tienen valores

propios comunes. Se dan condiciones necesarias y suficientes para que exista
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una matriz G(s) € C,.(s)™ ™, bipropia, tal que (A, B;) sea un par polo
global de G(s) por la izquierda y (As, Bs) sea un par nulo global de G(s)
por la izquierda. En este problema los polos de la matriz G(s) son los ceros
de sI,, — Ay y los ceros de G(s) son los ceros de si,, — As.

Basandonos en las mismas ideas ya mostradas a lo largo de esta memoria
podemos definir los conceptos de par polo y par nulo de una matriz racional

por la izquierda en un cuerpo F arbitrario como sigue:

» Sea M un subconjunto de Specm(F[s]). Sea (A, B) € Fr*™ x Frxm
un par controlable tal que det(sI,, — A) factoriza en M. Diremos que
(A, B) es un par polo de una matriz racional G(s) € F™*™ con res-

pecto a M por la izquierda si existe C' € F™ " tal que (A,C) es
observable y G(s) — C(sI,, — A)™' B € Fp(s)™ ™.

» Sea M un subconjunto de Specm(F[s]). Sea (A, B) € F"*" x Frxm
un par controlable tal que det(sI,, — A) factoriza en M. Diremos que
(A, B) es un par nulo de una matriz racional G(s) € F™*™ con res-

pecto a M por la izquierda si existe C' € F™ ™ tal que (A,C) es
observable y G(s)™! — C(sI, — A)™' B € Fp(s)™ ™.

Observemos que en particular cuando la matriz G(s) es polinomial el
concepto de par nulo por la izquierda es el concepto de realizacion local
estudiado en el Capitulo 5 de esta memoria.

Nos planteamos el siguiente problema que seria una generalizacién a
cuerpos arbitrarios y en un sentido local (con respecto a M) del problema

de interpolacion homogéneo.

Sea M un subconjunto de Specm(F|s]). Sean (Ay, By), (A2, By) € F™*" x
F™™ pares controlables tales que det(sl, — A1) y det(sl, — Ay) sean rela-
tivamente primos. sBajo que condiciones existe una matriz G(s) invertible

en Fspeem(rps))\m (8)™ ™ NIy, (8)™*™ tal que (A1, By) sea un par polo con re-
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specto a M de G(s) por la izquierda y (As, B2) sea un par nulo con respecto

a M de G(s) por la izquierda.?

Al igual que en el caso global la estructura finita local con respecto a M
de la matriz G(s) estd determinada por la estructura finita de las matrices
sl,— Ay y sl,— Ay. En particular si F = C y M = Specm(C[s]) el problema

esta resuelto.
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