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Índice
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mado parte del Grupo de Álgebra Lineal de la Universidad del Páıs Vasco.
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de la Universidad del Páıs Vasco que en algún momento han mostrado su

interés por mı́ y por este trabajo. En especial a mis dos compañeras de
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Introducción

Este trabajo se comenzó con el objetivo general de profundizar en el

conocimiento del Teorema de estructura de Rosenbrock y sus diversas inter-

pretaciones. Una lista no exhaustiva de éstas puede verse en [36]. A pesar de

que los primeros resultados que se obtuvieron nos llevaron por derroteros

que, a priori, no hab́ıamos sospechado, el contenido de esta memoria no

puede desligarse de la motivación original.

El Teorema de estructura de Rosenbrock, también conocido, por ra-

zones que se expondrán más adelante en esta memoria, como Teorema de

Asignación de Polos y que de ahora en adelante llamaremos simplemente

Teorema de Rosenbrock ([50]), caracteriza los posibles invariantes de seme-

janza (factores invariantes o divisores elementales) que pueden asignarse a

la matriz de estados de un sistema controlable mediante un feedback de

estados. Concretamente, dado un sistema lineal de control invariante en el

tiempo

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), (1)

el problema consiste en caracterizar los posibles factores invariantes (o, si

se quiere, las posibles formas de Jordan) del sistema en lazo cerrado

ẋ(t) = (A + BF )x(t) + Bv(t) (2)

que se obtiene al realizar sobre el sistema original una realimentación (o

feedback) del siguiente tipo:

u(t) = Fx(t) + v(t). (3)

vii
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Para sistemas discretos (i.e., en diferencias) se puede formular un pro-

blema similar. En este caso las matrices del sistema pueden estar definidas

en un cuerpo arbitrario y es preferible omitir cualquier referencia a formas

de Jordan y hablar de los factores invariantes o divisores elementales como

sistemas completos de invariantes.

Rosenbrock demostró su teorema de estructura para sistemas contro-

lables definidos en R, pero su demostración tiene validez para matrices sobre

cualquier cuerpo. De hecho, de su demostración se deduce que el problema

de asignación de invariantes por realimentación de estados es equivalente

al problema de la existencia de una matriz polinomial no singular que sea

propia por columnas con los grados de éstas y los factores invariantes pres-

critos. Los factores invariantes forman un sistema completo de invariantes

para la equivalencia de matrices polinomiales: Dos matrices polinomiales

P1(s) y P2(s) son equivalentes si existen matrices invertibles en el anillo de

las matrices polinomiales cuadradas del tamaño apropiado, U(s) y V (s),

tales que

P2(s) = V (s)P1(s)U(s).

A las matrices polinomiales invertibles se les llama matrices unimodulares

(ver Caṕıtulo 1).

La equivalencia de estos dos problemas no es mera coincidencia. En el

fondo se encuentra el hecho de que a todo sistema controlable como (1) se

le puede asociar una matriz polinomial de la siguiente forma. Si

G(s) = (sI − A)−1B

es la matriz de transferencia del sistema (1), ésta es una matriz de funciones

racionales, y toda matriz racional se puede escribir como una fracción irre-

ducible por la derecha de matrices:

G(s) = N(s)P (s)−1.



Introducción ix

Que esta fracción de matrices sea irreducible significa que sus únicos factores

comunes por la derecha son unidades (en el anillo de las matrices polino-

miales cuadradas correspondiente). La matriz polinomial que se le asocia al

sistema (1) es la matriz P (s) y en [58] a estas matrices se les dio el nombre

de representaciones polinomiales matriciales de (1).

La representación de G(s) como fracción irreducible por la derecha de

matrices no es única, puede haber muchas representaciones polinomiales

matriciales del mismo sistema. Sin embargo, se demostró en [58] que todas

ellas son equivalentes por la derecha. Esto significa que si P1(s) y P2(s) son

representaciones polinomiales matriciales del mismo sistema entonces

P2(s) = P1(s)U(s)

para alguna matriz unimodular U(s).

Aśı pues, todas las representaciones polinomiales matriciales de un sis-

tema tienen los mismos factores invariantes; y éstos son los de sI −A salvo

el número de factores invariantes iguales a 1 (véase [58]).

Por otra parte, de acuerdo con un resultado de [56], toda matriz poli-

nomial no singular es equivalente por la derecha a una que es propia por

columnas. Es decir, siempre existe una representación polinomial matricial

de (1) con la siguiente forma:

P (s) = Pc Diag(sk1 , . . . , skm) + L(s), (4)

donde k1, . . . , , km son los grados de sus columnas, det Pc 6= 0 y L(s) es una

matriz polinomial cuya i-ésima columna tiene grado menor que ki. A los

pares (N(s), P (s)) tales que P (s) es propia por columnas y N(s)P (s)−1 es

una fracción irreducible de matrices de la matriz de transferencia de (1) se

les llama descripciones normales externas del sistema (ver [36] y sus referen-

cias). Un mismo sistema controlable puede admitir más de una descripción

normal externa, pero el hecho de que todos sus denominadores sean re-

presentaciones polinomiales del mismo sistema implica que éstos son todos
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equivalentes por la derecha. Ahora bien, la acción del grupo de matrices

polinomiales invertibles por la derecha no cambia los grados de las colum-

nas ([56]). En consecuencia, todas las descripciones normales externas de

un sistema tienen los mismos factores invariantes y los mismos grados de

columnas.

Finalmente, se prueba en [31, sec. 7.2] que la realización de un feedback

de estados sobre el sistema (1) tiene la siguiente repercusión sobre cualquier

descripción normal externa:

No altera el numerador.

No altera la matriz Pc de los coeficientes de mayor grado en cada

columna.

No cambia los grados de las columnas.

Puede alterar completamente la matriz polinomial L(s).

Y rećıprocamente, toda modificación de L(s) produce una matriz propia por

columnas que es representación polinomial matricial de un sistema que se

obtiene de (1) mediante un feedback de estados. Aśı pues, dado el sistema

(1) y dada una representación polinomial matricial propia por columnas,

P (s), del mismo, encontrar un feedback de estados (3) para que la matriz

de estados, A+BF , de (2) tenga unos factores invariantes prescritos equivale

a encontrar una matriz polinomial no singular propia por columnas PF (s);

es decir, una representación polinomial matricial del sistema (2) con dichos

factores invariantes prescritos y con los mismos grados de columnas que

P (s).

Que los grados de las columnas de los denominadores en todas las des-

cripciones normales externas sean los mismos hace pensar en dos cosas:

debe haber alguna propiedad estructural de las matrices polinomiales que

la explique y dicha invariancia debe reflejarse de alguna manera en alguna
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propiedad de los sistemas. Y éste es, en efecto, el caso. En primer lugar, si

P (s) es propia por columnas entonces la podemos escribir como en (4), y

también

P (s) = (Pc + L(s) Diag(sk1 , . . . , skm)−1) Diag(sk1 , . . . , skm).

Si escribimos

B(s) = Pc + L(s) Diag(sk1 , . . . , skm)−1

y recordamos que el grado de la i-ésima columna de L(s) es menor que ki

tenemos que los elementos de B(s) son fracciones racionales en las que los

numeradores tienen grado menor o igual que los denominadores. Tales frac-

ciones racionales se llaman propias. El conjunto de las fracciones racionales

propias con coeficientes en cualquier cuerpo es un anillo con la suma y el

producto habituales. Las unidades son las fracciones racionales cuyos nu-

meradores y denominadores tienen el mismo grado. Aśı pues, B(s) es una

matriz con elementos en el anillo de funciones racionales propias. Un simple

cálculo nos permite ver, además, que det B(s) es una unidad en este anillo.

En otras palabras, B(s) es invertible en el anillo de la matrices de funciones

racionales propias. A las matrices invertibles en este anillo se les llama ma-

trices bipropias por ser “propias” con inversa “propia”. Finalmente, es fácil

ver que la relación entre dos matrices polinomiales no singulares P1(s) y

P2(s) dada por

P2(s) = B(s)P1(s)U(s)

con B(s) bipropia y U(s) unimodular es una relación de equivalencia que,

siguiendo [17], llamaremos equivalencia Wiener–Hopf en el infinito por la

izquierda y que se justificará y generalizará más adelante y se estudiará con

detalle en el Caṕıtulo 3 de esta memoria.

En conclusión, toda matriz polinomial no singular P (s) es equivalente

por la derecha a una matriz polinomial propia por columnas. Esta matriz

puede no ser única pero cualesquiera dos matrices propias por columnas que
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sean equivalentes por la derecha tienen los mismos grados de columnas. Si

k1,. . . , km son dichos grados, entonces P (s) es equivalente Wiener–Hopf en

el infinito por la izquierda a la matriz diagonal Diag(sk1 , . . . , skm). Es decir,

existen matrices B(s), bipropia, y U(s), unimodular, tales que

P (s) = B(s) Diag(sk1 , . . . , skm)U(s).

Los grados de las columnas k1, . . . , km (los cuales podemos suponer que

están ordenados en orden no creciente) forman un sistema completo de

invariantes para la equivalencia Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda

de matrices polinomiales no singulares. Se les llama ı́ndices de Wiener–Hopf

en el infinito por la izquierda.

Todos estos conceptos se pueden extender a matrices rectangulares de

una manera bastante directa (ver [41]), pero éstas no están directamente

relacionadas con sistemas como (1) y los detalles a los que hay que prestar

atención como el rango, número de filas y/o columnas cero, etc. desv́ıan más

que centran la atención en los conceptos fundamentales que se quieren inves-

tigar. Por ello, nuestro contexto será (salvo que se exprese expĺıcitamente)

el de matrices polinomiales y/o racionales cuadradas y no singulares.

En cuanto a la relación que existe entre los grados de los denominadores

de las descripciones normales externas y los sistemas que representan, ésta

se desprende de algunos resultados que están en [17] y [22]. Concretamente,

dichos grados son los ı́ndices de controlabilidad del sistema (ver Caṕıtulo 1);

y éstos, por la teoŕıa de Kronecker-Brunovsky ([10, 50]), forman un sistema

completo de invariantes para la equivalencia por feedback (ver Caṕıtulo 1).

En definitiva, dos sistemas son equivalentes por feedback si y sólo si sus

representaciones polinomiales matriciales son equivalentes Wiener–Hopf en

el infinito por la izquierda (ver [58]).

Con esta perspectiva global en mente, el Teorema de Rosenbrock admite

una interpretación más estructural. En efecto, ya sabemos que éste da una
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condición necesaria y suficiente para la existencia de una matriz polinomi-

al propia por columnas con los grados de éstas y los factores invariantes

prescritos. Sabemos también que los factores invariantes forman un sistema

completo de invariantes para la equivalencia de matrices polinomiales y

que los grados de las columnas de las matrices propias por columnas son

sus ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda, que forman un

sistema completo de invariantes para la equivalencia Wiener–Hopf en el in-

finito por la izquierda. Por lo tanto, el Teorema de Rosenbrock proporciona

una condición necesaria y suficiente para que exista una matriz polinomial

no singular con factores invariantes e ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito

por la izquierda prescritos. De hecho, esta relación es terriblemente sim-

ple: Si k1 ≥ · · · ≥ km ≥ 0 son enteros no negativos y γ1(s)| · · · |γm(s) son

polinomios mónicos (“|” significa “divide a”) entonces existe una matriz

polinomial no singular con k1, . . . , km como ı́ndices de Wiener–Hopf en el

infinito por la izquierda y γ1(s), . . . , γm(s) como factores invariante si y sólo

si

(k1, . . . , km) ≺ (d(γm(s)), . . . , d(γ1(s))) (5)

donde d(·) significa “grado de” y ≺ es el śımbolo de mayorización de parti-

ciones en el sentido de Hardy, Littlewood y Pólya, [25], (ver Caṕıtulo 1).

La relación (5) también es una condición que deben cumplir los repre-

sentantes de las correspondientes órbitas para que éstas tengan intersección

no vaćıa. Más aún, para una matriz polinomial P (s), (5) caracteriza los

posibles factores invariantes de todas la matrices en el conjunto

{B(s)P (s)|B(s) bipropia y B(s)P (s) polinomial} . (6)

En el Caṕıtulo 2 se extenderá este resultado a matrices de funciones racio-

nales.

Gohberg, Kaashoeck y van Schagen en [20] plantean y resuelven parcial-

mente un problema similar pero considerando la estructura en el infinito.
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Los polos y ceros en el infinito de un sistema están relacionados con el

número de diferenciaciones e integraciones, respectivamente, entre la entra-

da y la salida del sistema (ver [31, 9]). Las matrices unimodulares pueden

tener polos y ceros en el infinito de modo que al multiplicar una matriz,

polinomial o racional, por una matriz unimodular la estructura en el infini-

to de aquélla puede cambiar. Las matrices que no tienen ni polos ni ceros

en el infinito son las matrices bipropias que se pueden usar para definir una

relación de equivalencia que clasifica las matrices racionales en clases con la

misma estructura en el infinito: Dos matrices racionales G1(s) y G2(s) son

equivalentes en el infinito si existen matrices bipropias B1(s) y B2(s) tales

que

G2(s) = B1(s)G1(s)B2(s).

Todas la matrices en el conjunto de (6) tienen la misma estructura en

el infinito. El problema que plantean Gohberg, Kaashoeck y van Schagen

en [20] es, en cierta forma, simétrico al de (6). Dado que la multiplicación

por matrices unimodulares puede cambiar la estructura en el infinito de

una matriz polinomial o racional dada G(s), ¿cuáles son los posibles polos

y ceros en el infinito de las matrices en el conjunto

{G(s)U(s)|U(s) unimodular}?

Éste fue el punto de partida de la investigación que condujo a los resultados

expuestos en esta memoria. El Caṕıtulo 2 se dedica a la solución com-

pleta de este problema. Dado que para cada U(s), las matrices G(s)U(s)

y B(s)G(s)U(s) tienen la misma estructura en el infinito, el problema es

equivalente a caracterizar las órbitas de la equivalencia en el infinito que

tienen intersección no vaćıa con la órbita de la equivalencia Wiener–Hopf

en el infinito por la izquierda de G(s).

La técnica para tratar con el punto del infinito es la estándar: Si G(s)

es una matriz de funciones racionales, los polos y ceros de G(s) en el in-
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finito son los polos y ceros de G(1/s) en cero. Esto permite trasladar el

estudio de la estructura en el infinito al estudio de la estructura finita pero

localmente. La estructura finita local de una matriz polinomial viene da-

da por los divisores elementales, pero necesitamos un concepto similar para

los ı́ndices de Wiener–Hopf. Estos ı́ndices, tal y como están definidos en,

por ejemplo, [13, 20], tienen una cierta “naturaleza local” al estar definidos

respecto a un contorno cerrado γ del plano complejo. Ahora bien, nues-

tra pretensión es alcanzar la máxima generalidad posible e incluir sistemas

y matrices que estén definidos en cualquier cuerpo arbitrario. Por lo tan-

to, necesitamos extender la definición de ı́ndices de Wiener–Hopf locales a

cuerpos arbitrarios. La idea es muy sencilla; consiste en factorizar la matriz

polinomial como producto de matrices cuyos determinantes sean relativa-

mente primos y tal que en el factor de la izquierda esté la información local

(divisores elementales) respecto a algún polinomio mónico irreducible. Hay

muchas formas diferentes de conseguir tal factorización. El descubrimiento

fue que en todas ellas los factores de la izquierda son equivalentes por la

derecha y tienen, consecuentemente, los mismos ı́ndices de Wiener–Hopf en

el infinito por la izquierda. Se puede, de esta forma, asignar de forma única

a cada matriz polinomial y a cada polinomio irreducible unos ı́ndices de

Wiener–Hopf, que llamamos ı́ndices de Wiener-Hopf locales por la izquierda

respecto a dicho polinomio irreducible. El estudio de este nuevo concep-

to local, algunas de sus implicaciones, su relación con los ı́ndices clásicos

de Wiener–Hopf definidos en el plano complejo y su extensión a sistemas

controlables es el objeto de la investigación cuyos resultados recoge esta

memoria.

Para completar este objetivo, al igual que necesitamos extender la defini-

ción de ı́ndices de Wiener–Hopf locales a cuerpos arbitrarios, necesitamos

extender la relación de equivalencia Wiener–Hopf, conocida en C, a cuerpos

arbitrarios. En el Caṕıtulo 3 definimos esta nueva relación de equivalencia
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entre matrices racionales definidas sobre un cuerpo arbitrario que será una

generalización de la equivalencia Wiener–Hopf por la izquierda definida en

C respecto a un contorno cerrado γ. La idea básica para la generalización es

la siguiente: Cuando el cuerpo es el de los complejos a cada punto del plano

complejo z0 le podemos asociar el polinomio irreducible s − z0, o el ideal

generado por dicho polinomio irreducible. Por lo tanto, es claro que existe

una biyección según la cual a cualquier subconjunto Ω no vaćıo del plano

complejo le podemos asociar un subconjunto M de ideales generados por

polinomios irreducibles asociados a cada uno de los puntos de Ω, donde el

ideal cero, que es primo pero no maximal, no pertenece a M (pues el ideal

cero no se corresponde con ningún punto del plano complejo). Este es el

motivo por el cual nosotros trabajaremos con el conjunto de ideales maxi-

males del anillo de polinomios y no con el conjunto de ideales primos. Toda

curva cerrada γ en C divide el plano complejo en dos regiones: el interior

junto con la curva y el exterior junto con la curva. Identificaremos ambas

regiones con dos subconjuntos del conjunto de ideales maximales.

Teniendo esto en cuenta nuestra relación de equivalencia Wiener–Hopf

por la izquierda entre matrices racionales sobre cualquier cuerpo estará defini-

da respecto a cualesquiera dos subconjuntos M y M ′ de Specm(F[s]) tales

que M ∪ M ′ = Specm(F[s]), siendo Specm(F[s]) el conjunto de todos los

ideales maximales del anillo de polinomios con coeficientes en el cuerpo arbi-

trario F. A dicha relación de equivalencia le llamamos equivalencia Wiener–

Hopf respecto a (M,M ′) por la izquierda.

Los ı́ndices de Wiener–Hopf locales que introducimos en el Caṕıtulo 2

se definen respecto a un polinomio irreducible. En realidad, a cada poli-

nomio irreducible, π(s), se le puede asociar el ideal maximal generado por

dicho polinomio irreducible, (π(s)). Por tanto, generalizaremos aún más

y definiremos, utilizando las mismas técnicas, los ı́ndices de Wiener–Hopf

por la izquierda respecto a un subconjunto cualquiera M de Specm(F[s]).
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Cuando M se reduzca a un único ideal generado por un polinomio mónico

irreducible, M = (π(s)), los ı́ndices de Wiener–Hopf respecto a M = (π(s))

serán los definidos en el Caṕıtulo 2, es decir, los ı́ndices de Wiener–Hopf lo-

cales respecto a π(s). Definidos la equivalencia y los ı́ndices de Wiener–Hopf

en este contexto más general y para cuerpos arbitrarios probaremos que es-

tos últimos constituyen un sistema completo de invariantes y estudiaremos

la existencia o no de una forma canónica para dicha relación de equivalencia.

En cierta forma, en este caṕıtulo se pone de manifiesto un principio general:

la teoŕıa de factorización de matrices de funciones racionales respecto de la

equivalencia Wiener–Hopf desarrollada hasta ahora sobre el plano complejo

mediante técnicas esencialmente anaĺıticas, tiene una base algebraica en la

que los anillos locales de polinomios juegan un papel fundamental. Este mis-

mo principio se manifiesta en caṕıtulos posteriores y ponerlo de manifiesto

se ha convertido, a la larga, en un objetivo de este trabajo de investigación.

Para finalizar el Caṕıtulo 3, veremos que podemos dar un mayor aprove-

chamiento a las técnicas que utilizamos para definir los ı́ndices de Wiener–

Hopf locales, en el sentido de que nos servirán para obtener los ı́ndices de

Hermite locales (forma de Hermite local), introducidos en el Capitulo 1, en

el caso de matrices polinomiales.

Volviendo a los sistemas, que es nuestro punto de partida, tenemos que

cuando M sea el conjunto de todos los ideales maximales, Specm(F[s]),

los ı́ndices de Wiener–Hopf respecto a Specm(F[s]) por la izquierda son los

ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda. En el caso de matrices

polinomiales sabemos que son los ı́ndices de controlabilidad de todo sistema

definido por una ecuación tipo (1) para el cual dicha matriz polinomial

sea una representación polinomial matricial (ver, también [22]). En general,

definido el concepto de ı́ndices de Wiener–Hopf de una matriz polinomial

respecto a un subconjunto cualquiera M tratamos de dar una interpretación

a control de este concepto en los sistemas representados por dicha matriz
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polinomial. Este es el primero de los objetivos del Caṕıtulo 4: Definir los

ı́ndices locales de sistemas y estudiar la relación de éstos con los ı́ndices

locales de sus representaciones polinomiales matriciales.

Recordamos que en el caso polinomial la información local respecto a

M se obtiene de una parte de la matriz polinomial cuya estructura finita

está relacionada con el subconjunto M . En el caso de sistemas representados

por un par de matrices (A,B), la información local respecto a M se obten-

drá igualmente de un subpar, realmente de la restricción del par a un subes-

pacio invariante. Formalizaremos la idea basándonos en dos hechos conoci-

dos. Por una parte, el conocimiento local (global) de la estructura finita de

una matriz polinomial supone el conocimiento local (global) de la estructura

finita de la matriz de estados A, es decir de la matriz sI − A, de cualquier

par representado por dicha matriz polinomial. Por otra parte, como la se-

mejanza de pares implica la semejanza de las correspondientes matrices de

estado, los factores invariantes de la matriz de estados son invariantes para

la semejanza. Más concretamente, mediante transformaciones de semejanza

llevaremos el par (A,B) a un par de la forma

( [
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )

donde A1 y A2 tengan espectros disjuntos. El hecho de que A1 y A2 tengan

espectros disjuntos es muy importante.

Definimos en este sentido los ı́ndices de controlabilidad locales y los

ı́ndices de Hermite locales respecto a cualquier subconjunto no vaćıo de

Specm(F[s]) como los ı́ndices de controlabilidad y los ı́ndices de Hermite,

respectivamente, del par (Ai, Bi) que contiene la información local (estruc-

tura finita local, ı́ndices de controlabilidad locales) respecto al subconjunto

que hayamos fijado. Estudiamos la relación entre los ı́ndices de Wiener–

Hopf locales (́ındices de Hermite locales) asociados a matrices polinomiales

definidos en el Caṕıtulo 3 y los ı́ndices de controlabilidad locales (́ındices de

Hermite locales) asociados a los sistemas representados por dichas matrices

polinomiales.
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Es bien conocido, en el caso de matrices polinomiales no singulares, que

la estructura finita local, es decir los factores invariantes locales pueden

ser obtenidos de su estructura finita global y viceversa. En realidad, los

factores invariantes locales respecto a un polinomio mónico irreducible π(s),

o bien los divisores elementales potencias de π(s), de una matriz cuadrada

A ∈ Fn×n con elementos en un cuerpo arbitrario, se pueden obtener de los

factores invariantes globales y viceversa. En efecto, si π(s) es un polinomio

mónico factor de det(sIn−A) y α1(s) | · · · | αn(s) son los factores invariantes

globales de A entonces

αi(s) = π(s)diβi(s),

con m.c.d.(π(s), βi(s)) = 1, 1 ≤ i ≤ n. Los polinomios π(s)di , con di 6= 0,

i = 1, . . . , n, son los divisores elementales de A respecto a π(s) cuando

di 6= 0 o bien los factores invariantes locales no triviales respecto a π(s) de

A. Y rećıprocamente, si πj(s)
dsjj ,. . . , πj(s)

dnj , con 0 < dsjj ≤ · · · ≤ dnj,

j = 1, . . . , t, son los divisores elementales de A o los factores invariantes no

triviales de A respecto a πj(s) y suponemos que dij = 0 para i = 1, . . . , sj−1,

entonces

αi(s) = π1(s)
di1 · . . . · πt(s)

dit , i = 1, . . . , n,

son los factores invariantes globales de A. En otras palabras, el conocimien-

to de la estructura finita local nos permite obtener la estructura finita

global y viceversa. Además, A es semejante a una matriz diagonal en for-

ma canónica Diag(A1, . . . , At) donde los factores invariantes de Aj son

πj(s)
dsjj , . . . , πj(s)

dnj , j = 1, . . . , t.

Esta misma cuestión, en relación a la forma de Hermite y a la estruc-

tura Wiener–Hopf por la izquierda, es la que nos planteamos como se-

gundo objetivo en el Caṕıtulo 4 de esta memoria. Estudiamos la relación

entre los ı́ndices globales y locales tanto para matrices polinomiales co-

mo para sistemas. En el caso de los ı́ndices de Hermite la relación es

clara. Para sistemas como (1), dado un par controlable (A,B) semejante a
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





A1

. . .

At


 ,




B1
...

Bt





 con det(sIni

−Ai) = πi(s)
di , i = 1, . . . , t,

se tiene que si hi1 ≥ · · · ≥ him son los ı́ndices de Hermite locales respecto a

πi(s), entonces hj = h1j + · · · + htj son los ı́ndices de Hermite globales de

(A,B). En el caso de los ı́ndices de controlabilidad esta relación de suma no

se verifica en general. En este sentido lo que hemos obtenido es una forma

reducida (la matriz de estados es una matriz diagonal por bloques donde los

bloques diagonales Ai son matrices compañeras y en Bi una de sus columnas

es un vector unitario y el resto de columnas son cero) de un par controlable

bajo la equivalencia por feedback en el cual los ı́ndices de controlabilidad,

invariantes por feedback, se pueden obtener como suma de los ı́ndices de

controlabilidad locales de su forma reducida.

En la literatura hay muchos ejemplos en los que se estudian las propieda-

des de los sistemas a través del denominador de una representación en frac-

ción de matrices coprimas de la matriz de transferencia (véase [56, 11, 31,

32, 54, 58],...) Por otra parte, también se pueden estudiar propiedades de las

matrices polinomiales a partir de los sistemas que representan. Concreta-

mente, en [20] se asocia a cada matriz polinomial no singular un par al cual

llaman par nulo. Este concepto es en cierta forma, de “naturaleza local”

al estar definido respecto a un contorno cerrado γ del plano complejo. De

hecho hablan de par nulo por la izquierda respecto a Ω, siendo Ω el dominio

interior de la curva γ. Se dice simplemente par nulo por la izquierda de la

matriz polinomial cuando se trata de un par nulo por la izquierda respecto

a todo el plano complejo.

Recientemente en [40, Caṕıtulo 2] y para cuerpos arbitrarios se ha demos-

trado que un par controlable (A,B) es un par nulo por la izquierda (respecto

a C) de una matriz polinomial P (s) si y sólo si P (s) es una representación

polinomial del par (A,B).

En [58] a un par para el cual una matriz polinomial es una representación
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polinomial matricial se le llamó realización de dicha matriz polinomial. Por

tanto, el concepto de par nulo por la izquierda y realización coinciden. Nues-

tra pretensión en el Caṕıtulo 5 es extender el concepto de par nulo por la

izquierda respecto a Ω, definido en C, a cuerpos arbitrarios. Seguiremos

utilizando la misma técnica y por tanto a una realización del factor de la

izquierda de la matriz polinomial donde está la información local respecto a

M le llamaremos realización respecto a M . Obtendremos diferentes carac-

terizaciones de este concepto, similares a las del caso global (véase [40]). Sin

embargo, a diferencia del caso global, tendremos una nueva caracterización

basada en uno de los resultados principales del Caṕıtulo 4.

Aunque hay una dualidad entre los conceptos (globales) de realización y

representación polinomial matricial (si un par controlable es una realización

de una matriz polinomial, dicha matriz polinomial es un representación poli-

nomial matricial de dicho par), en el caso local, aunque relacionados, dichos

conceptos deben ser estudiados separadamente. Aśı, la última parte del

Caṕıtulo 5 está dedicada a definir el concepto de representación polinomial

matricial respecto a M .

A lo largo de esta memoria citamos los siguientes tipos de invariantes

globales y locales para la semejanza de sistemas controlables: ı́ndices de con-

trolabilidad, ı́ndices de Hermite, factores invariantes de la matriz de estados.

Y, sus correspondientes invariantes globales y locales para la equivalencia

por la derecha de las matrices polinomiales que representan dichos sistemas:

ı́ndices de Wiener–Hopf por la izquierda, ı́ndices de Hermite y factores in-

variantes.

En el Caṕıtulo 6 nos plantemos un problema inverso: se suponen fijados

algunos invariantes y se trata de determinar bajo qué condiciones existe un

sistema lineal con dichos invariantes prescritos.

Teniendo en cuenta que dado un par controlable existe una matriz poli-

nomial no singular que es una representación polinomial matricial del mismo
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y que los invariantes de sistemas con los que nosotros vamos a trabajar están

definidos también para matrices polinomiales no singulares, estos problemas

se pueden plantear en el contexto de matrices polinomiales y también de

sistemas. De hecho, primero los resolvemos para matrices polinomiales no

singulares y después como consecuencia obtenemos los resultados para sis-

temas. Algunos problemas de este tipo ya han sido estudiados en el caso

global. Esto nos va a permitir obtener como consecuencia algunos resultados

locales en relación a este tipo de problemas. Por ejemplo, si prescribimos

los ı́ndices de controlabilidad locales y los factores invariantes locales de la

matriz de estados del sistema la solución al problema de encontrar condi-

ciones necesarias y suficientes para la existencia de un par controlable con

ı́ndices de controlabilidad locales y factores invariantes locales prescritos se

deduce del Teorema de Rosenbrock. Si prescribimos los ı́ndices de contro-

labilidad locales, los ı́ndices de Hermite locales y los factores invariantes

locales la solución se deduce de este mismo resultado global estudiado en

[7]. Si sólo prescribimos los ı́ndices de controlabilidad locales e ı́ndices de

Hermite locales el resultado se sigue del trabajo de [58].

Los problemas inversos que nos plantemos en el Caṕıtulo 6 son los dos

siguientes: Por un lado caracterizar los sistemas controlables con ı́ndices de

controlabilidad globales y locales prescritos, además de la estructura finita

de la matriz de estados, y por otro, el mismo problema cuando prescribimos

los ı́ndices de Hermite globales y locales.

A fin de hacer esta memoria lo más autocontenida posible, en el Caṕıtulo

1 introducimos las nociones básicas y notaciones que usaremos en el resto

de ella.

Por lo que sabemos los resultados de esta memoria son originales excepto

aquéllos en los que se cita expresamente a los autores.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Sistemas Dinámicos

La referencia básica para el contenido de esta sección es el libro de Rosen-

brock [50]. Puede consultarse también el libro de Kailath [31]. Un sistema

dinámico es un sistema f́ısico al que cuando se le aplica una entrada, u,

responde produciendo una salida, y. La forma en que el sistema produce

las salidas a partir de las entradas puede ser, en general, muy complica-

do. Vamos a considerar sistemas gobernados por un sistema de ecuaciones

diferenciales de primer orden

ẋ(t) = f(x(t), u(t), t),
y(t) = g(x(t), u(t), t).

(1.1)

Los sistemas con los que vamos a tratar son sistemas invariantes en el

tiempo en los que f y g son funciones lineales de x(t) y u(t). Nuestro sistema

lineal invariante en el tiempo obedece a las ecuaciones

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(t) + Du(t),

(1.2)

donde A ∈ Fn×n, B ∈ Fn×m, C ∈ Fp×n y D ∈ Fp×m son matrices constantes

con elementos en un cuerpo arbitrario F. Las ecuaciones del sistema (1.2) se

dice que están en forma de espacio-estado. Bajo la condición inicial x(0) = 0

1
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y tras realizar las transformada de Laplace dicho sistema tiene la siguiente

forma

(sIn − A)x̄(s) = Bū(s)

ȳ(s) = Cx̄(s) + Dū(s)

donde x̄(s), ū(s) e ȳ(s) son las transformadas de Laplace del vector de esta-

dos x(t), vector de entradas u(t) y vector de salidas y(t), respectivamente.

En general las ecuaciones lineales que definen el sistema pueden no ser de

la forma (1.2). Por ejemplo, pueden ser de la forma Eẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

con E singular, o el orden de alguna de las ecuaciones puede ser mayor que

1. Por tanto, necesitamos tener una descripción más general de los sistemas.

Con F[s] denotaremos el anillo de polinomios en la indeterminada s

con coeficientes en F y con F(s) el cuerpo de las funciones racionales con

coeficientes en F. Pensemos en sistemas lineales invariantes en el tiempo que

bajo ciertas condiciones iniciales y tras realizar la transformada de Laplace

son de la forma

T (s)x̄(s) = U(s)ū(s) (1.3)

ȳ(s) = V (s)x̄(s) + W (s)ū(s), (1.4)

donde T (s) ∈ F[s]n×n es no singular, U(s) ∈ F[s]n×m, V (s) ∈ F[s]p×n,

W (s) ∈ F[s]p×m, x̄(s) ∈ F[s]n×1, ȳ(s) ∈ F[s]p×1 y ū(s) ∈ F[s]m×1.

Se llama orden del sistema al grado de det T (s). De las ecuaciones (1.3)

y (1.4)

x̄(s) = T (s)−1U(s)ū(s)

ȳ(s) = (V (s)T (s)−1U(s) + W (s))ū(s).

La matriz G(s) = V (s)T (s)−1U(s) + W (s) es la matriz de transferencia

del sistema y en ella queda resumida toda la información entrada-salida del

sistema al poner en relación directa la entradas, ū(s), con las salidas, ȳ(s),

mediante

ȳ(s) = G(s)ū(s).
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Muchos sistemas diferentes pueden dar lugar a la misma matriz de trans-

ferencia. Seŕıa interesante poder clasificarlos de acuerdo con esta propiedad.

Para ello se forma la matriz polinomial de sistema P (s) =

[
T (s) U(s)
−V (s) W (s)

]

y se supone que n ≥ d(det T (s)), donde d(·) representa el grado del poli-

nomio det T (s). Si éste no fuera el caso ampliaŕıamos el sistema P̃ (s) =


Id−n 0 0
0 T (s) U(s)
0 −V (s) W (s)


 de forma que d ≥ d(det T (s)). Debe observarse

que las matrices de transferencia asociadas a P (s) y P̃ (s) coinciden.

Dadas dos matrices polinomiales de sistemas P1(s) =

[
T1(s) U1(s)
−V1(s) W1(s)

]
,

P2(s) =

[
T2(s) U2(s)
−V2(s) W2(s)

]
, se dice que los sistemas P1(s), P2(s) son equiva-

lentes estrictamente o equivalentes según Rosenbrock si existen matrices uni-

modulares M(s), N(s) ∈ F[s]n×n y matrices X(s) ∈ F[s]p×n, Y (s) ∈ F[s]n×m

tales que

[
T2(s) U2(s)
−V2(s) W2(s)

]
=

[
M(s) 0
X(s) Ip

] [
T1(s) U1(s)
−V1(s) W1(s)

] [
N(s) Y (s)

0 Im

]
.

Es fácil ver que si dos sistemas son estrictamente equivalentes entonces

tienen la misma matriz de transferencia. El rećıproco, en general, no es

cierto. Lo es cuando los sistemas tienen orden mı́nimo. Un sistema con

matriz de transferencia G(s) tiene orden mı́nimo si no hay ningún sistema

de menor orden con G(s) como matriz de transferencia. La condición de

orden mı́nimo está muy relacionada con la existencia de factores invariantes

no triviales. Introducimos a continuación este concepto en un contexto más

general.

Las matrices de transferencia de nuestros sistemas son matrices de fun-

ciones racionales que para un estudio algebraico podemos suponer que tienen

los coeficientes en un cuerpo arbitrario, G(s) ∈ F(s)p×m. Recordamos rápi-

damente la forma de Smith–McMillan de una matriz racional [50, 54],

aunque este concepto será introducido con más detalle y generalidad en
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la Sección 1.2.7. Dos matrices racionales G1(s), G2(s) ∈ F(s)m×n diremos

que son equivalentes si existen matrices unimodulares U1(s) ∈ F[s]m×m,

U2(s) ∈ F[s]n×n tales que

G2(s) = U1(s)G1(s)U2(s).

Escribiremos G1(s)
eq∼G2(s). Sea G(s) ∈ F(s)m×n con rang G(s) = r,

r ≤ mı́n{m,n}. G(s) es equivalente a una matriz de la forma

S(s) =


 Diag

(
ε1(s)

ψ1(s)
,
ε2(s)

ψ2(s)
, . . . ,

εr(s)

ψr(s)

)
0

0 0




donde εi(s), ψi(s) ∈ F[s] son polinomios mónicos y coprimos tales que ε1(s) |
ε2(s) | · · · | εr(s) mientras que ψr(s) | ψr−1(s) | · · · | ψ1(s). S(s) es una

forma canónica para la equivalencia de matrices en F(s)m×n y se llama

forma de Smith–McMillan (finita) de G(s) (véase también [50], [54, p. 9]).

Las funciones racionales
εi(s)

ψi(s)
se llaman funciones racionales invariantes

finitas de G(s) o simplemente funciones racionales invariantes de G(s). Se

dice que forman la estructura finita de G(s).

Sea p(s) ∈ F[s]. Sea F un subcuerpo de L. Un elemento l ∈ L es una

raiz de p(s) en L si p(l) = 0. Sea L la clausura algebraica del cuerpo F.

Se llaman ceros finitos de G(s) a las ráıces de εr(s) en L y se llaman polos

finitos de G(s) a las ráıces de ψ1(s) en L. Las matrices unimodulares (i.e.,

invertibles en F[s]m×m) se caracterizan por el hecho de que no tienen ceros

ni polos finitos.

Los ceros finitos de una función racional
p(s)

q(s)
son las ráıces (en L) de su

numerador p(s) y sus polos finitos son las ráıces (en L) de su denominador

q(s).

Observación 1.1.1 ψ1(s) es el polinomio mónico mı́nimo común múltiplo

de los denominadores de los elementos de la matriz (ver Sección1.2.7). Por
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tanto, si G(s) no tiene a z0 como polo entonces ψ1(s) no tiene a z0 como cero

en L. En consecuencia, los elementos de la matriz son tales que no tienen a

z0 como polo.

Si P (s) ∈ F[s]m×n es polinomial entonces ψi(s) = 1, para i = 1, . . . , r;

esto es, P (s) no tiene polos y S(s) es polinomial. A S(s) se llama la forma

de Smith (finita) de P (s) ([18, p. 133]). Las funciones racionales invariantes

finitas se llaman factores invariantes finitos de P (s) o simplemente factores

invariantes de P (s).

Sean N(s) ∈ F[s]n×p y P (s) ∈ F[s]n×q dos matrices polinomiales con el

mismo número de filas. Se dice que R(s) ∈ F[s]n×n es un divisor común por

la izquierda de N(s) y P (s) si existen N(s) ∈ F[s]n×p y P (s) ∈ F[s]n×q tales

que

N(s) = R(s)N(s),

P (s) = R(s)P (s).

Sean N(s) ∈ F[s]q×m y P (s) ∈ F[s]p×m dos matrices polinomiales con

el mismo número de columnas. Se dice que R(s) ∈ F[s]m×m es un divisor

común por la derecha de N(s) y P (s) si existen N(s) ∈ F[s]q×m y P (s) ∈
F[s]p×m tales que

N(s) = N(s)R(s),

P (s) = P (s)R(s).

Se dice que N(s) y P (s) son coprimas por la izquierda (derecha) si sus

únicos divisores comunes por la izquierda (derecha) son matrices unimodu-

lares.

El siguiente lema se encuentra en [50, pp. 71–76] y [54, pp. 18–19]:

Lema 1.1.2 Sean N(s) ∈ F[s]n×p y P (s) ∈ F[s]n×q, (q + p ≥ n). Son

equivalentes:

(i) N(s) y P (s) son coprimas por la izquierda,
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(ii) La forma de Smith de la matriz
[

N(s) P (s)
]

es
[

In 0
]
,

(iii) Existen matrices polinomiales X(s) ∈ F[s](p+q−n)×p, Y (s) ∈ F[s](p+q−n)×q,

tales que [
N(s) P (s)
X(s) Y (s)

]
es unimodular,

(iv) Existen matrices polinomiales X(s) ∈ F[s]p×n, Y (s) ∈ F[s]q×n tales

que

N(s)X(s) + P (s)Y (s) = In.

Se puede enunciar un lema análogo para las matrices coprimas por la

derecha.

Volviendo a los sistemas, una caracterización de que el sistema P (s) =[
T (s) U(s)
−V (s) W (s)

]
tiene orden mı́nimo es que [T (s) U(s)] tenga forma de

Smith [In 0] (i.e., T (s) y U(s) coprimas por la izquierda) y

[
T (s)
V (s)

]
tenga

forma de Smith

[
In

0

]
(i.e., T (s) y V (s) coprimas por la derecha).

El siguiente es un resultado fundamental ([50], [54, p. 83]).

Teorema 1.1.3 Dos matrices de sistema P1(s) =

[
T1(s) U1(s)
−V1(s) W1(s)

]
,

P2(s) =

[
T2(s) U2(s)
−V2(s) W2(s)

]
de orden mı́nimo tienen la misma matriz de

transferencia si y sólo si son estrictamente equivalentes.

El siguiente lema relaciona la forma de Smith–McMillan de la matriz de

transferencia de un sistema minimal con las formas de Smith de la matriz

polinomial de sistema y de la matriz T (s) ([50, p. 111]). De hecho, nos dice

que los numeradores de las funciones racionales invariantes de la matriz de

transferencia de un sistema, cuando es minimal, son los factores invariantes

no triviales de su matriz polinomial y los denominadores son los factores

invariantes no triviales de T (s).
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Lema 1.1.4 Sea

P (s) =

[
T (s) U(s)
−V (s) W (s)

]
∈ F[s](n+p)×(n+m)

una matriz polinomial de sistema minimal cuya matriz de transferencia es

G(s). Sean
ε1(s)

ψ1(s)
,
ε2(s)

ψ2(s)
, . . . ,

εr(s)

ψr(s)
las funciones racionales invariantes de

G(s). Entonces, aparte de los factores invariantes triviales (i.e., factores

invariantes iguales a 1), ψr(s) | ψr−1(s) | · · · | ψ1(s) son los factores in-

variantes de T (s) y ε1(s) | ε2(s) | · · · | εr(s) son los factores invariantes de

P (s).

Se deduce, por tanto, que los ceros de la matriz de transferencia del

sistema G(s) son los ceros de la matriz polinomial de sistema P (s) y los

polos de G(s) son los ceros de la matriz T (s) asociada a los estados del

sistema.

Cuando el sistema esté representado por ecuaciones en forma espacio-

estado (1.2) tenemos que T (s) = sIn − A, U(s) = B, V (s) = C y W (s) =

D. Por tanto el orden del sistema, n, será el orden de A. La matriz de

transferencia del sistema tiene la forma G(s) = C(sIn − A)−1B + D. Se

trata de una matriz con elementos en el anillo de las funciones racionales

propias Fpr(s), es decir, una matriz cuyos elementos son funciones racionales

tales que el grado del denominador es mayor o igual al grado del numerador

(Sección 1.2.5).

En consecuencia, el estudio de un sistema a partir de la matriz de trans-

ferencia consiste en el estudio de la estructura y propiedades de este tipo

de matrices.

La matriz polinomial de un sistema en forma espacio-estado es P (s) =[
sIn − A B
−C D

]
. En este caso el sistema será minimal si [sIn − A B] tiene

forma de Smith [In 0] y

[
sIn − A

C

]
tiene forma de Smith

[
In

0

]
. Para este

tipo de sistemas, estas condiciones pueden ser expresadas en términos de
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rangos de las llamadas matriz de controlabilidad del par (A,B) y matriz de

observabilidad del par (A,C). Recordamos a continuación algunos de estos

resultados relacionados con pares de matrices que serán utilizados en esta

memoria.

Se llama matriz de controlabilidad del par (A,B) a la matriz

C(A,B) := [B AB · · · An−1B] ∈ Fn×nm.

Un sistema

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.5)

representado por el par de matrices (A,B) se dice (completamente) contro-

lable si rang C(A,B) = n. Las matrices A y B reciben el nombre de matriz

de estados y matriz de controles. Denotamos por b1, . . . , bm las columnas

de la matriz B. Si rang C(A,B) = r, podemos seleccionar r columnas li-

nealmente independientes de la matriz de controlabilidad. Ahora bien dicha

selección se puede hacer de diferentes formas. Si seleccionamos de izquierda

a derecha las r primeras columnas linealmente independientes de la matriz

de controlabilidad y las reordenamos de la siguiente manera:

{b1, Ab1, . . . , A
r1−1b1, b2, Ab2, . . . , A

r2−1b2, . . . , bm, Abm, . . . , Arm−1bm},

con la condición de que ri = 0 si bi no ha sido seleccionada, obtenemos una

colección de enteros no negativos r1, r2, . . . , rm no necesariamente ordena-

dos. Si k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ km ≥ 0 es una reordenación en sentido no creciente

de r1, r2, . . . , rm entonces k1, k2, . . . , km son los ı́ndices de controlabilidad del

par (A,B) ([47]).

Llamaremos matriz de Hermite del par (A,B) a la matriz obtenida de la

matriz de controlabilidad después de hacer una reordenación de sus colum-

nas como sigue:

H(A,B) := [b1 Ab1 · · · An−1b1 · · · bm Abm · · · An−1bm].
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Como rang H(A,B) = rang C(A,B) = r, si seleccionamos de izquierda a

derecha las r primeras columnas linealmente independientes de la matriz de

Hermite H(A,B) y las escribimos

{b1, Ab1, . . . , A
h1−1b1, b2, Ab2, . . . , A

h2−1b2, . . . , bm, Abm, . . . , Ahm−1bm},

con la condición de que hi = 0 si bi no ha sido seleccionada, obtenemos otra

colección de enteros no negativos (no necesariamente ordenados), h1, . . . , hm

llamados ı́ndices de Hermite del par (A,B) ([29], [30] y [58]).

El par de matrices (A, C) ∈ Fn×n×Fp×n se dice que es (completamente)

observable si el par transpuesto (AT , CT ) ∈ Fn×n×Fn×p es (completamente)

controlable. Los ı́ndices de controlabilidad de (AT , CT ) se llaman ı́ndices de

observabilidad del par (A,C).

En [50, Teorema 6.2, p. 72] se prueba que las matrices polinomiales

sIn−A, B son coprimas por la izquierda si y sólo si el par (A,B) es contro-

lable. Igualmente tenemos el resultado análogo que dice que sIn−A, C son

coprimas por la derecha si y sólo si el par (A,C) es observable. Por tanto,

un sistema en forma espacio-estado (1.2) es minimal si y sólo si (A,B) es

controlable y (A,C) es observable.

Sea el sistema
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

(1.6)

representado por la terna (A,B, C). Definimos la siguiente transformación:

(t1) Cambio en el vector de estados de tipo z(t) = Px(t) con P ∈ Fn×n

invertible. El nuevo sistema

ż(t) = PAP−1z(t) + PBu(t)
y(t) = CP−1z(t)

(1.7)

está representado por la terna (PAP−1, PB,CP−1).

En ambos sistemas la matriz de transferencia es

G(s) = C(sIn − A)−1B. (1.8)
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G(s) ∈ Fpr(s)
p×m es una matriz estrictamente propia, es decir, sus elemen-

tos son funciones racionales propias tales que el grado del denominador es

estrictamente mayor que el grado del numerador. Una terna de matrices

(A,B,C) ∈ Fn×n × Fn×m × Fp×n que satisfaga (1.8) se dice que es una

realización de G(s) o del sistema.

La relación obtenida entre las matrices polinomiales de los sistemas se

conoce como semejanza de sistemas ([50, p. 56])

[
P 0
0 Ip

] [
sIn − A B
−C 0

] [
P−1 0
0 Im

]
=

[
sIn − PAP−1 PB
−CP−1 0

]
. (1.9)

Dicha relación induce la siguiente relación de equivalencia: Dos realizaciones

(A1, B1, C1), (A2, B2, C2) ∈ Fn×n×Fn×m×Fp×n son semejantes si existe una

matriz no singular P ∈ Fn×n tal que

A2 = PA1P
−1, B2 = PB1, C2 = C1P

−1.

La equivalencia estricta de sistemas incluye la semejanza de sistemas

como un caso particular. En este caso es claro que ambos, el orden del

sistema y la matriz de trasferencia, son invariantes para la semejanza de

sistemas.

Se dice que la realización es minimal cuando el sistema es minimal, es

decir cuando la matriz polinomial del sistema P (s) =

[
sIn − A B
−C 0

]
tiene

orden mı́nimo, i.e., n es el orden mı́nimo del sistema.

El siguiente resultado está, por ejemplo, en [31, Teorema 6.2-4, p. 364]:

Lema 1.1.5 Dos realizaciones minimales de la misma matriz racional es-

trictamente propia son semejantes.

Si en (1.9) nos quedamos con la parte que actúa sobre el par (A,B)

tenemos

P
[

sIn − A B
] [

P−1 0
0 Im

]
=

[
sIn − PAP−1 PB

]
.
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Aśı, dados dos sistemas de tipo (1.5) representados por los pares de matrices

(A1, B1), (A2, B2) ∈ Fn×n×Fn×m, diremos que son semejantes si existe una

matriz invertible P ∈ Fn×n tal que

A2 = PA1P
−1, B2 = PB1.

Si dos pares (A1, B1), (A2, B2) son semejantes, sus matrices de controla-

bilidad cumplen C(A2, B2) = C(PA1P
−1, PB1) = PC(A1, B1) y H(A2, B2) =

PH(A1, B1). En consecuencia, tanto los ı́ndices de Hermite como los ı́ndices

de controlabilidad son invariantes bajo la acción del grupo de semejanza,

pero ni unos ni otros constituyen un sistema completo de invariantes. Es

decir, si dos pares son semejantes tienen los mismos ı́ndices de Hermite y

también los mismos ı́ndices de controlabilidad, pero el rećıproco no es cier-

to en general. Ahora bien, son conocidos diferentes sistemas completos de

invariantes para la relación de equivalencia definida por la acción del grupo

de semejanza. Estos sistemas completos de invariantes están formados por

dos tipos de invariantes: los ı́ndices de Hermite y un conjunto de invariantes

numéricos que son elementos del cuerpo F o bien los ı́ndices de controlabili-

dad junto con otro conjunto de invariantes numéricos ([31], [47], [58]). Por

otro lado, es conocida una relación de equivalencia ([10]) para la cual los

ı́ndices de controlabilidad constituyen un sistema completo de invariantes

y recientemente también se ha demostrado en [6] que los ı́ndices de Her-

mite son un sistema completo de invariantes para una cierta relación de

equivalencia.

Dado un par de matrices (A,B) ∈ Fn×n × Fn×m representando a un

sistema de tipo (1.5), además de la trasformación (t1), podemos definir las

dos siguientes transformaciones:

(t2) Cambio en el vector de entradas de tipo v(t) = Q−1u(t) con Q ∈ Fm×m

invertible. El nuevo sistema

ẋ(t) = Ax(t) + BQv(t) (1.10)
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está representado por el par de matrices (A,BQ).

(t3) Sustituimos el vector de entradas por otro dependiente del vector de

estados v(t) = u(t)− Fx(t) con F ∈ Fm×n. El nuevo sistema

ẋ(t) = (A + BF )x(t) + Bv(t) (1.11)

está representado por el par de matrices (A + BF, B). Esta transfor-

mación es conocida como feedback de estados.

El conjunto de transformaciones (t1), (t2) y (t3) nos define la siguiente

relación de equivalencia. Dados dos sistemas representados por los pares de

matrices (A1, B1), (A2, B2) ∈ Fn×n×Fn×m, diremos que son equivalentes por

feedback si existen matrices invertibles P ∈ Fn×n, Q ∈ Fm×m y otra matriz

F ∈ Fm×n tales que

A2 = PA1P
−1 + PB1F, B2 = PB1Q.

Es conocido que para pares controlables los ı́ndices de controlabilidad

forman un sistema completo de invariantes para la acción del grupo feedback

([10]), es decir, dos pares controlables son equivalentes por feedback si y sólo

si tienen los mismos ı́ndices de controlabilidad.

Una forma canónica asociada a esta relación de equivalencia es la forma

canónica de Brunovsky para pares controlables ([10], [24], [57]):

Lema 1.1.6 Sea (A,B) ∈ Fn×n×Fn×m un par controlable con rang B = r.

Sean k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ kr > kr+1 = kr+2 = · · · = km = 0 sus ı́ndices

de controlabilidad. Entonces (A,B) es equivalente por feedback a un par

(Ac, Bc) de la siguiente forma:

(Ac, Bc) =







A11 0 · · · 0
0 A22 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Arr


 ,




B11 0 · · · 0 0
0 B22 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · Brr 0





 ,
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donde

Aii =

[
0 Iki−1

0 0

]
∈ Fki×ki , i = 1, 2, . . . , r,

Bii = [0 · · · 0 1]T ∈ Fki , i = 1, 2, . . . , r.

1.2. Localización

En esta sección recordamos resultados sobre Teoŕıa de Localización que,

como hemos dicho en la introducción de esta memoria, nos surgieron por

primera vez y de manera natural ante la necesidad de definir los ı́ndices

de Wiener–Hopf locales por la izquierda de matrices polinomiales sobre un

cuerpo arbitrario. Dicho concepto será definido en general para matrices

racionales no singulares en el Caṕıtulo 3. El conocimiento y estudio de los

ı́ndices de Wiener–Hopf definidos en el plano complejo y parte de la teoŕıa

en torno a este concepto que aparece, por ejemplo, en [13, 20] nos ha llevado

a obtener algunos de los resultados que presentamos en esta memoria para

cuyo desarrollo necesitamos la información que mostramos en esta sección.

Algunas de las referencias básicas para el contenido de esta sección son, por

ejemplo, [5, 46].

1.2.1. Ideales

Sea A un anillo conmutativo con elemento identidad.

Un ideal I de un anillo A es un subconjunto de A que es un subgrupo

aditivo y tal que para todo a ∈ A y para todo y ∈ I se tiene ay ∈ I.

Un divisor de cero en A es un elemento a para el cual existe un b 6= 0

en A tal que el producto ab = 0. Un anillo distinto de {0} se dice que es un

dominio de integridad si no tienen divisores de cero.

Una unidad en A es un elemento a tal que ab = 1 para algún b ∈ A.

Los elementos de la forma ab, múltiplos de a ∈ A, forman un ideal

llamado ideal principal, que se denota por (a).
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Un ideal I en A es primo si I 6= A y si para todo ab ∈ I se tiene que

a ∈ I o b ∈ I. Esto es equivalente a decir que el anillo cociente
A
I

es un

dominio de integridad. El ideal cero es primo si y sólo si A es un dominio

de integridad. Denotamos por Spec(A) el conjunto de ideales primos de A.

Un cuerpo es un anillo en el que todo elemento no nulo es unidad. Todo

cuerpo es un dominio de integridad.

Un ideal I en A es maximal si I 6= A y no existe ningún ideal J tal

que I $ J $ A. Esto es equivalente a decir que el anillo cociente
A
I

es un

cuerpo. Por tanto, todo ideal maximal es primo. El rećıproco no es cierto

en general, pero lo es en los dominios de ideales principales; i.e. dominios

de integridad en los que todos los ideales son principales. Denotamos por

Specm(A) el conjunto de ideales maximales de A.

Si A es un dominio de ideales principales, un elemento de a ∈ A se

dice que es irreducible si a no es unidad y satisface la condición: si a = bc

entonces b es unidad o c es unidad.

Se dice que un elemento a divide a otro elemento b, se denota a | b, si

existe un elemento c tal que b = ac. En este caso también se dice que a

es un factor de b. Sean a, b dos elementos de A los cuales no son ambos

0. Un máximo común divisor de a y b es un elemento d de A tal que d

divide a a, d divide a b y si c es un elemento de A el cual divide a a y b,

entonces c divide a d. Un mı́nimo común múltiplo de a y b es un elemento

m de A tal que a divide a m, b divide a m y si c es un elemento de A
al cual le dividen a a y b, entonces m divide a c. Dos elementos a, b de A
se dice que son relativamente primos si no tienen factores comunes salvo

unidades, es decir, si los máximos comunes divisores de a y b son unidades

en A. Elementos relativamente primos son también llamados elementos

coprimos. Los máximos comunes divisores y los mı́nimos comunes múltiplos

están determinados de forma única salvo unidades.
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1.2.2. Anillos de fracciones

Sea A un anillo conmutativo con elemento identidad. Un subconjunto

multiplicativamente cerrado de A es un subconjunto S de A tal que 1 ∈ S y

S es cerrado respecto de la multiplicación: Si s1, s2 ∈ S entonces el producto

s1s2 ∈ S. Por ejemplo, es fácil demostrar que I es un ideal primo de A si y

sólo si A \ I = {a ∈ A : a /∈ I} es multiplicativamente cerrado.

En A× S se define la siguiente relación de equivalencia:

(a1, s1) ∼ (a2, s2) si y sólo si (a1s2 − s1a2)h = 0 para algún h ∈ S.

Y se denota por
a

s
la clase de equivalencia de (a, s) y por S−1A el conjunto

A× S

∼ de las clases de equivalencia. Definiendo la adición y multiplicación

en S−1A como en álgebra elemental:

a1

s1

+
a2

s2

:=
a1s2 + s1a2

s1s2

,

a1

s1

a2

s2

:=
a1a2

s1s2

,

S−1A tiene estructura de anillo conmutativo con elemento identidad (la

clase del elemento (1, 1),
1

1
= {(s, s) : s ∈ S}). A dicho anillo se denomina

el anillo de fracciones de A respecto a S.

Sea F un cuerpo arbitrario y L su clausura algebraica. Recordemos que

F[s] denota el anillo de polinomios en la indeterminada s con coeficientes

en F. Las unidades en F[s] son los polinomios constantes distintos de cero.

Por ejemplo si tomamos como conjunto multiplicativamente cerrado el

conjunto de todos los polinomios no nulos, S = F[s]\{0}, entonces S−1F[s] es

el cuerpo de fracciones de F[s], esto es, el cuerpo de las funciones racionales

F(s) =

{
p(s)

q(s)
: p(s), q(s) ∈ F[s], q(s) 6≡ 0

}
.



16 Caṕıtulo 1. Preliminares

1.2.3. Anillos locales

Un anillo que tiene exactamente un ideal maximal se denomina anillo

local. Recordamos el siguiente resultado ([5, Proposición 1.6, p. 5]).

Proposición 1.2.1 Sea A un anillo e I 6= (1) un ideal de A tal que cada

a ∈ A \ I es una unidad en A. Entonces A es un anillo local e I su ideal

maximal.

Un polinomio en F[s] se dice mónico cuando el coeficiente del término

de mayor grado es 1. En lo sucesivo, dados dos polinomios cualesquiera

n(s), d(s) ∈ F[s], denotaremos por m.c.d.(n(s), d(s)) al polinomio mónico

máximo común divisor de n(s) y d(s). Y, por m.c.m.(n(s), d(s)) al polinomio

mónico mı́nimo común múltiplo de n(s) y d(s).

A continuación vamos a mostrar ejemplos de anillos locales (ver [5, p.

43], [38, p. 256]). Algunos de estos anillos tienen mucho interés para el

desarrollo de esta memoria.

(1) Sea π(s) un polinomio mónico irreducible en F[s] distinto del poli-

nomio nulo. Para cada ideal primo (π(s)) de F[s], podemos considerar

el conjunto multiplicativamente cerrado S = F[s] \ (π(s)) y construir

el anillo de fracciones de F[s] respecto a S. En este caso, denotare-

mos Fπ(s) en vez de S−1F[s] al anillo de fracciones de F[s] respec-

to a F[s] \ (π(s)). Entonces Fπ(s) es el anillo de todas las funciones

racionales
p(s)

q(s)
, donde q(s) /∈ (π(s)),

Fπ(s) =

{
p(s)

q(s)
: p(s), q(s) ∈ F[s] y m.c.d.(q(s), π(s)) = 1

}
.

Las unidades en este anillo son los cocientes de elementos de S, esto

es, las funciones racionales cuyo numerador y denominador son pri-

mos con el polinomio π(s). Veamos que Fπ(s) es un anillo local. Los
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elementos
p(s)

q(s)
∈ Fπ(s) con p(s) ∈ (π(s)) forman un ideal,

Iπ =

{
p(s)

q(s)
∈ Fπ(s) : p(s) ∈ (π(s))

}
.

Sea
n(s)

d(s)
∈ Fπ(s) \ Iπ. Entonces n(s) /∈ (π(s)), o bien n(s) ∈ F[s] \

(π(s)) = S. Por consiguiente la fracción
n(s)

d(s)
es cociente de elementos

de S, por tanto es una unidad en Fπ(s). Se sigue que si Jπ 6= Fπ(s)

es un ideal de Fπ(s), necesariamente Jπ ⊆ Iπ. Si por el contrario

suponemos que Jπ * Iπ entonces Jπ contiene una unidad y por lo

tanto es todo el anillo, llegando aśı a una contradicción. Por tanto

Iπ es el único ideal maximal de Fπ(s); en otras palabras Fπ(s) es un

anillo local llamado el anillo local de F[s] en (π(s)) (ver también [35]).

El proceso de pasar de F[s] a Fπ(s) se llama localización en (π(s)), [5,

p. 43].

(2) Para cada elemento π(s) ∈ F[s] distinto del polinomio nulo (no nece-

sariamente un polinomio mónico irreducible), consideramos el conjun-

to multiplicativamente cerrado S = {π(s)n : n entero no negativo}.
En este caso el anillo de fracciones de F[s] respecto a S, el cual deno-

taremos por Fπ−(s), es el anillo de todas las funciones racionales cuyo

denominador es una potencia del polinomio π(s),

Fπ−(s) =

{
p(s)

π(s)n
: p(s) ∈ F[s], n ≥ 0

}
.

Las unidades son las potencias positivas o negativas de π(s); en otras

palabras u(s) es unidad si y sólo si u(s) = π(s)d, con d ∈ Z. En este

caso tomamos el ideal Iπ− formado por los elementos del anillo Fπ−(s)

tal que el polinomio del numerador no está en S,

Iπ− =

{
p(s)

π(s)n
∈ Fπ−(s) : p(s) ∈ F[s] \ S

}
.
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Veamos que cada elemento de Fπ−(s) \ Iπ− es una unidad y de este

modo tendremos que Fπ−(s) es un anillo local con ideal maximal Iπ− .

En efecto, si tomamos un elemento
p(s)

π(s)n
∈ Fπ−(s) \ Iπ− , entonces

p(s)

π(s)n
/∈ Iπ− , o bien p(s) ∈ S. Por consiguiente la fracción

p(s)

π(s)n
es

un potencia de π(s) y por lo tanto es una unidad.

En este caso, al proceso de pasar de F[s] a Fπ−(s) se llama localización

en π(s), [38, p. 259].

(3) Sea M un subconjunto no vaćıo de Specm(F[s]). Sea el anillo

FM(s) =
⋂

(π(s))∈M

Fπ(s),

o bien

FM(s) =

{
p(s)

q(s)
: p(s), q(s) ∈ F[s] y m.c.d.(q(s), π(s)) = 1 ∀ (π(s)) ∈ M

}
.

Las unidades en este anillo son las funciones racionales u(s) =
p(s)

q(s)
tales que m.c.d.(p(s), π(s)) = 1 y m.c.d.(q(s), π(s)) = 1 para todo

ideal (π(s)) ∈ M . Veamos que FM(s) es un anillo local cuando M 6=
Specm(F[s]). Los elementos de este anillo cuyo numerador pertenece

a algún ideal que está en M forman un ideal,

IM =





p(s)

q(s)
∈ FM(s) : p(s) ∈

⋃

(π(s))∈M

(π(s))



 .

Además, IM 6= FM(s). En efecto, como M 6= Specm(F[s]) existe un

ideal maximal (π1(s)) tal que (π1(s)) /∈ M . Sea q(s) un polinomio

tal que m.c.d.(q(s), π(s)) = 1 para todo ideal (π(s)) ∈ M . Entonces
π1(s)

q(s)
∈ FM(s) y

π1(s)

q(s)
/∈ IM(s). Veamos que todo elemento de
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FM(s) \ IM es una unidad en FM(s). Sea
n(s)

d(s)
∈ FM(s) \ IM . En-

tonces n(s) /∈ ⋃
(π(s))∈M(π(s)). Por tanto m.c.d.(n(s), π(s)) = 1 para

todo ideal (π(s)) ∈ M y
n(s)

d(s)
es una unidad de FM(s). En definitiva,

FM(s) es un anillo local.

1.2.4. Anillos eucĺıdeos

Un anillo eucĺıdeo A es un anillo conmutativo con identidad y sin divi-

sores de cero para el cual existe una aplicación g : A\ {0} −→ N, con N los

enteros no negativos, satisfaciendo:

(a) Si a, b ∈ A y ab 6= 0 entonces g(ab) ≥ g(a).

(b) Para todo a, b ∈ A, b 6= 0 existen q, r ∈ A tales que a = bq + r, siendo

r = 0 o bien g(r) < g(b).

Como todo anillo eucĺıdeo es un dominio de ideales principales (ver [46,

p. 7]) se tiene que si A es un anillo eucĺıdeo Spec(A) = Specm(A) ∪ {(0)},
donde el ideal (0) es primo pero no es maximal. Veamos algunos ejemplos

de anillos eucĺıdeos:

(1) F[s] es un anillo eucĺıdeo, la aplicación g definida sobre F[s] \ {0} y

que toma valores en N, la cual denotaremos por d, está definida por:

d : F[s] \ {0} −→ N
p(s) 7−→ d(p(s)),

donde recordamos que d(·) representa el grado del polinomio p(s) (el

grado del polinomio cero se define como d(0) = −∞). Por tanto F[s]

es un dominio de ideales principales. En consecuencia todo ideal primo

(excepto el ideal cero) es maximal y viceversa. Además, por ser F[s]

un dominio de factorización única los ideales primos son los generados
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por polinomios irreducibles que podemos suponer que son mónicos.

Aśı,

Specm(F[s]) = {(π(s)) : π(s) 6= 0, π(s) ∈ F[s] mónico e irreducible},

Spec(F[s]) = Specm(F[s]) ∪ {(0)}.

(2) El anillo local Fπ(s), con π(s) ∈ F[s] polinomio mónico irreducible

distinto de cero, es un anillo eucĺıdeo. Recordamos que sus unidades

son las funciones racionales u(s) =
p(s)

q(s)
tales que m.c.d.(p(s), π(s)) =

1 y m.c.d.(q(s), π(s)) = 1. En consecuencia,

Fπ(s) =
{
u(s)π(s)h : u(s) unidad y h ∈ N} ∪ {0}.

Efectivamente Fπ(s) es un anillo conmutativo con identidad que no

tienen divisores de cero. Veamos que en Fπ(s) se puede definir una

división eucĺıdea. Definimos la aplicación g, grado respecto a π, la

cual denotaremos por dπ como sigue:

dπ : Fπ(s) \ {0} −→ N
u(s)π(s)h 7−→ dπ(u(s)π(s)h) = hd(π(s)),

siendo d(π(s)) el grado del polinomio π(s) ∈ F[s]. Sean a(s), b(s) ∈
Fπ(s) con b(s) 6≡ 0. Entonces a(s) = ua(s)π(s)da y b(s) = ub(s)π(s)db ,

donde ua(s), ub(s) son unidades y da, db enteros no negativos. Quere-

mos demostrar que existen q(s), r(s) ∈ Fπ(s) tales que a(s) = b(s)q(s)+

r(s), siendo r(s) = 0 o bien dπ(r(s)) < dπ(b(s)). Si da ≥ db, lla-

mamos q(s) = ua(s)ub(s)
−1π(s)da−db y r(s) = 0. Si por el contrario

da < db entonces tomamos q(s) = 0 y r(s) = a(s). En cualquier ca-

so a(s) = b(s)q(s) + r(s). Además, Fπ(s) es un dominio de ideales

principales.

(3) Sea M un subconjunto no vaćıo de Specm(F[s]). El anillo FM(s) =⋂
(π(s))∈M Fπ(s), es un anillo conmutativo con identidad sin divisores



1.2.4 Anillos eucĺıdeos 21

de cero cuyas unidades son las funciones racionales u(s) =
p(s)

q(s)
tales

que m.c.d.(p(s), π(s)) = 1 y m.c.d.(q(s), π(s)) = 1 para todo ide-

al (π(s)) ∈ M . Observemos que todo elemento
p(s)

q(s)
de este anillo

FM(s) se puede expresar como producto de una unidad u(s) por un

polinomio α(s) ∈ F[s] mónico,
p(s)

q(s)
= u(s)α(s). Además, si α(s) =

π1(s)
d1 · · · πt(s)

dt es una factorización como producto de irreducibles

(factorización coprima), entonces (πi(s)) ∈ M , 1 ≤ i ≤ t.

Además, es un anillo eucĺıdeo. Definimos la aplicación g, grado respecto

a M , la cual denotaremos por dM , como sigue:

dM : FM(s) \ {0} −→ N
u(s)α(s) 7−→ dM(u(s)α(s)) = d(α(s))

siendo d(α(s)) el grado del polinomio α(s) ∈ F[s]. Sean los elementos

a(s) = ua(s)α(s), b(s) = ub(s)β(s) ∈ FM(s), b(s) 6≡ 0. Por la división

eucĺıdea en F[s], existen q1(s), r1(s) ∈ F[s], únicos, tales que

α(s) = q1(s)β(s) + r1(s), r1(s) = 0 o bien d(r1(s)) < d(β(s)).

Por tanto,

a(s) = ua(s)α(s) = ua(s)q1(s)β(s) + ua(s)r1(s) = q(s)b(s) + r(s),

donde q(s) = ua(s)q1(s)ub(s)
−1 ∈ FM(s), r(s) = ua(s)r1(s) ∈ FM(s) y

r(s) = 0 o bien dM(r(s)) ≤ d(r1(s)) < d(β(s)) = dM(b(s)). Aśı, FM(s)

es un dominio de ideales principales. Se tiene que FSpecm(F[s])(s) = F[s].

Cuando M se reduce a un único ideal maximal estamos en el ejemplo

anterior. Y, cuando el conjunto M es todo el Specm(F[s]) salvo un

único ideal maximal (π(s)), se tiene que FM(s) = FSpecm(F[s])\(π(s))(s)

es el anillo local Fπ−(s) =

{
p(s)

π(s)n
: p(s) ∈ F[s], n ≥ 0

}
.
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Es claro que para M1, M2 subconjuntos de Specm(F[s]) se cumple la

siguiente propiedad:

FM1(s) ∩ FM2(s) = FM1∪M2(s). (1.12)

1.2.5. El anillo local de las funciones racionales propias

Una función racional g(s) =
p(s)

q(s)
∈ F(s) se llama función racional propia

si d(q(s)) ≥ d(p(s)). Si d(q(s)) > d(p(s)) entonces g(s) se dice que es una

función racional estrictamente propia.

Extenderemos la idea de anillo local al punto del infinito. Para ello

observemos que cuando el cuerpo es el de los números complejos a cada

punto finito del plano z0 ∈ C, o lo que es lo mismo a cada polinomio irre-

ducible s−z0, le asociamos el anillo local Cs−z0(s) de las funciones racionales

que no tienen a z0 como polo. Recordamos que una función racional g(s)

tiene un polo (cero) en el ∞ si g

(
1

s

)
tiene un polo (cero) en 0. Siguien-

do esta idea, podemos definir el anillo local en el ∞ como el conjunto de

funciones racionales, g(s), tal que g

(
1

s

)
no tiene a 0 como polo, es de-

cir, C∞(s) =

{
g(s) ∈ C(s) : g

(
1

s

)
∈ Cs(s)

}
. Si g(s) =

p(s)

q(s)
con p(s) =

ats
t+at+1s

t+1+ · · ·+aps
p, ap 6= 0, q(s) = brs

r +br+1s
r+1+ · · ·+bqs

q, bq 6= 0,

p = d(p(s)), q = d(q(s)), entonces

g

(
1

s

)
=

at

st
+

at+1

st+1
+ · · ·+ ap

sp

br

sr
+

br+1

sr+1
+ · · ·+ bq

sq

=

=
ats

p−t + at+1s
p−t−1 + · · ·+ ap

brsq−r + br+1sq−r−1 + · · ·+ bq

sq−p

=
p̃(s)

q̃(s)
sq−p,

con m.c.d.(p̃(s), s) = 1 y m.c.d.(q̃(s), s) = 1. Como

Cs(s) =

{
p̃(s)

q̃(s)
sd : p̃(0) 6= 0, q̃(0) 6= 0 y d entero no negativo

}
∪ {0} ,
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entonces

C∞(s) =

{
p(s)

q(s)
∈ C(s) : d(q(s)) ≥ d(p(s))

}
.

Por tanto, este conjunto es el anillo de las funciones racionales propias,

Cpr(s). Observemos que al igual que para un punto finito, z0 ∈ C, las

unidades del anillo local que le asociamos son las funciones racionales u(s)

tales que z0 no es cero ni polo, en el caso del punto del infinito le asociamos

el anillo Cpr(s) cuyas unidades son las funciones racionales u(s) tales que el

infinito no es cero ni polo de u(s), o bien el punto z0 = 0 no es cero ni polo

de u

(
1

s

)
, es decir, son las funciones racionales bipropias (ver definición

más abajo).

En definitiva, al igual que asociamos con cualquier z0 ∈ C el anillo local

Cπ(s) donde π(s) = s− z0, asociaremos con el ∞ el anillo local Cpr(s).

Veamos a continuación que en general el anillo de las funciones racionales

propias sobre un cuerpo arbitrario es un anillo eucĺıdeo y por tanto un

dominio de ideales principales.

En el cuerpo de las funciones racionales F(s), se define la aplicación δ∞,

llamada valoración en el infinito, como sigue [54, p. 92]:

δ∞ : F(s) −→ Z ∪ {+∞}
r(s) =

p(s)

q(s)
7−→ δ∞(r(s)) =

{
d(q(s))− d(p(s)) si r(s) 6≡ 0

+∞ si r(s) ≡ 0

Si δ∞(r(s)) ≥ 0 entonces la función racional r(s) es propia, y si δ∞(r(s)) >

0 entonces es estrictamente propia. El conjunto de las funciones racionales

propias, denotado por Fpr(s), con las operaciones de suma y multiplicación

usuales en F(s), es un anillo conmutativo con identidad y sin divisores

de cero. La unidades u(s) =
p(s)

q(s)
∈ Fpr(s) son las funciones racionales

propias tales que d(p(s)) = d(q(s)), es decir, las funciones racionales tales

que δ∞(u(s)) = 0 las cuales se llaman funciones racionales bipropias. El

conjunto de las funciones racionales estrictamente propias se denota por

Fep(s).
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La aplicación valoración en el infinito restringida a las funciones racionales

propias sin el cero está definida sobre el conjunto de los enteros no negativos,

δ∞ : Fpr(s) \ {0} −→ N,

satisfaciendo:

(a) Para g1(s), g2(s) ∈ Fpr(s) tales que g1(s)g2(s) 6= 0, δ∞(g1(s)g2(s)) =

δ∞(g1(s)) + δ∞(g2(s)) ≥ δ∞(g1(s)),

(b) Para g1(s), g2(s) ∈ Fpr(s), g2(s) 6≡ 0, existen q(s) ∈ Fpr(s) y r(s) ∈
Fpr(s) tales que g1(s) = g2(s)q(s) + r(s) donde, r(s) = 0, o bien

δ∞(r(s)) < δ∞(g2(s)). En efecto, si δ∞(g1(s)) ≥ δ∞(g2(s)) entonces

r(s) = 0 y q(s) =
g1(s)

g2(s)
∈ Fpr(s), y si δ∞(g1(s)) < δ∞(g2(s)) entonces

q(s) = 0 y r(s) = g1(s).

Por tanto, tenemos definida una aplicación δ∞ sobre Fpr(s) que sirve de

grado a la que por similitud llamaremos grado en el infinito, que da estruc-

tura de anillo eucĺıdeo al anillo de las funciones racionales propias. Dadas

g1(s), g2(s) ∈ Fpr(s) se tiene que g2(s) | g1(s) si y sólo si δ∞(g1(s)) ≥
δ∞(g2(s)). Por ejemplo, dados g1(s) = sq1 y g2(s) = sq2 , q1, q2 ≤ 0, se tiene

que sq2 | sq1 si y sólo si q2 ≥ q1. En efecto, como δ∞(g2(s)) = −q2 ≤ −q1 =

δ∞(g1(s)), entonces existe r(s) = 0 y q(s) =
g1(s)

g2(s)
=

1

sq2−q1
∈ Fpr(s) tal que

g1(s) = g2(s)q(s) + r(s).

Por tanto, Fpr(s) es un dominio de ideales principales. Además, el anillo

Fpr(s) es un anillo local. Definimos el ideal

I∞ =

{
p(s)

q(s)
∈ Fpr(s) : d(q(s)) > d(p(s))

}
∪ {0} = Fep(s) ∪ {0}.

Se tiene que Fpr(s) \ I∞ =

{
p(s)

q(s)
∈ Fpr(s) : d(q(s)) = d(p(s))

}
es el

conjunto de las unidades en Fpr(s). Por tanto Fpr(s) es un anillo local e I∞

su ideal maximal.
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1.2.6. Equivalencia por la derecha de matrices con ele-
mentos en un anillo eucĺıdeo

Sea Am×n el conjunto de matrices de tamaño m×n con elementos en A.

Una matriz U ∈ Am×m se llama A–unimodular si tiene inversa en Am×m, es

decir si existe V ∈ Am×m tal que UV = V U = Im. Se tiene que U ∈ Am×m

es A–unimodular si y sólo si su determinante es una unidad en A.

Sea A un anillo eucĺıdeo. Dos matrices A1, A2 de Am×n son equivalentes

por la derecha si existe una matriz A–unimodular U de An×n tal que

A2 = A1U.

Del mismo modo, A1, A2 de Am×n son equivalentes por la izquierda si existe

una matriz A–unimodular U de Am×m tal que

A2 = UA1.

El siguiente resultado se puede encontrar en [46, p. 23]. Toda matriz con

elementos en un anillo eucĺıdeo se puede transformar mediante operaciones

elementales por columnas (filas) a su forma normal de Hermite. Y, por

lo tanto es equivalente por la derecha (izquierda) a su forma normal de

Hermite.

Forma de Hermite de matrices polinomiales

Pensemos en el anillo eucĺıdeoA = F[s]. A las matrices polinomiales cuya

inversa es también polinomial, es decir, a las matrices F[s]–unimodulares,

las llamaremos simplemente matrices unimodulares o matrices invertibles

en F[s].

El siguiente resultado particular nos da la forma de Hermite para matri-

ces polinomiales no singulares. Dicho resultado se puede encontrar en [12,

p. 589], [18, p. 135] o [31, pp. 375, 476].
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Lema 1.2.2 Sea P (s) ∈ F[s]m×m no singular. Entonces existe una matriz

unimodular U(s) ∈ F[s]m×m tal que P (s)U(s) = H(s) tiene la siguiente

forma

H(s) =




h11(s) 0 · · · 0
h21(s) h22(s) · · · 0

...
...

. . .
...

hm1(s) hm2(s) · · · hmm(s)


 ,

donde los elementos de la diagonal son polinomios mónicos y tales que

d(hij(s)) < d(hii(s)) para todo j = 1, . . . , i− 1, con i = 1, 2, . . . , m.

Todas las matrices polinomiales no singulares equivalentes por la derecha

tienen la misma forma normal de Hermite, por tanto H(s) es un represen-

tante canónico para la equivalencia por la derecha de las matrices polino-

miales no singulares y se llama forma de Hermite de P (s). A los grados de

los polinomios de la diagonal de la forma de Hermite de una matriz P (s)

les llamaremos los ı́ndices de Hermite de P (s). Por tanto, si dos matrices

son equivalentes por la derecha tienen los mismos ı́ndices de Hermite pero el

rećıproco no es cierto en general. Ahora bien, en [6] los autores definen una

relación de equivalencia, llamada la T equivalencia, para la cual los ı́ndices

de Hermite constituyen un sistema completo de invariantes.

Forma de Hermite de matrices con elementos en FM(s)

Sea el anillo eucĺıdeo A = FM(s), donde M ⊆ Specm(F[s]). A las ma-

trices con elementos en FM(s) que tienen inversa en FM(s), es decir a las

matrices FM(s)–unimodulares, las llamaremos simplemente matrices inver-

tibles en FM(s).

Dos matrices A1(s), A2(s) ∈ FM(s)m×n son equivalentes por la derecha

respecto a M si existe una matriz UM(s) ∈ FM(s)n×n invertible en FM(s)

tal que

A2(s) = A1(s)UM(s).
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Necesitamos la siguiente definición:

Definición 1.2.3 Si α(s) ∈ F[s] es un polinomio no constante cuya factori-

zación coprima, α(s) = α1(s)
d1 · · ·αm(s)dm , satisface la condición de que

(αi(s)) ∈ M para todo i = 1, . . . , m, diremos que α(s) factoriza en M .

Consideraremos que los únicos polinomios que factorizan en M = ∅ son los

polinomios constantes.

Definición 1.2.4 Sea M ⊆ Specm(F[s]). Si g(s) =
n(s)

d(s)
∈ F(s) es una

función racional no constante tal que su numerador y su denominador fac-

torizan en M diremos que g(s) factoriza en M .

Las unidades en FM(s) son las funciones racionales u(s) =
p(s)

q(s)
tales

que para todo ideal (π(s)) ∈ M se tiene que m.c.d.(p(s), π(s)) = 1 y

m.c.d.(q(s), π(s)) = 1. Por tanto,

FM(s) = {u(s)α(s) : u(s) unidad y α(s) ∈ F[s] mónico y

factoriza en M} ∪ {0}.
Recordamos que el grado respecto a M de un elemento u(s) de FM(s) es

cero, esto es dM(u(s)) = 0, si y sólo si dicho elemento es una unidad en

FM(s).

Toda matriz racional con elementos en FM(s) se puede llevar mediante

operaciones elementales por columnas a su forma de Hermite respecto a M .

Lema 1.2.5 Sea A(s) ∈ FM(s)m×m no singular. Entonces existe una matriz

UM(s) ∈ FM(s)m×m invertible en FM(s) tal que A(s)UM(s) = HM(s) tiene

la siguiente forma

HM(s) =




α11(s) 0 · · · 0
a21(s) α22(s) · · · 0

...
...

. . .
...

am1(s) am2(s) · · · αmm(s)


 ,
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donde los elementos de la diagonal αii(s) son polinomios mónicos y factori-

zan en M . Además, dM(aij(s)) < dM(αii(s)) para todo j = 1 . . . , i− 1, con

i = 1, 2, . . . , m.

Diremos que HM(s) es la forma de Hermite respecto a M de A(s) ∈
FM(s)m×m. Por similitud, a los grados respecto a M de los polinomios de

la diagonal de la forma de Hermite respecto a M de una matriz A(s) les

llamaremos los ı́ndices de Hermite respecto a M de A(s).

En particular, si M es un subconjunto del Specm(F[s]) con un único

ideal maximal M = (π(s)), siendo π(s) un polinomio mónico irreducible de

F[s], entonces tenemos el siguiente resultado:

Lema 1.2.6 Sea A(s) ∈ Fπ(s)m×m no singular. Entonces existe una matriz

Uπ(s) ∈ Fπ(s)m×m invertible en Fπ(s) tal que A(s)Uπ(s) = Hπ(s) tiene la

siguiente forma

Hπ(s) =




π(s)h1 0 · · · 0
a21(s) π(s)h2 · · · 0

...
...

. . .
...

am1(s) am2(s) · · · π(s)hm


 ,

donde los elementos de la diagonal son polinomios mónicos potencias de

π(s). Además, dπ(aij(s)) < hid(π(s)) para todo j = 1, . . . , i − 1, con i =

1, 2, . . . , m.

A Hπ(s) la llamaremos la forma de Hermite local respecto a π(s) y a los

enteros h1d(π(s)), h2d(π(s)), . . . , hmd(π(s)) los ı́ndices de Hermite locales

respecto a π(s).

Otro caso particular de interés es cuando el subconjunto de ideales maxi-

males es todo el conjunto M = Specm(F[s]). Las matrices con elemen-

tos en FSpecm(F[s])(s) son las matrices polinomiales. Además, invertible en

FSpecm(F[s])(s)
n×n significa unimodular. Por lo tanto, en este caso, la forma

de Hermite respecto a Specm(F[s]) de una matriz polinomial no singular es
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la forma de Hermite de dicha matriz dada en el Lema 1.2.2. Por este motivo

a la forma de Hermite de una matriz polinomial P (s) le llamaremos forma

de Hermite global de P (s) y a sus ı́ndices de Hermite ı́ndices de Hermite

globales de P (s).

1.2.7. Equivalencia de matrices con elementos en un
dominio de ideales principales

Sea A un dominio de ideales principales. Dos matrices A1, A2 de Am×n

son equivalentes si existen matrices A–unimodulares U1 ∈ Am×m y U2 ∈
An×n tales que

A2 = U1A1U2.

El siguiente resultado se puede encontrar en [46, p. 26]. En él se define

una forma canónica para esta relación de equivalencia. Toda matriz A con

elementos en un dominio de ideales principales se puede reducir mediante

equivalencia a una matriz diagonal:

Sea A ∈ Am×n con rang A = r, r ≤ mı́n{m,n}. A es equivalente a una

matriz de la forma

S =

[
Diag(α1, α2, . . . , αr) 0

0 0

]

donde αi ∈ A (únicos, salvo multiplicación por unidades) son tales que

α1 | α2 | · · · | αr. La matriz S se llama forma de Smith (finita) de A.

Los elementos αi ∈ A se llaman factores invariantes de A y constituyen

un sistema completo de invariantes para la equivalencia de matrices con

elementos en A. A los factores invariante iguales a 1 se les llama factores

invariantes triviales de A. Se llama divisor determinantal de orden i de A,

Di, al máximo común divisor (único salvo multiplicación por unidades) de

todos los menores de orden i no nulos de la matriz A, i = 1, . . . , r (ver [18,

p. 139]). En [18] y [51, pp. 91-93] se demuestra que αi =
Di

Di−1

, i = 1, . . . , r,
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donde D0 = 1. Se cumple que

α1α2 · · ·αi =
D1

D0

D2

D1

· · · Di

Di−1

= Di, i = 1, 2, . . . , r.

Por tanto, si el divisor determinantal de orden máximo Dr es igual a 1, los

factores invariantes de A son todos iguales a 1.

Sean {π1, π2, . . . , πt} un conjunto completo de factores irreducibles que

aparecen en la descomposición de los factores invariantes de la matriz A

αi = εiπ
di1
1 πdi2

2 · · · πdit
t , i = 1, . . . , r,

donde εi son unidades de A y dij son enteros no negativos que, teniendo en

cuenta las relaciones de divisibilidad entre los factores invariantes, cumplen

0 ≤ d1j ≤ d2j ≤ · · · ≤ drj, 1 ≤ j ≤ t.

A cada una de las potencias π
dij

j , 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ t incluyendo repeti-

ciones y excluyendo las potencias con exponente cero, se le llama divisor

elemental de A. Dados los divisores elementales podemos reconstruir los

factores invariantes, de ah́ı que los divisores elementales formen un sistema

completo de invariantes para la equivalencia de matrices con elementos en

A. En efecto, sea

dj = máx
1≤i≤r

dij, 1 ≤ j ≤ t,

entonces αr = πd1
1 πd2

2 · · · πdt
t . Retirando los divisores elementales empleados

en αr y repitiendo el proceso obtenemos αr−1 y aśı sucesivamente.

El siguiente resultado está demostrado en [46, p. 33]:

Lema 1.2.7 Sean A,B ∈ Am×m matrices no singulares con determinantes

relativamente primos. Sean α1 | α2 | · · · | αm y β1 | β2 | · · · | βm los factores

invariantes de A,B respectivamente. Entonces los factores invariantes del

producto AB son γi = αiβi, i = 1, . . . , m.
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Denotamos por K el cuerpo de fracciones de A, es decir,

K =

{
α

β
: α, β ∈ A, β 6= 0

}
.

Sea Km×n el conjunto de matrices de tamaño m× n con elementos en K.

Se puede extender la relación de equivalencia definida anteriormente al

conjunto Km×n: Dos matrices A1, A2 ∈ Km×n son equivalentes si existen

matrices A–unimodulares, U1 ∈ Am×m, U2 ∈ An×n tales que A2 = U1A1U2.

Veamos que existe una forma canónica para la equivalencia de matrices

con elementos en el cuerpo de fracciones. Sea A ∈ Km×n, rang A = r,

r ≤ mı́n{m,n}. Sea δ el mı́nimo común múltiplo (único salvo multiplicación

por unidades) de todos los denominadores de los elementos de A. Se puede

escribir

A =
1

δ
N,

donde N ∈ Am×n. Sea SN =

[
Diag(η1, η2, . . . , ηr) 0

0 0

]
la forma de Smith

de N . Supongamos que al dividir ηi por δ y cancelar todos sus factores

comunes quede
ηi

δ
=

εi

ψi

, i = 1, 2, . . . , r.

Obsérvese que ψ1 = δ ([50, p. 109]) puesto que si no fuera aśı, significaŕıa

que η1 y δ tendŕıan factores comunes, es decir, como η1 es el divisor de-

terminantal de orden 1 de N , todos los elementos de N tendŕıan factores

comunes con δ y, por lo tanto, habŕıa un mı́nimo común denominador de A

que divide a δ; pero esto no puede ocurrir. Por lo tanto, hemos demostrado

que dada A ∈ Km×n con rang A = r, r ≤ mı́n{m,n}, A es equivalente a

una matriz de la forma

S =


 Diag

(
ε1

ψ1

,
ε2

ψ2

, . . . ,
εr

ψr

)
0

0 0




donde εi, ψi ∈ A son únicos salvo multiplicación por unidades y coprimos

tales que ε1 | ε2 | · · · | εr mientras que ψr | ψr−1 | · · · | ψ1. S es una forma
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canónica para la equivalencia de matrices en Km×n de A y se llama forma

de Smith–McMillan de A.

Las funciones racionales
εi

ψi

constituyen un sistema completo de invarian-

tes para la equivalencia de matrices con elementos en el cuerpo de fracciones

y se llaman funciones racionales invariantes de A.

Por ejemplo, si pensamos en matrices con elementos enK = F(s), el cuer-

po de fracciones de A = F[s], donde F es un cuerpo arbitrario, obtenemos

la relación de equivalencia definida previamente en la Sección 1.1 para ma-

trices racionales donde una forma canónica es la forma de Smith–McMillan

(finita). Veamos otros ejemplos.

Forma de Smith–McMillan respecto a M

Sea el dominio de ideales principales A = FM(s), con M ⊆ Specm(F[s])

cuyo cuerpo de fracciones es el cuerpo de las funciones racionales F(s). Por

lo tanto, dos matrices racionales G1(s), G2(s) ∈ F(s)m×n son equivalentes

respecto a M si existen matrices UM(s) ∈ FM(s)m×m, VM(s) ∈ FM(s)n×n

invertibles en FM(s) tales que

G2(s) = UM(s)G1(s)VM(s).

Sea G(s) ∈ F(s)m×n con rang G(s) = r, r ≤ mı́n{m, n}. G(s) es equiva-

lente respecto a M a una matriz de la forma

SM(s) =


 Diag

(
α1(s)

β1(s)
,
α2(s)

β2(s)
, . . . ,

αr(s)

βr(s)

)
0

0 0




donde αi(s), βi(s) ∈ F[s] son polinomios mónicos coprimos (únicos salvo

multiplicación por unidades de FM(s)) que factorizan en M tales que α1(s) |
α2(s) | · · · | αr(s) mientras que βr(s) | βr−1(s) | · · · | β1(s). SM(s) es una

forma canónica para la equivalencia respecto a M de matrices en F(s)m×n

y se llama forma de Smith–McMillan respecto a M de G(s). Las funciones
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racionales
αi(s)

βi(s)
∈ F(s) se llaman funciones racionales invariantes respecto

a M de G(s) y constituyen un sistema completo de invariantes para esta

relación de equivalencia. Se dice que forman la estructura respecto a M de

G(s). Se puede obtener una factorización diagonal de este tipo teniendo en

cuenta que los elementos de la diagonal son únicos salvo unidades y que

todo elemento de F(s) se puede escribir como u(s)
α(s)

β(s)
con u(s) unidad en

FM(s) y α(s), β(s) ∈ F[s] mónicos coprimos y tal que factorizan en M .

Llamamos ceros respecto a M de G(s) a las raices de αr(s) en L (la

clausura algebraica del cuerpo F). Llamamos polos respecto a M de G(s) a

las raices de β1(s) en L.

Las matrices G(s) ∈ F(s)m×m invertibles en FM(s)m×m se caracterizan

por el hecho de que no tienen ceros ni polos respecto a M .

Si G(s) ∈ FM(s)m×n entonces βi(s) = 1, i = 1, 2, . . . , r, con lo cual SM(s)

es polinomial. Es decir G(s) es equivalente respecto a M a una matriz de

la forma

SM(s) =

[
Diag(α1(s), α2(s), . . . , αr(s)) 0

0 0

]

donde αi(s) ∈ F[s] son polinomios mónicos que factorizan en M tales que

α1(s) | α2(s) | · · · | αr(s). SM(s) es una forma canónica para la equivalencia

respecto a M de matrices en FM(s)m×n y se llama forma de Smith respecto

a M de G(s). Los polinomios αi(s) se llaman factores invariantes respecto

a M de G(s).

En particular, si tomamos M = Specm(F[s]), la forma de Smith–McMi-

llan respecto a Specm(F[s]) de un matriz racional G(s) es la forma de

Smith–McMillan (finita) dada en la Sección 1.1 a la que llamaremos la for-

ma de Smith–McMillan (finita) global de G(s) y a sus funciones racionales

invariantes las funciones racionales invariantes globales de G(s). En el otro

caso, la forma de Smith–McMillan respecto a Specm(F[s]) de un matriz

G(s) ∈ FSpecm(F[s])(s)
m×n es la forma de Smith (finita) de una matriz poli-
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nomial a la que llamaremos la forma de Smith (finita) global y a sus factores

invariantes los factores invariantes globales.

A continuación veamos que dada un matriz racional y cualquier sub-

conjunto M de Specm(F[s]) se puede obtener su estructura respecto a

M a partir de su estructura finita global. Sea G(s) ∈ F(s)m×m una ma-

triz racional no singular y sea S(s) = Diag

(
ε1(s)

ψ1(s)
, . . . ,

εm(s)

ψm(s)

)
su forma

de Smith–McMillan (finita). Por lo tanto, existen matrices unimodulares

U(s), V (s) ∈ F[s]m×m tales que

G(s) = U(s) Diag

(
ε1(s)

ψ1(s)
, . . . ,

εm(s)

ψm(s)

)
V (s). (1.13)

Escribimos
εi(s)

ψi(s)
= ui(s)

αi(s)

βi(s)
con ui(s) unidad en FM(s) y αi(s), βi(s)

polinomios que factorizan en M . Aśı,

G(s) = U(s) Diag

(
α1(s)

β1(s)
, . . . ,

αm(s)

βm(s)

)
Diag(u1(s), . . . , um(s))V (s).

(1.14)

Tomamos UM(s) = U(s)−1 y VM(s) = V (s)−1 Diag

(
1

u1(s)
, . . . ,

1

um(s)

)
.

Por tanto existen UM(s) ∈ FM(s)m×m, VM(s) ∈ FM(s)n×n invertibles en

FM(s) tales que

UM(s)G(s)VM(s) = Diag

(
α1(s)

β1(s)
, . . . ,

αm(s)

βm(s)

)
,

con αi(s), βi(s) ∈ F[s] polinomios mónicos coprimos que factorizan en M

tales que α1(s) | α2(s) | · · · | αr(s) mientras que βr(s) | βr−1(s) | · · · |
β1(s). Y, por tanto

αi(s)

βi(s)
son las funciones racionales invariantes respecto

a M de G(s). Llamando G1(s) = U(s) Diag

(
α1(s)

β1(s)
, . . . ,

αm(s)

βm(s)

)
y G2(s) =

Diag(u1(s), . . . , um(s))V (s), hemos demostrado el siguiente lema:

Lema 1.2.8 Sea G(s) ∈ F(s)m×m una matriz racional no singular y M ⊆
Specm(F[s]). Entonces, existen matrices G1(s), G2(s) ∈ F(s)m×m tales que
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i) G(s) = G1(s)G2(s),

ii) las funciones racionales invariantes de G1(s) factorizan en M ,

iii) las funciones racionales invariantes de G2(s) factorizan en Specm(F[s])\
M , y

iv) los funciones racionales invariantes de G1(s) son las funciones racionales

invariantes respecto a M de G(s).

Sea P (s) ∈ F[s]m×m una matriz polinomial no singular y sean

αi(s) = π1(s)
di1π2(s)

di2 · · · πt(s)
dit , i = 1, . . . , m,

sus factores invariantes globales. Sabemos que los divisores elementales, es

decir, las potencias πj(s)
dij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ t diferentes de 1 (in-

cluyendo repeticiones) constituyen un sistema completo de invariantes para

la equivalencia de matrices polinomiales. Por el lema anterior se deduce que

aquellos divisores elementales de P (s) potencias de polinomios irreducibles

πj(s) que generan ideales que están en M , constituyen un sistema completo

de invariantes para la equivalencia respecto a M de P (s).

Forma de Smith–McMillan en el infinito

Sea el dominio de ideales principales A = Fpr(s), cuyo cuerpo de frac-

ciones, K = F(s), es el cuerpo de fracciones de F[s]. Nótese que podemos

escribir

F(s) = {u(s)sq : u(s) unidad en Fpr(s) y q ∈ Z} .

Una función racional g(s) ∈ F(s) se dice que tiene un cero (polo) en el

infinito si y sólo si la función racional g

(
1

s

)
∈ F(s) tiene un cero (polo)

en s = 0. Igualmente, una matriz de funciones racionales G(s) se dice que

tiene un cero (polo) en el infinito si y sólo si G

(
1

s

)
tiene un cero (polo) en

s = 0.
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Las matrices con elementos en Fpr(s) se llaman matrices racionales

propias. Las matrices B(s) ∈ Fpr(s)
m×m que son Fpr(s)–unimodulares, es

decir aquéllas cuyo determinante es una función racional bipropia, se llaman

matrices racionales bipropias o simplemente matrices bipropias. Las matri-

ces bipropias se caracterizan por el hecho de que no tienen ceros ni polos

en el infinito. Otra caracterización de las matrices bipropias es la siguiente:

B(s) ∈ Fpr(s)
m×m es bipropia si y sólo si B(s) = P + E(s) con P ∈ Fm×m

no singular y E(s) ∈ Fep(s)
m×m estrictamente propia.

En este caso la equivalencia de matrices racionales se llama equivalen-

cia en el infinito. Dos matrices racionales G1(s), G2(s) ∈ F(s)m×n diremos

que son equivalentes en el infinito si existen matrices bipropias B1(s) ∈
Fpr(s)

m×m, B2(s) ∈ Fpr(s)
n×n tales que

G2(s) = B1(s)G1(s)B2(s).

Sea G(s) ∈ F(s)m×n con rang G(s) = r, r ≤ mı́n{m, n}. G(s) es equiva-

lente en el infinito a una matriz diagonal (véase [15], [54]) de la forma

D(s) =

[
Diag(sq1 , sq2 , . . . , sqr) 0

0 0

]

donde q1 ≥ q2 ≥ · · · ≥ qr, qi ∈ Z. La matriz diagonal D(s) es una forma

canónica para esta relación de equivalencia de matrices en F(s) de G(s) y

se llama forma de Smith–McMillan en el infinito de G(s). Las funciones

racionales sq1 , sq2 , . . . , sqr se llaman funciones racionales invariantes en el

infinito de G(s). Dados los enteros q1 ≥ q2 ≥ · · · ≥ qr, qi ∈ Z, queda de-

terminada la estructura en el infinito de G(s) de ah́ı que dichos enteros,

llamados los órdenes invariantes en el infinito constituyen un sistema com-

pleto de invariantes para la equivalencia en el infinito. Se dice que forman

la estructura en el infinito o la estructura infinita de G(s).

Podemos escribir

D(s) =

[
Diag(sq1 , sq2 . . . , sqk ,

1

sq̃k+1
,

1

sq̃k+2
, . . . ,

1

sq̃r
) 0

0 0

]
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donde 0 ≤ k ≤ r y q̃i = −qi si qi < 0, de tal forma que

q1 ≥ q2 ≥ · · · ≥ qk ≥ 0,

q̃r ≥ q̃r−1 ≥ · · · ≥ q̃k+1 ≥ 0.

Si p∞ ∈ Z+ es el número de qi tales que qi > 0, entonces G(s) tiene p∞ polos

en el infinito cada uno de orden qi y si c∞ ∈ Z+ es el número de q̃i tales que

q̃i > 0, entonces G(s) tiene c∞ ceros en el infinito cada uno de orden q̃i.

Se tiene que
∑j

i=1 qi es el mı́nimo de las valoraciones en el infinito de los

menores de orden j de la matriz racional G(s) cambiado de signo ([54, p.

102]). En particular para matrices polinomiales
∑j

i=1 qi es el máximo grado

entre los grados de todos los menores de orden j de P (s), para j = 1, . . . , r,

con r = rang P (s). Aśı, q1 es el grado de la matriz polinomial P (s), es decir,

es el grado del elemento de la matriz polinomial P (s) de mayor grado. Se

denota q1 = d(P (s)). A las funciones racionales invariantes en el infinito de

una matriz polinomial les llamaremos factores invariantes en el infinito.

1.3. Semejanza

La semejanza de sistemas implica la semejanza de las correspondientes

matrices de estado. Dos matrices cuadradas A1, A2 ∈ Fn×n diremos que son

semejantes si existe una matriz P ∈ Fn×n invertible, es decir no singular,

tal que

A2 = PA1P
−1.

Sea A ∈ Fn×n. Se llama matriz caracteŕıstica de A a la matriz cuadrada

de rango n, sIn−A ∈ F[s]n×n. Se llaman factores invariantes y divisores ele-

mentales de A a los factores invariantes y divisores elementales de sIn−A.

Al determinante de la matriz caracteŕıstica se le llama polinomio carac-

teŕıstico de A y sus ráıces son los valores propios de A.
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En [18, Teorema 7, p. 147]) se demuestra que dos matrices cuadradas

son semejantes si y sólo si tienen los mismos factores invariantes, o lo que

es lo mismo, los mismos divisores elementales.

Dado un polinomio mónico tenemos diferentes formas de escribir su ma-

triz compañera (ver por ejemplo [12, p. 26] y [18, p. 149]). Nosotros llamare-

mos matriz compañera del polinomio p(s) = sn − a1s
n−1 − · · · − an−1s− an

a la matriz cuadrada n× n



0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0
... 1

an an−1 an−2 · · · a1




,

cuyo polinomio caracteŕıstico es p(s) y cuyo único factor invariante no trivial

es p(s).

Sean χ1(s), χ2(s), . . . , χu(s) los divisores elementales de la matriz A en F.

Sean L(1), L(2), . . . , L(u) las correspondientes matrices compañeras. L(j) tiene

un único factor invariante no trivial, χj(s), por tanto, por [18, Teorema 5,

p. 142]), la matriz diagonal

L = Diag{L(1), . . . , L(u)}

tiene los mismos divisores elementales que A. A la matriz diagonal L, se-

mejante a A, se le llama segunda forma normal natural de A [18, p. 150].

Esta forma normal tiene la caracteŕıstica de que el polinomio caracteŕıstico

de cada bloque diagonal es potencia de un polinomio irreducible en F[s].

1.4. Matrices polinomiales y sistemas con-

trolables

Dada una matriz de funciones racionales se puede siempre escribir como

una fracción de matrices por la derecha o por la izquierda:
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G(s) = ND(s)PD(s)−1 o G(s) = PI(s)
−1NI(s).

A estas representaciones de G(s) como fracción de matrices se les llama des-

cripción en fracción de matrices por la derecha y por la izquierda de G(s),

donde PD(s), PI(s) son los denominadores por la derecha y por la izquierda

y ND(s) y NI(s) son los numeradores por la derecha y por la izquierda, res-

pectivamente ([31]). Ahora bien, al igual que con las funciones racionales,

las descripciones de G(s) como fracción de matrices no son únicas. Sin em-

bargo, como se ha dicho en la introducción, toda matriz racional admite

una descripción en fracción de matrices coprima por la derecha; es decir,

existen ND(s) y PD(s) coprimas por la derecha (Sección 1.1) tales que

G(s) = ND(s)PD(s)−1. A la descripción en fracción de matrices coprima

se le llama también irreducible. En [31, Teorema 6.5-4, p. 441] se demuestra

que las descripciones coprimas por la derecha de una misma matriz racional

son equivalentes por la derecha.

Teorema 1.4.1 N1(s)P1(s)
−1 y N2(s)P2(s)

−1 son dos descripciones en frac-

ción de matrices coprimas por la derecha de G(s) si y sólo si existe una

matriz unimodular U(s) tal que N1(s) = N2(s)U(s) y P1(s) = P2(s)U(s).

Todos estos resultados son válidos también por la izquierda.

Pensemos ahora que G(s) es la matriz de transferencia de un sistema

controlable (1.5), por tanto, admite siempre una representación como frac-

ción de matrices coprimas por la derecha

G(s) = (sIn − A)−1B = N(s)P (s)−1.

A los denominadores, todos ellos equivalentes por la derecha, se les llama

representaciones polinomiales matriciales del sistema controlable.

Definición 1.4.2 Sea (A, B) ∈ Fn×n × Fn×m un par controlable y sea

P (s) ∈ F[s]m×m una matriz polinomial no singular. Se dice que P (s) es
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una representación polinomial matricial de (A,B) si existe una matriz poli-

nomial N(s) ∈ F[s]n×m coprima por la derecha con P (s) tal que

(sIn − A)−1B = N(s)P (s)−1.

Como P1(s) =

[
sIn − A B
−In 0

]
y P2(s) =




In−m 0 0
0 P (s) Im

0 −N(s) 0


 son

sistemas de orden mı́nimo que tienen la misma matriz de transferencia,

por el Teorema 1.1.3 existen matrices unimodulares U(s), V (s) ∈ F[s]n×n y

matrices X(s) ∈ F[s]n×n, Y (s) ∈ F[s]n×m tales que

[
U(s) 0
X(s) In

] [
sIn − A B
−In 0

] [
V (s) Y (s)

0 Im

]
=




In−m 0 0
0 P (s) Im

0 −N(s) 0


 .

En particular,

U(s)[sIn − A B]

[
V (s) Y (s)

0 Im

]
=

[
In−m 0 0

0 P (s) Im

]
. (1.15)

El rećıproco también es cierto [58]. Si se verifica (1.15) entonces existe N(s),

tal que P (s) y N(s) son coprimas por la derecha y P1(s) y P2(s) son estric-

tamente equivalentes. Aśı,

(sIn − A)−1B = N(s)P (s)−1.

Abusando de la notación, cuando se satisfaga (1.15) diremos que los sis-

temas
[

sIn − A B
]

y

[
In−m 0 0

0 P (s) Im

]
son equivalentes en el sentido

de Rosenbrock.

Más concretamente, en este trabajo, [58], se dice que P (s) es repre-

sentación polinomial matricial de (A,B) si y sólo si los sistemas [sIn−A B]

y

[
In−m 0 0

0 P (s) Im

]
son equivalentes en el sentido de Rosenbrock:
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Proposición 1.4.3 Sea (A,B) ∈ Fn×n × Fn×m un par controlable y sea

P (s) ∈ F[s]m×m una matriz polinomial no singular. P (s) es una repre-

sentación polinomial matricial de (A,B) si y sólo si existen matrices uni-

modulares U(s), V (s) ∈ F[s]n×n, y una matriz Y (s) ∈ F[s]n×m tales que

U(s)[sIn − A B]

[
V (s) Y (s)

0 Im

]
=

[
In−m 0 0

0 P (s) Im

]
.

Mucha información del sistema está en la matriz polinomial que lo re-

presenta y se puede esperar que la semejanza y equivalencia por feedback

de sistemas tenga su reflejo en las correspondientes representaciones polino-

miales matriciales. En este sentido los tres siguientes resultados son rele-

vantes [58]:

Proposición 1.4.4 Sea P (s) ∈ F[s]m×m una matriz polinomial no singular

y supongamos que d(det P (s)) = n > 0. Entonces existe un par controlable

(A,B) ∈ Fn×n × Fn×m para el cual P (s) es una representación polinomial

matricial.

Proposición 1.4.5 Sean (A1, B1), (A2, B2) ∈ Fn×n × Fn×m pares contro-

lables, n ≥ m, y P1(s), P2(s) ∈ F[s]m×m representaciones polinomiales ma-

triciales de (A1, B1) y (A2, B2), respectivamente. Entonces los pares (A1, B1)

y (A2, B2) son semejantes si y sólo si existe una matriz unimodular U(s) ∈
F[s]m×m tal que P2(s) = P1(s)U(s).

Proposición 1.4.6 Sean (A1, B1), (A2, B2) ∈ Fn×n × Fn×m pares contro-

lables, n ≥ m, y P1(s), P2(s) ∈ F[s]m×m representaciones polinomiales ma-

triciales de (A1, B1) y (A2, B2), respectivamente. Entonces los pares (A1, B1)

y (A2, B2) son equivalentes por feedback si y sólo si existen una matriz uni-

modular U(s) ∈ F[s]m×m y una matriz bipropia B(s) ∈ Fpr(s)
m×m tales que

P2(s) = B(s)P1(s)U(s).
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A esta relación de equivalencia definida entre las representaciones polino-

miales matriciales de sistemas equivalentes por feedback se le llama equi-

valencia Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda.

Dos matrices racionales G1(s), G2(s) ∈ F(s)m×n son equivalentes Wiener–

Hopf en el infinito por la izquierda si existen una matriz unimodular U(s) ∈
F[s]n×n y una matriz bipropia B(s) ∈ Fpr(s)

m×m tales que

G2(s) = B(s)G1(s)U(s).

Análogamente, dos matrices G1(s), G2(s) ∈ F(s)m×n son equivalentes

Wiener–Hopf en el infinito por la derecha si existen una matriz unimodular

U(s) ∈ F[s]m×m y una matriz bipropia B(s) ∈ Fpr(s)
n×n tales que

G2(s) = U(s)G1(s)B(s).

Estas ecuaciones definen sendas relaciones de equivalencia en F(s)m×n.

Existe una forma canónica para cada una de estas relaciones de equivalencia

([13, Caṕıtulo 1], [17], [20, p. 210]):

Sea G(s) ∈ F(s)m×n con rang G(s) = r, r ≤ mı́n{m, n}. G(s) es equiva-

lente Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda (derecha) a una matriz de

la forma

D(s) =

[
Diag(sk1 , sk2 , . . . , skr) 0

0 0

]

donde k1 ≥ · · · ≥ kr, ki ∈ Z. D(s) es una forma canónica para la equivalen-

cia Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda (derecha) de G(s).

Como consecuencia, los ı́ndices ki constituyen un sistema completo de

invariantes para la equivalencia Wiener–Hopf en el infinito por la izquier-

da (derecha) de matrices racionales y se llaman ı́ndices de Wiener–Hopf

en el infinito por la izquierda (derecha) de G(s). Estos ı́ndices determinan

la estructura Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda (derecha) de la

matriz.
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En consecuencia, los ı́ndices de controlabilidad del sistema representado

por un par de matrices (A,B) son los ı́ndices de Wiener–Hopf en el in-

finito por la izquierda de cualquiera de sus representaciones polinomiales

matriciales ([22, 58]).

En el caso de matrices polinomiales, los ı́ndices de Wiener–Hopf en el

infinito por la izquierda son números enteros no negativos que representan

los grados de las columnas de cualquier matriz propia por columnas equiva-

lente por la derecha a dicha matriz polinomial. Repasamos el concepto de

matriz propia por columnas y veamos algunos resultados de interés.

Dada una matriz polinomial P (s) = [pij(s)] ∈ F[s]m×n para cada j =

1, . . . , n se define el grado de la columna j como el grado del elemento pij(s)

de mayor grado con i = 1, . . . , m.

Sea P (s) ∈ F[s]m×n y dj el grado de su columna j. La matriz P (s) se

puede escribir como ([31, p. 384]):

P (s) = PcD(s) + L(s),

donde D(s) = Diag(sd1 , sd2 , . . . , sdn), Pc ∈ Fm×n es la matriz de coeficientes

de los términos de mayor grado en las columnas y L(s) ∈ F[s]m×n es una

matriz polinomial que recoge el resto de los términos, de tal forma que el

grado de su columna j es estrictamente menor que dj.

Se dice que P (s) ∈ F[s]m×n es propia por columnas si rang Pc = rang P (s).

Se dice que P (s) ∈ F[s]m×n, m ≥ n, es dominante en grado por columnas

si Pc =

[
In

0

]
.

En particular si P (s) ∈ F[s]m×m es un matriz cuadrada no singular

diremos que es propia por columnas si Pc ∈ Fm×m es no singular, es decir,

det Pc 6= 0. Y, P (s) ∈ F[s]m×m, no singular, diremos que es dominante en

grado por columnas si Pc = Im, es decir, si para i 6= j, d(pij(s)) < d(pjj(s))

con i, j = 1, . . . ,m y pjj(s) mónicos.

El siguiente es un resultado básico sobre matrices propias por columnas
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(véase, por ejemplo, [17] o [56] en el caso de matrices no singulares):

Lema 1.4.7 Sea P (s) ∈ F[s]m×n, rang P (s) = r, r ≤ mı́n{m,n}. Entonces

existe una matriz unimodular U(s) ∈ F[s]n×n tal que P (s)U(s) = [P1(s) 0]

con P1(s) ∈ F[s]m×r una matriz de rango completo por columnas, propia por

columnas con grados de las columnas ordenados en forma no creciente. Los

grados de las columnas están uńıvocamente determinados, aunque la matriz

U(s) en general no lo está.

Sea P (s) una matriz polinomial y q = d(P (s)). Del proceso de reducción

[56, p. 27] de una matriz P (s) = [p1(s) · · · pm(s)], con pi(s) ∈ F[s]m×1 su

i-ésima columna, a una matriz propia por columnas Q(s) = P (s)U(s) =

[q1(s) · · · qm(s)] se deduce que d(pi(s)) ≥ d(qi(s)), i = 1, . . . , m. Por lo tanto

q ≥ d(pi(s)) ≥ d(qi(s)), i = 1, . . . , m.

Teniendo en cuenta que los ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito de la

matriz P (s) son una reordenación en forma no creciente de los grados de

las columnas de la matriz Q(s) propia por columnas se tiene el siguiente

resultado:

Lema 1.4.8 Sea P (s) ∈ F[s]m×m una matriz polinomial no singular con

q = d(P (s)) y sean k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ km sus ı́ndices de Wiener–Hopf en el

infinito por la izquierda. Entonces q − ki ≥ 0 para todo i = 1, . . . , m.

Análogamente, se definen las matrices polinomiales propias por filas y

dominantes en grado por filas.

Sea P (s) ∈ F[s]m×n y sea di el grado de su fila i, es decir el grado del

elemento de mayor grado en dicha fila. La matriz P (s) se puede escribir como

P (s) = D(s)Pf + L(s), donde D(s) = Diag(sd1 , sd2 , . . . , sdm), Pf ∈ Fm×n

la matriz de los coeficientes de los términos de mayor grado es las filas y

L(s) ∈ F[s]m×n es una matriz polinomial que recoge el resto de los términos,

de tal forma que el grado de su fila i es estrictamente menor que di.
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La matriz P (s) ∈ F[s]m×n es propia por filas si rang Pf = rang P (s).

P (s) ∈ F[s]m×n, m ≤ n, es dominante en grado por filas si Pc =
[

Im 0
]
.

En particular si P (s) ∈ F[s]m×m es un matriz cuadrada no singular

diremos que es propia por filas si Pf ∈ Fm×m es no singular, es decir,

det Pf 6= 0. Y, P (s) ∈ F[s]m×m no singular diremos que es dominante en

grado por filas si Pf = Im, es decir, si para i 6= j, d(pij(s)) < d(pii(s)) con

i, j = 1, . . . , m y pii(s) mónicos. Nótese que la forma de Hermite de una

matriz polinomial no singular (Sección 1.2.6) es dominante en grado por

filas.

Es claro que toda matriz dominante en grado por columnas (filas) es

propia por columnas (filas). El rećıproco no es cierto en general.

1.5. Mayorización de particiones y m-tuplas

de números enteros

Una partición es una sucesión (finita o infinita) de números enteros no

negativos

a = (a1, a2, . . .)

ordenados de forma no creciente

a1 ≥ a2 ≥ · · ·

y tales que sólo hay un número finito distintos de cero.

La longitud de una partición a es el número de componentes de a dis-

tintas de cero. Se denotará por l(a).

En el conjunto de las particiones se define la siguiente relación de orden

(parcial) [25, p. 45], [39, p. 6],[44, p. 7]:

Si a y b son particiones y m = máx{l(a), l(b)} se dice que a está mayo-
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rizada por b o que b mayoriza a a, y se denota por a ≺ b, si

j∑
i=1

ai ≤
j∑

i=1

bi, j = 1, 2, . . . , m− 1, (1.16)

m∑
i=1

ai =
m∑

i=1

bi. (1.17)

Esta definición es equivalente a ([44, p. 9]):

j∑
i=1

bm−i+1 ≤
j∑

i=1

am−i+1, j = 1, 2, . . . , m− 1, (1.18)

m∑
i=1

ai =
m∑

i=1

bi. (1.19)

Sean ahora dos m-tuplas a = (a1, a2, . . . , am) y b = (b1, b2, . . . , bm) de

números enteros cualesquiera ordenados de forma no creciente a1 ≥ a2 ≥
· · · ≥ am, b1 ≥ b2 ≥ · · · ≥ bm. Se dice que a está mayorizada por b o que b

mayoriza a a, y se denota por

(a1, a2, . . . , am) ≺ (b1, b2, . . . , bm),

si se cumplen (1.16) y (1.17), o se cumplen (1.18) y (1.19).

Si en lugar de tener particiones tenemos secuencias de números enteros

cuyos elementos no están necesariamente ordenados en sentido no creciente,

diremos que dos secuencias de números enteros no negativos a y b son tales

que a está mayorizada por b, a ≺ b, si la particiones obtenidas de a y b

ordenando sus componentes en sentido no creciente cumplen (1.16) y (1.17),

o cumplen (1.18) y (1.19).



Caṕıtulo 2

Índices de Wiener–Hopf y
estructura finita e infinita de
matrices racionales

2.1. Introducción

En este caṕıtulo extendemos el resultado del Teorema de estructura de

Rosenbrock a matrices racionales no singulares. Como ya hemos comenta-

do en la introducción, el Teorema original de Rosenbrock ([50]), caracteriza

los posibles invariantes de semejanza (factores invariantes) que pueden asig-

narse a la matriz de estados de un sistema controlable mediante feedback de

estados. También justificamos que en términos de matrices polinomiales, da

una caracterización de los posibles ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito de

todas las matrices polinomiales que tienen los mismos factores invariantes.

Equivalentemente caracteriza los posibles factores invariantes de las matri-

ces polinomiales con los mismos ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito. En

otras palabras, establece una relación que deben satisfacer los factores in-

variantes y los ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito para que las órbitas

que éstas representan tengan intersección no vaćıa. El resultado en términos

de matrices polinomiales es el siguiente:

47
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Teorema 2.1.1 Sean k1 ≥ · · · ≥ km y α1(s)| · · · |αm(s) enteros no nega-

tivos y polinomios mónicos, respectivamente. Entonces existe una matriz

polinomial no singular P (s) ∈ F[s]m×m con α1(s), . . . , αm(s) como factores

invariantes y k1, . . . , km como ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito si y

sólo si

(k1, . . . , km) ≺ (d(αm(s)), . . . , d(α1(s))).

En este caṕıtulo generalizamos el resultado del Teorema de Rosenbrock

estudiando la relación entre la estructura finita (forma de Smith–McMillan),

la estructura infinita (forma de Smith–McMillan en el infinito) e ı́ndices de

Wiener–Hopf en el infinito para matrices racionales no singulares. En lo

sucesivo nos referiremos exclusivamente a los ı́ndices de Wiener–Hopf en

el infinito por la izquierda pero, dado que las matrices racionales y sus

transpuestas tienen las mismas estructuras finitas e infinitas, todos los re-

sultados son válidos para los ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por la

derecha (ver la Observación 2.5.2).

Concretamente analizamos el siguiente problema:

Sean k1 ≥ · · · ≥ km y q1 ≥ · · · ≥ qm enteros. Sean
ε1(s)

ψ1(s)
, . . . ,

εm(s)

ψm(s)
funciones racionales irreducibles, donde εi(s), ψi(s) ∈ F[s] son polinomios

mónicos y coprimos tales que εi(s) | εi+1(s), i = 1, 2, . . . , m− 1, y ψi+1(s) |
ψi(s), i = 1, 2, . . . ,m− 1. ¿Bajo qué condiciones existe una matriz racional

no singular G(s) ∈ F(s)m×m que tenga k1, . . . , km como ı́ndices de Wiener–

Hopf en el infinito por la izquierda, sq1 , . . . , sqm como funciones racionales

invariantes en el infinito y
ε1(s)

ψ1(s)
, . . . ,

εm(s)

ψm(s)
como funciones racionales in-

variantes finitas?

Un resultado parcial de la relación entre los ı́ndices de Wiener–Hopf en el

infinito por la izquierda y la estructura en el infinito de matrices polinomiales

no singulares se encuentra en [20]. La estructura en el infinito de matrices
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racionales es de gran interés en teoŕıa de control (ver, por ejemplo [55]). Se

puede ver una interpretación a control de la estructura en el infinito para

matrices racionales en el trabajo de Dion y Commault [15, Sección 4], donde

al igual que se hace en [17] para la estructura Wiener–Hopf en el infinito,

en este trabajo los autores estudian la estructura en el infinito de la matriz

de transferencia y la caracterizan en términos de invariantes de sistemas.

Abordamos el estudio del problema planteado resolviendo inicialmente

dos problemas más simples. En la Sección 2.2 extendemos el resultado del

Teorema de Rosenbrock a matrices racionales no singulares con estructura

finita prescrita, es decir damos una solución al problema cuando no pres-

cribimos la estructura en el infinito. Para estudiar este mismo problema

cuando prescribimos la estructura en el infinito necesitamos el concepto

de ı́ndices de Wiener–Hopf locales. En la Sección 2.3 damos los resulta-

dos previos que necesitamos para definir este concepto. En la Sección 2.4

damos la relación entre los factores invariantes en el infinito y los ı́ndices

de Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda de matrices polinomiales y

después extendemos este resultado a matrices racionales. Por tanto tenemos

la solución del problema cuando no prescribimos la estructura finita. Por

último, utilizando los resultados de las Secciones 2.2 y 2.4, resolvemos el

problema planteado prescribiendo para matrices racionales los tres tipos de

invariantes: ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda y estruc-

tura finita e infinita. Esto se hará en la Sección 2.5.

En el art́ıculo [1] están contenidos los resultados de este caṕıtulo.
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2.2. Índices de Wiener–Hopf en el infinito

por la izquierda y estructura finita de

matrices racionales

Se pueden estudiar muchos problemas sobre la estructura de matrices

racionales a partir de los correspondientes problemas sobre matrices poli-

nomiales. El resultado que mostramos a continuación es un ejemplo más

de este hecho, en el cual extendemos la versión polinomial del Teorema de

Rosenbrock (Teorema 2.1.1) a matrices racionales. La idea es la siguiente:

Sea G(s) ∈ F(s)m×m una matriz racional y sea d(s) el polinomio mónico

mı́nimo común múltiplo de sus denominadores. Entonces G(s) se puede

escribir como

G(s) =
1

d(s)
N(s), (2.1)

donde N(s) ∈ F[s]m×m.

Los tres lemas siguientes estudian la relación entre la forma de Smith–

McMillan finita e infinita de una matriz racional G(s) y la forma de Smith–

McMillan finita e infinita de su correspondiente matriz polinomial N(s),

aśı como la relación entre los ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito de G(s)

y N(s).

Lema 2.2.1 Sea G(s) ∈ F(s)m×m una matriz racional no singular, d(s)

el polinomio mónico mı́nimo común múltiplo de sus denominadores tal que

d(s)G(s) = N(s) ∈ F[s]m×m. Sean
ε1(s)

ψ1(s)
, . . . ,

εm(s)

ψm(s)
las funciones racionales

invariantes de G(s), donde εi(s), ψi(s) ∈ F[s] son polinomios mónicos y co-

primos tales que εi(s) | εi+1(s), i = 1, 2, . . . ,m − 1, mientras que ψi+1(s) |
ψi(s), i = 1, 2, . . . , m − 1. Sea σi(s) =

d(s)

ψi(s)
, i = 1, . . . , m. Entonces

ε1(s)

ψ1(s)
, . . . ,

εm(s)

ψm(s)
son las funciones racionales invariantes de G(s) si y sólo

si ε1(s)σ1(s), . . . , εm(s)σm(s) son los factores invariantes de N(s).
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Demostración. Existen matrices unimodulares U(s), V (s) tales que

G(s) = U(s) Diag

(
ε1(s)

ψ1(s)
,
ε2(s)

ψ2(s)
, . . . ,

εr(s)

ψr(s)

)
V (s)

si y sólo si existen matrices unimodulares U(s), V (s) tales que

N(s) = d(s)G(s) = U(s) Diag (σ1(s)ε1(s), σ2(s)ε2(s), . . . , σm(s)εm(s)) V (s).

Veamos que se satisfacen las relaciones de divisibilidad entre las funciones

racionales invariantes de G(s) y los factores invariantes de N(s). Como

εi(s), ψi(s) ∈ F[s] son polinomios coprimos, se tiene que εi(s) | εi+1(s) y

ψi+1(s) | ψi(s) si y sólo si εi(s)ψi+1(s) | ψi(s)εi+1(s), para i = 1, 2, . . . , m−1 .

Esta última condición es a su vez equivalente a que εi(s)σi(s) | εi+1(s)σi+1(s),

para i = 1, 2, . . . ,m− 1. ¤

Para la demostración de los dos lemas siguientes se utilizan las mismas

ideas.

Lema 2.2.2 Sean G(s), d(s), y N(s) como en el Lema 2.2.1, sea d =

d(d(s)) y q1 ≥ q2 ≥ · · · ≥ qm enteros. Entonces sq1 , sq2 , . . . , sqm son las fun-

ciones racionales invariantes en el infinito de G(s) si y sólo si sq1+d, sq2+d,

. . . , sqm+d son los factores invariantes en el infinito de N(s).

Lema 2.2.3 Sean G(s), d(s), N(s), y d como en el Lema 2.2.2, sean k1 ≥
k2 ≥ · · · ≥ km enteros. Entonces k1, k2, . . . , km son los ı́ndices de Wiener–

Hopf en el infinito de G(s) por la izquierda si y sólo si k1+d, k2+d, . . . , km+d

son los ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito de N(s) por la izquierda.

Como ya hemos dicho en el Caṕıtulo 1, los ı́ndices de Wiener–Hopf en el

infinito por la izquierda de matrices polinomiales son enteros no negativos.

En el caso de matrices racionales no es aśı. En particular para matrices

racionales propias no singulares se tiene que:
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Si G(s) ∈ Fpr(s)
m×m, entonces ki ≤ 0, i = 1, 2, . . . , m (ver [56]).

En efecto, sea G(s) =
1

d(s)
N(s), q = d(N(s)) y p = d(d(s)). Sean

l1, l2, . . . , lm los ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito de la matriz

polinomial N(s). Como G(s) es un matriz de funciones racionales

propias, p ≥ q. Además, por el Lema 1.4.8 q ≥ li para todo i. Por lo

tanto

0 ≥ q − p ≥ li − p,

con li − p = ki (Lema 2.2.3) para i = 1, . . . , m.

En particular, si G(s) es estrictamente propia, entonces ki < 0, i =

1, 2, . . . , m.

Si G(s) ∈ Fpr(s)
m×m, entonces qi ≤ 0, i = 1, 2, . . . , m (ver [54]).

En particular, si G(s) es estrictamente propia, entonces qi < 0, i =

1, 2, . . . , m.

Con la ayuda de los Lemas 2.2.1 y 2.2.3, podemos dar condiciones nece-

sarias y suficientes para la existencia de una matriz racional no singular con

ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda y estructura finita

prescrita.

Teorema 2.2.4 Sean k1 ≥ · · · ≥ km enteros y
ε1(s)

ψ1(s)
, . . . ,

εm(s)

ψm(s)
fun-

ciones racionales irreducibles, donde εi(s), ψi(s) ∈ F[s] son mónicos y co-

primos tales que εi(s) | εi+1(s), i = 1, 2, . . . , m − 1, y ψi+1(s) | ψi(s),

i = 1, 2, . . . , m−1. Entonces existe una matriz no singular G(s) ∈ F(s)m×m

con k1, . . . , km como ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda

y
ε1(s)

ψ1(s)
, . . . ,

εm(s)

ψm(s)
como funciones racionales invariantes si y sólo si

(k1, . . . , km) ≺ (d(εm(s))− d(ψm(s)), . . . , d(ε1(s))− d(ψ1(s))). (2.2)

Demostración. Sean G(s), d(s), N(s) y d como en el Lema 2.2.2. Usando

los Lemas 2.2.1 y 2.2.3 sabemos que si σi(s) =
d(s)

ψi(s)
, i = 1, . . . , m, entonces
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ε1(s)σ1(s) | · · · | εm(s)σm(s) son los factores invariantes de N(s) y k1 +

d, . . . , km + d son sus ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda.

Por tanto, por el Teorema de Rosenbrock 2.1.1 tenemos que

(k1 + d, . . . , km + d) ≺ (d(εm(s)σm(s)), . . . , d(ε1(s)σ1(s))).

Pero d(σi(s)) = d− d(ψi(s)), i = 1, . . . ,m, por tanto

(k1 + d, . . . , km + d) ≺ (d(εm(s))− d(ψm(s))+ d, . . . , d(ε1(s))− d(ψ1(s))+ d)

y se satisface la condición (2.2).

Rećıprocamente, por la condición de mayorización tenemos que km ≥
d(ε1(s)) − d(ψ1(s)), o bien km + d(ψ1(s)) ≥ d(ε1(s)) ≥ 0. En consecuencia,

k1 + d(ψ1(s)) ≥ · · · ≥ km + d(ψ1(s)) ≥ 0. Por otro lado, como ψi(s) divide a

ψ1(s), i = 1, . . . , m, tenemos que
ε1(s)

ψi(s)
ψ1(s) son polinomios que satisfacen

ε1(s)

ψ1(s)
ψ1(s) | · · · | εm(s)

ψm(s)
ψ1(s). De (2.2) se sigue que

(k1 + d(ψ1(s)), . . . , km + d(ψ1(s)))

≺ (d(εm(s))− d(ψm(s)) + d(ψ1(s)), . . . , d(ε1(s))− d(ψ1(s)) + d(ψ1(s))).
(2.3)

Por tanto

(k1+d(ψ1(s)), . . . , km+d(ψ1(s))) ≺
(

d

(
εm(s)

ψm(s)
ψ1(s)

)
, . . . , d

(
ε1(s)

ψ1(s)
ψ1(s)

))
.

(2.4)

Por el Teorema 2.1.1 existe N(s) ∈ F[s]m×m con k1 + d(ψ1(s)), . . . , km +

d(ψ1(s)) como ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda y
ε1(s)

ψ1(s)
ψ1(s) | · · · | εm(s)

ψm(s)
ψ1(s) como factores invariantes. Por los Lemas

2.2.1 y 2.2.3, G(s) =
1

ψ1(s)
N(s) es la matriz deseada. ¤
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2.3. Índices de Wiener–Hopf locales de una

matriz polinomial

Estamos interesados en estudiar la relación entre la estructura en el

infinito (forma de Smith–McMillan en el infinito) y los ı́ndices de Wiener–

Hopf en el infinito por la izquierda de una matriz polinomial. Mediante una

transformación conforme se puede trasladar el punto del infinito a cualquier

punto finito. Por tanto, haciendo uso de las propiedades conocidas (Teo-

rema de Rosenbrock) para la estructura finita de la matriz obtenida tras

la transformación, podemos obtener información sobre propiedades en el

infinito de la matriz original. Recordemos que la estructura finita local se

reduce a los divisores elementales pero necesitamos el concepto de ı́ndices

de Wiener–Hopf locales. Este concepto no es nuevo. Como se ha dicho en

la introduccción los ı́ndices de Wiener–Hopf de matrices racionales están ya

definidos respecto a un contorno cerrado del plano complejo. Ahora bien,

como nosotros vamos a tratar sólo con propiedades algebraicas de los sis-

temas, vamos a suponer que el cuerpo subyacente es un cuerpo arbitrario

F, por tanto, necesitamos extender la definición de ı́ndices de Wiener–Hopf

locales a un cuerpo arbitrario.

Necesitamos algunos resultados previos.

Proposición 2.3.1 Sea P (s) ∈ F[s]m×m una matriz polinomial no singular

y π(s) ∈ F[s] un polinomio mónico irreducible. Entonces, existen matrices

P1(s), Q(s) ∈ F[s]m×m tales que

i) P (s) = P1(s)Q(s),

ii) los factores invariantes de P1(s) son potencias de π(s), y

iii) los factores invariantes de Q(s) son relativamente primos con π(s).
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Demostración. Sea S(s) = Diag(α1(s), . . . , αm(s)) la forma de Smith

(finita) de P (s), con α1(s) | · · · | αm(s) sus factores invariantes. Por lo

tanto, existen matrices unimodulares U(s), V (s) ∈ F[s]m×m tales que

P (s) = U(s) Diag(α1(s), . . . , αm(s))V (s). (2.5)

Si π(s) no es divisor de det P (s), entonces P1(s) = Im y Q(s) = P (s)

cumplen las condiciones deseadas. Si π(s) | det P (s), entonces αi(s) =

π(s)diβi(s) con dm ≥ · · · ≥ d1 ≥ 0 y m.c.d.(βi(s), π(s)) = 1, i = 1, 2, . . . , m.

Por tanto,

P (s) = P1(s)Q(s) (2.6)

con
P1(s) = U(s) Diag(π(s)d1 , . . . , π(s)dm),

Q(s) = Diag(β1(s), . . . , βm(s))V (s),

cumpliendo las condiciones que deseamos. ¤

El siguiente resultado es fundamental y está en la base de gran parte de

la teoŕıa que se construirá de ahora en adelante.

Proposición 2.3.2 Sea P (s) ∈ F[s]m×m una matriz polinomial no singular

y π(s) un polinomio mónico irreducible. Si existen matrices polinomiales

P1(s), Q(s) ∈ F[s]m×m y P1(s), Q(s) ∈ F[s]m×m tales que

i) P (s) = P1(s)Q(s) = P1(s)Q(s),

ii) los factores invariantes de P1(s) y P1(s) son potencias de π(s), y

iii) los factores invariantes de Q(s) y Q(s) son relativamente primos con

π(s),

entonces P1(s) y P1(s) son equivalentes por la derecha.
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Demostración. Usando las condiciones (i), (ii), y (iii) y teniendo en cuenta

el Lema 1.2.7, se puede demostrar que P1(s) y P1(s), al igual que Q(s) y

Q(s), tienen los mismos factores invariantes; los primeros potencias de π(s)

y los segundos relativamente primos con π(s).

Por (i) tenemos que

P1(s) = P1(s)Q(s)Q(s)−1. (2.7)

Sea G(s) = Q(s)Q(s)−1. Dado que Q(s)−1 =
1

det Q(s)
Adj(Q(s)), se sigue

que la matriz (det Q(s))G(s) es polinomial. Sea D(s) ∈ F[s]m×m la forma de

Smith (finita) de (det Q(s))G(s). Por tanto, existen matrices unimodulares

U(s), V (s) ∈ F[s]m×m tales que

D(s) = U(s)(det Q(s))G(s)V (s),

o bien

U(s)G(s)V (s) =
1

det Q(s)
D(s).

Por otro lado, si dividimos D(s) por det Q(s) y hacemos todas las posi-

bles cancelaciones, obtenemos la forma de Smith–McMillan (finita) de G(s)

(ver Caṕıtulo 1):

S(s) = U(s)G(s)V (s) =
1

det Q(s)
D(s) = Diag

(
ε1(s)

ψ1(s)
, . . . ,

εm(s)

ψm(s)

)
,

donde εi(s), ψi(s) son polinomios mónicos y coprimos tales que εi(s)|εi+1(s),

mientras que ψi+1(s)|ψi(s), i = 1, 2, . . . , m − 1. Además, como ψk(s) es un

divisor de det Q(s) para todo k, concluimos que los polinomios ψk(s) son

relativamente primos con los factores invariantes de P1(s).

Notemos que det S(s) = 1 debido a que det(Q(s)Q(s)−1) es una cons-

tante. Vamos a probar que en realidad S(s) = Im. Si por el contrario

suponemos que esto no es verdad, necesariamente existe un k tal que ψk(s) 6=
1 (porque en caso contrario, como det S(s) = 1, tendŕıamos que εi(s) = 1

para todo i y entonces S(s) = Im).
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Sea aik(s)
εk(s)

ψk(s)
un elemento arbitrario de la columna k-ésima de la

matriz P1(s)U(s)−1S(s), donde aik(s) denota el elemento en la posición

(i, k) de la matriz P1(s)U(s)−1. Dado que P1(s)V (s) = P1(s)U(s)−1S(s)

es una matriz polinomial, debe suceder que aik(s)
εk(s)

ψk(s)
es un polinomio.

Como por otro lado m.c.d.(εk(s), ψk(s)) = 1 concluimos que necesariamente

ψk(s) | aik(s) para todo i; es decir, ψk(s) es un divisor de todos los elementos

de la columna k-ésima de la matriz P1(s)U(s)−1 y en consecuencia un divisor

de det(P1(s)U(s)−1).

Por otro lado hab́ıamos visto que los polinomios ψk(s) son relativamente

primos con los factores invariantes de P1(s). Aśı, hemos llegado a un absur-

do. Por tanto, S(s) = Im y P1(s) = P1(s)U(s)−1V (s)−1 como deseábamos.

¤

Sabemos que los ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda

de una matriz polinomial P (s) son los grados de las columnas de cualquier

matriz propia por columnas equivalente por la derecha a P (s). En reali-

dad, estos grados son invariantes para la equivalencia por la derecha. Aśı,

teniendo en cuenta las Proposiciones 2.3.1 y 2.3.2, tiene perfecto sentido la

siguiente definición.

Definición 2.3.3 Sea P (s) ∈ F[s]m×m una matriz polinomial no singular,

y π(s) ∈ F[s] un polinomio mónico irreducible. Sean P1(s), Q(s) ∈ F[s]m×m

matrices polinomiales tales que

i) P (s) = P1(s)Q(s),

ii) los factores invariantes de P1(s) son potencias de π(s), y

iii) los factores invariantes de Q(s) son relativamente primos con π(s).

Entonces llamaremos ı́ndices de Wiener–Hopf locales de P (s) respecto
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a π(s) por la izquierda a los ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por la

izquierda de P1(s).

Del mismo modo se pueden definir los ı́ndices de Wiener–Hopf locales

de P (s) respecto a π(s) por la derecha como los ı́ndices de Wiener–Hopf en

el infinito por la derecha de la matriz P ′
1(s), factor de P (s) por la derecha,

es decir, P (s) = Q′(s)P ′
1(s), tal que los factores invariantes de P ′

1(s) son po-

tencias de π(s) y los factores invariantes de Q′(s) son relativamente primos

con π(s). Es fácil demostrar la existencia de tales matrices Q′(s) y P ′
1(s).

Además, siguiendo las ideas de la Proposición 2.3.2 se puede demostrar que

todas las matrices factor de P (s) por la derecha que satisfacen las condi-

ciones anteriores son equivalentes por la izquierda y por tanto tienen los

mismos ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por la derecha.

2.4. Índices de Wiener–Hopf en el infinito

por la izquierda y estructura infinita de

matrices racionales

Primero estudiamos la relación entre los ı́ndices de Wiener–Hopf en el

infinito por la izquierda y los factores invariantes en el infinito para matrices

polinomiales no singulares. Después extenderemos el resultado a matrices

racionales no singulares.

Lema 2.4.1 (a) Sea P (s) ∈ F[s]m×m y q = d(P (s)). Entonces sqP (1/s)

es una matriz polinomial.

(b) Sea U(s) ∈ F[s]m×m una matriz unimodular. Entonces det U(1/s) =

c ∈ F, c 6= 0 y U(1/s) es una matriz bipropia.

(c) Sea B(s) ∈ Fpr(s)
m×m bipropia y m(s) el polinomio mónico mı́ni-

mo común múltiplo de los denominadores de la matriz B(1/s). En-
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tonces la matriz m(s)B(1/s) es polinomial, m.c.d.(m(s), s) = 1 y

m.c.d.(det(m(s)B(1/s)), s) = 1.

(d) Si P (s) es una matriz propia por columnas con grados de sus columnas

p1, . . . , pm y D(s) = Diag(sp1 , . . . , spm), entonces P (1/s)D(1/s)−1 es

una matriz polinomial.

Demostración.

(a) Sea p(s) = ansn + an−1s
n−1 + · · · + a1s + a0 un elemento cualquiera

de la matriz polinomial P (s), an 6= 0 y n ≤ q. Entonces

p(1/s) =
an + an−1s + · · ·+ a1s

n−1 + a0s
n

sn
.

Por tanto como q − n ≥ 0 se tiene que los elementos de la matriz

sqP (1/s) son polinomios de la forma sqp(1/s) = (an + an−1s + · · · +
a1s

n−1 + a0s
n)sq−n ∈ F[s].

(b) Primero veamos que todos los elementos de U(1/s) son funciones

racionales propias. Sea u(s) un elemento cualquiera de U(s), d(u(s)) =

p. Como se ha visto en a), u(1/s) =
n(s)

sp
, con n(s) ∈ F[s] tal que

d(n(s)) ≤ p. Por tanto la matriz U(1/s) ∈ Fpr(s)
m×m. Además como

det U(s) = c 6= 0 con c ∈ F, entonces det U(1/s) = c y por tanto

U(1/s) es una matriz bipropia.

(c) Sea g(s) =
ansn + an−1s

n−1 + · · ·+ a1s + a0

bpsp + bp−1sp−1 + · · ·+ b1s + b0

, an 6= 0, bp 6= 0 y p ≥ n

un elemento de la matriz B(s). Por tanto

g(1/s) =
an + an−1s + · · ·+ a1s

n−1 + a0s
n

bp + bp−1s + · · ·+ b1sp−1 + b0sp
sp−n.

Observemos que los denominadores de los elementos de la matriz

B(1/s) son primos con s entonces m.c.d.(m(s), s) = 1 y m(s)B(1/s)

es polinomial. Además como B(s) es bipropia su determinante es
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una unidad en Fpr(s), es decir es una función racional tal que el

grado del numerador es igual al grado del denominador, det B(s) =
pds

d + · · ·+ p1s + p0

qdsd + · · ·+ q1s + q0

, pd 6= 0, qd 6= 0. En consecuencia

det(m(s)B(1/s)) = m(s)m pd + · · ·+ p1s
d−1 + p0s

d

qd + · · ·+ q1sd−1 + q0sd
.

Teniendo en cuenta que en la expresión anterior todos los factores son

primos con s, det(m(s)B(1/s)) es el polinomio primo con s que se

obtiene al cancelar todos los factores comunes.

(d) La matriz P (s) se puede escribir como (Sección 1.4):

P (s) = PcD(s) + L(s),

donde Pc ∈ Fm×n es la matriz de coeficientes de los términos de mayor

grado en las columnas y L(s) es una matriz polinomial, de tal forma

que el grado de su columna j es estrictamente menor que pj. Entonces

P (1/s)D(1/s)−1 = Pc + L(1/s)D(1/s)−1

Veamos que la matriz L(1/s)D(1/s)−1 es polinomial. Sea lij(s) un

elemento arbitrario de la columna j de L(s), con d(lij(s)) = dij < pj

y lij(1/s) =
nij(s)

sdij
. Por tanto el elemento en la posición (i, j) de

la matriz L(1/s)D(1/s)−1 = L(1/s)D(s) es polinomial, lij(1/s)s
pj =

nij(s)s
pj−dij ∈ F[s].

¤

Lema 2.4.2 Sea P (s) ∈ F[s]m×m una matriz polinomial no singular con

q = d(P (s)) y sean k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ km sus ı́ndices de Wiener–Hopf en

el infinito por la izquierda. Entonces existe un entero no negativo d y un

polinomio relativamente primo con s, m(s), tal que d + q − km, . . . , d + q −
k1 son los ı́ndices de Wiener–Hopf locales de m(s)sd+qP (1/s)T ∈ F[s]m×m

respecto a s por la izquierda.
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Demostración. Como k1, k2, . . . , km son los ı́ndices de Wiener–Hopf en el

infinito por la izquierda de P (s), existen matrices U(s) ∈ F[s]m×m, unimodu-

lar, y B(s) ∈ Fpr(s)
m×m, bipropia, tales que

P (s) = B(s) Diag(skm , . . . , sk1)U(s). (2.8)

Sea m(s) el mı́nimo común múltiplo mónico de los denominadores de B(1/s)

y d = d(U(s)). Entonces, sustituyendo s por 1/s y multiplicando por

m(s)sd+q en (2.8), tenemos

m(s)sd+qP (1/s) = m(s)B(1/s) Diag(sd+q−km , . . . , sd+q−k1)U(1/s),

y transponiendo

m(s)sd+qP (1/s)T = U(1/s)T Diag(sd+q−km , . . . , sd+q−k1)m(s)B(1/s)T .

Llamamos Q(s) = m(s)B(1/s)T y P1(s) = U(1/s)T Diag(sd+q−km , . . . , sd+q−k1).

Entonces, usando el Lema 2.4.1, tenemos que:

(i) m(s)sd+qP (1/s)T = P1(s)Q(s) es una matriz polinomial. P1(s) es tam-

bién polinomial. En efecto, por un lado, sdU(1/s)T es polinomial, y

por otro lado, se tiene que q − ki ≥ 0 para todo i = 1, . . . , m (Lema

1.4.8).

(ii) Los factores invariantes de P1(s) son potencias de s.

(iii) Los factores invariantes de Q(s) son relativamente primos con s.

(iv) Los ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda de P1(s)

son d + q − km, . . . , d + q − k1, ya que U(1/s) es una matriz bipropia.

Deducimos de la Definición 2.3.3, que los ı́ndices de Wiener–Hopf locales de

m(s)sd+qP (1/s)T respecto a s por la izquierda son d+q−km, . . . , d+q−k1.

¤
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Recordemos que si sq1 , . . . , sqm son las factores invariantes en el infinito

de la matriz polinomial P (s), entonces q1 = d(P (s)) (ver Sección 1.2.7). Por

tanto sq1P (1/s) es una matriz polinomial (Lema 2.4.1).

Lema 2.4.3 Sea P (s) ∈ F[s]m×m una matriz polinomial no singular y

sq1 , sq2 , . . . , sqm, con q1 ≥ q2 ≥ · · · ≥ qm sus factores invariantes en el in-

finito. Entonces para cualquier entero no negativo d y cualquier polinomio

relativamente primo con s, m(s), los polinomios sd+q1−q1 | · · · | sd+q1−qm son

los divisores elementales finitos de la matriz polinomial m(s)sd+q1P (1/s)T ∈
F[s]m×m relativos a s.

Demostración. Sean α1(s) | · · · | αm(s) los factores invariantes finitos de

sq1P (1/s). Entonces existen matrices unimodulares U(s), V (s) ∈ F[s]m×m

tales que

U(s)sq1P (1/s)V (s) = Diag(α1(s), . . . , αm(s)). (2.9)

Escribimos αi(s) = saiβi(s) con m.c.d.(βi(s), s) = 1, i = 1, . . . , m, 0 ≤ a1 ≤
· · · ≤ am. Mediante el cambio s por 1/s en (2.9) tenemos que

U(1/s)
1

sq1
P (s)V (1/s) = Diag

(
1

sa1
β1(1/s), . . . ,

1

sam
βm(1/s)

)
. (2.10)

Obsérvese que las funciones racionales βi(1/s) son funciones racionales bipro-

pias porque m.c.d.(βi(s), s)) = 1, i = 1, . . . , m. Por tanto, multiplicando

(2.10) por la derecha por la matriz bipropia

B(s) = Diag

(
1

β1(1/s)
, . . . ,

1

βm(1/s)

)

y llamando B1(s) = U(1/s) y B2(s) = V (1/s)B(s), tenemos que

B1(s)P (s)B2(s) = Diag(sq1−a1 , . . . , sq1−am),

con B1(s) y B2(s) matrices bipropias y q1−a1 ≥ · · · ≥ q1−am. Esto significa

que sq1−a1 , sq1−a2 , . . . , sq1−am son los factores invariantes en el infinito de
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P (s). Pero, por hipótesis, éstos son sq1 , . . . , sqm . Por tanto, ai = q1 − qi,

i = 1, . . . ,m.

Ahora, sea d cualquier entero no negativo y m(s) cualquier polinomio

relativamente primo con s. Multiplicado (2.9) por m(s)sd y transponiendo,

V (s)T (m(s)sd+q1P (1/s)T )U(s)T

= Diag(sd+q1−q1m(s)β1(s), . . . , s
d+q1−qmm(s)βm(s)),

donde m.c.d.(m(s)βi(s), s) = 1 para todo i = 1, . . . , m. Esto significa que

sd+q1−q1m(s)β1(s), . . . , s
d+q1−qmm(s)βm(s)

son los factores invariantes de m(s)sd+q1P (1/s)T y por tanto sd+q1−q1 | · · · |
sd+q1−qm son sus divisores elementales finitos asociados al polinomio irre-

ducible s. ¤

A continuación damos el Teorema de Rosenbrock local respecto a un

polinomio mónico irreducible π(s) ∈ F[s] para cualquier matriz polinomial

no singular. En él demostramos el resultado de mayorización entre los ı́ndices

de Wiener–Hopf locales por la izquierda respecto a π(s) y los factores in-

variantes locales respecto a π(s). Estos últimos son los divisores elementales

potencias de π(s) (ver, Sección 1.2.7).

Teorema 2.4.4 Sean k1 ≥ · · · ≥ km, tm ≥ · · · ≥ t1 enteros no negativos.

Sea π(s) ∈ F[s] un polinomio mónico irreducible. Entonces existe una ma-

triz polinomial no singular P (s) ∈ F[s]m×m con k1, . . . , km como ı́ndices de

Wiener–Hopf locales por la izquierda respecto a π(s) y π(s)t1 | · · · | π(s)tm

como sus divisores elementales finitos asociados a π(s) si y sólo si

(k1, . . . , km) ≺ (tmd(π(s)), . . . , t1d(π(s))). (2.11)
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Demostración. Supongamos que existe una matriz polinomial no singular

P (s) ∈ F[s]m×m tal que α1(s) | · · · | αm(s) son sus factores invariantes fini-

tos. Escribimos αi(s) = π(s)tiβi(s) con m.c.d.(βi(s), π(s)) = 1, i = 1, . . . , m.

La forma de Smith (finita) de P (s) es Diag(α1(s), . . . , αm(s)) y existen ma-

trices unimodulares U(s), V (s) ∈ F[s]m×m tales que P (s) = P1(s)Q(s) con

P1(s) = U(s) Diag(π(s)t1 , . . . , π(s)tm)

y

Q(s) = Diag(β1(s), . . . , βm(s))V (s).

Por la Definición 2.3.3 los ı́ndices de Wiener–Hopf locales de P (s) respecto

a π(s) por la izquierda, i.e., k1, . . . , km, son los ı́ndices de Wiener–Hopf en el

infinito por la izquierda de P1(s). Como π(s)t1 | · · · | π(s)tm son los factores

invariantes finitos de P1(s), la condición (2.11) se sigue del Teorema de

Rosenbrock (Teorema 2.1.1).

Rećıprocamente, por el Teorema de Rosenbrock existe una matriz poli-

nomial no singular A(s) ∈ F[s]m×m con ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito

por la izquierda k1, . . . , km y π(s)t1 | · · · | π(s)tm como factores invariantes

finitos. Por tanto, es suficiente tomar P (s) = A(s). ¤

Ahora vamos a dar el resultado principal de esta sección.

Teorema 2.4.5 Sean k1 ≥ · · · ≥ km ≥ 0 y q1 ≥ · · · ≥ qm enteros. Entonces

existe una matriz polinomial no singular P (s) ∈ F[s]m×m con k1, . . . , km

como ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda y sq1 , . . . , sqm

como factores invariantes en el infinito si y sólo si

(k1, . . . , km) ≺ (q1, . . . , qm). (2.12)

Demostración. Primero, vamos a probar la necesidad. Recordamos que

q1 = d(P (s)). Por el Lema 2.4.2, existe m(s) ∈ F[s] tal que m.c.d.(m(s), s) =
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1 y un entero no negativo d tal que d+q1−km, . . . , d+q1−k1 son los ı́ndices

de Wiener–Hopf locales por la izquierda de m(s)sd+q1P (1/s)T ∈ F[s]m×m

respecto a s, y por el Lema 2.4.3, sd+q1−q1 | · · · | sd+q1−qm son sus divisores

elementales asociados al polinomio irreducible s. Entonces, por el Teorema

2.4.4 aplicado a la matriz polinomial m(s)sd+q1P (1/s)T , tenemos que

(d + q1 − km, . . . , d + q1 − k1) ≺ (d + q1 − qm, . . . , d + q1 − q1).

De la definición de mayorización deducimos la condición (2.12).

Rećıprocamente, si se cumple la condición de mayorización (2.12) y te-

niendo en cuenta que q1 ≥ k1 ≥ ki, i = 1, . . . , m, tenemos que

(q1 − km, . . . , q1 − k1) ≺ (q1 − qm, . . . , q1 − q1).

Por el Teorema de Rosenbrock, existe una matriz polinomial no singular

A(s) ∈ F[s]m×m con q1 − km, . . . , q1 − k1 como ı́ndices de Wiener–Hopf en

el infinito por la izquierda y sq1−q1 | · · · | sq1−qm como factores invariantes

finitos. Como postmultiplicar por matrices unimodulares no cambia ninguno

de estos dos conjuntos de invariantes podemos suponer que A(s) es propia

por columnas y el grado de su i-ésima columna es q1 − km−i+1. Por tanto,

podemos escribir (ver Caṕıtulo 1)

A(s) = AcD(s) + A1(s)

con Ac no singular, D(s) = Diag(sq1−km , . . . , sq1−k1) y el grado de la columna

i de A1(s) menor que q1 − km−i+1, 1 ≤ i ≤ m. Entonces

A(s) = B(s) Diag(sq1−km , . . . , sq1−k1) (2.13)

con B(s) = (Ac+A1(s)D(s)−1) una matriz bipropia, pues Ac es no singular y

A1(s)D(s)−1 es una matriz estrictamente propia. Además, ya que q1−km ≥
· · · ≥ q1 − k1, se sigue que d(A(s)) = q1 − km.
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Reemplazando s por 1/s y multiplicando la ecuación (2.13) por sq1

sq1A(1/s) = B(1/s) Diag(skm , . . . , sk1),

donde sq1A(1/s) es una matriz polinomial (Lema 2.4.1). Entonces

sq1A(1/s)T = Diag(skm , . . . , sk1)B(1/s)T .

Recordemos que por el Lema 2.4.1, si D(s) = Diag(sq1−km , . . . , sq1−k1), en-

tonces la matriz B(1/s) = A(1/s)D(1/s)−1 es polinomial. Como los factores

invariantes de A(s) son sq1−q1 | · · · | sq1−qm , det A(s) = csq1−q1 · · · sq1−qm , con

c constante. Se sigue de (2.13) que

det B(s) = c
sq1−q1 · · · sq1−qm

sq1−km · · · sq1−k1
.

Por hipótesis
∑m

i=1 ki =
∑m

i=1 qi, por tanto det B(s) = c y en consecuencia

det B(1/s) = c ∈ F, c 6= 0 y B(1/s) es unimodular. De ah́ı que, los ı́ndices de

Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda de sq1A(1/s)T sean k1, . . . , km.

Por otra parte, como sq1−q1 | · · · | sq1−qm son los factores invariantes

finitos de A(s), existen matrices unimodulares U(s), V (s) ∈ F[s]m×m tales

que

U(s)A(s)V (s) = Diag(sq1−q1 , . . . , sq1−qm). (2.14)

Aśı, sustituyendo s por 1/s y multiplicando por sq1 , tenemos que

U(1/s)sq1A(1/s)V (1/s) = Diag(sq1 , . . . , sqm)

y

V (1/s)T sq1A(1/s)T U(1/s)T = Diag(sq1 , . . . , sqm),

donde U(1/s)T y V (1/s)T son matrices bipropias (Lema 2.4.1). De este

modo sq1 , . . . , sqm son los factores invariantes en el infinito de sq1A(1/s)T .

En definitiva, P (s) = sq1A(1/s)T es la matriz deseada. ¤
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Terminamos esta sección extendiendo el resultado previo a matrices

racionales no singulares.

Teorema 2.4.6 Sean k1 ≥ · · · ≥ km y q1 ≥ · · · ≥ qm enteros. Entonces

existe una matriz racional no singular G(s) ∈ F(s)m×m con k1, . . . , km como

ı́ndices de Wiener-Hopf en el infinito por la izquierda y sq1 , . . . , sqm como

factores invariantes en el infinito si y sólo si

(k1, . . . , km) ≺ (q1, . . . , qm). (2.15)

Demostración. Sea d(s) es el polinomio mónico mı́nimo común múltiplo

de los denominadores de G(s). Entonces

G(s) =
1

d(s)
N(s),

donde N(s) ∈ F[s]m×m. Sea d = d(d(s)). Usando los Lemas 2.2.2 y 2.2.3

sabemos que k1 +d, . . . , km +d son los ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito

por la izquierda de N(s) y sq1+d, . . . , sqm+d son sus factores invariantes en el

infinito. Ahora, por el Teorema 2.4.5 aplicado a la matriz polinomial N(s),

tenemos que

(k1 + d, . . . , km + d) ≺ (q1 + d, . . . , qm + d),

y por tanto tenemos la condición (2.15).

Rećıprocamente, sea d cualquier entero tal que d ≥ |km|. Entonces k1 +

d, . . . , km + d son enteros no negativos y q1 + d, . . . , qm + d son enteros. De

(2.15)

(k1 + d, . . . , km + d) ≺ (q1 + d, . . . , qm + d).

Por tanto, por el Teorema 2.4.5 existe N(s) ∈ F[s]m×m con k1+d, . . . , km+d

como ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda y sq1+d, . . . , sqm+d

como factores invariantes infinitos. Sea G(s) =
1

d(s)
N(s), donde d(s) es

cualquier polinomio de grado d. Por los Lemas 2.2.2 y 2.2.3, se sigue que

G(s) es la matriz deseada. ¤
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Como una consecuencia tenemos el siguiente resultado para matrices de

funciones racionales propias.

Corolario 2.4.7 Sean k1 ≥ · · · ≥ km y q1 ≥ · · · ≥ qm enteros no positivos.

Entonces existe una matriz racional propia no singular G(s) ∈ Fpr(s)
m×m

con k1, . . . , km como ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda

y sq1 , . . . , sqm como factores invariantes en el infinito si y sólo si

(k1, . . . , km) ≺ (q1, . . . , qm).

2.5. Índices de Wiener–Hopf y estructura fini-

ta e infinita de matrices racionales

En esta sección obtenemos una solución al problema de dar condiciones

necesarias y suficientes para que exista una matriz racional no singular con

los tres tipos de invariantes prescritos: ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito

por la izquierda y funciones racionales invariantes finitas e infinitas. Aunque,

en general, al prescribir los tres tipos de invariantes parece que el problema

tendŕıa que resultar más dif́ıcil, éste no es el caso. La razón es que, para una

matriz racional G(s) ∈ F(s)m×m, los ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito

por la izquierda de todas las matrices en ambos conjuntos

{B(s)G(s) : B(s) bipropia} y {G(s)U(s) : U(s) unimodular}

son los mismos. El siguiente teorema caracteriza la estructura finita e infinita

de las matrices racionales no singulares con ı́ndices de Wiener–Hopf en el

infinito por la izquierda prescritos.

Teorema 2.5.1 Sean k1 ≥ · · · ≥ km y q1 ≥ · · · ≥ qm enteros. Sean
ε1(s)

ψ1(s)
, . . . ,

εm(s)

ψm(s)
funciones racionales irreducibles, donde εi(s), ψi(s) ∈ F[s]

son polinomios mónicos y coprimos tales que εi(s) | εi+1(s), i = 1, 2, . . . , m−
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1, y ψi+1(s) | ψi(s), i = 1, 2, . . . , m−1. Entonces existe una matriz racional

no singular G(s) ∈ F(s)m×m con k1, . . . , km como ı́ndices de Wiener–Hopf

en el infinito por la izquierda, sq1 , . . . , sqm como funciones racionales inva-

riantes en el infinito, y
ε1(s)

ψ1(s)
, . . . ,

εm(s)

ψm(s)
como funciones racionales inva-

riantes finitas si y sólo si

(k1, . . . , km) ≺ (d(εm(s))− d(ψm(s)), . . . , d(ε1(s))− d(ψ1(s))), (2.16)

(k1, . . . , km) ≺ (q1, . . . , qm). (2.17)

Demostración. La necesidad de (2.16) y (2.17) se sigue de los Teore-

mas 2.2.4 y 2.4.6. Rećıprocamente, por el Teorema 2.2.4 existe una matriz

racional no singular T1(s) cuyos ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por

la izquierda son k1, . . . , km y cuyos funciones racionales invariantes finitas

son
ε1(s)

ψ1(s)
, . . . ,

εm(s)

ψm(s)
. Y por el Teorema 2.4.6 existe una matriz racional no

singular T2(s) cuyos ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por la izquier-

da son k1, . . . , km y cuyas funciones racionales invariantes en el infinito son

sq1 , . . . , sqm . Como T1(s) y T2(s) tienen los mismos ı́ndices de Wiener–Hopf

en el infinito por la izquierda, son equivalentes Wiener–Hopf en el infinito

por la izquierda. Por tanto existe una matriz bipropia B(s) ∈ Fpr(s)
m×m y

una matriz unimodular U(s) ∈ F[s]m×m tales que T1(s) = B(s)T2(s)U(s).

De este modo G(s) = B(s)T2(s) = T1(s)U(s)−1 tiene la misma estructura

en el infinito que T2(s), la misma estructura finita que T1(s) y los ı́ndices

de Wiener-Hopf en el infinito por la izquierda de ambas matrices T1(s) y

T2(s). En definitiva, G(s) es la matriz que buscamos. ¤

Observación 2.5.2 A lo largo de este caṕıtulo hemos hablado de la equiva-

lencia Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda y de sus correspondientes

ı́ndices. En el Caṕıtulo 1 hemos definido también la equivalencia Wiener–

Hopf en el infinito por la derecha de matrices racionales. Ésta se define como
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la equivalencia Wiener–Hopf por la izquierda intercambiando los papeles de

las matrices B(s) bipropia y U(s) unimodular. En otras palabras, G1(s)

y G2(s) son equivalentes Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda si y

sólo si G1(s)
T y G2(s)

T son equivalentes Wiener–Hopf en el infinito por la

derecha. En el caso polinomial, dada una matriz polinomial P (s), los ı́ndices

de Wiener–Hopf en el infinito por la derecha son los grados de las filas de

cualquier matriz propia por filas equivalente por la izquierda a P (s).

Teniendo en cuenta que una matriz racional y su transpuesta tienen

la misma estructura finita e infinita, todos los resultados de este caṕıtulo

pueden ser enunciados sustituyendo los ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito

por la izquierda por los ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por la derecha.

Terminamos con dos resultados que relacionan ambos conjuntos de ı́n-

dices: los ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda y derecha. Un

resultado parcial de este problema se encuentra en [16] donde se estudia la

relación entre diferentes tipos de ı́ndices. En particular, se da una condición

necesaria y suficiente para que dos colecciones de enteros sean los ı́ndices

de Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda y derecha de una matriz

racional. Este resultado es una consecuencia de nuestro Teorema 2.5.4 y lo

enunciamos en el Corolario 2.5.5.

Pensemos ahora en los conjuntos

{U(s)G(s) : U(s) unimodular} y {G(s)U(s) : U(s) unimodular}.

Todas las matrices en estos conjuntos tienen la misma estructura finita. Y,

todas las matrices en los conjuntos

{B(s)G(s) : B(s) bipropia} y {G(s)B(s) : B(s) bipropia}

tienen la misma estructura en el infinito. Ideas similares a las usadas en el

Teorema 2.5.1 nos permiten demostrar los dos resultados siguientes.
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Teorema 2.5.3 Sean k1 ≥ · · · ≥ km y l1 ≥ · · · ≥ lm enteros. Sean
ε1(s)

ψ1(s)
, . . . ,

εm(s)

ψm(s)
funciones racionales irreducibles, donde εi(s), ψi(s) ∈ F[s]

son mónicos y coprimos tales que εi(s) | εi+1(s), i = 1, 2, . . . ,m − 1, y

ψi+1(s) | ψi(s), i = 1, 2, . . . , m − 1. Entonces existe una matriz racional

no singular G(s) ∈ F(s)m×m con k1, . . . , km como ı́ndices de Wiener–Hopf

en el infinito por la izquierda, l1, . . . , lm como ı́ndices de Wiener–Hopf en

el infinito por la derecha, y
ε1(s)

ψ1(s)
, . . . ,

εm(s)

ψm(s)
como funciones racionales

invariantes finitas si y sólo si

(k1, . . . , km) ≺ (d(εm(s))− d(ψm(s)), . . . , d(ε1(s))− d(ψ1(s))), (2.18)

(l1, . . . , lm) ≺ (d(εm(s))− d(ψm(s)), . . . , d(ε1(s))− d(ψ1(s))). (2.19)

Demostración.

La necesidad de la condición (2.18) es consecuencia del Teorema 2.2.4.

Como G(s)T tiene l1, . . . , lm como ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por

la izquierda y
ε1(s)

ψ1(s)
, . . . ,

εm(s)

ψm(s)
como funciones racionales invariantes, la

condición (2.19) se deduce del Teorema 2.2.4 aplicado a la matriz G(s)T .

Rećıprocamente, por el Teorema 2.2.4 existe una matriz racional no singu-

lar T1(s) cuyos ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda son

k1, . . . , km y cuyas funciones racionales invariantes son
ε1(s)

ψ1(s)
, . . . ,

εm(s)

ψm(s)
, y

existe otra matriz racional no singular T2(s) cuyos ı́ndices de Wiener–Hopf

en el infinito por la izquierda son l1, . . . , lm y cuyas funciones racionales

invariantes son
ε1(s)

ψ1(s)
, . . . ,

εm(s)

ψm(s)
. Como T1(s) y T2(s)

T tienen la misma

estructura finita, existen matrices unimodulares U1(s), U2(s) ∈ F[s]m×m

tales que T1(s) = U1(s)T2(s)
T U2(s). Por tanto, G(s) = U1(s)T2(s)

T =

T1(s)U2(s)
−1 es la matriz que buscamos. ¤

Siguiendo las mismas ideas tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 2.5.4 Sean k1 ≥ · · · ≥ km, l1 ≥ · · · ≥ lm y q1 ≥ · · · ≥ qm

enteros. Entonces existe una matriz racional no singular G(s) ∈ F(s)m×m

con k1, . . . , km como ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por la izquier-

da, l1, . . . , lm como ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por la derecha, y

sq1 , . . . , sqm como funciones racionales invariantes en el infinito si y sólo si

(k1, . . . , km) ≺ (q1, . . . , qm), (2.20)

(l1, . . . , lm) ≺ (q1, . . . , qm). (2.21)

Corolario 2.5.5 Sean k1 ≥ · · · ≥ km y l1 ≥ · · · ≥ lm enteros. Entonces

existe una matriz racional no singular G(s) ∈ F(s)m×m con k1, . . . , km como

ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda y l1, . . . , lm como

ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por la derecha si y sólo si

m∑
i=1

ki =
m∑

i=1

li. (2.22)

Demostración. La necesidad de la condición (2.22) es clara. Para probar la

suficiencia denotamos por q+ = máx(q, 0) y elegimos enteros q1 ≥ · · · ≥ qm

de la siguiente manera:

q1 = máx

(
m∑

i=1

ki
+,

m∑
i=1

li
+

)
, q2 = · · · = qm−1 = 0, qm =

m∑
i=1

ki − q1.

(2.23)

Tenemos que

(k1, . . . , km) ≺ (q1, . . . , qm), (2.24)

(l1, . . . , lm) ≺ (q1, . . . , qm). (2.25)

La existencia de la matriz G(s) se sigue de estas dos condiciones y del

Teorema 2.5.4. ¤



Caṕıtulo 3

Equivalencia Wiener–Hopf
local e ı́ndices locales de
matrices racionales

3.1. Introducción

La equivalencia Wiener–Hopf y los ı́ndices de Wiener–Hopf para matrices

de funciones racionales están originalmente definidos respecto a un contorno

cerrado γ del plano complejo (véase introducción). Dado que este contorno

puede ser tan pequeño como se quiera puede decirse que esta definición es de

naturaleza local. Por otra parte, en el Caṕıtulo 2 guiados por la necesidad

de obtener una generalización del Teorema de Rosenbrock que incluyera

el infinito, hemos definido los ı́ndices de Wiener–Hopf locales respecto de

un polinomio irreducible. Una cuestión natural es conocer si existe alguna

relación entre estos dos tipos de ı́ndices. El objetivo de este caṕıtulo es

demostrar que definiendo las cosas apropiadamente ambos son expresiones

particulares de un concepto más general.

La definición de equivalencia Wiener–Hopf en el plano complejo es la

siguiente (ver, por ejemplo, [13, 20]):

Definición 3.1.1 Sea γ una curva rectificable cerrada en el plano complejo

73
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con dominio interior Ω+ y denotamos la región de fuera de γ, la cual con-

tiene al punto del infinito, por Ω−. Sean G1(s), G2(s) ∈ C(s)m×m matrices

racionales no singulares que no tienen ceros ni polos en γ. Estas dos ma-

trices son equivalentes Wiener–Hopf respecto a γ por la izquierda si existen

matrices no singulares U−(s) ∈ C(s)m×m sin ceros ni polos en Ω− ∪ γ y

U+(s) ∈ C(s)m×m sin ceros ni polos en Ω+ ∪ γ tales que

G2(s) = U−(s)G1(s)U+(s).

Identificando, tal y como se expuso en la introducción, a cada punto, z0, de

C con el ideal primo (o maximal) generado por s− z0, resulta que γ divide

el plano complejo en dos conjuntos (Ω+ ∪ γ) y (Ω− ∪ γ) \ {∞} cuya unión

es todo el plano complejo y su intersección un conjunto de puntos en el que

las matrices respecto de las que se define la equivalencia Wiener–Hopf no

tienen ni polos ni ceros. Estas son las propiedades fundamentales que hacen

interesante el estudio de la relación de equivalencia. Por ello, si identificamos

el plano complejo con Specm(C[s]), los conjuntos (Ω+∪γ) y (Ω−∪γ)\{∞}
se pueden asociar con conjuntos M,M ′ ⊆ Specm(C[s]) tales que M ∪M ′ =

Specm(C[s]). Es claro entonces que la definición de equivalencia Wiener–

Hopf respecto a (M,M ′) que introducimos en la Definición 3.2.1 generaliza

a la dada para matrices con coeficientes en C. Se pone aśı de manifiesto la

naturaleza esencialmente algebraica de esta relación de equivalencia.

Un sistema completo para esta relación de equivalencia la forman los

ı́ndices de Wiener–Hopf con respecto a M que son una simple generalización

de los ı́ndices locales definidos en el Caṕıtulo 2 y que son introducidos en

la Sección 3.2. En ésta, estudiamos además, para matrices polinomiales no

singulares, la existencia, o no, de factorización con respecto a (M,M ′); i.e.,

de formas canónicas. Dichos resultados se estudiarán también para matrices

racionales no singulares en la Sección 3.3. Los resultados principales en

ambas secciones, tal y como se ha dicho, son que los ı́ndices de Wiener–Hopf

respecto a un subconjunto M ⊆ SpecmF[s] forman un sistema completo de
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invariantes para la relación de equivalencia Wiener–Hopf respecto a (M,M ′)

y que toda matriz es Wiener–Hopf equivalente respecto a (M, M ′) a una

matriz diagonal bajo ciertas condiciones que se cumplen siempre que el

cuerpo F sea algebraicamente cerrado. Veremos algunos ejemplos donde

ponemos de manifiesto que tal factorización no siempre existe, por ejemplo,

si el cuerpo no es algebraicamente cerrado.

Hasta aqúı los resultados mostrados serán para la equivalencia e ı́ndices

de Wiener–Hopf por la izquierda. En la Sección 3.4 se muestra que los

mismos resultados son válidos por la derecha.

En la Sección 3.5 veremos con rigor que nuestros ı́ndices definidos para

matrices de funciones racionales sobre un cuerpo arbitrario son una genera-

lización de los ı́ndices definidos en [13, 20] sobre el plano complejo.

Por último, siguiendo con las mismas técnicas que las utilizadas para

definir los ı́ndices de Wiener–Hopf podremos dar una definición de ı́ndices

de Hermite respecto a un subconjunto M de una matriz polinomial no

singular. Demostraremos que coinciden con la definición dada en la Sección

1.2.6 donde los ı́ndices de Hermite respecto a M representan los grados

de los elementos de la diagonal de su forma de Hermite respecto de M .

Veremos que la nueva caracterización tiene la ventaja de que nos permite

calcular los ı́ndices de Hermite respecto a M a partir de la información

de la forma de Hermite global, sin necesidad de conocer la estructura de

Hermite de la matriz respecto a M . Este hecho también ocurre en el caso de

la estructura finita (factores invariantes) de una matriz polinomial donde

sabemos que podemos determinar la estructura finita local a partir de la

global y viceversa.
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3.2. Equivalencia Wiener–Hopf local

Los anillos locales FM(s), M ⊆ Specm(F[s]), cuyos elementos son fun-

ciones racionales donde el denominador es primo con todos los polinomios

que generan ideales que están en M juegan un papel fundamental en la

nueva relación de equivalencia Wiener–Hopf respecto a (M,M ′) que intro-

ducimos en esta sección (Definición 3.2.1).

Como es habitual, dado M ⊆ Specm(F[s]), una matriz U(s) es invertible

en FM(s)m×m si U(s) ∈ FM(s)m×m y su determinante es una unidad en

FM(s); es decir, una función racional donde tanto el numerador como el

denominador es primo con todos los polinomios que generan ideales que

están en M . Entenderemos que una matriz U(s) ∈ FM(s)m×m ∩ Fpr(s)
m×m

es invertible en FM(s)m×m∩Fpr(s)
m×m si su determinante es una unidad en

ambos anillos, FM(s) y Fpr(s).

Consideramos que si M = ∅, entonces F∅(s) = F(s), el cuerpo de las

funciones racionales. Notemos que si M1,M2 ⊆ Specm(F[s]) entonces M1 ⊆
M2 si y sólo si FM2(s) ⊆ FM1(s). En particular, si M = Specm(F[s]) entonces

FM(s) = F[s].

La relación de equivalencia Wiener–Hopf respecto a una curva cerrada

γ en C está definida para matrices sin ceros ni polos en γ. Teniendo en

cuenta las identificaciones comentadas en la introducción, nuestra relación

de equivalencia Wiener–Hopf estará definida para matrices sin ceros ni po-

los en el correspondiente subconjunto del Specm(F[s]) identificado con γ.

Recordamos que una matriz no tenga ceros ni polos respecto a M (o en M)

significa que su forma de Smith–McMillan respecto a M es la identidad (Sec-

ción 1.2.7). Ahora bien, esto es equivalente a que las funciones racionales

invariantes en la forma de Smith–McMillan sean unidades en FM(s). En

efecto, supongamos que existen matrices unimodulares U(s), V (s) tales que

U(s)G(s)V (s) = Diag

(
ε1(s)

ψ1(s)
, . . . ,

εr(s)

ψr(s)

)
,
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donde m.c.d.(εi(s), π(s)) = 1, m.c.d.(ψi(s), π(s)) = 1, para todo ideal (π(s)) ∈
M , i = 1, . . . , m. Entonces la matriz D(s) = Diag

(
ε1(s)

ψ1(s)
, . . . ,

εr(s)

ψr(s)

)
es in-

vertible en FM(s) y por tanto existen UM(s) = U(s) y VM(s) = V (s)D(s)−1

tales que

UM(s)G(s)VM(s) = Im.

El rećıproco también es cierto: G(s) no tiene ceros ni polos en M si y

sólo si es invertible en FM(s) y por lo tanto los denominadores, ψi(s), en

su forma de Smith–McMillan son primos con los polinomios que generan

ideales que están en M (Observación 1.1.1). Además como el determinante

es una unidad los numeradores, εi(s), también satisfacen esa condición. En

definitiva, diremos que una matriz G(s) ∈ F(s)m×n no tiene ceros ni polos

en M si sus funciones racionales invariantes son unidades en FM(s).

Definición 3.2.1 Sean M y M ′ subconjuntos de Specm(F[s]) tales que

M ∪M ′ = Specm(F[s]). Sean G1(s), G2(s) ∈ F(s)m×m matrices racionales

no singulares sin ceros ni polos en M ∩M ′. Las matrices G1(s), G2(s) son

equivalentes Wiener–Hopf respecto a (M, M ′) por la izquierda si existen

matrices UM(s) invertible en FM(s)m×m y UM ′(s) invertible en FM ′(s)m×m∩
Fpr(s)

m×m tales que

G2(s) = UM ′(s)G1(s)UM(s).

Es fácil comprobar que es una relación de equivalencia. En realidad

seŕıa una relación de equivalencia aunque no se impusiera ninguna condición

sobre la unión e intersección de M y M ′. Sin embargo veremos después que

sin estas condiciones no se puede asegurar la existencia y unicidad de un

representante diagonal en cada clase de equivalencia.

Estudiamos el siguiente caso particular: Si M = Specm(F[s]) y M ′ = ∅,
las matrices UM ′(s) invertibles en F∅(s)m×m ∩ Fpr(s)

m×m son las matrices

bipropias y las matrices UM(s) invertibles en FSpecm(F[s])(s)
m×m son las ma-

trices unimodulares. Por lo tanto, en este caso, la equivalencia Wiener–Hopf
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respecto a (M,M ′) = (Specm(F[s]), ∅) por la izquierda es la equivalencia

Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda. Por esta razón diremos que la

equivalencia Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda es la equivalencia

Wiener–Hopf global por la izquierda y a los ı́ndices de Wiener–Hopf en el

infinito por la izquierda les llamaremos los ı́ndices de Wiener–Hopf globales

por la izquierda.

En el siguiente lema probaremos, como se ha dicho en la introduc-

ción, que toda matriz polinomial no singular P (s) ∈ F[s]m×m es equiva-

lente Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda a una matriz diagonal

Diag(sk1 , . . . , skm), donde los enteros k1, . . . , km son los grados de las colum-

nas de cualquier matriz propia por columnas equivalente por la derecha

a P (s). Estos grados son los ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por la

izquierda. Por lo tanto, toda matriz polinomial no singular tiene ı́ndices

de Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda que son números enteros no

negativos.

La demostración del siguiente resultado está hecha en [17] para matrices

racionales rectangulares y la incluimos por completitud.

Lema 3.2.2 Sea P (s) ∈ F[s]m×m una matriz polinomial no singular. Exis-

ten una matriz unimodular V (s) ∈ F[s]m×m y una matriz bipropia B(s) ∈
Fpr(s)

m×m tales que

P (s) = B(s) Diag(sk1 , . . . , skm)V (s)

donde k1 ≥ · · · ≥ km son enteros no negativos uńıvocamente determinados

por P (s).

Demostración. Sea P (s) ∈ F[s]m×m una matriz polinomial no singular.

Por el Lema 1.4.7 existe una matriz unimodular U(s) ∈ F[s]m×m tal que

P (s)U(s) es una matriz propia por columnas; esto es, si k1, . . . , km son los

grados de las columnas de P (s)U(s), esta matriz se puede escribir como
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P (s)U(s) = PcD(s) + L(s) con Pc no singular, D(s) = Diag(sk1 , . . . , skm)

y el grado de la columna i de L(s) menor que ki, 1 ≤ i ≤ m. Entonces

P (s)U(s) = PcD(s) + L(s) = (Pc + L(s)D(s)−1)D(s). Llamamos V (s) =

U(s)−1. Como Pc es no singular y L(s)D(s)−1 es una matriz estrictamente

propia, B(s) = Pc + L(s)D(s)−1 es bipropia y P (s) = B(s)D(s)V (s).

Además, por el Lema 1.4.7, los grados de las columnas de la matriz propia

por columnas equivalente por la derecha a P (s), k1, . . . , km, están uńıvoca-

mente determinados por la matriz P (s), aunque U(s) no lo está. ¤

Sea M ⊆ Specm(F[s]). Recordemos la Definición 1.2.3: Diremos que

un polinomio no constante α(s) ∈ F[s] factoriza en M si su factorización

coprima, α(s) = α1(s)
d1 · · ·αm(s)dm , satisface la condición (αi(s)) ∈ M

para todo i = 1, . . . ,m. Se tiene que si un polinomio no constante factoriza

en M entonces también factoriza en todo subconjunto de Specm(F[s]) que

contiene a M . Consideraremos que los únicos polinomios que factorizan en

M = ∅ son las constantes. Por lo tanto, las constantes factorizan en todo

subconjunto de Specm(F[s]). Se tiene que un polinomio α(s) factoriza en

M si y sólo si α(s) es una unidad en FM ′(s) con M ′ = Specm(F[s]) \M.

Al igual que en el Caṕıtulo 2 se han definido los ı́ndices de Wiener–

Hopf locales respecto a un polinomio mónico irreducible por la izquierda,

en este caṕıtulo queremos extender esta definición a cualquier subconjunto

M ⊆ Specm(F[s]) y definir aśı los ı́ndices de Wiener–Hopf respecto a M por

la izquierda. Siguiendo las mismas técnicas que las utilizadas en el Caṕıtulo

2 para demostrar las Proposiciones 2.3.1 y 2.3.2 se pueden demostrar los

dos resultados siguientes que nos garantizan la existencia y unicidad de

los ı́ndices de Wiener–Hopf respecto a M por la izquierda para matrices

polinomiales no singulares. Las demostraciones son exactamente iguales y

por ello las omitimos.

Proposición 3.2.3 Sea P (s) ∈ F[s]m×m una matriz polinomial no singular
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y M ⊆ Specm(F[s]). Entonces, existen matrices P1(s), Q(s) ∈ F[s]m×m tales

que

i) P (s) = P1(s)Q(s),

ii) det P1(s) factoriza en M , y

iii) det Q(s) factoriza en Specm(F[s]) \M .

Proposición 3.2.4 Sea P (s) ∈ F[s]m×m una matriz polinomial no singular

y M ⊆ Specm(F[s]). Si existen matrices polinomiales P1(s), Q(s) ∈ F[s]m×m

y P 1(s), Q(s) ∈ F[s]m×m tales que

i) P (s) = P1(s)Q(s) = P 1(s)Q(s),

ii) det P1(s) y det P 1(s) factorizan en M , y

iii) det Q(s) y det Q(s) factorizan en Specm(F[s]) \M ,

entonces P1(s) y P 1(s) son equivalentes por la derecha.

Definición 3.2.5 Sea P (s) ∈ F[s]m×m una matriz polinomial no singular y

M ⊆ Specm(F[s]). Sean P1(s), Q(s) ∈ F[s]m×m matrices polinomiales tales

que

i) P (s) = P1(s)Q(s),

ii) det P1(s) factoriza en M , y

iii) det Q(s) factoriza en Specm(F[s]) \M .

A los ı́ndices de Wiener–Hopf globales de P1(s) por la izquierda les llamamos

ı́ndices de Wiener–Hopf de P (s) respecto a M por la izquierda.



3.2 Equivalencia Wiener–Hopf local 81

Cuando M se reduce a un único ideal generado por un polinomio mónico

irreducible π(s), los ı́ndices de Wiener–Hopf respecto a M = (π(s)) por la

izquierda son los ı́ndices de Wiener–Hopf locales respecto a π(s) definidos

en el caṕıtulo anterior. Y, cuando M = Specm(F[s]) tomando P1(s) = P (s)

y Q(s) = Im se tiene que los ı́ndices de Wiener–Hopf de P (s) respecto a

Specm(F[s]) por la izquierda son los ı́ndices de Wiener–Hopf globales de

P (s).

Toda matriz polinomial no singular tiene ı́ndices de Wiener–Hopf globa-

les por la izquierda. Por lo tanto, cualquier matriz polinomial no singular

tiene ı́ndices de Wiener–Hopf respecto a M por la izquierda, para cualquier

M ⊆ Specm(F[s]).

Uno de los resultados principales de esta sección es el siguiente:

Teorema 3.2.6 Sean M y M ′ subconjuntos de Specm(F[s]) tales que M ∪
M ′ = Specm(F[s]). Sean P1(s), P2(s) ∈ F[s]m×m matrices polinomiales no

singulares sin ceros en M ∩M ′. Las matrices P1(s), P2(s) son equivalentes

Wiener–Hopf respecto a (M, M ′) por la izquierda si y sólo si P1(s), P2(s)

tienen los mismos ı́ndices de Wiener–Hopf respecto a M por la izquierda.

Demostración. Escribimos

P1(s) = P ′
1(s)Q1(s), P2(s) = P ′

2(s)Q2(s),

con det P ′
1(s) y det P ′

2(s) factorizando en M \M ′ (recordamos que P1(s) y

P2(s) no tienen ceros en M ∩M ′) y det Q1(s) y det Q2(s) factorizando en

M ′ \M .

Supongamos que P1(s), P2(s) tienen los mismos ı́ndices de Wiener–Hopf

respecto a M por la izquierda, k1 ≥ · · · ≥ km. En otras palabras, P ′
1(s) y

P ′
2(s) tienen los mismos ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda.

Esto significa que existen matrices B(s) ∈ Fpr(s)
m×m, bipropia, y U(s) ∈

F[s]m×m, unimodular, tales que

P ′
1(s) = B(s)P ′

2(s)U(s). (3.1)



82 Caṕıtulo 3. Equivalencia Wiener–Hopf local e ı́ndices locales

Veamos que B(s) es invertible en FM ′(s)m×m. De (3.1)

B(s) = P ′
1(s)(P

′
2(s)U(s))−1 = P ′

1(s)
Adj(P ′

2(s)U(s))

det(P ′
2(s)U(s))

.

Como det(P ′
2(s)U(s)) factoriza en M \ M ′, los denominadores de los

elementos de B(s) factorizan en M \ M ′. Por tanto B(s) ∈ FM ′(s)m×m ∩
Fpr(s)

m×m. Además, det B(s) = det P ′
1(s) ·det(P ′

2(s)U(s))−1 y ambos deter-

minantes factorizan en M \M ′. Aśı, det B(s) es una unidad en FM ′(s)m×m∩
Fpr(s)

m×m. Sea UM(s) = Q2(s)
−1U(s)Q1(s). Como det Q1(s) y det Q2(s)

factorizan en M ′ \ M entonces UM(s) es invertible en FM(s)m×m. En de-

finitiva, existen UM ′(s) = B(s) invertible en FM ′(s)m×m ∩ Fpr(s)
m×m y

UM(s) = Q2(s)
−1U(s)Q1(s) invertible en FM(s)m×m tales que

P1(s) = UM ′(s)P2(s)UM(s)

y por tanto P1(s) y P2(s) son equivalentes Wiener–Hopf con respecto a

(M,M ′) por la izquierda.

Rećıprocamente, supongamos que existen UM ′(s) invertible en FM ′(s)m×m∩
Fpr(s)

m×m y UM(s) invertible en FM(s)m×m tales que

P1(s) = UM ′(s)P2(s)UM(s). (3.2)

Como M ∪ M ′ = Specm(F[s]) y UM ′(s) está en FM ′(s)m×m sus elementos

son funciones racionales cuyos denominadores factorizan en M \ M ′. Sea

d′(s) el polinomio mónico mı́nimo común múltiplo de los denominadores de

la matriz UM ′(s). Por lo tanto d′(s) factoriza en M \M ′. Además,

d′(s)UM ′(s) = R(s)

con R(s) una matriz polinomial cuyo determinante es una unidad en FM ′(s),

esto es, det R(s) = d′(s)m det UM ′(s) factoriza en M \M ′.

Igualmente, UM(s) está en FM(s)m×m y sus elementos son funciones

racionales cuyos denominadores factorizan en M ′ \M . Sea d(s) el polinomio
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mónico mı́nimo común múltiplo de los denominadores de la matriz UM(s).

Por lo tanto d(s) factoriza en M ′ \M y

d(s)UM(s) = N(s)

es una matriz polinomial cuyo determinante es una unidad en FM(s), esto

es, det N(s) = d(s)m det UM(s) factoriza en M ′ \M .

Ahora, de (3.2)

P1(s) =
1

d′(s)
R(s)P2(s)N(s)

1

d(s)

o

d′(s)P1(s)d(s) = R(s)P2(s)N(s).

Recordemos que P1(s) = P ′
1(s)Q1(s) y P2(s) = P ′

2(s)Q2(s) tales que det P ′
1(s),

det P ′
2(s) factorizan en M \M ′ y det Q1(s), det Q2(s) factorizan en M ′\M =

Specm(F[s]) \ M . Sea P (s) = d′(s)P1(s)d(s) = R(s)P2(s)N(s). La matriz

P (s) es polinomial y

P (s) = d′(s)P ′
1(s)Q1(s)d(s) = R(s)P ′

2(s)Q2(s)N(s).

Llamamos P 1(s) = d′(s)P ′
1(s), Q1(s) = Q1(s)d(s), P 2(s) = R(s)P ′

2(s) y

Q2(s) = Q2(s)N(s). Tenemos que

i) P (s) = P 1(s)Q1(s) = P 2(s)Q2(s),

ii) det P 1(s), det P 2(s) factorizan en M , y

iii) det Q1(s), det Q2(s) factorizan en Specm(F[s]) \M.

Por la Proposición 3.2.4 P 1(s) y P 2(s) son equivalentes por la derecha, es

decir, existe U(s) unimodular tal que

P 1(s) = P 2(s)U(s),

d′(s)P ′
1(s) = R(s)P ′

2(s)U(s),
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P ′
1(s) =

1

d′(s)
R(s)P ′

2(s)U(s),

P ′
1(s) = UM ′(s)P ′

2(s)U(s).

Como UM ′(s) es bipropia y U(s) es unimodular, P ′
1(s), P ′

2(s) tienen los

mismos ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda. En consecuencia,

P1(s) y P2(s) tienen los mismos ı́ndices de Wiener–Hopf respecto a M por

la izquierda. ¤

En definitiva, para matrices polinomiales no singulares sin ceros en M ∩
M ′, los ı́ndices de Wiener–Hopf respecto a M por la izquierda constituyen

un sistema completo de invariantes para la relación de equivalencia Wiener–

Hopf respecto a (M, M ′) por la izquierda con M ∪M ′ = Specm(F[s]).

Una consecuencia inmediata de este último teorema es el siguiente re-

sultado:

Corolario 3.2.7 Sean M y M ′ subconjuntos de Specm(F[s]) tales que M ∪
M ′ = Specm(F[s]). Sean P1(s), P2(s) ∈ F[s]m×m matrices polinomiales no

singulares sin ceros en M ∩ M ′. Entonces P1(s), P2(s) son equivalentes

Wiener–Hopf respecto a (M, M ′) por la izquierda si y sólo si para cua-

lesquiera factorizaciones P1(s) = P̃1(s)Q1(s) y P2(s) = P̃2(s)Q2(s) que

satisfacen las condiciones i)–iii) de la Definición 3.2.5, P̃1(s) y P̃2(s) son

globalmente Wiener–Hopf equivalentes por la izquierda.

Ahora nos planteamos para matrices polinomiales no singulares la exis-

tencia, o no, de factorización en forma diagonal para la equivalencia Wiener–

Hopf respecto a (M,M ′) por la izquierda. Vamos a demostrar que si existe

un ideal generado por un polinomio de grado 1 en M , el cual no está en M ′,

entonces toda matriz polinomial no singular sin ceros en M ∩ M ′ admite

una factorización diagonal respecto a (M,M ′).
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Teorema 3.2.8 Sean M y M ′ subconjuntos de Specm(F[s]) tales que M ∪
M ′ = Specm(F[s]). Supongamos que existen ideales en M\M ′ generados por

polinomios lineales y sea (s−a) uno de ellos. Sea P (s) ∈ F[s]m×m una matriz

polinomial no singular sin ceros en M∩M ′ y sean k1 ≥ · · · ≥ km sus ı́ndices

de Wiener–Hopf respecto a M por la izquierda. Entonces, existen UM(s)

invertible en FM(s)m×m y UM ′(s) invertible en FM ′(s)m×m∩Fpr(s)
m×m tales

que

P (s) = UM ′(s) Diag((s− a)k1 , . . . , (s− a)km)UM(s).

Demostración. Sean α1(s), . . . , αm(s) y k1, . . . , km los factores invariantes

y los ı́ndices de Wiener–Hopf por la izquierda de P (s) respecto a M , respec-

tivamente. Escribimos P (s) = P1(s)Q(s) con

det P1(s) = c1α1(s) · · ·αm(s), (3.3)

c1 constante distinta de cero y det Q(s) factorizando en Specm(F[s]) \M =

M ′ \M . Como k1, . . . , km son los ı́ndices de Wiener–Hopf globales de P1(s)

por la izquierda, por el Lema 3.2.2 existen matrices U(s) ∈ F[s]m×m, uni-

modular, y B1(s) ∈ Fpr(s)
m×m, bipropia, tales que

P1(s) = B1(s)D1(s)U(s) (3.4)

con D1(s) = Diag(sk1 , . . . , skm). Llamamos

D(s) = Diag((s− a)k1 , . . . , (s− a)km)

y

UM ′(s) = B1(s) Diag

(
sk1

(s− a)k1
, . . . ,

skm

(s− a)km

)
.

Entonces

P1(s) = UM ′(s)D(s)U(s).

Sea UM(s) = U(s)Q(s). Esta matriz es invertible en FM(s)m×m y

P (s) = UM ′(s) Diag((s− a)k1 , . . . , (s− a)km)UM(s).
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Nos falta probar que UM ′(s) es invertible en FM ′(s)m×m ∩ Fpr(s)
m×m. Es

claro que UM ′(s) está en Fpr(s)
m×m y es bipropia. Escribimos

UM ′(s) = P1(s)(D(s)U(s))−1.

Entonces utilizando las mismas ideas que en la primera parte de la demostra-

ción del Teorema 3.2.6 se demuestra que UM ′(s) es invertible en FM ′(s)m×m.

¤

Observación 3.2.9 Cuando el cuerpo es algebraicamente cerrado siempre

existe factorización diagonal.

El siguiente ejemplo pone de manifiesto las ideas mostradas en la demos-

tración del teorema anterior. En él se muestra por un lado cómo calcular

los ı́ndices de Wiener–Hopf respecto a un subconjunto M ⊆ Specm(F[s]),

y por otro lado cómo obtener la factorización diagonal. Dadas P (s) y M ,

escribimos P (s) = P1(s)Q(s) con det P1(s) factorizando en M y det Q(s)

factorizando en Specm(F[s])\M . Los ı́ndices de Wiener–Hopf respecto a M

por la izquierda son los grados de las columnas de cualquier matriz propia

por columnas equivalente por la derecha a P1(s).

Ejemplo 3.2.10 Supongamos que F = R es el cuerpo de los números

reales. Sea la matriz polinomial

P (s) =

[
s 0
−s2 (s2 + 1)2

]
.

Sea M = {(s2+1), (s−1)} que contiene un ideal generado por un polinomio

de grado 1 y M ′ = Specm(F[s]) \M . Se cumple que P (s) = P1(s)Q(s) con

P1(s) =

[
1 0
−s (s2 + 1)2

]
, Q(s) =

[
s 0
0 1

]
,

donde los factores invariantes de P1(s) son potencias de s2 + 1 y por tanto

factorizan en M y los factores invariantes de Q(s) son relativamente primos
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con s2 + 1 y s − 1 y por tanto factorizan en M ′. Si escribimos U(s)−1 =[
1 s3 + 2s
0 1

]
entonces

P1(s)U(s)−1 =

[
1 s3 + 2s
−s 1

]

es propia por columnas con grados de columnas 1, 3. Por lo tanto, los ı́ndices

de Wiener–Hopf globales de P1(s) son 1 y 3. Y en consecuencia éstos son

los ı́ndices de Wiener–Hopf de P (s) respecto a M . Escribimos

P1(s)U(s)−1 =

[
0 1
−1 0

] [
s 0
0 s3

]
+

[
1 2s
0 1

]
= B1(s)

[
s 0
0 s3

]
,

donde B1(s) es la siguiente matriz bipropia

B1(s) =

[
0 1
−1 0

]
+

[
1 2s
0 1

] [
s−1 0
0 s−3

]
=




1

s

s2 + 2

s2

−1
1

s3


 .

Llamamos B′(s) =




s

s− 1
0

0
s3

(s− 1)3


. Tenemos que

[
s 0
0 s3

]
=




s

s− 1
0

0
s3

(s− 1)3




[
s− 1 0

0 (s− 1)3

]
.

Sea UM ′(s) = B1(s)B
′(s) =




1

s− 1

(s2 + 2)s

(s− 1)3

−s

s− 1

1

(s− 1)3


. Los elementos de la

matriz UM ′(s) son funciones racionales propias con denominadores potencias

de s−1 y det UM ′(s) =
(s2 + 1)2

(s− 1)4
. Por tanto UM ′(s) ∈ FM ′(s)2×2∩Fpr(s)

2×2

es invertible. En definitiva,

P1(s)U(s)−1 = B1(s)

[
s 0
0 s3

]
= UM ′(s)

[
s− 1 0

0 (s− 1)3

]
.
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Además la matriz UM(s) = U(s)Q(s) ∈ FM(s)2×2 es invertible en FM(s)2×2

y P (s) = P1(s)Q(s) = P1(s)U(s)−1U(s)Q(s). Aśı,

P (s) = UM ′(s)

[
s− 1 0

0 (s− 1)3

]
UM(s).

El siguiente ejemplo muestra que si no imponemos las condiciones sobre

la intersección y/o unión de M y M ′ no podemos garantizar la existencia

y/o unicidad de un representante diagonal en cada clase de equivalencia

Wiener–Hopf respecto a (M, M ′) por la izquierda.

Ejemplo 3.2.11 Sean M = {(s), (s + 1)} y M ′ = SpecmF[s] \ {(s)}.
Por tanto, M ∩ M ′ = {(s + 1)} y existe un único ideal (s) ∈ M \
M ′. Sea p1(s) = s + 1 que tiene ceros en M ∩M ′. Supongamos que

s + 1 = uM ′(s)skuM(s) con uM ′(s) unidad en FM ′(s)∩ Fpr(s) y uM(s)

unidad en FM(s). Como las unidades en FM ′(s) son potencias positivas

o negativas de s y las unidades en Fpr(s) son funciones bipropias,

para que uM ′(s) sea a la vez una unidad en ambos anillos, FM ′(s) ∩
Fpr(s), necesariamente debe ser uM ′(s) = c constante distinta de cero.

Además, para que s + 1 = uM ′(s)skuM(s), uM(s) = 1
c

s+1
sk el cual no es

unidad en FM(s). En otras palabras, si P (s) ∈ F[s]m×m tiene ceros en

M ∩M ′ entonces no podemos asegurar la existencia de factorización

diagonal.

Además, si k fuera igual a 1 los polinomios s + 1 y s tendŕıan los

mismos ı́ndices de Wiener–Hopf respecto a M y sin embargo no seŕıan

Wiener–Hopf equivalentes respecto a (M, M ′) por la izquierda.

Supongamos que M ∪ M ′ 6= SpecmF[s]. Sea m = 1 y (s − a) ∈
M \M ′. Supongamos que tenemos una función polinomial que se fac-

toriza como p(s) = uM ′(s)(s − a)k1uM(s), donde uM ′(s) ∈ FM ′(s) ∩
Fpr(s) y uM(s) ∈ FM(s) son unidades. Sea β(s) un polinomio i-

rreducible tal que el ideal que genera, (β(s)), no está en M ∪ M ′.
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Por lo tanto, p(s) admite también la siguiente factorización p(s) =

ũM ′(s)(s − a)k1−d(β(s))ũM(s), donde ũM ′(s) =
(s− a)d(β(s))uM ′(s)

β(s)
y

ũM(s) = uM(s)β(s) son unidades en FM ′(s) ∩ Fpr(s) y FM(s), res-

pectivamente. Por tanto, si M ∪M ′ 6= SpecmF[s] no podemos garan-

tizar la unicidad de los exponentes del polinomio lineal s − a que

aparecen en la factorización diagonal.

En el siguiente ejemplo queremos mostrar que si todos los ideales gene-

rados por polinomios lineales de grado uno están en M ′ \M entonces una

factorización como la del Teorema 3.2.8 puede no existir.

Ejemplo 3.2.12 Supongamos que F = R es el cuerpo de los números

reales. Tomamos M = {(s2 + 1)} ⊆ Specm(R[s]) y M ′ = Specm(R[s]) \
{(s2 + 1)}. Sea la matriz

P (s) =

[
s 0
−s2 (s2 + 1)2

]
,

que no tiene ceros ni polos en M ∩ M ′ = ∅. Veremos que es imposible

encontrar matrices invertibles UM ′(s) en RM ′(s)2×2 ∩Rpr(s)
2×2, y UM(s) en

RM(s)2×2 tales que UM ′(s)P (s)UM(s) = Diag((p(s)/q(s))c1 , (p(s)/q(s))c2).

Escribimos
p(s)

q(s)
= u(s)(s2 + 1)a con u(s) unidad en RM(s) y a un entero.

Aśı,

Diag((p(s)/q(s))c1 , (p(s)/q(s))c2) =

= Diag((s2 + 1)ac1 , (s2 + 1)ac2) Diag(u(s)c1 , u(s)c2).

Observemos que la matriz Diag(u(s)c1 , u(s)c2) es invertible en RM(s)2×2 y

P (s) es también equivalente Wiener–Hopf respecto a (M, M ′) por la izquier-

da a la matriz diagonal Diag((s2 + 1)ac1 , (s2 + 1)ac2). Por tanto, suponga-

mos que existen matrices invertibles UM ′(s) ∈ RM ′(s)2×2 ∩ Rpr(s)
2×2 y

UM(s) ∈ RM(s)2×2 tales que UM ′(s)P (s)UM(s) = Diag((s2+1)d1 , (s2+1)d2),

con d1 ≥ d2 enteros. Por un lado, por ser UM ′(s) invertible en ambos anillos



90 Caṕıtulo 3. Equivalencia Wiener–Hopf local e ı́ndices locales

RM ′(s)2×2 ∩ Rpr(s)
2×2, det UM ′(s) = c. Por otro, det P (s) = s(s2 + 1)2 y

det UM(s) es una función racional con numerador y denominador relativa-

mente primos con s2 + 1, entonces cs(s2 + 1)2 det UM(s) = (s2 + 1)d1+d2 y

d1 + d2 = 2. Sean

UM ′(s)−1 =

[
b11(s) b12(s)
b21(s) b22(s)

]
, UM(s) =

[
u11(s) u12(s)
u21(s) u22(s)

]
.

Como P (s)UM(s) = UM ′(s)−1 Diag((s2 + 1)d1 , (s2 + 1)d2) tenemos que

su11(s) = b11(s)(s
2 + 1)d1 , (3.5)

−s2u11(s) + (s2 + 1)2u21(s) = b21(s)(s
2 + 1)d1 , (3.6)

su12(s) = b12(s)(s
2 + 1)d2 , (3.7)

−s2u12(s) + (s2 + 1)2u22(s) = b22(s)(s
2 + 1)d2 . (3.8)

Como u11(s) ∈ RM(s) y b11(s) ∈ RM ′(s)∩Rpr(s), podemos escribir u11(s) =
f1(s)

g1(s)
y b11(s) =

h1(s)

(s2 + 1)q1
con f1(s), g1(s), h1(s) ∈ R[s], m.c.d.(g1(s), s

2 +

1) = 1 y d(h1(s)) ≤ 2q1. Además, por (3.5), s
f1(s)

g1(s)
=

h1(s)

(s2 + 1)q1
(s2 +

1)d1 . Por tanto, u11(s) = f1(s) o u11(s) =
f1(s)

s
. Igualmente, por (3.7),

u12(s) = f2(s) o u12(s) =
f2(s)

s
con f2(s) polinomial. Además, por (3.7),

d2 debe ser no negativo o u12(s) = b12(s) = 0. Esto último no se puede dar

pues en tal caso por (3.8) tendŕıamos también que u22(s) = b22(s) = 0, lo

cual contradice el hecho de que las matrices UM(s), UM ′(s) sean invertibles.

Aśı, d1 ≥ d2 ≥ 0. Usando ahora (3.6) y (3.8) y teniendo en cuenta que

u21(s), u22(s) ∈ RM(s) y b21(s), b22(s) están en RM ′(s) ∩ Rpr(s), deducimos

que u21(s) y u22(s) son polinomiales. Distinguimos dos casos:

Si d1 = 2 y d2 = 0, teniendo en cuenta (3.7) como b12(s) es bipropia

entonces u12(s) =
c1

s
, c1 constante y b12(s) = c1. Por (3.8), b22(s) =

−c1s + (s2 + 1)2u22(s). Como u22(s) es polinomial y b22(s) es propia
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necesariamente b22(s) = c2, con c2 constante. Por tanto u22(s) =
c2 + c1s

(s2 + 1)2
. Aśı, c1 = c2 = 0 y en consecuencia b12(s) = b22(s) = 0.

Ahora bien esto es imposible ya que UM ′(s) es invertible.

Si d1 = d2 = 1, por (3.6),

b21(s) =
−s2u11(s) + (s2 + 1)2u21(s)

s2 + 1
=

=
−s2 b11(s)

s
(s2 + 1) + (s2 + 1)2u21(s)

s2 + 1
=

= −sb11(s) + (s2 + 1)u21(s) =

= −s
h1(s)

(s2 + 1)q1
+ (s2 + 1)u21(s) =

=
−sh1(s) + (s2 + 1)q1+1u21(s)

(s2 + 1)q1
.

Observemos que d(−sh1(s)) ≤ 1 + 2q1 y d((s2 + 1)q1+1u21(s)) =

2(q1 + 1) + d(u21(s)) ≥ 2q1 + 2 a menos que u21(s) = 0. Si por el

contrario u21(s) 6= 0, d(−sh1(s) + (s2 + 1)q1+1u21(s)) ≥ 2q1 + 2 el cual

es mayor que d((s2 + 1)q1) = 2q1. Esto no puede ocurrir porque b21(s)

es una función racional propia. De este modo, u21(s) = 0. Igualmente

razonando con (3.8) debe ser que u22(s) es también cero. Ambas cosas

son imposibles ya que UM(s) es invertible.

3.3. Índices de Wiener–Hopf locales para ma-

trices racionales

Nuestro objetivo ahora es extender el concepto de ı́ndices de Wiener–

Hopf y los resultados mostrados en la Sección 3.2 a matrices de funciones

racionales no singulares siguiendo el procedimiento mostrado en el Caṕıtu-

lo 2: Dada G(s) ∈ F(s)m×m sea d(s) el polinomio mónico mı́nimo común

múltiplo de sus denominadores. Entonces d(s)G(s) es una matriz polinomial
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y por lo tanto se pueden aplicar los resultados obtenidos hasta ahora en este

caṕıtulo.

Necesitamos extender la Definición 1.2.3 a funciones racionales.

Definición 3.3.1 Sea M ⊆ Specm(F[s]). Si g(s) =
n(s)

d(s)
∈ F(s) es una

función racional no constante tal que su numerador y su denominador fac-

torizan en M diremos que g(s) factoriza en M .

Observación 3.3.2 Sea M ⊆ Specm(F[s]). En el caso de una matriz poli-

nomial P (s) ∈ F[s]m×m decir que sus factores invariantes factorizan en M

es equivalente a decir que det P (s) factoriza en M . En el caso de matrices

racionales no es aśı. Dada una matriz racional no singular G(s) ∈ F(s)m×m

si sus funciones racionales invariantes factorizan en M entonces det G(s)

factoriza en M . El rećıproco no es cierto en general pues puede haber

simplificaciones entre factores comunes del numerador y denominador que

corresponden a diferentes fracciones de la forma de Smith–McMillan. Por

ejemplo, el determinante de Diag

(
1

s
,
s

1

)
factoriza en M = {(s + 1)} pero

los elementos de la diagonal no.

Sea M ⊆ Specm(F[s]). Sea G(s) ∈ F(s)m×m una matriz racional no

singular tal que sus funciones racionales invariantes factorizan en M . Por lo

tanto, el polinomio mónico mı́nimo común múltiplo de sus denominadores,

que es el denominador de su primera función racional invariante ψ1(s) ([50,

p. 109]), factoriza en M .

Proposición 3.3.3 Sea G(s) ∈ F(s)m×m una matriz racional no singular y

M ⊆ Specm(F[s]). Entonces existen matrices G1(s), G2(s) ∈ F(s)m×m tales

que

(i) G(s) = G1(s)G2(s),

(ii) las funciones racionales invariantes de G1(s) factorizan en M , y



3.3 Índices de Wiener–Hopf locales 93

(iii) las funciones racionales invariantes de G2(s) factorizan en M ′ =

Specm(F[s]) \M.

Demostración. Sea S(s) = Diag

(
ε1(s)

ψ1(s)
, . . . ,

εm(s)

ψm(s)

)
la forma de Smith–

McMillan (finita) de G(s) donde εi(s), ψi(s) ∈ F[s] son polinomios mónicos

y coprimos tales que ε1(s) | · · · | εm(s) mientras que ψm(s) | · · · | ψ1(s). Por

lo tanto, existen matrices unimodulares U(s), V (s) ∈ F[s]m×m tales que

G(s) = U(s) Diag

(
ε1(s)

ψ1(s)
, . . . ,

εm(s)

ψm(s)

)
V (s). (3.9)

Escribimos εi(s) = ε′i(s)ε̄i(s), ψi(s) = ψ′i(s)ψ̄i(s) siendo ε′i(s), ψ
′
i(s) poli-

nomios que factorizan en M y ε̄i(s), ψ̄i(s) polinomios que factorizan en M ′.

Si εi(s) factoriza en M (M ′) entonces ε̄i(s) = 1 (ε′i(s) = 1) y si ψi(s)

factoriza en M (M ′) entonces ψ̄i(s) = 1 (ψ′i(s) = 1). Tomamos G1(s) =

U(s) Diag

(
ε′1(s)
ψ′1(s)

, . . . ,
ε′m(s)

ψ′m(s)

)
y G2(s) = Diag

(
ε̄1(s)

ψ̄1(s)
, . . . ,

ε̄m(s)

ψ̄m(s)

)
V (s)

que cumplen las condiciones que deseamos. ¤

Proposición 3.3.4 Sea G(s) ∈ F(s)m×m una matriz racional no singular

y M ⊆ Specm(F[s]). Si existen matrices racionales G1(s), G2(s) ∈ F(s)m×m

y G1(s), G2(s) ∈ F(s)m×m tales que

i) G(s) = G1(s)G2(s) = G1(s)G2(s),

ii) las funciones racionales invariantes de G1(s), G1(s) factorizan en M ,

iii) las funciones racionales invariantes de G2(s), G2(s) factorizan en M ′ =

Specm(F[s]) \M ,

entonces G1(s) y G1(s) son equivalentes por la derecha.

Demostración. Sean d1(s), d2(s), d1(s), d2(s) los mı́nimos comunes múlti-

plos mónicos de los denominadores de las matrices G1(s), G2(s), G1(s) y
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G2(s), respectivamente. Por tanto de (ii) y (iii) se deduce que d1(s), d1(s)

factorizan en M y d2(s), d2(s) factorizan en M ′. Sean los polinomios mónicos

d′1(s) = m.c.m.(d1(s), d1(s)) y d′2(s) = m.c.m.(d2(s), d2(s)) factorizando en

M y M ′, respectivamente. Aśı, por un lado

d′1(s)d
′
2(s)G(s) = d′1(s)G1(s)d

′
2(s)G2(s),

por otro

d′1(s)d
′
2(s)G(s) = d′1(s)G1(s)d

′
2(s)G2(s).

Llamamos P (s) = d′1(s)d
′
2(s)G(s), P1(s) = d′1(s)G1(s), Q(s) = d′2(s)G2(s),

P 1(s) = d′1(s)G1(s) y Q(s) = d′2(s)G2(s). Se tiene que P1(s), Q(s), P 1(s) y

Q(s) son matrices polinomiales safisfaciendo

i) P (s) = P1(s)Q(s) = P 1(s)Q(s),

ii) det P1(s) y det P 1(s) factorizan en M , y

iii) det Q(s) y det Q(s) factorizan en M ′ = Specm(F[s]) \M .

Entonces P1(s) y P 1(s) son equivalentes por la derecha. Por tanto, existe

U(s) ∈ F[s]m×m unimodular tal que P1(s) = P 1(s)U(s). Aśı, d′1(s)G1(s) =

d′1(s)G1(s)U(s), esto es, G1(s) = G1(s)U(s). ¤

Como los ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda son invarian-

tes para la equivalencia por la derecha podemos dar la siguiente definición.

Definición 3.3.5 Sea G(s) ∈ F(s)m×m una matriz racional no singular y

M ⊆ Specm(F[s]). Sean G1(s), G2(s) ∈ F(s)m×m matrices racionales tales

que

i) G(s) = G1(s)G2(s),

ii) las funciones racionales invariantes de G1(s) factorizan en M , y
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iii) las funciones racionales invariantes de G2(s) factorizan en M ′ =

Specm(F[s]) \M.

A los ı́ndices de Wiener–Hopf globales de G1(s) por la izquierda les

llamamos ı́ndices de Wiener–Hopf de G(s) respecto a M por la izquierda.

Sea G(s) ∈ F(s)m×m una matriz racional y sea d(s) el polinomio mónico

mı́nimo común múltiplo de sus denominadores. Entonces G(s) se puede

escribir como

G(s) =
1

d(s)
N(s), (3.10)

donde N(s) ∈ F[s]m×m. Conocida la relación entre los ı́ndices de Wiener–

Hopf globales por la izquierda de N(s) y G(s) (Lema 2.2.3) no es dif́ıcil

demostrar el siguiente resultado, que es una generalización del Teorema

3.2.6 a matrices de funciones racionales.

Teorema 3.3.6 Sean M y M ′ subconjuntos de Specm(F[s]) tales que M ∪
M ′ = Specm(F[s]). Sean G1(s), G2(s) ∈ F(s)m×m matrices racionales no

singulares sin ceros ni polos en M ∩ M ′. Las matrices G1(s), G2(s) son

equivalentes Wiener–Hopf respecto a (M, M ′) por la izquierda si y sólo si

G1(s), G2(s) tienen los mismos ı́ndices de Wiener–Hopf respecto a M por

la izquierda.

Demostración. Sea di(s) el polinomio mónico mı́nimo común múltiplo de

los denominadores de Gi(s) para i = 1, 2, y d(s) = m.c.m.(d1(s), d2(s)). Por

tanto, d(s)Gi(s) = Pi(s) son matrices polinomiales tales que

d(s)G1(s) = P1(s) = P ′
1(s)Q1(s),

d(s)G2(s) = P2(s) = P ′
2(s)Q2(s),

donde det P ′
1(s), det P ′

2(s) factorizan en M \M ′ y det Q1(s), det Q2(s) fac-

torizan en M ′\M . Como G1(s) y G2(s) no tienen polos en M∩M ′, entonces
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d(s) no tiene ceros en M ∩M ′. Sea d(s) = q(s)q(s) tal que q(s) factoriza en

M \M ′ y q(s) factoriza en M ′ \M . Aśı,

G1(s) =
1

q(s)
P ′

1(s)
1

q(s)
Q1(s) = G′

1(s)G1(s),

G2(s) =
1

q(s)
P ′

2(s)
1

q(s)
Q2(s) = G′

2(s)G2(s),

donde las funciones racionales invariantes de G′
1(s) =

1

q(s)
P ′

1(s), G′
2(s) =

1

q(s)
P ′

2(s) factorizan en M , y las funciones racionales invariantes de G1(s) =

1

q(s)
Q1(s), G2(s) =

1

q(s)
Q1(s) factorizan en M ′ = Specm(F[s]) \M.

Sean k1 ≥ · · · ≥ km los ı́ndices de Wiener–Hopf de G1(s) y G2(s) re-

specto a M por la izquierda, es decir, las matrices G′
1(s) =

1

q(s)
P ′

1(s) y

G′
2(s) =

1

q(s)
P ′

2(s) tienen los mismos ı́ndices de Wiener–Hopf globales por

la izquierda iguales a k1, . . . , km. Por el Lema 2.2.3 esto equivale a que las

matrices polinomiales P ′
1(s), P

′
2(s) tienen los mismos ı́ndices de Wiener–Hopf

globales por la izquierda iguales a k1 + q ≥ · · · ≥ km + q siendo q = d(q(s)).

Dicho de otra forma las matrices P1(s), P2(s) tienen los mismos ı́ndices de

Wiener–Hopf respecto a M por la izquierda. Por el Teorema 3.2.6, esto

ocurre si y sólo si las matrices P1(s), P2(s), las cuales no tienen ceros en

M ∩M ′, son equivalentes Wiener–Hopf respecto a (M, M ′) por la izquierda.

En otras palabras, existen matrices UM(s) invertible en FM(s)m×m y UM ′(s)

invertible en FM ′(s)m×m ∩ Fpr(s)
m×m tales que P2(s) = UM ′(s)P1(s)UM(s),

y por tanto
1

d(s)
P2(s) = UM ′(s)

1

d(s)
P1(s)UM(s) o lo que es lo mismo

G2(s) = UM ′(s)G1(s)UM(s). ¤

Al igual que en el caso polinomial, para matrices racionales no singulares

sin ceros ni polos en M ∩ M ′, los ı́ndices de Wiener–Hopf respecto a M

por la izquierda constituyen un sistema completo de invariantes para la

relación de equivalencia Wiener–Hopf por la izquierda respecto a (M,M ′)
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con M ∪M ′ = Specm(F[s]). Se dice que forman la estructura Wiener–Hopf

respecto a M de la matriz racional. Además, también tenemos el siguiente

resultado sobre la factorización de matrices racionales.

Teorema 3.3.7 Sean M y M ′ subconjuntos de Specm(F[s]) tales que M ∪
M ′ = Specm(F[s]). Supongamos que existen ideales en M \ M ′ generados

por polinomios lineales y sea (s− a) uno de ellos. Sea G(s) ∈ F(s)m×m una

matriz racional no singular sin ceros ni polos en M ∩M ′ y sean k1 ≥ · · · ≥
km sus ı́ndices de Wiener–Hopf con respecto a M por la izquierda. Entonces,

existen UM(s) invertible en FM(s)m×m y UM ′(s) invertible en FM ′(s)m×m ∩
Fpr(s)

m×m tales que

G(s) = UM ′(s) Diag((s− a)k1 , . . . , (s− a)km)UM(s).

Demostración. Sea d(s) el polinomio mónico mı́nimo común múltiplo de

los denominadores de G(s) y d(s)G(s) = P (s) ∈ F[s]m×m. Como G(s) no

tiene ceros ni polos en M ∩M ′ entonces P (s) no tiene ceros en M ∩M ′. Por

el Teorema 3.2.8 existen UM(s), invertible en FM(s)m×m, y UM ′(s) invertible

en FM ′(s)m×m ∩ Fpr(s)
m×m tales que

P (s) = UM ′(s) Diag((s− a)k′1 , . . . , (s− a)k′m)UM(s),

donde k′1 ≥ · · · ≥ k′m son enteros no negativos uńıvocamente determinados

por P (s); concretamente son los ı́ndices de Wiener–Hopf de P (s) respecto

a M por la izquierda. Aśı,

1

d(s)
P (s) = UM ′(s) Diag

(
(s− a)k′1

d(s)
, . . . ,

(s− a)k′m

d(s)

)
UM(s).

Observemos que d(s) no tienen ceros en M∩M ′. Por tanto, podemos escribir

d(s) = d1(s)d2(s) con d1(s) factorizando en M y d2(s) factorizando en M ′.

En realidad d1(s) factoriza en M \M ′ y d2(s) factoriza en M ′ \M . Además,

si d1 = d(d1(s))

Diag

(
(s− a)k′1

d(s)
, . . . ,

(s− a)k′m

d(s)

)
=
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(s− a)d1

d1(s)
Diag

(
(s− a)k′1−d1 , . . . , (s− a)k′m−d1

) 1

d2(s)
.

Por tanto, existen ŨM(s) = UM(s)
1

d2(s)
, invertible en FM(s)m×m, y ŨM ′(s) =

UM ′(s)
(s− a)d1

d1(s)
invertible en FM ′(s)m×m ∩ Fpr(s)

m×m tales que

G(s) = ŨM ′(s) Diag((s− a)k′1−d1 , . . . , (s− a)k′m−d1)ŨM(s).

Escribimos G(s) =
1

d1(s)
P1(s)

1

d2(s)
P2(s) con det P1(s) factorizando en M \

M ′, det P2(s) en M ′ \M y tal que k′1 ≥ · · · ≥ k′m son los ı́ndices de Wiener–

Hopf de P1(s) en el infinito por la izquierda. De este modo kj = k′j − d1,

j = 1, . . . ,m, son los ı́ndices de Wiener–Hopf globales de
1

d1(s)
P1(s) por la

izquierda (véase Lema 2.2.3). Dicho de otra forma kj = k′j−d1, j = 1, . . . , m,

son los ı́ndices de Wiener–Hopf de G(s) respecto a M por la izquierda .

¤

3.4. Equivalencia Wiener–Hopf local por la

derecha

La equivalencia Wiener–Hopf respecto a (M, M ′) por la derecha de ma-

trices racionales no singulares se define de manera similar intercambiando

los papeles de las matrices UM ′(s) y UM(s): Sean M y M ′ subconjuntos de

Specm(F[s]) tales que M∪M ′ = Specm(F[s]). Sean G1(s), G2(s) ∈ F(s)m×m

matrices racionales no singulares sin ceros ni polos en M ∩M ′. Las matri-

ces G1(s), G2(s) son equivalentes Wiener–Hopf respecto a (M, M ′) por la

derecha si existen matrices UM(s) invertible en FM(s)m×m y UM ′(s) inver-

tible en FM ′(s)m×m ∩ Fpr(s)
m×m tales que

G2(s) = UM(s)G1(s)UM ′(s).

En otras palabras, dos matrices racionales G1(s), G2(s) son equivalentes

Wiener–Hopf respecto a (M, M ′) por la izquierda si y sólo si G1(s)
T , G2(s)

T
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son equivalentes Wiener–Hopf respecto a (M, M ′) por la derecha. Por otra

parte, dada una matriz racional no singular G(s) se pueden definir los ı́ndices

de Wiener–Hopf respecto a M por la derecha como los ı́ndices de Wiener–

Hopf en el infinito por la derecha de la matriz factor de G(s) por la derecha,

esto es, como los ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por la derecha de

G2(s) tal que

i) G(s) = G1(s)G2(s),

ii) las funciones racionales invariantes de G2(s) factorizan en M , y

iii) las funciones racionales invariantes de G1(s) factorizan en M ′ con

M ′ = Specm(F[s]) \M .

Esta definición está fundamentada en el hecho de que para dos factoriza-

ciones diferentes de G(s) que satisfacen estas condiciones, se puede demostrar

repitiendo los argumentos de la prueba de la Proposición 3.2.4, que las ma-

trices factor por la derecha son equivalentes por la izquierda y por lo tanto

tienen los mismos ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por la derecha. Por

tanto, se deduce por simple transposición que los ı́ndices de Wiener–Hopf

de G(s) respecto a M por la izquierda son los ı́ndices de Wiener–Hopf de

G(s)T respecto a M por la derecha.

En consecuencia, los resultados mostrados hasta ahora en este caṕıtulo

en términos de la equivalencia Wiener–Hopf por la izquierda y los ı́ndices

de Wiener–Hopf por la izquierda pueden ser enunciados en términos de la

equivalencia Wiener–Hopf por la derecha y los ı́ndices de Wiener–Hopf por

la derecha.

3.5. Caso Complejo

En esta sección justificamos y mostramos las ideas de la generalización

de la relación de equivalencia Wiener–Hopf definida en C a cuerpos arbitra-
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rios. Concretamente, veremos que la equivalencia Wiener–Hopf respecto a

(M,M ′) por la izquierda (Definición 3.2.1) generaliza a la dada en el plano

complejo (Definición 3.1.1). Para esta última podemos dar la siguiente fac-

torización relativa al contorno γ (ver [13]) .

Teorema 3.5.1 Sea γ una curva rectificable cerrada en el plano complejo

con dominio interior Ω+ y denotamos por Ω− la región de fuera de γ la cual

contiene al punto del infinito. Sea z0 ∈ Ω+ y G(s) ∈ C(s)m×m una matriz

racional no singular sin polos ni ceros en γ. Entonces existen matrices in-

vertibles U−(s) ∈ C(s)m×m sin ceros ni polos en Ω− ∪ γ y U+(s) ∈ C(s)m×m

sin ceros ni polos en Ω+ ∪ γ tales que

G(s) = U−(s) Diag((s− z0)
k1 , . . . , (s− z0)

km)U+(s),

donde k1 ≥ · · · ≥ km son enteros uńıvocamente determinados por G(s).

Definición 3.5.2 Los enteros k1 ≥ · · · ≥ km constituyen un sistema com-

pleto de invariantes para la equivalencia Wiener–Hopf respecto a γ por la

izquierda y se llaman los ı́ndices de Wiener–Hopf de G(s) respecto a γ por

la izquierda .

Análogamente, dadas matrices G1(s), G2(s) ∈ C(s)m×m que no tienen

polos ni ceros en γ, intercambiando los papeles de las matrices U−(s) y

U+(s), definimos la equivalencia Wiener–Hopf respecto a γ por la derecha.

Los enteros invariantes para la equivalencia Wiener–Hopf respecto a γ por

la derecha de una matriz racional G(s) no singular sin polos ni ceros en γ

se llaman los ı́ndices de Wiener–Hopf de G(s) respecto a γ por la derecha

(ver también [23]).

Cada subconjunto del plano complejo lo podemos identificar con un sub-

conjunto M de ideales maximales y viceversa. En efecto, podemos asociar

a cada número complejo z0 de C el ideal maximal (s− z0) generado por el
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polinomio π(s) = s− z0 y a este ideal el anillo local Cπ(s):

z0 ←→ s− z0 ←→ (s− z0) ←→ Cπ(s).

Los elementos de Cπ(s) no tienen a z0 como polo y sus unidades son las

funciones racionales u(s) =
p(s)

q(s)
para las cuales z0 no es cero ni polo.

Por tanto, existe una correspondencia biyectiva entre subconjuntos de C
y subconjuntos de Specm(C[s]) donde a cada subconjunto no vaćıo Ω ⊆
C le asociamos el conjunto M = {(s − z0) ∈ Specm(C[s]) : z0 ∈ Ω} ⊆
Specm(C[s]) y a su vez a M la intersección de anillos locales CM(s) =⋂

(π(s))∈M Cπ(s). Los elementos de CM(s) no tienen polos en Ω y sus unidades

son funciones racionales u(s) =
p(s)

q(s)
tales que z0 no es cero ni polo de u(s)

para todo z0 ∈ Ω.

Consideramos que si Ω = ∅, entonces M = ∅ y C∅(s) = C(s) es el cuerpo

de funciones racionales.

Pero nosotros debemos tener en cuenta el punto del infinito. En rea-

lidad, queremos identificar subconjuntos de C ∪ {∞} con intersecciones de

anillos locales. Por tanto necesitamos extender la idea de anillo local de C[s]

al punto del infinito. Hemos justificado en la Sección 1.2.5 que al igual que

asociamos a un punto finito z0 ∈ C el anillo local Cπ(s) donde π(s) = s−z0,

asociaremos con el ∞ el anillo local Cpr(s). Aśı, si a un subconjunto Ω ⊆ C
asociado a M = {(s− z0) ∈ Specm(C[s]) : z0 ∈ Ω} le añadimos el punto del

infinito, tenemos la siguiente correspondencia

Ω ∪ {∞} ←→ CM(s) ∩ Cpr(s).

Las unidades en CM(s) ∩ Cpr(s) son las funciones racionales propias

u(s) =
p(s)

q(s)
tales que z0 no es cero ni polo de u(s) para todo z0 ∈ Ω y

d(p(s)) = d(q(s)).

Sea γ un contorno en C con dominio interior Ω+ y sea Ω− el complemen-

tario de Ω+ ∪ γ en C ∪ {∞}, el cual contiene a {∞}. Podemos identificar
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Ω+ ∪ γ con el conjunto M = {(s − z0) ∈ Specm(C[s]) : z0 ∈ Ω+ ∪ γ} y

(Ω− ∪ γ) \ {∞} con otro conjunto M ′ = {(s − z0) ∈ Specm(C[s]) : z0 ∈
(Ω− ∪ γ) \ {∞}}. Con estas identificaciones tenemos que:

Una matriz G(s) ∈ C(s)m×m no tiene ceros ni polos en γ si y sólo si

G(s) no tiene ceros ni polos en M ∩M ′.

Una matriz no singular U+(s) ∈ C(s)m×m no tiene ceros ni polos en

Ω+ ∪ γ si y sólo si U+(s) es invertible en CM(s)m×m.

Una matriz no singular U−(s) ∈ C(s)m×m no tiene ceros ni polos en

Ω− ∪ γ si y sólo si U−(s) es invertible en CM ′(s)m×m ∩ Cpr(s)
m×m.

Observemos que los conjuntos M y M ′ cumplen la condición M ∪M ′ =

Specm(C[s]). Aśı, dados γ, Ω+ y Ω− bajo las condiciones expuestas más

arriba, tenemos que dos matrices racionales no singulares G1(s), G2(s) ∈
C(s)m×m sin ceros ni polos en γ son equivalentes Wiener–Hopf respecto a

γ por la izquierda si y sólo si G1(s), G2(s) ∈ C(s)m×m son equivalentes

Wiener–Hopf respecto a (M, M ′) donde M = {(s − z0) ∈ Specm(C[s]) :

z0 ∈ Ω+ ∪ γ} y M ′ = {(s − z0) ∈ Specm(C[s]) : z0 ∈ (Ω− ∪ γ) \ {∞}}.
En definitiva, la relación de equivalencia dada en [13, 20] (Definición 3.1.1)

es un caso particular de la relación de equivalencia dada en la Sección 3.2

(Definición 3.2.1). Y, por el Teorema 3.3.7 (el cual se puede aplicar ya que

en C los polinomios irreducibles son de grado 1) para matrices racionales

no singulares sin ceros ni polos en γ los ı́ndices de Wiener–Hopf respecto

a γ por la izquierda son los ı́ndices de Wiener–Hopf respecto a M , donde

M = {(s− z0) ∈ Specm(C[s]) : z0 ∈ Ω+ ∪ γ}.



3.6 Índices de Hermite locales 103

3.6. Índices de Hermite locales para matri-

ces polinomiales

Recordemos que F[s] ⊆ FM(s) para cualquier M ⊆ Specm(F[s]). De

ah́ı que toda matriz polinomial no singular se puede considerar como una

matriz con elementos en FM(s).

En esta sección estamos interesados en ver que los ı́ndices de Hermite de

una matriz polinomial no singular P (s) ∈ F[s]m×m respecto a un subconjun-

to no vaćıo de Specm(F[s]), se pueden obtener factorizando la matriz como

producto de matrices, P (s) = P1(s)Q(s), tales que det P1(s) factoriza en M

y det Q(s) factoriza en Specm(F[s]) \M . Por la Proposición 3.2.4 podemos

garantizar que todas las matrices P1(s), factor de P (s) por la izquierda, que

satisfacen estas condiciones son equivalentes por la derecha y por lo tanto

tienen los mismos ı́ndices de Hermite globales. En la proposición siguiente

demostramos que los ı́ndices de Hermite globales de las matrices factor por la

izquierda de P (s) que satisfacen las condiciones anteriormente mencionadas

coinciden con los ı́ndices de Hermite respecto a M de P (s) definidos en la

Sección 1.2.6 del Caṕıtulo 1.

Proposición 3.6.1 Sea P (s) ∈ F[s]m×m una matriz polinomial no singular

y M ⊆ Specm(F[s]). Sean P1(s), Q(s) ∈ F[s]m×m matrices polinomiales tales

que

i) P (s) = P1(s)Q(s),

ii) det P1(s) factoriza en M , y

iii) det Q(s) factoriza en Specm(F[s]) \M .

Entonces h1, h2, . . . , hm son los ı́ndices de Hermite globales de P1(s) si y

sólo si h1, h2, . . . , hm son los ı́ndices de Hermite de P (s) respecto a M .
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Demostración.

Supongamos que h1, h2, . . . , hm son los ı́ndices de Hermite globales de

P1(s). Entonces existe una matriz unimodular W (s) ∈ F[s]m×m tal que

P1(s)W (s) = H1(s) ∈ F[s]m×m con

H1(s) =




h11(s) 0 · · · 0
h21(s) h22(s) · · · 0

...
...

. . .
...

hm1(s) hm2(s) · · · hmm(s)




la forma de Hermite global de P1(s) donde los polinomios de la diagonal son

mónicos y tales que d(hij(s)) < d(hii(s)) para todo j = 1, . . . , i− 1, con i =

1, 2, . . . , m. Por una parte tenemos que det H1(s) = det P1(s) det W (s) =

c det P1(s) con c constante. Por la condición (ii) deducimos que det H1(s) =

h11(s) · · ·hmm(s) factoriza en M . En consecuencia cada uno de los poli-

nomios mónicos de la diagonal hii(s) factoriza en M para todo i = 1, . . . , m.

Por otra parte, para i = 1, . . . ,m, d(hii(s)) = hi y si escribimos hij(s) =

uij(s)hij(s), con uij(s) ∈ F[s] unidad en FM(s), tenemos que dM(hii(s)) =

d(hii(s)) = hi > d(hij(s)) = d(uij(s)) + d(hij(s)) ≥ d(hij(s)) = dM(hij(s))

para todo j = 1, . . . , i− 1 . Sea

P (s) = P1(s)W (s)W (s)−1Q(s) = H1(s)W (s)−1Q(s)

y llamamos V (s)−1 = W (s)−1Q(s) ∈ F[s]m×m. La matriz V (s)−1 es poli-

nomial; por tanto sus elementos están en FM(s). Además es invertible en

FM(s) porque por (iii) det V (s)−1 = det W (s)−1 det Q(s) = c det Q(s) es

una unidad en FM(s). En definitiva, existe V (s) invertible en FM(s)m×m

tal que P (s)V (s) = H1(s) que cumple las condiciones del Lema 1.2.5. Por

tanto H1(s) es la forma de Hermite respecto a M de P (s) y h1, h2, . . . , hm

son los ı́ndices de Hermite respecto a M de P (s).

Rećıprocamente, supongamos que h1, h2, . . . , hm son los ı́ndices de Her-

mite respecto a M de P (s) ∈ F[s]m×m. Sea H(s) la forma de Hermite global
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de P (s), entonces existe una matriz unimodular U(s) tal que P (s)U(s) =

H(s), donde

H(s) =




h11(s) 0 · · · 0
h21(s) h22(s) · · · 0

...
...

. . .
...

hm1(s) hm2(s) · · · hmm(s)


 .

Sea hii(s) = αii(s)βii(s) tal que αii(s) factoriza en M y βii(s) factoriza en

Specm(F[s]) \M . Entonces m.c.d.(αii(s), βii(s)) = 1, 1 ≤ i ≤ m. Dado que

αii(s) y βjj(s) son coprimos para todo 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m, por la identi-

dad de Bezout ([31, Lema 2.4-10, p.141]) existen polinomios aij(s), bij(s) ∈
F[s], con j = 1, . . . , i− 1, i = 2, . . . , m, tales que H(s) = H1(s)H2(s) donde

H1(s) =




α11(s) 0 · · · 0
a21(s) α22(s) · · · 0

...
...

. . .
...

am1(s) am2(s) · · · αmm(s)


 ,

y

H2(s) =




β11(s) 0 · · · 0
b21(s) β22(s) · · · 0

...
...

. . .
...

bm1(s) bm2(s) · · · βmm(s)


 ,

son matrices polinomiales. Tenemos que P (s) = H1(s)H2(s)U(s)−1. Si la

matriz H1(s) no es dominante en grado por filas, podemos realizar trans-

formaciones por columnas, que no modifican los elementos de la diagonal,

para obtener una matriz con esta propiedad. En este caso, existe una matriz

unimodular W (s) tal que H1(s)W (s) es una matriz triangular inferior con

elementos en la diagonal αii(s) y dominante en grado por filas. Entonces

d(αii(s)) son los ı́ndices de Hermite globales de H1(s), i = 1, . . . , m.

Por otro lado, P (s) = H1(s)W (s)W (s)−1H2(s)U(s)−1. Sean HM(s) =

H1(s)W (s) y V (s) = W (s)−1H2(s)U(s)−1. Se tiene que

P (s) = HM(s)V (s),
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con V (s) una matriz polinomial con determinante igual a cβ11(s) · · · βmm(s)

donde c es constante y los polinomios βii(s) son tales que factorizan en

Specm(F[s]) \M . Por tanto, V (s) es invertible en FM(s). Además, si deno-

tamos por a′ij(s) los elementos no diagonales de la matriz HM(s) tenemos

que dM(αii(s)) = d(αii(s)) > d(a′ij(s)) ≥ dM(a′ij(s)) para j = 1, . . . , i − 1,

con i = 1, 2, . . . , m. Por el Lema 1.2.5 deducimos que HM(s) es la forma de

Hermite respecto a M de P (s). Entonces, por hipótesis d(αii(s)) = hi para

todo i = 1, . . . , m. Por último, como P (s) = HM(s)V (s) = P1(s)Q(s) con

det HM(s), det P1(s) factorizando en M y det V (s), det Q(s) factorizando en

Specm(F[s]) \ M se sigue de la Proposición 3.2.4 que HM(s) y P1(s) son

equivalentes por la derecha. Por tanto, HM(s) y P1(s) tienen los mismos

ı́ndices de Hermite globales y éstos son h1, . . . , hm. ¤

Observación 3.6.2 Obsérvese que la forma de Hermite y los ı́ndices de

Hermite (globales o respecto a un subconjunto de Specm(F[s])) de una ma-

triz son únicos. Por lo tanto en la demostración de la Proposición 3.6.1 no

es necesario demostrar el rećıproco. Ahora bien, ambas demostraciones son

ilustrativas pues de ellas se deduce lo siguiente para matrices polinomiales

no singulares:

La forma de Hermite respecto a cualquier subconjunto no vaćıo M de

una matriz polinomial es también polinomial.

La forma de Hermite respecto a un subconjunto M de una matriz

P (s) = P1(s)Q(s) con det P1(s) y det Q(s) factorizando en M y

Specm(F[s]) \M , respectivamente, es la forma de Hermite global del

factor de la izquierda, P1(s).

Si conocemos la forma de Hermite global de una matriz polinomial

podemos determinar los ı́ndices de Hermite respecto a cualquier M ,

pues dicha información está en los elementos de la diagonal de su
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forma de Hermite global. Este hecho será analizado posteriormente

para estudiar la relación local y global de los ı́ndices de Hermite en el

caso de matrices polinomiales.





Caṕıtulo 4

Índices locales de sistemas

4.1. Introducción

Buena parte del estudio de la estructura de un sistema lineal de tipo

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (4.1)

se puede realizar a través del estudio de sus representaciones polinomiales

matriciales pues, como ya hemos comentado en el Caṕıtulo 1, mucha in-

formación global del sistema está en la matriz polinomial y viceversa. Por

ejemplo, del hecho de que las matrices polinomiales de sistema [sIn −A B]

y

[
In−m 0 0

0 P (s) Im

]
sean equivalentes en el sentido de Rosenbrock se de-

duce que U(s)(sIn−A)V (s) =

[
In−m 0

0 P (s)

]
. En otras palabras, la matriz

caracteŕıstica de A y P (s) son equivalentes. Por tanto la matriz de estados

de un sistema controlable y cualquier representación polinomial matricial

del mismo tienen los mismos factores invariantes no triviales.

Además, los resultados de las Proposiciones 1.4.5 y 1.4.6 relacionan dife-

rentes invariantes para pares de matrices y sus correspondientes representa-

ciones polinomiales. Por un lado, si dos pares son semejantes sus corres-

pondientes representaciones polinomiales matriciales son equivalentes por la

derecha y por lo tanto tienen los mismos ı́ndices de Hermite globales. Aún

109
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más, en [58] se demuestra que los ı́ndices de Hermite de un par controlable

(A,B) y los grados de las filas de la forma de Hermite de una representación

polinomial matricial de dicho par coinciden, esto es, los ı́ndices de Hermite

de un par son los ı́ndices de Hermite de cualquier representación polinomial

matricial del mismo. Por otro, si dos pares son equivalentes por feedback

sus representaciones polinomiales matriciales son globalmente Wiener–Hopf

equivalentes. Como consecuencia si dos pares tienen los mismos ı́ndices de

controlabilidad sus representaciones polinomiales matriciales tienen los mis-

mos ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda. En efecto, dado un

par controlable, el cual podemos pensar que está en su forma canónica de

Brunovsky (ver Caṕıtulo 1), admite una representación polinomial matricial

cuyos ı́ndices de Wiener–Hopf son los ı́ndices de controlabilidad del par. Sea

(Ac, Bc) el par en forma canónica de Brunovsky equivalente por feedback a

(A,B) y con ı́ndices de controlabilidad k1 ≥ · · · ≥ km. Llamamos

D(s) = Diag(sk1 , . . . , skm), Ψ(s) = Diag{[1 s · · · ski−1
]T

: i = 1, . . . ,m}.

Entonces, se puede demostrar (ver [31]) que

(sIn − Ac)
−1Bc = Ψ(s)D(s)−1

donde las matrices Ψ(s), D(s) son coprimas por la derecha.

Esto significa que D(s) = Diag(sk1 , . . . , skm) es una representación poli-

nomial matricial de (Ac, Bc). Por lo tanto, tenemos que si P (s) ∈ F[s]m×m

es cualquier representación polinomial matricial de (A,B), entonces por la

Proposición 1.4.6 existen B(s) ∈ Fpr(s)
m×m, bipropia, y U(s) ∈ F[s]m×m,

unimodular, tales que

P (s) = B(s) Diag(sk1 , . . . , skm)U(s).

Aśı, los ı́ndices de controlabilidad k1 ≥ · · · ≥ km de un par controlable

(A,B) son los ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda de cualquiera

de sus representaciones polinomiales matriciales.



4.1 Introducción 111

Resumiendo, en el caso global se conocen relaciones entre algunos in-

variantes globales de un matriz polinomial no singular (factores invariantes

finitos, ı́ndices de Hermite globales e ı́ndices de Wiener–Hopf globales) y

algunos invariantes (estructura finita de la matriz de estados, ı́ndices de

Hermite e ı́ndices de controlabilidad) de una realización de dicha matriz

polinomial. En el Caṕıtulo 3 hemos definido para matrices polinomiales no

singulares algunos de esos invariantes en un cierto sentido local, es decir,

respecto a un subconjunto M de Specm(F[s]). En este caṕıtulo definimos

los siguientes invariantes de pares de matrices controlables: ı́ndices de Her-

mite respecto a M e ı́ndices de controlabilidad respecto a M y estudiamos

(Sección 4.3) la relación entre estos invariantes de pares de matrices y los

correspondientes invariantes de sus respectivas representaciones polinomia-

les matriciales.

Los resultados correspondientes están publicados en [3].

El segundo objetivo en este caṕıtulo es estudiar cómo están relacionados

los ı́ndices globales y locales tanto para matrices polinomiales como para

sistemas. Esta relación es bien conocida en el caso de los factores invariantes

(globales y locales) de una matriz polinomial sobre un cuerpo arbitrario.

Como se ha dicho en la introducción el conocimiento de la estructura finita

local (divisores elementales) nos permite obtener la estructura finita global

(factores invariantes) y viceversa.

En la Sección 4.4 tratamos de estudiar si es posible determinar los ı́ndices

de Hermite globales (locales) de un par controlable (A,B) a partir de los

ı́ndices de Hermite locales (globales). Igualmente para los ı́ndices de contro-

labilidad (Sección 4.5). En ambos casos hacemos previamente este estudio

para matrices polinomiales no singulares y después trasladamos las rela-

ciones obtenidas a los sistemas.
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4.2. Índices locales de sistemas

Primero presentamos dos proposiciones que nos van a permitir dar una

correcta definición de los ı́ndices de sistemas respecto a un subconjunto M

de Specm(F[s]).

En lo sucesivo hablaremos de cuándo el polinomio caracteŕıstico de una

matriz cuadrada con elementos en el cuerpo F factoriza, o no, en un subcon-

junto M ⊆ Specm(F[s]). Recordamos que los únicos polinomios que facto-

rizan en M = ∅ son las constantes. Ahora bien, el polinomio caracteŕıstico

asociado a cualquier matriz cuadrada nunca es constante. Por tanto, es

claro que no existe ninguna matriz cuadrada A ∈ Fn×n cuyo polinomio

caracteŕıstico, det(sIn − A), factorice en M = ∅.

Proposición 4.2.1 Sea M ⊆ Specm(F[s]) y sea (A,B) ∈ Fn×n × Fn×m un

par controlable. Entonces existen enteros no negativos n1, n2 tales que n =

n1 + n2 y existen pares controlables (A1, B1) ∈ Fn1×n1 × Fn1×m, (A2, B2) ∈
Fn2×n2 × Fn2×m tales que

(i) (A,B) es semejante a

( [
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )
,

(ii) det(sIn1 − A1) factoriza en M , y

(iii) det(sIn2 − A2) factoriza en M ′ = Specm(F[s]) \M .

Demostración. Es claro que si M = Specm(F[s]) o det(sIn − A) facto-

riza en M  Specm(F[s]) entonces n1 = n, n2 = 0 y (A1, B1) = (A,B).

Por el contrario, si M = ∅ o det(sIn − A) factoriza en M ′  Specm(F[s])

entonces n1 = 0, n2 = n y (A2, B2) = (A,B). Supongamos que M 6= ∅,
M 6= Specm(F[s]) y det(sIn − A) = β(s)γ(s) tal que β(s) es un polinomio

de grado n1 que factoriza en M , mientras que γ(s) es un polinomio de grado

n2 que factoriza en M ′ (n = n1 + n2).
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Denotamos por

αi(s) = π1(s)
di1π2(s)

di2 · · · πt(s)
dit , i = 1, . . . , n,

los factores invariantes de la matriz polinomial sIn − A. El conjunto de

divisores elementales es el conjunto de potencias πj(s)
dij , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤

t diferentes de 1 (incluyendo repeticiones). Denotamos por L(ij) la matriz

compañera correspondiente al divisor elemental πj(s)
dij , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤

t, distinto de 1. Entonces existe una matriz Q ∈ Fn×n no singular tal que A

es semejante a la segunda forma normal natural de la matriz A (Caṕıtulo

1),

QAQ−1 = Diag(L(11), . . . , L(1t), . . . , L(n1), . . . , L(nt)).

Sea A1 ∈ Fn1×n1 la matriz diagonal por bloques cuyos bloques diagonales

son matrices compañeras cuyos polinomios caracteŕısticos factorizan en M

y A2 ∈ Fn2×n2 la matriz diagonal por bloques con bloques las restantes ma-

trices compañeras, cuyos polinomios caracteŕısticos factorizan en M ′. Tras

permutaciones de filas y columnas tenemos que existe una matriz no sin-

gular P ∈ Fn×n tal que PAP−1 =

[
A1 0
0 A2

]
, det(sIn1 − A1) factoriza en

M mientras que det(sIn2 − A2) factoriza en M ′. Sea PB =

[
B1

B2

]
. Aho-

ra queremos probar que (A1, B1) y (A2, B2) son pares controlables. Por

ser (A,B) controlable, existen n = n1 + n2 filas en la matriz de con-

trolabilidad C(A,B) linealmente independientes. Escribimos C(A,B) =

P−1

[
B1 A1B1 A2

1B1 · · · An−1
1 B1

B2 A2B2 A2
2B2 · · · An−1

2 B2

]
. Por tanto el rango de cada matriz

[
Bi AiBi · · · An−1

i Bi

]
es ni. Ahora bien, por el Teorema de Hamilton–

Cayley ([18, p. 83]) rang C(Ai, Bi) = ni. Por tanto, se tiene que (Ai, Bi) es

controlable, i = 1, 2. ¤

Proposición 4.2.2 Sea M ⊆ Specm(F[s]) y sean (Ai, Bi), (A
′
i, B

′
i) ∈ Fni×ni×

Fni×m pares controlables, i = 1, 2, tales que
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(i)

( [
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )
es semejante a

( [
A′

1 0
0 A′

2

]
,

[
B′

1

B′
2

] )
,

(ii) det(sIn1 − A1), det(sIn1 − A′
1) factorizan en M , y

(iii) det(sIn2 − A2), det(sIn1 − A′
2) factorizan en M ′ = Specm(F[s]) \M .

Entonces (Ai, Bi) es semejante a (A′
i, B

′
i), i = 1, 2.

Demostración. Por (i) existe una matriz invertible P ∈ Fn×n, n = n1+n2,

tal que

P

[
A1 0
0 A2

]
P−1 =

[
A′

1 0
0 A′

2

]
, P

[
B1

B2

]
=

[
B′

1

B′
2

]
.

Sea P =

[
P1 P2

P3 P4

]
, P1 ∈ Fn1×n1 , P4 ∈ Fn2×n2 . Entonces

[
P1 P2

P3 P4

] [
A1 0
0 A2

]
=

[
A′

1 0
0 A′

2

] [
P1 P2

P3 P4

]
.

Por tanto,

P1A1 = A′
1P1, (4.2)

P2A2 = A′
1P2, (4.3)

P3A1 = A′
2P3, (4.4)

P4A2 = A′
2P4. (4.5)

Por (i), los factores invariantes de

[
A1 0
0 A2

]
y

[
A′

1 0
0 A′

2

]
son los mismos.

Además, teniendo en cuenta (ii) y (iii), A1 y A′
1 tienen los mismos factores

invariantes y, A2 y A′
2 también. Por tanto, m.c.d.(det(sIn1 −A′

1), det(sIn2 −
A2)) = 1 y m.c.d.(det(sIn1 − A1), det(sIn2 − A′

2)) = 1. Utilizando las ideas

de [34, Sección 12.5] deducimos de (4.3) y (4.4) que P2 = 0 y P3 = 0. Como

consecuencia, P =

[
P1 0
0 P4

]
y

[
P1 0
0 P4

] [
B1

B2

]
=

[
B′

1

B′
2

]
. Entonces,

P1B1 = B′
1, (4.6)
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P4B2 = B′
2. (4.7)

Además del hecho de que P sea invertible, se deduce que P1, P4 son

también invertibles. Se tiene, de las condiciones (4.2) y (4.6), que (A1, B1) es

semejante a (A′
1, B

′
1) y de (4.5) y (4.7) que (A2, B2) es semejante a (A′

2, B
′
2).

¤

Teniendo en cuenta las Proposiciones 4.2.1 y 4.2.2 y el hecho de que

tanto los ı́ndices de controlabilidad como los de Hermite son invariantes

para la semejanza, tienen perfecto sentido las siguientes definiciones.

Definición 4.2.3 Sea M ⊆ Specm(F[s]) y (A,B) ∈ Fn×n × Fn×m un par

controlable. Sean c1, . . . , cm enteros no negativos tales que c1 ≥ · · · ≥ cm.

Estos números se llaman los ı́ndices de controlabilidad respecto a M de

(A,B) si existen enteros no negativos n1, n2 tales que n = n1 + n2 y existen

pares controlables (A1, B1) ∈ Fn1×n1 × Fn1×m y (A2, B2) ∈ Fn2×n2 × Fn2×m

tales que

(i) (A,B) es semejante a

([
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

])
,

(ii) det(sIn1 − A1) factoriza en M ,

(iii) det(sIn2 − A2) factoriza en M ′ = Specm(F[s]) \M , y

(iv) c1, . . . , cm son los ı́ndices de controlabilidad del par (A1, B1).

Definición 4.2.4 Sea M ⊆ Specm(F[s]) y (A,B) ∈ Fn×n × Fn×m un par

controlable. Sean h1, . . . , hm enteros no negativos. Estos números se llaman

los ı́ndices de Hermite respecto a M de (A,B) si existen enteros no negativos

n1, n2 tales que n = n1 +n2 y existen pares controlables (A1, B1) ∈ Fn1×n1×
Fn1×m y (A2, B2) ∈ Fn2×n2 × Fn2×m tales que

(i) (A,B) es semejante a

([
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

])
,
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(ii) det(sIn1 − A1) factoriza en M ,

(iii) det(sIn2 − A2) factoriza en M ′ = Specm(F[s]) \M , y

(iv) h1, . . . , hm son los ı́ndices de Hermite del par (A1, B1).

Obsérvese que cuando M = Specm(F[s]) entonces n1 = n, n2 = 0 y

(A1, B1) = (A,B). Por tanto los ı́ndices de controlabilidad (Hermite) res-

pecto a Specm(F[s]) son los ı́ndices de controlabilidad (Hermite) de (A,B).

De ah́ı que a los ı́ndices de controlabilidad (Hermite) de un par contro-

lable (A,B) les llamamos los ı́ndices de controlabilidad (Hermite) globales

de (A,B). Si por el contrario M = ∅ o det(sIn − A) factoriza en M ′ en-

tonces n1 = 0, n2 = n y (A2, B2) = (A,B). En este caso, cuando no exista

el par (A1, B1), consideraremos que los ı́ndices de controlabilidad (Hermite)

de (A,B) respecto a M son todos iguales a cero. Cuando M se reduce a un

único ideal generado por un polinomio mónico irreducible π(s), a los ı́ndices

de controlabilidad (Hermite) respecto a M = (π(s)) les llamamos los ı́ndices

de controlabilidad (Hermite) locales respecto a π(s) de (A,B).

4.3. Relación entre los ı́ndices locales de sis-

temas y los ı́ndices locales de sus repre-

sentaciones polinomiales matriciales

El objetivo de esta sección es estudiar la relación entre los ı́ndices de con-

trolabilidad respecto a M de un par y los ı́ndices de Wiener–Hopf respecto

a M de sus representaciones polinomiales matriciales. Igualmente para los

ı́ndices de Hermite.

El siguiente lema se puede probar siguiendo las ideas de [58, Teorema

2.4].
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Lema 4.3.1 Sean (A1, B1), (A2, B2) ∈ Fn×n×Fn×m pares controlables, P1(s),

P2(s) ∈ F[s]m×m representaciones polinomiales matriciales de (A1, B1) y

(A2, B2), respectivamente y G1(s), G2(s) ∈ F(s)n×m matrices de transferen-

cia de (A1, B1) y (A2, B2), respectivamente.

Sean P ∈ Fn×n y Q ∈ Fm×m matrices invertibles y sea F ∈ Fm×n tal

que (A1, B1) = (PA2P
−1 +PB2F, PB2Q). Si B(s) = Q−1[Im−FPG2(s)] y

U(s) = [B(s)P2(s)]
−1P1(s), entonces B(s) ∈ Fpr(s)

m×m es bipropia, U(s) ∈
F[s]m×m es unimodular y P1(s) = B(s)P2(s)U(s).

Rećıprocamente, si B(s) ∈ Fpr(s)
m×m es bipropia y U(s) ∈ F[s]m×m es

unimodular tal que P1(s) = B(s)P2(s)U(s), entonces existen P ∈ Fn×n, Q ∈
Fm×m matrices invertibles y F ∈ Fm×n tal que B(s) = Q−1[Im − FPG2(s)]

y (A1, B1) = (PA2P
−1 + PB2F, PB2Q).

Demostración. Por ser Gi(s) matriz de transferencia de (Ai, Bi) y Pi(s)

representación polinomial matricial de (Ai, Bi), existen matrices polinomia-

les Ni(s) tales que Ni(s) y Pi(s) son coprimas a derecha satisfaciendo

Gi(s) = (sIn − Ai)
−1Bi = Ni(s)Pi(s)

−1, i = 1, 2. Supongamos que exis-

ten P, Q, F tales que

(A1, B1) = (PA2P
−1 + PB2F, PBQ).

Construimos B(s) = Q−1[Im − FPG2(s)]. La matriz B(s) es bipropia pues

Q−1 es invertible y Q−1FPG2(s) es estrictamente propia.

Pensemos en un sistema lineal de tipo (1.6)

ẋ(t) = A2x(t) + B2u(t)
y(t) = C2x(t)

para C2 = I que tras realizar la transformada de Laplace tiene la siguiente

forma
(sIn − A2)x̄(s) = B2ū(s)
ȳ(s) = x̄(s)
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donde la relación entrada-salida está dada por

ȳ(s) = G2(s)ū(s). (4.8)

Si realizamos una transformación de tipo (t3) (ver Capitulo 1) el nuevo

sistema queda
(sIn − A2 −B2FP )x̄(s) = B2ū(s)
ȳ(s) = x̄(s)

y

ȳ(s) = (sIn − A2 −B2FP )−1B2v̄(s). (4.9)

Tenemos que v̄(s) = ū(s)−FP x̄(s) = ū(s)−FP ȳ(s). Ahora por (4.8) ū(s) =

[Im − FPG2(s)]
−1v(s). Sustituyendo en (4.8) queda ȳ(s) = G2(s)[Im −

FPG2(s)]
−1v̄(s). Por lo tanto, por (4.9),

(sIn − A2 −B2FP )−1B2 = G2(s)[Im − FPG2(s)]
−1.

Aśı, G1(s) = (sIn − A1)
−1B1 = (sIn − PA2P

−1 − PB2F )−1PB2Q =

P (sIn−A2−B2FP )−1B2Q = PG2(s)[Im−FPG2(s)]
−1Q = PG2(s)B(s)−1 =

PN2(s)(B(s)P2(s))
−1. Obsevemos que la matriz B(s)P2(s) es polinomial

pues B(s)P2(s) = Q−1[Im − FPG2(s)]P2(s) = Q−1P2(s) − Q−1FPN2(s).

Ahora, siguiendo las mismas ideas que en [58, Teorema 2.4] se tiene que

PN2(s) y B(s)P2(s) son coprimas a derecha. Por lo tanto, tenemos dos

factorizaciones coprimas a la derecha de G1(s),

G1(s) = N1(s)P1(s)
−1 = PN2(s)(B(s)P2(s))

−1.

Por el Teorema 1.4.1 existe una matriz unimodular U(s) tal que P1(s) =

B(s)P2(s)U(s).

Rećıprocamente, supongamos que existen B(s) bipropia y U(s) unimo-

dular tales que P1(s) = B(s)P2(s)U(s). Razonando de la misma manera

que en la prueba de [58, Teorema 2.4] se llega a la conclusión de que existen

matrices Q ∈ Fm×m invertible y F̃ ∈ Fm×n tales que B(s) = Q−1[Im −
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F̃G2(s)] y (A2 + B2F̃ , B2Q) y (A1, B1) son semejantes. Luego, existe P ∈
Fn×n invertible tal que (A1, B1) = (P (A2 + B2F̃ )P−1, PB2Q). Sea F =

F̃P−1. Entonces (A1, B1) = (PA2P
−1 + PB2F, PB2Q) y B(s) = Q−1[Im −

FPG2(s)]. ¤

Lema 4.3.2 Sea (A1, B1) ∈ Fn1×n1×Fn1×m un par controlable, sea P1(s) ∈
F[s]m×m una representación polinomial matricial de (A1, B1) y sea Q2(s) ∈
F[s]m×m una matriz no singular tal que m.c.d.(det P1(s), det Q2(s)) = 1. En-

tonces existe un par controlable (A2, B2) ∈ Fn2×n2×Fn2×m, n2 = d(det Q2(s)),

tal que A2 tiene los mismos factores invariantes no triviales que Q2(s) y

P (s) = P1(s)Q2(s) es una representación polinomial matricial del par con-

trolable
( [

A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )
∈ Fn×n × Fn×m, n = n1 + n2.

Demostración. Sea P1(s) una representación polinomial matricial de

(A1, B1) con ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda c1 ≥ · · · ≥ cm.

Entonces existen matrices B(s) ∈ Fpr(s)
m×m, bipropia, y U(s) ∈ F[s]m×m,

unimodular, tales que B(s)P1(s)U(s) = Diag(sc1 , . . . , scm). Por lo tanto,

B(s)P (s) = B(s)P1(s)U(s)U(s)−1Q2(s) = Diag(sc1 , . . . , scm)D2(s), donde

D2(s) = U(s)−1Q2(s). La matriz diagonal Diag(sc1 , . . . , scm) es una repre-

sentación polinomial matricial de la forma canónica de Brunovsky (A1c, B1c)

de (A1, B1), donde, A1c = Diag(A11, . . . , A1t), B1c = [B̃1c 0], con B̃1c =

Diag(B11, . . . , B1t), A1i =

[
0 Ici−1

0 0

]
∈ Fci×ci y B1i =

[
0
1

]
∈ Fci×1,

1 ≤ i ≤ t, con t = rang B1.

Sea A2 ∈ Fn2×n2 una matriz tal que D2(s) y sIn2 − A2 tienen los mis-

mos factores invariantes no triviales. Entonces (véase [59, Lema 3.1]), existe

una matriz X̃ ∈ Fn2×m tal que (A2, X̃) es controlable y D2(s) es una repre-

sentación polinomial matricial de (A2, X̃). Además, como Diag(sc1 , . . . , scm)

es una representación polinomial matricial de (A1c, B1c), siguiendo las ideas



120 Caṕıtulo 4. Índices locales de sistemas

de [49, Teorema 4.1.8], tenemos que B(s)P (s) = Diag(sc1 , . . . , scm)D2(s) es

una representación polinomial matricial de
( [

A2 X1

0 A1c

]
,

[
0 X2

B̃1c 0

] )
,

donde X1 =
[

x1 0 · · · 0 x2 0 · · · 0 · · · xt 0 · · · 0
] ∈ Fn2×n1 ,

X2 = [xt+1 · · · xm] ∈ Fn2×(m−t) con xi la i–ésima columna de X̃, i =

1, 2, . . . , m.

Teniendo en cuenta que B(s)P1(s)U(s) = Diag(sc1 , . . . , scm), por el

Lema 4.3.1, existen matrices P ∈ Fn1×n1 , Q ∈ Fm×m, invertibles, y F ∈
Fm×n1 tales que B(s) = Q−1[Im − FPG1(s)] con G1(s) = (sIn1 − A1)

−1B1

y (A1c, B1c) = (PA1P
−1 + PB1F, PB1Q). Entonces, se tiene que existen

matrices P =

[
In2 0
0 P

]
, Q = Q, invertibles, y F =

[
0 F

]
tales que

P

[
A2 X1P − ZFP Z
0 A1 B1

] [
P
−1

0
F Q

]
=

[
A2 X1 0 X2

0 A1c B̃1c 0

]
,

donde Z = [0 X2]Q
−1

. Llamamos Y = X1P − ZFP . Si P (s) es una repre-

sentación polinomial matricial de

( [
A2 Y
0 A1

]
,

[
Z
B1

] )
y puesto que

B(s)P (s) es una representación polinomial matricial de
( [

A2 X1

0 A1c

]
,

[
0 X2

B̃1c 0

] )
,

por el Lema 4.3.1, existen una matriz bipropia B(s) = [Im−FPG1(s)]
−1Q,

con G1(s) la matriz de transferencia del par

( [
A2 Y
0 A1

]
,

[
Z
B1

] )
, y

U(s) unimodular tal que

P (s) = B(s)B(s)P (s)U(s).

Es fácil ver que B(s) = B(s)−1. Por tanto, hemos probado que existe un

par (A2, Y ) y una matriz Z tal que P (s)U(s), y por lo tanto P (s), es una

representación polinomial matricial de

( [
A2 Y
0 A1

]
,

[
Z
B1

] )
.
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Recordamos que por hipótesis m.c.d.(det P1(s), det Q2(s)) = 1. Por tan-

to, m.c.d.(det(sIn1−A1), det(sIn2−A2)) = 1. Entonces, de [34, Sección 12.5],

dada Y existe una única solución Z̃ de la ecuación −A2Z̃ + Z̃A1 = Y . Aho-

ra, si consideramos la matriz invertible T =

[
I −Z̃
0 I

]
y B2 = −Z̃B1 + Z

tenemos que

T

[
A2 Y
0 A1

]
T−1 =

[
A2 0
0 A1

]
y T

[
Z
B1

]
=

[
B2

B1

]
.

Aśı,

( [
A2 Y
0 A1

]
,

[
Z
B1

] )
es semejante a

( [
A2 0
0 A1

]
,

[
B2

B1

] )
,

que a su vez es semejante a

( [
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )
. Como P (s) es una

representación polinomial matricial de

( [
A2 Y
0 A1

]
,

[
Z
B1

] )
, P (s) es

también una representación polinomial matricial del par controlable
( [

A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )
.

Además, (A2, B2) es controlable (véase la demostración de la Proposición

4.2.1). ¤

Observación 4.3.3 En la demostración de la Proposición 4.2.1 hemos vis-

to que si un par de la forma

( [
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )
es controlable en-

tonces, necesariamente, (A1, B1) es controlable y (A2, B2) es controlable. El

rećıproco no tiene por qué ser en general cierto como lo pone de manifiesto

el siguiente ejemplo.

Sean A1 ∈ F2×2 y A2 ∈ F4×4 las matrices compañeras de los polinomios

mónicos (s2+1) y (s2+1)2, respectivamente, y B1 =
[

0 1
]T ∈ F2×1, B2 =[

0 0 0 1
]T ∈ F4×1. Entonces, (A1, B1), (A2, B2) son pares controlables

y el par de matrices
( [

A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )
∈ F6×6 × F6×1
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no es controlable porque el rango de la matriz de controlabilidad es 4.

Sin embargo, si (A1, B1) y (A2, B2) son pares controlables de matrices

tales que m.c.d.(det(sIn1−A1), det(sIn2−A2)) = 1 entonces la demostración

del siguiente teorema demuestra, entre otras cosas, que

( [
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )
(4.10)

es controlable. Más aun, tratamos de caracterizar las representaciones poli-

nomiales matriciales de pares de matrices controlables de la forma (4.10)

bajo la condición m.c.d.(det(sIn1 − A1), det(sIn2 − A2)) = 1.

Teorema 4.3.4 Sean (A1, B1) ∈ Fn1×n1×Fn1×m, (A2, B2) ∈ Fn2×n2×Fn2×m

pares controlables tales que m.c.d.(det(sIn1 − A1), det(sIn2 − A2)) = 1.

Sean P1(s), P2(s) ∈ F[s]m×m representaciones polinomiales matriciales de

(A1, B1) y (A2, B2), respectivamente. Sea P (s) ∈ F[s]m×m una matriz poli-

nomial. P (s) es una representación polinomial matricial del par controlable

( [
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )
∈ Fn×n × Fn×m, n = n1 + n2,

si y sólo si existen matrices polinomiales Q1(s) ∈ F[s]m×m, con los mismos

factores invariantes no triviales que A1, y Q2(s) ∈ F[s]m×m, con los mismos

factores invariantes no triviales que A2, tales que P (s) = P1(s)Q2(s) =

P2(s)Q1(s).

Demostración. Primero probaremos la suficiencia. Si P (s) = P1(s)Q2(s)

con m.c.d.(det P1(s), det Q2(s)) = 1, por el Lema 4.3.2 existe un par contro-

lable (A2, B2) ∈ Fn2×n2×Fn2×m tal que las matrices sIn2−A2 y Q2(s) tienen

los mismos factores invariantes no triviales y P (s) es una representación

polinomial matricial de

( [
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )
. (4.11)
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Análogamente, como P (s) = P2(s)Q1(s) con m.c.d.(det P2(s), det Q1(s)) =

1, existe un par controlable (A1, B1) ∈ Fn1×n1 × Fn1×m tal que las matrices

sIn1 −A1 y Q1(s) tienen los mismos factores invariantes no triviales y P (s)

es una representación polinomial matricial de
( [

A2 0
0 A1

]
,

[
B2

B1

] )
. (4.12)

De modo que los pares (4.11) y (4.12) son semejantes. Y este último se-

mejante a su vez a

( [
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )
. En definitiva, tenemos que

( [
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )
es semejante a

( [
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )
.

Por otro lado, los factores invariantes de Qi(s) y Pi(s) son los mismos y

éstos a su vez coinciden con los factores invariantes, excepto quizá algunos

factores invariantes triviales, de sIni
−Ai y sIni

−Ai, respectivamente, para

i = 1, 2. Sean

αi(s) = π1(s)
di1π2(s)

di2 · · · πt(s)
dit , i = 1, . . . , n1,

los factores invariantes de sIn1 − A1, o bien de sIn1 − A1. Tomamos el

siguiente subconjunto de Specm(F[s]), M = {(π1(s)), . . . , (πt(s))}. Por un

lado, det(sIn1 −A1) y det(sIn1 −A1) factorizan en M . Por otro lado, como

m.c.d.(det(sIn1 − A1), det(sIn2 − A2)) = m.c.d.(det(sIn1 − A1), det(sIn2 −
A2)) = 1, entonces det(sIn2 − A2) y det(sIn2 − A2) factorizan en M ′ =

Specm(F[s]) \M . Entonces, tenemos que

(i)

( [
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )
es semejante a

( [
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )
,

(ii) det(sIn1 − A1) y det(sIn1 − A1) factorizan en M , y

(iii) det(sIn1 −A2) y det(sIn1 −A2) factorizan en M ′ = Specm(F[s]) \M .

Por la Proposición 4.2.2, (Ai, Bi) es semejante a (Ai, Bi), i = 1, 2. Por tanto,( [
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )
es semejante a

( [
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )
, y en
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consecuencia, P (s) es también una representación polinomial matricial de

( [
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )
.

Ahora vamos a mostrar la necesidad. Como Pi(s) es una representación

polinomial matricial de (Ai, Bi), existen matrices unimodulares Ui(s), Vi(s) ∈
F[s]ni×ni y matrices Yi(s) ∈ F[s]ni×m tales que

Ui(s)
[

sIni
− Ai Bi

] [
Vi(s) Yi(s)

0 Im

]
=

[
Ini−m 0 0

0 Pi(s) Im

]
, i = 1, 2.

Por tanto,

[
U1(s) 0

0 U2(s)

] [
sIn1 − A1 0 B1

0 sIn2 − A2 B2

] 


V1(s) 0 Y1(s)
0 V2(s) Y2(s)
0 0 Im


 =




In1−m 0 0 0 0
0 P1(s) 0 0 Im

0 0 In2−m 0 0
0 0 0 P2(s) Im


 .

Esta matriz es equivalente en el sentido de Rosenbrock a




In−2m 0 0 0
0 P1(s) 0 Im

0 0 P2(s) Im


 y a




In−2m 0 0 0
0 P1(s) 0 Im

0 −P1(s) P2(s) 0


 .

Entonces,

[
sIn1 − A1 0 B1

0 sIn2 − A2 B2

]
y




In−2m 0 0 0
0 P1(s) 0 Im

0 −P1(s) P2(s) 0




son también equivalentes en el sentido de Rosenbrock. Además, dado que

m.c.d.(det(sIn1 − A1), det(sIn2 − A2)) = 1,

entonces

m.c.d.(det P1(s), det P2(s)) = 1. (4.13)
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Sea R(s) un divisor común a la izquierda de P1(s) y P2(s). Por tanto P1(s) =

R(s)P 1(s), P2(s) = R(s)P 2(s) y

1 = m.c.d.(det P1(s), det P2(s)) = m.c.d.(det(R(s)P 1(s)), det(R(s)P 2(s))) =

= det R(s) m.c.d.(det(P 1(s)), det(P 2(s))).

De modo que det R(s) es una constante no nula y por tanto R(s) es una

matriz unimodular. En definitiva P1(s) y P2(s) son matrices coprimas por

la izquierda (ver Caṕıtulo 1) y por tanto existen matrices polinomiales

X(s), Y (s) ∈ F[s]m×m tales que

[
X(s) Y (s)
−P1(s) P2(s)

]
es unimodular (ver [31,

Lema 6.3-9]). Escribimos

[
X(s) Y (s)
−P1(s) P2(s)

]−1

=

[
Q11(s) Q12(s)
Q21(s) Q22(s)

]
. En-

tonces
[

X(s) Y (s)
−P1(s) P2(s)

] [
Q11(s) Q12(s)
Q21(s) Q22(s)

]
=

[
Im 0
0 Im

]
(4.14)

y
[

P1(s) 0
−P1(s) P2(s)

] [
Q11(s) Q12(s)
Q21(s) Q22(s)

]
=

[
P1(s)Q11(s) P1(s)Q12(s)

0 Im

]
.

Por tanto,




In−2m 0 0 0
0 P1(s) 0 Im

0 −P1(s) P2(s) 0


 es equivalente en el sentido de

Rosenbrock a




In−2m 0 0 0
0 P1(s)Q11(s) P1(s)Q12(s) Im

0 0 Im 0


, el cual es a su vez

equivalente en el sentido de Rosenbrock a

[
In−m 0 0

0 P1(s)Q11(s) Im

]
. En

definitiva,

[
sIn1 − A1 0 B1

0 sIn2 − A2 B2

]
y

[
In−m 0 0

0 P1(s)Q11(s) Im

]
son

equivalentes en el sentido de Rosenbrock y P1(s)Q11(s) es una representación

polinomial matricial del par

( [
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )
. Además, de (4.14)

se tiene que

P1(s)Q11(s) = P2(s)Q21(s). (4.15)
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De modo que, P (s) y P1(s)Q11(s) = P2(s)Q21(s) son representaciones poli-

nomiales del mismo par y por tanto son equivalentes por la derecha. En-

tonces, existe una matriz unimodular U(s) ∈ F[s]m×m tal que P (s) =

P1(s)Q11(s)U(s) = P2(s)Q21(s)U(s), lo cual implica que existen matri-

ces Q2(s) = Q11(s)U(s) y Q1(s) = Q21(s)U(s) tales que P1(s)Q2(s) y

P2(s)Q1(s) son representaciones polinomiales matriciales del par controlable

( [
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )
.

Ahora sólo falta demostrar que Qi(s) tiene los mismos factores inva-

riantes que Ai, i = 1, 2. En realidad, veremos que Q21(s) y Q11(s) tienen

los mismos factores invariantes que A1 y A2, respectivamente. Por un la-

do,




In−2m 0 0 0
0 P1(s) 0 Im

0 0 P2(s) Im


 y

[
In−m 0 0

0 P1(s)Q11(s) Im

]
son equiva-

lentes en el sentido de Rosenbrock. Por tanto, las matrices

[
P1(s) 0

0 P2(s)

]

y

[
Im 0
0 P1(s)Q11(s)

]
son equivalentes. De modo que, det P1(s) det P2(s) =

det P1(s) det Q11(s) y

det P2(s) = det Q11(s). (4.16)

Por las condiciones (4.15) y (4.16) se tiene que det P1(s) = det Q21(s).

Usando (4.13), obtenemos

m.c.d.(det Q21(s), det Q11(s)) = 1. (4.17)

Teniendo en cuenta otra vez que P1(s)Q11(s) = P2(s)Q21(s), deducimos

que los factores invariantes de Q11(s) dividen a los factores invariantes de

P2(s)Q21(s) (ver [46, Teorema II.14, p. 33]) y usando (4.17) concluimos

que los factores invariantes de Q11(s) dividen a los factores invariantes de

P2(s). Igualmente, los factores invariantes de P2(s) dividen a los factores

invariantes de P1(s)Q11(s) y por (4.13), los factores invariantes de P2(s)
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dividen a los factores invariantes de Q11(s). Por tanto, Q11(s) tiene los

mismos factores invariantes que P2(s), los cuales a su vez coinciden con los

factores invariantes (salvo triviales) de A2 . Análogamente, se demuestra

que Q21(s) tiene los mismos factores invariantes que A1. ¤

Sabemos que en el caso global, es decir cuando M = Specm(F[s]), los

ı́ndices de controlabilidad globales y los ı́ndices de Hermite globales de un

par controlable (A, B) coinciden con los ı́ndices de Wiener–Hopf globales

por la izquierda y los ı́ndices de Hermite globales de cualquiera de sus re-

presentaciones polinomiales matriciales, respectivamente. La necesidad del

Teorema 4.3.4 nos va a permitir relacionar los ı́ndices respecto a M de sis-

temas con los correspondientes ı́ndices respecto a M de sus representaciones

polinomiales matriciales.

Proposición 4.3.5 Sea M ⊆ Specm(F[s]) y (A,B) ∈ Fn×n × Fn×m un par

controlable. Sea P (s) ∈ F[s]m×m una representación polinomial matricial

de (A, B). Entonces los ı́ndices de controlabilidad respecto a M de (A,B)

son los ı́ndices de Wiener–Hopf de P (s) respecto a M por la izquierda y los

ı́ndices de Hermite respecto a M de (A,B) son los ı́ndices de Hermite de

P (s) respecto a M .

Demostración. Primero analizaremos los casos extremos. Si M = ∅ o

det(sIn − A) factoriza en M ′ los ı́ndices respecto a M = ∅ tanto de las

matrices polinomiales como de los pares son ceros. Si M = Specm(F[s]) o

det(sIn−A) factoriza en M los ı́ndices son los globales y por lo tanto se tiene

el resultado. En cualquier otro caso pensemos que det(sIn −A) = β(s)γ(s)

tal que β(s) ∈ F[s] factoriza en M mientras que γ(s) ∈ F[s] factoriza en

M ′ = Specm(F[s])\M . Sea d(β(s)) = n1 y d(γ(s)) = n2. Por la Proposición

4.2.1, existen pares controlables (A1, B1) ∈ Fn1×n1 × Fn1×m y (A2, B2) ∈
Fn2×n2 × Fn2×m tales que



128 Caṕıtulo 4. Índices locales de sistemas

(i) (A,B) es semejante a

([
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

])
,

(ii) det(sIn1 − A1) factoriza en M , y

(iii) det(sIn2 − A2) factoriza en M ′ = Specm(F[s]) \M .

Es claro que de (ii) y (iii) m.c.d.(det(sIn1 − A1), det(sIn2 − A2)) = 1.

Sea P1(s) una representación polinomial matricial de (A1, B1). Por el Teo-

rema 4.3.4 existe una matriz polinomial Q2(s) ∈ F[s]m×m, con los mismos

factores invariantes que A2, tal que P1(s)Q2(s) es una representación polino-

mial matricial del par controlable

([
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

])
. Ahora bien, de

la condición (i) se tiene que las representaciones polinomiales matriciales de

los pares (A,B) y

([
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

])
son equivalentes por la derecha

(Proposición 1.4.5). Entonces, existe una matriz unimodular U(s) tal que

P (s) = P1(s)Q2(s)U(s),

donde los factores invariantes de P1(s) factorizan en M , mientras que los

factores invariantes de Q2(s)U(s) factorizan en M ′. Por tanto, los ı́ndices

de Wiener–Hopf de P (s) respecto a M por la izquierda son los ı́ndices de

Wiener–Hopf globales de P1(s) por la izquierda que coinciden con los ı́ndices

de controlabilidad globales del par (A1, B1). Ahora bien, por definición,

estos últimos a su vez son los ı́ndices de controlabilidad respecto a M de

(A,B). Igualmente se tiene que los ı́ndices de Hermite respecto a M de P (s)

coinciden con los ı́ndices de Hermite respecto a M de (A,B). ¤

4.4. Índices de Hermite globales y locales

Primero, estudiamos la relación entre los ı́ndices de Hermite globales y

locales de matrices polinomiales.



4.4 Índices de Hermite globales y locales 129

Teorema 4.4.1 Sea P (s) ∈ F[s]m×m tal que det P (s) = aπ1(s)
d1 · · · πt(s)

dt ,

donde a es una constante distinta de cero, y πi(s) diferentes polinomios

mónicos irreducibles en F[s], 1 ≤ i ≤ t. Sean h1, . . . , hm y hi1, . . . , him sus

ı́ndices de Hermite globales y sus ı́ndices de Hermite locales respecto a πi(s),

1 ≤ i ≤ t, respectivamente. Entonces

hj =
t∑

i=1

hij, 1 ≤ j ≤ m.

Demostración. Existe una matriz unimodular U(s) tal que P (s)U(s) =

H(s), donde

H(s) =




h11(s) 0 · · · 0
h21(s) h22(s) · · · 0

...
...

. . .
...

hm1(s) hm2(s) · · · hmm(s)


 (4.18)

es la forma de Hermite global de P (s). Por lo tanto,

hj = d(hjj(s)) = d(π1(s)
r1j) + · · ·+ d(πt(s)

rtj), 1 ≤ j ≤ m, (4.19)

con rij enteros tales que di =
∑m

j=1 rij, i = 1, . . . , t. Teniendo en cuenta que

los polinomios π2(s)
r2,i−1 · · · πt(s)

rt,i−1 y π1(s)
r1,i son relativamente primos,

por la identidad de Bezout ([31, Lema 2.4-10, p.141]) sabemos que existen

polinomios ai,i−1(s) y bi,i−1(s) tales que

hi,i−1(s) = π2(s)
r2,i−1 · · · πt(s)

rt,i−1ai,i−1(s) + π1(s)
r1ibi,i−1(s),

para i = 2, . . . , m. Del mismo modo, determinados los elementos ai,i−1(s),

bi,i−1(s), i = 2, . . . , m, como π2(s)
r2,i−2 · · · πt(s)

rt,i−2 y π1(s)
r1,i son relativa-

mente primos, para i = 3, . . . ,m, existen polinomios ai,i−2(s), bi,i−2(s) tales

que

hi,i−2(s)−ai,i−1(s)bi−1,i−2(s) = π2(s)r2,i−2 . . . πt(s)rt,i−2ai,i−2(s)+π1(s)r1ibi,i−2(s).
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Aśı sucesivamente, vamos obteniendo, en un cierto orden, los elementos

aij(s), bij(s) ∈ F[s], con j = 1, . . . , i − 1, i = 2, . . . ,m de matrices trian-

gulares que llamaremos H1(s) y H1(s) que cumplen la siguiente relación

matricial H(s) = H1(s)H1(s) donde

H1(s) =




π1(s)
r11 0 · · · 0

a21(s) π1(s)
r12 · · · 0

...
...

. . .
...

am1(s) am2(s) · · · π1(s)
r1m




y

H1(s) =




π2(s)r21 . . . πt(s)rt1 0 · · · 0
b21(s) π2(s)r22 . . . πt(s)rt2 · · · 0

...
...

. . .
...

bm1(s) bm2(s) · · · π2(s)r2m . . . πt(s)rtm


 .

Del hecho de que dos matrices polinomiales no singulares equivalentes por

la derecha tengan los mismos ı́ndices de Hermite locales respecto a cualquier

polinomio irreducible, se tiene que los ı́ndices de Hermite locales de P (s)

respecto a π1(s) son los ı́ndices de Hermite locales de H(s) respecto a π1(s)

y éstos son los ı́ndices de Hermite globales de H1(s). Podemos suponer

sin perdida de generalidad que la matriz H1(s) es dominante en grado

por filas. En caso contrario realizamos transformaciones por columnas para

obtener una matriz con esta propiedad. Por tanto, h11 = d(π1(s)
r11), h12 =

d(π1(s)
r12), . . . , h1m = d(π1(s)

r1m) son los ı́ndices de Hermite locales respecto

a π1(s) de P (s). De la misma manera, podemos escribir H(s) = Hi(s)H i(s)

con Hi(s) en forma de Hermite y tal que los elementos de la diagonal sean

πi(s)
ri1 , . . . , πi(s)

rim . Esto significa que

hi1 = d(πi(s)
ri1), hi2 = d(πi(s)

ri2), . . . , him = d(πi(s)
rim), (4.20)

son los ı́ndices de Hermite locales de H(s) respecto a πi(s), 1 ≤ i ≤ t. Por

(4.19) y (4.20), concluimos que hj =
∑t

i=1 hij, 1 ≤ j ≤ m. ¤
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Tenemos el mismo resultado para sistemas.

Teorema 4.4.2 Sea (A,B) ∈ Fn×n × Fn×m un par controlable tal que

det(sIn − A) = π1(s)
d1 · · · πt(s)

dt con πi(s) diferentes polinomios mónicos

irreducibles en F[s], 1 ≤ i ≤ t. Sean h1, . . . , hm y hi1, . . . , him sus ı́ndices de

Hermite globales y sus ı́ndices de Hermite locales respecto a πi(s), 1 ≤ i ≤ t,

respectivamente. Entonces

hj =
t∑

i=1

hij, 1 ≤ j ≤ m.

Como dijimos en el Caṕıtulo 3 (Observación 3.6.2) y se ilustra en la

demostración del Teorema 4.4.1, en general, la información de los ı́ndices de

Hermite locales respecto a un subconjunto cualquiera M ⊆ Specm(F[s]) de

una matriz polinomial está en los elementos de la diagonal de su forma de

Hermite global. De este hecho se deduce el siguiente corolario:

Corolario 4.4.3 Sea M ⊆ Specm(F[s]) y P (s) ∈ F[s]m×m una matriz poli-

nomial. Sean h1, . . . , hm y h′1, . . . , h
′
m los ı́ndices de Hermite globales y lo-

cales respecto a M de P (s), respectivamente. Entonces

(a) h′j ≤ hj para j = 1, . . . , m.

(a) h1 − h′1, . . . , hm − h′m son los ı́ndices de Hermite locales respecto a

Specm(F[s]) \M de P (s).

4.5. Índices de controlabilidad globales y lo-

cales: Forma reducida local

En esta sección nos gustaŕıa obtener un resultado similar al obtenido

en el caso de los ı́ndices de Hermite globales y locales para los ı́ndices de

controlabilidad: Dado un par controlable (A,B) con det(sIn−A) = π1(s)
d1 ·
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. . .·πt(s)
dt , y ci1 ≥ · · · ≥ cim sus ı́ndices de controlabilidad locales respecto a

πi(s), entonces kj = c1j + · · ·+ ctj son los ı́ndices de controlabilidad globales

de (A,B). Sin embargo, no podemos esperar que se cumpla tal resultado

como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.5.1 Sea (A,B) un par controlable para el cual

P (s) =

[
s2 0
s s2(s + 1)2

]

es una de sus representaciones polinomiales matriciales. P (s) es propia por

columnas con grados de columnas 4, 2. Aśı, los ı́ndices de Wiener–Hopf

globales de P (s) por la izquierda, y por lo tanto los ı́ndices de controlabilidad

de (A,B), son k1 = 4, k2 = 2. Además, podemos escribir

P (s) =

[
s2 0

s2 + s s2

] [
1 0
−1 (s + 1)2

]
= P1(s)Q1(s).

Los ı́ndices de Wiener–Hopf locales de P (s) respecto a π1(s) = s por la

izquierda son los ı́ndices de Wiener–Hopf globales de P1(s) por la izquierda,

es decir, c11 = 2, c12 = 2. Por otro lado,

P (s) =

[
1 0

−s− 2 (s + 1)2

] [
s2 0
s s2

]
= P2(s)Q2(s),

y los ı́ndices de Wiener–Hopf locales por la izquierda de P (s) respecto a

π2(s) = s + 1 son los ı́ndices de Wiener–Hopf globales de P2(s) por la

izquierda, es decir, c21 = 1, c22 = 1 (sumamos a la segunda columna la

primera multiplicada por s). Es claro que el j–ésimo ı́ndice de controlabi-

lidad global, kj, no se puede obtener como suma de los j–ésimos ı́ndices de

controlabilidad locales, c1j, c2j, para ningún j.

Lo que nosotros mostramos en relación a este problema es una forma

reducida del par controlable (A,B), bajo la equivalencia por feedback, en

la cual los ı́ndices de controlabilidad globales, que coinciden con los del
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par (A,B), se pueden escribir como suma de los ı́ndices de controlabilidad

locales del par en forma reducida.

El siguiente lema aparece en [8]:

Lema 4.5.2 Sea D(s) = Diag(sc1 , . . . , scm), c1 ≥ · · · ≥ cm. Sean α1(s)| · · ·
|αm(s) y k1 ≥ · · · ≥ km polinomios mónicos no nulos y enteros no negativos,

respectivamente. Si existe una matriz X(s) ∈ F[s]m×m con α1(s), . . . , αm(s)

como factores invariantes tal que D(s)X(s) tiene k1, . . . , km como ı́ndices

de Wiener–Hopf globales por la izquierda entonces

ci ≤ ki, 1 ≤ i ≤ m, (4.21)

(k1 − c1, . . . , km − cm) ≺ (d(αm(s)), . . . , d(α1(s))). (4.22)

Rećıprocamente, si F es algebraicamente cerrado y se tienen las condiciones

(4.21), (4.22) entonces existe una matriz X(s) ∈ F[s]m×m con α1(s), . . . ,

αm(s) como factores invariantes tal que D(s)X(s) tiene k1, . . . , km como

ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda.

Lema 4.5.3 Sean P (s), P1(s), P2(s) ∈ F[s]m×m matrices polinomiales no

singulares tales que P (s) = P1(s)P2(s). Sean k1 ≥ · · · ≥ km y c1 ≥ · · · ≥ cm

los ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda de P (s) y P1(s), respec-

tivamente, y α1(s), . . . , αm(s) los factores invariantes de P2(s). Entonces

ci ≤ ki, 1 ≤ i ≤ m,

(k1 − c1, . . . , km − cm) ≺ (d(αm(s)), . . . , d(α1(s))).

Demostración. Los ı́ndices de Wiener–Hopf globales de P1(s) por la

izquierda son c1, . . . , cm. Entonces existen matrices B(s) ∈ Fpr(s)
m×m, bipro-

pia, y U(s) ∈ F[s]m×m, unimodular, tales que B(s)P1(s)U(s) = D(s) con

D(s) = Diag(sc1 , . . . , scm). Por tanto,

B(s)P (s) = B(s)P1(s)U(s)U(s)−1P2(s) = D(s)X(s),



134 Caṕıtulo 4. Índices locales de sistemas

donde X(s) = U(s)−1P2(s) tiene α1(s), . . . , αm(s) como factores invariantes

y D(s)X(s) tiene k1, . . . , km como ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la

izquierda. Por el Lema 4.5.2 se sigue el resultado. ¤

Lema 4.5.4 Sean P (s), P1(s), P2(s) ∈ F[s]m×m matrices polinomiales no

singulares tales que P (s) = P1(s)P2(s). Sean k1 ≥ · · · ≥ km y c1 ≥ · · · ≥
cm los ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda de P (s) y P1(s),

respectivamente. Entonces existe un matriz unimodular U(s) ∈ F[s]m×m tal

que para algún σ ∈ Σm (grupo simétrico de orden m) kσ(1)−cσ(1), . . . , kσ(m)−
cσ(m) son los ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda de U(s)P2(s).

Demostración. Sean α1(s) | · · · | αm(s) los factores invariantes de P2(s).

Por el Lema 4.5.3

ci ≤ ki, 1 ≤ i ≤ m,

(k1 − c1, . . . , km − cm) ≺ (d(αm(s)), . . . , d(α1(s))).

Sea σ ∈ Σm tal que kσ(1) − cσ(1) ≥ · · · ≥ kσ(m) − cσ(m). Entonces, por el

Teorema de Rosenbrock en su forma polinomial (Teorema 2.1.1), existe una

matriz A(s) ∈ F[s]m×m tal que kσ(1)− cσ(1), . . . , kσ(m)− cσ(m) son sus ı́ndices

de Wiener–Hopf globales por la izquierda y α1(s), . . . , αm(s) sus factores

invariantes. Las matrices A(s) y P2(s) tienen los mismos factores invarian-

tes. Entonces existen matrices unimodulares U(s), V (s) ∈ F[s]m×m tales

que U(s)P2(s) = A(s)V (s). Además, U(s)P2(s) tiene los mismos ı́ndices de

Wiener–Hopf globales por la izquierda que A(s). ¤

Teorema 4.5.5 Sea P (s) ∈ F[s]m×m tal que det P (s) = aπ1(s)
d1 · · · πt(s)

dt ,

donde a es una constante distinta de cero, πi(s) diferentes polinomios móni-

cos irreducibles en F[s], 1 ≤ i ≤ t, y k1, . . . , km sus ı́ndices de Wiener–

Hopf globales por la izquierda. Entonces existen matrices P1(s), . . . , Pt(s) ∈
F[s]m×m tales que det Pi(s) = aiπi(s)

di, ai constante distinta de cero, 1 ≤
i ≤ t, a =

∏t
i=1 ai y
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(i) P (s) = P1(s) · · ·Pt(s),

(ii) si ci1, . . . , cim son los ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda

de Pi(s), 1 ≤ i ≤ t, entonces existen σ2, . . . , σt ∈ Σm tales que

kj = c1j +
t∑

i=2

ciσi(j), 1 ≤ j ≤ m.

Además, los ı́ndices de Wiener–Hopf globales de P1(s) por la izquierda son

los ı́ndices de Wiener–Hopf locales de P (s) respecto a π1(s) por la izquierda.

Demostración. Hacemos la demostración por inducción sobre t. Para t = 1

no hay nada que probar. Supongamos que el teorema es cierto para matri-

ces cuyo determinante se factoriza a lo sumo en t− 1 factores irreducibles.

Sea S(s) ∈ F[s]m×m la forma de Smith de P (s). Dado que det P (s) =

aπ1(s)
d1δ(s), con δ(s) =

∏t
i=2 πi(s)

di , entonces S(s) se puede escribir como

producto de matrices S(s) = D1(s)D2(s), donde D1(s), D2(s) ∈ F[s]m×m

son matrices polinomiales diagonales con det D1(s) = π1(s)
d1 y det D2(s) =

δ(s). Por tanto existen matrices unimodulares U(s), V (s) ∈ F[s]m×m tales

que P (s) = U(s)D1(s)D2(s)V (s). Llamamos P ′
1(s) = U(s)D1(s) y denota-

mos por c11, . . . , c1m sus ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda.

Sea P ′
2(s) = D2(s)V (s). Aśı P (s) = P ′

1(s)P
′
2(s) y, por el Lema 4.5.4, existe

una matriz unimodular W (s) ∈ F[s]m×m tal que kσ(1) − c1σ(1), . . . , kσ(m) −
c1σ(m) son los ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda de W (s)P ′

2(s),

para algún σ ∈ Σm. Sean P1(s) = P ′
1(s)W (s)−1 y Q(s) = W (s)P ′

2(s). En-

tonces P (s) = P1(s)Q(s), det P1(s) = a1π1(s)
d1 , a1 6= 0, det Q(s) = bδ(s),

b 6= 0, a = a1b y c11, . . . , c1m son los ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la

izquierda de P1(s). Por lo tanto, ellos son también los ı́ndices de Wiener–

Hopf locales por la izquierda de P (s) respecto a π1(s). Sean li = kσ(i)−c1σ(i),

1 ≤ i ≤ m. Aśı, si j = σ(i) para 1 ≤ i ≤ m y σ2 = σ−1, se tiene que para

1 ≤ j ≤ m

kj = c1j + lσ2(j). (4.23)
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Dado que det Q(s) = bδ(s) y δ(s) =
∏t

i=2 πi(s)
di , por la hipótesis de in-

ducción existen t− 1 matrices P2(s), . . . , Pt(s) ∈ F[s]m×m tales que Q(s) =

P2(s) · · ·Pt(s), para 2 ≤ i ≤ t det Pi(s) = aiπi(s)
di , ai 6= 0, b = a2 · · · at y

si ci1, . . . , cim son los ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda de

Pi(s) entonces existen σ′3, . . . , σ
′
t ∈ Σm tales que

lj = c2j +
t∑

h=3

chσ′h(j), 1 ≤ j ≤ m. (4.24)

Ahora, si σh = σ′h ◦ σ2 para 3 ≤ h ≤ t, de (4.23), (4.24) se sigue que

kj = c1j + lσ2(j) = c1j + c2σ2(j) +
t∑

h=3

chσ′h(σ2(j)) = c1j +
t∑

i=2

ciσi(j),

para 1 ≤ j ≤ m, con σi ∈ Σm, 2 ≤ i ≤ t. ¤

En el teorema anterior hemos factorizado la matriz polinomial P (s) como

producto de matrices polinomiales Pi(s) tal que existe una relación de suma

entre los ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda de P (s) y los

ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda de cada una de las matrices

factores. Pero sin embargo los ı́ndices de las matrices factores no son, en

general, los ı́ndices de Wiener–Hopf locales por la izquierda de P (s). Por otra

parte, en la siguiente proposición mostramos que toda matriz polinomial no

singular P (s) puede ser factorizada como producto de matrices cuyos ı́ndices

de Wiener–Hopf globales por la izquierda son los ı́ndices de Wiener–Hopf

locales por la izquierda de P (s), pero en este caso, estos ı́ndices no cumplen

la condición de suma.

Proposición 4.5.6 Sea P (s) ∈ F[s]m×m una matriz polinomial no singular

tal que det P (s) = aπ1(s)
d1 · · · πt(s)

dt , donde a es una constante distinta de

cero y πi(s) son diferentes polinomios mónicos irreducibles en F[s]. Sean

ci1, . . . , cim sus ı́ndices de Wiener–Hopf locales por la izquierda respecto a

πi(s), 1 ≤ i ≤ t. Entonces existen matrices P1(s), . . . , Pt(s) ∈ F[s]m×m tales
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que det Pi(s) = aiπi(s)
di con ai constante distinta de cero, a =

∏t
i=1 ai, Pi(s)

tiene ci1, . . . , cim como ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda,

1 ≤ i ≤ t, y P (s) = P1(s) · · ·Pt(s).

Demostración. Como det P (s) = aπ1(s)
d1 · · · πt(s)

dt existen matrices uni-

modulares U(s), V (s) ∈ F[s]m×m tales que P (s) = U(s)D1(s) · · ·Dt(s)V (s),

donde Di(s) es una matriz diagonal donde los elementos de la diagonal

son los divisores elementales de P (s) que son potencias de πi(s), para

i = 1, . . . , t. Aśı, P (s) se puede expresar como sigue

P (s) = U(s)Di(s)D1(s) · · ·Di−1(s)Di+1(s) · · ·Dt(s)V (s), i = 1, . . . , t.

Por tanto, ci1, . . . , cim son los ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquier-

da de U(s)Di(s), i = 1, . . . , t. Escribimos

P (s) = U(s)D1(s)U(s)−1U(s)D2(s) · · ·Dt−1(s)U(s)−1U(s)Dt(s)V (s).

Si llamamos Pi(s) = U(s)Di(s)U(s)−1 para i = 1, . . . , t − 1 y Pt(s) =

U(s)Dt(s)V (s), obtenemos el resultado. ¤

Ahora, queremos aplicar el resultado obtenido en el Teorema 4.5.5 a

pares controlables. En este sentido, dado un par controlable (A,B) cons-

truimos un par en “forma reducida” (la matriz de estados es una matriz

diagonal por bloques donde los bloques diagonales Ai son matrices com-

pañeras y en Bi una de sus columnas es un vector unitario y el resto de

columnas son cero) equivalente por feedback al par dado (A,B), para el

cual cada ı́ndice de controlabilidad global puede ser obtenido como la suma

de los ı́ndices de controlabilidad locales de su forma reducida en un cierto

orden. Este resultado será cierto para F un cuerpo algebraicamente cerrado.

Necesitaremos el Lema 4.5.7 para el cual recordamos lo siguiente.

Sea V un espacio vectorial de dimensión n sobre un cuerpo arbitrario F
y A un operador lineal de este espacio. Sea x un vector arbitrario de V . Se
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llama polinomio anulador de x a un polinomio mónico ϕ(λ) = λp +a1λ
p−1 +

· · ·+ ap−1λ + ap, 0 ≤ p ≤ n tal que

ϕ(A)x = 0,

esto es,

Apx + a1A
p−1x + · · ·+ ap−1Ax + apx = 0.

Para A fija, hay un único polinomio mónico de grado mı́nimo entre todos

los polinomios anuladores de x. A este polinomio se le llama polinomio

mı́nimo de x respecto de A.

Lema 4.5.7 Sean

Ai =




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
aini

ai(ni−1) ai(ni−2) · · · ai1



∈ Fni×ni (4.25)

las matrices compañeras de los polinomios mónicos relativamente primos

dos a dos ai(s) = sni − ai1s
ni−1 − · · · − ai(ni−1)s − aini

∈ F[s], , 1 ≤ i ≤ t.

Entonces







A1

. . .

At


 ,




b1
...
bt





 , bi =




0
...
0
1


 ∈ F

ni×1, 1 ≤ i ≤ t,

es un par controlable.

Demostración. Sean

A =




A1

. . .

At


 ∈ Fn×n, b =




b1
...
bt


 ∈ Fn×1,
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donde n = n1 + · · · + nt. El vector b se puede escribir como b = e1 + · · · +
et donde ei =

[
0 · · · 0 bT

i 0 · · · 0
]T ∈ Fn×1. Es fácil ver que el

polinomio mı́nimo de ei respecto de A es ai(s), con i = 1, . . . , t. Como estos

polinomios son relativamente primos dos a dos, usando [18, Lema p. 181] se

tiene que el polinomio mı́nimo de b respecto de A es a1(s) · · · at(s). Como

el grado de este polinomio es igual a n, rang
[

b Ab · · · An−1b
]

= n. ¤

Teorema 4.5.8 Sea F un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea (A, B) ∈
Fn×n×Fn×m un par controlable con ı́ndices de controlabilidad globales k1 ≥
· · · ≥ km y det(sIn − A) = (s − λ1)

n1 · · · (s − λt)
nt, con λi 6= λj para

i 6= j. Entonces para cada λi existen una permutación de orden m, σi ∈ Σm

(σ1 = id), y un par controlable (Ai, Bi) ∈ Fni×ni × Fni×m con ı́ndices de

controlabilidad globales ci1 ≥ · · · ≥ cisi
> 0 = cisi+1 = · · · = cim de la forma

Ai = Diag(Li1, . . . , Lisi
) ∈ Fni×ni , (4.26)

donde Lij ∈ Fcij×cij es la matriz compañera como en (4.25) de (s − λi)
cij ,

1 ≤ j ≤ si y

Bi = [Diag(Hi1, . . . , Hisi
) 0] Mi ∈ Fni×m, Hij = [0, . . . , 0, 1]T ∈ Fcij×1

(4.27)

con 1 ≤ j ≤ si, donde Mi es la matriz de permutación de σi para 1 ≤ i ≤ t,

tal que:

(i) (A,B) es equivalente por feedback al par controlable






A1

. . .

At


 ,




B1
...

Bt





 , y (4.28)

(ii) kj = c1j +
∑t

i=2 ciσ−1
i (j), 1 ≤ j ≤ m.

Además, los ı́ndices de controlabilidad locales de (A,B) respecto a s − λ1

son c11, . . . , c1m.
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Demostración. Sea P (s) ∈ F[s]m×m una representación polinomial matri-

cial de (A,B). Entonces det P (s) = a(s−λ1)
n1 · · · (s−λt)

nt y k1, . . . , km son

los ı́ndices de Wiener–Hopf globales de P (s) por la izquierda. Por el Teo-

rema 4.5.5 existen matrices polinomiales P1(s), P2(s), . . . , Pt(s) ∈ F[s]m×m,

detPi(s) = ai(s− λi)
ni , a =

∏t
i=1 ai, tales que:

(i) P (s) = P1(s)P2(s) · · ·Pt(s),

(ii) si ci1 ≥ · · · ≥ cisi
> 0 = cisi+1 = · · · = cim son los ı́ndices de Wiener–

Hopf globales por la izquierda de Pi(s), entonces

kj = c1j +
t∑

i=2

ciσ−1
i (j), σi ∈ Σm, 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ t.

Además, los ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda de P1(s) son

los ı́ndices de Wiener–Hopf locales por la izquierda de P (s) respecto a s−λ1.

Con los elementos λi ∈ F, los ı́ndices cij y las permutaciones σi, constru-

imos las matrices Ai y Bi como en (4.26) y (4.27), respectivamente. Es fácil

ver que los pares (Ai, Bi) son controlables con ı́ndices de controlabilidad

ci1, . . . , cim. Ahora queremos probar que los pares de matrices (A,B) y

(Ā, B̄) =







A1

. . .

At


 ,




B1
...

Bt







son equivalentes por feedback.

Supongamos que k1 ≥ · · · ≥ kv > 0 = kv+1 = · · · = km. Como para cada

j = v + 1, . . . , m se tiene que kj = 0, entonces c1j +
∑t

i=2 ciσ−1
i (j) = 0, lo

cual implica que c1j = 0 y ciσ−1
i (j) = 0, 2 ≤ i ≤ t. Por tanto, s1 + 1 ≤ j ≤ m

y si + 1 ≤ σ−1
i (j) ≤ m, 2 ≤ i ≤ t. Aśı, la columna j de B̄ es igual a 0. En

consecuencia, las m− v últimas columnas de B̄ son 0.

Sea j = 1, . . . v. Denotamos por Lj = Diag(Li1σ−1
i1

(j), . . . , Liuσ−1
iu

(j)) la

matriz diagonal por bloques donde los bloques Lihσ−1
ih

(j) ∈ F
c
ihσ−1

ih
(j)
×c

ihσ−1
ih

(j)
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son tales que en la columna j–ésima de B̄ su correspondiente vector es

xjh = [0, . . . , 0, 1]T ∈ F
c
ihσ−1

ih
(j)
×1

, 1 ≤ h ≤ u, 1 ≤ i1 < · · · < iu ≤ t.

Llamamos xj =




xj1
...

xju


. Obsérvese que si i 6= i1, . . . , iu entonces σi(1) 6=

j, . . . , σi(si) 6= j. Por tanto si + 1 ≤ σ−1
i (j) ≤ m. Aśı, ciσ−1

i (j) = 0 y kj =∑t
i=1 ciσ−1

i (j) =
∑u

h=1 cihσ−1
ih

(j). Esta es la razón por la cual Lj ∈ Fkj×kj y

xj ∈ Fkj×1.

Ahora bien, haciendo uso de esta notación y realizando permutaciones

de filas y columnas podemos transformar el par (Ā, B̄) en un par de la forma

QĀQ−1 =




L1

. . .

Lv


, QB̄ =




x1 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...
0 · · · xv 0 · · · 0




donde Q ∈ Fn×n es una matriz no singular. Ahora, vamos a demostrar que

el par (Ã, B̃) = (QĀQ−1, QB̄) es controlable con ı́ndices de controlabilidad

globales k1, . . . , km. Teniendo en cuenta que la estructura de estas matrices

es diagonal por bloques, si denotamos por bj la j–ésima columna de B̃,

tenemos que

rang
[

B̃ ÃB̃ · · · Ãn−1B̃
]

=

rang
[

b1 · · · bv Ãb1 · · · Ãbv · · · Ãn−1b1 · · · Ãn−1bv

]
=

v∑
j=1

rang
[

bj Ãbj · · · Ãn−1bj

]
.

Ahora, por el Teorema de Hamilton–Cayley ([18, p. 83]) y el Lema 4.5.7,

se tiene que

rang
[

bj Ãbj · · · Ãn−1bj

]
= rang

[
xj Ljxj · · · Ln−1

j xj

]
=

rang
[

xj Ljxj · · · L
kj−1
j xj

]
= kj, 1 ≤ j ≤ v.
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En consecuencia,

rang
[

B̃ ÃB̃ · · · Ãn−1B̃
]

= k1 + · · ·+ kv = n.

Aśı, el par de matrices (Ã, B̃) es controlable y por tanto es también con-

trolable el par (Ā, B̄). Por otra parte, para calcular los ı́ndices de contro-

labilidad globales de este par podemos estudiar independientemente cada

columna bj de B̃, esto es, rang
[

bj Ãbj · · · Ãn−1bj

]
= kj, 1 ≤ j ≤ v.

Por tanto, los ı́ndices de controlabilidad globales de (Ã, B̃) son k1, . . . , km.

Dado que los pares controlables (A,B) y (Ã, B̃) tienen los mismos ı́ndices

de controlabilidad son feedback equivalentes, con lo cual hemos probado

(i). Además, como los ı́ndices de Wiener–Hopf locales por la izquierda de

P (s) respecto a s− λ1 son c11, . . . , c1m, por la Proposición 4.3.5 concluimos

que los ı́ndices de controlabilidad locales de (A,B) respecto a s − λ1 son

c11, . . . , c1m. ¤

Es importante observar que los ı́ndices de controlabilidad de los pares

(Ai, Bi) son los ı́ndices de controlabilidad locales respecto a πi(s) del par

en forma reducida (4.28) pero no son los locales del par (A,B), ya que los

ı́ndices locales no son invariantes por feedback.

Ejemplo 4.5.9 Sea F = C y (A,B) ∈ C10×10×C10×3 tal que det(sI−A) =

(s− λ1)
7(s− λ2)

3 con λ1, λ2 ∈ C y λ1 6= λ2. Supongamos que los ı́ndices de

controlabilidad globales de (A,B) son k1 = 5, k2 = 3 y k3 = 2 y sus ı́ndices

de controlabilidad locales respecto a s − λ1 son c11 = 4, c12 = 3 y c13 = 0.

Se tiene que k1 − c11 = 1, k2 − c12 = 0 y k3 − c13 = 2. La permutación

que ordena estos números en orden no creciente es σ2 =

(
1 2 3
2 3 1

)
. Por

tanto, c21 = 2, c22 = 1 y c23 = 0. Además,

M1 = I, M2 =




0 0 1
1 0 0
0 1 0


 .
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Aśı, (A,B) es equivalente por feedback al par controlable




0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
−λ4

1 4λ3
1 −6λ2

1 4λ1 1 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
λ3

1 −2λ2
1 2λ1 0 1 0

0 1 0 0 0
−λ2

2 2λ2 0 0 1
λ2 1 0 0




.

Ahora vamos a mostrar un ejemplo en el cual se puede ver que la condi-

ción sobre el cuerpo no puede evitarse en general, es decir, si el cuerpo no

es algebraicamente cerrado no podemos asegurar el resultado del Teorema

4.5.8.

Ejemplo 4.5.10 Sea F = R y sea (A,B) ∈ R5×5×R5×2 un par para el cual

P (s) =

[
s 0
−s2 (s2 + 1)2

]

es una representación polinomial matricial. Sus factores invariantes son

1, s(s2 + 1)2 y sus ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda k1 = 3

y k2 = 2. Factorizamos P (s) como producto de matrices P (s) = P1(s)P2(s)

con

P1(s) =

[
1 0
−s (s2 + 1)2

]
, P2(s) =

[
s 0
0 1

]
.

Los factores invariantes de P1(s) son 1, (s2 + 1)2, mientras que los factores

invariantes de P2(s) son 1, s. Además, los ı́ndices de Wiener–Hopf globales

por la izquierda de P1(s) son 3, 1, mientras que los ı́ndices de Wiener–

Hopf globales por la izquierda de P2(s) son 1, 0. Por lo tanto, los ı́ndices

de Wiener–Hopf locales por la izquierda de P (s) respecto a s2 + 1 son

c11 = 3 y c12 = 1. En definitiva, vemos que es imposible construir una
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matriz compañera de alguna potencia del polinomio irreducible s2 + 1 de

orden c11 × c11, esto es, 3× 3.



Caṕıtulo 5

Realizaciones locales y
representaciones polinomiales
matriciales locales

5.1. Introducción

El concepto de representación polinomial matricial aparece en varios

contextos aunque expresado a veces de forma distinta a como se ha venido

expresando aqúı, e incluso con una denominación también distinta. Por

ejemplo, en [40, Caṕıtulo 2] se demuestra que una matriz polinomial no

singular P (s) es una representación polinomial matricial de (A, B) si y sólo

si (A,B) es un par nulo por la izquierda de P (s) respecto a todo el plano

complejo.

La definición de par nulo por la izquierda definida en C es la siguiente

(ver [20, Caṕıtulo 10]): Sea γ un contorno en C con dominio interior Ω.

Un par (A,B) ∈ Cn×n × Cn×m controlable es un par nulo por la izquierda

respecto a Ω de P (s) si se satisface alguna de las siguientes condiciones

equivalentes:

i) A tiene todos sus valores propios en Ω, el orden de A es igual a la suma

de las multiplicidades de los ceros de det P (s) en Ω y (sIn−A)−1BP (s)

145
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es una matriz polinomial.

ii) Existe un matriz C ∈ Cm×n tal que (A,C) es observable, es decir

(AT , CT ) es controlable, y P (s)−1 −C(sIn −A)−1B no tiene polos en

Ω.

Si z0 es el único cero de det P (s) en Ω entonces se dice que (A,B) es un par

nulo en z0. Un par nulo con respecto a C se llama simplemente un par nulo

por la izquierda de P (s) o par estándar por la izquierda (ver [21]).

Recordemos que si P (s) es una representación polinomial matricial de

un par controlable (A,B), entonces decimos que (A,B) es una realización

de P (s). Por lo tanto tenemos que (A,B) es una realización de P (s) si

y sólo si (A,B) es un par nulo por la izquierda de P (s). Aunque sabe-

mos que los conceptos de realización y par nulo coinciden en el caso global

(cuando tomamos todo el plano complejo), no nos podemos olvidar de que

el concepto de par nulo por la izquierda está definido en el cuerpo de los

complejos de manera local, es decir, respecto a un subconjunto del plano

complejo. Nuestro objetivo en este caṕıtulo es definir para cuerpos arbitra-

rios los conceptos de realización local y representación polinomial matricial

local. Utilizaremos las mismas técnicas que en los caṕıtulos anteriores y

hablaremos de realización respecto a M y representación polinomial ma-

tricial respecto a M , siendo M un subconjunto de Specm(F[s]). Veremos

que lo que aqúı llamamos realización local, cuando el cuerpo sea el de los

complejos, coincide con lo que se llama en [20] par nulo por la izquierda.

Esto lo haremos en la Sección 5.3.

Sabemos que en el caso global los conceptos de realización y repre-

sentación polinomial matricial son muy “simétricos”, en el sentido de que

si (A,B) es una realización de P (s), entonces P (s) es una representación

polinomial matricial de (A,B) y viceversa. Aunque, en un principio es-

perábamos que definido el concepto de realización en un sentido local estu-
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viera definido el concepto de representación polinomial matricial local, esto

no funciona aśı. En las realizaciones locales (Definición 5.3.1) la información

local está en el par y la global en la matriz polinomial, mientras que en las

representaciones polinomiales matriciales locales (Definición 5.4.1) la infor-

mación local está en la matriz polinomial y la global en el par. Aśı pues, en

la Sección 5.4 realizamos un estudio similar al de la sección anterior para

representaciones polinomiales matriciales locales.

Como era de esperar veremos que ambos conceptos están relacionados y

que en el caso global, es decir cuando M = Specm(F[s]), nos dan el mismo

resultado.

En el art́ıculo [4] están contenidos los resultados de este caṕıtulo.

5.2. Matrices localmente coprimas

En esta sección, definimos los conceptos de divisor común por la izquier-

da (derecha) y matrices coprimas por la izquierda (derecha) dados en el

Caṕıtulo 1 para matrices polinomiales, ahora, para matrices con elementos

en FM(s) con el mismo número de filas (columnas).

Definición 5.2.1 Sea M ⊆ Specm(F[s]). Sean A(s) ∈ FM(s)n×p, B(s) ∈
FM(s)n×q. Un divisor común por la izquierda de A(s) y B(s) respecto a M

es una matriz R(s) ∈ FM(s)n×n para la cual existen A(s) ∈ FM(s)n×p y

B(s) ∈ FM(s)n×q tales que A(s) = R(s)A(s) y B(s) = R(s)B(s).

Definición 5.2.2 Sea M ⊆ Specm(F[s]). Dos matrices A(s) ∈ FM(s)n×p,

B(s) ∈ FM(s)n×q son coprimas por la izquierda respecto a M si sus únicos

divisores comunes por la izquierda respecto a M son matrices invertibles en

FM(s)n×n.

Como en caṕıtulos anteriores, cuando M se reduce a un único ideal maxi-

mal, (π(s)), con π(s) un polinomio mónico irreducible hablaremos de divisor
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local común por la izquierda respecto a π(s) y de localmente coprimas por

la izquierda respecto a π(s). Si M = Specm(F[s]), FM(s) = F[s] y por tanto

los conceptos de divisor común por la izquierda respecto a Specm(F[s]) y

coprimas por la izquierda respecto a Specm(F[s]) coinciden con los concep-

tos de divisor común por la izquierda y coprimas por la izquierda dados en

el Caṕıtulo 1. A continuación tratamos de obtener nuevas caracterizaciones

del concepto de coprimas por la izquierda respecto a M , basándonos en las

caracterizaciones de este mismo concepto en el caso global, es decir cuando

M = Specm(F[s]).

Las demostraciones son análogas a las del caso global (véase [31], [50] y

[54]). Sólo mostraremos las que no aparecen en estos libros.

Lema 5.2.3 Sea A(s) ∈ FM(s)n×p y B(s) ∈ FM(s)n×q, p + q ≥ n. Son

equivalentes:

i) A(s) y B(s) son coprimas por la izquierda respecto a M ,

ii) La forma de Smith respecto a M de [A(s) B(s)] es [In 0],

iii) Existen X(s) ∈ FM(s)(p+q−n)×p, Y (s) ∈ FM(s)(p+q−n)×q tales que la

forma de Smith respecto a M de

[
A(s) B(s)
X(s) Y (s)

]
es Ip+q,

iv) Existen X(s) ∈ FM(s)p×n, Y (s) ∈ FM(s)q×n tales que

A(s)X(s) + B(s)Y (s) = In.

Demostración.

ii)⇒iii) Dado que la forma de Smith de [A(s) B(s)] respecto a M es [In 0],

todos sus factores invariantes respecto a M son triviales, esto es,

α1(s) = · · · = αn(s) = 1. Sea γ1(s) = · · · = γp+q(s) = 1. Dado

que γi(s) | αi(s) | γi+(p+q−n)(s), por [53] (o [42] en el caso de matrices
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polinomiales), existen X(s) ∈ FM(s)(p+q−n)×p, Y (s) ∈ FM(s)(p+q−n)×q

tales que la forma de Smith de

[
A(s) B(s)
X(s) Y (s)

]
respecto a M es Ip+q.

¤

Los conceptos de divisor común por la derecha respecto a M y coprima

por la derecha respecto a M se pueden dar análogamente para matrices con

elementos en FM(s) que tengan el mismo número de columnas. Aśı como

un lema análogo al 5.2.3 para las diferentes caracterizaciones de este último

concepto.

Además, tenemos las siguientes caracterizaciones de divisor por la izquier-

da y coprimas por la izquierda para matrices polinomiales ([14]).

Proposición 5.2.4 Sea A(s) ∈ F[s]n×p. Una matriz polinomial no singular

R(s) ∈ F[s]n×n es un divisor por la izquierda de A(s) si y sólo si R(s) es un

divisor local por la izquierda de A(s) respecto a π(s) para todo ideal primo

(π(s)) de F[s].

Demostración. Supongamos que existe A(s) ∈ F[s]n×p tal que A(s) =

R(s)A(s). Como toda matriz polinomial de dimensión n×p está en Fπ(s)n×p

para todo π(s), se sigue que existe A(s) ∈ Fπ(s)n×p tal que A(s) = R(s)A(s).

Rećıprocamente, supongamos que existe Aπ(s) ∈ Fπ(s)n×p tal que A(s) =

R(s)Aπ(s) para todo ideal primo (π(s)). Entonces R(s)−1A(s) ∈ Fπ(s)n×p

para todo π(s). Por tanto R(s)−1A(s) ∈ F[s]n×p. Aśı, existe la matriz poli-

nomial A(s) = R(s)−1A(s) tal que A(s) = R(s)A(s). ¤

Proposición 5.2.5 Sean A(s) ∈ F[s]n×p y B(s) ∈ F[s]n×q. Las matrices

A(s) y B(s) son coprimas por la izquierda si y sólo si son localmente copri-

mas por la izquierda respecto a π(s) para todo ideal primo (π(s)) de F[s].

Demostración. Si A(s) y B(s) son coprimas por la izquierda existen

X(s) ∈ F[s]p×n ⊆ Fπ(s)p×n, Y (s) ∈ F[s]q×n ⊆ Fπ(s)q×n tales que A(s)X(s)+
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B(s)Y (s) = In para todo π(s). Por tanto son localmente coprimas respecto

a π(s) para todo ideal primo (π(s)). Rećıprocamente, sea R(s) ∈ F[s]n×n

un divisor común a izquierda de A(s) y B(s), es decir existe A(s) ∈ F[s]n×p

y B(s) ∈ F[s]n×q tales que A(s) = R(s)A(s) y B(s) = R(s)B(s). Queremos

demostrar que R(s) es unimodular. Ahora bien, como R(s) ∈ F[s]n×n ⊆
Fπ(s)n×n es también un divisor local común a izquierda respecto a π(s)

para todo ideal primo (π(s)), por hipótesis tenemos que R(s) es invertible

en Fπ(s) para todo π(s). Por tanto es unimodular. ¤

5.3. Realizaciones locales

El concepto de par nulo por la izquierda está definido con respecto a un

subconjunto Ω de C. Dado que nosotros trabajamos con un cuerpo arbitrario

F necesitamos algo que juegue el papel de Ω en C. Siguiendo las técnicas

del Caṕıtulo 3, cuando el cuerpo sea el de los numeros complejos, es claro

que podemos identificar cada punto z0 de C con el ideal maximal generado

por el polinomio irreducible s−z0 ∈ C[s] y por lo tanto podemos identificar

Ω con el conjunto de ideales maximales generados por todos los polinomios

irreducibles s− z0 con z0 ∈ Ω, al cual seguiremos llamando M .

Definición 5.3.1 Sea M ⊆ Specm(F[s]). Sea P (s) = P1(s)Q(s) ∈ F[s]m×m

una matriz polinomial no singular tal que det P1(s) factoriza en M y det Q(s)

factoriza en M ′ = Specm(F[s])\M . Diremos que un par (A1, B1) ∈ Fn1×n1×
Fn1×m controlable, n1 ≥ m, es una realización respecto a M de P (s) si

(A1, B1) es una realización de P1(s).

Cuando M = Specm(F[s]), tenemos que toda matriz polinomial no sin-

gular se puede escribir como P (s) = P (s)Im tal que det P (s) factoriza en

M y det Im factoriza en M ′ = ∅. Por tanto, una realización respecto a

Specm(F[s]) de P (s) es una realización de P (s), a la cual llamaremos reali-

zación global de P (s).
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Proposición 5.3.2 Sea M ⊆ Specm(F[s]). Sea P (s) = P1(s)Q(s) ∈ F[s]m×m

una matriz polinomial no singular tal que det P1(s) factoriza en M y det Q(s)

factoriza en M ′ = Specm(F[s]) \ M . Sea (A1, B1) ∈ Fn1×n1 × Fn1×m un

par controlable, n1 ≥ m, tal que det(sIn1 − A1) factoriza en M . Entonces

(A1, B1) es una realización respecto a M de P (s) si y sólo si

a) d(det P1(s)) = n1, y

b) (sIn1 − A1)
−1B1P (s) es una matriz polinomial.

Demostración. Supongamos que (A1, B1) es una realización respecto a M

de P (s) = P1(s)Q(s), lo cual significa que P1(s) una representación polino-

mial matricial de (A1, B1). Por [40, Teorema 2.3.7] se tiene que d(det P1(s)) =

n1 y (sIn1 − A1)
−1B1P1(s) es una matriz polinomial. Por lo tanto, (sIn1 −

A1)
−1B1P1(s)Q(s) = (sIn1 − A1)

−1B1P (s) es también polinomial.

Rećıprocamente, llamamos R(s) = (sIn1 − A1)
−1B1P (s). Por hipótesis

R(s) es polinomial y podemos escribir

[
sIn1 − A1 B1

] [ −R(s)
P (s)

]
= 0.

Sea P 1(s) una representación polinomial matricial de (A1, B1). Entonces,

existen matrices unimodulares U(s), V (s) ∈ F[s]n1×n1 y una matriz Y (s) ∈
F[s]n1×m tal que

U(s)[sIn1 − A1 B1]

[
V (s) Y (s)

0 Im

]
=

[
In1−m 0 0

0 P 1(s) Im

]
.

Aśı,

U(s)−1

[
In1−m 0 0

0 P 1(s) Im

] [
V (s)−1 −V (s)−1Y (s)

0 Im

] [ −R(s)
P (s)

]
= 0.

Si escribimos



−R1(s)
−R2(s)
P (s)


 =

[
V (s)−1 −V (s)−1Y (s)

0 Im

] [ −R(s)
P (s)

]
, donde

R1(s) ∈ F[s](n1−m)×m y R2(s) ∈ F[s]m×m, entonces P (s) = P 1(s)R2(s).
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P 1(s) es una representación polinomial matricial de (A1, B1) y det(sIn1−A1)

factoriza en M . Por tanto, det P 1(s) factoriza en M y n1 = d(det P 1(s)).

Ahora bien, por la hipótesis a), n1 es igual a la suma de los grados de todos

los divisores elementales de P (s) potencias de polinomios irreducibles πi(s)

que satisfacen la condición (πi(s)) ∈ M. Por tanto, det R2(s) factoriza en

M ′. Tenemos que

P1(s)Q(s) = P 1(s)R2(s)

con det P1(s), det P 1(s) factorizando en M y det Q(s), det R2(s) factorizan-

do en M ′. Entonces, por la Proposición 3.2.4, P1(s) y P 1(s) son equiva-

lentes por la derecha y P1(s) es una representación polinomial matricial de

(A1, B1). ¤

Pensemos en el cuerpo F = C. Sea γ un contorno en C con dominio inte-

rior Ω. Como hemos dicho en la introducción, podemos identificar Ω con el

conjunto M = {(s− z0) ∈ Specm(C[s]) : z0 ∈ Ω}. Con estas identificaciones

tenemos que:

A1 tiene todos sus valores propios en Ω si y sólo si det(sIn1 − A1)

factoriza en M .

El orden de A1 ∈ Fn1×n1 es igual a la suma de las multiplicidades de

los ceros de det P (s) en Ω es equivalente a decir que n1 = d(det P1(s)),

siendo P (s) = P1(s)Q(s) tal que det P1(s) factoriza en M y det Q(s)

factoriza en M ′ = Specm(F[s]) \M .

Teniendo esto en cuenta, en particular cuando F = C, el concepto de

realización y el concepto definido por Gohberg, Kaashoek y van Schagen de

par nulo por la izquierda están muy relacionados. Como consecuencia de la

Proposición 5.3.2 tenemos el siguiente resultado:

Proposición 5.3.3 Sea (A1, B1) ∈ Cn1×n1 × Cn1×m un par controlable,

n1 ≥ m. (A1, B1) es un par nulo por la izquierda respecto a Ω de una
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matriz polinomial no singular P (s) ∈ C[s]m×m si y sólo si (A1, B1) es una

realización respecto a M = {(s− z0) ∈ Specm(C[s]) : z0 ∈ Ω} de P (s).

Por tanto, nosotros extendemos el concepto de par nulo por la izquierda

para cuerpos arbitrarios. Aún más, por un lado conocemos dos caracteriza-

ciones del concepto de par nulo por la izquierda y por otro lado conocemos

diferentes caracterizaciones del concepto de representación polinomial ma-

tricial y por tanto de realización. En consecuencia, gracias a la relación

entre estos conceptos, nos planteamos obtener diferentes caracterizaciones

del concepto de realización respecto a un subconjunto M (y por tanto de par

nulo respecto a Ω por la izquierda cuando F = C) mostradas en el siguiente

teorema. Antes recordamos el siguiente resultado que es bien conocido:

Lema 5.3.4 Sea M ⊆ Specm(F[s]) y M ′ = Specm(F[s]) \M . Toda matriz

racional G(s) ∈ F(s)m×n puede representarse de la siguiente forma G(s) =

P (s) + HM(s) + HM ′(s) donde P (s) ∈ F[s]m×n, HM(s) ∈ FM(s)m×n es

estrictamente propia y HM ′(s) ∈ FM ′(s)m×n es estrictamente propia. Esta

representación es única.

Teorema 5.3.5 Sea M ⊆ Specm(F[s]). Sea (A1, B1) ∈ Fn1×n1 × Fn1×m,

n1 ≥ m, un par controlable tal que det(sIn1 − A1) factoriza en M y sea

P (s) = P1(s)Q(s) ∈ F[s]m×m una matriz polinomial no singular tal que

det P1(s) factoriza en M y det Q(s) factoriza en M ′ = Specm(F[s]) \ M .

Son equivalentes:

i) (A1, B1) es una realización respecto a M de P (s),

ii) Existe un par controlable (A2, B2) ∈ F(n−n1)×(n−n1) × F(n−n1)×m, n =

d(det P (s)), tal que:

a) det(sI(n−n1) − A2) factoriza en M ′, y
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b) P (s) es una representación polinomial de
([

A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

])
,

iii) Existen matrices U(s), V (s) invertibles en FM(s)n1×n1 y una matriz

Y (s) ∈ FM(s)n1×m tal que

U(s)[sIn1 − A1 B1]

[
V (s) Y (s)

0 Im

]
=

[
In1−m 0 0

0 P (s) Im

]
,

iv) Existen L1(s), L2(s) ∈ FM(s)m×n1, X(s) ∈ FM(s)m×m tales que

a) L1(s) y P (s) son coprimas por la izquierda con respecto a M ,

b) L2(s) y sIn1 − A1 son coprimas por la derecha respecto a M , y

c) L1(s)[sIn1 − A1 B1] = [P (s) Im]

[
L2(s) X(s)

0 Im

]
,

v) Existe NM(s) ∈ FM(s)n1×m coprima por la derecha respecto a M con

P (s) tal que

(sIn1 − A1)
−1B1 = NM(s)P (s)−1,

vi) a) d(det P1(s)) = n1, y

b) (sIn1 − A1)
−1B1P (s) es una matriz polinomial,

vii) Existe C1 ∈ Fm×n1 tal que

a) (A1, C1) es observable, y

b) P (s)−1 − C1(sIn1 − A1)
−1B1 ∈ FM(s)m×m.

Demostración.

(i) ⇒ (ii) Es consecuencia del Lema 4.3.2.

(ii) ⇒ (i) Sea P 1(s) una representación polinomial matricial de (A1, B1).

Por el Teorema 4.3.4 existe una matriz polinomial Q(s), con los mismos



5.3 Realizaciones locales 155

factores invariantes no triviales que A2, y por tanto det Q(s) factoriza en

M ′, tal que P (s) = P 1(s)Q(s). Por la Proposición 3.2.4, P1(s) y P 1(s)

son equivalentes por la derecha y P1(s) es una representación polinomial

matricial de (A1, B1).

(i) ⇒ (iii) Tenemos que P (s) = P1(s)Q(s) donde P1(s) ∈ F[s]m×m

es una representación polinomial matricial de (A1, B1), det P1(s) factoriza

en M y det Q(s) factoriza en M ′. Entonces existen matrices unimodulares

U(s), V (s) ∈ F[s]n1×n1 y una matriz Y (s) ∈ F[s]n1×m tales que

U(s)[sIn1 − A1 B1]

[
V (s) Y (s)

0 Im

]
=

[
In1−m 0 0

0 P1(s) Im

]
.

Por tanto,

U(s)[sIn1 − A1 B1]

[
V (s) Y (s)

0 Im

] 


In1−m 0 0
0 Q(s) 0
0 0 Im


 =

[
In1−m 0 0

0 P (s) Im

]
.

Llamamos U(s) = U(s), V (s) = V (s)

[
In1−m 0

0 Q(s)

]
y Y (s) = Y (s).

Dado que det Q(s) factoriza en M ′, V (s) es invertible en FM(s)n1×n1 y por

tanto obtenemos la relación deseada.

(iii) ⇒ (iv) Se deduce siguiendo las ideas de [31, pp. 567–568].

(iv)⇒ (v) Se deduce siguiendo las ideas de la demostración [40, Teorema

2.3.3, p. 44].

(v) ⇒ (vi) Por hipótesis (sIn1 − A1)
−1B1 = NM(s)P (s)−1. Escribimos

[
sIn1 − A1 B1

] [ −NM(s)
P (s)

]
= 0
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Sea P 1(s) una representación polinomial matricial de (A1, B1). Existen

matrices unimodulares U(s), V (s) ∈ F[s]n1×n1 y una matriz Y (s) ∈ F[s]n1×m

tales que

U(s)
[

sIn1 − A1 B1

] [
V (s) Y (s)

0 Im

]
=

[
In1−m 0 0

0 P 1(s) Im

]
.

Aśı,

U(s)−1

[
In1−m 0 0

0 P 1(s) Im

] [
V (s)−1 −V (s)−1Y (s)

0 Im

] [ −NM(s)
P (s)

]
= 0,

[
In1−m 0 0

0 P 1(s) Im

] [ −V (s)−1NM(s)− V (s)−1Y (s)P (s)
P (s)

]
= 0.

Si escribimos
[ −R1(s)
−R2(s)

]
= −V (s)−1NM(s)− V (s)−1Y (s)P (s), (5.1)

donde R1(s) ∈ FM(s)(n1−m)×m y R2(s) ∈ FM(s)m×m, entonces R1(s) = 0 y

P (s) = P 1(s)R2(s).

Veamos que R2(s) ∈ FM(s)m×m es invertible en FM(s)m×m. Por (5.1),

NM(s) + Y (s)P (s) = V (s)

[
0

R2(s)

]
y

NM(s) = V (s)

[
0
Im

]
R2(s)− Y (s)P 1(s)R2(s).

Llamamos NM(s) = V (s)

[
0
Im

]
− Y (s)P 1(s) ∈ F[s]n1×m. Aśı, NM(s) =

NM(s)R2(s) y P (s) = P 1(s)R2(s). Como por hipótesis NM(s) es coprima

por la derecha respecto a M con P (s), R2(s) es invertible en FM(s)m×m.

Por otro lado, det P (s) = det P 1(s) det R2(s) con det P (s) y det P 1(s)

polinomios, det P 1(s) factoriza en M y R2(s) ∈ FM(s)m×m. Por tanto,

det R2(s) debe ser polinomial. De hecho, si suponemos que det R2(s) =
r(s)

q(s)
, ya que m.c.d.(q(s), det P 1(s)) = 1, necesariamente q(s) divide a r(s).
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Además, R2(s) es invertible en FM(s)m×m, entonces det R2(s) factoriza en

M ′.

Recordemos que P (s) = P1(s)Q(s). Tenemos que

P (s) = P1(s)Q(s) = P 1(s)R2(s)

tales que det P1(s) y det P 1(s) factorizan en M y det R2(s) y det Q(s) fac-

torizan en M ′. Por la Proposición 3.2.4, P1(s) y P 1(s) son equivalentes por

la derecha. Aśı, n1 = d(det P 1(s)) = d(det P1(s)) y se tiene a). Además,

existe N1(s) ∈ F[s]n1×m coprima por la derecha con P 1(s) tal que

(sIn1 − A1)
−1B1 = N1(s)P 1(s)

−1.

Por lo tanto, (sIn1−A1)
−1B1P 1(s) = N1(s) y (sIn1−A1)

−1B1P 1(s)R2(s) =

N1(s)R2(s). Tenemos que

(sIn1 − A1)
−1B1P (s) = N(s), (5.2)

con N(s) = N1(s)R2(s) ∈ FM(s)n1×m. Por (5.2), Adj(sIn1 − A1)B1P (s) =

det(sIn1−A1)N(s). Dado que el lado izquierdo de esta igualdad es una ma-

triz polinomial, además det(sIn1−A1) factoriza en M y N(s) ∈ FM(s)m×m,

entonces N(s) debe ser polinomial.

(vi) ⇒ (i) Está demostrado en la Proposición 5.3.2.

(i)⇒ (vii) Dado que ya hemos probado i)⇒ ii), existe un par controlable

(A2, B2) ∈ F(n−n1)×(n−n1)×F(n−n1)×m tal que det(sI(n−n1)−A2) factoriza en

M ′ y P (s) es una representación polinomial matricial del par controlable
( [

A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )
.

Por [40, Teorema 2.3.7, p. 47] existe una matriz C =
[

C1 C2

] ∈ Fm×n,

con C1 ∈ Fm×n1 y C2 ∈ Fm×(n−n1), tal que (A,C) es observable y

P (s)−1 − [C1 C2]

[
(sIn1 − A1)

−1 0
0 (sI(n−n1) − A2)

−1

] [
B1

B2

]
= D(s),
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con D(s) ∈ F[s]m×m polinomial. Por tanto, P (s)−1 − C1(sIn1 − A1)
−1B1 =

D(s) + C2(sI(n−n1) − A2)
−1B2. Como det(sI(n−n1) − A2) factoriza en M ′,

D(s) + C2(sI(n−n1) − A2)
−1B2 ∈ FM(s)m×m. Además (A,C) es observable,

en otras palabras (AT , CT ) es controlable, por tanto rang C(AT , CT ) = n.

Siguiendo las ideas de la demostración de la Proposición 4.2.1, se deduce

que rang C(AT
1 , CT

1 ) = n1. Por tanto el par (A1, C1) es también observable.

(vii) ⇒ (i) Supongamos que existe una matriz C1 ∈ Fm×n1 tal que

(A1, C1) es observable y

P (s)−1 = C1(sIn1 − A1)
−1B1 + HM(s)

con HM(s) ∈ FM(s)m×m. Como det(sIn1 − A1) factoriza en M , HM ′(s) =

C1(sIn1 − A1)
−1B1 ∈ FM ′(s)m×m y (A1, B1, C1) es una realización minimal

de HM ′(s). Por la Proposición 1.4.4, sea (A1, B1) ∈ Fn1×n1 × Fn1×m un par

controlable tal que n1 = d(det P1(s)) y P1(s) es una de sus representaciones

polinomiales matriciales. Entonces como ya hemos probado que i) implica

vii), existe C1 tal que (A1, C1) es observable y

P (s)−1 = C1(sIn1 − A1)
−1B1 + HM(s)

con HM(s) ∈ FM(s)m×m. El polinomio det(sIn1 − A1) factoriza en M, de

ah́ı que HM ′(s) = C1(sIn1 − A1)
−1B1 ∈ FM ′(s)m×m y (A1, B1, C1) es una

realización minimal de HM ′(s).

Por el Lema 5.3.4, HM ′(s) = HM ′(s). Por el Lema 1.1.5, n1 = n1 y

existe una matriz no singular P ∈ Fn1×n1 tal que A1 = PA1P
−1, B1 = PB1,

C1 = C1P
−1 y tenemos que P1(s) es una representación polinomial matricial

de (A1, B1). ¤

Recordemos que un par (A,B) ∈ Fn×n × Fn×m es una realización global

de una matriz polinomial no singular P (s) si y sólo si los sistemas [sIn −
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A B],

[
In−m 0 0

0 P (s) Im

]
son sistemas estrictamente equivalentes o equiv-

alentes según Rosenbrock. En la caracterización iii) del teorema anterior es-

tamos diciendo que un par (A1, B1) ∈ Fn1×n1×Fn1×m es una realización res-

pecto a M de P (s) si y sólo si los sistemas [sIn1−A1 B1],

[
In1−m 0 0

0 P (s) Im

]

son sistemas localmente equivalentes respecto a M (ver [14]).

La condición iv) está motivada por el hecho de que matrices de sis-

temas son equivalentes según Rosenbrock si y sólo si son equivalentes según

Fuhrmann (véase [31]).

En [19, Proposición 2.4] se demuestra un resultado similar al Teorema

4.3.4 para matrices racionales sobre el cuerpo de los complejos. Basándonos

en la relación que nosotros conocemos, Proposición 5.3.3, entre los conceptos

de par nulo por la izquierda respecto a un subconjunto de C y de realización

respecto al correspondiente subconjunto M del Specm(C[s]) podemos dar

el siguiente resultado válido para cualquier cuerpo F.

Proposición 5.3.6 Sean M1,M2 ∈ Specm(F[s]) con M1 ∩ M2 = ∅. Sean

(A1, B1) ∈ Fn1×n1 × Fn1×m, (A2, B2) ∈ Fn2×n2 × Fn2×m pares controlables

tales que det(sIn1 −A1) factoriza en M1 y det(sIn2 −A2) factoriza en M2.

Sea P (s) ∈ F[s]m×m una matriz polinomial no singular. Entonces

( [
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )
∈ Fn×n × Fn×m, n = n1 + n2,

es una realización de P (s) respecto a M1∪M2 si y sólo si (A1, B1) y (A2, B2)

son realizaciones de P (s) respecto a M1 y M2, respectivamente.

Demostración. Supongamos que existen P (s), Q(s) ∈ Fm×m tales que

P (s) = P (s)Q(s), det P (s) factoriza en M1 ∪ M2, det Q(s) factoriza en

Specm(F[s]) \ (M1 ∪M2) y P (s) es una representación polinomial matricial

de ( [
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )
.
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Por el Teorema 4.3.4 existen P1(s), P2(s), Q1(s) y Q2(s) tales que

P (s) = P1(s)Q2(s), P (s) = P2(s)Q1(s),

donde det Q1(s) = det(sIn1 − A1) (salvo constante) factoriza en M1 ⊆
Specm(F[s]) \ M2, det Q2(s) = det(sIn2 − A2) (salvo constante) factoriza

en M2 ⊆ Specm(F[s])\M1 y P1(s), P2(s) representaciones polinomiales ma-

triciales de (A1, B1) y (A2, B2), respectivamente. Por tanto, si llamamos

R1(s) = Q2(s)Q(s) y R2(s) = Q1(s)Q(s) se tiene

P (s) = P1(s)R1(s), P (s) = P2(s)R2(s),

donde det Pi(s) factoriza en Mi, det Ri(s) factoriza en Specm(F[s]) \Mi y

Pi(s) es representación polinomial matricial de (Ai, Bi), i = 1, 2. Por tanto,

(Ai, Bi) es realización de P (s) respecto a Mi, para i = 1, 2.

Rećıprocamente, supongamos que (A1, B1) es una realización de P (s)

respecto a M1. Entonces por el Teorema 5.3.5 existe una matriz C1 ∈ Fm×n1

tal que (A1, C1) es observable y P (s)−1 −C1(sIn1 −A1)
−1B1 ∈ FM1(s)

m×m.

Igualmente, por ser (A2, B2) es una realización de P (s) respecto a M2,

existe una matriz C2 ∈ Fm×n2 tal que (A2, C2) es observable y P (s)−1 −
C2(sIn2 −A2)

−1B2 ∈ FM2(s)
m×m. Dado que det(sIni

−Ai) factoriza en Mi,

i = 1, 2, y M1 ∩M2 = ∅, se sigue que C2(sIn2 − A2)
−1B2 ∈ FM1(s)

m×m y

C1(sIn1 − A1)
−1B1 ∈ FM2(s)

m×m. Aśı,

P (s)−1 − C1(sIn1 − A1)
−1B1 − C2(sIn2 − A2)

−1B2 ∈ FM1(s)
m×m, (5.3)

P (s)−1 − C1(sIn1 − A1)
−1B1 − C2(sIn2 − A2)

−1B2 ∈ FM2(s)
m×m. (5.4)

Además, del hecho de que los pares (A1, C1), (A2, C2) sean observables se

tiene que existe C =
[

C1 C2

] ∈ Fm×n tal que el par

( [
A1 0
0 A2

]
,

[
C1 C2

] )
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es observable. De (5.3), (5.4) y la propiedad (1.12)

P (s)−1 − [C1 C2]

[
(sIn1 − A1)

−1 0
0 (sI(n−n1) − A2)

−1

] [
B1

B2

]
=

P (s)−1 − C1(sIn1 − A1)
−1B1 − C2(sIn2 − A2)

−1B2 ∈ FM1∪M2(s)
m×m.

¤

Al igual que en el caso global, todas las realizaciones respecto a M de

una matriz polinomial no singular P (s) ∈ Fm×m son semejantes (ver [19,

Lema 2.2]). En efecto, si P (s) = P1(s)Q(s) donde det P1(s) factoriza en M y

det Q(s) factoriza en M ′ = Specm(F[s])\M , una realización de P1(s) es una

realización de P (s) respecto a M . Igualmente si P (s) = P 1(s)Q(s) donde

det P 1(s) factoriza en M y det Q(s) factoriza en M ′ = Specm(F[s]) \ M ,

una realización de P 1(s) es también una realización de P (s) respecto a M .

Pero, sabemos por la Proposición 3.2.4 que en ese caso P1(s) y P 1(s) son

equivalentes por la derecha y por lo tanto se sigue de la Proposición 1.4.5

que sus realizaciones son semejantes.

Ahora, vamos a justificar que algunos de los resultados que se dan en

[20] y [58], los primeros referentes al concepto de par nulo por la izquier-

da y los segundos referentes a resultados globales donde se relacionan las

diferentes relaciones de equivalencia entre pares y sus correspondientes re-

presentaciones polinomiales matriciales, son consistentes con nuestros con-

ceptos de realización respecto a M y las relaciones de equivalencia definidas

respecto a M : equivalencia Wiener–Hopf respecto a (M,M ′) (Caṕıtulo 3) y

equivalencia por la derecha respecto a M (Caṕıtulo 1).

El siguiente resultado puede ser comparado con [20, Teorema 3.2, p. 187]

cuando tomamos F = C.

Teorema 5.3.7 Sea M ⊆ Specm(F[s]). Sea (A1, B1) una realización de

P (s) ∈ F[s]m×m respecto a M . Entonces, los ı́ndices de Wiener–Hopf de
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P (s) respecto a M por la izquierda son los ı́ndices de controlabilidad de

(A1, B1).

Demostración. Sea P (s) = P1(s)Q(s), tal que det P1(s) factoriza en M ,

det Q(s) factoriza en M ′ = Specm(F[s]) \M y P1(s) es una representación

polinomial matricial de (A1, B1). Dado que los ı́ndices de controlabilidad de

un par de matrices controlable coinciden con los ı́ndices de Wiener–Hopf de

sus representaciones polinomiales matriciales, los ı́ndices de Wiener–Hopf de

P1(s), que son los de P (s) respecto a M , son los ı́ndices de controlabilidad

de (A1, B1). ¤

Obsérvese que si en teorema anterior tomamos M = Specm(F[s]), en-

tonces el resultado concuerda con el hecho ya conocido de que los ı́ndices de

controlabilidad de un par controlable son los ı́ndices de Wiener–Hopf por la

izquierda de cualquiera de sus representaciones polinomiales matriciales.

Se puede comparar el siguiente resultado con [20, Teorema 3.1, p. 186],

donde, para F = C, se ha demostrado un resultado similar para matri-

ces polinomiales equivalentes Wiener–Hopf por la izquierda respecto a un

contorno en el plano complejo (ver Definición 3.1.1).

Teorema 5.3.8 Sea M y M ′ subconjuntos de Specm(F[s]) tales que M ∪
M ′ = Specm(F[s]). Sean P (s), P ′(s) ∈ F[s]m×m matrices polinomiales no

singulares sin ceros en M ∩M ′ y (A1, B1), (A
′
1, B

′
1) ∈ Fn1×n1 × Fn1×m reali-

zaciones de P (s) y P ′(s) respecto a M , respectivamente. Entonces P (s) y

P ′(s) son equivalentes Wiener–Hopf respecto a (M, M ′) por la izquierda si

y sólo si (A1, B1), (A
′
1, B

′
1) son equivalentes por feedback.

Demostración. Por el Teorema 3.2.6, P (s) y P ′(s) tienen los mismos

ı́ndices de Wiener–Hopf respecto a M . Entonces por el Teorema 5.3.7 sus

realizaciones, (A1, B1) y (A′
1, B

′
1), respecto a M tienen los mismos ı́ndices

de controlabilidad y por tanto son equivalentes por feedback. ¤
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Si tomamos M = Specm(F[s]) y M ′ = ∅ el teorema anterior nos da el

mismo resultado global ya conocido, la Proposición 1.4.6.

Teorema 5.3.9 Sea M ⊆ Specm(F[s]). Sean P (s), P ′(s) ∈ F[s]m×m matri-

ces polinomiales no singulares y sean (A1, B1), (A
′
1, B

′
1) ∈ Fn1×n1 × Fn1×m

realizaciones de P (s) y P ′(s) respecto a M , respectivamente. Entonces los

pares (A1, B1), (A′
1, B

′
1) son semejantes si y sólo si existe una matriz in-

vertible V (s) ∈ FM(s)m×m tal que P (s) = P ′(s)V (s).

Demostración. Por ser (A1, B1), (A
′
1, B

′
1) realizaciones de P (s) y P ′(s)

respecto a M , respectivamente, existen matrices polinomiales P1(s), Q(s),

P ′
1(s), Q′(s) tales que

P (s) = P1(s)Q(s),

P ′(s) = P ′
1(s)Q

′(s),

donde det P1(s), det P ′
1(s) factorizan en M , det Q(s), det Q′(s) factorizan en

M ′ = Specm(F[s]) \ M y P1(s), P
′
1(s) son representaciones polinomiales

matriciales de (A1, B1), (A′
1, B

′
1), respectivamente.

Si (A1, B1), (A
′
1, B

′
1) son semejantes, por la Proposición 1.4.5 existe una

matriz unimodular U(s) ∈ F[s]m×m tal que P1(s) = P ′
1(s)U(s). Por tanto,

P (s) = P1(s)Q(s) = P ′
1(s)U(s)Q(s) = P ′

1(s)Q
′(s)Q′(s)−1U(s)Q(s).

Llamamos V (s) = Q′(s)−1U(s)Q(s). Entonces P (s) = P ′(s)V (s), con V (s)

una matriz invertible en FM(s)m×m, ya que det Q(s) y det Q′(s) factorizan

en M ′.

Rećıprocamente, supongamos que P (s) = P ′(s)V (s) con V (s) una ma-

triz invertible en FM(s)m×m. Entonces,

P1(s)Q(s) = P ′
1(s)Q

′(s)V (s).

Sea g(s) el polinomio mónico mı́nimo común múltiplo de los denominadores

de V (s). Escribimos V (s) =
N(s)

g(s)
con N(s) ∈ F[s]m×m. Dado que V (s) es
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invertible en FM(s)m×m y det V (s) =
det N(s)

g(s)m
, det N(s) y g(s) se factorizan

en M ′. Llamamos Q1(s) = Q(s)g(s), Q′
1(s) = Q′(s)N(s), tales que ambas

factorizan en Specm(F[s]) \M . Tenemos que P1(s)Q1(s) = P ′
1(s)Q

′
1(s). Por

la Proposición 3.2.4, P1(s) y P ′
1(s) son equivalentes por la derecha. En con-

secuencia, por la Proposición 1.4.5, (A1, B1) y (A′
1, B

′
1) son semejantes. ¤

Si tomamos M = Specm(F[s]) el teorema anterior nos da el mismo

resultado global de la Proposición 1.4.5.

5.4. Representaciones polinomiales matriciales

locales

Sea M ⊆ Specm(F[s]). Dado un par controlable (A,B) ∈ Fn×n × Fn×m

sabemos que existen enteros no negativos n1, n2 tales que n = n1 + n2 y

existe una matriz invertible P ∈ Fm×m tal que

PAP−1 =

[
A1 0
0 A2

]
, PB =

[
B1

B2

]
,

con (A1, B1) y (A2, B2) pares controlables tales que det(sIn1 −A1) factoriza

en M y det(sIn2 − A2) factoriza en M ′ = Specm(F[s]) \ M . Definimos el

concepto de representación polinomial matricial del par de matrices (A,B)

respecto a M como la representación polinomial de la parte de (A,B) que

contiene la información referente a M , es decir como la representación poli-

nomial matricial de (A1, B1).

Definición 5.4.1 Sea M ⊆ Specm(F[s]). Sea (A,B) ∈ Fn×n × Fn×m un

par controlable y sea P ∈ Fn×n una matriz invertible tal que PAP−1 =[
A1 0
0 A2

]
, det(sIn1−A1) factoriza en M , det(sIn2−A2) factoriza en M ′ =

Specm(F[s])\M y n1 ≥ m. Escribimos PB =

[
B1

B2

]
. Diremos que PM(s) ∈
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F[s]m×m es una representación polinomial matricial de (A,B) respecto a M

si PM(s) es una representación polinomial matricial de (A1, B1).

Observemos que cuando M = Specm(F[s]), PAP−1 = A1 y det(sIn1 −
A1) factoriza en M . Sea PB = B1. Por tanto toda representación polinomial

de (A1, B1) es representación polinomial de (A,B) y viceversa.

Teorema 5.4.2 Sea M ⊆ Specm(F[s]). Sea (A,B) ∈ Fn×n × Fn×m un

par controlable y sea P ∈ Fn×n una matriz invertible tal que PAP−1 =[
A1 0
0 A2

]
, det(sIn1 − A1) factoriza en M , det(sIn2 − A2) factoriza en

M ′ = Specm(F[s]) \M y n1 ≥ m. Escribimos PB =

[
B1

B2

]
. Sea PM(s) ∈

F[s]m×m una matriz polinomial no singular tal que su determinante factoriza

en M . Son equivalentes:

i) PM(s) es una representación polinomial matricial de (A,B) respecto

a M ,

ii) Existe Q(s) ∈ F[s]m×m tal que

a) det Q(s) factoriza en M ′, y

b) PM(s)Q(s) es una representación polinomial matricial de (A,B),

iii) Existen U(s), V (s) invertibles en FM(s)n×n y una matriz Y (s) ∈
FM(s)n×m tales que

U(s)[sIn − A B]

[
V (s) Y (s)

0 Im

]
=

[
In−m 0 0

0 PM(s) Im

]
,

iv) Existen L1(s), L2(s) ∈ FM(s)m×n, X(s) ∈ FM(s)m×m tales que

a) L1(s) y PM(s) son coprimas por la izquierda respecto a M ,

b) L2(s) y sIn − A son coprimas por la derecha respecto a M , y
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c) L1(s)[sIn − A B] = [PM(s) Im]

[
L2(s) X(s)

0 Im

]
,

v) Existe NM(s) ∈ FM(s)n×m coprima por la derecha respecto a M con

PM(s) tal que

(sIn − A)−1B = NM(s)PM(s)−1,

vi) a) d(det PM(s)) = n1, y

b) (sIn − A)−1BPM(s) ∈ FM(s)n×m,

vii) Existe C ∈ Fm×n tal que

a) (A,C) es observable, y

b) PM(s)−1 − C(sIn − A)−1B ∈ FM(s)m×m.

Demostración.

(i)⇒ (ii) Por hipótesis PM(s) es una representación polinomial matricial

de (A1, B1) y el resultado se sigue del Teorema 4.3.4, Caṕıtulo 4.

(ii) ⇒ (iii) Dado que PM(s)Q(s) es una representación polinomial ma-

tricial de (A,B), existen matrices unimodulares U(s), V (s) ∈ F[s]n×n y una

matriz Y (s) ∈ F[s]n×m tales que

U(s)[sIn − A B]

[
V (s) Y (s)

0 Im

]
=

[
In−m 0 0

0 PM(s)Q(s) Im

]
.

Por tanto,

U(s)[sIn − A B]

[
V (s) Y (s)

0 Im

] 


In−m 0 0
0 Q(s)−1 0
0 0 Im


 =

[
In−m 0 0

0 PM(s) Im

]
.
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U(s) es también invertible en FM(s)n×n y las matrices

[
V (s) Y (s)

0 Im

]

y




In−m 0 0
0 Q(s)−1 0
0 0 Im


 son invertibles en FM(s)(n+m)×(n+m). Deducimos

que existen U(s) = U(s), V (s) = V (s)

[
In−m 0

0 Q(s)−1

]
y Y (s) = Y (s)

cumpliendo las condiciones deseadas.

(iii) ⇒ (iv) Se deduce siguiendo las ideas de [31, pp. 567–568].

(iv)⇒ (v) Se deduce siguiendo las ideas de la demostración [40, Teorema

2.3.3, p. 44].

(v) ⇒ (i) Recordemos que

A = P−1

[
A1 0
0 A2

]
P, B = P−1

[
B1

B2

]
.

Por hipótesis,

NM(s)PM(s)−1 = (sIn − A)−1B = P−1

[
(sIn1 − A1)

−1B1

(sIn2 − A2)
−1B2

]
.

Sea PNM(s) =

[
N1(s)
N2(s)

]
con N1(s) ∈ FM(s)n1×m y N2(s) ∈ FM(s)n2×m.

Aśı,

(sIn1 − A1)
−1B1 = N1(s)PM(s)−1, (5.5)

y

(sIn2 − A2)
−1B2 = N2(s)PM(s)−1. (5.6)

Queremos demostrar que PM(s) es una representación polinomial matricial

de (A1, B1). Teniendo en cuenta la condición (5.5) tendremos que demostrar

que N1(s) es polinomial y coprima por la derecha con PM(s). Por (5.5),

Adj(sIn1 − A1)B1PM(s) = det(sIn1 − A1)N1(s).
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En la igualdad anterior la matriz de la izquierda es polinomial y det(sIn1 −
A1) factoriza en M , entonces N1(s) debe ser polinomial. Además, por (5.6),

N2(s) =
Adj(sIn2 − A2)

det(sIn2 − A2)
B2PM(s).

Sea N1(s) = N1(s)D(s), PM(s) = PM(s)D(s), donde N1(s) ∈ F[s]n1×m,

PM(s) ∈ F[s]m×m y D(s) ∈ F[s]m×m. Por un lado, como det PM(s) factoriza

en M , det D(s) también factoriza en M . Por otro lado,

NM(s) = P−1

[
(sIn1 − A1)

−1B1

(sIn2 − A2)
−1B2

]
PM(s) = P−1

[
N1(s)
N2(s)

]
,

o bien

NM(s) = NM(s)D(s)

con

NM(s) = P−1




N1(s)
Adj(sIn2 − A2)

det(sIn2 − A2)
B2PM(s)


 ∈ FM(s)n×m.

Dado que NM(s) y PM(s) son coprimas por la derecha con respecto a M ,

D(s) es invertible en FM(s)m×m. Por tanto, D(s) es unimodular.

(i) ⇒ (vi) Supongamos que PM(s) es una representación polinomial ma-

tricial de (A1, B1). Entonces existe una matriz N(s) ∈ F[s]n1×m coprima

por la derecha con PM(s) y tal que (sIn1 − A1)
−1B1 = N(s)PM(s)−1. Por

tanto, (sIn1 −A1)
−1B1PM(s) = N(s) es polinomial. Además, existen matri-

ces unimodulares U(s), V (s) ∈ F[s]n1×n1 tales que U(s)(sIn1 − A1)V (s) =[
In1−m 0

0 PM(s)

]
. De este hecho, si det U(s) det V (s) = c ∈ F, c 6= 0, en-

tonces det PM(s) = c det(sIn1 −A1). En consecuencia, d(det PM(s)) = n1 y

por tanto se deduce a).

Por hipótesis, existe un matriz no singular P ∈ Fn×n tal que

(sIn − A)−1BPM(s) =

(
sIn − P−1

[
A1 0
0 A2

]
P

)−1

P−1

[
B1

B2

]
PM(s) =
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P−1

[
(sIn1 − A1)

−1B1PM(s)
(sIn2 − A2)

−1B2PM(s)

]
.

Por tanto,

(sIn − A)−1BPM(s) = P−1

[
N(s)

(sIn2 − A2)
−1B2PM(s)

]
∈ FM(s)n×m.

(vi) ⇒ (i) Tenemos que

(sIn − A)−1BPM(s) = P−1

[
(sIn1 − A1)

−1B1PM(s)
(sIn2 − A2)

−1B2PM(s)

]
∈ FM(s)n×m.

Aśı, (sIn1 − A1)
−1B1PM(s) ∈ FM(s)n1×m. Además,

(sIn1 − A1)
−1B1PM(s) =

Adj(sIn1 − A1)

det(sIn1 − A1)
B1PM(s) ∈ FM ′(s)n1×m.

Por tanto, (sIn1−A1)
−1B1PM(s) debe ser polinomial. Además por hipótesis

d(det PM(s)) = n1. Por tanto el resultado se sigue de [40, Teorema 2.3.7, p.

47].

(i)⇒ (vii) Sea PM(s) una representación polinomial matricial de (A1, B1).

Por [40, Teorema 2.3.7, p. 47] existe C1 ∈ Fm×n1 tal que el par (A1, C1) es

observable y la matriz PM(s)−1−C1(sIn1 −A1)
−1B1 = D(s) es polinomial.

Por otra parte, veamos ahora que existe una matriz C2 ∈ Fm×n2 tal que

el par de matrices

( [
A1 0
0 A2

]
,

[
C1 C2

] )
es observable. Dado que

(A,B) es controlable es fácil ver que (A2, B2) es también un par contro-

lable. Por tanto, el número de factores invariantes no triviales de A2 no

es mayor que m. Además, (AT
1 , CT

1 ) es controlable. Por [59, Corolario 2.6],

existe X ∈ Fn2×n1 tal que el par de matrices

( [
AT

2 X
0 AT

1

]
,

[
0

CT
1

] )

es controlable. Dado que m.c.d.(det(sIn1 − AT
1 ), det(sIn2 − AT

2 )) = 1, por

[34, Sección 12.5], existe una única solución Z ∈ Fn2×n1 de la ecuación ZAT
1−

AT
2 Z = X. Ahora, si consideramos la matriz R =

[
0 In1

In2 −Z

]
y llamamos
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CT
2 = −ZCT

1 entonces R

[
AT

2 X
0 AT

1

]
R−1 =

[
AT

1 0
0 AT

2

]
y R

[
0

CT
1

]
=

[
CT

1

CT
2

]
. Por tanto, el par de matrices

( [
AT

1 0
0 AT

2

]
,

[
CT

1

CT
2

] )
es con-

trolable y

( [
A1 0
0 A2

]
,

[
C1 C2

] )
es observable.

Recordemos que

A = P−1

[
A1 0
0 A2

]
P, B = P−1

[
B1

B2

]
.

Llamamos C = [C1 C2]P . Aśı, (A,C) es observable. Además,

PM(s)−1 − C(sIn − A)−1B =

PM(s)−1 − C1(sIn1 − A1)
−1B1 − C2(sIn2 − A2)

−1B2 =

D(s)− C2(sIn2 − A2)
−1B2 ∈ FM(s)m×m.

(vii) ⇒ (i) Por hipótesis

[
A1 0
0 A2

]
= PAP−1,

[
B1

B2

]
= PB. Lla-

mamos [C1 C2] = CP−1. Del hecho de que (A,C) es observable es fácil

probar que (A1, C1) es también observable. Por un lado como det PM(s) y

det(sIn1−A1) factorizan en M , PM(s)−1−C1(sIn1−A1)
−1B1 ∈ FM ′(s)m×m.

Por otro lado

PM(s)−1 − C1(sIn1 − A1)
−1B1 − C2(sIn2 − A2)

−1B2 =

PM(s)−1 − C(sIn − A)−1B ∈ FM(s)m×m.

Por tanto, PM(s)−1 − C1(sIn1 − A1)
−1B1 ∈ FM(s)m×m. Aśı, PM(s)−1 −

C1(sIn1 − A1)
−1B1 ∈ F[s]m×m es polinomial. Tenemos pues que (A1, C1)

es observable y PM(s)−1 − C1(sIn1 − A1)
−1B1 polinomial. Se sigue de [40,

Teorema 2.3.7, p. 47] que PM(s) es una representación polinomial matricial

de (A1, B1). ¤
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Como en el caso de las realizaciones respecto a M tenemos una ca-

racterización del concepto de representación polinomial matricial respecto

a M en términos de sistemas localmente equivalentes. Recordemos que una

matriz polinomial no singular P (s) es una representación polinomial ma-

tricial de un par (A,B) ∈ Fn×n × Fn×m si y sólo si los sistemas [sIn −
A B],

[
In−m 0 0

0 P (s) Im

]
son sistemas estrictamente equivalentes o equi-

valentes en el sentido de Rosenbrock. En la caracterización iii) del concepto

de representación polinomial matricial respecto a M estamos diciendo que

una matriz PM(s) es una representación polinomial matricial de (A,B) res-

pecto a M si y sólo si los sistemas [sIn − A B],

[
In−m 0 0

0 PM(s) Im

]
son

sistemas localmente equivalentes respecto a M (ver [14]).

En ambos Teoremas 5.3.5 y 5.4.2 cuando M = Specm(F[s]), obtenemos

las diferentes caracterizaciones del concepto de representación polinomial

matricial (global) que fueron estudiadas en [40, Caṕıtulo 2].

El siguiente resultado relaciona los conceptos de representación polino-

mial matricial respecto a M y realización respecto a M .

Proposición 5.4.3 Sea M ⊆ Specm(F[s]). Sea (A,B) ∈ Fn×n × Fn×m

un par de matrices controlable y sea P (s) ∈ F[s]m×m una matriz polino-

mial no singular. Sea (A,B) semejante a

( [
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )
tal

que (A1, B1) ∈ Fn1×n1 × Fn1×m, n1 ≥ m, det(sIn1 − A1) factoriza en M y

det(sI(n−n1)−A2) factoriza en M ′ = Specm(F[s])\M . Sea P (s) = P1(s)Q(s)

tal que det P1(s) factoriza en M y det Q(s) factoriza en M ′. Entonces, P1(s)

es una representación polinomial matricial de (A,B) respecto a M si y sólo

si (A1, B1) es una realización de P (s) respecto a M .

Demostración. Supongamos que P1(s) es una representación polinomial

matricial de (A,B) respecto a M , o lo que es lo mismo, P1(s) es una

representación polinomial matricial global de (A1, B1). Por tanto, existen
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matrices unimodulares U(s), V (s) ∈ F[s]n1×n1 y una matriz polinomial

Y (s) ∈ F[s]n1×m tales que

U(s)[sIn1 − A1 B1]

[
V (s) Y (s)

0 Im

]
=

[
In1−m 0 0

0 P1(s) Im

]
.

Por tanto,

U(s)[sIn1 − A1 B1]

[
V (s) Y (s)

0 Im

]
=

[
In1−m 0 0

0 P (s) Im

]
,

con U(s) = U(s), V (s) = V (s)

[
In1−m 0

0 Q(s)

]
invertibles en FM(s)n1×n1

y Y (s) = Y (s) ∈ FM(s)n1×m. Por el Teorema 5.3.5 iii), (A1, B1) es una

realización de P (s) respecto a M .

Rećıprocamente, supongamos que (A1, B1) es una realización de P (s)

respecto a M , el Teorema 5.3.5 vi) nos garantiza que n1 = d(det P1(s)) y

(sIn1 − A1)
−1B1P (s) ∈ F[s]n1×m. Dado que el par (A,B) es semejante a( [

A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )
, existe una matriz no singular T ∈ Fn1×n1 tal

que A = T

[
A1 0
0 A2

]
T−1 and B = T

[
B1

B2

]
. Entonces, dado que det Q(s)

y det(sI(n−n1) − A2) factorizan en M ′

(sIn − A)−1BP1(s) = T

[
(sIn1 − A1)

−1B1P (s)Q(s)−1

(sI(n−n1) − A2)
−1B2P1(s)

]
∈ FM(s)n×m.

Por el Teorema 5.4.2 vi), P1(s) es una representación polinomial matri-

cial de (A,B) respecto a M . ¤



Caṕıtulo 6

Sobre la existencia de sistemas
lineales con invariantes para la
semejanza prescritos

6.1. Introducción

Recordamos que a lo largo de esta memoria hemos citado los siguientes

tipos de invariantes globales y locales para la semejanza de pares de matri-

ces: factores invariantes, ı́ndices de controlabilidad e ı́ndices de Hermite.

En este caṕıtulo nos planteamos problemas de tipo inverso, tratamos de

determinar bajo qué condiciones existe un sistema lineal con algunos de los

invariantes locales y/o globales anteriormente citados prescritos. Concreta-

mente, en las Secciones 6.2 y 6.3 nos plantemos los siguientes problemas:

Encontrar condiciones necesarias y suficientes para la existencia de un

par controlable (A,B) ∈ Fn×n×Fn×m con factores invariantes globales de la

matriz de estados e ı́ndices de controlabilidad globales y locales prescritos.

Encontrar condiciones necesarias y suficientes para la existencia de un

par controlable (A,B) ∈ Fn×n × Fn×m con factores invariantes globales de

la matriz de estados e ı́ndices de Hermite globales y locales prescritos.
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El primer problema lo resolvemos completamente para cuerpos alge-

braicamente cerrados. Y, en el segundo obtenemos una solución para cual-

quier cuerpo.

Teniendo en cuenta que dado un par controlable existe una matriz poli-

nomial no singular que es una representación polinomial matricial del mismo

y que todos los invariantes asociados a sistemas controlables están tam-

bién definidos para matrices polinomiales no singulares, estos problemas se

pueden plantear también en el contexto de matrices polinomiales no singu-

lares. Los problemas serán los siguientes:

Encontrar condiciones necesarias y suficientes para la existencia de una

matriz polinomial no singular P (s) ∈ F[s]m×m con factores invariantes

globales e ı́ndices de Wiener–Hopf globales y locales por la izquierda pres-

critos.

Encontrar condiciones necesarias y suficientes para la existencia de una

matriz polinomial no singular P (s) ∈ F[s]m×m con factores invariantes

globales e ı́ndices de Hermite globales y locales prescritos.

Primero resolvemos estos problemas para matrices polinomiales y tenien-

do en cuenta las relaciones conocidas entre los invariantes para sistemas y

sus representaciones polinomiales matriciales obtenemos la solución de los

problemas planteados inicialmente.

Algunos resultados de este tipo se pueden obtener como consecuencias

de resultados globales ya conocidos (ver, por ejemplo, [7], [50], [58]). Es-

to se debe a que para cualquier subconjunto M de Specm(F[s]), dada una

matriz polinomial P (s) no singular su estructura Wiener–Hopf respecto

a M , su forma de Hermite respecto a M y su forma de Smith respecto

a M están determinadas por la estructura Wiener–Hopf global, forma de

Hermite global y forma de Smith global, respectivamente, de cualquier ma-
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triz polinomial P1(s) cuyo determinante factoriza en M y tal que P (s) =

P1(s)Q(s), con Q(s) una matriz polinomial cuyo determinante factoriza en

M ′ = Specm(F[s])\M. En consecuencia todas las relaciones conocidas entre

estos tres tipos de invariantes globales se siguen verificando entre los co-

rrespondientes invariantes respecto a M . Algunos de estos resultados, tanto

para matrices polinomiales como para sistemas se recopilan en la Sección

6.4.

6.2. Sobre la existencia de sistemas lineales

con ı́ndices de controlabilidad prescritos

Tratamos de encontrar condiciones necesarias y suficientes para la exis-

tencia de una matriz polinomial P (s) ∈ F[s]m×m con factores invariantes

globales, ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda e ı́ndices de

Wiener–Hopf respecto a un subconjunto M de Specm(F[s]) por la izquierda

prescritos.

El siguiente lema de Marques de Sá ([43]) caracteriza las posibles dia-

gonales de matrices polinomiales triangulares con factores invariantes pres-

critos.

Lema 6.2.1 Sean α1(s)| · · · |αm(s) y δ1(s), . . . , δm(s) polinomios mónicos.

Entonces, existe una matriz polinomial triangular con elementos en la dia-

gonal (δ1(s), . . . , δm(s)) y α1(s)| · · · |αm(s) como factores invariantes si y

sólo si

α1(s) · · ·αk(s)|m.c.d.{δi1(s) · · · δik(s), 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ m},

1 ≤ k ≤ m− 1, (6.1)

α1(s) · · ·αm(s) = δ1(s) · · · δm(s). (6.2)
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Observación 6.2.2 En el lema anterior, cuando se den las condiciones

(6.1) y (6.2), podemos suponer sin pérdida de generalidad que la matriz

triangular que existe es dominante en grado por columnas (filas), pues en

caso contrario realizaŕıamos transformaciones por filas (columnas) que no

afectan ni a los elementos de la diagonal ni a los factores invariantes.

El siguiente lema aparece en [8]:

Lema 6.2.3 Sea F un cuerpo algebraicamente cerrado y sean k1, . . . , km

y α1(s)| · · · |αm(s) enteros no negativos y polinomios mónicos, respectiva-

mente. Si

(k1, . . . , km) ≺ (d(αm(s)), . . . , d(α1(s)))

entonces existen polinomios mónicos δ1(s), . . . , δm(s) tales que d(δi(s)) =

ki, 1 ≤ i ≤ m y

α1(s) · · ·αk(s)|m.c.d.{δi1(s) · · · δik(s), 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ m},

1 ≤ k ≤ m− 1,

α1(s) · · ·αm(s) = δ1(s) · · · δm(s).

En general, el producto de una matriz propia por columnas y una ma-

triz dominante en grado por columnas (ver Caṕıtulo 1) no es propia por

columnas. Ahora bien, tenemos el siguiente caso particular:

Lema 6.2.4 Sean a1 ≥ · · · ≥ am y c1 ≥ · · · ≥ cm secuencias de enteros

no negativos. Sea T (s) ∈ F[s]m×m una matriz no singular triangular infe-

rior dominante en grado por columnas con aj el grado de su columna j.

Sea P (s) ∈ F[s]m×m una matriz no singular propia por columnas con cj el

grado de su columna j. Entonces la matriz producto P (s)T (s) es propia por

columnas con cj + aj el grado de su columna j.
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Demostración. La matriz T (s) dominante en grado por columnas se puede

escribir como

T (s) = DT (s) + T1(s),

donde DT (s) = Diag(sa1 , sa2 , . . . , sam), y T1(s) ∈ F[s]m×m es una matriz

triangular inferior tal que el grado de su columna j es estrictamente menor

que aj. La matriz P (s) se puede escribir como

P (s) = PcDP (s) + P1(s),

donde DP (s) = Diag(sc1 , sc2 , . . . , scm), Pc ∈ Fm×m es la matriz de coefi-

cientes de los términos de mayor grado en las columnas con det Pc 6= 0

y P1(s) ∈ F[s]m×m es una matriz polinomial que recoge el resto de los

términos, de tal forma que el grado de su columna j es estrictamente

menor que cj. Por tanto, P (s)T (s) = (PcDP (s) + P1(s))(DT (s) + T1(s)) =

PcDP (s)DT (s) + P1(s)DT (s) + PcDP (s)T1(s) + P1(s)T1(s).

La columna j de la matriz producto P1(s)DT (s) consiste en multiplicar

la columna j de P1(s), cuyo grado es menor que cj, por saj . De ah́ı que la

columna j de P1(s)DT (s) sea de grado menor que cj + aj.

Si llamamos R(s) = DP (s)T1(s) = [rij(s)], entonces rij(s) = 0 para i < j

y para i ≥ j, rij(s) = scitij(s) siendo tij(s) el elemento en la posición (i, j)

de la matriz T1(s). Aśı, para i ≥ j, d(rij(s)) = ci + d(tij(s)) < ci + aj ≤
cj + aj. En definitiva el grado de los elementos de la columna j de la matriz

PcDP (s)T1(s) es menor que aj + cj.

Sea Q(s) = P1(s)T1(s) = [qij(s)]. Sea qij(s) un elemento arbitrario de la

columna j de la matriz Q(s), el cual se obtiene multiplicando la fila i de la

matriz P1(s) = [pij(s)] por la columna j de la matriz triangular T1(s). Por

tanto, qij(s) =
∑m

k=j pik(s)tkj(s), donde d(pik(s))d(tkj(s)) < ck+aj ≤ cj+aj,

o bien d(qij(s)) < cj + aj. En consecuencia, el grado de la columna j de la

matriz Q(s) es menor que cj + aj.
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Llamamos S(s) = P1(s)DT (s)+PcDP (s)T1(s)+P1(s)T1(s), tenemos que

P (s)T (s) = PcD(s) + S(s)

donde D(s) = Diag(sc1+a1 , . . . , scm+am), Pc ∈ Fm×n es tal que det Pc 6= 0 y

S(s) ∈ F[s]m×n es una matriz polinomial tal que el grado de su columna j

es estrictamente menor que cj + aj. ¤

Presentamos primero condiciones necesarias y veremos que éstas son

también suficientes si el cuerpo F es algebraicamente cerrado.

Teorema 6.2.5 Sea M ⊆ Specm(F[s]). Sean k1 ≥ · · · ≥ km y c1 ≥ · · · ≥
cm enteros no negativos y para i = 1, . . . , m sean αi(s) = γi(s)βi(s) poli-

nomios mónicos tales que γi(s) factoriza en M , βi(s) factoriza en M ′ =

Specm(F[s]) \M y α1(s)| · · · |αm(s). Si existe un matriz polinomial P (s) ∈
F[s]m×m con k1, . . . , km como ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquier-

da, α1(s), . . . , αm(s) como factores invariantes globales y c1, . . . , cm como

ı́ndices de Wiener–Hopf respecto a M por la izquierda, entonces se tienen

las siguientes condiciones:

ci ≤ ki, 1 ≤ i ≤ m, (6.3)

(k1 − c1, . . . , km − cm) ≺ (d(βm(s)), . . . , d(β1(s))), (6.4)

(c1, . . . , cm) ≺ (d(γm(s)), . . . , d(γ1(s))). (6.5)

Rećıprocamente, si F es algebraicamente cerrado y se cumplen las condi-

ciones (6.3), (6.4) y (6.5) entonces existe una matriz polinomial P (s) ∈
F[s]m×m con k1, . . . , km como ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquier-

da, α1(s), . . . , αm(s) como factores invariantes globales y c1, . . . , cm como

ı́ndices de Wiener–Hopf respecto a M por la izquierda.
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Demostración. Dado que c1, . . . , cm son los ı́ndices de Wiener–Hopf res-

pecto a M de P (s) por la izquierda, P (s) = P1(s)P2(s), donde P1(s)

tiene c1, . . . , cm como ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda y

γ1(s)| · · · |γm(s) como factores invariantes (véase Lema 1.2.7). Además los

factores invariantes de P2(s) son β1(s)| · · · |βm(s). Por lo tanto, la condición

(6.5) es una consecuencia del Teorema de Rosenbrock aplicado a la matriz

P1(s). La condiciones (6.3) y (6.4) se siguen del Lema 4.5.3.

Rećıprocamente, supongamos que F es algebraicamente cerrado y se veri-

fican las condiciones (6.3) y (6.4). Por el Lema 6.2.3 existen polinomios

mónicos δ1(s), . . . , δm(s) tales que d(δi(s)) = ki − ci, 1 ≤ i ≤ m y

β1(s) · · · βk(s)|m.c.d.{δi1(s) · · · δik(s), 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ m},

1 ≤ k ≤ m− 1,

β1(s) · · · βm(s) = δ1(s) · · · δm(s).

Por el Lema 6.2.1 y la Observación 6.2.2 existe una matriz polinomial trian-

gular inferior, X(s), dominante en grado por columnas con β1(s), . . . , βm(s)

como factores invariantes y ki − ci como grado de la i–ésima columna,

1 ≤ i ≤ m. Por otra parte, por el Teorema de Rosenbrock, la condición

de mayorización (6.5) implica que existe una matriz polinomial no singular,

Q1(s), con c1, . . . , cm como ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquier-

da y γ1(s), . . . , γm(s) como factores invariantes. Si Q1(s) no es propia por

columnas por el Lema 1.4.7 existe una matriz unimodular U(s) tal que

Q(s) = Q1(s)U(s) es propia por columnas. Esta matriz Q(s) tiene los mis-

mos factores invariantes y los mismos ı́ndices de Wiener–Hopf que Q1(s).

Dado que X(s) es una matriz polinomial triangular inferior, dominante en

grado por columnas con grados de columnas k1 − c1, . . . , km − cm y Q(s) es

propia por columnas con grados de columnas c1, . . . , cm, podemos asegurar

que la matriz producto, P (s) = Q(s)X(s), es una matriz propia por colum-

nas con grado de columnas k1, . . . , km (ver Lema 6.2.4). Entonces, P (s)
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tiene k1, . . . , km como ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda,

αi(s) = γi(s)βi(s), i = 1, . . . , m, como factores invariantes globales (véase

Lema 1.2.7) y c1, . . . , cm como ı́ndices de Wiener–Hopf respecto a M por la

izquierda. ¤

Por otro lado podemos obtener condiciones suficientes que nos garanti-

zan la existencia de una matriz polinomial P (s) ∈ F[s]m×m con ı́ndices de

Wiener–Hopf globales por la izquierda, factores invariantes globales e ı́ndices

de Wiener–Hopf respecto a un M ⊆ Specm(F[s]) por la izquierda prescritos,

para F un cuerpo arbitrario, simplemente sustituyendo la condición (6.4)

por las condiciones del Lema 6.2.3. Sin embargo, dichas condiciones no son

necesarias.

Teorema 6.2.6 Sea M ⊆ Specm(F[s]). Sean k1 ≥ · · · ≥ km y c1 ≥
· · · ≥ cm enteros no negativos, ci ≤ ki, y para i = 1, . . . ,m sean αi(s) =

γi(s)βi(s) polinomios mónicos tales que γi(s) factoriza en M , βi(s) factoriza

en M ′ = Specm(F[s])\M y α1(s)| · · · |αm(s). Si existen polinomios mónicos

δ1(s), . . . , δm(s) tales que d(δi(s)) = ki − ci, 1 ≤ i ≤ m y

β1(s) · · · βk(s)|m.c.d.{δi1(s) · · · δik(s), 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ m},

1 ≤ k ≤ m− 1, (6.6)

β1(s) · · · βm(s) = δ1(s) · · · δm(s), (6.7)

(c1, . . . , cm) ≺ (d(γm(s)), . . . , d(γ1(s)), (6.8)

entonces existe una matriz polinomial P (s) ∈ F[s]m×m con k1, . . . , km como

ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda, α1(s), . . . , αm(s) como

factores invariantes y c1, . . . , cm como ı́ndices de Wiener–Hopf respecto a

M por la izquierda.
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Veamos que dichas condiciones no son necesarias. Tomamos M = {(s)}. Sea

la matriz polinomial

P (s) =

[
s3(s2 + 1)3 0

0 s4(s2 + 1)

]
.

Sus ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda son los grados de las

columnas k1 = 9, k2 = 6. Sus factores invariantes α1(s) = s3(s2 + 1) y

α2(s) = s4(s2 + 1)3. Además, podemos escribir

P (s) =

[
s3 0
0 s4

] [
(s2 + 1)3 0

0 (s2 + 1)

]
,

por lo tanto los ı́ndices de Wiener–Hopf locales respecto a π(s) = s por

la izquierda son c1 = 4 y c2 = 3. En efecto, se cumplen las condiciones

necesarias (6.3), (6.4) y (6.5). Sin embargo, no existen polinomios δ1(s), δ2(s)

tales que d(δ1(s)) = k1 − c1 = 5 y d(δ2(s)) = k2 − c2 = 3 verificando la

condición (6.7) siguiente

(s2 + 1)(s2 + 1)3 = δ1(s)δ2(s).

Ahora estudiamos una versión más simplificada de este problema cuando

los factores invariantes no están prescritos. En este caso obtenemos condi-

ciones que serán suficientes bajo la condición de que haya un ideal generado

por un polinomio lineal en Specm(F[s]) \ M . Dicha condición se cumple

siempre que el cuerpo sea algebraicamente cerrado.

Teorema 6.2.7 Sea M un subconjunto de Specm(F[s]). Supongamos que

existen ideales en Specm(F[s]) \M generados por polinomios lineales y sea

(s− a) uno de ellos. Sean k1 ≥ · · · ≥ km y c1 ≥ · · · ≥ cm enteros no nega-

tivos. Entonces existe una matriz polinomial P (s) ∈ F[s]m×m con k1, . . . , km

como ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda y c1, . . . , cm como

ı́ndices de Wiener–Hopf respecto a M por la izquierda si y sólo si

(i) ki ≥ ci, 1 ≤ i ≤ m, y
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(ii) Existen polinomios mónicos γ1(s), . . . , γm(s), que factorizan en M ,

tales que γ1(s)| · · · |γm(s) satisfaciendo

(c1, . . . , cm) ≺ (d(γm(s)), . . . , d(γ1(s))).

Demostración. Supongamos que c1, . . . , cm son los ı́ndices de Wiener–

Hopf respecto a M de P (s). Por tanto, existen matrices no singulares

P1(s), P2(s) ∈ F[s]m×m tales que P (s) = P1(s)P2(s), det P1(s) factoriza

en M , det P2(s) factoriza en Specm(F[s])\M y c1, . . . , cm son los ı́ndices de

Wiener–Hopf globales de P1(s) por la izquierda. Los factores invariantes de

P1(s) cumplen la condición (ii). La condición (i) se sigue del Lema 4.5.3.

Rećıprocamente, por (ii) y el Teorema de Rosenbrock se tiene que exis-

te una matriz P1(s) ∈ F[s]m×m con ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la

izquierda c1, . . . , cm y factores invariantes γ1(s), . . . , γm(s). Podemos supo-

ner que la matriz P1(s) es propia por columnas, si no es aśı, se puede trans-

formar mediante operaciones elementales por columnas, es decir, postmulti-

plicándola por matrices unimodulares, en una matriz propia por columnas

con los mismos ı́ndices de Wiener–Hopf y los mismos factores invariantes

que P1(s). Sea P2(s) = Diag((s− a)k1−c1 , . . . , (s− a)km−cm) la cual es poli-

nomial por (i). Aśı, la matriz P (s) = P1(s)P2(s) propia por columnas, con

grado de sus columnas k1, . . . , km cumple las condiciones deseadas. ¤

En el caso particular de que el subconjunto M contenga un único ideal

maximal, M = (π(s)), las condiciones son muy sencillas.

Corolario 6.2.8 Sea π(s) ∈ F[s] un polinomio mónico irreducible. Sean

k1 ≥ · · · ≥ km y c1 ≥ · · · ≥ cm enteros no negativos. Entonces existe una

matriz polinomial P (s) ∈ F[s]m×m con k1, . . . , km como ı́ndices de Wiener–

Hopf globales por la izquierda y c1, . . . , cm como ı́ndices de Wiener–Hopf

locales respecto a π(s) por la izquierda si y sólo si

(i) ki ≥ ci, 1 ≤ i ≤ m,
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(ii) d(π(s)) | ∑m
i=1 ci.

Observación 6.2.9 Es claro que si d(π(s)) = 1, en el resultado anterior

tenemos una única condición. Por tanto si F es un cuerpo algebraicamente

cerrado la condición (i) del Coroloario 6.2.8 es suficiente para asegurar la

existencia de una matriz polinomial con ı́ndices de Wiener–Hopf globales y

locales respecto a un polinomio mónico irreducible prescritos. Ahora bien

si d(π(s)) > 1 la condición (i) no es suficiente. Sea π(s) = s2 + 1, k1 =

5, k2 = 3, c1 = 3, c2 = 2. En este caso es imposible encontrar una matriz

polinomial P1(s) con ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda 3,2,

y factores invariantes potencias de π(s) pues por el Teorema de Rosenbrock

c1 + c2 = 5 debeŕıa ser múltiplo de d(π(s)) = 2.

Sea P (s) ∈ F[s]m×m una matriz polinomial no singular y supongamos

que d(det(P (s)) = n. Por la Proposición 1.4.4 existe un par controlable

(A,B) ∈ Fn×n × Fn×m para el cual P (s) es una representación polinomial

matricial. Recordamos que los ı́ndices de controlabilidad globales de (A,B)

son los ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda de cualquiera de

sus representaciones polinomiales matriciales. Además, en la Proposición

4.3.5 probamos que esta relación es verdad en un sentido local: los ı́ndices

de controlabilidad de (A,B) respecto a M son los ı́ndices de Wiener–Hopf

respecto a M de cualquiera de sus representaciones polinomiales matriciales.

Teniendo esto en cuenta, podemos dar solución al problema de encontrar

condiciones necesarias y suficientes par la existencia de un par controlable

(A,B) ∈ Fn×n × Fm×m con factores invariantes para la matriz de estados,

ı́ndices de controlabilidad globales e ı́ndices de controlabilidad respecto a

M prescritos.

Teorema 6.2.10 Sea M ⊆ Specm(F[s]). Sean k1 ≥ · · · ≥ km y c1 ≥ · · · ≥
cm enteros no negativos y para i = 1, . . . , m sean αi(s) = γi(s)βi(s) poli-

nomios mónicos tales que γi(s) factoriza en M , βi(s) factoriza en M ′ =
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Specm(F[s]) \ M y α1(s)| · · · |αm(s). Si existe un par controlable (A,B) ∈
Fn×n × Fn×m con k1, . . . , km como ı́ndices de controlabilidad, c1, . . . , cm co-

mo ı́ndices de controlabilidad respecto a M y α1(s), . . . , αm(s) como factores

invariantes, aparte de algunos triviales, de sIn−A, entonces se cumplen las

condiciones (6.3), (6.4) y (6.5).

Rećıprocamente, si F es algebraicamente cerrado y se dan las condiciones

(6.3), (6.4) y (6.5) entonces existe un par controlable (A,B) ∈ Fn×n×Fn×m

con k1, . . . , km como ı́ndices de controlabilidad globales, c1, . . . , cm como

ı́ndices de controlabilidad respecto a M y α1(s), . . . , αm(s) como factores

invariantes, aparte de algunos triviales, de sIn − A.

Demostración. La demostración es una consecuencia inmediata del Teo-

rema 6.2.5. ¤

Teorema 6.2.11 Sea M ⊆ Specm(F[s]). Sean k1 ≥ · · · ≥ km y c1 ≥
· · · ≥ cm enteros no negativos, ci ≤ ki, y para i = 1, . . . ,m sean αi(s) =

γi(s)βi(s) polinomios mónicos tales que γi(s) factoriza en M , βi(s) factor-

iza en M ′ = Specm(F[s]) \ M y α1(s)| · · · |αm(s). Si existen polinomios

mónicos δ1(s), . . . , δm(s) tales que d(δi(s)) = ki − ci, 1 ≤ i ≤ m satis-

faciendo las condiciones (6.6), (6.7) y (6.8), entonces existe un par con-

trolable (A,B) ∈ Fn×n × Fn×m con k1, . . . , km como ı́ndices de controla-

bilidad globales, c1, . . . , cm como ı́ndices de controlabilidad respecto a M y

α1(s), . . . , αm(s) como factores invariantes, aparte de algunos triviales, de

sIn − A.

Demostración. La demostración es una consecuencia inmediata del Teo-

rema 6.2.6. ¤

Teorema 6.2.12 Sea M un subconjunto de Specm(F[s]). Supongamos que

existen ideales en Specm(F[s]) \M generados por polinomios lineales y sea

(s − a) uno de ellos. Sean k1 ≥ · · · ≥ km y c1 ≥ · · · ≥ cm enteros no
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negativos. Entonces existe un par controlable (A,B) ∈ Fn×n × Fn×m con

k1, . . . , km como ı́ndices de controlabilidad globales y c1, . . . , cm como ı́ndices

de controlabilidad respecto a M si y sólo si se cumplen las condiciones (i)

y (ii) del Teorema 6.2.7.

Demostración. La demostración es consecuencia del Teorema 6.2.7. ¤

Corolario 6.2.13 Sea π(s) ∈ F[s] un polinomio mónico. Sean k1 ≥ · · · ≥
km y c1 ≥ · · · ≥ cm enteros no negativos. Entonces, existe un par controlable

(A,B) ∈ Fn×n×Fn×m con k1, . . . , km como ı́ndices de controlabilidad globales

y c1, . . . , cm como ı́ndices de controlabilidad locales respecto a π(s) si y sólo

si se cumplen las condiciones (i) y (ii) del Teorema 6.2.8.

Demostración. La demostración es consecuencia del Teorema 6.2.8. ¤

6.3. Sobre la existencia de sistemas lineales

con ı́ndices de Hermite prescritos

Ahora, estudiamos el problema similar para los ı́ndices de Hermite: En-

contrar condiciones necesarias y suficientes para la existencia de una matriz

polinomial P (s) ∈ F[s]m×m con factores invariantes globales, ı́ndices de Her-

mite globales e ı́ndices de Hermite locales prescritos. En este caso damos la

solución al problema para cualquier cuerpo arbitrario F.

Teorema 6.3.1 Sea M ⊆ Specm(F[s]). Sean h1, . . . , hm y h′1, . . . , h
′
m en-

teros no negativos y para i = 1, . . . , m sean αi(s) = γi(s)βi(s) polinomios

mónicos tales que γi(s) factoriza en M , βi(s) factoriza en M ′ = Specm(F[s])\
M y α1(s)| · · · |αm(s). Existe un matriz polinomial P (s) ∈ F[s]m×m con

h1, . . . , hm como ı́ndices de Hermite globales, α1(s), . . . , αm(s) como fac-

tores invariantes globales y h′1, . . . , h
′
m como ı́ndices de Hermite respecto a

M si y sólo si
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(a) existen polinomios mónicos δ′1(s), . . . , δ
′
m(s) tales que d(δ′i(s)) = h′i, 1 ≤

i ≤ m y

γ1(s) · · · γk(s)|m.c.d.{δ′i1(s) · · · δ′ik(s), 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ m},

1 ≤ k ≤ m− 1, (6.9)

γ1(s) · · · γm(s) = δ′1(s) · · · δ′m(s), (6.10)

(b) existen polinomios mónicos δ1(s), . . . , δm(s) tales que d(δi(s)) = hi −
h′i, 1 ≤ i ≤ m y

β1(s) · · · βk(s)|m.c.d.{δi1(s) · · · δik(s), 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ m},

1 ≤ k ≤ m− 1, (6.11)

β1(s) · · · βm(s) = δ1(s) · · · δm(s), (6.12)

Demostración. Supongamos que h1, . . . , hm y h′1, . . . , h
′
m son los ı́ndices de

Hermite globales y locales respecto a M de P (s). Entonces por la Proposi-

ción 3.6.1 P (s) = P1(s)Q(s) tal que P1(s) tiene como factores invariantes

γ1(s), . . . , γm(s) y como ı́ndices de Hermite globales h′1, . . . , h
′
m. En conse-

cuencia existe una matriz unimodular U(s) tal que P1(s)U(s) = H1(s) es

la forma de Hermite de P1(s), es decir es una matriz triangular inferior,

dominante en grado por filas y tal que los grados de los elementos de la

diagonal, (δ′1(s), . . . , δ
′
m(s)), son h′1, . . . , h

′
m. Por el Lema 6.2.1 se siguen las

condiciones (6.9) y (6.10). Por otra parte, por el Corolario 4.4.3 tenemos que

h1−h′1, . . . , hm−h′m son los ı́ndices de Hermite respecto a Specm(F[s]) \M

de P (s). Entonces, repitiendo el razonamiento anterior se siguen las condi-

ciones (6.11) y (6.12). Rećıprocamente, si se dan las condiciones (6.9) y

(6.10) por el Lema 6.2.1 existe una matriz triangular, T ′(s), con elemen-

tos en la diagonal (δ′1(s), . . . , δ
′
m(s)) y factores invariantes γ1(s), . . . , γm(s).

Por las condiciones (6.11) y (6.12) también tenemos que existe otra matriz
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triangular T (s) con elementos en la diagonal (δ1(s), . . . , δm(s)) y factores

invariantes β1(s), . . . , βm(s). La matriz producto T ′(s)T (s) es triangular in-

ferior con α1(s), . . . , αm(s) como factores invariantes globales y h′1, . . . , h
′
m

como ı́ndices de Hermite respecto a M . Si dicha matriz no es dominante en

grado por filas realizamos transformaciones por columnas que no modifican

los elementos de la diagonal. En tal caso la matriz obtenida tiene como

ı́ndices de Hermite globales los grados de los elementos de la diagonal, es

decir, h1, . . . , hm. ¤

Obsérvese que si en el Lema 6.2.1 los polinomios αj(s) son potencias de

un mismo polinomio irreducible π(s), esto es, αj(s) = π(s)dj con d1 ≤ · · · ≤
dm, y los polinomios δj(s) son tales que d(δj(s)) = aj para j = 1, . . . , m

entonces las condiciones (6.1) y (6.2) son equivalentes a

(a1, . . . , am) ≺ (dmd(π(s)), . . . , d1d(π(s))),

d(π(s)) | aj, 1 ≤ j ≤ m.

Como consecuencia inmediata del Lema 6.2.1 tenemos el siguiente resul-

tado:

Lema 6.3.2 Sea π(s) ∈ F[s] un polinomio mónico irreducible. Sean d1 ≤
· · · ≤ dm y a1, . . . , am enteros no negativos. Entonces existen m polinomios

mónicos δ1(s), . . . , δm(s) tales que d(δj(s)) = aj, 1 ≤ j ≤ m, y una ma-

triz polinomial triangular con elementos en la diagonal (δ1(s), . . . , δm(s)) y

π(s)d1 , . . . , π(s)dm como factores invariantes si y sólo si

(a1, . . . , am) ≺ (dmd(π(s)), . . . , d1d(π(s))),

d(π(s)) | aj, 1 ≤ j ≤ m.

Aśı, tenemos que cuando la información local está referida a un poli-

nomio irreducible, las condiciones del Teorema 6.3.1 se reducen a las del
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lema anterior. Además, como en el caso de los ı́ndices de Hermite se sa-

tisface una relación de suma entre los ı́ndices globales y locales (Teorema

4.4.1), esto nos permite dar una solución al problema planteado cuando

prescribimos toda la estructura local de Hermite de una matriz polinomial

con respecto a cada polinomio mónico irreducible.

Teorema 6.3.3 Sean α1(s)| · · · |αm(s) polinomios mónicos tales que αj(s) =

π1(s)
d1jπ2(s)

d2j · · · πt(s)
dtj , 1 ≤ j ≤ m, con πi(s) diferentes polinomios

mónicos irreducibles, 1 ≤ i ≤ t. Sean h1, . . . , hm y hi1, . . . , him enteros no

negativos, 1 ≤ i ≤ t. Entonces existe una matriz polinomial P (s) ∈ F[s]m×m

con h1, . . . , hm como ı́ndices de Hermite globales, α1(s), . . . , αm(s) como fac-

tores invariantes y hi1, . . . , him como ı́ndices de Hermite locales respecto a

πi(s), i = 1, . . . , t, si y sólo si

hj =
t∑

i=1

hij, 1 ≤ j ≤ m, (6.13)

(hi1, . . . , him) ≺ (dimd(πi(s)), . . . , di1d(πi(s))), 1 ≤ i ≤ t, (6.14)

d(πi(s)) | hij, 1 ≤ i ≤ t, 1 ≤ j ≤ m. (6.15)

Demostración. La condición (6.13) es una consecuencia del Teorema

4.4.1. Dado que hi1, . . . , him son los ı́ndices de Hermite locales respecto

a πi(s) de P (s), para cada 1 ≤ i ≤ t, existen matrices polinomiales no

singulares Pi(s), P i(s) ∈ F[s]m×m con P (s) = Pi(s)P i(s) tales que Pi(s)

tiene πi(s)
di1 , . . . , πi(s)

dim como factores invariantes y los factores invari-

antes de P i(s) son relativamente primos con πi(s). Además, los ı́ndices de

Hermite globales de Pi(s) son hi1, . . . , him. La matriz Pi(s) es equivalente

por la derecha a su forma normal de Hermite. Entonces existe una matriz
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unimodular Ui(s) tal que

Pi(s)Ui(s) =




πi(s)
ri1 0 · · · 0

∗ πi(s)
ri2 · · · 0

...
...

. . .
...

∗ ∗ · · · πi(s)
rim




donde los grados de los elementos de la diagonal son hij = d(πi(s)
rij), 1 ≤

j ≤ m, y los factores invariantes πi(s)
di1 , . . . , πi(s)

dim . Por el Lema 6.3.2,

(hi1, . . . , him) ≺ (dimd(πi(s)), . . . , di1d(πi(s))),

d(πi(s)) | hij, 1 ≤ j ≤ m.

Rećıprocamente, por (6.14), (6.15) y el Lema 6.3.2, para cada 1 ≤ i ≤ t,

existe una matriz polinomial triangular

Pi(s) =




δi1(s) 0 · · · 0
∗ δi2(s) · · · 0
...

...
. . .

...
∗ ∗ · · · δim(s)


 ∈ F[s]m×m

con d(δi1(s)) = hi1, . . . , d(δim(s)) = him y πi(s)
di1 , . . . , πi(s)

dim sus factores

invariantes. Entonces, la matriz triangular

P (s) = P1(s)P2(s) . . . Pt(s) =




∏t
i=1 δi1(s) 0 · · · 0
∗ ∏t

i=1 δi2(s) · · · 0
...

...
. . .

...
∗ ∗ · · · ∏t

i=1 δim(s)


 ,

tiene α1(s), . . . , αm(s) como factores invariantes. Podemos suponer sin pérdi-

da de generalidad que P (s) es dominante en grado por filas. En caso con-

trario realizaŕıamos transformaciones elementales por columnas que en nin-

gún caso modificaŕıan ni los elementos de la diagonal ni los factores inva-

riantes. Por tanto, la matriz P (s) tiene como ı́ndices de Hermite globales

los grados de los elementos de la diagonal,
∑t

i=1 hij, 1 ≤ j ≤ m, que por la
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condición (6.13) son h1, . . . , hm. Además, los ı́ndices de Hermite locales de

P (s) respecto a π1(s) son los ı́ndices de Hermite globales de P1(s), esto es,

h11, . . . , h1m. Ahora bien, de la demostración del Teorema 4.4.1, se tiene que

P (s) = Hi(s)H i(s) con Hi(s) en forma normal de Hermite y con elementos

en la diagonal δi1(s), . . . , δim(s). De ah́ı que hi1, . . . , him son los ı́ndices de

Hermite locales de P (s) respecto a πi(s). ¤

Al igual que en el caso de los ı́ndices de Wiener–Hopf, el problema

estudiado en el teorema anterior es mucho más sencillo si no se prescriben

los factores invariantes. En este caso, las condiciones (6.13) y (6.15) son

necesarias y suficientes para la existencia de un matriz polinomial P (s) ∈
F[s]m×m con estructura de Hermite global y local prescrita.

Corolario 6.3.4 Sean πi(s) polinomios mónicos irreducibles en F[s], 1 ≤
i ≤ t. Sean h1, . . . , hm y hi1, . . . , him enteros no negativos, 1 ≤ i ≤ t.

Entonces existe una matriz polinomial P (s) ∈ F[s]m×m con h1, . . . , hm como

ı́ndices de Hermite globales y hi1, . . . , him como ı́ndices de Hermite locales

respecto a πi(s), i = 1, . . . , t, si y sólo si

hj =
t∑

i=1

hij, 1 ≤ j ≤ m, (6.16)

d(πi(s)) | hij, 1 ≤ i ≤ t, 1 ≤ j ≤ m. (6.17)

Demostración. La necesidad se sigue del Teorema 6.3.3. Rećıprocamente,

por la condición (6.17) tenemos que existen enteros aij, tales que hij =

aijd(πi(s)), 1 ≤ i ≤ t, 1 ≤ j ≤ m. Aśı, la matriz

P (s) = Diag

(
t∏

i=1

πi(s)
ai1 , . . . ,

t∏
i=1

πi(s)
aim

)

tiene como ı́ndices de Hermite globales los grados de los elementos de la dia-

gonal que por la condición (6.16) son h1, . . . , hm y como ı́ndices de Hermite

locales respecto a πi(s), hi1, . . . , him, 1 ≤ i ≤ t. ¤
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Ahora, teniendo en cuenta que los ı́ndices de Hermite globales de los

sistemas lineales coinciden con los ı́ndices de Hermite de sus representaciones

polinomiales matriciales y que esta misma relación se da en el caso local (ver

Proposición 4.3.5) podemos dar los resultados equivalentes para sistemas

controlables.

Teorema 6.3.5 Sean α1(s)| · · · |αm(s) polinomios mónicos tales que αj(s) =

π1(s)
d1jπ2(s)

d2j . . . πt(s)
dtj , 1 ≤ j ≤ m, con πi(s) deferentes polinomios

mónicos irreducibles, 1 ≤ i ≤ t. Sean h1, . . . , hm y hi1, . . . , him enteros no

negativos, 1 ≤ i ≤ t. Entonces existe un par controlable (A,B) ∈ Fn×n ×
Fn×m con h1, . . . , hm como ı́ndices de Hermite globales, hi1, . . . , him como

ı́ndices de Hermite locales respecto a πi(s), i = 1, . . . , t, y α1(s), . . . , αm(s)

como factores invariantes, aparte de algunos triviales, de sIn − A si y sólo

si se cumplen las condiciones (6.13), (6.14) y (6.15).

Corolario 6.3.6 Sean πi(s) polinomios mónicos irreducibles en F[s], 1 ≤
i ≤ t. Sean h1, . . . , hm y hi1, . . . , him enteros no negativos, 1 ≤ i ≤ t.

Entonces existe un par controlable (A,B) ∈ Fn×n × Fn×m con h1, . . . , hm

como ı́ndices de Hermite globales y hi1, . . . , him como ı́ndices de Hermite

locales respecto a πi(s) i = 1, . . . , t, si y sólo si se cumplen las condiciones

(6.16) y (6.17).

6.4. Consecuencias

Recordemos que la estructura local respecto a un subconjunto cualquiera

M ⊆ Specm(F[s]) de una matriz polinomial P (s) está determinada por

la estructura global de cualquier factor por la izquierda, P1(s), tal que

P (s) = P1(s)Q(s), det P1(s) factoriza en M y det Q(s) factoriza en M ′ =

Specm(F[s]) \M. Son conocidos algunos resultados globales donde sabemos

bajo que condiciones existe una matriz polinomial no singular con algunos
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de los invariantes globales prescritos. Dichos resultados pueden ser aplica-

dos a la matriz polinomial factor por la izquierda de P (s) satisfaciendo las

condiciones anteriores. Por lo tanto, en esta sección recopilamos algunos re-

sultados locales que se obtienen, de manera directa, aplicando los resultados

globales a la matriz P1(s).

En [58] se estudia la relación entre algunos de los invariantes globales

para la semejanza de sistemas controlables citados anteriormente. Por un la-

do se estudia la relación entre los ı́ndices de Hermite y los factores invariantes

y por otro lado entre los ı́ndices de Hermite y los ı́ndices de controlabilidad.

En consecuencia tenemos los siguientes resultados:

Corolario 6.4.1 Sea M ⊆ Specm(F[s]). Sean h1, . . . , hm enteros no nega-

tivos y α1(s)| · · · |αm(s) polinomios mónicos que factorizan en M . Si existe

una matriz polinomial no singular P (s) ∈ F[s]m×m con α1(s), . . . , αm(s) co-

mo factores invariantes respecto a M y h1, . . . , hm como ı́ndices de Hermite

respecto a M entonces

(h1, . . . , hm) ≺ (d(αm(s)), . . . , d(α1(s))).

Se tiene el rećıproco si F es algebraicamente cerrado.

Corolario 6.4.2 Sea M ⊆ Specm(F[s]). Sean k1 ≥ · · · ≥ km y h1, . . . , hm

enteros no negativos, respectivamente. Si existe una matriz polinomial no

singular P (s) ∈ F[s]m×m con k1, . . . , km como ı́ndices de Wiener–Hopf res-

pecto a M por la izquierda y h1, . . . , hm como ı́ndices de Hermite respecto a

M entonces

(k1, . . . , km) ≺ (h1, . . . , hm).

Se tiene el rećıproco si los ı́ndices h1, . . . , hm están en orden no creciente.

El Teorema de estructura de Rosenbrock (Teorema 2.1.1) nos da la

relación entre la estructura finita (factores invariantes globales) y la es-



6.4 Conclusiones 193

tructura Wiener–Hopf (́ındices de Wiener–Hopf globales) de matrices poli-

nomiales no singulares. Como consecuencia tenemos el siguiente resultado

local al que llamaremos Teorema de Rosenbrock respecto a M . El caso par-

ticular M = (π(s)), con π(s) un polinomio mónico irreducible, está dado en

el Caṕıtulo 2 (Teorema 2.4.4).

Corolario 6.4.3 Sea M ⊆ Specm(F[s]). Sean k1 ≥ · · · ≥ km enteros

no negativos y α1(s)| · · · |αm(s) polinomios mónicos que factorizan en M .

Entonces existe una matriz polinomial no singular P (s) ∈ F[s]m×m con

α1(s), . . . , αm(s) como factores invariantes respecto a M y los enteros k1, . . . ,

km como ı́ndices de Wiener–Hopf respecto a M por la izquierda si y sólo si

(k1, . . . , km) ≺ (d(αm(s)), . . . , d(α1(s))).

Este mismo resultado se tiene para los ı́ndices de Wiener–Hopf respecto

a M por la derecha. Además, del resultado global [1, Teorema 5.2] se deduce

el siguiente resultado.

Corolario 6.4.4 Sea M ⊆ Specm(F[s]). Sean k1 ≥ · · · ≥ km, l1 ≥ · · · ≥ lm

enteros no negativos y α1(s)| · · · |αm(s) polinomios mónicos que factorizan

en M . Entonces existe una matriz polinomial no singular P (s) ∈ F[s]m×m

con α1(s), . . . , αm(s) como factores invariantes respecto a M , k1, . . . , km

como ı́ndices de Wiener–Hopf respecto a M por la izquierda y l1, . . . , lm

como ı́ndices de Wiener–Hopf respecto a M por la derecha si y sólo si

(k1, . . . , km) ≺ (d(αm(s)), . . . , d(α1(s))),

(l1, . . . , lm) ≺ (d(αm(s)), . . . , d(α1(s))).

En [7] los autores estudian la existencia de sistemas lineales con ciertos

invariantes globales para la semejanza prescritos. Concretamente, de los

resultados principales de este trabajo [7, Teorema 2.11, Corolario 2.12] se

deducen los siguientes:
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Corolario 6.4.5 Sea M ⊆ Specm(F[s]). Sean k1 ≥ · · · ≥ km > 0, h1 ≥
· · · ≥ hm ≥ 0 enteros no negativos y α1(s)| · · · |αm(s) polinomios mónicos

que factorizan en M . Entonces existe una matriz polinomial no singular

P (s) ∈ F[s]m×m con α1(s), . . . , αm(s) como factores invariantes respecto a

M , k1, . . . , km como ı́ndices de Wiener–Hopf respecto a M por la izquierda

y h1, . . . , hm como ı́ndices de Hermite respecto a M si y sólo si existen m

polinomios mónicos β1(s), . . . , βm(s) tales que d(βi(s)) = hi, 1 ≤ i ≤ m y

se satisfacen las siguientes condiciones:

α1(s) · · ·αk(s)|m.c.d.{βi1(s) · · · βik(s) : 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ m},

1 ≤ k ≤ m− 1,

α1(s) · · ·αm(s) = β1(s) · · · βm(s),

(k1, . . . , km) ≺ (h1, . . . , hm).

Corolario 6.4.6 Sea F un cuerpo algebraicamente cerrado y sea M ⊆
Specm(F[s]). Sean k1 ≥ · · · ≥ km > 0, h1 ≥ · · · ≥ hm ≥ 0 enteros

no negativos y α1(s)| · · · |αm(s) polinomios mónicos que factorizan en M .

Entonces existe una matriz polinomial no singular P (s) ∈ F[s]m×m con

α1(s), . . . , αm(s) como factores invariantes respecto a M , los enteros k1, . . . ,

km como ı́ndices de Wiener–Hopf respecto a M por la izquierda y h1, . . . , hm

como ı́ndices de Hermite respecto a M si y sólo si

(h1, . . . , hm) ≺ (d(αm(s)), . . . , d(α1(s))),

(k1, . . . , km) ≺ (h1, . . . , hm).

Como aplicación del resultado dado en la Proposición 4.3.5 podemos

reescribir los resultados anteriores en términos de pares de matrices y obte-

ner en consecuencia las condiciones necesarias y suficientes para que exista

un par de matrices controlable con ciertos invariantes respecto a M para la

semejanza prescritos.



6.4 Conclusiones 195

Necesitamos la siguiente definición:

Definición 6.4.7 Sea M ⊆ Specm(F[s]). Sean (A,B) ∈ Fn×n × Fn×m,

(A1, B1) ∈ Fn1×n1 × Fn1×m y (A2, B2) ∈ Fn2×n2 × Fn2×m pares controlables

tales que

(i) (A,B) es semejante a

( [
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )
,

(ii) det(sIn1 − A1) factoriza en M , y

(iii) det(sIn2 − A2) factoriza en M ′ = Specm(F[s]) \M .

Entonces a los factores invariantes globales de A1 les llamamos factores

invariantes de A respecto a M .

Obsérvese que gracias al Teorema 4.3.4, sabemos que bajo las condiciones

de la definición anterior una representación polinomial matricial de un par( [
A1 0
0 A2

]
,

[
B1

B2

] )
es de la forma P (s) = P1(s)Q2(s) con P1(s)

representación polinomial matricial de (A1, B1) y tal que det Q2(s) factoriza

en M ′. Por lo tanto se deduce que los factores invariantes de A respecto a M

no triviales coinciden con los factores invariantes respecto a M de cualquier

representación polinomial matricial del par (A,B).

Corolario 6.4.8 Sea M ⊆ Specm(F[s]). Sean h1, . . . , hm enteros no nega-

tivos y α1(s)| · · · |αn1(s), n1 ≥ m, polinomios mónicos que factorizan en

M . Si existe un par controlable (A,B) ∈ Fn×n×Fn×m con α1(s), . . . , αn1(s)

como factores invariantes respecto a M de la matriz de estados y h1, . . . , hm

como ı́ndices de Hermite respecto a M entonces

αi(s) = 1, 1 ≤ i ≤ n1 −m,

(h1, . . . , hm) ≺ (d(αn1(s)), . . . , d(αn1−m+1(s))).

Se tiene el rećıproco si F es algebraicamente cerrado.
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Corolario 6.4.9 Sea M ⊆ Specm(F[s]). Sean k1 ≥ · · · ≥ km y h1, . . . , hm

enteros no negativos, respectivamente. Si existe un par controlable (A,B) ∈
Fn×n×Fn×m con k1, . . . , km como ı́ndices de controlabilidad respecto a M y

h1, . . . , hm como ı́ndices de Hermite respecto a M entonces

(k1, . . . , km) ≺ (h1, . . . , hm).

Se tiene el rećıproco si los ı́ndices h1, . . . , hm están en orden no creciente.

Corolario 6.4.10 Sea M ⊆ Specm(F[s]). Sean k1 ≥ · · · ≥ km enteros

no negativos y α1(s)| · · · |αn1(s), n1 ≥ m, polinomios mónicos que factori-

zan en M . Entonces existe un par controlable (A,B) ∈ Fn×n × Fn×m con

α1(s), . . . , αn1(s) como factores invariantes de A respecto a M y k1, . . . , km

como ı́ndices de controlabilidad respecto a M si y sólo si

αi(s) = 1, 1 ≤ i ≤ n1 −m,

(k1, . . . , km) ≺ (d(αn1(s)), . . . , d(αn1−m+1(s))).

Corolario 6.4.11 Sea M ⊆ Specm(F[s]). Sean k1 ≥ · · · ≥ km > 0 y

h1 ≥ · · · ≥ hm ≥ 0 enteros no negativos y α1(s)| · · · |αn1(s), n1 ≥ m,

polinomios mónicos que factorizan en M . Entonces existe un par controlable

(A,B) ∈ Fn×n × Fn×m con α1(s), . . . , αn1(s) como factores invariantes de

A respecto a M , k1, . . . , km como ı́ndices de controlabilidad respecto a M

y h1, . . . , hm como ı́ndices de Hermite respecto a M si y sólo si existen m

polinomios mónicos β1(s), . . . , βm(s) tales que d(βi(s)) = hi, 1 ≤ i ≤ m y

se satisfacen las siguientes condiciones:

αi = 1, 1 ≤ i ≤ n1 −m,

αn1−m+1(s) · · ·αn1−m+k(s)|m.c.d.{βi1(s) · · · βik(s) : 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ m},

1 ≤ k ≤ m− 1,
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α1(s) · · ·αn1(s) = β1(s) · · · βm(s),

(k1, . . . , km) ≺ (h1, . . . , hm).

Corolario 6.4.12 Sea F un cuerpo algebraicamente cerrado y sea M ⊆
Specm(F[s]). Sean k1 ≥ · · · ≥ km > 0 y h1 ≥ · · · ≥ hm ≥ 0 enteros

no negativos y α1(s)| · · · |αn1(s), n1 ≥ m, polinomios mónicos que facto-

rizan en M . Entonces existe un par controlable (A,B) ∈ Fn×n × Fn×m con

α1(s), . . . , αn1(s) como factores invariantes de A respecto a M , k1, . . . , km

como ı́ndices de controlabilidad respecto a M y h1, . . . , hm como ı́ndices de

Hermite respecto a M si y sólo si

αi = 1, 1 ≤ i ≤ n1 −m,

(h1, . . . , hm) ≺ (d(αn1(s)), . . . , d(αn1−m+1(s))),

(k1, . . . , km) ≺ (h1, . . . , hm).





Caṕıtulo 7

Problemas abiertos

Presentamos a continuación algunos problemas en el marco de trabajo

de esta memoria que hasta donde sabemos, están sin resolver.

Problema 1

Un resultado donde se desarrollan métodos algebraico-geométricos apli-

cados a la teoŕıa de sistemas controlables consiste en asociar a cada sistema

de control

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t),

un fibrado vectorial, EA,B, sobre la recta proyectiva ([45, Sección 4]). Se

demuestra que los sistemas feedback equivalentes determinan isomorfismos

de fibrados vectoriales. En otras palabras, EA,B es isomorfo a EA′,B′ si y sólo

si (A,B) es equivalente por feedback a (A′, B′). En dicha prueba se hace

uso de la forma canónica para la equivalencia por feedback (Lema 1.1.6),

la cual induce una descomposición de los fibrados vectoriales EA,B como

suma directa de fibrados lineales (Teorema de Grotendieck, ver también

[26], [37]). Como tal descomposición es única (salvo el orden) se tiene que

los invariantes de feedback, es decir los ı́ndices de controlabilidad, son los

invariantes de Grotendieck.

199
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Por otra parte, sabemos que los ı́ndices de controlabilidad son los ı́ndices

de Wiener–Hopf por la izquierda de una representación polinomial del par

(A,B). Por lo tanto, estos últimos también son los invariantes de Gro-

tendieck. Una prueba de este hecho se encuentra en [26]. Concretamente,

para F un cuerpo arbitrario, se demuestra que las clases de isomorfismos de

fibrados vectoriales de dimensión m definidos sobre la recta proyectiva están

caracterizados por clases de equivalencia entre matrices A(s, s−1) con ele-

mentos en F[s, s−1] y det A(s, s−1) = sd, d ∈ Z. La relación de equivalencia

es la siguiente: A(s, s−1) está relacionada con A′(s, s−1) si existen matrices

U(s) y V (s−1) invertibles en F[s] y F[s−1] tales que

A′(s, s−1) = V (s−1)A(s, s−1)U(s). (7.1)

Analizamos con más detalle el anillo F[s, s−1]. En general, sea π(s) =

s−s0, s0 ∈ F, un polinomio mónico irreducible. El anillo local que obtenemos

mediante el llamado proceso de localización en π(s) (Ejemplo (2), Sección

1.2.3), el cual denotamos

Fπ−(s) =

{
p(s)

π(s)n
: p(s) ∈ F[s], n ≥ 0

}
,

es el anillo de las funciones regulares del abierto básico del espacio af́ın de

dimensión 1 ([33], p. 67), D(π(s)) = D(s − s0) = {s ∈ A1 : s − s0 6= 0} =

A1 \ {s0}. Es decir,

O(A1 \ {s0}) = Fπ−(s) = FM ′(s)

para M ′ = Specm(F[s]) \ (π(s)). Se tiene que, ([52], p. 268), las matrices

UM ′(s) invertibles en FM ′(s), es decir aquellas cuyo determinante es una

potencia de π(s), det UM ′(s) = π(s)d, d ∈ Z, caracterizan los isomorfismos

de fibrados producto. En particular cuando π(s) = s

O(A1 \ {0}) = FSpecm(F[s])\(s)(s) = F[s, s−1].
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Sean M = Specm(F[s]) y M ′ = Specm(F[s])\{(s)}, tales que M ∪M ′ =

Specm(F[s]) y M ∩M ′ = Specm(F[s]) \ {(s)}. Se tiene que

det A(s, s−1) = sd, d ∈ Z es equivalente a que A(s, s−1) no tiene polos

ni ceros en M ∩M ′ = M ′.

Invertible en F[s] es equivalente a invertible en FM(s) con M =

Specm(F[s]).

Invertible en F[s−1] es equivalente a invertible en FM ′(s) ∩ Fpr(s).

Por lo tanto, la relación de equivalencia (7.1), entre matrices A(s, s−1),

A′(s, s−1) sin polos ni ceros en M∩M ′, es un caso particular de la relación de

equivalencia Wiener–Hopf con respecto a (M, M ′) por la izquierda definida

en el Caṕıtulo 3 de esta memoria. Se trata de la equivalencia Wiener–Hopf

con respecto a (Specm(F[s]), Specm(F[s]) \ {(s)}) por la izquierda, tal que

M \M ′ = {(s)} contiene un polinomio de grado 1, π(s) = s. Aśı, el resultado

de la Proposición 3.1 en [26], es un caso particular del Teorema 3.3.7.

En conclusión, los fibrados vectoriales de dimensión m sobre la recta

proyectiva están clasificados por m tuplas de enteros que son los ı́ndices de

Wiener-Hopf locales con respecto a M = Specm(F[s]) por la izquierda, esto

es, por los ı́ndices de Wiener–Hopf en el infinito por la izquierda. Conocida

la interpretación de los ı́ndices de Wiener–Hopf globales por la izquierda en

la teoŕıa de los fibrados vectoriales nos gustaŕıa saber

¿Qué significa el Teorema de Rosenbrock en el contexto de los fibrados

vectoriales sobre la recta proyectiva? ¿Qué son los ı́ndices de Wiener–Hopf

locales en este contexto?

Problema 2

Dado un sistema lineal invariante en el tiempo (1.6), representado por la

terna (A,B, C), con A ∈ Fn×n, B ∈ Fn×m y C ∈ Fp×m, sabemos que la ma-
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triz polinomial de sistema es P (s) =

[
sIn − A B
−C 0

]
y su matriz de trans-

ferencia G(s) = C(sIn−A)−1B. Por un lado, cuando el sistema es minimal,

es decir, (A,B) es controlable y (A,C) es observable, conocemos la relación

entre la forma de Smith–McMillan finita de la matriz de transferencia del sis-

tema y de la matriz polinomial de sistema (Lema 1.1.4). Más concretamente,

si
ε1(s)

ψ1(s)
,
ε2(s)

ψ2(s)
, . . . ,

εr(s)

ψr(s)
son las funciones racionales invariantes de G(s),

los numeradores ε1(s) | ε2(s) | · · · | εr(s) (salvo factores invariantes triviales)

son los factores invariantes de P (s). Y, rećıprocamente, a partir de cualquier

realización minimal (A,B,C) de G(s) podemos determinar la estructura

finita de G(s) pues los denominadores están determinados por los factores

invariantes de sIn − A y sus numeradores por los factores invariantes de la

matriz polinomial del sistema. Por otro lado, para la estructura en el infinito

tenemos el mismo resultado, es decir, conocemos la relación entre la forma

de Smith–McMillan en el infinito de la matriz de transferencia del sistema y

la de la matriz polinomial del sistema. En efecto, en [2, Lema 3.2] se demues-

tra que

[
sIn − A B
−C 0

]
y

[
sIn 0
0 G(s)

]
son equivalentes en el infinito. Por

lo tanto, si sq1 , . . . , sqr son las funciones racionales invariantes en el infinito

de G(s), 0 ≥ q1 ≥ · · · ≥ qr, r = rang G(s), entonces s, . . . , s, sq1 , . . . , sqr son

las funciones invariantes en el infinito de P (s). Rećıprocamente, conocemos

los factores invariantes en el infinito de G(s) a partir de la estructura en

el infinito de cualquier realización de G(s). Ahora bien, en gran parte de

esta memoria se ha hablado, además, de la estructura Wiener–Hopf. Por lo

tanto, nos gustaŕıa conocer la relación entre los ı́ndices de Wiener–Hopf de

la matriz de transferencia de un sistema y su matriz polinomial de sistema.

En otras palabras, nos gustaŕıa:

Determinar la estructura Wiener–Hopf de una matriz racional en fun-

ción de cualquiera de sus realizaciones.
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Problema 3

La estructura en el infinito de la matriz polinomial de un sistema de

tipo (1.2), P (s) =

[
sIn − A B
−C D

]
esta determinada completamente (salvo

unos) por su estructura de ceros en el infinito. En efecto, recordamos que

para matrices polinomiales,
∑j

i=1 qi es el máximo grado entre los grados de

todos los menores de orden j de la matriz polinomial, j = 1, . . . , r, con r

el rango de dicha matriz polinomial (ver, Caṕıtulo 1). Por lo tanto, P (s) es

una matriz polinomial con n polos en el infinito cada uno de orden 1 y r−n

ceros en el infinito. Aśı que la estructura de ceros en el infinito determina

completamente la estructura en el infinito de las matrices polinomiales de

sistema.

Pensemos ahora en la matriz polinomial de un sistema como un haz de

matrices. Se llaman divisores elementales infinitos de un haz H(s) = sE−F

a los divisores elementales en 0 de la matriz polinomial sH(1/s). Si el rango

de H(s) como matriz polinomial es r y e1, . . . , er son los exponentes de sus

divisores elementales en el infinito entonces q1 = 1− e1, . . . , qr = 1− er son

sus órdenes invariantes en el infinito. En general dada una matriz polinomial

de grado distinto de uno, la relación entre sus divisores elementales infinitos

y su estructura en el infinito esta dada en [27, Teorema 1]. Sea P ′(p,m) el

conjunto de haces de matrices (r+p)×(r+m), donde el entero r es variable

y r > máx(−p,−m). En [48] se define la siguiente relación de equivalencia

completa para haces de matrices: Dos haces de matrices H1(s) = sE1 − F1,

H2(s) = sE2 − F2 en P ′(p,m) se dice que son completamente equivalentes

si existen matrices de constantes M y N tales que

MH1(s) = H2(s)N

donde

a) H2(s) y M son coprimas por la izquierda,
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b) N y H1(s) son coprimas por la derecha y

c)
[

H2(s) M
]

y

[
H1(s)
−N

]
no tienen ceros en el infinito.

En el caso particular de haces de matrices regulares tenemos que dos

haces de matrices son completamente equivalentes si y sólo si tienen la

misma estructura finita (divisores elementales finitos) y la misma estructura

de ceros en el infinito (divisores elementales infinitos no triviales).

Ahora bien el haz del sistema representado por la matriz polinomial del

sistema no tiene porqué ser regular. En un contexto más amplio podemos

pensar en las matrices polinomiales de sistemas como matrices en P(p,m)

donde P(p, m) denota el conjunto de matrices polinomiales (r+p)×(r+m)

donde p,m son enteros positivos fijos pero r es variable, r > máx(−p,−m).

Observemos que P ′(p,m) ⊂ P(p,m). En P(p,m) se define una relación de

equivalencia que generaliza a la anterior: Dadas dos matrices polinomiales

P1(s), P2(s) en P(p,m) se dice que son completamente equivalentes si existen

matrices M(s) y N(s) tales que

M(s)P1(s) = P2(s)N(s)

donde las matrices [M(s) P2(s)] y

[
P1(s)
−N(s)

]
cumplen las siguientes condi-

ciones:

a) Tienen rango completo,

b) No tienen ceros finitos ni ceros en el infinito y

c) Verifican las siguientes condiciones sobre el grado de McMillan

δ([M(s) P2(s)]) = δ(P2(s)), δ(

[
P1(s)
−N(s)

]
) = δ(P1(s)).

La importancia de esta relación de equivalencia es que si dos matrices

P1(s), P2(s) en P(p,m) son completamente equivalentes entonces tienen la

misma estructura finita y la misma estructura infinita de ceros [28].
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Por otra parte sean Gi(s), i = 1, 2, las matrices de transferencia de

sistemas de orden mı́nimo representados por su matriz polinomial Pi(s) =[
sIni

− A B
−C D

]
donde n1 puede ser distinto de n2. Si las matrices G1(s)

y G2(s) tienen la misma estructura finita e infinita entonces las matrices

polinomiales de sistema tienen la misma estructura finita y la misma es-

tructura infinita determinada en este caso por los ceros en el infinito. Como

acabamos de decir, conocemos una relación de equivalencia en el conjunto

de las matrices polinomiales de sistemas, como elementos de P(p,m), que

mantiene invariantes los divisores elementales finitos e infinitos no triviales.

Sin embargo no conocemos una relación de equivalencia entre las matrices

de transferencia que mantenga invariantes su estructura finita e infinita de

ceros. Las matrices de transferencia son matrices racionales propias, en con-

secuencia sus órdenes invariantes en el infinito son enteros no positivos (ver

Caṕıtulo 2). Por lo tanto, la estructura de ceros en el infinito determina

completamente (salvo unos) la estructura en el infinito de dicha matriz. Por

tanto, queremos hacer un estudio similar al hecho para las matrices poli-

nomiales de sistema pero ahora en el contexto de las matrices racionales

propias. Sean G1(s) y G2(s) las matrices de transferencia de sistemas con

matrices polinomiales de sistema P1(s), P2(s). Planteamos el siguiente pro-

blema:

Definir una relación de equivalencia entre matrices racionales propias

cuyos invariantes sean los divisores elementales finitos e infinitos.

Otro posible problema, del cual no hemos podido reunir mucha infor-

mación, pero que generalizaŕıa a los anteriores seŕıa definir relaciones de

equivalencia que:

para matrices polinomiales conserve la estructura de ceros finitos y la

estructura de ceros y polos en el infinito,
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para matrices racionales conserve la estructura de ceros y polos finitos

y la estructura de ceros y polos en el infinito.

Problema 4

En el Caṕıtulo 5 de esta memoria hemos estudiado el concepto de par

nulo por la izquierda de una matriz polinomial no singular. Este mismo

concepto está también definido para matrices racionales no singulares en

[20, Caṕıtulo XI], el cual a su vez se define en términos de par polo por la

izquierda de una matriz racional.

Sea γ un contorno en C con dominio interior Ω y sea G(s) una matriz

racional sin polos en γ. Un par (A,B) ∈ Cn×n×Cn×m controlable es un par

polo de G(s) con respecto a Ω por la izquierda si

i) A tiene todos sus valores propios en Ω, y

ii) existe C ∈ Cm×n tal que (A,C) es observable y G(s)−C(sIn−A)−1B

no tiene polos en Ω.

Se deduce de la propia definición que los valores propios de A son los polos

de la matriz G(s) en Ω. En el caso de que Ω sea todo el plano complejo le

llamamos par polo global de G(s) por la izquierda.

Se llama par nulo de G(s) con respecto a Ω por la izquierda a un par

polo de G(s)−1 con respecto a Ω por la izquierda. Se tiene que si (A,B)

es un par nulo de G(s) los valores propios de A son los polos de la matriz

G(s)−1 en Ω, por lo tanto son los ceros de G(s) en Ω. Si Ω = C le llamamos

par nulo global de G(s) por la izquierda.

En [20, Sección XI.2, Caṕıtulo XI] se resuelve el siguiente problema

de interpolación homogéneo en un sentido global: Sean (A1, B1), (A2, B2)

∈ Cn×n × Cn×m pares controlables tales que A1 y A2 no tienen valores

propios comunes. Se dan condiciones necesarias y suficientes para que exista
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una matriz G(s) ∈ Cpr(s)
m×m, bipropia, tal que (A1, B1) sea un par polo

global de G(s) por la izquierda y (A2, B2) sea un par nulo global de G(s)

por la izquierda. En este problema los polos de la matriz G(s) son los ceros

de sIn − A1 y los ceros de G(s) son los ceros de sIn − A2.

Basándonos en las mismas ideas ya mostradas a lo largo de esta memoria

podemos definir los conceptos de par polo y par nulo de una matriz racional

por la izquierda en un cuerpo F arbitrario como sigue:

Sea M un subconjunto de Specm(F[s]). Sea (A,B) ∈ Fn×n × Fn×m

un par controlable tal que det(sIn − A) factoriza en M . Diremos que

(A,B) es un par polo de una matriz racional G(s) ∈ Fm×m con res-

pecto a M por la izquierda si existe C ∈ Fm×n tal que (A,C) es

observable y G(s)− C(sIn − A)−1B ∈ FM(s)m×m.

Sea M un subconjunto de Specm(F[s]). Sea (A,B) ∈ Fn×n × Fn×m

un par controlable tal que det(sIn − A) factoriza en M . Diremos que

(A,B) es un par nulo de una matriz racional G(s) ∈ Fm×m con res-

pecto a M por la izquierda si existe C ∈ Fm×n tal que (A,C) es

observable y G(s)−1 − C(sIn − A)−1B ∈ FM(s)m×m.

Observemos que en particular cuando la matriz G(s) es polinomial el

concepto de par nulo por la izquierda es el concepto de realización local

estudiado en el Caṕıtulo 5 de esta memoria.

Nos planteamos el siguiente problema que seŕıa una generalización a

cuerpos arbitrarios y en un sentido local (con respecto a M) del problema

de interpolación homogéneo.

Sea M un subconjunto de Specm(F[s]). Sean (A1, B1), (A2, B2) ∈ Fn×n×
Fn×m pares controlables tales que det(sIn − A1) y det(sIn − A1) sean rela-

tivamente primos. ¿Bajo que condiciones existe una matriz G(s) invertible

en FSpecm(F[s])\M(s)m×m∩Fpr(s)
m×m tal que (A1, B1) sea un par polo con re-
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specto a M de G(s) por la izquierda y (A2, B2) sea un par nulo con respecto

a M de G(s) por la izquierda.?

Al igual que en el caso global la estructura finita local con respecto a M

de la matriz G(s) está determinada por la estructura finita de las matrices

sIn−A1 y sIn−A2. En particular si F = C y M = Specm(C[s]) el problema

está resuelto.
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sis, Univ. Politécnica de Valencia, Valencia, 2003.

[50] H. H. Rosenbrock, State-Space and Multivariable Theory, Thomas Nel-

son and Sons, London, 1970.

[51] H. H. Rosenbrock, C. Storey, Mathematics of dinamical systems,

Thomas Nelson and Sons, London, 1970.

[52] I.R. Shafarevich, Basic Algebraic Geometry, Springer-Verlag, 1974.

[53] R. C. Thompson, Interlacing Inequalities for Invariant Factors, Linear

Algebra Appl., 24, (1979), 1–31.

[54] A. I. G. Vardulakis, Linear multivariable control, John Wiley and Sons,

New York, 1991.

[55] G. L. Verghese, Infinite Frequency Behaviour in Generalized Dynamical

Systems, Ph.D. Thesis, Stanford University, 1978.

[56] W. A. Wolovich, Linear Multivariable Systems, Appl. Math. Sci. 11,

Springer-Verlag, New York, 1974.

[57] I. Zaballa, Matrices with prescribed rows and invariant factors, Linear

Alg. Appli., 87, (1987) 113–146.

[58] I. Zaballa, Controllability and Hermite indices of matrix pairs, Int. J.

Control 68 (1) (1997) 61–86.

[59] I. Zaballa, Feedback invariants of restrictions - a polynomial approach,

Automatica 37 (2001) 185–195.
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218 Índice alfabético
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Teorema de, 63

Rosenbrock respecto a M
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