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El propósito de esta memoria es buscar condiciones suficientes

que garanticen la existencia de un punto fijo de atracción

asintótica global. Parte de este trabajo se basa en los

resultados publicados en los art́ıculos Planar maps whose

second iterate has a unique fixed point y Planar Embeddings

with a globally attracting fixed point. El primero ha sido

realizado en colaboración con mis directores de tesis,

José Andrés Mart́ınez Alfaro (Universitat de València) y

Carlos Gutierrez (ICMC-USP, Brasil). El segundo en

colaboración con Vı́ctor Gúıñez (USACH, Chile) y con Carlos

Guiterrez.
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Notación

Conjuntos:

Z El conjunto de los enteros.

N El conjunto de los naturales

R El conjunto de los reales.

X Espacio métrico completo.

S2 Esfera de Riemann R2 ∪ {∞}
S1 Circunferencia centrada en el origen y radio unidad.

‖.‖ Métrica usual euclidiana.

#S Cardinal del conjunto S.

int(S) Interior del conjunto S.

cl(S), S̄ Clausura del conjunto S.

∂(S) Frontera del conjunto S.

Subconjuntos de R2:

S(r) Circunferencia de centro el origen y radio r

S(r)− Unión de S(r) y la componente conexa acotada de

R2 \ S(r).

S(r)+ Unión de S(r) y la componente conexa no acotada de

R2 \ S(r).
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Notación

B(q, r) Bola eucĺıdea de centro q y radio r.

A(r1, r2) Corona circular centrada en el origen y de radios r1

y r2

D Dominio de definición de la aplicación de Poincaré.

γ Rayo invariante.

Σ Continuo invariante.

Υ Curva en R2 cerrada simple.

Ψ Curva en Rn derivable.

Matrices:

Mn(R) Espacio de matrices cuadradas reales n× n.

I Matriz identidad.

Spec(A) Conjunto de valores propios de la matriz A.

λA Valor propio de la matriz A.

vλA
Vector propio asociado a λA.

Vλ Espacio de vectores propios asociados a un valor propio λ.

sr(A) Radio espectral de la matriz A.

det(A) Determinante de la matriz A.

tr(A) Traza de la matriz A.

arctan(u, v) Argumento de u + vı.

Φ, ΦA Homeomorfismo sobre S1 determinado por una matriz

no singular (si se especifica A ∈ M2(R)).

Φπ Trasladado en π de Φ.

Φ̂A Levantamiento de ΦA.

GA Variación de Φ̃A con respecto del ángulo.
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Notación

Gn
p Variación de Φ̃Dp(fn) con respecto del ángulo.

Si A =

(
a11 a12

a21 a22

)
es una matriz en M2(R) denotaremos

por:

r11 = a2
11 + a2

21

r22 = a2
12 + a2

22

r12 = a11a12 + a21a22

Aplicaciones:

f Aplicación cuya dinámica queremos estudiar.

fn Composición n−ésima de la aplicación f consigo misma.

Emb(R2) Conjunto de aplicaciones continuas e inyectivas del

plano.

Emb+(R2) Conjunto de embebimientos del plano que preser-

van la orientación.

Embd(R2) Conjunto de embebimientos del plano que son

diferenciables.

Embd
+(R2) Conjunto de embebimientos del plano diferencia-

bles que preservan la orientación.

Emb r(R2) Conjunto de embebimientos del plano de clase Cr,

r ≥ 1.

Emb r
+(R2) Conjunto de embebimientos del plano de clase Cr,

r ≥ 1, que preservan la orientación.

Hom(R2) Conjunto de homeomorfismos del plano.
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Notación

Hom+(R2) Conjunto de homeomorfismos del plano que preser-

van la orientación.

Dif(R2) Conjunto de difeomorfismos del plano.

Dif r(R2) Conjunto de difeomorfismos del plano de clase Cr,

r ≥ 1.

Dif r
+(R2) Conjunto de difeomorfismos del plano de clase Cr,

r ≥ 1, que preservan la orientación.

Spec(f) Conjunto de valores propios de Dfp para todo p ∈ Rn.

Id Aplicación identidad.

Index(f, 0) Grado de Brouwer de f − Id en 0.

sr(F ) Radio espectral del difeomorfismo F .

Dinámica:

Θ+(p) Órbita positiva del punto p.

ω(p) Conjunto ω−ĺımite del punto p.∧
(p) Región de atracción del punto p.

Fix(f) Conjunto de puntos fijos de f .

Per(f) Conjunto de órbitas periódicas de f .

Ω(f) Conjunto de puntos no errantes de f .

CR(f) Conjunto de puntos recurrentes por cadenas de f .

W s(p, U, f) Variedad estable de punto fijo hiperbólico.

W u(p, U, f) Variedad inestable de punto fijo hiperbólico.
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Introducción

El estudio de esta memoria ha sido motivado por pre-

guntas relativas a la estabilidad global de un punto fijo de una

aplicación definida en Rn . Muchos matemáticos han abordado

este problema relacionándolo con lo ya existente para campos

vectoriales que definen un sistema continuo autónomo ([30],

[17], [13],[57]). O no autónomo como, por ejemplo, en [4], con-

siderando la aplicación como el tiempo 1 del flujo definido por

el sistema.

Empezaremos la introducción fijando las propiedades de

las aplicaciones con las que trabajaremos en esta memoria. Es

decir, la mayoŕıa de los resultados que se encuentran referentes

a la estabilidad del punto fijo son para difeomorfismos. Sin em-

bargo, estudiar que ocurre cuando la dinámica viene dada por

una aplicación que no necesariamente es diferenciable comporta

unas complejidades especiales.

Existen numerosos art́ıculos donde se detalla con bas-

tante detalle la dinámica de los homeomorfismos del plano que

preservan la orientación ([5, 6, 24, 25, 39, 40, 41, 56]), relacio-
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nando la estabilidad de un punto fijo con el grado de Brouwer

de la aplicación ([7, 36]). También hay otros en los que la apli-

cación invierte la orientación ([53, 54]) o generalizaciones a R3,

como en [9].

Por otro lado, la aplicación de Poincaré asociada a una

ecuación diferencial periódica de segundo orden conserva la ori-

entación y es inyectiva (ver Sección 5.1 para más detalles), pero

no es necesariamente un difeomorfismo ni un homeomorfismo.

Por lo que es natural preguntarse por la dinámica de los embe-

bimientos topológicos (aplicaciones continuas e inyectivas).

El primer problema que uno se encuentra al trabajar con

embebimientos es que no todos los puntos tienen antiimagen

por lo que no tiene por qué estar definido el conjunto ĺımite neg-

ativo, perdiendo control sobre la dinámica global. En 1998, P.

Murthy probó resultados análogos a los existentes para homeo-

morfismos del plano que preservan la orientación en el caso de

no tener sobreyectividad ([44]). Además, existen otros traba-

jos en los que también se relaciona la estabilidad de punto fijo

de un embebimiento topológico con el grado de Brouwer de la

aplicación (ver [19, 48]).

Nosotros nos preguntaremos por condiciones necesarias

para garantizar la atracción global de un punto fijo de un em-

bebimiento de clase C1.
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Introducción

Contextualizando el tema de trabajo, el origen del estudio

se inspira en la siguiente conjetura:

Conjetura DMY (Discreta de Markus-Yamabe) [57]: Sea f :

Rn → Rn una aplicación de clase C1 tal que f(0) = 0 y todos

los valores propios de la matriz diferencial de f en cada punto

tienen norma menor que uno. ¿Es el 0 un atractor global del

sistema discreto generado por f?.

La Conjetura DMY se inspiró a su vez en su primera

versión para campos vectoriales a la que se le llamó Conjetura

de Markus-Yamabe (ver Sección 2.1):

Conjetura de Markus-Yamabe [57]: Sea X : Rn → Rn un campo

vectorial de clase C1 tal que X(0) = 0. Si para todo p ∈ Rn la

parte real de todos los valores propios de la matriz diferencial

de X en p es negativa. ¿Es el origen un atractor global del

sistema continuo dado por X?

El trabajo pionero de C. Olech [46, 47] y también [42]

muestran la existencia de una fuerte relación entre compor-

tamiento asintótico global de un campo vectorial X : R2 → R2

y la inyectividad de X (considerado como una aplicación). Esta

conexión fue estudiada y desarrollada en numerosas publica-

ciones (ver por ejemplo [1, 11, 12, 15, 20, 21, 26, 27, 28, 29]).

Nosotros veremos en esta memoria que la inyectividad también

juega un papel importante a la hora de estudiar la dinámica
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global de una aplicación cualquiera de clase C1.

Como se detallará en el Caṕıtulo 2, salvo en el caso de

aplicaciones triangulares de las que hablaremos en la Sección

2.2.1, la Conjetura DMY únicamente es cierta en dimensión 1

y para difeomorfismos polinomiales definidos en el plano. Por

ello cabe preguntarse por la dinámica de las aplicaciones del

plano para las que el origen no es un atractor global pese a que

verifican las condiciones de la Conjetura DMY.

El objetivo de esta memoria es dar respuesta al Problema

DMY o Conjetura Discreta de Markus Yamabe en dimensión

2 con hipótesis adicionales. La hipótesis natural después de es-

tudiar el contraejemplo de Szlenk al caso racional, detallado en

la Sección 2.3, es la siguiente:

(a) f es disipativa.

Esta hipótesis adicional no es todav́ıa suficiente para gen-

eralizar el Problema DMY como se mostrará en el Caṕıtulo 2.

Probaremos la existencia de un difeomorfismo suave f : R2 →
R2 que tiene una órbita periódica de peŕıodo cuatro. No ob-

stante, el ∞ es un repulsor, f(0) = 0 y Spec(f) ⊂ B(0, 1).

Dado que el inconveniente es la aparición de órbitas periódi-

cas, el siguiente paso es el estudio del caso en el que no existan.
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En el Caṕıtulo 3 veremos que si el espectro de una aplicación

diferenciable que fija el origen no intersecta al intervalo [1, 1+ε)

para un ε > 0, entonces la aplicación no tiene puntos fijos sal-

vo el origen. Usando esa misma técnica, probaremos que si la

diferencial de la aplicación no tiene valores propios reales en-

tonces tampoco tiene órbitas periódicas de peŕıodo 2. Además

también daremos condiciones que prueben que, si la aplicación

tiene valores propios reales dobles, no es una homotecia y el 1 no

está incluido en el espectro de la aplicación, entonces tampoco

tiene órbitas periódicas de peŕıodos mayores. Lo demostraremos

usando las propiedades de un homeomorfismo definido en la

circunferencia dado por la variación del ángulo del sistema lin-

ealizado. Relacionaremos los iterados de la aplicación con la

composición de estos homeomorfismos. También la existencia

de valores propios imaginarios, reales positivos o negativos ven-

drán determinados por los valores que toman estos homeomor-

fismos en el intervalo [0, 2π).

Es definitiva, construiremos una familia de aplicaciones

del plano para las que no aparecen más puntos fijos ni órbitas

periódicas que no sean la del origen. No obstante, en la Sección

4.4 daremos un ejemplo de un difeomorfismo del plano de clase

C1 que verifica las hipótesis de la Conjetura DMY, el infinito

es un repulsor, no tiene órbitas periódicas ni puntos fijos salvo

el 0 y el origen sigue sin ser atractor global.
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Llegados a este punto, es fácil ver que la dinámica de una

aplicación de la familia de la Conjetura DMY no se pude deter-

minar incluso imponiendo que el infinito sea repulsor ni elimi-

nando la existencia de órbitas periódicas. Por lo que tienen que

aparecer fenómenos más extraños. Esto nos induce a pregun-

tarnos por las propiedades de un difeomorfismo f definido en R2

que ya tenga el origen como punto fijo de atracción asintótica

global. Probaremos que existe una Cr−foliación de R2\{0} por

curvas invariantes con ciertas propiedades a las que llamaremos

rayos f−invariantes (ver Proposición 4.3.8). Por esta razón la

segunda hipótesis que se introduce en la Conjetura DMY es la

siguiente:

(b) Existe un rayo f−invariante.

Tiene sentido porque, si el infinito es un repulsor, la ex-

istencia de un rayo invariante nos dice que el origen está en la

variedad inestable del infinito y ambas hipótesis nos debeŕıan

permitir generalizar el problema.

En esta memoria estudiaremos el Problema DMY con las

hipótesis adicionales: la aplicación es inyectiva, es disipativa (o

equivalentemente el infinito es un repulsor) y existe un rayo

invariante por la aplicación.

En cuanto a resultados concretos, la primera pregunta
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que se aborda en esta memoria es relativa a la existencia de un

único punto fijo. La segunda se refiere a la existencia de otros

puntos no errantes como las órbitas periódicas. La tercera es

el ω−ĺımite de todos los puntos del plano. Por lo tanto, la

estrategia a seguir es la siguiente:

Sea f un embebimiento de clase C1 verificando las condi-

ciones de la Conjetura DMY. Para conseguir que el 0 sea un

atractor global del sistema en primer lugar probaremos que, de-

bido a la condición sobre el espectro de la aplicación, el origen

es el único punto fijo y además es asintóticamente estable. De-

spués probaremos junto con la hipótesis adicional (b) que el con-

junto de puntos no errantes de la aplicación es exactamente el

conjunto unitario de puntos fijos. De esta manera centraremos

nuestra atención en la órbita positiva de un punto cualquiera

del plano, es decir la sucesión {fn(p)}n∈N con p ∈ R2. Si se ver-

ifica (a) obtenemos que la sucesión es convergente y por tanto

únicamente faltará probar cuándo su ĺımite es exactamente el

origen, alcanzando aśı el objetivo de esta memoria: probar que

el origen es un punto fijo de atracción asintótica global.

El paso más delicado es el referente al estudio del con-

junto de puntos no errantes del sistema. Es aqúı donde se ve

claramente la importancia del rayo γ invariante por la apli-

cación f . Veremos que el conjunto R2 \ γ es homeomorfo a R2

y que el conjunto de puntos fijos de f está contenido en la
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curva. Por tanto, f restringida al complementario de γ es una

aplicación sin puntos fijos.

En primer lugar supondremos que la aplicación preser-

va la orientación para hacer uso de la teoŕıa existente sobre

embebimientos del plano sin puntos fijos motivada por el Teo-

rema de Massera y desarrollada por P. Murthy y R. Ortega,

entre otros (ver por ejemplo [44] o [19, 49]). Esta teoŕıa afirma

que un embebimiento que preserva la orientación sin puntos

fijos no tiene puntos no errantes. De esta manera, usando la

existencia del rayo invariante y el hecho de que la aplicación

sea un embebimiento que preserva la orientación llevaremos

el estudio de la dinámica del problema de todo el plano a la

curva, reduciendo aśı una dimensión. Además, dado que un

embebimiento es un homeomorfismo en su imagen, todos es-

tos trabajos están fuertemente relacionados con la teoŕıa de

homeomorfismos del plano sin puntos fijos que preservan la ori-

entación, llamados homeomorfismos de Brouwer. En art́ıculos

como [5, 6, 25, 35, 39, 40, 56] se explica con detalle la dinámica

de esta clase de homeomorfismos.

En segundo lugar estudiaremos el caso en que la apli-

cación f no preserve necesariamente la orientación. En este

sentido lo que haremos será aplicar los resultados obtenidos

a la segunda iterada f 2 que śı que preserva la orientación y

centraremos nuestra investigación en la existencia de órbitas
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periódicas de peŕıodo 2.

El contenido de este trabajo se presentará en el siguiente

orden:

En el Caṕıtulo 1 introduciremos algunos conceptos básicos

para un mejor entendimiento de esta memoria.

En el Caṕıtulo 2 explicaremos la principal motivación

de nuestro trabajo, la Conjetura Discreta de Markus-Yamabe,

aśı como los casos en los que es verdadera y en los que es falsa.

Veremos que se verifica en dimensión n 6= 1, 2 únicamente para

aplicaciones triangulares y que es falsa en general. No obstante,

en dimensión 2 es verdadera para el caso polinomial, aunque

ya no lo es para el racional. Las primeras secciones son un re-

sumen de lo publicado acerca de la Conjetura de Markus Yam-

abe principalmente en el art́ıculo [13] de A. Cima, A. Gasull

y F. Mañosas y en el libro [57] de Arno van den Essen. En la

Sección 2.4 daremos un nuevo resultado sobre la existencia de

una aplicación racional verificando las hipótesis de la Conjetu-

ra DMY junto con la hipótesis de que el infinito es un repulsor

y donde, no obstante, siguen apareciendo órbitas periódicas.

Impidiendo aśı que el origen sea un atractor global.

En el Caṕıtulo 3 daremos condiciones sobre el espectro

de una aplicación de clase C1 para garantizar que no aparezcan
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órbitas periódicas de peŕıodo n y aśı intentar probar la exis-

tencia de un atractor global. La Sección 4.4 nos mostrará que

todav́ıa no es condición suficiente incluso si el infinito es un

repulsor. No obstante, los resultados para los casos n = 1, 2,

jugarán un papel importante en las demostraciones de los re-

sultados del Caṕıtulo 4.

En la Sección 3.1 continuaremos los trabajos de Fernan-

des, Gutierrez y Rabanal en [21] para probar la existencia de

a lo sumo un punto fijo. También veremos que la familia de

aplicaciones que verifican la Conjetura DMY también verifican

este resultado y, por lo tanto, se podrá garantizar la existencia

de un único punto fijo que además es asintóticamente estable.

En la Sección 3.2 se usarán técnicas similares para es-

tudiar qué condiciones espectrales son necesarias para que no

aparezcan órbitas periódicas de peŕıodo dos. En particular pro-

baremos que si la diferencial no tiene valores propios reales,

entonces no existen órbitas 2−periódicas. Construiremos un

homeomorfismo a partir de la variación del ángulo en el sis-

tema linealizado y estudiaremos la relación que tiene con los

valores propios de la matriz diferencial. Veremos que los iter-

ados de la aplicación se corresponderán con composiciones de

estos homeomorfismos. Aśı el estudio de la dinámica del sistema

se podrá traducir con más claridad en función del espectro de

la aplicación.
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En la Sección 3.3 aplicaremos estos resultados al estudio

de la dinámica de sistemas polinomiales cuadráticos y cúbicos.

En la Sección 3.4 cerraremos este caṕıtulo con un resultado

sobre órbitas periódicas de peŕıodos mayores n > 2. Volveremos

a estudiar la composición de los homeomorfismos definidos en

las secciones anteriores, pero además daremos una acotación

del valor del radio que nos permitirá tener un mayor control de

la variación de las sucesivas iteradas. Probaremos que si esas

variaciones del radio se producen en un intervalo y si no existen

puntos fijos para cada una de las iteradas diferentes del origen,

entonces la aplicación no tiene órbitas periódicas de ningún

peŕıodo ni puntos fijos que sean diferentes de 0.

En el Caṕıtulo 4 se darán otras condiciones adicionales

a las de la Conjetura DMY que hagan que el origen sea un

atractor global. Además cambiaremos las hipótesis originales

de dicha conjetura por otras más topológicas, probando aśı los

resultados con independencia de la diferenciabilidad de la apli-

cación (Teoremas 4.3.13, 4.3.19).

En la Sección 4.1 se expondrá la teoŕıa necesaria sobre

embebimientos del plano que preservan la orientación para pro-

bar los resultados principales del Caṕıtulo 4.

En la Sección 4.2 utilizaremos las condiciones espectrales

dadas en la Sección 3.1 del Caṕıtulo 3 para encontrar embe-

bimientos del plano que preservan la orientación con un único
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punto fijo. Además, con la ayuda del Teorema de Hartman-

Grobman daremos un primer resultado de estabilidad local.

En la Sección 4.3 estudiaremos la dinámica del sistema

con un rayo invariante por el embebimiento f . Usaremos los

resultados de la Sección 4.1 en el caso de que f preserve la

orientación y los relativos a órbitas periódicas de peŕıodo 2 del

Caṕıtulo 3 para cuando no la conserve necesariamente. De esta

manera controlaremos el conjunto Ω(f) y el ω−ĺımite de todo

punto del plano. El mejor de los casos para la obtención de la

atracción global del punto fijo es que Ω(f) = {0} y ω(p) = {0}
para todo p ∈ R2. Pero, como R2 no es compacto, necesitaremos

la condición de que la aplicación sea disipativa para garantizar

la existencia del ω−ĺımite.

La Sección 4.4 mostraremos un ejemplo de una aplicación

donde se ve claramente que la curva invariante ejerce un papel

muy importante que va más allá de garantizar la no existencia

de órbitas periódicas. Este ejemplo muestra un homeomorfismo

disipativo del plano que preserva la orientación, tiene un único

punto fijo que es atractor local, no tiene órbitas periódicas de

ningún peŕıodo y aún aśı el origen no es atractor global. Por lo

que nos lleva a pensar que no es tan trivial eliminar la hipótesis

de la existencia de un rayo invariante, cerrando aśı el trabajo

de esta memoria.

En el Caṕıtulo 5 se explicarán algunos problemas abiertos

30 Tesis Doctoral



Introducción

que deja esta memoria aśı como unas posibles aplicaciones.

Parte del Caṕıtulo 2 y los Caṕıtulos 3 y 4 están recogidos

en los art́ıculos [3] y [2], respectivamente, realizados por la auto-

ra de esta memoria en colaboración con José Andrés Mart́ınez

Alfaro de la Universidad de Valencia, Carlos Gutierrez de la

USP-Brasil y Vı́ctor Gúıñez de la USACH-Chile.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo veremos las definiciones que nos harán

falta para entender los contenidos de esta memoria. Se pueden

encontrar con más detalle en [30], [17], [52] o en [4], por ejemplo.

1.1. Definiciones básicas

Dada una aplicación continua f : X → X definida en

un espacio métrico completo con métrica d, estudiaremos el

sistema dinámico discreto generado por f :

xn+1 = f(xn), n ∈ N.

Dado n ∈ N, denotaremos al iterado enésimo de un punto

x ∈ X como

fn(x) = (f ◦ f ◦ ...n) ◦ f)(x).
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La órbita de un punto x ∈ X es la sucesión de iterados

{fn(x)}n∈N y la denotaremos por Θ+(x).

A continuación definiremos los elementos más caracteŕısti-

cos del sistema. Se pueden encontrar con más detalle en [52] o

en [4, 17, 33], entre otros.

Definición 1.1.1. Un punto p ∈ X se dirá que es un punto fijo

de f (o del sistema generado por f) si f(p) = p. Se dirá que es

un punto periódico de peŕıodo m si fm(p) = p, pero f j(p) 6= p

si j < m.

A partir de ahora, Fix(f) denotará el conjunto de puntos

fijos de la aplicación f , Per(f) el conjunto de órbitas periódicas

de f y, para cualquier conjunto S, #S denotará el número de

elementos que lo componen.

Definición 1.1.2. Un punto q ∈ X se dice que es un punto

ω−ĺımite de p ∈ X para f si existe una sucesión de naturales

nk tendiendo a infinito cuando k tiende a infinito tal que

ĺım
k→∞

d(fnk(p), q) = 0.

El conjunto de todos los puntos ω−ĺımite de p para f se

llama conjunto ω−ĺımite de p y se denota por ω(p).

Definición 1.1.3. Un subconjunto S ⊂ X se dice que es posi-

tivamente invariante si f(x) ∈ S para todo x ∈ S, es decir, si

f(S) ⊂ S.
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A continuación daremos unas propiedades del ω−ĺımite

de cualquier punto p ∈ X que nos serán de utilidad a lo largo

de esta memoria.

Proposición 1.1.4. Sea f : X → X una aplicación continua

definida en un espacio métrico completo X y p ∈ X.

1. ω(p) es cerrado y positivamente invariante.

2. Si Θ+(p) está contenida en algún subconjunto compacto de

X, entonces ω(p) 6= ∅ y es compacto. Además la distancia

d(fn(p), ω(p)) tiende a 0 cuando n tiende a infinito.

3. Si D ⊂ X es un subconjunto cerrado y positivamente in-

variante con p ∈ D, entonces ω(p) ⊂ D.

4. Si q ∈ ω(p), entonces ω(q) ⊂ ω(p).

Definición 1.1.5. Diremos que p ∈ X es un punto no errante

de f si para cada entorno U de p , existe un entero n > 0 y un

punto q ∈ U tal que fn(q) ∈ U . Denotaremos el conjunto de

puntos no errantes de f por Ω(f).

Definición 1.1.6. Dado ε > 0, definimos ε−cadena de tamaño

n de f de un punto x a otro punto y en X a una sucesión finita

x = x0, ..., xn = y tal que para todo 1 ≤ j ≤ n, d(f(xj−1), xj) <

ε.

Diremos que p ∈ X es recurrente por cadenas si existe

una ε−cadena de p a p. Denotaremos el conjunto de puntos

recurrentes por cadenas por CR(f).
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Proposición 1.1.7. Sea f : X → X una aplicación continua

definida en un espacio métrico completo X. Se verifica:

Per(f) ⊂ Ω(f) ⊂ CR(f).

Consideraremos a partir de ahora X = R2 y d la métrica

usual euclidiana ‖.‖. Con el fin de exponer nuestros resultados

necesitaremos las siguientes definiciones:

Definición 1.1.8. Un embebimiento topológico del plano es

una aplicación f : R2 → R2 continua e inyectiva. A la clase

de embebimientos topológicos la denotaremos por Emb(R2).

Definición 1.1.9. Una aplicación f ∈ Emb(R2) preserva la

orientación si deg(f − q0, U) = 1, donde q0 = f(0) y U es un

entorno abierto y acotado del origen.

Denotaremos por:

Emb+(R2) el subconjunto formado por las aplicaciones de

Emb(R2) que preservan la orientación.

Embd(R2) el subconjunto de aplicaciones en Emb(R2) que

son diferenciables.

Embd
+(R2) = Embd(R2) ∩ Emb+(R2) .

Emb r(R2) el conjunto de embebimientos de clase Cr, r ≥ 1

Emb r
+(R2) = Emb r(R2) ∩ Emb+(R2) .
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Cabe destacar que un embebimiento no tiene por qué ser

sobreyectiva. No obstante, la siguiente proposición nos per-

mitirá definir homeomorfismos a partir de embebimiento sin

necesidad de exigir que la inversa sea continua.

Proposición 1.1.10. Toda aplicación f ∈ Emb(R2) es abierta

Definición 1.1.11. Diremos que f : R2 → R2 es un homeo-

morfismo si f ∈ Emb(R2) y además verifica que f(R2) = R2. A

la clase de homeomorfismos la denotaremos por Hom(R2). Por

tanto,

Hom+(R2) = {f ∈ Emb+(R2) | f(R2) = R2}.

Definición 1.1.12. Diremos que f : R2 → R2 es un difeomor-

fismo si f ∈ Embd(R2), f(R2) = R2 y además tiene inversa

diferenciable en todo R2. A la clase de difeomorfismos la deno-

taremos por Dif(R2). Por tanto,

Dif+(R2) = {f ∈ Embd
+(R2) | f(R2) = R2}.

Si el difeomorfismo es de clase Cr, r ≥ 1, lo denotaremos por

Dif r(R2) . Y si éste preserva la orientación Dif r
+(R2).

Definición 1.1.13. Sea M un subconjunto compacto no vaćıo

de X. Definimos la región de atracción de M como el conjunto:

∧
(M) := {q ∈ X | ω(q) 6= 0 y ω(q) ⊆ M}
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Definición 1.1.14. Sea f ∈ Emb(R2) un embebimiento tal que

f(p) = p. Diremos que el punto fijo p es:

estable si todo entorno U de p contiene un entorno V de

p positivamente invariante.

atractor si
∧

(p) es un entorno de p en R2.

asintóticamente estable si es estable y es atractor.

atractor (asintótico) global si es estable y
∧

(p) = R2.

Definición 1.1.15. Si existe f−1, la aplicación inversa de f ,

diremos que p ∈ R2 es un punto fijo repulsor de f si es asintótica-

mente estable para f−1.

Si f : R2 ∪{∞} → R2 ∪{∞} es un homeomorfismo de la

esfera de Riemann con f(∞) = ∞, podemos definir análoga-

mente el ∞ como estable, asintóticamente estable, atractor,

atractor global o repulsor.

El diagrama de la Figura 1.1 muestra las relaciones entre

los diferentes puntos fijos citados en la definición anterior.

Definición 1.1.16. Consideremos la ecuación diferencial

ẋ(t) = X(x(t)) (1.1)

dada por un campo vectorial X : Rn → Rn de clase C1 con

X(0) = 0. A la solución x(t) ≡ 0 se le llama punto de equilibrio

del sistema.
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Figura 1.1: Punto fijo atractor no estable.

Diremos que el origen es asintóticamente estable o atrac-

tor local si toda solución que empieza cerca del 0 está definida

para todo t > 0 y tiende al origen cuando t tiende a infinito (ver

[32] o [4] para más detalles). Si toda solución de (2.1) tiende

al origen, diremos entonces x(t) ≡ 0 es un atractor global.

Ejemplo 1.1.17. Consideremos ahora la ecuación diferencial

(1.1) donde el campo X = (X1, X2) : R2 → R2 viene dado por

X1(x, y) =
x2(y − x) + y5

(x2 + y2)[1 + (x2 + y2)2]

X2(x, y) =
y2(y − 2x)

(x2 + y2)[1 + (x2 + y2)2]

La Figura 1.1 muestra el espacio de fases del flujo definido

por el sistema. También la aplicación a tiempo uno inducida por
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Figura 1.2: Diagrama de atractores.
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Figura 1.3: Ejemplo de atractores no estables.

Figura 1.4: Ejemplo de asintóticamente estable no atractor global.
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el flujo, que asumiremos que es un difeomorfismo suave de R2,

tiene en el origen un punto fijo atractor (
∧

(0) = R2) pero no

es estable.

Ejemplo 1.1.18. Consideremos la ecuación diferencial (1.1)

donde el campo X = (X1, X2) : R2 → R2 viene dado por

X1(x, y) = −y ∀(x, y) , X2(x, y) =

{
x si x2y2 ≥ 1

2x3y2 − x si x2y2 < 1

La Figura 1.1 muestra el espacio de fases del flujo definido

por el sistema. También la aplicación a tiempo uno inducida por

el flujo, que asumiremos que es un difeomorfismo suave de R2,

tiene en el origen un punto asintóticamente estable pero no es

atractor global.

Definición 1.1.19. Diremos que dos aplicaciones continuas

f, g : X → Y entre espacios topológicos son homotópicas si

existe F : X × I → Y tal que para todo punto x ∈ X se cumple

que F0(x) = F (x, 0) = f(x) y F1(x) = F (x, 1) = g(x). A la

aplicación F se le llama homotoṕıa.

Si Ft : X → Y es un homeomorfismo ∀t ∈ I diremos que

F es una isotoṕıa. Diremos, por tanto que las aplicaciones f, g

son isotópicas.

Si Ft : X → Y es un difeomorfismo ∀t ∈ I diremos que

F es una difeotoṕıa. Diremos, por tanto que las aplicaciones
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f, g son difeotópicas.

Definición 1.1.20. Sean W y W ′ dos abiertos del plano euclid-

iano orientado (R2, ‖.‖) y entornos del origen. Supongamos que

W contiene a la bola de radio r > 0, Br = {(x, y) ∈ R2 :

‖(x, y)‖ ≤ r}, y que f : W → W ′ es un homeomorfismo tal que

el origen es su único punto fijo. Se define el ı́ndice, Index(f, 0),

de f en el punto fijo 0 como el grado de la aplicación

µ0 : S1 → S1

s 7→ f(rs)−rs
‖f(rs)−rs‖,

(1.2)

donde S1 es la circunferencia unidad S1 = {s = (x, y) ∈ R2 :

‖s‖ = 1}. También se puede definir como el grado de la apli-

cación

µ : S1 → S1

s 7→ f(α(s))−α(s)
‖f(α(s))−α(s)‖,

(1.3)

para toda aplicación α : S1 → W \ {0} homotópica a α0 : S1 →
W \ {0} tal que α0(s) = rs.

Notación 1.1.21. Sea A una matriz real 2 × 2, denotaremos

por Spec(A) el conjunto formado por sus valores propios.

Definición 1.1.22. Si la aplicación f : R2 → R2 es difer-

enciable, definimos Spec(f) como el conjunto formado por los

valores propios (complejos) de la diferencial de f , Dfp, cuando
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p toma valores en R2. Es decir,

Spec(f) = {λ ∈ Spec(Dfp), para todo p ∈ R2}

Definición 1.1.23. Sea f : Rn → Rn un Cr−difeomorfismo,

r ≥ 1. Se dice que un punto fijo p de f es hiperbólico si ‖λ‖ 6= 1,

para todo λ ∈ Spec(Dfp). Diremos que p es un punto fijo atrac-

tor hiperbólico si ‖λ‖ < 1 para todo λ ∈ Spec(Dfp). Diremos

que es un punto fijo (hiperbólico) de silla si un valor propio

tiene norma mayor que uno y el otro menor que uno.

Definición 1.1.24. Sea f una aplicación de clase Cr, con r >

1, y p ∈ R2 un punto fijo hiperbólico de f . Para cada entorno

U ⊂ R2 de p se define la variedad estable local de p en U como

el conjunto

W s(p, U, f) = {q ∈ U | f i(q) ∈ U ∀i > 0 y ĺım
i→∞

∥∥f i(q)− p
∥∥ = 0}.

Diremos que una sucesión de puntos {q−i} es pasado histórico

de un punto q ∈ R2 si q0 = q y f(q−i−1) = q−i para i ≥ 0. La

variedad inestable local de p en U se define como el conjunto

W u(p, U, f) = {q ∈ U | ∃{q−i} ⊂ U tal que ĺım
i→∞

‖q−i − p‖ = 0}.

Teorema 1.1.25 (Hartman-Grobman). Sea f : Rn → Rn un

difeomorfismo de clase Cr, r ≥ 1, y p un punto fijo hiperbólico

de f . Entonces existe un entorno U de p y V de 0 y un home-

omorfismo h : V → U tal que f(h(x)) = h(Ax), ∀x ∈ V, donde
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A = Dfp.

Corolario 1.1.26. Sea f : Rn → Rn un Cr−difeomorfismo,

r ≥ 1, y p un punto fijo hiperbólico de f . Si p es un atractor

hiperbólico, entonces p es asintóticamente estable.

Tesis Doctoral 45



Preliminares

46 Tesis Doctoral



Caṕıtulo 2

La Conjetura Discreta de

Markus Yamabe

Uno de los problemas que más se han abordado en Teoŕıa

de Sistemas Dinámicos es la búsqueda de condiciones suficientes

para garantizar la existencia de un atractor global tanto para

el caso continuo como para el discreto.

A finales del siglo XIX Lyapunov relacionó la estabilidad

local de un punto de equilibrio con los valores propios de la

matriz diferencial del campo vectorial. Esto favoreció la publi-

cación en los años 60 de una de las conjeturas más interesantes

del siglo pasado: la Conjetura de Markus-Yamabe. Unos 15

años después, y dado que también hay relación entre los val-

ores propios de la diferencial y la estabilidad de punto fijo, se

dio a conocer la versión para aplicaciones. A esta nueva con-

jetura se la denominó, a finales de los 90, Conjetura Discreta

de Markus-Yamabe por analoǵıa a la primera versión para sis-
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temas continuos. Se pueden encontrar más detalles en [13], [14],

[57] o en [58], entre otros.

En este caṕıtulo explicaremos cómo surgió y en qué con-

siste la Conjetura Discreta de Markus-Yamabe para tener un

mayor entendimiento del estudio de este trabajo. Veremos en

la Sección 2.1 que la versión para campos vectoriales en dimen-

sión 2 es verdadera y además equivalente a la inyectividad del

campo. Por otro lado, como se mostrará en la Sección 2.2, la

Conjetura Discreta de Markus-Yamabe es falsa para difeomor-

fismos racionales del plano. Esta disparidad fomentó el estudio

de la dinámica de las aplicaciones continuas e inyectivas del

plano verificando las hipótesis de la Conjetura DMY, que es de

lo que se ocupa esta memoria.

2.1. La Conjetura de Markus Yamabe

Consideremos la ecuación diferencial

ẋ(t) = X(x(t)) (2.1)

dada por un campo vectorial X : Rn → Rn de clase C1 con

X(0) = 0. Supongamos que x(t) ≡ 0 es una solución de equi-

librio del sistema (2.1).

Ejemplo 2.1.1. Supongamos que X es una aplicación lineal

dada por la matriz A ∈ Mn(R). Entonces cada solución de
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(2.1) tiene la forma

x(t) = x(0) etA.

En este caso, el origen es un atractor global si y sólo

si la parte real de todos los valores propios de la matriz A es

negativa.

Este ejemplo revela la naturaleza de la siguiente proposi-

ción:

Proposición 2.1.2 (Lyapunov). Sea X : Rn → Rn un campo

vectorial de clase C1 tal que X(0) = 0. Si la parte real de todos

los valores propios de DX(0) es negativa, entonces el origen es

un atractor local del sistema ẋ(t) = X(x(t)).

Ejemplo 2.1.3. Consideremos la ecuación diferencial no lineal

ẍ +
k

m
ẋ +

1

l
sin x = 0 (2.2)

Esta ecuación describe el movimiento vertical de un péndu-

lo de masa constante m > 0 sujetada a una cuerda de masa

despreciable y longitud constante l > 0. k > 0 se relaciona con

la fricción del sistema.

Si expresamos el sistema en función también de la veloci-

dad angular ẋ = y obtenemos un campo vectorial C1, X =
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(X1, X2) : R2 → R2 con

X1(x, y) = y X2(x, y) = − k

m
y − 1

l
sin x.

Los valores propios de DX(0, 0) son:

{−kl −
√

l
√

k2l − 4m2

2lm
,
−kl +

√
l
√

k2l − 4m2

2lm
}

Si k2l− 4m2 < 0, los valores propios son complejos y con parte

real negativa, por lo que el origen es un atractor local.

No obstante la solución x(t) con x(0) = π y ẋ(0) = 0 no

tiende al origen siendo además otro punto de equilibrio de la

ecuación (2.2). Si calculamos la matriz DF (π, 0) observamos

que tiene los valores propios:

{−kl −
√

l
√

k2l + 4m2

2lm
,
−kl +

√
l
√

k2l + 4m2

2lm
}

Como todas las constantes son positivas, los valores pro-

pios son reales y uno de ellos es mayor que cero.

Con este ejemplo ya se observa que la condición de los

valores propios de la diferencial en el origen no es suficiente

para determinar la dinámica global del sistema. No obstante, en

1960, L. Markus y H. Yamabe conjeturaron en [42] lo siguiente:

Conjetura 2.1.4 (Conjetura de Markus-Yamabe). Sea X :

Rn → Rn un campo vectorial de clase C1 tal que X(0) = 0. Si
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para todo p ∈ Rn la parte real de todos los valores propios de

DX(p) es negativa, entonces el origen es un atractor global del

sistema ẋ(t) = X(x(t)).

Conjetura 2.1.5 (Conjetura Débil de Markus-Yamabe). Sea

X : Rn → Rn un campo vectorial de clase C1 verificando las

hipótesis de la Conjetura de Markus-Yamabe, entonces X es

inyectiva.

C. Olech probó en 1963 que ambas conjeturas son equiv-

alentes en dimensión 2 y dio el primer resultado de estabili-

dad global (ver [46], [47]). Más tarde, en 1995, R. Fessler y

C. Gutierrez publicaron independientemente (en [22] y [26], re-

spectivamente) la respuesta afirmativa a la Conjetura de Markus-

Yamabe en dimensión 2, fortaleciendo aśı la estrecha relación

entre la estabilidad global del punto de equilibrio y la inyec-

tividad del campo considerándola como una aplicación de clase

C1. Fue a partir de 1997, cuando A. Cima, A. van den Essen,

A. Gasull, E. Hubbers, y F. Mañosas encontraron contraejem-

plos para el caso n > 2 (ver [57] y [14]).

2.2. El Problema de La Salle

Análogamente a la Conjetura de Markus Yamabe para

sistemas continuos, J. LaSalle conjeturó en 1976 la versión

discreta del problema de atracción global (ver [34]), al que

Tesis Doctoral 51



La Conjetura Discreta de Markus Yamabe

se le llamó Problema de La Salle. Posteriormente se le de-

nominó Problema o Conjetura Discreta de Markus Yamabe por

alusión a la versión continua para campos vectoriales. Su enun-

ciado es el siguiente:

Conjetura 2.2.1 (Discreta de Markus-Yamabe, [57]). Sea

f : Rn → Rn una aplicación de clase C1 tal que f(0) = 0

y Spec(f) ⊂ B(0, 1), entonces el 0 es un atractor global del

sistema discreto generado por f .

Fueron A. Cima, A. Gasull y F. Mañosas quienes estudi-

aron con profundidad en [13] el problema propuesto por LaSalle

y su relación con la también conocida Conjetura Jacobiana (ver

[57]).

Esta sección se centrará en [13] donde se prueba que la

conjetura es falsa en general y únicamente cierta para n = 1,

aplicaciones polinomiales en dimensión dos y para aplicaciones

triangulares en dimensión n. Cabe resaltar que la definición de

atractor global que aparece en dicho art́ıculo no coincide con la

de esta memoria. Para ellos atractor global es sólo
∧

(0) = R2,

nosotros necesitaremos además la estabilidad local del punto

fijo. La definición que usan Cima, Gasull y Mañosas es la da-

da habitualmente en libros como [4], pero en nuestro contexto

ésta induce a error ya que existen casos en los que un pun-

to fijo es atractor global en este sentido pero no es estable
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como punto fijo, como se muestra en la Figura 1.1. No ob-

stante, dado que prueban la atracción global a partir de la

hipótesis Spec(f) ⊂ B(0, 1), las dos definiciones son equiva-

lentes puesto que la condición del espectro implica que el ori-

gen ya es asintóticamente estable por el Teorema 1.1.25 de

Hartman-Grobman y por tanto es atractor global en nuestro

sentido. Ver Definición 1.1.14 de atractor y diagrama de la

Figura 1.1.

En la Sección 2.2.1 daremos una breve descripción de los

casos en los que es verdadero el Problema de LaSalle o Conje-

tura DMY, mientras que en la Sección 2.2.2 veremos cuando es

falsa.

2.2.1. Una respuesta positiva

Dado que la Conjetura de Markus-Yamabe es verdadera

en dimensión 2 para el caso continuo, cabe esperar que también

lo sea en algunos casos para la versión discreta. En esta sección

mostraremos los enunciados con los que A. Cima, A. Gasull y F.

Mañosas probaron en [13] que la Conjetura Discreta de Markus-

Yamabe es verdadera para un caso particular de aplicaciones de

clase C1 definidas en Rn. Con este resultado también probaron

que es verdadera para aplicaciones polinomiales en dimensión 2.

Sin embargo, veremos en la Sección 2.2.2 contraejemplos para

casos más generales.
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Definición 2.2.2. Sea f : Rn → Rn una aplicación C1, dire-

mos que f es triangular si es de la forma:

f(x) = (f1(x1), f2(x1, x2), ..., fn(x1, x2, ..., xn)).

Diremos que f es linealmente triangularizable si existe un

cambio de variable lineal que hace f triangular.

Teorema 2.2.3. Sea f : Rn → Rn una aplicación C1 triangular

con Spec(f) ⊂ B(0, 1). Supongamos que f(0) = 0, entonces el

0 es un atractor global del sistema discreto generado por f .

Ejemplo 2.2.4. Sea f : R2 → R2 una aplicación dada por

f(x1, x2) = (c1x1 + h1(x2), c2x2 + h2) donde c1, c2, h2 ∈ R y

h1(x2) ∈ R[x2] es un polinomio en x2 con coeficientes reales.

En efecto, si |c1| , |c2| < 1 entonces f es una aplicación

linealmente triangularizable de clase C1 cuyo espectro está in-

cluido en la bola unidad y por tanto ( 1
1−c1

h1(
h2

1−c2
), h2

1−c2
) es un

atractor global para la aplicación f .

Lema 2.2.5. Sea f : Rn → Rn una aplicación polinomial tal

que Spec(f) ⊂ B(0, 1), entonces el polinomio caracteŕıstico de

Dfp es independiente de p.

Además el polinomio caracteŕıstico tiene la forma:

Pp(λ) = λn − t1 λn−1 + ... + (−1)n tn, ∀p ∈ Rn
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donde ti, i = 1, ..., n son constantes. Es decir, el polinomio no

depende del punto.

Teorema 2.2.6 (Dillen, [18]). Sea H : R2 → R una aplicación

polinomial en dos variables (x, y) con hessiano constante en

todo R2 igual a c. Entonces existe una transformación af́ın del

plano tal que

H(x, y) =
√−c xy + h(x),

donde h es un polinomio de una sola variable x ∈ R.

A. Cima, A. Gasull y F. Mañosas usan el Lema 2.2.5 y

el Teorema de Dillen para reducir el caso polinomial al caso

triangular en dimensión 2, probando aśı el siguiente teorema:

Teorema 2.2.7. Sea f : R2 → R2 una aplicación polinomial

con Spec(f) ⊂ B(0, 1), entonces existe un único punto fijo de

f siendo éste atractor global del sistema discreto generado por

f .

2.2.2. Una respuesta negativa

En la Sección 2.2.1 vimos que la Conjetura DMY es ver-

dadera en dimensión cualquiera para aplicaciones triangulares y

en dimensión 2 para polinomiales. En esta sección mostraremos

los casos en los que es falsa.

El Teorema 2.2.9 también está recogido en [13] y con él

los autores prueban la existencia de un difeomorfismo global
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definido en Rn que verifica las hipótesis de la Conjetura DMY

y tiene una órbita periódica de peŕıodo 4. El difeomorfismo que

consideran es una generalización del siguiente contraejemplo en

dimensión 2 (el cual se estudiará con detalle en la Sección 2.3):

Teorema 2.2.8 (Ejemplo de Szlenk). Sea F : R2 → R2 una

aplicación dada por la expresión:

F (x, y) = (− ky3

1 + x2 + y2 ,
kx3

1 + x2 + y2 ), donde k ∈ (1,
2√
3
).

(2.3)

F satisface las siguientes propiedades:

1. Spec(F ) ⊂ B(0, 1).

2. Existe una órbita periódica de peŕıodo 4 para F .

3. F es inyectiva.

Teorema 2.2.9 (Ejemplo de Szlenk-Cima-Gasull-Mañosas).

Consideremos la aplicación Ga : Rn → Rn dada por

Ga(x1, x2, x3, ..., xn) = (− kx3
2

1 + x2
1 + x2

2
−ax1,

kx3
1

1 + x2
1 + x2

2
−ax2, cx3, ..., cxn),

donde |c| < 1 and k ∈ (1, 2√
3
).

Si a es suficientemente pequeño, la aplicación Ga es un

difeomorfismo global de Rn en śı mismo satisfaciendo las sigu-

ientes propiedades:

(a) Spec(Ga) ⊂ B(0, 1).
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(b) Ga(0) = 0 y existe un p ∈ Rn \ {0} tal que (Ga)
4(p) = p.

Hemos visto que con el Teorema 2.2.8 se dio una respuesta

negativa a la Conjetura Discreta de Markus-Yamabe para el

caso racional en dimensión 2 y con el Teorema 2.2.9 se dio la

misma respuesta en el caso más general. Pero todav́ıa queda dar

una respuesta a la Conjetura para aplicaciones polinomiales en

dimensión cualquiera, ya que para n = 2 es verdadera (visto en

Sección 2.2.1).

Cabe destacar que las técnicas usadas para probar el Teo-

rema 2.2.7 en R2 están estrechamente ligadas a la dimensión del

problema, n = 2, lo que imposibilitó enunciar el resultado en

dimensión mayor.

Fueron A. van den Essen y E. Hubbers quienes publicaron

en [58] un contraejemplo para el caso polinomial en dimensión

n ≥ 4. Posteriormente, en 1997, A. Cimas, F. Mañosas, A.

Gasull, A. van den Essen y E. Hubbers dieron en [14] el sigu-

iente contraejemplo también polinomial con n ≥ 3, cerrando

aśı el Problema Discreto de Markus-Yamabe original:

Teorema 2.2.10. Sea n ≥ 3 y F : Rn → Rn la aplicación dada

por

F (x1, x2, x3, ..., xn) = (
1

2
x1+x3 d(x)2,

1

2
x2−d(x)2,

1

2
x3, ...,

1

2
xn),

donde d(x) = x1 + x3x2. Entonces F es un contraejemplo a

la Conjetura Discreta de Markus-Yamabe. Más precisamente,
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existe un valor inicial x(0) tal que la sucesión x(n+1) = F (x(n))

tiende a infinito cuando n tiende a infinito.

2.3. Contraejemplo en dimensión 2

En la Sección 2.1 se vio que la Conjetura de Markus-

Yamabe es verdadera para campos vectoriales de clase C1 definidos

en el plano mientras que en la Sección 2.2 se muestra que su

versión Discreta únicamente es cierta en dimensión 2 si la apli-

cación es triangular y/o polinomial. Esto induce a preguntarse

qué hipótesis hacen falta en la Conjetura Discreta de Markus

Yamabe para que ésta sea cierta para cualquier aplicación de

clase C1 en dimensión 2.

En esta sección se explicará con cierto detalle algunas

propiedades topológicas del Ejemplo 2.3 de Szlenk con el que

se da una respuesta negativa a la conjetura en dimensión dos

para aplicaciones racionales. Este ejemplo jugará un importante

papel a lo largo de este caṕıtulo y dará origen parte de los

resultados de esta memoria.

Sea F : R2 → R2 una aplicación de clase C1 dada por la

expresión (2.3). En coordenadas polares toma la forma:
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θ1 =





arctan( −1
tan3(θ)), si θ 6= kπ

2

θ + π
2 si θ = kπ

2

r1 =
kr3

1 + r2

√
(sin6 θ + cos6 θ) (2.4)

Veremos que la aplicación F contrae área, es un homeo-

morfismo con un único punto fijo, no tiene órbitas periódicas

de peŕıodo 2 y el infinito no es un repulsor. Además veremos

que no admite rayos invariantes.

(1) La aplicación contrae área

Probaremos que Spec(F ) ⊂ B(0, 1). En efecto, la matriz

diferencial de la aplicación F viene dada por la expresión:

DF (x, y) =




2kxy3

(1+x2+y2)2 −ky2(3+3x2+y2)
(1+x2+y2)2

kx2(3+x2+3y2)
(1+x2+y2)2 − 2kx3y

(1+x2+y2)2




Entonces:

detDF (x, y) =
3k2x2y2(3 + x2 + y2)

(1 + x2 + y2)3
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trDF (x, y) =
−2kxy(x2 − y2)

(1 + x2 + y2)2

Por otro lado es fácil ver que el discriminante del poli-

nomio caracteŕıstico de la matriz diferencial

∆(x, y) = tr2DF (x, y)− 4detDF (x, y)

tiene la forma:

∆(x, y) = −4k2x2y2 2x4 + 8x2y2 + 2y4 + 12x2 + 12y2 + 9

(1 + x2 + y2)4 ≤ 0.

Entonces DF (x, y) tiene un único valor propio real doble

o tiene dos valores propios complejos conjugados. Por lo que

cabe distinguir dos casos:

Si xy = 0, ∆(x, y) = 0 y tr DF (x, y) = 0 y por tanto λ = 0

es valor propio real doble.

Si xy 6= 0, ∆(x, y) < 0 y los valores propios de DF (x, y)

no son reales.

Como, utilizando coordenadas polares, se verifica la expre-

sión

0 ≤ detDF (r, θ) =
3k2 sin2θ cos2θ r4(r2 + 3)

(1 + r2)3 =

=
3k2 sin22θ (r6 + 3r4)

4(r6 + 3r4 + 3r2 + 1)
<

3k2

4
< 1,
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obtenemos que:

0 < |λ| =
√

det DF (x, y) <

√
3k2

4
=

k
√

3

2
< 1.

Observar que en ambos casos |λ| < 1 y F (0) = 0, luego

F verifica las hipótesis del Problema DMY.

(2) F es un homeomorfismo del plano

con un único punto fijo

Como F es de clase C1, F (0) = 0 y Spec(F ) ⊂ B(0, 1),

por el Corolario 3.1.2, el 0 es el único punto fijo de F . Además,

por el Corolario del Teorema 1.1.25 de Hartman-Grobman, el

origen es asintóticamente estable. Por lo tanto Index(F, 0) =

Index(F n, 0) = 1, para todo n ∈ N.

Dado que la aplicación F dada por (2.4) es continua,

basta con probar la biyectividad para ver que es un homeomor-

fismo.

(2.1) Primero veremos que es inyectiva.

Sea (x1, y1) ∈ R2, probaremos que si existe un (x2, y2) ∈
R2 tal que F (x1, y1) = F (x2, y2), entonces se debe verificar que

(x1, y1) = (x2, y2).

Como de forma trivial para todo a ∈ R2 se verifica que

F (a) = F (0) si y sólo si a = 0, distinguiremos dos casos:
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(i) Si x1y1 6= 0, entonces tanto x1 como y1 son diferentes de

cero. En este caso, F (x1, y1) = F (x2, y2) si y solo si

−ky3
1

1 + x2
1 + y2

1
=

−ky3
2

1 + x2
2 + y2

2
y

kx3
1

1 + x2
1 + y2

1
=

kx3
2

1 + x2
2 + y2

2
.

Por lo tanto también se verifica que x2y2 6= 0.

Despejando e igualando obtenemos,

y3
1

y3
2

=
x3

1

x3
2

=
1 + x2

1 + y2
1

1 + x2
2 + y2

2
> 0.

Por lo que y1

y2
= x1

x2
> 0 o equivalentemente, y1

x1
= y2

x2
. Esto

quiere decir que los puntos (x2, x1), (y2, y1) pertenecen a

la misma recta que pasa por el origen y tiene pendiente

ω > 0.

Es decir, F (x1, y1) = F (x2, y2) si y solo si ∃ ω > 0 tal que

x1 = ω x2 y y1 = ω y2. Veamos que ω = 1:

F (ωx2, ωy2) = F (x2, y2) si y sólo si ω3

1+ω2(x2
2+y2

2) = 1
1+x2

2+y2
2
.

O lo que es lo mismo:

(1 + x2
2 + y2

2)ω
3 − (x2

2 + y2
2)ω

2 − 1 = 0. (2.5)

Pero la ecuación (2.5) tiene únicamente una solución real

ω = 1.

(ii) Si por el contrario x1y1 = 0, con (x1, y1) 6= (0, 0), entonces
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una de las dos variables es diferente de cero. Supongamos

que x1 = 0 y también que y1 6= 0.

En este caso, como F (0, y1) = F (x2, y2), obtenemos que

x2 = 0 y
−ky3

1

1 + y2
1

=
−ky3

2

1 + y2
2

Equivalentemente,

(1 + y2
2)y

3
1 − y3

2y
2
1 − y3

2 = 0. (2.6)

Nuevamente la ecuación (2.6) tiene una única solución real

y1 = y2.

(2.2) Veamos ahora que F dada por (2.4) es una aplicación

sobreyectiva.

Probaremos que para todo (r1, θ1) ∈ [0,∞[×]−π/2, π/2[

existe un (r0, θ0) tal que (r1, θ1) es la imagen de (r0, θ0) por F

en coordenadas polares.

En efecto, dado que la aplicación trigonométrica t 7→
tan(t) es biyectiva en ] − π/2, π/2[, es fácil ver que para todo

θ1 ∈]−π/2, π/2[ existe un único θ0 tal que θ1 = arctan( −1
tan3(θ0)

).

Veamos ahora qué ocurre con el radio. Como

sin6 θ+cos6 θ = cos6 θ (1+
1

tan2 θ1
) =

1

(1 + 1
tan2/3 θ1

)3
(1+

1

tan2 θ1
),
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tenemos que

r1 =
kr3

1 + r2

√
1 + tan2 θ1

(1 + tan2/3 θ1)3
(2.7)

Por lo tanto, si consideramos θ1 ∈] − π/2, π/2[ y r1 ∈
[0,∞), entonces existe un θ0 ∈]−π/2, π/2[ verificando (2.4) tal

que √
1 + tan2 θ1

(1 + tan2/3 θ1)3
=

1 + tan6 θ0

1 + tan2 θ0
> 0. (2.8)

Luego la función que está dentro de la ráız en la ecuación

(2.7) está bien definida y es constante en θ0 ∈ (−π/2, π/2).

Veamos si la ecuación r1 = Ak r3

1+r2 tiene solución.

Dado B > 0, la función h(r) = Br3−(1+r2) es real, con-

tinua y toma valores negativos para r suficientemente pequeño

y valores positivos cuando r es suficientemente grande. Además

solo tiene una ráız real, ya que la derivada h′(r) = r(3Br−2) se

anula en r = 0, donde alcanza el máximo con h(0) = −1, y en

r = 2
3B > 0, donde alcanza el mı́nimo con h( 2

3B ) = −4+27B2

27A2 < 0.

Luego, por el Teorema de Bolzano, la ecuación h(r) = 0 tiene

una única ráız real positiva .

Por lo tanto, dados r1 ∈ [0,∞[ y θ1 ∈]− π/2, π/2[, existe

un θ0 ∈ (−π/2, π/2) y un r0 > 0 tales que
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θ1 = arctan(
−1

tan3(θ0)
) y

r1√
sin6 θ + cos6 θ

=
r3
0

1 + r2
0

Por lo que la aplicación de Szlenk dada por (2.3) es biyectiva.

(3) F no tiene órbitas periódicas de peŕıodo 2

Es fácil comprobar que

F (x, 0) = (0,
kx3

1 + x2 ) = (−0, R1(k, x)), F 2(x, 0) = (−R2(k, x), 0),

F 3(x, 0) = (−0,−R3(k, x)) y F 4(x, 0) = (R4(k, x), 0),

donde Ri(k, x), i = 1, 2, 3, 4 son funciones racionales de clase

C1 definidas en R2. Por lo que cabe pensar que se podŕıa obten-

er una órbita periódica si, para algún k ∈ (1, 2√
3
), existe un

x ∈ R tal que x = R4(k, x). En efecto, la solución es p0 = 1√
k−1

.

De hecho, F 4( 1√
k−1

, 0) = ( 1√
k−1

, 0).

Veamos que es única:

Dado que la expresión del ángulo en (2.4) no depende del

radio, podemos considerar la componente angular, la cual define

un difeomorfismo en el ćırculo. Es fácil ver que este difeomorfis-

mo tiene únicamente dos órbitas periódicas, una atractora (en

los ejes coordenados {0, π/2, π, 3π/2}) y la otra repulsora (en

las bisectrices {π/4, 3π/4, 5π/4, 7π/4}).
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Si ahora observamos la expresión del radio en (2.4), ver-

emos que la aplicación restringida a los ejes coordenados es

r1 =
kr3

1 + r2

θ1 = θ +
π

2

Esta restricción tiene un punto fijo repulsor en cada semi-

eje, por lo que existe una órbita periódica para F de peŕıodo 4

situada en los ejes coordenados.

Sin embargo, la ecuación restringida a las bisectrices es

r1 =
k√
2

kr3

1 + r2

θ1 = θ +
π

2

que ya no tiene ningún punto fijo ni periódico diferente del

origen, el cual es atractor.

Por lo tanto, F tiene una única órbita periódica, es de

peŕıodo 4 y está situada en los ejes. Además, cada punto p0 y

pi = F i(p0) con i = 1, 2, 3 es un punto fijo de silla para F 4,

luego Index(F 4, pi) = −1 para cada i = 0, 1, 2, 3.

(4) El infinito no es un repulsor.

Si extendemos F a un homeomorfismo F̃ : S2 → S2 de

la esfera de Riemann S2 = R2 ∪ {∞} tal que F̃ (∞) = ∞,

entonces se puede ver computacionalmente por la definición de
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1 2 3 4 5 6

-3

-2

-1

1

2

3

Figura 2.1: Índice en el infinito para k = 1,1.

ı́ndice que Index(F̃ 4,∞) = 5 6= 1 (ver Figura (2.3)). Lo que

implica que el infinito no es un repulsor.

Además, F 4 es un homeomorfismo de la esfera que preser-

va la orientación con un número finito de puntos fijos aislados

y el ı́ndice en el infinito es estrictamente mayor que 1, entonces

tenemos 4 pétalos atractores y 4 pétalos repulsores en el infinito

(ver [7, 41, 55]).

(5) Dinámica de la aplicación F 4

Dado que F 4 deja invariante cada octante, analizaremos

la dinámica en uno de ellos. Supongamos que es el comprendido

entre la recta x = 0 y la bisectriz y = x. La dinámica de la F 4

restringida a la componente angular tiene en ese sector dos

puntos fijos, el atractor que está en el eje 0Y y el repulsor

que está en la bisectriz. Por lo que las imágenes por F 4 de
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y=x

x=0

Figura 2.2: Octante invariante para F 4.

estos puntos se deben alejar de la bisectriz y acercarse al eje de

ordenadas 0Y con y > 0.

Además, el punto fijo del eje x = 0 es un punto de silla

hiperbólico para F 4 por lo que en un entorno U las órbitas de

cualquier punto suficientemente cercano al eje OY tiene sólo

estas tres opciones (ver Figura 2.3):

- tender al origen,

- tender al infinito,

- tender al punto de silla pi, i = 1, 2, 3, 4, formando la var-

iedad estable de pi, W s(pi).

Por lo que la dinámica de la aplicación F 4 se puede en-

tender como la representada en la Figura 2.3.
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Figura 2.3: Dinámica de la iterada F 4 de Szlenk.

2.4. Contraejemplo en dimensión 2 con in-

finito repulsor

En el ejemplo de Szlenk del Teorema 2.2.8 aparecen pun-

tos p tales que ĺımn→∞ F n(p) = ∞, y por tanto el ∞ no es

un repulsor como se ve en la Figura 2.3. Además, en la apli-

cación de Szlenk-Cima-Gasull-Mañosas Ga, del Teorema 2.2.9

con n = 2, el ∞ tampoco es un repulsor.

En esta sección daremos la prueba publicada en [2] de

que, para difeomorfismos suaves de R2 que verifican las hipótesis

de la Conjetura DMY y además el ∞ es un repulsor, el Prob-

lema DMY sigue teniendo respuesta negativa.
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La demostración dependerá de los siguientes dos lemas y

de la notación que detallaremos a continuación, también pub-

licados en [2].

Notación 2.4.1. Sea A ∈ M2(R) una matriz real 2× 2, deno-

taremos por

sr (A) = máx {|λ| : λ es un valor propio de A}

el radio espectral de A. Y por

||A|| = sup {||Av|| : ||v|| = 1}.

la norma de A.

Es sabido que

sr (A) ≤ ||A||.

Si F : R2 → R2 es un difeomorfismo denotaremos el radio

espectral como

sr (F ) = sup {sr (DF |p) : p ∈ R2}.

Lema 2.4.2. Dado R > 0, C > 1/2 y 0 < ε <
1

8C
, existe una

función suave

φ : [0,∞) →
[

1

2C
, 1

]

que satisface las siguientes condiciones:
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1) φ(r) = 1, para todo r ∈ [0, R].

2) φ′(r) ≤ 0 y |φ′(r) · r| < ε, para todo r ∈ [0,∞[.

3) Existe un entero N tal que φ(r) =
1

2C
, para todo r >

R + N .

Demostración. Primero definiremos φ(r) = 1, para r ∈ [0, R].

Consideremos la sucesión {S(n)} definida para todos los enteros

positivos n como

S(n) = 1− ε

8

(
1

R + 1
+

1

R + 2
+ · · ·+ 1

R + n

)
.

Observar que S(n) → −∞ cuando n → ∞. Sea N un

entero tal que S(n) >
1

2C
, para n = 1, · · · , N − 1 , y S(N) ≤

1

2C
·

Entonces, para cada entero positivo n ≥ 1, definimos





φ(R + n) = S(n), si 1 ≤ n ≤ N − 1 ,

φ(R + n) =
1

2C
, si n ≥ N ·

Ahora, para cada entero n tal que 1 ≤ n ≤ N − 1, ex-

tendemos φ a una aplicación suave φ : [R + n,R + n + 1] →
[S(n + 1), S(n)] que es llana en ambos R + n y R + n + 1, y es
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R R+N

1

1/2C

Figura 2.4: Aplicación φ del Lema 2.4.2.

tal que

0 ≤ −φ′(r) = |φ′(r)| ≤ 2(S(n)− S(n + 1))

(R + n + 1)− (R + n)
=

ε

4(R + n + 1)
·

Finalmente, para r > R +N , definimos φ(r) =
1

2C
. Ver Figura

2.4.

La aplicación φ satisface las condiciones del 1) al 3) porque

para n = 1, · · · , N y R + n− 1 ≤ r ≤ R + n, tenemos que

|φ′(r) · r| ≤ ε

4(R + n)
· (R + n) =

ε

4
< ε .

Lema 2.4.3. Sea M2(R) el espacio de las matrices reales 2× 2

y sea C una constante positiva. Denotaremos por A el conjunto

compacto formado por las matrices A ∈ M2(R) tales que ||A|| ≤
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C y sr(A) ≤ 0, 9 . Entonces existe
1

8C
> ε > 0 tal que si

B =

(
b + ε1 ε2

ε3 b + ε4

)

verifica que
1

2C
≤ b ≤ 1 y si máx { |ε1|, |ε2|, |ε3|, |ε4|} < ε,

entonces

sr (BA) ≤ 0, 95

para todo A ∈ A.

Demostración. Escribiendo B = b I + E, tenemos que BA =

bA + EA y además que

det(BA− λI) = b2 det

(
A +

1

b
EA− λ

b
I

)

lo que implica que

sr(BA) = b sr

(
A +

1

b
EA

)
.

Dado δ > 0 , existe 0 < ε < 1
8C tal que

sr

(
A +

1

b
EA

)
≤ sr(A) +

δ

b

es decir, tal que

sr(BA) ≤ b sr(A) + δ .
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Aśı que es suficiente considerar 0 < δ < 0, 95 −0, 9 b.

El siguiente teorema nos muestra un ejemplo de difeo-

morfismo de clase C∞ del plano que verifica todas las hipótesis

de la Conjetura DMY y además el infinito es un repulsor:

Teorema 2.4.4. Existe un difeomorfismo suave f : R2 → R2

que tiene una órbita periódica de peŕıodo 4 y es tal que el ∞
es un repulsor, f(0) = 0 y Spec(f) ⊂ B(0, 1).

Demostración. Consideremos el ejemplo de Szlenk-Cima-Gasull-

Mañosas

Ga(x, y) = (− ky3

1 + x2 + y2 − ax,
kx3

1 + x2 + y2 − ay)

con k ∈ (1, 2√
3
) y 0 < a < a0 < 1 , tal que Ga verifica las

condiciones del Teorema 2.2.9 en dimensión 2.

Consideremos también una constante C > 0 tal que para

todo (x, y) ∈ R2, tengamos que

||D Ga(x, y)|| ≤ C . (2.9)

Como sr (G0) <
√

3k/2 y Spec(Ga)(x, y) = Spec(G0)(x, y)−
a, para todo (x, y) ∈ R2, entonces existe un 0 < a0 < 1 y un

1 < k0 < 2√
3
· (0, 88) (≈ 1, 01614), tales que

sr (Ga) ≤ 0, 9 , para todo 0 < a < a0 y 1 < k < k0 .

(2.10)
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Asociado a los números R =
2√

k − 1
, C > 0 como en

(2.9), y 0 < ε <
1

8C
como en el Lema 2.4.3, consideraremos la

función suave

φ : [0,∞) →
[

1

2C
, 1

]

del Lema 2.4.2. Sea

f = H ◦Ga : R2 → R2

con a (y por tanto k) como en (2.10), donde H está dada por

H(x, y) = (φ(
√

x2 + y2)x, φ(
√

x2 + y2)y) .

Veremos a continuación que f satisface nuestro Teorema.

Paso 1. Primero veremos que f es un difeomorfismo suave. Para

ello necesitaremos ver que H lo es:

Si r =
√

x2 + y2, entonces

DH(x, y) =




φ(r) + φ′(r) · x
2

r
φ′(r) · xy

r

φ′(r) · xy

r
φ(r) + φ′(r) · y

2

r




.

Como

φ(r) >
1

2C
> 4ε > ε > |φ′(r) · r|
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implica que

det DH(x, y) = φ(r) (φ(r)+φ′(r)·r) = φ(r) (φ(r)−|φ′(r)·r)|) > 0 ,

y dado que

ĺım
‖(x,y)‖→∞

‖H(x, y)‖ = ∞

obtenemos que la aplicación H es un difeomorfismo global.

Además, por construcción de H y por serlo Ga, la aplicación f

también es de clase C∞.

Paso 2. Ahora veremos que sr(f) < 1. Primero observemos que

para todo (x, y), la aplicación DGa(x, y) pertenece al conjun-

to A del Lema 2.4.3. Si r = ‖Ga(x, y)‖ y (u, v) = Ga(x, y),

entonces
1

2C
≤ φ(r) ≤ 1 ,

y

máx{|φ′(r) · u
2

r
|, |φ′(r) · uv

r
|, |φ′(r) · v

2

r
| ≤ |φ′(r) · r| < ε .

Podemos ahora obtener a partir del Lema 2.4.3 que

sr(f) ≤ 0,95 .

Paso 3. En este paso veremos que f(0, 0) = (0, 0) y que f tiene

una órbita periódica de peŕıodo cuatro. En efecto, f(0, 0) =

(0, 0). Además, dado que p = (R/2, 0) es un punto periódico

de orden cuatro hiperbólico de G0, no solo el difeomorfismo Ga
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tiene la órbita periódica hiperbólica de peŕıodo cuatro en la

bola perforada B(0, R) \ {0}, sino que además también lo tiene

el difeomorfismo f .

Paso 4. Tenemos que

‖f(x, y)‖ =
‖Ga(x, y)‖

2C
≤ 1

2
‖(x, y)‖

para todo ‖(x, y)‖ ≥ R+N , con N como en la condición 3) del

Lema 2.4.2. Por lo tanto, ∞ es un repulsor de f y ya comple-

tamos la prueba.
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Caṕıtulo 3

Órbitas periódicas en

aplicaciones de R2

En el Caṕıtulo 2 se muestra que el hecho de que el es-

pectro esté contenido en la bola unidad no es suficiente para

garantizar la atracción global del punto fijo, pese a que śı impli-

ca la atracción local (ver ejemplo de Szlenk de la Sección 2.3).

Además, con el Teorema 2.4.4 se probó que tampoco es sufi-

ciente incluso imponiendo que el infinito sea un repulsor. Esto

es debido fundamentalmente a la aparición de órbitas periódi-

cas.

En este caṕıtulo daremos más condiciones sobre el espec-

tro de la aplicación que garanticen la no existencia de órbitas

periódicas para ver si aśı conseguimos probar que el origen es un

atractor global. El resultado más relevante de este caṕıtulo es el

que afirma que si el espectro de una aplicación diferenciable no

contiene valores propios reales, entonces la aplicación no tiene
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órbitas periódicas de peŕıodo dos. Este resultado será clave en

las pruebas del Caṕıtulo 4. Pero también hay que destacar que

independientemente del objetivo de obtener condiciones para

la existencia de un atractor global, los Teoremas 3.2.8 y 3.2.12

tienen interés práctico por śı mismos.

En la Sección 3.1 estudiaremos el conjunto de puntos fijos

del sistema. Las condiciones adicionales sobre el espectro de

la aplicación de esta sección nos ayudarán a garantizar en la

Sección 3.2 la no existencia de órbitas periódicas de peŕıodo

2. También veremos en la Sección 3.3 algunas aplicaciones a

sistemas discretos polinomiales. Asimismo, en la Sección 3.4

daremos algunos casos en los que no aparecen órbitas periódicas

de peŕıodo n.

3.1. Existencia de puntos fijos

Como primer paso veremos la existencia de puntos fijos

y algunos casos de unicidad. En [21] se prueba el siguiente re-

sultado:

Teorema 3.1.1. Sea f : R2 → R2 una aplicación diferenciable

(no necesariamente de clase C1) tal que, para algún ε > 0,

Spec(f) ∩ [0, ε[= ∅, entonces f es inyectiva.

Una consecuencia natural de este teorema es la siguiente:
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Corolario 3.1.2. Sea f : R2 → R2 una aplicación diferenciable

tal que, para algún ε > 0, Spec(f) ∩ [1, 1 + ε[= ∅, entonces

# Fix(f) ≤ 1.

Demostración. Como f es una aplicación diferenciable, g =

f − Id, es también una aplicación diferenciable. Por otra parte,

si λ ∈ Spec(f), entonces λ− 1 ∈ Spec(g) ya que

‖Dg − (λ− 1)I‖ = ‖Df − I − (λ− 1)I‖ = ‖Df − λI‖ = 0.

Esto implica que ∃ ε > 0 tal que Spec(g) ∩ [0, ε) = ∅,
luego la aplicación g es inyectiva.

Supongamos que existen dos puntos p, q ∈ R2 tales que

f(p) = p y f(q) = q. Entonces, g(p) = f(p)−p = 0 = f(q)−q =

g(q) y por tanto, p = q.

Como ejemplo de aplicación que verifica el Corolario 3.1.2

tenemos el siguiente:

Ejemplo 3.1.3.

x1 = −x(1 + x2 + y2) (3.1)

y1 = −y(1 + x2 + y2)

Los valores propios asociados a la matriz diferencial son:

−1− 3x2 − 3y2 − 1− x2 − y2
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Por lo tanto el número de puntos fijos es como mucho

uno, pero como la aplicación fija el origen, podemos afirmar

que éste es el único punto fijo del sistema. Además, cualquier

recta que pasa por el origen es invariante.

En efecto, si y = mx es una recta de pendiente m ∈ R,

entonces x1 = −x[1 + (1 + m2)x2]. Por lo que y1 = m[−x[1 +

(1 + m2)x2]] = mx1. Además α(p) = 0 y ω(p) = ∞ para todo

punto p de la curva. Pero el origen no es un repulsor local ya

que la matriz Df0 tiene el 1 como valor propio.

Como consecuencia inmediata del Corolario 3.1.2 ten-

emos el siguiente:

Corolario 3.1.4. Sea f : R2 → R2 una aplicación diferenciable

tal que, Spec(f) ⊂ B(0, 1) entonces # Fix(f) ≤ 1. Además, si

Fix(f) 6= ∅, entonces el punto fijo es atractor local.

Demostración. Como B(0, 1) ∩ [1, 1 + ε) = ∅ para cualquier

ε > 0, por el Corolario 3.1.2 tenemos que # Fix(f) ≤ 1. Por lo

tanto, si Fix(f) 6= ∅ entonces existe un único punto fijo y por

el corolario al Teorema 1.1.25 de Hartman-Grobman podemos

afirmar que éste es atractor local.

Dado que el hecho de que el espectro de la aplicación

esté contenido en la bola unidad nos dice además que el ori-

gen es un atractor local por el Teorema 1.1.25 de Hartman-

Grobman, en este caṕıtulo trabajaremos bajo las hipótesis del
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Corolario 3.1.2 si únicamente necesitamos la unicidad del pun-

to fijo o bien bajo las condiciones del Corolario 3.1.4 en el caso

en que además necesitemos la estabilidad del punto fijo.

3.2. Existencia de órbitas periódicas de

peŕıodo dos

En esta sección buscaremos condiciones para que no ex-

istan órbitas 2−periódicas diferentes de la del propio origen.

Buscaremos condiciones sobre la propia f que impliquen que

Spec(f 2)∩[1, 1+ε) = ∅, para algún ε > 0 y aśı podamos aplicar

el Corolario 3.1.2 a la segunda iterada. Para ello es conveniente

hacer uso de las propiedades de la dinámica de un sistema lin-

eal.

3.2.1. Dinámica Lineal

Una aplicación lineal no singular sobre R2 dada por la

matriz A:

(
a11 a12

a21 a22

)

determina un homeomorfismo de S1 en S1.

En efecto, una aplicación lineal env́ıa rectas que pasan

por el origen en rectas que pasan por el origen. Además, si
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1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

Figura 3.1: Aplicación Φ caso valores propios reales y mismo signo

ésta es no singular, también env́ıa semirrectas en semirrectas.

Aśı, dado un punto p de S1 con coordenadas polares (r, θ) y

argumento θ ∈ [0, 2π], consideramos el argumento del punto

Ap (que al ser A no singular es único). Este argumento será la

imagen de θ y, por tanto, Φ : S1 → S1 está bien definida:

Φ(θ) = arctan(a11 cos(θ) + a12 sin(θ), a21 cos(θ) + a22 sin(θ))

Si la matriz A deja invariante una recta, entonces ésta es

el subespacio de vectores propios asociados a un valor propio

λ (λ 6= 0 por la regularidad de A). Aśı, dado un punto p de

dicha recta invariante, determinado por el ángulo θ0, entonces

Φ(θ0) = θ0 o bien Φ(θ0) = θ0 ± π dependiendo de si el valor

propio de A es positivo o negativo. Luego, dependiendo del

signo de los valores propios de A, de que éstos sean reales y

distintos, reales dobles o imaginarios, el homeomorfismo tiene

2, 1 o ningún punto fijo. (Ver Figuras 3.1, 3.2, 3.3 y 3.4).
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Figura 3.2: Aplicación Φ caso valores propios reales y signo distinto
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Figura 3.3: Aplicación Φ caso valores propios iguales
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Figura 3.4: Aplicación Φ caso valores propios complejos
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Figura 3.5: Aplicaciones Φ y Φπ correspondientes a la fig. 3.1
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Figura 3.6: Aplicaciones Φ y Φπ correspondientes a la fig. 3.2

Los puntos fijos de estas aplicaciones determinan direc-

ciones propias de la matriz y por tanto se corresponden con

valores propios reales positivos de la matriz.

Consideramos el homeomorfismo Φπ resultado de trasladar

en π el valor del ángulo. Los puntos fijos de este homeomorfis-

mo se corresponden ahora con valores propios reales negativos.

En las Figuras 3.5, 3.6 y 3.7 representamos los dos homeomor-

fismos.

A partir de ahora, si necesitamos saber a partir de que
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Figura 3.7: Aplicaciones Φ y Φπ, para una matriz con valor propio doble
negativo

matriz A está definida Φ utilizaremos la notación ΦA.

Por otra parte, si consideramos Π : R → S1 como la

proyección natural tal que Π(x) = e2πxı, entonces existe un

levantamiento Φ̂A : R→ R de ΦA, es decir, una aplicación con-

tinua tal que Π◦ΦA = Φ̂A◦Π. Existen una cantidad numerable

de levantamientos de ΦA y todos difieren en 2πk.

A partir de Φ̃A definimos la aplicación GA : R → R tal

que:

GA(θ) = Φ̃A(θ)− θ.

De esta manera llevaremos el estudio de puntos fijos de

ΦA al estudio de los ceros de la aplicación GA.

A partir de ahora, si no se dice lo contrario, consider-

aremos la determinación de Φ̃A de tal manera que GA(0) ∈
[0, 2π[. Como propiedades elementales tenemos las siguientes.
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Propiedades 3.2.1.

(a) Si GA(α) = 2nπ, con n ∈ Z, la recta x = cos α, y =

sin α es el espacio invariante generado por un vector propio

asociado a un valor propio real positivo de A.

(b) Si GA(α) = (2n + 1)π, con n ∈ Z, la recta x = cos α, y =

sin α es el espacio invariante generado por un vector propio

asociado a un valor propio real negativo de A.

(c) Supongamos que Spec(A) ∩ R = ∅. Por (a) y (b) como

antes y el hecho de que GA(0) ∈ [0, 2π[, la gráfica de GA(θ)

está contenida en R×]0, π[ o en R×]π, 2π[.

(d) Si A es una homotecia, es decir, se puede expresar de la

forma

(
µ 0

0 µ

)
donde µ ∈ R \ {0}, entonces GA(θ) es

constante e igual a 0 o a π, para todo θ ∈ R.

Aśı, dadas dos matrices A y B queremos encontrar condi-

ciones para que Φ̃AB no tenga puntos fijos o, equivalentemente,

que la función GAB dada por

GAB(θ) = Φ̃AB(θ)− θ.

no tenga ningún cero.

En este caṕıtulo estudiaremos el sistema lineal genera-

do por la matriz diferencial Df 2
p en cada punto p ∈ R2, en-
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tendiéndola como producto de dos matrices A y B. Dividire-

mos nuestro estudio en dos partes: en la Sección 3.2.3 veremos

qué ocurre cuando las dos matrices A y B no tengan valores

propios reales y en la Sección 3.2.2 cuando al menos una de las

dos tenga un valor propio real.

3.2.2. Aplicaciones en R2 sin valores propios reales

Sean A y B dos aplicaciones lineales no singulares sobre

R2. Puede ocurrir que (Spec(A) ∪ Spec(B)) ∩ R = ∅ pero que

Spec(AB) = {1} (sólo hay que considerar B = A−1). Para im-

pedir que eso ocurra probaremos que, bajo algunas condiciones,

se verifica que Spec(f 2) ∩ [0,∞[= ∅. Entonces la no existencia

de órbitas periódicas de peŕıodo 2 se seguirá del Corolario 3.1.2.

Lema 3.2.2. Sea

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
tal que Spec(A) ∩ R = ∅.

entonces a21 6= 0. Además,

Si a21 > 0, entonces GA(R) ⊂]0, π[.

Si a21 < 0, entonces GA(R) ⊂]π, 2π[.

Demostración. Como los valores propios de A no son reales, el

elemento a21 no se puede anular nunca y GA(R) ⊂]0, π[∪]π, 2π[.

Con todas estas condiciones GA es continua por tanto GA(R) es
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un subconjunto conexo de ]0, π[∪]π, 2π[. Por lo tanto GA(R) ⊂
]0, π[ o GA(R) ⊂]π, 2π[.

Y como GA(0) = arg(a11, a21) ∈ [0, 2π[, se obtiene fácil-

mente la conclusión del lema.

El Lema 3.2.4 nos llevó a considerar f como una apli-

cación sólo diferenciable, sin que sea necesariamente de clase

C1. Pero antes de enunciarlo recordaremos el Teorema de Dar-

boux.

Teorema 3.2.3 (Teorema de Darboux). Sea f : [a, b] → R una

función real de valores reales, continua en [a, b] y diferenciable

en (a, b). Si f es derivable en a por la derecha y en b por la

izquierda, entonces f satisface la propiedad de valor intermedio:

para cada t entre f ′+(a) y f ′−(b) existe algún x ∈ [a, b] tal que

f ′(x) = t.

Lema 3.2.4. Sea H(x, y) : R2 → R una aplicación diferencia-

ble tal que ∂H
∂x nunca se anula. Entonces ∂H

∂x es estrictamente

positiva o estrictamente negativa en todo R2.

Demostración. Probaremos primero que para todo y0 ∈ R, la

función x → ∂H
∂x (x, y0) definida en la recta horizontal {y = y0}

de R2 tiene signo constante. De hecho, si asumimos que existen

dos puntos x0, x1 ∈ R tales que ∂H
∂x (x0, y0) < 0 < ∂H

∂x (x1, y0),

entonces podŕıa existir, por el Teorema de Darboux, un punto

x2 entre x0 y x1 tal que ∂H
∂x (x2, y0) = 0, lo que contradice las

hipótesis del lema.
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Esto implica que para cada y ∈ R, la función x → H(x, y)

definida en la recta horizontal {(x, y) : x ∈ R} es estrictamente

monótona.

Fijemos y0 ∈ R. Consideraremos únicamente el caso en

el que la función x → ∂H
∂x (x, y0) es positiva, y por tanto el caso

en el que la función x → H(x, y0) es estrictamente creciente.

Probaremos que para todo y1 ∈ R, suficientemente cerca de y0,

la función x → ∂H
∂x (x, y1) es positiva. De hecho, si cogemos dos

números reales x0 < x1, entonces

H(x1, y0) = H(x0, y0) + ε, ε > 0.

Por continuidad sobre H, si y1 es próximo a y0 tenemos que:

H(x0, y1) < H(x1, y1)

lo que implica que si y1 está suficientemente cerca de y0, no

sólo la función x → H(x, y1) debe ser estrictamente creciente

sino que la función x → ∂H
∂x (x, y1) también debe ser positiva.

El lema se sigue del hecho de que R2 es conexo.

El mismo argumento del anterior lema puede utilizarse

para obtener:

Corolario 3.2.5. Sea U un subconjunto abierto y conexo de

R2. Si la aplicación H(x, y) : U → R es diferenciable tal que
∂H
∂x nunca se anula, entonces ∂H

∂x es estrictamente positiva o
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estrictamente negativa en todo U .

Notación 3.2.6. A lo largo de este caṕıtulo f = (f1, f2) : R2 →
R2 será una aplicación diferenciable tal que Spec(f)∩{0} = ∅.
Bajo estas condiciones, dado un punto p ∈ R2 y un entero

positivo n, utilizaremos la notación Gn
p := GDp(fn).

Lema 3.2.7. Tenemos que

(1) si A y B son dos matrices no singulares 2 × 2 tales que

GA(R) ∪GB(R) ⊂]0, π[ (resp. GA(R) ∪GB(R) ⊂]π, 2π[)

entonces,

GAB(R) ⊂]0, 2π[ (resp. GAB(R) ⊂]2π, 4π[);

(2) si U es un subconjunto abierto y conexo de R2, y si f :

U 2 → R2 es una aplicación diferenciable tal que Spec(f)∩
R = ∅, entonces o bien {G1

p(R) : p ∈ U} ⊂]0, π[ o bien

{G1
p(R) : p ∈ U} ⊂]π, 2π[.

Además, o bien {G2
p(R) : p ∈ U} ⊂]0, 2π[ o bien {G2

p(R) :

p ∈ U} ⊂]2π, 4π[.

Demostración. La afirmación (1) es el resultado de componer

GA con GB.

La afirmación (2) se sigue inmediatamente del Lema 3.2.2

y el Corolario 3.2.5 ya que en este caso ∂f
∂x(p) es siempre positiva

o negativa para todo punto p ∈ R2.
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Pese a su corta demostración, el siguiente teorema es uno

de los resultados más importantes de este caṕıtulo. Afirma que

una aplicación diferenciable del plano que fije el origen y sin val-

ores propios reales no tiene órbitas periódicas de peŕıodo 2 y el

punto fijo es único. Esto nos permitirá en el Caṕıtulo 4 suprimir

la condición de que la aplicación conserve la orientación.

Teorema 3.2.8. Sea f : R2 → R2 una aplicación diferenciable

tal que Spec(f) ∩ R = ∅. Entonces # Fix(f 2) ≤ 1.

Demostración. Denotaremos f = (f1, f2). Como Spec(f)∩R =

∅, tenemos que f es no singular, f2 : R2 → R es una aplicación

diferenciable y además

a21(p) =
∂f2

∂x
(p)

no se anula en ningún punto p ∈ R2. Usando el Lema 3.2.4,

a21(p) tiene signo constante en todo R2. Usando el Lema 3.2.7

y el Lema 3.2.2 obtenemos que Spec(f 2) ∩ [0,∞[= ∅. Por lo

tanto, podemos concluir por el Corolario 3.1.2, que f 2 tiene a

lo sumo un punto fijo.

Ejemplo 3.2.9. Dados α ≥ 0 y β > 0, definimos el sistema
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generado por:

x1 = (αx− βy)(1 + x2 + y2) (3.2)

y1 = (βx + αy)(1 + x2 + y2)

Los valores propios asociados a la matriz de la lineal-

ización del sistema son:

α(1 + 2r2)±
√

(α2 − 3β2)r4 − 4β2r2 − β2

Por lo tanto, si α2 < 3β2, el discriminante es negativo y

los valores propios no son reales. Esto implica por el Teorema

3.2.8 que la aplicación no tiene órbitas 2−periódicas.

No obstante, cabe destacar que existen órbitas periódicas

de peŕıodos diferentes a 2 para algunos valores de los parámet-

ros como veremos a continuación:

Si cambiamos a coordenadas polares,

r1 =
√

α2 + β2 (r + r3)

θ1 = θ + arctan(α, β)

Por lo tanto, si µ =
√

α2 + β2 < 1, tenemos un ćırculo

invariante r2 = 1−µ
µ .

La aplicación restringida al ćırculo es una rotación con

número de rotación θ0 = 1
2π arctan(α, β). Por lo tanto, ten-
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drá órbitas periódicas de periodos arbitrarios mayores o iguales

que 3 en el caso de que θ0 sea racional.

3.2.3. Aplicaciones en R2 con valores propios reales

Ya hemos visto en el apartado anterior que el produc-

to de dos matrices A y B sin valores propios reales y tales

que a11 y b11 tienen el mismo signo (respectivamente a22 y b22)

no tiene valores propios reales positivos. En este apartado se

verá qué ocurre cuando una de las dos matrices tiene valores

propios reales.

A continuación veremos un ejemplo de dos matrices A y

B con los mismos valores propios. Daremos distintas configura-

ciones de los valores propios de la matriz producto dependiendo

de cómo las multipliquemos.

Si un valor propio de ambas matrices es real, entonces la

recta generada por el vector propio asociado él, dada por θ0,

es invariante tanto por ΦA como por ΦB. Además, ΦA(θ) = θ0

o bien ΦA(θ) = θ0 ± π (respectivamente ΦB(θ) = θ0 o bien

ΦB(θ) = θ0 ± π), dependiendo de si el valor propio es positivo

o negativo.

Entonces, si los vectores propios asociados a los valores

propios reales de A y B están sobre los ejes (es decir, θ0 = 0 o

bien θ0 = ±π) se anularán simultáneamente tanto ΦA como ΦB,

es decir el producto AB vuelve a tener valores propios reales
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positivos. Es precisamente lo que evitaremos con la siguiente

construcción.

Sean A y B las matrices:

(
λ1 0

0 λ2

) (
λ1+λ2

2
λ1−λ2

2
λ1−λ2

2
λ1+λ2

2

)
(3.3)

Ambas matrices tienen los mismos valores propios λ1 y λ2,

pero la segunda admite como vectores propios (1, 1) y (1,−1),

que ya no están en los ejes. Veamos como influye esto en el

producto.

La composición de A consigo misma es una matriz con

valores propios reales y positivos mientras que la composición

de A con B es la matriz:

AB =

(
1
2λ1(λ1 + λ2)

1
2λ1(λ1 − λ2)

1
2λ2(λ1 − λ2)

1
2λ2(λ1 + λ2)

)
(3.4)

Más concretamente, si los valores propios son reales, por

ejemplo λ1 = 1 y λ2 = −2, la matriz AB es de la forma:

(
−1

2 −3
2

−3 1

)
(3.5)
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Sus valores propios son 1
4

(
1± 3i

√
7
)
, que ya no son reales

como lo son los de la matriz AA o la matriz BB.

En esta sección generalizaremos el Teorema 3.2.8 permi-

tiendo valores propios reales dobles pero exigiendo, ahora śı,

que la aplicación sea de clase C1.

Lema 3.2.10. Dadas dos matrices A y B con valores propios

dobles, λA y λB respectivamente, si AB tiene valores propios

dobles, se verifica que:

|λAB| = |λA| |λB|

Demostración. Supongamos que existan dos vectores propios,

vλA
y vλB

asociados a λA y λB, respectivamente, que sean in-

dependientes. Tomando el sistema de referencia formado por

ellos, las matrices A y B se pueden reducir a la forma:

(
λA 0

a21 λA

) (
λB b12

0 λB

)
(3.6)

Los valores propios de la matriz producto son

1

2

(
a21b12 + 2λAλB ±

√
a21b12(a21b12 + 4λAλB)

)
(3.7)

Como AB tiene un valor propio real doble, el discrimi-

nante se debe anular. Por lo tanto o a21 = 0 o b12 = 0 o bien
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a21b12 + 4λAλB = 0. En los dos primeros casos una de las ma-

trices es diagonal y el enunciado es evidente. Si por el contrario

a21b12 = −4λAλB, por sustitución directa en (3.7) obtenemos

que:

λAB = −λAλB

Supongamos ahora que no existen dos vectores propios

vλA
y vλB

independientes. Tomando como base una formada

por vλA
y otro vector independiente arbitrario, las dos matrices

A y B serán triangulares inferiores por lo que:

λAB = λAλB

y con esto se acabaŕıa la prueba.

Al subespacio invariante generado por todos los vectores

propios asociados a λ, valor propio de una matriz A, lo deno-

taremos Vλ. Obsérvese que:

(i) Si λ es real simple, entonces dim(Vλ) = 1 y la matriz A se

puede expresar como

(
λ 0

0 µ

)
, donde µ es el otro valor

propio simple de la matriz.

(ii) Si λ es un valor propio real doble podemos obtener que

dim(Vλ) = 1 o bien que dim(Vλ) = 2.

En el primer caso la matriz se puede expresar caso como
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(
λ 0

a µ

)
, con a 6= 0 real.

En el segundo caso como

(
λ 0

0 λ

)
.

Por lo tanto, si dim(Vλ) = 1 la aplicación lineal dada por A no

es una homotecia.

Lema 3.2.11. Supongamos que la matriz A tiene un valor pro-

pio real doble no nulo; entonces GA(R) está contenida exacta-

mente en uno de los siguientes intervalos:

[0, π[, ]0, π], [π, 2π[, ]π, 2π].

Demostración. El lema se sigue de la siguiente afirmación:

(1) La gráfica de GA(θ) intersecta a lo sumo una de las sigu-

ientes rectas: R×{0}, R×{π}, R×{2π} y no puede cruzar

ninguna.

De hecho, supongamos por contradicción que la gráfica

de GA cruza la recta R × {0} por el punto (θ0, 0). Como GA

es una aplicación acotada y 2π-periódica la gráfica de GA debe

cruzar la recta R × {0} en todo punto de la forma θ0 + 2nπ,

con n ∈ Z. Asimismo, GA debe cruzar la recta R × {0} en

algún punto (θ1, 0) con θ0 < θ1 < θ0 + 2π. Lo que nos lleva a

una contradicción porque A no tiene dos valores propios reales
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diferentes. De una manera similar obtenemos que GA tampoco

puede cruzar las otras dos rectas.

Y con estos dos últimos lemas śı que estamos en condi-

ciones de saber cuándo no existen órbitas periódicas de peŕıodo

2 en el caso de que la diferencial de nuestra aplicación tenga

valores propios reales dobles.

Teorema 3.2.12. Sea ε > 0 y f : R2 → R2 una aplicación de

clase C1 tal que, para todo p ∈ R2, Dfp no es una homotecia

ni tiene valores reales simples. Si se verifica una de las dos

siguientes condiciones,

(a) Spec(f) ∩ ({x ∈ R : |x| ≥ 1} ∪ {0}) = ∅,

(b) Spec(f) ∩ {x ∈ R : |x| ≤ 1 + ε} = ∅,

entonces # Fix(f 2) ≤ 1.

Demostración. Con el fin de aplicar la Proposición 3.1.2, de-

beremos demostrar que f 2 satisface:

Spec(f 2) ∩ [1, 1 + ε[= ∅. (3.8)

Sean

M = {p ∈ R2 : G1
p (R) ⊂ [0, π]}, N = {p ∈ R2 : G1

p (R) ⊂ [π, 2π]}.

(1) R2 = M ∪N y M ∩N = ∅.
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En efecto, se sigue de los Lemas 3.2.7 y 3.2.11 que R2 =

M ∪ N y del hecho de que Dfp no es una homotecia que

M ∩N = {p ∈ R2 : G1
p(R) = {0, π, 2π}} = ∅.

Veamos que M y N son cerrados:

(2) M es cerrado.

Supongamos por contradicción que existen un punto p ∈
N y una sucesión {pn} en M tales que pn → p. Por el Lema

3.2.11, G1
p (R) ∈ [π, 2π[ o bien G1

p (R) ∈]π, 2π].

Supongamos que G1
p (R) ∈ [π, 2π[. Como G1

p (0) ∈ [π, 2π[

y para todo n ∈ N, G1
pn

(0) ∈ [0, π] obtenemos que G1
p(0) = π y

G1
pn

(0) → π = G1
p(0). Usando el hecho de que Gp y todas las Gpn

son 2π-periódicas y que f es de clase C1, obtenemos que Gpn

converge uniformemente a Gp. Esto implica que Gp (R) ≡ π,

lo que nos lleva a una contradicción porque Dfp no es una

homotecia.

Si por el contrario, G1
p (R) ∈]π, 2π]. Como G1

p (0) ∈]π, 2π]

y para todo n ∈ N, G1
pn

(0) ∈ [0, π] obtenemos que G1
p(0) = 2π

y G1
pn

(0) → 2π = G1
p(0). Y análogamente al apartado anterior

obtendŕıamos que Gp (R) ≡ 2π, lo que nos vuelve a llevar a una

contradicción porque Dfp no es una homotecia.

(3) N es cerrado.

En este caso la prueba es similar a (2). No obstante, en vez

de las funciones {G1
p : p ∈ R2} aqúı es conveniente considerar
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las funciones {G̃1
p : p ∈ R2} dadas por G̃1

p = G1
p si p ∈ M, y

G̃1
p = G1

p−2π si p ∈ N. Si en la definición de ΦA en el comienzo

de este caṕıtulo hubiésemos tomado ΦA(0) ∈ [−π, π[, en vez de

ΦA(0) ∈ [0, 2π[, podŕıamos obtener las funciones G̃1
p en vez

de las funciones G1
p. Obtendŕıamos M = {p ∈ R2 : G̃1

p (R) ⊂
[0, π]} y N = {p ∈ R2 : G̃1

p (R) ⊂ [−π, 0]}. Entonces la prueba

del apartado (3) se consigue de forma similar al apartado (2).

Como R2 es conexo, tenemos que o R2 = M o bien R2 =

N . Distingamos los dos casos:

(4) Caso I: R2 = M .

Sea p ∈ R2 = M , en este caso tanto G1
p(R) como G1

f(p)(R)

están incluidos en el intervalo [0, π].

Distinguiremos a su vez otros dos casos:

(i) Si Spec (Dfp) ∩ R = ∅ o bien Spec (Dff(p)) ∩ R =

∅, entonces por el Lema 3.2.2 obtenemos que G1
p(R) ⊂

]0, π[ o bien G1
f(p)(R) ⊂]0, π[. En ambos casos G2

p (R) ⊂
]0, 2π[ lo que implica que Df 2

p no tiene valores propios

reales positivos, es decir que Spec (Df 2
p ) ∩ [0,∞[= ∅.

(ii) Supongamos que tanto Dfp como Dff(p) tienen valores

propios reales (en este caso dobles no nulos, por hipótesis)

λp y λf(p), respectivamente. Por el Lema 3.2.11, tanto G1
p

como G1
f(p) están contenidos bien en [0, π[ o bien en ]0, π].
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Lo que significa que G2
p ⊂ [0, 2π[ o bien G2

p ⊂]0, 2π] o bien

G2
p ⊂]0, 2π[. Veamos que en cualquiera de los tres casos se

verifica la expresión (3.8):

Si G2
p ⊂]0, 2π[ entonces Spec (Df 2

p ) ∩ [0,∞[= ∅.

Si G2
p ⊂ [0, 2π[, deberá existir algún θ ∈ R tal que G2

p (θ) =

0. Como G1
p (R)∪G1

f(p)(R) ⊂ [0, π], entonces G1
p (θ) = 0 y

G1
f(p) (θ) = 0. Por lo tanto, la recta x = cos(θ), y = sin(θ)

es invariante tanto para Dfp como para Dff(p) y además es

la única puesto que f no es una homotecia. Luego |λf2(p)| =
|λp||λf(p)|.

Supongamos ahora que para algún θ ∈ R, G2
p (θ) = 2π,

entonces G1
p (θ) = π y G1

f(p) (θ) = π. Análogamente al

caso anterior la recta x = cos(θ), y = sin(θ) es invariante

tanto para Dfp como para Dff(p) y |λf2(p)| = |λp||λf(p)|.
Con todo esto, si se verifica la condición (a) de las hipótesis

|λp| < 1 y
∣∣λf(p)

∣∣ < 1 por lo que |λf2(p)| < 1. Por otro lado,

si se verifica la condición (b) de las hipótesis |λp| > 1 + ε

y
∣∣λf(p)

∣∣ > 1 + ε por lo que Spec(Df 2
p ) ∩ [1, 1 + ε[= ∅.

Por lo tanto, si R2 = M Spec(Df 2
p ) ∩ [1, 1 + ε[= ∅ y la

condición (3.8) se satisface. Veamos ahora el otro caso:

(5) Caso II: R2 = N .

Sea ahora p ∈ R2 = N , en este caso tanto G1
p(R) co-

mo G1
f(p)(R) están incluidos en el intervalo [π, 2π], por lo que
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G2
p(R) ⊂ [2π, 4π]. Análogamente al apartado (4), si una de las

dos matrices Dfp o Dff(p) tiene un valor propio imaginario, en-

tonces G2
p(R) ⊂]2π, 4π[ lo que implica que Spec(Df 2

p )∩ [0,∞[=

∅. Si por el contrario, las dos tienen valores propios reales

dobles, entonces la matriz producto no tiene valores propios

reales positivos o bien tiene un valor propio real doble. Apli-

cando al segundo caso el Lema 3.2.10 y sumándole las hipótesis

(a) o (b) del Teorema volvemos a obtener que si R2 = N , en-

tonces Spec(Df 2
p ) ∩ [1, 1 + ε[= ∅ y la condición (3.8) se vuelve

a satisfacer.

3.3. Aplicación polinomial

En esta sección analizaremos el caso en el que la apli-

cación sea polinomial. Estudiando aśı los diferentes casos en

los que puedan aparecer órbitas periódicas de peŕıodo dos.

3.3.1. Polinomios de segundo grado

Comenzaremos con una aplicación polinomial de grado

dos. Las propiedades que veremos a continuación indican que

las aplicaciones estrictamente cuadráticas tienen valores pro-

pios reales y por tanto no podemos aplicar los resultados básicos

de este trabajo.

Consideremos la aplicación f como un polinomio de se-

gundo grado:

104 Tesis Doctoral



Aplicación polinomial

f1(x, y) = a10x + a01y + a20x
2 + a11xy + a02y

2

f2(x, y) = b10x + b01y + b20x
2 + b11xy + b02y

2
(3.9)

La matriz diferencial es:

(
a10 + 2a20x + a11y a01 + a11x + 2a02y

b10 + 2b20x + b11y b01 + b11x + 2b02y

)
(3.10)

Denotaremos por α ± √
β, con α y β reales los valores

propios de la matriz (3.10).

Proposición 3.3.1. No existen difeomorfismos estrictamente

cuadráticos verificando las hipótesis del Teorema 3.2.8.

Demostración. Para que no existan valores propios reales los el-

ementos de la matriz derivada fuera de la diagonal no se pueden

anular en ningún punto. Pero como son expresiones lineales,

necesariamente tienen que ser constantes. Por ello:

a11 = a02 = b20 = b11 = 0

Los valores propios en este caso son:

1
2

(
a10 + b01 + 2a20x + 2b02y ±

√
4a01b10 + (a10 − b01 + 2a20x− 2b02y)2

)

Con el mismo razonamiento anterior, si el discriminante no ha
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de ser positivo:

a20 = b02 = 0

Es decir, la aplicación es lineal.

3.3.2. Ejemplos con polinomios cúbicos

A diferencia de las aplicaciones polinomiales cuadráticas,

encontramos con cierta facilidad ejemplos de funciones verifi-

cando los resultados principales de este caṕıtulo.

Comenzamos con unos casos sencillos en los que los val-

ores propios nunca son reales y, por tanto, aplicando el Teorema

3.2.8 no existen órbitas periódicas de peŕıodo 2. Además, por

el Corolario 3.1.2 el origen es el único punto fijo.

Ejemplo 3.3.2. Consideremos el sistema generado por:

x1 =
x− y

2
(2 + x2 + y2) (3.11)

y1 =
x + y

2
(2 + x2 + y2)

La matriz diferencial de la aplicación que define el sistema

(3.11) es:
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(
1
2(2 + 3x2 − 2xy + y2) 1

2(−2− x2 + 2xy − 3y2)
1
2(2 + 3x2 + 2xy + y2) 1

2(2 + x2 + 2xy + 3y2)

)

que tiene dos valores propios complejos conjugados de norma

estrictamente mayor que uno, cuya expresión en coordenadas

polares:

1 + r2 ± ı̇√
2

√
2 + r2(4 + r2).

Ejemplo 3.3.3. Consideremos ahora este otro sistema:

x1 = x− y − y3 (3.12)

y1 = x + y

En este caso, la matriz diferencial de la aplicación que

define el sistema (3.12) es:

(
1 −1− 3y2

1 1

)

que también tiene dos valores propios complejos conjugados

de norma estrictamente mayor que uno, cuya expresión es 1±
ı̇
√

1 + 3y2.
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En el siguiente ejemplo la matriz tiene valores propios

reales, pero todav́ıa podremos asegurar la existencia de una

sola órbita 2-periódica aplicando el Teorema 3.2.12.

Ejemplo 3.3.4.

x1 = x− y + y2 − y3 (3.13)

y1 = x +
5

3
y + y2

Los valores propios asociados a la matriz diferencial son:

4

3
+ y ±

(√
2

3

) √
−(2− 3y)2

El discriminante tiene un máximo cuando y = 2
3 . Para

estos valores la matriz Df se reduce a:

(
1 −1

1 3

)
(3.14)

El valor propio es 2 y el subespacio invariante asociado a

él es de dimensión uno, generado por (−1, 1).
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3.4. Existencia de órbitas periódicas de

peŕıodo n > 2

Supongamos que los valores propios de A =

(
a11 a12

a21 a22

)

no son reales. La generalización del Teorema 3.2.8 al caso de

órbitas de peŕıodo n, con n > 2 necesita un estudio detallado de

la diferencia angular θ1− θ. Por lo tanto, miraremos los valores

extremos de la función GA(θ).

Introduciremos la siguiente notación:

r11 = a2
11 + a2

21

r22 = a2
12 + a2

22

r12 = a11a12 + a21a22

Proposición 3.4.1. Los valores máximo y mı́nimo de la fun-

ción GA(θ) son:

arctan

(
tr(A)(a12 − a21)± 2

√
det(A)(r11 + r22 − 2 det(A))

(a12 − a21)2 − 4 det(A)

)

(3.15)
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Demostración. La función GA(θ) puede expresarse como:

GA(θ) = −θ + θ1

= −θ + arctan
a21 cos(θ) + a22 sin(θ)

a11 cos(θ) + a12 sin(θ)

= −θ + arctan
a21(1 + cos(2θ)) + a22 sin(2θ)

a11(1 + cos(2θ)) + a12 sin(2θ)

La derivada de GA(θ) es:

−1 +
det(A)

r11 cos2(θ) + r22 sin2(θ) + 2r12 cos(θ) sin(θ)

Esta derivada se anula si y solo si:

(r11 − r22) cos(2θ) + 2r12 sin(2θ) = 2 det(A)−r11 − r22 (3.16)

Se sigue de la ecuación que:

cos(2θ) =
r22 − r11

r11 + r22 + 2 det(A)
± 4r12

r11 + r22 + 2 det(A)

√
det(A)

r11 + r22 − 2 det(A)

El valor de sin(2θ) se puede obtener a partir de (3.16) y cos(2θ).

La segunda derivada de GA(θ) con los valores del cos(2θ)

y del sin(2θ) verificando la expresión (3.16) es igual a:

∓2
√

det(A)(r11 + r22 − 2 det(A))

det(A)

Como A es no singular, esta segunda derivada se anula

110 Tesis Doctoral
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si y solo si r11 + r22 = 2 det(A) o equivalentemente si (a11 −
a22)

2 +(a21 + a12)
2 = 0. En este caso, A estaŕıa expresada en la

forma normal y GA(θ) seŕıa constante, tomando valores de la

expresión (3.15), ahora reducido a un único valor.

Si la segunda derivada de GA no se anula, cada par de

valores del sin(2θ) y del cos(2θ) verificando la expresión (3.16)

corresponden a un punto donde GA alcanza el valor mı́nimo

o máximo. Supongamos que es aśı, entonces por sustitución

directa de θ1 obtenemos que

tan θ1 =
a11a21 + a12a22 ∓

√
det(A)(r11 + r22 − 2 det(A))

a2
11 + a2

12 − det(A)

Aplicando A−1 conseguimos el valor de tan θ donde G(θ)

tiene un extremo:

tan θ =
−r12 ±

√
det(A)(r11 + r22 − 2 det(A))

r22 − det(A)

Entonces, la tangente de θ1 − θ es

tan(θ1 − θ) =

(
tr(A)(a12 − a21)∓ 2

√
det(A)(r11 + r22 − 2 det(A))

(a12 − a21)2 − 4 det(A)

)

que es lo que queŕıamos probar.

Proposición 3.4.2. Sea X un espacio de Banach real y A :

X→ X una aplicación lineal acotada tal que I−Ak es biyectiva

para todo 1 ≤ k ≤ n. Sea f : X → X una aplicación de clase

C1 tal que f(0) = 0 y Df(p) la derivada de Frechet de f en el
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punto p ∈ X.

Si ‖A−Df(p)‖ < a, para todo p ∈ X y a > 0 sufi-

cientemente pequeño, entonces f no tiene órbitas periódicas de

peŕıodo k con 1 ≤ k ≤ n.

Demostración. En primer lugar probaremos por inducción so-

bre k que para cada 1 ≤ k ≤ n existe un ak > 0 tal que∥∥fk(x)− Akx
∥∥ ≤ ak ‖x‖ para todo x ∈ X.

Sea k = 1, como ‖A−Df(p)‖ < a, para todo p ∈ X, por

el Teorema del Valor Medio ‖f(x)− A(x)‖ ≤ a ‖x‖ para todo

x ∈ X. Consideraremos a1 = a. Supongamos ahora que para

k ≥ 1 existe un ak > 0 tal que
∥∥fk(x)− Ak(x)

∥∥ ≤ ak ‖x‖. En-

tonces,
∥∥fk+1(x)− Ak+1(x)

∥∥ ≤ ak+1 ‖x‖ donde ak+1 ≤ a
∥∥Ak

∥∥+

aak + ‖A‖ ak.

Por otro lado, para cada 1 ≤ k ≤ n existen números

positivos bk tales que
∥∥(I − Ak)(x)

∥∥ ≥ bk ‖x‖ para todo x ∈ X.

Entonces ya podemos probar que para a > 0 suficientemente

pequeño y para cada 1 ≤ k ≤ n existen ak > 0 suficientemente

pequeños tales que para cada x 6= 0 se verifica que

∥∥x− fk(x)
∥∥ =

∥∥x− Ak(x) + Ak(x)− fk(x)
∥∥ ≥ bk ‖x‖−ak ‖x‖ .

Esto quiere decir que si bk > ak y x 6= 0, entonces x 6= fk(x) y

por lo tanto fk no tiene puntos fijos diferentes del 0.

En nuestro contexto,
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Corolario 3.4.3. Sea f una aplicación de clase C1 tal que

f(0) = 0 y Dpf es uniformemente cercana a una matriz con-

stante A. Si

Spec(A), Spec(A2), . . . , Spec(An)

son disjuntos de [1, 1 + ε[, entonces f no tiene ninguna órbita

periódica de peŕıodo k, para 1 ≤ k ≤ n.

Un ejemplo sencillo que ilustra la proposición anterior es

el siguiente:

Ejemplo 3.4.4.

x1 = 2x− 3y (3.17)

y1 = −3x + y

Los valores propios asociados a la matriz de la lineal-

ización del sistema son:

1

2

(
3± ı

√
35

)

La expresión de la Proposición 3.4.1, nos da el siguiente

intervalo de variación:

θ1 − θ ∈ [5,02641, 5,3256]

Este intervalo corresponde al los valores iniciales:
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θ = 1,41379, θ = 2,83495

Iterando sucesivamente se tiene que la diferencia θn − θ
vaŕıa dentro del intervalo:

[3,7696, 4,3681], [2,5128, 3,4106], [1,2560, 2,4531], [−0,00070282, 1,4955]

En la quinta iteración, la correspondiente aplicación puede

tener un valor real positivo.

Consideremos ahora la aplicación tal que su espectro está cer-

ca de A en todo R2. En este caso:

x1 = 2x− 3y +
εx√

1 + x2 + y2
(3.18)

y1 = −3x + y +
εy√

1 + x2 + y2

La Propiedad 3.4.1 muestra que si ε es suficientemente

pequeño la única órbita periódica de peŕıodo menor que cuatro

es la órbita del origen.

En esta sección hemos dado condiciones sobre el espec-

tro de una aplicación de clase C1 para impedir la existencia de

órbitas periódicas. Esto nos lleva a hacernos otra vez la pre-

gunta:

Sea f : R2 → R2 una aplicación de clase C1 tal que
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f(0) = 0, Spec(f) ⊂ B(0, 1), el infinito es repulsor y no existen

órbitas periódicas de periodo n > 1. ¿Es el origen un atractor

global del sistema definido por f?

La respuesta es negativa. En la Sección 4.4 probaremos la

existencia de un difeomorfismo para el que el origen es el único

punto fijo, el infinito es repulsor, no tiene órbitas periódicas de

ningún peŕıodo y además el origen es asintóticamente estable

pero no es un atractor global.
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Caṕıtulo 4

Aplicaciones de R2 con un

punto de atracción global

En el Caṕıtulo 3 se dieron condiciones sobre el espectro

de aplicaciones de clase C1 o simplemente diferenciables que

garantizan la no existencia de órbitas periódicas del sistema

discreto que define. Pero, no obstante, el ejemplo de la Sección

4.4 muestra que esta condición sumada a las originales de la

Conjetura DMY y a que el infinito sea un repulsor, tampoco son

suficientes para garantizar la existencia de un atractor global.

En este caṕıtulo probaremos que, si el origen es el único

punto fijo, las condiciones anteriores, más la existencia de una

determinada curva invariante, serán suficientes para probar la

existencia de un atractor global. Además veremos casos en

los que existirá incluso con independencia de la diferenciabili-

dad de la aplicación (Teoremas 4.3.13 y 4.3.19) y otros incluso

con independencia de la imposición sobre existencia de órbitas
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periódicas (Teorema 4.3.16).

La técnica que se usará es la introducción de la hipótesis

de existencia una curva invariante por la aplicación, sin au-

tointersecciones y que una el origen con el infinito. Con esta

condición, (ver Lema 4.3.9) si el origen es el único punto fijo, la

aplicación restringida al complementario de la curva invariante

será una aplicación sin puntos fijos definida sobre un conjunto

homeomorfo a R2. Esto permitirá hacer uso de algunos resul-

tados sobre homomorfismos del plano y llevar el estudio de la

dinámica a la curva invariante, reduciendo aśı la dimensión con

la que trabajar.

La dinámica local de una aplicación del plano alrededor

de un punto fijo ha sido desarrollada por numerosos autores,

de los que destacamos P. Le Calvez y F. Le Roux para homeo-

morfismos del plano que preservan la orientación (ver [35],[36],

[40] y [41], entre otros) y F. R. Ruiz del Portal (ver [53] y [54],

entre otros) para aquellos que la invierten.

En la Sección 4.1 presentaremos algunos resultados pub-

licados por M. Murthy en [44]. En ese trabajo prueba que un

embebimiento del plano que preserva la orientación sin puntos

fijos no tiene órbitas periódicas. Probaremos además en esta

sección que tampoco tiene puntos recurrentes. Este resultado

es el que hará posible centrar el estudio de este caṕıtulo en la

curva invariante.
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Como buscamos un atractor global, lo primero que se

estudiará es la unicidad del punto fijo y después la dinámica del

sistema alrededor de él. En la Sección 4.2 daremos condiciones

sobre el espectro de una aplicación diferenciable para que sea

un embebimiento con un único punto fijo y para que éste sea

atractor local. Además estas condiciones sobre el espectro son

computables, lo que hace mucho más simple la comprobación

de las condiciones de los resultados de esta memoria.

En la Sección 4.3 justificaremos la introducción de la ex-

istencia de la curva invariante (rayo invariante por el embe-

bimiento f) y probaremos los resultados más relevantes de esta

memoria tanto para aplicaciones en R2 que preservan la ori-

entación como para las que no necesariamente la conservan.

Usaremos los resultados de la Sección 4.1 en el caso de que

f preserve la orientación y los del Caṕıtulo 3 para cuando

no lo haga. De esta manera controlaremos el conjunto Ω(f)

y el ω−ĺımite de todo punto del plano. El mejor de los casos

para la obtención de la atracción global del punto fijo es que

Ω(f) = {0} y ω(p) = {0} para todo p ∈ R2.

Además incorporaremos hipótesis adicionales para garan-

tizar que la aplicación sea disipativa para establecer la existen-

cia del ω−ĺımite de todo punto del plano. No obstante, la Figura

1.1 muestra el flujo de un campo vectorial. A tiempo fijo t = 0

el flujo se puede ver como un difeomorfismo R2. Este ejemplo
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tiene un único punto fijo, es disipativo y con espectro contenido

en la bola unidad, con un rayo f−invariante pero el origen no

es un atractor global. Este hecho se debe a que el origen no

es estable, por lo que surgirá la necesidad de incorporar la es-

tabilidad local a las hipótesis originales. De esta manera este

caṕıtulo estudiará el siguiente problema:

Sea f ∈ Emb+(R2) tal que Fix(f) = {0} y además se

verifica: 0 es un atractor local, existe un rayo f−invariante y

f es disipativa. ¿Es el origen un atractor global?.

O en el caso de que la aplicación no preserve necesaria-

mente la orientación:

Sea f ∈ Emb(R2) tal que f(0) = 0 y además se ver-

ifica: Fix(f 2) = {0}, 0 es un atractor local, existe un rayo

f−invariante y f es disipativa. ¿Es el origen un atractor glob-

al?.

En la Sección 4.4 veremos que la existencia de la curva

invariante es fundamental y va más allá de impedir la existencia

de órbitas periódica. Mostraremos un ejemplo con el que se

prueba la existencia de un homeomorfismo h : R2 → R2 que

preserva la orientación y para el que el origen no es un atractor

global. Dicho homeomorfismo es disipativo, Per(f) = {0} y 0

es un atractor local. Además veremos que no existe ningún rayo

invariante por el homeomorfismo h.
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4.1. Embebimientos del plano sin puntos

fijos

En esta sección se recogerán los resultados que utilizare-

mos en las pruebas de este caṕıtulo sobre embebimientos del

plano que preservan la orientación, publicados en [44] por P.

Murthy. Existen varios resultados anteriores para homeomor-

fismos, como por ejemplo [23] y [24] de J. Franks o [5] y [6]

de M. Brown. En este sentido cabe destacar que lo que hacen

básicamente todos estos autores es probar que si el conjunto de

puntos recurrentes por cadenas es distinto del vaćıo entonces

también lo es el conjunto de órbitas periódicas. Por consigu-

iente, tanto en homeomorfismos como en embebimientos, siem-

pre que se preserve la orientación, únicamente nos tenemos que

preocupar de las órbitas periódicas para entender la dinámica

del sistema.

Teorema 4.1.1 (Murthy [44], 1998). Sea f ∈ Emb+(R2). Si

f tiene un punto periódico p, entonces el conjunto Fix(f) es

diferente del vaćıo.

Teorema 4.1.2 (Murthy [44], 1998). Sea U ⊂ R2 un abierto

simplemente conexo de R2 y g : U → U una aplicación continua

e inyectiva que preserva la orientación. Si CR(g) 6= ∅, entonces

Fix(g) 6= ∅.
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Los siguientes resultados son un caso particular del Teo-

rema 4.1.2 y es el que realmente se usará a lo largo de este

caṕıtulo. La prueba es independiente de la de P. Murthy, más

simple y con otras técnicas (ver por ejemplo [23] de J. Franks).

Proposición 4.1.3. Sea f ∈ Emb+(R2). Si el conjunto Ω (f)

es distinto del vaćıo entonces también lo es Fix(f).

Demostración. Supongamos que Fix(f) fuera vaćıo. Entonces

por el Teorema 4.1.1, Ω(f) tampoco contiene ningún punto

periódico.

Sea p ∈ Ω(f), entonces para todo entorno U de p existe

un entero n > 0 y un punto q ∈ U tales que fn(q) ∈ U . Como

f es un homomorfismo local podemos considerar U como un

disco suficientemente pequeño tal que U ∩ fk(U) = ∅, para

k = 1, 2, . . . , n− 1 con n ≥ 2 y q ∈ U ∩ fn(U).

��
��

��q

Figura 4.1: Construcción de abiertos U .

Sea Γ una poligonal contenida en U que une q con fn(q)

y V un entorno tubular de Γ suficientemente pequeño tal que
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V ⊂ U (ver Figura 4.1), entonces existe un homeomorfismo

h : R2 → R2 que preserva la orientación soportado en V (es

decir, que h|R2\V coincide con la aplicación identidad) y tal que

h(fn(q)) = q.

Sea g = f ◦ h, en este caso g : R2 → R2 es un embe-

bimiento que preserva la orientación tal que g(fn(q)) = f(q).

Entonces fn(q) es un punto periódico de g de peŕıodo n porque

U ∩fk(U) = ∅, para k = 1, 2, . . . , n−1 y g coincide con f fuera

de U . En efecto,

gn(fn(q)) = gn−1(g(fn(p))) = gn−1(f(p)) = [gn−2◦(f◦h)](f(p)) =

= gn−2(f 2(p)) = ... = g(fn−1(q)) = f ◦ h(fn−1(q)) = fn(q).

Se sigue del Teorema 4.1.1 que g tiene un punto fijo q0.

Ciertamente q0 /∈ U , por tanto q0 ∈ Fix(f), lo que contradice

las hipótesis iniciales.

Corolario 4.1.4. Si U ⊂ R2 es un conjunto abierto homeo-

morfo a R2 y g : U → U es un embebimiento que preserva la

orientación con Ω(g) 6= ∅, entonces g tiene un punto fijo.

Demostración. Dado que U es homeomorfo a R2, existe un

homeomorfismo H : U → R2. Sea f = H ◦ g ◦ H−1, entonces

f ∈ Emb+(R2) es un embebimiento conjugado a g. Por lo tanto,

si Ω(g) 6= ∅ entonces Ω(f) 6= ∅ y podemos aplicar la Proposi-

ción 4.1.3 a f . De esta manera Fix(f) 6= ∅ y en consecuencia

Fix(g) 6= ∅, como queŕıamos probar.
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4.2. Existencia de un único punto fijo y es-

tabilidad local

En el contexto de homeomorfismos locales o de embe-

bimientos, el primer paso para obtener un atractor global es

garantizar tanto la inyectividad de la aplicación como la unici-

dad del punto fijo.

Una vez más daremos condiciones sobre el espectro de

una aplicación diferenciable, esta vez para que ésta sea un em-

bebimiento con un único punto fijo. Además de un primer re-

sultado sobre atracción local.

El siguiente teorema nos muestra el escenario donde se

desarrollarán los resultados de las Sección 4.3. Cuando nece-

sitemos únicamente la unicidad de punto fijo, supondremos que

se verifica el apartado (a) del Teorema 4.2.1. Si además necesi-

tamos la estabilidad local, supondremos el apartado (b).

Teorema 4.2.1. Sea f : R2 → R2 una aplicación diferenciable

tal que f(0) = 0. Se verifica que:

(a) Si Spec(f) ∩ ([1, 1 + ε) ∪ [0, ε)) = ∅, para algún ε > 0,

entonces f es un embebimiento con Fix(f) = {0}.

(b) Si Spec(f) ⊂ B(0, 1) \ [0, ε), para algún ε > 0, entonces

f es un embebimiento con Fix(f) = {0} y además 0 es

un atractor local de f .
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Demostración. El apartado (a) se sigue del Teorema 3.1.1 y

del Corolario 3.1.2. El apartado (b) es una consecuencia del

apartado (a) y del Teorema 1.1.25 de Hartman-Grobman.

4.3. Dinámica con curva invariante

Un primer paso para la solución del problema que nos

ocupa en este caṕıtulo es la búsqueda de un atractor global del

sistema, en el caso de que existiera. En este sentido, la Proposi-

ción 4.3.8 justificará la incorporación de una curva invariante

en las hipótesis iniciales del Problema DMY. Dicha curva per-

mitirá probar los principales resultados de este caṕıtulo y de

esta memoria.

Para ello necesitaremos algunos resultados (ver [31], pági-

nas 182 y 186 para más detalles) sobre teoŕıa de isotoṕıa y

extensión de aplicaciones. Más concretamente, dado un difeo-

morfismo sobre una corona circular cerrada, el Teorema 4.3.1

nos permite extenderlo a un homeomorfismo definido en el disco

limitado por la corona. Después, el Teorema 4.3.2 nos permi-

tirá suavizar dicho homeomorfismo construyendo un difeomor-

fismo con las mismas propiedades.

Teorema 4.3.1. Todo difeomorfismo de S1 se extiende a un

difeomorfismo del disco D2.
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Teorema 4.3.2. Para i = 1, 2 sean Wi n−variedades sin borde

y unión de dos subvariedades cerradas de dimensión n, Mi, Ni

tales que

Mi ∩Ni = ∂Mi = ∂Ni = Vi.

Sea h : W1 → W2 un homeomorfismo que lleva M1 y N1 difeo-

morficamente a M2 y N2 respectivamente. Entonces existe un

difeomorfismo f : W1 → W2 tal que f(M1) = M2, f(N1) = N2

y f |V1
= h|V1

. Además f se puede escoger de manera que coin-

cida con h fuera de un entorno Q de V1 dado.

Figura 4.2: Cómo hacer suave un homeomorfismo en una frontera

En este caṕıtulo utilizaremos una versión más débil del

Teorema 4.3.2 que nos permite considerar Wi como variedad

con borde en el caso de que se produzca que Vi∩∂Wi = ∅, para

i = 1, 2. La prueba de este resultado es análoga a la original.

Además, cogiendo con cuidado los conjuntos con los que se

trabaja en [31] en la demostración del Teorema 4.3.2 se puede

suponer que f = h en M1 o bien en M2.

El siguiente resultado nos permitirá extender aplicaciones
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definidas sobre la unión de dos discos con imágenes disjuntas a

toda la esfera.

Teorema 4.3.3. Sea M una n−variedad sin borde. Supong-

amos que fi, gi : Dn → M ( i = 1, 2) son embebimientos tales

que

f1(D
n) ∩ f2(D

n) = ∅ = g1(D
n) ∩ g2(D

n).

Si M es orientable y todas las fi, gi ( i = 1, 2) preservan la ori-

entación o todas la invierten, entonces existe un difeomorfismo

H : M → M difeotópico a la identidad tal que H ◦ fi = gi (

i = 1, 2).

También necesitaremos la definición de rayo invariante,

clave para el estudio de esta memoria:

Definición 4.3.4. Sea f : Rn → Rn una aplicación continua.

Consideraremos un embebimiento topológico, γ(t) : [0,∞) →
R2, del intervalo [0,∞) . Como es habitual, identificaremos

γ con γ ([0,∞)) . Diremos que γ es un rayo f−invariante si

γ(0) = (0, 0) , f(γ) ⊂ γ , y ĺımt→∞ ‖γ(t)‖ = ∞ .

Nótese que si n = 1 y Fix(f) ⊂ γ, entonces una de las

consecuencias de la definición de rayo invariante es que su com-

plementario no contiene ningún punto fijo y es homeomorfo a

R2. Por lo tanto, también se podŕıan conseguir resultados análo-

gos a los de este caṕıtulo sustituyendo el rayo γ por un continuo

Σ (conjunto compacto y conexo) en R2 con las mismas carac-

teŕısticas. Ver Figura 4.3.
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Figura 4.3: Ejemplo de generalización de rayo invariante

La siguiente proposición nos muestra que si el origen es

un atractor global (es decir, asintóticamente estable y con todo

el plano como región de atracción), entonces este tipo de curvas

invariantes definen una foliación continua en todo el plano y de

clase Cr en el complementario del origen. Para ello necesitare-

mos introducir los siguientes conceptos:

Definición 4.3.5. Un conjunto compacto W ⊂ R2 es una ven-

tana para f ∈ Emb(R2) si para todo p ∈ R2 existe un n0 ∈ N
tal que fn0(p) ∈ W .

Definición 4.3.6. Diremos que f ∈ Emb(R2) es una aplicación

disipativa si existe una ventana para f .

La prueba del siguiente resultado se puede encontrar en
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[43] y es la que permite encontrar compactos positivamente

invariantes en espacios métricos:

Proposición 4.3.7. Sea X un espacio métrico localmente com-

pacto y f : X → f(X) un homeomorfismo. Las siguientes

propiedades son equivalentes:

(i) f es una aplicación disipativa.

(ii) Para todo conjunto compacto D ⊂ X existe una ventana

W de f tal que D ⊂ int(W ) y además,

f(W ) ⊂ W y ∀p ∈ X ∃n0 tal que fn0(p) ∈ int(W ).

(iii) Para todo conjunto compacto D ⊂ X existe una ventana

W de f tal que D ⊂ int(W ) y además,

f(W ) ⊂ int(W ).

Proposición 4.3.8. Sea f : (R2, 0) → (R2, 0) un Cr−difeomorfismo,

con r ≥ 1, teniendo el 0 como atractor global. Entonces existe

una Cr−foliación de R2 − {0} por rayos f−invariantes.

Demostración. Dados 0 < r1 < r2 y r > 0 , consideraremos los

conjuntos A(r1, r2) = {p ∈ R2 : r1 ≤ ‖p‖ ≤ r2} , B(r) = {p ∈
R2 : ‖p‖ < r} y S(r) = {p ∈ R2 : ‖p‖ = r}.

Si Υ ⊂ R2 es una curva cerrada simple denotaremos por

Υ− (resp. Υ+) la unión de Υ y la componente conexa acotada

(resp. no acotada) de R2 −Υ.
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Como por hipótesis el origen es un atractor global, la

aplicación es disipativa y, por la Proposición 4.3.7, podemos

encontrar una ventana W ⊂ R2 de clase C∞ tal que 0 ∈ int(W ),

f(W ) ⊂ int(W ) y
⋃

n∈Z fn(W ) = R2. Denotaremos la frontera

de W por C = ∂W .

Sea V (C) un entorno tubular C∞ suficientemente pequeño

de C tal que f(V (C))∩V (C) = ∅. Para ε > 0 pequeño consid-

eraremos el embebimiento C∞,

g1 : A(2− 2ε, 2 + 2ε) → V (C) , con g1(S(2)) = C.

Consideremos también este otro embebimiento C∞,

g2 = f◦g1◦T : A(1−ε, 1+ε) → V (C) donde T (x, y) = 2(x, y).

Tenemos que:

(1) Las aplicaciones f ◦g1 y g2◦T−1 restringidas a A(2−2ε, 2+

2ε) son iguales. Ver Figura 4.4.

(2) Probaremos que existe un embebimiento C∞, H0 : A(1 −
ε, 2 + 2ε) → R2 que es una extensión de ambos g1 y g2:

Por el Teorema 4.3.1 podemos extender g2|S(1−ε) a un

difeomorfismo g∗2 del disco K1 (ver Figura 4.4). La aplicación

g2tg∗2 es un homeomorfismo τ : A(1−ε, 1+ε)∪K1 → f(V (C))∪
K2. Luego podemos aplicar el Teorema 4.3.2 con W1 = A(1 −
ε, 1+ε)tK1, W2 = f(V (C))tK2 y V1 = S(1−ε) para garantizar
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Figura 4.4: Construcción de los embebimientos

que existe un difeomorfismo G2 : S(1 + ε)− → g2(S(1 + ε))−.

Consideremos el plano como conjunto homeomorfo a S2 \
{∞}. Entonces, análogamente al caso anterior (ver Figura 4.4),

podemos aplicar los Teoremas 4.3.2 y 4.3.1 para extender g1 a

un difeomorfismo G1 : S(2− 2ε)+ → g1(S(2− 2ε))+.

Ahora veremos que existe un difeomorfismo C∞, H :

S2 → S2 difeotópico a la identidad de R2, de tal manera que re-

stringido a S(2−2ε)+ y a S(1+ε)− coincide con G1 y G2, respec-

tivamente. Basta considerar un difeomorfismo h : S(2−2ε)+ →
S(1 + ε)− que preserve la orientación y la aplicación identidad

id : S(2− 2ε)+ → S(2− 2ε)+. En efecto (ver Figure 4.5),

id(S(2−2ε)+)∩h(S(2−2ε)+) = ∅ = G1(S(2−2ε)+)∩G2◦h(S(2−2ε)+).

Observar que el hecho de que todas las aplicaciones con-

serven o inviertan la orientación depende, por construcción,
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exclusivamente de si lo hace o no el Cr− difeomorfismo f de

las hipótesis del teorema.

Por lo tanto se sigue del Teorema 4.3.3 que podemos en-

contrar un difeomorfismo C∞ H : S2 → S2 difeotópico a la

identidad de R2, de tal manera que H◦id = G1 y H◦h = G2◦h.

Por lo tanto H restringida a S(2 − 2ε)+ coincide con G1 y H

restringida a S(1 + ε)− coincide con G2.

Lo que queŕıamos probar se sigue considerando H0 como

la restricción de H a A(1− ε, 2 + 2ε).

Figura 4.5: Construcción del difeomorfismo H difeotópico a la identidad

Ahora, sobre la corona A(1 − ε, 2 + ε), consideramos la

foliación L0 cuyas hojas son los segmentos lineales rp = {tp :

1− ε ≤ t ≤ 2 + ε}, con p ∈ S(1).

(3) Probaremos que si ` ⊂ A(2−2ε, 2+2ε) es un arco de hoja

de L0 , entonces H(`) y f(H(`)) son arcos en la misma hoja de

la foliación H(L0) .
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En efecto, se sigue de (1) que

f ◦H(`) = f ◦ g1(`) = g2 ◦ T−1(`) = H(T−1(`) .

Lo que queŕıamos probar resulta de la anterior igualdad y del

hecho de que ` y T−1(`) son arcos de la misma hoja de L0.

De acuerdo con (2) y (3), F =
⋃

k∈Z fk(H(L0)) es la

foliación C∞ de R2−{0} por rayos f−invariantes, finalizando

aśı la prueba de la proposición.

Por lo tanto parece natural colocar en las hipótesis orig-

inales del Problema DMY la existencia de al menos un rayo

invariante.

4.3.1. Aplicaciones que preservan la orientación

Al suponer que la aplicación preserva la orientación y la

existencia de un rayo invariante probaremos el siguiente lema

usando los resultados de la Sección 4.1:

Lema 4.3.9. Sea f ∈ Emb+(R2) tal que Fix(f) = {0}. Si

existe un rayo f−invariante, γ, entonces Ω(f) ⊂ γ. Además

ω(p) = {0} o bien ω(p) = ∅, para todo p ∈ R2.

Demostración. Si 0 es el único punto fijo de f y si existe un

rayo f−invariante, γ, entonces f : R2 \ γ → R2 \ γ es un

embebimiento que preserva la orientación verificando (4.1).

Fix(f |R2\γ) = ∅ (4.1)
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Como R2 \ γ ⊂ R2 es un conjunto abierto y homeomorfo

a R2, podemos concluir que Ω(f|R2\γ) = ∅ por la Proposición

4.1.3, y por tanto que Ω(f) ⊂ γ. No obstante, f |γ : γ → γ es

un embebimiento uno dimensional que preserva la orientación

y tiene un único punto fijo, por lo tanto el conjunto {q ∈ γ :

ω(q) = {0}} es γ o bien {0}.

Sea p ∈ R2 \ γ. Dado que Ω(f) ⊂ γ, tenemos que ω(p) ⊂
γ.

Buscamos que ω(p) ⊆ {0}. Supongamos que no es aśı,

entonces existe un r ∈ ω(p) ∩ (γ \ {0}). Por lo que existirá un

entorno abierto W de r tal que γ ∩W es un segmento embe-

bido y W \ γ es la unión de dos discos disjuntos U y V . Dado

que la órbita positiva de p se acumula en r, podremos asumir

que esa órbita positiva intersecta a U infinitas veces (en caso

contrario consideraremos V ). Pero como ω(r) ⊆ {0} y f es un

homomorfismo en su imagen, cogiendo W (y por tanto U) su-

ficientemente pequeño, podemos suponer que U, f(U) y f 2(U)

son disjuntos dos a dos y por lo tanto que existe un entero

positivo n, con n > 2, tal que para algún s ∈ U, tenemos que

fn(s) ∈ U , y además U ∩ f `(U) = ∅, para ` = 1, 2, . . . , n − 1.

Ver Figura 4.3.1.

Por teoŕıa de isotoṕıa, podemos encontrar un homeo-

morfismo h : R2 → R2 que preserva la orientación soportado

en U (es decir, que h|R2\U coincide con la aplicación identi-
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r

0

Figura 4.6: Construcción de abiertos U .

dad) y tal que h(fn(q)) = q. Definimos g = f ◦ h, entonces

g : R2 → R2 es un embebimiento que preserva la orientación

tal que g(fn(q)) = f(q) y que además coincide con f fuera de

U .

Como fn(s) ∈ U ⊂ R2 \ γ, fn(s) es un punto periódico

de g|R2\γ de peŕıodo n. Se sigue del Corolario 4.1.4 que g|R2\γ
tiene un punto fijo q0. Ciertamente q0 /∈ U , y por tanto q0 ∈
Fix(f |R2\γ) lo que contradice la condición a). Entonces ω(p) ⊆
{0} y hemos probado el Lema.

Nota 4.3.10. En el lema anterior puede ocurrir que {p ∈
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R2 : ω(p) = {0}} es diferente de {0} y R2 incluso si f es

un isomorfismo lineal de R2. Un ejemplo seŕıa la aplicación

f(x, y) = (x/2, 2y) . La órbita positiva del punto (x, y) es la

sucesión {(x/2n, 2ny)}n∈N, que converge al rayo f−invariante

γ correspondiente al eje x = 0 sobre el que el origen es un

repulsor.

Teorema 4.3.11. Sea f ∈ Embd
+(R2) tal que f(0) = 0. Si

existe un rayo f−invariante, γ, y Spec(f) ∩ [1, 1 + ε) = ∅,
para algún ε > 0, entonces Ω(f) ⊂ γ. Además ω(p) = {0} o

bien ω(p) = ∅, para todo p ∈ R2.

Demostración. f ∈ Embd
+(R2) con f(0) = 0 y Spec(f)∩ [1, 1+

ε) = ∅, para algún ε > 0 por lo tanto, por el Corolario 3.1.2

tenemos que Fix(f) = {0}.
Además, f preserva la orientación y existe un rayo f−invariante,

γ. Se sigue del Lema 4.3.9, Ω(f) ⊂ γ y que ω(p) = {0} o bien

ω(p) = ∅, para todo p ∈ R2.

Teorema 4.3.12. Sea f ∈ Embd
+(R2) con un rayo

f−invariante, γ, y tal que f(0) = 0. Si Spec(f) ⊂ B(0, 1),

entonces 0 es un atractor local y Ω(f) = {0}.

Demostración. Si f ∈ Embd
+(R2) verifica las hipótesis del teo-

rema, entonces también verifica las del Teorema 4.3.11 y por
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tanto Ω(f) ⊂ γ y ω(p) = {0} o bien ω(p) = ∅, para todo

p ∈ R2.

Además, como Spec(f) ⊂ B(0, 1), por el corolario al

Teorema 1.1.25 de Hartman-Grobman 0 es un atractor local.

Luego {p ∈ γ : ω(p) = {0}} = γ y Ω(f) = {0}, dado que f

preserva la orientación.

De acuerdo con el Teorema de Hartman Grobman, el 0

es un atractor local (ver por ejemplo [17]). Por tanto la prueba

de este teorema se sigue del Teorema 4.3.11.

La diferencia entre los Teoremas 4.3.11 y 4.3.12 es que

en el primero puede no existir el ω−ĺımite de un punto y en el

segundo siempre existe. Es por este motivo que introduciremos

la hipótesis de disipatividad o existencia de una ventana.

Se sigue de la Proposición 4.3.7 que si f ∈ Emb(R2) es un

embebimiento disipativo entonces existe un conjunto compacto

A tal que para todo p ∈ R2, el conjunto ω(p) es no vaćıo y

ω(p) ⊂ A. Además nótese que si f(0) = 0, entonces 0 ∈ A. Por

lo que el problema de la existencia del ω−ĺımite se consigue

solventar añadiendo a la hipótesis la existencia de una ventana

o que la aplicación sea disipativa.

No obstante, la Figura 1.1 (b) muestra el espacio de fases

de un flujo suave transversal al ćırculo unidad ∂D tal que la

aplicación a tiempo uno f : R2 → R2 (inducida por el flujo),

que asumiremos que es un difeomorfismo suave de R2, satisface
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f(D) ⊂ Int (D) (donde D es el disco unidad) y ω(p) = {0},
para todo p ∈ R2. Obsérvese también que toda trayectoria del

flujo que entra en ∂D es un rayo f−invariante. En este caso

el origen no es un atractor local y por tanto no es un atractor

global por lo que necesitaremos la hipótesis de la estabilidad

local (ver [4] o [52] para más ejemplos de este tipo). A este

respecto tenemos el primer resultado sobre atracción global.

Teorema 4.3.13. Sea f ∈ Emb+(R2) tal que Fix(f) = {0}.
Si f es disipativa y existe un rayo f−invariante, γ, entonces

ω(p) = {0} para todo p ∈ R2.

Además, si 0 es un punto fijo estable, entonces 0 es un atrac-

tor global de f .

Demostración. Como f es una aplicación disipativa, existe un

conjunto compacto D ⊂ R2 tal que, para todo p ∈ R2, se

verifica que ω(p) 6= ∅ y ω(p) ⊂ D . Por el Lema 4.3.9 se

puede concluir que ω(p) = {0} , para todo p ∈ R2. Además,

si 0 es estable, entonces 0 es un atractor global por definición

y la prueba ahora está completa.

Cabe observar que bajo las condiciones del Teorema 4.3.13,

si 0 es estable, entonces tenemos que Index(f, 0) = 1 . (Ver

[49].) En la Sección 4.3.2 daremos un resultado análogo al Teo-

rema 4.3.13 en el caso de que la aplicación no preserva área

y además daremos otros resultados cambiando la hipótesis de

138 Tesis Doctoral



Dinámica con curva invariante

estabilidad local por la de ı́ndice del punto fijo.

Con el Teorema 4.3.13 hemos obtenido un primer resulta-

do topológico de estabilidad global. No obstante, en el Teorema

4.3.16 daremos condiciones sobre el espectro y la diferencial de

una aplicación de clase C1 para que se cumplan las condiciones

topológicas y el origen continúe siendo atractor global.

La motivación para ese resultado fue la existencia de un

atractor global cuando la diferencial de nuestra aplicación es

una contracción uniforme (ver [33] para más detalles sobre

contracciones en espacios métricos) como muestra la siguiente

propiedad:

Proposición 4.3.14 (Principio de las aplicaciones contracti-

vas). Sea f : Rn → Rn una aplicación de clase C1 tal que

f(0) = 0. Si ‖Dfp‖ < 1, para todo p ∈ Rn, entonces 0 es un

atractor global de f .

Demostración. Sea q ∈ Rn y sea s = ‖q‖. Como f es de clase

C1 y B̄(0, s) es un conjunto compacto, podemos encontrar un

número real M > 0 tal que ‖Dfp‖ ≤ M < 1, para todo p ∈
B̄(0, s). Además conseguimos que f(B̄(0, s)) ⊂ B(0, s), por

lo tanto f |B̄(0,s) es una M−contracción. Entonces fk(q) → 0

cuando k → ∞. Pero q ∈ Rn es un punto arbitrario de Rn,

aśı que 0 es un atractor global para el sistema dinámico discreto

generado por f .
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Dado que buscamos que la aplicación sea disipativa, única-

mente nos interesa que contraiga en el complementario de una

bola suficientemente grande y además sólo radialmente, en vez

de uniformemente. Bajo esas condiciones, el siguiente lema nos

permite encontrar una ventana para una aplicación diferencia-

ble.

Lema 4.3.15. Sea f : Rn → Rn una aplicación de clase C1 tal

que f(0) = 0. Supongamos que existen R > 0 y 0 < α < 1 tales

que ‖Dfp · p‖ < α ‖p‖, para todo ‖p‖ > R. Entonces existen un

s0 > R y un α < µ < 1 tales que, si p ∈ Rn and ‖p‖ ≥ s0,

entonces ‖f(p)‖ ≤ µ ‖p‖ .

Demostración. Como B̄(0, R) es un conjunto compacto y f es

de clase C1, existe un número real M > 1 tal que ‖Dfq‖ ≤ M ,

para todo q ∈ B̄(0, R).

Sean µ =
α + 1

2
y s0 =

2(MR− αR)

1− α
.

Observar que 0 < α < µ < 1, dado que 0 < α < 1. Además,

s0 =
2R(M − α)

1− α
>

2R(1− α)

1− α
> R.

Sea p ∈ Rn tal que ‖p‖ ≥ s0. Consideremos ahora la curva

Ψ : [0, ‖p‖] → Rn definida como Ψ(t) = (t p)/ ‖p‖. Entonces,
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por definición de longitud del arco,

‖f(p)‖ ≤
∫ R

0
‖(f ◦Ψ)′ (t)‖ dt +

∫ ‖p‖

R

‖(f ◦Ψ)′ (t)‖ dt

≤
∫ R

0
‖Df(Ψ(t)) ·Ψ′(t)‖ dt +

∫ ‖p‖

R

‖Df(Ψ(t)) ·Ψ′(t)‖ dt

≤ MR + α (‖p‖ −R) = MR− αR + α ‖p‖

=
1− α

2
· 2(MR− αR)

1− α
+ α ‖p‖

≤ 1− α

2
‖p‖+ α ‖p‖ = µ ‖p‖.

Consecuentemente, para todo ξ > R se verifica que f(B(0, ξ)) ⊂
B(0, ξ).

Teorema 4.3.16. Sea f ∈ Emb+(R2) una aplicación de clase

C1 tal que f(0) = 0. Supongamos que se verifican las sigu-

ientes condiciones:

(i) Existen dos números reales R > 0 y 0 < α < 1 tales que

||Dfp · p|| < α ||p||, para todo ||p|| > R.

(ii) Spec(f) ⊂ B(0, 1).

(iii) Existe un rayo f−invariante γ.

Entonces 0 es un atractor global de f .

Demostración. De las condiciones (i) y el Lema 4.3.15 obten-
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emos que f es disipativo. De la condición (ii) se sigue, por un

lado que 0 es el único punto fijo de f por el Corolario 3.1.2,

y por otro que el origen es atractor local por el corolario al

Teorema 1.1.25 de Hartman-Grobman. Y dado que existe un

rayo f−invariante y f preserva la orientación, entonces 0 es un

atractor global por el Teorema 4.3.13.

Ejemplo 4.3.17. Consideremos la aplicación:

f(x, y) =

(
x

4(1 + x2 + y2)
,

√
3x + 2y

4(1 + x2 + y2)

)
(4.2)

Dado que ‖f(x, y)‖ ≤ ζ < 1 para todo (x, y) ∈ R2 tal

que ‖(x, y)‖ > R > 1 tenemos que el sistema es disipativo. Por

lo que basta con estudiar la dinámica del sistema dentro de la

bola B(0, 1).

Además, para todo (x, y) ∈ R2 tal que ‖(x, y)‖ < 1, ten-

emos que

0 < det(Dfp) = − −1 + x2 + y2

8(1 + x2 + y2)3 < 1.

Por lo que, f ∈ Emb1
+(R2) y Spec(f) ⊂ B(0, 1).

Entonces, como f fija el origen y el eje de coordenadas

x = 0 es invariante por la aplicación, el origen es un atractor

global del sistema discreto generado por f .

Obsérvese que con el Teorema 4.3.16 hemos probado la
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Conjetura DMY en dimensión dos, en el caso de que se preserve

la orientación, con las hipótesis adicionales (i) y la existencia

de un rayo invariante por la aplicación. En la Sección 2.3 se

muestra claramente con el Ejemplo de Szlenk que si quitamos

la condición (i) el resultado es falso. y en la Sección 4.4 veremos

que también es necesaria la curva invariante. Además, en la

Sección 4.3.2 se dará un resultado análogo en el caso de que no

se conserve la orientación.

4.3.2. Aplicaciones que no necesariamente preservan

la orientación

Para probar los resultados de la Sección 4.3.1 era nece-

sario suponer que la aplicación conserva la orientación ya que

en otro caso los teoremas de P. Murthy recogidos en 4.1.1 no

son ciertos (ni siquiera lo son para homeomorfismos del plano,

ver [5],[6] o [24], entre otros).

No obstante, dado que la segunda iterada de una apli-

cación siempre conserva la orientación, todav́ıa podremos hacer

uso de los resultados del Caṕıtulo 3 para poder dar condiciones

análogas a las de la Sección 4.3.1 que puedan implicar que el

sistema siga admitiendo un punto fijo de atracción global. Es

decir, lo que haremos en esta sección es aplicar a la segunda

iterada los resultados obtenidos en la Sección 4.3.1 para apli-

caciones que preservan la orientación y preguntarnos por las
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órbitas periódicas de peŕıodo 2.

A este respecto tenemos el primer lema:

Lema 4.3.18. Sea f ∈ Emb(R2) tal que f(0) = 0 y Fix(f 2) =

{0}. Si existe un rayo f−invariante, γ, entonces Ω(f) ⊂ γ.

Además ω(p) = {0} o bien ω(p) = ∅, para todo p ∈ R2.

Demostración. Si Fix(f 2) = {0}, entonces podemos aplicar el

Lema 4.3.9 para f 2 que siempre preserva la orientación y obten-

emos el resultado. Más concretamente, como Fix(f 2) = {0},
tenemos que Ω(f 2|R2\γ) = ∅ por la Proposición 4.1.3. En par-

ticular, f 2|R2\γ no tiene puntos fijos ni puntos periódicos, por

tanto tampoco los tiene f |R2\γ. Nos faltaŕıa ver el conjunto de

puntos no-errantes.

Queremos obtener que Ω(f |R2\γ) = ∅. Supongamos que

no, entonces existirá p ∈ Ω(f |R2\γ). Tomemos un disco pequeño

U ⊂ R2 \ γ centrado en p tal que U, f(U), f 2(U) y f 3(U) sean

disjuntos dos a dos. Procediendo como en la prueba del Lema

4.3.9, si se verifica la condición (4.1) podremos suponer que

existe un embebimiento g que coincide con f fuera de f(U) tal

que g tiene un punto periódico en f(U). Esto implica que g2

tiene un punto periódico en f(U) (que como mı́nimo es una

órbita 4−periódica para g), y consecuentemente g2 tiene un

punto fijo q perteneciente a R2 \ (γ ∪ U ∪ f(U)), porque g2

preserva la orientación. Dado que g2 y f 2 coinciden en R2 \ (γ∪
U ∪ f(U)), tenemos que q es también un punto fijo de f 2|R2\γ,
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que es imposible. Luego, Ω(f) ⊂ γ.

Sea p ∈ R2 \ γ, entonces ω(p) ⊂ γ. Como buscamos que

ω(p) ⊆ {0}, análogamente a la demostración del Lema 4.3.9,

podemos construir un embebimiento g : R2 → R2 que preserva

la orientación verificando que g(fn(q)) = f(q) y con un punto

fijo fuera de un disco contenido en R2\γ (donde coincide con f).

Por lo tanto Fix(f |R2\γ) 6= ∅, lo que contradice las hipótesis.

Combinando el Lema 4.3.18 anterior con el Teorema 4.3.13

de la Sección 4.3.1 todav́ıa podemos probar la estabilidad glob-

al del origen cambiando la hipótesis de preservar la orientación

por la condición de que la segunda iterada tenga el origen como

único punto fijo.

Teorema 4.3.19. Sea f ∈ Emb(R2) tal que f(0) = 0

y Fix(f 2) = {0}. Si f es disipativa y existe un rayo

f−invariante, γ, entonces ω(p) = {0}, para todo p ∈ R2.

Además, si 0 es un punto fijo estable, entonces 0 es un atrac-

tor global de f .

Demostración. Como f es una aplicación disipativa existe un

conjunto compacto D ⊂ R2 tal que, para todo p ∈ R2, se

verifica que ω(p) 6= ∅ y ω(p) ⊂ D . Por el Lema 4.3.18 se

puede concluir que ω(p) = {0} , para todo p ∈ R2. Además, si

el 0 es estable, entonces 0 es un atractor global por definición

y la prueba ahora está completada.
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El siguiente corolario es consecuencia directa de los Teo-

remas 3.2.8 y 3.1.1 del Caṕıtulo 3. Nos permitirá sustituir en

el Teorema 4.3.21 las hipótesis topológicas del Teorema 4.3.19

por otra condición sobre el espectro de la aplicación de clase

C1, obteniendo un resultado análogo a la Sección 4.3.1 cuando

la aplicación no conserva necesariamente la orientación.

Corolario 4.3.20. Sea f : R2 → R2 una aplicación diferen-

ciable tal que f(0) = 0. Si Spec(f) ∩ R = ∅, entonces f es un

embebimiento con Fix(f 2) = {0}.

Teorema 4.3.21. Sea f : R2 → R2 una aplicación de clase

C1 tal que 0 es un punto fijo estable.

Supongamos que además se verifican las siguientes condi-

ciones:

(i) Existen dos números reales R > 0 y 0 < α < 1 tales que

||Dfp · p|| < α ||p||, para todo ||p|| > R.

(ii) Spec(f) ∩ R = ∅ .

(iii) Existe un rayo f−invariante γ.

Entonces 0 es un atractor global.

Demostración. De la condición (ii) y el Corolario 4.3.20 se sigue

que f ∈ Emb(R2) tal que Fix(f 2) = {0}, y por el Lema 4.3.18

concluimos que ω(p) = {0}, para todo p ∈ R2. Como el origen
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es un punto fijo estable podemos concluir que el 0 es un atractor

global de f , que es lo que queŕıamos probar.

Una vez que hemos probado la existencia de un atrac-

tor global suponiendo que es localmente estable, intentaremos

hacer un estudio del problema introduciendo otras hipótesis.

Existen varios trabajos en la literatura donde se reco-

gen numerosos estudios sobre dinámica de homeomorfismos del

plano que conservan la orientación sin puntos fijos o con un

punto fijo aislado de ı́ndice distinto de 1 (por lo tanto sin otros

puntos no errantes), como por ejemplo en trabajos de P. Le

Calvez, como [35], [38] y [39], o de F. Le Roux, como [40] y

[41], o de otros autores como E. E. Slaminka en [56] o L. Guil-

lou en [25].

También se han publicado trabajos relacionando la esta-

bilidad del punto fijo con la sucesión de ı́ndices de las iteradas

para homeomorfismos del plano como en [36], [37], [7], [53] o

en [54].

Asimismo, para embebimientos del plano R. Ortega y

E.N. Dancer probaron en [19] que si el origen es un punto fi-

jo aislado y estable de un embebimiento que preserva la ori-

entación, entonces su ı́ndice es 1. Además F. R. Ruiz del Portal

también lo probó para homomorfismos locales que invierten la

orientación en [53]. No obstante, esta condición de ı́ndice no es

suficiente ni siquiera para difeomorfismos del plano ya que hay
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casos en los que el ı́ndice es 1, pero el origen no es asintótica-

mente estable. Ver, por ejemplo, Figura 1.1.

Como nosotros buscamos la existencia de un punto fijo

de atracción global, entonces el ı́ndice debe ser 1 porque en

otro caso el punto fijo seŕıa inestable, ver [19]. Posteriormente

también R. Ortega dio en [48] una relación entre el ı́ndice de

punto fijo de la segunda iterada y la estabilidad local como

mostraremos a continuación (ver [49] o [48] para más detalles).

Esto nos permitirá cambiar la hipótesis de estabilidad local por

la de Index(f 2, 0) = 1 en los Teoremas 4.3.13 y 4.3.19:

Sea U un dominio de Rn y f : U ⊂ Rn → Rn una apli-

cación diferenciable. La matrix Df |0 tiene un número finito de

valores propios, {λk}0<k≤n. Los que son diferentes de cero los

podemos reordenar de tal manera que ‖λ1‖ ≥ ‖λ2‖ ≥ ... ≥
‖λn‖. Denotaremos µk, sus respectivas multiplicidades alge-

braicas.
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Teorema 4.3.22 (Ortega, 1992). Sea U ⊂ Rn un subconjunto

abierto, acotado y entorno del 0. Consideremos f : U ⊂ Rn →
Rn una aplicación de clase C1 tal que 0 es un punto fijo aislado

de f 2.

Si µ1 = 1, ‖λk‖ < 1 con 2 ≤ k ≤ n, entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

i) 0 es asintóticamente estable.

ii) 0 es estable,

iii) Index(f 2, 0) = 1.

El siguiente resultado nos recuerda al corolario del Teo-

rema 1.1.25 de Hartman-Grobman en dimensión 2 y para em-

bebimientos de clase C1.

Corolario 4.3.23 (Ortega, 1992). Sea U un dominio de R2 y

f : U → R2 una aplicación continua e inyectiva de clase C1 en

U tal que 0 ∈ U y 0 < det Dfp < 1 ∀p ∈ U . Entonces 0 es

asintóticamente estable si y sólo si 0 es aislado con respecto a

f 2 y Index(f 2, 0) = 1.

Definición 4.3.24. Sea f ∈ Emb(R2), diremos que f contrae

área (uniformemente) si ∀A ∈ B ∃0 < % < 1 tal que µ(f(A)) ≤
%µ(A), donde B es el conjunto de los Borelianos de R2 y µ es

la medida de Lebesgue.
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Teorema 4.3.25. Sea f ∈ Emb(R2) de clase C1 tal que

f(0) = 0. Supongamos que se verifica que:

1. f es disipativa y contrae área.

2. Fix(f 2) = {0}.

3. Existe un rayo f−invariante.

Si Index(f 2, 0) = 1, entonces 0 es un atractor global.

Demostración. Dado que f contrae área, al menos uno de los

dos valores propios de Df(0) tiene norma menor que 1. Por

lo tanto sólo un valor propio puede tener norma mayor que

1 y estamos en las condiciones del Teorema 4.3.22. Entonces,

como Index(f 2, 0) = 1, el origen es localmente asintóticamente

estable.

Por otro lado, como f es disipativa, por las condiciones 1

y 2 y el Lema 4.3.18 tenemos que ω(p) = {0} para todo p ∈ R2.

Con lo que 0 es un atractor global.

Si la aplicación conserva la orientación obtenemos este

corolario del Teorema 4.3.25:

Corolario 4.3.26. Sea f ∈ Emb+(R2) de clase C1 tal que el

origen es el único punto fijo. Supongamos que f es disipativa,
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contrae área y existe un rayo f−invariante. Si Index(f 2, 0) = 1,

entonces el origen es un atractor global.

Observar que en el ejemplo de la Figura 1.1 (b), el ı́ndice

de la f en el origen es 1 y no obstante el 0 no es un atractor

global. Por lo que no es suficiente suponer que Index(f, 0) = 1

en el Corolario 4.3.26.

Otra consecuencia inmediata al Teorema 4.3.25 y que fa-

cilita los cálculos a la hora de comprobar las hipótesis es el

siguiente:

Corolario 4.3.27. Sea f ∈ Emb(R2) de clase C1 tal que f(0) =

0. Supongamos que se verifica que:

1. Existe una ventana para f y Spec(Df0) ∩B(0, 1) 6= ∅.

2. Fix(f 2) = {0}.

3. Existe un rayo f−invariante.

Si Index(f 2, 0) = 1, entonces 0 es un atractor global.
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Teorema 4.3.28. Sea f : R2 → R2 una aplicación de clase C1

tal que f(0) = 0. Supongamos que se verifican las siguientes

condiciones:

1. f es disipativa y contrae área.

2. Spec(f) ∩ R = ∅ .

3. Existe un rayo f−invariante γ.

Entonces 0 es un atractor global.

Demostración. Como f contrae área, al menos uno de los dos

valores propios de Df(0) tiene norma menor que 1. Pero Spec(f)∩
R = ∅, por lo que los dos valores propios de Df(0) tienen norma

menor que 1 y por el corolario al Teorema 1.1.25 de Hartman-

Grobman 0 es un atractor local.

Si se verifica la condición 2, entonces por el Corolario

4.3.20, f ∈ Emb(R2) y Fix(f 2) = {0}. Además, como f es

disipativa y existe una rayo f−invariante, entonces por el Lema

4.3.18 ω(p) = {0} para todo p ∈ R2. Por tanto, 0 es un atractor

global.
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4.4. Un contraejemplo sin rayo invariante y

sin órbitas periódicas

En esta sección daremos un ejemplo de un homeomorfismo

disipativo que preserva la orientación f : R2 → R2 verificando

Fix(f) = Per(f) = {0} y tal que el origen es asintóticamente

estable pero no es un atractor global.

(1) Construiremos un homomorfismo h : [0,∞) → [0,∞) tal

que el infinito es un repulsor, el origen es un atractor y Fix(h) =

{0, 1}.
Sea P : [0, 1] → [0, 1] un homeomorfismo tal que:

(i) P (0) = 0, P (1
2) = 1

2 , P (1) = 1.

(ii) Para todo x 6= {0, 1
2 , 1} se verifica que 0 < P (x) < x.

(iii) 0 < P ′(0) < 1, P ′(1
2) = 1, P ′(1) > 1.

Un ejemplo puede ser el polinomio P (x) = 1
2(x + 5x −

8x3 + 4x4).

Ahora extenderemos el conjunto P ([0, 1]) al conjunto [0,∞)

con un difeomorfismo H : [0, 1] → [0,∞) de tal forma que

H(0) = 0, H(1
2) = 1, ĺımx→∞H(x) = ∞.

(Un ejemplo seŕıa H(x) = x
2(1−x)2 .)

Definimos el homomorfismo h : [0,∞) → [0,∞) como

h = H ◦ P ◦H−1.
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(2) Sea gα : R2 → R2 una rotación de centro el origen y ángulo

α ∈ R \Q.

(3) Definimos f : R2 → R2 en polares como

f(r, θ) = (h(r) cos(θ + 2πα), h(r) sin(θ + 2πα))

Entonces, por construcción f es un homomorfismo disi-

pativo que preserva la orientación y el origen es un punto fijo lo-

calmente estable. Además, como α ∈ R\Q, Fix(f) = Per(f) =

{0}.
Por otro lado, cuando r = 1 aparece una curva cerrada

Υ invariante por la aplicación f . Por lo que el origen no puede

ser atractor global.

Figura 4.7: No puede existir rayo invariante γ

Además, tampoco existe ningún rayo f− invariantes dado

que si apareciera algún rayo γ éste tendŕıa que intersectar a la
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curva cerrada Υ en algún punto p ∈ R2. Y dado que Υ también

es invariante f(p) ∈ γ∩Υ por lo que Υ debeŕıa estar contenida

en γ (ver Figura 4.4). Lo que seŕıa contradictorio ya que γ es

una curva simple sin autointersecciones.

Este homomorfismo f muestra que la existencia de un

rayo invariante es necesaria para obtener atracción global par-

tiendo de las hipótesis originales de la Conjetura DMY. Además

como se puede observar su aparición va más allá de impedir la

existencia de órbitas periódicas, permite tener un control más

fuerte de la dinámica de un embebimiento disipativo que preser-

va la orientación con un único punto fijo.
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Caṕıtulo 5

Problemas abiertos

5.1. Aplicación a la Teoŕıa de Osciladores

En esta sección veremos de qué manera se puede conectar

el estudio topológico de la existencia de un atractor asintótico

global desde el punto de vista de las ecuaciones diferenciales

periódicas de segundo orden.

Consideremos la ecuación,

ẋ = F (t, x), (5.1)

donde F : R × R2 → R2 es un campo vectorial de clase C1 y

periódico en t ∈ R tal que, para algún T > 0, F (t + T, x) =

F (t, x), para todo (t, x) ∈ R × R2. Además, supongamos que

existe unicidad de la solución del problema con condiciones

iniciales asociado a (5.1).

Dado p ∈ R2, la solución de (5.1) asociada a la condi-
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ción inicial x(0) = p se denotará por x(t, p). Esta solución

está definida en un intervalo maximal (α, ω) ⊂ R, con

−∞ ≤ α = α(p) < 0 < ω = ω(p) ≤ ∞.

Consideremos el conjunto

D = {p ∈ R2 | x(t, p) está definida en [0, T ]}.

El conjunto D se puede reescribir como el conjunto de

puntos del plano cuyo extremo ω es mayor que el peŕıodo T y,

por lo tanto es abierto. Definimos la aplicación de Poincaré

P : D ⊂ R2 → R2, tal que P (p) = x(T, p).

Por unicidad de la solución del problema con condiciones

iniciales, la aplicación P está bien definida y es inyectiva. Además,

por el teorema de dependencia continua de las condiciones ini-

ciales, P es continua. Luego tenemos que P ∈ Emb(R2).

Por otro lado, si el campo vectorial X de la ecuación

diferencial (5.1) es de clase Cr, entonces P ∈ Emb r(R2) por

el teorema de diferenciabilidad con respecto a las condiciones

iniciales. Además, por la Fórmula de Jacobi-Liouville,

det DPq = exp{
∫ T

0
divx F (t, x(t, q)) dt }, ∀q ∈ R2, (5.2)
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tenemos que det DP > 0 en todo el plano. Por lo tanto, P ∈
Emb r

+(R2).

Además, si todas las soluciones están definidas en el in-

tervalo (−∞,∞), entonces P = P (D) = R2, P ∈ Hom(R2)

y por tanto, P ∈ Dif r
+(R2). La inversa de la aplicación de

Poincaré viene dada por la fórmula:

P−1(p) = x(−T, p), ∀p ∈ R2.

Por otro lado, los conjuntos invariantes para el sistema

definido por (5.1) se corresponderán con los de P . Las órbitas

T−periódicas de (5.1) serán puntos fijos de P y las órbitas

nT−periódicas de (5.1) serán las órbitas n−periódicas de P .

El siguiente ejemplo muestra una ecuación diferencial periódi-

ca de segundo orden para la que el origen es atractor global y

donde también se verifican las hipótesis del Corolario 4.3.26.

Ejemplo 5.1.1. Consideremos la ecuación diferencial

ẍ + cẋ + (ω2 + ε cos t)x + gx3 = 0 (5.3)

Podemos reescribir el sistema como

ẋ = y

ẏ = −cy − (ω2 + ε cos t)x− gx3

En el art́ıculo [8], B. Campos y J. Mart́ınez Alfaro pro-
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baron, para g > 0, e = ε ω2 suficientemente pequeño y para c

suficientemente grande lo siguiente:

(I) La solución x(t) ≡ 0 es la única órbita 2π−periódica de

(5.3), es hiperbólica con ı́ndice 1 y
∧

(0) = R2. Obsérvese que

en este caso será un rayo invariante cualquier curva continua

formada por la órbita de un punto.

(II) Además, para esos valores de los parámetros, la aplicación

de Poincaré asociada a (5.3) verifica P ∈ Embr
+(R2) y contrae

área. En efecto, por la fórmula (5.2) de Jacobi-Liouville tenemos

que

0 < det DPq = exp{
∫ T

0
divx F (t, x(t, q)) dt } = exp{−2πc} < 1

Por tanto, el origen es un atractor global de la ecuación

(5.3).

Sean f : R → R una función real anaĺıtica y g : R2 → R
una aplicación real anaĺıtica T−periódica en t. Consideremos

ahora la siguiente generalización de la ecuación (5.3):

ẍ + f(x)ẋ + g(x, t) = 0 (5.4)

Sean x∗(t) una solución T−periódica de (5.4). Veremos

qué podemos decir de la ecuación:

1. El sistema (5.4) es anaĺıtico y periódico de peŕıodo T .
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2. Si f(x) es estrictamente positiva para todo x ∈ R, entonces

la divergencia del campo es negativa y por la Fórmula (5.2)

tenemos que la aplicación de Poincaré asociada a (5.4)

contrae área y P ∈ Embr
+(R2).

3. Si la aplicación g verificara alguna de las condiciones de

los Teoremas clásicos de [51] entonces el sistema seŕıa disi-

pativo. Y, por tanto, existiŕıa un número finito de órbitas

periódicas de peŕıodo T . (Ver [45, 50]) para más detalles.

En este caso, la aplicación de Poincaré asociada al sistema

(5.4) P seŕıa disipativa y con un número finito de puntos

fijos.

4. Supongamos además que se verifica

0 < m = inf f ≤ sup f = M < ∞

gx(x
∗(t), t) ≤ a− b(d +

√
a),

donde b = (M − m)/2, d = (M + m)/2, a = (π/T )2 +

d2/4 y a − b(d +
√

a) > 0. Entonces, [50] nos dice que,

si Index(P, (x∗(0), ẋ∗(0)) = 1, la órbita es asintóticamente

estable.

Por lo tanto, uno de los problemas abiertos relaciona-

dos con esta memoria es ver qué condiciones debe cumplir

un sistema anaĺıtico de tipo (5.4) (además de las de 4) para
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que la órbita periódica sea única y para que exista un rayo

P−invariante.

Existen varias publicaciones al respecto. Por ejemplo, en

[10] J. Campos y P. Torres utilizaron técnicas parecidas a las

de esta memoria para estudiar la ecuación de Liénard:

ẍ + f(x)ẋ + g(x) = p(t).

En este resultado prueban que la existencia de una solución

acotada implica la existencia de una única solución periódica

que atrae a todas las soluciones acotadas. También describen el

conjunto de condiciones iniciales correspondientes a soluciones

acotadas.

5.2. Existencia de un rayo invariante

En los caṕıtulos anteriores hemos visto que la existencia

de un rayo invariante para un embebimiento disipativo f del

plano que preserva la orientación puede ser crucial a la hora de

determinar si la región de atracción de un punto fijo es todo el

plano. Esto se debe principalmente a que, si la aplicación tiene

un único punto fijo, entonces Fix(f) ⊂ γ. Lo que significa que

la aplicación fuera de la curva es un embebimiento sin puntos

fijos que preserva la orientación y toda la dinámica se reduce

al comportamiento del sistema dentro de una curva unidimen-
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sional.

No obstante, determinar la existencia de un rayo invari-

ante por una aplicación puede llegar a ser complicado. Si el rayo

fuera uno de los ejes de coordenadas o una recta cualquiera,

seŕıa relativamente fácil, pero si es una curva más complica-

da los cálculos pueden ser computacionalmente costosos. Por

lo que uno de los problemas abiertos es dar condiciones sufi-

cientes que garanticen la existencia de un rayo invariante por

la aplicación.

Uno de los criterios para ver si existe curva invariante

es estudiar las simetŕıas del sistema. En ese caso, cada eje de

simetŕıa seŕıa un rayo f−invariante.

Si la aplicación f fuese un difeomorfismo, se podŕıa ver

como el tiempo 1 de un flujo y podŕıamos construir la órbita de

un punto que salga del infinito y vaya al origen. O, si fuera un

homeomorfismo intentaŕıamos construir un arco de traslación

cuya ĺınea de traslación fuera homeomorfa a R (ver [6]). Esto

a veces nos lleva a probar directamente que
∧

(0) = R2, puesto

que estas construcciones no suelen depender del punto.

Otro criterio para escapar de la existencia de la curva

invariante es suavizar la definición de rayo invariante. En la

Sección 4.3 ya se introdujo el concepto de continuo Σ invari-

ante. En este caso, bastaŕıa con estudiar la dinámica topológica

dentro del continuo al igual que ocurre con el rayo. Además,
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seŕıa suficiente con suponer que este continuo intersectara con

la región de atracción del origen sin que necesariamente lo con-

tenga.

Por otro lado, una de las preguntas que surgen al estu-

diar estas técnicas es que ocurriŕıa si tengo más puntos fijos.

Obviamente, el origen ya no es un atractor global, pero tam-

bién podŕıamos intentar describir la dinámica en el caso de que

existiera un continuo Σ invariante tal que Fix(f) ⊂ Σ y el com-

plementario continuara siendo homeomorfo a R2. Al igual que

en el caso del atractor global podŕıamos disminuir una dimen-

sión el sistema y estudiar la dinámica únicamente en el continuo

o en el rayo, si existiera. Observar que en el Ejemplo 2.2.8 Σ

seŕıan los ejes coordenados. En este caso śı que habŕıa puntos

fuera de los ejes cuyo ω−ĺımite está en el rayo invariante, como

son las separatrices que forman las variedades estables de los

puntos de silla.

5.3. Extensión a Rn

Esta memoria se basa en el Teorema 4.1.1 que afirma

que un embebimiento del plano que preserva la orientación sin

puntos fijos no tiene órbitas periódicas. Este resultado es cier-

to en R2, pero no está probado en general para dimensiones

mayores. No obstante, J. Campos publicó en [10] un resultado

similar para homeomorfismos definidos en R3 que verifican una
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cierta condición de monotońıa cerca del infinito. En esta ĺınea,

se podŕıa suponer, análogamente, la existencia de un continuo

Σ, que contuviera al origen y tal que R3 \ Σ fuera a su vez

homeomorfo a R3.

5.4. Dinámica de la Conjetura Discreta de

Markus-Yamabe

En el Caṕıtulo 2 vimos que las hipótesis originales de la

Conjetura Discreta de Markus-Yamabe no son suficientes para

garantizar la existencia de un atractor global para aplicaciones

que no son triangulares. Otro de los problemas que están rela-

cionados con esta memoria es el estudio de la dinámica de las

aplicaciones f : Rn → Rn de clase C1 que fijan el origen y cuyo

espectro está contenido en la bola unidad.

En este caso, la dinámica se centra en el comportamiento

del sistema en una corona. La técnica en este caso es estudiar

las propiedades del recubrimiento universal que vuelve a ser, en

este caso R2. Hay varios trabajos relacionados con la dinámica

de un homeomorfismo en una corona. Ver, por ejemplo, [23]

y [25]. Obviamente la aparición de órbitas periódicas depen-

derá del número de rotación de la aplicación.
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lú

n
ic

o
p

un
to

fij
o

y
f

p
re

se
rv

a
o

rie
n

ta
c

ió
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ót
es

is
.

Tesis Doctoral 167



Tabla de contraejemplos

168 Tesis Doctoral
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Fórmula de Jacobi-Liouville,

158

Homotecia

matriz, 88

Homotoṕıa, 42
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au voisinage d’un point fixe. Ann. Scient. Éc. Norm. Sup.
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phisme de surface. C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math.,

330(3), 225–230, 2000.
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