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RESUMEN

En esta tesis se abordan dos problemas fundamentales relacionados con los estudios
de estabilidad y seguridad de reactores nucleares, donde es necesario resolver eficien-
temente sistemas de ecuaciones lineales dispersos de gran dimensién. El primero de
ellos esté relacionado con el problema de los modos Lambda de la ecuacién de difusién
neutrénica aplicada a un caso de estudio (reactor Ringhals-I, tipo agua en ebullicion
o BWR), que constituye un problema de valores propios generalizado. El segundo pro-
blema esta relacionado con la resolucién de un sistema de ecuaciones lineales disperso
de gran dimensiéon que surge de la discretizacién temporal de la ecuacién de difusién
neutrénica aplicada a otro caso de estudio (reactor Leibstadt, tipo BWR) y que debe
resolverse en distintos pasos de tiempo.

Para la resolucién de los sistemas de ecuaciones lineales dispersos de gran dimensién
asociados al problema de los modos Lambda, en esta tesis se ha realizado un estudio
numérico del comportamiento secuencial y paralelo de algunos de los métodos que resuel-
ven este tipo de problemas, tales como: métodos directos, métodos iterativos y métodos
basados en subespacios de Krylov. Para realizar el estudio se han utilizando librerias
de libre distribucién, tanto secuenciales como paralelas. Con los resultados obtenidos,
se han identificado aquellos métodos y librerias que resuelven mds eficientemente los
sistemas lineales para el caso de estudio seleccionado.

Para la resolucién de los sistemas de ecuaciones lineales dispersos del caso dinamico,
en esta tesis se han propuesto métodos iterativos multipaso para la aceleracién de su
resolucién, los cuales también se han implementado secuencial y paralelamente utili-
zando librerias de libre distribucién. En la experimentacién de estos métodos iterativos
multipaso propuestos se ha podido comprobar que se ha alcanzado una aceleracién con-
siderable y que pueden ser una opcién apropiada para llevar a cabo simulaciones més
complejas.

Los algoritmos que resuelven los problemas planteados en esta tesis y sus implementa-
ciones paralelas se han evaluado experimentalmente con respecto a tiempo de ejecucion,
aceleracién (speedup) y eficiencia en dos plataformas paralelas de memoria distribuida.
Los resultados han mostrado que las implementaciones paralelas disminuyen considera-
blemente los tiempos de ejecucion secuenciales, y las aceleraciones y eficiencias han sido

aceptables.






SUMMARY

This thesis addresses two key problems related to stability and security studies of
nuclear reactor cores, where it is necessary to solve very-large sparse linear equations
systems efficiently. The first one is related to Lambda modes equation problem of the
neutron diffusion equation applied to a realistic test case (Ringhals-I nuclear reactor,
which is a boiling water reactor or BWR type), and it constitutes a generalized eigenvalue
problem. The second one is related to the solution of very-large sparse linear equation
systems that arise from the temporal discretization of the neutron diffusion equation
applied to another realistic test case (Leibstadt nuclear reactor, which is a BWR type)
and they must be solved in different time steps.

In order to solve the very-large sparse linear equations systems associated with the
Lambda modes problem, in this thesis we have carried out a numerical study of the
sequential and parallel performance of direct, iterative and Krylov—based iterative met-
hods. This study has been done using sequential and parallel free distribution libraries.
With the numerical results from this study we have identified all those methods and
libraries that solve efficiently the sparse linear equation systems for the test case.

On the other hand, to solve the sparse linear equation systems related to second
problem, in this thesis we have proposed second—degree iterative methods to speedup
their solution. These methods have been implemented using sequential and parallel free
distribution libraries. Several experiments carried out with second—degree iterative met-
hods have showed a significant speedup of the solution process and they can be an option
to carry out more complex simulations.

The algorithms which solve the problems presented in this thesis and their parallel
implementations have been evaluated with respect to execution time, speedup and effi-
ciency in two distributed memory parallel platform. Numerical experiments have showed
that parallel implementations reduce significantly sequential execution times and overall

parallel performance has been satisfactory.






RESUM

En aquesta tesis s’aborden dos problemes fonamentals relacionats amb els estudis
d’estabilitat i seguretat de reactors nuclears, on esdevé necessari resoldre eficientment
sistemes d’equacions linials dispersos de gran dimensié. El primer d’ells esta relacionat
amb el problema dels modes Lambda de la equacié de difusié neutronica aplicada a
una cas d’estudi (reactor Ringhals-TI tipus aigua en ebullicié o BWR), que constitueix
un problema de valors propis generalitzats. El segon problema esta relacionat amb la
resolucié d’un sistema d’equacions linials disperses de gran dimensié que surt de la dis-
cretizacié temporal de la equacié de difusion neutronica aplicada a un altre cas d’estudi
(reactor Leibstadt, tipus BWR) i que ha de resoldres en diferents passos de temps.

Per a la resolucio dels sistemes d’equacions linials dispersos de gran dimensié associats
al problema dels modes Lambda, en aquesta tesis s’ha realitzat un estudi numeric del
comportament seqiiencial i paral-lel d’alguns dels metodes que resolen aquests tipus de
problemes, tals com: metodes directes, metodes iteratius i metodes basats en subespais
de Krylov. Per a realitzar aquest estudi s’han emprat llibreries de lliure distribucié, tant
seqiiencials com paral-leles. Amb els resultats obtesos, s’han identificat aquells metodes i
llibreries que resolen més eficientment els sistemes linials per al cas d’estudi seleccionat.

Per a la resolucié dels sistemes d’equacions linials dispersos del cas dinamic, en
aquesta tesis s’han propost metodes iteratius multi-pas per a l'acceleracié de la seua
resoluciéd, els quals també s’han implementat sequencialment i paral-lelament utilitzant
llibreries de lliure distribucié. En ’experimentacié d’aquestos metodes iteratius multipas
propostos s’ha pogut comprobar que s’ha assolit una acceleracié considerable i que poden
ser una opcid apropiada per dur a terme simulacions més complexes.

Els algorismes que resolen aquestos problemes plantejats en aquesta tesis juntamente
amb les seues implementacions paral-leles han estat avaluats experimentalment respecte
al temps d’execucid, acceleracié (speed—up) i eficiencia en dues plataformes paral-leles
de memoria distribuida. Els resultats han mostrat que les implementacions paralel-leles
disminueixen considerablement els temps d’execucié seqiiencials, i les acceleracions i les

eficiencies han estat acceptables.
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Capitulo 1

Introduccion

La modelizacién matematica de muchos fenémenos fisicos involucra la utilizacion de
sistemas de ecuaciones en derivadas parciales (EDP). Uno de los fenémenos fisicos con
més interés actualmente, es la modelizacién de la difusién de neutrones en el interior
del niicleo de un reactor, especialmente reactores de agua en ebullicién o tipo BWR (del
Inglés Boiling Water Reactor) [85] [98], dado su impacto en la mejora de la seguridad en
las centrales nucleares, y donde la resolucién numérica rapida y eficiente de la ecuacion de
la difusién neutrénica (EDN) constituye una herramienta fundamental para la simulacién
v la prevencion de desastres nucleares.

En el proceso de la resolucién de la EDN pueden identificarse dos cédlculos distintos
aunque complementarios. El primero de ellos tiene como objetivo determinar la configu-
racion estatica del reactor en un instante de tiempo, y que toma la forma de un problema
de valores propios generalizado. El otro tipo de calculo se realiza para el estudio de un
transitorio a partir de una perturbaciéon efectuada sobre una configuracién estatica del
reactor, utilizando para ello la EDN dependiente del tiempo.

La forma comun de resolver la EDN es discretizandola, es decir, aproximando las
EDP que la conforman mediante ecuaciones algebraicas que involucran un niimero finito
de incégnitas. Para realizar estas aproximaciones se pueden utilizar diversos métodos,
como métodos en diferencias finitas [128] [17], métodos nodales [49] [117] [60] y métodos
basados en elementos finitos [59]. Con la discretizacién es posible reducir el problema
original, al problema de resolver sistemas de ecuaciones lineales cuyas matrices de coe-
ficientes se caracterizan, generalmente, por ser de gran tamano y dispersas.

Una vez discretizadas las EDP involucradas, se hace necesario resolver numéricamen-
te los sistemas de ecuaciones lineales resultantes. Para la resolucién numérica de estos
sistemas existen también diversos métodos, tanto directos [124] [21] [125] [24] (Gauss,
Crout, etc.) como iterativos cldsicos [126] [113] (Jacobi, Gauss—Seidel, Sobrerrelajacion)

e iterativos basados en subespacios de Krylov [91] [84] [66] (Gradiente Conjugado, Re-



1.1. Objetivos

siduo Minimo Generalizado, entre otros).

Los problemas planteados en parrafos anteriores se caracterizan por ser problemas de
gran dimension, y la automatizacion de sus soluciones mediante computo secuencial no
es factible con respecto a los tiempos de respuesta ideales para efectos de simulacién o
predicciéon. Asi pues, para predecir con precisién el comportamiento estatico y dindmico
de los reactores BWR, se hace necesario desarrollar, ademas de métodos computacionales
secuenciales, métodos computacionales paralelos que permitan reducir los costes asocia-
dos a la resolucién numérica de los sistemas de ecuaciones lineales dispersos (SELD) de
gran dimensién que surgen de la discretizacién de la EDN en su forma estacionaria y

dindmica. La siguiente seccion establece los objetivos principales de la presente memoria.

1.1. Objetivos

Conforme a lo dicho anteriormente, los objetivos principales de este trabajo de in-

vestigacién son

% Estudiar, probar y evaluar distintas librerias numéricas de libre distribu-
cién que permitan identificar los métodos mas eficientes en la resolucién
de los sistemas de ecuaciones lineales dispersos de gran dimension aso-
ciados con la EDN multigrupo en su forma estacionaria de un caso real,

y

% Disenar, implementar, evaluar y extender algoritmos secuenciales y pa-
ralelos iterativos multipaso para resolver eficientemente los sistemas de
ecuaciones lineales dispersos de gran dimensién que surgen en la dis-
cretizacion de la EDN multigrupo dependiente del tiempo de un caso

real.

Para alcanzar los objetivos de este trabajo de tesis, se han definido los siguientes
objetivos especificos:

o Identificar librerias del algebra lineal numérica, tanto secuenciales como
paralelas, que permitan la representacion, la manipulaciéon de operacio-
nes y la resolucién de sistemas dispersos de ecuaciones lineales de gran

dimension.

e Conformar una bateria de matrices prueba, obtenidas de la discretiza-
cién 3D de la EDN multigrupo partiendo de nicleos de reactores de agua
en ebullicién (tipo BWR) reales, que aborden tanto el caso estacionario

como el caso dindmico.
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e Realizar un estudio experimental que permita observar el desempeno
ofrecido por métodos directos e iterativos contenidos en librerias numéri-
cas de libre distribucién, para la resolucion secuencial y paralela de los
SELD asociados a la EDN multigrupo, tanto para el problema estacio-

nario como dinamico de los casos de estudio abordados.

e Con base en el estudio experimental, seleccionar aquellos métodos y
librerias, tanto secuenciales como paralelas, que resulten mas eficientes

para resolver los SELD de los casos de estudio abordados.

e Investigar los fundamentos de los métodos iterativos multipaso y su
aplicacién, a fin de proponer métodos iterativos multipaso que
busquen resolver eficientemente los sistemas de ecuaciones lineales dis-
persos que surgen de la discretizacién de la EDN multigrupo en el caso
dindmico.

e Implementar secuencial y paralelamente, utilizando las librerias mas
eficientes y adecuadas, los métodos iterativos multipaso propuestos para

resolver los SELD de los casos de estudio.

e Evaluar el desempeno secuencial y paralelo de los métodos iterativos
multipaso propuestos con base en criterios de convergencia y métricas

de paralelismo como tiempo de ejecucién, speedup y eficiencia.

1.2. Motivacion

Los problemas de estabilidad de los reactores tipo BWR han sido una gran preocupa-
ci6én desde los primeros experimentos de su diseno alrededor del ano 1950. Generalmente
estos reactores producen oscilaciones en la potencia y el caudal, durante su arranque o
parada. Tanto en pruebas de estabilidad como en algunos sucesos de inestabilidad duran-
te la operacion comercial de estos reactores se han observado dos tipos de oscilaciones.
En el primer tipo de oscilaciones detectadas la potencia del reactor varia de la misma
forma con una frecuencia cercana a los 0.5 Hz. y se conoce con el nombre de oscilaciones
en fase. En el otro tipo de oscilaciones se observa que la potencia de una parte del reactor
crece mientras que en la otra parte del reactor decrece manteniéndose la potencia media,
aproximadamente constante y se denominan oscilaciones fuera de fase. La deteccién y
prediccién de estas oscilaciones mediante una correcta modelizacién del fenémeno fisico
es de vital importancia para mejorar la seguridad de los reactores BWR.

En particular se suele utilizar la EDN en la aproximacién de dos grupos de energia:
el rapido y el térmico; y se supone que los neutrones se producen en el grupo réapido
de energia y no hay procesos de dispersién (o trasvase de energfa) de neutrones del

grupo térmico al rapido. Este modelo consiste en un conjunto de sistemas de ecuaciones
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en derivadas parciales lineales con coeficientes variables que hay que integrar para la
geometria del nicleo del reactor.

Un primer problema asociado con este modelo, es la resolucion de la ecuacion de los
modos Lambda que es un problema parcial de valores propios generalizado asociado a un
operador diferencial no autoadjunto. La obtencién de los valores propios dominantes y las
correspondientes funciones propias asociadas, tanto a este problema como al problema
adjunto, es de interés ya que el valor propio dominante, conocido como constante efectiva
del reactor (keff) [98], proporciona una idea de la distancia de la configuracién estudiada
del reactor de una configuracién critica en la que la reaccién en cadena se mantiene. La
correspondiente funcién propia (o modo fundamental), describe el estado estacionario
del reactor para una configuracién dada, siendo el punto de partida para cualquier
transitorio que se quiera estudiar, y constituye el segundo problema asociado al modelo
[1]. Este segundo problema, que estd relacionado con el estudio de transitorios durante
el funcionamiento del ntcleo del reactor, se caracteriza por la necesidad de resolver
eficientemente SELD de gran dimensién durante distintos pasos de tiempo. Sin embargo,
recientemente existe el interés por extender estudios de la EDN utilizando 4, 7 o méas
grupos de energfa [23], lo cual hace aun més desafiante los problemas que plantea.

Por tal razoén, la resolucién rapida y eficiente de los SELD involucrados, el desarrollo
de nuevos algoritmos, asi como la identificacién de todas aquellas herramientas hardware
y software més apropiadas para este proposito, serd de gran beneficio cuando se intente

resolver ambos problemas fundamentales.

1.3. Estado del Arte

Dentro de los métodos de discretizacién que comtinmente se han utilizado para rea-
lizar célculos estdticos y dindmicos de reactores estdn los métodos nodales [2], que se
clasifican en métodos nodales avanzados analiticos (ANMs) [105], y los métodos nodales
basados en desarrollos (NEMs) [72]. Otros métodos son los basados en el desarrollo del
flujo neutrénico en polinomios cuyos coeficientes se calculan mediante una técnica de
pesado de residuos [77]. Otra aproximacién utilizada en programas comerciales consiste
en resolver la ecuacién de la difusién de un grupo modificada dependiente del tiempo
mediante una aproximacién cuasi—estética [127].

Se han desarrollado métodos nodales consistentes para el calculo de transitorios que
hacen uso de desarrollos de los flujos neutrénicos y de los flujos transversales en cada no-
do en términos de polinomios de Legendre [117]. Dentro de las propiedades importantes
de este ultimo, que es un método de colocacién nodal lineal, es que es idéntico al método
de diferencias finitas centradas en las caras de la red del proceso de discretizacién [60].

Terminada la etapa de discretizacién, se hace necesario resolver numéricamente los

sistemas de ecuaciones lineales resultantes de este proceso. Para la resolucién numérica
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de estos sistemas existen métodos directos y métodos iterativos. Los mayoria de los
métodos directos para el caso disperso ejecutan una factorizacién LU [21] [125] [24]
sobre la matriz original y tratan de reducir el costo mediante la minimizacion del relleno
(fill-in), es decir, la introduccién de elementos diferentes de cero, durante el proceso de
eliminacion en posiciones en que inicialmente habian ceros.

Existen aplicaciones en donde los métodos directos, se han estado utilizando pre-
ferentemente sobre los métodos iterativos debido a su robustez y a la precisién de las
soluciones encontradas. Sin embargo, los métodos iterativos han demostrado buena com-
petencia con la aparicién de métodos tipo Gradiente Conjugado (GC), que combinadas
con iteraciones sobre subespacios de Krylov pueden proporcionar procedimientos de
propésito general eficientes y sencillos, alcanzando la calidad de sus contrapartes di-
rectas. Los métodos iterativos también se han caracterizado por su relativa facilidad
para ser implementados sobre computadoras de alto desempeno, més que los métodos
directos [91]. Dentro del conjunto de métodos iterativos para resolver sistemas lineales

dispersos de gran dimensién, se encuentran:

e Los métodos iterativos clésicos como [126] [113]: Jacobi, Gauss—Seidel

y Sobrerelajacién.

e Los métodos iterativos basados en subespacios de Krylov, como: Gra-
diente Conjugado (GC) [66] [76], Residuo Minimo [84] (basado en el
Método de Lanczos), Residuo Minimo Generalizado (GMRES) [93] [122]
(basado en el algoritmo de Arnoldi [7] [76] [91] [53]).

e Métodos multinivel, que intentan mejorar la eficiencia de los métodos
iterativos cldsicos en funcién del uso de diferentes tamanos de mallas
en la discretizacién del problema tratado [12] [58] [73] [86].

e Otros métodos basados en subespacios de Krylov para matrices no
simétricas: Gradiente Biconjugado (BCG) [31], Gradiente Conjugado
Cuadrado (CGS) [107], Residuo Cuasi-Minimo Libre Transpuesto (TFQMR)
[38] [39], Gradiente Biconjugado Estabilizado (BICGSTAB) [112] y GM-
RES reiniciado [93].

Se pueden encontrar trabajos de investigacién donde se emplean métodos iterativos
para resolver diversos problemas. Por ejemplo, en [82] se propone un algoritmo paralelo
basado en una versién asincrona de un esquema iterativo de segundo grado; en [6] se
propone un conjunto de métodos iterativos no estacionarios paralelos para la resolucién
de sistemas no lineales; en [16] se pueden encontrar métodos iterativos paralelos basados

en multiparticién para resolver sistemas lineales hermiticos y definidos positivos.



1.4. Metodologia e Hipotesis

El problema estacionario de la EDN ha recibido gran atencién por su importancia
como paso previo que hay que resolver, para estudios de estabilidad y seguridad en
reactores nucleares. El problema estacionario, implica en realidad un problema de valores
propios generalizado. Este problema ha dado lugar a estrategias de resolucién aplicadas
con éxito en métodos como Jacobi-Davidson [115], técnicas basadas en la Iteracién del
Subespacio [120] [119], Arnoldi con reinicio implicito [62] [63] [108] asi como métodos
basados en Homotopia [65].

Por otro lado, entre los trabajos que intentan resolver la EDN dependiente del tiempo,
usando c6digos de dominio publico, se encuentran los que usan los cédigos DASPK [13]
y FCVODE [67]. Estos cédigos han sido utilizados como base en trabajos como [40] [41],
donde se aplican a casos pequenios 2D y 3D; o en trabajos como [42], donde se describen
las actividades que se estan llevando a cabo en la Universidad Politécnica de Valencia,
para acelerar y extender cédigos para la solucién de la EDN modelada con 2 grupos de
energia en casos 3D grandes de reactores reales.

Es importante mencionar que la técnica de discretizacion utilizada dicta, muchas
de la veces, los métodos numéricos que seran utilizados para resolver los sistemas de
ecuaciones que surgen. Por ejemplo, en [102] la EDN es discretizada usando un método
de volumen finito mixto de celdas centradas (NEM-MO) en el espacio y un método que
combina Crank-Nicholson asi como un método de diferencias finitas hacia atrds de dos
pasos (BDF-2) en el tiempo, donde los sistemas de ecuaciones que surgen son resueltos
con técnicas multimalla, asi como con el método del Gradiente Biconjungado estabilizado
(BICGSTAB) precondicionado.

Sin embargo, un problema latente es que conforme los problemas 2D y 3D de la
EDN se modelan con méas de 2 grupos de energia, los sistemas de ecuaciones dispersos,
como producto de la discretizacion, son de mayor dimensién, creando nuevos desafios y
la necesidad de desarrollar e implementar nuevos métodos numéricos. Por esta razon, el
presente trabajo propone la utilizacién y paralelizacién de métodos multipaso [126], que
aprovechen las caracteristicas de los bloques que conforman los sistemas de ecuaciones
a resolver.

La aplicacién de métodos multipaso a problemas relacionados con la resolucién de
los sistemas dispersos de la EDN dependiente del tiempo puede encontrarse en trabajos
como [14], donde se exponen los resultados de la aplicacién de estos métodos a problemas

dindmicos de pequenos reactores 2D y 3D.

1.4. Metodologia e Hipotesis

La metodologia del trabajo ha estado fundamentada especialmente sobre actividades
como: lectura de articulos cientifico-técnicos y tesis de doctorado relacionados con la

EDN y los problemas asociados a ella (problema estacionario y dindmico); investigacién
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sobre los fundamentos y caracteristicas principales de los métodos de resoluciéon de SELD
(métodos directos e iterativos); investigacién, practica y uso de librerfas numéricas se-
cuenciales y paralelas que manipulen matrices dispersas; aplicacién y diseno de métodos
iterativos multipaso; asi como aprendizaje y entrenamiento en el uso de recursos hard-
ware y software disponibles en centros educativos como la Universidad Politécnica de
Valencia y otros centros de investigacion como el National Energy Research Scientific
Computing Center (NERSC) en los Estados Unidos de Norteamérica.

1.4.1. Meétricas de Evaluacion

Para la evaluacion secuencial y paralela de los métodos implementados en esta tesis

se han utilizado las siguientes métricas que son [74]:

e Tiempo de ejecucion, que en esta tesis se denotara con T el tiem-
po de ejecucion secuencial mejor y con Tj el tiempo de ejecuciéon del
programa paralelo con p = 1 procesador y, en general, T}, el tiempo de

ejecucién paralelo con p procesadores.

e Aceleracion de ejecucién (Speedup), que mide la ganancia de velo-
cidad de ejecucién del algoritmo paralelo con respecto al mejor algorit-
mo secuencial que resuelve el mismo problema. El speedup, por tanto,

esta dado por:

idealmente se espera que el Speedup sea igual al niimero de procesadores

empleados [74].

e Eficiencia, que mide el porcentaje del tiempo de ejecucion que los
procesadores se mantienen utilmente empleados. La eficiencia se expresa

Ccomao:

donde la eficiencia ideal es igual a 1 [74].

1.4.2. Hipoétesis

La hipdtesis planteada en esta tesis es que el uso de métodos iterativos basados
en subespacios de Krylov y métodos iterativos multipaso combinados con el poder que
ofrecen las herramientas de computacion de altas prestaciones pueden ayudar a resolver
eficientemente los SELD de gran dimensién que surgen de la discretizacion de la EDN,
tanto en el caso estacionario como en el dindmico. Aunado a esto, y dada la estructura a

bloques del problema, es posible aprovechar las caracteristicas de los métodos iterativos
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multipaso, para realizar simulaciones de este tipo con mas de dos grupos de energia
en un futuro cercano, lo que redundard en simulaciénes mas realistas y complejas que
permitiran un mejor conocimiento de los aspectos de seguridad y control en la industria
nuclear.

1.5. Organizacién de la Tesis

Este documento esta organizado como sigue: en el capitulo 2 se plantean los proble-
mas asociados a la resolucion de la EDN que se abordan en esta tesis: por una parte, la
resolucién de los sistemas de ecuaciones lineales de gran dimensiéon que aparecen en la
solucién de la ecuacién de los modos Lambda, resultado de discretizar la EDN con dos
grupos de energia en estado estacionario; por otra parte, la resolucién de un sistema de
ecuaciones lineales disperso (SELD) de gran dimensién para el estudio de transitorios,
resultado de discretizar la EDN en el tiempo.

En el capitulo 3 se presenta una descripciéon general de los diversos métodos y pre-
condicionadores para la resolucién de SELD: métodos directos, métodos iterativos (es-
tacionarios, no estacionarios) as{ como también los métodos multipaso.

En el capitulo 4 se especifican las plataformas computacionales, tanto secuenciales
como paralelas, utilizadas en los experimentos numéricos para resolver los problemas
antes mencionados. Ademads, se introducen las librerias numéricas de libre distribucion,
tanto secuenciales como paralelas, que seran aplicadas y evaluadas a lo largo del presente
trabajo.

La presentacion, desempeno y andlisis de los distintos experimentos secuenciales y
paralelos realizados con las librerias numéricas para resolver los sistemas de ecuaciones
dispersos asociados a la EDN en su forma estacionaria, asi como los resultados obtenidos
de la aplicacién de los distintos métodos multipaso propuestos por este trabajo de tesis
para el caso dinamico de la EDN multigrupo se muestran en el capitulo 5. Ademas,
se presentan los coeficientes de desempeno paralelo obtenidos de las diferentes pruebas
aqui descritas.

El capitulo 6 muestra los resultados de un estudio, basado en ciertas suposiciones
acerca de los flujos neutrdnicos, de la estructura que tendrian las matrices asociadas
a la EDN, tanto en el caso estacionario como dindmico, utilizando méas de dos grupos
de energia. En particular, se presenta un estudio de las estrategias y algoritmos de
paralelizacion que pueden utilizarse para el caso hipotético con cuatro grupos de energia.

Por 1ltimo, en el capitulo 7 se presentan las conclusiones finales y trabajos futuros

que se derivan de este trabajo de tesis.



Capitulo 2

Planteamiento de los
Problemas asociados a la
Ecuacion de Difusion

Neutronica

2.1. Introduccion

Este capitulo tiene como objetivo presentar la ecuacién de difusién neutrénica (EDN)
dependiente del tiempo utilizada para estudiar fenémenos relacionados con la distribu-
cién de neutrones en el interior del nicleo de un reactor. La distribucién de neutrones
en un reactor nuclear, es funcién de la posicion, la energia y el tiempo. La ecuacién
constituye un sistema de ecuaciones en derivadas parciales, por lo que su resolucién
numérica precisa de métodos de discretizacion, tanto para la parte espacial como para la
parte temporal. Mucha de la informacién mostrada en este capitulo puede encontrarse
en forma mds detallada en [81] [47] [117] [116].

El presente capitulo se ha organizado de la siguiente manera. La seccion 2.2 presenta
los fundamentos de la EDN. En la seccién 2.3, se presenta el problema estacionario
relacionado con la EDN, conocido también como el problema de la ecuacién de los
modos Lambda. En la seccién 2.4, se presenta el problema asociado al caso dindmico de
la EDN y que es fundamental para estudios de estabilidad y seguridad en los reactores

nucleares. Por tdltimo, en la seccién 2.5 se enuncian algunas conclusiones del capitulo.
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2.2. Ecuacién de Difusién Neutronica

2.2. Ecuacion de Difusion Neutrdnica

En la teoria del transporte, el neutrén es considerado como una particula puntual, que
puede describirse completamente conociendo su posicién y su velocidad. Desde un punto
de vista macroscopico, se estudia la interaccién entre los neutrones y los nticleos atémicos,
ignorando los detalles del proceso de interacciéon dentro del niicleo y considerando que
ésta se produce instantaneamente. Aunado a esto, se definen secciones eficaces asociadas
a la probabilidad de que tenga lugar un determinado tipo de reaccién, tal como: la
captura de neutrones, la dispersion elastica de los mismos, etc.

La ecuacién de balance en un volumen de control dVdEdS2 del espacio de fases,
se obtiene considerando céomo varia la densidad de neutrones dentro del volumen con
respecto al tiempo, la cual estd en funcién de la proporcién de neutrones que entran
menos la proporcién de neutrones que salen del volumen. Para esto, es necesario describir
la poblacién de neutrones, que se hace mediante la densidad angular de neutrones, que
es una magnitud denotada con N (7, E,Q,t) y definida como el nimero esperado de
neutrones en la posicién 7, con direccion €2, y energia E, en el tiempo ¢, por unidad de
volumen, unidad de dngulo sélido y unidad de energia. Ahora, en funcién de la densidad

angular de neutrones, puede definirse el flujo neutrénico angular como:

O (7, E,Q,t) =vN (¥, E,Q, 1),

donde v es el médulo de la velocidad. Asi, la ecuacién de balance en el volumen de

control da lugar a la ecuacion de transporte de neutrones que se expresa como:

109 -
L B0 = i VO B00) - Sr (7 B0 ® (7,00 + Q0,1 +
v
+ (1-8) Z / dE'vSe (7, Et) | d® (7, B, 1) +
Q/

(o]
n / dE’/ dVSs (7P E,Q — B,Q:1) @ (F, B, 1) +
0 Q
K
E .
+ ;Ak’“ir)ck(r,t). (2.1)

El primer término de la parte derecha de la ecuacién (2.1), representa la adveccién
neta de neutrones fuera del volumen de control (donde g es el vector unitario en la
direccién especificada por €2); el segundo término describe la proporcién a la que salen
los neutrones del volumen de control por procesos de absorciéon o dispersion; en el tercer
término, () representa una posible fuente externa de neutrones; en el cuarto término, la
tasa de neutrones de fision que se producen en el volumen es representada, suponiendo

que la distribucién de neutrones de fisién es isétropa en todas direcciones; el quinto
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Neutrénica

término representa la tasa de neutrones que se introducen en el volumen por procesos
de dispersion; por tultimo, el sexto término da cuenta de los neutrones diferidos que
aparecen en el volumen al decaer los precursores.

En la ecuacién (2.1) también se consideran los siguientes pardmetros:

Y1 , denota la seccion eficaz total,
Yr , denota la seccion eficaz de fisién,
xXp , es el espectro de neutrones producidos al decaer

los precursores,

Y (7 E,Q — E,Q;t) , eslaprobabilidad de que un neutrén se disperse
de un volumen dV'dE'dY a otro dVdEdS),
K
8= Z Br , K esel nimero de precursores considerados y
k=1
Br , esla proporcién de neutrones de fisién diferidos por

la transformacion de un precursor tipo k,

Ak, eslatasa con la que un precursor de tipo k decae.

La concentracién de precursores de neutrones diferidos satisface la ecuaciéon de ba-

lance:

ICy,

ﬁ(’lz‘,t) = ﬂkA dE/QdQVEF (F,E,Q,t) D (ﬁ E,Q,t) — )\ka (77, t) 5 (22)

donde v es el nimero promedio de neutrones que se producen en una fisién, y k =1, ..., K.
Cabe hacer notar que hay una dependencia angular de la dispersiéon de neutrones,
la cual se debe al dngulo formado entre la direccién del neutrén incidente (@g/) y del

neutrén emergente (iq). Para eliminar esta dependencia angular:

1. Se desarrolla la seccién eficaz de dispersién como:

S (FHE,Q — E,Qit) =) — st (7 E' — E;t) P ("), (2.3)
=0

donde p* = Wqg y P, son los polinomios de Legendre:

TGP (W) P () eos(m(y — 7)), (24)
donde vy es el 4ngulo azimutal y P/ los polinomios asociados de Legendre.
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2.2. Ecuacién de Difusién Neutronica

2. Se desarrollan armonicos esféricos [114] para expresar @ (7, E,Q,t), en

primera aproximacién (aproximacién P;) como:

1

@ (7, B,.1) = - ¢ (7. B.1) + 3ita ] (7. B, 1)| (2:5)

donde ¢ (7, E,t) es el flujo neutrénico escalar, definido como:
o (T, E t) = / dQo (7, E,Q,t), (2.6)
Q

y J (7, E,t) es la corriente neutrénica definida como

=

T (7 E,t) = / dQia® (7, B, 0, t). (2.7)
Q

Con las aproximaciones (2.3) y (2.5) se obtiene la ecuacién de transporte en la apro-
ximacion Pi:
10 1 L P
o [¢ +3i0]] ) = (uQv) [0+ 3uQJ} Sro [¢ + 3t J] +

+ Q+(1—6)Z—P T AEvs [ a [¢+3u9,J}+
T Jo

20+ 1
+ / dE’/ dQ’( ;Esz( E’—>E7t)Pz(u*)>
Sl

K
+ kz_:l A’“%C’“' (2.8)

Ahora, para obtener la ecuacién para (2.6), se integra (2.8) para todas las posibles

direcciones de €, para esto:

1. Se consideran las identidades [81] [121] [9] [47]:

/dQ = A4,
Q
/anQ = 0,
Q
i (aA)dQ =
| o ()
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2. Se introduce una fuente de neutrones promedio:

/dQQ (7, E,Q,t) = Q (7, E,t);
Q

3. Y se consideran las relaciones de ortogonalidad de los polinomios y de los

polinomios asociados de Legendre;

llegando asf a que [81] [121] [47] [123]:

%%(F,E,t) = -V J(FEt)—Sr(FEt)¢(F Et)+Q(F E,t)+

+ (1-p8)xp(E) /Ooc dE'vErR (F,E',t)® (7, E' 1) +

+ / dE'Sgo (T, E' — E,t) ¢ (7, E',t)
0

K
S (B (7). (2.9)
k=1

Ahora bien, para obtener la ecuacién para (2.7), se multiplica (2.8) por g y se

integra para toda direccién de €2, obteniendo asf [81] [121] [123]:

v

+ / dE'Ss (7 E' — B, t) J (7, E',t). (2.10)
0

Finalmente, considerando:

1. La aproximacion:

aJ .
E( 7E7t)_07 y

2. Que la dispersién inelastica de los neutrones es isétropa, es decir que
Y51 describe s6lamente la dispersién eldstica, entonces la dispersién elastica
anisétropa se da sin cambio en la energia de los neutrones y, por lo tanto, se

puede expresar como:

/ AE'Sg) (7 B — B, ) J (7 B 1) = Se1 (7, B, ) J (7. B, 1)
0

3. Que la definicién de la seccién eficaz de transporte es:

Yo (7B t) = Sp (7, E,t) — Xg1 (F, EL 1)
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2.2. Ecuacién de Difusién Neutronica

4. Y que el coeficiente de difusién estd definido como:

1

D(FEt) = —
(7, B, 1) 35, (7, B, 1)’

las ecuaciones (2.6) y (2.7) se pueden reducir a la EDN:

199, (7, E,1)

: = - -V (D(F, E t)V(7, E,t)) = Xp(7, B 1)o(7, B, t) +

b [ BB - B0oE Y+
0

L (- B)xe(E) / S AESe (B )6, B ) +

K
+ D Mxw(E)Ck(Fot) + Q (7, B, t). (2.11)
k=1

Para simplificar (2.11), se utiliza una aprozimacién multigrupo [47] [123], que consis-
te en obtener una ecuacién para los neutrones cuya energia esté comprendida en cada
intervalo [Ey, Eg11], g =1,...,G — 1, donde G es el nimero de grupos de energfa consi-
derados. Esto es posible porque, en general, las secciones eficaces estdn en funcién de la
energia de los neutrones [47].

Antes de simplificar, se definen las magnitudes asociadas al grupo de energia g:

E9+1
by (Ft) = / dE$ (7, E,t),

EQ
Egt1 =
1 _ / dElM,
Vg E, v ¢g (7 1)
Bota F, B, t
5,60 = [ amsn ) 252D,
! Ey ¢q (Tat)
Egt1 Bt
VS, (Fit) = / dEvS (F,E,t)dm,
E, g r,
~ Egt1 ~
O, (Ft) — /E dEG (7. B,1) |
Eg+1
Xpg — /E dEXP (E),
Egi1
by = /E dEx (E),
g
Eg/+1 Eg+1 —*El
Syrg (Ft) = / dE’/ dESs0 (F,EHE’,t)M;
‘ E, E, bgr (71

y el coeficiente de difusion del grupo g por cada direccién espacial j:
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Eg11 (2
/ dED (7, B, 1) 22" B

E, 8J¢q (7?7 t) .

La seccién eficaz total se escribe como suma de un término de absorcién y términos

Dy (7,t) =

de dispersiéon como sigue:

G
Srg (7o t) = Sag (F ) + Y S (71),

g'=1

asi, la seccién eficaz de dispersién del grupo g es:

Sgg (Ft) =D Bgrg (7).

9'#9g
Integrando la ecuacién (2.11) entre E; y Eg41, y utilizando las definiciones anteriores,

se obtiene la EDN para el grupo g, que se expresa como:

1 0y (7,1 - NS, S . .
PR (D00 (D) = (Saglrt) + sy ) dy(7t) +
G G
+ Z Bgrg(F,1)dg (7, 1) + (1 = B8)Xpg Z v 1y (7, 1) g (7 1) +
/?é /:1
gKg ) g

k=1

mientras que la ecuacién de la concentracion de precursores para el grupo g es:

G
B> S (1) by (7 1) — MCr (7, 1) (2.13)

g=1

OC (7', t) B
ot

De esta forma, con las ecuaciones (2.12) y (2.13) se aproximan las ecuaciones (2.1)
y (2.2), reduciendo el espacio de trabajo de (7, E,Q,t) a (7, t).

En este trabajo de tesis, se considera el espectro de energia divido en dos grupos [47]
[48]:

Grupo rapido (grupo 1), representado con ¢; (7, 1),
Grupo térmico (grupo 2), representado con ¢s (7, t);

asi, las ecuaciones de difusién neutrénica para estos dos grupos son:
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2.2. Ecuacién de Difusién Neutronica

i 8¢1 (7:; t)
(%1 ot

= E21 (Fv t)¢2 (7?7 t) +

K ~
+ ) AexkaCr(Ft) + Q (7 )
k=1

y
1965 (7, 1)
Vo ot

K

+ Z AeXk2Ci(Fyt) + Q (7 1) .

k=1

Considerando que no hay fuente externa de neutrones (Q (7 t) = O) en

- v (Dl(F, OV (7, t)) (B (7 1) + S (7 1)) 61 (7 1) =
(1= B)xp1 (WEf1(7,t)p1 (7, t) + vE po (T, 1) P2 (7, 1)) +

(2.14)

v (D2(F, )V o (7, t)) + (Ba2(7, 1) + X2 (7, 1)) o2 (7, 1) =
= X2 t)o1 (7 t) + (1 — B)xp2

(VZfl(F, t)¢1(7?, t) + VEfQ(F7 lf)(bg(’lz’7 t)) +

(2.15)

(2.14) y

(2.15), v que no hay procesos de dispersién (o trasvase de energia) del grupo térmico

(grupo 2) al grupo répido (grupo 1) (Xg1 (7,t) =0 en (2.14)), (2.14) y

escribirse vectorialmente como:

(2.15) pueden

Loorn ] [ (-VDIFOV 4 Sa (@) + T ) i) |
s 2 —VDy(F )V + S (7)) o (7o) — San (7 1) |
[ =B 0Z e 0 ) + V2 0eam ) |
| (L= B)xp2 (WE 51 (7, 1) 91 (7, 1) + VX g2 (7, ) d2(7 1))
[ S A Xt Cr (7 t 516
- I lele Ak Xk2Cr (7, ‘| (2.16)

Considerando también que no se producen neutrones en el grupo térmico (grupo 2)

(Xp2 = xx2 = 0), la expresién matricial de (2.16) es:
a¢1(r £)
L 8¢2(r o | T
v2
1(77, V + Eal(’l“ t) + 212(7“ t) 0
212( t) _VDQ(Fat)
_a-5) l gzﬂ(m) gzﬁ(m)
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que al renombrar términos queda como:

K
[V @+ LO = (1-BMD+ > MCry. (2.17)

k=1
Por otra parte, la ecuacién de la concentracién de precursores para dos grupos es:
ack (Fv t)
ot

que vectorialmente se expresa como:

= ﬁk (szl (Fa t) (bl (Fv t) + VZfZ (F7 t) ¢2 (Fa t)) - )‘kck (Fa t)

ACH (7, 1)

¢1 (7?7 t)
ot P

= Gk [ VZfl (F,t) szg (F,t) } [ ) ] — A\eCh (ﬁt)

¢2 T,

y renombrando queda como:

Cr = Br [ VS5 vSp } & — A\iCh. (2.18)

En la integracién de las ecuaciones dindmicas representadas en (2.17) y (2.18), se
utiliza un desarrollo de la solucién en términos de los modos Lambda del reactor, por lo
que la determinacién de estos modos, se considera un problema previo para el estudio
de las caracteristicas de la EDN en su forma dindmica. La siguiente seccién aborda el

primer problema.

2.3. Ecuacion de los Modos Lambda. Problema Esta-

cionario

Ahora bien, resulta fundamental poder estudiar el comportamiento de un reactor
en estado critico. Se dice que un reactor esta en estado critico cuando la proporcién
a la que se producen los neutrones en su interior es igual a la proporcion a la que se
pierden [47] [98]. En estas condiciones el reactor se encuentra en estado estacionario.

Asi pues, para estudiar el estado estacionario de un reactor dado, se puede forzar la
criticidad del mismo de un modo artificial, multiplicando las secciones eficaces, relacio-
nados con la produccién de los neutrones por procesos de fisién, por un niimero A (o
bien dividiéndolas por un nimero k, A=1/k) [47]. De esta forma, se espera que exista un
nimero A que satisfaga las ecuaciones (2.17) y (2.18), mismas que pueden reescribirse

de la siguiente manera:

K

LD = M1-B)MD+ Y MCix (2.19)
k=1

0 = A { VS5 vSp ]qukck; (2.20)
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2.3. Ecuacién de los Modos Lambda. Problema Estacionario

asi, para el caso de usar G = 2 grupos de energia, la expresién (2.19) se puede expresar

como
[ VDIV 4 S £ 51 0 }cb — A\1-5) [ VS5 vSp ]q>+
+ 12K:Akck (2.21)
{ Y1 —VDoV + Suo }cb - A?:lﬂ) [ 00 }qw
+ oiAkck (2.22)
e

y la expresién en (2.20) como:
AkCr = ABk { vip Vg ] D; (2.23)

sustituyendo (2.23) en (2.21) y (2.22), éstas quedan como:

[-VDV+Sa+32n 0]e = A[ w8y v8p [e-2s[vmn vEp |0+
+ 1§K:Aﬁk[uzf1 vSp | @ (2.24)

[ 1 VD45, [0 = Ak[_(l) 0]e-xsl0 0o+
+ oliwk[yzfl vSp | @ (2.25)

K
las cuales, como 3 =", Bk, se expresan como:

{ —VDiV+Y+%2 0 }(I) = A{ vEig Vi }‘I)—)\ﬁ{ v Vi }‘I"*‘
NG S sy |0 (2.26)
[ S VDV s, [ = A[o o]e-xs[0 o]e+
+ [ vSn vEp |, (2.27)
obteniendo asi la ecuacién de los modos Lambda del reactor:
LO =AM, (2.28)
que es un problema de valores propios generalizado, asociado al operador diferencial L,
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y A Z A
yn@ EF e4 Zp+é e eﬁ
e| e |e el e |e
Inyt 4y L
€ €s
| | » | | »
I I L I T »
xm—l xmﬂ— X xm—lz xm+l X

Figura 2.1: Posicién de los nodos adyascentes al nodo e.

donde
s o_ | VDIV Za T 0
_—212 ~VDoV +Xu |’
o - |0
|
./\/l _ -VZfl Z/ng
0 0

Los valores propios A, asociados a esta ecuacion se interpretan como factores multipli-
cativos de las secciones eficaces de fisién, lo que significa que son numeros reales y, por
lo tanto, las funciones propias ®,, también son reales.

Por otra parte, existen diversos métodos para discretizar la ecuacién (2.28). En [47]
se mencionan varios, entre los que se encuentran: métodos en diferencias finitas, métodos
nodales, métodos basados en elementos finitos, por mencionar algunos. En este trabajo
de tesis, los casos de estudio seleccionados en las pruebas experimentales utilizan métodos
nodales basados en desarrollos de polinomios de Legendre de los flujos neutrénicos en
cada celda en que se ha discretizado el reactor. Esta discretizacion es como sigue.

En el caso tridimensional, para un autovalor dado A y un paralepipedo e (o nodo e,

ver Figura 2.1), la ecuacién (2.28) es:

_VDlevd)le + (ZaLe + Z12,6) ¢le = A <V2f17e¢1e + V2f2,e¢2e)
=V D2 Ve + Yo ep2e = Xizedle (2.29)

Para desarrollar el método nodal se considerara una séla ecuacion genérica:
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9. D% %
Dy — Dy, —Dye——5 Yre e:Se e 2.30
) 31‘2 Y, ayz s (92’2 + f ¢ (¢ ) ( )
Realizando el cambio de variable
B 1 Ty L + Tyt l
o= dx, v 2
v _ 1 y— ynfé + yn+%
dye 2
1 “p—13 + “pti
w = z——2 -2
dze 2

donde

dz. =Lyl — T 1y

N

la ecuacién (2.30) se escribe como:

dyedze ) Phe dvedze [ 0. dwedy. ;e
de., ¢ Ou? T dz, =~ ¢ Ow?

+Zr,e‘/e¢e = V;Se(¢e)- (231)

Suponer que la solucién en cada celda (o nodo) e utiliza

K K K

Ge(w,v,w) = DD EEE Py (u) Pa (v) Pas (w) (2.32)
k1=0 k2=0 k3=0
K K K

Se(wv,w) = YN SEURFP (1) Pra(v) Pas(w), (2.33)

e
=
I
<
N
o
Il
<
E
Y
I

0

donde Py (u) son los polinomios de Legendre ortonormales, es decir, que cumplen

" P () P (0)du = 0y = 1, (2.34)

definidos como
Py(u) = 1, (2.35)
Pi(u) = 2V3u, (2.36)

2k+32k+1 2k+3 k
P = 2 P — Py k>1, (2.
o1 () Vargt i1 bW~ gpy e @) k=1 (230)

que satisfacen:

Pn(%) =Vvan+1, Pn(—%) = (-1)"V2n +1, (2.38)
Pﬁ(%) =n(n+1)vV2n+1, P,’L(—%) = ()" Ma(mn+1)V2n+ 1. (2.39)
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Entonces, sustituyendo (2.32) y (2.33) en

(2.31), ésta se expresa como:

K K K
dyedze PFLk2:k3
Z S ¢k Py (w) Pra (v) Prea (w) —
1=0 k2=0 k3=0

dxdze S e k1,k2,k3
— ye6v Z Z Z Pi1 (w) Pz (v) Pis (w) —

k3=0

dx dye

K K K
d z eaw Z Z Z k1,k2, kgpk )Pk2(U)Pk3(w)+

1=0 k2=0 k3=0

K K
+ e Ve Z Z Z P28 Py (u) Pra (v) Pra (w) =
k1=0 k2=0 k3=
K K K
Z Z Z kl k2, k3Pk1 )P]Q(’U)Pkg(’w) (240)
1=0 k2=0 k3=0

Ahora, multiplicando (2.40) por Wi1 k2 k3 (u, v, w) = Pi1(u) P (v) Pys(w), integrando

sobre todo el volumen e y utlizando la relacién de ortonormalidad de los Polinomios de
Legendre ya definidos, se tiene que:

1

2
d ed p
—/// dudvdwWi, .y ks (4, v, w) y :

=

K K K
503 Z 3 S gk By (u) Py (0) Py (w) —
]{31 0](72 Ok}g 0

1

dredz. | 8
/// dudvdwWy, s ks (W, v, W) Telie

K K
d Y€ 902 Z Z Z ¢k17k27k3Pk( )Py (v) Py (w) —
1 Ye k1=0 k2=0 k3=0
| dxedye 2 K E -
dudvdwWi, gy ks (U, v, w) I “e 50 Z Z Z 1208 P (w) Prey (0) Prey (w) +

k1=0 k=0 k3=0
1
2

K K K
+///dudvdwwkm,ks(u,U,w)zmve SO0 gk B (u) P, (v) Py (w) =

_1 7 k1=0ko=0 k3=0

i 1
P K K K

= ///dudvdekl’k%kg_(u,v,w We Z Z Z Shkukaks p( (u) Py, (v) Pr, (),
1 k1 =0 k=0 k=0
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que es igual que

1 dyedze k1,k2,k3
— duP Dy b
[ duPua v, d22¢ ()~
2 k1=0
B dx dz
_/1 dvPyo(u, v, w) —— i yed . Z GRIRZII P (1)
—2 ¢ k2=0
3 dz.dy. 2 &
- [ Bt v ) DG S o P
2 ¢ k3=0
+ E V q)kl k2,k3 V Skl k2, k3
asi, esta ecuacion se puede reescribir como:
1 K
D’E (& 2
- dyedzeﬁ’e‘ /,1 duPy1 (u, v, w) Z Prok2 k?’P
2 k=
D 2 2 E
— dzedze dgjj /;d’l}Pkg U, v, W) kz kl k k?’P
D . d2 k1,k2,k
— dxedye 7 ) d’U)Pk3(U v, W) Tt Zqﬁ Pp(w)+
¢ J=3 k=0
4 Er eV ¢k:l ,k2,k3 V Skl k2, k:?) (241)

Ahora, definiendo:

K

k2,k3 k,k2,k3

ex - Z e Pk(u)?
k=0
K

k1,k3 __ k1,k,k3

¢ey - Z ¢e Pk(U),
k=
K

kl1,k2 k1,k2,k

ez - Z¢e P(w)7
k=

d2

Lkl = /1 dqul(U v w)ﬁ k2, k3,
-3
1 2

Ly = ’ dvPya(u, v, w)— P k1, k?’,
-1 dv?
%

Lis = / dwPys(u, v, w)— 5 kl kQ,
—1 dw
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D
E1,k2,k3 z,e
F = L,
dx,
FrLE2ES D,, Pye
ey - k2,
dye
FRLk2,k3 Dz © Lo
ez dz. ’

la ecuacién (2.41) se expresa sintéticamente como:

*dyedZeFkl ,k2,k3 dl’edZ@Fekyl’kQ’k?) dx dyeFkl ,k2,k3 + ET‘ e‘/e¢k1 ,k2,k3 V Skl k2, k:3
(2.42)

Por otra parte, las ecuaciones Ly, Lrs v Lis tienen la forma
3 d?
/; dqu(u)Wf(u),

donde:

cuya solucion es:

3 2 _ B
[ aunt ) = VEFT{ (-1 ke DA + 107D -

(S

- [k(lﬁ—l)f(;) - duf(;)] + 1+ (—D)" V2l + 1 [k(k+1) —l(l+1)]Fl}.
(2.43)

Considerando la celda (o nodo) e, vecina de e (recordar la Figura 2.1), para la

frontera en comun las condiciones de continuidad establecen que:

¢el (;,v,w> = ¢e (—;,v,w> ) (244)

y para la corriente se tiene que:

m el a 1 D:l) e 1
a Ye 7, 9 - Pe - 2.4
dzer 8u¢ ! < w> dz. au(’b ( v w> (245)
Multiplicando (2.44) y (2.45) por Wiya k3 = Pra2(v)Pr3(w) e integrando sobre la su-

perficie comun:

/ Pio(v) Pes(w)der (;,v,w) dvdw = // P2 (v) Prs(w) de (—;Mw) dvdw
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I e a 1
/ Pra(v) Pra(w) . 11 8u¢e1 <7 ,w) dvdw =

D, 1
// dv Pya(u, v, w) Pga(v) Prg(w ) 86u¢e ( 2,v,w> dvdw,
entonces,
k2,k3 1 keks (1
, : _ , _Z 2.4
(bel,m (2) ¢e,a: 2 ’ ( 6)

D:I: el d k2,k3 1 Da:e d k2.k3 1
’ — = — — ) — . 2.47
dxer duqsel’x 2 dz, du(be’z 2 ( )

De acuerdo a (2.39), (2.43), (2.46) y (2.47) (los detalles pueden verse en [121] [81]),

se sabe que:

Fk,kQ,k3 _ V Qk + 1 D
ex K(K +1)

©[K(K +1) — k(k + 1)] x

dx,
k—1
XY (L4 (=D)MF) VLTI + 1) g5+
=0
D K-—1
+ k(1) D (1 (CDM) VR TR (K +1) = 10+ 1)] 64+
© 1=k
K—1
+K(K+1) = k(k+1)] Y Vo +1[K(K +1) = 1(I+1)] x
=0
Dx.Dx
k eFlel 1 1,k2,k3 1,k2,k3
. _1 N s _ N s _
X[( ) Do T dooDa. [( ) o e }
Dmereg

[CORF S ¢2’“2”“3H } P (248)

k1,k,k3 k1,k2,k
Fey y Fez

dreDxes + dre1 D,
analogamente se obtienen las expresiones correspondientes para , en-

tonces, con base en estas expresiones y renombrando términos se tiene que:

K—-1
k,k2,k3 __ § kK 1E2,k3 kLK 4 1,k2,k3 kLK (1,k2,k3
Fem - (A el Be:v e + Cez e2 ) (249)
=0
K-1
kl,k,k3 __ kK k1,1,k3 kK 1 k1,1E3 kK k1,1,k3
Fey - z : (A e3 Bey ¢)e + Cey ed ) (250)
=0
K-1
k1,k2,k __ kK k1,k2,1 kK 1 k1,k2,1 kK k1,k2,1
Fez - (A eb Bez e + Cez eb ) (251)
=0
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Sustituyendo (2.49) — (2.51) en (2.42) se obtiene una ecuacién que involucra séla-
mente los coeficientes de Legendre ¢#7*.

Ahora, introduciendo una aproximacién “serendib” [60] se tiene que:

K—-1—-k2—k3

kk2,k3 _ Z kLK —k2—k3 (1,k2,k3 kK —k2—k3 (1,k2,k3 kLK —k2—k3 1,k2,k3
Feac - (Aeac el - Bex ¢e + Ceac e2 )252)

=0
K—-1—-k1—k3

k1,k,k3
Fey ey

=0
K—-1—-kl1—k2

_ kI, K—kl1—k3  k1,1,E3 k,;K—k1—k3 ;k1,1,k3 kI, K—k1—k3 k1,1,k3
- § (Aey e3 - B e + Cey ed )253)

k1,k2,k __ 2 kK—k1—k2  k1,k2,0 kG K—k1—k2 1 k1,k2,1 kI K—k1—k2 1 k1,k2,1
Fez - (Aez eb - Bez e + Cez e6 )(‘254)

=0

Habiendo visto a qué son iguales los términos FELA2ZAS - pklLE2.kS v [ELE2ES de 1

Yy ez
ecuacion (2.42), ésta puede generalizarse para dos grupos de energfa, y ordenando conve-
nientemente los indices, el sistema de ecuaciones diferenciales (2.29) se puede aproximar

mediante un problema algebraico generalizado de valores propios, que se expresa como:

Ly 0 ¥, :i M1 Mg |1, (2.55)
—Loy  Log| |40, kn | O 0 Vo, |’
es decir: )

El problema de valores propios generalizado representado en (2.55) es un problema
fundamental que es necesario resolver para llevar a cabo estudios de estabilidad y se-
guridad en los reactores nucleares [118], pues permite el estudio del problema dindmico

que se expone en el siguiente apartado.

2.4. Estudio de Transitorios. Problema Dinamico

Partiendo de las ecuaciones (2.17) y (2.18), la discretizacién espacial mediante el
método de colocacion nodal visto en la seccién anterior da como resultado el siguiente

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

K
[U_l] 7/}+Lw =(1 —ﬁ)MerXZAka (2.56)
k=1
Cr = B { My Mo } ¥ — AeCh, (2.57)
donde
I_ L1 0 ’
—Loy Lo

25



2.4. Estudio de Transitorios. Problema Dindmico

0 0

X:M_

Se empezard con la discretizacién de (2.57). Por una parte, se sabe que con la serie

My, M.
M—[ 11 22]}/

de Taylor de primer grado se puede aproximar una funcién diferenciable f(t) alrededor

del punto ¢, como sigue [15]:

f'(tn)
1!

f() = ftn) + (t —tn).

Por otra parte, para integrar (2.57) desde el instante ¢,, al instante t,,11, se supone
que [ My, M, | varia linealmente entre estos instantes, y por su aproximacién por
la serie de Taylor de primer grado, se aproxima como:

/

{ My Mo }77/1% { My Mz rdJnJr{{ My Mo }77/1} (t —tn), (2.58)

y aplicando diferencias finitas hacia atrds para aproximar la derivada:

n+1 1 n
’ { My, Mo } Pt — [ My, Mo ] P

{{ My Mo }w} ~ I )

donde hy = t, 41 — t,, entonces la ecuacién (2.58) queda como:

[ Myy Mo }wz [ My1 Mo }niﬁn‘i‘

[ i |7t = [ a |

+ I

(t—t,). (2.59)
Asi, sustituyendo (2.59) en (2.57) se tiene que:
Cr = B { My Mo } Y+

n+1 n
+ {i’: [ My M2 } Pt — b My Mo } 7/’n} (t = tn) = MeChk,

es decir,
Cr = B { My Mo } Y+

n+1 n
+ ik(t—tn){{ My Mo Pt — [ M1 Mo ] Wl} — M Ch,
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que integrando se tiene la solucién Cy en t,1 que se puede expresar como:
C};H_l _ Cg,ef/\kht_i_
n n+1 11
+ B (ak [ My My | et My My | ) . (2.60)

donde M7; y Mo son matrices diagonales y
(L4 Aghe) (L —eMwhe) g
A hy A
Aehy — 1+ e Al
A hy

br,

Ahora bien, para discretizar la ecuacién (2.56) se aplican diferencias finitas hacia

atrds de un paso al término de la derivada con respecto al tiempo [v_l] ¢, quedando:

¢n+1 _ wn K
[’U—l] - + Ln+11/)n+1 = (1 _ ﬁ)Mn+lwn+1 +XZ)"€CI?+1' (2.61)
t k=1
Sustituyendo (2.60) en (2.61):
1 P =y 1 1 1 1
[v_ ] — 4+ Lt wn-&- =(1- ﬁ)M"+ wn—&- +
t
K Ak n n+1 11
+XZ>\I< <CI?€ FY A+ B <ak[M11 M12} ¢n+bk[M11 M12} e )>7

k=1

que desarrollando queda como:

h
t k=1

K
{1 [’U_l] +Ln+1 _ (l — ﬁ)M’rH-l _ XZ)\kﬁkbk { My1 Mio } +1} ¢"+1 =

K K
{1 [Uﬁl] +XZ>\kﬂk'ak |: M11 M12 :| }wn—FXZAkCge)\kht’
k=1

h
t k=1

es decir:
i vl_l 0 n
he | 0 vyt
K
I Z)\ Bib [MnJrl Mntl } ,l/)nJrlf
0 kPEYk 11 12 -
k=1

_ K
i vy 1 0 1 Z)\kﬁkak [ MR M } wn_i_
ht O 'U2_1 0 11 12

k=1

Lo

n+1 n+1
L21 L22

M M
0 0

aa

+

I K
l ] A Cpre At
0 k

=1
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es decir:

h%vl_l 0
0 Loyt +
he 72

[ Yo MM ST MeBbe M ] }1/)n+1 -
0 0

hitvfl 0

0 h%vgl
K n
> ApeMht G| (2.62)
k=1 0

De (2.62) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

n+1
L7 0
n+1 n+1
L21 L22

| =Mt (- p)MT |
0 0

K n K n
n D ohe1 ABrar MYy D i AkBrar My 1 }1/1"+

0 0

n n K n
T T | [ {0 | [ Bu R | [ 9f | S et | G (2.63)
Tgl T22 ;H_l 0 R22 ¢§ k=1 0
donde
1 K
Tia = ooop o+ LI = (1= AME™ = 3 bt
t k=1

K
Typ = —(1 = B)M{E™" = ApBrbr M,

k=1
1
T = L3,
T _ 1 —1 Ln+1
22—}702 + Loy 7,
t

K
1 n
R = 7 1y E AeBrar MY,
t k=1

K
Riy =Y ABrax M,

Como puede observarse, el sistema de ecuaciones representado por la expresién (2.63)
es un sistema disperso, de gran tamano y no simétrico, que es necesario resolver para

cada paso de tiempo en la simulacién de un transitorio.

2.5. Conclusiones

El estudio del comportamiento de los reactores nucleares, asi como la descripcién de

los distintos procesos que ocurren en su interior pueden describirse mediante la EDN. En

28



Capitulo 2. Planteamiento de los Problemas asociados a la Ecuacién de Difusién
Neutrénica

los estudios de la EDN se pueden distinguir dos problemas: el estacionario y el dinamico.

El problema estacionario, también conocido como problema de los modos Lambda,
adquiere la forma de un problema generalizado de valores propios que puede resolverse
con distintas técnicas. No obstante, muchas de estas técnicas, presentan como operacién
principal el producto matriz—vector. Por otro lado, los métodos de discretizaciéon nodal
de los casos de estudio abordados por este trabajo, dan origen a que no se disponga de
la matriz L (en la expresién (2.55)) en forma explicita, por lo que es necesario utilizar
estrategias que aprovechen la estructura a bloques del problema planteado por la expre-
sién (2.55). El éxito de estas estrategias, depende en gran medida del nivel de eficiencia
para llevar a cabo este producto matriz—vector, y como se vera mas adelante, éste pro-
ducto depende a su vez de la eficiencia con que se resuelvan los sistemas de ecuaciones
lineales dispersos que forman la matriz L, y que a su vez forman una parte principal
de los estudios y experimentos numéricos que aborda el presente trabajo. Otro de los
aspectos fundamentales involucrados en el estudio de la EDN, lo constituye el problema
dindmico que plantea y que es de vital importancia en los estudios de estabilidad de
los reactores nucleares. En este problema es necesario resolver el sistema de ecuaciones
lineales asociado al bloque T' (ver expresién en (2.63)), para cada paso de tiempo del
proceso de simulacién en un transitorio. Esta matriz T, tiene la particularidad de ser no
simétrica, dispersa de gran dimensién y con estructura a bloques, lo cual puede dificul-
tar su resolucién mediante métodos iterativos y precondicionadores estdndar [10] [20].
Por tal motivo, en el presente trabajo se aborda el estudio, andlisis, prueba y disenio de
métodos (concretamente multipaso) que aprovechen las propiedades estructurales de los

sub—bloques de la matriz T y al mismo tiempo, permitan su eficiente resolucién.
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Capitulo 3

Métodos de Resolucion de

Sistemas de Ecuaciones

Lineales Dispersos

3.1. Introduccion

Los sistemas de ecuaciones lineales dispersos (SELD) surgen en muchas dreas de apli-
cacion, tales como: problemas de difusién acustica, control de trafico aéreo, dindmica de
fluidos, astrofisica, Optica laser, bioquimica, fisica de circuitos, oceanografia, simulacién
por computadora, estudios de demografia, economia, asi como en todo tipo de proble-
mas de ingenieria nuclear, petroquimica, eléctrica, estructural, entre otras. Ejemplos de
matrices dispersas que surgen de estas aplicaciones pueden encontrarse en la coleccién de
matrices dispersas Matrix Market! (también conocida como coleccién Harwell-Boeing)
propuesta en sus inicios por I. S. Duff, R. G. Grimes y J. G. Lewis [71] [25] [26].

En esta capitulo se revisan los métodos que resuelven los SELD relacionados con
la discretizacién de la ecuacién de difusién neutrénica (EDN), tanto en su estado es-
tacionario como dindmico, y que se han presentado en el capitulo 2. Estos métodos
estan implementados en algunas librerias secuenciales y paralelas, que permiten realizar
operaciones del algebra lineal numérica dispersa.

Los métodos de resoluciéon que se abordan en las siguientes secciones son:

e Métodos Directos, que encuentran una solucién al sistema Ax = b en un nimero
finito de pasos, donde cada paso en las operaciones intermedias depende de los

pasos previos (seccién 3.2).

Thttp://math.nist.gov/MatrixMarket /
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3.2. Métodos Directos

e Métodos Iterativos, que generan una sucesion de aproximaciones a la solucién

de Az = b. Aqui pueden encontrarse

e Métodos Iterativos Estacionarios, como Jacobi, Gauss—Seidel,
Sobrerrelajacién Sucesiva y Métodos Iterativos Multipaso (seccién
3.3).

e Métodos iterativos basados en Subespacios de Krylov, o
Métodos No Estacionarios, como Residuo Minimo Generalizado,
Gradiente Conjugado, Gradiente Biconjugado, Gradiente Biconju-
gado Estabilizado, Residuo Cuasi—-minimo Libre Transpuesto. Como
algunos de los métodos iterativos requieren de transformar la matriz
del sistema a resolver en otra equivalente con mejores propiedades
estructurales, se revisan también los siguientes: Método de Ar-
noldi y Método de Lanczos (seccién 3.4) .

También se revisan algunos precondicionadores (seccién 3.5), como:

e Precondicionadores Basados en Métodos Iterativos, como Jacobi, Gauss—

Seidel y Sobrerelajacién Susesiva Simétrica.

o Precondicionadores basados en Factorizaciones Incompletas, como LU

Incompleta en sus variaciones: sin relleno, con K niveles de relleno y con umbral.

Por 1ltimo, en la seccién 3.6 se enuncian conclusiones referentes a este capitulo.

3.2. Meétodos Directos

La mayoria de los métodos directos para el caso disperso estdn basados en la eli-
minacién de Gauss. Esto quiere decir, que la mayoria de los algoritmos calculan una

factorizacién LU de una permutacion de los coeficientes de la matriz general A
PAQ = LU,

donde P y @ son matrices de permutacion, L y U son matrices triangulares inferior
y superior, respectivamente. L y U son los factores de A y se utilizan para resolver el
sistema Az = b a través de: resolver Ly = PTb con una sustitucién hacia adelante y
enseguida resolver U(QTz) = y con una sustitucién hacia atras. Para el caso en que A
es simétrica y definida positiva la factorizacién toma la forma PAPT = LLT, también
conocida como factorizacion de Cholesky.

De acuerdo a lo ya dicho, la soluciéon del sistema de ecuaciones lineales disperso

Az = b mediante un método directo puede dividirse en varias fases:
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e Fase de Preordenamiento. Con esta fase se persiguen varios objetivos. Uno es
explotar la estructura de la matriz A, por ejemplo haciendo un preordenamiento
a bloques triangular o en forma diagonal a bloques para resolver el sistema efi-
cientemente. Otro objetivo es aplicar una permutacién a la matriz A para que los
elementos de la diagonal (o los pivotes) de la matriz permutada tengan valores
grandes en comparacién con el resto de los elementos, consiguiendo resolver el
sistema de forma estable. Algunos métodos para el preordenamiento son: Grado
Minimo y Diseccién Anidada [91] [24] [43] [80].

o Fase de Factorizacién Simbdlica. En esta fase [44] [54] se analiza la matriz
preordenada para pronosticar la estructura dispersa de los factores L y U de la

matriz A, produciendo estructuras adecuadas para su representacion.

e Fase de Factorizacién Numérica. Aqui es cuando se realizan las operaciones
aritméticas sobre la matriz A para calcular los factores L y U, para ello se utiliza
[50] [24] [22]: la eliminacién Gaussiana cuando A es general, y la factorizacién de
Cholesky cuando A es simétrica y definida positiva.

e Fase de Solucién. En esta fase se obtiene la solucién del sistema Az = b, es
decir, del sistema LUx = b, resolviendo Ly = b con sustitucién hacia adelante, y

resolviendo Ux = y con sustitucién hacia atras.

En la mayoria de los cédigos que implementan un método directo, las fases anteriores
se presentan muchas veces en forma combinada. Por ejemplo, las fases 2 y 3 suelen
combinarse de modo que los valores numéricos estan disponibles cuando el ordenamiento
estd siendo generado. La fase 3 por lo general, es la parte que consume més tiempo de
computacion, a diferencia de la fase de solucién la cual es mds rapida.

Para el caso donde A es densa y de orden n se requiere un almacenamiento de O(n?)
y de O(n?) operaciones aritméticas en punto flotante. Para el caso de los algoritmos
dispersos, su objetivo es resolver ecuaciones de la forma Az = b en un espacio y tiempo
proporcional a O(n)+O(N Z) para una matriz de orden n con N Z elementos diferentes de

cero. Es por esta razén que los c6digos para el caso disperso suelen ser complicados [22].

3.3. Meétodos Iterativos Estacionarios

Los métodos iterativos generan una sucesion de aproximaciones a la solucion del siste-
ma lineal Az = b de nxn, con A= {aij}i,jzl,z,...,m T = {%‘}i:u,...,n, b={biti=1,2,....n,
para ello parten de una aproximacién inicial (?) a la solucién z* y generan una sucesién
de vectores {x(k)};‘ozo que converge a x*. La mayoria de los métodos iterativos involucran

un proceso que convierte el sistema Ax = b en otro equivalente x = T'x 4 ¢ para alguna
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T € R™*" y algin ¢ € R". Entonces, tomando z(?) la sucesién de aproximaciones a la
solucién se calcula resolviendo

z® =Tz 4 ¢ (3.1)

para cada k = 1,2, ..., donde T se llama matriz de iteracion. Los métodos iterativos son
muy utilizados para resolver sistemas grandes y dispersos, ya que son eficientes en el
aspecto temporal y espacial cuando se automatizan.

Los métodos que se revisan en esta seccién son: Jacobi (J), Gauss—Seidel (GS) y

Sobrerrelajacién Sucesiva (SOR).

3.3.1. Método Iterativo de Jacobi (J)

El método de Jacobi (J) [15] (ver algoritmo 1) consiste en resolver la i—ésima ecuacién

de Ax = b para z; para obtener, siempre que a;; # 0, que
n Qii s b
zi= Yy (—“) + = i=1,2,...n,
= A 4274
Jj=1,j#i
y generar cada .Z‘Z(-k) de las componentes de z(*~1) para k > 1 con

k—1)
S i (—aijJT(- ) + b,
o) = ZIZLI7 ! i=1,2,..n. (3.2)

1 )
273

Este método puede escribirse en la forma z*) = Tz(*~1 + ¢, dividiendo A en su
diagonal y los elementos fuera de ésta. Para ello, sea D = diag(A) matriz diagonal de
los elementos diagonales de A, —L la triangular inferior estricta de A y —U la triangular

superior estricta de A, de forma que A = D — L — U (ver figura 3.1). Entonces
Az=b = (D-L-U)z=b = Dr=(L+U)z+b = =D (L+U)xz+D ',
lo que da lugar a la forma matricial del método de Jacobi (J)

e® = Bya® 4 c; =D YL+ U)a* Y £ D, k=1,2,.. (3.3)

7 )

donde la matriz By = D~!(L + U) se le conoce como matriz de iteracién de Jacobi.

3.3.2. Método Iterativo de Gauss—Seidel (GS)

k)

En la ecuacién (3.2) se observa que para calcular la aproximacién z®) se utilizan

los componentes de 2(*~1). El método de Gauss-Seidel (GS) [15] aprovecha el hecho
(k)

de que para i > 1, z; (j = 1,2,...,4 — 1) ya se han calculado y se supone son una
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Figura 3.1: Particién de la matriz A en dos matrices triangulares L, U y una diagonal D.

Algoritmo 1 Método iterativo de Jacobi (J)

01 X0 =z

02k=1

03 Mientras k < mazxiter

04 Parat=1,2,...,n

_ T Xi,ii(06 XO05) s

05 T P

06  Si|lz — XO||p < TOL TERMINAR con solucién (z1,...,xn)7
07 k=k+1

08 XO==z

09 TERMINAR SIN EXITO, maziter excedido

(k)

mejor aproximacién a la solucién, entonces se puede calcular x;"’ con los valores mas

actualizados con los que se cuente, es decir

i—1 (k) n (k—1)
acl(-k) _ _ijl (aijxj ) - Zj:iJrl (aijxj ) + bi7 (3.4)

Q4

con a;; # 0, para i = 1,2,...,n. Ahora, multiplicando (3.4) por a;; se tiene que

k k k k—1 _
(1,'11‘5 ) + aigl‘g ) —+ ...+ OJ”‘IE ) = —ai7i+1x5+ ) _ e — amdiglk 1) + b;,

para i =1,2,...,n, y escribiendo las n ecuaciones se tiene que

ana?’ = —apadV el - a4

aglxgk) + aé];) = —a23m§k_1) — = agn:vgffl) + by

k k
anlxg ) + a'rLQxé ) + ...+ annxgﬂ)

b" i
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que en forma matricial puede escribirse como (D — L) 2 = Uz(*=1 4+ p donde D, L

y U estan definidos como en Jacobi, con lo que la iteracién GS (ver algoritmo 2) es
™ = Baga™ +cgs = (D —L) ' Uz* Y+ (D—-L)""b. (3.5)

donde la matriz Bgs = (D — L)7'U se le conoce como matriz de iteracién de Gauss—
Seidel.

Algoritmo 2 Método iterativo de Gauss—Seidel (GS)

01 X0 = ¢(0

02k=1

03 Mientras k < maxiter
04 Parai=1,2,...,n

i—1
T X1 @it =g @i X O +b;
05 x; = o

kX%

06  Si|lz — XO||p < TOL TERMINAR con solucién (z1,...,zn)T
07 k=k+1

08 X0 =«

09 TERMINAR SIN EXITO, mazxiter excedido

3.3.3. Convergencia de las Técnicas Generales Iterativas

En la literatura [91] [126] [15] se ha demostrado que para cualquier z(°) € R, la
sucesion {z(912¢  definida por

z®) =T7z*=D 4 ¢ paracadak >1yc#0,

converge a la solucién tnica de x = Tz + ¢ si y sélo si el radio espectral de la matriz
de iteracién T' es menor que 1, lo que se denota como p(T') < 1, y cuanto mds préximo
esté p(T') a cero, mayor serd la velocidad de convergencia.

También se ha demostrado [91] [126] [15] que si A es estrictamente diagonalmente
dominante, entonces, para cualquier 2(9) los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel dan lugar
a sucesiones {z(")}% | que convergen a la solucién de Az = b.

Con respecto a los criterios de convergencia, se puede utilizar el que aparece en los
algoritmos 1y 2: ||#*®) — x(k=D|| < tol, para alguna p-norma, pero también se puede
utilizar uno que involucre al vector residual, que se define a continuacién. Si & € R" es
una aproximacién a la solucién de Az = b, el vector residual de & con respecto a este
sistema se define como

r=>b— AzZ. (3.6)
Entonces, los algoritmos de Jacobi y Gauss—Seidel pueden utilizar el siguiente criterio

de convergencia
[1b— Ax(k)||p < tol, (3.7
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para alguna p—norma, el que se espera tienda a cero conforme el método iterativo calcule

aproximaciones mas cercanas a la solucion del sistema.

3.3.4. Método Iterativo de Sobrerrelajacién Sucesiva (SOR)

Se pueden derivar conexiones entre los vectores residuo de z(®) y el método iterativo

T
GS. Por una parte, suponiendo que rl(k) = (rﬂc), ré’f), e rgz)) es el vector residual de
T
GS de la aproximacién (zgk), :cgk), e :ng)l, xgk_l), e xslk_l)) . La i—ésima componente
de rfk) es

i—1 n
(k) _ } : (k) } : (k—1) (k—1)
Ty = bl — aijxj — aijacj — QT 5
j=1 j=it+1

es decir
i—1 n
(k=1) (k) 2 : (k) } : (k=1)
Qi x; +r; = b; — Qi T — aijT ,
j=1 j=i+1
y como la iteracién de Gauss—Seidel tiene la forma (3.4), la ecuacién anterior se escribe

k—1 k k .
como a“-xl( ) + rl(i) = aiixg ), es decir

(k) (k—1) ri)
T = +ﬁ' (3.8)

C o k
Por otra parte, la i—ésima componente de ’1”1( +)1 es

1—1 n
(k) } : (k) E : (k—1) (k)
Ti,i-i—l = bi — aijxj — aijxj — a“:ri s
j=1 Jj=i+1
k) =0, es decir G —
1 =Y, , que Gauss

it
Seidel esta ideado para requerir que la i—ésima componente de ’I"z( +)1

que por la iteracién de Gauss—Seidel (3.4) implica que r
sea cero, lo que
reduce la norma de este vector residual, aunque no necesariamente de forma eficiente.
Por lo anterior, si se modifica Gauss—Seidel en la forma de (3.8) a
(k)
xz(-k) = xgk_l) + wrzi, (3.9)
Qs
entonces, para cierto w > 0, la rapidez de convergencia sera mayor.
Los métodos iterativos que emplean (3.9) se llaman métodos de relajacién. Cuando
0 < w < 1 los métodos se llaman de subrrelajacién, y cuando 1 < w se llaman de
sobrerrelajacién sucesiva o SOR [15]. Los métodos SOR se utilizan para acelerar la
convergencia de Gauss—Seidel.
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Reescribiendo (3.9) en términos de los componentes de A, ) 2= v b la i-ésima

componente de la k—ésima aproximacion de SOR es

i—1 n
R o U MY o) Rt
j=1

Q5 =
Jj=i+1
que en forma matricial se escribe como
2™ = Bz 4, =(D-wL) " (1-—w)D+wU)2® Y 4w (D—-wL) b, (3.11)

donde D, L y U estan definidos como en Jacobi y Gauss—Seidel.

La seleccién del valor apropiado para w también se hace en funcién del espectro de la
matriz de iteracién T'. Se sabe que [91] [126] [15] si diag(A) # 0, entonces p(T,,) > |w—1];
esto implica que p(T,,) < 1 sélo si 0 < w < 2. Entonces, si A es definida positiva y
0 < w < 2, SOR converge para cualquier z(?). El algoritmo 3 da cuenta de la iteracién
de SOR, donde la prueba de convergencia de la linea 6 puede sustituirse por la expresién
en (3.7).

Algoritmo 3 Método iterativo de sobrerrelajacién sucesiva (SOR)

01 X0 = ¢(©

02k=1

03 Mientras k < maxiter
04 Parai=1,2,...,n

YTl age -0, i XOj+b;
05 zi:(l—w)Xoi"rw( =1 aZJ_ R A )

06  Si|lz — XOllp < TOL TERMINAR con solucién (z1, ..., zn)T
07 k=k+1

08 XO=«

09 TERMINAR SIN EXITO, maxiter excedido

3.3.5. Meétodos Multipaso

Este apartado tiene por objetivo mostrar algunos fundamentos téoricos acerca de los
métodos iterativos multipaso, también llamados de grado § [126]. También se revisan
dos métodos multipaso de grado § = 2 basados en las particiones aceleradas de Jacobi y
Gauss—Seidel [81], los cuales han sido la base de los métodos propuestos en este trabajo
de tesis (ver capitulo 5).

Los métodos multipaso han sido aplicados con éxito en distintos trabajos de inves-
tigacion para la resolucién de SELD asociados al problema dindmico de la EDN como
en [14] [48] [81] [49] [117]. En estas mismas fuentes se puede encontrar informacién mas

detallada de lo que se expondra a continuacién.
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3.3.5.1. Meétodos Multipaso de Grado §
Supoéngase que se quiere resolver el sistema representado por
Ty = e, (3.12)

donde la matriz T es invertible y esta dividida en ¢ x g bloques de la forma

Ty Ty - Ty

Tor To -+ Ty,
T=|. . e (3.13)

Ty Tg2 --- Tog
y se cumple que los bloques diagonales T;;, ¢ = 1,...,q, son matrices cuadradas e
invertibles de dimensién n;, ¢ = 1,...,q, por lo que la matriz global T es de tamano

Yy ni =n.

Representando a la matriz T' como la suma de matrices T = D — L — U, donde L
y U son matrices con las partes triangular inferior y superior estrictas a bloques de la
matriz —T', respectivamente, y D es la matriz diagonal de los bloques diagonales de la

matriz T, es decir

Tn 0 - 0 0 0 0 0 -T2 --- —Tiq
0 Ty --- 0 —To: 0 o 0 0 0 :
T= . . . - . . . - )
. . . . : 0 . : 0 7Tq71,q
0 0 cee qu —dg1 ... —dgg-1 0 0 0 0
(3.14)

como la matriz T es invertible, D también lo es, y pueden definirse las siguientes matrices
de iteracién para los métodos Jacobi(J) y Gauss—Seidel (GS) (vistos en los apartados
3.3.1, 3.3.2 y 3.3.4), as{ como la matriz de iteracién de un método Gauss—Seidel acelerado
(AGS) presentado en [14] [81]:

B;y=D"YL+U), Bgs=(D—L)"'U, Bags=(D—-wL) ((1-w)L+U). (3.15)

Un método iterativo para resolver (3.12) se puede definir como un conjunto de fun-
ciones ¢o(T,e), (VT e), ..., ¢, ... 4p»"1D:T ¢), en donde la secuencia de
vectores iterados ¥(9), (1) .. (™ se define como

PO = (T, e)

P = g, (O M T T e).

Se dice que el método iterativo es estacionario de grado § si para algin § > 0,
ocurre que ¢, es independiente de n, es decir, si para todo n > 8, 1(,) depende de
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=D p(=2) - p(n=5)  pero no de 1*) para k < n — §. Con lo anterior, se puede
representar un método iterativo estacionario lineal multipaso (o multietapa) de grado §

como

P =3 "G +k, (3.16)
1=1

donde G;_; y k son funciones lineales de T' y e.

En [126] se establecen las condiciones bajo las cuales un método multipaso de grado
§ converge a una solucién aproximada de (3.12), por lo que, para estudiar el método
representado en (3.16), es necesario establecer el siguiente sistema de ecuaciones lineales
relacionado con (3.16)

<I - ZG) = (I—H)p=k, (3.17)

en donde H = Zle Gs—;. Ahora, la relacién que existe entre el conjunto de soluciones
S(T,e) de la expresion (3.12) con el conjunto de soluciones S(I — H, k) de la expresién

(3.17), estd determinada por los siguientes teoremas.

Definicién 1 [81, Definicion 24] Sea S(T,e) el conjunto de soluciones de (3.12) y sea
S(I — H,k) el conjunto de soluciones de (3.17). El esquema iterativo expresado por
(3.16) se dice que es consistente con (3.12) si S(T,e) C S(I — h, k), y completamente
consistente si S(T,e) = S(I — H, k).

La definicién 1 implica que si un método iterativo es completamente consistente, en
el caso de que converja lo hace a una solucién del sistema.

Teorema 1 [81, Teorema 25] Si T en la expresion (3.12) es invertible, entonces el
esquema iterativo representado en la expresion (3.16) es consistente con el sistema (3.12)
si, y s6lo si k= (I — H)T L.

Teorema 2 [81, Teorema 26] Si T en (3.12) es invertible, entonces el esquema iterativo
en la expresion (3.16) es completamente consistente con el sistema (3.12) si, y sdlo si

es consistente y ademds I — H es invertible.

Usando los teoremas 1y 2, el método iterativo de grado § dado en la expresién (3.16)

es completamente consistente con (3.12) si se cumple que

k= (I -> Gg_l-> T e,
i=1
y la matriz I — Zle G3_; es invertible, es decir, 1 & p(zle Gs_i).
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En los métodos iterativos multipaso es importante garantizar la invertibilidad de la
matriz I — Zle G4, lo que se hace obteniendo el método de grado § a partir de un
método de 1 paso convergente. Asi, dada una particién de la matriz T = M — N con M
invertible, se obtiene la matriz G = M ~1N asociada a la particién. Por lo que en caso de
que p(G) < 1, es decir, se cumpla que la particién es convergente, el siguiente resultado
proporciona una forma de elegir las matrices Gz_; para que el esquema iterativo de

grado § en (3.16) sea completamente consistente.

Lema 1 /81, Lema 27] Sea T = M — N una particion de la matriz T del sistema (3.12)
y sea la matriz G = M~IN tal que p(G) < 1. Sean las matrices G;_; de la forma

Gs_i =GPy i=1,....,3 (3.18)

con matrices P;_; tales que Zf:l P;_; = 1. El esquema iterativo de grado § es comple-
-1

tamente consistente con (3.12) si, y sdlo si k = M~ 'e.
La demostracién del Lema 1 puede encontrarse en [81], de donde se desprende el

siguiente corolario.

Corolario 1 [Corolario 28 en 81 | Sea T = M — N una particion de la matriz T

del sistema representado en (3.12), y sea la matriz G = M~'N tal que p(G) < 1. Si

k = M~'e y las matrices Ps_; representadas en la expresion (3.18) se toman de la
3

forma Ps_; = as_;1, en donde az_; € R,i=1,...,5, y Y . | =1, entonces el esquema

iterativo de grado § en (3.16) es completamente consistente con la expresion (3.12).

Con lo expuesto, un esquema iterativo multipaso de grado § puede obtenerse a partir
de un esquema iterativo de grado § = 1 convergente, como pueden ser los esquemas de
las matrices de iteracion definidas para los métodos de Jacobi o Gauss—Seidel.

Por ejemplo, un método iterativo estacionario multipaso de grado § = 2 se define

partiendo de la expresién en (3.16) como
wn-ﬁ-l _ le(n) + GO1/}(n_1) + k. (3.19)

Ahora, considérese una particién de la matriz T de la forma T'= M — N y la matriz de

iteracién asociada G = M ~'N. Tomando las matrices Go, G1 y k de la forma [14] [81]
G =wG, Go=(1-w)G, k=M, (3.20)
se obtiene el método iterativo de segundo grado dado por,
Pt = Gwp™ + (1 - w)p™ V) + k. (3.21)

Asi, asumiendo que se cumple p(G) < 1, por el corolario 1, este método es completamente
consistente (tomando como valores de Py = (1 — w)l y P; = wl). Para el estudio de
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los métodos multipaso de grado § = 2 se utiliza el método auxiliar de grado § = 1
siguiente [81],
=1

w(n)
w(n+1) - w(n)

en donde el método (3.22) es convergente para todo () y () si p(Gy,) < 1, donde la

0 I
Go G

0

+
k

: (3.22)

matriz de iteracién del esquema (3.22) esta representado por la expresién

G- l 01 ] |
Go Gy

En [81] se puede encontrar en forma detallada la demostracién de que el método iterativo
de primer grado (3.22) es convergente para todo @ vy (1) v mediante la relacién que
establece entre los valores propios de G. y los valores propios de G, tomando en cuenta
la definicién de Gg y G; dada por (3.20), demuestra que el método iterativo de segundo
grado (3.21) también converge para valores determinados de w.

En los siguientes apartados se muestran los métodos iterativos multipaso de grado

§ = 2 basados en las particiones aceleradas de Jacobi y Gauss—Seidel [14] [81] que

servirdn de base de los métodos propuestos en esta tesis.

3.3.5.2. Método Multipaso de Jacobi (MMJ)

Para definir el esquema iterativo multipaso de grado § = 2 basado en la particién
de Jacobi, hay que considerar el sistema de ecuaciones (3.12) dividido en bloques como

il e (3.23)
(25 €2
Dada la particién de la matriz T = M — N, en donde M = Dy N = L+ U

correspondiente al método iterativo de Jacobi por bloques, es decir,

sigue
Ty Tz
To1 Too

Ty 0
0 Ty

0 —To
—T21 0

M: =

)

Entonces, la matriz de iteracién del método de Jacobi por bloques viene dada por,

0 —T5'T 0 B
By=| S 2 (3.24)
=155 Toy 0 By 0
por lo que para simplificar se han introducido las matrices By = —T1*11T12 y Bo1 =

Ty Toy.
Si se considera el esquema iterativo multipaso de grado § = 2 expuesto en la ecuacion
(3.19), con matrices Go = wB; y (1 —w)By, en donde w es un factor de relajacién y el
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T
vector k estd representado por k = M~ le = [Tﬁlel T2_2162 , se obtiene el siguiente

sistema de ecuaciones

Tutt™t = e — Tia(wiph + (1 — w)yh ™,
Toothh™ = ex — Tor(wiph + (1 — w)yi ™,

y que corresponde al cuerpo principal del método multipaso de Jacobi (llamado MM.J
en este trabajo de tesis). En este caso, todos los resultados obtenidos para un esque-
ma iterativo de segundo grado genérico (consistencia y convergencia) se aplican a este
esquema particular. En el capitulo 5 se presenta un algoritmo basado en este método,
asi como las distintas pruebas experimentales realizadas en un entorno paralelo y que se

aplicaron a un problema dindmico de la EDN multigrupo 3D.

3.3.5.3. Método Multipaso de Gauss—Seidel (MMGS)

En el esquema iterativo multipaso basado en Gauss—Seidel acelerado (MMGS) se
pueden identificar las matrices Go, G y k que, sustituidas en la ecuacién (3.19), permitan
escribirlo como un esquema iterativo multietapa de grado § = 2. Estas matrices son [14]
[81]:

0 —(1—-w)B 0 B
Go = I e 20y (3:29)
0 (1 — w)w321312 —(1 — w)Bgl w BQ]_B:LQ
T—l
T R (3.26)
T22 €g — WB21T11 E1

en donde By = TﬁlTlg, By = T231T21 son los bloques que estan fuera de la diagonal
principal de la matriz de Jacobi por bloques en la ecuacién (3.24). Al sustituir en (3.19)

se obtiene el sistema de ecuaciones

41

Tiptt
I+1

Toothy™

er — Tiz(wph + (1 — w)yh ™),
ex — Tor (Wit + (1 —w)yi ™),

que se corresponden con el método multipaso Gauss—Seidel acelerado, abreviado como
MMGS en este trabajo de tesis. Ademds, en los trabajos [14] y [81], las matrices Gy y

G son factorizadas de la siguiente manera,

Go = 0 B 00 g (3.27)
—(1 - u])Bgl w321312 0 (]. - (U)I
0 -B I 0
Gy = 2 = H,P, (3.28)
—(1 — w)321 WB21B12 0 wl
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por lo que la matriz del método ampliado equivalente (3.22) se puede escribir como

A 0 I
= (3.29)
H,Py, H,P,
obteniéndose la relacion
H,Py+ H,P,=H,(Py+ P,)=H,,.
Ahora, factorizando la matriz H, como
e 0 0 -T
H,=M"'N= v =, (3.30)
_WB21T11 T22 —(1 — w)Tm 0

se observa que el término k en (3.26) responde a la expresién

€1
€2

Por otro lado, si ademas el radio espectral de la matriz H,, es menor que 1, por el

e 0

k=M1le= 3 4
—nglTll T22

Lema 1, el método multipaso MMGS es completamente consistente con el sistema de
ecuaciones en (3.23). Por otro lado, hay que considerar que la matriz H,, se obtiene de
una particién de la matriz T' del sistema de ecuaciones mostrado en (3.23), T' = M, —N,,,.

En efecto, de la ecuacién (3.30) se sigue que,

T 0 0 —T;
M, =|" M N, = 12 (3.31)
wT21 T22 —(1 — w)Tgl 0
Ahora, considerando las matrices,
T 0 0 0 0 -—-T;
D= L= Yy U= 2| (3.32)
0 Ty —T51 O 0 0
las matrices Ty H,, pueden escribirse como
T = (D-wLlL)—((1-w)L+70),
H, = (D—-wL) ™ ((1-w)L+U).

Hay que notar que la matriz de iteraciéon H,, corresponde al método de Gauss—Seidel
acelerado representado en la ecuacién (3.15), aplicado a la matriz T' del sistema de
ecuaciones representado en (3.23). En [81] se presentan resultados de convergencia de
este método.

En este trabajo de tesis se han realizado experimentos numéricos con los métodos
multipaso basados en particiones acelerados de Jacobi (MMJ) y Gauss-Seidel acelerado
(MMGS). Los resultados de los experimentos se muestran en el capitulo 5, as{ como las
distintas pruebas realizadas con las modificaciones a este tltimo método propuestas por
esta memoria y que son aporte de la misma.
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3.4. Meétodos Iterativos basados en Subespacios de

Krylov

Algunos de los métodos méas importantes que utilizan técnicas iterativas basadas en
procesos de proyeccién para resolver sistemas de ecuaciones lineales de gran dimensién
como el método del Residuo Minimo Generalizado (GMRES) y Gradiente Conjugado
(GC) se revisan en esta seccién, ya que éstos y algunas variantes se implementan en las
librerias que se han utilizado en este trabajo para resolver los sistemas de ecuaciones
dispersos asociados a la ecuacién de difusién neutrénica (EDN) . También se revisa el
método de Arnoldi, que calcula una aproximacién a los valores propios de una matriz
y que puede utilizarse para resolver la ecuacién de los modos Lambda (resultado de
la discretizacién en estado estacionario de la EDN), cuya operacién fundamental es la
multiplicaciéon matriz—vector.

Un proceso de proyeccién [91] representa una forma canénica de extraccién de una
aproximacién a la solucién de un sistema lineal Az = b, con A € R"*" desde un
subespacio m—dimensional I de " (K es el subespacio de aproximaciones candidatas
o el subespacio de bisqueda). En un proceso de proyeccién se restringe al residual
r = b — Ax para que sea ortogonal a m vectores linealmente independientes, lo que
define otro subespacio m—dimensional £ llamado subespacio de restricciones, de hecho,
hay otros tipos de restricciones que se veran mas adelante. Por cada paso que realiza el
proceso de proyeccion, la dimensién del subespacio se incrementa en uno. Hay dos tipos
de métodos de proyeccién: ortogonales (£ = K) y oblicuos (£ # K).

Para resolver Ax = b, en esta seccién se abordan métodos de resolucién basados en

subespacios de Krylov, los cuales tienen la forma
Ko (A, 10) = span{re, Arg, A%rg, ..., A" 1rg} = Ky (3.33)

Asi, para resolver Az = b se obtiene una solucién aproximada x,, desde el subespacio
afin m—dimensional z¢ + K,, (donde zy es una aproximacién inicial arbitraria de la

solucién), imponiendo alguna de las siguientes restricciones [22]:

e La aproximacion Ritz—Galerkin, que establece que el residual de z,, sea ortogonal
al subespacio K,,: b — Az, L K.

e La aproximacién del residual minimo, donde la norma del residual de x,,, ||b —

Az, ||, debe ser minimo sobre el subespacio /Cp, .

e La aproximacién Petrov—Galerkin, donde el residual de z,, debe ser ortogonal al

subespacio L,,: b — Ax,, L L,,.

e La aproximacién del error minimo, que requiere que || — ;|| sea minimo sobre

AR,
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3.4. Métodos Iterativos basados en Subespacios de Krylov

Los métodos de proyeccion también pueden utilizarse para hallar los valores propios
de una matriz y generar subespacios de Krylov, tales como Arnoldi y Lanczos. Antes
de presentar los métodos que resuelven Ax = b, se revisa el método de Arnoldi, cuya

particularizacién es el método de Lanczos (que puede verse en [50] [91]).

3.4.1. Meétodo de Arnoldi

El método de Arnoldi [7] [89] [50] se ided para reducir una matriz densa no hermitica
en una matriz de Hessenberg superior, sin embargo con su técnica se pueden calcular
valores propios dominantes de matrices dispersas de gran dimensién.

Para tomar una base adecuada para el subespacio de Krylov (3.33) (ya que no es
numéricamente conveniente tomar como base a A y rg, pues los vectores A;rg que
se vayan agregando a (3.33) apuntardn mds y mads en la direccién del valor propio
dominante, llegando a ser los vectores de la base linealmente dependientes en aritmética
de precisién finita), se utiliza una base ortonormal. El método de Arnoldi realiza esto
partiendo del hecho de que se tiene una base ortonormal vi,vs, ..., v; para K;(A4,ro),
entonces la expande calculando Av; y ortonormalizando este producto con respecto a
v1,V2,...,v;. Este procedimiento se ve en el algoritmo 4, en el que se detecta que la

operaciéon mas costosa es la multiplicacién matriz—vector.

Algoritmo 4 Arnoldi bésico.

01 Elegir un vector unitario inicial vy

02 Elegir la dimensién del subespacio de krylov m
03 Para j =1,2,...,m

04 hij =vIAvj, i=1,2,...,5

05 wj = Avj — 25:1 hi jv;

06 hj+1,]‘ :” wy HQ, Si hj+1,j = 0 TERMINAR.
07 vjp1 =wj/hjy1j

El algoritmo 4 tiene dos criterios de parada: o bien cuando se ha construido el subes-
pacio de Krylov de orden m (término del ciclo de la linea 3 del algoritmo), o bien cuando
uno de los vectores se anula (linea 6 del algoritmo). Para entender el segundo criterio
de parada del algoritmo, se introducen las siguientes definiciones y proposiciones que

pueden encontrarse en [91].

Definicién 2 FEl subespacio de Krylov K,,,(A,v) es el subespacio de todos los vectores x
en R, los cuales pueden ser expresados como x = p(A)v, donde p es un polinomio de
grado que no excede a m — 1.

Definicion 3 El polinomio minimo de un vector v asociado a una matriz A es el poli-

nomio mdnico no nulo p de menor grado que verifica que p(A)v = 0.
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Proposiciéon 1 Sea p el grado del polinomio minimo de v asociado a A, entonces
K.(A,v) es un subespacio invariante sobre A y KCp, (A, v) = K, (4,v) para todo m > p.

Proposicion 2 El algoritmo de Arnoldi se detiene en el j—ésimo paso (linea 6 del algo-
ritmo 4) si y sdlo si el polinomio de vy asociado a la matriz A es de grado j. Mds ain,

en este caso el subespacio KC; es invariante bajo A.

De acuerdo a las definiciones y proposiciones anteriores, la parada del algoritmo 4
por anulacién de un vector (linea 6) se debe a que el grado del polinomio minimo del
vector vy es j, por lo que se ha conseguido el subespacio invariante IC; del que se pueden
obtener j valores propios dominantes exactos de la matriz A.

A partir de la matriz Hessenberg H = [h;;], ¢ = 1,2,...,m, j = 1,2, ..., m, obtenida del
algoritmo de Arnoldi se pueden calcular sus valores propios A; (¢ = 1,2, ..., m) mediante,
por ejemplo, la iteracién QR [50]. Si estos valores propios son buenas aproximaciones
a los valores propios de A, entonces se pueden calcular los vectores propios asociados
u; (i =1,2,...,m) mediante u; = Vy;, donde V' = [v1,va, ..., U] es la matriz formada
por los vectores calculados en el algoritmo de Arnoldi, y; es el i—ésimo vector propio
de H asociado a A; (i = 1,2,...,m). Sin embargo, si los valores propios calculados no
son buenas aproximaciones a los valores propios dominantes de A, se puede aumentar
el valor de m, es decir el nimero de iteraciones del algoritmo 4 en la linea 3, o se puede
incluir un paso de reinicializacion tomando un vector inicial v; con mas informacién
espectral. Este nuevo vector inicial se puede formar, por ejemplo, con una combinacién
lineal de la base {v1,va, ..., v } [87]; también es posible formarlo con wp, el vector propio
asociado con el valor propio dominante de A [121].

Otro caso a tomar en cuenta es cuando se trabaja con una matriz A con mal compor-
tamiento. Para que el algoritmo de Arnoldi alcance una mejor estabilidad numérica se
utiliza el proceso de Gram Schmidt modificado [91] en el célculo de la matriz ortogonal

V' (ver algoritmo 5).

Algoritmo 5 Arnoldi con Gram Schmidt Modificado.

01 Elegir un vector unitario inicial vy

02 Elegir la dimensién del subespacio de krylov m
03 Paraj=1,2,...,m

04 w = Av;

05 Parai=1,2,...,5

06 hiy =vTw
07 w=w — hi,jvi

08 hjt1,5 =|| w ||2,Si hjt1,; = 0 TERMINAR.
09 vjr1 = wihjr1j
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Con base en la Proposicién 2 y en la Proposicién 3 (que se da en el siguiente pérrafo),
estd garantizado que el método de Arnoldi construye una base ortonormal del subespacio
de Krylov K, y también aproxima a los valores propios de una matriz dispersa de gran

dimension.

Proposicién 3 [91] Asumiendo que el algoritmo de Arnoldi no se detiene antes de
m iteraciones (linea 3 del algoritmo 5), los vectores vy, vy, ..., Uy forman una base

ortonormal del subespacio de Krylov K,, = span{vy, Avy, A%vq, ..., A™ 1oy }.

Se presenta enseguida una proposicién (que puede verse en [91]) que serd ttil para
introducir el método del Residuo Minimo Generalizado (GMRES) en secciones posterio-
res.

Proposicion 4 Sea V,, matriz n X m con columnas vy,va, ..., V. Sea ﬁm la matriz
Hessenberg (m +1) x m con elementos h;; diferentes de cero calculados por el algoritmo
de Arnoldi. Sea H,, la matriz obtenida de H,, al eliminar su wltimo renglén (o fila).

Entonces, se cumplen las siguientes relaciones:

AV, Vin Hy 4 ek, = Vi i1 Hy, (3.34)
VIAV,, = H,.

3.4.2. Método del Residuo Minimo Generalizado (GMRES)

El método del Residuo Minimo Generalizado (GMRES) es un método de proyeccién
utilizado para resolver sistemas no simétricos de la forma Ax = b, donde A € R**" y
xz,b € R,y que toma [91] K = K,, y L = AK,,, siendo K,,,(A,r0/||70l|2) €l subespacio
de Krylov.

Como se ha visto, el método de Arnoldi reduce una matriz no simétrica a Hessenberg
superior. GMRES aprovecha esta transformacién para construir soluciones aproximadas
para las cuales la norma del residual sea minima con respecto a z¢ + K,,, (restriccién

basada en la aproximacién del residual minimo [22]), como se ve a continuacién.

Primero, definiendo 8 = ||ro]|2, hay que recordar que
o
v = —— = 1o =||roll2vi = 10 = Pu1. (3.35)
[Iroll2

Ahora, cualquier vector x en zg+ KC,;, puede escribirse como la siguiente combinacién

lineal:

T =20+ Y101 +Y2v2 + oo + YU = T = x0 + Vi u. (3.36)

Definiendo
J(y) = |[b— Az||]2 = [[b — A(zo + Vimy)l2, (3.37)
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y utilizando (3.34) de la Proposicién 4 y (3.35) en el residual b — Ax se tiene que
b— Az =b— A(zo 4+ Viy) =70 — AViy = fv1 — Ve 1 Hiy = Vi (ﬁel - ﬁmy) .
Como las columnas de V,,,41 son ortonormales, se tiene que
J(y) = Ib— Azo+ Viuy) |2 = [|Ber — Huyll2- (3.38)

Entonces, como el método GMRES busca minimizar la norma residual, una vez resuelto

el problema de minimos cuadrados

fBer — Hpylla, (3.39)

min
c §R1L

con Ymin como solucién, es posible calcular una aproximacion a la soluciéon de Az = b
con Tpy, = To + VinYmin-

Lo que queda por resolver es el problema de Minimos Cuadrados (3.39), que equivale
a resolver un sistema sobredeterminado, en este caso de la forma ﬂmy = —fey, donde
H,, € Rm+Dxm 4 o pm v Gei e KM,

Los problemas de minimos cuadrados suelen resolverse reduciendo la matriz de coefi-
cientes H,, a alguna forma canénica, via transformaciones ortogonales. Por ejemplo, apli-
cando rotaciones de Givens [50] [91], se puede obtener la factorizacién QR de H,, [50] [91]
H,, = QR, donde Q € R+1x(m+1) o5 matriz ortogonal (Q~ = QT) y R € R(m+1)xm
es matriz triangular superior. De H,, = QR se puede obtener QT H,, = R. Como la

matriz @) es ortogonal y conserva la norma vectorial, se tiene que

gy — Bex3 = Q7 (Fmy — Ber ) I3 = IRy — el = 1Ry — e1l3 +1] - eal B

donde
T £ Ry T C1
ainene () avee=()
0 Co

con Ry € R™*™ ¢; € ™, y ca € R. Por lo tanto, el minimo de (3.39) se obtiene
resolviendo el sistema triangular R1y = ¢; [91], donde

min [Hmy — Bea|l5 = lleal 3.

Todos los procesos referidos en parrafos anteriores del método GMRES se retinen en
el algoritmo 6. En este algoritmo, la salida del ciclo (que aplica Arnoldi para formar
las matrices V' y ﬁm) en la linea 12 indica, como ya se ha visto antes, que no se puede
generar el vector v;41, pero también indica que al resolver el sistema R,y = c; y calcular
Tm = To + Vy, se obtiene la solucién exacta del sistema Az = b [91].

Ya se sabe que el manejo de una m grande en la generaciéon de V' y H,, con Arnoldi
es poco practico. Por ello, GMRES puede modificarse reiniciando la ortogonalizacién de
Arnoldi, como en el algoritmo 7.
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Algoritmo 6 Método del Residuo Minimo Generalizado (GMRES).

01 ro =b— Axg
02 8 = [|rol|2
03 v1 =710/8

04 Definir H de tamafio (m 4 1) x m y ponerla a 0

05 Paraj=1,2,...,m
06 w = Av;
07 Parai=1,2,...,5

08 hi; =vlw

09 w=w — h; jv;

10 hjt15 =l wll2

11 Sihjr1,;=0

12 m = j, Ir a linea 14.

B vy =w/hj;

14 Calcular la factorizacién H,, = QR
15 ¢ = QT Bey

16 Resolver el sistema triangular R1y = c1
17 Calcular aproximacién z.,, = xg + Vy

Algoritmo 7 Método del Residuo Minimo Generalizado (GMRES) con reinicio.

01l ro =b— Axg

02 8 = |[roll2

03 v = T'()/B

04 parar =0

05 Mientras parar =0

06 Definir H de tamafio (m + 1) X m y ponerla a 0

07 Aplicar Arnoldi para calcular Hp, y Vi

08 Resolver el problema de minimos cuadrados (3.39) con solucién ym
09 Calcular aproximacion zm, = o + Vinym

10 ro=b— Axm
11 B = llroll2

12 Si B < tol parar = 1(TERMINAR con solucién )

13 Sino
14 o = Tm
15 v1 =10/

3.4.3. Método Gradiente Conjugado (GC)

El método Gradiente Conjugado (GC) es un método utilizado para resolver sis-

temas lineales simétricos definidos positivos de la forma Az = b, con A € R"*",

xz,b € R". El método GC es un método de proyeccién que toma [91] K = L = K,,,

siendo KC,, (A4, 70/]|r0|]2) subespacio de Krylov. El método GC cumple con la restriccién
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Ritz—Galerkin, que establece que el residual de z,, sea ortogonal al subespacio K, [22].

Para resolver el sistema simétrico definido positivo Az = b, el método GC reduce la
matriz A a la forma Hessenberg aplicando el método de Lanczos [91] [50]. Procedien-
do andlogamente al método de Arnoldi (ver expresiones (3.36) y (3.35)), una solucién

aproximada a Ax = b estd dada por
T = To + VinYm, (3'40)

para lo cual hay que calcular y,,; como el método GC trata de minimizar la norma del
residual de b — Az, al igual que Arnoldi (ver expresiones (3.37) y (3.38)), se tiene que

Jac(y) =| b— Az |l2=| Ber — Hyy |2,

pero como A es simétrica, la matriz Hessenberg asociada a A es tridiagonal, denotada

con T,,, por lo que
Jac(y) =l Ber — Ty |2 -

Entonces, como T,, es cuadrada, la minimizacién de Jgc(y) consiste en resolver el
sistema tridiagonal [91]
Ty = Pe. (3.41)

Para resolver la ecuacién (3.41) y calcular z,, se puede utilizar la factorizacién LU

como sigue

Tm =20+ Viy = Ty =20+ VmU;LlL;f(ﬂel) = Ty = To+ PmL;L1 (Ber),

donde
P =V, UL, (3.42)
y Ly, v Uy, tienen la forma
1 m B
Ao 1 2 B3
Lm = P Um =
)\mfl 1 Thm—1 ﬁm
Am 1 Tim

Resolviendo el sistema triangular inferior L,,z = (e, la aproximacién z,, queda
como
T = To + P zm. (3.43)

En [91] puede verse que la columna p,,, de P,,, puede calcularse utilizando la columnas

previas y el vector v,,, es decir
Pm = 777;1 [Um - ﬂmpm—l} . (344)
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Ahora hay que observar que el residual r,, = b — Ax,, estd en la direccién de v,,41,
pues [91] b— Az, = —Bms 1€l YmUmi1, por lo que los vectores residuales son ortogonales
entre si. Lo mismo sucede con los vectores columna p; de P, (3.42), éstos son A-

ortogonales [91]. Estos resultados se ven en la siguiente proposicién [91].

Proposicién 5 Sean r,, = b— Ax,,, m = 0,1, ..., vectores residuales obtenidos después
de calcular un conjunto de aprozimaciones x,,, m = 0,1,.... Sean p,,, m = 0,1, ..., los

vectores (3.44). Entonces,

1. Cada vector residual es ry, es tal que ry, = 0pUm+1, donde o, es cierto escalar.

Como resultado, los vectores residuales son ortogonales entre si.

2. Los vectores p; (3.44) forman un conjunto A-conjugado, es decir: p]T(Api) =0
para cada i # j.

Entonces, imponiendo las condiciones de ortogonalidad y conjugacién de la Proposi-

ci6én 5, para derivar el método GC se parte del hecho de que [91]

Tjt1 = 25+ a;p;. (3.45)
Entonces, los vectores residuales satisfacen la recurrencia

Tiy1 =15 — 0 Ap;. (3.46)
Si las r; son ortogonales, es necesario que r;fp(rj — ajAp;) =0, lo que implica que

it (3.47)
o; = . .

T T (Apy)
Por la Proposicién 5 se sabe que la direccién de biisqueda de p;;1 es una combinacién

lineal de 7j41 y pj, y después de reescalar los vectores p apropiadamente, se tiene que
Pj+1 = Tj+1 + Bpj, (3.48)

lo que tiene como consecuencia que rJT(Apj) = (pj — Bj—1pj—1)* (Ap;) = pJT(Apj), dado
que Ap; es ortogonal a p;_1. Entonces, la ecuacién (3.47) puede escribirse como

T, .
ST

Q= .
T pl(Apy)
Ademés, tomando pj41 de (3.48), como es ortogonal a Ap;, entonces

(Ap;)"rjt1

%= = ap)Tp,
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De (3.46)

1
Apj =—— (111 —15) (3.49)

j
y, de esta forma,
T T .
L (rjr —7) i1 _ TiaaTit

g =L _ , 3.50
T pl(Apy) i (350

El procedimiento anterior conforma al método del Gradiente Conjugado y se retine
en el algoritmo 8.

Algoritmo 8 Método Gradiente Conjugado (GC).

0l rg =b— Axg

02 po =10

03 Para j = 0,1, ... Hasta convergencia
04 a; =r]r;/p] (Ap;)

05 Tj+1 =25+ a;p;
06 Tj+1 =T5 — C!jAp]'
07 B; = rf+1rj+1/rfrj

08 Pj+1 =Tj+1 + B;p;

3.4.4. Método Gradiente Biconjugado (BCG)

El método Gradiente Biconjugado (BCG) es un método utilizado para resolver siste-
mas lineales no simétricos de la forma Az = b, con A € ™ ¥mesn . € R™. En general,
la matriz de coeficientes de este tipo de sistemas no puede reducirse a una forma tridia-
gonal porque no es posible crear una base ortogonal para el subespacio de Krylov con
relaciones de recurrencia de tres términos [22]. Sin embargo, se puede tratar de obtener
una base no ortogonal adecuada con una recurrencia de tres términos, requiriendo que
esta base sea ortogonal a alguna otra. Es por esto que el método BCG cumple con la
restriccién Petrov—Galerkin [22], es decir que busca una solucién para Az = b en el

subespacio de Krylov
K = K, = span{vy, Avy, ..., A" o},

con v1 = 19/||r0||2, y restringe al residual de x,,, para que sea ortogonal al subespacio
L, = span{wi, ATwy, ..., (AT)" 1w, },

con un vector arbitrario w; tal que wi v # 0. Implicitamente, BCG resuelve un sistema
dual de la forma ATz* = b*.
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Para resolver el sistema Ax = b, el método BCG reduce la matriz A a una tridiago-
nal aplicando el método de biortogonalizacién de Lanczos [91], que es el encargado de
construir el par de bases biortogonales para los subespacios K, v L.

La matriz tridiagonal que construye la biortogonalizacién de Lanczos tiene la forma

ar P
e B3
T, = ; (3.51)
Om—1 m-1 PBm
Om  Qun
donde sus componentes §; son positivos y sus componentes 3; = £9;.

De forma anéloga al método GC (ver ecuaciones (3.40) a (3.43)), después de reducir
la matriz A a la matriz triangular T}, mediante Lanczos biortogonalizado, el método
Gradiente Biconjugado (BCG) calcula la aproximacién a la solucién de Az = b mediante
la expresion

Tm = 2o + VinYm, (352)

que requiere del calculo de y,,,, que es solucién del sistema tridiagonal T,,y = fe;; para
esto, se calcula la descomposicién LU de T, Ty, = LUy, con lo que la expresion (3.52)
queda como ., = xg + Ppzm, con Py, =V, U1y 2, = L (Bey). El célculo de x,, se
realiza tomando consideraciones andlogas al método GC (ver ecuaciones (3.44) a (3.50)),
como los hechos de que z,, es actualizable desde z,,_1, y cada vector residual r; (7“;k del
sistema dual) estd en la misma direccién que el vector v;q1 (w;t1).

Similarmente, con respecto a la resolucién del sistema dual se puede definir la matriz
Py = W,, L' donde las columnas p; de P, y las columnas p; de P, son A—conjugadas,
ya que [91] (P:)" AP, = LYWL AV, Ut = L T, U = 1.

Todas las operaciones concernientes al método BCG para resolver Ax = b se retinen

en el algoritmo 9.

3.4.5. Meétodo Gradiente Biconjugado Estabilizado
(BCGSTAB)

Uno de los inconvenientes del método Gradiente Biconjugado (BCG) es que necesita
para operar tanto de la matriz A como de su transpuesta A”. El método Gradiente Con-
jugado Cuadrado (CGS), que puede encontrarse en [91] [107], propone expresar tanto los
residuales r; y 77 (calculados en las lineas 8 y 9 del algoritmo 9, respectivamente), como
los vectores columna p; y p} (llamados vectores de direcciones de bisqueda, calculados
en las lineas 11 y 12 del algoritmo 9, respectivamente) como recurrencias basadas en

polinomios cuadraticos, como por ejemplo
Ty = ¢?(A)7“0, p; = W?(A)Tm
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Algoritmo 9 Método Gradiente Biconjugado (BCG)

0l rg =b— Axg

02 Elegir r§ tal que (r3)Tro # 0

03 po = ro;

04 py =g

05 Para j = 0,1, ... Hasta convergencia
06 ay = (r)Tr; /()7 (Apy)

07 Tjt1 =i+ a;p;

08 Tit1 =715 — a; Ap;
* ok AT %
09 Tigl =T —ajA P;
10 By =) /() ry

11 Pj+1 = Tj+1 + B5p;
12 Pl =i 1651

donde ¢;(A) y mj(A) son polinomios de grado j. Con esto, CGS evita el uso de AT.

Aunque el método CGS trabaja bien en muchos casos, presenta la dificultad de los
errores de redondeo provocados por el uso de polinomios cuadraticos, lo que puede afectar
el desempeno del método.

El método Gradiente Biconjugado Estabilizado (BCGSTAB) evita el uso de la matriz
transpuesta A7 y de los polinomios cuadréticos propuestos por el método CGS. El
método BCGSTAB calcula una aproximacién para un sistema lineal no simétrico Az = b,
con A € "™ y b,x € R™, bajo las restricciones Petrov—Galerkin [22]. El método
BCGSTAB propone expresar los residuales y las direcciones de bisqueda como

rj = ¥;(A)d;(A)ro, p; = i(A)mi(A)ro, (3.53)

en donde ¢;(A) y m;(A) son polinomios asociados al método BCG definidos por el
método CGS [91] como

$i+1(A) = ¢j(A) — ajAm;(A), 7ip1(A) = ¢j41(A) + Bim;(A), (3.54)

y ¥;(A) es un nuevo polinomio que se define recursivamente en cada paso del algorit-
mo con el fin de estabilizar el comportamiento de la convergencia del mismo, y que
BCGSTAB define con la siguiente recurrencia

¥j+1(A) = (I — w; A); (A), (3.55)

donde w; es un escalar que toma un valor que permita dar un paso descendente en la
direccién del residual.

Para derivar las relaciones de recurrencia de los residuales y las direcciones de bisque-
da a partir de las ecuaciones (3.53), primero se desarrollan los términos 1;(A)¢;(A) y
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¥;(A)m;(A), utilizando las expresiones (3.54), como sigue
bj+1(A)dj1(A) = (I —w;jA)¥;(A) (¢5(A) — a;Am;(A))
= (I =w;jd) (¥;j(A)9;(A) — a;Ap;(A)m;(A)), (3.5
Vi1 (A)mia(A) = ¢j11(A) (¢j41(A) + Bm;(A))
= Yi1(A)dj11(A) + B;mj 41 (A)m;(A)
= Pir1(A)dj11(A) + 6 (I —w;A) b (A)m;(A).  (3.57)
(3.57

Sustituyendo las ecuaciones (3.56) y

rivt = (I =w;d) (¥;(A)g;(A)ro — a; A (A)m;(A)ro)

) en las ecuaciones (3.53), se tiene que

= (I — WjA) (T‘j - OéjApj) 3 (358)
pit1 = Yir1(A)dira(A)ro + 85 (I — w;A);(A)m;(A)ro
= Tjt+1 —+ ﬁj (I — LUJA) pj- (359)

Ahora, falta calcular los valores de los escalares 3;, a; y w; (los detalles de estos

célculos pueden encontrarse en [91]). De acuerdo al método BCG
(7’;+1)T7"j+1
(r5)ry
donde (r5)"r; = (¢;(AT)r§) ¢ (A)rg = (r5)"¢;(A)*ro, que no puede calcularse por
no contar con los vectores ¢;(AT)rE, ¢;i(A)rg o ¢;(A)%ro; por esto, se relaciona con el

8 =

siguiente escalar
pj = (Wi (AT)rg) b (A)ro = (15) (1 (AT) b (A)ro) = (1) ;.
Desarrollando ¢;(AT)r* con n{(AT_)jrg + 3 (AT) 1% 4 ... incorporando la ortogo-
nalidad de ¢;(A)ro respecto de (AT)ZTS, para toda i < j, y tomando en cuenta que

s6lo los coeficientes principales de los polinomios son relevantes, suponer que 7{ es el

principal coeficiente del polinomio ¢;(A), se tiene que

pj = (nl%(AT) > (¢j(A)To)=n*§-(T;)TTj~

71 71

Examinando las relaciones de recurrencia para ¢;11(A4) y ¥;41(A), los coeficientes

principales de estos polinomios cumplen que 77{+1 = —wjmn, V{H —ajvl, con lo que

pir1 _ wji (D41(AT)r§)T 651 (A)ro 5 = Pi+1
pi oy (o (AT)rg)To; (Ao T T By wy
De forma similar al célculo de 3;, aplicando una simple férmula de recurrencia, o;

se pude expresar como

i =

)

(¢J AT)TS)
)" (AWJ(A) )

(m; (AT)rg
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desarrollando ¢;(AT)rg y m;(AT)rg, tomando los principales coeficientes de sus polino-

mios (que resultan ser los mismos), se tiene que

_ ((Aanrg)" ( _(re) (Ao (A)re) _ py
T

)"
(W(AT)rg) (AWJ( ) ) G )T(A%( Jmi(A)ro)  (r5)" (Ap;)

Ahora, para el célculo de w;, a partir de la ecuacién (3.58), si se define
55 = Tj — a;Apj, (3.60)

el valor 6ptimo de w; que interviene en la construccién del polinomio reductor ;(A),
se obtiene de minimizar la norma del residuo ;41 = s; — wAs;, para esto

Irjar |2 = sTsj —2w; (As)" s; + (As))" (As;)

N | 7 P

P, —2(As;)" 55+ 2w; (Asy)" (As;)

donde la derivada parcial es cero cuando

T
si (As;
w; = # (3.61)
(As;)" (As;)
Sustituyendo las expresiones (3.61) y (3.60) en la ecuacién (3.58) se tiene que rj41 =
rj—a;Ap; —w; Asj, con lo que se puede calcular la aproximacién a la solucién del sistema
lineal no simétrico Az = b

Tjt1 = Tj + a;p; + W;s;.

En el algoritmo 10 se puede ver el procedimiento completo de el método BCGSTAB.

Algoritmo 10 Método Gradiente Biconjugado Estabilizado (BCGSTAB).

01 79 =b— Axo

02 Elegir rj arbitrariamente

03 po = ro;

04 Para j = 0,1, ... Hasta convergencia
05 aj = (r§)Tri/(r5)T (Apy)

07 s; =1j — a; Ap;

08 wj = 5] (As;)/(As;)T (Asy)

09 J+1—x]+a]p]+sz]
10 Tit1 = 5j —wjAs;
11 Bj = [(r§) T rjp1/(r5) T rj] [aj Jwy]

12 Pi+1 =141+ B (p; — wjApj)

o7



3.4. Métodos Iterativos basados en Subespacios de Krylov

3.4.6. Meétodo Residuo Cuasi—-minimo Libre Transpuesto
(TFQMR)

El método Residuo Cuasi-minimo Libre Transpuesto (TFQMR) es un método que
resuelve sistemas de ecuaciones no simétricos de la forma Ax = b, con A € R"*" y
x,b € R™, calculando una aproximacién en el subespacio de Krylov IC,, y que cumple
con las restricciones de Petrov—Galerkin y del residuo minimo, por lo que algunos autores
lo consideran un método hibrido [22].

El método TFQMR tiene como base el método CGS y para resolver un sistema lineal

no simétrico Ax = b parte de la recurrencia

T = Tm—1 + Qm—1Um—1, (3.62)

que equivale a
Ty = 2o + Unmzm, (3.63)
donde se definen la matriz U,, y el vector z, como U, = [ug,U1,...Um-1] ¥ Zm =

[ao, Oy ey am_l].
Con base en las ecuaciones (3.62) y (3.63), el residual de x,, puede expresarse como
Tm = 10— AUpnzm (3.64)

= Tm—-1— O[mflAUmfl (365)

De acuerdo a la ecuacién (3.65) se tiene que Au; = —= (r; — ri41), que en forma
T
matricial se expresa como AU,, = Ry,+1Bm, donde Ryp1 = [ro,71,...,7m] Bm es la

matriz de tamafio (m + 1) x m definida como

1 0o .. 0
-1 1
- o -1 1 .. 1 1 1
B, = . . ><diag{,,...7 }
: LT Qg Qi Q1
: -1 1
0 -1

Con estas definiciones, la ecuacién (3.64) se expresa como

Tm = T0— AUmzm =To— Rm+1Bmzm = R7rz+161 - Rm+1Bmzm = R7rz+1 (61 - Bmzm
(3.66)
Para que la 2-norma de cada columna de R,,y; sea unitaria, se le multiplica por

la derecha por una matriz diagonal adecuada. Sea esa matriz diagonal la inversa de la
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matriz A,,4+1 = diag [dg, 01, ..., O], entonces la ecuacion (3.66) queda como

Tm = RmHA;ﬁHAmH (61 — Bmzm) = RmHA;iH (5061 — AmHBmzm)

= Rm"rlA;@{&-l ((5061 - f{mzm) .

Al igual que los métodos vistos en secciones previas, el método TFQMR, trata de
reducir el residual. Si se intenta hacer al estilo del método GMRES, es decir, minimi-
zando la 2-norma del residual, se necesita que R,,+1 sea ortogonal para que la 2-norma

puediera expresarse como sigue

I 2=l Bons1 8741 (Goer = Az ) la=I (doe1 = iz ) 2

pero, en este caso, Ry,+1 A;ﬁH no es ortogonal. Sin embargo, se puede intentar minimizar

I (o1 = Homzm) Iz,

con lo que el método cuasi—minimiza el residual. Entonces, calculado el vector z,, se
calcula, a su vez, x,, teniendo una aproximacién a la solucién de Az = b. Con esto,
formalmente, se define el método TFQRM.

Ahora, para expresar las iteraciones del método de manera progresiva, se introduce
el Lema 2, que puede verse en [91].

Lema 2 Sea H,, una matriz Hessenberg superior (m+1) x m. Sea Q. el producto de
matrices Qum = QL Qm—1...Q1, donde Q; (i =1,2,...;m) es una matriz de rotacion para
transformar a la matriz H,, en una matriz triangular superior R,,. Sean Ri la parte
superior m x m de la matriz Qpy—1Hpn y ¢1 el vector de los primeros m componentes del
vector Q.,_10e1. Sean Ry la parte superior m X m de la matriz me{m y c1 el vector
de los primeros m componentes del vector Q,[e1. Sean 4, = Rl_lél, Ym = Rl_lcl, los

vectores obtenidos por los métodos CGS y TFQMR, respectivamente. Entonces

Y — Ym—1 :CQ Zj _ Ym—1
m O m m 0 9

donde ¢, es el coseno utilizado en la m—ésima rotacion 2, .

Suponiendo que Z,,, es vector calculado por el método CGS, por el Lema 2, la iteracién
del método TFQMR satisface la iteracién

s 1 2
T — Tm—1 = Cpy (T — Tm1), = (T — Tme1) = —2 (Zm — Tin—1)
Ay —1 Am—1
1 1 N
m (JSm - xm—l) = 1 (xm - xm—l) ,
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definiendo 1,, = 2,1y dm = (T — Tm_1) /Qm_1, se tiene que

1
77— (Tm — Tm—1) =dm = Tm = Tm—1+ Nmdm. (3.67)

Ahora se necesita encontrar una recurrencia para d,,. Para esto, de acuerdo a la
ecuacion (3.62), Z,, puede expresarse como Ty, = Tym—1 + Qpm_1Um—1. De la definicién

de d,, se tiene que

1

dyn = (i'm —Tm—1+ Tt — xm—l)
Om—1
= Up—1+t (.’Z‘m,1 —Tm—2 — (.’Em,1 - $m,2))
Qm—1
1—-¢% .,
= Up-1-+t m-1 (xm—l - 3377;—2)
Om—1
1—¢c2 _
= wy, g+ ( - m 1) TIm 1dm—1-
Crm—1%m—1

En la expresién anterior, el término (1 — C?nq) /c2,_ es la tangente cuadrada del angulo
e utilizado en la (m—1)-ésima rotacién. A esta tangente se le denota con 6,,_1, entonces,

para m

2 . 1
O = tan”(e) = =) = O =tan(e) = 02—1
sen(e) 9 1
= O, = -
cos(e)’ Y Cm 02 +1

Para calcular los valores de s, = sen(e) y ¢, = cos(e), se examina la matriz H,,

do 0 0
—01 &
- 0 —d2 09 1
H,, = ><diag{,7 ) }
Qo o1 Am—1
_5m 5m
0 _6m+1

Ignorando el escalamiento de las columnas de H,,, que hace la matriz diagonal diag {1/a;} =01, m—17

ya que no afecta la determinacion de las rotaciones, H,, después de j rotaciones tiene
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la forma

Qj...Qle = Tj 0

—0j+1 i1

*5m+1

Entonces, la siguiente rotacién estd determinada por

—9j+1 _ 73 _ %+
St = Ty G S e O =
75+ 05 VT 05 J

Entonces, después de aplicar la j + 1-ésima rotacién a la matriz anterior, se tiene que

el elemento 641 localizado en la posicién (j + 1, j + 1) de la matriz, se transforma en

Tj6j+1

Tjtl = 041 X Cjy1 = —mm——= = 7841 = —Tj0j 41641
72 4 §2
J J+1

Con todo el desarrollo anterior se puede expresar una recurrencia para d,, de la
ecuacion (3.67), que se presenta a continuacion para d,,1

92
dm+1 = Um + aimnmdmv

m

Om+1 2 3 2
.,_,'j: sy Cm+1 = (1 + 9m+1) 27 Tm+1 = Tmem-‘rlcm—i-l Y Nm+1 = cm+1am~

En el algoritmo 11 se presentan los pasos necesarios para calcular una aproximacién

donde 62, | =

a la solucion del sistema Ax = b. Debe tomarse en cuenta que se ha cuasi-minimizado
el residual, con lo que el término r,, del algoritmo lo representa parcialmente. Para ver

detalles de este método constltese [91].

3.5. Precondicionadores

La razon de convergencia de los métodos iterativos que resuelven sistemas de ecua-
ciones lineales de la forma Ax = b, depende de las propiedades espectrales de la matriz
de coeficientes A. Si el sistema lineal se transforma en otro equivalente (que tenga la
misma solucién que el sistema original) con propiedades espectrales mds favorables, se
puede acelerar la convergencia de los métodos iterativos. Un precondicionador es una
matriz que realiza dicha transformacién.

Por ejemplo, si M es un precondicionador que aproxima a la matriz de coeficientes
A en alguna forma, el sistema lineal transformado M ~'Ax = M~'b tiene la misma
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Algoritmo 11 Método Residuo Cuasi-minimo Libre Transpuesto (TFQMR).

01l rg =up =b— Axg

02 vg = Aug

03dop=0

04 Elegir r§ tal que po = rgrg #0

05 Para m = 0, 1, ... Hasta convergencia

06 Si m es par
07 m+1 = am = pm /(1) Tvm
08 Um41 = Um — UmUm
09 Tm+41l = T'm — OmAum
10 dpt1 = um + (02,/am)nmdm
11 Omt1 = rm+1 ll2 /Tm
1
12 emt1 = (1+67,,1)°
13 Tm4+1 = TmOm+41Cm=1
4 g1 = e 0m
15 Tm+1 = Tm + Mm+1dm+1
16 Si m es impar
17 pmr1 = (r§)Trmi1
18 Bm—1 = Pm+1/pm71
19 Um+1 = Tm+1 + Bm—1Um
20 Umt1 = Aumy1 + Bmt1 (Aum + Bm—1Vm—1)

solucién que el sistema original, pero las propiedades espectrales de M ~'A podrian ser
mas favorables.

Al utilizar precondicionadores se necesita contrastar el costo computacional extra
que implica su construccién y aplicacidn, y la ganancia en la rapidez de convergencia.
En el uso de precondicionadores se busca que su aplicaciéon tenga un costo comparable
al de una iteracién de un método iterativo. Por otra parte, desde el punto de vista del
paralelismo, se necesita valorar qué tan eficaz es un precondicionador en el sentido cldsico
frente a su eficiencia paralela, pues muchos precondicionadores tradicionales tienen largas
secuencias de procesamientos no paralelizables.

Entonces, el problema de encontrar un precondicionador para un sistema lineal es

encontrar una matriz M tal que [22]
1. M es una buena aproximacién a A en algin sentido,
2. El costo de construir M no es prohibitivo,
3. El sistema M ~! Az = M ~'b es mucho maés facil de resolver que el sistema original.

Dependiendo de cémo se aplique un precondicionador al sistema, las formas de precon-

dicionamiento pueden ser
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1. Precondicionamiento por la izquierda: M 1Az = M ~1b.
2. Precondicionamiento por la derecha: AM 1Mz = b.

3. Precondicionamiento por ambos lados: M; ' AM; ' Mz = My 'b, cuando M puede
factorizarse en M7 Ms.

En esta secciéon se revisan precondicionadores basados en métodos iterativos esta-
cionarios, como: los de Jacobi, Gauss-Sidel y SOR simétrico; también se revisan pre-
condicionadores basados en factorizaciones incompletas, como: factorizacién sin relleno
(ILUO0), factorizacién con relleno en funcién de la estructura de A (ILUK, MILU) y

factorizacién con relleno en funcién de umbrales numéricos (ILUT).

3.5.1. Precondicionadores Jacobi, Gauss—Seidel y SOR Simétri-
co

Una iteracién de punto fijo para resolver un sistema lineal Az = b toma la forma
general
2D = MANZ® 4 M, (3.68)

con A = M — N. Por otra parte, se ha visto en la ecuacién (3.1) de la seccién 3.3 que

una iteracién de punto fijo también puede expresarse como
ekt =) 4 ¢ (3.69)

conc=M"1yT=M"1N=1I-M"1A. Con la iteracién (3.69) se resuelve el sistema

(I = T)x = c, el cual, como T'= I — M1 A, se puede reescribir como
M~'Ax = M~ b (3.70)

El sistema (3.70) se llama sisterna precondicionado asociado con A = M — N y la
iteracién (3.69) se llama iteracién de punto fijo sobre este sistema precondicionado, con
matriz de iteracién T.

Para Jacobi se ha obtenido la iteracién de punto fijo (ecuacién (3.3)) z++1) =
DY (L+U) 2®) + D=1b, siendo D, L y U matrices con los elementos de la diagonal, de
la triangular inferior estricta y de la triangular superior estricta de A, respectivamente
(ver Figura 3.1). De esta iteracién se ve claramente que el precondicionador y la matriz

de iteracion son, correspondientemente,
My;=D, T;=D'(L4+U)=1-D'A.

Para Gauss—Seidel también se ha obtenido la iteracién de punto fijo (ecuacién (3.5))
2 ) = (D— L)' Uz® + (D—L)""b, donde D, L y U estén definidas como en
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Jacobi. De esta iteracién se vuelve a ver claramente que el precondicionador y la matriz

de iteracion son, respectivamente,
Mgs=(D—-1L), Tgs=(D—-L)'U=I—(D—-L)"A

Ahora, partiendo de la iteracién de punto fijo de SOR (ecuacién (3.11)), que es
2 ) = (D —wL) " [(1 —w) D+ wU]z® + w(D—wL)™"b, donde D, L y U, nue-
vamente estdn definidas como en Jacobi y Gauss—Seidel, se puede definir la iteracién
simétrica de SOR (SSOR) como un paso de SOR seguido por un ”paso hacia atrds” [91]
de SOR como sigue

pkF1/2) (D — wL)_1 [(1—w)D + wU] 2(F) +w(D - wL)—l b,
2D = (D—wU) ' [(1—w)D +wL] 2™ +w (D —wU) b,

con lo que se obtiene la iteracién de SSOR de la forma z*+1) = M1 Nz(®) 4 M —1p =
Tz®) + ¢, donde

Mssor = (D—wL)D (D —wlU),
Tssor = (D—wU)" (1 =w)D+wL)(D—-wL)™ (1 -w)D+wl).

Si se toma w = 1 se obtiene la iteracién de Gauss-Seidel Simétrica (GSS).

3.5.2. Factorizaciéon LU Incompleta (ILU) General

En esta seccion se revisa un precondicionador que realiza una factorizacion incomple-
ta de una matriz general dispersa A € R™"*". Una factorizacion incompleta de una matriz
dispersa es deseable porque, a diferencia de una factorizaciéon completa que presenta el
problema de relleno en las matrices factores (con lo que dejan de ser dispersas), las
matrices que resultan de la factorizacién incompleta respetan el patrén de dispersién de
la matriz original en cierta proporcién, con lo que se busca controlar que la cantidad de
procesamiento extra por el uso de precondicionadores no se incremente excesivamente.
En concreto, se aborda la factorizacién LU Incompleta (ILU).

La factorizacién general ILU de A calcula las matrices L y U, que tienen la misma
estructura diferente de cero que la triangular inferior y superior de A, respectivamente,
tales que la matriz residual R = LU — A satisface ciertas restricciones, como tener ceros
en algunas de sus entradas.

Para introducir un algoritmo general de la factorizacién ILU, se considera que A =
{aij}ij=12, . n €s una M-matriz, pues se ha demostrado [8] que una factorizacién in-
completa existe para una M—matriz.

Renombrando a la matriz A con A;, suponer que se aplica un paso de la eliminacién
Gaussiana a A; y que se obtiene como resultado la matriz A; (que también es M-

matriz, como se demuestra en [91]) y suponer que algunos elementos fuera de la diagonal
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se eliminan de fil, obteniéndose 14:11 = fll + R (/:11 también es M-matriz, como se
demuestra en [91]), donde los elementos de R son tales que 7;; = 0 (i = 1,2,...,n) y
ri; >0 (4,7 =1,2,...,n, con i # j).

_ El proceso anterior se repite sobre la M-matriz de tamafio (n — 1) x (n — 1), Ay =
A1(2:n,2:n) (Ag se obtiene de A; eliminando su primer renglén y su primera columna),
y asi sucesivamente hasta obtener la factorizacién incompleta de A.

La seleccién de los elementos que se van eliminando de las matrices puede obedecer

a un patrén de ceros estatico, denotado con P, definido como
Pc{(,j)li #34; 1<i,j <n}.

Entonces, una factorizaciéon ILUp se calcula con en el algoritmo 12, obteniéndose la
factorizacién incompleta A = LU — R (cuya demostracién puede encontrarse en [91]).
En el i—ésimo paso del algoritmo, el i—ésimo renglén de A se sobreescribe con los i—ésimos
renglones de L y U incompletas, y se acceden a los ¢ — 1 renglones anteriores de A, donde

se encuentran los renglones calculados de U y L.

Algoritmo 12 Factorizacién ILU General.

01 Parai=2,3,..n
02 Parak=1,..,i—1ysi (i,k) ¢ P

03 aik = aik/akk
04 Paraj=k+1,k+2,..,ny para (i,j) ¢ P
05 Aj5 = Q5 — Qi X Qg

3.5.3. Factorizacién ILU sin Relleno (ILUO)

En esta factorizacion el patrén de ceros P es igual que el patrén de ceros de A, con
lo que las matrices L y U tienen tantos ceros como A en las mismas posiciones de su
triangular inferior y superior, respectivamente. Con esto, no necesariamente el resultado
del producto LU es exactamente A, ya que LU puede rellenar entradas en las que A
tenga ceros. Pero, si se ignoran estas entradas rellenas se pueden construir matrices L
y U cuyo producto sea igual que A en las entradas diferentes de cero de A (NZ(A)).
Entonces, la factorizaciéon ILUO consiste justamente en construir L y U tales que los
ceros de A — LU estén localizados en las entradas NZ(A).

El algoritmo de la factorizacion ILUO es el mismo que el algoritmo 12, en donde el
patron de ceros P debe ser exactament igual que el patrén de ceros de A.

La factorizacién ILUO puede ser insuficiente para alcanzar una razén de convergencia

adecuada al momento de resolver el sistema lineal (ver [91]), debido a que no permite
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relleno en la factorizacion. Flexibilizar este punto es la politica del método que se vera a

continuacion, lo que puede llevar a factorizaciones mas exactas.

3.5.4. Factorizacién ILU con Nivel de Relleno K (ILUK)

La factorizacién ILUK permite cierto nivel de relleno (denotado con K) en la fac-
torizacion. El relleno es permitido en funcién de la estructura de A. Asi, por ejemplo,
para aplicar una factorizaciéon con nivel K = 1, ILU(1), se aplica ILUO y se obtienen L
y U, se define P con el patrén de ceros del producto LU. Asignar a A un nuevo patrén
de elementos diferentes de cero definido como

NZ(A) = NZ(A) + las posiciones rellenas del producto LU,

donde NZ(A) es el verdadero patrén de elementos diferentes de cero de A. Nuevamente
se aplica ILUO a la A con patrén de ceros NZ1(A), con lo que se obtienen los factores
L,y U;.

Para generalizar el proceso anterior y aplicarlo a matrices dispersas generales, se
define el concepto de Nivel de Relleno, que se concibe como un atributo de un componente

de A ={ai;}ij=12,..n que es modificado por eliminacién Gaussiana.

Definicién 4 El nivel inicial de relleno de un elemento a;; de una matriz dispersa A
se define como
. 0 st ai;; 70 o0si i=j,
nivel;; =
o0 en otro caso.
Cada vez que este elemento es modificado por eliminacion de Gauss, su nivel de relleno

se actualiza como nivel;; = min{nivelzj, nivel;, + nively; + 1}.

Por la definicién anterior (que siempre toma los minimos para actualizar el nivel
de relleno), si un componente a;; # 0 en la matriz original A, el nivel de relleno del
componente es 0, nivel que no cambiara durante la factorizacién (el componente siempre
serd diferente de cero); por otra parte, la forma en que se actualizan los niveles de
relleno es una estrategia natural para descartar componentes o mantenerlos durante
la factorizacién. Con esto, todos los elementos con nivel de relleno menor que K se
mantendran. El patrén de ceros Pk se define antes de empezar el proceso de factorizacién
como Px = {(i, j)|nivel;; > K}.

En el algoritmo 13 se retine el proceso de la factorizacion ILUK. En este algoritmo

se identifican tres inconvenientes:

1. No se puede predecir el nivel de relleno ni la cantidad de trabajo computacional
para K > 0.

2. La actualizacion de los niveles de relleno puede ser costosa.
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3. El nivel de relleno para matrices indefinidas puede no ser un buen indicador del
tamano de los componentes que han sido eliminados, con lo que si se eliminan
elementos con valores grandes, se obtendra una factorizacién inexacta en el sentido
de que R = LU — A no seréd pequeno (que podrfa llevar a un ntmero grande de

iteraciones para calcular la solucién del sistema).

Algoritmo 13 Factorizacién ILU con nivel de relleno K (ILUK).

01 Definir nivel;;, parai,j =1,2,...,n, de acuerdo a la Definicién 4
02 Para ¢ =2,3,..n
03 Para k=1,...,i — 1y para nivel;; < K

04 aik = aig/ark

05 Para j=1,2,...,.n

06 Ajj = Qjj — Qi X g

07 nivel;; = min{nivel;;, nivel;, + nively; + 1}

08 Asignar 0 a cualquier elemento en el renglén i con nivel;; > K

3.5.5. Factorizacién ILU Modificada (MILU)

Las factorizaciones incompletas seleccionan elementos utilizando cierto criterio vy,
simplemente, se descartan asignandoles un cero. Hay estrategias que compensan esta
asignacion para reducir sus efectos. Una de ellas es tomar los elementos que se van
eliminando durante el célculo del i—ésimo renglén de las matrices L y U (durante la
iteracién k del algoritmo 13 o del algoritmo 12) y sumarlos a u;, la diagonal de U;
a esta estrategia se le llama compensacion diagonal y constituye un precondicionador
ILU Modificado (MILU), que también permite cierto nivel de relleno en funcién de la
estructura de A.

Un breve esquema de la compensacion diagonal se da a continuacién. Se denota con
a;x al renglén i—ésimo de A. Antes de comenzar el ciclo controlado por k£ en cualquiera
de los algoritmos ILU, u;, = a;.. Las operaciones que se ejecutan durante la k—ésima
iteracién pueden representarse como u;x = Ujsx — LixUks, que en realidad se aplica séla-
mente a componentes u;; # 0 (j = k+ 1,k +2,....,n), y para representar esto se tiene

que Uiy = Ujs — LikUks + ™ donde

i% )

Tij =
Likur; en otro caso.

Con la definicién de r;; los componentes nulos de A se preservan. Asf, al terminar el
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ciclo controlado por k se tiene

i—1 i—1
Z k Z
Ujx = Qjx — (likuk* - Tz(*)> = Qjx — (likuk*) — Tix,
k=1 k=1
i—1 k .. 7
donde r;, = 211 (TZ(*)). Entonces, para el i—ésimo renglén procesado, los componentes

que no se han considerado en la factorizacién porque se deben preservar los ceros de
A estédn reunidos en el vector renglén wu;.; estos componentes se suman y el escalar
)

resultante se suma, a su vez, al componente diagonal de U, es decir
g = Uz — (re), cone=(1,1,...,1)T
(A2 (2 vk 9 - b IS 9

con lo que termina el cdlculo del i—ésimo renglén de la factorizacién. En [90] se muestra
que con esta estrategia Ae = LUe, es decir, cada renglén de A es igual que el correspon-
diente renglén de LU.

3.5.6. Factorizacién ILU con Umbral (ILUT)

A diferencia de las factorizaciones incompletas que permiten rellenar o no los com-
ponentes de una matriz en funcién de la estructura de A, la factorizacién ILU basada
en umbral (ILUT) decide el relleno dependiendo de si la magnitud del componente es
menor o mayor que cierto umbral. Con esto, el patrén de dispersién P es dindmico.

Un algoritmo ILUT genérico puede derivarse, por ejemplo, del algoritmo 12 (factori-
zacién ILU general) incluyéndole un conjunto de reglas para la eliminacién de elementos
pequenos. Asi, si un elemento cumple con el conjunto de reglas, el elemento es sustituido
por un cero. Las mismas reglas pueden aplicarse a todos los elementos de un renglén.
En el algoritmo 14, w es un vector de trabajo que acumula combinaciones lineales de
renglones dispersos en la eliminacién, y wy es su k—ésimo componente. a;* denota el
i—ésimo renglén de A.

En la linea 5 del algoritmo 14 podria aplicarse la siguiente regla: eliminar el elemento
wy, (asignarle cero) si su magnitud es menor que cierto umbral 7, que puede ser, por
ejemplo, el valor promedio del k—ésimo renglén o la 2—norma del k—ésimo renglén. En
la linea 8 del algoritmo podria aplicarse un conjunto de reglas, por ejemplo, primero
eliminar los componentes de w cuyas magnitudes sean menores que 7, después mantener
s6lamente los ¢ componentes més grandes de w para L y los ¢ mas grandes para U,
manteniendo siempre los componentes diagonales de U. Con esta combinacién de reglas
no sélo se controla el relleno con base en la magnitud de los componentes, sino que

también se controla la cantidad de componentes diferentes de cero que se van a permitir.
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Algoritmo 14 Factorizacién ILU con Umbral (ILUT).

01 Parai=1,2,..n

02 W = Gjx

03 Para k=1,...,i— 1y cuando w;;r #0
04 Wi = Wi /agg

05 Aplicar reglas de eliminacién awy,
06 Siwg #0

07 W= W — Wy * Uk

08 Aplicar reglas de eliminacién aw

09 lij =w; Para j =1,2,...,i— 1

10 ujj = wj Para j =4,i+1,...,n

11 w=0

3.6. Conclusiones

Existe una variedad muy amplia de métodos que resuelven y precondicionan sistemas
lineales dispersos de gran dimensién. En este capitulo se han abordado algunos de los més
utilizados y los que implementan las librerias empleadas en los experimentos numéricos
de esta tesis.

Los métodos de resolucién de sistemas lineales pueden clasificarse en directos e ite-
rativos. Los métodos directos calculan la solucién en un niumero finito de operaciones
v los métodos iterativos generan una sucesién de aproximaciones que que pueden o no
converger a una solucion.

Los métodos directos realizan una descomposicién de la matriz de coeficientes. Si esta
matriz es dispersa, la descomposicién trae como consecuencia el problema del relleno,
con lo que la resolucion del sistema requiere mas tiempo de cémputo y mas espacio
de almacenamiento para su operacién y representacién. Para enfrentar este problema,
existen técnicas de reordenamiento de las entradas de la matriz de coeficientes que
intentan reducir este relleno. Ademads, a medida que aumenta la dimensién de los sistemas
de ecuaciones, los métodos directos presentan problemas por los errores de redondeo que
se acumulan durante el proceso. No obstante lo anterior, las soluciones encontradas por
la aplicacién de métodos directos resultan ser muy precisas.

El costo computacional de los métodos iterativos con un numero moderado de ite-
raciones puede resultar menor que el costo de un método directo. Por ejemplo, la des-
composicion LU que realiza un método directo sobre una matriz densa es del orden de
O(n?), mientras que los métodos iterativos estacionarios, como Jacobi, Gauss-Siedel y
SOR, son del orden de O(2+« NZ), donde N Z es el ntimero de entradas diferentes de cero
de la matriz de coeficientes. Por otra parte, el almacenamiento de los datos es menor

en los métodos iterativos que en los directos, ya que los primeros preservan el caracter

69



3.6. Conclusiones

disperso de los sistemas.

Dentro de los métodos iterativos se han revisado en este capitulo los estacionarios,
como Jacobi (J), Gauss—Sidel (GS) y SOR; y los no estacionarios, como Residuo Mini-
mo Generalizado (GMRES), Gradiente Conjugado (GC), Gradiente Biconjugado (BCG),
Gradiente Biconjugado Estabilizado (BCGSTAB) y Residuo Cuasi-minimo Libre Trans-
puesto (TFQMR). Los métodos no estacionarios, a diferencia de los estacionarios, invo-
lucran en sus célculos informaciéon que cambia en cada iteracion. Por esto, los métodos
iterativos no estacionarios presentan convergencia mas rapida que los estacionarios. La
convergencia de los métodos estacionarios depende de las propiedades de la matriz de
coeficientes del sistema y la velocidad de convergencia depende del radio espectral de la
matriz de iteracién.

Los métodos iterativos no estacionarios vistos en este capitulo se basan en procesos de
proyeccién (subespacios de Krylov) y tratan de minimizar cierta norma del vector residuo
sobre un subespacio generado por la matriz de coeficientes del sistema asi como ofrecer
bajo costo en requerimientos de tiempo y espacio. Por otra parte, en estos métodos
iterativos la operacién fundamental es el producto matriz—vector.

Con los procesos de proyeccién no sélo se construyen métodos para resolver sistemas
de ecuaciones lineales, sino métodos para calcular los valores propios de una matriz,
que es uno de los problemas que surgen de la discretizacion de la EDN en el caso
estacionario. Por este motivo, este capitulo ha introducido el método de Arnoldi, cuya
operacion fundamental es el producto matriz—vector.

La aceleracién de la convergencia de los métodos iterativos puede obtenerse precondi-
cionando los sistemas a resolver. En este capitulo se han revisado los precondicionadores
de Jacobi, Gauss—Seidel y SOR Simétrico, y los basados en factorizaciones incompletas,
como ILUO, ILUK, MILU e ILUT. ILUO es una factorizacién que no permite relleno
y requiere el mismo monto de almacenamiento que A, pero lleva a una representacién
cruda del sistema a resolver, lo que puede resultar en muchas iteraciones para conver-
ger a una solucién [91]. Permitir ciertos niveles de relleno puede llevar a factorizaciones
que permitan precondicionar al sistema mas adecuadamente, por ejemplo ILUK y MI-
LU permiten niveles de relleno con base en la estructura de la matriz. Otra politica
de relleno, que no se basa en la estructura de la matriz sino en las magnitudes de los
valores de sus componentes es ILUT. Todas las variantes ILU propuestas tienen el ob-
jetivo de representar lo méas fielmente posible las caracteristicas del sistema a resolver,
pero minimizando costos de operacén y almacenamiento. En general, las factorizaciones
ILU requieren pocas iteraciones para converger, pero el costo de procesamiento de los

factores puede ser alto [91].
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Capitulo 4

Plataformas y Software de

Computacién

4.1. Introduccion

Este capitulo muestra los elementos de hardware y software que fueron utilizados
para la implementacion secuencial y paralela de los métodos que resuelven los sistemas
de ecuaciones lineales dispersos relacionados con la ecuacion de difusiéon neutrénica mul-
tigrupo, tanto para el caso estacionario como dindmico y estd organizado de la siguiente
manera: La seccion 4.2 describe las caracteristicas de las maquinas secuenciales y para-
lelas sobre las que se realizaron las pruebas experimentales. En tanto que la seccion 4.3
da cuenta de las distintas librerias numéricas de libre distribucién que se han elegido
para llevar a cabo las pruebas experimentales del capitulo 5, asi como una descripcién
general de sus fundamentos y funcionamiento. Por tltimo, en la seccién 4.4 se enuncian

algunas conclusiones de este capitulo.

4.2. Hardware

Los equipos hardware utilizados en esta memoria son Kubrick, Kefren y Jacquard.
Estos son computadores paralelos con memoria distribuida que funcionan con el modelo
de programacién por paso de mensajes. A continuacion se listan sus caracteristicas mas

representativas.
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4.2.1. Cluster Kubrick

Este es un cluster de memoria distribuida con 2 nodos biprocesador (figura 4.1). Los
procesadores son de la marca Intel modelo Xeon a 2.2 GHz. Cada nodo comparte 4
Gbytes de RAM y estdn interconectados por una red Gigabit Ethernet bajo el sistema
operativo LINUX Red Hat 8. En este cluster se han realizado experimentos secuenciales

utilizado su version de Matlab.

Figura 4.1: Cluster Intel Kubrick de la Universidad Politécnica de Valencia

4.2.2. Cluster Kefren

Kefren! (figura 4.2) es un grupo de 20 nodos bi-procesador, donde cada nodo se
encuentra conectado mediante una red SCI con topologia Torus 2D en una malla de
4x5. Cada CPU es un Intel Xeon con una velocidad de 2GHz y 1 GB de memoria
principal con sistema operativo LINUX Red Hat 8.0

El software usado en este cluster y que més adelante se explica con mayor amplitud
es: SPARSKIT, PETSc, pARMS y SuperLU.

4.2.3. Cluster Jacquard

Jacquard? (figura 4.3) es un cluster AMD Opteron con 712 CPUs sobre el que se
ejecuta el sistema operativo LINUX. La maquina es llamada asi en honor de José Maria
Jacquard, cuyo telar fué la primera maquina en usar tarjetas perforadas para controlar

una secuencia de operaciones.

Thttp://www.grycap.upv.es
2http://www.nersc.gov/nusers /systems/jacquard/
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Figura 4.2: Cluster Intel Kefren de la Universidad Politécnica de Valencia.

Jacquard tiene 356 nodos biprocesador para cédlculos cientificos. Cada procesador
tiene una velocidad de reloj de 2.2GHz. Los procesadores en cada nodo comparten 6
GBytes de memoria y estan interconectados con una red infiniband de alta velocidad. El
software usado en este cluster corresponde a las librerias numéricas de PETSc e Hypre.

Figura 4.3: Cluster AMD Jacquard en el centro de investigaciéon NERSC
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4.3. Software

Entre los objetivos de la presente tesis, estd la evaluacion de software numérico se-
cuencial y paralelo que permita resolver eficientemente los sistemas de ecuaciones lineales
dispersos (SELD) que surgen de la discretizacién de la ecuacién de difusiéon neutrénica
en su forma estacionaria y dindmica. Por tal motivo, se ha tenido la oportunidad de
trabajar con distintas herramientas software para cumplir los objetivos establecidos.

A continuacién se exponen las librerias numéricas, tanto secuenciales como paralelas,

asi como un resumen de sus caracteristicas de funcionamiento més importantes.

4.3.1. Matlab

MATLAB [28] Es un ambiente propietario de prueba y desarrollo de prototipos répi-

dos del algebra lineal numérica. La versién utilizada fué 5.3.1 (R11.1)3.

4.3.2. SuperLU

Se han realizado experimentos numéricos en esta memoria, utilizando la versién 2.0
de la librerfa SuperLU* [124] [125] [21]. SuperLU es una librerfa de libre distribucién que
implementa métodos directos (ver capitulo 3) para la resolucién de SELD de ecuaciones
de la forma AX = B, donde A es una matriz dispersa cuadrada de n x n, no singular;
X y B son matrices densas de n x nrhs, donde nrhs es el nimero de lados derechos y
vectores solucion.

La libreria SuperLU usa eliminacién de Gauss con técnicas de pivotamiento, donde
las columnas de la matriz A puede ser preordenadas antes de la factorizacién. La libreria
SuperLU puede funcionar tanto con matrices reales como complejas y en precision sen-
cilla o doble. De este solver existen tres colecciones de subrutinas:

SuperLU. Rutina disenada para procesadores secuenciales con una o mas capas de

jerarquias de memoria, y usa la técnica de pivotamiento parcial.

SuperLU_DIST. Rutina disenada para arquitecturas paralelas con memoria distribui-
da que usan el estdndar MPT [56] para la comunicacién entre procesos. Aplica técnicas
de pivotamiento estatico.

SuperLU_MT. Rutina con tecnologia multihilo (SMP), disenada para multiprocesa-

dores con memoria compartida. La técnica de pivotamiento es estatica.

3Matlab es una marca registrada de The MathWorks, Inc.
4http://crd.lbl.gov/ xiaoye/superlu/
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4.3.3. SPARSKIT

SPARSKIT? 2.0 [88] [90] es una librerfa numérica secuencial de libre distribucién para
la manipulacién y trabajo con matrices dispersas y que nacié como una idea del profesor
Yousef Saad® mientras estuvo en el Center for Supercomputing Research and Develop-
ment de la Universidad de Illinois durante los anos 1986-1987. La libreria SPARSKIT
nace con el objetivo de facilitar el intercambio de matrices con fines de investigacién
entre otras cosas. La libreria SPARSKIT en su version 2.0 estd escrita en FORTRAN
77 y los médulos que la conforman se muestran en la figura 4.4.

SPARSKIT

BLASSM FORMATS INFO INOUT ITSOL MATGEN ORDERINGS UNSUPP DOC

AN NAN

DIF  FEM  MISC MATEXP  PLOTS

Figura 4.4: Médulos de la libreria SPARSKIT.

Los médulos de la libreria SPARSKIT que han sido usados en este trabajo de tesis
son:

FORMATS. Es el médulo de conversiéon de formatos, que actualmente maneja hasta
13 formatos diferentes de almacenamiento. Entre los formatos que se manejan estén:
formato denso (DNS), comprimido por fila (CSR), comprimido por columna (CSC),
coordenado (COO), formato diagonal (DIA), formato en banda (BND), entre otros. En
este trabajo, el formato que més se usé6 fué el comprimido por fila (CSR). Una descripcién
de los distintos formatos aqui mencionados puede encontrarse en [90] [88] [50].

INOUT. Este médulo contiene rutinas para la lectura, escritura y visualizaciéon de la

estructura de las matrices dispersas en formato Harwell-Boing [25].

BLASSM. Este médulo contiene operaciones algebraicas bésicas como C = A + B,

C = A+ (B, C = AB, entre otras. Operaciones muy comunes como las que involucran

Shttp://www-users.cs.umn.edu/saad /software/SPARSKIT /sparskit.html
6http://www-users.cs.umn.edu/ saad/
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matrices dispersas y vectores, asi como soluciones con sistemas triangulares se incluyen
en el médulo MATVEC.

INFO. Este médulo contiene rutinas que permiten conocer informacién bésica y es-
tadistica de una matriz dispersa, como por ejemplo: el niimero de elementos diferentes

de cero, numero promedio de elementos distintos de cero por fila, ancho de banda, etc.

ITSOL. Este médulo contiene una serie de rutinas que hacen uso de métodos iterati-
vos basados en subespacios de Krylov bésicos como: Gradiente Conjugado (GC), Resi-
duo Minimo Generalizado (GMRES), Gradiente Bi-Conjugado (BCG), Gradiente Bi-
Conjugado estabilizado, entre otros. También contiene precondicionadores de tipo LU
incompleto simple (ILUO), con umbral (ILUT), etc.

4.3.4. pARMS

La librerfa paralela Parallel Algebraic Recursive Multilevel Solver (pARMS) 0.2 [78]
[95] es la versién paralela de ARMS [96] y es un conjunto de precondicionadores y solvers
(aceleradores) iterativos de memoria distribuida enfocados a la solucién de sistemas
generales dispersos. Esta libreria, también de libre distribucién, tiene como elemento
base las matrices dispersas distribuidas y se apoya en la soluciéon de los sistemas del

complemento de Schur distribuidos resultantes.

4.3.4.1. Sistemas Lineales Dispersos Distribuidos

Los sistemas lineales distribuidos [92] [94] proporcionan una representacion algebraica
de los sistemas de ecuaciones lineales dispersos que surgen en los métodos de descompo-
sicion de dominios. Un sistema distribuido tipico surge, por ejemplo, de la discretizacién
en elementos finitos de una ecuacién diferencial parcial sobre un cierto dominio. La so-
lucién tipica de estos sistemas en una computadora con memoria distribuida implica la
particién de la malla del elemento finito y la asignacién de un grupo de elementos que
representan un sub—dominio fisico a un procesador. Cada procesador ensambla solamen-
te las ecuaciones locales correspondiente a su grupo de elementos asignados. Para el caso
donde los sistemas son dados de manera algebraica, un grafo contiene vértices que co-
rresponden a las filas de los sistemas lineales que pueden ser particionados. En cualquier
caso, la idea general es que cada procesador mantiene un conjunto de ecuaciones (o filas
del sistema global) y las variables incégnitas asociadas.

La figura 4.5 muestra una vista del ’dominio fisico’ de un sistema lineal disperso
distribuido, para el cual una particién basada en vértices ha sido usada sin traslape de

incognitas. La libreria pARMS distingue tres tipos de variables:

. Variables interiores son aquellas que estdn acopladas (o emparejadas) tinicamente con

las variables locales por las ecuaciones;
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. Variables de interfase inter-dominio que son aquellas que estan acopladas con variables

no locales (externas) asi como con variables locales; y

. Variables de interfase externas que son aquellas que corresponden a los procesadores

vecinos y que estdn acopladas con los tipos de variables locales anteriores.

Las ecuaciones locales pueden representarse como se muestra en la figura 4.6. La
matriz de la figura 4.6 puede verse como una versién ordenada de las ecuaciones asociadas

con una numeracion local de pares ecuaciones/incégnitas.

puntos interfase

—————————————— ‘yxtmos

D

puntos interfase
interdominio

Figura 4.5: Vista local de una matriz dispersa distribuida

Datos Datos Datos
externos * locales ™ externos
0 0

A.

Figura 4.6: Matrices locales A; y X;.

Las filas de la matriz asignada a cierto procesador han sido divididas en dos partes:
una matriz local A;, que actia solamente sobre las variables locales y la matriz interfase
X, que actia en las variables de interfase externa. Estas variables de interfase externa
deben ser primero recibidas de los procesadores vecinos antes de que un producto matriz—
vector distribuido pueda ser completado. Asi, cada vector local de incégnitas z;(i =
1,...,p) se divide también en dos partes: el sub—vector u; de variables interiores seguidas
por el sub—vector y; de variables interfase inter—dominio. El lado derecho b; se divide

asi mismo en en los sub—vectores f; y ¢,
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Yi 9i

La matriz local A; residente en el procesador i se organiza a bloques de acuerdo a esta

particién, dando origen a

B; |F;
A =
E;, IC;

Con esto, las ecuaciones asignadas al procesador ¢ puede escribirse como sigue:

Be B (e o\ _(*
< B G ) < Yi >+ < Yjen, Eijy; ) B < gi ) (4.2)

El término Ej;y; es la contribucién de las ecuaciones locales de el sub-dominio vecino 7,
v N, es el conjunto de sub—dominios que son vecinos del sub—dominio ¢. La suma de estas
contribuciones, que estdn en la parte izquierda de (4.2), es el resultado de multiplicar la

matriz de interfase X; por las incognitas de interfase externas

Z Eijy; = Xilicat-
JEN;
El resultado de esta multiplicacién afecta inicamente a las incégnitas de interfase local,
la cual estd indicada por el cero en la parte superior del segundo término del lado
izquierdo de (4.2).
Una vez que se tiene esta particién, puede aplicarse cualquiera de los precondiciona-

dores de pARMS que se explican en las siguientes subsecciones.

4.3.4.2. Precondicionamiento ARMS Paralelo

Las técnicas del complemento de Schur multinivel de pARMS estdn basadas en técni-
cas que explotan los conjuntos independientes a bloques, como los descritos para los
precondicionadores de ARMS.

La version secuencial de ARMS tiene su base en la aplicacién de técnicas tipo ILU
multinivel (MILU) que explotan conjuntos independientes. Un conjunto independiente es
un conjunto de incoégnitas que no estdn acopladas con otras. Tales técnicas transforman

el sistema original a un sistema de la forma

(5 e)(5)-(2) "

donde B es una matriz diagonal. El concepto de conjuntos independientes se ha gene-
ralizado a bloques o grupos [97]. Un conjunto independiente a grupos es una coleccién
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de subconjuntos (bloques) de incégnitas, tales que no existe acople entre incégnitas de
cualesquiera dos grupos (o bloques) diferentes. Las incégnitas dentro del mismo grupo
(o bloque) pueden estar acopladas. Cuando las incégnitas de los conjuntos independien-
tes a grupos son etiquetados primero, la matriz A tendra la estructura a bloques de la
expresion (4.3), en el que el bloque B es diagonal a bloques en vez de diagonal.

En el caso del método ARMS, la siguiente factorizacién a bloques se calcula de

manera ’aproximada’

<B F>%< L_ 0>X<U L‘1>’ 84
E C EU- T 0 A

donde LU ~ B,y Ay ~ C — (EU Y (L71F).

En general, el algoritmo de factorizacién en el método ARMS consiste esencialmente
de dos pasos: primero, obtener un conjunto independiente a grupos y reordenar la ma-
triz en la forma (4.3); segundo, obtener una factorizacién ILU del bloque B, B ~ LU,
y aproximaciones a las matrices L™'F, EU~! y A;. El proceso se repite recursivamente
sobre la matriz A, hasta un cierto nimero de niveles. En el ltimo nivel, puede apli-
carse una factorizacién tipo ILUT o un método directo. La figura 4.7 esquematiza el
procedimiento ARMS en el que las dreas mas oscuras representan los complementos de

Schur que van formandose consecutivamente.

| | DN S— R N —
] == AN [—

H

Figura 4.7: Un paso del procedimiento en la libreria pARMS para formar complementos de Schur

consecutivos

Las matrices A; del complemento de Schur consecutivas permanecen dispersas pero
van tornandose densas conforme el ntimero de niveles se incrementa, de modo que los
elementos pequenos son eliminados durante las factorizacién a bloques a fin de mantener
la estructura dispersa. Por otro lado, las matrices EU~! y L1 (o sus aproximaciones)
no necesitan guardarse, dado que se utilizan para calcular la aproximaciéon a A;. Una
vez hecho esto, se descartan. Las operaciones siguientes con L™'F y EU~! se realizan
usando U, L y los bloques E'y F'.

Distintos tipos de estrategias multinivel recursivas pueden definirse. Esencialmente,

un paso de precondicionamiento equivale a una solucién aproximada con la factorizacién
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(4.3). Tal solucién consiste de tres pasos. El primer paso es resolver con la primera
matriz del lado derecho de (4.4). Esta operacién producird un nuevo lado derecho para
la segunda parte de (4.3), que es g1 = g — EU ! f. Después, el sistema de complemento
de Schur resultante A,y = g1 se resuelve iterativamente. Por ultimo, una sustitucién
hacia atrés es realizada para obtener la variable u = U~![f — L='Fy]. Dado que no se
especifica la forma en la que el sistema complemento de Schur A;y = g1 serd resuelto,
existen muchas posibles estrategias. Por ejemplo, la recursividad puede aplicarse: si
estd disponible otro nivel de factorizacién, el proceso puede repetirse y descender al
préximo nivel, resolver (recursivamente), y ascender de regreso al nivel actual. Cuando
se alcance el ultimo nivel, el sistema puede resolverse mediante iteraciones del método
GMRES precondicionado con ILUT o resolverse con los factores ILUT.

A continuacion, se esquematiza la aplicacion de un procedimiento ARMS como solver
local en la construccién de un precondicionador de complemento de Schur global. Por
sencillez, se considera la aplicacién de un solo nivel del procedimiento ARMS actuando
localmente en cada subdominio de la particion pARMS. En la figura 4.8, las lineas con-
tinuas establecen los limites de los subdominios. Los conjuntos locales independientes a
grupos son construidos solamente sobre aquellas incognitas desacopladas de las incégni-
tas externas mediante la produccién de separadores locales (lineas con guiones y puntos
en la figura 4.8). Las incégnitas de interfase interdominio (lineas con guiones en la figura
4.8) estan asignadas a priori a los complementos de Schur por el procedimiento ARMS.
Asi en cada subdominio, la matriz del complemento de Schur local Ay, producida en
el primer nivel de la reduccién de ARMS, actuard sobre las variables de interfase in-
terdominio mas las variables separador, llamadas variables de interfase local. En otras
palabras, las variables del complemento de Schur y;,i = 1,...,p (ver expresién (4.7)),
son las uniones de las variables de interfase interdominio y las variables separadoras los
conjuntos independientes a grupos. Se denotard por complemento expandido de Schur
el sistema que involucra la matriz A; que actia sobre las incégnitas de interfase local e
interdominio. Una vez resuelto el sistema global para todas las variables y, las variables
interiores son obtenidas sin comunicacién mediante sustitucién hacia atrdas en ARMS

dentro de cada procesador.

4.3.4.3. Precondicionamiento Aditivo de Schwarz

Cuando un procedimiento aditivo de Schwarz se usa como precondicionador, el vector
residuo local es actualizado por un solver iterativo global. El vector residual local resul-
tante es usado como lado derecho local. Para esto, un intercambio de datos debe preceder
la actualizacion del vector residual local, de modo tal que cada subdominio reciba de sus
vecinos los tltimos valores de sus variables de interfase interdominio. Cuando los tltimos
valores de las variables de interfase externas y el lado derecho local estdn disponibles,
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Puntos internos

Puntos de interfase
local

Puntos interfase
interdominio

Figura 4.8: Clasificaciéon de las incégnitas cuando se usa el método ARMS como solver local en el
contexto de pARMS

el procedimiento aditivo de Schwarz puede usarse para encontrar una correccién a la

solucion local. El algoritmo 15 muestra el procedimiento descrito.

Algoritmo 15 Precondicionamiento aditivo de Schwarz.

01 Obtener datos externos y; cat

02 Actualizar residuo localr; = (b — Azx); = by — Ajzi — Xi¥i,ent
03 Resolver A;6; = r;

04 Intercambiar §; entre los subdominios vecinos

05 Actualizar la solucién xz; = x; + 6;

El algoritmo 15 se ejecuta en cada procesador de manera paralela. El intercambio de
informacién toma lugar en la linea 1 y el residuo se actualiza en la linea 2. Hay que notar
que el residual es “actualizado” sélo en la parte y del lado derecho que cambia. Por otro
lado, los sistemas locales A;5; = r; pueden resolverse de tres maneras: (1) mediante
un método directo (disperso), (2) mediante un método de Krylov o (3) mediante una

resolucién con los factores triangulares resultantes de una factorizacién tipo ILU.

4.3.4.4. Precondicionamiento Complemento de Schur

Las técnicas del complemento de Schur se refieren a métodos que iteran inicamente
sobre las incégnitas de interfase interdominio, implicitamente usando incognitas inte-
riores como variables intermedias. Estas técnicas forman la base para la aplicacién de
precondicionadores que seran explicados méas adelante. Los sistemas del complemento de
Schur se derivan mediante la eliminacién de las variables u; de la expresién en (4.2). Ex-

trayendo de la primera ecuacién u; = B; ' (Fiy;), y sustituyendo en la segunda ecuacién
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se obtiene que

Swi+ Y Eyy; =9 — BB fi = g, (4.5)
JEN;

donde S; es el complemento de Schur “local”
S; =C; — E;B;'F;. (4.6)

La ecuacién (4.5) para todos los subdominios i(i = 1,...,p) constituye un sistema
global de ecuaciones que involucra solamente los vectores y; de incégnitas de interfase
interdominio. Este sistema reducido global mantiene una estructura a bloques natural

relacionada con los puntos de interfase interdominio para cada subdominio:

S1 Ei -+ Ey Y1 9%
Eo So SRR ) Y2 g5
. " =1 (4.7)
Ey Ep12 -+ S Yp gy
Los bloques diagonales en este sistema, las matrices S;(i = 1,...,p), son densas en

general. Los bloques Fj;; fuera de la diagonal, que son idénticos con los involucados en
(4.2) son dispersos.

El sistema (4.7) puede escribirse como Sy = ¢’, donde el vector y consiste de todas las
variables de interfase interdominio ¥1,¥2, ..., ¥y, apiladas en un sélo vector. La matriz S
es la matriz complemento de Schur “global”. Los desarrolladores de pARMS consideran
que pueden utilizarse métodos de resolucién aproximados (como [29]) para el sistema
reducido (4.7) para desarrollar precondicionadores del sistema distribuido (global) ori-
ginal. Una vez que el sistema complemento de Schur global (4.7) es (aproximadamente)
resuelto, cada procesador calculard la parte u del vector solucién en (4.1), mediante la
resolucién del sistema B;u; = f; — F;y; obtenido por substitucién de (4.2). Se puede

resumir la iteracion del complemento de Schur mediante el algoritmo 16:

Algoritmo 16 Iteraciéon del complemento de Schur.

01 Adelante: calcular lados derechos locales gg =g, — E;B;f;.
02 Resolver: el sistema del complemento de Schur global Sy = g’.

03 Atrds: substituir para obtener u;, es decir, resolver B;u; = fi — F;y;.

La ecuacién (4.5) puede reescribirse como un sistema precondicionado con bloques

diagonales:

i+ S0y By =S g — EiB; . (4.8)
JEN;

82



Capitulo 4. Plataformas y Software de Computacién

Lo anterior puede verse como una versién de precondicionamiento Jacobi a bloques del
complemento de Schur del sistema (4.5). El sistema (4.8), que acopla incégnitas externas
y locales, puede resolverse por un método como el GMRES, requiriendo por lo tanto una

solucién con S; para cada paso.

4.3.4.5. Precondicionadores y Solvers en pARMS

La siguiente es una lista de precondicionadores disponibles en pARMS:

Tipo Schwarz aditivo: add_ilu0, add_ilut, add_iluk, add_arms. add X indica pre-
condicionador aditivo de Schwarz con precondicionador local X, donde X puede ser:
ILUO, ILUT o ARMS.

Tipo complemento de Schur: 1sch_ilu0, lsch_ilut, lsch_iluk, lsch_arms, rsch_iluO,
rsch_ilut, rsch_iluk, rsch_arms. lsch_X indica precondicionador del complemento
de Schur izquierdo con precondicionador local X, y rsch_X indica precondicionador del
complemento de Schur derecho con precondicionador local X. Los experimentos presen-

tados en este trabajo de tesis utilizaron precondicionamiento por la izquierda.

Por otro lado, pARMS contiene los siguientes aceleradores.

. FGMRES es una versién distribuida del método GMRES flexible [91], que permite ite-

raciones en la aplicaciéon del precondicionador.

. DGMRES es una version distribuida del método GMRES deflactado, que usa deflacién

de los valores propios.

. BCGSTAB es una version distribuida del método del Gradiente Biconjugado Estabili-
zado.

La libreria paralela de pARMS ha sido aplicada con éxito en aplicaciones modernas
de la Fisica [109], es por esta razén que fué elegida para llevar a cabo experimentos con

los sistemas dispersos de la ecuacion de difusién neutrénica, caso estacionario.

4.3.5. PETSc

La librerfa paralela Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computation (PETSc)
es un conjunto de estructuras de datos y rutinas de libre distribucién, que proporcionan
las bases para la implementacién de cédigos de aplicacién a gran escala en computadoras

paralelas (y secuenciales). PETSc usa el estdndar de comunicacién entre procesos de
MPT [101] [100] [99].
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4.3.5.1. Organizacién de PETSc

Algunos de los médulos de PETSc tratan con:

Conjuntos indices, incluyendo permutaciones, para indexamiento en vectores, renume-

racion, etc.

Vectores.

Matrices (por lo general dispersas).

Arreglos distribuidos.

Métodos del subespacio de Krylov.

Precondicionadores, incluyendo solvers multimalla (multigrid) y solvers dispersos.

Integradores por paso de tiempo (timesteppers) para resolver ecuaciones diferenciales

parciales (EDP) no lineales dependientes del tiempo.

Cada uno de estos médulos consiste de una interfase abstracta y una o més im-
plementaciones usando estructuras de datos particulares. Con esto, PETSc proporciona
c6digos efectivos y limpios para las varias fases en la solucién de las EDP, con un enfoque
uniforme para cada tipo de problema. Ademds, este diseno permite la comparacién y
uso de diferentes algoritmos (por ejemplo, la experimentacién con diferentes métodos de
subespacio de Krylov, precondicionadores o métodos de Newton truncados).

La libreria PETSc busca la ficil adaptacién y extension tanto de algoritmos como
de su implementacién. Este enfoque intenta promover el reuso del codigo y separar los
elementos de paralelismo de la eleccién del algoritmo. La infraestructura de la libreria
PETSc crea un fundamento para la construccién de aplicaciones a gran escala.

La Figure 4.9 ilustra la organizacion jerarquica de la libreria PETSc, que permite
a los usuarios emplear los niveles de abstraccion maéas apropiados para un problema
particular.

La libreria PETSc usa la tecnologia del estdndar MPI [56] como interfaz de paso
de mensajes para la programacién en paralelo. No obstante esto, el usuario es libre de
emplear las rutinas de MPI conforme las necesite en su cédigo de aplicacién. Sin embargo,
la libreria PETSc oculta al usuario muchos de los detalles del paso de mensajes, que
permanecen dentro de los objetos paralelos, tales como los vectores, matrices y solvers.
Anexo a todo esto, la libreria proporciona herramientas tales como arreglos distribuidos y
operaciones de reunién/dispersién (gather/scatter) en vectores como ayuda en el manejo
de datos en paralelo.
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Nivel de 2 T
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Solvers para ecuaciones no-lineales Solvers para ecuaciones lineales
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Métodos del subespacio de Krylov || Precondicionadoores
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Figura 4.9: Organizacién de la libreria PETSc.

4.3.5.2. Objetos Vector, Matriz y KSP en PETSc

PETSc construye vectores secuenciales o paralelos, x, de dimensién global M con los

siguientes comandos

VecCreate (MPI_Comm comm,Vec *x);

VecSetSizes(Vec x, int m, int M);

donde comm representa el comunicador MPI y m es el tamano local opcional o puede ser
un valor que decida PETSc (PETSC_DECIDE).

Otro de los objetos fundamentales que maneja PETSc son las matrices, para lo
cual implementa una variedad de éstas. La libreria PETSc soporta actualmente alma-
cenamiento denso as{ como almacenamiento disperso comprimido por fila (CSR o AlLJ),
ademads de varios formatos especializados. Existen formatos matriciales dispersos tipo
AlJ (o CSR) secuenciales y paralelos en PETSc. Las matrices dispersas paralelas con

formato ALJ pueden crearse mediante el comando:

MatCreateMPIAIJ(MPI_Comm comm,int m, int n, int M,int N,

int d.nz,int *d_nnz,int o_nz,int *o_nnz, Mat *A);

donde A es la matriz recién creada, en tanto los argumentos m, My N, indican el nimero
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de filas local, y el ntimero global de filas y columnas, respectivamente. En el esquema
de particiéon de PETSc, todas las columnas de la matriz son locales y n es el nimero de
columnas correspondiente a la parte local del vector paralelo. Cualquiera de los pardme-
tros local o global pueden reemplazarse con la constante PETSC_DECIDE, de modo que la
libreria las determine. La matriz se almacena con un niimero de filas en cada procesador,
dado por m, o determinado por PETSc si m es PETSC_DECIDE. Si PETSC_DECIDE no se usa
en lugar de los m y n, entonces el usuario debe asegurarse de elegirlos de modo que sean
compatibles con los vectores. Para asegurar esto, debe considerarse primero el producto
matrix—vector y = Az. El pardmetro m que se usa en la rutina MatCreateMPIAIJ() para
la creacién de la matriz debe corresponderse con el tamano local usado en la rutina
de creacién del vector VecCreateMPI() para y. As{ mismo, el valor de n usado debe
corresponderse con el usado como tamano local en la rutina VecCreateMPI() para x.
Por ejemplo, el esquema de particionamiento con el formato AIJ para una operacion Ax,

debe hacerse como sigue

1 2 0 3 0] 0 4 1
bo 0O 5 6] 7 0 0] 8 0 o |
9 010 | 11 0 0 | 12 0 5
13 0 14 | 15 16 17 | 0 0 7
pr Ar = P
018 0 | 19 20 21 | 0 0 9
0 0 0] 222 0] 24 0 0
2% 26 27 | 0 0 28 | 29 0 10
D2 D2
30 0 0 | 31 32 33 | 0 34 11

donde las partes locales de la matriz A y el vector x almacenado en el procesador pg

son:
12 0| 030 | 04 1
Apy=1 05 6 | 7 0 0 | 8 0 y 0 | =zp,,
9 0 10 | 11 0 0 | 12 0 5
respectivamente.

En la libreria PETSc, el usuario debe especificar un comunicador para la creaciéon
de cualquier objeto (ya sea un vector, una matriz o solver) para indicar el conjunto de
procesadores sobre los cuales el objeto sera distribuido.

La tabla 4.1 muestra algunas operaciones con objetos matrices y vectores en PETSc.

Después de crear las matrices y vectores que definen un sistema lineal, Ax = b, el
usuario puede entonces usar un objeto tipo KSP para resolver el sistema con la siguiente

secuencia de comandos:

KSPCreate (MPI_Comm comm,KSP *ksp);
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Tabla 4.1: Operaciones de matriz en PETSc

Nombre de la funcién Operacién
MatAXPY( Mat Y, PetscScalar a, Mat X, MatStructure ); | Y =Y +a*x X
MatMult( Mat A, Vec x, Vec y ); y=Axzx
MatMultAdd( Mat A, Vec x, Vec y, Vec z ); z=y+Axx
MatMultTranspose( Mat A, Vec x, Vec y ); y=AT xx
MatMultTransposeAdd( Mat A, Vec x, Vec y, Vec z ); z2=y+ AT xz
MatScale( Mat A, PetscScalar a); A=ax A
MatCopy( Mat A, Mat B, MatStructure ); B=A

KSPSetOperators (KSP ksp, Mat A, Mat precA, MatStructure flag);
KSPSetFromOptions (KSP ksp);

KSPSetFromOptions (KSP ksp, Vec b, Vec x);

KSPDestroy (KSP ksp) .

El usuario primero crea un contexto KSP y establece los operadores asociados con el
sistema, es decir, la matriz del sistema lineal y opcionalmente una matriz de precondi-
cionamiento diferente. Después, establece las opciones para resolver el sistema lineal, y
finalmente destruye el contexto KSP. Por otro lado, el comando KSPSetFromOptions (),
permite al usuario personalizar el método de solucién durante la ejecucién usando un
conjunto de opciones de una base de datos. Esta base de datos permite seleccionar el
método de solucién y el precondicionador, asi como la tolerancia de convergencia, entre
otras cosas.

La figura 4.10 muestra més a detalle algunos de los objetos contenidos en PETSc,
como los métodos de Krylov, precondicionadores, etc.

Entre los métodos iterativos de Krylov més populares contenidos en PETSc estan
el Gradiente Conjugado (GC), Gradiente Conjugado Cuadrado (BCS), Biconjugado es-
tabilizado, Residuo Minimo Generalizado (GMRES), entre otros. Por otro lado, PETSc
ofrece precondicionadores tales como Schwarz aditivo, Jacobi a bloques, Jacobi, LU in-
completo, Cholesky, etc. Las versiones de la libreria PETSc que se han usado para los

experimentos numéricos son 2.2.0 y 2.3.3.

4.3.6. Hypre

La librerfa numérica Hypre” (del Inglés High Performance Preconditioners) [110] [111]
[30], también de libre distribucidén, es una conjunto de precondicionadores y solvers de

alto desempeno dirigidos a la solucién de grandes SELD sobre computadoras paralelas.

Thttps://computation.linl.gov/casc/linear_solvers/sls_hypre.html
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Figura 4.10: Componentes numéricos en la libreria PETSc.

Entre otras cosas, la libreria Hypre fue creada con el objetivo primordial de proporcionar
a los usuarios precondicionadores paralelos avanzados. Aspectos como robustez, facilidad
de uso, flexibilidad y e interoperabilidad también han sido tomados en cuenta durante
su diseno. La libreria se carateriza por contener solvers multimalla paralelos tanto para

problemas estructurados como no estructurados.

4.3.6.1. Caracteristicas Principales

Entre las caracteristicas més destacadas de la libreria Hypre se encuentran las si-

guientes:

Contiene varias familias de algoritmos precondicionadores enfocados a la solucién de
grandes SELD. Hypre incluye, algoritmos que usan més que solo la matriz para resolver

ciertas clases de problemas més eficientemente que las librerias de propésito general.

Proporciona varios de los métodos iterativos mas populares basados en subespacios de
Krylov para ser usados con los precondicionadores escalables. Hypre incluye métodos pa-
ra sistemas no simétricos tales como Residuo Minimo Generalizado (GMRES) y métodos

para matrices simétricas como el Gradiente Conjugado (GC).

Busca mejorar la usabilidad de las primeras generaciones de librerias para resolver sis-

temas de ecuaciones lineales dispersos, de modo que el usuario no tenga que aprender
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complicadas estructuras de datos para matrices dispersas. En lugar de ello, Hypre cons-
truye esas estructuras de datos para el usuario mediante una variedad de interfases

conceptuales.

Desarrollado en el lenguaje de programacién C (con la excepcién de la interfase FEI,
la cual estd escrita en el lenguaje C++), y usa Babel para proporcionar interfases para
usuarios de Fortran 77, Fortran 90, C++, Phyton y Java.

4.3.6.2. Interfases Conceptuales

Los solvers y precondicionadores disponibles en Hypre pueden accederse desde el
c6digo de la aplicacién mediante las interfases de sistemas lineales conceptuales de Hypre,
las cuales permiten distintas descripciones de problemas de forma natural. Las interfases
conceptuales intentan representar de modo natural, la forma en que los desarrolladores
de la aplicacion piensan acerca de su problema lineal y proporcionar interfases naturales
a ellos para pasar los datos que definen a sus sistemas lineales en Hypre. De este modo,
las interfases pueden ser de ayuda para que el usuario pueda construir las estructuras de
datos apropiadas para los solvers y precondicionadores contenidos en Hypre. En la fila
de la parte superior de la figura 4.11, se muestra un nimero de interfases conceptuales.
Por lo general, las interfases conceptuales estan representadas por distintos tipos de
mallas computacionales, pero otro tipo de aplicacién podria requerir de informacién
de tipo geométrico. Por ejemplo, aplicaciones que usan mallas estructuradas (como las
interfases de la izquierda en la figura 4.11), por lo general ven sus problemas en términos
de esténcil y mallas. Por otro lado, las aplicaciones que usan mallas no estructuradas
y elementos finitos normalmente ven sus problemas lineales en términos de elementos y
matrices de elementos rigidos. Finalmente, la interfase del extremo derecho, es la forma
estandar lineal-algebraica de ver el problema lineal.

La libreria Hypre soporta actualmente cuatro interfases conceptuales, que se explican
a continuacion.

Sistema de malla estructurada (Struct): Esta interfase es apropiada para aplica-
ciones cuya malla consiste de redes de mallas légicas rectangulares con un patrén de

esténcil fijo de elementos diferentes de cero para cada punto de la malla.

Sistema de malla semi—estructurada (SStruct): Esta interfase es apropiada pa-
ra aplicaciones cuyas mallas en su mayoria son estructuradas, pero con algunas carac-
teristicas no estructuradas. Ejemplos incluyen mallas a bloques con estructura, mallas
compuestas en aplicaciones con refinamiento de red adaptativo estructurado y mallas

sobre—establecidas. Esta interfase soporta multiples incégnitas por celda.

Interfase por elementos finitos (FEI): Apropiada para usuarios cuyos sistemas li-

neales parten de una discretizacién por elementos finitos. La interfase refleja estructuras
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INTERFASES PARA LOS SISTEMAS LINEALES

*®
_ VAL * oy
[ | | :é;;;j * %
*®

SOLVERS LINEALES:

| GG, .. | ‘ FAC.... | | AMGe,... | ‘ ILU,.. |
— ——
DISERO DE DATOS

Estructurados u Compuestos | Estructura a blogues ‘ No estructurada | | CSR |

Figura 4.11: Interfases conceptuales en la libreria Hypre.

* * *

de datos por elementos finitos tipicos, incluyendo elementos de matrices rigidas.

Sistema lineal algebraico (IJ): Esta es la interfase lineal algebraica comun. Esta

interfase requiere de més trabajo por parte del usuario.

4.3.6.3. La Interfase I1J

En este trabajo de tesis se ha utilizado la interfase IJ dado que las matrices de prueba
estan definidas en formato CSR. Bajo esta interfase, las matrices estan distribuidas en

bloques de filas conforme a lo siguiente:

Ao
Ay
(4.9)
Ap_q
En la expresion (4.9), la matriz estd distribuida a lo largo de los P procesos, 0,1, ..., P—

1 por bloques de filas. Cada submatriz A, is “propiedad” de un solo proceso y el niimero
de su primera y ultima fila estdn dados por los indices globales ilower e iupper en la

llamada de creacién de la matriz.
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4.3.6.4. Métodos y Precondicionadores en la Interfase IJ

Para la interfase conceptual 1J, Hypre proporciona métodos iterativos del subespacio
de Krylov tales como Gradiente Conjugado (GC), Residuo Minimo Generalizado (GM-
RES) y Gradiente Biconjugado Estabilizado (BICGSTAB). A continuacién se presenta

una breve descripcién de los precondicionadores de Hypre usados en esta memoria.

BoomerAMG. BoomerAMG es una implementacién paralela del método multimalla al-

gebraico [61] [86], y que puede ser usado como precondicionador o solver.

ParaSails. ParaSails [19] [18] es una implementacién paralela de un precondicionador
inverso aproximado disperso, usando un patrén disperso a priori y una minimizacién
(norma de Frobenius) por minimos cuadrados. Los patrones dispersos son patrones de
potencias de matrices dispersificadas. Ademads, ParaSails usa una técnica post—filtro para
reducir los costos de aplicar el precondicionador.

Euclid. La libreria Euclid es una implementacion escalable del algoritmo ILU paralelo
presentado en publicado en forma extendida en la revista sobre Computacién Cientifica
del STAM [70] y presentado por primera vez en [69].

DS. Precondicionador por escalado diagonal.

4.4. Conclusiones

Existe una enorme cantidad de herramientas de software de libre distribucién pa-
ra la realizacién de cémputo numérico, tanto secuencial como paralelo. Este capitulo
ha presentado los fundamentos y caracteristicas de funcionamiento de algunas librerias
que implementan métodos iterativos y directos. Concretamente se han presentado los
fundamentos de la libreria paralela SuperLU, la cual implementa un método directo.
Asi mismo, se han presentado librerias numéricas como SPARSKIT, PETSc, pARMS e
Hypre que implementan métodos iterativos y precondicionadores basados en distintas
técnicas. En esta tesis, se han utilizado los recursos de dichas librerias, para implementar
y resolver de manera eficiente los sistemas de ecuaciones dispersos relacionados con la
ecuacion de difusién neutrénica multigrupo 3D. En el siguiente capitulo se muestran los
resultados experimentales obtenidos.
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Capitulo 5

Resultados Numéricos

5.1. Introduccion

Este capitulo se ha dividido en dos partes. Una primera parte estd representada por
la seccién 5.2, la cual presenta, analiza y compara los resultados numéricos obtenidos
de la aplicacién de diversas librerias numéricas de libre distribucién, tanto secuencia-
les como paralelas (SPARSKIT, PETSc, SuperLU, pARMS) para resolver los grandes
sistemas de ecuaciones lineales dispersos (SELD) relacionados con la ecuacién de los
modos Lambda (caso estacionario de la ecuacién de difusién neutrénica (EDN)) para un
caso de estudio real correspondiente al reactor de Ringhals—I (secciones 5.2.1 y 5.2.2).
Dentro de los resultados obtenidos se muestran, por un lado, los tiempos de ejecucién
secuenciales con las distintas librerias numéricas, asi como la determinacién del mejor
tiempo secuencial (seccién 5.2.3). Una vez hecho lo anterior, se muestran los tiempos de
ejecucién obtenidos con las distintas librerias paralelas y se determinan los indices de
aceleracion (speedup) y eficiencia paralela, alcanzando con este andlisis uno de los ob-
jetivos principales que persigue la presente tesis, el cual es determinar aquella libreria,
tanto secuencial como paralela que reuna las mejores caracteristicas de facilidad de uso
y desempenio paralelo para el caso de estudio presentado (seccién 5.2.4). Se enuncian
también algunas conclusiones obtenidas acerca de los resultados numéricos para el caso
estacionario (seccién 5.2.5).

La segunda parte de este capitulo estd representada por la seccidon 5.3, que muestra
los resultados numéricos obtenidos de la aplicacién de dos algoritmos iterativos multi-
paso para resolver los SELD que surgen de la discretizacién en el tiempo de la EDN
multigrupo. Ademads, se presentan los resultados numéricos experimentales obtenidos
con una serie de modificaciones que el presente trabajo de tesis propone a los algorit-
mos iterativos multipaso, y que buscan acelerar el proceso de convergencia de dichos
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algoritmos (seccién 5.3.1). El caso de prueba elegido es el reactor de Leibstadt, y las
matrices corresponden a una prueba de estabilidad realizada en el afio de 1990 (seccién
5.3.2). Los algoritmos iterativos multipaso, asi como los cambios propuestos, han sido
programados en el ambiente de desarrollo de Matlab (seccién 5.3.3) y en las librerias
numéricas paralelas de PETSc e Hypre (secciones 5.3.4 y 5.3.5). También se presentan
los tiempos de ejecucion secuenciales y paralelos obtenidos con los algoritmos iterativos
multipaso, asi como una comparativa de aceleracién y eficiencia paralela entre ambas
librerias. Por ultimo en la secciéon 5.3.6 se enuncian algunas conclusiones relacionadas
con los experimentos numéricos del caso dindmico.

Las plataformas secuenciales y paralelas utilizadas para los experimentos han sido
Kubrick, Kefren y Jacquard (ver capitulo 4).

5.2. Solucion de los Sistemas de Ecuaciones Lineales
Dispersos de la Ecuacion de Difusion Neutroni-

ca. Caso Estacionario

El uso de herramientas de la computaciéon de altas prestaciones tales como librerias
numéricas paralelas y clusters de computadoras trae como consecuencia acelerar los
procesos de calculo en muchos problemas de ingenieria. En particular, en esta seccién
se han estudiado y aplicado las librerfas numéricas de SPARSKIT [91] [90] [88], PETSc
[101] [100] [99], pARMS [79] [95] [78] [96] y SuperLU [21] [125] a la resolucién de los

SELD relacionados con la ecuacién de los modos Lambda.

5.2.1. Estrategias y Métodos

Un primer problema a resolver en el estudio de simulaciéon de los reactores nucleares es
la determinacién de la distribucion del flujo neutrénico en estado estacionario, asi como
los modos subcriticos responsables de las inestabilidades producidas en los mismos. Para
esto, existen varios métodos de discretizacién y entre los mas ampliamente usados, se
encuentran los métodos de colocacién nodal [116] [60].

En este trabajo de tesis, el método de colocacién nodal utilizado es una adaptacién
de los métodos de colocacion clasicos para la discretizacién de ecuaciones diferenciales
parciales. Este método asume una expansion de los flujos neutrénicos en términos de
polinomios de Legendre ortogonales. Como se ha establecido en el capitulo 2, tras im-
poner las condiciones de continuidad y contorno apropiadas a la ecuaciéon de los modos
Lambda

LD = \MD,
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v después de utilizar el método de discretizacion nodal, se obtiene un problema de valores
propios generalizado, es decir, se tiene el problema de encontrar los valores propios y

vectores propios de:

1
Lipy, = FMwnv (5-1)

n
donde Ly M son matrices de dimensiéon 2N para dos grupos de energia, con la estructura
a bloques que ya se ha comentado en el capitulo 2. Este problema de valores propios

generalizado puede expresarse como:

Ly, 0 U1, :i My Mio| |91, (5.2)
—Lo1  Loo| |2, kn| 0 0 Yo, . :

Independientemente de las condiciones de continuidad del flujo impuestas entre las
celdas durante el proceso de discretizacion del nicleo, las matrices L1; y Los siempre
son simétricas en estructura y definidas positivas.

Por las condiciones de continuidad del flujo impuestas entre las celdas durante el
proceso de discretizacion del nicleo, se sabe que las matrices L1; y Log del caso de estudio
abordado, son simétricas definidas positivas, y siempre son simétricas en estructura,
ademads de ser dispersas y de gran dimension.

Uno de los enfoques utilizados para resolver el problema de valores propios genera-
lizado representado en la expresién (5.2), es reducirlo a un problema de valores propios

ordinario de dimensiéon N. Lo anterior se consigue mediante las siguientes acciones:

1. Partiendo de la ecuacién (5.2) se deducen las dos siguientes:
1
L, = I?(Mni/)ln + Mi2ta,,), (5.3)

—Lovipr,, + Lagtps, = 0. (5.4)
2. Despejando 1o, en la ecuacién (5.4) y sustituyendo su valor en la ecuacién (5.3), se

obtiene la siguiente expresion

quln = knwl,ﬂ (55)

donde la matriz A viene dada por
A= LH(Myy + MysLos Loy ). (5.6)

Esta estrategia ha sido utilizada con éxito en técnicas basadas en la Iteracion del
Subespacio [120] [119], Arnoldi con Reinicio Implicito [62] [63] [108], métodos basados
en Homotopia [65] y en métodos de Jacobi-Davidson [115].

La transformacion anterior requiere del calculo explicito de las inversas de los bloques

L11 y Lag, lo cual numéricamente no es aconsejable por el relleno y los errores de redondeo
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que se producen. Esto trae como consecuencia que no se disponga de la matriz A en forma
explicita, por lo que para llevar a cabo un producto matriz—vector con la matriz A se
requerird de tres productos matriz diagonal por vector, la resolucion de dos grandes
SELD (con L1 y Lgg) y la suma de dos vectores.

Algunas aplicaciones sélo requieren del cédlculo de los valores propios dominantes, es
decir, aquellos valores propios de A con mayor magnitud, asi como sus correspondien-
tes vectores propios. Lo anterior motiva la siguiente definicién: dada una matriz A de
dimension n se llamaré problema parcial de valores propios asociado a esta matriz, a un

problema de la forma

AX = XA (5.7)

donde A es una matriz diagonal de dimensién p con p < n cuyos elementos son los valores
propios dominantes de A, y X es una matriz de dimensién n X p, cuyas columnas son
los vectores propios asociados a los p valores propios dominantes de A [121].

Ahora bien, para resolver el problema ordinario de valores propios representado en la
ecuacion (5.5) se pueden usar distintos algoritmos dependiendo de si la matriz A es dis-
persa o densa. En nuestro caso la matriz es dispersa, por lo que se pueden usar algoritmos
que no modifican su estructura original tales como el método de la potencia [50], iteracién
del subespacio [27] o basados en Subespacios de Krylov (como el método de Lanczos [75],
Lanczos simétrico, Arnoldi [7], procedimiento Rayleigh-Ritz [89]). Recientemente se han
incorportado mejoras algoritmicas a los métodos de proyeccién, dando origen a técnicas
como Jacobi-Davidson [115] [106] o Arnoldi con Reinicio Implicito [108] [62] [63].

En esta memoria se ha elegido como base el algoritmo de Arnoldi por su sencillez y se
han tomado elementos del andlisis que se hace en [121], con el objetivo de identificar una
de las partes criticas de este trabajo. Ademds, el método elegido representa una mayor
estabilidad y efectividad para el calculo de gran nimero de valores propios respecto de

otros métodos.

5.2.1.1. Meétodo de Arnoldi

Uno de los métodos mas eficientes para el calculo de valores propios y vectores propios
de matrices de gran dimension, no simétricas y dispersas, y que se apoya en la teoria de
los subespacios de Krylov es el método de Arnoldi [7] [89] [50]. La idea del proceso de
Arnoldi fue introducida en 1951, como medio para reducir una matriz densa a la forma
de Hessenberg superior.

El método de Arnoldi es un algoritmo para contruir una base ortogonal del subespacio
de Krylov, en el cual dada una matriz A € R™**™ y un vector z € &", x # 0, se define el
espacio de Krylov de orden m, /C,,, como el espacio generado por los vectores obtenidos

al ir multiplicando las distintas potencias de A por el vector x:
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K (A, x) = span{z, Az, A%z,..., A" 'z} . (5.8)

Una caracteristica interesante de los métodos de proyecciones ortogonales de Krylov
es que pueden formularse en términos del polinomio caracteristico del problema. Este
polinomio se define para el caso de proyecciones ortogonales como el de la matriz X7 AX,
donde X es la matriz cuyos vectores columna forman una base ortonormal de K, (A, x)
y X su matriz adjunta o transpuesta [50] [68].

En el capitulo 3 se presenté una formalizaciéon del método de Arnoldi y que se repro-

duce nuevamente a continuacién.

Algoritmo 17 Arnoldi béasico

01 Elegir un vector unitario inicial vy

02 Elegir la dimensién del subespacio de krylov m
03 Para j=1,2,...,m

04 hij =vIAvj, i=1,2,...,j

05 w; = Avj — Z{:l hi,jvi

06 hjt1,5 =l wj ||l2,81 hjy1,; = 0 TERMINAR.
07 wjs1 =wj/hjt1,j

Normalmente, el valor de m es bastante menor que la dimensién n de la matriz A,
por lo que si sélo se ejecuta una iteracion del algoritmo, los valores propios de la matriz
de Hessenberg H no son buenas aproximaciones de los valores propios dominantes de la
matriz A, a menos que se elija una dimensién del subespacio de Krylov, m, muy grande.
También, si se toman valores de m cercanos a n, el coste del algoritmo es prohibitivo.

Retomando la forma en la que esta representada la matriz A del problema tratado
en esta tesis (ver expresiéon (5.6)), la inversion de los bloques L11 y Loz es prohibitiva
por el gran coste computacional y de almacenamiento que esto implica. Por tal razén, el
célculo del producto matriz por vector Av; presente en el bucle del algoritmo de Arnoldi,

debe realizarse con los pasos representados por el algoritmo 18.

Algoritmo 18 Calculo del producto Av;

01 w1 = Lojv;

02 wg = Ly, wy

03 wy = Misw2

04 wq = M11v;

05 r = Ly (w3 + wy)

Bajo la forma del algoritmo 18 se evita construir explicitamente la matriz A y se hace
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uso de la resolucién de dos SELD (lineas 2 y 5), tres multiplicaciones matriz diagonal—
vector (lineas 1, 3, 4) y una suma de vectores (linea 5).

Del algoritmo 17, se observa que el coste computacional mayor estd representado
por el producto matriz—vector Av;. Por otro lado, en el algoritmo 18, las operaciones
criticas estan representadas por los pasos 2 y 5, por lo que es fundamental realizar estas
operaciones con el minimo costo posible.

En esta tesis se ha realizado un estudio del empleo de diversas librerias del algebra
lineal numeérica para matrices dispersas y de gran dimensién, que permita seleccionar
los métodos que resuelvan maés eficientemente los sistemas de ecuaciones de las lineas 2
y 5, lo que permitird mejorar la eficiencia del algoritmo de Arnoldi (o de cualquier otro
método de calculo de valores donde sea necesario realizar una multiplicacién matriz—
vector) e incidir, por lo tanto, en la eficiencia de la resolucién de la ecuacién de los

modos Lambda.

5.2.2. Caso de Estudio: Reactor Ringhals—I

El caso de estudio elegido en esta seccién es el reactor de la central nuclear sueca
de Ringhals—I, que es del tipo agua en ebullicién o BWR (Boiling Water Reactor). Este
reactor se ha discretizado de forma tridimensional en 27 planos axiales de 14.72 cm. de
longitud, 25 correspondientes al combustible, un plano superior y otro inferior corres-
pondientes al reflector. Cada plano axial se ha discretizado en celdas de 15.275x15.275
cm. distribuidas, como se observa en la figura 5.1.

R
i

Figura 5.1: Plano axial del reactor Ringhals—I

Para esto se ha utilizando un método de colocaciéon nodal basado en desarrollos de
polinomios de Legendre grado K = 2. Esta discretizacién ha permitido dividir el reactor
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en 20,844 nodos.
Utilizando un esquema de numeracién natural para la malla de discretizacion, el
patrén de elementos no nulos resultante es de tipo banda para los bloques L;; (i = 1,2),

como se aprecia en la figura 5.2.

0 1 2 3 4 s 6 7
NZ=928500 x10*

Figura 5.2: Patrén de dispersién del bloque L11 del caso Ringhals—I

Cuando se analizan métodos de resolucién puede ser de gran ayuda contar con infor-
macién acerca de las propiedades principales de una matriz dispersa, la cual en muchas
ocasiones permite elegir entre los distintos formatos de almacenamiento a fin de hacer
més eficiente el acceso a sus elementos o la realizacién de operaciones matriz—vector.
Entre las propiedades maés sencillas de calcular se encuentran: la dimensién de la ma-
triz, el nimero total de elementos distintos de cero, el nimero promedio de elementos
diferentes de cero por fila (desviacion estdndar), el ancho de banda, entre otras.

Muchas de las propiedades de una matriz que influyen en la eleccién del formato de
almacenamiento para matrices dispersas se muestran en la tabla 5.1. Dicha tabla se ha
obtenido con la rutina infol.f de SPARSKIT [88] [90] y muestra informacién de los
bloques dispersos L;; (i = 1,2) para el caso del reactor Ringhals—I.

En la tabla 5.1, la propiedad Diagonales no evitables (DNE) indica el niimero de dia-
gonales que contiene al menos un elemento distinto de cero mientras que la propiedad %
diagonal dominante indica el porcentaje de columnas diagonal dominantes.

Como se ha mencionado antes, se sabe que independientemente del orden K del
desarrollo de Legendre y del benchmark utilizado, la matriz es simétrica con estructura
en banda. Esta idea podria llevar a pensar que el formato en banda (BND)puede ser una
buena alternativa al elegir el formato de almacenamiento. Pero un analisis mas detenido

indica que no seria el méas conveniente, dado que bajo este formato, se necesitaria de
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Tabla 5.1: Propiedades de los bloques L;; del reactor Ringhals—I

GEOMETRIA | PROPIEDAD L1 Loo
Dimensién — n 83376 | 83376

3D Elementos no nulos — nnz 928500 | 928500

Con polinomio | Ancho de banda — BW 6179 6179
de Legendre Diagonales no evitables - DN E 83 83
Grado 2 Diagonal dominante ( %) 100% | 100%
Grado de simetria 1.00 1.00

Indice de dispersiéon 0.0001 | 0.0001

un arreglo de tamano BW x n, lo cual representa un ntimero superior respecto de los
elementos distintos de cero (nnz) que se necesitan almacenar. Otra alternativa es el
almacenamiento diagonal (DIA). Bajo este formato, se utiliza un arreglo rectangular de
tamano DN E X n para almacenar los valores de las diagonales de la matriz, ademés de
un arreglo (OFF) de enteros con los desplazamientos de las diagonales respectivas. Para
este tipo de almacenamiento, nuevamente se observa que el espacio requerido supera
en mucho el nimero de elementos no nulos presentes en la matriz. Otro método de
almacenamiento es el CSR. Bajo el formato CSR por ejemplo, se manejan dos arreglos
de enteros (1A, JA) y un arreglo de ntimeros reales que contendrd los valores distintos de
cero de la matriz (AA). El arreglo JA de niimeros enteros contendra los indices columna
de los elementos de la matriz. En tanto que el otro arreglo de nimeros enteros IA,
contendra apuntadores a los inicios de cada fila, en el arreglo JA.

En este trabajo de tesis, se ha elegido el formato CSR. debido a las razones expuestas
con anterioridad, ademas de que la mayoria de las librerias numéricas que se utilizaron

lo contemplan como formato de entrada para muchas de sus rutinas.

5.2.3. Estudio Secuencial del Comportamiento de las Librerias

Se sabe que por la forma de la discretizaciéon y las condiciones de contorno y flujo
neutrénico impuestas sobre el reactor, las matrices Ly1 y Log siempre son simétricas en
estructura y definidas positivas. Estas propiedades garantizan su resolucién mediante
métodos directos o iterativos (ver capitulo 3).

Se sabe también que la resolucién de SELD mediante métodos directos puede condu-
cir a un relleno (fill-in) de la matriz que puede originar problemas con su almacenamiento
en la memoria del computador y a errores de redondeo. Sin embargo, se han incorporado
nuevas mejoras a las técnicas de métodos directos implementados en algunas librerias
numéricas [54] [124] [125] [57], por lo que es de nuestro interés determinar el desempenio
obtenido para nuestro caso de estudio usando uno de estos métodos. También se presenta
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un analisis de desempeno de la aplicacién de distintos métodos iterativos implementados
en algunas librerfas numéricas (ver capitulo 4).

Las rutinas y tiempos mostrados en este apartado fueron registrados con las librerias
numéricas de software libre de SPARSKIT [88] [90], PETSc [100] [101] [99], pARMS [96]
[78] [79] [95] y SuperLU [54] [124] [125] [21]. Algunos de los estudios descritos aqui se
describen en [32] [34].

Para el caso de las librerfas SPARSKIT y PETSc, los métodos del subespacio de

Krylov probados fueron los contenidos en la tabla 5.2.

Tabla 5.2: Métodos iterativos utilizados en las librerias SPARSKIT y PETSc

METODO IDENTIFICADOR
Gradiente Conjugado GC
Gradiente Biconjugado BCG
Gradiente Biconjugado Estabilizado. BCGSTAB
Residuo Quasi-Minimo Libre Transpuesto TFQMR
Residuo Minimo Generalizado GMRES

Para el caso de la libreria numérica de pARMS, los métodos del subespacio de Krylov

usados se muestran en la tabla 5.3.

Tabla 5.3: Métodos en la libreria pARMS

METODO IDENTIFICADOR
GMRES flexible FGMRES

GMRES deflactado DGMRES

Gradiente biconjugado estabilizado | BCGSTAB

Por otro lado, la aplicacién de precondicionadores a los métodos iterativos suelen
mejorar la velocidad de convergencia a la solucion. La tabla 5.4 muestra los precondi-
cionadores de SPARSKIT usados para los experimentos; mientras que en la tabla 5.5 se
muestran los precondicionadores para el caso de la libreria de PETSc. Para el caso de
la libreria pARMS, los precondicionadores usados se muestran en la tabla 5.6.

Los célculos numéricos de todas las pruebas secuenciales se han realizado en un
procesador del cluster Kefren de la Universidad Politécnica de Valencia (ver seccién
4.2.2), utilizando aritmética de punto flotante con doble precisién. Ademads, para los
experimentos se ha elegido un test de convergencia basado en la ls-norma del residuo,

por lo que la convergencia se detecta en la iteraciéon k—ésima si se cumple que
e lla<ex [ b2,

101



5.2. Solucion de los Sistemas de Ecuaciones Lineales Dispersos de la Ecuacion de
Difusién Neutrénica. Caso Estacionario

Tabla 5.4: Precondicionadores utilizados en la libreria SPARSKIT

PRECONDICIONADOR IDENTIFICADOR
Jacobi JAC
LU incompleto (sin relleno) ILUO
LU incompleto (con truncamiento) ILUT
LU incompleto (modificado) MILU
LU incompleto (multinivel) ILUK

Tabla 5.5: Precondicionadores utilizados en la libreria PETSc

PRECONDICIONADOR | IDENTIFICADOR
LU incompleto (sin relleno) ILUO
Jacobi JAC
Jacobi a Bloques JACB
Mtodo Aditivo de Schwarz ASM

Tabla 5.6: Métodos y precondicionadores usados en la libreria pARMS

PRECONDICIONADOR IDENTIFICADOR
Aditivo de Scharwz (con ILUO) ADD_ILUO

Aditivo de Scharwz (con ILUT) ADD_ILUT

Aditivo de Scharwz (con ILUK) ADD_ILUK

Aditivo de Scharwz (con ARMS) ADD_ARMS

Complemento de Schur (con ILUO) LSCH_ILUO
Complemento de Schur (con ILUT) | LSCHILUT
Complemento de Schur (con ILUK) | LSCH_ILUK
Complemento de Schur (con ARMS) | LSCH_ARMS

donde 7, = b — Axy,. La tolerancia exigida para los distintos métodos fué de e = 10712,
dado que la libreria numérica de SuperLLU obtuvo resultados con dicha precisién, y es
sélo con fines comparativos, pues para casos practicos suelen usarse tolerancias alrededor
de 1075, Por otro lado, el niimero méximo de iteraciones (mazits) se ha establecido a
10000 para todos los métodos y se ha tomado como base del subespacio de Krylov un
valor m igual a 30 para los métodos basados en GMRES, que es el valor por default que
usa PETSc. Aunque no se ha realizado un estudio del valor 6ptimo m del subespacio de
Krylov para las matrices del caso de prueba, no se descarta este estudio como trabajo
futuro.
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Los tiempos de ejecucion se han registrado con distintas rutinas, ya que en muchas
ocasiones la misma libreria numérica contaba con una funcién para tal efecto. Tal es
el caso de PETSc y pARMS donde las funciones para el registro del tiempo fueron
realizadas con las rutinas PetscGetTime y dwalltime respectivamente. En tanto que
en el caso de SPARSKIT se ha utilizado la funcién DTIME. Los tiempos de las tablas se
presentan en segundos (segs) a menos que se especifique lo contrario.

Se ha tomado como vector de entrada v;, en el algoritmo 18, un vector aleatorio y
las porciones de cédigo del algoritmo 18 que se han medido en el tiempo corresponden
Unicamente a las partes donde tiene lugar la resolucion de los SELD. En las tablas, las
columnas Ty, Ty, T} e ITS representan el tiempo de ejecucion para resolver los sistemas
L11, Las, el tiempo de ejecucion total (T3 = T, +T}) v el ntimero de iteraciones necesarias
para obtener una solucién aproximada.

Teniendo en cuenta lo anterior, se muestran a continuacién los resultados obtenidos
de aplicar al caso de estudio (la resolucién de los sistemas de de las lineas 2 y 5 del

algoritmo 18) los métodos seleccionados de las librerias ya mencionadas.

5.2.3.1. Anadlisis en la Libreria SPARSKIT

Con el objeto de contrastar las ganancias obtenidas por la aplicacién de los precondi-
cionadores, primero se presentan y analizan los tiempos de ejecucién sin precondiciona-
dor, y posteriormente con cada uno de los precondicionadores de la libreria. Para el caso
de SPARSKIT, que es una libreria numérica completamente secuencial, se han obtenido
los tiempos de ejecucion de la tabla 5.7.

Tabla 5.7: Tiempos de ejecucién (segs) de los métodos en la librerfa SPARSKIT sin precondicionar

METODO Los L1y T,
ITs T, |ITS T,

GC 50  0.58 | 121 1.20 | 1.78

BCG 116 1.16 | 240 2.44 | 3.60

GMRES 61 221 | 133 4.62 | 6.83

BCGSTAB 83  0.80 | 155 1.52 | 2.32

TFQMR 65  0.74 | 149 1.70 | 2.44

De la tabla 5.7 se puede observar que todos los métodos han convergido a una solucién
como se esperaba, dado que ambos bloques comparten la caracteristica de ser diagonal
dominante. No obstante lo anterior, el nimero de iteraciones necesarias para alcanzar
una solucién aproximada con el bloque Li; requiere de casi el doble de las iteraciones
con las que se encuentra una solucién con el bloque Los, lo cual, en principio, indica que

el bloque Lyo presenta mejores propiedades espectrales que el bloque Lp;. Por tdltimo,
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de los métodos iterativos probados, el mejor tiempo esta representado por el Gradiente
Conjugado (GC) para ambos bloques de matrices, como era de esperar, dado que es un
método apropiado para las caracteristicas de las matrices. Al método del GC le siguen en
eficiencia los métodos BCGSTAB y TFQMR. Por otro lado, el método menos eficiente
estd representado por el Residuo Minimo Generalizado (GMRES) y, aunque no es el més
apropiado para las matrices de ejemplo por sus caracteristicas, se incluye con el objetivo
de hacer mas completo el estudio propuesto.

Por lo comentado en el capitulo 4, se sabe que la combinacién de un precondicionador
con un método basado en subespacios de Krylov puede ayudar a acelerar la tasa de
convergencia a la soluciéon. Uno de los precondicionadores que implica un coste bajo de
construccién dado que se calcula con la diagonal principal de la matriz de coeficientes,
lo representa el precondicionador de Jacobi (JAC) [91]. Los tiempos registrados por

SPARSKIT con el uso de este precondicionador se muestran en la tabla 5.8.

Tabla 5.8: Tiempos de ejecucién (segs) de los métodos en la librerfa SPARSKIT combinados con el
precondicionador JAC

METODO Lo L1y T;
ITS 7T, |ITS 1T,

GC 36 0.45| 65 0.80 | 1.25

BCG 70 0.87 | 128 1.59 | 2.46

GMRES 43 141 | 82 248 | 2.42

BCGSTAB | 49 060 | 95 1.15 | 1.75

TFQMR 30 053 | 75 1.01 | 1.54

Como se observa, se ha obtenido una disminucién en el tiempo de convergencia
respecto de los obtenidos sin el uso de precondicionador. A pesar de la aplicacién del
precondicionador, el método GC se mantiene a la cabeza en la solucién de ambos sistemas
de ecuaciones lineales registrando un tiempo total de 1.25 segundos, lo que significa una
disminucién en el tiempo de ejecucién respecto al caso sin precondicionar (1.78 segs.)
de un 30%. Para este caso, nuevamente BCGSTAB y TFQMR son los métodos més
eficientes después del GC; en tanto que GMRES Y BCG registran peores tiempos.

El empleo de un precondicionador tipo ILU modificado (MILU) ha dado lugar a los
resultados mostrados en la tabla 5.9.

El efecto de este precondicionador puede notarse en la ligera disminucion del tiempo
para el bloque Los respecto del precondicionador JAC de la tabla 5.8. No ocurre el mis-
mo efecto para el caso de la solucién con el bloque L1, pues cuando el mejor método
para este bloque en el caso del precondicionador JAC era el GC, la aplicacion del pre-
condicionador MILU lo ha empeorado, dando paso ahora como mejor método a TFQMR,

104



Capitulo 5. Resultados Numéricos

Tabla 5.9: Tiempos de ejecucién (segs) de los métodos en la librerfa SPARSKIT combinados con el
precondicionador MILU

METODO Lo L1 T,
ITS 7, |ITS T,

GC 15 0.43 | 35 0.95 | 1.38

BCG 28 0.73 | 50 1.32 | 2.05

GMRES 15 064 | 26 1.27 | 191

BCGSTAB 17 048 | 33 087 | 1.35

TFQMR 17 051 | 29 0.83 | 1.34

seguido por BCGSTAB. A pesar de lo anterior, el tiempo de solucién para el resto de los
métodos se ve reducido respecto de los tiempos con el precondicionador JAC. También
se observa que el nimero de iteraciones disminuye a mas de la mitad en algunos casos, lo
que no necesariamente se ha traducido en una disminucién significativa del tiempo, dado
que el costo de construccion y solucion al operar con el precondicionador es distinto.

Al emplear un precondicionador tipo LU incompleto sin relleno (ILUQ), se obtiene
un ligero aumento en la rapidez de convergencia de manera diferente para cada solucién
con los bloques L;; respecto del precondicionador MILU, como se observa en la tabla
5.10.

Tabla 5.10: Tiempos de ejecucién (segs) de los métodos en la librerfa SPARSKIT combinados con el
precondicionador ILUO

METODO Loo L T,
ITS 17, |ITS T,

GC 14 0.39| 64 1.62 | 201

BCG 26 0.64 | 46 1.10 | 1.74

GMRES 14 060 | 24 1.15 | 1.75

BCGSTAB 15 042 | 29 0.75 | 1.17

TFQMR 15 043 | 29 0.80 | 1.23

Esta ligera ganancia en velocidad se nota para casi todos los métodos, a excepcién
del caso de la solucién con el bloque Lj; usando el GC, pues cuando se usa con el
precondicionador tipo ILUO, el costo por iteracién es mucho mayor que el costo de usar
el precondicionador de Jacobi o MILU. Es interesante notar también que los métodos
GMRES, BCGSTAB y TFQMR se han beneficiado de este 1ltimo precondicionador al
ver reducido ligeramente sus tiempos de solucién con respecto de los casos JAC y MILU.

En la utilizacién del precondicionador ILUT, se realizaron pruebas con distintos nive-
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les de relleno (ifil) y tolerancias de umbral (droptol) obteniéndose los tiempos mostrados
en la tabla 5.11, en donde para el caso del método GC se presenta un “estancamiento”
durante el proceso iterativo, por lo que no fué posible aproximar una solucién. Para
este caso en particular, el método agota el niimero maximo de iteraciones permitidas,
indicando con esto que la aplicacién del precondicionador empeora el nimero de con-
dicién para ambos bloques de matrices en todos los niveles de relleno y tolerancias de

umbral probadas. Para el resto de los métodos se converge a una solucién, destacando

Tabla 5.11: Tiempos de ejecucién (segs) de los métodos en la libreria SPARSKIT combinados con el
precondicionador ILUT. El simbolo } indica no convergencia.

ILUT METODOS Loy L1y T,
(Ifil,droptol) ITs 7, |[ITS T,
GC f - f - -
BCG 66 1.04 | 148 223 | 3.27
(1, 0.0) GMRES 34 1.38 74 283 | 4.21
BCGSTAB 37 062 | 79 1.22 | 1.84
TFQMR 37 0.69 89 1.51 | 220
GC 1 - f - -
BCG 66 098 | 148 223 | 3.21
(1,1071) GMRES 34 1.37 74 285 | 4.22
BCGSTAB 37 058 | 79 1.14 | 1.72
TFQMR 37 0.65 89 154 | 1.79
GC I - I - -
BCG 66 1.08 | 148 223 | 3.31
(1,107%) GMRES 34 142 74 284 | 4.26
BCGSTAB 37 0.63 | 79 1.21 | 1.84
TFQMR 37 0.70 89 151 | 221
GC T - T - -
BCG 68 1.41 | 156 2.89 | 4.30
(2, 0.0) GMRES 34 1.67 74 319 | 4.86
BCGSTAB 3 0.86 | 79 1.58 | 2.44
TFQMR 37 0.96 83 179 | 2.75
GC T - T - -
BCG 48 14.08 | 138 1591 | 29.99
(4, 0.0) GMRES 24 14.00 | 68 16.24 | 30.24
BCGSTAB 25 13.46 | 69 14.31 | 27.77
TFQMR 27 1365 | 79 14.70 | 28.35
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en velocidad el método BCGSTAB para ambos bloques de matrices en todos los casos.
Es interesante observar que cuando se usan valores de relleno altos, como en el caso de
ILUT(4,0.0), el tiempo de aproximacién se dispara debido a que el tiempo de construc-
cién del precondicionador consume al menos el 90 % del tiempo total de célculo para
ambos bloques de matrices, porcentaje que se obtuvo en las pruebas experimentales.
En general, el desempeno de ILUT respecto de los precondicionadores JAC, MILU e
ILUO no ha sido significativo, llegando incluso en algunos casos a ser peor, como se ha
comentado anteriormente.

De las tiempos de ejecucién con el precondicionador ILUK no se lograron reportar
pruebas para niveles de relleno (Ifil) iguales o mayores a 1 debido, entre otras cosas, a
la modificacion del patrén disperso del precondicionador durante su construccién y por
problemas de una administracion eficiente de la memoria.

Haciendo un resumen de todas las pruebas realizadas en SPARSKIT vy eligiendo
tinicamente aquellos métodos que presentan los mejores tiempos de ejecucién, tanto para
el bloque Lss como Lq1, asi como los correspondientes precondicionadores, se obtiene
la tabla 5.12, donde se resalta el renglén que registré el mejor tiempo, que en este caso
resulté ser el método GC con precondicionador ILUO (1.14 segundos).

Tabla 5.12: Resumen de mejores tiempos (segs) en la librerfa SPARSKIT

PC METODO | 7, | METODO T, T,
en Log en L

No PC GC 0.58 | GC 1.20 | 1.78

JAC GC 0.45 | GC 0.80 | 1.25

MILU GC 0.43 | TFQMR 0.83 | 1.26

ILUO GC 0.39 | BCGSTAB | 0.75 | 1.14

ILUT (1, 1072) | BCGSTAB | 0.58 | BCGSTAB | 1.14 | 1.72
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5.2.3.2. Anadlisis en la Libreria PETSc

Para el caso de la libreria PETSc se ha realizado un estudio similar al de SPARSKIT,
por lo que también se presentan los tiempos sin precondicionado y posteriormente los
tiempos con el uso de algunos precondicionadores.

La tabla 5.13 muestra los tiempos de los métodos de Krylov probados en PETSc,
donde se observa que el método del GC presenta el tiempo de solucién menor para cada
uno de los bloques y con respecto a todos los métodos probados de PETSc. Le siguen en
desempefio los métodos de BCGSTAB y TFQMR. Por otro lado, los métodos GMRES

y BCG presentan tiempos maés altos.

Tabla 5.13: Tiempos de ejecucién (segs) de los métodos en la libreria PETSc sin precondicionador

METODOS | Lo | L1 | T,
T, | T,

GC 0.64 | 1.37 | 2.01

BCG 1.25 | 2.69 | 3.94

GMRES 1.35 | 3.08 | 4.42

BCGSTAB 0.99 | 1.68 | 2.67

TFQMR 0.87 | 2.04 | 2.91

Al aplicar un precondicionador de Jacobi en la libreria PETSc se obtienen los tiempos
de ejecucién de la tabla 5.14, donde se observa el efecto del precondicionamiento, ya que
se ha obtenido una reduccion del tiempo de ejecucién en todos los métodos, destacando
en velocidad el método del GC, seguido por los métodos BCGSTAB y TFQMR. La
combinacién del método GC con este precondicionador (1.42 segundos) logra reducir en
un 30 % el tiempo del GC sin precondicionar (2.01 segundos). Por otro lado, el GMRES

y BCG continuan presentando los tiempos mas altos.

Tabla 5.14: Tiempos de ejecucién (segs) de los métodos en la librerfa PETSc combinados con el precon-
dicionador JAC

METODOS | Ly | L1 | T,
T, | T,

GC 0.50 | 0.92 | 1.42

BCG 0.95 | 1.76 | 2.71

GMRES 0.96 | 1.84 | 2.80

BCGSTAB 0.66 | 1.22 | 1.88

TFQMR 0.61 | 1.22 | 1.84
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La libreria de PETSc cuenta también con un precondicionador tipo LU incompleto
(ILU) secuencial. La tabla 5.15 reune los tiempos de ejecucién para este precondiciona-
dor, en donde se observa una reduccién mayor en el tiempo respecto de los casos sin
precondicionar y Jacobi. Si se elige como referencia el tiempo registrado por el método
GC, la aplicacién de un precondicionador ILUO (1.17 segundos) logra reducir el tiempo
del caso sin precondicionar (2.01 segundos) y del caso con el precondicionador de Jacobi

(1.42 segundos) en un 42 % y un 18 %, respectivamente.

Tabla 5.15: Tiempos de ejecucién (segs) de los métodos en la libreria PETSc combinados con el precon-
dicionador ILUO .

METODOS | Lo | L1 | T;
T, | T,

GC 0.41 | 0.76 | 1.17

BCG 0.78 | 1.45 | 2.23

GMRES 0.94 | 1.78 | 2.72

BCGSTAB 0.48 | 0.90 | 1.38

TFQMR 0.48 | 0.97 | 1.45

También se han realizado pruebas con un precondicionador tipo Scharwz aditivo
(ASM) obteniéndose los tiempos reportados en la tabla 5.16. Sin embargo, aunque el
tiempo obtenido con el método del GC combinado con el precondicionador ASM (1.50
segundos) reduce en un 25 % al tiempo de un método GC sin precondicionar (2.01 segun-
dos), este 25 % es menor que la reduccién del 30 % obtenida con el precondicionador JAC
y menor que la reduccién del 42 % con el precondicionador ILUQ. Que el método del GC
combinado con el precondicionador ASM no presente reducciones tan eficientes como los
registrados por los precondicionadores JAC e ILUO se debe a que las matrices de prueba
no surgen de un proceso de discretizacion basado en un método de descomposicién de
dominios, por lo que es muy probable que bajo un método de discretizacién de esta
naturaleza pudiera dar mejores resultados o en ultima instancia, resultados parecidos a
los mostrados por la aplicacién de un precondicionador ILUO.

También se han realizado pruebas en la libreria de PETSc con un precondicionador
tipo ILUK, con diferentes niveles de relleno Ifil, obteniéndose los tiempos de ejecucién
mostrados en la tabla 5.17, destacando como mejor método el GC. Sin embargo los
tiempos reportados no mejoran a los obtenidos con los precondicionadores JAC, JACB
y ASM, debido a los efectos de relleno en la construccién del precondicionador.

La tabla 5.18 presenta un resumen de los mejores tiempos para cada uno de los
precondicionadores probados en la libreria de PETSc, donde se observa que a lo largo

de las distintas pruebas, el método de Krylov que mejor desempeno mostré ha sido el
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Tabla 5.16: Tiempos de ejecucién (segs) de los métodos en la libreria PETSc combinados con el precon-
dicionador ASM

METODOS | Loy | L1 | T;
T, T,

GC 0.54 | 0.96 | 1.50

BCG 0.96 | 1.72 | 2.68

GMRES 1.49 | 1.54 | 3.03

BCGSTAB 0.61 | 1.15 | 1.76

TFQMR 0.66 | 1.18 | 1.85

Tabla 5.17: Tiempos de ejecucién (segs) de los métodos en la libreria PETSc combinados con el precon-
dicionador ILUK

ILUK | METODOS | Lo | L T,
(1fil) T, T,
GC 1.09 | 1.40 | 2.49
BCG 1.50 | 2.08 | 3.58
(1) | GMRES 1.44 | 252 | 3.96
BCGSTAB 1.20 | 144 | 2.64
TFQMR 1.21 | 1.48 | 2.69
GC 3.14 | 3.47 | 6.61
BCG 3.75 | 4.40 | 8.15
(2) | GMRES 4.69 | 3.58 | 8.27
BCGSTAB 3.14 | 3.67 | 6.81
TFQMR 3.15 | 3.70 | 6.85
GC 20.72 | 20.89 | 41.61
BCG 21.64 | 22.43 | 44.07
(4) | GMRES 22.26 | 20.80 | 43.06
BCGSTAB 20.45 | 20.72 | 41.17
TFQMR 20.37 | 20.68 | 41.05

GC combinado con el precondicionador ILUO.

5.2.3.3. Analisis en la Libreria pARMS

Se ha realizado un estudio secuencial con los precondicionadores de la libreria pARMS.
Como se ha comentado, (ver capitulo 4), la librerfa pARMS contiene técnicas de precon-
dicionamiento basadas en el método aditivo de Scharwz y en técnicas del complemento
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Tabla 5.18: Resumen de mejores tiempos (segs) en la libreria PETSc

PC METODO | 7T, | METODO T, T
en Loo en Lq

No PC GC 0.64 GC 1.37 | 2.01

JAC GC 0.50 GC 0.92 | 1.42

ILUO GC 0.41 GC 0.76 | 1.17

ASM GC 0.54 GC 0.96 | 1.50

ILUK (1) GC 1.09 GC 1.40 | 2.49

de Schur.

En la libreria pARMS, el método aditivo de Scharwz se utiliza en combinacién con
precondicionadores locales tipo ILUO, ILUT, ILUK y ARMS y que estdn designados
como ADD_ILUO, ADD_ILUT, ADD_ILUK y ADD_ARMS, respectivamente.

Tabla 5.19: Tiempos de ejecucién (segs) de los métodos en la libreria pARMS combinados con técnicas
de precondicionamiento tipo aditivo de Scharwz. Las siglas M.I. significan memoria insuficiente

PC LOCAL | METODOS | Ly | L1 | T}
T, T,

BCGSTAB | 0.56 | 0.91 | 1.47
ILUO DGMRES 0.66 | 1.43 | 2.09
FGMRES 057 | 1.24 | 1.81
ILUK BCGSTAB - ~— | M.L
(Ifil=1,dtol=0.1) | DGMRES - - | M.L
FGMRES - - | M.L
ILUT BCGSTAB 0.72 | 1.77 | 2.49
(Ifil=1,dtol=0.1) | DGMRES 1.52 | 3.30 | 4.82
FGMRES 1.33 | 2.79 | 4.12
ARMS BCGSTAB 1.38 | 3.33 | 4.71
(Ifil=1,dtol=0.1) | DGMRES 1.70 | 3.61 | 5.31
FGMRES 1.84 | 3.81 | 5.65

La tabla 5.19 muestra los tiempos registrados por estos precondicionadores al caso
de estudio. Como se puede observar, el precondicionador mas efectivo estd representado
por el precondicionador ILUO, el cual, como se ha visto en resultados experimentales con
las librerias SPARSKIT y PETSc, es el que mejor desempefio ha proporcionado. Con
seguridad, es por esta razon que registra mejores tiempos de solucién cuando se compara
con el desempeno de otros precondicionadores como ILUK, ILUT y ARMS, ya que: para
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el caso del precondicionador ILUK ni siquiera se tiene memoria suficiente para llevar
a cabo la resolucién de los sistemas, mientras que el precondicionador ILUT emplea
tiempo de ejeucion extra para la construccién del precondicionador con los niveles de
relleno (Ifil) especificados; para el caso del precondicionador ARMS, éste resulta ser el
mas costoso de todos pues, en términos generales, el precondicionador ARMS invierte
tiempo extra de ejecucién tanto para la biisqueda de conjuntos independientes a bloques,
asi como para ejecutar los niveles de recursividad especificados.

En el caso particular de los experimentos con el precondicionador ARMS se ha utili-
zado un sélo nivel de recursividad, es decir, se ha utilizado una factorizacién tipo ILUT
(que ya se ha visto que va peor con respecto a otros prercondicionadores), por lo que los
tiempos de ejecucién observados con este precondicionador se deben al uso de ILUT y
a la busqueda de conjuntos independientes a bloques.

Respecto de la aplicaciéon de los métodos BCGSTAB, DGMRES y FGMRES, se
observa que, para el caso de los precondicionadores tipo aditivo de Scharwz, el método
que mejor desempeno muestra, en términos generales, es el método BCGSTAB.

La aplicaciéon de técnicas basadas en el complemento de Schur a las matrices del caso

de estudio dan origen a los tiempos mostrados en la tabla 5.20.

Tabla 5.20: Tiempos de ejecucién (segs) de los métodos en la libreria pARMS combinados con técnicas
de precondicionamiento tipo Complemento de Schur

PC LOCAL | METODOS | Ly | L1 | T}
T, T,

BCGSTAB 1.74 | 1.13 | 2.91
ILUO DGMRES 0.77 | 1.51 | 2.28
FGMRES 0.63 | 1.50 | 2.13
BCGSTAB - ~ | M.L
ILUK DGMRES - ~ | M.L
(Ifil=1,dtol=0.1) | FGMRES - ~ | M.L
ILUT BCGSTAB 0.91 | 2.10 | 3.01
(Ifil=1,dtol=0.1) | DGMRES 1.68 | 3.63 | 5.31
FGMRES 1.47 | 3.13 | 4.60
ARMS BCGSTAB 1.95 | 3.92 | 5.87
(Ifil=1,dtol=0.1) | DGMRES 2.55 | 4.93 | 7.48
FGMRES 2.55 | 4.37 | 6.92

Una comparativa de los tiempos totales (T}) registrados por el método aditivo de
Scharwz (tabla 5.19) con los tiempos obtenidos por las técnicas del complemento de
Schur de la tabla 5.20 permite observar que estos ltimos son ligeramente mas altos que
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los primeros. Esta situacién se debe principalmente al gasto de tiempo invertido por la
buisqueda de conjuntos independientes a bloques, como fase inicial para todas las técnicas
de complemento de Schur. Es interesante notar también que al combinar la técnica del
complemento de Schur con el precondicionador ILUO, el método que menor tiempo
registra en la resolucién con el sistema Lo es el método GMRES flexible (FGMRES),
siendo que en el caso aditivo de Scharwz el mejor fué el método BCGSTAB. El resto
de los precondicionadores (ILUK, ILUT y ARMS) tienen un comportamiento similar al
caso aditivo de Scharwz.

Una vez realizadas las pruebas secuenciales, la tabla 5.21 muestra un resumen de
los mejores tiempos obtenidos con ambas técnicas de precondicionamiento en pARMS.
Para nuestro caso de estudio, el precondicionador con mejor tiempo de solucién estd re-

presentado por el método aditivo de Scharwz con precondicionador ILUO.

Tabla 5.21: Resumen de mejores tiempos (segs) en la librerfa pARMS

PC METODO | 7, | METODO | T, T,
en Loo en Lq
Scharwz (Ad.)+ILUO | BCGSTAB | 0.56 | BCGSTAB | 0.91 | 1.47
Schur (Comp.)+ILUO GMRES 0.63 | BCGSTAB | 1.13 | 1.76

5.2.3.4. Mejor Tiempo Secuencial

Una vez que se han presentado los tiempos secuenciales registrados por las mejo-
res combinaciones de método y precondicionador de las librerias estudiadas, se puede
establecer el mejor tiempo secuencial (Ts) que se tomard como referencia a la hora de
calcular las métricas paralelas de speedup y eficiencia paralela.

La tabla 5.22 presenta los mejores tiempos secuenciales registrados por las librerias
de SPARSKIT, pARMS y PETSc.

Tabla 5.22: Resumen de mejores tiempos (segs) en las librerias SPARSKIT, PETSc y pARMS

LIBRERIA PC METODO | T, METODO | T, T,
en Loo en L11
SPARSKIT ILUO GC 0.39 | BCGSTAB | 0.75 | 1.14
PETSc JACB GC 0.41 GC 0.76 | 1.17
pARMS Scharwz+ILUO | BCGSTAB | 0.56 | BCGSTAB | 0.91 | 1.47

La figura 5.3 grafica los tiempos de la tabla 5.22, donde se puede observar que el
menor tiempo secuencial lo registra la libreria de SPARSKIT, seguido por PETSc y
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pPARMS. Por lo tanto, se ha elegido como mejor tiempo secuencial para el caso de estu-
dio Ts =1.14 segundos. Para el caso de la libreria SuperLLU, no fué posible determinar
el tiempo secuencial debido a los requerimientos de memoria para llevar a cabo la fac-

torizacion.
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TIEMPO
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1 1 1
PARNS PETSe SPARSKIT
BIBLIOTECAS

Figura 5.3: Gréfica de tiempos de ejecucién en las librerias SPARSKIT, PETSc y pARMS

5.2.4. Estudio Paralelo

A continuacién, se presentan los tiempos paralelos de ejecucion obtenidos con las
librerfas de PETSc, pARMS y SuperLU aplicadas al caso de estudio. Se presentan tam-
bién los tiempos obtenidos sin el uso de precondicionador y posteriormente usando los
precondicionadores correspondientes. Los experimentos han sido realizados en el cluster
Kefren de la Universidad Politécnica de Valencia (ver capitulo 4). En las tablas que
contienen los resultados numéricos, la columna 7, representa la suma del tiempo de
ejecucién necesario para resolver los sistemas de ecuaciones con los bloques Ly1 y Lao
usando p procesadores. Los tiempos han sido registrados con rutinas para ese propdsi-
to incluidas en las librerias y que han sido PetscGetTime y dwalltime en PETSc y
PARMS, respectivamente. Al igual que en el andlisis secuencial, los tiempos de las ta-
blas se presentan en segundos (segs), a menos que se especifique lo contrario. Por otro
lado, se han establecido las mismas condiciones de ejecucion del caso secuencial en las

pruebas paralelas aqui presentadas.
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5.2.4.1. Analisis en la Libreria PETSc

La tabla 5.23 reune los tiempos invertidos por los métodos implementados en la li-

breria PETSc, sin el uso de precondicionadores, para diferentes nimeros de procesadores

p-

Tabla 5.23: Tiempos de ejecucién (segs) en paralelo T, de los métodos en la libreria PETSc sin precon-

dicionar
METODOS [p=2|p=4|p=6|p=8|p=10
GC 120 | 0.63| 045 | 038| 0.33
BCG 218 | 1.26 | 090 | 0.73| 0.63
GMRES 226 | 1.26 | 0.84| 0.63| 0.55
BCGS 148 | 0.82| 058 | 048 | 0.44
TFQMR 1.58 | 0.87 | 0.60 | 0.49 | 0.43

Las distintas pruebas experimentales muestran que las ejecuciones en paralelo del
método Gradiente Conjugado aplicado para resolver los SELD L;; (i = 1,2), mostré los
mejores tiempos de ejecucion en relacion con el resto de los métodos del subespacio de
Krylov.

Se puede observar también la reduccién del tiempo secuencial por el uso de computo
paralelo. Por ejemplo, si se contrasta el tiempo total (T3) obtenido por el método del
GC del caso secuencial sin precondicionar (2.01 segs de la tabla 5.13) y el tiempo total
(T},) obtenido por el método del GC usando p=10 procesadores (0.33 segs en la tabla
5.23), se obtiene una reduccién de casi el 84 % del tiempo secuencial. En la figura 5.4,
se muestra graficamente la reduccién de los tiempos de ejecucién conforme aumenta el
nimero de procesadores para el caso del método del GC sin precondicionar.

Los métodos de Krylov en PETSc se han combinado con la aplicacion de un pre-
condicionador tipo Jacobi (JAC), obteniéndose los tiempos mostrados en la tabla 5.24.

Tabla 5.24: Tiempos de ejecucién (segs) en paralelo T}, de los métodos en la libreria PETSc combinados

con el precondicionador JAC

METODOS [ p=2|p=4|p=6|p=8|p=10
GC 0.86 | 047 | 033 | 0.26 0.24
BICG 1.53 | 0.86 | 0.64 | 0.50 0.44
GMRES 1.47 | 0.80 | 0.55 | 0.42 0.36
BCGS 1.07| 058 | 043 | 0.35 0.30
TFQMR 1.02 | 054 | 039 | 0.31 0.28
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Figura 5.4: Gréfica de tiempos de ejecucién en paralelo en la libreria de PETSc usando el método GC

Comparando los tiempos obtenidos en pruebas paralelas con p=10 procesadores de
las tablas 5.23 y 5.24 para el método del GC, el tiempo obtenido sin precondicionar
de 0.33 segundos se reduce a 0.24 segundos con el precondicionador de Jacobi, lo que
significa una reduccién aproximada del 27 %. Esta ganancia se debe a la combinacién de
técnicas de paralelismo y precondicionado.

También se han hecho pruebas experimentales con la aplicacién de un precondi-
cionador Jacobi a bloques (JACB) para el caso de estudio, obteniéndose los tiempos
mostrados en la tabla 5.25, donde se aprecia una mejoria, respecto de los tiempos con
precondicionador Jacobi y, por consiguiente, sobre el caso sin precondicionar, como se
vera para el método del GC que resultd el mejor de todos los métodos.

Tabla 5.25: Tiempos de ejecucion (segs) en paralelo T}, de los métodos en la libreria PETSc combinados
con el precondicionador JACB

METODOS [p=2|p=4|p=6|p=8|p=10
GC 0.78 | 0.45| 029 | 024 021
BICG 148 | 081 | 056 | 044 | 0.37
GMRES 134 | 064 | 039| 0.30]| 0.28
BCGS 094 | 051 | 034] 028 | 0.24
TFQMR 092 | 047 | 033 026| 0.23

La aplicacién del precondicionador Jacobi a Bloques logra reducir el tiempo del méto-
do GC sin precondicionar (0.33 segundos) a 0.21 segundos usando p=10 procesadores,
lo que significa una reduccién del tiempo del caso sin precondicionar de casi un 36 %.
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Respecto del caso Jacobi (0.24 segundos), esta reduccién de tiempo es del 13 %.

Continuando con la aplicacién de los precondicionadores de PETSc propuestos, sélo
resta mostrar los tiempos obtenidos con el precondicionador tipo Scharwz aditivo (PC
ASM) aplicados al caso de estudio, obteniéndose los tiempos de la tabla 5.26.

Tabla 5.26: Tiempos de ejecucién (segs) en paralelo T}, de los métodos en la libreria PETSc combinados
con el precondicionador ASM

METODOS [ p=2|p=4|p=6|p=8|p=10
GC 092 | 057 | 042 | 036 | 0.37
BICG 154 | 096 | 0.71| 0.60 | 0.54
GMRES 1.60 | 0.78 | 0.53| 040 | 0.36
BCGS 1.01 | 062| 047 | 039| 0.36
TFQMR 1.05 | 0.63| 049 | 040 | 0.36

En la tabla 5.26 se aprecia, entre otras cosas, que el método del Gradiente Conjugado
es el que aporta los mejores tiempos de ejecucién en general. Por otro lado, desde el
punto de vista de la aplicacién de los precondicionadores, el aporte en velocidad del
precondicionador ASM no es muy significativo comparado con el precondicionador Jacobi
(JAC) y Jacobi a bloques (JACB). Sin embargo, no se puede dejar de lado el efecto del
uso de la computacién de altas prestaciones, por ejemplo cuando se aplica el método del
GC combinado con el precondicionador ASM en el caso secuencial se obtiene un tiempo
de 1.50 segundos (ver tabla 5.16), en tanto que el tiempo al usar p=10 procesadores es

de 0.37 segundos, lo que significa una reduccién del 75 %.

A manera de resumen, la figura 5.5 muestra una gréafica comparativa de los mejores
tiempos paralelos (T,) del GC registrados en la aplicacién de PETSc al caso de estudio.

Como puede observarse en la figura 5.5, la aplicacion de precondicionadores puede
reducir sustancialmente los tiempos de resolucién de grandes SELD, como los abordados
en este estudio. Por otro lado, puede apreciarse también la disminuaciéon de los tiem-
pos al usar computacién de altas prestaciones. Como era de esperar y para el caso de
PETSc, el método del Gradiente Conjugado ha sido el que mejores tiempos de ejecucion
ha reportado cuando se ha comparado con otros métodos de resolucion, ya sea con o
sin precondicionadores, ya sea con uno o muchos procesadores. En la gréfica se puede
observar que el Gradiente Conjugado con precondicionador de Jacobi a bloques ha sido

el més eficiente en la resolucién de ambos sistemas de ecuaciones con bloques L11 y Las.
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5.2.4.2.
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Figura 5.5: Gréfica de mejores tiempos en la libreria de PETSc

Analisis en la Libreria pARMS

Otra de las librerias utilizadas y aplicadas al caso del reactor Ringhals—I, descrita en el

capitulo 4, es pARMS. Se han realizado experimentos paralelos en esta libreria utilizando

uUnicamente el método aditivo de Scharwz combinado con los precondicionadores locales

ILUO, ILUT, pues como se ha visto en el andlisis secuencial realizado anteriormente

(ver apartado 5.2.3.3) son los que mejor desempenio ofrecen. La tabla 5.27, muestra los

tiempos de ejecucion invertidos para resolver los sistemas de ecuaciones L1y y Lao, que

corresponden a pruebas paralelas con p = 2,4, 6,8, 10 procesadores.

Tabla 5.27: Tiempos de ejecucién (segs) en paralelo T}, de los métodos en la libreria pARMS

p | PRECONDICIONADOR ACELERADORES
BCGSTAB | DGMRES | FGMRES
2 | ADD_ILUO0 1.52 1.95 1.48
ADD_ILUT 1.94 2.37 2.04
4 | ADD_ILUO 0.86 0.90 0.78
ADD_ILUT 1.65 1.41 1.29
6 | ADD_ILUO 0.81 0.84 0.55
ADD_ILUT 1.40 1.23 0.84
8 | ADD_ILUO 0.47 0.55 0.43
ADD_ILUT 0.82 0.86 0.66
10 | ADD_ILUO 0.44 0.51 0.36
ADD_ILUT 0.70 0.75 0.54
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Haciendo una comparativa de los tiempos registrados en la tabla 5.27 por la aplicacién
de los precondicionadores locales ILUQ e ILUT en paralelo, se observa que, en general,
el método que registra los mejores tiempos esta representado por la version GMRES
flexible (FGMRES). La grafica de la figura 5.6 compara los tiempos de ejecucién de la
tabla 5.27, donde se aprecia la ganancia de tiempo obtenida por el precondicionador
ILUO sobre ILUT.

22 T
—GMRES (F) + ILUO (ADITIVO)
2 ~%-GMRES (F) + ILUT (ADITIVO)

TIEMPO
(segs)

5 6 7
PROCESADORES

Figura 5.6: Gréfica de mejores tiempos en la libreria de pARMS

5.2.4.3. Analisis en la Libreria SuperLU

Como se ha descrito anteriormente (ver capitulo 4), se han realizado pruebas con un
método directo de la libreria SuperLU, obteniéndose los tiempos mostrados en la tabla
5.28. Una de las ventajas de esta técnica es la precisién de la soluciéon encontrada, la
cual ha sido de 12 digitos en las soluciones al resolver los sistemas de ecuaciones lineales
asociados a las matrices L1; y Loo del caso de estudio; sin embargo, las prestaciones
obtenidas no son competitivas (ya que registra tiempos de ejecucién en minutos), debido
a que se precisa rapidez en la solucién de los SELD, pues esta operacién debe realizarse
repetidas veces, como lo indica el algoritmo 17 de Arnoldi. Desde este punto de vista
y para el caso de estudio, los métodos iterativos aqui utilizados, superan en mucho el

desempeno ofrecido por la libreria SuperLU.

5.2.4.4. Speedup y Eficiencia

Se ha podido comprobar experimentalmente que las librerias paralelas que mejor
desemperno registran son PETSc y pARMS. En cambio, la librerfa numérica de SuperLU,
no ofrece resultados competitivos para el caso de estudio.
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Tabla 5.28: Tiempos de ejecucién (mins) en paralelo T}, en la libreria SuperLU

p | Precisién T,
2 | 3.62E-12 | 9.73
4 | 3.62E-12 | 5.00
6 | 3.64E-12 | 3.67
8 | 3.65E-12 | 2.95
10 | 3.64E-12 | 2.48

A continuacién, y tomando en cuenta uinicamente los mejores tiempos de PETSc y
PARMS, se muestra el desempeno paralelo obtenido por ellos en la tabla 5.29, donde el
mejor tiempo secuencial lo registré la libreria numérica de SPARSKIT con un valor de
Ty = Ts=1.14 segundos (ver apartado 5.2.3).

Tabla 5.29: Coeficientes de speedup y eficiencia en las librerias PETSc y pARMS. Caso estacionario

P PETSc pARMS

T, S, B | T, S E(%
1.14 1.00 100 1.14 1.00 100

0.78 1.46 73 1.48 0.77 39

0.45 2.53 63 0.78 1.46 37

0.29 3.93 66 0.55 2.07 35

0.24 4.75 59 043 2.65 30

10 | 0.21  5.43 54 0.36 3.17 29

0 O N

La tabla 5.29 muestra que de las librerias PETSc y pARMS, la que ofrece los tiempos
més competitivos para el caso de estudio es la libreria de PETSc. La figura 5.7 ilustra
mejor este hecho. En el caso de pARMS se ha encontrado que al menos para el caso
de usar dos procesadores (p =2), el tiempo paralelo registrado (1.48 segundos) resulta
ser muy costoso. Es probable que esta situacién surga debido al gasto extra ocasionado
por los reordenamientos de las submatrices que realiza pARMS para cada procesador en
fases previas de aplicacién de los precondicionadores.

Respecto de los coeficientes de speedup y eficiencia (ver figuras 5.8 y 5.9) obtenidos
se observa que para la libreria PETSc éstos son buenos cuando se utilizan hasta seis
procesadores y aceptables cuando se usan ocho o diez procesadores. Por otro lado, y
como se ha comentado anteriormente, en el caso de pARMS sus coeficientes de speedup
y eficiencia caen debido a que, entre otras cosas, el mejor tiempo secuencial obtenido
(en SPARSKIT) es muy eficiente.
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Figura 5.7: Gréfica de tiempos de ejecucién en paralelo en las librerias PETSc y pARMS

5.2.5. Conclusiones del Caso Estacionario

Se han logrado identificar las herramientas software mas adecuadas para resolver
los SELD de gran dimensién (ecuaciones (5.3) y (5.4)) asociados a la EDN en su caso
estacionario (ecuacién de los modos Lambda (5.1)) para el caso de estudio.

Ademds, se ha visto la importancia que tiene el estudio, aplicacién y evaluacién de
distintas librerias numéricas secuenciales y paralelas que pueden ayudar a mejorar el
rendimiento en la resolucién de problemas de Ingenieria donde se precisa de respuestas
rapidas y eficientes.

En este trabajo se han plasmado resultados experimentales con algunas librerias
numéricas (SPARSKIT, PETSc, pARMS y SuperLU ); no obstante, es importante con-
tinuar con la investigacién y prueba del desempeno ofrecido por otras librerias, pues
continuamente surgen nuevos algoritmos que las implementan, de modo que los profe-
sionales que no estan relacionados con el uso de éstas, tengan los elementos necesarios
para decidir cual usar en funcién de trabajos de investigacién como los que describe este
trabajo de tesis.

Por otro lado, es de destacar las ventajas del uso de la computaciéon paralela, y
la necesidad de contar con profesionales que apliquen las metodologias necesarias para
encontrar estrategias eficientes que resuelvan los desafios de los problemas de ingenieria
actuales.

Asi mismo, es importante también decir que todas las librerias estudiadas y evaluadas
en esta tesis son de libre distribucién, y los resultados obtenidos ponen de manifiesto su
calidad en aplicaciones practicas.

La aplicacién de métodos directos de resolucién de SELD (como los contenidos en
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Figura 5.9: Gréfica de eficiencia en las librerias de PETSc y pARMS

la librerfa SuperLU) al caso de estudio ha demostrado que, a pesar de la calidad de la
solucién obtenida, el tiempo continua siendo prohibitivo para los problemas del caso de
estudio aqui abordado.

Pruebas experimentales presentadas en trabajos como [64], muestran que para ma-
trices prueba obtenidas de discretizaciones con métodos de colocacién nodal en otros
reactores, se obtienen resultados similares a los aqui mostrados.

Se puede decir que, para el caso de estudio expuesto, habrd que tomar en consi-
deracion la libreria numérica de PETSc, asi como recomendar el uso del método del
Gradiente Conjugado con el precondicionador de Jacobi a bloques. Mencién especial
merece la libreria numérica de SPARSKIT por su relativa eficiencia sobre PETSc en
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lo concerniente a la ejecucion secuencial. Relativa en el sentido de que el mejor tiem-
po secuencial registrado por la librerfa de PETSc (1.17 segundos), dista muy poco del
registrado por SPARSKIT (1.14 segundos).

Los distintos experimentos realizados con PETSc muestran un alto grado de facilidad
y flexibilidad en su uso al permitir de manera facil que las implementaciones secuencia-
les sean ejecutadas préacticamente sin cambios en plataformas paralelas. En tanto que
la libreria SPARSKIT permite solamente implementaciones secuenciales. Ademads, en
SPARSKIT se requiere de una mayor demanda de programacién por parte del usuario
que si se usara la libreria PETSc. Por lo ya mencionado, puede decirse que para los casos
de estudio, la libreria PETSc es méas adecuada que la libreria SPARSKIT.

5.3. Solucion de los Sistemas de Ecuaciones Lineales
Dispersos de la Ecuacion de Difusion Neutroni-

ca. Caso Dinamico

En estudios de estabilidad y seguridad de los reactores nucleares, es fundamental
estudiar su evolucién en el tiempo. Por tal motivo, es importante resolver los SELD que
aparecen como consecuencia de la discretizacion en el tiempo de la EDN 3D.

Esta seccion presenta los resultados numéricos experimentales obtenidos de la apli-
cacion de cuatro métodos iterativos multipaso, de los cuales dos forman parte principal
de las aportaciones de este trabajo de tesis. Estos métodos se han codificado en el am-
biente de desarrollo Matlab [28], y en las librerfas numéricas de PETSc [101] [100] [99]
e Hypre [110] [111].

5.3.1. Métodos Multipaso

En el capitulo 2, se ha establecido que para resolver la EDN en su caso dindmico
después de aplicar discretizaciones espaciales y temporales, se requiere resolver en cada

paso de tiempo un sistema de ecuaciones de la forma:

Ty =E,

o= [e) o2

donde el lado derecho de la ecuacién depende de la solucién en el paso de tiempo previo

es decir:
Ty Tio

T51 Tao

y del método de diferencias hacia atras utilizado. Generalmente, la matriz de coeficientes
del sistema (5.9) tiene propiedades similares a las matrices L y M de la ecuacién (5.2)
del caso estacionario. Por tal motivo, y debido a las condiciones de continuidad del flujo
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y de la corriente neutrénica interpuestas en las caras de las celdas internas del reactor,
asi como las condiciones de contorno en los extremos, los bloques 711 y To2 son matrices
simétricas definidas positivas. En tanto que los bloques T2 y T1 son matrices diagonales
que pueden ser singulares o no y que dependen también de las condiciones del problema.

Dado el gran tamafio del sistema representado en (5.9), serfa conveniente contar
con un método que permita su resolucién y que tomara en cuenta las propiedades de
los bloques que forman el problema global. Por ejemplo, dadas las propiedades de las
matrices T11 y T2, un método basado en subespacios de Krylov (como el Gradiente
Conjugado), serfa apropiado para su resolucién. No asi la matriz total T, que no presenta
ninguna de estas propiedades.

Por el motivo anterior, los métodos que se proponen en este trabajo, consisten en
descomponer la resolucién de la ecuacién global (5.9) de tamano 2N, en términos de
la resolucion de dos sistemas de ecuaciones lineales de tamano N. Con este método se
evitarfa en primer lugar tener que manipular el sistema global T, evitando asi problemas
de memoria, y en segundo lugar, permitiria la simulacién con més grupos de energia.

A continuacién se presentan y explican, cada uno de los métodos iterativos multi-
paso que permitieron implementar esta estrategia, asi como las modificaciones que se

proponen en esta memoria.

5.3.1.1. Método Multipaso de Jacobi (MM.J)

En el algoritmo 19, se muestran las sentencias de la implementacién del algoritmo

multipaso de Jacobi (MMJ) explicado en el capitulo 3.

Algoritmo 19 Método Multipaso de Jacobi (MMJ)

(* 1/)32 y ¥f soluciones de un paso previo *)
01 9% =97
02 1/)? =Yy

(* Resolver los grupos w}. (rdpido) y 1} (térmico) *)
03 Tlﬂll} =e1 — T129?
04 Thop} =ea — T211l1?

(* Ciclo externo *)
05 dol=1,2,3,...
06 anj;ifl =e1 — Tia(wypl + (1 — w)wi_l); (* Ciclos internos de los *)

07 T22¢i+1 =€ — T21(w1/)lf +(1— w)i/)ifl); (* métodos de Krylov *)

(* Detectar convergencia *)
08 until |5 — k|| < tol and [ly;t! — v < tol
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Este algoritmo tiene como primera etapa la inicializacién de los flujos neutrénicos
de tipo rdpido (1/}53) y térmico (¢Y), con valores de los flujos de un paso de tiempo
previo ¥} y ¥y (lineas 1 y 2). Posteriormente, se calculan nuevos valores para los flujos
neutrénicos tomando en cuenta los otros bloques (T2 y T51) del sistema global, presentes
en la ecuacién (5.9), de modo que se tengan dos soluciones consecutivas (lineas 3 y 4),
con las que se puedan realizar las operaciones contenidas en el ciclo externo (lineas
5-8). Las operaciones contenidas en el ciclo externo son en si ciclos internos que se
corresponden con el calculo de una solucién de los flujos neutrénicos a través de una
técnica de resolucion de SELD como las basadas en subespacios de Krylov. Una vez
realizado lo anterior, se verifica que el cambio entre la aproximacién de una solucién
en la etapa [ + 1 respecto de la etapa [ anterior es menor que cierta tolerancia (tol)
establecida (linea 8). Aunque este criterio de convergencia es débil, se ha elegido por

representar un bajo coste computacional en su célculo.

5.3.1.2. Método Multipaso de Gauss—Seidel (MMGS)

El algoritmo que implementa el esquema iterativo multipaso de Gauss—Seidel acele-

rado se muestra en el algoritmo 20.

Algoritmo 20 Método Multipaso de Gauss—Seidel (MMGS)

(* zp}: y ¥} soluciones de un paso previo *)
01 7,[)?, = d)l’j,
02 ¥ =i

(* Resolver para grupos 1/)} y ¥t *)
03 Tuw} =e; — T1o9?
04 Toop} =ea — me?

(* Ciclo externo *)
05 dol=1,2,3,...
06 T111/)}+1 =e1 — Ti2(wipf + (1 — w)wifl); (* Ciclos internos de los *)

07 ngwi'H =€y — Tgl(wd;i["l +(1— w)z/;?); (* métodos de Krylov *)

(* Detectar convergencia *)
08 until || — L[| < tol and [ly;T — | < tol

La diferencia principal entre los algoritmos 19 y 20 es que, en este tltimo, tan pronto
como esta disponible la nueva solucién para el grupo rapido (1/1?'1), ésta es utilizada
para calcular el grupo térmico ( i“) de la etapa [ 4+ 1, como se observa en los pasos 6
y 7 del algoritmo 20 que corresponden a los ciclos internos del método de Krylov. Con

este esquema puede esperarse una tasa de convergencia mayor, pero habria que tomar
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en cuenta que, desde el punto de vista del paralelismo se pueden generar dependencias

que pueden provocar tiempo ocioso en los procesadores.

5.3.1.3. Método Multipaso de Gauss—Seidel con Dos Parametros de Rela-
jacién (MMGS2)

Una parte fundamental de este trabajo es la puesta en marcha de modificaciones a
los dos métodos multipaso introducidos: MMJ y MMGS.

Una de estas modificaciones consiste en realizar pruebas con dos valores de w dife-
rentes para cada uno de los sistemas a resolver, con miras a acelerar la convergencia del
método multipaso [33] [37] [36] [35]. Por ejemplo, €l proceso de solucién para el flujo
rapido usard wy (linea 6 del algoritmo 21), y el proceso de solucién para el flujo térmico
calculard con wo (linea 7 del algoritmo 21). En esta propuesta, de la misma forma que
en el algoritmo del método MMGS, el flujo i+1 se calcula utilizando 77/1?'1 (lineas 6 y 7
del algoritmo 21).

Algoritmo 21 Método Multipaso de Gauss—Seidel con 2 Parametros de Relajacién
(MMGS2)

(* ¥} y ¥ soluciones de un paso previo *)
01 9% =97
02 ¢ =7,

(* Resolver para grupos z[;/l, y ¥t *)
03 T111/1J1, =e1 — T129?
04 T} =ex — T21¢?

(* Ciclo externo *)
05 dol=1,2,3,...
06 an,/;lf'H =e1 — Tlg(wuﬁi + (1 —w1) i_l); (* Ciclos internos de los *)

07 T22¢i+1 =e9 — Tgl(wgw?rl +(1— u.)g)d}}); (* métodos de Krylov *)

(* Detectar convergencia *)
08 wuntil Hv,[)lf"'l - dJ;H < tol and ||1/)i+1 — Pt < tol

5.3.1.4. Método Multipaso de Gauss—Seidel con Dos Parametros de Rela-
jacién y Tolerancia Adaptativa
(MMGS2A)

Otra aportacién importante de este trabajo de tesis es el diseno de un algoritmo
multipaso (basado en el método MMGS2), utilizando una técnica adaptativa [33] [37] [36]
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[35]. Esta técnica, en palabras generales, consiste en que los sistemas lineales dispersos
(Th1 y Ta2) se resuelven con una precision inicial (e;) no restrictiva en etapas iniciales
del método. Después, esta precisién es adaptada (o mejorada) hacia una precisién mas
demandante (e;11), en iteraciones sucesivas. La aplicacién de esta técnica al algoritmo
21, da origen al algoritmo 22.

Algoritmo 22 Método Multipaso Gauss—Seidel con 2 Parametros de Relajacién y To-
lerancia Adaptativa (MMGS2A)

(* 1/)3'2 y 1 soluciones de un paso previo *)
01 1/1? = 1/)3‘,,
02 o =y,

(* Establecer conjunto de tolerancias €; *)
03 € ={e1,€2,€3,...,€n}
04 4:=1

esolver para grupos y con tolerancia €1

* Resol vy v lerancia e *
05 T111/1} =e1 — T129?

06 Thotp} = e — T211/1?

(* Ciclo externo *)
07 dol=1,2,3, ...
08 Tllw?'l e — TIZ(WN/’i +(1— wl)wi_l); Resolver con precisién ¢€;

09 T22wi+l =eg — Tgl(wyﬁifl +(1— wg)wlf); Resolver con precisién ¢;

10 if precisién en etapa [ 4+ 1 es mejor que precisién en etapa [ then
11 i: =14+ 1 (* mejorar ¢;*)
12 end-if

(* Detectar convergencia *)
13  until ||qp’f+1 — k|| < tol and it — l|| < tol

Como en los algoritmos precedentes, el algoritmo 22 se inicializa con las soluciones
de los flujos neutrénicos de un paso de tiempo previo (lineas 1-2). Después se establece
el conjunto de tolerancias €; = {€1,€a,€1,...,€,}, as{ como la tolerancia €; con la que se
resolverdn los sistemas inicialmente (lineas 3-6). Una vez calculados los flujos neutrénicos
de la etapa [+ 1 (lineas 8-9) se determina la precisién obtenida en la etapa actual (lineas
10-12) y si resulta que es mejor que la precisién alcanzada en la etapa [, entonces se
establece €; a una precision €;,1. Por ultimo, se verifica el criterio de parada (linea 13).
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5.3.2. Caso de Estudio: Reactor Leibstadt

El caso de estudio a considerar ahora es el reactor nuclear suizo de Leibstadt [83] [11],
abreviado KKL y que es un reactor del tipo agua en ebullicién (del Inglés Boiling Water
Reactor — BWR). Este reactor se ha discretizado utilizando un método de colocacién
nodal basado en desarrollos de polinomios de Legendre grado K =2 en forma 3D, im-
poniendo un discretizado espacial de 32*32 celdas por 27 planos axiales, de las cuales
19,656 corresponden al reactor. La figura 5.10 muestra uno de los planos axiales en los
que se ha dividido el reactor.
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Figura 5.10: Plano axial del reactor Leibstadt

Asi mismo, utilizando un esquema de numeracién natural para la malla de discretiza-
cién, el patron de elementos no nulos resultante para los bloques diagonales T;;,7 = 1,2
es el que se aprecia en la figura 5.11.

Al igual que como se ha hecho para las matrices del caso estacionario, la tabla 5.30
muestra algunas propiedades bdsicas de informacién de los bloques Tj; (i = 1,2) que
surgen en el primer paso de tiempo, usando la rutina infol.ex de SPARSKIT. Haciendo
un andlisis andlogo al realizado en el caso estacionario se encontrard que de optar por
un formato tipo banda (BND) es necesario contar con un arreglo de tamano BW x n,
lo que representa un numero mucho mayor que el nimero de elementos distintos de
cero (nnz) reales contenidos en los bloques 711 y T22. Algo parecido ocurriria de optar
por el almacenamiento tipo diagonal (DIA) en donde es necesario un arreglo de tamano
DNE xn, el cual representa un niimero mayor del necesario para almacenar iinicamente
los elementos distintos de cero reales contenidos en los bloques T;;,7 = 1,2. Por tal
motivo, y al igual que en el caso estacionario, el formato CSR se ha elegido como formato
de almacenamiento, el cual es contemplado por PETSc e Hypre.
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NZ=796080 x10°

Figura 5.11: Patrén de dispersién del bloque T71 del caso Leibstadt

Tabla 5.30: Propiedades de los bloques T;; del reactor Leibstadt

GEOMETRIA | PROPIEDAD T11 Too
Dimensién — n 78624 78624

3D Elementos no nulos — nnz 796080 | 796080

Con polinomio | Ancho de banda — BW 5826 5826
de Legendre Diagonales no evitables -DNFE 91 91
Grado 2 Diagonal dominante ( %) 75 % 97 %
Grado de simetria 1.00 1.00

Indice de dispersion 0.00014 | 0.00014

Para probar el desempefio de los métodos MMJ, MMGS, MMGS2 y MMGS2A, se
han elegido como matrices de prueba las correspondientes a cinco distintos pasos de
tiempo (S7, donde i = 0, 1,2, 3,4), que corresponden a una prueba de estabilidad llevada
a cabo en 1990 cuando el reactor oscilaba fuera de fase.

A continuacién se presentaran los resultados experimentales obtenidos con los dis-
tintos métodos mencionados en el ambiente de Matlab, PETSc e Hypre.

5.3.3. Estudio Secuencial en Matlab

Se han realizado pruebas experimentales de los prototipos de los métodos MMJ,
MMGS, MMGS2 y MMGS2A en el ambiente de programaciéon Matlab con el objetivo
de identificar los pardmetros w, wy, ws 6ptimos para cada uno de ellos [36] [37]. Por otro

lado, para verificar la robustez de los métodos, se ha utilizado un vector aleatorio como
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solucién inicial (¢*) de los métodos iterativos multipaso para calcular la solucién en el
paso de tiempo S0, que a su vez se utilizara como solucién inicial para calcular la solucién
en el tiempo S1, y asi sucesivamente. Ademads, se ha comprobado la precisién alcanzada
por los algoritmos mediante el cdlculo de la norma del error residual (ERR.RES.) y
el residuo relativo (ERR.RELL.), formando la matriz original T con los bloques Ti1,
Too, T12 y To1. La solucion de los sistemas dispersos con los bloques T;;,¢ = 1,2 en
la parte que corresponde al ciclo externo, fue realizada utilizando el método de Krylov
del Gradiente Conjugado (GC) sin precondicionador, exigiendo siempre que el residuo
relativo sea menor o igual que 10~7 como criterio de convergencia. Las distintas pruebas
experimentales se han realizado en el cluster Kubrick (ver seccién 4.2.1) utilizando un
p = 1 procesador y los tiempos se han registrado en segundos con la funcién Matlab de

nombre etime.

5.3.3.1. Determinacién de w C)ptimo en el método MMJ

Pruebas experimentales del prototipo del método MMJ en Matlab muestran que
para los juegos de matrices del caso de estudio (reactor Leibstadt) el valor 6ptimo de w
estd representado por 0.9 (ver tabla 5.31).

Tabla 5.31: Tiempos de ejecucién (segs) en el método MMJ para distintos valores de w. El simbolo {
indica no convergencia

Si | w=0.1| w=0.5 | w=0.8 w=09 | w=13 | w=19
SO | 2996.63 | 2413.45 | 1963.14 | 1791.38 T T
S1 | 537.87 | 464.55 397.72 371.57 T T
S2 | 690.82 596.32 497.56 460.74 T T
T T
T T

S3 | 654.71 | 567.64 | 473.48 | 445.29
54 | 699.10 | 601.56 | 502.73 | 468.78

Se ha encontrado que la precisién alcanzada por el método MMJ es de 6 digitos
en el error residual y de 5 digitos en el error relativo como lo muestra la tabla 5.32.
Es importante comentar que el alto costo inicial asociado a la solucion con el juego de
matrices del paso de tiempo SO (que es casi cuatro veces el costo en iteraciones para los
otros juegos de matrices) es debido al uso de un vector aleatorio como vector solucién
inicial; sin embargo, este costo se ve disminuido en posteriores cdlculos debido al uso de

soluciones previas.

5.3.3.2. Determinacién de w ()ptimo en el método MMGS

De los experimentos realizados con el algoritmo MMGS para determinar el valor

optimo de w se ha encontrado que un valor de w =1.3 proporciona el menor nimero
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Tabla 5.32: Precisién y nimero de iteraciones externas en el método MMJ (w 6ptimo)

Si | ERR.RES. | ERR.REL. | ITSgxr
S0 1.54e-6 1.32e-5 4717
S1 2.52e-6 4.85e-5 1033
52 2.50e-6 2.11e-5 1350
S3 2.54e-6 6.37e-5 1255
S4 2.52e-6 7.74e-5 1319

de iteraciones para las matrices del caso de estudio, como puede observarse en la tabla
5.33.

Tabla 5.33: Tiempos de ejecucién (segs) con el método MMGS para distintos valores de w

Si |lw=01|w=05|w=09|w=13|w=15|w=19
S0 T T T 411.60 T ]
S1 1 T 493.47 | 105.16 1 T
S2 T T 291.01 | 121.43 T T
S3 | 338.28 | 415.24 | 286.01 | 120.78 | 451.42 T
S4 ] 436.09 298.06 | 125.50 | 500.59 | 4875.58

Una comparacion de tiempos entre los métodos MMJ (tabla 5.31) y los tiempos de la
tabla 5.33 del método MMGS permiten observar que este tltimo reduce los tiempos que
registra el primero en al menos un 72 % en todos los conjuntos (Si¢) de matrices. Esto de
alguna manera quiere decir que el método MMGS es, al menos para el caso de estudio
abordado, 3 veces mas rapido que MMJ, como lo indican los coeficientes de velocidad
de MMGS respecto MMJ representados en tabla 5.34.

Tabla 5.34: Tiempos de ejecucién (segs) y coeficientes de velocidad del método MMGS con respecto al
método MMJ

Si | MMJ | MMGS | COEFICIENTE
VELOCIDAD

S0 | 1791.38 411.60 4.35

S1 | 371.57 105.16 3.53

S2 | 460.74 121.43 3.79

S3 | 445.29 120.78 3.69

S4 | 468.78 125.50 3.74
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Se ha determinado la precisién de la solucién obtenida con el método MMGS, la cual
es también de 6 digitos en el error residual y de 5 digitos en el error relativo (ver tabla
5.35).

Tabla 5.35: Precisién y nimero de iteraciones externas en el método MMGS (w éptimo)

Si | ERR.RES. | ERR.REL. | ITSgxr
S0 4.79e-6 4.12e-5 964
S1 4.48e-6 8.61e-5 277
52 6.64e-6 5.62e-5 340
S3 4.69¢-6 1.18e-4 323
S4 4.48e-6 1.37e-4 322

5.3.3.3. Determinacion de w; y ws éptimos en el método MMGS2

Para el caso del método MMGS2 se han realizado experimentos con w; y wsy en el
intervalo abierto (1,2), es decir, que 0 < wq,ws < 2. La tabla 5.36 muestra parte de los
experimentos realizados para el conjunto de matrices que surgen en el paso de tiempo
S0. No se consideraron pruebas para el resto de las matrices de los otros pasos dado que
comparten caracteristicas comunes.

La tabla 5.36 muestra que la combinacién de valores de w; y wy que mejor resulta
estd dada por el test 5 (T5 en la tabla), donde para el ciclo externo (ITSgx7) se obtienen

325 iteraciones con 149.43 segundos.

Tabla 5.36: Tiempos de ejecucién (segs) para el método MMGS2 (w1, wa éptimos)

TEST | w1 | we | ITSgxr | TIEMPO | ERR.RES. | ERR.REL.
T1 1.3 ] 0.1 2314 1164.80 7.22E-6 4.39E-4
T2 1.3 | 0.7 1766 888.72 6.06E-6 4.17E-4
T3 1.3 | 1.3 1109 957.98 6.05E-6 4.16E-4
T4 1.3 | 1.7 553 278.30 6.64E-6 4.28E-4
T5 1.3 | 1.9 325 149.43 5.41E-6 4.69E-4
T6 1.5 ] 0.1 2314 1164.72 7.22E-6 4.39E-4
T7 1.5 ] 03 2141 984.40 7.22E-6 4.29E-4
T8 1.5 | 0.5 1958 985.32 6.35E-6 4.22E-4

Sin embargo, durante los experimentos se ha encontrado que existen distintas com-
binaciones que presentan un comportamiento parecido al test T5. La tabla 5.37 reune
tales combinaciones.
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Tabla 5.37: Tiempos de ejecucién (segs) para el método MMGS2 (w1, wa 6ptimos) (BIS)

wi; | w2 | ERR.RES. | ERR.REL. | ITSgxr | TIEMPO
03] 19 5.51E-6 4.06E-4 327 151.01
05|19 5.85E-6 4.12E-4 326 149.96
0.7 1 1.9 5.76E-6 4.11E-4 326 149.61
09|19 5.68E-6 4.09E-4 326 149.95
1.3 119 5.41E-6 4.69E-4 325 149.43
1.5 119 5.85E-6 4.12E-4 325 149.59
1.7 119 5.76E-6 4.11E-4 325 149.55
19119 5.68E-6 4.09E-4 325 149.96

Las pruebas experimentales con el método MMGS2 se han realizado con los valores
o6ptimos w; =1.3 y w; =1.9 obteniéndose los tiempos de ejecucion de la tabla 5.38, la
cual deja ver que el método MMGS2 disminuye el tiempo de MMGS a lo mds en un 64 %
para todos los juegos de matrices en todos los pasos de tiempo. No obstante la ganancia
de tiempo frente a MMGS (por consiguiente frente a MMJ), el método MMGS2 presenta
una pérdida de precision de 1 digito para algunos casos en el error relativo, pero mantiene

la precision del error residual hallada en métodos anteriores.

Tabla 5.38: Precisién y ntimero de iteraciones externas en el método MMGS2 (w1, wa 6ptimos)

Si | ERR.RES. | ERR.REL. | ITSgxr | TIEMPO
S0 5.39e-6 4.63e-4 325 149.43
S1 5.84e-6 1.12e-4 123 49.76
52 8.78e-6 7.43e-5 133 50.72
S3 7.64e-6 1.92e-4 130 51.95
S4 7.49e-6 2.30e-5 130 54.38

La tabla 5.39 muestra los indices de velocidad del método MMGS2 sobre MMGS,
donde se puede observar que MMGS2 obtiene la solucién en al menos la mitad del tiempo
invertido por MMGS.

5.3.3.4. Pruebas Experimentales con el método MMGS2A

Los experimentos numéricos mediante la técnica adaptable representada por el méto-
do MMGS2A y con los valores 6ptimos w; y wy obtenidos en el apartado anterior se
presentan en la tabla 5.40.

Como puede verse, la eficiencia del método MMGS2A es ligeramente més eficiente
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Tabla 5.39: Tiempos de ejecucién (segs) y coeficientes de velocidad del método MMGS2 con respecto al
método MMGS

Si | MMGS | MMGS2 | COEFICIENTE
VELOCIDAD

S0 411.60 149.43 2.75

S1 105.16 49.76 2.11

S2 121.43 50.72 2.39

S3 120.78 51.95 2.32

S4 125.50 54.38 2.31

Tabla 5.40: Precisién y tiempos de ejecucién (segs) para el método MMGS2A con respecto al método
MMGS2

Si | ERR.RES. | ERR.REL. | ITSgxr | TIEMPO
S0 5.44e-6 4.67e-4 352 82.58
S1 5.95e-6 1.14e-4 123 39.31
52 8.88e-6 7.51e-5 133 39.56
S3 7.77e-6 1.95e-4 130 40.59
S4 7.52e-6 2.31e-5 130 42.89

que el método MMGS2 debido a las tolerancias ¢; impuestas en las etapas iniciales
del método, lo cual impacta directamente en el tiempo total de ejecucién. También
puede observarse que a pesar de manejar tolerancias distintas durante todo el proceso,
el método adaptativo mantiene la misma precisiéon que MMGS2.

Una comparativa de los tiempos obtenidos por el método MMGS2A frente al método
MMGS2 permite observar que el primero reduce el tiempo del segundo a lo mas en un
45 % para todos los juegos de matrices del caso de estudio. Los indices de aceleracién
del MMGS2A con respecto al MMGS2 se representan en la tabla 5.41.

La utilizacién de Matlab ha sido importante para probar los distintos métodos, de-
terminar los valores 6ptimos de w y determinar la precisiéon alcanzada por los mismos,
por lo que considerando los tiempos totales de ejecucion para todos los pasos de tiempo,
se observo que los métodos més eficientes estan representados por los métodos MMGS2
y MMGS2A (ver figura 5.12).

5.3.4. Analisis en la Libreria PETSc. Plataforma Kefren

Una vez encontrados los valores 6ptimos para los distintos métodos en el ambiente
de Matlab, se ha procedido a implementarlos utilizando la libreria numérica de PETSc,
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Tabla 5.41: Tiempos de ejecucién (segs) y coeficientes de velocidad del método MMGS2 con respecto al
método MMGS

Si | MMGS2 | MMGS2A | COEFICIENTE
VELOCIDAD
S0 149.43 82.58 1.81
S1 49.76 39.31 1.27
S2 50.72 39.56 1.28
S3 51.95 40.59 1.28
S4 54.38 42.89 1.27
- —o— MW
14001 —5-MMGS

——MMGS2
1200 ——MMGS2A

10001

TIEMPO
(segs)

Figura 5.12: Grafica de tiempos de ejecucién de los métodos MMJ, MMGS, MMGS2 y MMGS2A

aplicandolos al juego de matrices SO del caso de estudio. Estudios similares se presentan
en [35].

Algunas operaciones en PETSc usadas para la implementacién de los métodos han
sido las siguientes:

e VecNorm Calcula la norma de un vector,

e VecPointwiseMult Calcula la multiplicacién componente—a—componente w = x Xy,

e VecAYPX Calcula suma de vectores y = x + ay,

e VecCopy Copia un vector,

e KSPSolve Resuelve un sistema lineal.

La solucién de los SELD asociados a las matrices T;; ha sido realizada sin el uso de
precondicionadores. A diferencia de los experimentos realizados en Matlab, en PETSc
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todos los métodos tienen como vector inicial ¥* un vector solucién aproximado (que fue
obtenido perturbando la solucién del sistema en el tiempo S0) en vez de uno aleatorio, en
el entendido de que los algoritmos trabajaran con un vector inicial cercano a la solucién.
A continuacién, se presenta el anélisis secuencial realizado en PETSc sobre la plataforma

paralela Kefren, registrando los tiempos de ejecucién en segundos.

5.3.4.1. Estudio Secuencial

La tabla 5.42 presenta los tiempos de ejecucién secuencial para todos los métodos
donde puede observarse que el método MMGS2A es el que mejor desempenio secuencial
proporciona, lo que viene a confirmar los estudios experimentales realizados con Matlab.
También es importante destacar que la precisién alcanzada utilizando el error relativo

de los algoritmos ha sido de 5 digitos.

Tabla 5.42: Tiempos de ejecucién (segs) de los métodos multipaso con los valores éptimos w1 y wa.

METODO | ITSgxr | TIEMPO | ERR.REL.
MMJ 394 138.08 7.58e-5
MMGS 183 63.98 4.21e-5
MMGS2 89 36.29 5.42e-5
MMGS2A 90 27.31 5.42e-5

Resalta el hecho de que el método multipaso MMGS2A realiza mas iteraciones que
el método MMGS2, sin embargo estas son menos costosas debido a la técnica adaptativa

de la precisién en la resolucién de los SELD que implementa el método.

5.3.4.2. Estudio Paralelo

Respecto de las pruebas paralelas en el cluster Kefren en donde se han utilizado hasta
p =12 procesadores, el método MMJ presenta un buen grado de paralelismo debido a
que los diferentes sistemas lineales de ecuaciones pueden resolverse simultaneamente por
diferentes grupos de procesadores, y después intercambiar las soluciones. Por tal razén,
se han implementado dos versiones paralelas de este método basadas en dos diferentes
rutinas de comunicaciéne de MPI: gather/scatter y send/recv. Ademés, se ha hecho uso
de una rutina contenida en MPI para administrar grupos de procesos mediante el uso
de comunicadores. Por ejemplo, para el caso de usar p = 2 procesadores en el método
MM, el procesador pg es dedicado a resolver el sistema con bloque 777 y el procesador
p1 se dedica a resolver el sistema con bloque T52. En caso de usar p = 4 procesadores,
entonces & procesadores son dedicados a resolver el sistema con el bloque T1; y el resto

de procesadores son dedicados a resolver el sistema con el bloque Thy. Los tiempos
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resultantes de la aplicacién de estas estrategias para diferentes niimeros de procesadores
(p) se registran en la tabla 5.43, donde pueden observarse que: por un lado, la estrategia
basada en las rutinas de comunicacién send/recv es ligeramente més eficiente que la
estrategia basada en las rutinas gather/scatter y por otro lado, que destaca el uso de

computo paralelo en la disminucién del tiempo de ejecucién secuencial.

Tabla 5.43: Tiempos de ejecucién (segs) en paralelo T}, del método MMJ en la plataforma Kefren

p | GATHER/SCATTER | SEND/RECV
1 138.08 138.08
2 89.33 88.27
4 54.90 53.07
6 40.51 38.05
8 33.86 31.30
12 25.47 22.60

La realizacién y aplicacién de los distintos métodos multipaso basicos (MMJ y
MMGS), asf como los métodos multipaso propuestos en este trabajo de tesis (MMGS2 y
MMGS2A) en PETSc da origen a los tiempos de ejecucién paralelos representados en la
tabla 5.44, donde se ha tomado como valor del mejor tiempo secuencial (T) el tiempo

de ejecucion del programa paralelo registrado con p=1 procesador.

Tabla 5.44: Tiempos de ejecucién (segs) en paralelo T}, de los métodos multipaso en la plataforma Kefren

p | MMJ MMGS MMGS2 MMGS2A
1 | 138.08 63.98 36.29 27.31
2 88.27 36.83 21.11 15.83
4 53.07 28.78 12.01 8.90
6 38.05 20.26 8.68 6.51
8 31.30 11.94 6.91 5.17
12 | 22.60 10.41 5.23 3.90

De la tabla 5.44 destaca el hecho de que el uso de computacién de alto desempeno
ha disminuido los tiempos de ejecucion secuencial para todos y cada uno de los métodos
estudiados. Por ejemplo, para los métodos MMJ y MMGS, los tiempos de ejecucién
secuencial han sido reducidos hasta en un 84 % de su valor cuando usamos p = 12
procesadores; en tanto que para el caso de los métodos MMGS2 y MMGS2A, el tiempo
de ejecucion se ha reducido en un 86 % usando el mismo nimero de procesadores en
la plataforma Kefren. En general, el método MMGS2A ofrece los mejores tiempos de
ejecucién en paralelo.
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5.3.4.3. Speedup y Eficiencia

Se han calculado los coeficientes de speedup y eficiencia para todos los métodos

obtenidos de las pruebas paralelas en Kefren y se reunen en la tabla 5.45.

Tabla 5.45: Coeficientes de speedup y eficiencia en la plataforma Kefren

P SPEEDUP EFICIENCIA ( %)

MMJ MMGS MMGS2 MMGS2A MMJ MMGS MMGS2 MMGS2A
1 1.00 1.00 1.00 1.00 100.00 100.00 100.00 100.00
2 1.56 1.74 1.72 1.73 78.21 86.86 85.95 86.26
4 2.60 2.22 3.02 3.07 65.05 55.58 75.54 76.71
6 3.63 3.16 4.18 4.20 60.48 52.63 69.68 69.92
8 4.41 5.36 5.25 5.28 55.14 66.98 65.65 66.03
12 6.11 6.15 6.94 7.00 50.91 51.22 57.82 58.35

En esta tabla se ve que los coeficientes de speedup y eficiencia registrados por todos
los métodos son buenos cuando se usa un numero entre 2 y 8 procesadores y acepta-
bles con p =12 procesadores. También es interesante notar que los métodos MMGS2 y
MMGS2A ofrecen coeficientes de speedup mejores que MMJ y MMGS para el caso de
estudio, ademds que los porcentajes de eficiencia permanecen por arriba del 50 % para
el caso de usar p < 12 procesadores. Las figuras 5.13 y 5.14 muestran graficas de los

coeficientes de speedup y eficiencia que ilustran mejor lo antes dicho.

Todos estos tiempos fueron calculados sin el uso de precondicionadores de PETSc,

no obstante, no desmerece, la eficiencia registrada por los métodos.

5.3.5. Analisis en las Librerias de Hypre y PETSc.
Plataforma Jacquard

Esta parte del trabajo describe las pruebas experimentales de los métodos MMJ,
MMGS, MMGS2 y MMGS2A con las librerias numéricas de Hypre y PETSc. Las prue-
bas se han realizado en un subgrupo del cluster de altas prestaciones llamado Jacquard
(ver seccién 4.2.3) de los laboratorios ubicados en el Centro Nacional de Computacién
Cientifica en Investigacién de la Energia (NERSC), dependiente del Departamento de
Energia de los Estados Unidos de Norteamérica y los tiempos de ejecucién se han regis-
trado utilizando las rutinas MPI Wtime en el caso de Hypre y PetscGetTime en el caso
de PETSc. Parte de los estudios aqui presentados han dado origen a [33].

Hypre es una libreria numérica de precondicionadores de alto desempeno para desa-
rrollar algoritmos escalables que resuelven SELD de gran dimensién sobre computadoras
paralelas (ver 4). Estos experimentos permitirdn realizar una comparativa de desempeno
paralelo entre las librerias de Hypre y PETSc. Se empezard con el estudio secuencial que

se describe a continuacion.
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5.3.5.1.

SPEEDUP
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Figura 5.14: Grafica de eficiencia en la plataforma Kefren

Estudio Secuencial

6
PROCESADORES

En las distintas pruebas con la libreria Hypre, se han usado los siguientes precondi-

cionadores combinados con el método del Gradiente Conjugado:

Diagonal Scaling(DS),
BoomerAMG,
ParaSails,

Fuclid.
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El precondicionador DS es el equivalente al precondicionador de Jacobi. En el caso
del precondicionador BoomerAMG, que es una implementacién paralela de un método
multimalla algebraico, las pruebas se han realizado con valor de nlevel=1 y valor th-
reshold=0.1. En el caso de ParaSails, que es un precondicionador inverso aproximado
disperso, se usaron valores de nlevel y threshold idénticos al caso BoomerAMG. Por otra
parte, Euclid, que es un precondicionador paralelo tipo ILU que puede usarse con nivel
de relleno k y threshold (umbral), se usé en su forma equivalente a Jacobi a bloques,
es decir, con k =0 y valor de threshold=0.0. Experimentos en el cluster Jacquard sin y
con los precondicionadores mencionados anteriormente han dado origen a los tiempos
de ejecucion mostrados en la tabla 5.46.

Tabla 5.46: Tiempos de ejecucién (segs) con la libreria Hypre en la plataforma Jacquard

Método PRECONDICIONADOR
Sin PC DS BoomerAMG | ParaSails | Euclid
MMJ 403.12 | 310.43 1955.17 290.23 236.66
MMGS 192.18 | 147.81 885.01 133.50 111.73
MMGS2 112.48 86.57 433.25 77.87 63.60
MMGS2A 79.08 61.45 434.69 56.04 48.27

De esta tabla pueden hacerse los siguientes comentarios. Primero, todos los métodos
muestran prestaciones similares a las observadas en los experimentos con el cluster Ke-
fren, donde la eficiencia de los métodos MMGS2 y MMGS2A es mejor que la presentada
en los métodos MMJ y MMGS. La figura 5.15 ilustra mejor lo afirmado.

Por otra parte, la aplicacién de las técnicas de precondicionamiento han acelerado
la tasa de convergencia de los métodos multipaso; por ejemplo, el método MMGS2A
combinado con el precondicionador Fuclid, ha reducido el tiempo del caso sin precon-
dicionar en un 60 %. Esto confirma la influencia del uso de precondicionamiento para
mejorar el desempeno de los métodos multipaso. Por otro lado, la aplicacién de un pre-
condicionador disperso aproximado inverso (ParaSails) ha sido ligeramente més eficiente
comparado con el precondicionador tipo escalado diagonal (DS) para las matrices del
caso de prueba. Pruebas experimentales con el método BoomerAMG presentan tiempos
no tan eficientes debido al uso de las técnicas multinivel, que para el caso de estudio y
por las distintas pruebas experimentales llevadas a cabo, se ha encontrado que no han
sido apropiadas.

A fin de hacer una comparacion entre el desempefio obtenido por las librerias numéri-
cas de PETSc e Hypre, y dado que los experimentos con la libreria Hypre se han realizado
en el cluster de Jacquard, se hizo necesario recalcular los resultados experimentales de

los métodos de la libreria PETSC en la plataforma Jacquard. Los tiempos secuenciales
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Figura 5.15: Gréafica de tiempos de ejecucién de los métodos con la libreria Hypre en la plataforma
Jacquard

de la libreria PETSc se muestran en la tabla 5.47.

Tabla 5.47: Tiempos de ejecucién (segs) con la libreria PETSc en la plataforma Jacquard

Método PRECONDICIONADOR

Sin PC | JACOBI | JACB

MMJ 290.17 218.00 | 176.28
MMGS 148.72 104.71 | 84.23
MMGS2 85.45 62.19 47.09
MMGS2A 61.81 45.21 | 36.39

Como se puede observar en la tabla 5.47 y al igual que en resultados obtenidos de
aplicar los métodos a las matrices del caso de estudio en Hypre, se puede ver que los
tiempos secuenciales mejores son aquellos reportados por los métodos propuestos en este
trabajo de tesis: MMGS2 y MMGS2A. También al usar técnicas de precondicionamiento,
se logra reducir el tiempo de ejecucién secuencial de los casos sin precondicionador (ver
figura 5.16). Por ejemplo, para el caso del método MMGS2A se logra reducir el tiempo
del caso sin precondicionar hasta en casi la mitad del tiempo cuando se combina con un
precondicionador de tipo Jacobi a bloques.

5.3.5.2. Estudio Paralelo

Para el caso de los experimentos paralelos con la libreria Hypre, se muestran aquellos

resultados que tienen que ver con el precondicionador Euclid, puesto que presenté los
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Figura 5.16: Gréfica de tiempos de ejecucién de los métodos con la libreria de PETSc en la plataforma

Jacquard

menores tiempos en las pruebas realizadas en secuencial. Los tiempos paralelos se recogen
en la tabla 5.48, donde nuevamente el uso de cémputo paralelo muestra sus ventajas al

reducir el tiempo secuencial para todos los métodos.

Tabla 5.48: Tiempos de ejecucién (segs) en paralelo T}, en la libreria Hypre con el precondicionador
Euclid

p | MMJ MMGS MMGS2 MMGS2A
1 | 236.66 111.73 63.60 48.27
2 | 128.22 62.82 35.39 26.02
4 71.94 33.54 19.62 14.64
6 49.23 23.27 13.46 9.84
8 38.53 18.16 10.28 7.89
10 | 31.68 14.95 8.70 6.39
14 | 24.11 11.38 6.84 4.88
16 | 22.06 10.51 6.12 4.45

Los tiempos de la tabla 5.48 muestran que en la libreria numérica de Hypre y para el
caso de estudio abordado, se ha logrado reducir el tiempo cuando se usa p=1 procesador
en casi un 10 % que cuando se usan p = 16 procesadores en todos los métodos. También
se observa que el método MMGS2A permanece registrando los tiempos de ejecucién
menores para cualquier valor de p. La figura 5.17 muestra més claramente lo antes

afirmado.
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Figura 5.17: Gréafica de tiempos de ejecuciéon en paralelo de los métodos con la libreria Hypre en la
plataforma Jacquard

A continuacion, se presentan los mejores tiempos paralelos de ejecucién obtenidos
en la libreria PETSc, los cuales corresponden al precondicionador de Jacobi a bloques
(ver tabla 5.49). En este caso el uso de cémputo paralelo ha logrado reducir el tiempo
registrado con p =1 procesador en un 89 % de su valor en todos los métodos cuando se

usa un valor de p igual a 16 procesadores.

Tabla 5.49: Tiempos de ejecucién (segs) en paralelo T}, en la libreria PETSc con el precondicionador
JACB

p | MMJ MMGS MMGS2 MMGS2A
1 | 176.28 84.23 47.09 36.39
2 | 102.18 48.91 28.69 21.37
4 58.27 27.51 16.31 12.04
6 42.49 19.95 11.65 8.74
8 33.70 15.87 9.19 6.92
10 | 29.34 13.85 8.04 6.06
14 | 23.25 10.88 6.50 4.77
16 | 21.93 10.03 5.95 4.60

143



5.3. Solucion de los Sistemas de Ecuaciones Lineales Dispersos de la Ecuacion de
Difusién Neutrénica. Caso Dindmico

—o— MW
—5—MMGS
—*—MMGS2
—— MMGS2A

TIEMPO
(segs)

Figura 5.18: Gréfica de tiempos de ejecucién en paralelo de los métodos con la libreria PETSc en la
plataforma Jacquard

5.3.5.3. Speedup y Eficiencia. Una Comparativa entre
las Librerias Hypre y PETSc

Las distintas pruebas secuenciales y paralelas de los métodos en las librerias numéri-
cas de Hypre y PETSc, permiten realizar una comparativa desde el punto de vista de las
métricas de desempeno paralelo, tales como speedup y eficiencia, de los mejores métodos
obtenidos que fueron GC con Jacobi a bloques en PETSc, y GC con Euclid en Hypre.
En esta parte, los coeficientes de speedup y eficiencia paralela se han calculado tomando
como valor de mejor tiempo secuencial (T%), el tiempo de ejecucién registrado por el
programa paralelo con p=1 procesador para cada una de las librerias y que se presentan
en la tabla 5.50.

En general, puede decirse que el desempeno paralelo registrado por ambas librerias
numéricas en la plataforma Jaquard, no se degrada por debajo de 16 procesadores. Sin
embargo, para el caso de la libreria Hypre, aun cuando registra tiempos de ejecucién
ligeramente mas altos que PETSc, muestra mejores coeficientes de speedup y eficiencia.
Por ejemplo, para el caso de p = 16 procesadores, la libreria de Hypre arroja un speedup
de 10.8 y una eficiencia en el uso de la plataforma paralela de 68 %, contra valores de
speedup y eficiencia de 7.9 y 49 % registrados por el uso de la libreria PETSc, respectiva-
mente. Los coeficientes de desempeno paralelo registrados por la libreria Hypre, indican
el nivel de eficiencia en el uso de los recursos del cluster Jacquard (ver figura 5.20).

Respecto de los tiempos paralelos en ambas librerias, se observa que en términos de
desemperio, la librerfa PETSc es ligeramente mejor que Hypre (ver la figura 5.19). No

obstante y en general, ambas librerias muestran un desempeno aceptable para el caso
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Tabla 5.50: Coeficientes de speedup y eficiencia obtenidos con las librerias de Hypre y PETSc en la

plataforma Jacquard

P Hypre PETSc
T, Sp E, T, Sy E,
1 48.27 1.0 100% | 36.39 1.0 100%
2 26.02 1.9 93% | 21.37 1.7 8%
4 14.64 3.3 82% | 12.04 3.0 76%
6
8

9.84 4.9 82% | 874 42 69%
789 6.1 6% | 692 53 66%
10 6.39 7.6 6% | 6.06 60 60%
14 488 9.9 % | 477 76 54%
16 445 108 68% | 460 79 49%

—5-GC + Euclid (Hypre)
45- ——GC + JACB (PETSc),

TIEMPO
(segs)
X

6 8 10
PROCESADORES

Figura 5.19: Gréfica de tiempos de ejecucion en paralelo en las librerias Hypre y PETSc en la plataforma

Jacquard

de estudio.

5.3.6. Conclusiones del Caso Dinamico

La solucioén eficiente de los sistemas lineales dispersos que surgen de la discretizacién
de la EDN 3D Multigrupo dependiente del tiempo, juega un papel central en los estudios
de estabilidad y seguridad de los reactores nucleares. Por tal motivo, esta memoria ha
mostrado los resultados de dos métodos iterativos multipaso, uno basado en una particién
de Jacobi (MMJ) y otro basado en una particién de Gauss—Seidel (MMGS), aplicados
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Figura 5.20: Gréfica de speedup y eficiencia con las librerias de Hypre y PETSc en la plataforma
Jacquard

a un conjunto de matrices de un reactor nuclear real (Leibstadt) utilizando las librerfas
numéricas paralelas de PETSc e Hypre y realizando pruebas experimentales en dos
clusters de alto desempeno: Kefren y Jacquard.

Adicionalmente, y como aportaciones originales de este trabajo de tesis, se han modi-
ficado los métodos multipaso MMJ y MMGS con el objetivo de acelerar su velocidad de
convergencia. Para esto, se han implementado dos versiones: la primera de ellas, esta ba-
sada en dos diferentes pardmetros de relajacién (wy,ws) para cada grupo de energia, a
la cual se le ha nombrado método MMGS2. La segunda de ellas, que ha dado lugar al
llamado método MMGS2A, estd basado en una técnica adaptable que mejora aun mas el
desemperio con respecto a otros métodos, como ha podido verse a lo largo de las distin-
tas pruebas realizadas, mismas que han sido apoyados por tablas de tiempos y gréficas
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comparativas.

Para mejores resultados, se ha realizado un estudio heuristico en el ambiente de
desarrollo de Matlab, de los parametros 6ptimos de relajacion para cada uno de los
métodos en el caso de estudio abordado. Estos parametros han ayudado a acelerar su
convergencia, especialmente para MMGS2 y MMGS2A.

También, todos los métodos multipaso han sido combinados con un conjunto de pre-
condicionadores contenidos en dos librerias de libre distribucién: PETSc e Hypre. Para
el caso de PETSc, los precondicionadores aplicados han sido Jacobi y Jacobi a blo-
ques. Para el caso de la libreria Hypre, los precondicionadores aplicados fueron Escalado
Diagonal (DS), BoomerAMG, ParaSails y Euclid. Todos los precondicionadores fueron
combinados con el método del Gradiente Conjugado.

De las pruebas realizadas, los precondicionadores més eficientes han sido Jacobi a
bloques en el caso de PETSc y Euclid en el caso de Hypre. Se ha encontrado también
que los precondicionadores de PETSc presentan menores tiempos de ejecuciéon que los
de Hypre.

Se ha logrado decrementar el tiempo secuencial con la ayuda del cémputo paralelo,
alcanzandose coeficientes aceptables de speedup y eficiencia para ambas librerias. Sin
embargo, a pesar que la libreria paralela Hypre registra tiempos de ejecucién menos efi-
cientes que los presentados por la libreria PETSc, en contraste presenta indices més altos
de speedup y eficiencia, lo que significa un alto nivel de optimizacién de los algoritmos
de Hypre en el uso de los recursos computacionales de la plataforma Jacquard.

La principal ventaja de los métodos de segundo grado presentados en esta memoria,
es que la matriz T del sistema a resolver no necesita ser formada explicitamente, por lo
que la simulacién con més de dos grupos de energia es factible.

En general, y de acuerdo a lo ya expuesto, el método multipaso més adecuado para
resolver los sistemas lineales dispersos asociados a la EDN en su caso dindmico para
el caso de estudio ha sido uno de los propuestos por esta memoria: MMGS2A; por
otra parte, la herramienta software que ha resultado mas adecuada para implementar el
MMGS2A ha sido PETSc.
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Capitulo 6

Extension de los Métodos y
Algoritmos con mas de

2 Grupos de Energia

6.1. Introduccion

Los métodos, pruebas y resultados experimentales mostrados en el capitulo 5 han
sido aplicados al caso de la modelizacién de la ecuacién de difusién neutrénica (EDN)
(tanto caso estacionario como dindmico) usando G =2 grupos de energfa (flujo rdpido
y térmico). Sin embargo, aunque el grupo de investigacién no cuenta actualmente con
las matrices originadas por discretizaciones utilizando més de dos grupos de energia, es
posible que en un futuro préximo se cuente con dichos datos, ya que existe un fuerte
interés por realizar simulaciones que involucren un mayor nimero de grupos de energia
[23], para lo cual serfa interesante describir algoritmos que puedan resolver los problemas
asociados con la EDN multigrupo.

Por tal motivo, este capitulo se ha organizado de la siguiente manera: la seccién
6.2 plantea, bajo ciertas suposiciones de los flujos neutrénicos, tres escenarios distintos
para la EDN con G > 2 grupos de energia. Por otra parte, la secciéon 6.3 presenta
la posible estructura de las matrices que surgirian de la discretizaciéon usando G > 2
grupos de energia para el caso de la ecuacién de los modos Lambda (caso estacionario
de la EDN) y presenta algunas formas de paralelizacién que pueden sacar ventaja de las
estructuras de las matrices con la nueva modelizacion. La seccion 6.4 por su parte, realiza
el mismo estudio para el caso dindmico (estudio de transitorios), ademés de presentar la
forma en la que un método multipaso basado en la particion Gauss—Seidel se adaptaria
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para resolver el sistema de ecuaciones lineales disperso cuando se tienen més grupos de
energia. Por ultimo, la seccién 6.5 enuncia algunas conclusiones sobre lo mostrado en

este capitulo.

6.2. Planteamientos Hipotéticos

Antes de comenzar con la descripciéon de los algoritmos que resuelvan la EDN para
més de dos grupos de energia, es importante establecer ciertas suposiciones generales
acerca de las condiciones de los flujos neutrénicos que se estudiaran. Para esto se han
planteado tres escenarios distintos que se exponen a continuacién a través de tres hipéte-
sis, en donde G denota el total de grupos de energia a estudiar y g; denota el grupo

i—ésimo de energia.

H1 Existen procesos de dispersién (o trasvase de energia) del grupo g; a los grupos

Gi+1,---,9G, paracada i =1,2,...,G.

H2 Existen procesos de dispersién del grupo g; al resto de los grupos g; (i = 2,3,...,G).
Ademés, el trasvase de energia existe del grupo g; Unica y exclusivamente al grupo g;+1,
parai=2,3,....,G — 1.

H3 Se presenta trasvase de energia del grupo g; inica y exclusivamente al grupo g;+1,

parai=1,2,....G — 1.

Suponiendo que la discretizacién de la EDN para G grupos de energia en su caso esta-

cionario deriva en un sistema de la forma

1

Ly =1

M,
andlogamente al sistema (2.55) del capitulo 2 para G = 2, se contempla que en M
existen tantas submatrices Mi;,7 = 1,...,G como numero G de grupos de energia se

estén manejando, es decir, la matriz M tendrd la forma de la expresién (6.1)

My My -+ Mg
0 0

M=|0 0 1. (6.1)
0 0

Establecidas las condiciones bajo las cuales se tratard el problema, a continuacion se

abordan los distintos estudios propuestos.
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6.3. Estudio del Caso Estacionario. Ecuacion de los
Modos Lambda

Del capitulo 2 se recordara que el problema a resolver es la ecuacién de los modos

Lambda representada por

LD = AMD,

la cual, después de aplicar el método de discretizacién nodal, adquiere la forma de un
problema de valores propios generalizado, donde el problema es encontrar los valores
propios y vectores propios de:

1
kn,

donde Ly M son matrices de dimensién 2N para el caso de dos grupos de energfa (G = 2)

Loy, = — M, (6.2)

v que puede expresarse como un problema algebraico de autovalores generalizado con la

siguiente estructura a bloques:

Li; 0 (Y| _ 1 M Moz ¢, (6.3)
—Lo1  Loo| |92, kn | O 0 Vo, | .

Como ya se ha visto en el capitulo 2, una de las estrategias ha consistido en reducir el

problema de valores propios generalizado a uno estandar, en donde la matriz A adquiere

la siguiente forma,

A= L (Myy 4 MioLyy Loy).

En funcién de las suposiciones realizadas anteriormente (hipdtesis H1, H2 y H3), la
matriz A adquiere formas distintas en el caso de manejar G > 2 grupos de energia.
En el caso del problema de los modos Lambda, la forma general de la matriz A,

estard definida por la siguiente expresion
A= L} M f(1) + Miaf(2) + Misf(3) + ...+ Mig f(G)] (6.4)
en donde la forma de la expresién f(i), dependerd de las hipotésis establecidas y que

para el caso estacionario se explican a continuacién.

6.3.1. Analisis del Planteamiento con la Hipdtesis H1

Considerando que existe trasvase de energia del grupo g; al g;11,...,9¢ (i =1,2,...,G),
se tendria que para un nimero G arbitrario de grupos, el esquema general a bloques L
en la expresién (6.2) serfa el mostrado por (6.5)
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Ly 0 . 0
_L21 L22 e 0

L=|—-Lss —Lz - 0 |, (6.5)
—Lg1 —Lg2 -+ Lggc

en tanto que, la matriz M tendria la forma de la expresién en (6.1), ya comentada

anteriormente, es decir,

My My - Mg
0 0
M=10 0
0 0

Para este caso, la expresién f(i) en la ecuacién (6.4) puede definirse recursivamente

asi

. -1 izl . (66)
fi>1)=L; (ZlLij(f(J)))~
fr
La obtencién de la matriz A para el problema estdndar de valores propios con G
grupos de energia, puede ser entonces derivada a partir de las expresiones (6.4) y (6.6).

Por ejemplo, la modelizacién con G = 4 grupos de energia, da origen a que la forma
de la matriz A sea la siguiente

A= L (Myy f(1) + Miaf(2) + Mg f(3) + M1 f(4)), (6.7)

en donde los valores de las expresiones f(i), de acuerdo a las formulaciones establecidas

en (6.6), estardn dados por

f) =1,

f(2) =L3y Lo,

f(3) =L33 (La1 + Laz(Lyy Lan)),

f(4) =Ly} (Lar f(1) + Laa f(2) + Lasz f(3))
(

=Ly (Lar + Laa(Ly La1) + Las(L33 (La1 + Laz(Lay La1)))).-
Por lo que, la matriz A adoptaria la forma siguiente:
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A= Lll (M11
+ M12(L Loy)
+ M13(L3 (L3 + Lap Loy Lot))
+ Mia(Lyy (Lay + Laz(Lyy Lot) + Laz (L3 (La1 + L2 Ly La1)))).

6.3.2. Anadlisis del Planteamiento con la Hipdétesis H2

Para el caso en donde se considera un trasvase de energia del grupo especifico g; con
9i,% = 2,...,G; y donde ademds se cumple que, para el resto de grupos con g;+1, este
trasvase de energfa estd presente con el grupo inmediato siguiente g; 11 (1 = 2,3, ..., G—1),
se tendria que para un valor arbitrario G de grupos, la forma a bloques de L en la

expresion (6.2) serfa

—Ly1 0 0 0

: : —Lg-1,6—2 Lg-1,6-1 0
—Lgy 0 - 0 —Lac-1 Lgga]|

Con la forma a bloques de este planteamiento, las definiciones de las funciones f(i) serian

como sigue

fli=1)=1
f(Z) = f( = 2) = Liil(Li,lf(i - 1)) (6-8)
f(l > 2) = L” (LZ'71 + Liﬂ;flf(i — ].))

Asi, en el caso de modelar con G = 4 grupos de energia, y tomando en cuenta las

siguientes equivalencias para f(7)

) =1

£(2) =L3; (L21)

f(3) =L33 (Ls1 + La2(Lyy Loy))

F(4) =Ly (Lar + Laz(L33 (La1 + Laz(Lag Lar))))

la obtencién de la matriz A puede ser entonces derivada a partir de las expresiones (6.4)
y (6.8) como sigue
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Lys (Ls1 + Laz(Lyy Loy)))
Ly (Lay + Las(Lg3 (Lay + La2(Lyy L21)))))).-

6.3.3. Anadlisis del Planteamiento con la Hipdétesis H3

Cuando el trasvase de energia existe unica y exclusivamente de un grupo cualquiera
gi, con el grupo inmediato siguiente g;41 con i = 1,2, ..., G — 1, la forma a bloques de L
en el problema de valores propios estandar con G grupos de energia representado en la

expresion (6.2) serfa de la siguiente forma

L1 0 0 cee 0 0
—Lo1  Loo 0 cee 0 0
0 —L3> L33
0 0 0 0
: : —Lg-1,6-2 0
0 0 . 0 —Lae-1 Lea)

y las expresiones f(i) se definirfan asf:

- ri=v=1
76) = 1 | (6.9)
f(Z > 1) Lu (Li,i—lf(z - 1))
En el caso de G = 4 grupos de energfa y tomando en cuenta las definiciones de f(%)

en la expresién (6.9), se tendrian las siguientes equivalencias

fQ) =1
f(2) =Ly Ly
f(3) =Li3 (Ls2(Lyy Lon))

F(4) =Ly (Las(Lag (Ls2(Lag La1))))

las cuales, una vez sustituidas en la ecuacién (6.4) darfan origen a

(

+ Mo(L3y Lay) (6.10)
(
(

L3 (Lsa(Lgy Lay))
Ly (Las(Lig (Ls2(Lag L21))))))-
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Las hipétesis planteadas en la seccidn 6.2 acerca de la estructura de las matrices en
la expresién (6.2), han dado origen a que, en la descripcién de la forma de la matriz A
del problema estandar de valores propios, existan relaciones tanto de recurrencia como
de dependencia en los célculos. No obstante lo anterior, cabe recordar que para el caso
estacionario, la resoluciéon de la ecuacién de los modos Lambda representada por la
expresion (6.2) puede calcularse, por ejemplo, con el método de Arnoldi, cuya operacién
mas costosa esta representada por un producto matriz—vector, y es sobre este producto
que se revisaran algunas estrategias de paralelismo que a continuacién se explican para
la hipétesis H3.

6.3.4. Estrategias de Paralelizacion bajo la Hipétesis H3

Este apartado desarrolla una serie de andlisis que podrian utilizarse para aplicar
paralelismo sobre la multiplicacién matriz—vector, operacion medular para resolver el
planteamiento hipotético H3 utilizando G = 4 grupos de energia. Anélisis parecidos
pueden realizarse para las hipotesis H1 y H2.

6.3.4.1. Identificacién de Operaciones

Partiendo del caso con G = 4 grupos de energfa representado por la expresién (6.10)

y eliminando los paréntesis, se obtiene la expresion siguiente
A= L(Myy 4+ MyaLyy Loy + MigLay Lo Loy Loy + My Ly LuzLas Laa Loy L),
misma que al factorizar términos comunes se expresa como
A =L (Myy + (Myg + (Myg + MygLy) Lyz) Loy Lo ) Ly Lot ). (6.11)

Puesto que se busca calcular el producto Az = y, las primeras operaciones que se pueden
realizar al multiplicar por z en (6.11) son el célculo de los vectores wy, we ¥y w3 como

se ve en la siguiente expresién

Az =  LiM(Myz+(Mys + (Myzs + MigLyLys)Ly3 Lag) Ly, Loyx), (6.12)
w3 w1
w2

en donde los vectores w; y ws se calculan con una multiplicacién matriz diagonal por
vector y el vector wsy con la resolucién del sistema Lgosws = wp. Una vez calculado el

vector wa, la expresién (6.12) se puede reescribir como
A.Z‘ = Ll_ll (wg + (M12w2 + (M13 + M14LZ41L43)Lg31L32w2)) (613)
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con lo que puede calcularse wg (con un producto matriz diagonal por vector) y ws (con

la resolucién de un sistema de ecuaciones), como se ve a continuacién

Az = LN ws + (Misws +(Mys + MyaL, Las) Lait Lysws)). 6.14
11 (w3 + (Migws +(My3 14Lgy Laz) Lsy Laws)) (6.14)
we wq

ws

Procediendo de igual forma y habiendo calculado ws, se pueden calcular wig y wg escri-
biendo (6.18) como

Az = L7 ws + (wg + (Mysws + Myg Ly} Lizw . 6.15
11 (w3 + (we + (Mizws + Mg Ly, Lazws))) (6.15)
w10 wr

ws
|
wo

Asi, las dltimas operaciones por realizar en (6.15) son: 3 sumas de vectores y la resolucién

de un sistema con L1; como se indica a continuacién:

Ax L (ws + (w + (w10 + wy))) =y (6.16)

Litws =y. (6.17)

El siguiente apartado presenta un estudio de la biisqueda de operaciones que puedan

realizarse en paralelo.

6.3.4.2. Grafo de Dependencias

De acuerdo al desarrollo visto de (6.11) a (6.17), puede describirse un grafo de de-
pendencias y distribucion de datos como el que se muestra en la figura 6.1, en donde se

tienen los siguientes elementos:

Grupos de procesadores. Esta columna representa la existencia de dos grupos de
procesadores Gy y Gy, donde Gy esta formado por pgo procesadores y Gi por pgi

procesadores.

Distribucién de Datos. Esta columna muestra la forma en la que las distintas ma-
trices involucradas en el problema deben estar distribuidas en cada uno de los grupos.
Por ejemplo, en la figura 6.1, el grupo de procesadores GGy necesitard operar con los
bloques de matrices M11, M15 y Mi3; en tanto que el grupo GG1 necesitara operar con los
bloques Los, Lo, L3s, Lsa, Lag, Las, M14. Por otra parte, el bloque Li; necesitara estar
distribuido en ambos grupos Gg y G.

Etapas de paralelismo. En cada etapa marcada se indican las operaciones que pueden

realizarse en paralelo (que en el caso particular que se estd analizando: H3 y G = 4, se

156



Capitulo 6. Extension de los Métodos y Algoritmos con més de
2 Grupos de Energia

tienen 7 etapas). Las etapas se corresponden con los niveles del grafo. Por ejemplo, en
la fila que corresponde a la etapa 1, se realizan simultdneamente una operaciéon matriz
diagonal por vector en Gy (Mj1z), y una operacién matriz diagonal por vector y la

<2 . . . 1
resolucién de un sistema de ecuaciones lineales (L, Loix) en Gy.

Grafo de dependencias. Las etapas muestran el grafo de dependencias de las ope-
raciones, indicando cudles se realizan en cada grupo de procesadores y los resultados
obtenidos después de operar (etiquetas de los arcos del grafo). Para cada nodo del grafo
se indica, en la parte superior, el grupo de procesadores que realiza la operacién; mien-
tras que en la parte inferior, la operacién propiamente dicha. Con los arcos del grafo se
pueden detectar comunicaciones de datos entre grupos de procesadores. Por ejemplo, en
el nivel 2 del grafo, el grupo G; debe enviar al grupo Gy el vector ws calculado en el
nivel 1.

Grupos de Distribucién de Etapas de Grafo de Dependencias
Procesadores Datos Paralelismo

Figura 6.1: Grafo de dependencias y distribucién de datos con la hipétesis H3 (Alternativa 1).

Si se considera que las operaciones del grafo de la figura 6.1 se ejecutaran en un
computador paralelo de memoria distribuida homogéneo (en donde las unidades de pro-

cesamiento tienen las mismas caracteristicas), podrian presentarse tiempos ociosos de
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procesamiento. Por ejemplo, para la etapa paralela 1, el grupo Gy realizaria una ope-
raciéon matriz diagonal por vector, mientras que el grupo G realizaria también una
operacion matriz diagonal vector, pero emplearia tiempo de ejecucién adicional para
resolver un sistema de ecuaciones lineales disperso, este tiempo adicional representaria
tiempo ocioso para el grupo Gy, ya que no podria continuar con sus célculos de la etapa
paralela 2 por la dependencia de los resultados del grupo G;. En cambio, si se utili-
zara un computador paralelo heterogéneo (donde las caracteristicas de arquitectura y
velocidad de las unidades de procesamiento pueden variar), se podrian agrupar los pro-
cesadores mds lentos en Gy (que de acuerdo al grafo es el grupo que hace las operaciones
menos costosas y el que debe esperar resultados del otro grupo) y se podrian agrupar
los procesadores mas rapidos en G, con lo que podria disminuirse los tiempos ociosos.
Esta 1ltima opcién seria més adecuada si se busca eficiencia en el paralelismo.

Ademids de las comunicaciones de los vectores we y w5 de G a G, en los niveles 4,
5, 6 y 7 del grafo se especifica que ambos grupos de procesadores, Gg y G1, trabajen
en las operaciones de suma de vectores (para evitar ociosidad), pero esto conlleva la
redistribucion de los vectores wg, wig, wg y ws. En una plataforma paralela heterogénea,
un estudio de la parametrizacién de ésta permitiria una eleccién maéas juiciosa entre no
permitir la redistribucién de los vectores en los niveles 4, 5, 6 y 7 (dejando a Gg ocioso
y a G1 la carga completa de la suma de ellos) e involucrar a todos los procesadores en
estos computos.

Si no se contemplara la posibilidad del paralelismo de la figura 6.1, entonces tendrian
que realizarse las operaciones en un orden secuencial, sin embargo, no hay que olvidar que
cada una de las operaciones matriz diagonal por vector y resolucién de un sistema lineal
disperso se realizan en paralelo, tal y como ha sucedido en las pruebas experimentales
del caso estacionario con G = 2 grupos de energia y cuyo estudio se ha presentado
en esta tesis. Entonces, ejecutar secuencialmente todas las operaciones para calcular
Az = y llevarfa a tener 10 etapas de procesamiento (que es el nimero de nodos del
grafo), mientras que con la paralelizacién propuesta en la figura 6.1 el niimero de etapas

se reducirian a un valor de 7, lo cual representa un ahorro de 3 pasos.

6.3.4.3. Grafo de Dependencias Alternativo

Existe un grafo alternativo al presentado en la figura 6.1 que surge a partir de re-
escribir la expresién (6.16), al ser la suma de vectores conmutativa y asociativa, como
sigue

Az = L7} w3 + We) + Wig) + Wg) = Y.
1 ((( ) ) +we) =y
Wq

—_————

Wy

we
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Este reordenamiento de la suma de vectores da origen al grafo de dependencias de la
figura 6.2.

Grupos de Distribucion de Etapas de Grafo de Dependencias (BIS)
Procesadores Datos Paralelismo

Figura 6.2: Grafo de dependencias y distribucién de datos con la hipétesis H3 (Alternativa 2).

Comparando este nuevo grafo con el de la figura 6.1, se observa que, con el nuevo
grafo se ahorran comunicaciones, pues aunque también se deben comunicar dos vectores
(we y ws de G1 a Gy) s6lo hace falta redistribuir dos vectores (wp y wg) para que
ambos grupos de procesadores realicen la suma de vectores del nivel 6 y la resolucién del
sistema del nivel 7 (mientras que en grafo de la figura 6.1 se necesita redistribuir cuatro

vectores).

6.4. Estudio del Caso Dinamico. Transitorios

En el capitulo 2 se ha establecido que para el estudio de transitorios en simulaciones
de reactores nucleares, es necesario resolver, para cada paso de tiempo, un sistema de

ecuaciones de la forma

Ty = E, (6.18)
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en donde, para el caso de G = 2 grupos de energia se expresa como

Zj = [Zj : (6.19)

y donde el lado derecho de la ecuacion depende de la solucién en el paso de tiempo

Ty Tio
To1 Too

previo y del método de diferencias hacia atras utilizado. También, como se ha establecido
anteriormente, la matriz de coeficientes T' del sistema comparte propiedades parecidas
a las matrices L y M del caso estacionario, por lo que, debido a las condiciones de
continuidad de los flujos y las corrientes neutrénicas interpuestas entre las celdas, los
bloques T;; (i = 1,2) son matrices simétricas definidas positivas, en tanto que el resto
de los bloques son matrices diagonales que pueden o no, ser matrices singulares debido a
las condiciones de los flujos neutrénicos impuestos entre las celdas en que se ha dividido
el reactor.

Esta seccién tiene como objetivo presentar la posible forma de la matriz T para el
caso de la simulacién de transitorios con G grupos de energia (G > 2), al igual que como
se ha hecho para el caso de la ecuacién de los modos Lambda (EDN caso estacionario).
La forma de la matriz T se deducird a partir de la forma que ha tomado la matriz L

bajo las suposiciones H1, H2 y H3 presentadas en el apartado 6.2.

6.4.1. Anadlisis del Planteamiento con la Hipdtesis H1

Partiendo del planteamiento H1 en donde se considera que existe trasvase de energia
de un grupo g; cualquiera con g;11,...,9¢ (i = 1,2,...,G — 1) se tendria que, para
un nimero G arbitrario de grupos, el esquema general a bloques de la matriz T en la

expresion 6.18, seria

Ty Tz Tiz -+ Tin
To1 Toz Tz -+ oy

T=|T51 T3 T35 -+ Ty |. (6.20)
Tnl Tn2 Tn3 ce TG,G

En el bloque anterior representado por (6.20), las matrices diagonales T;; (i = 1,2, ...,n)
serfan simétricas definidas positivas y el resto de las matrices son matrices diagonales
que pueden ser o no singulares dependiendo de las condiciones de continuidad de los
flujos neutrénicos impuestos al reactor.

Como se puede observar, bajo esta primera hipétesis, la matriz resultante 7', seria
una matriz dispersa a bloques de gran dimensién (ver patrén de dispersion de casos de
estudio en capitulo 5), por lo que tratarla de manera total, como puede ser bajo una sola
estructura de almacenamiento (tipo CSR por ejemplo), acarrearfa muchos problemas

en almacenamiento primario. Por otro lado, al ser la matriz T no simétrica, puede
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traer como consecuencia problemas de convergencia para su resoluciéon. Un algoritmo
multipaso, como el expuesto en este trabajo de tesis, seria de gran ayuda para hacer

frente a ambos problemas.

6.4.2. Anadlisis del Planteamiento con la Hipdtesis H2

Para el caso en donde se considera un trasvase de energia del grupo ¢; con g¢;,7 =
2,...,G; y de los grupos g;»1 con el grupo inmediato siguiente g;+1 (i =2,3,...,G—1),

se tendria que la forma a bloques de la matriz T en (6.18) serfa

Ty T Tis T4 e Ty
Ty Ty o3 0 e 0
T31 T30 T33
T= ) :
Ty O B K Ta-2,6-1 0
: : TG_LG_Q TG—l,G
[T 0 - 0 Ta,g-1 Tg.e |

En este caso, T resulta ser una matriz dispersa de gran dimensién a bloques y en forma
de flecha apuntando hacia arriba y a la izquierda, en donde, al igual que en el caso
anterior, las matrices Tj; (i = 1,2, ..., G) son matrices simétricas definidas positivas y el

resto de las matrices son diagonales, que pueden o no, ser singulares.

6.4.3. Analisis del Planteamiento con la Hipé6tesis H3

Cuando el trasvase de energia que existe de un grupo cualquiera g; unica y exclusi-

vamente con el grupo inmediato siguiente g; 1 (i = 1,2,...,G — 1), la forma a bloques

de T seria

Tll T12 O O A 0

To1 Ty Ta3 0 e 0
0 T3 Tss g B :

T = . _ . (6.21)

0 0 K g Tg-2,6-1 0
: : Ta-1,6-2 To-1,c

L 0 0 R 0 TG7G_1 TG,G i

Para esta hipdtesis, la forma de la matriz T es tridiagonal a bloques, con las mismas
caracteristicas de los bloques con las hipétesis H1 y H2.

El siguiente apartado muestra el diseno de un algoritmo multipaso para el caso de la
matriz T obtenida en (6.21).
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6.4.4. Diseno de un Método Multipaso en la Hipo6tesis H3

En este apartado se muestran algoritmos iterativos multipaso basados en la iteracién
de Jacobi y Gauss—Seidel acelerado para el caso de G = 4 grupos de energia bajo
la hipdtesis H3, asi como también algunas estrategias de la paralelizacién con dichos

métodos analizando tanto sus ventajas como desventajas.

6.4.4.1. Método Multipaso en la Hipétesis H3 basado en Jacobi

El algoritmo 23 muestra un método multipaso basado en la iteraciéon de Jacobi para
el planteamiento H3 del caso dindmico de la EDN con G = 4 grupos de energia.

Algoritmo 23 Método Multipaso Jacobi para el caso de la Hipdtesis H3 con 4 Pardme-
tros de Relajacién (MMJ4H3)

(* 97 soluciones de un paso previo *)

01 g = v;
02 g = v5;
03 g = j;
04 g = vj;

(* Resolver para 1[11-1,1' =1,...,4%)
05 Tuyi =er — Ti2¢9
06 Thotpd = ez — (T219? + T23%T)
07 Ts39i = es — (Ta2vpd + T34%7)
08 Tuspi = eq — Tuz)§

(* Ciclo externo *)
09 dol=1,2,3,...
10 Tll'l,b?—l =e1 —Tlg(wlz/)lg—&—(l—wl)z/;é_l);
11 Toogph™ = ex — (Tor(wahh + (1 —w2)yi ™) + Tag(watdh + (1 — w2)ph™1));
12 T33111l3+1 = e3 — (T2(wah + (1 — w3)h ™) 4+ Taa(wswh + (1 — wa)yl™h));
13 TaapiT = eq — Tug(wady + (1 — wa)pi™);

(* Detectar convergencia *)
TS S
14 until |[¢,7" — ;]| <tol fori=1,...,4

Al igual que los algoritmos multipaso propuestos en esta tesis (ver capitulo 5), se
hace necesario disponer de dos soluciones consecutivas del flujo neutrénico ¢, es decir
0 y 9! (esta operacién se indica en las lineas 1 a 8 del algoritmo). Después, en el ciclo
externo senalado por las lineas 9 a 14, se realiza una serie de cémputos que involucran
flujos de la etapa [ y [ — 1, seguidas de la resolucién de los sistemas con los bloques Tj;
(i=1,...,4). Por dltimo, se lleva a cabo una prueba de convergencia (linea 14).

Como se puede observar, las lineas 9 a 14 involucran operaciones extras que no
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existen en los métodos multipaso para el caso con G = 2 grupos de energia ya descritos
en el capitulo 5, esto se debe a la estructura a bloques de la matriz T' bajo la hipétesis
H3 cuando se tienen ma&s grupos de energia. En otras palabras, en los algoritmos para
G = 2 grupos de energia, solamente se tenia una suma de vectores y un producto matriz
diagonal por vector (como la operacién del lado derecho en la linea 10 del algoritmo 23);
con la aparicion de mas grupos de energia, ahora se tienen operaciones que contemplan
2 sumas de vectores y 2 productos matriz diagonal por vector (como la operacién de la
linea 11 del algoritmo 23), lo que significa el doble de operaciones de punto flotante.
La paralelizacién del algoritmo 23 resulta directa ya que no existen dependencias en
los calculos de las lineas 10 a 13. Entonces, considerando dos grupos de procesadores G

y G1, se pueden realizar las siguientes operaciones:
. En paralelo [Etapa de célculo]:

e El grupo de procesadores Gy realizara las lineas 10 y 11.

e El grupo de procesadores G realizard las lineas 12 y 13.
. En paralelo [Etapa de comunicacién]

e Los grupos de procesadores envian y reciben los resultados de la etapa [ + 1 recién

calculada.

Con la estrategia anterior se logra una carga equilibrada tanto de datos como de
operaciones. Como se observa, esta estrategia es completamente eficiente desde el punto

de vista del paralelismo.

6.4.4.2. Método Multipaso en la Hipd6tesis H3 basado en Gauss—Seidel

El algoritmo 24 muestra un método multipaso tipo Gauss—Seidel acelerado para el
planteamiento H3 del caso dindmico de la EDN con GG = 4 grupos de energia.

Para el algoritmo 24 pueden hacerse los mismos comentarios que para el algoritmo
multipaso basado en Jacobi (algoritmo 23) con respecto a las etapas de inicializacién
de los flujos neutroénicos, y de la cantidad de calculos que se debe realizar, excepto que
ahora se presentan dependencias en los cdlculos de las lineas 10 a 13.

Para reducir el nimero de calculos del algoritmo 24 se pueden combinar técnicas

multipaso con técnicas de un sélo paso para reescribir las lineas 11 y 12 como sigue:

11 Toothh™ = €3 — (Tor (woph T + (1 — w2)¥h) + Tosthh);
~——

2 pasos 1 paso

12 Ty = es — (Tao(wsthht' + (1 — ws)h) + Taathh),
——
2 pasos 1 paso
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Algoritmo 24 Método Multipaso Gauss—Seidel Acelerado para el caso de la Hipdtesis
H3 con 4 Pardmetros de Relajaciéon (MMGS4H3)

(* 9 soluciones de un paso previo *)

01 o} := o
02 wg =3
03 ¥ :=3;
04 ) =),

(* Resolver para i},i=1,...,4 %)
05 Ti1v¢f =e1 — T1299
06 Tool =ex — (T219? + Tosvpd)
07 Ts3vl =es — (Ts2v9 + Taav))
08 Tyarp) = eq — Tuseh§

(* Ciclo externo *)
09 dol=1,2,3,...
I+1 _ 1 -1y,
10 Ty =e1 — Tiz2(wivy + (1 —w1)vy );
11 T22111l2+1 =ex — (T21(W2L/Jll+1 + (1 — w2)¥h) + Tas(warhh + (1 — wz)d)é_l));
12 Tasypht™ = es — (Taa(wsyh™ + (1 — wa)vh) + Taa(wsy + (1 — w3)ph 1))
13 Taapit = eq — Tuz(waps™ 4 (1 — wa)h);

(* Detectar convergencia *)
: I+1 l P
14 wuntil [y, — ;|| <tol for i =1,...,4

con esto, se consigue eliminar 2 sumas de vectores escalados.

Respecto de la paralelizacion del algoritmo 24 con las lineas 11 y 12 reescritas, una
primera propuesta (presentada en la figura 6.3) consiste en utilizar dos grupos de proce-
sadores (Go y G1) donde la carga de los datos estd equilibrada, con lo que se evita que un
grupo de procesadores se vea limitado en sus recursos de almacenamiento primario. Esta
distribucién es necesaria, puesto que se propone que el grupo G realice las operaciones
de las lineas 10 y 11 del algoritmo 24, por lo que necesitard los datos indicados por la
figura 6.3. En tanto que el grupo de procesadores G tendra que realizar las operaciones
de las lineas 12 y 13 del algoritmo, indicadas también en la misma figura.

Bajo este esquema, en primera instancia se resuelven en paralelo los sistemas para
l1+1 y é‘“, donde el calculo de 1/)?'1 utiliza d)l;l y b, asi como 9}, de acuerdo al

algoritmo 24 y las nuevas lineas 11 y 12; pero esto ya no serd posible, dado que atun
no se cuenta con wé+17 por lo que el calculo de z/Jé“ debe utilizar 9} y 1/15717 ademas
de w}. Sin embargo, esto se ve compensado con la resolucién del sistema para 1/11;1, va

+1
3

que podra utilizar el dltimo valor calculado de , a diferencia de como se tenia en el
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algoritmo 24. Entonces, las lineas 10 a 13 del algoritmo 24 quedarian como sigue

Calcular en paralelo lineas 10 (Gyp) y 12 (G1)

10 Tipit = e1 — Tha(with + (1 — wi)h 1)

12 Tss5™ = e3 — (Tao(wsthh + (1 — w3)y ") + Taath))
Comunicar 93 de G1 a Gy

Calcular en paralelo lineas 11 (Gyp) y 13 (G1)

11 Toohst = eg — (Toq (wathi ™ + (1 — wa)hh) + Tozptt™)
13 Tuaph™ = eq — Tuz(waps™ + (1 — wa)h)

Comunicar 1, de Gy a G.

GU G1
Datos T}I’ TZ?.’ 1;2’ TIJ’ T23 Datos TZ‘B’ Tw TJZ’ T34’ T43
Y AT
% v
wé”, w;=el'ez’wl!mz W§+l,w5,€3,e«w3~w4
Operaciones Operaciones
1. Calcula 1! (linea 10) 1. Calcula ;" (linea 12)
2. Recibe 1. 2.Envia ;"
3. Calcula y!" (Linea 11) 3. Calcula y,” (linea 13)
4. Envia g 4. Recibe "

Figura 6.3: Distribucién de datos y procesamiento paralelo en MMGS4H3 versién 1

Analizando esta propuesta en la figura 6.3, el grupo de procesadores en G termi-
nard de ejecutar la linea 10 del algoritmo 24 antes de que G termine la linea 12 (pues
la linea 12 involucra mds operaciones que la linea 10). Entonces, Gy podria tener un
tiempo ocioso mientras espera que (G; le envie datos necesarios para ejecutar la linea
11. Pasada la etapa de comunicaciones se podrian ejecutar en paralelo las lineas 11 y 13
del algoritmo, las que utilizarian las i1 y 13 recientemente calculadas. Un problema de
ociosidad podria darse también después del calculo de las lineas 11 y 13 del algoritmo,

va que la linea 11 contiene m&s operaciones que la 13. Sin embargo, bajo este esquema
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se preserva la ventaja de calcular 1o y 14 con los valores mas actualizados de 1 y 3,

favoreciendo la aceleracién de la convergencia del algoritmo.

A continuacién se presenta otro posible esquema paralelo en la figura 6.4, en donde

las operaciones se realizan en otro orden.

GO G1
e Ly, T, Ty Ty Ty o L T T Tus Ty
wl“l, wl’ wé”, W§
wé“, w; wi”, %
P, e, e 0, @, V' i, 0 0, 0,
Operaciones Operaciones
1. Caleula ;"' (linea 10) 1. Calcula " (linea 13)
2. Calcula ;" (linea 11) 2. Calcula y;" (linea 12)
3. Recibe y.” 3. Envia y”
4.Envia y," 4. Recibe 1,

Figura 6.4: Distribucién de datos y procesamiento paralelo en MMGS4H3 versién 2

En este nuevo esquema, las operaciones de las lineas 10 y 13 del algoritmo 24 se
realizan simultdneamente en cada grupo de procesadores Gg y (7, respectivamente.
Posteriormente, en paralelo se calculan las lineas 11 y 12 del algoritmo. Por tltimo,
se tiene una etapa de intercambio de 15 y 15. Respecto del esquema anterior (figura
6.3) este esquema tiene la ventaja de que el tiempo de ocio de los procesadores puede
disminuir, ya que en cada etapa paralela el nimero de operaciones que debe realizar cada
grupo de procesadores es el mismo. En este nuevo esquema z/;fﬂ'l no puede calcularse con
el valor méas reciente de 1/)?'1, ni wéﬂ con el valor mas reciente de wéﬂ, como se tenia
en el algoritmo 24; sin embargo, a diferencia también del mismo algoritmo, 13 puede
echar mano de z/JflJrl, ademas de que dJéH utiliza z/)frl, favoreciendo, en este sentido, la

convergencia del algoritmo. Entonces, las lineas 10 a 12 del algoritmo quedarian como
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sigue

Calcular en paralelo lineas 10 (Gy) v 13 (G)

10 T = eq — Tio(with + (1 — wi)ph™h)

13 Tyt = eq — Tus(wath + (1 — wa)vh ")

Calcular en paralelo lineas 11 (Gy) v 12 (G1)

11 Tooth5™ = €3 — (Tor (wathi ™' + (1 — wa)h) + Tashh)
12 Tzt = es — (Taa(wsth + (1 — ws)ph ) + Toahy™)

Comunicar 13 de G1 a G

Comunicar 1 de Gy a G1.

6.5. Conclusiones

Como se ha podido observar, existen diversas alternativas de paralelizacién para
cada uno de los problemas computacionales planteados por los problemas estaticos y
dindmicos en la EDN modelada con mas de dos grupos de energia. En particular, se
han presentado 3 escenarios distintos bajo los cuales se puede predecir la estructura
que tendran las matrices en la modelizacién de la EDN multigrupo. Se han analizado
las estrategias de paralelizacién para uno de los 3 planteamientos, tanto para el caso
estacionario como dindmico, manejando G =4 grupos de energia, mencionando sus ven-
tajas y desventajas. Se ha visto también que para el caso del problema estacionario
(ecuacién de los modos Lambda) modelado con varios grupos de energia, existe ciertas
recurrencias y dependencias que hacen dificil la obtencion de paralelismo para resolver el
problema; sin embargo, puede obtenerse cierto nivel de paralelismo a partir de algunos
reordenamientos de operaciones. Por otro lado, en lo que respecta al problema dindmico
de la EDN multigrupo, existen distintas posibilidades que pueden considerarse a la hora
de disenar un método iterativo multipaso. En este capitulo se han delineado algunas
estrategias de paralelizacién con una de las tres hipdtesis expuestas y con un enfoque
basado en la iteracién de Jacobi y en Gauss—Seidel acelerado con distintos parametros de
relajacién. Como se ha podido observar, la versiéon basada en Jacobi presenta un grado
de paralelismo mayor que la versién basada en Gauss—Seidel.

Por otro lado, los estudios expuestos en este capitulo pueden extenderse para cons-
truir métodos iterativos multipaso como los presentados en el capitulo 5, mismos que
presentaran tanto ventajas como desventajas, como ha podido verse para los ejemplos
mostrados. El establecimiento de distintas estrategias es fundamental para identificar

aquellas dreas en donde pudieran aplicarse técnicas paralelas.
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Capitulo 7

Conclusiones Finales y
Trabajos Futuros

La resolucion de la ecuacién de difusién neutrénica multigrupo caso 3D es crucial para
el estudio del comportamiento de un reactor nuclear. Se ha visto que la discretizacién
de esta ecuacién da origen a dos problemas fundamentales.

Primero, en el caso estacionario se tiene el problema de resolver la ecuacién de los
modos Lambda, para lo cual existen métodos como Arnoldi, cuya operacién nuclear es
la multiplicaciéon matriz—vector. Dado que se han considerado dos grupos de energia
y por la cantidad de nodos en que se ha llevado a cabo la discretizacion del caso de
estudio presentado en esta tesis, la matriz con la que se debe realizar esta multiplicacién
matriz—vector no estd en forma explicita, por lo que un producto matriz—vector debe
calcularse mediante una sucesion de productos matriz diagonal por vector y la resolucién
de sistemas de ecuaciones lineales dispersos de gran dimensién. La resolucion eficiente
de estos sistemas es uno de los problemas fundamentales que se han resuelto en esta
tesis.

Segundo, en el caso dindmico, el resultado de la discretizacién temporal, da lugar a
un sistema de ecuaciones lineales disperso de gran dimensién no simétrico, que hay que
resolver para cada paso de tiempo durante la simulacién de un transitorio en un reactor
nuclear. La resolucién eficiente de este sistema es el segundo problema fundamental que
se ha resuelto en esta tesis.

Los resultados de las investigaciones realizadas en esta tesis para resolver los proble-

mas planteados dan lugar a las siguientes conclusiones.

Se han aplicado diversas librerias numéricas de libre distribucién, tanto secuenciales
como paralelas para resolver los sistemas de ecuaciones lineales dispersos de gran di-

mension que surgen de la discretizacién espacial y temporal de la ecuacién de difusién
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neutrénica multigrupo caso 3D.

Todos los algoritmos mostrados en esta memoria se han programado y aplicado a una
bateria de matrices provenientes de dos casos de estudio reales, que corresponden a
los reactores nucleares comerciales de Ringhals-I1 y Leibstadt, en donde los resultados
experimentales muestran las ventajas del uso de la computacién paralela y distribuida
para reducir los tiempos de ejecucién en la resolucidon de los sistemas de ecuaciones
lineales dispersos, asociados al problema estacionario y dinamico de la ecuacién de la

difusién neutrénica multigrupo.

En el problema estacionario (representado por la ecuacién de los modos Lambda) de
la EDN para el reactor Ringhals I, se ha encontrado que los métodos més eficientes
para resolver los sistemas de ecuaciones lineales dispersos estan basados en subespacios
de Krylov como el Gradiente Conjugado (GC) y Gradiente Biconjugado estabilizado
(BCGSTAB) para el caso de la librerfa SPARSKIT. En el caso paralelo, respecto de la
libreria PETSc, se ha encontrado que el método del Gradiente Conjugado ha sido el més
eficiente. Por otro lado, los distintos experimentos numéricos con la libreria pARMS, han
demostrado no ser competitivos para el caso de estudio. Asi mismo, el uso de métodos
directos para resolver sistemas de ecuaciones lineales dispersos de gran dimensién en
librerfas como SuperLU, ha demostrado experimentalmente que a pesar de la alta pre-
cisién obtenida al resolver los sistemas dispersos, el tiempo de computo continua siendo

prohibitivo para el caso de estudio abordado en este trabajo de tesis.

Se han aplicado distintos precondicionadores a los métodos de resolucion de los sistemas
de ecuaciones lineales dispersos de las matrices del problema estacionario abordado. En
el caso secuencial con la libreria SPARSKIT, el precondicionador més eficiente ha sido
ILUO sobre otros tipos de precondicionadores basados en LU incompleto como ILUT e
ILUK. En los experimentos paralelos, se han destacado en desempeno los precondicio-
nadores de Jacobi y Jacobi a bloques de la libreria PETSc, sobre los distintos precondi-
cionadores existentes en pARMS. Asi mismo, para el caso de los experimentos paralelos
con la librerfa numérica de PETSc, se han obtenido coeficientes aceptables de speedup

y eficiencia.

Para el caso dinamico, la resolucién eficiente de los sistemas lineales dispersos relacio-
nados con la EDN 3D multigrupo juega un papel central en los estudios de estabilidad
y seguridad de los reactores nucleares. Por tal motivo, esta memoria ha mostrado los
resultados experimentales de dos métodos iterativos multipaso de grado § = 2, basados
en una particién de Jacobi (método MMJ) y en una particién de Gauss—Seidel acelerado
(método MMGS), que se han aplicado al conjunto de matrices que surgen de un estudio
de estabilidad del reactor nuclear Leibstadt. Para esto, se han utilizando las librerias
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numéricas paralelas de PETSc e Hypre y se han realizado pruebas experimentales en

dos clusters de alto desempeno: Kefren y Jacquard.

Se han propuesto modificaciones a los métodos multipaso MMJ y MMGS con el objetivo
de acelerar la convergencia. Para lograr esto, se han disenado dos métodos, aportes de
esta tesis: el primero de ellos estd basado en el uso de dos diferentes parametros de rela-
jacion (w1 y wg) para cada grupo de energfa, al cual se le ha nombrado método MMGS2.
El segundo de ellos, llamado método MMGS2A, estd basado en una técnica adaptativa,
que consiste en ir variando la precisién de la solucién conforme avanzan las iteraciones
del método. Se ha comprobado que los métodos propuestos MMGS2 y MMGS2A re-
suelven los sistemas del caso de estudio en un tiempo de ejecuciéon significativamente
menor que los métodos MMJ y MMGS, alcanzando con ello el objetivo propuesto. De
los distintos experimentos numéricos con los métodos MMGS2 y MMGS2A, este ltimo
es el que ha presentado mejor desempeno con respecto al resto de los métodos multipaso
probados.

Al igual que en el problema estacionario, los métodos multipaso implementados han sido
combinados con un conjunto de precondicionadores contenidos en las librerias paralelas
de alto desempeno PETSc e Hypre, con el fin de identificar aquellos precondicionadores
que aceleran la convergencia. En el caso de la libreria PETSc, los precondicionadores
aplicados han sido Jacobi y Jacobi a bloques. Para el caso de la libreria Hypre, los
precondicionadores probados han sido escalado diagonal (DS), BoomerAMG, ParaSails
y Euclid. Del estudio realizado se ha encontrado que los precondicionadores de PETSc
han presentado un mejor desempeno con respecto a los precondicionadores de Hypre,
todos ellos combinados con el método Gradiente Conjugado. Otro resultado importante
ha sido identificar a los mejores precondicionadores para el caso de estudio y que para
el caso de la libreria PETSc, el precondicionador Jacobi a bloques ha resultado ser el
mas eficiente; en el caso de la libreria Hypre, el precondicionador Euclid ha sido el més
eficiente.

La aplicacién de los métodos y precondicionadores en ambas librerfas (PETSc e Hy-
pre) sobre la plataforma paralela de Jacquard han proporcionado valores aceptables de
speedup y eficiencia en general. Sin embargo, Hypre registra los indices mas altos spee-
dup y eficiencia, lo que puede significar que los algoritmos de Hypre usan los recursos
computacionales de una manera més eficiente y equilibrada.

La principal ventaja de los métodos multipaso presentados en esta tesis para el problema
dindmico de la EDN, es en primer lugar, que la matriz de coeficientes del sistema a
resolver no necesita manejarse como una unica estructura de datos, lo que ocasionaria
problemas de administracion de almacenamiento primario y problemas al operar con

dicha matriz; en segundo lugar, se evitaria tener que resolver una matriz no simétrica,
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dispersa y de gran dimension, la cual puede o no presentar problemas de convergencia.
Por tal motivo, la aplicaciéon de los métodos multipaso tratados por esta memoria, son
convenientes y apropiados para la simulacién con més de dos grupos de energia, como se
ha puesto de manifiesto en el capitulo 6 de esta tesis, donde se describen las estructuras
de los sistemas de ecuaciones a resolver, y se analizan y proponen esquemas paralelos de
resolucién. La posibilidad de utilizar mas de dos grupos de energia en la modelizacion de
la EDN, permitiria la realizacién de estudios mas completos de seguridad y estabilidad

en los reactores nucleares.

Por 1ltimo, es necesario continuar investigando, aplicando y desarrollando nuevos méto-
dos y probando librerias numéricas que permitan resolver eficientemente los distintos
problemas que plantea la ingenieria. Esta tesis ha abordado en concreto sélo una parte
de dos problemas fundamentales asociados a la EDN del campo de la ingenieria quimica
nuclear, presentando por un lado, un estudio que permite distinguir la eficiencia obtenida
por distintas libreria numéricas del algebra lineal dispersa, aplicadas al caso estacionario
de la EDN; por otro lado, ha propuesto modificaciones a dos métodos iterativos multipa-
so que han logrado mayor eficiencia en el proceso de resolucion de los sistemas dispersos
del caso dindmico de la EDN.

Trabajos futuros
Los trabajos futuros que se desprenden de la presente memoria son:

Estudio, evaluacién y aplicacién a los casos de estudio de otras librerias numéricas disper-
sas secuenciales y paralelas como PARDISO (PARallel DIrect SOlver) [104] [52] [103],
MUMPS (MUltifrontal Massively Parallel sparse direct Solver) [5] [3] [4], SPOOLES
(SParse Object Oriented Linear Equations Solver), por ejemplo.

El estudio y aplicacién de nuevos tipos de precondicionadores a los casos de estudio pue-
de ser de interés particular, como por ejemplo los precondicionadores paralelos basados
en inversas aproximadas dispersas como SPAI (SParse Approximate Inverse) [55]. Estas
técnicas de precondicionamiento han dado buenos resultados como en el caso del pre-
condicionador inverso ParaSails de la libreria Hypre y que ha sido aplicado al problema
dindmico de la EDN.

Estan surgiendo nuevos métodos de discretizacién para la EDN como el que aparece
en [51] que se carateriza por usar métodos pseudoespectrales para calcular los modos
Lambda dominantes del nticleo de un reactor bidimensional. En esta discretizacién se usa
un mallado triangular, en donde los flujos neutrénicos de cada nodo se expresan como

polinomios modificados de Dubiner, lo que trae consigo nuevas formas del patrén disperso
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resultante, por lo que los estudios realizados en esta memoria pueden extrapolarse a este

nuevo tipo de discretizacion.

Aunque no se cuenta actualmente con matrices de estudio que se originen de casos de
métodos de discretizacién de colocacién nodal con méas grupos de energia, seria intere-
sante implementar y evaluar los algoritmos y estrategias paralelas mencionadas en el
capitulo 6 a la luz de nuevas técnicas de paralelizacién como pueden ser la tecnologia

multihilo (multithread) en arquitecturas multicore o arquitecturas heterogéneas.

Por otro lado, seria interesante también disenar, implementar y evaluar los algoritmos
iterativos multipaso delineados en el capitulo 6 para el caso de dos grupos de energia en
arquitecturas paralelas heterogéneas, asi como evaluar y disenar algoritmos que combi-
nen célculos con precisién mixta (combinacién de precisién sencilla y doble) y técnicas

de precisién adaptativa como las presentadas en el capitulo 5 de esta tesis.

Publicaciones

Parte de los resultados experimentales obtenidos de las investigaciones realizadas en

esta tesis han dado lugar a las siguientes publicaciones:

Publicaciones Internacionales

Evaluation of Parallel High-Performance Libraries Applied to Neutron Diffusion Equa-
tion Problems enviado a Mathematical Problems in Engineering ! en noviembre del 2008.

En revision.

Sequential and Parallel Resolution of the Two-Group Transient Neutron Diffusion Equa-
tion using Second-Degree Iterative Methods, (versién extendida). High-Performance Com-
puting for Computational Science-VECPAR’2006, Lecture Notes in Computer Science,
Vol. 4395, pp. 426-438, 2007.

Free Distribution Parallel Sparse Solvers. Application to Lambda Modes Equation, (ver-
sién extendida). IADIS International Journal on Computer Science and Information
System. Vol. 1/2, pp. 76-87, 2006.

Factorizacion LU a bloques en Arquitecturas con Memoria Distribuida. Congreso Inter-
nacional de Computacion Paralela, Distribuida y Aplicaciones. Actas del Congreso. Vol.
1, pp. 50-55, 2003.

Thttp://www.hindawi.com /journals/mpe

173



Comunicaciones Internacionales

High-Performance Preconditioning Techniques for the Solution of Two-Group Transient
Neutron Diffusion Equation. High-Performance Computing for Computational Science-
VECPAR’08, 8th International Meeting, Toulouse, France, June 2008.

Some Experiments using Preconditioning Techniques and Second-Order Iterative Met-
hods for the Resolution of the 3D Transient Neutron Diffusion Equation. Joint Interna-
tional Topical Meeting on Mathematics & Computation and Supercomputing in Nuclear
Applications (MC&SNA+2007), Monterey, California, USA, April 2007.

Sequential Numerical Study of some variations of a Second-Degree Iterative Method:
Application to the Neutron Diffusion Equation. The Fifth International Conference on
Engineering Computational Technology, Las Palmas de Gran Canaria, Spain, Septiembre
2006.

Sequential and Parallel Resolution of the Two-Group Transient Neutron Diffusion Equa-
tion using Second-Degree Iterative Methods. High-Performance Computing for Compu-
tational Science-VECPAR’06, 7th International Meeting, Rio de Janeiro, Brazil, July
2006.

Free Distribution Parallel Sparse Solvers. Application to Lambda Modes Equation. TA-
DIS International Conference on Applied Computing, San Sebastidn, Spain, Febrero
2006.

Comunicaciones Nacionales

Estudio Comparativo de la Aplicacién de Precondicionadores Paralelos para resolver la
Ecuacién de la Difusiéon Neutréonica Multigrupo 3D. Caso de estudio: PETSc e Hypre.
XXXIV Reunién Anual SNE, Murcia, Octubre 2008.

Métodos Iterativos de Segundo Grado Precondicionados para resolver la Ecuacion de
Difusién Neutrénica Multigrupo 3D. XXXIII Reunién Anual SNE, Segovia, Septiembre
2007.

Implementacién de Métodos Iterativos de Segundo Grado utilizando Computacion de
Altas Prestaciones para resolver la Ecuacién de Difusion Neutrénica Multigrupo 3D.
XXXII Reuniéon Anual SNE, Tarragona 2006.

Estudio de la Eficiencia de Librerds Numéricas de Libre Distribucién (PETSc, SPARS-
KIT) a la Resolucién de los Sistemas Lineales Dispersos relacionados con la Ecuacién
de los modos Lambda. XXXI Reunién Anual SNE, Logrofnio, Octubre 2005.

174



Capitulo 7. Conclusiones Finales y Trabajos Futuros

Reportes de investigacion

O. Flores-Sénchez. Aplicacion de las Librerias Paralelas de PETSc y pARMS a la resolu-
cion de los Sistemas de Ecuaciones Lineales relacionados con la Ecuacion de los Modos
Lambda. DSIC-11/14/05, Departamento de Sistemas Informdticos y Computacién-DSIC,
Universidad Politécnica de Valencia, 2005.

O. Flores-Sanchez. Estudio de la Eficiencia de Librerias Numéricas de Libre Distribucion
(PETSc,SPARSKIT) a la resolucidon de los Sistemas de Ecuaciones Lineales relaciona-
dos con la Ecuacidn de los Modos Lambda. DSIC-11/15/05, Departamento de Sistemas

Informéticos y Computaciéon—-DSIC, Universidad Politécnica de Valencia, 2005.

Proyectos de investigacion

Los trabajos derivados de esta tesis, se enmarcan dentro del proyecto de investigacién
Computacion de Altas prestaciones y Optimizacion aplicados a Modelos Neutronicos—
Termohidrdulicos 3D con clave ENE2005-09219-C02-02 auspiciado por el Ministerio de
Educacién y Ciencia (MEC) de Espana.

175



176



Bibliografia

[1]

2]

[3]

C.H. Adams. Currents trends in methods for neutron diffusion calculations. Te-
chnical Report CONF-770304-12, Argonne National Lab., IL, USA, 1997.

D.U. Altiparmakov and D. Tomasevic. Variational formulation of a higher order
nodal diffusion method. Nuclear Science and Engineering, 105(3):256-270, 1990.

P. R. Amestoy, I. S. Duff, Koster J., and J.Y. L’Excellent. A fully asynchronous
multifrontal solver using distributed dynamic scheduling. STAM J. on Matriz
Analysis and Applications, 23(1):15-41, 2001.

P. R. Amestoy, I. S. Duff, and J.Y. L’Excellent. Multifrontal parallel distributed
symmetric and unsymmetric solvers. Comput. Methods Appl. Mech. Eng., 184:501—
520, 2000.

P.R. Amestoy, A. Guermouche, J.Y. L’Excellent, and Pralet S. Hybrid scheduling
for the parallel solution of linear systems. Parallel Computing, 32(2):136—156,
2006.

Josep Arnal Garcia. Algoritmos Iterativos Paralelos para la Resolucion de Sis-
temas No Lineales. PhD thesis, Departamento de Ciencia de la Computacion e
Inteligencia Artificial, Universidad de Alicante, 2000.

W.E. Arnoldi. The principle of minimized iteration in the solution of the matrix
eigenvalue problem. Quarterly of Applied Mathematics, 9:17-29, 1951.

R. Barrett, M. Berry, T. F. Chan, J. Demmel, J. Donato, J. Dongarra, V. Eijkhout,
R. Pozo, C. Romine, and H. Van der Vorst. Templates for the Solution of Linear
Systems: Building Blocks for Iterative Methods, 2nd Edition. STAM, Philadelphia,
PA, 1994.

G.I. Bell and S. Glasstone. Nuclear Reactor Theory. Robert E. Krieger Publishing
Company, 1970.

177



Bibliografia

[10]

[11]

[12]

[13]

[17]

(18]

[19]

[20]

[23]

178

M. Benzi, J.C. Haws, and M. Tuma. Preconditioning highly indefinite and nonsym-
metric matrices. SIAM J. Sci. Comput., 22(4):1333-1353, 2000.

J. Blomstrand. The KKL core stability test, conducted in september 1990. Tech-
nical Report Report BR91-245, ABB, 1992.

W.L. Briggs. A Multigrid Tutorial. STAM, Philadelphia, 1987.

P.N. Brown, A.C. Hindmarsh, and L.R. Petzold. Using Krylov methods in the
solution of large scale differential-algebraic systems. SIAM J. Sci. Comput.,
15(6):1467-1488, 1994.

R. Bru, Ginestar D., Marin J., Verdd G., Mas J., and Manteuffel T. Iterative
schemes for the neutron diffusion equation. Computers and Mathematics with
Applications, 44:1307-1323, 2002.

R.L. Burden and J.D. Faires. Numerical Analysis. Brooks/Cole, 2004.

M. de J. Castel de Haro. Métodos Iterativos Paralelos para la Resolucion de Sis-
temas Lineales Hermiticos y Definidos Positivos. PhD thesis, Universidad de Ali-

cante, Valencia, Espana, 2000.

G.S. Chen, J.M. Christenson, and D.Y. Yang. Application of the preconditio-
ned transpose-free quasi-minimal residual method for two group reactor kinetics.
Annals of Nuclear Energy, 24(5):339-35, 1996.

E. Chow. A priori sparsity patterns for parallel sparse approximate inverse pre-
conditioners. SIAM J. Sci. Comput., 21(5):1804-1822, 2000.

E. Chow. Parallel implementation and practical use of sparse approximate inverses
with a priori sparsity patterns. Int’l J. High Perf. Comput. Appl., 15:56-74, 2001.

H.N. Cofer and M.A. Stadtherr. Reliability of iterative linear equations solvers in
chemical process simulation. Computers Chem. Engrg., 20:1123-1132, 1996.

J.W. Demmel, J.R. Gilbert, and S.L. Xiaoye. SuperLLU Users’ guide. Technical
Report ANL-44289, Lawrence Berkeley National Laboratory, 2003.

Jack J. Dongarra, 1.S. Duff, Danny C. Sorensen, and Henk A. Van der Vorst.
Numerical Linear Algebra for High—Performance Computers. SIAM—-Society for
Industrial and Applied Mathematics, Philadelphia, 1998.

T. Downar and E. Lewis. Adaptive nodal transport methods for reactor transient
analysis. Technical Report DE-FGO07-01ID14106, Purdue University, IN, USA,
2005.



Bibliografia

24]

[27]

[28]

[29]

[33]

[35]

I.S. Duff, A.M. Erisman, and J.K. Reid. Direct Methods for Sparse Matrices.
Clarendon Press, Oxford, 1986.

LS. Duff, R.G. Grimes, and J.G. Lewis. User’s guide for the Harwell-Boeing sparse
matrix collection (Release-T). Technical Report RAL 92-086, Rutherford Appleton
Laboratory, 1992.

I.S. Duff, R.G. Grimes, and J.G. Lewis. The Rutherford-Boeing sparse matrix
collection. Technical Report RAL-TR-97-031,ISSTECH-97-017, TR/PA/97/36,
Rutherford Appleton Laboratory, Boeing Information and Support Services, CER-
FACS, 1997.

I.S. Duff and Scott J.A. Computing selected eigenvalues of sparse unsymme-
tric matrices using Subspace iteration. ACM Trans. on Mathematical Software,
19(2):137-159, 1993.

D.G. Duffy. Advanced Engineering Mathematics with Matlab. Chapman & Hall,
Boca Ratén, 2003.

Robert D. Falgout, Jim E. Jones, and Ulrike M. Yang. Domain decomposition
methods for partial differential equations on parallel computers. Int. J. Supercom-
puting Applications, 2:5-12, 1988.

Robert D. Falgout, Jim E. Jones, and Ulrike M. Yang. Conceptual interfaces in
Hypre. Future Generation Computer Systems, 22:239-251, 2006.

R. Fletcher. Conjugate gradient methods for indefinite systems. Proceedings of
the Dundee Bienal Conference on Numerical Analysis 1974, pages 73-89, 1975.

O. Flores-Sanchez and V.E. Vidal. Free distribution parallel sparse solvers. Ap-
plication to Lambda Modes equation. IADIS International Journal on Computer

Science and Information Systems, pages 76—87, 2006.

O. Flores-Sanchez, V.E. Vidal, L.A. Drummond, and G. Verdu. High perfor-
mance preconditioning techniques for the solution of two-group transient neutron
diffusion equation. In High—Performance Computing for Computational Science—
VECPAR’08, 8th International Meeting. Toulouse, France, 2008.

O. Flores-Sanchez, V.E. Vidal, V.M. Garcia, and P. Flores-Sanchez. Free distri-
bution parallel sparse solvers. Application to Lambda Modes equation. In IADIS
International Conference on Applied Computing. San Sebastian, Spain, 2006.

O. Flores-Sanchez, V.E. Vidal, V.M. Garcia, and P. Flores-Sanchez. Sequential

and parallel resolution of the two-group transient neutron diffusion equation using

179



Bibliografia

[36]

[37]

[42]

180

second-degree iterative methods. In High—Performance Computing for Compu-
tational Science—-VECPAR’06, Tth International Meeting. Rio de Janeiro, Brazil,
2006.

O. Flores-Sanchez, V.E. Vidal, G. Verdu, J. Garayoa, and P. Flores-Sanchez. Se-
quential numerical study of some variations of a second-degree iterative method.
Application to the neutron diffusion equation. In The Fifth International Con-
ference on Engineering Computational Technology. Las Palmas de Gran Canaria,
Spain, 2006.

O. Flores-Sanchez, V.E. Vidal, G. Verdu, and R. Miré. Some experiments using
preconditioning techniques and second-order iterative methods for the resolution
of the 3D transient neutron diffusion equation. In Joint International Topical Mee-
ting on Mathematics & Computation and Supercomputing in Nuclear Applications
(M&C + SNA 2007). California, USA, 2007.

R.W. Freund. A transpose-free quasi-minimal residual algorithm for non—
hermitian linear systems. SIAM J. Sci. Comput., 14:470-482, 1993.

R.W. Freund and N.M. Nachtigal. QMR: A quasi-minimal residual method for
non-hermitian linear systems. Numer. Math., 60:315-339, 1991.

V.M. Garcia, V. Vidal, J. Garayoa, G. Verdd, and R. Goémez. Fast resolution of
the neutron diffusion equation through public domain ODE codes. International
Conference on SuperComputing in Nuclear Applications, SNA 2003, 5:146, 2003.

V.M. Garcia, V. Vidal, G. Verdt, J. Garayoa, and R. Miré. Parallel resolution
of the two-group time dependent neutron diffusion equation with public domain
ODE codes. VECPAR’04, 2004.

V.M. Garcia, V. Vidal, G. Verdt, and R. Miré. Sequential and parallel resolution
of the 3D transient neutron diffusion equation. Mathematics and Computation,

Supercomputing, Reactor Physics and Nuclear and Biological Applications, ANS
2005, on CD-ROM, 2005.

A. George. Nested dissection of a regular finite element mesh. SIAM J. on Nu-
merical Analysis, 10:345-363, 1973.

A. George and N. Esmond. Symbolic factorization for sparse Gaussian elimination
with partial pivoting. STAM J. Sci. Stat. Comput., 8(6):877-898, 1987.

A. George and Joseph W.H. Liu. The evolution of the minimum degree ordering
algorithm. STAM Review, 31(1):1-19, 1989.



Bibliografia

[46]

[47]

[52]

[57]

[58]

J.A. George and J.W. Liu. Computer Solution of Large Sparse Definite Systems.
Prentice-Hall, Englewood Cliffs, NJ, 1981.

D. Ginestar. Integracion de la FEcuacion de la Difusion Neutrénica en Geo-
metrias Multidimensionales. Aplicacion a Reactores Nucleares. Cdlculos de los
Modos Lambda. PhD thesis, Universidad Politécnica de Valencia, 1995.

D. Ginestar, J. Marin, and G. Verdd. Multilevel methods to solve the neutron
diffusion equation. Applied Mathematical Modelling, 25:463—-477, 2001.

D. Ginestar, G. Verdd, V. Vidal, R. Bru, J.M. Mateos, and Munoz-Cobo J.L.
High order backward discretization of the neutron diffusion equation. Ann. Nucl.
Energy, 25(1-3):47-64, 1998.

Gene H. Golub and Charles F. Van Loan. Matrix Computations. The Johns
Hopkins University Press, Baltimore, Maryland, 1996.

S. Gonzélez-Pintor, D. Ginestar, and G. Verdu. Método pseudoespectral continuo
para el calculo de los Modos Lambda dominantes en reactores con geometria he-
xagonal. In Actas en CD-ROM de la 34 Reunion anual de la Sociedad Nuclear
Espaniola. Sociedad Nuclear Espanola, Murcia, Espafnia, 2008.

N.ILM Gould, Y. Hu, and J.A. Scott. A numerical evaluation of sparse direct
solvers for the solution of large sparse, symmetric linear systems of equations.
Technical Report RAL-TR-2005-005, Council for the Central Laboratory of the
Research Councils Rutherford Appleton Laboratory, Oxfordshire, (UK), 2005.

A. Greenbaum. Iterative methods for solving linear systems. Frontiers in Applied
Mathematics. SIAM, 17, 1997.

L. Grigori, J.W. Demmel, and X.S. Li. Parallel symbolic factorization for sparse
LU with static pivoting. SIAM J. Scientific Computing, 29(3):1289-1314, 2007.

M.J. Grote and T. Huckle. Parallel preconditioning with sparse approximate in-
verses. SIAM J. Sci. Comput., 18(3):838-853, 1997.

W. Groupp, E. Lusk, and A. Skjellum. Using MPI: Portable Parallel Programming
with Message Passing Interface. MIT Press, 1994.

A. Gupta. Recent advances in direct methods for solving unsymmetric sparse
systems of linear equations. ACM Trans. Math. Softw., 28(3):301-324, 2002.

W. Hackbusch and U. Trottenberg. Multigrid Methods. Springer—Verlag, Berlin,
New York, 1982.

181



Bibliografia

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

182

A. Hébert. Application of the Hermite method for finite element reactor calcula-

tions. Nuclear Science and Engineering, 91:34-58, 1985.

A. Hébert. Development of the nodal collocation method for solving the neutron
diffusion equation. Ann. of Nucl. Energy, 14(10):527-541, 1987.

V.E. Henson and U.M. Yang. BoomerAMG: a parallel algebraic multigrid solver
and preconditioner. Applied Numerical Mathematics, 41:155-177, 2002.

V. Hernandez, J.E. Roman, A.M. Vidal, and V. Vidal. Calculation of Lambda Mo-
des of a nuclear reactor: a parallel implementation using the Implicitly Restarted
Arnoldi method. In Springer, editor, VECPAR’98 - 3rd International Conferen-
ce on Vector and Parallel Processing, volume 1573 of Lecture Notes in Computer
Science, pages 43-57, 1999.

V. Herndndez, J.E. Romén, A.M. Vidal, and V. Vidal. Diversos planteamientos del
problema de valores propios generalizado: Aplicacion a la ecuacion de los Modos
Lambda. XVI CEDYA / VI CMA, pages 1173-1180, 1999.

V. Hernandez, J.E. Roméan, and V. Vidal. Computing the Lambda Modes of a
nuclear reactor with SLEPc and PETSc. In International Conference on Compu-
tational Methods for Mathematical Science and Engineering, pages 183-192, 2002.

V. Herndndez, J.E. Roméan, V. Vidal, and G. Verdi. Resolucién de problemas
de valores propios perturbados por el método de homotopia. In Actas del XVII
CEDYA/VII CMA, pages 427-428, Salamanca, 2001.

M.R. Hestenes and E. Stiefel. Methods of conjugate gradients for solving linear
systems. J. Res. Nat. Bur. Standards, 49:409-435, 1952.

A.C. Hindmarsh and A.G. Taylor. PVODE and KINSOL: Parallel software for
differential and nonlinear systems. Technical Report UCRL-ID-129739, Lawrence

Livermore National Laboratory, 1998.

R.A. Horn and C.R. Johnson. Matriz Analysis. Cambridge University Press, New
York, New York, 1985.

D. Hysom and A. Pothen. Efficient parallel computation of ILU(k) preconditioners.
In ACM, editor, Proceedings of Supercomputing 99, pages 73—130. IEEE Computer
Society Press, November,, 1999.

D. Hysom and A. Pothen. A scalable parallel algorithm for incomplete factor
preconditioning. SIAM J. on Scientific Computing, 22(6):2194-2215, 2001.



Bibliografia

[71]

[72]

(73]

[83]

Duff I.S., Grimes R.G., and Lewis J.G. Sparse matrix test problems. ACM Trans.
Math. Softw., 15(1):1-14, 1989.

W.S. Jae and K. Jong-Kyung. Nuclear Technology, 1993.

D. Jespersen. Multigrid methods for partial differential equations. Studies in
Numerical Analysis, 24 of Studies in Mathematics, Mathematical Association of
America, 1984.

V. Kumar, A. Grama, A. Gupta, and G. Karypis. Introduction to parallel compu-
ting: design and analysis of parallel algorithms. The Benjamin/Cummings Publis-
hing Company, Inc., Redwood City, CA, 1994.

C. Lanczos. An iteration method for the solution of the eigenvalue problem of
linear differential and integral operators. J. Res. Nat. Bur. Stand., 45:255-282,
1952.

C. Lanczos. Solution of systems of linear equations by minimized iterations. J.
Res. Nat. Bur. Stand., 49:33-53, 1952.

S. Langenbuch, W. Maurer, and W. Werner. Coarse-mesh flux-expansion method
for the analysis of space-time effects in large lightwater reactor cores. Nuclear
Science and Engineering, 63:437-456, 1977.

Z. Li, Y. Saad, and M. Sosonkina. pARMS: A parallel version of the algebraic
recursive multilevel solver. Technical Report UMSI-2001-100, Minnesota Super-

computer Institute, University of Minnesota, 2001.

Z. Li, Y. Saad, and M. Sosonkina. pARMS: A parallel version of the algebraic
recursive multilevel solver. Numerical Linear Algebra with Applications, 10:485—
509, 2003.

R.J. Lipton, D.J. Rose, and R.E. Tarjan. Generalized nested dissection. STAM J.
on Numerical Analysis, 16:346-358, 1979.

J.M. Mateos Aparicio. Métodos Numéricos para la Resolucion de la Ecuacion de la
Difusion Neutronica Dependiente del Tiempo. PhD thesis, Universidad Politécnica
de Valencia, Valencia, Espana, 2000.

M.V. Migallén. Modelos Iterativos Cadticos Sincronos y Asincronos para la Reso-
lucion de Sistemas Lineales. PhD thesis, Departamento de Tecnologia Informética

y Computacion, Universidad de Alicante, 1993.

Rafael Miré Herrero. Métodos Modales para el Estudio de Inestabilidades en Reac-
tores Nucleares BWR. PhD thesis, Universidad Politécnica de Valencia, 2002.

183



Bibliografia

(84]

[91]

[92]

184

C.C. Paige and M.A. Saunders. Solution of sparse indefinite systems of linear
equations. SIAM J. on Numerical Analysis, 11:197-209, 1974.

B. Pershagen. Light Water Reactor Safety. Pergamon Press, Oxford, 1989.

JW. Ruge and K. Stiiben. Algebraic multigrid (AMG). In S.F. McCormick,
editor, Multigrid methods, pages 73-130. SIAM, Philadelphia, PA, 1987.

Y. Saad. Chebyshev acceleration techniques for solving nonsymmetric eigenvalue
problems. Mathematics of Computation, 42(166):567-588, 1984.

Y. Saad. SPARSKIT: A basic toolkit for sparse matrix computations. Technical
Report 90-20, Research Institute for Advanced Computer Science, NASA Ames
Research Center, 1990.

Y. Saad. Numerical Methods for Large-FEigenvalue Problems: Theory and Algo-
rithms. Wiley, New York, 1992.

Y. Saad. SPARSKIT: A basic toolkit for sparse matrix computations. Version
2, manual. Technical report, Computer Science Dept., University of Minnesota,
Minneapolis, MN 55455., 1994.

Y. Saad. [lterative Methods for Sparse Linear Systems. SITAM, Philadelphia, 2003.

Y. Saad and A. Malevsky. PSPARSLIB: A portable library of distributed memory
sparse iterative solvers. In V.E.M. et al., editor, Proceedings of Parallel Com-
puting Technologies (PaCT-95), 3-rd International Conference, St. Petersburg,
Russia,September, 1995.

Y. Saad and M.H. Schultz. GMRES: a generalized minimal residual algorithm for
solving nonsymmetric linear systems. SIAM J. Sci. Statis. Comput., 7:856-869,
1986.

Y. Saad and M. Sosonkina. Solution of distributed sparse linear systems using PS-
PARSLIB. In B. Kagstrom et al., editor, Applied Parallel Computing (PARA-98),
3-rd international conference, pages 503—509. No. 1541, Springer—Verlag, Berlin,
1998.

Y. Saad and M. Sosonkina. pARMS: A package for the parallel iterative solution
of general large sparse linear systems: User’s guide. Technical report, Minnesota

Supercomputer Institute, University of Minnesota, 2003.

Y. Saad and B. Suchomel. ARMS: An algebraic recursive multilevel solver for
general sparse linear systems. Technical Report UMSI-99-107, Minnesota Super-
computer Institute, University of Minnesota, 1999.



Bibliografia

[97]

[100]

[101]

[102]

[103]

[104]

[105]

[106]

[107]

[108]

[109]

Y. Saad and J. Zhang. BILUM: Block versions of multi-elimination and multi—
level ilu preconditioner for general sparse linear systems. SIAM J. on Scientific
Computing, 21, 2000.

A.T. Sanz and A.T. Onrubia. Diccionario Inglés—FEspaniol sobre Tecnologia Nu-
clear. TECNATOM S.A. y Foro de la Industria Nuclear Espafiola, 2008.

Balay Satish, D. Gropp William, C. McInnes Lois, and F. Smith Barry. Efficient
management of parallelism in object oriented numerical software libraries. In
E. Arge, A.M. Bruaset, and H.P. Langtangen, editors, Modern Software Tools in
Scientific Computing, pages 163—202. Nirkhauser Press, 1997.

Balay Satish, D. Gropp William, C. Mclnnes Lois, and F. Smith Barry. Petsc
users manual. Technical Report ANL-95/11 - Revision 2.1.5, Argonne National
Laboratory, 1997.

Balay Satish, D. Gropp William, C. Mclnnes Lois, and F. Smith Barry. PETSc
home page. http://www.mcs.anl.gov/petsc, 2001.

R. Scheichl. Parallel solvers for the transient multigroup neutron diffusion equa-
tion. International Journal for Numerical Methods in Engineering, 47:1751-1771,
2000.

O. Schenk and K. Gértner. Solving unsymmetric sparse systems of linear equations
with PARDISO. Future Generation Computer Systems—FGCS, 20:475-487, 2004.

O. Schenk and K. Gértner. On fast factorization pivoting methods for symmetric
indefinite systems. FElec. Trans. Numer. Anal., 23:158-179, 2006.

R.A. Shober, R.N. Sims, and A.F. Henry. Nuclear Science and Engineering, 1977.

Gerard L.G. Sleijpen and Henk A. Van der Vorst. A Jacobi-Davidson iteration
method for linear eigenvalue problems. SIAM J. on Matrix Analysis and Applica-
tions, 17(2):401-425, 1996.

P. Sonneveld. CGS, a fast Lanczos-type solver for nonsymmetric linear systems.
SIAM J. Sci. Statist. Comput., 10:36-52, 1989.

D.C. Sorensen. Implicit application of polynomial filters in a k—step Arnoldi met-
hod. SIAM J. on Matriz Analysis and Applications, 13(1):357-385, 1992.

M. Sosonkina, Y. Saad, and X. Cai. Using the parallel algebraic recursive multilevel
solver in modern physical applications. Future Generation Computer Systems,
20:489-500, 2004.

185



Bibliografia

[110]

[111]

[112)

[113]

[114]

[115]

[116]

[117]

[118]

[119]

[120]

[121]

186

Hypre Team. Hypre reference manual. Technical Report UCRL-CODE-222953 -
Software Version 2.2.0, Center for Applied Scientific Computing Lawrence Liver-

more National Laboratory, 2006.

Hypre Team. Hypre user’s manual. Technical Report UCRL-CODE-222953 - Soft-
ware Version 2.2.0, Center for Applied Scientific Computing Lawrence Livermore
National Laboratory, 2007.

H.A. Van der Vorst. Bi-CGstab: A fast and smoothly converging variant of bi—
cg for the solution of non—-symmetric linear systems. SIAM J. on Scientific and
Statistical Computing, 12(6):631-644, 1992.

R.S. Varga. Matriz Iterative Analysis. Prentice-Hall, Englewood Cliffs, NJ, 1962.

G. Verdu. Teoria General del Transporte Estocdstico de Neutrones y sus Aplicacio-
nes a la Medida de Reactividad en Conjuntos Subcriticos. PhD thesis, Universidad
Politécnica de Valencia, 1984.

G. Verdu, D. Ginestar, R. Mird, and V. Vidal. Using the Jacobi-Davidson method
to obtain the dominant Lambda Modes of a nuclear power reactor. Ann. of Nuclear
Energy, 32:1274-1296, 2005.

G. Verdt, D. Ginestar, V. Vidal, and Munoz-Cobo J.L. 3D A-modes of the neutron
diffusion equation. Ann. of Nucl. Energy, 21(7):405-421, 1994.

G. Verdd, D. Ginestar, V. Vidal, and J.L.. Munoz-Cobo. A consistent multidimen-
sional nodal method for transient calculation. Ann. Nucl. Energy, 22(6):395-411,
1995.

G. Verdt, J.L. Munoz Cobo, C. Pereira, and D. Ginestar. Lambda modes of the
neutron diffusion equation: Application to BWR’s Out-of-Phase instabilities. Ann.
of Nucl. Energy, (7):477-501, 1993.

V. Vidal, J. Garayoa, G. Verdu, and D. Ginestar. Optimization of the Subspace
Iteration method for the Lambda Modes determination of a nuclear power reactor.
Journal of Nuclear Science and Technology, 34(9):929-947, 1997.

V. Vidal, G. Verdu, D. Ginestar, and J.L. Munoz-Cobo. Variational acceleration for
Subspace Iteration method. Application to nuclear power reactors. International
Journal for Numerical Methods in Engineering, 41:391-436, 1998.

Vicente Vidal. Métodos Numéricos para la obtencion de los Modos Lambda de un
Reactor Nuclear. Técnicas de Aceleracion y Paralelizacion. PhD thesis, Universi-
dad Politécnica de Valencia, Valencia, Espana, 1997.



Bibliografia

[122]

[123]

[124]

[125]

[126]

[127]

[128]

H.F. Walker. Implementation of the GMRES method using Householder transfor-
mations. SIAM J. Sci. Statist. Comput., 9:152-163, 1988.

J.R. Weston and M. Stacey. Space—Time Nuclear Reactor Theory. Robert E.
Krieger Publishing Company, 1970.

S. Li Xiaoye. An overview of SuperLU: Algorithms, implementation, and user
interface. ACM Trans. Math. Softw., 31(3):302-325, 2005.

S. Li Xiaoye and J.W. Demmel. SuperLU_DIST: A scalable distributed-memory
sparse direct solver for unsymmetric linear systems. ACM Trans. on Mathematical
Software, 29(2):110-140, June 2003.

D.M. Young. Iterative Solution of Large Linear Systems. Academic Press Inc.,
111 Fifth Avenue, New York, 1971.

T. Yutaka, T. Yukito, U. Hitoshi, E. Shiegeo, J.C. Shau, and S. Bharat. Nuclear
Technology, 1994.

V.G. Zimin and H. Ninokata. Acceleration of the outer iterations of the
space—dependent neutron kinetics equations solution. Annals of Nuclear Energy,
23(17):1407-1424, 1996.

187



