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Introducción

El trabajo presentado en esta memoria está dedicado al desa-
rrollo de técnicas interpolatorias para la ampliación de imágenes
(zooming) y para la compresión de imágenes.

Un problema habitual en teoría de aproximación consiste en
reconstruir una función a partir de un conjunto discreto de datos.
Este problema puede abordarse desde el punto de vista de valores
puntuales o de medias en celda, dependiendo de si consideramos
los datos discretos como los valores que toma una función en un
conjunto de puntos o las medias en unos intervalos, respectiva-
mente. De este modo la función puede ser aproximada por otra
función que posea los mismos valores en el conjunto de puntos, o
las mismas medias en los intervalos.

Las técnicas interpolatorias lineales, independientes de los da-
tos, como la interpolación polinómica de Lagrange, son frecuen-
temente empleadas para reconstruir funciones. Sin embargo, el
orden de la aproximación se ve reducido cuando el conjunto de
puntos empleados, stencil, para construir la función interpolante
contiene una singularidad de la función. El aumentar el orden de
la técnica interpolatoria no resuelve el problema, pues en este caso
se ven afectados un mayor número de stencils por la singularidad,
aumentando por tanto la zona donde la calidad de la aproximación
no es óptima.

Una correcta selección de los nodos adecuados para construir
el interpolante, de modo que el stencil no contenga ninguna singu-
laridad, produce una mejora en la interpolación. En [31], Harten
et al. introducen la técnica interpolatoria no lineal ENO (Essen-

tially Non-Oscillatory, Esencialmente no oscilatoria), en la cual el
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polinomio interpolador se construye, siempre y cuando es posible,
tomando información de las zonas donde la función es suave. De
este modo, si las singularidades de la función están lo suficiente-
mente aisladas, se consigue reducir la zona donde la aproximación
se ve degradada al intervalo que la contiene. Si se posee informa-
ción acerca de la localización de la singularidad, la técnica ENO
Subcell Resolution (Resolución subcelda) [28] permite reducir la
región de pérdida de exactitud a un entorno alrededor de la singu-
laridad.

La técnica interpolatoria WENO (Weighted ENO, ENO Ponde-
rado) introducida por Liu et al. [34] constituye otra mejora de la
técnica ENO. Ésta consiste en construir el interpolante a partir
de combinaciones convexas de todas las aproximaciones obteni-
das a partir de stencils que contienen el intervalo a interpolar, de
modo que en dicha combinación se priman las aproximaciones de
los stencils de zonas suaves y si la función es suave en todos los
stencils se obtiene una aproximación de orden óptimo.

La importancia de obtener una técnica interpolatoria eficiente
está estrechamente relacionada con la compresión de imágenes.
La multirresolución de Harten [29, 30] emplea un operador pre-

dicción que permite transitar entre un nivel de resolución inferior
y el inmediatamente superior. Este operador predicción no es na-
da más que la aplicación de un esquema interpolatorio al nivel
de resolución más grosero. La posibilidad de elegir un operador
predicción no lineal permite adaptarse a las características de los
datos. Así, un esquema de compresión basado en multirresolución
puede describirse del siguiente modo:

fL −→ MfL = (f 0, d1, . . . , dL)

−→ M̂fL = QεMfL = (f̂ 0, d̂1, . . . , d̂L),

donde fL representa los datos en un nivel de resolución dado, y
MfL su transformada por el esquema de multirresolución. Esta
última está compuesta por los datos en un nivel de resolución in-
ferior, f 0, más una sucesión de detalles, dk, que nos permiten re-
cuperar fL. Posteriormente se aplica un operador de cuantización
no reversible, Qε, codificando la información resultante. En el es-
quema de multirresolución de Harten, los coeficientes detalle, dk,
son producto de los errores cometidos por el operador predicción
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al reconstruir fk+1 a partir de fk. De este modo una mejora en el
operador predicción, produce como resultado una disminución de
las magnitudes de los detalles y, por tanto, una mayor compresión.

Si bien los métodos basados en la transformada wavelet cons-
tituyen herramientas eficaces en la compresión de imágenes [36],
los resultados obtenidos no son del todo satisfactorios por dos ra-
zones: en primer lugar, emplean un proceso multiescala lineal y,
por tanto, no se adaptan a las propiedades locales de la imagen
(posición de los contornos) y, en segundo lugar, la aplicación ten-
sorial de la transformada wavelet no resulta óptima para el trata-
miento de perfiles no verticales y no horizontales.

Con el objetivo de mejorar los resultados obtenidos, se han
desarrollado nuevos métodos numéricos que incorporan la geo-
metría de la imagen como los Bandelets [40], Countourlets [25],
etc.

Nuestro objetivo es desarrollar técnicas interpolatorias no li-
neales dos dimensionales que se adapten a la geometria de las
imagenes.

Este trabajo está organizado del siguiente modo, el Capítulo 1
está dedicado al estudio de técnicas interpolatorias para valores
puntuales. En primer lugar repasamos las técnicas clásicas uno
dimensionales, y posteriormente, tras explicar la interpolación ra-
cional introducida por G. Ramponi [42], se proponen diversas mo-
dificaciones de ésta, estudiando la relación entre la interpolación
racional y WENO. Del mismo modo se proponen diversos méto-
dos para realizar una interpolación para valores puntuales direc-
tamente dos-dimensional. Para finalizar el capítulo se comparan
los resultados obtenidos al ampliar una imagen de carácter geo-
métrico.

El Capítulo 2 está dedicado a la interpolación para medias en
celda. Se estudia como adaptar la interpolación racional a este
contexto proponiendo dos modificaciones de ésta y posteriormen-
te se estudian operadores interpolatorios dos dimensionales. Fi-
nalmente se aplican estas técnicas a la interpolación de imágenes.

El Capítulo 3 está dedicado a la multirresolución de Harten. Se
comparan los resultados obtenidos a partir de las técnicas inter-
polatorias anteriores. Con el objetivo de asegurar la estabilidad de
la multirresolución de Harten se aplica el algoritmo de control del
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error [1, 11], proponiendo una modificación de este en el contex-
to de los valores puntuales [8] consistente en aplicar el operador
predicción en dos pasos, el segundo de los cuales aprovecha la
información actualizada por los detalles correspondientes.

Con el objetivo de realizar una interpolación adaptada a la geo-
metría de la imagen, el Capítulo 4 está dedicado a la detección de
contornos. En éste se proponen dos nuevos algoritmos de detec-
ción de contornos que se emplearan en los Capítulos 5 y 6.

En el Capítulo 5 presentamos un algoritmo multidireccional pa-
ra la compresión de imágenes [5] el cual hace uso de la geometría
de la imagen detectada en el nivel de resolución más fino para
localizarlos en niveles de resolución inferiores y adaptar así la pre-
dicción. Este algoritmo supone que trabajamos en el contexto de
los valores puntuales.

Del mismo modo, en el Capítulo 6 se propone un operador pre-
dicción adaptado a los contornos, pero en este caso para medias
en celda. En este se obtiene la información relativa a la geometría
de la imagen a partir de una detección de contornos en cada nivel,
y posteriormente se proponen dos posibilidades para interpolar en
las celdas afectadas por la presencia de un perfil [6, 22, 39].



1
Interpolación de valores

puntuales

1.1
Conceptos previos

El problema de la interpolación consiste en: dados los valores
que toma una función f(x) desconocida en una discretización da-
da, obtener una función de modo que coincida con la función f(x)
en los nodos de la discretización anterior. Esta nueva función re-
cibe el nombre de interpolante.

La interpolación polinómica de Lagrange nos permite, conoci-
dos los valores que toma la función f en r+1 nodos, x0, . . . , xr, con
xi 6= xj si i 6= j, construir un polinomio de grado r, q(x), interpolan-
do a f(x) en los nodos anteriores, i.e. q(xi) = f(xi), ∀i = 0, . . . , r. La
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forma de Newton del polinomio interpolador nos ofrece una forma
sencilla de calcular dicho polinomio, cuya expresión viene dada
por:

q(x) = f [x0] + f [x0, x1](x− x0) + f [x0, x1, x2](x− x0)(x− x1) + . . .

+f [x0, x1, . . . , xr](x− x0) . . . (x− xr−1), (1.1)

donde f [xi, . . . , xi+n] es la n-ésima diferencia dividida de f(x), cal-
culada en los nodos xi, . . . , xi+n, la cual, si xi+k 6= xi+l con k 6= l,
k, l = 0, . . . , n, se define como:

f [xi, . . . , xi+n] =
f [xi+1, . . . , xi+n]− f [xi, . . . , xi+n−1]

xi+n − xi
,

donde f [xi+k] = f(xi+k), k = 0, . . . , n. El conjunto de nodos em-
pleado para la construcción del polinomio interpolador q(x), S =
{x0, x1, . . . , xr}, recibe el nombre de stencil.

Se puede demostrar que se verifica la relación siguiente

f(x) = q(x) + f [x0, . . . , xr, x]
r
∏

i=0

(x− xi) =

= q(x) + f [S, x]
r
∏

i=0

(x− xi). (1.2)

Si f(x) es lo suficientemente diferenciable (diferenciable r + 1
veces), entonces

f [x0, . . . , xr, x] =
f (r+1)(ξx)

(r + 1)!
, (1.3)

donde ξx pertenece a la envoltura convexa de {x0, x1, . . . , xr}.
La interpolación polinómica a trozos, nos permite obtener una

buena aproximación a f(x) en un dominio amplio, veamos en que
consiste esta técnica. Sea X = {xi}Ni=0 una partición de nodos igual-
mente espaciados del intervalo I = [0, 1], i.e. xi = ih, Nh = 1, y
sean {fi}Ni=0 los valores que toma f(x) en los nodos anteriores, i.e.
fi = f(xi), i = 0, . . . , N . De este modo definimos en cada inter-
valo Ii = [xi−1, xi], un polinomio pi(x) verificando qi(xi−1) = fi−1 y
qi(xi) = fi, para todo i = 1, . . . , N . Definimos el interpolante de f(x)
sobre I como

I(x) = qi(x), x ∈ Ii = [xi−1, xi], i = 1, . . . , N.
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Así, si construimos un interpolante polinómico a trozos, y f(x) es
lo suficientemente suave, haciendo uso de las relaciones (1.2) y
(1.3) obtenemos

f(x)− pi(x) =
f (r+1)(ξx)

(r + 1)!

r
∏

k=0

(x− xi−1−s+k), (1.4)

con s ∈ {0, . . . , r − 1} y x ∈ Ii, de donde podemos deducir que

f(x) = I(x) +O(hr+1), ∀x ∈ [0, 1]. (1.5)

Notar que la fórmula (1.4) nos asegura que la aproximación
obtenida es exacta para polinomios de grado menor o igual que r,
de este modo diremos que la técnica interpolatoria empleada es de
orden r + 1.

En el caso de que f(x) posea una discontinuidad de salto en el
intervalo Ii, podemos comprobar que

f [xi−1, xi] =
f(xi)− f(xi−1)

h
=

O([f ])

h
,

donde O([f ]) es la magnitud del salto de f(x) en el intervalo Ii.
Análogamente, se puede probar si tomamos un conjunto de s + 1
nodos (s > 1) conteniendo los nodos xi−1, xi entonces f [xl, . . . , xl+s] =
O([f ])/hs. Así se puede deducir que si empleamos un stencil S que
cruce la discontinuidad, es decir xi−1, xi ∈ S, el error cometido vie-
ne dado por

f(x) = qi(x) + O([f ]), x ∈ Ii, (1.6)

pues empleando (1.2) obtenemos

f(x) = qi(x) + f [xl, . . . , xl+s, x]
l+s
∏

i=l

(x− xi) =

= qi(x) +
O([f ])

hs+1
O(hs+1) = qi(x) +O([f ]), ∀x ∈ Ii.

De este modo el error cometido en caso de que el stencil empleado
cruce una discontinuidad es de la magnitud de la discontinuidad.

El hecho de que el stencil cruce una discontinuidad de f (p), p ≥
1, también produce una aumento del error de interpolación. Su-
pongamos que f (p), p ≥ 1, es discontinua en xd ∈ Ii, entonces cual-
quier diferencia dividida con s + 1 nodos conteniendo a xi−1 y xi
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verifica

f [xl, . . . , xl+s] =

{

O([f (p)])/hs−p si s > p

O(‖f (s)‖) en otro caso,
(1.7)

donde ‖ · ‖ es la norma supremo de f (s) en la envoltura convexa de
los nodos del stencil empleado, y [f (p)] = f (p)(x+

d )− f (p)(x−
d ).

Si empleamos la relación anterior, podemos probar que si ql(x)
es un polinomio de grado r, que interpola a f en el intervalo Il,
entonces si el stencil empleado para la construcción de ql(x), Sl,
cruza una discontinuidad de f (p), el error cometido viene dado por

f(x) = ql(x) +O([f (p)])hp, con p ≤ r, ∀x ∈ Il. (1.8)

Notar que si I(x) es un interpolante polinómico a trozos de or-
den r + 1 y f es lo suficientemente suave, entonces se verifica la
siguiente relación entre la derivada m-ésima de I(x) y la derivada
m-ésima de f(x):

dm

dxm
I(x) =

dm

dxm
f(x) +O(hr+1−m), 0 ≤ m ≤ r, (1.9)

pues derivando m veces (1.2), tenemos:

dm

dxm
f(x) =

dm

dxm
q(x) + (

dm

dxm
f [x0, . . . , xr, x])

r
∏

i=0

(x− xi) +

+f [x0, . . . , xr, x]
dm

dxm
(
r+1
∏

i=0

(x− xi)) =

=
dm

dxm
q(x) +O(hr+1) +O(hr+1−m).

Así, si optamos por emplear una interpolación polinómica a tro-
zos de grado r, obtenemos una aproximación de orden O(hr+1) en
aquellos intervalos donde el stencil no cruce ninguna discontinui-
dad de la función o sus derivadas, siendo ésta a la vez la mejor
aproximación a la que podemos aspirar con dicha técnica inter-
polatoria. En caso de que el stencil empleado en algún intervalo
contenga alguna singularidad, entonces la calidad de la aproxi-
mación en dicho intervalo se verá afectada. Si queremos mejorar
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la aproximación obtenida en aquellos intervalos que no posean
singularidades, entonces deberemos emplear para la construcción
del polinomio interpolador stencils libres de discontinuidades de
la función y de sus derivadas.

La interpolación lineal consiste en emplear en todos los interva-
los Il el mismo stencil. Habitualmente se emplean stencils centra-
dos en el intervalo Il, de este modo dichos stencils están formados
por un número par de nodos, r + 1 = 2s, donde el stencil empleado
para el intervalo Il, es Sl = {xl−s, . . . , xl+s−1}. Notar que en caso de
emplear interpolación lineal con 2s nodos, si el intervalo Ii contiene
una singularidad, entonces existen 2s− 1 stencils conteniendo los
nodos xi−1, xi, y por tanto 2s− 1 intervalos donde la aproximación
obtenida no es óptima. En esta situación, el aumento del orden de
interpolación no produce una mejora en la aproximación obteni-
da como cabría esperar, ya que dicho aumento implica un mayor
número de intervalos afectados por la singularidad. La figura 1.1
nos muestra el número de stencils afectados por una discontinui-
dad en el intervalo Ij, cuando dichos stencils están formados por
4 nodos, i.e., s = 2.

xi−3 xi−2 xi−1 xi xi+1 xi+2

Si−1
-�

Si
-�

Si+1
-�

Figura 1.1: Stencils afectados por discontinuidad en Ii, s = 2

Las técnicas no lineales nos permiten realizar una selección
del stencil más adecuado para interpolar en un determinado in-
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tervalo. De modo que podemos conseguir una mejora en aquellos
intervalos en los que, pese a no contener ninguna singularidad,
la aproximación obtenida no es óptima a causa de que el stencil

empleado con la interpolación lineal cruza alguna singularidad.
A. Harten introduce en [31] una técnica interpolatoria polinó-

mica a trozos no lineal que recibe el nombre de interpolación ENO
(Essentially Non-Oscillatory). La intención original de la interpo-
lación ENO era evitar el fenómeno de Gibbs que se producía al
aproximar funciones con discontinuidades de salto mediante in-
terpolación centrada. El interpolante ENO intenta construir los po-
linomios usando información de la parte suave de la función. Ésto
es posible siempre y cuando las singularidades estén lo suficien-
temente aisladas, excepto para aquellos intervalos que contengan
alguna singularidad.

1.2
Interpolación ENO

A diferencia de la interpolación lineal, la técnica interpolato-
ria ENO realiza una selección del stencil, de modo que se intenta
tomar para cada intervalo un stencil que no cruce ninguna sin-
gularidad, lo cual es posible si las discontinuidades están lo su-
ficientemente separadas las unas de las otras. Si empleamos una
interpolación polinómica a trozos, de modo que el stencil para el
intervalo Ii = [xi−1, xi] esté constituido por r + 1 nodos, la técnica
ENO trata de escoger el stencil más suave de entre aquellos que
contienen a xi−1 y xi. Como medida de suavidad de los stencils se
emplean las diferencias divididas de los nodos que lo forman. En
[31], los autores proponen dos algoritmos de selección de stencil:

Algoritmo. 1.1 (Selección jerárquica del stencil ).
for i = 1, . . . , J

s0 = i
for l = 0, . . . , r − 2

if |f [xsl−2, . . . , xsl+l]| < |f [xsl−1, . . . , xsl+l+1]| then sl+1 = sl − 1
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end
si = sr−1

end

Algoritmo. 1.2 (Selección no jerárquica del stencil).
for i = 1, . . . , J , elegir si que verifique

|f [xsi−1, . . . , xsi+r−1]| = mı́n
{

|f [xl − 1, . . . , xl+r−1]|, i− r + 1 ≤ l ≤ i
}

Denotaremos al stencil ENO del intervalo Ii con r + 1 nodos de
la siguiente forma:

SENO
i = {xsi−1, xsi , . . . , xsi+r−1}.

Notar que, tanto si empleamos el algoritmo de selección jerár-
quico como el no jerárquico, los nodos xi−1, xi pertenecen a SENO

i .
Además, en caso de que f tenga una discontinuidad de salto en
xd ∈ Ii, y sean S un stencil que no cruza dicha discontinuidad y S?

un stencil conteniendo los nodos xi−1 y xi, ambos stencils con s+ 1
nodos, entonces empleando (1.7) tenemos:

f [S] = O(1); f [S?] = O(
1

hs
).

Si la discontinuidad pertenece a la primera derivada, emplean-
do la misma notación obtenemos entonces

f [S] = O(1); f [S?] = O(
1

hs−1
).

De este modo, en el caso de que f solamente presentara la dis-
continuidad en el intervalo Ii, puesto que los algoritmos de se-
lección anteriores se alejan de las discontinuidades, entonces los
polinomios interpoladores verificarán

f(x) = ql(x) +O(hr+1), x ∈ [xl−1, xl], l ≤ i− 1, l ≥ i+ 1, (1.10)

obteniendo una aproximación óptima en todos los intervalos ex-
cepto en el intervalo Ii que contiene la singularidad.
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Así, en presencia de discontinuidades de la función y de su pri-
mera derivada, y siempre y cuando éstas estén lo suficientemente
aisladas, al emplear interpolación ENO se consigue que las zonas
donde la aproximación queda afectada por las singularidades que-
de reducida exclusivamente a los intervalos que contienen dichas
singularidades, independientemente del algoritmo de selección de
stencil empleado. Además, en el caso especial de que la singula-
ridad xd coincida con un nodo de interpolación, i.e. xd = xi, se
puede obtener máxima precisión en todos los intervalos siempre y
cuando el stencil sea elegido del modo siguiente:

{xi+1} ∩ SENO
l = ∅, l ≤ i {xi−1} ∩ SENO

l = ∅, l ≥ i+ 1. (1.11)

Por tanto ql(x) = f(x) + O(hr+1), x ∈ Il, ∀l, ya que ningún stencil

cruza la discontinuidad, consiguiendo una aproximación óptima
en todo el intervalo [0, 1].

En caso de que la singularidad no coincida con un nodo, i.e.
xd 6= xi, ∀i, podemos mejorar la aproximación obtenida si conoce-
mos la localización de la singularidad, ya que en este caso pode-
mos extender los polinomios interpoladores correspondientes a los
intervalos vecinos hasta la singularidad, de modo que la relación
I(x) = f(x) + O(hr+1) sería válida en todo el intervalo que contiene
la singularidad, excepto en una pequeña banda alrededor de ella.
Ésta es la idea clave en la interpolación Subcell Resolution.

1.3
Interpolación ENO Subcell

Resolution

Sea f(x) una función continua, de modo que posee una esquina
en xd ∈ Ii = [xi−1, xi], es decir, supongamos

f(x) =

{

fl(x), x ≤ xd,

fr(x), x ≥ xd,

con fl y fr lo suficientemente suaves y tal que fl(xd) = fr(xd) y
f ′
l (x

−
d ) 6= f ′

r(x
+
d )
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Denotemos por qi−1(x) y qi+1(x) a los polinomios interpoladores
de f obtenidos mediante interpolación ENO en los intervalos Ii−1,
Ii+1 respectivamente. Así, si empleamos (1.10) tenemos:

{

f(x) = qi−1(x) +O(hr+1), ∀x ∈ Ii−1,

f(x) = qi+1(x) +O(hr+1), ∀x ∈ Ii+1.

Definimos la función:

Gi(x) = qi+1(x)− qi−1(x). (1.12)

Si tomamos desarrollos de Taylor alrededor de xd obtenemos:

qi+1(x) = f(x+
d ) + f ′(x+

d )(x− xd) +O((x− xd)
2) +O(hr+1),

qi−1(x) = f(x−
d ) + f ′(x−

d )(x− xd) +O((x− xd)
2) +O(hr+1),(1.13)

y de aquí:

Gi(x) = [f ′]xd
(x− xd) +O((x− xd)

2) +O(hr+1).

Si tomamos h lo suficientemente pequeño, se verifica Gi(x) ≈
[f ′]xd

(x− xd), y la función Gi(x) posee una única raíz en el intervalo
(xi−1, xi), ya que si (xd − xi−1) = ah con 0 < a < 1, entonces:

Gi(xi)Gi(xi−1) = a(a− 1)[f ′]2xd
h2 +O(h2) ≈ a(a− 1)[f ′]2xd

h2 < 0. (1.14)

Sea ξ esta raíz, en este caso podemos probar que |ξ − xd| =
O(hr+1), para ello definamos G̃(x) = fr(x) − fl(x), así Gi(x) = G̃(x) +
O(hr+1), y por lo tanto 0 = Gi(ξ) = G̃(ξ) +O(hr+1). Desarrollando por
Taylor G̃(x) alrededor de xd:

0 = G̃(xd) + (ξ − xd)G̃
′(xd) +O(hr+1),

donde tomando h lo suficientemente pequeño para que G̃′(xd) 6= 0
y teniendo en cuenta que G̃(xd) = 0, obtenemos |ξ − xd| = O(hr+1).

Por tanto, una vez hallado ξ, podemos definir la función inter-
polante de f en el intervalo Ii de modo que a la izquierda de ξ
coincida con qi−1 y a la derecha de ξ tome el valor de qi+1, i.e.:

ISR(x) =











ql(x), x ∈ Il, l 6= i

qi−1(x), x ∈ [xi−1, ξ]

qi+1(x), x ∈ [ξ, xi+1].
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� - � - � -

� - � -

xi−2 xi−1 xi xi+1
ξ

qi−1(x) qi(x) qi+1(x)

qi−1(x) qi+1(x)

Figura 1.2: Polinomio interpolador ENO-SR.

Así definido, el error de interpolación es

I(x) = f(x) +O(hr+1), (1.15)

excepto en una pequeña banda alrededor de xd.

1.4
Interpolación WENO

Como hemos visto en la sección anterior, la interpolación ENO
nos permite seleccionar el stencil más adecuado en cada intervalo,
pudiendo obtener de este modo, si las discontinuidades están lo
suficientemente aisladas, un orden de aproximación r+1 en aque-
llos intervalos que no contienen ninguna singularidad. La técnica
interpolatoria WENO, introducida por Liu et al. en el contexto de
las leyes de conservación (ver [34] y [15]), se presenta como una
mejora de la interpolación ENO. La idea fundamental de esta téc-
nica interpolatoria consiste en emplear la información dada por
los 2r nodos implicados en el proceso de selección de stencil. Así,
la interpolación WENO emplea una combinación convexa de los
polinomios correspondientes a todos los stencils posibles para un
intervalo dado. Denotemos por Si+k, k = 0, . . . , r − 1, los r stencils

conteniendo al intervalo Ii,

Si+k = {xi+k−r, . . . , xi+k}, k = 0, . . . , r − 1, (1.16)
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y sea pi+k(x) el polinomio construido a partir del stencil Si+k. Defi-
nimos el polinomio interpolador WENO en el intervalo Ii como

pWENO
i (x) =

r−1
∑

k=0

ωi
kpi+k(x), (1.17)

donde

ωi
k ≥ 0, k = 0, . . . , r − 1,

r−1
∑

k=0

ωi
k = 1. (1.18)

Notar que para cada intervalo, el interpolante WENO toma in-
formación de 2r nodos. De este modo se pretende alcanzar una
aproximación de orden 2r en aquellos intervalos donde la función
sea suave. Veamos como podemos conseguir dicho orden de apro-
ximación. Sea p̂2r−1

i la aproximación obtenida empleando el stencil

formado por 2r nodos {xi−r, . . . , xi+r−1}, y sean p̂ri+k las aproxima-
ciones obtenidas con los stencils Si+k. Podemos expresar la apro-
ximación de orden 2r como una combinación lineal de las r apro-
ximaciones de orden r + 1, i.e.:

p̂2r−1
i =

r−1
∑

k=0

Cr
k p̂

r
i+k, (1.19)

con Cr
k ≥ 0, ∀k y

∑r−1
k=0C

r
k = 1. Las constantes Cr

k se denominan
pesos óptimos. La tabla 1.1 nos muestra los pesos óptimos para
r = 2, 3, en [3, 4, 15] podemos encontrar los detalles sobre como
obtener dichos pesos.

k = 0 k = 1 k = 2
r = 2 1/2 1/2 -
r = 3 3/16 10/16 3/16

Tabla 1.1: Pesos óptimos para r = 2, 3.

Si definimos los pesos ωi
k de modo que verifiquen la siguiente

relación:
ωi
k = Cr

k +O(hr−1), k = 0, . . . , r − 1, (1.20)
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se puede demostrar (ver [32, 15]) que la aproximación obtenida es
de orden 2r. Además, se desea que la contribución de los polino-
mios cuyo stencil cruce alguna singularidad sea lo menor posible,
y por tanto sus pesos en (1.17) deben ser muy próximos a 0.

Con el objetivo de satisfacer las condiciones anteriores, se defi-
nen los pesos como sigue:

ωi
k =

αi
k

∑r−1
s=0 α

i
s

, k = 0, . . . , r − 1, (1.21)

con

αi
k =

Cr
k

(ε+ ISi+k)2
. (1.22)

Notar que el valor ε introducido en (1.22) es una constante positiva
para evitar que el el denominador se anule, y ISi+k es un indicador
de suavidad de f(x) en el stencil Si+k.

Resulta evidente que así definidos, los pesos verifican (1.18) in-
dependientemente del indicador de suavidad utilizado. Para que la
contribución de los polinomios que cruzan una singularidad sea
prácticamente nula, es suficiente con que ISi+k = O(h2) para aque-
llos stencils en los que f(x) es suave, y ISi+k = O(1) en aquellos
stencils que la función presenta alguna singularidad. Finalmente,
se puede demostrar que si el indicador de suavidad verifica,

ISi+k = D(1 +O(hr−1)), k = 0, . . . , r − 1, (1.23)

se satisface la relación (1.20) (ver [3, 4, 15]), donde D es una cons-
tante no nula que puede depender de h pero no de k.

Liu et al.([34]) proponen el siguiente indicador de suavidad ba-
sado en las diferencias divididas de f(x) en los nodos de interpo-
lación,

ISi+k =
r
∑

l=1

(

l
∑

m=1

(∆r−l+1[fi+k+m−r−1])
2)
/

l, (1.24)

donde ∆s[fl] no es más que la diferencia dividida de f en los nodos
{xl, . . . , xl+s}. Se puede ver que con este indicador de suavidad se
alcanza el orden óptimo, 4, si r = 2, pero sin embargo cuando r = 3
se obtiene orden 5, siendo 6 el orden óptimo en este caso.
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Jiang y Shu, definen en [32] un nuevo indicador de suavidad,

ISi+k =

r
∑

l=1

∫ xi

xi−1

h2l−1(p
(l)
i+k(x))

2dx. (1.25)

Este nuevo indicador hace posible alcanzar órdenes óptimos
tanto para el caso r = 2 como r = 3. Las demostraciones de los
órdenes de exactitud alcanzados con ambos métodos, para r = 2, 3,
se pueden consultar en [3, 4, 15].

1.5
Interpolación racional

En esta sección se analizan los filtros racionales empleados por
G. Ramponi et al. en el procesamiento de imágenes [19, 20, 21,
42]. También se estudia el error cometido al interpolar emplean-
do dichos filtros, y se muestra su semejanza con la interpolación
WENO. Para finalizar, se proponen diversas extensiones de la in-
terpolación racional, analizando el error cometido por cada una de
ellas.

De forma análoga a las secciones anteriores, consideraremos
X = {xi}Ni=0, xi = ih, Nh = 1, una partición de nodos igualmente
espaciados del intervalo [0, 1], y fi = f(xi) los valores que toma f(x)
en los nodos de la partición.

S. Carrato y G. Ramponi proponen emplear como aproximación
de f(xi−1 + h/2) = fi−1/2 una media ponderada entre fi−1 y fi, (ver
[19]), i.e.,

f̂i−1/2 = ωi−1fi−1 + ωifi, con ωi−1 + ωi = 1, (1.26)

donde f̂i−1/2 es la aproximación obtenida.
Los valores empleados para los pesos pueden venir dados por

las siguientes expresiones:

w1
i−1 =

1 + α(fi − fi+1)
2

2 + α
(

(fi−2 − fi−1)2 + (fi − fi+1)2
) ,

w1
i =

1 + α(fi−2 − fi−1)
2

2 + α
(

(fi−2 − fi−1)2 + (fi − fi+1)2
) , (1.27)
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w2
i−1 =

1 + α(fi−1 − fi+1)
2

2 + α
(

(fi−2 − fi)2 + (fi−1 − fi+1)2
) ,

w2
i =

1 + α(fi−2 − fi)
2

2 + α
(

(fi−2 − fi)2 + (fi−1 − fi+1)2
) , (1.28)

w3
i−1 =

1 + α
(

(fi−1 − fi+1)
2 + (fi − fi+1)

2
)

2 + α
(
∑1

k=0((fi−2 − fi−k)2 + (fi−k − fi+1)2)
) ,

w3
i =

1 + α
(

(fi−2 − fi)
2 + (fi−2 − fi−1)

2
)

2 + α
(
∑1

k=0((fi−2 − fi−k)2 + (fi−k − fi+1)2)
) , (1.29)

donde α es un parámetro variable. Notar que en el caso de tomar
α = 0, la predicción coincide en los tres casos con el valor medio
de fi−1 y fi, es decir:

f̂i−1/2 = ωk
i−1fi−1 + ωk

i fi =
1

2
fi−1 +

1

2
fi, k = 1, 2, 3. (1.30)

La predicción obtenida también coincide con el valor medio en-
tre fi−1 y fi cuando los datos que tenemos verifican una de las
siguientes relaciones:

f(xi−1/2 + h) = f(xi−1/2 − h),

f(xi−1/2 + h)− f(xi−1/2) = f(xi−1/2)− f(xi−1/2 − h)

con x± h ∈ [xi−2, xi+1], pues en estos casos, la función es simétrica

respecto xi−1/2 (ver figura 1.3), y se verifican las siguientes relacio-
nes:

|fi−2 − fi−1| = |fi − fi+1| , |fi−1 − fi+1| = |fi−2 − fi|, (1.31)

las cuales implican que wk
i−1 = wk

i = 1
2
, k = 1, 2, 3.

Si f(x) no es simétrica respecto xi−1/2 en [xi−2, xi+1], el uso de
(1.27) provoca que la predicción f̂i−1/2 tenga una mayor influencia
de fi−1 si (fi − fi+1)

2 > (fi−2 − fi−1)
2 y de fi si la desigualdad se da

en sentido contrario. En caso de emplear (1.28), la contribución de
fi−1 dominará cuando (fi−1−fi+1)

2 > (fi−2−fi)
2, mientras que el uso

de (1.29) nos ofrece un comportamiento intermedio entre (1.27) y
(1.28).
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xi−2

o

xi−1

o

xi

o

xi+1

o

xi−2

o

xi−1

o

xi

o

xi+1

o

Figura 1.3: Datos simétricos respecto xi−1/2.

Analicemos el error cometido al aproximar f̂i−1/2 por la expre-
sión (1.26). Para ello denotemos por psj(x) al polinomio de grado s
que interpola a f(x) en {xj , . . . , xj+s} y sea p̂sj = psj(xi−1/2), i.e.

psj(xj+l) = fj+l, l = 0, . . . , s y p̂sj = psj(xi−1/2). (1.32)

Es sencillo comprobar la siguiente relación:

p̂1i−1 =
1

2
p̂0i−1 +

1

2
p̂0i . (1.33)

Por otra parte, suponiendo que la función f es suave en [xi−2, xi+1],
haciendo desarrollos de Taylor, tenemos:

f(xi+n)− f(xi+m) = (n−m)f ′(xi)h+O(h2) = O(h), n 6= m. (1.34)

De esta forma, empleando (1.34) en (1.27), (1.28) y (1.29) obte-
nemos:

ωk
i−1 =

1 + αO(h2)

2 + αO(h2)
, ωk

i−1 =
1 + αO(h2)

2 + αO(h2)
, k = 1, 2, 3, (1.35)

de donde podemos deducir la siguiente relación:

ωk
i−1 =

1

2
+O(h2), ωk

i =
1

2
+O(h2), k = 1, 2, 3, (1.36)

ya que

wk
l −

1

2
=

1 + αO(h2)

2 + αO(h2)
−

1

2
=

2αO(h2)− αO(h2)

2(2 + αO(h2))
= O(h2), l = i− 1, i.
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Así podemos probar que el error que cometemos al aproximar
f̂i−1/2 es de orden 2, pues

0
∑

l=−1

wk
i+lp̂

0
i+l − p̂1i−1 =

0
∑

l=−1

wk
i+lp̂

0
i+l −

0
∑

l=−1

1

2
p̂0i+l =

=
0
∑

l=−1

wk
i+lp̂

0
i+l −

0
∑

l=−1

1

2
p̂0i+l + fi−1/2

0
∑

l=−1

1

2
− fi−1/2

0
∑

l=−1

wk
i+l

=
0
∑

l=−1

wk
i+l

(

p̂0i+l − fi−1/2

)

−
0
∑

l=−1

1

2

(

p̂0i+l − fi−1/2

)

=

=
0
∑

l=−1

(

wk
i+l −

1

2

)

(

p̂0i+l − fi−1/2

)

= O(h2) · O(h) = O(h3).

y haciendo uso de la relación anterior, tenemos:

wk
i−1fi−1 + wk

i fi − fi−1/2 =

1
∑

l=0

wk
i−lp̂

0
i−l − fi−1/2 =

= (

1
∑

l=0

wk
i−lp̂

0
i−l − p̂1i−1) + (p̂1i−1 − fi−1/2) =

= O(h3) +O(h2) = O(h2), k = 1, 2, 3. (1.37)

Por tanto, empleando cualquier definición de los pesos dadas
en (1.27), (1.28), (1.29), podemos considerar (1.26) como una in-
terpolación WENO de orden 2, pues alcanzamos el orden óptimo
empleando 2 nodos. Además hemos visto en (1.36) que los pesos
empleados aproximan a los pesos óptimos del mismo modo que
los pesos utilizados en la interpolación WENO.

Notar que en caso de que haya una discontinuidad en el inter-
valo [xi−1, xi], entonces la aproximación dada por p̂1i−1 es del orden
del salto, i.e.

p1i−1 − fi−1/2 = O([f ]),

y procediendo de forma análoga a (1.37) obtenemos que el error
cometido es del orden de la discontinuidad:

wk
i−1fi−1 + wk

i fi − fi−1/2 = O([f ]). (1.38)
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1.6
Modificaciones de la interpolación

racional

En la siguiente sección, proponemos diversas modificaciones
de la interpolación racional. La idea es a partir de combinaciones
convexas de aproximaciones de un orden inferior conseguir una
mejor aproximación de orden mayor.

1.6.1

Interpolación racional de orden 4

2 polinomios de orden 2

Consideremos los polinomios interpoladores p2i−2(x), p2i−1(x) y
p3i−2(x), definidos del mismo modo que en (1.32), y sean p̂2i−2, p̂

2
i−1,

p̂3i−2 los valores de éstos en xi−1/2 respectivamente, los cuales tienen
la siguiente expresión:

p̂2i−2 = −
1

8
fi−2 +

6

8
fi−1 +

3

8
fi,

p̂2i−1 =
3

8
fi−1 +

6

8
fi −

1

8
fi+1,

p̂3i−2 = −
1

16
fi−2 +

9

16
fi−1 +

9

16
fi −

1

16
fi+1. (1.39)

En este caso, podemos comprobar que se verifica la relación (1.19),

p̂3i−2 =
1

2
p̂2i−2 +

1

2
p̂2i−1. (1.40)

Podemos definir así, una aproximación a f(xi−1/2) como sigue:

f̂i−1/2 = wk
i−1p̂

2
i−2 + wk

i p̂
2
i−1, k = 1, 2, 3, (1.41)

donde wk
i−1, w

k
i son los pesos definidos en (1.27), (1.28) o (1.29).
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Veamos que si la función es suave en [xi−2, xi+1], la interpolación
dada por (1.41) es de orden O(h4). Procediendo igual que en la
sección anterior, y empleando (1.36):

1
∑

l=0

wi−lp̂
2
i−1−l − p̂3i−2 =

1
∑

l=0

(wk
i−l −

1

2
)(p̂2i−1−l − fi−1/2) =

= O(h2)O(h3) = O(h5), (1.42)

lo cual nos permite hallar el error cometido en nuestra aproxima-
ción:

1
∑

l=0

wi−lp̂
2
i−1−l − fi−1/2 = (

1
∑

l=0

wi−lp̂
2
i−1−l − p̂3i−2) + (p̂3i−2 − fi−1/2) =

= O(h5) +O(h4) = O(h4). (1.43)

Así obtenemos una aproximación de orden 4, siendo este el orden
óptimo que podemos alcanzar empleando un polinomio interpola-
dor de 4 nodos. En el supuesto de que f posea una discontinuidad
en xd ∈ [xi−2, xi+1], resulta que p̂3i−2 − fi−1/2 = O([f ]), siendo el error
cometido del orden del salto, es decir:

1
∑

l=0

wi−lp̂
2
i−1−l − fi−1/2 = O([f ]). (1.44)

En este caso, (1.45), (1.46) y (1.47) nos muestran las variaciones de
las magnitudes de los pesos wi−1, wi, en función de la localización
de la discontinuidad xd.

xd ∈]xi−2, xi−1[:

w1
i−1 =

1 + αO(h2)

2 + αO([f ]2)
, w1

i =
1 + αO([f ]2)

2 + αO([f ]2)
,

w2
i−1 =

1 + αO(h2)

2 + αO([f ]2)
, w2

i =
1 + αO([f ]2)

2 + αO([f ]2)
,

w3
i−1 =

1 + αO(h2)

2 + αO([f ]2)
, w3

i =
1 + αO([f ]2)

2 + αO([f ]2)
, (1.45)
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xd ∈]xi−1, xi[:

w1
i−1 =

1 + αO(h2)

2 + αO(h2)
, w1

i =
1 + αO(h2)

2 + αO(h2)
,

w2
i−1 =

1 + αO([f ]2)

2 + αO([f ]2)
, w2

i =
1 + αO([f ]2)

2 + αO([f ]2)
,

w3
i−1 =

1 + αO([f ]2)

2 + αO([f ]2)
, w3

i =
1 + αO([f ]2)

2 + αO([f ]2)
, (1.46)

xd ∈]xi, xi+1[:

w1
i−1 =

1 + αO([f ]2)

2 + αO([f ]2)
, w1

i =
1 + αO(h2)

2 + αO([f ]2)
,

w2
i−1 =

1 + αO([f ]2)

2 + αO([f ]2)
, w2

i =
1 + αO(h2)

2 + αO([f ]2)
,

w3
i−1 =

1 + αO([f ]2)

2 + αO([f ]2)
, w3

i =
1 + αO(h2)

2 + αO([f ]2)
. (1.47)

Gracias a las relaciones anteriores, podemos ver que la contribu-
ción de aquel polinomio cuyo stencil cruce una discontinuidad se-
rá menor. En caso de que la discontinuidad cruce los dos stencils

implicados, xd ∈ [xi−1, xi], ambos pesos poseen la misma magnitud.

3 polinomios de orden 1

En este caso vamos a obtener una aproximación a fi−1/2 a partir
de las interpolaciones dadas por los polinomios p1i−2(x), p1i−1(x) y
p1i (x) (ver (1.32)). La evaluación de dichos polinomios en xi−1/2 viene
dadas por las siguientes expresiones:

p̂1i−2 = −
1

2
fi−2 +

3

2
fi−1,

p̂1i−1 =
1

2
fi−1 +

1

2
fi,

p̂1i =
3

2
fi −

1

2
fi+1. (1.48)

Teniendo en cuenta las expresiones anteriores, y la expresión de
p3i−2 que podemos ver en (1.39), se puede comprobar la relación
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siguiente:

p̂3i−2 =
1

8
p̂1i−2 +

6

8
p̂1i−1 +

1

8
p̂1i . (1.49)

De este modo, definimos la siguiente aproximación a f(xi−1/2):

f̂i−1/2 = wi−2p
1
i−2 + wi−1p

1
i−1 + wip

1
i , (1.50)

donde los pesos wi−2, wi−1 y wi vienen dados por la siguiente expre-
sión:

wi−2 =
1 + |fi−1 − fi|2 + |fi − fi+1|2

8 + 2
∑0

k=−2 |fi+k − fi+k+1|2
,

wi−1 =
6 + |fi−2 − fi−1|2 + |fi − fi+1|2

8 + 2
∑0

k=−2 |fi+k − fi+k+1|2
,

wi =
1 + |fi−2 − fi−1|

2 + |fi−1 − fi|
2

8 + 2
∑0

k=−2 |fi+k − fi+k+1|2
. (1.51)

Notar que bajo el supuesto de que la función f(x) sea suave en
[xi−2, xi+1], los pesos verifican las relaciones siguientes:

wi−2 −
1

8
= O(h2), wi−1 −

6

8
= O(h2), wi −

1

8
= O(h2). (1.52)

las cuales se obtienen fácilmente procediendo de igual modo que
en (1.36). Notar además que en caso de que la función posea una
discontinuidad, xd, en el intevalo [xi−2, xi−1], el polinomio afectado
por la discontinuidad tiene una menor contribución en la aproxi-
mación, para esto es suficiente observar como varia la magnitud
de los pesos en función de la localización de la discontinuidad:

xd ∈ [xi−2, xi−1]

wi−2 =
1 +O(h2)

8 + 2O([f ]2)
, wi−2 =

6 +O([f ]2)

8 + 2O([f ]2)
, wi =

1 +O([f ]2)

8 + 2O([f ]2)
,

xd ∈ [xi−1, xi]

wi−2 =
1 +O([f ]2)

8 + 2O([f ]2)
, wi−2 =

6 +O(h2)

8 + 2O([f ]2)
, wi =

1 +O([f ]2)

8 + 2O([f ]2)
,
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xd ∈ [xi, xi+1]

wi−2 =
1 +O([f ]2)

8 + 2O([f ]2)
, wi−2 =

6 +O([f ]2)

8 + 2O([f ]2)
, wi =

1 +O(h2)

8 + 2O([f ]2)
.

Veamos ahora que la aproximación dada por (1.50) es de orden
O(h4),

0
∑

k=−2

wi+kp̂
1
i+k − p̂3i−2 =

0
∑

k=−2

wi+kp̂
1
i+k −

0
∑

k=−2

Ckp̂
1
i+k =

=
0
∑

k=−2

wi+kp̂
1
i+k − fi−1/2

0
∑

k=−2

wi+k +

+fi−1/2

0
∑

k=−2

Ck −
0
∑

k=−2

Ckp̂
1
i+k =

=
0
∑

k=−2

wi+k(p̂
1
i+k − fi−1/2)−

0
∑

k=−2

Ck(p̂
1
i+k − fi−1/2) =

=

0
∑

k=−2

(wi+k − Ck)(p̂
1
i+k − fi−1/2) = O(h2)O(h2) =

= O(h4), (1.53)

donde

Ci−2 =
1

8
, Ci−1 =

6

8
, Ci =

1

8
.

Así, haciendo uso de (1.53), obtenemos el orden deseado:
0
∑

k=−2

wi+kp̂
1
i+k − fi−1/2 = (

0
∑

k=−2

wi+kp̂
1
i+k − p̂3i−2) + (p̂3i−2 − fi−1/2) =

= O(h4) +O(h4) = O(h4). (1.54)

1.6.2

Extrapolación racional ponderada

La interpolación propuesta en [19], dada por la relación (1.26),
puede ser interpretada como aproximar el valor de f(xi−1/2) a par-
tir de una combinación convexa de los valores extrapolados por
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un polinomio de grado 0 a la izquierda de xi−1/2, p0i−1 = fi−1, y un
polinomio de grado 0 a la derecha de xi−1/2, p0i = fi.

Así, podemos obtener una aproximación a fi−1/2 empleando dos
funciones: fl(x) y fr(x), donde fl(x) interpola a f(x) en nodos xj,
j ≤ i− 1 y fr(x) interpola a f(x) en nodos xj, j ≥ i. Definiendo una
aproximación a fi−1/2 por medio de la siguiente expresión:

f̂i−1/2 = wi−1fl(xi−1/2) + wifr(xi−1/2),

donde wi−1 + wi = 1, wi−1, wi ≥ 0. En caso de que la aproximación
dada por fl o fr no sea lo suficientemente buena por algún motivo,
por ejemplo que el stencil empleado cruce alguna discontinuidad
si consideramos interpolación polinómica a trozos, nos gustaría
que su peso correspondiente, wi−1 o wi respectivamente, sea lo más
pequeño posible para así afectar lo menos posible la aproximación.

De este modo, si consideramos los polinomios p1i−2(x) y p1i (x), ver
(1.32), podemos definir una nueva aproximación a fi−1/2 como:

f̂ 1
i−1/2 = wk

i−1p̂
1
i−2 + wk

i p̂
1
i , k = 1, 2, 3, (1.55)

donde wk
i−1, wk

i son los pesos definidos anteriormente en (1.27),
(1.28) y (1.29), y p̂1i−2, p̂

1
i vienen dados por:

p̂1i−2 = −
1

2
fi−2 +

3

2
fi−1,

p̂1i =
3

2
fi −

1

2
fi+1.

En caso de que la función no posea ninguna discontinuidad en
[xi−2, xi+1], observamos gracias a (1.2) que:

p̂1i−2 − fi−1/2 = O(h2), p̂1i − fi−1/2 = O(h2), (1.56)

y como wk
i−1 + wk

i = 1, k = 1, 2, 3, es fácil ver que la aproximación
dada por (1.55) es O(h2), pues

fi−1/2 − (wk
i−1p̂

1
i−2 + wk

i p̂
1
i ) =

= fi−1/2 − wk
i−1(fi−1/2 +O(h2))− wk

i (fi−1/2 +O(h2)) = O(h2).

Si dicho intervalo posee una discontinuidad, entonces esta puede
estar bien en [xi−2, xi−1/2] o en [xi−1/2, xi+1], obteniendo en el primer
caso:

p̂1i−2 − fi−1/2 = O([f ]), p̂1i − fi−1/2 = O(h2), (1.57)



1. Interpolación de valores puntuales 23

y en el segundo:

p̂1i−2 − fi−1/2 = O(h2), p̂1i − fi−1/2 = O([f ]). (1.58)

Así, si el coeficiente que multiplica al valor extrapolado correspon-
diente al polinomio afectado por la discontinuidad es lo suficien-
temente pequeño, esperamos que nuestra aproximación no se vea
afectada demasiado por la presencia de la discontinuidad.

1.6.3

Interpolación - Extrapolación racional

En este apartado proponemos un esquema interpolatorio que
resulta del uso conjunto de los esquemas propuestos en los apar-
tados 1.6.1 (empleando dos polinomios de segundo orden) y 1.6.2.

Como demostramos anteriormente, ver (1.43) y (1.44), el error
cometido empleando la aproximación dada por:

f̂i−1/2 = wk
i−1p̂

2
i−2 + wk

i p̂
2
i−1, k = 1, 2, 3,

viene dado por:

f̂i−1/2 −
1
∑

l=0

wk
i−lp̂

2
i−l−1 =

{

O(h4), f suave en [xi−2, xi+1],

O([f ]), f discontinua en [xi−2, xi+1].

Por otra parte, si aproximamos fi−1/2 por medio de la combina-
ción convexa de p̂0i−1 = fi−1 y p̂0i = fi obtenemos una aproximación
de orden O(h2) si la función es suave en [xi−1, xi] y de O([f ]) en
caso de que la función sea discontinua en dicho intervalo. Don-
de la aproximación obtenida es una aproximación monótona que
intenta conservar la discontinuidad. Si empleamos como en la sec-
ción anterior los valores extrapolados por los polinomios de orden
1 sustituidos en xi−1/2, p1i−2(xi−1/2) y p1i (xi−1/2) obtenemos una apro-
ximación de orden O(h2) si la función es suave en [xi−2, xi+1], y de
O([f ]) en caso de que la función sea discontinua en dicho intervalo.
No obstante bajo el supuesto de que la función sea discontinua,
nos interesa que el peso que acompaña al valor dado por el po-
linomio cuya aproximación se ve degradada por la presencia de



24 1.6. Modificaciones de la interpolación racional

la discontinuidad sea pequeño, y por tanto la aproximación cal-
culada se vea afectada lo mínimo posible. Entonces en caso de
que la discontinuidad se encuentre en [xi−1/2, xi] o [xi−1, xi−1/2], nos
interesa obtener nuestra aproximación por medio de valores extra-
polados bien a partir de polinomios constantes, bien haciendo uso
del esquema propuesto en la subsección 1.6.2, ya la aproximación
dada por éste vendrá dada prácticamente por p̂1i−1 o p̂1i respecti-
vamente, siendo estos valores calculados a partir de polinomios
interpoladores cuya stencil no cruza ninguna discontinuidad.

Si suponemos que xd ∈]xi−1, xi[ y fuera de este intervalo la fun-
ción es suave, entonces se verifican las siguientes relaciones:

|fi−2 − fi−1| = O(h),

|fi−1 − fi| = O([f ]),

|fi − fi+1| = O(h),

las cuales son sencillas de demostrar mediante desarrollos de Tay-
lor. De esta forma, si se verifica la relación siguiente:

|fi−1 − fi| > máx {|fi−2 − fi−1|, |fi − fi+1|},

supondremos que xd ∈ [xi−1, xi], y por lo tanto aproximamos fi−1/2

por la combinación convexa de p̂0i−1, p̂
0
i ó p̂1i−2, p̂

1
i si decidimos extra-

polar por medio de rectas.
Resumiendo, nuestra aproximación a fi−1/2 viene dada por la

siguiente expresión:

f̂i−1/2 = δip̂
E
k,l + (1− δi)p̂

I
k, k = 1, 2, 3, l = 0, 1, (1.59)

donde δi es:

δi =

{

1, |fi−1 − fi| > máx {|fi−2 − fi−1|, |fi − fi+1|},

0, |fi−1 − fi| ≤ máx {|fi−2 − fi−1|, |fi − fi+1|},

p̂Ik es la aproximación obtenida en la subsección 1.6.1, i.e.

p̂Ik = wk
i−1p̂

2
i−2 + wk

i p̂
2
i−1, k = 1, 2, 3,

y p̂Ek,l es la aproximación obtenida haciendo uso de los valores ex-
trapolados de polinomios constantes si l = 0 o rectas si l = 1:

p̂Ek,l =

{

wk
i−1p̂

0
i−1 + wk

i p̂
0
i , si l = 0

wk
i−1p̂

1
i−2 + wk

i p
1
i , si l = 1.
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1.7
Ejemplo numérico

Veamos a continuación un ejemplo de como se comportan las
técnicas interpolatorias anteriores frente a una discontinuidad.
Para ello hemos tomado dos discretizaciones uniformes del inter-
valo [0, 1], X1 y X2,

X1 = {x1
i }

J10
i=0, J10 = 210, hJ5 = x1

i − x1
i−1 = 2−10, i = 1, . . . , 210,

X2 = {x2
i }

J5
i=0, J10 = 25, hJ5 = x2

i − x2
i−1 = 2−5, i = 1, . . . , 25,

y a partir de la discretización X2 hemos aplicado las diferentes téc-
nicas interpolatorias recursivamente hasta obtener una aproxima-
ción a los datos en la discretización X1. La figura 1.4 muestra los
datos en ambas discretizaciones. Las figuras 1.5 y 1.6 muestran
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Figura 1.4: Izquierda: f(X1). Derecha: f(X2).

los resultados obtenidos con las distintas técnicas interpolatorias
utilizadas, siendo éstas:

LIN4 : interpolación lineal. Aproximación de orden 4 utilizando
polinomios centrados de grado 3.

ENO4 : interpolación ENO. Aproximación de orden 4 utilizando
polinomios de grado 3 (Sección 1.2).
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WENO4 : interpolación WENO. Aproximación de orden 4 utilizan-
do polinomios de grado 2 (Sección 1.4).

RAT : interpolación racional propuesta por S. Carrato y G. Ram-
poni (Sección 1.5).

RAT42 : modificación de la interpolación racional empleando dos
polinomios de segundo grado (Sección 1.6.1).

RAT41 : modificación de la interpolación racional empleando tres
polinomios de primer grado (Sección 1.6.1).

RATE2 : extrapolación racional (Sección 1.6.2).

RATIE1 : interpolación-extrapolación racional, empleando polino-
mios constantes para extrapolar (Sección 1.6.3).

RATIE2 : interpolación-extrapolación racional, empleando polino-
mios de primer grado para extrapolar (Sección 1.6.3).

Se puede observar que únicamente al emplear la técnica in-
terpolatoria lineal obtenemos oscilaciones alrededor de la discon-
tinuidad. Además la técnica RATE2 es la que recupera dicha dis-
continuidad mejor. Por otra parte, la tabla 1.2 nos muestra el error
en ‖ · ‖2 cometido por cada técnica interpolatoria.

LIN4 0.7028 RAT 0.8384
ENO4 0.5586 RAT42 0.7082

WENO4 0.6862 RAT41 0.7457
RATE2 0.8393 RATIE1 0.7306
RATIE2 0.7222

Tabla 1.2: Errores cometidos en ‖ · ‖2
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Figura 1.5: (a) LIN4 (b) ENO4 (c) WENO4
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Figura 1.6: (a) RAT (b) RAT42 (c) RAT41 (d) RATE2 (e) RATIE1 (f) RATIE2
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1.8
Interpolación 2D para valores

puntuales

Supongamos, en esta sección, que los datos que tenemos, {fk
i,j}

Jk
i,j=0

son los valores puntuales de una función real de dos variables de-
finida sobre [0, 1]× [0, 1], i.e.,

f : [0, 1]× [0, 1] −→ R.

De este modo {fk
i,j}

Jk
i,j=0 son los valores que toma la función

f(x, y) en una discretización uniforme del cuadrado [0, 1] × [0, 1],
es decir f(xk

i , y
k
j ), donde

xk
i = i · hk, ykj = j · hk, hk =

1

Jk

, i, j = 0, . . . , Jk,

y k indica el nivel de resolución. En este caso, podemos hallar
una aproximación a los valores de f en un nivel de resolución
superior de dos formas: empleando técnicas interpolatorias uno
dimensionales explicadas anteriormente via producto tensorial o,
empleando una interpolación puramente dos dimensional.

En el caso de hacer uso de las técnicas interpolatorias uno di-
mensionales, en primer lugar hallaríamos una aproximación a un
nivel de resolución intermedio al k y k + 1, que denotaremos por
k + 1/2, éste nivel estaría constituido por la aproximación de f en
la malla constituida por los nodos (xk+1

i , ykj ), donde xk+1
i = i · hk+1,

hk+1 = hk/2, i = 0, . . . , Jk+1 = 2Jk, y ykj = j · hk, j = 0, . . . , Jk donde
dicha aproximación sería obtenida aplicando la técnica interpo-
latoria deseada a {fk

i,j}
Jk
i=0 para cada 0 ≤ j ≤ Jk. Posteriormente

repetiríamos el proceso anterior pero ahora con {fk+1/2
i,j }Jkj=0 para

cada 0 ≤ i ≤ Jk+1, siendo el resultado final {fk+1
i,j }

Jk+1

i,j=0, (ver figura
1.7). En este caso diríamos que hemos obtenido la aproximación
al nivel k + 1 aplicando tensorialmente una técnica interpolatoria
uno dimensional. El lector interesado sobre la aplicación tensorial
de técnicas interpolatorias puede consultar [1, 12, 3, 15].
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Figura 1.7: Mallas discretas en los niveles k, k + 1/2 y k + 1.

Veamos ahora como obtener una aproximación a los datos en
el nivel de resolución k + 1 empleando una interpolación directa-
mente en dos dimensiones. El caso más sencillo es emplear una
interpolación polinómica a trozos lineal, y por tanto independien-
te de los datos. Así fijado s ≥ 1, podemos considerar la siguiente
familia de polinomios en dos variables:

psi,j =
∑

0≤l,m≤2s

al,mx
lym, (1.60)

los coeficientes de dichos polinomios son determinados imponien-
do las siguientes condiciones,

psi,j(x
k
i+l, y

k
j+m) = fk

i+l,j+m, l, m = −s+ 1, . . . , s. (1.61)

De este modo, si p(x, y) es un polinomio que verifica las relacio-
nes dadas en (1.61), para s ≥ 1, definimos entonces la aproxima-
ción en el nivel de resolución k + 1 del siguiente modo:

fk+1
2i,2j = fk

i,j, i = 0, . . . , Jk, j = 0, . . . , Jk (1.62)

fk+1
2i+1,2j = psi,j(x

k+1
2i+1, y

k+1
2j ), i = 0, . . . , Jk − 1, j = 0, . . . , Jk

fk+1
2i,2j+1 = psi,j(x

k+1
2i , yk+1

2j+1), i = 0, . . . , Jk, j = 0, . . . , Jk − 1

fk+1
2i+1,2j+1 = psi,j(x

k+1
2i+1, y

k+1
2j+1), i = 0, . . . , Jk − 1, j = 0, . . . , Jk − 1

Del mismo modo que en el caso uno-dimensional, el polinomio
interpolador de una función f en los nodos (xi, yj), 0 ≤ i ≤ m,
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0 ≤ j ≤ n, donde xi, yj se distribuyen arbitrariamente en los ejes
OX y OY , y xl 6= xh, yl 6= yh si l 6= h viene dado por la expresión
siguiente (ver [27, 44]):

p(x, y) =
m
∑

i=0

n
∑

j=0

f [x0, . . . , xi; y0, . . . , yj]
i−1
∏

h=0

(x− xh)

j−1
∏

k=0

(y − yk), (1.63)

donde los productos vacíos toman el valor 1.
Además para f lo suficientemente suave, se puede demostrar

que existen ξ, ξ′, µ, µ′ verificando:

f(x, y)− p(x, y) = R(x, y) =
∂m+1f(ξ, y)

∂xm+1

∏m
i=0(x− xi)

(m+ 1)!
+

+
∂m+1f(x, µ)

∂yn+1

∏n
j=0(y − yj)

(n+ 1)!
− (1.64)

−
∂m+n+2f(ξ′, µ′)

∂xm+1∂yn+1

∏m
i=0(x− xi)

(m+ 1)!

∏n
j=0(y − yj)

(n+ 1)!
.

Así, en caso de la función f sea lo suficientemente suave, a
partir de (1.64) podemos ver que la aproximación obtenida con los
polinomios psi,j, polinomios que interpolan a f en (2s + 1)× (2s + 1)

nodos, es de orden O(h2s+1
k ). De igual modo que en el caso uno-

dimensional, la calidad de la aproximación se verá afectada en
aquellas zonas en las que el stencil empleado cruce una disconti-
nuidad de la función.

A continuación veremos como realizar una interpolación no li-
neal en la que el stencil empleado dependa de la zona en la que
deseemos hacer la predicción con el objetivo de evitar que éste
cruce discontinuidades y, por tanto, evitar que el orden de inter-
polación se vea afectado.

1.9
Interpolación no lineal en 2D para

valores puntuales

En [27], M. Gasca y T. Sauer repasan los resultados esenciales
acerca de la interpolación polinómica en varias variables. En este
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artículo podemos encontrar desde como construir el polinomio in-
terpolador, así como el error cometido por éste en la aproximación.
Dado que nuestro objetivo es realizar una interpolación polinómi-
ca a trozos en dos variables, de modo que los stencils empleados
no crucen discontinuidades, a continuación proponemos diversa
formas de elegir los stencils .

En los apartados siguientes, supondremos que poseemos una
discretización uniforme del cuadrado [0, 1]×[0, 1], es decir {(xi, yj)}Ni,j=0,
xi = yi = i · h, h = 1/N .

1.9.1

Stencils cuadrados

Una posibilidad es considerar stencils cuadrados formados por
4s2 nodos, con s ≥ 1. De este modo, para cada par (l, n) verificando
1− s ≤ l, n ≤ s− 1, obtenemos el stencil Ss

l,n, formado por

Ss
l,n = {(xi−s+1+l, yj+m), . . . , (xi+s+l, yj+m)}

s+n
m=−s+1+n.

Notar que tenemos entonces (2s−1)2 stencils distintos, conteniendo
cada uno de ellos a los nodos {(xi, yj), (xi+1, yj), (xi, yj+1), (xi+1, yj+1)}.
El stencil seleccionado para cada (xi, yj) será aquel que minimice
el siguiente valor:

s+n
∑

m=−s+1+n

s+l−1
∑

c=−s+1+l

|fk
i+1+c,j+m−fi+c,j+m|+

s+n−1
∑

m=−s+1+n

s+l
∑

c=−s+1+l

|fk
i+c,j+m+1−fi+c,j+m|,

(1.65)
el cual no es más que la suma de todas las diferencias divididas
de primer orden entre los nodos consecutivos del stencil.

Una vez elegido el stencil, definimos la predicción de igual modo
que en (1.62) empleando el polinomio interpolador de f en los no-
dos seleccionados, el cual pertenecerá a la familia de polinomios
dada por (1.60). Así en caso de que la función f sea lo suficiente-
mente suave, podemos ver haciendo uso de (1.64) que la técnica
interpolatoria es de orden O(h2s)
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1.9.2

Stencils triangulares

Otra posibilidad es construir los polinomios interpoladores ha-
ciendo uso de stencils triangulares, de este modo podemos cons-
truir un polinomio p6t(x, y),

p6t(x, y) =
∑

0≤l+m≤2

al,mx
lym. (1.66)

Dicho polinomio interpolaria los datos originales en los 6 nodos del
stencil seleccionado, eligiendo aquel stencil de igual modo que en
el caso de emplear stencils cuadrados, i.e. aquel que minimiza la
suma de las diferencias divididas entre nodos consecutivos. Una
vez construido el polinomio interpolador, la predicción vendrá da-
da por la relación (1.62). La figura 1.8 nos muestra los 4 posibles
stencils que se presentan en el caso de emplear 6 nodos.

r
(xi, yj)

r
(xi+1, yj)

r
r

(xi, yj+1)

r
(xi+1, yj+1)

r

r r
(xi, yj)

r
(xi+1, yj)

r
(xi, yj+1)

r
(xi+1, yj+1)

r

r
r

(xi, yj)

r
(xi+1, yj)

r
(xi, yj+1)

r
(xi+1, yj+1)

r

r
r

(xi, yj)

r
(xi+1, yj)

r r
(xi, yj+1)

r
(xi+1, yj+1)

Figura 1.8: 4 posibles stencils triangulares empleando 6 nodos.

Procediendo de igual modo, podemos considerar stencils trian-
gulares formados por 10 nodos, siendo el polinomio resultante la
siguiente forma:

p10t(x, y) =
∑

0≤l+m≤3

al+mx
lym. (1.67)

En este caso el número de posibles stencils se eleva a 12, pro-
cediendo igual que en el caso anterior tanto para la elección del
stencil como para la predicción.
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1.9.3

Implementación de una interpolación 2D

El polinomio interpolador de una función f(x, y) en los nodos
{(xk, yl)}0≤k≤m,0≤l≤n dado por la expresión (1.63), puede expresarse
del siguiente modo:

p(x, y) =

m−1
∑

k=0

f [x0, . . . , xk; y0]

k−1
∏

i=0

(x− xk) + (1.68)

+ (y − y0)
(

m−1
∑

k=0

f [x0, . . . , xk; y0, y1]

k−1
∏

i=0

(x− xk)
)

+

+ . . .

+
n−1
∏

l=0

(y − yl)
(

m−1
∑

k=0

f [x0, . . . , xk; y0, . . . , yn]
k−1
∏

i=0

(x− xk)
)

.

Resulta evidente, observando (1.68), que los valores obtenidos
al interpolar cuando y = y0 no vienen influenciados por los valores
{f(·, yj)}j 6=0 (análogamente los valores {f(xi, ·)}i 6=0 no influyen en las
aproximaciones de los nodos con x = x0). Este hecho nos facilita el
conocimiento de los filtros a emplear en caso de realizar una inter-
polación dos-dimensional, siempre y cuando la coordenada x o la
coordenada y del punto donde queramos conocer su aproximación
coincida con alguna de los nodos empleados.

Así, si empleamos la notación de la sección 1.8, y consideramos
que los datos que tenemos en el nivel de resolución k son {fk

i,j}
Jk
i,j=0,

podemos obtener las aproximaciones a fk+1
2i+1,2j y fk+1

2i,2j+1 a partir de
filtros uno-dimensionales. Pues si optamos por emplear stencils

cuadrados o triangulares, una vez seleccionado el stencil, el valor
f̂k+1
2i+1,2j es calculado a partir de {fk

·,j} y de igual modo en el cálcu-

lo de f̂k+1
2i,2j+1 solo intervienen los valores {fk

i,·}. Respecto al cálculo

de f̂k+1
2i+1,2j+1, en caso de emplear stencils dos-dimensionales, no es

posible realizar la simplificación anterior.
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1.10
Resultados numéricos

Dada una imagen cualquiera de tamaño (2n0 + 1)× (2m0 + 1), se
puede aumentar su tamaño aplicándole las técnicas interpolato-
rias anteriores de modo que el resultado final es una imagen de
tamaño (2n0+1+1)× (2m0+1+1). En caso de aplicar k veces la misma
técnica interpolatoria recursivamente, el tamaño final de la ima-
gen es (2n0+k + 1)× (2m0+k + 1). En este experimento hemos partido
de una imagen que tiene de una resolución de 65 × 65 píxeles, a
la que hemos aplicado recursivamente la misma técnica interpo-
latoria hasta obtener una imagen de tamaño 513 × 513 píxeles. En
la figura 1.9 podemos ver la imagen empleada a baja resolución y
en la resolución original que pretendemos recuperar tras aplicar
recursivamente las diversas técnicas interpolatorias.

Figura 1.9: Imagen geométrica. Izquierda: 65 × 65 pixeles. Derecha: 513 ×
513 pixeles

Los acrónimos empleados para diferenciar los distintos tipos de
interpolación son los siguientes:

LIN4 : interpolación lineal.

ENO4 : interpolación ENO4 producto tensorial.

WENO4 : interpolación WENO4 producto tensorial.
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ENO2DT : interpolación ENO dos dimensional con stencils trian-
gulares (10 nodos).

Figura 1.10: Arriba: LIN4 - ENO4. Abajo: WENO4 - ENO2DT

RAT : interpolación racional propuesta por S. Carrato y G. Ram-
poni.

RAT42 : modificación de la interpolación racional empleando dos
polinomios de segundo grado.

RAT41 : modificación de la interpolación racional empleando tres
polinomios de primer grado.

RATE2 : extrapolación racional.

RATIE2 : interpolación-extrapolación racional, empleando polino-
mios de primer grado para extrapolar.
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Figura 1.11: Arriba: RAT - RAT42. Centro: RAT41 - RATE2. Abajo: RATIE2
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Podemos observar que la técnica ENO2DT reduce la difusión
de los contornos obtenida por LIN4 y a la vez los resultados ob-
tenidos en el rectángulo horizontal superior son mejores que los
que proporciona la aplicación tensorial de la técnica ENO. Tam-
bién se puede apreciar que los resultados obtenidos con la técnica
ENO2DT son similares a los obtenidos con la técnica WENO4. Res-
pecto a las técnicas derivadas de la interpolación racional, todas
producen unos contornos más definidos que LIN4, ENO4, WENO4
y ENO2DT, siendo RAT, RATE2 y RATIE2 las que consiguen una
mayor definición en los perfiles. Sin embargo, hay que destacar
el pronunciado efecto escalera presente en los perfiles diagonales,
producto de la aplicación tensorial de técnicas interpolatorias uno
dimensionales.



2
Interpolación para

medias en celda

2.1
Conceptos previos

El problema de la interpolación para medias en celda consiste
en: conocidas las medias de una función f(x) en una discretiza-
ción dada, encontrar una función de modo que posea las mis-
mas medias que f(x) en dicha discretización. Denotaremos por
{f̄i}Ni=1 los datos iniciales, donde f̄i es la media de f en el intervalo
Ii = [xi−1, xi], i.e.

f̄i =
1

h

∫ xi

xi−1

f(x) dx, con h = xi − xi−1

con xi = ih, i = 0, . . . , N, Nh = 1.
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De igual modo que en la interpolación para valores puntuales,
podemos emplear un interpolante polinómico a trozos. Así, en este
contexto, la interpolación lineal consiste en construir, para cada
intervalo Ii, un polinomio pi(x) que posea la misma media que f en
dicho intervalo, de modo que el stencil empleado para construir los
polinomios interpoladores sea el mismo para todos los intervalos
y, por tanto, independiente de los datos. La elección más habitual
consiste en elegir un stencil centrado compuesto por 2s + 1 inter-
valos (s ≥ 1), siendo así pi un polinomio de grado 2s que verifica las
condiciones siguientes:

1

h

∫

Ii+l

pi(x) dx = f̄i+l, con l ∈ {−s, . . . , s}. (2.1)

La existencia y unicidad del polinomio pi(x) es sencilla de probar
estudiando el carácter del sistema lineal dado por (2.1).

La reconstrucción vía función primitiva, nos muestra otra mane-
ra de construir un polinomio que interpole las medias de la fun-
ción f . Esta construcción aprovecha la relación existente entre los
valores puntuales de la primitiva de una función y las medias de
ésta. Sea F (x) la única primitiva de f(x) que verifica F (0) = 0, i.e.
F (x) =

∫ x

0
f(y) dy, y sea Fi los valores puntuales correspondientes

a F en los nodos xi = 0, . . . , N ,

Fi =

∫ xi

0

f(y) dy, i = 0, . . . , N.

Se verifican entonces las siguientes igualdades:

f̄i =
Fi − Fi−1

h
, ∀i = 1, . . . , N,

F̄i = h

i
∑

k=0

f̄k, ∀i = 0, . . . , N, (2.2)

que nos muestran las relaciones existentes entre los valores pun-
tuales de la función F y la medias en celda de f . Así si tomamos
un interpolante de los valores puntuales de F en {xi}Ni=0, I(x;F ),
se puede definir una función, R(x; f̄) que posea las mismas me-
dias que la función f en los intervalos Ii, i = 1, . . . , N , del siguiente
modo:

R(x; f̄) =
d

dx
I(x;F ), (2.3)
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pues dado que I(xi, F ) = Fi, tenemos ∀1 ≤ i ≤ N :

1

h

∫ xi

xi−1

R(x; f̄ ) dx =
1

h

∫ xi

xi−1

d

dx
I(x;F ) dx =

Fi − Fi−1

h
= f̄i.

Veamos ahora el error cometido al aproximar f(x) por R(x; f̄).
Supongamos que I(x;F ) es un interpolante polinómico a trozos de
F de orden r + 1, construido a partir de los nodos x0, . . . , xr, con
xi = ih. Así, a partir de (1.2) se tiene que:

F (x)− I(x;F ) = F [x0, . . . , xr, x]
r
∏

i=0

(x− xi), ∀x ∈ [x0, xr].

Si f es continua en x, derivando la expresión anterior se obtiene
el error cometido al aproximar f(x) por R(x; f̄):

f(x)−R(x; f̄) = f(x)−
d

dx
I(x;F ) =

d

dx
F [x0, . . . , xr, x]

r
∏

i=0

(x− xi)

+F [x0, . . . , xr, x]

r
∑

j=0

r
∏

i = 0
i 6= j

(x− xi), (2.4)

donde si f (p) posee una discontinuidad en [x0, xr], y por tanto dis-
continuidad de F (p+1), haciendo uso de (1.7) obtenemos:

f(x)−R(x; f̄) =

{

O(hr) si r ≤ p,

O([f (p)])hp en otro caso.
(2.5)

Si por el contrario f es discontinua en x, y suponemos que
existe un δ > 0 de modo que f es continua en ]x − δ, x[ y ]x, x + δ[,
podemos ver el error cometido en x+ y x− empleando la expresión
(2.4),

f(x± δ)−R(x± δ; f̄) =
d

dx
F [x0, . . . , xr, x± δ]

r
∏

i=0

(x± δ − xi)

+F [x0, . . . , xr, x± δ]
r
∑

j=0

r
∏

i = 0
i 6= j

(x± δ − xi),
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donde haciendo δ → 0, obtenemos otra vez la expresión (2.5) para
x±.

De igual modo que en la interpolación de valores puntuales,
la calidad de la aproximación se ve degradada en aquellos casos
que el stencil empleado cruza una singularidad de f . Las técnicas
interpolatorias no lineales nos permiten ampliar la zona de aproxi-
mación óptima. Así podemos construir un interpolante polinómico
a trozos, en el que los stencils utilizados son elegidos mediante
técnicas ENO (ver algoritmos 1.1 y 1.2). Así, si f(x) presenta un
salto en xd ∈ Ii, y fuera de este intervalo es suficientemente suave,
empleando polinomios de grado r para la construcción de I(x;F ),
tenemos que el error cometido viene dado por:

f(x) =

{

R(x; f̄) +O(hr), ∀x ∈ Ik, k 6= i,

R(x; f̄) +O([f ]) ∀x ∈ Ii.

Notar que a pesar de haber definido el interpolante polinómico
de f(x) como la derivada de un interpolante de su función primi-
tiva F (x), el cual expresado en la forma del polinomio de Newton
(1.1) emplea las diferencias divididas de F , puede ser expresado
en función de las diferencias divididas de f̄ gracias a la siguiente
relación:

f̄ [xi, . . . , xi+n] = (n + 1)F [xi−1, . . . , xi+n]. (2.6)

Dicha relación es sencilla de demostrar por inducción, pues si
n = 0, es evidente que:

f̄i =
Fi − Fi−1

h
= F [xi−1, xi].

Supongamos (2.6) cierta para diferencias divididas de orden n,
veamos que se verifica para n+ 1:

f̄ [xi, . . . , xi+n+1] =
f̄ [xi+1, . . . , xi+n+1]− f̄ [xi, . . . , xi+n]

xi+n+1 − xi

=
(n+ 1)F̄ [xi, . . . , xi+n+1]− (n+ 1)F̄ [xi−1, . . . , xi+n]

(n+ 1)h

= (n+ 2)
F̄ [xi, . . . , xi+n+1]− F̄ [xi−1, . . . , xi+n]

(n+ 2)h

= (n+ 2)F [xi−1, . . . , xi+n+1].
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En el caso de que f posea un salto en xd ∈ Ij, podemos aplicar
la técnica ENO subcell resolution a la función F , ya que xd es una
esquina de ésta. Aprovechando este hecho podemos localizar la
posición de la discontinuidad en el intervalo Ij.

Supongamos ahora que tenemos una partición uniforme del
intervalo [0, 1], en un nivel de resolución k, Xk = {xk

i }
Nk

i=0, x
k
i = ihk,

hk = 1/Nk, y conocemos las medias de una función f(x), {f̄i}
Nk

i=0, en
los intervalos Iki = [xk

i−1, x
k
i ], i = 1, . . . , Nk,

f̄k
i =

1

hk

∫ xk
i

xk
i−1

f(x) dx , i = 1, . . . , Nk.

Consideremos un nivel de resolución mayor, k+1, de modo que
Xk+1 = {xk+1

i }
Nk+1

i=0 , verifique

xk+1
i = ihk+1, Nk+1 = 2Nk, hk+1 = 1/Nk+1 = hk/2. (2.7)

Notar que siempre en este caso

Iki = Ik+1
2i−1 ∪ Ik+1

2i ,

y por tanto para obtener una aproximación en un nivel de resolu-
ción mayor debemos obtener una aproximación de las medias de
la función f(x) en las celdas Ik+1

2i−1 y Ik+1
2i . Dichas aproximaciones

serán, en función del stencil Sk
i empleado, las medias de un poli-

nomio psi de grado 2s cuyas medias coinciden con las de f(x) en las
2s+ 1 celdas del stencil calculadas en Ik+1

2i−1 y Ik+1
2i .

A continuación mostramos las aproximaciones obtenidas, en
función del stencil seleccionado, para los casos s = 0 y s = 1 son:

s = 0

Sk
i = {Iki }

f̂k+1
2i−1 = f̄k

i ,

f̂k+1
2i = f̄k

i .

s = 1
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Figura 2.1: Stencils posibles para el caso s = 1.
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i , I

k
i+1}

f̂k+1
2i−1 =

1

8
f̄k
i−1 + f̄k

i −
1

8
f̄k
i+1,

f̂k+1
2i = −

1

8
f̄k
i−1 + f̄k

i +
1

8
f̄k
i+1.

Sk
i = {Iki , I

k
i+1, I

k
i+2}

f̂k+1
2i−1 =

11

8
f̄k
i −

4

8
f̄k
i+1 +

1

8
f̄k
i+2,

f̂k+1
2i =

5

8
f̄k
i +

4

8
f̄k
i+1 −

1

8
f̄k
i+2.

Notar que se verifica la siguiente relación:

f̂k+1
2i−1 + f̂k+1

2i = 2f̄k
i ,

ya que

f̄k
i =

1

hk

∫ xk
i

xk
i−1

f(x) dx =
1

hk

(

∫ xk+1
2i−1

xk+1
2i−2

f(x) dx+

∫ xk+1
2i

xk+1
2i−1

f(x) dx

)

=

=
1

2

(

2

hk

(

∫ xk+1
2i−1

xk+1
2i−2

psi (x) dx+

∫ xk+1
2i

xk+1
2i−1

psi (x) dx

))

=

=
1

2

(

f̂k+1
2i−1 + f̂k+1

2i

)

.

De este modo, conocida la aproximación a la media de la función
en la celda Ik+1

2i−1, f̂
k+1
2i se obtiene de forma inmediata a partir de:

f̂k+1
2i = 2f̄k

i − f̂k+1
2i−1 (2.8)
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2.2
Interpolación racional para medias

en celda

En esta sección proponemos dos modificaciones de la interpo-
lación racional para valores puntuales de G. Ramponi ([19, 20, 21,
19, 42]) para el contexto de la interpolación de medias en celda.
Así, continuando con la notación anterior, conocidas las medias
de f(x) en la discretización Xk, obtendremos una aproximación a
las medias de f(x) en el nivel de resolución k + 1, donde Xk+1 vie-
ne definido como en en (2.7). De igual modo que la aproximación
racional para valores puntuales, nuestra propuesta para medias
en celda consiste en aproximar la media del intervalo deseado por
una combinación convexa de todas las aproximaciones de polino-
mios de un determinado orden que interpolen la media del inter-
valo deseado. En nuestro caso proponemos dos aproximaciones, la
primera obtenida a partir de dos polinomios de primer grado y la
segunda calculada a partir de tres polinomios de segundo grado.
Notar que en ambos casos, únicamente calculamos la aproxima-
ción para la celda Ik+1

2i−1, ya que f̂k+1
2i puede ser obtenida utilizando

la relación (2.8).

Aproximación a partir de dos polinomios
de primer grado

Sea (pri )2j−1 la media del polinomio de grado r, pri (x), cuyas me-
dias coinciden con las medias de la función f(x) en los intervalos
{Iki , I

k
i+1, . . . , I

k
i+r},
∫

Ik
i+l

pri (x) dx =

∫

Ik
i+l

f(x) dx, ∀l ∈ {0, . . . r},

calculada en el intervalo Ik+1
2j−1,

(pri )2j−1 =
1

Ik+1
2j−1

∫

Ik+1
2j−1

pri (x) dx.
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Así tenemos que las medias de los polinomio p2i−1(x), p
1
i−1(x) y

p1i (x) en el intervalo Ik+1
2i−1 vienen dadas por las siguientes expresio-

nes:

(p2i−1)2i−1 =
1

8
f̄k
i−1 + f̄k

i −
1

8
f̄k
i+1,

(p1i−1)2i−1 =
1

4
f̄k
i−1 +

3

4
f̄k
i ,

(p1i )2i−1 =
5

4
f̄k
i −

1

4
f̄k
i+1.

Es fácil verificar que:

(p2i−1)2i−1 =
1

2
(p1i−1)2i−1 +

1

2
(p1i )2i−1.

Aproximamos f̄k+1
2i−1 por el valor dado por la expresión siguiente:

f̂k+1
2i−1 = ωi−1(p

1
i−1)2i−1 + ωi(p

1
i )2i−1, (2.9)

siendo ωi−1, ωi:

ωi−1 =
1 + |f̄k

i+1 − f̄k
i |

2

2 + |f̄k
i − f̄k

i−1|
2 + |f̄k

i+1 − f̄k
i |

2
,

ωi =
1 + |f̄k

i − f̄k
i−1|

2

2 + |f̄k
i − f̄k

i−1|
2 + |f̄k

i+1 − f̄k
i |

2
. (2.10)

Veamos el error cometido por nuestra aproximación. Bajo el su-
puesto de que los intervalos {Ii−1, Ii, Ii+1} no presenten ninguna
singularidad, se verifican entonces las siguientes relaciones:

(p2i−1)2i−1 = f̂k+1
2i−1 +O(h3

k),

(p1i−1)2i−1 = f̂k+1
2i−1 +O(h2

k),

(p1i )2i−1 = f̂k+1
2i−1 +O(h2

k).

Además,

ωi −
1

2
=

1 + |f̄k
i+1 − f̄k

i |
2

2 + |f̄k
i − f̄k

i−1|
2 + |f̄k

i+1 − f̄k
i |

2
−

1

2
=

=
2 · (1 + |f̄k

i+1 − f̄k
i |

2)− (2 + |f̄k
i − f̄k

i−1|
2 + |f̄k

i+1 − f̄k
i |

2)

2 · (2 + |f̄k
i − f̄k

i−1|
2 + |f̄k

i+1 − f̄k
i |

2)
=

=
|f̄k

i+1 − f̄k
i |

2 − |f̄k
i − f̄k

i−1|
2

2 · (2 + |f̄k
i − f̄k

i−1|
2 + |f̄k

i+1 − f̄k
i |

2)
= O(h2

k),
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y de igual modo se demuestra que ωi−1 −
1
2
= O(h2

k).
Para demostrar que |f̄k

i+1 − f̄k
i | = O(hk) es suficiente emplear la

relación entre f̄k
i y la función primitiva, (2.2), y tomar desarrollos

de Taylor entorno a xk
i bajo el supuesto de que la función es suave

(ver [3] para más detalles).
Así tenemos que:

0
∑

l=−1

wi+l(p
1
i+l)2i−1 − (p2i−1)2i−1 =

0
∑

l=−1

wi+l(p
1
i+l)2i−1 −

0
∑

l=−1

1

2
(p1i+l)2i−1 =

=

0
∑

l=−1

wi+l(p
1
i+l)2i−1 −

0
∑

l=−1

1

2
(p1i+l)2i−1 + f̄k+1

2i−1

0
∑

l=−1

1

2
− f̄k+1

2i−1

0
∑

l=−1

wi+l =

=

0
∑

l=−1

wi+l

(

(p1i+l)2i−1 − f̄k+1
2i−1

)

−
0
∑

l=−1

1

2

(

(p1i+l)2i−1 − f̄k+1
2i−1

)

=

=
0
∑

l=−1

(

wi+l −
1

2

)

·
(

(p1i+l)2i−1 − f̄k+1
2i−1

)

= O(h2
k) ·O(h2

k) = O(h4
k).

A partir de esta relación, obtenemos finalmente el orden de
nuestra aproximación:

0
∑

l=−1

wi+l(p
1
i+l)2i−1 − f̄k+1

2i−1 =

(

0
∑

l=−1

wi+l(p
1
i+l)2i−1 − (p2i−1)2i−1

)

+
(

(p2i−1)2i−1 − f̄k+1
2i−1

)

=

= O(h4
k) +O(h3

k) = O(h3
k).

Luego la aproximación obtenida es de orden O(h3
k) siendo así

el error cometido del mismo orden que el obtenido al interpolar
empleando un polinomio de segundo grado.

Aproximación a partir de tres polinomios
de segundo grado

En este caso emplearemos las aproximaciones obtenidas por los
tres polinomios de segundo grado que contienen al intervalo Iki , in-
tentado obtener el mismo orden de aproximación que al aproximar
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por el polinomio de cuarto grado que interpola las medias de los
intervalos {Iki+l}

2
l=−2. Siguiendo la notación anterior tenemos:

(p4i−2)2i−1 = −
3

128
f̄k
i−2 +

11

64
f̄k
i−1 + f̄k

i −
11

64
f̄k
i+1 +

3

128
f̄k
i+2,

(p2i−2)2i−1 = −
1

8
f̄k
i−2 +

1

2
f̄k
i−1 +

5

8
f̄k
i ,

(p2i−1)2i−1 =
1

8
f̄k
i−1 + f̄k

i −
1

8
f̄k
i+1,

(p2i )2i−1 =
11

8
f̄k
i −

1

2
f̄k
i+1 +

1

8
f̄k
i+2.

Teniendo en cuenta las relaciones anteriores, tenemos que:

(p4i−2)2i−1 =
3

16
(p2i−2)2i−1 +

10

16
(p2i−1)2i−1 +

3

16
(p2i )2i−1.

Definimos nuestra aproximación a f̄k+1
2i−1 como:

f̂k+1
2i−1 = ωi−2(p

2
i−2)2i−1 + ωi−1(p

2
i−1)2i−1 + ωi(p

2
i )2i−1, (2.11)

siendo ωi−2, ωi−1, ωi :

ωi−2 =
3 + |f̄k

i+1 − f̄k
i |

2 + |f̄k
i+2 − f̄k

i+1|
2

16 + 2
(

|f̄k
i−1 − f̄k

i−2|
2 + |f̄k

i+2 − f̄k
i+1|

2
)

+ |f̄i − f̄i−1|2 + |f̄i+1 − f̄i|2
,

ωi−1 =
10 + |f̄k

i−1 − f̄k
i−2|

2 + |f̄k
i+2 − f̄k

i+1|
2

16 + 2
(

|f̄k
i−1 − f̄k

i−2|
2 + |f̄k

i+2 − f̄k
i+1|

2
)

+ |f̄i − f̄i−1|2 + |f̄i+1 − f̄i|2
,

ωi =
3 + |f̄k

i−1 − f̄k
i−2|

2 + |f̄k
i − f̄k

i−1|
2

16 + 2
(

|f̄k
i−1 − f̄k

i−2|
2 + |f̄k

i+2 − f̄k
i+1|

2
)

+ |f̄i − f̄i−1|2 + |f̄i+1 − f̄i|2
.

(2.12)

En el caso de que la función sea suave en los intervalos {Iki+l}
2
l=−2,

se verifican las siguientes igualdades:

(p4i−2)2i−1 = f̂k+1
2i−1 +O(h5

k),

(p2i−2)2i−1 = f̂k+1
2i−1 +O(h3

k),

(p2i−1)2i−1 = f̂k+1
2i−1 +O(h3

k),

(p2i )2i−1 = f̂k+1
2i−1 +O(h3

k),
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Además, teniendo en cuenta que |f̄k
l+1 − f̄k

l |
2 = O(h2

k) y, por tanto,

ωi−2 =
3

16
+O(h2

k), ωi−1 =
10

16
+O(h2

k) y ωi =
3

16
+O(h2

k),

podemos obtener el orden de nuestra aproximación:

0
∑

l=−2

(p2i+l)2i−1 − (p4i−2)2i−1 =
0
∑

l=−2

ωi+lp
2
i+l2i−1

−
0
∑

l=−2

Ci+l(p
2)2i−1 =

0
∑

l=−2

(p2i+l)2i−1 −
0
∑

l=−2

Ci+l(p
2)2i−1 + f̄k+1

2i−1

0
∑

l=−2

Ci+l − f̄k+1
2i−1

0
∑

l=−2

ωi+l =

0
∑

l=−2

ωi+l

(

(p2i+l)2i−1 − f̄k+1
2i−1

)

−
0
∑

l=−2

Ci+l

(

(p2i+l)2i−1 − f̄k+1
2i−1

)

=

0
∑

l=−2

(ωi+l − Ci+l) ·
(

(p2i+l)2i−1 − f̄k+1
2i−1

)

= O(h2
k) · O(h3

k) = O(h5
k),

siendo Ci−2 = Ci =
3

16
, Ci−1 =

10

16
.

Finalmente,

∑

l=−2

ωi+l(p
2
i+l)2i−1 − f̄k+1

2i−1 =

(

0
∑

l=−2

ωi+l(p
2
i+l)2i−1 − ((p4i−2)2i−1)

)

+
(

(p4i−2)2i−1 − f̄k+1
2i−1

)

= O(h5
k) +O(h5

k) = O(h5
k).

Por tanto, nuestra aproximación es de orden cinco, siendo este el
orden óptimo que podemos alcanzar al involucrar a cinco interva-
los.

2.3
Ejemplo numérico

A continuación, repetimos el experimento realizado en la sec-
ción 1.7 considerando ahora los datos, ver figura 1.4, como las
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medias de una cierta función f(x) en las siguientes discretizacio-
nes del intervalo [0, 1]:

I2i = [x2
i−1, x

2
i ], i = 0, . . . , 25,

I1i = [x1
i−1, x

1
i ], i = 0, . . . , 210,

donde x1
i y x2

i son definidos del mismo modo que en la sección 1.7.
Para ello hemos aplicado recursivamente las técnicas interpolato-
rias siguientes:

LIN3 : interpolación lineal de orden 3 (3 intervalos).

LIN5 : interpolación lineal de orden 5 (5 intervalos).

ENO3 : interpolación ENO de orden 3.

WENO3 : interpolación WENO de orden 3.

RAT3 : interpolación racional con dos polinomios de primer grado
(Sección 2.2).

RAT5 : interpolación racional con tres polinomios de segundo gra-
do (Sección 2.2).

La figura 2.2 muestra los resultados obtenidos, y la tabla 2.1
recoge los errores en ‖ · ‖2 cometidos por cada técnica. En ellas
podemos ver como el fenómeno de Gibbs presente en las técnicas
lineales desaparece con las técnicas ENO3, WENO3 y con las dos
modificaciones propuestas de la interpolación racional. Esto últi-
mo es debido a que los pesos introducidos en dichas aproxima-
ciones hacen que la contribución del polinomio interpolador que
cruza la discontinuidad sea pequeña.

Si observamos los errores cometido por cada técnica podemos
ver que: de las técnicas interpolatorias de orden 3, el error come-
tido por ENO3, WENO3 y RAT3 es similar e inferior al cometido al
emplear la interpolación lineal LIN3. Respecto a las técnicas inter-
polatorias de orden 5, la modificación racional produce un error
menor que al emplear interpolación lineal de dicho orden.
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Figura 2.2: (a) LIN3 (b) LIN5 (c) ENO3 (d) WENO3 (e) RAT3 (f) RAT5
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LIN3 9.1817
LIN5 10.5362
ENO3 6.6341

WENO3 6.6930
RAT3 6.2942
RAT5 6.6140

Tabla 2.1: Errores cometidos en ‖ · ‖2

2.4
Interpolación 2D para medias en

celda

Supongamos en este caso, que los datos {f̄k
i,j}

Nk

i,j=1, representan
las medias de una función f(x, y) en las celdas Ck

i,j, donde éstas son
una discretización uniforme de [0, 1]× [0, 1] para una resolución k,
i.e.,

Ck
i,j = [xk

i−1, x
k
i ]×[ykj−1, y

k
j ], x

k
i = i·hk, y

k
j = j·hk, i, j = 0, . . . , Nk, hk = 1/Nk,

(2.13)
luego

f̄k
i,j =

1

h2
k

∫

Ck
i,j

f(x, y) dx dy.

En el caso de considerar un nivel de resolución mayor, k + 1,
de modo que hk+1 = hk/2, el objetivo es obtener una aproximación
a las medias de f(x, y) en las celdas Ck+1

i,j definidas de igual modo
que en (2.13). Notar que así definidas se verifica la relación si-
guiente entre las celdas de dos niveles de resolución consecutivos
(ver figura 2.3):

Ck
i,j = Ck+1

2i−1,2j−1 ∪ Ck+1
2i−1,2j ∪ Ck+1

2i,2j−1 ∪ Ck+1
2i,2j. (2.14)

A partir de la aditividad de la integral, y teniendo en cuenta
(2.14), obtenemos la siguiente relación entre las medias de dos
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Ck
i,j

Ck+1
2i−1,2j−1 Ck+1

2i,2j−1

Ck+1
2i−1,2j Ck+1

2i,2j

Figura 2.3: Izq. Ck
i,j. Der.Ck+1

2i−1,2j−1 ∪ Ck+1
2i−1,2j ∪ Ck+1

2i,2j−1 ∪ Ck+1
2i,2j

niveles de resolución consecutivos:

f̄k
i,j =

1

h2
k

∫

Ck
i,j

f(x, y)dxdy

=
1

h2
k

(

∫

Ck+1
2i,2j

f(x, y)dxdy +

∫

Ck+1
2i−1,2j

f(x, y)dxdy

+

∫

Ck+1
2i,2j−1

f(x, y)dxdy +

∫

Ck+1
2i−1,2j−1

f(x, y)dxdy
)

=
1

4

(

f̄k+1
2i,2j + f̄k+1

2i−1,2j + f̄k+1
2i,2j−1 + f̄k+1

2i−1,2j−1

)

. (2.15)

De igual modo que en el caso unidimensional (ver (2.8)), las
aproximaciones a las medias de f(x) en las celdas Ck+1

2i−1,2j−1, C
k+1
2i−1,2j,

Ck+1
2i,2j−1, C

k+1
2i,2j, verificarán:

4f̄k
i,j = f̂k+1

2i−1,2j−1 + f̂k+1
2i−1,2j + f̂k+1

2i,2j−1 + f̂k+1
2i,2j . (2.16)

La aplicación tensorial de las técnicas interpolatorias unidi-
mensionales para medias en celda, nos permite obtener una apro-
ximación a f̄k+1

2i−1,2j−1, f̄
k+1
2i−11,2j, f̄

k+1
2i,2j−1 y f̄k+1

2i,2j.
En caso de querer aplicar una interpolación polinómica pura-

mente dos-dimensional, el caso más sencillo es emplear una in-
terpolación polinómica lineal, para ello dado s ≥ 0, consideramos
para cada celda el siguiente polinomio

psi,j =
∑

0≤l,m≤2s

al,mx
lym,
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de modo que los coeficientes al,m son calculados a partir de las
siguientes (2s+ 1)2 ecuaciones:

1

h2
k

∫ xk
i+l

xk
i+l−1

∫ ykj+m

ykj+m−1

psi,j(x, y)dxdy = f̄k
i+l,j+m, l, m = −s, . . . , s.

Las aproximaciones a las medias de f(x, y) en las celdas Ck+1
2i−1,2j−1,

Ck+1
2i−1,2j, C

k+1
2i,2j−1 y Ck+1

2i,2j, son obtenidas como la media del polinomio
psi,j(x, y) en la celda correspondiente, es decir:

f̂k+1
2i−1,2j−1 =

1

h2
k+1

∫ xk+1
2i−1

xk+1
2i−2

∫ yk+1
2j−1

yk+1
2j−2

psi,j(x, y)dxdy,

f̂k+1
2i−1,2j =

1

h2
k+1

∫ xk+1
2i−1

xk+1
2i−2

∫ yk+1
2j

yk+1
2j−1

psi,j(x, y)dxdy,

f̂k+1
2i,2j−1 =

1

h2
k+1

∫ xk+1
2i

xk+1
2i−1

∫ yk+1
2j−1

yk+1
2j−2

psi,j(x, y)dxdy,

f̂k+1
2i,2j =

1

h2
k+1

∫ xk+1
2i

xk+1
2i−1

∫ yk+1
2j

yk+1
2j−1

psi,j(x, y)dxdy.

En el caso de tomar s = 1, es decir empleando stencils formados
por 3× 3 celdas, las expresiones anteriores son:

f̂k+1
2i−1,2j−1 = f̄k

i,j +
1

8
(f̄k

i,j−1 + f̄k
i−1,j − f̄k

i+1,j − f̄k
i,j+1)

+
1

64
(f̄k

i+1,j+1 + f̄k
i−1,j−1 − f̄k

i+1,j−1 − f̄k
i−1,j+1),

f̂k+1
2i,2j−1 = f̄k

i,j +
1

8
(f̄k

i,j−1 − f̄k
i−1,j + f̄k

i+1,j − f̄k
i,j+1)

−
1

64
(f̄k

i+1,j+1 + f̄k
i−1,j−1 − f̄k

i+1,j−1 − f̄k
i−1,j+1),

f̂k+1
2i−1,2j = f̄k

i,j +
1

8
(−f̄k

i,j−1 + f̄k
i−1,j − f̄k

i+1,j + f̄k
i,j+1)

−
1

64
(f̄k

i+1,j+1 + f̄k
i−1,j−1 − f̄k

i+1,j−1 − f̄k
i−1,j+1),

f̂k+1
2i,2j = f̄k

i,j +
1

8
(−f̄k

i,j−1 − f̄k
i−1,j + f̄k

i+1,j + f̄k
i,j+1)

+
1

64
(f̄k

i+1,j+1 + f̄k
i−1,j−1 − f̄k

i+1,j−1 − f̄k
i−1,j+1). (2.17)
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Para s ≥ 1 podemos expresar las aproximaciones anteriores (ver
[11, 16]) del siguiente modo:

f̂k+1
2i−1,2j−1 = f̄k

i,j +Qx(i, j; f̄
k) +Qy(i, j; f̄

k) +Qxy(i, j; f̄
k),

f̂k+1
2i,2j−1 = f̄k

i,j −Qx(i, j; f̄
k) +Qy(i, j; f̄

k)−Qxy(i, j; f̄
k),

f̂k+1
2i−1,2j = f̄k

i,j +Qx(i, j; f̄
k)−Qy(i, j; f̄

k)−Qxy(i, j; f̄
k),

f̂k+1
2i,2j = f̄k

i,j −Qx(i, j; f̄
k)−Qy(i, j; f̄

k) +Qxy(i, j; f̄
k),

(2.18)

siendo

Qx(i, j; f̄
k) =

s
∑

l=1

βl(f̄
k
i+l,j − f̄k

i−l,j),

Qy(i, j; f̄
k) =

s
∑

m=1

βm(f̄
k
i,j+m − f̄k

i,j−m),

Qxy(i, j; f̄
k) =

s
∑

l=1

βl

s
∑

m=1

βm(f̄
k
i+l,j+m − f̄k

i−l,j+m − f̄k
i+l,j−m + f̄k

i−l,j−m),

(2.19)

y los coeficientes βi son;
{

s = 1 ⇒ β1 = −1
8

s = 2 ⇒ β1 = − 22
128

, β2 = − 3
128

.

En estos casos se obtienen aproximaciones de orden 2s+ 1.

2.5
Interpolación ENO 2D para medias

en celda

De igual modo que en el caso unidimensional, es posible reali-
zar una interpolación no lineal eligiendo para cada celda Ck

i,j aquel
stencil que sea más adecuado para interpolar. Así, si consideramos
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stencils cuadrados formados por 3 × 3 celdas, existen 9 posibles
stencils, Sk

i,j que contienen la celda Ck
i,j (ver figura 2.4):

Sk;u,v
i,j = {Ck

i−2+n+u,j−2+m+v}0≤n,m≤2, 0 ≤ u, v ≤ 2.

Figura 2.4: Stencils posibles. La celda coloreada representa a Ck
i,j

.

La elección del stencil adecuado para la interpolación se realiza
a partir de los stencils seleccionados de un modo no jerárquico en
la dirección horizontal y vertical, pues estos nos determinan un
único stencil de los nueve anteriores. Una vez el elegido el stencil,
SENO
i,j , se determina el polinomio pENO

i,j que verifica:

1

h2
k

∫

Ck
n,m

pENO
i,j dxdy = f̄k

n,m, ∀Ck
n,m ∈ SENO

i,j ,

y definimos las medias de f en el nivel de resolución k+1 como las
medias del polinomio pENO

i,j en las celdas Ck+1
2i−1,2j−1, C

k+1
2i,2j−1, C

k+1
2i−1,2j y

Ck+1
2i,2j. A continuación mostramos las aproximaciones obtenidas al

emplear los diferentes stencils 3× 3 que contienen a la celda Ck
i,j.
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Stencil formado por las celdas Ck
i−2,j−2, C

k
i−1,j−2, C

k
i,j−2, C

k
i−2,j−1,

Ck
i−1,j−1, C

k
i,j−1, C

k
i−2,j, C

k
i−1,j y Ck

i,j:

f̂k+1
2i−1,2j−1 =

25

64
f̄k
i,j −

5

64
f̄k
i,j−2 +

5

16
f̄k
i−1,j +

1

64
f̄k
i−2,j−2 −

5

64
f̄k
i−2,j

+
1

4
f̄k
i−1,j−1 +

5

16
f̄k
i,j−1 −

1

16
f̄k
i−1,j−2 −

1

16
f̄k
i−2,j−1,

f̂k+1
2i,2j−1 =

55

64
f̄k
i,j −

11

64
f̄k
i,j−2 −

5

16
f̄k
i−1,j −

1

64
f̄k
i−2,j−2 +

5

64
f̄k
i−2,j

−
1

4
f̄k
i−1,j−1 +

11

16
f̄k
i,j−1 +

1

16
f̄k
i−1,j−2 +

1

16
f̄k
i−2,j−1,

f̂k+1
2i−1,2j =

55

64
f̄k
i,j +

5

64
f̄k
i,j−2 +

11

16
f̄k
i−1,j −

1

64
f̄k
i−2,j−2 −

11

64
f̄k
i−2,j

−
1

4
f̄k
i−1,j−1 −

5

16
f̄k
i,j−1 +

1

16
f̄k
i−1,j−2 +

1

16
f̄k
i−2,j−1,

f̂k+1
2i,2j =

121

64
f̄k
i,j +

11

64
f̄k
i,j−2 −

11

16
f̄k
i−1,j +

1

64
f̄k
i−2,j−2 +

11

64
f̄k
i−2,j

+
1

4
f̄k
i−1,j−1 −

11

16
f̄k
i,j−1 −

1

16
f̄k
i−1,j−2 −

1

16
f̄k
i−2,j−1.

Stencil formado por las celdas Ck
i−2,j−1, Ck

i−1,j−1, Ck
i,j−1, Ck

i−2,j,

Ck
i−1,j, C

k
i,j, C

k
i−2,j+1, C

k
i−1,j+1 y Ck

i,j+1:

f̂k+1
2i−1,2j−1 = −

5

64
f̄k
i,j+1 +

5

64
f̄k
i,j−1 −

1

16
f̄k
i−1,j+1 −

1

64
f̄k
i−2,j−1

+
1

64
f̄k
i−2,j+1 +

1

2
f̄k
i−1,j +

5

8
f̄k
i,j +

1

16
f̄k
i−1,j −

1

8
f̄k
i−2,j,

f̂k+1
2i,2j−1 = −

11

64
f̄k
i,j+1 +

11

64
f̄k
i,j−1 +

1

16
f̄k
i−1,j+1 +

1

64
f̄k
i−2,j−1

−
1

64
f̄k
i−2,j+1 −

1

2
f̄k
i−1,j +

11

8
f̄k
i,j −

1

16
f̄k
i−1,j +

1

8
f̄k
i−2,j,

f̂k+1
2i−1,2j =

5

64
f̄k
i,j+1 −

5

64
f̄k
i,j−1 +

1

16
f̄k
i−1,j+1 +

1

64
f̄k
i−2,j−1

−
1

64
f̄k
i−2,j+1 +

1

2
f̄k
i−1,j +

5

8
f̄k
i,j −

1

16
f̄k
i−1,j −

1

8
f̄k
i−2,j ,

f̂k+1
2i,2j =

11

64
f̄k
i,j+1 −

11

64
f̄k
i,j−1 −

1

16
f̄k
i−1,j+1 −

1

64
f̄k
i−2,j−1

+
1

64
f̄k
i−2,j+1 −

1

2
f̄k
i−1,j +

11

8
f̄k
i,j +

1

16
f̄k
i−1,j +

1

8
f̄k
i−2,j .
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Stencil formado por las celdas Ck
i−2,j, C

k
i−1,j, C

k
i,j, C

k
i−2,j+1, C

k
i−1,j+1,

Ck
i,j+1, C

k
i−2,j+2, C

k
i−1,j+2 y Ck

i,j+2:

f̂k+1
2i−1,2j−1 =

5

64
f̄k
i,j+2 +

55

64
f̄k
i,j +

1

8
f̄k
i−1,j+2 −

11

64
f̄k
i−2,j −

1

64
f̄k
i−2,j+2

−
1

4
f̄k
i−1,j+1 −

5

16
f̄k
i,j+1 +

11

16
f̄k
i−1,j +

1

16
f̄k
i−2,j+1,

f̂k+1
2i,2j−1 = −

5

64
f̄k
i,j+2 +

25

64
f̄k
i,j −

1

8
f̄k
i−1,j+2 −

5

64
f̄k
i−2,j +

1

64
f̄k
i−2,j+2

+
1

4
f̄k
i−1,j+1 +

5

16
f̄k
i,j+1 +

5

16
f̄k
i−1,j −

1

16
f̄k
i−2,j+1,

f̂k+1
2i−1,2j = −

11

64
f̄k
i,j+2 +

55

64
f̄k
i,j +

1

8
f̄k
i−1,j+2 +

5

64
f̄k
i−2,j −

1

64
f̄k
i−2,j+2

−
1

4
f̄k
i−1,j+1 +

11

16
f̄k
i,j+1 −

5

16
f̄k
i−1,j +

1

16
f̄k
i−2,j+1,

f̂k+1
2i,2j =

11

64
f̄k
i,j+2 +

121

64
f̄k
i,j −

1

8
f̄k
i−1,j+2 +

11

64
f̄k
i−2,j +

1

64
f̄k
i−2,j+2

+
1

4
f̄k
i−1,j+1 −

11

16
f̄k
i,j+1 −

11

16
f̄k
i−1,j −

1

16
f̄k
i−2,j+1.

Stencil formado por las celdas Ck
i−1,j−2, C

k
i,j−2, C

k
i+1,j−2, C

k
i−1,j−1,

Ck
i,j−1, C

k
i+1,j−1, C

k
i−1,j, C

k
i,j y Ck

i+1,j:

f̂k
2i−1,2j−1 = −

5

64
f̄k
i+1,j +

1

64
f̄k
i+1,j−2 +

5

4
f̄k
i,j −

1

64
f̄k
i−1,j−2 +

5

64
f̄k
i−1,j

+
1

2
f̄k
i,j−1 −

1

16
f̄k
i+1,j−1 −

1

8
f̄k
i,j−2 +

1

16
f̄k
i−1,j−1,

f̂k
2i,2j−1 =

5

64
f̄k
i+1,j −

1

64
f̄k
i+1,j−2 +

5

4
f̄k
i,j +

1

64
f̄k
i−1,j−2 −

5

64
f̄k
i−1,j

+
1

2
f̄k
i,j−1 +

1

16
f̄k
i+1,j−1 −

1

8
f̄k
i,j−2 −

1

16
f̄k
i−1,j−1,

f̂k
2i−1,2j = −

11

64
f̄k
i+1,j −

1

64
f̄k
i+1,j−2 +

11

4
f̄k
i,j +

1

64
f̄k
i−1,j−2 +

11

64
f̄k
i−1,j

−
1

2
f̄k
i,j−1 +

1

16
f̄k
i+1,j−1 +

1

8
f̄k
i,j−2 −

1

16
f̄k
i−1,j−1,

f̂k
2i,2j =

11

64
f̄k
i+1,j +

1

64
f̄k
i+1,j−2 +

11

4
f̄k
i,j −

1

64
f̄k
i−1,j−2 −

11

64
f̄k
i−1,j

−
1

2
f̄k
i,j−1 −

1

16
f̄k
i+1,j−1 +

1

8
f̄k
i,j−2 +

1

16
f̄k
i−1,j−1.
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Stencil formado por las celdas Ck
i−1,j−1, C

k
i,j−1, C

k
i+1,j−1, C

k
i−1,j, C

k
i,j,

Ck
i+1,j, C

k
i−1,j+1, C

k
i,j+1 y Ck

i+1,j+1:

f̂k
2i−1,2j−1 =

1

64
f̄k
i+1,j+1 −

1

64
f̄k
i+1,j−1 −

1

4
f̄k
i,j+1 +

1

64
f̄k
i−1,j−1

−
1

64
f̄k
i−1,j+1 + f̄k

i,j −
1

4
f̄k
i+1,j +

1

4
f̄k
i,j−1 +

1

4
f̄k
i−1,j,

f̂k
2i,2j−1 = −

1

64
f̄k
i+1,j+1 +

1

64
f̄k
i+1,j−1 −

1

4
f̄k
i,j+1 −

1

64
f̄k
i−1,j−1

+
1

64
f̄k
i−1,j+1 + f̄k

i,j +
1

4
f̄k
i+1,j +

1

4
f̄k
i,j−1 −

1

4
f̄k
i−1,j,

f̂k
2i−1,2j = −

1

64
f̄k
i+1,j+1 +

1

64
f̄k
i+1,j−1 +

1

4
f̄k
i,j+1 −

1

64
f̄k
i−1,j−1

+
1

64
f̄k
i−1,j+1 + f̄k

i,j −
1

4
f̄k
i+1,j −

1

4
f̄k
i,j−1 +

1

4
f̄k
i−1,j ,

f̂k
2i,2j =

1

64
f̄k
i+1,j+1 −

1

64
f̄k
i+1,j−1 +

1

4
f̄k
i,j+1 +

1

64
f̄k
i−1,j−1

−
1

64
f̄k
i−1,j+1 + f̄k

i,j +
1

4
f̄k
i+1,j +

1

4
f̄k
i,j−1 −

1

4
f̄k
i−1,j.

Stencil formado por las celdas Ck
i−1,j, C

k
i,j, C

k
i+1,j, C

k
i−1,j+1, C

k
i,j+1,

Ck
i+1,j+1, C

k
i−1,j+2, C

k
i,j+2 y Ck

i+1,j+2:

f̂k
2i−1,2j−1 = −

1

64
f̄k
i+1,j+2 −

11

64
f̄k
i+1,j +

1

4
f̄k
i,j+2 +

11

64
f̄k
i−1,j +

1

64
f̄k
i−1,j+2

−
1

2
f̄k
i,j+1 +

1

8
f̄k
i+1,j+1 +

11

4
f̄k
i,j −

1

64
f̄k
i−1,j+1,

f̂k
2i,2j−1 =

1

64
f̄k
i+1,j+2 +

11

64
f̄k
i+1,j +

1

4
f̄k
i,j+2 −

11

64
f̄k
i−1,j −

1

64
f̄k
i−1,j+2

−
1

2
f̄k
i,j+1 −

1

8
f̄k
i+1,j+1 +

5

4
f̄k
i,j +

1

64
f̄k
i−1,j+1,

f̂k
2i−1,2j =

1

64
f̄k
i+1,j+2 −

5

64
f̄k
i+1,j −

1

4
f̄k
i,j+2 +

5

64
f̄k
i−1,j −

1

64
f̄k
i−1,j+2

+
1

2
f̄k
i,j+1 −

1

8
f̄k
i+1,j+1 +

5

4
f̄k
i,j +

1

64
f̄k
i−1,j+1,

f̂k
2i,2j = −

1

64
f̄k
i+1,j+2 +

5

64
f̄k
i+1,j −

1

4
f̄k
i,j+2 −

5

64
f̄k
i−1,j +

1

64
f̄k
i−1,j+2

+
1

2
f̄k
i,j+1 +

1

8
f̄k
i+1,j+1 +

5

4
f̄k
i,j −

1

64
f̄k
i−1,j+1,
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Stencil formado por las celdas Ck
i,j−2, Ck

i+1,j−2, Ck
i+2,j−2, Ck

i,j−1,

Ck
i+1,j−1, C

k
i+2,j−1, C

k
i,j, C

k
i+1,j y Ck

i+2,j:

f̂k
2i−1,2j−1 =

5

64
f̄k
i+2,j −

1

64
f̄k
i+2,j−2 −

5

8
f̄k
i+1,j −

11

64
f̄k
i,j−2 +

55

64
f̄k
i,j

−
1

4
f̄k
i+1,j−1 +

1

16
f̄k
i+2,j−1 +

1

16
f̄k
i+1,j−2 +

11

16
f̄k
i,j−1,

f̂k
2i,2j−1 = −

5

64
f̄k
i+2,j +

1

64
f̄k
i+2,j−2 +

5

8
f̄k
i+1,j −

5

64
f̄k
i,j−2 +

25

64
f̄k
i,j

+
1

4
f̄k
i+1,j−1 −

1

16
f̄k
i+2,j−1 −

1

16
f̄k
i+1,j−2 +

5

16
f̄k
i,j−1,

f̂k
2i−1,2j =

11

64
f̄k
i+2,j +

1

64
f̄k
i+2,j−2 −

11

8
f̄k
i+1,j +

11

64
f̄k
i,j−2 +

121

64
f̄k
i,j

+
1

4
f̄k
i+1,j−1 −

1

16
f̄k
i+2,j−1 −

1

16
f̄k
i+1,j−2 −

11

16
f̄k
i,j−1,

f̂k
2i,2j = −

11

64
f̄k
i+2,j −

1

64
f̄k
i+2,j−2 +

11

8
f̄k
i+1,j +

5

64
f̄k
i,j−2 +

55

64
f̄k
i,j

−
1

4
f̄k
i+1,j−1 +

1

16
f̄k
i+2,j−1 +

1

16
f̄k
i+1,j−2 −

5

16
f̄k
i,j−1.

Stencil formado por las celdas Ck
i,j−1, C

k
i+1,j−1, C

k
i+2,j−1, C

k
i,j, C

k
i+1,j,

Ck
i+2,j, C

k
i,j+1, C

k
i+1,j+1 y Ck

i+2,j+1:

f̂k
2i−1,2j−1 = −

1

64
f̄k
i+2,j+1 +

1

64
f̄k
i+2,j−1 +

1

16
f̄k
i+1,j+1 +

11

64
f̄k
i,j−1

−
11

64
f̄k
i,j+1 −

1

2
f̄k
i+1,j +

1

8
f̄k
i+2,j −

1

16
f̄k
i+1,j−1 +

11

8
f̄k
i,j,

f̂k
2i,2j−1 =

1

64
f̄k
i+2,j+1 −

1

64
f̄k
i+2,j−1 −

1

16
f̄k
i+1,j+1 +

5

64
f̄k
i,j−1

−
5

64
f̄k
i,j+1 +

1

2
f̄k
i+1,j −

1

8
f̄k
i+2,j +

1

16
f̄k
i+1,j−1 +

5

8
f̄k
i,j,

f̂k
2i−1,2j =

1

64
f̄k
i+2,j+1 −

1

64
f̄k
i+2,j−1 −

1

16
f̄k
i+1,j+1 −

11

64
f̄k
i,j−1

+
11

64
f̄k
i,j+1 −

1

2
f̄k
i+1,j +

1

8
f̄k
i+2,j +

1

16
f̄k
i+1,j−1 +

11

8
f̄k
i,j ,

f̂k
2i,2j = −

1

64
f̄k
i+2,j+1 +

1

64
f̄k
i+2,j−1 +

1

16
f̄k
i+1,j+1 −

5

64
f̄k
i,j−1

−
5

64
f̄k
i,j+1 +

1

2
f̄k
i+1,j −

1

8
f̄k
i+2,j −

1

16
f̄k
i+1,j−1 +

5

8
f̄k
i,j .
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Stencil formado por las celdas Ck
i,j, C

k
i+1,j, C

k
i+2,j, C

k
i,j+1, C

k
i+1,j+1,

Ck
i+2,j+1, C

k
i,j+2, C

k
i+1,j+2 y Ck

i+2,j+2:

f̂k
2i−1,2j−1 =

1

64
f̄k
i+2,j+2 +

11

64
f̄k
i+2,j −

1

16
f̄k
i+1,j+2 +

121

64
f̄k
i,j +

11

64
f̄k
i,j+2

+
1

4
f̄k
i+1,j+1 −

1

4
f̄k
i+2,j+1 −

11

16
f̄k
i+1,j −

11

16
f̄k
i,j+1,

f̂k
2i,2j−1 = −

1

64
f̄k
i+2,j+2 −

11

64
f̄k
i+2,j +

1

16
f̄k
i+1,j+2 +

55

64
f̄k
i,j +

5

64
f̄k
i,j+2

−
1

4
f̄k
i+1,j+1 +

1

4
f̄k
i+2,j+1 +

11

16
f̄k
i+1,j −

5

16
f̄k
i,j+1,

f̂k
2i−1,2j = −

1

64
f̄k
i+2,j+2 +

5

64
f̄k
i+2,j +

1

16
f̄k
i+1,j+2 +

55

64
f̄k
i,j −

11

64
f̄k
i,j+2

−
1

4
f̄k
i+1,j+1 +

1

4
f̄k
i+2,j+1 −

5

16
f̄k
i+1,j +

11

16
f̄k
i,j+1,

f̂k
2i,2j =

1

64
f̄k
i+2,j+2 −

5

64
f̄k
i+2,j −

1

16
f̄k
i+1,j+2 +

25

64
f̄k
i,j −

5

64
f̄k
i,j+2

+
1

4
f̄k
i+1,j+1 −

1

4
f̄k
i+2,j+1 +

5

16
f̄k
i+1,j +

5

16
f̄k
i,j+1.

2.6
Resultados numéricos

Veamos los resultados obtenidos al aplicar las siguientes técni-
cas interpolatorias a una imagen geométrica y una imagen real.

LIN2D : interpolación lineal 2D con stencils de 3× 3 celdas.

ENO2D : interpolación ENO 2D (ver figura 2.4).

WENO3 : interpolación WENO3 (producto tensorial).

SR : interpolación ENO-Subcell Resolution (producto tensorial).

RAT3 : interpolación racional con dos polinomios de primer grado
(producto tensorial).
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Figura 2.5: Izquierda: Imagen Original. Derecha: Ventana de 64× 64 píxe-

les

RAT5 : interpolación racional con tres polinomios de segundo gra-
do (producto tensorial).

Notar que mientras las técnicas LIN2D, ENO2D son puramente
dos-dimensionales, SR, WENO3, RAT3 y RAT5 se han aplicado
tensorialmente hasta obtener la imagen resultado.

2.6.1

Ampliación de una imagen geométrica

A partir de una ventana de 64× 64 píxeles de la imagen geomé-
trica (Figura 2.5) hemos ampliado hasta obtener una imagen final
de 512 × 512 pixeles (Figura 2.6). La técnica lineal es la que nos
ofrece una mayor difusión en los perfiles de la imagen, mientras
que con la interpolación ENO-SR obtenemos una mayor definición
en éstos. Las técnicas ENO2D, WENO3, RAT3 y RAT5 disminuyen
significativamente la difusión presente en los contornos con res-
pecto a LIN2D. Notar además que las ampliaciones conseguidas
con WENO3 y RAT3 son similares, mientras que RAT5 consigue
unos perfiles más definidos y una disminución del efecto escalera
respecto WENO3 y RAT3. Además RAT5 consigue unos resultados
más naturales en las zonas suaves de la imagen.
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Figura 2.6: Arriba: LIN2D. ENO2D Centro: WENO3. SR Abajo: RAT3.

RAT5.
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2.6.2

Ampliación de una imagen real

En este caso realizamos el mismo experimento con la imagen de
la figura 2.7. De igual modo, las dimensiones de la imagen original
y la ventana son 256 × 256 y 64 × 64 píxeles respectivamente, am-
pliando esta última hasta obtener una ventan de 512× 512 píxeles.

Figura 2.7: Izquierda: Imagen Original. Derecha: Ventana de 64× 64 píxe-

les

Llegamos a las mismas conclusiones que en el caso de la ima-
gen geométrica.
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Figura 2.8: Arriba: LIN2D. ENO2D Centro: WENO3. SR. Abajo: RAT3.

RAT5.
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3
Multirresolución de

Harten

3.1
Introducción

La multirresolución de Harten (ver [2, 10]), nos permite obtener
una descomposición multiescala de un conjunto de datos discre-
tos, de modo que dicha reordenación tenga unas propiedades me-
jores que la inicial. En nuestro caso estamos interesados en la me-
jor compresión de los datos transformados. El resultado obtenido
tras aplicar el algoritmo de multirresolución a unos datos dados,
puede ser interpretado como una “aproximación” de la información
inicial en un nivel de resolución menor, más unos “detalles” que
en principio nos permiten recuperar los datos iniciales.
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Podemos considerar que los datos originales pertenecientes a
cierto espacio V k, son el resultado de aplicar un operador discre-

tización a una función f , donde k indica el nivel de resolución (al
crecer el valor de k, más resolución). En el contexto de valores pun-
tuales podemos considerar que los datos discretos son los valores
puntuales de f en una malla dada.

La multirresolución de Harten está fundamentada en los opera-
dores decimación y predicción que relacionan dos niveles de reso-
lución consecutivos, así el operador decimación, Dk−1

k , nos permite
pasar del nivel de resolución k al nivel de resolución k − 1, mien-
tras que el operador predicción, P k

k−1, nos permite transitar entre
el nivel de resolución k − 1 y el nivel de resolución k, es decir:

Dk−1
k : V k −→ V k−1 , P k

k−1 : V
k−1 −→ V k.

Los operadores anteriores son definidos a partir del operador
discretización antes mencionado, y un operador reconstrucción.
Para definir estos dos operadores, consideremos F un espacio fun-
cional:

F ⊂ {f | f : Ω ⊂ R
m −→ R}.

Definimos el operador discretización, Dk, de modo que dada f ∈
F , Dk(f) = fk pertenece al espacio V k, es decir:

Dk : F −→ V k = Dk(F).

El operador Dk debe ser un operador lineal y sobreyectivo.
El operador reconstrucción es definido de modo que si vk ∈ V k,

Rk(v
k) ∈ F , i.e.

Rk : V k −→ F .

Los operadores decimación y reconstrucción deben verificar una
condición de consistencia. Dicho condición no es nada más que la
reconstrucción de un conjunto discreto de datos debe contener,
exactamente, la misma información que el conjunto inicial de da-
tos, i.e.

DkRkv
k = vk, ∀vk ∈ V k , es decir DkRk = IV k . (3.1)

Notar que el recíproco no es cierto, es decir RkDkv
k constituye una

aproximación a vk, pero no tiene porque coincidir con vk.
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Dada una secuencia de operadores discretización {Dk}, y re-
construcción {Rk}, verificando la condición de consistencia (3.1),
se definen los operadores decimación y predicción como sigue:

Dk−1
k = Dk−1Rk, P k

k−1 = DkRk−1. (3.2)

La figura 3.1 nos muestra la relación existente entre los operado-
res discretización, reconstrucción, decimación y predicción.

V k






�
F
J
J
JĴ
V k−1

� �

?







�

F
J
J
JJ]

��

6

Dk−1
k

P k
k−1

Rk Dk−1

Dk Rk−1

Figura 3.1: Relación entre los diferentes operadores.

Diremos que una sucesión de operadores discretización, {Dk},
es ennidada si verifica la siguiente relación:

Dkf = 0 ⇒ Dk−1f = 0, ∀f ∈ F . (3.3)

Notar que si {Dk} es ennidada, entonces el operador Dk−1
k es in-

dependiente respecto del operador reconstrucción empleado. Para
demostrar esta afirmación, consideremos {Rk} y {R′

k} dos secuen-
cias de operadores reconstrucción verificando (3.1), entonces se
verifica:

Dk(Rkv
k −R′

kv
k) = DkRkv

k −DkR
′
kv

k = vk − vk = 0, ∀vk ∈ V k.

De este modo si consideramos que {Dk} es ennidada, emplean-
do (3.2) y (3.3), podemos observar que la definición del operador
decimación es independiente del operador reconstrucción:

Dk−1(Rkv
k −R′

kv
k) = 0 ⇒ Dk−1Rkv

k = Dk−1R
′
kv

k, ∀vk ∈ V k.
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Por tanto, si tomamos {Dk} ennidada, el operador decimación
será también un operador lineal, independientemente de la linea-
lidad del operador reconstrucción. Además Dk−1

k será también un
operador sobreyectivo, siendo así mayor la información conteni-
da en un nivel de resolución mayor que en un nivel de resolución
inferior.

Haciendo uso de las relaciones (3.1) y (3.2), obtenemos una re-
lación análoga a la condición de consistencia entre los operadores
decimación y predicción:

Dk−1
k P k

k−1 = Dk−1RkDkRk−1 = IV k−1 , (3.4)

la cual es inmediata a partir de DmRkDk si m < k. Para probar esta
relación tomemos f ∈ F , entonces:

DkRkDkf = (DkRk)Dkf = Dkf,

aprovechando la linealidad de Dk:

Dk(RkDkf − f) = 0,

y debido al hecho de que Dk es ennidada llegamos a:

Dk−1(RkDkf − f) = 0 ⇒ Dk−1RkDkf = Dk−1f, (3.5)

y empleando (3.5) recursivamente obtenemos la relación que que-
ríamos probar:

DmRkDk, ∀m < k. (3.6)

Sea vk ∈ V k, entonces dado que P k
k−1D

k−1
k vk constituye una apro-

ximación a vk, definimos el error cometido en dicha aproximación
como:

ek = vk − P k
k−1D

k−1
k vk = (IV k − P k

k−1D
k−1
k )vk =: Qkv

k ∈ V k. (3.7)

Así, conocido vk−1 = Dk−1
k vk ∈ V k−1 y ek, podemos recuperar vk,

siendo entonces igual la información que contiene vk que la infor-
mación del conjunto {vk−1, ek}, i.e.

vk ≡ {vk−1, ek},

pues haciendo uso de la expresión de vk es inmediata la siguiente
relación vk = P k

k−1v
k−1 + ek.
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Notar que el conjunto {vk−1, ek} posee información redundan-
te, pues si Nk = dim V k, resulta que {vk−1, ek} consta de Nk−1 + Nk

elementos, teniendo {vk−1, ek} y vk la misma información. Para eli-
minar la información redundante de {vk−1, ek}, aprovechamos el
hecho de que ek pertenece al núcleo del operador Dk−1

k , ya que:

Dk−1
k ek = Dk−1

k (IV k − P k
k−1D

k−1
k )vk = Dk−1

k vk −Dk−1
k P k

k−1D
k−1
k vk

= Dk−1
k vk − IV kDk−1

k vk = 0.

Por tanto, ek ∈ N (Dk−1
k ) = {vk ∈ V k : Dk−1

k vk = 0}. Sea {µk
i } una

base del núcleo de Dk−1
k cuya dimensión es dim V k − dim V k−1 =

Nk −Nk−1, y expresemos ek en función de esta base:

ek =
∑

i

dki µ
k
i .

Sea Gk el operador que dado ek ∈ N (Dk−1
k ) le asocia sus coorde-

nadas {dki } correspondientes a la base {µk
i }, y sea Ek el operador

que dada una serie de coeficientes {dki } le asocie
∑

i d
k
i µ

k
i . Tenemos

entonces la siguiente relación:

vk ≡ {vk−1, dk},

donde, ahora sí, ambos conjuntos tienen igual cantidad de ele-
mentos pues el número de elementos de {vk−1, dk} es igual a:

dim V k−1 + dim N (Dk−1
k ) = Nk−1 + (Nk −Nk−1) = Nk = dim V k.

Notar que podemos pasar de vk a {vk−1, dk} mediante las siguien-
tes expresiones:

vk−1 = Dk−1
k vk,

dk = Gk(IV k − P k
k−1D

k−1
k )vk,

y viceversa
vk = P k

k−1v
k−1 + Ekd

k,

relación que es inmediata a partir de ek = Ekd
k.

Si reiteramos el proceso anterior en el que hemos establecido la
equivalencia vk ≡ {vk−1, dk}, con los distintos niveles de resolución
vn, n < k, obtenemos la descomposición multiescala de vk. Así si
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consideramos que los datos discretos originales están en un nivel
de resolución L, podemos llegar a establecer la siguiente equiva-
lencia:

vL ≡ {v0, d1, d2, . . . , dL}.

vL → vL−1 → vL−2 → . . .
↘ ↘ ↘

dL dL−1 . . .

Figura 3.2: Descomposición multiescala.

Los algoritmos para obtener la transformación multiescala y su
transformación inversa son los siguientes:

Algoritmo. 3.1. Transformación directa

vL → MvL = (v0, d1, . . . , dl)











for k = L, . . . , 1

vk−1 = Dk−1
k vk

dk = Gk(v
k − P k

k−1v
k−1),

Algoritmo. 3.2. Transformación Inversa

MvL → M−1MvL

{

for k = 1, . . . , L

vk = P k
k−1v

k−1 + Ekd
k

A partir de vk = Dkf , y considerando {Dk} una secuencia de
operadores discretización ennidada, podemos expresar el error de
predicción (3.7) a partir de los operadores discretización y predic-
ción:

ek = (I − P k
k−1D

k−1
k )vk = (I −DkRk−1Dk−1Rk)Dkf

= (Dk −DkRk−1Dk−1RkDk)f = (Dk −DkRk−1Dk−1)f

= Dk(I −Rk−1Dk−1)f.
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La relación anterior nos muestra que el problema de encontrar
un buen operador predicción para la multirresolución de Harten,
se puede plantear como conocida Dk−1f = vk−1, v ∈ F , encontrar
una “buena aproximación” a Dkf , siendo este último un problema
de teoría de la aproximación.

3.2
Multirresolución de Harten para

valores puntuales

Consideremos el espacio funcional de las funciones acotadas
definidas sobre un dominio acotado Ω, i.e. F = B(Ω). Sea Xk =
{xk

i }
Jk
i=0, x

k
i ∈ Ω, y definamos fk = Dkf del modo siguiente:

fk
i = (Dkf)i = f(xk

i ), fk = {fk
i }

Jk
i=0. (3.8)

Así definida, fk
i es una discretización por valores puntuales. No-

tar que en este caso el espacio V k es un espacio de dimensión
finita, con dimV k = Nk = Jk + 1.

La sucesión de los operadores decimación, {Dk} es ennidada,
ver (3.3), si y solo si Xk−1 ⊂ Xk, ∀k. En este caso la decimación
consiste en eliminar de fk las componentes fk

i = f(xk
i ) tales que

xk
i /∈ Xk−1, y por tanto su definición es independiente del operador

reconstrucción.
El operador reconstrucción será un operador Rk verificando:

Rk : V
k −→ B(Ω), DkRkf

k = fk,

es decir, (Rkf
k)(xk

i ) = fk
i = f(xk

i ). Por tanto, Rkf
k(x) debe pertenecer

al espacio B(Ω) e interpolar a la función f en los nodos {xk
i }. De

este modo, podemos emplear como operador reconstrucción una
técnica interpolatoria. Si definimos

(Rkf
k)(x) := I(x; fk).

a partir de (3.2), tenemos:

(P k
k−1f

k−1)i = (DkI(·; f
k−1))i = I(xk

i ; f
k−1).
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Para los valores xk
i ∈ Xk−1, la predicción consiste en tomar el

valor de la función en dichos nodos, mientras que para los valores
xk
i /∈ Xk−1 se calculará el valor interpolado.

El error de predicción eki = fk
i −I(xk

i ; f
k−1) es igual a 0 para todo

xk
i ∈ Xk−1. De este modo se definen los coeficientes dk = {dkj} como

el error de interpolación en los puntos xk
j ∈ Xk −Xk−1.

3.2.1

Multirresolución en [0, 1]

Consideremos ahora el caso particular en el que los datos dis-
cretos son los valores que toma una función f perteneciente al
espacio funcional B[0, 1], i.e. el espacio de las funciones acotadas
en I = [0, 1]. Sea XL una discretización uniforme de I:

XL = {xL
i }

JL
i=0, xL

i = i · JL, hL =
1

JL
, JL = 2LJ0, (3.9)

donde L indica el nivel de resolución y J0 es un número entero da-
do. Las discretizaciones correspondientes a niveles de resolución
inferior, Xk = {xk

i }
Jk
i=0, k = 0, . . . , L − 1 son definidas del siguiente

modo:
xk−1
i = xk

2i, i = 0, . . . , Jk−1 = Jk/2. (3.10)

Así la discretización del nivel de resolución k − 1 está formada
por los nodos pares del nivel de resolución k (ver figura 3.3).

t t t t t t txk
2i−3 xk

2i−2 xk
2i−1 xk

2i xk
2i+1 xk

2i+2 xk
2i+3

xk−1
i−1 xk−1

i xk−1
i+1

Figura 3.3: Discretizaciones Xk y Xk−1

Definimos entonces el operador decimación en el contexto de
valores puntuales en el intervalo [0, 1] como

fk−1
i = (Dk−1

k fk)i = fk
2i, 0 ≤ i ≤ Jk (3.11)
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Notar que de este modo el operador predicción debe verificar
(P k

k−1f
k−1)2i = fk

2i, y por tanto los operadores decimación y pre-
dicción satisfacen la condición de consistencia (3.4). Teniendo en
cuenta lo anterior, se comprueba fácilmente que el error cometido
en los nodos pares, xk

2i, es nulo, i.e.,

ek2i = fk
2i − (P k

k−1f
k−1)i = 0.

Así, los algoritmos de la transformación directa e inversa para
el contexto de los valores puntuales en el intervalo [0, 1] son los
siguientes:

Algoritmo. 3.3. Transformación Directa (valores puntuales en [0, 1])

fL → (f 0, d1, . . . , dL)

for k = L, . . . , 1
fk−1
i = fk

2i, 0 ≤ i ≤ Jk−1

dki = fk
2i−1 − I(xk

2i−1; f
k−1), 1 ≤ i ≤ Jk−1

end

Algoritmo. 3.4. Transformación Inversa (valores puntuales en [0, 1])

(f 0, d1, . . . , dL) → fL

for k = 1, . . . , L
fk
2i = fk−1

i , 0 ≤ i ≤ Jk−1

fk
2i−1 = I(xk

2i−1; f
k−1) + dki , 1 ≤ i ≤ Jk−1

end

En los algoritmos anteriores, el operador I puede ser cualquier
operador interpolación. Si empleamos un interpolante polinómico
a trozos de grado r, dado que los coeficientes dk son los errores
de interpolación cometidos en los nodos impares del nivel de re-
solución k, tendremos que dki = O(hr+1

k ) en aquellas zonas donde
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la función sea lo suficientemente suave. En caso de que el sten-

cil empleado cruce alguna discontinuidad de la derivada p−ésima
tendremos entonces que dki = O(hp

k), si p ≤ r. Así en presencia de
singularidades, tal y como vimos en la sección 1.1, el número de
nodos donde la predicción no es óptima, y por tanto el número de
coeficientes dki de una magnitud mayor, puede ser reducido evitan-
do tomar stencils conteniendo singularidades, lo cual es posible en
ciertos casos empleando técnicas interpolatorias no lineales.

3.2.2

Multirresolución en [0, 1]× [0, 1]

En el caso dos-dimensional, los datos discretos {fL
i,j}

JL
i,j=0, repre-

sentan los valores que toma una función f : [0, 1]× [0, 1] → R en la
partición uniforme XL = {(xL

i , x
L
j )}

JL
i,j=0, donde xL

i = i · hL, yLj = j · hL,
i, j = 0, . . . , JL, hL = 1/JL, donde L indica el nivel de resolución. De
forma análoga al caso de una dimensión, definimos las mallas co-
rrespondiente al nivel k − 1 a partir de los nodos de índice par-par
correspondientes al nivel de resolución k (ver figura 3.4):

Xk−1 = {(xk−1
i , yk−1

j )}
Jk−1

i,j=0, Jk−1 =
Jk

2
(xk−1

i , yk−1
j ) = (xk

2i, y
k
2j).

s s s s s
s s s s s
s s s s s
s s s s s
s s s s s

Xk

s s s

s s s

s s s

Xk−1

Figura 3.4: Mallas Xk y Xk−1

El operador decimación se define en el caso dos-dimensional de
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la siguiente forma:

fk−1
i,j = (Dk−1

k f)i,j = fk
2i,2j , 0 ≤ i, j ≤ Jk−1.

Con el objetivo de que los operadores decimación y predicción
sean consistentes, i.e. verifiquen (3.4), el operador predicción debe
satisfacer

(P k
k−1f)2i,2j = fk−1

i,j , 0 ≤ i, j ≤ Jk−1.

Así, conocidos los errores cometidos por el operador predicción
en aquellos nodos que no están presentes en dos niveles de re-
solución consecutivos, obtenemos una biyección entre los datos
discretos en el nivel de resolución k y los datos en el nivel de reso-
lución k − 1 más los errores correspondientes. Sean entonces dki,j;1,
dki,j;2 y dki,j;3 dichos errores,

dki,j;1 =fk
2i+1,2j − (P k

k−1f)2i+1,2j, 0 ≤ i < Jk−1, 0 ≤ j ≤ Jk−1,

dki,j;2 =fk
2i,2j+1 − (P k

k−1f)2i,2j+1, 0 ≤ i ≤ Jk−1, 0 ≤ j < Jk−1,

dki,j;3 =fk
2i+1,2j+1 − (P k

k−1f)2i+1,2j+1, 0 ≤ i < Jk−1, 0 ≤ j < Jk−1.

Empleando entonces fk−1 y dk = (dk1, d
k
2, d

k
3) es inmediato esta-

blecer la equivalencia {fk} ≡ {fk−1, dk}. Si consideramos que los
datos originales están en un nivel de resolución L, y reiteramos el
proceso anterior hasta un nivel de resolución e, e < L, obtenemos

{fL} ≡ {f e, de+1, . . . , dL}.

El algoritmo 3.5 muestra como obtener la descomposición mul-
tiescala de unos datos discretos, y el algoritmo 3.6 muestra como
recuperar los datos originales a partir de la descomposición mul-
tiescala de éstos.

Algoritmo. 3.5. Transformación Directa (valores puntuales en [0, 1]×
[0, 1]) fL → (f e, de+1, . . . , dL)

for k = L, . . . , e+ 1
for i, j = 0, . . . , Jk−1
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fk−1
2i,2j = fk

i,j

end
for i, j = 0, . . . Jk−1 − 1

dki,j;1 = fk
2i+1,2j − (P k

k−1f
k−1)2i+1,2j

dki,j;2 = fk
2i,2j+1 − (P k

k−1f
k−1)2i,2j+1

dki,j;3 = fk
2i+1,2j+1 − (P k

k−1f
k−1)2i+1,2j+1

end
for l = 0, . . . , Jk−1 − 1

dkl,2k−1;1 = fk
2l+1,2k−1 − (P k

k−1f
k−1)2l+1,2k−1

dk2k−1,l;2 = fk
2k−1,2l+1 − (P k

k−1f
k−1)2k−1,2l+1

end

Algoritmo. 3.6. Transformación Inversa (valores puntuales en [0, 1]×
[0, 1]) (f e, de+1, . . . , dL) → fL

for k = e+ 1, . . . , L
for i, j = 0, . . . , Jk−1

fk
2i,2j = fk−1

i,j

end
for i, j = 0, . . . Jk−1 − 1

fk
2i+1,2j = dki,j;1 + (P k

k−1f
k−1)2i+1,2j

fk
2i,2j+1 = dki,j;2 + (P k

k−1f
k−1)2i,2j+1

fk
2i+1,2j+1 = dki,j;3 + (P k

k−1f
k−1)2i+1,2j+1

end
for l = 0, . . . , Jk−1 − 1

fk
l,2k−1 = dkl,2k−1;1 + (P k

k−1f
k−1)2l+1,2k−1

fk
2k−1,2l+1 = dk2k−1,l;2 + (P k

k−1f
k−1)2k−1,2l+1

end

Una de las aplicaciones de la multirresolución es la compre-
sión de datos. Así, si a los datos transformados {f e, de+1, . . . , dL} los
modificamos ligeramente {f̂ e, d̂e+1, . . . , d̂L}, podemos esperar que al
aplicar el algoritmo de multirresolución inverso a éstos últimos
obtengamos una aproximación fL. A. Harten con el objetivo de
asegurar la estabilidad de los algoritmos de multirresolución al
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emplear operadores de predicción no lineales introdujo la técnica
de control del error (EC), ver [29], en 1D, la cual nos permite es-
tablecer una cota a priori del error cometido en función del error
que cometamos al modificar los coeficientes. Más detalles acerca
de la técnica de control del error en 1D se pueden consultar en
[1, 10, 29].

Entre las modificaciones que podemos aplicar a los datos pa-
ra facilitar su compresión destacamos dos operaciones, el trun-
camiento y la cuantización. El truncamiento consiste en dado un
número ε > 0, entonces

tr[x; ε] =

{

0, si |x| ≤ ε

x, si |x| > ε,
(3.12)

es decir, al truncar un número con parámetro ε éste será codifica-
do como 0 si su valor absoluto es menor o igual que el parámetro
empleado. Si por el contrario cuantizamos los datos con un pará-
metro ε entonces,

qu[x; ε] = 2εround(
x

2ε
), (3.13)

donde round[·] es el entero obtenido por redondeo. De este modo
si cuantizamos con un parámetro ε = 0,5 las datos codificados
serán números enteros, mientras que si ε = 1, 2, 3 . . . estaremos
codificando múltiplos enteros de 2, 4, 6 . . ..

El algoritmo 3.7 muestra el algoritmo de control del error en
2D. En este caso en el nivel de resolución k se ha empleado el
parámetro de cuantización εk.

Algoritmo. 3.7. Transformación Directa EC

(valores puntuales en [0, 1]× [0, 1])
fL → (f̂ e, d̂e+1, . . . , d̂L)

for k = L, . . . , e+ 1
for i, j = 0, . . . , 2k−1

fk−1
2i,2j = fk

i,j

end
end
f̂ e = qu(f e, εe)
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for k = e + 1, . . . , L
for i = 0, . . . , 2k−1 − 1, j = 0, . . . 2k−1

dki,j;1 = fk
2i+1,2j − (P k

k−1f̂
k−1)2i+1,2j

end
d̂1 = qu(d1, εk)
for i = 0, . . . , 2k−1 − 1, j = 0, . . . 2k−1

f̂k
2i+1,2j = d̂ki,j;1 + (P k

k−1f̂
k−1)2i+1,2j

end
for i = 0, . . . , 2k−1, j = 0, . . . 2k−1 − 1

dki,j;2 = fk
2i,2j+1 − (P k

k−1f̂
k−1)2i,2j+1

end
d̂2 = qu(d2, εk)
for i = 0, . . . , 2k−1, j = 0, . . . 2k−1 − 1

f̂k
2i,2j+1 = d̂ki,j;2 + (P k

k−1f̂
k−1)2i,2j+1

end
for i = 0, . . . , 2k−1 − 1, j = 0, . . . 2k−1 − 1

dki,j;3 = fk
2i+1,2j+1 − (P k

k−1f̂
k−1)2i+1,2j+1

end
d̂3 = qu(d3, εk)
for i = 0, . . . , 2k−1 − 1, j = 0, . . . 2k−1 − 1

f̂k
2i+1,2j+1 = d̂ki,j;3 + (P k

k−1f̂
k−1)2i+1,2j+1

end
for i, j = 0, . . . , 2k−1

f̂k
2i,2j = f̂k−1

i,j

end
end

Procediendo de forma análoga al caso 1D, [1, 10, 29], se obtie-
nen las siguientes cotas del error:

‖fL − f̂L‖p ≤ ε = máx εk, p = 1, 2,∞, (3.14)
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3.3
Modificación del algoritmo de

control del error

A continuación proponemos una modificación del algoritmo de
control del error en 2D (algoritmo 3.7). Los resultados obtenidos
han sido presentados en el congreso Cedya 2005 [8]. Dicha modi-
ficación consiste en emplear la información obtenida tras corregir
la predicción de los nodos (xk

2i+1, y
k
2j), (x

k
2i, y

k
2j+1) al sumarle los de-

talles correspondientes, para así obtener una mejor aproximación
a fk

2i+1,2j+1. Así para calcular (P k
k−1f)2i+1,2j+1 consideraremos los va-

lores {fk−1
i,j }, {f̂k

2i+1,2j} y {f̂k
2i,2j+1}.

Algoritmo. 3.8. Modificación codificación algoritmo EC

(valores puntuales en [0, 1]× [0, 1])
fL → (f̂ e, d̂e+1, . . . , d̂L)

for k = L, . . . , e+ 1
for i, j = 0, . . . , 2k−1

fk−1
2i,2j = fk

i,j

end
end
f̂ e = qu(f e, εe)
for k = e + 1, . . . , L

for i = 0, . . . , 2k−1 − 1, j = 0, . . . 2k−1

dki,j;1 = fk
2i+1,2j − (P k

k−1f̂
k−1)2i+1,2j

end
for i = 0, . . . , 2k−1, j = 0, . . . 2k−1 − 1

dki,j;2 = fk
2i,2j+1 − (P k

k−1f̂
k−1)2i,2j+1

end
d̂1 = qu(d1, εk), d̂2 = qu(d2, εk)
for i = 0, . . . , 2k−1 − 1, j = 0, . . . 2k−1

f̂k
2i+1,2j = d̂ki,j;1 + (P k

k−1f̂
k−1)2i+1,2j

end
for i = 0, . . . , 2k−1, j = 0, . . . 2k−1 − 1
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f̂k
2i,2j+1 = d̂ki,j;2 + (P k

k−1f̂
k−1)2i,2j+1

end
for i = 0, . . . , 2k−1 − 1, j = 0, . . . 2k−1 − 1

dki,j;3 = fk
2i+1,2j+1 − (P̂ k

k−1f̂
k−1)2i+1,2j+1

end
d̂3 = qu(d3, εk)
for i = 0, . . . , 2k−1 − 1, j = 0, . . . 2k−1 − 1

f̂k
2i+1,2j+1 = d̂ki,j;3 + (P̂ k

k−1f̂
k−1)2i+1,2j+1

end
for i, j = 0, . . . , 2k−1

f̂k
2i,2j = f̂k−1

i,j

end
end

Notar que en algoritmo 3.8, el operador P̂ k
k−1, no es nada más

que un operador predicción actuando sobre {fk−1
i,j }, {f̂k

2i+1,2j} y {f̂k
2i,2j+1}.

En nuestro caso hemos utilizado

(P̂ k
k−1f

k−1)2i+1,2j+1 =
1

4
(f̂k

2i+1,2j + f̂k
2i,2j+1 + f̂k

2i+1,2j+2 + f̂k
2i+2,2j+1), (3.15)

ya que en caso de emplear polinomios interpoladores con stencils

2× 2 tendríamos,

(P k
k−1f

k−1)2i+1,2j+1 =
1

4
(fk−1

i,j + fk−1
i+1,j + fk−1

i,j+1 + fk−1
i+1,j+1),

y si tenemos en cuenta las relaciones siguientes:

(P k
k−1f

k−1)2i+1,2j =
1

2
(fk−1

i,j + fk−1
i+1,j),

(P k
k−1f

k−1)2i,2j+1 =
1

2
(fk−1

i,j + fk−1
i,j+1),

(P k
k−1f

k−1)2i+2,2j+1 =
1

2
(fk−1

i+1,j + fk−1
i+1,j+1),

(P k
k−1f

k−1)2i+1,2j+2 =
1

2
(fk−1

i,j+1 + fk−1
i+1,j+1), (3.16)
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tenemos

(P k
k−1f

k−1)2i+1,2j+1 =
1

4

(

(P k
k−1f

k−1)2i+1,2j + (P k
k−1f

k−1)2i,2j+1 +

+ (P k
k−1f

k−1)2i+1,2j+2 + (P k
k−1f

k−1)2i+2,2j+1

)

,

y dado que el error cometido por f̂k
2i+1,2j , f̂

k
2i,2j+1, f̂

k
2i+2,2j+1, f̂

k
2i+1,2j+2 es

inferior al cometido por el operador P k
k−1, obtenemos la aproxima-

ción dada por 3.15.

3.4
Resultados numéricos

Las subsecciones 3.4.1 y 3.4.2 muestran los resultados obteni-
dos tras aplicar diferentes técnicas interpolatorias como operador
predicción a dos imágenes test, una de carácter geométrico y la
segunda una imagen real.

Los operadores predicción empleados son LIN4, ENO4, WENO4,
RAT42, RAT41 y RATIE2 descritos en la sección 1.7.

En todas las pruebas se ha utilizado el algoritmo de control del
error (Algoritmo 3.7).

Las tablas recogen el error cometido en términos de ‖ · ‖∞, ‖ · ‖2,
PSNR (peak-signal-to-noise-ratio) definido como

PSNR = 10 log10

(

2562

‖fL − f̂L‖2

)

,

el número de elementos no nulos (Nnz) tras aplicar el operador
cuantización, número de bytes utilizados para comprimir la ima-
gen y la tasa de compresión conseguida en términos de bits por
pixel definida como bpp= N

5132
, donde N representa el número de

bits necesarios para guardar la imagen y el denominador el núme-
ro de píxeles de la imagen original.
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3.4.1

Imagen geométrica

La tabla 3.1 muestra los resultados obtenidos al aplicar las dife-
rentes técnicas a una imagen geométrica. En ellos podemos obser-
var que los métodos derivados de la interpolación racional superan
ligeramente a las técnicas LIN4 y ENO4 tanto en términos de PSNR
como en tasa de compresión. Observar que los resultados obteni-
dos por RAT42, RAT41 y RATIE2 son similares a los conseguidos
por WENO4 en estos términos.

Las figuras 3.5 y 3.6 muestran las reconstrucciones obtenidas
y un detalle de éstas. El parámetro de cuantización empleado para
obtener dichas reconstrucciones es ε = 16.

Podemos observar la mejora obtenida por las técnicas no linea-
les frente a LIN4 en la definición de los perfiles. Notar que con las
técnicas WENO4, RAT41, RAT42 y RATIE2 se consigue una mayor
calidad visual. No obstante, la reconstrucción de estas técnicas
resulta superior a la obtenida por ENO4.

3.4.2

Imagen real

Los resultados obtenidos al aplicar las diferentes técnicas a una
imagen real están recogidos en la tabla 3.2. En ella podemos ob-
servar que las técnicas WENO4 y RAT42 son las que obtienen me-
jores resultados en términos de PSNR y tasa de compresión.

En cuanto a la calidad visual de las reconstrucciones, las figu-
ras 3.7 y 3.8 muestran el resultado obtenido con ε = 32. En dichas
figuras se observa una mejora de las técnicas no lineales respec-
to a LIN4. Cabe destacar la calidad de la reconstrucción RATIE2,
siendo esta la que obtiene una mayor definición en los perfiles. A
su vez notar que la reconstrucción obtenida por RAT41 vuelve a
presentar una serie de artefactos en las proximidades de los con-
tornos.
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‖ · ‖∞ ‖ · ‖2 PSNR Nnz bytes bpp
LIN4 1,00 0,32 58,16 23529 27433 0,83

2,00 0,59 52,69 22751 22552 0,69
4,00 1,28 46,03 21710 18188 0,55
8,00 2,56 40,02 17633 13538 0,41
16,00 5,76 32,96 12140 9916 0,30

ENO4 1,00 0,21 61,59 10195 21292 0,65
2,00 0,41 55,81 10195 17939 0,55
4,00 0,71 51,09 10060 14756 0,45
8,00 1,77 43,22 9997 11639 0,35
16,00 3,60 37,03 9153 8796 0,27

WENO4 1,00 0,15 64,38 8855 19669 0,60
2,00 0,29 58,98 8852 16540 0,50
4,00 0,77 50,40 8918 13537 0,41
8,00 1,35 45,53 8702 10595 0,32
16,00 2,82 39,16 8441 7975 0,24

RAT42 1,00 0,17 63,57 9464 19698 0,60
2,00 0,29 58,83 9468 16453 0,50
4,00 0,80 50,08 9834 13877 0,42
8,00 1,45 44,93 9412 10676 0,32
16,00 3,07 38,41 8747 8191 0,25

RAT41 1,00 0,17 63,80 9095 18978 0,58
2,00 0,26 59,91 8782 15805 0,48
4,00 0,63 52,23 8933 13054 0,40
8,00 1,20 46,59 8468 10169 0,31
16,00 2,56 40,01 7663 7558 0,23

RATIE2 1,00 0,16 64,02 8164 19036 0,58
2,00 0,28 59,08 8182 16406 0,50
4,00 0,76 50,54 8680 14006 0,43
8,00 1,39 45,30 7792 10575 0,32
16,00 2,89 38,95 6753 8476 0,26

Tabla 3.1: Resultados de una imagen geométrica.
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Figura 3.5: Reconstrucciones de una imagen geométrica. Arriba: LIN4,

bpp 0,30, PSNR 32,96. ENO4, bpp 0,27, PSNR 37,03. Centro: WENO4, bpp

0,24, PSNR 39,16 RAT42, bpp 0,25, PSNR 38,41. Abajo: RAT41, bpp 0,23,
PSNR 40,01. RATIE2, bpp 0,26, PSNR 38, 95.
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Figura 3.6: Detalle de las reconstrucciones de la imagen geométrica. Arri-

ba: LIN4, ENO4. Centro: WENO4, RAT42. Abajo: RAT41, RATIE2.
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‖ · ‖∞ ‖ · ‖2 PSNR Nnz bytes bpp
LIN4 1,00 0,57 53,01 165846 102646 3,12

2,00 1,12 47,16 119171 73531 2,24
4,00 2,15 41,50 73841 48987 1,49
8,00 3,96 36,22 38928 29110 0,88
16,00 6,99 31,28 18034 15395 0,47

ENO4 1,00 0,57 52,99 173395 107993 3,28
2,00 1,13 47,08 126576 78210 2,38
4,00 2,17 41,42 78076 52225 1,59
8,00 3,95 36,23 40675 30634 0,93
16,00 6,77 31,55 18988 15663 0,48

WENO4 1,00 0,57 53,03 165767 102809 3,13
2,00 1,12 47,20 116621 72964 2,22
4,00 2,11 41,68 69141 47310 1,44
8,00 3,80 36,58 34878 26994 0,82
16,00 6,42 32,01 16316 13490 0,41

RAT42 1,00 0,57 53,02 165023 101583 3,09
2,00 1,12 47,18 116122 72157 2,19
4,00 2,13 41,61 69071 46957 1,43
8,00 3,83 36,49 34474 26850 0,82
16,00 6,50 31,90 15759 13497 0,41

RAT41 1,00 0,57 53,03 167721 102991 3,13
2,00 1,12 47,18 120713 74103 2,25
4,00 2,15 41,53 74546 49416 1,50
8,00 3,95 36,23 39470 30209 0,92
16,00 6,76 31,57 18521 16056 0,49

RATIE2 1,00 0,57 53,02 173432 111420 3,39
2,00 1,13 47,12 127324 81683 2,48
4,00 2,17 41,43 81221 55938 1,70
8,00 3,97 36,18 43599 34244 1,04
16,00 6,79 31,53 21470 18856 0,57

Tabla 3.2: Resultados de una imagen real.
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Figura 3.7: Reconstrucciones de una imagen real. Arriba. LIN4, bpp 0,23,
PSNR 26,71. ENO4, bpp 0,24, PSNR 27,25. Centro. WENO4, bpp 0,21, PSNR

27,41. RAT42, bpp 0,21, PSNR 27,37. RAT41, bpp 0,27, PSNR 27,03. Abajo.

RATIE2, bpp 0,32, PSNR 27,07.
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Figura 3.8: Detalle de las reconstrucciones de la imagen real. Arriba:

LIN4, ENO4. Centro: WENO4, RAT42. Abajo: RAT41, Abajo: RATIE2
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3.4.3

Modificación del algoritmo de control del
error

En esta sección comparamos los resultados obtenidos al aplicar
el algoritmo de control del error y la modificación propuesta en
la sección 3.3. La comparación se realiza en términos de ‖ · ‖2 y
tasa de compresión (bpp). También comparamos los resultados
con los obtenidos por JPEG-LS [48]. En este caso se han empleado
técnicas interpolatorias dos-dimensionales (ver sección 1.8):

LIN2 : interpolación lineal con stencils cuadrados 2× 2.

LIN4 : interpolación lineal con stencils cuadrados 4× 4.

T6 : interpolación ENO con stencils triángulares de 6 nodos.

T4 : interpolación ENO con stencils triangulares de 10 nodos.

En todos los experimentos, los coeficientes correspondientes al
nivel de resolución inferior han sido redondeados al entero más
proximo mientras que los detalles han sido cuantizados por un
parámetro ε fijo (ver ecuación (3.13)). La codificación de los datos
se ha realizado mediante el algoritmo SPIHT [43] (Set Partitioning
In Hierarchical Trees). El tamaño de las imágenes test es de 513 ×
513 píxeles, y el nivel de resolución inferior es k = 5, i.e. 33 × 33
píxeles.

La tabla 3.3 muestra los errores en ‖ · ‖2 y las tasas de compre-
sión obtenidas con las diferentes técnicas empleando el algoritmo
de control del error ([1, 10, 29]), y los resultados obtenidos con
JPEG-LS ([48]). Los resultados conseguidos con la modificación del
algoritmo de control del error [8] (EC2) vienen recogidos en la tabla
3.4. Se puede observar que los resultados obtenidos, por todas las
técnicas, para parámetros de cuantización ε = 4, 8, 16, utilizando el
algoritmo de control del error sin modificar, son comparables a los
obtenidos por JPEG-LS. Notar además, que la modificación EC2
produce una mejora, tanto en términos de ‖ · ‖2 como en tasas de
compresión, en todas las técnicas aplicadas, siendo en este caso
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los parámetros ε = 1, 2 los únicos que no consiguen mejorar los
resultados obtenidos por JPEG-LS.

La figura 3.9 muestra las reconstrucciones con las técnicas
LIN2, LIN4 y T6 con el algoritmo de control del error modificado,
así como la reconstrucción de JPEG-LS. En ésta podemos ober-
var como la reconstrucciones obtenidas por LIN2, LIN4 y T6 son
mejores, visualmente, que la obtenida por JPEG-LS.

LIN2 LIN4 T6 T10 JPEG-LS
ε ‖ · ‖2 bpp ‖ · ‖2 bpp ‖ · ‖2 bpp ‖ · ‖2 bpp ‖ · ‖2 bpp
1 0,57 3,28 0,57 3,22 0,57 3,33 0,57 3,36 0,81 2,16
2 1,11 2,32 1,12 2,30 1,12 2,38 1,13 2,43 1,39 1,73
4 2,10 1,50 2,14 1,51 2,14 1,55 2,16 1,61 2,48 1,47
8 3,79 0,84 3,94 0,89 3,88 0,90 3,94 0,94 4,51 1,02
16 6,41 0,43 6,89 0,47 6,59 0,47 6,72 0,49 8,30 0,66

Tabla 3.3: Resultados obtenidos empleando el algoritmo EC con diferentes

operadores predicción.

LIN2 LIN4 T6 T10
ε ‖ · ‖2 bpp ‖ · ‖2 bpp ‖ · ‖2 bpp ‖ · ‖2 bpp
1 0,57 3,07 0,57 3,03 0,57 3,10 0,57 3,12
2 1,10 2,13 1,10 2,12 1,11 2,17 1,11 2,20
4 2,06 1,34 2,09 1,36 2,08 1,38 2,09 1,41
8 3,69 0,74 3,78 0,77 3,74 0,77 3,78 0,79
16 6,25 0,37 6,51 0,39 6,36 0,39 6,42 0,41

Tabla 3.4: Resultados obtenidos empleando el algoritmo EC2 con diferen-

tes operadores predicción.
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Figura 3.9: Reconstrucciones de una imagen real con el algoritmo EC2,

ε = 16. Arriba: LIN2, LIN4. Abajo: T6. JPEG-LS.



94 3.5. Multirresolución de Harten para medias en celda

3.5
Multirresolución de Harten para

medias en celda

Para la multirresolución de medias en celda consideraremos
F = L1(Ω), y sea Ck = {cki } un recubrimiento finito de celdas dis-
juntas de Ω, es decir:

⋃

cki = Ω, cki ∩ ckj = ∅, i 6= j. (3.17)

El operador discretización en este contexto, en el nivel de reso-
lución k, se define como:

Dk : L
1(Ω) ⇒ V k, (Dkf)i =

1

|cki |

∫

ck
i

f(x)dx,

donde |cki | =
∫

cki
dx y V k es el espacio de sucesiones cuya dimensión

coincide con el número de celdas del recubrimiento Ck. Notar que
(Dkf)i no es más que la media de la función f(x) en la celda cki .

Sea ahora {Ck}Lk=0 una sucesión de refinamientos del recubri-
miento anterior, de modo que Ck se obtiene dividiendo las cel-
das de Ck−1 en un número finito q de celdas disjuntas {ckil}

q
l=1,

⋃q
l=1 c

k
il
= ck−1

i .
Empleando la aditividad de la integral, tenemos:

(Dk−1f)i =
1

ck−1
i

q
∑

l=1

|ckil|(Dkf)il, (3.18)

de la cual podemos deducir que {Dk} es ennidada, ya que es evi-
dente que si Dkf = 0 entonces Dk−1f = 0. Además a partir de la
relación anterior definimos también el operador decimación como:

Dk−1
k fk := Dk−1

k Dkf = Dk−1f. (3.19)

Sea ahora Rk un operador reconstrucción cualesquiera, debido
al hecho de que el error de predicción definido en (3.7) pertenece
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al núcleo de Dk−1
k , haciendo uso de (3.18) y (3.19) tenemos:

Dk−1
k ek = 0 ⇐⇒

q
∑

l=1

|ckil|e
k
il
= 0. (3.20)

La relación (3.20) nos indica que los errores de predicción {ekil}
q
l=1

son linealmente dependientes, y por tanto podemos definir los coe-
ficientes dk tomando q−1 combinaciones lineales de {ekil}

q
l=1 en cada

celda ck−1
i de forma que junto con (3.20) formen un sistema lineal

compatible determinado de q ecuaciones con q incógnitas.
La condición de consistencia (3.1), se traduce en este caso en

(DkRkf
k)i =

1

|cki |

∫

cki

Rk(x; f
k)dx = fk

i , ∀fk ∈ V k. (3.21)

Un operador reconstrucción que verifique (3.21) puede ser cons-
truido empleando una reconstrucción polinómica a trozos. Así, si
llamamos Sk

i = {ckim}
s(r)
m=1 al stencil formado por s(r) celdas de Ck con

cki ∈ Sk
i , podemos construir un polinomio pi(x;Dkf) de grado r en

R
m resolviendo el siguiente sistema lineal:

fk
im =

1

|ckim |

∫

ckim

pi(x;Dkf)dx, m = 1, . . . , s(r),

siendo pi(x;Dkf) el único polinomio de grado r cuyas medias coin-
ciden con (Dkf)im si ckim ∈ Sk

i . Una vez hallado dicho polinomio,
definimos el operador reconstrucción Rk como:

(Rkf
k)(x) = pi(x;Dkf), ∀x ∈ cki .

3.5.1

Multirresolución en [0, 1]

Dado el nivel de resolución L, y dado {xL
i }

JL
i=0, una secuencia

de particiones de nodos igualmente espaciados del intervalo [0, 1],
de modo que xL

i = ihL, hL = 1/JL, JL = 2LJ0, con J0 ∈ N\{0},podemos
definir las particiones en un nivel de resolución inferior k = 0, . . . , L−
1 de la siguiente manera:

xk−1
i = xk

2i, i = 0, . . . , Jk−1 := Jk/2.
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Con las definiciones anteriores, llamamos cki = (xk
i−1, x

k
i ), i =

1, . . . , Jk, y denotaremos por f̄k
i = (Dkf)i a la media de f en la celda

cki , es decir:

f̄k
i = (Dkf)i =

1

hk

∫ xk
i

xk
i−1

f(x)dx. (3.22)

Notar que así definidas, {cki }
Jk
i=0, k = 0, . . . , L, verifican (3.17).

A partir de la aditividad de la integral, podemos definir el ope-
rador decimación de la siguiente forma:

(Dk−1
k f̄k)i =

1

hk−1

∫ xk−1
i

xk−1
i−1

f(x)dx =
1

2hk

(

∫ xk
2i−1

xk
2i−2

f(x)dx+

∫ xk
2i

xk
2i−1

f(x)dx
)

=
1

2
(f̄k

2i−1 + f̄k
2i),

la cual nos indica que en el nivel de resolución k − 1, podemos
obtener f̄k−1

i como la media entre f̄k
2i−1 y f̄k

2i. Además, como ek ∈
N (Dk−1

k ), obtenemos la siguiente relación:

1

2
(ek2i−1 + ek2i) = 0,

que nos permite conocer el error ek2i a partir de ek2i−1. Aprovechando
este hecho, definimos los coeficientes dki como el error cometido
por el operador predicción en la celda ck2i−1, es decir:

dki = ek2i−1.

Es evidente entonces que, conocido dk, podemos obtener ek co-
mo sigue:

ek2i−1 = dki ,

ek2i = −dki ,

con 1 ≤ i ≤ Jk−1 = Jk/2.
Para definir los operadores reconstrucción y predicción, utiliza-

mos la reconstrucción vía función primitiva explicada en la sección
2.1. Procediendo de la misma forma que en dicha sección, defini-
mos la sucesión {F k

i } de modo que

F k
i = hk

i
∑

j=1

f̄k
j =

∫ xk
i

0

f(x)dx.
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Definido así, {F k
i } no es más que la discretización de valores

puntuales en el nivel de resolución k de la función F (x) =
∫ x

0
f(y)dy.

Además tenemos:

f̄k
i =

F k
i − F k

i−1

hk
.

Si tomamos I(x;F k) un interpolante de F (x), de modo que I(xk
i ;F

k) =
F (xk

i ), podemos definir el operador reconstrucción Rk para la dis-
cretización de medias en celda como:

Rk(x; f̄
k) :=

d

dx
I(x;F k).

Notar que así definido, es sencillo comprobar que los operado-
res Dk y Rk verifican la condición de consistencia DkRk = Ik:

(Dk(Rk(x; f̄
k)))i =

1

hk

∫ xk
i

xk
i−1

d

dx
I(x;F k)dx =

F k
i − F k

i−1

hk
= f̄k

i .

El operador predicción lo definimos empleando (3.2):

(P k
k−1f̄

k−1)2i−1 = (DkRk−1f̄
k−1)2i−1 =

1

hk

∫ xk
2i−1

xk
2i−2

d

dx
I(x;F k−1)dx

=
1

hk

(

I(xk
2i−1;F

k−1)− I(xk
2i−2;F

k−1)
)

=
1

hk

(

I(xk
2i−1;F

k−1)− F k−1
i−1

)

,

(P k
k−1f̄

k−1)2i = (DkRk−1f̄
k−1)2i =

1

hk

∫ xk
2i

xk
2i−1

d

dx
I(x;F k−1)dx

=
1

hk

(

I(xk
2i;F

k−1)− I(xk
2i−1;F

k−1)
)

=
1

hk

(

F k−1
i − I(xk

2i−1;F
k−1)

)

.

Una vez definidos los operadores necesarios, los algoritmos de
multirresolución para la discretización de medias en celda son los
siguientes:
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Algoritmo. 3.9. Transformación directa para medias en celda en

[0,1].

f̄L → Mf̄L











for k = L, . . . , 1

f̄k−1
i = 1

2
(f̄k

2i−1 + f̄k
2i), 1 ≤ i ≤ Jk−1

dki = f̄k
2i−1 − (P k

k−1f̄
k−1)2i−1, 1 ≤ i ≤ Jk−1,

Algoritmo. 3.10. Transformación inversa para medias en celda en

[0,1].

Mf̄L → M−1Mf̄L











for k = 1, . . . , L

f̄k
2i−1 = (P k

k−1f̄
k−1)2i−1 + dki , 1 ≤ i ≤ Jk−1,

f̄k
2i = 2f̄k−1

i − f̄k
2i−1, 1 ≤ i ≤ Jk−1.

En los algoritmos anteriores, podemos observar que los coe-
ficientes dk(f̄) no son nada más que el error que cometemos al
aproximar la media de f en los intervalos impares en el nivel de
resolución k. Veamos la relación existente entre este error y el error
cometido al interpolar los valores puntuales de F en los nodos im-
pares en el mismo nivel de resolución:

dki (f̄) = f̄k
2i−1 − (P k

k−1D
k−1
k f̄k)2i−1 = fk

2i−1 − (DkRk−1f̄
k)2i−1

=
1

hk
(F k

2i−1 − F k
2i−2)−

1

hk

∫ xk
2i−1

xk
2i−2

d

dx
I(x;F k−1)

=
1

hk
[(F k

2i−1 − F k
2i−2)− (I(xk

2i−1;F
k−1)− I(xk

2i−2;F
k−1))]

=
1

hk
(F k

2i−1 − I(xk
2i−1;F

k−1)) =
eki (F )

hk
.

Así, el coeficiente dki (f̄) coincide con el error cometido por el inter-
polante de la función primitiva en el nodo xk

2i−1, el cual resulta ser
el coeficiente de escala dki (F ) en el contexto de la multirresolución
de valores puntuales (ver [10]), pudiendo establecerse la siguien-
te relación entre los detalles de la multirresolución de medias en
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celda y valores puntuales:

dki (f̄) =
dki (F )

hk
. (3.23)

En el caso de que I(x;F k) sea un interpolante polinómico a
trozos formado por polinomios de grado r + 1, obtendremos que el
error cometido en aquellas zonas donde el stencil no cruce ninguna
singularidad es de orden O(hr+2

k−1) (ver (1.5)), y por tanto:

dki (F ) = O(hr+2
k−1),

siempre que el stencil empleado para interpolar en [xk
i−1, x

k
i ] no cru-

ce ninguna singularidad. Notar que entonces, Rk(x; f̄
k−1) será un

polinomio a trozos de grado r, y partir de (3.23) tenemos que:

dki (f̄) = O(hr+1
k−1)

Si el stencil empleado cruza una discontinuidad de f (p)(p ≤ r),
ésta será una discontinuidad de F (p+1), y por tanto haciendo uso
de (1.8) y (3.23) tenemos:

dki (F ) = O(hp+1
k−1) ⇒ dki (f̄) = O(hp

k−1).

De esta manera si empleamos técnicas interpolatorias no linea-
les, podemos reducir el error cometido ya que siempre que tenga-
mos el espacio suficiente entre las singularidades, y la discontinui-
dad no se encuentre en el intervalo en el que queremos interpolar,
podremos encontrar un stencil que no cruce ninguna singularidad
y obtener una mejor aproximación.

3.5.2

Multirresolución en [0, 1]× [0, 1]

En este caso podemos interpretar los datos que tenemos co-
mo las medias de una función f(x, y) en una malla dada, que
nos determina el nivel de resolución de los datos. Sea {Xk}Lk=0

una secuencia de discretizaciones de modo que Xk = {(xk
i , y

k
j )},

xk
i = ihk, ykj = jhk, i, j = 0, . . . , Nk, Nkhk = 1, con hk = 2−kh0, y sea
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Ck
i,j = [xk

i−1, x
k
i ] × [ykj−1, y

k
j ]. Teniendo en cuenta esta notación, los

datos en el nivel de resolución k, f̄k = {f̄k
i,j}

Nk

i,j=0, pueden ser inter-
pretados como:

f̄k
i,j =

1

|Ck
i,j|

∫

Ck
i,j

f(x, y)dxdy =
1

h2
k

∫ xk
i

xk
i−1

∫ ykj

ykj−1

f(x, y)dxdy.

A partir de la aditividad de la integral, y observando que la celda
Ck−1

i,j está formada por la unión de las celdas Ck
2i,2j, C

k
2i−1,2j, C

k
2i,2j−1 y

Ck
2i−1,2j−1, obtenemos la siguiente relación entre las medias de dos

niveles de resolución consecutivos:

f̄k−1
i,j =

1

h2
k−1

∫

Ck−1
i,j

f(x, y)dxdy

=
1

h2
k−1

(

∫

Ck
2i,2j

f(x, y)dxdy +

∫

Ck
2i−1,2j

f(x, y)dxdy

+

∫

Ck
2i,2j−1

f(x, y)dxdy +

∫

Ck
2i−1,2j−1

f(x, y)dxdy
)

=
1

4

(

f̄k
2i,2j + f̄k

2i−1,2j + f̄k
2i,2j−1 + f̄k

2i−1,2j−1

)

.

Haciendo uso de la relación anterior, definimos el operador de-
cimación de la siguiente forma:

f̄k−1
i,j = (Dk−1

k f̄k)i,j =
1

4

(

f̄k
2i,2j + f̄k

2i−1,2j + f̄k
2i,2j−1 + f̄k

2i−1,2j−1

)

. (3.24)

El hecho de que se deba verificar Dk−1
k P k

k−1 = IV k−1, hace que el
operador predicción cumpla la siguiente igualdad:

(

(P k
k−1f̄

k−1)2i,2j + (P k
k−1f̄

k−1)2i−1,2j

+ (P k
k−1f̄

k−1)2i,2j−1 + (P k
k−1f̄

k−1)2i−1,2j−1

)

= 4f̄k−1
i,j .

(3.25)

Si definimos eki,j = f̄k
i,j−(P k

k−1f̄
k−1)i,j, es fácil ver que ek ∈ N (Dk−1

k ),
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pues:

(Dk−1
k ek)i,j =

1

4
(ek2i,2j + ek2i−1,2j + ek2i,2j−1 + ek2i−1,2j−1)

=
1

4

(

f̄k
2i,2j − (P k

k−1f̄
k−1)2i,2j + f̄k

2i−1,2j − (P k
k−1f̄

k−1)2i−1,2j

+ f̄k
2i,2j−1 − (P k

k−1f̄
k−1)2i,2j−1 + f̄k

2i−1,2j−1 − (P k
k−1f̄

k−1)2i−1,2j−1

)

= f̄k−1
i,j −

1

4

(

(P k
k−1f̄

k−1)2i,2j + (P k
k−1f̄

k−1)2i−1,2j

+ (P k
k−1f̄

k−1)2i,2j−1 + (P k
k−1f̄

k−1)2i−1,2j−1

)

= 0.

Así, gracias a que el error de predicción ek pertenece al núcleo
de Dk−1

k , obtenemos la siguiente relación:

ek2i−1,2j−1 + ek2i,2j−1 + ek2i−1,2j + ek2i,2j = 0, (3.26)

gracias a la cual, podemos eliminar la información redundante de
{ek} tomando las siguientes combinaciones lineales de los errores
de interpolación:

dki,j;a =
1

4
(ek2i−1,2j−1 + ek2i,2j−1 − ek2i−1,2j

− ek2i,2j ),

dki,j;b =
1

4
(ek2i−1,2j−1 − ek2i,2j−1 + ek2i−1,2j

− ek2i,2j ),

dki,j;c =
1

4
(ek2i−1,2j−1 − ek2i,2j−1 − ek2i−1,2j

+ ek2i,2j ). (3.27)

De este modo se obtiene una correspondencia unívoca entre la
información contenida en el nivel de resolución k y la información
en el nivel de resolución k − 1 más los detalles:

{f̄k
i,j}

Jk
i,j=1 ↔ {{f̄k−1

i,j }, {dki,j;a}, {d
k
i,j;b}{d

k
i,j;c}}

Jk−1

i,j=1.

Notar que las ecuaciones (3.26) y (3.27) pueden ser expresadas
matricialmente de la siguiente manera:









0
dki,j;a
dki,j;b
dki,j;c









= B









ek2i−1,2j−1

ek2i,2j−1

ek2i−1,2j

ek2i,2j









,



102 3.5. Multirresolución de Harten para medias en celda

con B la siguiente matriz 4× 4:

B =
1

4









1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1









.

Para recuperar los errores de predicción es suficiente realizar la
siguiente transformación:









ek2i−1,2j−1

ek2i,2j−1

ek2i−1,2j

ek2i,2j









= 4B′









0
dki,j;a
dki,j;b
dki,j;c









.

Los algoritmos directo e inverso para la descomposición multi-
escala para medias en celda en [0, 1]× [0, 1] son los siguientes:

Algoritmo. 3.11. Transformación directa para medias en celda en

[0, 1]× [0, 1]: f̄L → Mf̄L = (f̄ 0, d1, . . . , dL)

for k = L, . . . , 1
for i, j = 1, Jk−1

f̄k−1
i,j = 1

4

∑

l,m=0,1 f̄
k
2i−l,2j−m

end
for i, j = 0, Jk−1

ek2i−1,2j−1 = f̄k
2i−1,2j−1 − (P k

k−1f̄
k−1)2i−1,2j−1

ek2i,2j−1 = f̄k
2i,2j−1 − (P k

k−1f̄
k−1)2i,2j−1

ek2i−1,2j = f̄k
2i−1,2j − (P k

k−1f̄
k−1)2i−1,2j

ek2i,2j = f̄k
2i,2j − (P k

k−1f̄
k−1)2i,2j

dki,j;a =
1
4
(ek2i−1,2j−1 + ek2i,2j−1 − ek2i−1,2j − ek2i,2j)

dki,j;b =
1
4
(ek2i−1,2j−1 − ek2i,2j−1 + ek2i−1,2j − ek2i,2j)

dki,j;c =
1
4
(ek2i−1,2j−1 − ek2i,2j−1 − ek2i−1,2j + ek2i,2j)

end
end
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Algoritmo. 3.12. Transformación inversa para medias en celda en

[0, 1]× [0, 1]: Mf̄L = (f̄ 0, d1, . . . , dL) → M−1Mf̄L

for k = L, . . . , 1
for i, j = 0, Jk−1

f̄k
2i−1,2j−1 = (P k

k−1f̄
k−1)2i−1,2j−1 + dki,j;a + dki,j;b + dki,j;c

f̄k
2i,2j−1 = (P k

k−1f̄
k−1)2i−1,2j + dki,j;a − dki,j;b − dki,j;c

f̄k
2i−1,2j = (P k

k−1f̄
k−1)2i,2j−1 − dki,j;a + dki,j;b − dki,j;c

f̄k
2i,2j = (P k

k−1f̄
k−1)2i,2j − dki,j;a − dki,j;b + dki,j;c

end
end

Como podemos observar en los algoritmos 3.11 y 3.12, el opera-
dor predicción utilizado es un operador dos-dimensional, que tras
ser aplicado al nivel de resolución k−1, compuesto por Nk−1×Nk−1

elementos, obtenemos una aproximación al nivel de resolución k
que consta de Nk ×Nk elementos con Nk = 2Nk−1.

En las secciones 2.4 y 2.5 se muestra como definir operadores
predicción dos dimensionales.

3.6
Resultados numéricos

Las secciones 3.6.1 y 3.6.2 recogen varios tests numéricos apli-
cados dos imágenes: una de carácter geométrico y otra de carácter
real. Los operadores predicción empleados son LIN2D, ENO2D,
WENO3, RAT3 y RAT5, descritos previamente en la sección 2.6.
En el capítulo 6 se muestran los resultados obtenidos con los ope-
radores predicción descritos en dicho capítulo.

De igual modo que en la sección 3.4, las tablas 3.5 y 3.6 reco-
gen los resultados obtenidos tras aplicar los diferentes operadores
predicción en términos de ‖ · ‖∞, ‖ · ‖2, PSNR, número de elemen-
tos no nulos (Nnz), número de bytes utilizados para comprimir la
imagen y tasa de compresión (bpp).
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Se ha empleado el algoritmo de control del error ([1, 10, 11]).
Los coeficientes detalle correspondientes al nivel de resolución k
han sido cuantizados por el parámetro εk, i.e.

d̂ki,j = qu(dki,j; εk) = 2εk

[

dki,j
2εk

]

,

donde [·] no es más que el entero obtenido por redondeo, mientras
que los coeficientes correspondientes el nivel inferior de resolución
han sido redondeados al entero más cercano. De este modo fijado
el parámetro de cuantización para el nivel más fino, εL, definimos
los parámetros de cuantización de los niveles de resolución infe-
riores del siguiente modo:

εk−1 =

{

εk/2 si εk ≥ 1/2,

1/2 otro caso.

Los coeficientes correspondientes a la imagen en el nivel de re-
solución inferior más los detalles cuantizados han sido codificados
con el algoritmo SPIHT [43]. Las imágenes test son de 512× 512 pí-
xeles y el nivel de resolución inferior empleado es k = 5, i.e. 32× 32
píxeles.

3.6.1

Imagen geométrica

La tabla 3.5 muestra los resultados obtenidos aplicando los di-
ferentes operadores predicción. Se pueden observar que los mejo-
res resultados, en términos de error en ‖ · ‖2 y tasa de compresión
se obtienen con las técnicas ENO2D y RAT3, si bien cabe observar
que WENO3 es la que obtiene un mayor PSNR al emplear el pa-
rámatro de cuantización menor. Notar también que los resultados
obtenidos por RAT5 son superiores a los obtenidos por el esquema
lineal.

Las figuras 3.10 y 3.11 muestran las reconstrucciones obteni-
das y un detalle de éstas. El parámetro de cuantización empleado
es εL = 16. En ellas observamos que WENO3 es la que consigue
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una mejor reconstrucción. No obstante ENO2D, RAT3 y RAT5 me-
joran la difusión producida en los contornos por LIN2D. Notar que
visualmente los resultados obtenidos por RAT5 no son tan satis-
factorios como los alcanzados por RAT3.

‖ · ‖∞ ‖ · ‖2 PSNR Nnz bytes bpp
LIN2D 5,04 0,47 54,66 13654 12394 0,38

7,43 0,64 52,01 12259 10169 0,31
14,19 1,11 47,23 9755 7763 0,24
31,39 2,02 42,04 7342 5472 0,17
58,67 3,73 36,74 3892 3354 0,10

ENO2D 5,14 0,38 56,57 6995 9296 0,28
7,82 0,48 54,59 6284 7771 0,24
18,42 0,77 50,48 5739 6254 0,19
32,32 1,47 44,82 4749 4657 0,14
67,18 3,00 38,61 3343 3371 0,10

WENO3 4,55 0,31 58,44 6647 9468 0,29
7,21 0,40 56,03 6152 7973 0,24
17,30 0,74 50,82 5706 6391 0,20
31,96 1,39 45,33 4917 4841 0,15
66,00 2,96 38,74 3703 3525 0,11

RAT3 4,83 0,41 56,01 7040 9589 0,29
7,93 0,51 54,03 5978 7795 0,24
14,80 0,74 50,81 5476 6200 0,19
28,20 1,35 45,54 4581 4614 0,14
63,86 2,87 39,00 3166 3236 0,10

RAT5 4,64 0,49 54,39 12133 10603 0,32
7,65 0,64 52,05 9622 8250 0,25
13,10 1,04 47,85 7725 6355 0,19
32,98 1,92 42,51 5005 4540 0,14
62,64 3,25 37,93 2997 2935 0,09

Tabla 3.5: Imagen geométrica. ‖ · ‖∞, ‖ · ‖2, PSNR, coeficientes no nulos

(Nnz), bytes y bits por píxel (bpp)
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Figura 3.10: Reconstrucciones de una imagen geométrica. Arriba: LIN2D:

PSNR 36,74, bpp 0,10. ENO2D: PSNR: 38,61, bpp 0,10. Centro: WENO3: 38,74,
bpp 0,11. RAT3: PSNR 39,00, bpp 0,10. Abajo: RAT5: PSNR 37,93, bpp 0,09.
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Figura 3.11: Detalle de la reconstrucción de una imagen geométrica. Arri-

ba: LIN2D, ENO2D. Centro: WENO3, RAT3. Abajo: RAT5
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3.6.2

Imagen real

Los resultados de aplicar los diferentes tests numéricos a una
imagen real vienen recogidos en la tabla 3.6. En este caso las técni-
cas basadas en la interpolación racional, RAT3 y RAT5, consiguen
unos resultados ligeramente superiores que el resto, tanto en tér-
minos de ‖ · ‖2 como en términos de PSNR. Observar que en este
caso los resultados obtenidos por ENO2D y WENO3 son peores
que los que ofrece LIN2D.

Respecto a la calidad visual de las reconstrucciones obtenidas,
en las figuras 3.12 y 3.13 podemos observar las imágenes obte-
nidas empleando un parámetro de cuantización εL = 32. De igual
modo que en la imagen geométrica, las técnicas no lineales consi-
guen una mayor definición en los contornos, siendo en este caso
WENO3 y RAT3 las que obtienen mejores resultados. RAT5 vuelve
a obtener un mayor emborronamiento de los perfiles que RAT3 a
pesar de mejorar los resultados de LIN2D.



3. Multirresolución de Harten 109

‖ · ‖∞ ‖ · ‖2 PSNR Nnz bytes bpp
LIN2D 5,45 1,26 46,15 124015 73102 2,23

9,43 2,01 42,12 80221 49033 1,50
16,41 3,30 37,78 42732 28852 0,88
29,77 5,08 34,04 20634 15187 0,46
59,91 7,33 30,86 10353 8043 0,25

ENO2D 5,89 1,29 45,98 131795 78109 2,38
9,50 2,07 41,85 86353 52872 1,61
17,27 3,45 37,40 45993 31312 0,96
31,99 5,28 33,71 21229 16104 0,49
64,40 7,63 30,51 10582 8510 0,26

WENO3 5,28 1,27 46,06 127978 75893 2,32
10,21 2,03 42,01 83582 51367 1,57
17,73 3,37 37,60 43973 30313 0,93
33,63 5,16 33,92 21017 15951 0,49
64,91 7,43 30,75 10877 8626 0,26

RAT3 5,86 1,26 46,14 122876 72317 2,21
8,73 2,01 42,12 78912 48474 1,48
16,98 3,30 37,79 40432 28266 0,86
31,34 5,00 34,18 18811 14730 0,45
61,50 7,16 31,07 9788 7985 0,24

RAT5 6,21 1,26 46,15 121562 70404 2,15
8,91 2,01 42,12 77382 46484 1,42
15,96 3,30 37,79 39667 26762 0,82
34,18 5,02 34,15 17781 13471 0,41
61,04 7,16 31,07 8641 7041 0,21

Tabla 3.6: Imagen real. ‖ · ‖∞, ‖ · ‖2, PSNR, coeficientes no nulos (Nnz),

bytes y bits por píxel (bpp)
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Figura 3.12: Reconstrucciones de una imagen real. Arriba: LIN2D: PSNR

27,69, bpp 0,14. ENO2D: PSNR: 27,27, bpp 0,15. Centro: WENO3 27,52, bpp

0,15. RAT3: PSNR 27,97, bpp 0,14. RAT5: PSNR 28,09, bpp 0,12.
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Figura 3.13: Detalle de la reconstrucción de una imagen real. Arriba:

LIN2D, ENO2D. Centro: WENO3, RAT3. Abajo: RAT5
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4
Detección de contornos

4.1
Introducción

La localización de los contornos puede resultar de gran utilidad
en aplicaciones como la interpolación o compresión de imágenes.
En los capítulos 1, 2 y 3, se observa que los resultados menos
satisfactorios se producen en las proximidades de los perfiles. En
caso de conocer un mapa de los perfiles de una imagen, existe la
posibilidad de adaptar la técnica interpolatoria empleada en aque-
llas zonas donde la calidad de la predicción se vea degradada, me-
jorando así los resultados obtenidos.

De ahora en adelante, al referirnos a una imagen n×m en escala
de grises, estaremos haciendo referencia a la siguiente aplicación:

I : {1, . . . , n} × {1, . . . , m} → [0, 255],
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donde I(n1, m1) representa el nivel de gris del píxel (n1.m1). Así, los
contornos de las imágenes no son más que cambios bruscos en el
nivel de gris, aportándonos éstos, información muy importante en
el reconocimiento de formas.

La estructura del capítulo es la siguiente: en primer lugar re-
visaremos diferentes detectores de contornos basados en la mera
aplicación de unos filtros determinados. Posteriormente, explica-
remos en que consisten el detector de contornos de Canny, el cual
halla los perfiles de la imagen determinando aquellos puntos que
representan máximos locales en la dirección del gradiente.

En la sección 4.5 explicamos como emplear los algoritmos je-
rárquico y no jerárquico de selección de stencil (ver sección 1.2)
para detectar los perfiles de las imágenes. Si la imagen carece de
textura, se pueden obtener los contornos de ésta a partir de las
celdas aisladas por los stencils seleccionados para interpolar en
sus celdas vecinas. Sin embargo, en imágenes reales, la presencia
de textura provoca que exista un mayor número de celdas aisla-
das, no siendo posible así obtener una correcta localización de los
contornos.

Para solucionar este problema, en la sección 4.6 proponemos
un algoritmo de detección de contornos que utiliza técnicas de se-
lección de stencil y unos filtros similares a los de Sobel, empleados
para determinar la orientación del perfil y eliminar aquellos con-
tornos detectados a causa de la textura. Este algoritmo de detec-
ción será aplicado posteriormente en el capítulo 6 con el objetivo
de realizar una predicción adaptada a los perfiles de la imagen en
el contexto de medias en celda.

Finalmente en la sección 4.7 explicamos el algoritmo de detec-
ción de contornos que será aplicado en la predicción multidireccio-
nal que expondremos en el capítulo 5 (en la sección 4.7 y capítulo
5 estamos en el contexto de valores puntuales). Para realizar dicha
predicción, nos interesa que los contornos posean cierta “continui-

dad”, así que como resultado este algoritmo nos proporcionará los
contornos que posean una longitud mínima.
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4.2
Detección de contorno mediante

filtros

Para detectar aquellos puntos que forman los perfiles de una
imagen podemos emplear la siguiente definición:

Definición 4.1. Un punto (x0, y0) de una imagen pertenece a un

contorno si en este punto el modulo del gradiente de la intensi-

dad lumínica |~∇I| es máximo.

Esta definición es la base de los detectores de contornos por
gradiente, los cuales provienen de la discretización de las deriva-
das parciales de orden 1 de la imagen. En esta sección explicare-
mos la detección de contornos empleando los filtros de Roberts,
Sobel y Prewitt. Al emplear cualquiera de estos filtros, se obtie-
ne siempre como resultado final una imagen en la que cada píxel
representará el valor absoluto del gradiente, correspondiendo las
zonas más claras a los perfiles de la imagen.

4.2.1

Detector de contornos de Roberts

El detector de Roberts emplea las siguientes filtros de máscara
para evaluar el gradiente:

Gx =

[

0 1
−1 0

]

, Gy =

[

1 0
0 −1

]

.

Estas máscaras son aplicadas, de forma independiente, a la
imagen inicial, obteniendo así en cada píxel aproximaciones a las
componentes del gradiente. Sean Gx;i,j y Gy;i,j las aproximaciones
obtenidas al aplicar Gx y Gy al píxel (i, j), respectivamente. Así
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tenemos que la aproximación valor absoluto del gradiente en dicho
píxel viene dado por:

|Gi,j| =
√

G2
x;i,j +G2

y;i,j ≈ |Gx;i,j|+ |Gy;i,j|.

La siguiente expresión nos proporciona la orientación del con-
torno:

θ = arctan
(Gy;i,j

Gx;i,j

)

−
π

4

A continuación mostramos como aplicaríamos las máscaras de
convolución anteriores a una ventana 2 × 2 de la imagen con el
objetivo de calcular la aproximación al gradiente en el píxel co-
rrespondiente:

I1,2 I2,2
I1,1 I2,1

en este caso tenemos |G| = |I1,2 − I2,1|+ |I2,2 − I1,1|.

4.2.2

Detector de contornos de Sobel

El detector de contornos de Sobel emplea los siguientes filtros
de máscara 3× 3:

Gx =





−1 0 1
−2 0 2
−1 0 1



 , Gy =





1 2 1
0 0 0
−1 −2 −1



 .

Estas máscaras nos darán máximos locales al ser aplicada a
píxeles que formen parte de contornos verticales u horizontales
respectivamente. Del mismo modo que en el detector de Roberts,
tenemos que la aproximación al gradiente en el píxel (i, j) viene
dada por:

|Gi,j| =
√

G2
x;i,j +G2

y;i,j ≈ |Gx;i,j|+ |Gy;i,j|,

y la orientación del perfil viene dada por θ:

θ = arctan
(Gy;i,j

Gx;i,j

)

+
π

2
.
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Por tanto, la aproximación del gradiente que obtenemos al apli-
car las máscaras de Sobel a:

I1,3 I2,3 I3,3
I1,2 I2,2 I3,2
I1,1 I2,1 I3,1

es:

|G| = |(I1,3+2I2,3+I3,3)−(I1,1+2I2,1+I3,1)|+|(I1,3+2I1,2+I1,1)−(I3,3+2I3,2+I3,1)|.

4.2.3

Detector de contornos Prewitt

El detector de contornos Prewitt, se diferencia del detector de
contornos de Sobel en los filtros de máscara empleados. En este
caso los filtros son:

Gx =





1 1 1
0 0 0
−1 −1 −1



 , Gy =





−1 0 1
−1 0 1
−1 0 1



 .

La aproximación al gradiente obtenida es:

|G| = |(I1,3)−I(1, 1)+(I2,3−I2,1)+(I3,3−I3,1)|+|(I3,3−I1,3)+(I3,2−I1,2)+(I3,1−I1,1)|.

4.3
Detector de contornos de Canny

J. Canny (ver [18]), propone suavizar la imagen aplicando un
núcleo de convolución Θa (demuestra las ventajas de emplear un
núcleo gaussiano; Θa es una gaussiana de varianza a). De este
modo I ? Θa, es diferenciable, y los puntos de los contornos son
aquellos que maximizan ~∇(I ?Θa), y por tanto a I ? ~∇Θa.

De este modo J. Canny propone la siguiente definición para los
puntos pertenecientes a los contornos:
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Definición 4.2. Un punto (x0, y0) pertenece a un contorno si el

módulo del gradiente de la intensidad lumínica, suavizado por

un núcleo Θa, |~∇(I ? Θa)|, es localmente máximo en la dirección

de ~∇(I ?Θa)

El detector de contornos de Canny, consta de las siguientes
fases:

Obtención de gradientes y de la magnitud del gradiente.
Tras suavizar la imagen inicial por medio de una Gaussiana,

Θa. Se obtiene el gradiente ~∇(I ? Θa) =
(

∂
∂x
(I ?Θa),

∂
∂y
(I ?Θa)

)

.

De este modo, la magnitud del gradiente y la dirección, θ,
vienen dados por las expresiones:

|~∇(I ?Θa)| =

√

(

∂

∂x
(I ?Θa)

)2

+

(

∂

∂y
(I ?Θa)

)2

θ = arctan
∂
∂x
(I ?Θa)

∂
∂y
(I ?Θa)

Supresión de no máximos. Una vez determinado el valor del
gradiente en cada punto, los contornos de la imagen esta-
rán dentro del conjunto de puntos que posean una magnitud
máxima. En este paso se pretende eliminar los “no máximos”
perpendiculares al contorno.

Histéresis. Una forma de obtener los contornos de una ima-
gen consiste en quedarnos con aquellos puntos cuyo gradien-
te es superior a una cantidad dada. Canny utiliza dos pará-
metros ta y tb llamados parámetros de histéresis alto y bajo,
respectivamente. De acuerdo con estos parámetros los pun-
tos se clasifican de la siguiente manera:

• Si el gradiente en el punto es superior a ta, es aceptado
inmediatamente.

• Si el gradiente en el punto es inferior a tb, es rechazado
de forma directa.
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• Si el valor está comprendido entre ta y tb, se marcará de
forma temporal como posible integrante de un contorno.
Para aceptarlo, debe existir un camino de puntos mar-
cados como integrantes de un perfil desde él hasta un
punto aceptado.

4.4
Resultados numéricos

A continuación mostramos los resultados obtenidos tras aplicar
los métodos anteriores a las imágenes de la figura 4.1. La imagen
Peppers es una imagen real que no posee mucha textura, la ima-
gen Geo es una imagen puramente geométrica, mientras que Geobl

es el resultado obtenido tras añadir textura a la imagen Geo.
La figura 4.2 muestra los resultados obtenidos tras aplicar los

filtros de Sobel a las imágenes test. Para ello hemos fijado un pa-
rámetro T , marcando únicamente como puntos pertenecientes a
un contorno aquellos que verifican |G| > T . En el caso de T = 0, el
resultado muestra el valor del gradiente obtenido, de modo que un
tono de gris más oscuro corresponde a un módulo del gradiente
mayor. Notar que para eliminar aquellos píxeles detectados como
contornos debido a la textura de la imagen es suficiente aumentar
el valor del parámetro T . Hemos optado por omitir los resultados
que se obtienen al aplicar los filtros de Roberts y Prewitt puesto
que estos son similares.

La figura 4.3 muestra los contornos detectados por el método de
Canny a las imágenes test. En ella podemos observar que mientras
que en la imagen Geo detecta los contornos de modo perfecto, en
las imágenes Peppers y Geobl, detecta píxeles que no pertenecen
a los perfiles debido a la textura que poseen dichas imágenes. No
obstante, estos contornos ficticios pueden ser eliminado variando
los parámetros ta y tb.

Nuestro objetivo es utilizar la detección de contornos para rea-
lizar posteriormente una interpolación especial en ellos. De este
modo nos interesa que los perfiles detectados tengan el menor gro-
sor posible para así utilizarlas en las diferentes predicciones que
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Figura 4.1: Arriba: imágenes Peppers y Geo. Abajo: imagen Geobl.
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Figura 4.2: Contornos obtenidos filtros de Sobel a las imágenes Peppers,

Geo y Geobl. Parámetros empleados: T = 0, 100.
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Figura 4.3: De izquierda a derecha. Peppers: ta = 1, tb = 100 ta = 50, tb =
255; Geo: ta = 1, tb = 500 ta = 20, tb = 130; Geobl: ta = 1, tb = 50 ta = 20, tb =
130
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describiremos en los capítulos 5 y 6.
Los métodos anteriores presentan los siguientes inconvenien-

tes:

En caso de poseer las imágenes poca resolución, los perfiles
detectados mediante la aplicación de los filtros de Roberts,
Prewitt y Sobel, son demasiado gruesos.

El hecho de que el detector de Canny suavice previamente
la imagen, puede causar un desplazamiento de los contornos
detectados (este desplazamiento puede evitarse mediante la
detección multiescala de contornos, ver [35, 36, 37, 38]).

En la sección siguiente, describiremos como utilizar los Algo-
ritmos 1.1 y 1.2 de selección del stencil para marcar los píxeles
susceptibles de formar parte de un perfil. Este método, sin em-
bargo, es muy sensible a la textura que posee la imagen. Con el
objetivo de no detectar “falsos perfiles”, propondremos un detector
de contornos que combinará la elección de stencil, junto con unos
filtros de máscara similares a los de Sobel.

4.5
Detección utilizando la selección

de stencil

Los algoritmos de selección de stencil 1.1 y 1.2 nos proporcio-
nan otra forma de detectar los perfiles de una imagen. Suponga-
mos que estamos en el caso uno-dimensional, y sean {f̄i}ni=1 las
medias de una función, f(x), en los intervalos Ii = [xi−1, xi], xi = ih,
i = 0, . . . , n, h = 1/n. Debido a que dichos algoritmos intentan se-
leccionar stencils que no posean singularidades, si los stencils de
los intervalos vecinos a Ii, i.e. Ii−1 y Ii+1, no contienen al intervalo
Ii podemos considerar que dicho intervalo posee una singularidad.
Del mismo modo, si el único punto en común entre el stencil de Ii−1

y Ii es xi−1, podemos considerar que la singularidad se encuentra
en dicho punto. Por tanto si Si es el stencil elegido para el intervalo
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Ii bien con los Algoritmos 1.1 o 1.2, los intervalos que contienen
singularidades pueden ser localizados con el siguiente algoritmo:

for i = 1, . . . , n
if xi /∈ Si−1 y xi−1 /∈ Si+1

Discontinuidad en Ii
else if Si−1 ∩ Si = {xi−1}

Discontinuidad en {xi−1}
end

end

Aplicando el algoritmo anterior tensorialmente a una imagen,
obtenemos una aproximación a los contornos de ésta. La figura
4.4 muestra el resultado de aplicar este método a las imágenes
de la figura 4.1. En ellos observamos que los perfiles son bien
detectados si la imagen es puramente geométrica, pero en caso
contrario detectamos demasiados "falsos contornos”.

Recordemos que nuestro objetivo es obtener un mapa de los
contornos de la imagen donde estos sean lo más delgados posi-
bles, y además estén los suficientemente aislados entre sí para
asegurarnos el no tomar información de otro perfil en el caso de
reconstruir una celda marcada por la detección.

En la siguiente sección proponemos un mecanismo de detec-
ción que empleará una modificación de los filtros de Sobel para
marcar los contornos relevantes, así como para conocer también
la dirección dominante del perfil, y además emplearemos las dife-
rencias divididas de los datos para asegurarnos que lo contornos
detectados están lo suficientemente aislados los unos de los otros.

4.6
Un método nuevo para la detección

de contornos

A continuación proponemos un método para localizar los per-
files de una imagen que consta de tres fases. En primer lugar,
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Figura 4.4: Celdas aisladas por los algoritmos de selección de stencil
jerárquico y no jerárquico. Arriba: Peppers. Centro: Geo. Abajo: Geobl. Iz-

quierda: Selección jerárquica. Derecha: Selección no jerárquica.
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emplearemos las diferencias divididas de los datos para localizar
los posibles contornos. Tras esta fase, en imágenes reales, mu-
chas celdas son marcadas debido a la textura. Para descartarlas
emplearemos una modificación de los filtros de máscara de Sobel.
Para finalizar eliminaremos aquellas celdas marcadas como inte-
grantes de algún perfil que no posean cierta “continuidad”.

Para explicar la primera fase supongamos que {f̄i}ni=1 represen-
tan las medias de una cierta función f(x) definida en [0, 1], en los
intervalos Ii = [xi−1, xi], es decir:

f̄i =
1

h

∫ xi

xi−1

f(x)dx,

donde xi = ih, i = 0, . . . , n, nh = 1.
Nuestro objetivo es marcar el intervalo [xi−1, xi] si la discontinui-

dad se encuentra en el interior de Ii y marcar los intervalos Ii−1,
Ii si la discontinuidad se encuentra en el nodo xi−1 (o próxima a
éste).

Para ello veamos que si f(x) es discontinua en xd ∈ [xi−1, xi] = Ii,
entonces

f̄i+1 − f̄i = O([f ]) (4.1)

donde [f ] = f(x+
d ) − f(x−

d ). En efecto, si definimos F (x) =
∫ x

0
f(x)dx

tenemos

f̄i+1 − f̄i =
1

h

(

∫ xi+1

xi

f(x)dx−

∫ xi

xi−1

f(x)dx
)

(4.2)

=
1

h

(

F (xi+1)− 2F (xi) + F (xi−1)
)

. (4.3)

Si hacemos desarrollo de Taylor en xd tendremos

f̄i+1 − f̄i =
1

h

(

(F (x+
d ) + (xi+1 − xd)F

′(x+
d ) +O(h2))

−2(F (x+
d ) + (xi − xd)F

′(x+
d ) +O(h2))

+((F (x−
d ) + (xi−1 − xd)F

′(x−
d ) +O(h2)))

)

=
1

h

(

(xd − xi−1)(F
′(x+

d )− F ′(x−
d )) +O(h2)

)

= O([f ]).

Por otra parte, si f(x) es continua en [xk−2, xk] = Ik−1 ∪ Ik no es
difícil probar que

f̄k − f̄k−1 = O(h) (4.4)
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Recopilando, podemos afirmar que si f(x) posee una discon-
tinuidad aislada cerca de xi−1 entonces |f̄i − f̄i−1| > máx{|f̄i−1 −
f̄i−2|, |f̄i−2− f̄i−3|, |f̄i+2− f̄i+1|, |f̄i+3− f̄i+2|} y que si Ii posee una discon-
tinuidad en su interior se debe verificar que |f̄i− f̄i−1| > máx{|f̄i−1−
f̄i−2|, |f̄i−2 − f̄i−3|} y |f̄i+1 − f̄i| > máx{|f̄i+2 − f̄i+1|, |f̄i+3 − f̄i+2|}.

Si a las condiciones anteriores, les añadimos condiciones adi-
cionales para que entre dos intervalos marcados como suscepti-
bles de contener una discontinuidad existan al menos tres inter-
valos no marcados obtenemos nuestro algoritmo de detección:

Algoritmo. 4.1. Primera fase de detección

c1 = máx{|f̄i−1 − f̄i−2|, . . . , |f̄i−3 − f̄i−4|}
c2 = máx{|f̄i+2 − f̄i+1|, . . . , |f̄i+4 − f̄i+3|}
m1 = máx{|f̄i−1 − f̄i−2|, . . . , |f̄i−4 − f̄i−5|}
m2 = máx{|f̄i+1 − f̄i|, . . . , |f̄i+4 − f̄i+3|}
If |f̄i − f̄i−1| > c1 y |f̄i+1 − f̄i| > c2

marcamos [xi−1, xi]
elseif |f̄i − f̄i−1| > máx{m1, m2}

marcamos [xi−2, xi−1] y [xi−1, xi]
end

Proposición 4.1. Si con el algoritmo de detección anterior los

intervalos Ij = [xj−1, xj] y Ij+k = [xj+k−1, xj+k] han sido marcados

como susceptibles de contener una discontinuidad, con k > 1,
entonces k ≥ 4.

Demostración. Usaremos la siguiente notación para diferenciar los
dos casos por los que un intervalo puede haber sido marcado:

C1 Si c1 < |f̄i − f̄i−1| y c2 < |f̄i+1 − f̄i|, consideraremos que la dis-
continuidad se encuentra en Ii.

C2 Sino, si máx{m1, m2} < |f̄i − f̄i−1|, consideraremos que la dis-
continuidad se encuentra en xi−1.

Supongamos que Ij ha sido marcado debido a que c1 < |f̄i− f̄i−1|
y c2 < |f̄i+1 − f̄i|, así tenemos:

|f̄j+1 − f̄j | > máx{|f̄j+2 − f̄j+1|, . . . , |f̄j+4 − f̄j+3|}. (4.5)
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En este caso, si el intervalo Ij+k ha sido marcado por C1 tam-
bién, tenemos:

|f̄j+k − f̄j+k−1| > máx{|f̄j+k−1 − f̄j+k−2|, . . . , |f̄j+k−3 − f̄j+k−4|}. (4.6)

En esta situación, si k = 2, 3, 4, tenemos que (4.5) y (4.6) entran
en contradicción, luego k > 4. Si el intervalo Ij+k ha sido marcado
por C2, entonces también está marcado Ij+k−1 o Ij+k+1. Supon-
gamos que han sido marcados Ij+k−1 y Ij+k, obteniendo entonces
(4.7),

|f̄j+k − f̄j+k−1| > máx{|f̄j+k−1 − f̄j+k−2|, . . . , |f̄j+k−4 − f̄j+k−5|}, (4.7)

y como consecuencia k > 4.
Supongamos ahora, que el intervalo Ij ha sido marcado por C2.

Si Ij−1 ha sido también marcado, entonces tenemos

|f̄j − f̄j−1| > máx{|f̄j+1 − f̄j |, . . . , |f̄j+4 − f̄j+3|}, (4.8)

si Ij+k está marcado por C1, obtenemos (4.6), y llegando a contra-
dicción con k = 2, 3 y 4. Si Ij+k y Ij+k+1 hubieran sido marcados por
C2, tenemos que se debe verificar:

|f̄j+k+1 − f̄j+k| > máx{|f̄j+k − f̄j+k−1|, . . . , |f̄j+k−3 − f̄j+k−4|}, (4.9)

entrando (4.9) en contradicción con (4.8) si k = 1, 2 y 3. Para finali-
zar, si Ij ha sido marcado por C2 y también lo ha Ij+1, se verifica

|f̄j+1 − f̄j| > máx{|f̄j+2 − f̄j+1|, . . . , |f̄j+5 − f̄j+4|}, (4.10)

si Ij+k está marcado por C1 se cumplirá (4.6), y por tanto k debe
ser distinto de 2, 3 y 4. Si las marcadas son Ij+k y Ij+k+1 (en el caso
de ser marcadas Ij+k−1 y Ij+k se haría con k′ = k − 1), se cumple la
relación (4.9), la cual nos obliga a que k 6= 1, 2, 3, 4.

Esto nos asegura la existencia de tres intervalos no marcados
entre dos intervalos susceptibles de contener una discontinuidad,
lo cual en el caso uno dimensional, nos permite el extrapolar el
valor para un intervalo marcado a partir de tres intervalos que no
han sido marcados como susceptibles de contener alguna discon-
tinuidad.
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En caso de estar interesados de detectar los perfiles de una
imagen, aplicamos el algoritmo anterior de modo tensorial, es de-
cir, si nuestra imagen consta de n×m píxeles, {Ii,j} con 1 ≤ i ≤ n,
1 ≤ j ≤ m, donde Ii,j será el valor del píxel (i, j). Para cada i ∈
{0, . . . , m}, aplicamos el algoritmo a {Ii,j}mj=1. De este modo obtene-
mos una aproximación a los contornos horizontales de la imagen.
Análogamente, para cada j ∈ {1, . . . , m}, podemos aplicar el algo-
ritmo anterior a {Ii,j}ni=1, obteniendo por tanto una aproximación
a los perfiles verticales. Nuestra primera aproximación a los con-
tornos de la imagen estará formada por la unión de los contor-
nos detectados fijando primero i y posteriormente j. Notar que los
contornos diagonales de la imagen pueden ser detectados tanto al
fijar i como j. Consideraremos que el valor Ii,j representa la me-
dia de una cierta función I(x, y) definida en [0, 1]× [0, 1] en la celda
Ci,j = [xi−1, xi]× [yj−1, yj], es decir:

Ii,j =
1

|Ci,j|

∫

Ci,j

I(x, y)dxdy =
1

(xi − xi−1)(yj − yj−1)

∫ xi

xi−1

∫ yj

yj−1

I(x, y)dxdy,

con xi = ihx, i = 0, . . . , n, nhx = 1 y yj = jhy, j = 0, . . . , m, mhy = 1.
Dado que normalmente las imágenes poseen cierta textura, tras

aplicar la fase anterior tenemos muchas celdas marcadas. Algunas
de estas pueden ser eliminadas aplicando los siguientes filtros de
máscara,

Sx =





−1 0 1
−2 0 2
−1 0 1



 , Sy =





1 2 1
0 0 0
−1 −2 −1





Sd+ =





2 1 0
1 0 −1
0 −1 −2



 , Sd− =





0 1 2
−1 0 1
−2 −1 0



 .

(4.11)

Así, si la celda Ci,j ha sido marcada por la fase anterior como
susceptible de poseer un contorno de la imagen, llamaremos Sx;i,j,
Sy;i,j, Sd+;i,j y Sd−;i,j a los valores absolutos resultantes de aplicar los
filtros de máscara anteriores a dicha celda, siendo dichos valores



130 4.6. Un método nuevo para la detección de contornos

los siguientes:

Sx;i,j = |Ii−1,j+1 + 2Ii−1,j + Ii−1,j−1 − Ii+1,j+1 − 2Ii+1,j − Ii+1,j−1|,

Sy;i,j = |Ii−1,j+1 + 2Ii,j+1 + Ii+1,j+1 − Ii−1,j−1 − 2Ii,j−1 − Ii+1,j−1|,

Sd+;i,j = |Ii−1,j + 2Ii−1,j+1 + Ii,j+1 − Ii,j−1 − 2Ii+1,j−1 − Ii+1,j |,

Sd−;i,j = |Ii−1,j + 2Ii−1,j−1 + Ii,j−1 − Ii,j+1 − 2Ii+1,j+1 − Ii+1,j |,

de modo de que si la relación siguiente no se verifica:

Si,j = máx {Sx;i,j, Sy;i,j, Sd+;i,j, Sd−;i,j} > 0,5(M −m), (4.12)

donde M = máx {Ii,j} y m = mı́n {Ii,j}, 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ m, consi-
deraremos que la celda había sido marcada por causa de la textu-
ra y supondremos que por dicha celda no pasa ningún contorno.
Además con los filtros anteriores también podemos determinar la
orientación del contorno que pasa por la celda Ci,j. Así si Si,j = Sx;i,j

diremos que el contorno posee orientación vertical en dicha celda,
si Si,j = Sy;i,j diremos que la orientación es vertical, y si Si,j = Sd+;i,j

o Si,j = Sd−;i,j, diremos que la orientación es diagonal positiva o
negativa respectivamente. Notar que la constante 0,5 que apare-
ce en (4.12) ha sido determinada empíricamente, y su misión es
controlar el número de celdas detectadas como pertenecientes a
un contorno. Los artículos [41] y [47] muestran otras formas de
clasificar los contornos según su orientación.

Para finalizar con la detección de contornos, eliminamos aque-
llas celdas que han sido detectadas como susceptibles de formar
parte de un perfil de la imagen, pero sin embargo se encuentran
“aisladas” de otras celdas marcadas como integrantes de contor-
nos. Así, si la celda Ci,j está marcada tras las dos fases anteriores,
tomamos una ventana 5× 5 centrada en dicha celda, de modo que
si esta ventana posee menos de tres celdas marcadas como sus-
ceptibles de contener un perfil, consideraremos que por la celda
Ci,j no pasa ningún contorno, y dicha celda no estará marcada al
finalizar la detección.

La figura 4.5 muestra el resultado de aplicar las diferentes fases
a las imágenes Peppers y Geobl. La primera fila muestra los con-
tornos detectados empleando las diferencias divididas, la segunda
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fila muestra el resultado obtenido tras aplicar los filtros de más-
cara Sx, Sy, Sd+ y Sd−, y en la última fila hemos eliminado aquellas
celdas marcadas en las etapas anteriores que estaban aisladas.

El algoritmo de detección de contornos explicado en esta sec-
ción presenta las siguientes ventajas respecto a los citados ante-
riormente. Por una parte, al aplicar la proposición 4.1 obtenemos
unos perfiles menos gruesos que los obtenidos al aplicar los filtros
de máscara mencionados en la sección 4.2, además los filtros de-
finidos en (4.11) nos permiten clasificar los píxeles pertenecientes
a los contornos en cuatros grandes bloques según la orientación
predominante en éstos (horizontal, vertical, diagonal positivo o ne-
gativo). Por otra parte, el hecho de no suavizar la imagen original,
como con el detector de Canny, nos asegura una correcta localiza-
ción de los perfiles de la imagen. No obstante, el principal inconve-
niente de este algoritmo se produce al detectar contornos en imá-
genes de baja resolución, pues el imponer condiciones para que
entre los contorno exista una separación mínima puede provocar
la eliminación de éstos. Este algoritmo de detección lo aplicare-
mos en el capítulo 6 con el objetivo de realizar una interpolación
adaptada a los contornos de la imagen, en la cual nos será de gran
ayuda el poder clasificar los perfiles según su orientación.

4.7
Detección de contornos continuos

En esta sección proponemos un algoritmo para la detección de
contornos que presentan una longitud mínima. Este algoritmo de
detección ha sido desarrollado en colaboración con J. Baccou y
J. Liandrat de la Universidad de Provence (Aix - Marseille I ). Los
contornos obtenidos mediante este algoritmo serán empleados en
el capítulo 5 para realizar una predicción multidireccional depen-
diente de los contornos, y su posterior aplicación a la compresión
de imágenes (ver [5, 13]). En esta sección y en el capítulo 5 asumi-
mos que los datos que tenemos son valores puntuales.

La detección de contornos está basada en la utilización de los
filtros definidos en (4.11), y se divide en tres fases:
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Figura 4.5: De arriba a abajo podemos observar el resultado de aplicar

las diferentes fases a las imágenes “peppers” y “geobl”. Arriba: diferencias

divididas. Centro: filtros Sx, Sy, Sd+ y Sd−. Abajo: resultado final.
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Aplicación de los filtros de máscara de
Sobel

En esta primera etapa aplicamos los filtros de máscara de So-
bel Sx, Sy, Sd+, Sd− a cada píxel de la imagen. De este modo ob-
tenemos máximos locales en aquellos píxeles que formen parte de
contornos horizontales, verticales, diagonales positivos ó negativos
respectivamente.

Los píxeles que verifiquen la relación (4.12) serán marcados,
obteniendo así una matriz que nos indicará además de los po-
sibles píxeles pertenecientes a los perfiles de la imagen, si éstos
pertenecen a un contorno horizontal, vertical, diagonal positivo o
negativo.

Reducción de las zonas detectadas

En la siguiente etapa, el objetivo es detectar entre los píxeles
marcados anteriormente aquellos que estén comprendidos entre
el “principio” y el “final” del contorno, reduciendo de este modo los
píxeles marcados.

Así, si tenemos una secuencia vertical, {Xn,m}m1≤m≤m2, de longi-
tud m2 −m1, donde todos los píxeles han sido marcados y poseen
todos una orientación horizontal o diagonal, calcularemos las si-
guientes diferencias divididas para cada uno:

|In,m−1 − 2 · In,m + In,m+1|, m1 ≤ m ≤ m2.

De modo que si m′
1 ≤ m′

2 corresponden a los dos valores de dife-
rencias máximas, reduciremos la secuencia de píxeles detectados
a {Xn,m}m′

1≤n≤m′

2

Procediendo de modo análogo, reduciríamos las secuencias de
píxeles detectados {XJ

n,m}n1≤n≤n2 con orientación vertical o diago-
nal.
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Eliminación de los píxeles aislados y
encadenado

Finalmente, encadenaríamos los píxeles detectados que son ve-
cinos. De modo que si una cadena está constituida por un número
de píxeles inferior a Lc, no es considerada como un contorno de la
imagen, y dichos píxeles son eliminados de nuestro mapa de con-
tornos.

Notar que tras esta última etapa podemos obtener una repre-
sentación de los contornos de la imagen diferente a una matriz
formada únicamente por 1 (píxeles pertenecientes a contornos) y 0
(píxeles restantes). Ya que para describir un contorno es suficien-
te con guardar las coordenadas del primer píxel, y posteriormente
una serie de direcciones que nos indican donde se encuentra el
píxel vecino que pertenece al contorno. Notar además, que el pa-
rámetro Lc puede ser modificado dependiendo de la naturaleza de
la imagen.

Figura 4.6: Contornos detectados para una imagen geométrica.

Las figuras 4.6 y 4.7 muestran los resultados obtenidos tras
aplicar las tres etapas de detección. En la imagen geométrica, obte-
nemos prácticamente el mismo resultado que si aplicáramos úni-
camente los filtros de Sobel. Sin embargo en la imagen real, las
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etapas 2 y 3 de la detección reducen considerablemente el número
de píxeles detectados. Notar que el parámetro Lc empleados en el
algoritmo de detección depende de la imagen a tratar.

Figura 4.7: De arriba izquierda a abajo derecha: Imagen original. Primera

etapa (píxeles detectados = 25263). Segunda etapa (píxeles detectados =

18384). Tercera etapa (píxeles detectados = 6824)
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5
Multirresolución 2D no
separable para valores

puntuales

5.1
Introducción

Los métodos basados en wavelets son unas herramientas efica-
ces para la compresión de imágenes ([36]). Por una parte, propor-
cionan algoritmos multiescala eficientes para la descomposición y
reconstrucción de la imagen. Por otro lado, permiten una codifi-
cación eficiente gracias a la estructura de árbol de los coeficientes
wavelet dominantes.

Sin embargo, estos métodos clásicos no consiguen resultados



138 5.1. Introducción

completamente satisfactorios por dos principales motivos: en pri-
mer lugar hacen uso de una descomposición multiescala lineal y
como consecuencia no se adaptan a las propiedades locales de la
imagen (posición de los contornos) y en segundo lugar, la aplica-
ción tensorial de la transformada wavelet, generalmente empleada,
no resulta óptima para los contornos no horizontales ni verticales;
como resultado, la tasa de compresión después de un truncamien-
to no lineal de los coeficientes wavelet no resulta óptima (ver [36]).

Con el objetivo de salvar estas desventajas, se han realizado
trabajos recientes en los que las técnicas multiescala incorporan
la geometría de la imagen como los Bandelets [40], Contourlets
[25], etc. En este capítulo presentamos un algoritmo multiescala
adaptado a los contornos, pero que permanece lineal, al menos
parcialmente. Este trabajo [5] ha sido realizado en colaboración
con J. Baccou y J. Liandrat de la Universidad de Provence (Mar-
seille - I). El algoritmo consta de dos etapas,

1. Una detección de contornos, con la que obtenemos un mapa
de puntos de segmentación.

2. Un algoritmo multiescala lineal, multidireccional, mapa-de-
pendiente, basado en la multirresolución de Harten.

Una parte de este capítulo, como el diseño del operador predic-
ción mapa-dependiente, ha sido desarrollada principalmente por
Jean Baccou y tambien puede ser encontrado en su tesis [13].
Para que el capítulo sea más completo estan detallados todos los
pasos necesarios para construir el algoritmo de multirresolución
2D no separable para valores puntuales.

La estructura del capítulo es la siguiente: en la sección 5.2 des-
cribimos brevemente la multirresolución de Harten uno dimensio-
nal dependiente de puntos de segmentación y presentamos una
nueva transformada multidireccional, mapa-dependiente. En la
sección 5.3, describimos la técnica empleada para construir el ma-
pa, basado en un simple algoritmo de detección de contornos. La
técnica de codificación se presenta en la sección 5.4. La sección
5.5 está dedicada a las comparaciones numéricas entre nuestro
algoritmo, y los resultados empleando interpolación ENO y lineal
(i.e. no adaptada a los contornos de la imagen) en términos de
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tasas de compresión y calidad de la imagen reconstruida. Para
finalizar, la sección 5.6 muestra las conclusiones y perspectivas
futuras.

5.2
Multirresolución de Harten

dependiente

De ahora en adelante, consideraremos una malla uniforme Xk =
{xk

j , j ∈ Z}. De este modo, para cada valor k, asociado a la escala
2−k, xk

j se define del siguiente modo: xk
j = j2−k.

5.2.1

Caso uno dimensional

De igual modo que en [10], [30] la multirresolución de Harten
puede ser definida como un triplete (V k, Dk−1

k , P k
k−1), k ∈ Z. Vk es un

espacio separable, donde k hace referencia al nivel de resolución
y en el contexto del procesamiento de señales puede interpretarse
como un conjunto de valores discretos, fk = {fk

j }j∈Z, en el nivel de
resolución 2−k, asociados a la señal, f , definidos en toda la recta
real. Dk−1

k y P k
k−1 son los operadores decimación y predicción, que

conectan dos niveles de resolución consecutivos, K0 ≤ . . . ≤ k ≤
k + 1 ≤ . . . . . .Kmax. El operador decimación, Dk−1

k , es un operador
lineal que va del espacio de mayor resolución, V k, al de menor,
V k−1. Mientras que el operador predicción, P k

k−1, va del espacio de
menor resolución al de mayor.

El operador P k
k−1 define un esquema de subdivisión ([26]) ac-

tuando entre el nivel k − 1 y k. De este modo, si escribimos:

∀{fk−1
j }j∈ZZ ∈ Vk−1,

(

P k
k−1f

k−1
)

j
=
∑

m∈ZZ

ak,jj−2mf
k−1
m , (5.1)

entonces, los coeficientes {ak,jm }m∈ZZ, (k, j) ∈ ZZ2, pueden interpre-
tarse como los filtros de un esquema de subdivisión. Si {ak,jm }m∈Z
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son independientes de fk−1, se dice que el esquema de subdivisión
es lineal y además estacionario (respectivamente uniforme) si los
coeficientes no dependen de k (respectivamente de j).

En general, en la multirresolución de Harten, no es necesario
que P k

k−1 sea un operador lineal y en ese caso, el correspondiente
esquema de subdivisión es no lineal.

Para cualquier señal, la discretización en V k, fk, puede ser sus-
tituida por la discretización en V k−1, fk−1, más los coeficientes co-
rrespondientes a los detalles dk−1 = {dk−1

j }j∈Z definidos del modo
siguiente: ∀j ∈ ZZ, dk−1

j = fk
j −

(

P k
k−1f

k−1
)

j
.

Iterando este proceso, podemos definir dos algoritmos multies-
cala, asociados a los niveles K0 ≤ k: el algoritmo descomposición,

fk 7→
{

fK0, dK0, ..., dk−1
}

y el algoritmo reconstrucción,
{

fK0, dK0, ..., dk−1
}

7→ fk.

En el contexto de los valores puntuales donde fk
j = f(j2−k) y

el operador Dk
k+1 consiste simplemente en tomar los valores que

ocupan la posición par, el operador P k+1
k se construye a partir de

una técnica interpolatoria. En este capítulo, emplearemos la inter-
polación de Lagrange de grado fijo D. Las aproximaciones al nivel
de resolución k + 1, son calculada empleando interpolantes de La-
grange, definidos a partir de los stencils asociados a cada par (k, j)
como sigue:

Algoritmo. 5.1. Cálculo fk+1

for j ∈ ZZ

f̂k+1
2j = fk

j

f̂k+1
2j−1 =

∑rk+1,2j−1−1
m=−lk+1,2j−1

L
lk+1,2j−1,rk+1,2j−1
m (−1/2)fk

j+m

end

con

L
lk+1,2j−1,rk+1,2j−1
m (x) = Π

rk+1,2j−1−1

n=−lk+1,2j−1,n 6=m

x− n

m− n
. (5.2)
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Los enteros lk+1,2j−1 (resp. rk+1,2j−1) denotan el número de puntos
a la izquierda (resp. derecha) del stencil empleado para la interpo-
lación asociado al par (k, j) y a f̂k+1

2j−1. Dichos valores satisfacen
lk+1,2j−1 + rk+1,2j−1 = D + 1.

A partir del algoritmo 5.1 y empleando la notación de la expre-
sión (5.1), definimos la máscara asociada al esquema de subdivi-
sión:

ak,2j :=

{

ak,2j0 = 1,

ak,2jm = 0, si m 6= 0,
(5.3)

y

ak,2j−1 :=

{

ak,2j−1
−2m−1 = L

lk,2j−1,rk,2j−1
m (−1/2) si m = −lj,2j−1, ..., rj,2j−1 − 1,

ak,2j−1
2m = 0 en otro caso.

(5.4)

De igual modo que en [14], consideramos tres estrategias natu-
rales para definir, para cada par (k, j), los valores (l2j−1,k+1, r2j−1,k+1):
la primera consiste en tomar l2j−1,k+1 = l y r2j−1,k+1 = r = D − l + 1,
donde r y l son unos valores fijados. Esta estrategia nos conduce
a la clásica predicción invariante por traslación. El correspondien-
te esquema de subdivisión es estacionario y uniforme (y por tanto
lineal). En el caso de que l = r, se puede ver una correspondencia
directa entre la multirresolución de Harten en el contexto de valo-
res puntuales (especialmente el operador predicción) y el esquema
interpolatorio de subdivisión de Deslauriers y Dubuc (ver [24]).

La segunda estrategia consiste en tomar (l2j−1,k+1, r2j−1,k+1) a
partir de una familia de puntos de segmentación (llamada ma-
pa) definida previamente sobre la recta real. Esto nos conduce a lo
que llamaremos una predicción mapa-dependiente, que define un
esquema de subdivisión lineal pero no estacionario y no uniforme.

La tercera estrategia consiste en definir (l2j−1,k+1, r2j−1,k+1) de-
pendientes de fk a partir de criterios locales. Esto nos lleva a una
predicción dependiente de los datos y a un esquema de subdivi-
sión no lineal. Un esquema interpolatorio clásico, que emplea esta
estrategia, es la interpolación ENO (Sección 1.2 y [10, 29]). En este
caso, la selección del stencil se hace a partir la regularidad local
de los datos estimada a partir de las diferencias divididas.
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A partir de aquí nos concentraremos en las estrategias lineales
(estrategias 1 y 2) y principalmente en la dependiente del mapa.

A continuación proponemos la siguiente definición de stencil,
asociado a la familia de puntos de segmentación separados1 SS:

Definición 5.1. (Dependencia del mapa)

Dada una familia de puntos de segmentación SS , un stencil
mapa-dependiente está controlado por:

Un triplete (D, l, r), l ≥ 0, r ≥ 1 y l + r = D + 1 tal que

(lk,2j−1, rk,2j−1) = (l, r) si [xk−1
j−l , x

k−1
j+r−1] ∩ Ss = ∅.

Una regla para seleccionar (lk,2j−1, rk,2j−1) si [xk−1
j−l , x

k−1
j+r−1] ∩

Ss 6= ∅.

Con esta definición, el stencil empleado para la interpolación
queda fijado por (l, r) para cualquier punto excepto en las proximi-
dades de los puntos de segmentación, donde se aplicará la regla
de selección. A continuación, especificamos la regla de selección.

Bajo el supuesto de que los puntos de segmentación están se-
parados, entonces existe una escala en la cual cada punto de seg-
mentación puede considerarse aislado respecta a la longitud del
stencil. En este caso, consideramos la definición siguiente para un
único punto de segmentación y0 correspondiente a Ss = {y0}.

La regla de selección de stencil está diseñada con el objetivo de
elegir stencils que eviten el punto de segmentación {y0}. Así, dado
(D, l, r), definimos la regla de selección del siguiente modo:

1Se dice que la familia de puntos SS es separada si y solo si ∃εSS
> 0 tal que

∀x, y ∈ SS , x 6= y ⇒ |x− y| ≥ εSS
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S0,4
35
16

−35
16

21
16

− 5
16

S1,3
5
16

15
16

− 5
16

1
16

S2,2 − 1
16

9
16

9
16

− 1
16

Tabla 5.1: Coeficientes del polinomio de Lagrange asociados al stencil
Sl,r. Los stencils S3,1 y S4,0 se deducen por simetría.

Definición 5.2. (Selección del stencil)

Para todo k ∈ ZZ, el índice jk−1 se define como el único en-

tero verificando y0 ∈ [xk−1
jk−1−1, x

k−1
jk−1

[. Para todo k y j tal que

y0 ∈ [xk−1
j−l , x

k−1
j+r−1]:

Si y0 ∈ [xk
2jk−1−2, x

k
2jk−1−1[, entonces

{

Si j < jk−1 ⇒ rk,2j−1 = inf{jk−1 − j, r} y lk,2j−1 = D + 1− jk−1 + j,

Si j ≥ jk−1 ⇒ rk,2j−1 = D + 1 + jk−1 − j y lk,2j−1 = inf{j − jk−1, l}.

Si y0 ∈ [xk
2jk−1−1, x

k
2jk−1

[, entonces

{

Si j ≤ jk−1 ⇒ rk,2j−1 = inf{jk−1 − j, r} y lk,2j−1 = D + 1− jk−1 + j,

Si j > jk−1 ⇒ rk,2j−1 = D + 1 + jk−1 − j y lk,2j−1 = inf{j − jk−1, l}.

Las figuras 5.1 y 5.2, y la tabla 5.1 muestran esta regla de
selección cuando D = 3, l = 2 y r = 2.
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S

S

S

l=0   r=4

l=1    r=3

l=2    r=2

0,4

1,3

2,2

Figura 5.1: Posibles stencils para una interpolación con 4 nodos. Sl,r hace

referencia al stencil con l nodos a la izquierda y r nodos a la derecha.

Y0

.  .  .

S S S S SSSSS

(b)

  (a)

Y0

S S S S S S S SS

0,43,12,22,22,2 1,3 2,2 2,2 2,2

4,03,12,22,22,2 1,3 2,2 2,2 2,2

Figura 5.2: Ejemplo de selección de stencil a partir de la definición 5.2.

(a) y0 ∈ [xk2jk−1−2, x
k
2jk−1−1[, (b) y0 ∈ [xk2jk−1−1, x

k
2jk−1

[

Los algoritmos mapa-dependientes de multirresolución asocia-
dos al operador predicción definido previamente no encajan en
aquellas familias clásicas de las que disponemos resultados ge-
nerales sobre el análisis numérico de los esquemas de subdivisión
([26]). Sin embargo, una vez fijados los puntos de segmentación,
el operador definido resulta ser lineal y no invariante por trasla-
ción. De este modo, los problemas de convergencia del esquema
de subdivisión y estabilidad de la multirresolución permanecen
relacionados. En [14] se prueba que el esquema de subdivisión
definido previamente es uniformemente convergente en el espacio
funcional C(R), donde f son funciones definidas y continuas en
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R\Sf , donde Sf es un conjunto no vacío de números reales de mo-
do que ∀x ∈ Sf , ĺımy→x,y>x f(y) = f+(x) y ĺımy→x,y<x f(y) = f−(x) . De
un modo más preciso, la convergencia del esquema de subdivisión
viene dada por la siguiente definición.

Definición 5.3. (Convergencia del esquema de subdivisión)

El esquema de subdivisión asociado a P k
k−1 se dice que es

L∞-convergente si para cualquier sucesión de números reales

{f 0
j }j∈Z ∈ V 0, existe una función f ∈ C(R) (llamada función límite

asociada a f 0) de modo que : ∀ε, ∃K tal que ∀k ≥ K verifica

‖ P k
k−1...P

2
1P

1
0 f

0 − f+
( .

2k

)

‖∞≤ ε,

o

‖ P k
k−1...P

2
1P

1
0 f

0 − f−
( .

2k

)

‖∞≤ ε,

donde ||.||∞ representa la norma infinito.

La convergencia implica la existencia de funciones límite, sien-
do definidas como la función a la que converge el proceso de sub-
división empezando a partir de un único valor no nulo (igual a 1)
en el nivel 0. Estas funciones se construyen por traslación de un
conjunto finito de funciones de soporte compacto. De este modo,
podemos obtener, del mismo modo que en [26] por ejemplo, que el
esquema de subdivisión es estable y, gracias a la linealidad, que el
esquema de multirresolución es estable. De un modo más preciso
esto significa:
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Definición 5.4. (Estabilidad de la multirresolución)

El algoritmo de descomposición es estable respecto a la

norma || . || si:

∃C de modo que ∀k, ∀(fk, fk
ε ), si fk 7→

{

fK0, dK0, ..., dk−1
}

y fk
ε 7→

{

fK0
ε , dK0

ε , ..., dk−1
ε

}

, entonces,

||fK0
ε − fK0|| ≤ C||fk

ε − fk||, y ∀m < k, ||dmε − dm|| ≤ C||fk
ε − fk||.

El algoritmo de reconstrucción es estable respecto a la

norma || . || si:

∃C de modo que ∀k > K0, ∀{fK0, dK0, ..., dk−1} y
{

fK0
ε , dK0

ε , ..., dk−1
ε

}

,

si {fK0, dK0, ..., dk−1} 7→ fk y
{

fJ0
ε , dJ0ε , ..., dk−1

ε

}

7→ fk
ε , entonces,

||fk
ε − fk|| ≤ C sup

(

||fk−1
ε − fk−1||, ||dk−1

ε − dk−1||
)

.

La cuestión de la estabilidad es crucial en caso de emplear el
esquema de multirresolución en el contexto de compresión de se-
ñales. Así, la diferencia entre la imagen inicial y la reconstruida
después de la compresión viene controlada por las constantes de
estabilidad.

Nota 5.1. La linealidad del esquema de subdivisión mapa-depen-

diente juega un papel clave para asegurar su estabilidad. No resulta

de igual modo si consideramos esquema de tipo ENO [10, 23, 29].

En dichos esquemas, el "mejor"stencil para realizar la interpola-
ción de Lagrange se obtiene a partir del cálculo de las diferencias
divididas en cada nivel de resolución de los datos reconstruidos.
Una perturbación de los datos (como resultado del truncamiento
de los detalles) puede modificar la predicción seleccionando dis-
tintos stencils que los iniciales y provocar inestabilidades (ver fi-
gura5.12)).
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Si no se puede garantizar la estabilidad de la multirresolución
se debe utilizar el algoritmo de control del error [1].

5.2.2

Predicción 2D mapa-dependiente

Consideremos los datos vienen dados en forma de matriz, i.e.
{fk

i,j}(i,j)∈Z2. Así podemos construir una predicción 2D bidireccio-
nal como una generalización del algoritmo 5.1. En este caso, los
puntos de segmentación son reemplazados por curvas de segmen-
tación las cuales a partir de intersecciones de rectas verticales y
horizontales dan lugar a puntos de segmentación. Como conse-
cuencia de la curvatura de las curvas de segmentación podemos
obtener puntos no aislados. En nuestro contexto, es posible la no
adaptación en las cercanías de dichos puntos (ver Sección 5.2.2,
predicción bidireccional). Sin embargo, si suponemos que las cur-
vas de segmentación son Lipstchitz a trozos, el número de puntos
no separados permanece acotado.

Para empezar, consideraremos que las curvas de segmentación
vienen definidas por una familia de curvas, {Ci}i∈I.

Predicción bidireccional mapa dependiente

En este caso, el algoritmo 5.1 es aplicado recursivamente a las
filas y columnas de la matriz. De este modo, generalizando la no-
tación del Sección 5.2.1 al caso 2D, introducimos el siguiente al-
goritmo de predicción en 2D:

Algoritmo. 5.2. Cálculo fk+1

for (i, j) ∈ ZZ2

f̂k+1
2i,2j = f̂k

i,j,

f̂k+1
2i,2j−1 =

∑rH
k+1,2i,2j−1−1

n=−lH
k+1,2i,2j−1

L
lH
k+1,2i,2j−1,r

H
k+1,2i,2j−1

n (−1/2)fk
i,j+n,

f̂k+1
2i−1,2j =

∑rV
k+1,2i−1,2j−1

m=−lV
k+1,2i−1,2j

L
lV
k+1,2i−1,2j ,r

V
k+1,2i−1,2j

m (−1/2)fk
i+m,j,
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f̂k+1
2i−1,2j−1 =

∑rV
k+1,2i−1,2j−1−1

m=−lV
k+1,2i−1,2j−1

L
lV
k+1,2i−1,2j−1 ,r

V
k+1,2i−1,2j−1

m (−1/2)f̂k+1
2i+2m,2j−1.

end

El superíndice H (resp. V) hace referencia a stencils horizonta-
les (resp. verticales). El número de nodos a la izquierda y derecha
del stencil está en función de la familia de curvas de segmentación
siguiendo la regla uno-dimensional cuando los nodos están sepa-
rados. En caso contrario, el número de nodos a la izquierda (resp.
derecha) es tomado a partir de un valor de referencia l (resp. r).
Notar que en caso de que el conjunto de curvas sea vacío, la pre-
dicción bidireccional mapa-dependiente coincide con el producto
tensorial clásico [1]. En caso de asociar un mapa a una familia de
curvas de segmentación (ver sección 5.3) diremos que el algoritmo
de multirresolución es mapa-dependiente.

Notar que la predicción anterior no tiene en cuenta la orienta-
ción de las curvas. Por este hecho, introducimos una generaliza-
ción del caso 1D que incorpora una dependencia del mapa multi-
direccional.

Predicción mapa-dependiente multidireccional

El operador predicción mapa-dependiente multidireccional se
construye como una modificación del bidireccional definido pre-
viamente, incorporando la orientación local del mapa [13]. De es-
te modo, nos centramos en cuatro posibles direcciones para la
predicción (una horizontal, una vertical y dos diagonales). Dado
que los valores asociados a f̂k+1

2i−1,2j y f̂k+1
2i,2j−1 no pueden ser fácil-

mente calculados a partir de interpolación diagonal empleando
{fk

i,j}(i,j)∈Z2, la diferencia con el algoritmo 5.2 está en la predicción

de los valores f̂k+1
2i−1,2j−1 la cual es realizada empleando, en caso ne-

cesario, interpolaciones diagonales de acuerdo con la orientación
del mapa (ver figura 5.3).

En la sección 5.3 explicamos como obtenemos un mapa de pun-
tos de segmentación para un nivel de resolución dado, y como a
partir de este mapa obtenemos los mapas asociados a niveles de
resolución inferiores. Supongamos ahora que disponemos de los
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Figura 5.3: Dirección de la predicción para un punto del tipo f̂k+1
2i−1,2j−1. La

línea discontinua indica la dirección empleada con la estrategia bidireccio-

nal, mientras que la linea continua indica la empleada con la predicción

multidireccional.

mapas {mapk}kmax

k=k0
, donde

mapk(i, j) =

{

1, si (xk
i , y

k
j ) es un punto de segmentación,

0, en caso contrario.

Nuestro objetivo es aplicar una predicción mapa-dependiente
para comprimir imágenes. En este contexto, el mapa que con-
tiene los puntos de segmentación representa los contornos de la
imagen. De ahora en adelante, supongamos que nuestro mapa es
ideal (es decir que los contornos están contenidos entre dos pun-
tos de segmentación consecutivos), y que conocemos los mapas
de los puntos de segmentación en cada nivel de resolución. Bajo
estos supuestos y haciendo uso de stencils formados por cuatro
nodos, veamos como obtener la predicción para aquellos valores
cuyo stencil contiene un nodo que pertenece a un punto de seg-
mentación.

Veamos en primer lugar como obtener los valores f̂k
2i,2j−1 (los

valores f̂k
2i−1,2j se obtienen por el mismo procedimiento intercam-

biando j y i).
Dado que el mapa se supone ideal, existen un número finito de
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configuraciones posibles para los nodos marcados alrededor del
punto a predecir. En este caso las posibilidades son las siguientes:

Primer caso: mapk(i, j − 1) +mapk(i, j) 6= 2.
El segmento [xk

i,j−1, x
k
i,j ] no contiene ningún contorno:

Si mapk(i, j − 1) = 0 y mapk(i, j) = 1, obtenemos f̂k+1
2i,2j−1

empleando un stencil decentrado a la izquierda,

f̂k+1
2i,2j−1 =

0
∑

i=−3

L3,1
i (−1/2)fk

i,j+i (5.5)

Si mapk(i, j − 1) = 1 y mapk(i, j) = 0, obtenemos f̂k+1
2i,2j−1

empleando un stencil decentrado a la derecha,

f̂k+1
2i,2j−1 =

2
∑

i=−1

L1,3
i (−1/2)fk

i,j+i (5.6)

La figura 5.4 muestra las dos configuraciones posibles para el
primer caso.

bc bc bc b

fk
i,j−1 f

k
i,j

f̂k+1
2i,2j−1

x

bc bc bcb

fk
i,j−1 f

k
i,j

f̂k+1
2i,2j−1

x

Figura 5.4: Configuraciones posibles para el cálculo de f̂k+1
2i,2j−1. Los puntos

negros representan los puntos de segmentación.

Segundo caso: mapk(i, j − 1) +mapk(i, j) = 2.
En este caso necesitamos información del nivel k + 1.
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(a2)

bc bc bc bc bc

bc bc bc bc bc

bc bc bc bc bc

b b b b b

b b b b b

(a1)

bc bc bc

b b b

b b b

(b2)

bc bc bc bc bc bc

bc bc bc bc bc bc

bc bc bc

bc bc bcb b b

b b b

b b b b b b

(b1)

bc bc bc

b b b

b b b

Figura 5.5: Configuraciones correspondientes a mapk+1(2i, 2j − 2) = 0 y

mapk+1(2i, 2j) = 0. (a1)-(a2) corresponde un contorno horizontal, (b1)-(b2)

a una esquina. La línea continua representa el contorno, mientras que la

flecha indica el segmento que contiene el punto a predecir.
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(a1) bc b b

fk
i,j−1 fk

i,j

(a2) bc bc bc bc b b

f̂k+1
2i,2j−1

(b2) b bbc bc bc bc bc

f̂k+1
2i,2j−1

(b1) b b bc

fk
i,j−1 fk

i,j

Figura 5.6: Configuraciones posibles para el caso en que mapk+1(2i, 2j −
2) +mapk+1(2i, 2j) = 1. (a1)-(b1) mapk, (a2)-(b2) mapk+1. La flecha indica el

sentido de predicción.

Si mapk+1(2i, 2j−2)+mapk+1(2i, 2j) = 0 (ver figura 5.5). Em-
pleando una interpolación centrada con dos nodos nos
permite evitar el contorno, i.e.

f̂k+1
2i,2j−1 =

fk
i,j−1 + fk

i,j

2

Si mapk+1(2i, 2j − 2) +mapk+1(2i, 2j) = 1:

• Si mapk+1(2i, 2j − 2) = 1 y mapk+1(2i, 2j) = 0 (figura 5.6
(b1)-(b2)), entonces mapk+1(2i, 2j − 1) = 1 y por tanto
empleamos una extrapolación decentrada a derecha,

f̂k+1
2i,2j−1 =

3
∑

i=0

L0,4
i (−1/2)fk

i,j+i. (5.7)

• Si mapk+1(2i, 2j − 2) = 0 y mapk+1(2i, 2j) = 1 (figura 5.6
(a1)-(a2)), entonces mapk+1(2i, 2j − 1) = 1 y por tanto
empleamos una extrapolación decentrada a izquier-
da,

f̂k+1
2i,2j−1 =

−1
∑

i=−4

L4,0
i (−1/2)fk

i,j+i. (5.8)

Si mapk+1(2i, 2j − 2) +mapk+1(2i, 2j) = 2: entonces el punto
a predecir se trata de una esquina.
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Dado que el mapa de puntos de segmentación se su-
pone ideal, una esquina sólo puede darse en dos con-
figuraciones. La figura 5.7 muestra una configuración,
la otra se obtiene por medio de una rotación de ángu-
lo π. La información dada por el mapa en el entorno del
punto nos permite seleccionar una dirección para la pre-
dicción. Además, en caso de que mapk+1(2i − 1, 2j) = 0 y
mapk+1(2i + 1, 2j − 2) = 0, los valores siguientes son eva-
luados:

SR = mapk+1(2i, 2j) +mapk+1(2i− 1, 2j) +

+mapk+1(2i− 1, 2j − 1),

SL = mapk+1(2i, 2j − 2) +mapk+1(2i+ 1, 2j − 2) +

+mapk+1(2i+ 1, 2j − 1).

Nuestro objetivo es seleccionar el entorno más regular,
así si SR > SL (5.7) (resp. SL > SR), emplearemos extrapo-
lación a izquierda (resp. extrapolación a derecha 5.6).

Del igual modo, si mapk+1(2i − 1, 2j − 2) = 0 y mapk+1(2i +
1, 2j) = 0, evaluamos:

SR = mapk+1(2i, 2j) +mapk+1(2i+ 1, 2j) +

+ mapk+1(2i+ 1, 2j − 1),

SL = mapk+1(2i, 2j − 2) +mapk+1(2i− 1, 2j − 2) +

+ mapk+1(2i− 1, 2j − 1),

y seleccionamos el entorno más regular: si SR > SL (resp.
SL > SR), emplearemos extrapolación a izquierda (5.7)
(resp. extrapolación a derecha (5.6)).

• Si el punto a predecir no pertenece a una esquina (fi-
gura 5.7 (b)), f̂k+1

2i,2j−1 es calculado del siguiente modo:

f̂k+1
2i,2j−1 =

fk
i,j−1 + fk

i,j

2
(5.9)

Veamos ahora como obtener los valores f̂k+1
2i−1,2j−1. En este caso,

la predicción tiene en cuenta la orientación de los contornos. De
nuevo se presentan dos posibilidades:
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b b b

b b b b b b

b b b

bc

bc bc

(a)

b b b b b

b b b b b

(b)

Figura 5.7: Configuraciones cuando el punto a predecir está en una es-

quina (a) o, en un contorno horizontal (b).

Primer caso: mapk(2i− 2, 2j− 2)+mapk(2i− 2, 2j)+mapk(2i− 2, 2j)+
mapk(2i, 2j) 6= 4 :
La distribución de los puntos marcados alrededor del punto
a predecir nos proporciona información sobre la orientación
del contorno en las cercanías del punto. En este caso hay
ocho posibles configuraciones: dos corresponden a un perfil
horizontal (figura 5.8 (a1)-(a2)), dos a perfiles verticales (figu-
ra 5.8 (b1)-(b2)) y cuatro a contornos diagonales (figura 5.8
(c1)-(c2)-(c3)-(c4)).
Así, f̂k+1

2i−1,2j−1 se calcula del siguiente modo:

Casos (a1),(a2): f̂k+1
2i−1,2j−1 =

f̂k+1
2i−1,2j−2+f̂k+1

2i−1,2j

2

Casos (b1),(b2): f̂k+1
2i−1,2j−1 =

f̂k+1
2i−2,2j−1+f̂k+1

2i,2j−1

2

Casos (c1),(c2): f̂k+1
2i−1,2j−1 =

f̂k+1
2i−2,2j−2+f̂k+1

2i,2j

2

Casos (c3),c4): f̂k+1
2i−1,2j−1 =

f̂k+1
2i−2,2j+f̂k+1

2i,2j−2

2

Segundo caso: mapk(2i−2, 2j−2)+mapk(2i−2, 2j)+mapk(2i−2, 2j)+
mapk(2i, 2j) = 4 :
Dado que esta configuración no proporciona información so-
bre la orientación del contorno, aplicamos una predicción bi-
direccional en dirección vertical (de igual modo que en los
valores f̂k+1

2i−1,2j).
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bb

bc bc

(b1)
b

b

bc

bc

(b2)
b

b

bc

bc

(c1)
b

b

b

bc
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b
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bbc

Figura 5.8: Configuraciones posibles para la predicción de f̂k+1
2i−1,2j−1.

5.3
Construcción del mapa

De ahora en adelante, consideremos imágenes de tamaño 2kmax×
2kmax, y por tanto (i, j) ∈ {0, . . . , 2kmax−1}.

Supongamos también que los contornos de la imagen coinciden
con curvas de segmentación, {Ci}i=1,...,K, y el mapa de los contornos
en el nivel de resolución k (ver figura 5.9(a)) es una matriz binaria,
{mapk(i, j)}0≤i,j≤2k−1, de modo que mapk(i, j) = 1 si la intersección
de longitud 2−k+1 centrada en el punto (i2−k, j2−k) intersecta las
curvas de segmentación. Es decir, mapk(i, j) = 1 si y solo si ∃1 ≤
i ≤ K tal que Ci ∩ ([((i − 1)2−k, j2−k); ((i + 1)2−k, j2−k)] ∪ [(i2−k, (j −
1)2−k); (i2−k, (j + 1)2−k)]) 6= ∅.

Es evidente que un simple análisis de la matriz mapk proporcio-
na los intervalos diádicos que intersectan las curvas de segmenta-
ción y por tanto determina la selección del stencil.

En la práctica, el mapa de contornos es construido para el nivel
de resolución máxima kmax. Posteriormente, a partir de mapkmax se
deduce el mapa para cualquier nivel de resolución k0 ≤ k ≤ kmax.
El procedimiento para obtener los mapas de contornos de niveles
de resolución inferior esta descrito en la Sección 5.3.2
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(a) (b)

Figura 5.9: Ejemplo de mapa, la curva representa un contorno mientras

que los puntos negros pertenecen al mapa. (a) mapa en el nivel k, (b) mapa

en el nivel k − 1.

5.3.1

Construcción de mapkmax

El proceso para obtener los contornos de la imagen en el nivel
de resolución máxima está descrito en la sección 4.7. Este proceso
se divide en tres etapas:

Detección de contornos: básicamente consiste en aplicar los
filtros de Sobel y eliminar como píxeles pertenecientes sus-
ceptibles de pertenecer a los contornos aquellos que no su-
peran un cierto umbral. Como resultado se obtienen dos ma-
trices: una es una primera aproximación al mapa de los con-
tornos y la segunda nos proporciona información acerca de
la orientación de los perfiles.

Reducción de la amplitud de las zonas detectadas: en esta
etapa, empleando la matriz que contiene las orientaciones de
los contornos, se reduce la amplitud de éstos.

Eliminación de píxeles aislados y encadenado: en esta eta-
pa rechazamos aquellos píxeles marcados que no están in-
cluidos en un contorno de longitud mínima. Para encadenar
los píxeles marcados empleamos los códigos de encadenado
NESW (North-East-South-West) [33].
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5.3.2

Mapas de contornos de distintos niveles

El siguiente procedimiento nos permite obtener el mapa del ni-
vel de resolución k a partir del mapa del nivel de resolución inme-
diatamente superior, k + 1 (ver figura 5.9): para cada valor par de
i, si mapk+1(i, j) = 1 y mapk+1(i, j + 1) = 1 entonces:

Si j es par, entonces mapk( i
2
, j
2
) = 1 y mapk( i

2
, j
2
+ 1) = 1.

Si j es impar, entonces mapk( i
2
, j−1

2
) = 1 y mapk( i

2
, j+1

2
) = 1.

Intercambiando i y j, aplicamos posteriormente el mismo pro-
cedimiento para los valores pares de j si mapk+1(i, j) = 1 y mapk+1(i+
1, j) = 1.

Nota 5.2. Notar que el procedimiento completo (contrucción del ma-

pa y la predicción mapa-dependiente introducida en la sección 5.2.2)

define una multirresolución dependiente de los datos (i.e. no lineal)

comparable con el planteamiento clásico ENO (Sección 1.2 o [10]) o

el algoritmo más reciente ENO-EA (Capítulo 6 o [22]). No obstante,

las principales diferencias entre este planteamiento y las técnicas

citadas anteriormente son las siguientes:

La predicción mapa-dependiente tiene en cuenta la orientación

de los contornos detectados. Por tanto, la aproximación obteni-

da en los contornos no verticales y no horizontales es mejor que

la que proporcionan los planteamientos bidireccionales (donde

la predicción únicamente tiene en cuenta las direcciones verti-

cal y horizontal). Ver, por ejemplo, el zoom de la figura 5.11.

Si dejamos a un lado el problema de la definición del mapa,

el procedimiento de multirresolución mapa-dependiente es li-

neal y por tanto estable respecto a las perturbaciones debidas

al truncamiento después de la descomposición. Este no es el

caso de los planteamienteo basados en ENO, pues en éstos la

detección y la predicción se realizan en cada nivel de resolu-

ción (ver nota 5.1)
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Sin embargo, el principal inconveniente de este procedimiente
radica en el hecho de tener que guardar la información contenida
en el mapa. Este punto, así como la codificación de la información
comprimida es tratado en la sección siguiente.

5.4
Codificación de la información

comprimida

La eficiencia de la codificación está relacionado con la natura-
leza y estructura de los datos. Los datos que debemos comprimir
son: el mapa, la imagen en baja resolución y los coeficientes co-
rrespondientes a los detalles tras ser truncados por un parámetro
ε y posteriormente redondeados.

Haciendo uso de la tercera etapa de la construcción del mapa,
este puede guardarse mediante dos archivos. El primero, contie-
ne el principio de las cadenas y sus longitudes, mientras que el
segundo contiene las cadenas NESW que representan la dirección
que debemos seguir para ir de un píxel al siguiente.

Después, la imagen en baja resolución, los coeficientes de los
detalles truncados y redondeados y el mapa son codificados ha-
ciendo uso el algoritmo lossless PPMZ [17] (prediction by partial
matching PPM).

5.5
Aplicaciones y comparaciones

numéricas

A continuación mostramos varios tests numéricos para compa-
rar los siguientes algoritmos de compresión:

MDC : algoritmo de compresión mapa-dependiente, construido con
un stencil uno dimensional de cuatro nodos y la correspon-
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diente predicción multidireccional mapa-dependiente (ver Sec-
ción 5.2.2) asociada a la construcción del mapa basado en los
filtros de Sobel (sección 5.3).

ENO4 : esquema ENO4 aplicado tensorialmente, con sténciles for-
mados por cuatro nodos.

LIN4 : la compresión clásica aplicada tensorialmente, aplicada
con stencies centrados formados por cuatro nodos.

En todos los algoritmos anteriores se ha aplicado el algoritmo de
codificación PPMZ (sección 5.4).

La comparación se realizado en términos de :

Tasa de compresión: definida como bpp= N
5122

, donde N repre-
senta el número de bits necesarios para guardar la imagen
comprimida y el denominador representa el número de píxe-
les de la imagen original.

Calidad de la imagen reconstruida: medida en términos del
PSNR (peak signal-to-noise ratio), definido como en la Sección
3.4. Notar que la calidad visual de la imagen reconstruida
representa también un término importante a tener en cuenta.

5.5.1

Imagen geométrica

La tabla 5.2 y la figura 5.10, izquierda, muestran las tasas de
compresión, bpp, y los correspondientes PSNR obtenidos emplean-
do los tres algoritmos de compresión en el caso de una imagen
geométrica. Se puede observar que el algoritmo MDC resulta muy
eficiente para imágenes de este tipo ya que, para igual PSNR, la ta-
sa de compresión resulta diez veces menor que la tasa alcanzada
con el algoritmo LIN4. Si comparamos con la compresión ENO4,
los efectos de inestabilidad asociados a la no linealidad de ENO4
hace que los resultados obtenidos con MDC sean mucho mejores.

La calidad del método MDC para una imagen geométrica, puede
evaluarse tambien en términos de calidad visual de la imagen re-
construida (figura 5.11); podemos observar que los únicos lugares
donde la reconstrucción no es óptima es en las esquina.
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nnz bytes bpp PSNR
mapa detalles mapa detalles

0 7191 0 7262 0,22 36,26

LIN4 0 5800 0 6162 0,19 34,41

0 4971 0 5293 0,16 32,85

0 3321 0 3542 0,11 29,22

0 6968 0 7163 0,22 32,22

ENO4 0 6201 0 6593 0,20 31,64

0 4668 0 5251 0,16 30,03

0 2286 0 2350 0,07 25,62

6871 198 436 539 0,030 53,72

MDC 6871 143 436 429 0,026 49,89

6871 139 436 390 0,025 49,84

6871 93 436 300 0,022 43,38

Tabla 5.2: Imagen geométrica: coeficientes no nulos y bytes del mapa y

detalles, bits por pixel (bpp) y PSNR.

En caso de que la imagen geométrica sea perturbada con ruido,
el método MDC vuelve a obtener mejores resultados que LIN4 y
ENO4 (ver figura 5.10 centro). Además, el análisis de la calidad
de la imagen reconstruida después de truncar puede servir para
evaluar la capacidad del algoritmo para ampliar zonas cercanas
a los contornos de la imagen. Los resultados de la figura 5.12 y
la tabla 5.3 muestran que, en este contexto, MDC resulta más
eficiente que los otros algoritmos.

5.5.2

Imagen real

La tabla 5.4 y figura 5.10 (derecha), muestran la tasa de com-
presión, bpp, y PSNR en el caso de aplicar los algoritmos a una
imagen real.

En este caso el algoritmo mapa-dependiente no resulta ser tan
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nnz bytes bpp PSNR
mapa detalles mapa detalles

0 11060 0 15501 0,47 35,86

LIN4 0 6116 0 10008 0,30 32,43

0 3873 0 6203 0,19 29,54

0 3234 0 5015 0,15 27,96

0 7611 0 13963 0,43 33,27

ENO4 0 5687 0 10511 0,32 31,55

0 3477 0 6795 0,21 28,15

0 2104 0 4206 0,13 25,92

6892 951 598 2209 0,085 36,21

MDC 6892 268 598 866 0,045 35,16

6892 189 598 635 0,038 34,65

6892 161 598 549 0,035 34,14

Tabla 5.3: Image geométrica con ruido: coeficientes no nulos y bytes del

mapa y detalles, bits por pixel (bpp) y PSNR.
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Figura 5.10: PSNR vs. bpp. Izquierda: imagen geométrica. Centro: geo-

métrica con ruido. Derecha: imagen real.
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Figura 5.11: Reconstrucción de una imagen geométrica, k0 = 6, kmax =
9. Izquierda: de arriba a abajo, LIN4, bpp=0.11 , PSNR=29.22; ENO4

bpp=.07, PSNR=25.62; MDC, bpp=0.02 and PSNR=43.38. Derecha: detalle

de las reconstrucciones.
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Figura 5.12: Reconstrucción de una imagen geométrica con ruido, k0 = 6,
kmax = 9. Izquierda: de arriba a abajo, LIN4, bpp=0.15 , PSNR=27.96;

ENO4, bpp=.13 , PSNR=25.92; MDC, bpp=0.03 , PSNR=34.14. Derecha:

detalle de las reconstrucciones.
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eficiente, para igual PSNR, la tasa de compresión, bpp resulta ser
ligeramente menor que la obtenida con el algoritmo LIN4.

No obstante, se puede observar en la figura 5.13, que el esque-
ma MDC proporciona una mejor reconstrucción de los contornos
(y por tanto una mayor calidad visual de la imagen reconstruida)
incluso si el PSNR resulta ser menor que el obtenido con LIN4.
De igual modo, los resultados alcanzados con MDC resultan ser
mejores que los obtenidos con ENO4.

nnz bytes bpp PSNR
mapa detalles mapa detalles

0 5133 0 10544 0,32 28,55

LIN4 0 3972 0 8384 0,25 27,77

0 3099 0 6731 0,20 27,11

0 2450 0 5456 0,17 26,48

0 1948 0 4418 0,13 25,93

0 5742 0 11970 0,36 28,43

ENO4 0 4463 0 9555 0,29 27,64

0 3531 0 7840 0,24 26,97

0 2450 0 6481 0,20 26,34

0 2293 0 5337 0,16 25,79

6824 4149 1181 8941 0,31 28,72

MDC 6824 3115 1181 6880 0,25 28,02

6824 2386 1181 5467 0,20 27,44

6824 1838 1181 4356 0,17 26,92

6824 1461 1181 3603 0,15 26,45

Tabla 5.4: Imagen real: coeficientes no nulos y bytes del mapa y detalles,

bits por pixel (bpp) y PSNR.

Nota 5.3. El codificador PPMZ no es el codificador óptimo para los

datos transformados ya que no tiene en cuenta la estructura de

árbol de los detalles. Dicha estructura si es aprovechada por los

algoritmos EZW ([45]) o EBCOT ([46]). Con estos codificadores, ob-

tendríamos unas tasas de compresión superiores, no obstante las
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conclusiones serían las mismas respecto a las comparaciones entre

los algoritmos MDC, LIN4 y ENO4.

5.6
Conclusiones

En este capítulo, se ha presentado un algoritmo multiescala
empleando la multirresolución de Harten. Su construcción implica
una detección de contornos que nos proporciona un mapa de éstos
y una predicción mapa-dependiente multidireccional. Las ventajas
de este algoritmo son las siguientes:

La transformada multiescala incorpora información sobre la
geometría de la imagen.

Dejando a un lado la detección de contornos, el proceso mul-
tiescala mapa-dependiente es completamente lineal. Por tan-
to, la convergencia del esquema de subdivisión asociado im-
plica la estabilidad respecto a perturbaciones.

El mapa y la descomposición multiescala pueden ser guarda-
dos de un modo eficiente.

Los resultados obtenidos son de dos tipos: por una parte, teó-
ricamente, el algoritmo de compresión mapa-dependiente resulta
ser óptimo para comprimir imágenes regulares a trozos. Por otra
parte, las aplicaciones muestran que el algoritmo mapa-dependiente
mejora los algoritmos standards como ENO y el clásico producto
tensorial lineal, incluso en el caso de una imagen real.

Además de la mejora relacionada con el uso de codificadores
que aprovechan la estructura de árbol de los coeficientes, se es-
pera mejorar los resultados optimizando el proceso de detección
en la primera etapa de construcción del mapa e incorporando una
mayor dependencia del mapa en el proceso de predicción.
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Figura 5.13: Reconstrucción de una imagen real, k0 = 6, kmax = 9. Iz-

quierda: de arriba a abajo, LIN4, bpp=0.20 , PSNR=27.11; ENO4, bpp

PSNR=25.79; con MDC, bpp=0.15, PSNR=26.45. Derecha: detalle de las

reconstrucciones.
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Multirresolución 2D no
separable para medias

en celda

6.1
Introducción

El uso de técnicas lineales en ampliacion de imágenes (zooming)
proporciona algoritmos rápidos y eficientes. No obstante los resul-
tados obtenidos con estas técnicas presentan resultados insatis-
factorios en los contornos de la imagen, produciendo perfiles difu-
sos al no tener en cuenta la geometría de la imagen. Un modo de
evitar la difusión de contornos es emplear técnicas interpolatorias
no lineales que eviten emplear información de aquellas zonas que
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contienen discontinuidades. Ésta es la idea de las técnicas inter-
polatorias no lineales ENO y ENO-Subcell Resolution, con las que
se consigue reducir la difusión en los contornos ([12]). El princi-
pal inconveniente que presentan las técnicas interpolatorias ENO
y ENO-SR es que son técnicas interpolatorias uno-dimensionales,
de este modo su aplicación en la ampliación y compresión de imá-
genes debe realizarse de modo tensorial, produciendo un efecto
escalera en aquellos perfiles que no son de naturaleza horizontal
o vertical.

Con el objetivo de reducir el efecto escalera producido al aplicar
tensorialmente técnicas interpolatorias no lineales introducimos
un operador predicción dos-dimensional que utiliza la geometría
de la imagen. Para ello detecta los contornos de la imagen a par-
tir de la información proporcionada por el uso conjunto de las
diferencias divididas de los datos y los filtros de Sobel (ver apar-
tado 4.6), y posteriormente en aquellas celdas marcadas por la
detección de contornos se aplica un operador predicción dos-di-
mensional en el que calcularemos las medias en las celdas que
contienen los perfiles bajo dos supuestos: un primer caso, supo-
niendo que la imagen es constante a ambos lados del contorno, y
un segundo caso, bajo el supuesto de que a ambos lados del perfil
la imagen toma la forma de dos polinomios p1(x, y) y p2(x, y). En
[22, 39, 6]) podemos encontrar algunos resultados en la misma
linea que los presentados en en este capítulo.

La estructura del capítulo es la siguiente: la sección 6.2 descri-
be como calculamos las aproximaciones en aquellas celdas afecta-
das por los contornos en los dos supuestos mencionados anterior-
mente. En la sección 6.3 explicamos brevemente la detección de
contornos empleada (ver apartado 4.6). Finalmente, en la sección
6.4 se explica el algoritmo de interpolación adaptada. Los resulta-
dos numéricos se muestran en la sección 6.5, en ellos comparamos
los resultados obtenidos aplicando diferentes técnicas interpolato-
rias, tanto en la interpolación como compresión de imágenes.
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6.2
Predicción en contornos

De ahora en adelante consideraremos que nuestros datos son
el resultado de aplicar un operador discretización a una función
f(x, y) definida sobre [0, 1]× [0, 1].

Supongamos que los datos que tenemos, {f̄k
i,j}

2k

i,j=1, representan
las medias de f(x, y) en la discretización {Ck

i,j}
Nk

i,j=1, donde k indica
el nivel de resolución, Ck

i,j = [xk
i−1, x

k
i ] × [ykj−1, y

k
j ], y xk

n = ykn = n · 1
2k

,
n = 0, . . . , 2k, i.e.,

f̄k
i,j =

1

|Ck
i,j|

∫

Ck
i,j

f(x, y) dxdy, i, j = 1, . . . 2k. (6.1)

El algoritmo de detección de contornos que emplearemos (sec-
ción 6.3), clasifica los contornos en cuatro tipos: horizontales, ver-
ticales, diagonales positivos y diagonales negativos. Esto nos per-
mite actuar de un modo más adecuado en cada caso. Así suponga-
mos que Ck

i,j es una celda que ha sido seleccionada por el algoritmo
de detección de contornos como perteneciente a un contorno hori-
zontal. Para aplicar nuestra predicción, necesitamos obtener una
aproximación local al contorno. Para ello supondremos en primer
lugar que el contorno es una línea recta y, en segundo lugar que
a ambos lados del contorno la imagen es constante, tomando és-
ta los valores a y b a ambos lados del perfil. Bajo estos supuestos
podemos calcular la recta que aproxima al contorno en la celda
Ck

i,j. Para ello calculamos los puntos y′j−1, y
′
j, y

′
j+1, siendo éstos las

intersecciones del contorno con las rectas x = xk
i−3/2, x = xk

i−1/2,
x = xk

i+1/2 respectivamente (figura 6.1). Notar que y′j−1, y
′
j, y

′
j+1 veri-

fican la siguiente relación,

a(ykj+1 − y′j+h) + b(y′j+h − ykj−2) = f̄k
i+h,j+1 + f̄k

i+h,j + f̄k
i+h,j−1 , h = −1, 0, 1 ,

(6.2)
y por tanto,

y′j+h =
(f̄k

i+h,j+1 + f̄k
i+h,j + f̄k

i+h,j−1)− aykj+1 + bykj−2

b− a
, h = −1, 0, 1.
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y′j+1

y′j

y′j−1
aaaaaaaaaaaa

xk
i−3/2 xk

i−1/2 xk
i+1/2

ykj−2

ykj−1

ykj

ykj+1

Figura 6.1: Contorno horizontal.

Calculando la recta de regresión {px + qy = c} asociada a los
puntos (xk

i−3/2, y
′
j−1), (x

k
i−1/2, y

′
j) y (xk

i+1/2, y
′
j+1), tendremos una apro-

ximación al perfil en la celda Ck
i,j. A efectos prácticos, considerare-

mos:
a = f̄k

i+h,j+2 y b = f̄k
i+h,j−2 h = −1, 0, 1.

Para hallar la aproximación al perfil de la imagen en celdas
marcadas como integrantes de un contorno vertical, procederemos
análogamente con la salvedad de que en este caso nuestra aproxi-
mación estará constituida ahora por la recta de regresión asociada
a los puntos (x′

i−1, y
k
j+3/2), (x

′
i, y

k
j+1/2) y (x′

i+1, y
k
j−1/2), donde los puntos

x′
i−1, x

′
i y x′

i+1 no son más que las intersecciones del perfil con las
rectas y = ykj−3/2, y

k
j−1/2, y

k
j+1/2 respectivamente, cuyas expresiones,

suponiendo que el perfil es una línea recta y tomando los valores
de a y b a la izquierda y derecha de éste respectivamente, vendrán
dadas por:

x′
i+h =

f̄k
i−1,j−h + f̄k

i,j−h + f̄k
i+1,j−h + axk

i−2 − bxk
i+1

a− b
, h = −1, 0, 1. (6.3)

Para calcular los puntos anteriores, tomaremos como a y b los
valores siguientes:

a = f̄k
i−2,j−k y b = f̄k

i+2,j−k k = −1, 0, 1.
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La aproximación para las celdas marcadas como pertenecientes
a contornos diagonales la calcularemos del mismo modo que para
las celdas de contornos horizontales.

Una vez hemos calculado una aproximación al perfil de la ima-
gen en Ck

i,j, estamos en condiciones de obtener una aproximación
a las medias de f(x, y) en las celdas Ck+1

2i−1,2j−1, C
k+1
2i−1,2j, C

k+1
2i,2j−1 y Ck+1

2i,2j.
Para ello proponemos dos posibilidades:

Caso 1 : En este caso suponemos que la imagen es constante a
ambos lados del contorno.

Caso 2 : En este caso se supone que la imagen a ambos del con-
torno coincide con un polinomio del tipo siguiente:

∑

0≤l,m≤2

al,mx
lym. (6.4)

6.2.1

Caso 1: Imagen constante a trozos

Supongamos que la celda Ck
i,j está marcada por contener un

perfil, si además suponemos que f(x, y) toma los valores a y b a
ambos lados del contorno, con a = f̄k

i,j+2, b = f̄k
i,j−2 si la celda ha sido

identificada como integrante de un perfil horizontal o diagonal (a =
f̄k
i−2,j, b = f̄k

i+2,j si la celda pertenece a un perfil vertical). Entonces
la expresión de f(x, y) en la celda Ck

i,j es la siguiente:

fCk
i,j
(x, y) = aχ{px+qy≥c} + bχ{px+qy<c}.

De este modo la aproximación a f̄k+1
2i−1,2j−1, f̄k+1

2i−1,2j, f̄k+1
2i,2j−1 y f̄k+1

2i,2j

puede ser calculada evaluando las siguientes integrales:

f̂k+1
m,n =

1

h2
k+1

∫

Ck+1
m,n

f|Ck
i,j
(x, y)dxdy ,m = 2i− 1, 2i , n = 2j − 1, 2j. (6.5)

Si la aproximación al contorno en la celda Ck
i,j, {px + qy = c},

verifica p, q 6= 0 podemos escribir la recta como y = mx + n, siendo
m = −p

q
y n = c

q
, de este modo podemos calcular la media de f(x, y)

en la celda C = [x0, x1] × [y0, y1], con h2 = (x1 − x0)(y1 − y0), a partir
de las siguientes relaciones:
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a) Si mx0 + n < y0 y mx1 + n < y0:

1

h2

∫

C

f(x, y)dxdy = a.

b) Si mx0 + n < y0 y y0 ≤ mx1 + n ≤ y1: llamamos xl =
y0−n
m

y yr =
mx1 + n, obteniendo:

1

h2

∫

C

f(x, y)dxdy =
1

h2

(

(
1

2
a−b)(yr−y0)(x1−xr)+b(x1−x0)(y1−y0)

)

.

c) Si mx0 + n < y0 y mx1 + n > y1:, llamamos xl = mı́n{y0−n
m

, y1−n
m

} y
xr = máx{y0−n

m
, y1−n

m
},

1

h2

∫

C

f(x, y)dxdy =
1

h2

(1

2
(y1−y0)(a(xl−x0)(xr−x0)+b(x1−xr)(x1−xl))

)

.

a)

   
   

b)

��
��
��

xl

yr

c)

�
�
�
�
�
�
�

xl xr

Figura 6.2: mx0 + n < y0

d) Si y0 ≤ mx0 + n ≤ y1 y mx1 + n < y0:, llamamos yl = mx0 + n y
xl =

y0−n
m

, donde:

1

h2

∫

C

f(x, y)dxdy =
1

h2

(1

2
(xl−x0)(yl−y0)(b−a)+a(x1−x0)(y1−y0)

)

.

e) Si y0 ≤ mx0 + n ≤ y1 y y0 ≤ mx1 + n ≤ y1:, llamamos yl = mx0 + n y
yr = mx1 + n, así:

1

h2

∫

C

f(x, y)dxdy =
1

h2

(1

2
(a(x1−x0)((y1−yl)(y1−yr)+b(yl−y0)(yr−y0))

)

.
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f) Si y0 ≤ mx0 + n ≤ y1 y mx1 + n > y1:, llamamos yl = mx0 + n y
xr =

y1−n
m

, por tanto:

1

h2

∫

C

f(x, y)dxdy =
1

h2

(1

2
(xr−x0)((y1−yl)(a−b)+b(y1−y0)(x1−x0)

)

.

d)

HHHHHH

yl

xl

e)

��
��
��

yl
yr

f)

�
�
�
�
��

yl

xr

Figura 6.3: y0 ≤ mx0 + n ≤ y1

g) Si mx0 + n > y1 y mx1 + n < y0:, sea xl =
y1−n
m

y xr = y0−n
m

, así la
media buscada es:
1

h2

∫

C

f(x, y)dxdy =
1

h2

(1

2
(y1−y0)(b(xr−x0)(xl−x0)+a(x1−xl)(x1−xr))

)

.

h) Si mx0 + n > y1 y y0 ≤ mx1 + n ≤ y1:, sea xl =
y1−n
m

y yr = mx1 + n,
obteniendo:
1

h2

∫

C

f(x, y)dxdy =
1

h2

(1

2
(y1−yr)(x1−xl)(b−a)+a(x1−x0)(y1−y0)

)

.

i) Si mx0 + n > y1 y mx1 + n > y1:, tenemos:

1

h2

∫

C

f(x, y)dxdy = b.

Notar que en el caso p = 0, nuestra aproximación al perfil es
y = c/q = k1, de modo que si k1 ≥ y1, nuestra aproximación para la
media en la celda C será b, si k1 ≤ y0 la media en esta celda será
a y, si y0 ≤ k1 ≤ y1 la media será 1

h2 (a(y1 − k1) + b(k1 − y0))(x1 − x0).
Del mismo modo, si q = 0, nuestra aproximación al contorno de
la imagen es x = c/p = k2, donde si k2 < x0 nuestra aproximación
vendrá dada por b, si k2 > x1 nuestra aproximación tomará el valor
de a y, si x0 ≤ k2 ≤ x1 la aproximación vendrá dada por 1

h2
(y1 −

y0)(a(k − x0) + b(x1 − k)).
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g)
S
S
S
S
S
S
Sxl xr

h)
HHHHHH

xl

yr

i)hhhhhh

Figura 6.4: mx0 + n > y1

6.2.2

Caso 2: Imagen polinómica a trozos

En este caso, suponemos que f(x, y) posee la siguiente expre-
sión:

f|C0
i,j
(x, y) = p1(x, y)χ{px+qy≥c} + p2(x, y)χ{px+qy<c},

siendo p1 y p2 las siguientes funciones

p1(x, y) =
∑

0≤l,m≤2

al,mx
lym, p2(x, y) =

∑

0≤l,m≤2

bl,mx
lym,

donde p1(x) y p2(x) son polinomios cuya forma viene dada por la
expresión (6.4). La obtención de éstos polinomios la explicaremos
posteriormente.

De este modo, procediendo como en el supuesto anterior cal-
cularemos la aproximación a la media de f(x, y) en las celdas
Ck+1

2i−1,2j−1, C
k+1
2i−1,2j, C

k+1
2i,2j−1 y Ck+1

2i,2j como

f̂k+1
m,n =

1

h2
k+1

∫

Ck+1
m,n

f|Ck
i,j
(x, y)dxdy ,m = 2i− 1, 2i , n = 2j − 1, 2j.

Estas integrales son calculadas a partir de las relaciones (6.6),
(6.7) y (6.8):
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∫ x1

x0

∫ y1

y0

p(x, y)dydx = (−x0 y1 + x0 y0 − x1 y0 + x1 y1)c0,0

+ (−1/2 x1
2y0 − 1/2 x0

2y1 + 1/2 x1
2y1 + 1/2 x0

2y0)c1,0

+ (−1/2 y0
2x1 + 1/2 y1

2x1 + 1/2 y0
2x0 − 1/2 y1

2x0)c0,1

+ (1/4 x1
2y1

2 − 1/4 x1
2y0

2 + 1/4 x0
2y0

2 − 1/4 x0
2y1

2)c1,1

+ (−1/6 x1
3y0

2 + 1/6 x1
3y1

2 + 1/6 x0
3y0

2 − 1/6 x0
3y1

2)c2,1

+ (−1/6 x1
2y0

3 + 1/6 x0
2y0

3 + 1/6 x1
2y1

3 − 1/6 x0
2y1

3)c1,2

+ (−1/3 y1
3x0 − 1/3 y0

3x1 + 1/3 y0
3x0 + 1/3 y1

3x1)c0,2

+ (−1/3 x1
3y0 + 1/3 x1

3y1 − 1/3 x0
3y1 + 1/3 x0

3y0)c2,0

+ (1/9 x0
3y0

3 + 1/9 x1
3y1

3 − 1/9 x1
3y0

3 − 1/9 x0
3y1

3)c2,2,

(6.6)
∫ x1

x0

∫ mx+n

y0

p(x, y)dydx = (−y0 x1 + 1/2mx1
2 − nx0 + y0 x0 + nx1 − 1/2mx0

2)c0,0

+ (1/3 x1
3m− 1/2 x0

2n+ 1/2 x1
2n

+ 1/2 x0
2y0 − 1/2 x1

2y0 − 1/3 x0
3m)c1,0

+ (−1/6m2x0
3 + 1/6m2x1

3 − 1/2n2x0 + 1/2n2x1

+ 1/2 y0
2x0 − 1/2mx0

2n+ 1/2mx1
2n− 1/2 y0

2x1)c0,1

+ (−1/3 x0
3mn− 1/4 x1

2y0
2 + 1/4 x1

2n2 + 1/3 x1
3mn

− 1/4 x0
2n2 + 1/4 x0

2y0
2 − 1/8 x0

4m2 + 1/8 x1
4m2)c1,1

+ (−1/6 x1
3y0

2 + 1/10 x1
5m2 − 1/6 x0

3n2 + 1/6 x1
3n2

− 1/4 x0
4mn + 1/4 x1

4mn− 1/10 x0
5m2 + 1/6 x0

3y0
2)c2,1

+ (1/6 x0
2y0

3 + 1/15 x1
5m3 − 1/6 x0

2n3 + 1/6 x1
2n3

+ 1/3 x1
3mn2 − 1/15 x0

5m3 − 1/3 x0
3mn2

− 1/4 x0
4m2n− 1/6 x1

2y0
3 + 1/4 x1

4m2n)c1,2

+ (1/3 x0
3y0 + 1/3 x1

3n− 1/3 x1
3y0

− 1/4 x0
4m+ 1/4 x1

4m− 1/3 x0
3n)c2,0

+ (1/2mx1
2n2 + 1/3n3x1 − 1/12m3x0

4 − 1/2mx0
2n2

+ 1/12m3x1
4 − 1/3m2x0

3n− 1/3 y0
3x1

+ 1/3 y0
3x0 − 1/3n3x0 + 1/3m2x1

3n)c0,2

+ (−1/9 x1
3y0

3 + 1/9 x1
3n3 − 1/9 x0

3n3 + 1/5 x1
5m2n

− 1/5 x0
5m2n+ 1/18 x1

6m3 + 1/9 x0
3y0

3

− 1/4 x0
4mn2 − 1/18 x0

6m3 + 1/4 x1
4mn2)c2,2, (6.7)
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∫ x1

x0

∫ y1

mx+n

p(x, y)dydx = (1/2mx0
2 + y1 x1 − 1/2mx1

2 − nx1 − y1 x0 + nx0)c0,0

+ (1/2 x1
2y1 − 1/3 x1

3m+ 1/3 x0
3m

+ 1/2 x0
2n− 1/2 x0

2y1 − 1/2 x1
2n)c1,0

+ (−1/2n2x1 + 1/2n2x0 + 1/6m2x0
3 + 1/2 y1

2x1

+ 1/2mx0
2n− 1/6m2x1

3 − 1/2mx1
2n− 1/2 y1

2x0)c0,1

+ (−1/4 x0
2y1

2 − 1/3 x1
3mn + 1/8 x0

4m2 − 1/8 x1
4m2

+ 1/4 x1
2y1

2 + 1/4 x0
2n2 − 1/4 x1

2n2 + 1/3 x0
3mn)c1,1

+ (−1/10 x1
5m2 − 1/6 x1

3n2 + 1/10 x0
5m2 + 1/6 x0

3n2

+ 1/6 x1
3y1

2 + 1/4 x0
4mn− 1/4 x1

4mn− 1/6 x0
3y1

2)c2,1

+ (−1/3 x1
3mn2 + 1/3 x0

3mn2 − 1/6 x1
2n3 + 1/15 x0

5m3

− 1/6 x0
2y1

3 + 1/4 x0
4m2n− 1/15 x1

5m3

+ 1/6 x0
2n3 − 1/4 x1

4m2n + 1/6 x1
2y1

3)c1,2

+ (−1/3 x1
3n + 1/3 x0

3n+ 1/4 x0
4m

− 1/4 x1
4m+ 1/3 x1

3y1 − 1/3 x0
3y1)c2,0

+ (1/12m3x0
4 − 1/12m3x1

4 − 1/3m2x1
3n+ 1/3n3x0

− 1/3 y1
3x0 + 1/3 y1

3x1 − 1/2mx1
2n2

+ 1/3m2x0
3n+ 1/2mx0

2n2 − 1/3n3x1)c0,2

+ (−1/5 x1
5m2n− 1/9 x0

3y1
3 + 1/18 x0

6m3 − 1/18 x1
6m3

− 1/9 x1
3n3 + 1/4 x0

4mn2 − 1/4 x1
4mn2

+ 1/9 x1
3y1

3 + 1/9 x0
3n3 + 1/5 x0

5m2n)c2,2,

(6.8)

donde p(x, y) =
∑

0≤l,m≤2 cl,mx
lym. Así si procedemos de igual mo-

do que en el caso anterior, sea C = [x0, x1] × [y0, y1], y sea la recta
y = mx + n nuestra aproximación al perfil de la imagen (supon-
dremos p, q 6= 0), (x1 − x0)(y1 − y0) = h2, además supongamos que
encima de dicho contorno la función f(x, y) toma el valor de p1(x, y)
y debajo de éste el valor de p2(x, y), entonces la media de f en las
celdas dadas por las figuras 6.2, 6.3 y 6.4 las podemos obtener
empleando las siguientes relaciones:

a) Si mx0 + n < y0 y mx1 + n < y0:

1

h2

∫

C

f(x, y)dxdy =
1

h2

∫ x1

x0

∫ y1

y0

p1(x, y)dydx.
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b) Si mx0 + n < y0 y y0 ≤ mx1 + n ≤ y1: llamamos xl =
y0−n
m

y yr =
mx1 + n, obteniendo:

1

h2

∫

C

f(x, y)dxdy =
1

h2

∫ xl

x0

∫ y1

y0

p1(x, y)dxdy +

∫ x1

xl

∫ y1

mx+n

p1(x, y)dxdy

+

∫ x1

xl

∫ mx+n

y0

p2(x, y)dxdy.

c) Si mx0 + n < y0 y mx1 + n > y1:, llamamos xl = mı́n{y0−n
m

, y1−n
m

} y
xr = máx{y0−n

m
, y1−n

m
},

c.i) m ≥ 0:

1

h2

∫

C

f(x, y)dxdy =
1

h2
(

∫ xl

x0

∫ y1

y0

p1(x, y)dydx+

∫ xr

xl

∫ y1

mx+n

p1(x, y)dydx

+

∫ xr

xl

∫ mx+n

y0

p2(x, y)dydx+

∫ x1

xr

∫ y1

y0

p2(x, y)dydx.

c.ii) m < 0:

1

h2

∫

C

f(x, y)dxdy =
1

h2
(

∫ xl

x0

∫ y1

y0

p2(x, y)dydx+

∫ xr

xl

∫ mx+n

y0

p2(x, y)dydx

+

∫ xr

xl

∫ y1

mx+n

p1(x, y)dydx+

∫ x1

xr

∫ y1

y0

p1(x, y)dydx.

d) Si y0 ≤ mx0 + n ≤ y1 y mx1 + n < y0:, llamamos yl = mx0 + n y
xl =

y0−n
m

, donde:

1

h2

∫

C

f(x, y)dxdy =
1

h2
(

∫ xl

x0

∫ mx+n

y0

p2(x, y)dydx+

∫ xl

x0

∫ y1

mx+n

p1(x, y)dydx

+

∫ x1

xl

∫ y1

y0

p1(x, y)dydx).

e) Si y0 ≤ mx0 + n ≤ y1 y y0 ≤ mx1 + n ≤ y1:, llamamos yl = mx0 + n y
yr = mx1 + n, así:

1

h2

∫

C

f(x, y)dxdy =
1

h2
(

∫ x1

x0

∫ y1

mx+n

p1(x, y)dydx+

∫ x1

x0

∫ mx+n

y0

p2(x, y)dydx).
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f) Si y0 ≤ mx0 + n ≤ y1 y mx1 + n > y1:, llamamos yl = mx0 + n y
xr =

y1−n
m

, por tanto:

1

h2

∫

C

f(x, y)dxdy =
1

h2
(

∫ xr

x0

∫ y1

mx+n

p1(x, y)dydx+
1

h2
(

∫ xr

x0

∫ mx+n

y0

p2(x, y)dydx

+

∫ x1

xr

∫ y1

y0

p2(x, y)dydx).

g) Si mx0 + n > y1 y mx1 + n < y0:, sea xl = mı́n {y0−n
m

, y1−n
m

} y xr =
máx {y0−n

m
, y1−n

m
}, así la media buscada es:

g.i) m ≥ 0:

1

h2

∫

C

f(x, y)dxdy =
1

h2
(

∫ xl

x0

∫ y1

y0

p1(x, y)dydx+

∫ xr

xl

∫ y1

mx+n

p1(x, y)dydx

+

∫ xr

xl

∫ mx+n

y0

p2(x, y)dydx+

∫ x1

xr

∫ y1

y0

p2(x, y)dydx).

g.ii) m < 0:

1

h2

∫

C

f(x, y)dxdy =
1

h2
(

∫ xl

x0

∫ y1

y0

p2(x, y)dydx+

∫ xr

xl

∫ mx+n

y0

p2(x, y)dydx

+

∫ xr

xl

∫ y1

mx+n

p1(x, y)dydx+

∫ x1

xr

∫ y1

y0

p1(x, y)dydx).

h) Si mx0 + n > y1 y y0 ≤ mx1 + n ≤ y1:, sea xl =
y1−n
m

y yr = mx1 + n,
obteniendo:

1

h2

∫

C

f(x, y)dxdy =
1

h2
(

∫ xl

x0

∫ y1

y0

p2(x, y)dydx+

∫ x1

xl

∫ mx+n

y0

p2(x, y)dydx

+

∫ x1

xl

∫ y1

mx+n

p1(x, y)dydx).

i) Si mx0 + n > y1 y mx1 + n > y1:, tenemos:

1

h2

∫

C

f(x, y)dxdy =
1

h2

∫ x1

x0

∫ y1

y0

p2(x, y)dydx.
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En los casos en el que {px + qy = c} tengamos p = 0 o q = 0,
podemos calcular la media de f(x, y) sencillamente procediendo
como en los casos anteriores.

Los polinomios p1(x) y p2(x) los construiremos de modo que in-
terpolen las medias de la función f(x, y) en unos determinados
stencils 3 × 3. Los stencils que consideraremos, dependiendo de si
la celda ha sido marcada como integrante de un perfil horizontal,
vertical, diagonal positivo o negativo, podemos verlos en las figuras
6.5, 6.6, 6.7 y 6.8, respectivamente.

De este modo tenemos tres posibles stencils para construir p1(x, y)
y p2(x, y), de forma que entre las tres posibilidades elegiremos aquel
stencil {Ck

n,l, C
k
n+1,l, C

k
n+2,l, C

k
n,l+1, C

k
n+1,l+2, C

k
n+2,l+1, C

k
n,l+2, C

k
n+1,l+2, C

k
n+2,l+2}

que haga mínimo el siguiente valor:

2
∑

h=0

1
∑

i=0

|f̄k
n+i+1,l+h − f̄k

n+i,l+h|+
2
∑

i=0

1
∑

h=0

|f̄k
n+i,l+h+1 − f̄k

n+i,l+h|.

Figura 6.5: Posibles stencils para la construcción de p1(x, y) y p2(x, y) con

contorno horizontal. La celda central del stencil blanco representa a Ck
i,j.

6.2.3

Consistencia de la predicción

Notar que a partir de la definición de f̄k
i,j y Ck

i,j es inmediato

que los datos interpolados, {f̂k+1
i,j }2

k+1

i,j=0, deben verificar la relación
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Figura 6.6: Posibles stencils para la construcción de p1(x, y) y p2(x, y) con

contorno vertical. La celda central del stencil blanco representa a Ck
i,j.

Figura 6.7: Posibles stencils para la construcción de p1(x, y) y p2(x, y) con

contorno diagonal positivo. La celda central del stencil blanco representa

a Ck
i,j.

Figura 6.8: Posibles stencils para la construcción de p1(x, y) y p2(x, y) con

contorno diagonal negativo. La celda central del stencil blanco representa

a Ck
i,j.
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((2.15)):

f̄k
i,j =

1

4
(f̂k+1

2i−1,2j−1 + f̂k+1
2i,2j−1 + f̂k+1

2i−1,2j + f̂k+1
2i,2j) (6.9)

El hecho de no tener en consideración el valor f̄k
i,j al obtener

las aproximaciones en el nivel de resolución k + 1, {f̄k+1
2i−h,2j−l}h,l=0,1,

en aquellas celdas afectadas por un contorno, implica que no se
verifique necesariamente (6.9). Para que los valores aproximados
sean consistentes, modificamos la predicción de aquellas celdas
por las que pasa la aproximación al perfil calculada previamente
del siguiente modo: sea di,j la diferencia entre 4f̄k

i,j y la suma de las
aproximaciones obtenidas para las celdas Ck+1

n,m ⊂ Ck
i,j, i.e.

di,j = 4f̄k
i,j − (f̂k+1

2i,2j + f̂k+1
2i−1,2j + f̂k+1

2i,2j−1 + f̂k+1
2i−1,2j−1).

Caso 1: Si la recta calculada no pasa por ninguna de las celdas
Ck+1

2i−h,2j−l, h, l = 0, 1. Redefinimos las cuatro aproximaciones de
la siguiente forma,

f̃k+1
2i−h,2j−l = f̂k+1

2i−h,2j−l +
di,j
4

, h, l = 0, 1. (6.10)

Caso 2: Si la recta calculada pasa por tan solo una celda, sea ésta
Ck+1

n1,m1
⊂ Ck

i,j, modificamos la media de dicha celda:

f̃k+1
n1,m1

= f̂k+1
n1,m1

+ di,j.

Caso 3: Si la recta cruza dos celdas, por ejemplo Ck
n1,m1

, Ck
n2,m2

⊂

Ck+1
i,j , modificamos las medias correspondientes a Ck+1

n1,m1
y Ck+1

n2,m2
:

f̃k+1
nl,ml

= f̂k+1
nl,ml

+
di,j
2

, l = 1, 2.

Caso 4: Si la recta atraviesa todas las celdas excepto a Ck+1
n1,m1

, mo-
dificamos las medias de las celdas Ck+1

n,m ⊂ Ck
i,j, (n,m) 6= (n1, m1)

f̃k+1
n,m = f̂k+1

n,m +
di,j
3

.

De este modo es inmediato comprobar que {f̃k+1
2i−h,2j−l}h,l=0,1 verifican

(6.9).
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6.3
Detección de contornos

A continuación describimos brevemente el procedimiento para
detectar los contornos de la imagen. En la sección 4.6 podemos
encontrar de modo más detallado dicho proceso.

La detección realizada consta de tres fases:

Diferencias divididas : A partir de las diferencias divididas de pri-
mer orden, detectamos aquellas celdas susceptibles de con-
tener un perfil.

Filtros de Sobel : Haciendo uso de los filtros de Sobel descarta-
mos aquellas celdas marcadas en la fase anterior como con-
secuencia de la textura y clasificamos las celdas en cuatro
tipos (contorno vertical, horizontal, diagonal positivo o diago-
nal negativo).

Eliminar celdas aisladas : Rechazamos aquellas celdas que son
las únicas marcadas en una ventana de tamaño 5× 5.

6.4
Interpolación adaptada

Para calcular las aproximaciones de las medias de la función
f(x, y) en las celdas {Ck+1

2i−h,2j−l}h,l=0,1, tendremos en cuenta si Ck
i,j

pertenece a un contorno, está en las proximidades de un perfil o
si podemos considerar que está lo suficientemente aislada de los
perfiles de la imagen (figura 6.9). De este modo, clasificamos las
celdas en tres tipos distintos, realizando en cada uno de ellos una
predicción diferente:

Tipo I : Celdas pertenecientes a contornos. Las aproximaciones
son calculadas del modo descrito en la sección 6.2, bien su-
poniendo que la imagen es constante, o bien que coincide con
un polinomio a ambos lados del perfil
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Tipo II : Celdas que no pertenecen a contornos pero existe un
contorno que cruza una ventana 3 × 3 centrada en ella. En
este caso las aproximaciones se calculan a partir de una pre-
dicción ENO 2D con stencils 3× 3 (sección 2.5).

Tipo III : Celdas que no pertenecen a contornos y la ventana 3× 3
centrada en ella tampoco contiene ningún perfil. En este caso
se aplica interpolación lineal dos-dimensional con stencils 3×
3 centrados( ver ecuación (2.17)).

I

I I

I

I I

II

II

II

II

II II

II

II

II

II

III III

III

III

III

III

III

III

III

Figura 6.9: Interpolación empleada según la clasificación de la celda.

Tipo I: interpolación adaptada a contornos. Tipo II: ENO 2D. Tipo III: Lineal

con stencils 3× 3.

6.5
Resultados numéricos

Los apartados 6.5.1 y 6.5.2 muestran los resultados obtenidos
al interpolar y comprimir imágenes aplicando diferentes técnicas
interpolatorias. Las técnicas interpolatorias empleadas son las si-
guientes:

LIN3 : Interpolación lineal empleando stencils 3× 3 (sección 2.4).
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ENOSR : Interpolación ENO Subcell Resolution aplicada tenso-
rialmente empleando polinomios interpoladores de grado 2.

EACT : Interpolación adaptada tal como se ha explicado en la sec-
ción 6.4. La predicción de las celdas tipo III (figura 6.9) se
realiza suponiendo la imagen constante a ambos lados del
contorno (Sección 6.2.1)

EA2P : Interpolación adaptada tal como se ha explicado en la sec-
ción 6.4. La predicción de las celdas tipo III (figura 6.9) se
realiza suponiendo que la imagen es polinómica a trozos a
ambos lados del perfil (Sección 6.2.2).

6.5.1

Interpolación de imágenes

Para realizar los tests hemos considerado cuatro imágenes dis-
tintas: dos de carácter geométrico (figura 6.10) y dos reales (figura
6.13). De las diferentes imágenes test, hemos tomado ventanas
de tamaño 26 × 26 y se han aplicado recursivamente las diferentes
técnicas interpolatorias hasta ampliar la ventana original en un
factor de 8, i.e. 29 × 29 píxeles. Los resultados obtenidos en inter-
polación de imágenes han sido publicados en [6, 7] y presentados
en el congreso Cedya 2003 [9].

Imágenes geométricas

La figura 6.10 muestra las imágenes geométricas test y las ven-
tanas empleadas para realizar las pruebas numéricas. La imagen
Geoma es una imagen puramente geométrica mientras que la ima-
gen Geobl es una imagen geométrica a la que se le ha añadido
ruido.

En la figura 6.11 se puede observar que las técnicas EACT
y EA2P presentan un comportamiento similar, obteniendo unos
perfiles más definidos que al emplear LIN3 y eliminando además
el efecto escalera que produce ENOSR como consecuencia de su
aplicación tensorial.
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Figura 6.10: Derecha: de arriba a abajo. Geoma, Geobl. Izquierda: venta-

nas de 64× 64 píxeles
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Figura 6.11: Imagen Geoma. Arriba: LIN3, ENOSR. Abajo: EACT, EA2P
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Al aplicar las diferentes técnicas interpolatorias a la imagen
geométrica con ruido, figura 6.12, observamos un comportamien-
to similar: EACT y EA2P reducen el efecto escalera que produce
ENOSR en la semielipse y consiguen unos contornos más nítidos.
Notar que en este caso, EACT consigue un mejor resultado que
EA2P al ampliar la parte inferior del cuadrado.

Figura 6.12: Imagen Geobl. Arriba: LIN3, ENOSR. Abajo: EACT, EA2P

Imágenes reales

La figura 6.13 muestra las imágenes test y las correspondientes
ventanas de 64× 64 píxeles.
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Figura 6.13: Derecha: de arriba a abajo. Peppers, Camera. Izquierda:

ventanas de 64× 64 píxeles
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Los resultados obtenidos al ampliar las imágenes Peppers y Ca-

mera (figuras 6.14 y 6.15) son similares a los obtenidos con las
imágenes geométricas. EACT y EA2P reducen la difusión produci-
da por LIN3 y el efecto escalera de ENOSR. No obstante se puede
observar que EACT produce unos artefactos en la imagen Peppers

como consecuencia de suponer la imagen constante a ambos lados
del contorno y aproximar los perfiles por líneas rectas.

Figura 6.14: Imagen Peppers. Arriba: LIN3, ENOSR. Abajo: EACT, EA2P

Las mismas conclusiones son válidas para la imagen Camera.
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Figura 6.15: Imagen Camera. Arriba: LIN3, ENOSR. Abajo: EACT, EA2P
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6.5.2

Compresión de imágenes

A continuación mostramos los resultados obtenidos al emplear
las técnicas interpolatorias LIN3, ENOSR, EACT y EA2P como ope-
radores predicción en la multirresolución de Harten.

Para asegurar la estabilidad de las técnicas no lineales se ha
utilizado el algoritmo de control del error ([1, 10, 11]). Los coefi-
cientes detalle correspondientes al nivel de resolución k han sido
cuantizados por el parámetro εk, i.e.

d̂ki,j = qu(dki,j; εk) = 2εk

[

dki,j
2εk

]

,

donde [·] no es más que el entero obtenido por redondeo. Notar
que así definidos se verifica |d̂kij − dki,j| ≤ εk. Fijado el parámetro de
cuantización para el nivel más fino, εL, definimos los parámetros
de cuantización de los niveles de resolución inferiores del siguiente
modo:

εk−1 =

{

εk/2 si εk ≥ 1/2,

1/2 otro caso.

Los coeficientes correspondientes a la imagen en el nivel de resolu-
ción inferior más los detalles cuantizados han sido codificados con
el algoritmo SPIHT [43] (Set Partitioning In Hierarchical Trees). En
todas las pruebas las imágenes originales son de 512×512 píxeles y
hemos considerado k = 5 el nivel de resolución inferior, i.e. 32× 32
píxeles.

Imagen geométrica

La tabla 6.1 muestra los resultados obtenidos al aplicar los dife-
rentes tests numéricos a la imagen geométrica Geo. En ella se pue-
de observar que los resultados obtenidos con los métodos EACT y
EA2P son mejores que los obtenidos con LIN3, tanto si compara-
mos el PSNR como si comparamos las tasas de compresión. Res-
pecto al método ENOSR, los resultados obtenidos son similares a
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los obtenidos por EACT, si bien EACT es ligeramente superior a
ENOSR.

Las figuras 6.16 y 6.17 muestran, respectivamente, las recons-
trucciones obtenidas para un PSNR similar y un detalle de éstas.
Se puede observar que EACT y EA2P reconstruye de un modo más
exacto la circunferencia y el triángulo. Notar que la reconstrucción
de la parte superior del rectángulo hecha por EA2P no es del todo
satisfactoria.

‖ · ‖∞ ‖ · ‖2 PSNR Nnz bytes bpp
LIN3 5,04 0,47 54,66 13654 12394 0,38

7,43 0,64 52,01 12259 10169 0,31
14,19 1,11 47,23 9755 7763 0,24
31,39 2,02 42,04 7342 5472 0,17
58,67 3,73 36,74 3892 3354 0,10

ENOSR 4,78 0,36 57,16 5099 5940 0,18
8,93 0,44 55,21 4127 4788 0,15
16 0,70 51,22 3418 3928 0,12

32,01 1,33 45,69 2840 2840 0,10
72,82 2,46 40,36 2213 2597 0,08

EACT 5,28 0,35 57,21 4087 4890 0,15
8,60 0,43 55,56 3086 3854 0,12
15,39 0,64 52,10 2535 3190 0,10
31,61 1,20 46,60 2162 2688 0,08
66,45 2,25 41,11 1815 2208 0,07

EA2P 5,30 0,38 56,58 5419 6227 0,19
7,92 0,47 54,68 4136 4871 0,15
16,83 0,74 50,75 3305 3920 0,12
31,00 1,40 45,25 2673 3158 0,10
64,82 2,59 39,91 2275 2565 0,08

Tabla 6.1: Imagen Geo. ‖ · ‖∞, ‖ · ‖2, PSNR, coeficientes no nulos (Nnz),

bytes y bits por pixel (bpp)
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Figura 6.16: Reconstrucciones de Geo. Arriba: LIN3: PSNR 42,04, bpp 0,17.
ENOSR: PSNR: 40,36, bpp 0,08. Abajo: EACT: PSNR 41,11, bpp 0,07. EA2P:

PSNR 39,91, bpp 0,08.
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Figura 6.17: Detalle de la reconstrucción de Geo. Arriba: LIN3, ENOSR.

Abajo: EACT, EA2P
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Imagen real

La tabla 6.2 recoge los resultados obtenidos con la imagen real
Peppers. En ella podemos ver que los resultados obtenidos por
LIN3, en términos de PSNR, son ligeramente superiores que los
obtenidos por el resto de métodos. Lo mismo ocurre si miramos las
tasas de compresión. Los métodos ENOSR, EACT y EA2P obtienen
resultados parecidos.

‖ · ‖∞ ‖ · ‖2 PSNR Nnz bytes bpp
LIN3 5,45 1,26 46,15 124015 73102 2,23

9,43 2,01 42,12 80221 49033 1,50
16,41 3,30 37,78 42732 28852 0,88
29,77 5,08 34,04 20634 15187 0,46
59,91 7,33 30,86 10353 8043 0,25

ENOSR 5,87 1,29 45,95 135879 83947 2,56
8,95 2,08 41,79 90873 57785 1,76
17,45 3,50 37,28 49246 34830 1,06
33,174 5,41 33,50 23916 18914 0,58
60,42 7,96 30,14 12047 10375 0,32

EACT 5,46 1,26 46,16 126461 78956 2,41
8,26 2,01 42,10 83744 54578 1,67
17,18 3,34 37,68 46848 33756 1,03
35,12 5,23 33,79 24619 19364 0,59
62,40 7,88 30,24 13109 11023 0,34

EA2P 5,47 1,26 46,16 126691 78855 2,41
9,65 2,01 42,10 83769 54355 1,66
16,40 3,35 37,67 47002 33729 1,03
32,79 5,24 33,77 24612 19384 0,59
64,94 7,92 30,19 13242 11193 0,34

Tabla 6.2: Imagen Peppers. ‖ · ‖∞, ‖ · ‖2, PSNR, coeficientes no nulos (Nnz),

bytes y bits por pixel (bpp)

Si observamos las figuras 6.18 y 6.19, podemos ver las recons-
trucciones obtenidas para un PSNR similar y un detalle de dichas
reconstrucciones. Se puede apreciar que LIN3 presenta una mayor
difusión en los perfiles de la imagen, siendo este reducido conside-
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rablemente por el resto de métodos. Por otra parte la reconstruc-
ción de los contornos obtenida por los métodos EACT y EA2P es
mejor que la obtenida por ENOSR. Se observa también que EACT
y EA2P reduce el número de artefactos producidos por el método
ENOSR.

Figura 6.18: Reconstrucciones de Peppers. Arriba: LIN3: PSNR 27,69, bpp

0,14. ENOSR: PSNR: 26,71, bpp 0,18. Abajo: EACT: PSNR 26,67, bpp 0,19.
EA2P: PSNR 26,56, bpp 0,19.
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Figura 6.19: Detalle de la reconstrucción de Peppers. Arriba: LIN3,

ENOSR. Abajo: EACT, EA2P
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6.6
Conclusiones

En este capítulo hemos presentado un operador predicción dos-
dimensional que utiliza la geometría de la imagen. Para ello detecta
los contornos de la imagen a partir de la información proporciona-
da por el uso conjunto de las diferencias divididas de los datos y
los filtros de Sobel (ver apartado 4.6), y posteriormente en aquellas
celdas marcadas por la detección de contornos se aplica un opera-
dor predicción dos-dimensional en el que calcularemos las medias
en las celdas que contienen los perfiles bajo dos supuestos: un pri-
mer caso, suponiendo que la imagen es constante a ambos lados
del contorno, y un segundo caso, bajo el supuesto de que a ambos
lados del perfil la imagen toma la forma de dos polinomios p1(x, y)
y p2(x, y). En [22, 39, 6]) podemos encontrar algunos resultados en
la misma linea que los presentados en en este capítulo.

Los resultados obtenidos al ampliar imágenes proporcionan unos
perfiles más definidos que los obtenidos mediante técnicas lineales
o interpolación ENO-SR, eliminando a la vez el efecto escalera ob-
tenido con ENO SR como producto de su aplicación tensorial. Al
aplicar la predicción para comprimir imágenes los resultados no
representan una gran mejora respecto el PSNR y la tasa de com-
presión, sin embargo si que se aprecia una mayor calidad visual
en la reconstrucción de los contornos.



7
Conclusiones y

perspectivas

En el presente trabajo de tesis doctoral se proponen diversas
técnicas interpolatorias con el objetivo de aplicarlas a la amplia-
ción y compresión de imágenes. Se han estudiado técnicas interpo-
latorias tanto en el contexto de interpolación de valores puntuales,
como en el de medias en celda, aplicando en ambos casos, bien
técnicas interpolatorias uno dimensionales de modo tensorial, o
bien técnicas interpolatorias dos dimensionales.

En el contexto de interpolación de valores puntuales, se han
propuesto diversas modificaciones de la interpolación racional pro-
puesta por Ramponi et al. [19, 20, 21, 42]. En el Capítulo 1 se
estudian los órdenes de interpolación de las modificaciones pro-
puestas y se comparan los resultados obtenidos con otras técni-
cas, observando como los métodos derivados de la interpolación
racional disminuyen el fenómeno de Gibbs que se presenta en
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las discontinuidades al aplicar técnicas interpolatorias lineales. Se
observa también, en la ampliación de imágenes, que las técnicas
propuestas reducen la difusión de los contornos propia de las téc-
nicas lineales, consiguiendo resultados comparables a los obteni-
dos por técnicas no lineales como ENO o WENO. Respecto a las
técnicas interpolatorias dos dimensionales, se proponen diversas
formas de seleccionar los stencils, así como la implementación de
dichas técnicas a partir de los filtros empleados por técnicas uno
dimensionales. Los resultados obtenidos por la interpolación dos
dimensional propuesta, ENO2DT, mejoran ligeramente los resul-
tados conseguidos con la aplicación tensorial de la técnica ENO.

En el campo de la compresión de imágenes, se comparan los
resultados al emplear las diferentes técnicas como operadores pre-
dicción en la multirresolución de Harten. En éstos se observa como
las modificaciones de la interpolación racional reducen la difusión
de los contornos producida por las técnicas lineales y obtienen re-
sultados similares a las técnicas no lineales con las que se compa-
ran. Además se propone una modificación del algoritmo de control
del error empleado en la multirresolución de Harten para asegu-
rar la estabilidad al emplear operadores predicción no lineales. Al
comparar los resultados obtenidos por la modificación del algorit-
mo de error control con el algoritmo sin modificar, se observa una
mejora en la tasa de compresión.

Respecto a la interpolación de medias en celda, se proponen
dos modificaciones de la interpolación racional, originalmente di-
señada para la interpolación de valores puntuales, analizándose
en cada caso los órdenes de interpolación alcanzados. Se observa
que al aplicarlas en la ampliación de señales 1D, desaparece el
fenómeno de Gibbs, y en la ampliación de imágenes, se reduce la
difusión de los contornos presentes al aplicar interpolación lineal.
Los resultados obtenidos en la compresión de imágenes se mues-
tran en el Capítulo 3. En el caso de la imagen real, se observa una
disminución del error en ‖·‖2 y de la tasa de compresión al emplear
las técnicas racionales.

Con el objetivo de desarrollar técnicas interpolatorias 2D no
separables, en el Capítulo 4 se proponen dos algoritmos para la
detección de contornos. Dichos algoritmos son aplicados en los
Capítulos 5 y 6.
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El Capítulo 5 muestra un algoritmo 2D no separable, para el
contexto de valores puntuales. Los resultados obtenidos se com-
paran con los conseguidos al aplicar interpolación lineal e inter-
polación ENO. En imágenes geométricas, se consigue tanto visual-
mente como en términos de tasa de compresión una mejora sig-
nificativa respecto las otras técnicas. Al aplicar el algoritmo a una
imagen real, si bien numéricamente los resultados son similares
a los obtenidos con ENO, si que supone visualmente una mejora
respecto la interpolación lineal y ENO.

El Capítulo 6 desarrolla un algoritmo de predicción 2D no se-
parable, en este caso diseñado para la interpolación de medias en
celda. Se estudian dos formas diferentes de realizar la predicción
en aquellas celdas que contienen un perfil de la imagen: la pri-
mera suponiendo la imagen constante a ambos lados del perfil, y
la segunda suponiéndola polinómica a trozos. En la ampliación de
imágenes, se observa una disminución del efecto escalera presente
en los contornos de la imagen al aplicar tensorialmente técnicas
uno dimensionales. Respecto a la compresión de imágenes, si bien
los resultados obtenidos, en términos de PSNR y tasa de compre-
sión, no suponen una gran mejora respecto a otras técnicas, las
reconstrucciones poseen una mayor calidad visual.

Respecto al trabajo futuro, sería interesante estudiar nuevos
pesos para las técnicas interpolatorias racionales, de modo que
la contribución de los polinomios afectados por discontinuidades
fueran lo menor posible.

Por otra parte, en la modificación del algoritmo de control del
error para valores puntuales se podría estudiar el incorporar un
proceso detección de contornos, para así poder emplear la infor-
mación dada por la localización de los perfiles en la segunda etapa
de la predicción, esperando obtener así una mejora tanto en la
tasa de compresión como en el PSNR.

La extensión de las aplicaciones vistas a las imágenes en color
constituiría otra posible ampliación del trabajo, en este caso se
deberia aplicar la técnica interpolatoria deseada a los diferentes
canales de color de la imagen.
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