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Introduccion

El trabajo presentado en esta memoria esta dedicado al desa-
rrollo de técnicas interpolatorias para la ampliacion de imagenes
(zooming) y para la compresion de imagenes.

Un problema habitual en teoria de aproximacion consiste en
reconstruir una funcioén a partir de un conjunto discreto de datos.
Este problema puede abordarse desde el punto de vista de valores
puntuales o de medias en celda, dependiendo de si consideramos
los datos discretos como los valores que toma una funcién en un
conjunto de puntos o las medias en unos intervalos, respectiva-
mente. De este modo la funciéon puede ser aproximada por otra
funcion que posea los mismos valores en el conjunto de puntos, o
las mismas medias en los intervalos.

Las técnicas interpolatorias lineales, independientes de los da-
tos, como la interpolacion polinémica de Lagrange, son frecuen-
temente empleadas para reconstruir funciones. Sin embargo, el
orden de la aproximacion se ve reducido cuando el conjunto de
puntos empleados, stencil, para construir la funcién interpolante
contiene una singularidad de la funcion. El aumentar el orden de
la técnica interpolatoria no resuelve el problema, pues en este caso
se ven afectados un mayor numero de stencils por la singularidad,
aumentando por tanto la zona donde la calidad de la aproximacion
no es optima.

Una correcta seleccion de los nodos adecuados para construir
el interpolante, de modo que el stencil no contenga ninguna singu-
laridad, produce una mejora en la interpolacion. En [31], Harten
et al. introducen la técnica interpolatoria no lineal ENO (Essen-
tially Non-Oscillatory, Esencialmente no oscilatoria), en la cual el
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polinomio interpolador se construye, siempre y cuando es posible,
tomando informacioén de las zonas donde la funcién es suave. De
este modo, si las singularidades de la funcion estan lo suficiente-
mente aisladas, se consigue reducir la zona donde la aproximacion
se ve degradada al intervalo que la contiene. Si se posee informa-
cion acerca de la localizacion de la singularidad, la técnica ENO
Subcell Resolution (Resolucion subcelda) [28] permite reducir la
region de pérdida de exactitud a un entorno alrededor de la singu-
laridad.

La técnica interpolatoria WENO (Weighted ENO, ENO Ponde-
rado) introducida por Liu et al. [34] constituye otra mejora de la
técnica ENO. Esta consiste en construir el interpolante a partir
de combinaciones convexas de todas las aproximaciones obteni-
das a partir de stencils que contienen el intervalo a interpolar, de
modo que en dicha combinacion se priman las aproximaciones de
los stencils de zonas suaves y si la funcion es suave en todos los
stencils se obtiene una aproximacion de orden 6ptimo.

La importancia de obtener una técnica interpolatoria eficiente
esta estrechamente relacionada con la compresion de imagenes.
La multirresolucion de Harten [29, 30] emplea un operador pre-
diccién que permite transitar entre un nivel de resolucion inferior
y el inmediatamente superior. Este operador prediccion no es na-
da mas que la aplicacion de un esquema interpolatorio al nivel
de resolucion mas grosero. La posibilidad de elegir un operador
prediccion no lineal permite adaptarse a las caracteristicas de los
datos. Asi, un esquema de compresion basado en multirresolucion
puede describirse del siguiente modo:

fro— MfE= (0 d . db)
— MfL:QerL:(fovdAlv“"dL)’

donde f* representa los datos en un nivel de resolucion dado, y
M fF su transformada por el esquema de multirresolucion. Esta
ultima esta compuesta por los datos en un nivel de resolucion in-
ferior, f°, mas una sucesion de detalles, d*, que nos permiten re-
cuperar fr. Posteriormente se aplica un operador de cuantizacion
no reversible, ()., codificando la informacion resultante. En el es-
quema de multirresolucion de Harten, los coeficientes detalle, d*,
son producto de los errores cometidos por el operador prediccion
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al reconstruir f**! a partir de f*. De este modo una mejora en el
operador prediccion, produce como resultado una disminucion de
las magnitudes de los detalles y, por tanto, una mayor compresion.

Si bien los métodos basados en la transformada wavelet cons-
tituyen herramientas eficaces en la compresion de imagenes [36],
los resultados obtenidos no son del todo satisfactorios por dos ra-
zones: en primer lugar, emplean un proceso multiescala lineal y,
por tanto, no se adaptan a las propiedades locales de la imagen
(posicion de los contornos) y, en segundo lugar, la aplicacion ten-
sorial de la transformada wavelet no resulta 6ptima para el trata-
miento de perfiles no verticales y no horizontales.

Con el objetivo de mejorar los resultados obtenidos, se han
desarrollado nuevos métodos numeéricos que incorporan la geo-
metria de la imagen como los Bandelets [40], Countourlets [25],
etc.

Nuestro objetivo es desarrollar técnicas interpolatorias no li-
neales dos dimensionales que se adapten a la geometria de las
imagenes.

Este trabajo esta organizado del siguiente modo, el Capitulo 1
esta dedicado al estudio de técnicas interpolatorias para valores
puntuales. En primer lugar repasamos las técnicas clasicas uno
dimensionales, y posteriormente, tras explicar la interpolacion ra-
cional introducida por G. Ramponi [42], se proponen diversas mo-
dificaciones de ésta, estudiando la relacion entre la interpolacion
racional y WENO. Del mismo modo se proponen diversos méto-
dos para realizar una interpolacion para valores puntuales direc-
tamente dos-dimensional. Para finalizar el capitulo se comparan
los resultados obtenidos al ampliar una imagen de caracter geo-
meétrico.

El Capitulo 2 esta dedicado a la interpolacion para medias en
celda. Se estudia como adaptar la interpolacion racional a este
contexto proponiendo dos modificaciones de ésta y posteriormen-
te se estudian operadores interpolatorios dos dimensionales. Fi-
nalmente se aplican estas técnicas a la interpolacion de imagenes.

El Capitulo 3 esta dedicado a la multirresolucion de Harten. Se
comparan los resultados obtenidos a partir de las técnicas inter-
polatorias anteriores. Con el objetivo de asegurar la estabilidad de
la multirresolucion de Harten se aplica el algoritmo de control del
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error [1, 11], proponiendo una modificacion de este en el contex-
to de los valores puntuales [8] consistente en aplicar el operador
prediccion en dos pasos, el segundo de los cuales aprovecha la
informacion actualizada por los detalles correspondientes.

Con el objetivo de realizar una interpolacion adaptada a la geo-
metria de la imagen, el Capitulo 4 esta dedicado a la deteccion de
contornos. En éste se proponen dos nuevos algoritmos de detec-
cion de contornos que se emplearan en los Capitulos 5y 6.

En el Capitulo 5 presentamos un algoritmo multidireccional pa-
ra la compresion de imagenes [5] el cual hace uso de la geometria
de la imagen detectada en el nivel de resolucion mas fino para
localizarlos en niveles de resolucion inferiores y adaptar asi la pre-
diccion. Este algoritmo supone que trabajamos en el contexto de
los valores puntuales.

Del mismo modo, en el Capitulo 6 se propone un operador pre-
diccion adaptado a los contornos, pero en este caso para medias
en celda. En este se obtiene la informacion relativa a la geometria
de la imagen a partir de una deteccion de contornos en cada nivel,
y posteriormente se proponen dos posibilidades para interpolar en
las celdas afectadas por la presencia de un perfil [6, 22, 39].



Interpolacion de valores
puntuales

1.1
Conceptos previos

El problema de la interpolacion consiste en: dados los valores
que toma una funcion f(z) desconocida en una discretizacién da-
da, obtener una funcién de modo que coincida con la funcién f(x)
en los nodos de la discretizacion anterior. Esta nueva funcion re-
cibe el nombre de interpolante.

La interpolacion polinéomica de Lagrange nos permite, conoci-
dos los valores que toma la funcion f en r + 1 nodos, zq, ..., z,, con
x; # x; sii # j, construir un polinomio de grado r, ¢(z), interpolan-
do a f(x) en los nodos anteriores, i.e. ¢(z;) = f(z;), Vi=0,...,r. La
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forma de Newton del polinomio interpolador nos ofrece una forma
sencilla de calcular dicho polinomio, cuya expresion viene dada
por:

Q(x) = f[on]+f[$0,$1]($—$0)+f[$07$17$2]($—360)($—$1)+---
+flxo, x1, .. @ (@ — xp) .. (T — 1), (1.1)

donde f[z;,...,x;+,] €s la n-ésima diferencia dividida de f(z), cal-
culada en los nodos =z;,...,z;.,, la cual, si z;;; # x;,; con k # [,
k,l=0,...,n, se define como:

fl@iv, - Tign] = flis o i

f[xia"'7xi+n]: )
Tijpn — T4

donde fz;1x] = f(zisx), & = 0,...,n. El conjunto de nodos em-
pleado para la construccion del polinomio interpolador ¢(z), S =
{9, x1,...,2,}, recibe el nombre de stencil.

Se puede demostrar que se verifica la relacion siguiente

T

F@) = () + Sloo ) [[ (o= 20) =

= q@)+ f18. 2] [J(z — =). (1.2)

1=0

Si f(z) es lo suficientemente diferenciable (diferenciable r + 1
veces), entonces

frE)
.. =7 1.
f[an ,ZL’T,I’] (T+1)' ) ( 3)
donde ¢, pertenece a la envoltura convexa de {zg, z1,...,2,}.

La interpolacion polinémica a trozos, nos permite obtener una
buena aproximacion a f(z) en un dominio amplio, veamos en que
consiste esta técnica. Sea X = {z;}¥, una particiéon de nodos igual-
mente espaciados del intervalo I = [0,1], i.e. x; = ith, Nh =1,y
sean {f;}X, los valores que toma f(x) en los nodos anteriores, i.e.
fi = f(zy), i = 0,...,N. De este modo definimos en cada inter-
valo I; = [z;_1,x;], un polinomio p;(x) verificando ¢;(z;1) = fi.1 Yy
qi(x;) = f;, para todo i = 1,..., N. Definimos el interpolante de f(x)
sobre I como

I(z) = qi(x),z € I, = [xj—1, 2], i=1,...,N.
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Asi, si construimos un interpolante polinémico a trozos, y f(z) es
lo suficientemente suave, haciendo uso de las relaciones (1.2) y
(1.3) obtenemos

AR (R
f@) - pz(x) = m I!:[O(ﬁ - «Ti—l—s—‘rk)a (1.4)

cons €{0,...,r—1} y x € I;, de donde podemos deducir que
f(z) =Z(z) + O(K™), Vx € [0,1]. (1.5)

Notar que la férmula (1.4) nos asegura que la aproximacion
obtenida es exacta para polinomios de grado menor o igual que r,
de este modo diremos que la técnica interpolatoria empleada es de
orden r + 1.

En el caso de que f(z) posea una discontinuidad de salto en el
intervalo /;, podemos comprobar que

flxi) = flzie)  O([f])

f[l"z'—l,l"z'] = A = n

donde O([f]) es la magnitud del salto de f(z) en el intervalo I,.
Analogamente, se puede probar si tomamos un conjunto de s + 1
nodos (s > 1) conteniendo los nodos z;_;, z; entonces f|x;,..., x5 =
O([f])/h®. Asi se puede deducir que si empleamos un stencil S que
cruce la discontinuidad, es decir z;_;,z; € S, el error cometido vie-
ne dado por

f(x) = qi(x) + O([f]), = € L, (1.6)
pues empleando (1.2) obtenemos

l+s

fx) = q@)+ flo, - v 7] H(x — ;) =
o))

hs-‘,—l

= q(z)+ O(h**h) = q;(z) + O([f)), Yz € I,.

De este modo el error cometido en caso de que el stencil empleado

cruce una discontinuidad es de la magnitud de la discontinuidad.
El hecho de que el stencil cruce una discontinuidad de f®, p >

1, también produce una aumento del error de interpolacion. Su-

pongamos que f) p > 1, es discontinua en z, € I;, entonces cual-

quier diferencia dividida con s + 1 nodos conteniendo a x; 1 y z;
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verifica

O([f%])/h>? sis>p

(1.7)
ol en otro caso,

f[xl,---,st]:{

donde |- || es la norma supremo de f* en la envoltura convexa de
los nodos del stencil empleado, y [f®)] = f® (x}) — f®(a).

Si empleamos la relacion anterior, podemos probar que si ¢(x)
es un polinomio de grado r, que interpola a f en el intervalo [,
entonces si el stencil empleado para la construccion de ¢/(x), S,
cruza una discontinuidad de £, el error cometido viene dado por

f(x) = qz) + O([fP))h?, conp<r, Vxe . (1.8)

Notar que si Z(z) es un interpolante polinémico a trozos de or-
den r+ 1y f es lo suficientemente suave, entonces se verifica la
siguiente relacion entre la derivada m-ésima de Z(z) y la derivada
m-ésima de f(z):

A

dx™

T(a)= S f@) 40U, 0<msr, (L9)

pues derivando m veces (1.2), tenemos:

dm dm dm
dx—mf(x) = dx—mq(x) + (dx—mf[xo’ ey Ty T)) Z':0(1' —x;) +
dm r+1
+flzo, . .- ,xr,x]m—m(H(x — ;) =
i=0
dm

= ——q(x) +Oh" ) + O(R" ™).
dz™

Asi, si optamos por emplear una interpolacion polinémica a tro-
zos de grado r, obtenemos una aproximacion de orden O(h"™) en
aquellos intervalos donde el stencil no cruce ninguna discontinui-
dad de la funcién o sus derivadas, siendo ésta a la vez la mejor
aproximacion a la que podemos aspirar con dicha técnica inter-
polatoria. En caso de que el stencil empleado en algun intervalo
contenga alguna singularidad, entonces la calidad de la aproxi-
macion en dicho intervalo se vera afectada. Si queremos mejorar
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la aproximacion obtenida en aquellos intervalos que no posean
singularidades, entonces deberemos emplear para la construccion
del polinomio interpolador stencils libres de discontinuidades de
la funcion y de sus derivadas.

La interpolacion lineal consiste en emplear en todos los interva-
los I; el mismo stencil. Habitualmente se emplean stencils centra-
dos en el intervalo I;, de este modo dichos stencils estan formados
por un numero par de nodos, r + 1 = 2s, donde el stencil empleado
para el intervalo I, es §; = {z;_,...,x+5s_1}. Notar que en caso de
emplear interpolacion lineal con 2s nodos, si el intervalo I; contiene
una singularidad, entonces existen 2s — 1 stencils conteniendo los
nodos x;_1, z;, y por tanto 2s — 1 intervalos donde la aproximacion
obtenida no es 6ptima. En esta situacion, el aumento del orden de
interpolacion no produce una mejora en la aproximacion obteni-
da como cabria esperar, ya que dicho aumento implica un mayor
numero de intervalos afectados por la singularidad. La figura 1.1
nos muestra el numero de stencils afectados por una discontinui-
dad en el intervalo I;, cuando dichos stencils estan formados por
4 nodos, i.e., s = 2.

' i i
Li—3 Xi—2 Li—1 X Tit1 Lit2

Sit1

Figura 1.1: Stencils afectados por discontinuidad en I;, s = 2

Las técnicas no lineales nos permiten realizar una seleccion
del stencil mas adecuado para interpolar en un determinado in-
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tervalo. De modo que podemos conseguir una mejora en aquellos
intervalos en los que, pese a no contener ninguna singularidad,
la aproximacion obtenida no es 6ptima a causa de que el stencil
empleado con la interpolacion lineal cruza alguna singularidad.

A. Harten introduce en [31] una técnica interpolatoria polino-
mica a trozos no lineal que recibe el nombre de interpolacion ENO
(Essentially Non-Oscillatory). La intencion original de la interpo-
lacion ENO era evitar el fenomeno de Gibbs que se producia al
aproximar funciones con discontinuidades de salto mediante in-
terpolacion centrada. El interpolante ENO intenta construir los po-
linomios usando informacién de la parte suave de la funcién. Esto
es posible siempre y cuando las singularidades estén lo suficien-
temente aisladas, excepto para aquellos intervalos que contengan
alguna singularidad.

1.2
Interpolacion ENO

A diferencia de la interpolacion lineal, la técnica interpolato-
ria ENO realiza una seleccion del stencil, de modo que se intenta
tomar para cada intervalo un stencil que no cruce ninguna sin-
gularidad, lo cual es posible si las discontinuidades estan lo su-
ficientemente separadas las unas de las otras. Si empleamos una
interpolacion polinéomica a trozos, de modo que el stencil para el
intervalo I; = [z;_1, ;] esté constituido por r + 1 nodos, la técnica
ENO trata de escoger el stencil mas suave de entre aquellos que
contienen a z;_; y x;. Como medida de suavidad de los stencils se
emplean las diferencias divididas de los nodos que lo forman. En
[31], los autores proponen dos algoritmos de seleccion de stencil:

Algoritmo. 1.1 (Seleccion jerarquica del stencil ).
for:=1,...,J
So = 1
for/=0,...,r—2
if |fles,—2, ..., xsni]| <|flxs—1s- -, Ts4i41]| then s, 3 =5 — 1
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end
Si = Sp—1
end

Algoritmo. 1.2 (Seleccion no jerarquica del stencil).
fori=1,...,J, elegir s; que verifique
| flTs,—1s -y Tsr—1]| = min {|f[xl -1, ], i —r+1 <1< 2}

Denotaremos al stencil ENO del intervalo /; con r + 1 nodos de

la siguiente forma:
SZ‘ENO = {xsi—lv Lsiye-o xsrl—?”—l}'

Notar que, tanto si empleamos el algoritmo de seleccion jerar-
quico como el no jerarquico, los nodos z;_;, z; pertenecen a SFN°,
Ademas, en caso de que f tenga una discontinuidad de salto en
zq € I;, y sean S un stencil que no cruza dicha discontinuidad y S*
un stencil conteniendo los nodos z;_; y z;, ambos stencils con s + 1
nodos, entonces empleando (1.7) tenemos:

1

fls)=0(1);  f18% =0

).

Si la discontinuidad pertenece a la primera derivada, emplean-
do la misma notacion obtenemos entonces

1
hs—l)'

fI81=0Q);  f[8]=0(

De este modo, en el caso de que f solamente presentara la dis-
continuidad en el intervalo I;, puesto que los algoritmos de se-
leccion anteriores se alejan de las discontinuidades, entonces los
polinomios interpoladores verificaran

f(@)=q@)+OR™Y), x€lr o), [<i—1,1>i+1, (1.10)

obteniendo una aproximacion optima en todos los intervalos ex-
cepto en el intervalo /; que contiene la singularidad.
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Asi, en presencia de discontinuidades de la funcion y de su pri-
mera derivada, y siempre y cuando éstas estén lo suficientemente
aisladas, al emplear interpolacion ENO se consigue que las zonas
donde la aproximacion queda afectada por las singularidades que-
de reducida exclusivamente a los intervalos que contienen dichas
singularidades, independientemente del algoritmo de seleccion de
stencil empleado. Ademas, en el caso especial de que la singula-
ridad z; coincida con un nodo de interpolacion, i.e. x; = x;, se
puede obtener maxima precision en todos los intervalos siempre y
cuando el stencil sea elegido del modo siguiente:

{2 }NSFYO =0, 1<i {2, }NSFNC =0, 1 >i+1. (1.11)

Por tanto ¢(z) = f(z) + O(h™™), z € I, VI, ya que ningun stencil
cruza la discontinuidad, consiguiendo una aproximacion optima
en todo el intervalo [0, 1].

En caso de que la singularidad no coincida con un nodo, i.e.
xrq # x;, Vi, podemos mejorar la aproximacion obtenida si conoce-
mos la localizacion de la singularidad, ya que en este caso pode-
mos extender los polinomios interpoladores correspondientes a los
intervalos vecinos hasta la singularidad, de modo que la relacion
I(x) = f(z) + O(h™!) seria valida en todo el intervalo que contiene
la singularidad, excepto en una pequena banda alrededor de ella.
Esta es la idea clave en la interpolaciéon Subcell Resolution.

1.3

Interpolacion ENO Subcell
Resolution

Sea f(x) una funcion continua, de modo que posee una esquina
en zy € I; = [r;,_1,x;], es decir, supongamos

2) = filr), = <y,
) {fr(x), T > 4,

con f; y f, lo suficientemente suaves y tal que fi(zq) = f.(z4) ¥

fileg) # fi(x)
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Denotemos por ¢;_1(z) ¥ ¢;+1(z) a los polinomios interpoladores
de f obtenidos mediante interpolacion ENO en los intervalos [; i,
I, respectivamente. Asi, si empleamos (1.10) tenemos:

f(x) = q_1(x) + O(h™Y), Vx € Iy,
Gir1(z) + O(R™), Vo e I1,.

Definimos la funcion:

Gi(z) = ¢iv1 () — g1 (). (1.12)
Si tomamos desarrollos de Taylor alrededor de z; obtenemos:

Gini(r) = fla) + f(2))(x —2q) + O((z — 24)*) + O,
Gi-1(x) = flag)+ f(2g)(x = za) + O((z — 24)*) + O(h™*),(1.13)

y de aqui:
Gi(7) = [f'lea(® — 7a) + O((x — 72)*) + O(A™).

Si tomamos h lo suficientemente pequeno, se verifica G;(z) ~
[f']s,(x — x4), y 1la funcion G;(z) posee una unica raiz en el intervalo
(xi_1,;), yaque si (g — z,.1) = ah con 0 < a < 1, entonces:

Gi(2:)Gy(wi-1) = ala — 1)[f']2_h* + O(h®) = a(a — 1)[f']2 h* < 0. (1.14)

Sea ¢ esta raiz, en este caso podemos probar que £ — x4 =
O(h™t'), para ello definamos G(z) = f.(z) — fi(x), asi Gi(z) = G(z) +
O(h™), y por lo tanto 0 = G;(¢) = G(£) + O(h™!). Desarrollando por

Taylor G(z) alrededor de x,:
0= G(za) + (€ = 2a)G'(za) + O,

donde tomando 4 lo suficientemente pequeno para que G'(z4) # 0
y teniendo en cuenta que G(z,4) = 0, obtenemos |¢ — z4| = O(h"t1).
Por tanto, una vez hallado ¢, podemos definir la funcion inter-
polante de f en el intervalo I; de modo que a la izquierda de ¢
coincida con ¢;_; y a la derecha de ¢ tome el valor de ¢;.4, i.e.:

a(x), rel, l#i
ISR(f) =< ¢(x), z€[rim1,§
Gir1(z), €& zipa].
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gi—1(z) Giv1(7)

¢i—1(x) ¢ () ¢it1()

| | | |
Ti—2 Ti—q | Z; Tit1

Figura 1.2: Polinomio interpolador ENO-SR.

Asi definido, el error de interpolacion es
I(z) = f(z) + O(R™™), (1.15)

excepto en una pequena banda alrededor de z,.

1.4
Interpolacion WENO

Como hemos visto en la seccion anterior, la interpolacion ENO
nos permite seleccionar el stencil mas adecuado en cada intervalo,
pudiendo obtener de este modo, si las discontinuidades estan lo
suficientemente aisladas, un orden de aproximacion r + 1 en aque-
llos intervalos que no contienen ninguna singularidad. La técnica
interpolatoria WENO, introducida por Liu et al. en el contexto de
las leyes de conservacion (ver [34] y [15]), se presenta como una
mejora de la interpolacion ENO. La idea fundamental de esta téc-
nica interpolatoria consiste en emplear la informacion dada por
los 2r nodos implicados en el proceso de seleccion de stencil. Asi,
la interpolacion WENO emplea una combinacion convexa de los
polinomios correspondientes a todos los stencils posibles para un
intervalo dado. Denotemos por S;.x, K = 0,...,r — 1, los r stencils
conteniendo al intervalo I;,

Si+k:{xi+k_r,...,xi+k}, kZO,...,T—]_, (1.16)
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y sea p;.x(z) el polinomio construido a partir del stencil S,,. Defi-
nimos el polinomio interpolador WENO en el intervalo I; como

PN Zwkpm (1.17)

donde

r—1
wp >0, k=0,...,r—1, wy = 1. (1.18)
k=0

Notar que para cada intervalo, el interpolante WENO toma in-
formacion de 2r nodos. De este modo se pretende alcanzar una
aproximacioén de orden 2r en aquellos intervalos donde la funciéon
sea suave. Veamos como podemos conseguir dicho orden de apro-
ximacion. Sea p?" "' la aproximacion obtenida empleando el stencil
formado por 2r nodos {z;_,,...,%iy,—1}, ¥y sean p. , las aproxima-
ciones obtenidas con los stencils S;. ;. Podemos expresar la apro-
ximacion de orden 2r como una combinacion lineal de las r apro-
ximaciones de orden r + 1, i.e.:

! ZC,’;ﬁz;k, (1.19)

con C; > 0, Vky Z;;é C} = 1. Las constantes C] se denominan
pesos optimos. La tabla 1.1 nos muestra los pesos 6ptimos para
r = 2,3, en [3, 4, 15] podemos encontrar los detalles sobre como
obtener dichos pesos.

k=0|k=1|k=2
r=2]| 172 | 1/2 -
r=3] 3/16 | 10/16 | 3/16

Tabla 1.1: Pesos optimos parar = 2, 3.

Si definimos los pesos w; de modo que verifiquen la siguiente
relacion:

=Cr4+O0Mh ™Y, k=0,...,r—1, (1.20)
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se puede demostrar (ver [32, 15]) que la aproximacion obtenida es
de orden 2r. Ademas, se desea que la contribucion de los polino-
mios cuyo stencil cruce alguna singularidad sea lo menor posible,
y por tanto sus pesos en (1.17) deben ser muy proximos a 0.

Con el objetivo de satisfacer las condiciones anteriores, se defi-
nen los pesos como sigue:

Wi — 0. -1, (1.21)
YIS
con
= . 1.22
(675 (€+ISi+k)2 ( )

Notar que el valor ¢ introducido en (1.22) es una constante positiva
para evitar que el el denominador se anule, y /S;.; es un indicador
de suavidad de f(z) en el stencil S, .

Resulta evidente que asi definidos, los pesos verifican (1.18) in-
dependientemente del indicador de suavidad utilizado. Para que la
contribucion de los polinomios que cruzan una singularidad sea
practicamente nula, es suficiente con que /S;,;, = O(h?) para aque-
llos stencils en los que f(z) es suave, y [S;;, = O(1) en aquellos
stencils que la funcion presenta alguna singularidad. Finalmente,
se puede demostrar que si el indicador de suavidad verifica,

IS, =DA+0OMh1Y), k=0,...,r—1, (1.23)

se satisface la relacion (1.20) (ver [3, 4, 15]), donde D es una cons-
tante no nula que puede depender de h pero no de k.

Liu et al.([34]) proponen el siguiente indicador de suavidad ba-
sado en las diferencias divididas de f(z) en los nodos de interpo-
lacion,

T

!
ISi = Z (@ frarmra))) /1 (1.24)

= m=1
donde A*[f;] no es mas que la diferencia dividida de f en los nodos
{z,...,z115}. Se puede ver que con este indicador de suavidad se

alcanza el orden o6ptimo, 4, si r = 2, pero sin embargo cuando r = 3
se obtiene orden 5, siendo 6 el orden 6ptimo en este caso.
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Jiang y Shu, definen en [32] un nuevo indicador de suavidad,

[Sir=) / l Rl (2))de. (1.25)
=1 v ¥i-1

Este nuevo indicador hace posible alcanzar ordenes optimos
tanto para el caso r = 2 como r = 3. Las demostraciones de los
ordenes de exactitud alcanzados con ambos métodos, para r = 2, 3,
se pueden consultar en [3, 4, 15].

1.5
Interpolacion racional

En esta seccion se analizan los filtros racionales empleados por
G. Ramponi et al. en el procesamiento de imagenes [19, 20, 21,
42]. También se estudia el error cometido al interpolar emplean-
do dichos filtros, y se muestra su semejanza con la interpolacion
WENO. Para finalizar, se proponen diversas extensiones de la in-
terpolacion racional, analizando el error cometido por cada una de
ellas.

De forma analoga a las secciones anteriores, consideraremos
X = {z;}¥,, z; = ih, Nh = 1, una particion de nodos igualmente
espaciados del intervalo [0, 1], y f; = f(x;) los valores que toma f(x)
en los nodos de la particion.

S. Carrato y G. Ramponi proponen emplear como aproximacion
de f(w;—1 + h/2) = f;—1)» una media ponderada entre f;_; y f;, (ver
[19]), i.e.,

fz'—1/2 =wi—1fis1 twifi, conw; 1+ w; =1, (1.26)

donde f;_;/, es la aproximacion obtenida.
Los valores empleados para los pesos pueden venir dados por
las siguientes expresiones:

14+ a(f; — fir1)?
24+ a((fica — fim1)2 + (fi — fir1)?)’
) 1+ a(fia — fiz1)?

wl = 1.27
‘ 2+ Oé((fz’—2 — fim1)?+ (fi — fi+1)2) 7 ( )

1 _
Wi =
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L+ a(fior — firn)?
2+ a((f,-_g —fi)2 4 (fi1 — fi+1)2) ’
) 1+ a(fio — fi)?

2 = 1.28
Wi 2+ af(fica — fi)2+ (fior = fir1)?) ( )
W - 1L+ a((fior = fir)? + (i = firn)?)
T 24 a(Saso((fa — fik) + (fik — fir1)?)
o £)2 o — f )2
3 1+ a((fz_2 fz) + (fl—2 fl—l) ) (1.29)

= 24 O[(Z,lf:(]((fi—2 — fieu)? + (fik — fi41)?)) 7

donde « es un parametro variable. Notar que en el caso de tomar
a = 0, la prediccion coincide en los tres casos con el valor medio
de f;i_1y fi, es decir:

R 1 1
fici2 = W fi Wl fi = §fi—l + §fz‘7 k=1,2,3. (1.30)

La prediccion obtenida también coincide con el valor medio en-
tre f;_1 y fi cuando los datos que tenemos verifican una de las
siguientes relaciones:

f(wiziyp +h) = f(@i_ij2 — h),
f(@icijp +h) — f(ric1y2) = f(wic12) — f(@ic1y2 — h)

con z + h € [z;,_5,x;11], pues en estos casos, la funcién es simétrica
respecto z;_y/, (ver figura 1.3), y se verifican las siguientes relacio-
nes:

|fico — fical = |fi = fial » |fic1i — firal = |fice — fi], (1.31)

las cuales implican que w! ; =wf =1, k=1,23.

Si f(xz) no es simétrica respecto z;_q/; en [z;_s,z,+1], €l uso de
(1.27) provoca que la prediccion f;_; /2 tenga una mayor influencia
de fi_1 si (fi — fis1)? > (fiio — fii1)? y de f; si la desigualdad se da
en sentido contrario. En caso de emplear (1.28), la contribucion de
fi—1 dominara cuando (f;_1— fiy1)? > (fi_2— f;)?, mientras que el uso
de (1.29) nos ofrece un comportamiento intermedio entre (1.27) y
(1.28).
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[

Ti—o Ti—1 Tj  Tit1 Ti—o Ti—1 Ty  Tipl

Figura 1.3: Datos simétricos respecto x;_; /2

Analicemos el error cometido al aproximar fisa /2 por la expre-
sion (1.26). Para ello denotemos por pj(r) al polinomio de grado s
que interpola a f(z) en {z;,..., 7.} y sea p; = p;(z;_12), i.€.

D3@s10) = fyots 1= 0,00,y B} = pilioyo). (1.32)
Es sencillo comprobar la siguiente relacion:

) 1. 1
pii==§p24%—§p3 (1.33)

Por otra parte, suponiendo que la funcién f es suave en [x;_2, Z;11],
haciendo desarrollos de Taylor, tenemos:

f(@ivn) — f(@ivm) = (n—m)f'(zi)h + O(h*) = O(h), n #m. (1.34)

De esta forma, empleando (1.34) en (1.27), (1.28) y (1.29) obte-
Nemos:

P 1T aO(h?) A aO(h?)

= 7 = 7 =1,2 1.
1 2—|—Oé0(h2)’ w 1 2—|—Oé0(h2)’ k ) 737 ( 35)

w

de donde podemos deducir la siguiente relacion:

Wy = % +O0(h?), wi = % +O0(h?), k=1,2,3, (1.36)
ya que
2 2y 2
wf_l _ 1+a0(h%) 1 200(h7) — aO(h’) _ O, l=i—1.4

9 2+a0(h?) 2 2(2 + aO(h?))
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Asi podemos probar que el error que cometemos al aproximar

~

fi—1/2 es de orden 2, pues

0 0 U
kE 0 N E ~0 0
E Wiy iPiv1 — Pi-1 = E Wi iPivy — E ipi-i-l =

I=—1 I=—1 I=—1

0 0 0 0
1 1
k20 0 k
= E Wi iPiv — E §pi+l+fz‘—1/2 E 2 _fi—1/2 E Wiy
I=—1 I=—1 I=—1 I=—1
0

0
. 1,.
= Z wiey (P — ficip2) — Z 5 (PYs) — ficrp2) =

I=—1 =1

= 3 (k= 5) (= fip) =002 O(1) = OG)

I=—1

y haciendo uso de la relacion anterior, tenemos:
1
k k _ k ~0 —
wiy ficr +wi fi — ficip = E WPy — fi-12 =
=0

1

= (Z wf—lﬁg—l _132‘1—1) + (ﬁz‘l—1 — fic12) =
=0

= O+ 0(h*) =0(h?), k=1,2,3.(1.37)

Por tanto, empleando cualquier definicion de los pesos dadas
en (1.27), (1.28), (1.29), podemos considerar (1.26) como una in-
terpolacion WENO de orden 2, pues alcanzamos el orden 6ptimo
empleando 2 nodos. Ademas hemos visto en (1.36) que los pesos
empleados aproximan a los pesos optimos del mismo modo que
los pesos utilizados en la interpolacion WENO.

Notar que en caso de que haya una discontinuidad en el inter-
valo [z;_1,x;], entonces la aproximacion dada por p; ; es del orden
del salto, i.e.

p'}—l - fi—1/2 = O([f])v

y procediendo de forma analoga a (1.37) obtenemos que el error
cometido es del orden de la discontinuidad:

wf  fior +wlfi = fiie = O([f). (1.38)
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1.6

Modificaciones de la interpolacion
racional

En la siguiente seccion, proponemos diversas modificaciones
de la interpolacion racional. La idea es a partir de combinaciones
convexas de aproximaciones de un orden inferior conseguir una
mejor aproximacion de orden mayor.

1.6.1
Interpolacion racional de orden 4

2 polinomios de orden 2

Consideremos los polinomios interpoladores p? ,(z), p? ,(z) y
P} o(x), definidos del mismo modo que en (1.32), y sean p? ,, p? ;,
p3_, los valores de éstos en z;_; /2 respectivamente, los cuales tienen
la siguiente expresion:

1 6 3
/\2 o T r s 9,
pi—z - 8fz—2+ 8fz—1+ 8fz>
. 3 6 1
p?_1 = gfi—1 + gfz - gfi+17
1 9 9 1
-3 Ly ks o 4
Dig = 16fz_2+ 16f2_1+—16f2 —16fz+1. (1.39)

En este caso, podemos comprobar que se verifica la relacion (1.19),

. 1. 1.
p?—z = 529@2—2 + 5??_1- (1.40)

Podemos definir asi, una aproximacion a f(z;_1/2) como sigue:
fimrpe = wiapl o +wipl g, k=1,2,3, (1.41)

donde w¥ |, w’ son los pesos definidos en (1.27), (1.28) o (1.29).
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Veamos que si la funcién es suave en [z;_», z;11], la interpolacion
dada por (1.41) es de orden O(h*). Procediendo igual que en la
seccion anterior, y empleando (1.36):

1 1

~2 ~3 _ _
E Wi—iP;_1—1 — Pi—9 = E w -1~ pz 1-1 fi—1/2) =
1=0

=0
= O(R)O(r*) = O(h), (1.42)

lo cual nos permite hallar el error cometido en nuestra aproxima-
cion:

1 1
Zwi—lﬁ?—l—l — ficip = (Z WintP}1-y — Piog) + By — fimrp2) =

=0 =
= O(h°) + O(h*) = O(hY). (1.43)

Asi obtenemos una aproximacion de orden 4, siendo este el orden
optimo que podemos alcanzar empleando un polinomio interpola-
dor de 4 nodos. En el supuesto de que f posea una discontinuidad
en xq € [x;_2, x;41], resulta que p? , — fi_1» = O([f]), siendo el error
cometido del orden del salto, es decir:

1
Zwi—lﬁ?—l—l - fz‘—l/z = O([f]) (1.44)
1=0

En este caso, (1.45), (1.46) y (1.47) nos muestran las variaciones de
las magnitudes de los pesos w;_;, w;, en funcién de la localizacion
de la discontinuidad z,.

Tq €9, Tt

Wl 1+ aO(h?) L 1+aO0([fP)
ST a0(P) T 21 aO( )
W = 1+ aO(h?) 2_1+a0([f]2)
ST e0® Y T 21 aO(fR)
, _1+a0(?)  , 1+aO(f])
Y=o ao®) Y T 2veo(E) P
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T4 E]xi_l, JZ‘Z‘[:

. 14a0(h?) . 1+a0(h?)
Vi T o om0 T 2 a0(h2)
o _1+a0(fP) . 1+aO0(sP)
LU 2400([/1) 7 T 24 a0([f]Y)
s 14+aO0([f]?) 5 1+aO([f]?)
Y= arao( U T aveo(p) %0
Tq €|Ti, Tt
Wl 1+ aO([f]?) y 1+ aO(h?)
L 2400([f]2) 2+ a0([f])
W 1+ aO([f]?) e 1+ aO(h?
T 24a0(f2) 7T 24+ 0([fP)
5 1 + aO([f]?) 5 1 + aO(h?
R N V(1 B B wuvoT( o R

Gracias a las relaciones anteriores, podemos ver que la contribu-
cion de aquel polinomio cuyo stencil cruce una discontinuidad se-
ra menor. En caso de que la discontinuidad cruce los dos stencils
implicados, z, € [r;_1,z;], ambos pesos poseen la misma magnitud.

3 polinomios de orden 1

En este caso vamos a obtener una aproximacion a f;_;/, a partir
de las interpolaciones dadas por los polinomios p! ,(z), pi ,(z) y
pi(z) (ver (1.32)). La evaluacion de dichos polinomios en z;_; /2 vViene
dadas por las siguientes expresiones:

1 3
/\1 f— [r—— . p— .
Pi—o = 2fz—2 + 2fz—17

1 1

Al P— p— . p— .
Pi—1 = 2fl—1 + 2f27
. 3 1
P = ofi = 5 fier: (1.48)

Teniendo en cuenta las expresiones anteriores, y la expresion de
p? , que podemos ver en (1.39), se puede comprobar la relacion
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siguiente:

1 6 1
~3 ~1 ~1 ~1
- = —D: -1 - . 1.49
Pi—o 8p2—2 + 8p2—1 + 8pz ( )

De este modo, definimos la siguiente aproximacion a f(z;_1/2):

fz’—l/z = Wj_aPi_y + Wi—1Pj_q + Wi}, (1.50)

donde los pesos w;_», w;—1 y w; vienen dados por la siguiente expre-
sion:

L+ | ficr = filP + 1 fi = fial?

-2 ,
8+ 250 | firk — firns|?

Wi, = 6+ [fimo — fisa P + | fi = fira?
8 +2 22:_2 | firk = firnga|?
1 iz — fin1]® i1 — fil?

842 22:_2 | fik — fisnsal?

Notar que bajo el supuesto de que la funcion f(z) sea suave en
[zi_2,2;+1], los pesos verifican las relaciones siguientes:
1 2 6 2 1 2
wi_s — = = O(h?), wi—1 — = = O(h?), w; —==0(h?). (1.52)
8 8 8
las cuales se obtienen facilmente procediendo de igual modo que
en (1.36). Notar ademas que en caso de que la funcion posea una
discontinuidad, z,, en el intevalo [z;_»,z;_4], €l polinomio afectado
por la discontinuidad tiene una menor contribucion en la aproxi-
macion, para esto es suficiente observar como varia la magnitud
de los pesos en funcion de la localizacion de la discontinuidad:

Tq € [%-27 xz—1]

_ 140w 60 1+0(fP)
PT820(fP) 7 820(fP) T 8 +20([/P)

W;—

T4 € [Ti1, T

_1+o(fr) o 6+0(0°) - 1+ O0(/f)
8+20([f1) 7 8+20(/P) 1 8+20([fPP)

Wi—2
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T4 € [T, Tiya]
1+ O([f”) 6+ O(Lf1*) 1+ 0(r?)
Wig = o e, Wig = (oo, Wy = oo
8+20([/1?) 8+20([/1?) 8+20([/1?)
Veamos ahora que la aproximacion dada por (1.50) es de orden
O(h%),
0

0 0
A1 A3 _ Al ) S
E WitkPirx — Pi—2 = E WitkPivk — § Ckpz’+k =

k=—2 k=—2 k=—2
0 0
= Z WitkPig — fic1y2 Z Wik +
k=—2 k=—2
0 0
+fic1/2 Z Cy — Z Ckﬁ}_;.k =
k=—2 k=—2
0 0
= Z wi+k(25i1+k - fi—1/2) - Z Ck(ﬁzl+k; - fi—1/2) =
k=—2 k=—2
0
= Y (wisk — C)(Ply — fic12) = O(W*)O(K?) =
k=—2
= O(hY), (1.53)
donde | 6 |
Ci—Z = gv Ci—l = g» CZ - g

Asi, haciendo uso de (1.53), obtenemos el orden deseado:

0 0
Z wi+kﬁz‘1+k: - fi—1/2 = (Z wi+kﬁ}+k - ﬁ?—z) + (ﬁg—z - fi—1/2) =
k=—2 k=—2

= O(h*) + O(h*) = O(rY). (1.54)

1.6.2
Extrapolacion racional ponderada

La interpolacion propuesta en [19], dada por la relacion (1.26),
puede ser interpretada como aproximar el valor de f(z;_/;) a par-
tir de una combinacion convexa de los valores extrapolados por
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un polinomio de grado 0 a la izquierda de z;_/2, p} ; = fi_1, y un
polinomio de grado 0 a la derecha de z;_y/,, P = f;.

Asi, podemos obtener una aproximacion a f;_;/, empleando dos
funciones: fi(z) y f,(z), donde fi(x) interpola a f(z) en nodos z;,
j<i—1y f.(z) interpola a f(z) en nodos z;, j > i. Definiendo una
aproximacion a f;_;» por medio de la siguiente expresion:

fi—l/z = Wi—1 fi(®i—1/2) + wi fr(Ti21/2),

donde w; ; +w; = 1, w;_1,w; > 0. En caso de que la aproximacion
dada por f; o f, no sea lo suficientemente buena por algin motivo,
por ejemplo que el stencil empleado cruce alguna discontinuidad
si consideramos interpolacion polinomica a trozos, nos gustaria
que su peso correspondiente, w;_; 0 w; respectivamente, sea lo mas
pequeno posible para asi afectar lo menos posible la aproximacion.
De este modo, si consideramos los polinomios p} ,(z)y p}(z), ver
(1.32), podemos definir una nueva aproximacion a f;_;/; COmo:

~

Fire =wipi o +wlip;, k=1,2,3, (1.55)

donde w! |, w¥ son los pesos definidos anteriormente en (1.27),

(1.28) y (1.29), y p!_,., p; vienen dados por:

1 3
/\1 f— —_— . — .
Dio = 2fz—2+ 2fz—17
3 1
Al P — — v — — .
pi - 2fz 2fz+1-

En caso de que la funcion no posea ninguna discontinuidad en
[zi_2,2;+1], Observamos gracias a (1.2) que:

Pio — fic1je = O(R®),  pi — fi12 = O(R?), (1.56)

y como wf ; +wf =1, k = 1,2,3, es facil ver que la aproximacion
dada por (1.55) es O(h?), pues

ficp = (Wbl +wip) =
= ficip — wf—1(fz'—1/2 + O(h?)) — wf(fi—l/2 +0(h?) = O(n?).

Si dicho intervalo posee una discontinuidad, entonces esta puede
estar bien en [z;_2,2;_1/2] 0 en [x;_1/2, 7;+1], obteniendo en el primer
caso:

Do — fi—12 = O([f]), pi — fici2 = O(h?), (1.57)
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y en el segundo:

Do — fici2 = O(h*), p}— fic12 = O([f])- (1.58)

Asi, si el coeficiente que multiplica al valor extrapolado correspon-
diente al polinomio afectado por la discontinuidad es lo suficien-
temente pequeno, esperamos que nuestra aproximacion no se vea
afectada demasiado por la presencia de la discontinuidad.

1.6.3
Interpolacion - Extrapolacion racional

En este apartado proponemos un esquema interpolatorio que
resulta del uso conjunto de los esquemas propuestos en los apar-
tados 1.6.1 (empleando dos polinomios de segundo orden) y 1.6.2.

Como demostramos anteriormente, ver (1.43) y (1.44), el error
cometido empleando la aproximacion dada por:

fi—l/2 = w?—lﬁ?—Q + w?ﬁ?—lv k=1,2,3,

viene dado por:

1
. X O(h%), f suave en [r; 2, T;11],
fi—l/Z_E wf—lp?—l—lz O< » : ; 2 i

s ([f]), f discontinua en [z;_s, ;1]

Por otra parte, si aproximamos f;_;,, por medio de la combina-
cion convexa de p? ; = f;_; y p = f; obtenemos una aproximacion
de orden O(h?) si la funcién es suave en [z;;,7z;] y de O([f]) en
caso de que la funcién sea discontinua en dicho intervalo. Don-
de la aproximacion obtenida es una aproximacion monotona que
intenta conservar la discontinuidad. Si empleamos como en la sec-
cion anterior los valores extrapolados por los polinomios de orden
1 sustituidos en z;_1/2, p;_o(%i—12) ¥ p; (zi_1/2) obtenemos una apro-
ximacion de orden O(h?) si la funcién es suave en [z, 5, 7;11], y de
O([f]) en caso de que la funcién sea discontinua en dicho intervalo.
No obstante bajo el supuesto de que la funcion sea discontinua,
nos interesa que el peso que acompana al valor dado por el po-
linomio cuya aproximacion se ve degradada por la presencia de
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la discontinuidad sea pequeno, y por tanto la aproximacion cal-
culada se vea afectada lo minimo posible. Entonces en caso de
que la discontinuidad se encuentre en [z;_1/2, ;] O [7;_1, Z;_1/2], NOS
interesa obtener nuestra aproximacion por medio de valores extra-
polados bien a partir de polinomios constantes, bien haciendo uso
del esquema propuesto en la subseccion 1.6.2, ya la aproximacion
dada por éste vendra dada practicamente por p! , o p; respecti-
vamente, siendo estos valores calculados a partir de polinomios
interpoladores cuya stencil no cruza ninguna discontinuidad.

Si suponemos que z, €]z;_1, ;[ y fuera de este intervalo la fun-
cion es suave, entonces se verifican las siguientes relaciones:

| fiz = fiza] = O(h),
|fz'_1 - fz| = O([f])7
| fi = fixal = O(h),

las cuales son sencillas de demostrar mediante desarrollos de Tay-
lor. De esta forma, si se verifica la relacion siguiente:

|fic1 — fil > méx{|fia — fical, | fi = fisal},

supondremos que z, € [z;_1,7;|, y por lo tanto aproximamos f;_; /2
por la combinacion convexa de 5! |, p? 6 p!_,, p; si decidimos extra-
polar por medio de rectas.
Resumiendo, nuestra aproximacion a f;_;,»; viene dada por la
siguiente expresion:
ficryz = 0+ (1= 6)pr, k=1,2,3, 1=0,1, (1.59)
donde J; es:
5 = A b i = fil > max{|fiz = fira|, [ fi = fial},
0, [fi-r — fil méx{|fi—z — fim1l,|fi = firal},

pi es la aproximacion obtenida en la subseccion 1.6.1, i.e.
A1 ko 52 k2
Py = Wi pi o + Wiy, k=1,2,3,

Yy i, es la aproximacion obtenida haciendo uso de los valores ex-
trapolados de polinomios constantes si /[ = 0 o rectas sil = 1:

k0 ka0 i 7
ﬁE _Jwipiy +wip;, sil=0
kl — kol kol N

wi P o +wip;, sil=1
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1.7
Ejemplo numeérico

Veamos a continuacion un ejemplo de como se comportan las
técnicas interpolatorias anteriores frente a una discontinuidad.
Para ello hemos tomado dos discretizaciones uniformes del inter-
valo [0,1], X'y X2,

1 _ 1\ J1o0 __ol0 _ 1 1 _

(3 11—
2 o21Js o5 _ 2 2
X _{xi}i;m Jio =2, hy, =] —x;_

—_

y a partir de la discretizacion X? hemos aplicado las diferentes téc-
nicas interpolatorias recursivamente hasta obtener una aproxima-
cion a los datos en la discretizacion X'. La figura 1.4 muestra los
datos en ambas discretizaciones. Las figuras 1.5 y 1.6 muestran

Figura 1.4: Izquierda: f(X'). Derecha: f(X?).

los resultados obtenidos con las distintas técnicas interpolatorias
utilizadas, siendo éstas:

LIN4 : interpolacion lineal. Aproximacion de orden 4 utilizando
polinomios centrados de grado 3.

ENO4 : interpolacion ENO. Aproximacion de orden 4 utilizando
polinomios de grado 3 (Seccion 1.2).
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WENO4 : interpolacion WENO. Aproximacion de orden 4 utilizan-
do polinomios de grado 2 (Seccion 1.4).

RAT : interpolacion racional propuesta por S. Carrato y G. Ram-
poni (Seccion 1.5).

RAT42 : modificacién de la interpolacion racional empleando dos
polinomios de segundo grado (Seccion 1.6.1).

RAT41 : modificacion de la interpolacion racional empleando tres
polinomios de primer grado (Seccion 1.6.1).

RATE2 : extrapolacion racional (Seccion 1.6.2).

RATIE1 : interpolacion-extrapolacion racional, empleando polino-
mios constantes para extrapolar (Seccion 1.6.3).

RATIE2 : interpolacion-extrapolacion racional, empleando polino-
mios de primer grado para extrapolar (Seccion 1.6.3).

Se puede observar que unicamente al emplear la técnica in-
terpolatoria lineal obtenemos oscilaciones alrededor de la discon-
tinuidad. Ademas la técnica RATE2 es la que recupera dicha dis-
continuidad mejor. Por otra parte, la tabla 1.2 nos muestra el error
en || - ||» cometido por cada técnica interpolatoria.

LIN4 | 0.7028 RAT | 0.8384
ENO4 | 0.5586 || RAT42 | 0.7082
WENO4 | 0.6862 | RAT41 | 0.7457
RATE2 | 0.8393 || RATIE1 | 0.7306
RATIE2 | 0.7222

Tabla 1.2: Errores cometidos en || - ||2
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Figura 1.5: (a) LIN4 (b) ENO4 (c) WENO4
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sof 4

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

-50 -50
o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

(e) 6]

Figura 1.6: () RAT (b) RAT42 (c) RAT41 (d) RATEZ2 (e) RATIE1 (f) RATIE2
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1.8

Interpolacion 2D para valores
puntuales

Supongamos, en esta seccion, que los datos que tenemos, { fj};]’;zo

son los valores puntuales de una funcioén real de dos variables de-
finida sobre [0, 1] x [0,1], i.e.,

£:00,1] x [0,1] — R.

De este modo { i’fj};{’;zo son los valores que toma la funcién
f(z,y) en una discretizacion uniforme del cuadrado [0,1] x [0, 1],

es decir f(z},y¥), donde

wf =i b, Yy =j- i, hk:i, i,j=0,...,Jk
I
y k indica el nivel de resolucion. En este caso, podemos hallar
una aproximacion a los valores de f en un nivel de resolucion
superior de dos formas: empleando técnicas interpolatorias uno
dimensionales explicadas anteriormente via producto tensorial o,
empleando una interpolacion puramente dos dimensional.

En el caso de hacer uso de las técnicas interpolatorias uno di-
mensionales, en primer lugar hallariamos una aproximacion a un
nivel de resolucion intermedio al £y k£ + 1, que denotaremos por
k + 1/2, éste nivel estaria constituido por la aproximacion de f en
la malla constituida por los nodos (z/*',y¥), donde z[*' =i - hy 1,
hk-i—l = hk/2, 1 = 0,...,Jk+1 = 2Jk, y yf = ] : hk, ] = 0,...,Jk donde
dicha aproximacion seria obtenida aplicando la técnica interpo-

latoria deseada a { i’fj}fﬁo para cada 0 < j < J,. Posteriormente
k+1/2}t_]k

repetiriamos el proceso anterior pero ahora con {f; "}, para
, . J
cada 0 < i < Ji4, siendo el resultado final { fi"”fl iicos (ver figura

1.7). En este caso diriamos que hemos obtenido la aproximacion
al nivel k£ + 1 aplicando tensorialmente una técnica interpolatoria
uno dimensional. El lector interesado sobre la aplicacion tensorial
de técnicas interpolatorias puede consultar [1, 12, 3, 15].
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° ° ° ° ° e 0000000 0 e e 00000 0
e e 00000 0
° ° ° ° ° e 00000 00 0 e e 00000 0
e 0o 00000 0
° ° ° ° ° e o0 0000 0 0 e 0o 00000 0
e e 00000 0
° ° ° ° ° e o0 00000 0 e e 00000 0
e e 00000 0
° ° ° ° e o 00000 0 0 e o 00000 0
{xwyg},] =0 { I:H_l?yg }0<Z<Jk+170<3<=]k { k+1 f

Figura 1.7: Mallas discretas en los niveles k, k +1/2 y k + 1.

Veamos ahora como obtener una aproximacion a los datos en
el nivel de resolucion k£ + 1 empleando una interpolacion directa-
mente en dos dimensiones. El caso mas sencillo es emplear una
interpolacion polinomica a trozos lineal, y por tanto independien-
te de los datos. Asi fijado s > 1, podemos considerar la siguiente
familia de polinomios en dos variables:

p= ) amay™ (1.60)

0<l,m<2s

los coeficientes de dichos polinomios son determinados imponien-
do las siguientes condiciones,

pf,j(x§+l> yf—i—m) = il:-l,j-i-m? l? m=—s+ 17 <oy S (161)

De este modo, si p(z,y) es un polinomio que verifica las relacio-

nes dadas en (1.61), para s > 1, definimos entonces la aproxima-
cion en el nivel de resolucion k + 1 del siguiente modo:

b=t =0, =0, (1.62)
fiiﬁzj—pZJ(:c’;fﬁl,y&jl), i=0,.Ji—=1,j=0,...,J
forsh = o5 5 b ), i=0, k=0, Sy — 1

foios = 5@t usth), =0, k=1, 5=0,...,J,—1

Del mismo modo que en el caso uno-dimensional, el polinomio
interpolador de una funcién f en los nodos (z;,y;), 0 < i < m,

B

1 Jk+1
2,7=0
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0 < j < n, donde z;, y; se distribuyen arbitrariamente en los ejes
OXyOY,yx # xn, yi # yn il # h viene dado por la expresion
siguiente (ver [27, 44]):

m n i—1 7j—1

=0 j=0 h=0 k=0
donde los productos vacios toman el valor 1.

Ademas para f lo suficientemente suave, se puede demostrar

que existen ¢, ¢, pu, ' verificando:

f(x.y) —plz,y) = R(z,y) = amgxi(ff d H%ﬁ(i I)yxi)

o fa, ) Tj—ow —wi)

+ g (n+1) (1.64)
(e ) T (e — ) T (v — )
drmH1gyn+l (m+ 1) (n+1)

Asi, en caso de la funciéon f sea lo suficientemente suave, a
partir de (1.64) podemos ver que la aproximacion obtenida con los
polinomios p; ;, polinomios que interpolan a f en (2s +1) x (25 + 1)
nodos, es de orden O(h:**!). De igual modo que en el caso uno-
dimensional, la calidad de la aproximacion se vera afectada en
aquellas zonas en las que el stencil empleado cruce una disconti-
nuidad de la funcion.

A continuacion veremos como realizar una interpolacion no li-
neal en la que el stencil empleado dependa de la zona en la que
deseemos hacer la prediccion con el objetivo de evitar que éste
cruce discontinuidades y, por tanto, evitar que el orden de inter-
polacion se vea afectado.

1.9

Interpolacion no lineal en 2D para
valores puntuales

En [27], M. Gasca y T. Sauer repasan los resultados esenciales
acerca de la interpolacion polinémica en varias variables. En este
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articulo podemos encontrar desde como construir el polinomio in-
terpolador, asi como el error cometido por éste en la aproximacion.
Dado que nuestro objetivo es realizar una interpolacion polinémi-
ca a trozos en dos variables, de modo que los stencils empleados
no crucen discontinuidades, a continuacion proponemos diversa
formas de elegir los stencils .

En los apartados siguientes, supondremos que poseemos una
discretizacién uniforme del cuadrado [0, 1]x[0, 1], es decir {(x;, y;) }1;—o»

1.9.1
Stencils cuadrados

Una posibilidad es considerar stencils cuadrados formados por
4s? nodos, con s > 1. De este modo, para cada par (I,n) verificando
1—-s<I,n<s—1, obtenemos el stencil Slfn, formado por

Sf,n = {(xi—s-l—l-l—lv yj+m)7 cee ($i+s+l> yj+m)}f7:r£_s+1+n-

Notar que tenemos entonces (2s—1)? stencils distintos, conteniendo
cada uno de ellos a los nodos {(z;, y;), (Ti+1, Y;), (z4, Yj+1), (Tiv1,Yj41) }-
El stencil seleccionado para cada (z;,y;) sera aquel que minimice
el siguiente valor:

s+n s+1—1 s+n—1 s+l
k k
§ E | i+1+c,j+m_fi+0,j+m|+ E E | z‘+c,j+m+1_fi+c7j+m|v
m=—s+14n c=—s+1+I m=—s+14+n c=—s+1+I1

(1.65)
el cual no es mas que la suma de todas las diferencias divididas
de primer orden entre los nodos consecutivos del stencil.

Una vez elegido el stencil, definimos la prediccion de igual modo
que en (1.62) empleando el polinomio interpolador de f en los no-
dos seleccionados, el cual pertenecera a la familia de polinomios
dada por (1.60). Asi en caso de que la funcion f sea lo suficiente-
mente suave, podemos ver haciendo uso de (1.64) que la técnica
interpolatoria es de orden O(h*)
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1.9.2
Stencils triangulares

Otra posibilidad es construir los polinomios interpoladores ha-
ciendo uso de stencils triangulares, de este modo podemos cons-
truir un polinomio p%(z, y),

p6t<x7y> = Z al,mxlym- (166)

0<l4+m<2

Dicho polinomio interpolaria los datos originales en los 6 nodos del
stencil seleccionado, eligiendo aquel stencil de igual modo que en
el caso de emplear stencils cuadrados, i.e. aquel que minimiza la
suma de las diferencias divididas entre nodos consecutivos. Una
vez construido el polinomio interpolador, la prediccion vendra da-
da por la relacion (1.62). La figura 1.8 nos muestra los 4 posibles
stencils que se presentan en el caso de emplear 6 nodos.

(i yj4+1) (Tit1,Yj+1) (xisyj+1) (Tit1,Y5+1)
L ] L] L] L] L] L] L] L]
(@i Yj+1)(@ig 15 Yj41) (i yj+1) @ig1,v541) (Tiyi) (@ig1,v5) (zivyj) (@ig1,v5)
L] L] L] L]

L] L] L] L]
(ziyy5) (@ig1,95) (zivy;) (@ig1,y5)

Figura 1.8: 4 posibles stencils triangulares empleando 6 nodos.

Procediendo de igual modo, podemos considerar stencils trian-
gulares formados por 10 nodos, siendo el polinomio resultante la
siguiente forma:

Py = ) anmaly™ (1.67)

0<l4+m<3

En este caso el numero de posibles stencils se eleva a 12, pro-
cediendo igual que en el caso anterior tanto para la eleccion del
stencil como para la prediccion.
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1.9.3

Implementacion de una interpolacion 2D

El polinomio interpolador de una funcién f(z,y) en los nodos
{(zk, w1) bo<k<m,0<i<n dado por la expresion (1.63), puede expresarse
del siguiente modo:

m—1 k-1
plz,y) = o, wiyo) [[ (@ — ) + (1.68)
k=0 =0
m—1 k-1
+ (y_y())(Zf[x()a"'awk;y(hyl] (‘T—xk))—i_
k=0 =0
+ ...
n—1 m—1 k—1
+ H(y_yl)(Zf[x077xk7y07ayn]H(w_wk))
=0 k=0 =0

Resulta evidente, observando (1.68), que los valores obtenidos
al interpolar cuando y = y, no vienen influenciados por los valores
{f(-,y;)};20 (analogamente los valores { f(z;, -) };0 no influyen en las
aproximaciones de los nodos con = = (). Este hecho nos facilita el
conocimiento de los filtros a emplear en caso de realizar una inter-
polacion dos-dimensional, siempre y cuando la coordenada x o la
coordenada y del punto donde queramos conocer su aproximacion
coincida con alguna de los nodos empleados.

Asi, si empleamos la notacion de la seccion 1.8, y consideramos
que los datos que tenemos en el nivel de resolucion & son { fj};] b0
podemos obtener las aproximaciones a fflj'rlmj y f2";+2§ 41 a partir de
filtros uno-dimensionales. Pues si optamos por emplear stencils
cuadrados o triangulares, una vez seleccionado el stencil, el valor

fitl . es calculado a partir de { f%} y de igual modo en el calcu-

241,25
Fh+1 : : k ;
lo de f575;,, solo intervienen los valores {f;"}. Respecto al calculo
Fh+1 ; : :
de fyi1 9,41, €N caso de emplear stencils dos-dimensionales, no es

posible realizar la simplificacion anterior.
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1.10
Resultados numeéricos

Dada una imagen cualquiera de tamarno (2™ + 1) x (2" + 1), se
puede aumentar su tamano aplicandole las técnicas interpolato-
rias anteriores de modo que el resultado final es una imagen de
tamano (27! +1) x (2™ 4+ 1). En caso de aplicar k veces la misma
técnica interpolatoria recursivamente, el tamano final de la ima-
gen es (2t* 4 1) x (2™+k 4 1). En este experimento hemos partido
de una imagen que tiene de una resolucion de 65 x 65 pixeles, a
la que hemos aplicado recursivamente la misma técnica interpo-
latoria hasta obtener una imagen de tamano 513 x 513 pixeles. En
la figura 1.9 podemos ver la imagen empleada a baja resolucion y
en la resolucion original que pretendemos recuperar tras aplicar
recursivamente las diversas técnicas interpolatorias.

O

Figura 1.9: Imagen geométrica. Izquierda: 65 x 65 pixeles. Derecha: 513 x
513 pixeles

Los acronimos empleados para diferenciar los distintos tipos de
interpolacion son los siguientes:

LIN4 : interpolacion lineal.
ENO4 : interpolacion ENO4 producto tensorial.
WENO4 : interpolacion WENO4 producto tensorial.
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ENO2DT : interpolacion ENO dos dimensional con stencils trian-
gulares (10 nodos).

N B
N B

Figura 1.10: Arriba: LIN4 - ENO4. Abgjo: WENO4 - ENO2DT

RAT : interpolacion racional propuesta por S. Carrato y G. Ram-
poni.

RAT42 : modificacion de la interpolacion racional empleando dos
polinomios de segundo grado.

RAT41 : modificacion de la interpolacion racional empleando tres
polinomios de primer grado.

RATE?2 : extrapolacion racional.

RATIE2 : interpolacion-extrapolacion racional, empleando polino-
mios de primer grado para extrapolar.
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U
U

Figura 1.11: Arriba: RAT - RAT42. Centro: RAT41 - RATE2. Abqgjo: RATIE2
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Podemos observar que la técnica ENO2DT reduce la difusion
de los contornos obtenida por LIN4 y a la vez los resultados ob-
tenidos en el rectangulo horizontal superior son mejores que los
que proporciona la aplicacion tensorial de la técnica ENO. Tam-
bién se puede apreciar que los resultados obtenidos con la técnica
ENO2DT son similares a los obtenidos con la técnica WENO4. Res-
pecto a las técnicas derivadas de la interpolacion racional, todas
producen unos contornos mas definidos que LIN4, ENO4, WENO4
y ENO2DT, siendo RAT, RATE2 y RATIE2 las que consiguen una
mayor definicion en los perfiles. Sin embargo, hay que destacar
el pronunciado efecto escalera presente en los perfiles diagonales,
producto de la aplicacion tensorial de técnicas interpolatorias uno
dimensionales.



Interpolacion para
medias en celda

2.1
Conceptos previos

El problema de la interpolacion para medias en celda consiste
en: conocidas las medias de una funcién f(z) en una discretiza-
cion dada, encontrar una funcion de modo que posea las mis-
mas medias que f(z) en dicha discretizacion. Denotaremos por
{fi}X | los datos iniciales, donde f; es la media de f en el intervalo
]z' = [Ii_l,l’i], i.e.

1
fi:%/ f(x) dez, con h = x; — x4

conz; =th, 1=0,...,N, Nh=1.
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De igual modo que en la interpolacion para valores puntuales,
podemos emplear un interpolante polinémico a trozos. Asi, en este
contexto, la interpolacion lineal consiste en construir, para cada
intervalo /;, un polinomio p;(z) que posea la misma media que f en
dicho intervalo, de modo que el stencil empleado para construir los
polinomios interpoladores sea el mismo para todos los intervalos
y, por tanto, independiente de los datos. La eleccion mas habitual
consiste en elegir un stencil centrado compuesto por 2s + 1 inter-
valos (s > 1), siendo asi p; un polinomio de grado 2s que verifica las
condiciones siguientes:

%/ pi(x) dx = fiy, conl € {—s,...,s}. 2.1)
Iy

La existencia y unicidad del polinomio p;(x) es sencilla de probar
estudiando el caracter del sistema lineal dado por (2.1).

La reconstruccion via _funcion primitiva, nos muestra otra mane-
ra de construir un polinomio que interpole las medias de la fun-
cion f. Esta construccion aprovecha la relacion existente entre los
valores puntuales de la primitiva de una funcién y las medias de
ésta. Sea F'(r) la unica primitiva de f(z) que verifica F'(0) = 0, i.e.
F(z) = [; f(y) dy, y sea F; los valores puntuales correspondientes
a I’ en los nodos z; = 0,.

..,N,
m:/ f(y) dy, i =0,...,N.
0

Se verifican entonces las siguientes igualdades:

_  F—F_
fi=——"=1 Vi=1,...,N,
h
Fi=hY fi, ¥i=0,... N, (2.2)
k=0

que nos muestran las relaciones existentes entre los valores pun-
tuales de la funcion F y la medias en celda de f. Asi si tomamos
un interpolante de los valores puntuales de F en {z;}Y,, Z(z; F),
se puede definir una funcion, R(z; f) que posea las mismas me-
dias que la funcién f en los intervalos [;, i = 1,..., N, del siguiente

modo:

R(z; f) = %I(x; F), (2.3)
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pues dado que Z(x;, F') = F;, tenemos V1 < i < N:

1 [ - 1 (™ d Fi—F_1 &
Veamos ahora el error cometido al aproximar f(z) por R(x; f).
Supongamos que Z(z; F') es un interpolante polinémico a trozos de
F de orden r + 1, construido a partir de los nodos z,...,z., con
x; = th. Asi, a partir de (1.2) se tiene que:
F(x) —I(x; F) = Flxg, ...,z 1] H(x —1;), Yx € [xg, X1 ).

=0

Si f es continua en z, derivando la expresion anterior se obtiene

el error cometido al aproximar f(x) por R(zx; f):

f(x) —=R(z; f) = f(z)— %I(x; F) = %F[xo, ey Ty T g(x — ;)
+F[zo,. ... 2, 7] [ @-=) (2.4)
=0 i=0
L7 ]

donde si f® posee una discontinuidad en [z, z,], y por tanto dis-
continuidad de F®+Y) haciendo uso de (1.7) obtenemos:

5 { O(h") sir <p,

O([f™])h? en otro caso. (2.5)

Si por el contrario f es discontinua en z, y suponemos que
existe un 6 > 0 de modo que f es continua en |z — §,z[ y |z, x + J|,
podemos ver el error cometido en =% y 2~ empleando la expresion
(2.4),

T

fle+0)—R(x+0;f) = %F[xo,...,xr,xicﬂn(xj:é—xi)
=0

+F[x0,...,xr,x:|:5]z H (x £0 —x;),
=0 =0

L7 ]
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donde haciendo § — 0, obtenemos otra vez la expresion (2.5) para
r.

De igual modo que en la interpolacion de valores puntuales,
la calidad de la aproximacion se ve degradada en aquellos casos
que el stencil empleado cruza una singularidad de f. Las técnicas
interpolatorias no lineales nos permiten ampliar la zona de aproxi-
macion optima. Asi podemos construir un interpolante polinémico
a trozos, en el que los stencils utilizados son elegidos mediante
técnicas ENO (ver algoritmos 1.1 y 1.2). Asi, si f(z) presenta un
salto en z, € [;, y fuera de este intervalo es suficientemente suave,
empleando polinomios de grado r para la construccion de Z(z; F),
tenemos que el error cometido viene dado por:

ﬂ@:{7%xﬁ+OMW Vo € I, k#1,

R(z; f)+O([f]) Vze L.

Notar que a pesar de haber definido el interpolante polinémico
de f(z) como la derivada de un interpolante de su funcién primi-
tiva F(x), el cual expresado en la forma del polinomio de Newton
(1.1) emplea las diferencias divididas de F' , puede ser expresado
en funcion de las diferencias divididas de f gracias a la siguiente
relacion:

flzi, s mign] = (M + D) Fxiq, ..., Tign)- (2.6)

Dicha relacion es sencilla de demostrar por induccion, pues si

n =0, es evidente que:

. F-F,
h==

Supongamos (2.6) cierta para diferencias divididas de orden n,
veamos que se verifica para n + 1:

= F[xi—laxi]~

.]‘T[.CL’ Ty +1] _ f[xi-i-lv"')xi-i-n-i-l] _f[xia"'vxi—l—n]
19 ) TN i xz+n+1 o :L‘Z i
_ (n+ 1)Fxi, ..., Tigne1] — M+ D) Fxio1, ..., Ty
(n+1)h
F[%’; e 7xi+n+1] - F[xi—la Sy $z’+n]
= 2
(n+2) (n+2)h

= (n+2)Fxic1,. .. Tignt]-
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En el caso de que f posea un salto en z4 € I;, podemos aplicar
la técnica ENO subcell resolution a la funciéon F, ya que z, es una
esquina de ésta. Aprovechando este hecho podemos localizar la
posicion de la discontinuidad en el intervalo ;.

Supongamos ahora que tenemos una particion uniforme del
intervalo [0,1], en un nivel de resolucién k, X* = {25}, oF = in,,
hi, = 1/N,, y conocemos las medias de una funcién f(z), {f;}*, en
los intervalos IF = [zf | 2%], i =1,... N,

k:
_ 1 Z; )
ff:h—k/k flz)de ;i=1,..., Ng.
Ti—1

Consideremos un nivel de resolucion mayor, £+ 1, de modo que
Ny .
Xkl = [kt et verifique

xf—i_l == 'l.hk;_’_l, Nk_;’_l == 2Nk, hk_;’_l = 1/Nk+1 = hk/2 (2.7)
Notar que siempre en este caso
IF =1 vt

y por tanto para obtener una aproximacion en un nivel de resolu-
cion mayor debemos obtener una aproximacion de las medias de
la funcién f(r) en las celdas I5™ y I}™. Dichas aproximaciones
seran, en funcion del stencil SF empleado, las medias de un poli-
nomio p; de grado 2s cuyas medias coinciden con las de f(z) en las
2s + 1 celdas del stencil calculadas en I y I3,

A continuacion mostramos las aproximaciones obtenidas, en
funcion del stencil seleccionado, para los casos s =0y s = 1 son:

m s=0
S ={1}}
rk+1 _ Fk
2i—1 — Ji»
rk+1 __ 7k
21 - fi :



44 2.1. Conceptos previos

R A ) P L

Figura 2.1: Stencils posibles para el caso s = 1.

Szk2 { -2 2 1 zk}
. 1 - 4 - o =
k+1 _ _ 7k ~ fk - fk
21—1 — 8fl—2+8f2—1+8f27
1 4 11 -
k+l _fk _ Tk —~ fk
2i 8fz—2 8fz—1+ 8fz

Sik—l = { Izkv ]zk—i-l

rk+1 rk rk
2i—1 — _fz 1 + f z+17
A 1
k+1 __ rk rk
2 = __f + f; + H—l
k 71k
{I Iz-‘,—l? i+2
A 1-
k+1 __ rk
2i—1 — _fz 2+1 +3 8 z+27
k+1 fk 4= 4 1 rk
21 8 Z+1 8 i+2-

Notar que se verifica la siguiente relacion:
rk+1 fk-l-l — f

2i— 1
ya que
1 zk 1 Igtll xl2€+1
ro= = fla)de=— f(z) dz + fla) de | =
hy ok hy 2k )
12 [ (=5 )
(R ([ e [ o)) -

_ k1 | fktl

= (A
De este modo, conocida la aproximacion a la media de la funcion
en la celda /5!, f5+! se obtiene de forma inmediata a partir de:

k—i—l _ 2fk kl—i-l (28)

2i—1
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2.2

Interpolacion racional para medias
en celda

En esta seccion proponemos dos modificaciones de la interpo-
lacion racional para valores puntuales de G. Ramponi ([19, 20, 21,
19, 42]) para el contexto de la interpolacion de medias en celda.
Asi, continuando con la notacion anterior, conocidas las medias
de f(x) en la discretizacion X*, obtendremos una aproximacion a
las medias de f(z) en el nivel de resolucion k + 1, donde X**! vie-
ne definido como en en (2.7). De igual modo que la aproximacion
racional para valores puntuales, nuestra propuesta para medias
en celda consiste en aproximar la media del intervalo deseado por
una combinacion convexa de todas las aproximaciones de polino-
mios de un determinado orden que interpolen la media del inter-
valo deseado. En nuestro caso proponemos dos aproximaciones, la
primera obtenida a partir de dos polinomios de primer grado y la
segunda calculada a partir de tres polinomios de segundo grado.
Notar que en ambos casos, inicamente calculamos la aproxima-
cién para la celda I¥*, ya que ff™' puede ser obtenida utilizando
la relacion (2.8).

Aproximacion a partir de dos polinomios
de primer grado

Sea (p])2;—1 la media del polinomio de grado r, p}(x), cuyas me-
dias coinciden con las medias de la funciéon f(z) en los intervalos

{Iz'k7lz‘k+17 s '>Iz‘k+r}’

/Ik pi(z) de = f(z) dz, VI €A{0,...1},

k
i+l I’i+l

calculada en el intervalo I,

T 1 T
(pi)2j—1 = TEL /Ik“ pi(z) dz.
2j—1

2j—1
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Asi tenemos que las medias de los polinomio p? (x),p! ,(z) y
pl(r) en el intervalo I} vienen dadas por las siguientes expresio-

nes:
(o = I+ T - gl
(Pii1)2ic1 = lfk_ + §ﬁk>
(le Joic1 = —fk 2+1
Es facil verificar que:
(P1)2i1 = %(]ﬁ—l)%—l + %(p})m—y

rk+1

Aproximamos f;;"] por el valor dado por la expresion siguiente:

rk+1

2i—1 — Wi— l(pz 1)22 1“‘%(172)2@ 15

siendo w;_1, w;:

Wi 1 1_'_‘ i+1 .fk|2 _
24| fF—FEL 2+ | fE = R

b - i 1+\f’“ fk_ >
’ 24| fF = fla P+ - B

(2.9)

(2.10)

Veamos el error cometido por nuestra aproximacion. Bajo el su-
puesto de que los intervalos {I;, 1, I;, I;;;} no presenten ninguna
singularidad, se verifican entonces las siguientes relaciones:

(P2 o1 =[5 4+O(hD),
(pi_i)aic1 = f2kz+11 + O(h}),
(p)2ic1 = fzkzﬂl + O(h}).

Ademas,
w'_l . 1+|z+1 .]?k‘Z _1_
"2 2+ \f’f 1\2+| L fE 2

1|2"“ it1

rk

i

B _

<2+\ff 1\2+|Z+1 FE[?)

|[fia = FFP = 1FF = FEA
2<2+|fk fkl‘2+|z+1 zk|)

— O(hz)
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y de igual modo se demuestra que w;_1 — = = O(h}).
Para demostrar que |ff, — fF| = (hk) es suficiente emplear la
relacion entre fF y la funcion primitiva, (2.2), y tomar desarrollos
de Taylor entorno a z* bajo el supuesto de que la funcion es suave
(ver [3] para mas detalles).

Asi tenemos que:

0 0

0
1
Z Wi (Pigr)2ict = (PFo1)2im1 = Z Wit (Piy1)2i-1 — Z §(P2‘1+z)2z'—1 =
I=-1 I=—1 I=-1
0 0

0
== Z wi+l(pzl+l)2i—1 - Z ;(pl_;,_l)m 1 + fk+1 Z - — Z—’_l Z Wiy =

I=—1 I=-1 l——l I=-1
0

0
_ 1 _
= Z Wiy ((pzl—i-l)?i—l - fztll) - Z 9 ((Pz1+z)2i—1 - Zthll) =

I=—1 =1

= 3 (w5 ) - (s — F13) = 0lnd) - 00) = 000D

I=—1

A partir de esta relacion, obtenemos finalmente el orden de
nuestra aproximacion:

0
Z Wi+l p,H 2i— kZH = (Z wi+l(p,1+l)2i—1 - (p?—1)2z‘—1>

I=—1 I=—1

+ ((PF_1)2i-1 — _2]?511) =
= O(hy) + O(h) = O(h3).

Luego la aproximacion obtenida es de orden O(h}) siendo asi
el error cometido del mismo orden que el obtenido al interpolar
empleando un polinomio de segundo grado.

Aproximacion a partir de tres polinomios
de segundo grado

En este caso emplearemos las aproximaciones obtenidas por los
tres polinomios de segundo grado que contienen al intervalo ¥, in-
tentado obtener el mismo orden de aproximacion que al aproximar
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por el polinomio de cuarto grado que interpola las medias de los
intervalos {I},}7__,. Slgulendo la notacion anterior tenemos:

_ 11 - 3 -
4N % 7k ok : Sk
(pi—2)2’l—1 128f + f + f 64 i+1 _I_ 128 i+2
(pzz—2)2i—1 = __fk— + _fik—l + _fikv

(7121 = —fk + fl‘C T
1.
(p)aic1 = _fzk z+1 + 3 3 z+2

Teniendo en cuenta las relaciones anteriores, tenemos que:

3 10 3
(P?—z)%—l = E(p?—2)2i—l + 1—6(2922_1)22‘—1 + 1—6(19@2)22'—1-

Definimos nuestra aproximacion a f5.} como:
fk+1 _ ) ) 2 ) (m2) . (2 11)
21 = wWica(Di0)2im1 + wima (PF_1)2ic1 + wip})aic1, :

siendo w;_o, w;_1,w; :

3_'_‘ i+1 fk‘2+| i+2 H-1|2

Wi—2 = = = =1
1642 (|ffy — fEol? + | fhe = FEa?) +1fi = fia P+ | fon — Fil?
Wi = _ 1O+|fk fk2|2+| i+2 z-i-1|2 _ _
16+2(|f2k1 fk2|2+| +2 z+1 )+|fl fz—1|2+|fi+l_fi|2’
Lo 341/ = f’f2|2+\f’f el

16+2(‘-fzk fk2‘2+| i+2 H—l )_'_‘fl .f_‘i—1|2+‘.]?i+1_.fi‘2.
(2.12)

En el caso de que la funcién sea suave en los intervalos {IF }7 ,,
se verifican las siguientes igualdades:

(Pfo)eict = [fai +O(R),
(pz 2) = 2kz+11 h 9

k-i—l
2i—1

O(hy)

O(hy)

(pz 1)2z 1 = k+1 (hi)
3 O(hy)

(p
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Ademas, teniendo en cuenta que |ff, — fF|> = O(h}) y, por tanto,

3 9 10 9 _ 3 9
Wia = 16+ Oh), win = 5+ O ywi = 15+ O(RY),
podemos obtener el orden de nuestra aproximacion:

0

0 0
Z(p?_;.l)%—l - (p?—z)zi—l = Z wi+lp22+12i_1 - Z Ci+l(p2)2i—1 =

I=—2 I=—2 I=—2
0 0 0 0
Z (p?-H)Zi—l - Z Ci+l(p2)2i—1 + ffitll Z Civ1 — ffitll Z Witl =
I=—2 I=—2 I=—2 I=—2
0 0
Z Wil ((p?+z)2i—1 - fltll) - Z Cii ((p?+z)2i—1 - fltll) =
I=—2 I=—2

0

Z (WH-I - CH-I) : ((p?+l)2i—1 - 72]2t11) = O(hi) ) O(hi) = O(h2)>
l==2

3 10
Cio1=—.

siendo C;_, = C; = 6 16

Finalmente,

0
Y win(pl)na — B = <Z Wit (D71 0)2i-1 — ((pf‘_2)2z'—1)>

1=—2 =2
+ ((P?—z)zz‘—l - 2]?511)
— O(h) + O(h]) = O(Y).

Por tanto, nuestra aproximacion es de orden cinco, siendo este el

orden optimo que podemos alcanzar al involucrar a cinco interva-
los.

2.3
Ejemplo numérico

A continuacion, repetimos el experimento realizado en la sec-
cion 1.7 considerando ahora los datos, ver figura 1.4, como las
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medias de una cierta funcién f(z) en las siguientes discretizacio-
nes del intervalo [0, 1]:

donde z} y 27 son definidos del mismo modo que en la seccioén 1.7.
Para ello hemos aplicado recursivamente las técnicas interpolato-
rias siguientes:

LIN3 : interpolacion lineal de orden 3 (3 intervalos).
LINS : interpolacion lineal de orden 5 (5 intervalos).
ENOS3 : interpolacion ENO de orden 3.

WENOS3 : interpolacion WENO de orden 3.

RAT3 : interpolacion racional con dos polinomios de primer grado
(Seccion 2.2).

RAT5 : interpolacion racional con tres polinomios de segundo gra-
do (Seccion 2.2).

La figura 2.2 muestra los resultados obtenidos, y la tabla 2.1
recoge los errores en | - || cometidos por cada técnica. En ellas
podemos ver como el fenéomeno de Gibbs presente en las técnicas
lineales desaparece con las técnicas ENO3, WENOS3 y con las dos
modificaciones propuestas de la interpolacion racional. Esto ulti-
mo es debido a que los pesos introducidos en dichas aproxima-
ciones hacen que la contribucion del polinomio interpolador que
cruza la discontinuidad sea pequena.

Si observamos los errores cometido por cada técnica podemos
ver que: de las técnicas interpolatorias de orden 3, el error come-
tido por ENO3, WENOS3 y RAT3 es similar e inferior al cometido al
emplear la interpolacion lineal LIN3. Respecto a las técnicas inter-
polatorias de orden 5, la modificacion racional produce un error
menor que al emplear interpolacion lineal de dicho orden.
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Figura 2.2: (a) LIN3 (b) LIN5 (c) ENO3 (d) WENO3 (e) RATS (f) RAT5
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LIN3 9.1817
LINS 10.5362
ENO3 6.6341
WENOS3 | 6.6930
RAT3 6.2942
RATS5 6.6140

Tabla 2.1: Errores cometidos en || - |2

2.4

Interpolacion 2D para medias en
celda

Supongamos en este caso, que los datos { ; J ,» representan
las medias de una funcién f(z,y) en las celdas ij, donde éstas son
una discretizacion uniforme de [0, 1] x [0, 1] para una resolucioén £,

i.e.,

Ny, by, = 1/Ny,
(2.13)

Czk,]:[ f LT z] [?/J 17y]] xlehk’v yf:]hkv ’L.vjzov"'v

luego
- 1
fzk] = 2 . f(z,y) dx dy.
kJCk

En el caso de considerar un nivel de resolucion mayor, k& + 1,
de modo que h;; = hi/2, €l objetivo es obtener una aproximacion
a las medias de f(z,y) en las celdas Ck;rl definidas de igual modo
que en (2.13). Notar que asi definidas se verifica la relacion si-
guiente entre las celdas de dos niveles de resolucion consecutivos
(ver figura 2.3):

k k+1 k+1 k+1 k1
Ciy = 03019521 U O3 5, U Oy, UGy 5 (2.14)

A partir de la aditividad de la integral, y teniendo en cuenta
(2.14), obtenemos la siguiente relacion entre las medias de dos
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k+1 k+1
C2i—1,2j Czi,zj

,J
k41 k41
C2i—1,2j—1 C2i,2j—1

i . k k1 k+1 k+1 k1
Figura 2.3: Izq. C};. DerCy," 5, | UCyT 5, UCYy 5 1 UGy,

niveles de resolucion consecutivos:

- 1
fio= 7z f(z,y)dxdy
kJCE

1

n /C o fay)dedy + / . f(x,y)dxd?J)

24,251 2i

1z 7k 7k rk
= 1 (f22+2§ + f2it11,2j + f2i—,’_2§'—1 + f2it11,2j—1)' (2.15)

De igual modo que en el caso unidimensional (ver (2.8)), las

aproximaciones a las medias de f(z) en las celdas C5;™, , i1 ot 9
k41 k41 ; P
Caitaj_1» Ugilajs verificaran:

rk _ Fk+1 Fk+1 rk+1 Flk+1
A= foli05o1 + Jait10; + faing—1 + fai; (2.16)

La aplicacion tensorial de las técnicas interpolatorias unidi-
mensionales para medias en celda, nos permite obtener una apro-
ximacion a 2kz't11,2j—1’ fgitlllﬂj’ f§g§—1 y f§z+2§

En caso de querer aplicar una interpolacion polinéomica pura-
mente dos-dimensional, el caso mas sencillo es emplear una in-
terpolacion polinomica lineal, para ello dado s > 0, consideramos

para cada celda el siguiente polinomio

s . m
bi; = E UmTY

0<l,m<2s
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de modo que los coeficientes «;,, son calculados a partir de las
siguientes (2s + 1)? ecuaciones:

yj+m
/ / pzy T y)dxdy_fz_;.l]_;_m’ l,m: —S8,...,8.

L+l 1 ]er 1

; ; ; k+1
Las aproximaciones a las medias de f(z,y) enlas celdas C5;" ,; |,

O3t o0 C5i5h_1 v O35, son obtenidas como la media del polinomio
Pi; (a?, y) en la celda correspondiente, es decir:

k41

k—‘,—l 1 2221 1 y2] 1
foilij1 = 2 s i p; j(z,y)dxdy,
k+1 Jxy
k+1
Flt1 1 RN s
failiay = 12 e p;;(z,y)dzdy,
k+1 Jxo 5 JYs
k+1 k+1
Skl 1 Toi Y251
f2z 2j—-1 = B2 oy pw X y)dxdy,
k+1 Jxoy JYyi o
k+1 k+1
P41 1 2 Y2
foin; = 2 " p; (@, y)ddy.
k+1 Yo

En el caso de tomar s = 1, es decir empleando stencils formados
por 3 x 3 celdas, las expresiones anteriores son:

1 B ~ ~
k % % % % %
f21+11 o = Jig (o + fi, — fivay — fi)
8
1

+ 6_4( i+1,54+1 + fz 1,j—1 fi]ii-l,j—l - fz‘k—l,ﬂl)v

1 —_ _
fzkzgi 1 = .f,y_l_ (f] 1 fik—l,j_l'filj-l,j_fi]?j+1)

1 ok ok
6_4( i+1+1 T fe 11— fivijo1 — fitia1)

1
rk+1 _ rk rk
f22 1,25 — ,y+8( zy 1+f2 1,5 2+1]+f7]+1)
1 rk rk rk rk
- @( i+1,5+1 + fz 1,5—1 " Ji+1,5—-1 i—l,j—i—l)?
_ 1 _
Fk+1 k k
f2z 27 1,5 + g(_ i,j—1 " Ji— 1j + z+1] + zg-i—l)
1 k
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Para s > 1 podemos expresar las aproximaciones anteriores (ver
[11, 16]) del siguiente modo:

i ai = +Qx<z 35 %) + Qi 53 1) + Quy i 3 1),
i = = Quli, 3i ) + Qyli 3 F¥) = Quy i 51 ),
e = +Qx(w %) = Qy(i,3; ) — Quy (i, 35 5,
fath = fE = Quli, 55 1F) — Quli, 55 fF) + Quyd, 55 ),
(2.18)
siendo

Qx(@j%f@ = Zﬂl(ﬁﬁ-l,j_ﬁ]il,j)v
Qy(zvjvfk) = Zﬁm zg+m__2] m)

Q:cy('l,]7 fk) = Z ﬂl Z ﬁm z+l]+m -fik—l,j—i—m - z]:—l] m T fik—l,j—m)v
(2.19)

y los coeficientes g; son;

{Szljﬁlz—é

22 3
s=2= 01 =15, 0= —155-

En estos casos se obtienen aproximaciones de orden 2s + 1.

2.5

Interpolacion ENO 2D para medias
en celda

De igual modo que en el caso unidimensional, es posible reali-
zar una interpolacion no lineal eligiendo para cada celda Ck aquel
stencil que sea mas adecuado para interpolar. Asi, si con51deramos
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stencils cuadrados formados por 3 x 3 celdas, existen 9 posibles
stencils, S}; que contienen la celda C}; (ver figura 2.4):

ku,v k
Sz',j - {Ci—2+n+u,j—2+m+v}OSTMmS27 0 < u,v < 2.

Figura 2.4: Stencils posibles. La celda coloreada representa a C’fj

La eleccion del stencil adecuado para la interpolacion se realiza
a partir de los stencils seleccionados de un modo no jerarquico en
la direccion horizontal y vertical, pues estos nos determinan un
unico stencil de los nueve anteriores. Una vez el elegido el stencil,

SN, se determina el polinomio p/'© que verifica:

n,m)

1 ENO 7k k ENO
h_z/ck pij  dxdy = VO, €S,

n,m

y definimos las medias de f en el nivel de resolucién k£ + 1 como las
. A . ENO k+1 k1 k+1
medias del polinomio p;”;*” en las celdas C5,"; 5, 1, Cy5; 1, C5; 19, ¥

C’;fglj A continuacion mostramos las aproximaciones obtenidas al
emplear los diferentes stencils 3 x 3 que contienen a la celda CZ-’fj.
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» Stencil formado por las celdas C’g o2 Cik_l’j_29 ij_z’

k
Cz‘—2,j—1’

CE 1,j—1° Czkj 1 Czkzg’ CE 1,j yczk,j.
f2kz+112j1 = z_i_fj_;l ij— 2+15621]+ fk2]2 4J?z‘k—2,j
+ fk 1j-1 T 156 Zk] 17 16fik—lj—2 - if‘k—2j—1’
fé?rzzl = Z_Zij_%ikj—2_1_56ik—lj fk2g 27L fk2]
- fk1]1+1€1; ij— fklj 2+116f “oj—1s
ity = S+ et 1—fi_1,» ey gl
- ifik—l,j—l_%ffj—l_'_ fklj 2t 1fk2] 1
fé%i = %fj“—%fj—2 1:5@1)“’ fk2g 2WL fk2;
+ i _ik—l,j—l - %ﬁqu - 1_16 ik—l,j—2 - 1_165JE@'112,J'—1-
= Stencil formado por las celdas C},; |, Cf,, . C};, ., Cf,,,
CF 1,57 Czk]’ Czk—2,j+1’ Czk—l,j+1 y Cﬁjﬂ
f§2+11 2j-1 — 654f”+1 + 654 zkj 1 16fik—lj+1 - if‘k—2j—1
T RS (BT N D P
fé?%; 1= —é_i ?fj+1 ézllf” 1+ 7= fk1g+1+614f Z2j-1
- 6_14fz'k—2,j+1 fk 1+ 181 ivj _f‘k—lj + _fz'k—zm
ffzﬂlzj = %_ilfj+1_6%filfj 116 Zk1j+ ! JEk2; 1
- 6_14ﬁg—2,j+1 + %fik—l,j + g i 1_6fz'k—17j - gfik—Zj’
fffzz = %ﬁfjﬂ - é_ifikj—l - 11_6 _zk—l S ifk_z -1
+ 6_14fik—2,j+1 fk1]+181 ; + fk1]+ szg



58 2.5. Interpolacion ENO 2D para medias en celda

» Stencil formado por las celdas CF s Cck | s
k k k k
Cijarr Cio o Ol jio Y Ciljiol

k k k
Cz‘,j’ Ci—2,j+1’ Ci—l,j—l—l’

. 5 55 5 1o 1

f27, 1,251 = 64fzkj+2+64 ] _fi—lj—I—Q__-]?'k—Qj fk2j+2
1 S
- Zfik—l,j-i-l 16f2]+1+ 16fkl]+ fk2]+1’
5 - 25 1 1 -
fht1 _ % 7k 7k %
foinjo1 = _afij+2+6_4fij - g ic1j42 — 6_4fi—2,j+6_4fi—2,j+2
5 - 1 -
+ fkl]+1+16 ”+1+ f‘k—lj__f‘k—2j+17
11 2, 55 - 1 -
k 7k Tk k
f27,+112j = 64fzj+2+64 2] fz 19+2+ f -2 4.fi—2,j+2
11 -
— fkl]+1+16 ig+1 T fklj_'_ fk2]+17
11 121
Fh+1 Tk 7k k
foinj = 6_4fz',j+2 + afi,j - gfi—l,j—i-Z + f oy + f —2,j42
1, 1., 11 9

k
+ Z i—1,5+1 1_6fi,j+1 - 1_6 i—1,j f —2,j+1°

» Stencil formado por las celdas CF | -2 Cck

k
1,j—27 CZ+1] 2 C’i—l,j—l’

Czkj 1 Cf+1,j—1’ CF 1,57 Cik,j y Czk—l-l,j.
f;-lﬁj—l = 654 2+1j+64f—i—1j 2+ zk] fklj 2+ fklj
+ %fi,j—l - 11_6]?2'13-1,]'—1 - %fij—2 + _.fi—l,j—la
ffi,zj—l = %zﬁu - 614 z]fi-lj 2+Z i T fklj 9~ 4J?ik—1,j
+ f] 1+ 116 it1,j—1 ;fi]?j—2_if'k—1j—1’
f§_1,2j = _é_i _z]fl—lj_61_4 ilj-lj—2+14_1_'k'+ fzku 2"‘21 Zklj
- f] T 2’11] L+ ff] 2~ f’“_lj_l,
fgz‘gj = éi z+13+64f+1j 27L zkj 64 i— 13 2 éi _ik—l,j

1 1 1
- 553'—1_%;11,3'1 fg 2+ fk1]1
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Ck

» Stencil formado por las celdas CF "1 1,6’” 1,6’2’11] L, CF S

i—1,5°
k k k k
Cz‘+1,j’ Ci—l,j—l—l’ Ci,j—l—l y Cz'+1,j+1-

1 rk 1 rk 1_k

f2ki—1,2j—1 = 6_4 i+1,4+1 6_4 i+l,j—-1 1fij+1 + @Jik—l j—1
- i-fik—17j+1+zkj_lllz+lj+ fj 1+ fk1j,

.]Egigj—l = 614 2111 J+1 + 614 i+1,j—-1 iﬁjﬂ - 6i4 _zk—l =1
+ fk13+1+ +iz+1g+i”1 fk1j7

fgz‘—lﬂj = _6_14 z‘ﬁl,g+1+ 614 i+1,j— 1“'}1 Qg+l 614 ik—l,j—l
- éﬁ—lﬁl + fiy - i fivs — iﬁfj—l - —ff_l,j,
f;,zj = 61_42']3-1,j+1 614 z]fi-l] 1+ f]+1+ 1fk1] 1

o o la _1 "

64Z1j+1+ zy 42+1]

4 i,j—1 4 i—=1,j"

C¥

7

= Stencil formado por las celdas C¥, ;, CF,,
Czk-l-l FESE CE 1,42 ij+2 Yy Cz+1 P

1, 11

k
+1,5° Cz 1,741 Ci,j—i—l’

fzkz'—1,2j—1 = Tealiuier T gy z+1j + f 2 T 64fk 1,5 + fk 1,542
14 e - 1 4
- §fi,j+1 + _fi+1,j+1 + _fij - afi—1 FESD
A 1 11 - 1- 1 -
k ok ok o
Joiojo1 = 61 ir1j+2 T = 61 H—l]_'_ 1 2j+2 f 1 f T1,j42
1 2 1 d 7 7k
~ gl T g i+1,j+1 T /i + f Z1,5410
. 1 5 L 5 1
k % % % % %
Joic10j = g1l i+Li+2 T ggditng T Zfij+2 + o1li-10 T gali-Li
1 2 1 d 7 7k
+ olig+1 T g i+1+1 T 7 17 + f Z1,5410
R 1 5 1 - 5 -
k k 7k % 7k
f2i,2j = 64 z+1]+2+64 i+1,5 4fij+2_64 i— 1]+64f2 1,7+2
1 ok

rk
+ 2fzg+1+ f+1]+1+ i, f —1,7+1>
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= Stencil formado por las celdas C}; 5, Cf,; 4. CFy;i o CF; 1,
K k.
Civ1j-1s Cz+2j 1 Cf C+1g Yy Cig e

2]’
R 5 - 1 - 5 - 11 - 55 -
k _ k k % k
foici0jo1 = 6alit2i ~ @ i2-2 g it @fu 9+ — 61 zy
1 2 7k ok
- 4 i+1,j— l+ 16f+2] 1+ 16 i+1,5— 2+ 6fi,j—1?
. 5 _ 5 - 25 -
k _ 7k k k
foioj1 = 61 2+2] + 64f+2] 2+ it1,j 64fi,j—2+ 6_4fi,j
1 2 L 5 1 ok o
+ pliri-1 T Jgliveg-1 T g liva- 2 T % 167 i0—1
" 11 . 1, 11 . 11 . 121 .
f2i—1,2j = 64 2+2]+64 i+2,5—2 8 2+1]+64 2] 9t = 64
+ 7/i+1i-1 7 1_6 i+2j-1 " 7g itz E ij—1o
A 11 - 1 11 - 55 -
k _ k ok
f2i,2j - _a i+2,7 64 i+2,5— 2+ ] z+1] + 64f] 2+ 64 1]
1. 1 5

rk
4 i+1,5— 1+16f+2] 1_'_16 i+1,5—-2 16 4,j—1*

] Sllffencilfgrmad]?por las ckeldas C’“j 15 C+1g 1s CZ+2] 15 ij, Cz-i—l]’
Cirajr Cijrs Oy Y Ci+2,j+1'
. 1 11 4
k 7k
11 -, 1 1 1 - 11 -
- afi,j+1 - §fi+1,j + gfi+2,j - EfHLj—l + gfmw
. 1 - 1 - 1 5 -
k k k 7k
foinj—1 = g1l 2l T gplitzi-1 T g z+1g+1+ o1 i1
5 1 1 7k
- 64-fzj+1+2 i+l 8 2+2j+16f+1j 1+ 1,77
1 o 1 o 1 o 11 o
foic105 = Galit2it1 T gglivai-1 T g liviinn T gy lig
11 ., 14 1 1%
+ @fi,j-{-l 9 /itLj +3 g z+2j + 16f+1j i 4,37
- 1 1 5
k 7k 7k k
faig; = T ga it + 64f+2’ 1t 52 167+t 64fi,j—1

64f’l]+1 _'_ 2 Z+1] 8 42,7 - E i+1,j—1 _'_ g 1,J
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» Stencil formado por las celdas CF,

k k k k
i Ci—i—l,j’ Ci+2,j’ Ci,j—i—l’ Ci+1,j+1’

k k k k
Ci+2,j+1’ Ci,j+2’ Ci+1,j+2 Yy Ci+2,j+2

A 1 - 11 1 - 121 - 11 -
k k Tk k k k
f2i—1,2j—1 = @ ir2,r2 T 64 i+2,5 16 ir1je2 T 6—4f” + afi,jw

+ 77+l T Z i+2,j+1 ~ 1gliv1s T g lidn

A 1 - 11 - 1 55 - 5!
k _ k k 7k 7k
frioj1 = Toalitzive T ggliveg + = 167+ g2t o1 zg + = o4 isi+2
1 1 11 5 -
T i + 5 1 fiva i + E iy — 1—6ffj+1,
. 1 5 - 55 - 11 -
k _ 7k k
f2i—1,2j - 64 142,742 + = 64 Z+2j + 16f+1 7j+2 + 64 Zj 64fi7j+2
[ 15 5 - 11 -,

- 4 i+1,5+1 + - 4 i+2,j+1 16 2+1] + = 16763 +1
. . S . B) Sl )
21,27 64 i+2,5+2 64 i+2,j 16 i+1,7+2 64 i, 64 2,J+2

[ 1 5 - 5 =

+ Z i+1,j+1 4 z+2j+1+ 16 2+1] + = 16 2J+1

2.6
Resultados numeéricos

Veamos los resultados obtenidos al aplicar las siguientes técni-
cas interpolatorias a una imagen geométrica y una imagen real.

LIN2D : interpolacion lineal 2D con stencils de 3 x 3 celdas.
ENO2D : interpolacion ENO 2D (ver figura 2.4).

WENOS3 : interpolacion WENOS3 (producto tensorial).

SR : interpolacion ENO-Subcell Resolution (producto tensorial).

RAT3 : interpolacion racional con dos polinomios de primer grado
(producto tensorial).
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Figura 2.5: Izquierda: Imagen Original. Derecha: Ventana de 64 x 64 pixe-
les

RATS5 : interpolacion racional con tres polinomios de segundo gra-
do (producto tensorial).

Notar que mientras las técnicas LIN2D, ENO2D son puramente
dos-dimensionales, SR, WENO3, RAT3 y RAT5 se han aplicado
tensorialmente hasta obtener la imagen resultado.

2.6.1
Ampliacion de una imagen geométrica

A partir de una ventana de 64 x 64 pixeles de la imagen geomé-
trica (Figura 2.5) hemos ampliado hasta obtener una imagen final
de 512 x 512 pixeles (Figura 2.6). La técnica lineal es la que nos
ofrece una mayor difusion en los perfiles de la imagen, mientras
que con la interpolacion ENO-SR obtenemos una mayor definicion
en éstos. Las técnicas ENO2D, WENO3, RAT3 y RAT5 disminuyen
significativamente la difusiéon presente en los contornos con res-
pecto a LIN2D. Notar ademas que las ampliaciones conseguidas
con WENO3 y RAT3 son similares, mientras que RATS consigue
unos perfiles mas definidos y una disminucion del efecto escalera
respecto WENO3 y RAT3. Ademas RATS consigue unos resultados
mas naturales en las zonas suaves de la imagen.
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Figura 2.6: Arriba: LIN2D. ENO2D Centro: WENO3. SR Abajo: RATS.
RATS.
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2.6.2
Ampliacion de una imagen real

En este caso realizamos el mismo experimento con la imagen de
la figura 2.7. De igual modo, las dimensiones de la imagen original
y la ventana son 256 x 256 y 64 x 64 pixeles respectivamente, am-
pliando esta ultima hasta obtener una ventan de 512 x 512 pixeles.

Figura 2.7: Izquierda: Imagen Original. Derecha: Ventana de 64 x 64 pixe-
les

Llegamos a las mismas conclusiones que en el caso de la ima-
gen geomeétrica.
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Figura 2.8: Arriba: LIN2D. ENO2D Centro: WENOS3. SR. Abajo: RATS.
RATS.
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2.6. Resultados numeéricos




Multirresolucion de
Harten

3.1
Introduccion

La multirresolucion de Harten (ver [2, 10]), nos permite obtener
una descomposicion multiescala de un conjunto de datos discre-
tos, de modo que dicha reordenacion tenga unas propiedades me-
jores que la inicial. En nuestro caso estamos interesados en la me-
jor compresion de los datos transformados. El resultado obtenido
tras aplicar el algoritmo de multirresolucion a unos datos dados,
puede ser interpretado como una “aproximacion” de la informacion
inicial en un nivel de resolucion menor, mas unos “detalles” que
en principio nos permiten recuperar los datos iniciales.
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Podemos considerar que los datos originales pertenecientes a
cierto espacio V*, son el resultado de aplicar un operador discre-
tizacion a una funcion f, donde k indica el nivel de resolucion (al
crecer el valor de k£, mas resolucion). En el contexto de valores pun-
tuales podemos considerar que los datos discretos son los valores
puntuales de f en una malla dada.

La multirresolucion de Harten esta fundamentada en los opera-
dores decimacion y prediccion que relacionan dos niveles de reso-
lucién consecutivos, asi el operador decimacién, D!, nos permite
pasar del nivel de resolucion £ al nivel de resolucion k£ — 1, mien-
tras que el operador prediccion, Pf |, nos permite transitar entre
el nivel de resolucion k£ — 1 y el nivel de resolucion k, es decir:

DitovE— Vit gl v vk,

Los operadores anteriores son definidos a partir del operador
discretizacion antes mencionado, y un operador reconstruccion.
Para definir estos dos operadores, consideremos F un espacio fun-
cional:

FcA{f|f:QCcR"™ — R}

Definimos el operador discretizacion, D, de modo que dada f €
F, Di(f) = f* pertenece al espacio V*, es decir:

Dy : F — VF =Dy(F).

El operador D, debe ser un operador lineal y sobreyectivo.
El operador reconstruccion es definido de modo que si v* € V*,
Rk('l}k) e F,i.e.
Ry VFE— F.

Los operadores decimacion y reconstruccion deben verificar una
condicion de consistencia. Dicho condicion no es nada mas que la
reconstruccion de un conjunto discreto de datos debe contener,
exactamente, la misma informacion que el conjunto inicial de da-
tos, i.e.

DiRiv* = o, Yok € V¥ | es decir DRy = Iy«. (3.1)

Notar que el reciproco no es cierto, es decir R, D,v* constituye una
aproximacion a v*, pero no tiene porque coincidir con v*.
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Dada una secuencia de operadores discretizacion {D,}, y re-
construccion {R;}, verificando la condiciéon de consistencia (3.1),
se definen los operadores decimacion y prediccion como sigue:

Dyt =Dy Ry, By =DiRir. (3.2)

La figura 3.1 nos muestra la relacion existente entre los operado-
res discretizacion, reconstruccion, decimacion y prediccion.

k—1
Dk

Y
N, A

;/

k
Pk—l

%

Figura 3.1: Relacion entre los diferentes operadores.

Diremos que una sucesion de operadores discretizacion, {D;},
es ennidada si verifica la siguiente relacion:

Duf =0= Dy f =0, Vf € F. (3.3)

Notar que si {D;} es ennidada, entonces el operador D! es in-
dependiente respecto del operador reconstruccion empleado. Para
demostrar esta afirmacion, consideremos {R;} y {R}.} dos secuen-
cias de operadores reconstruccion verificando (3.1), entonces se
verifica:

Dp(Ripv® — Rjo*) = DRy — DR = 0% — 0% =0, Wof € V%

De este modo si consideramos que {D;} es ennidada, emplean-
do (3.2) y (3.3), podemos observar que la definicion del operador
decimacion es independiente del operador reconstruccion:

D1 (Riv* — Riv®) = 0 = D Riv® = Dy Riv*, Yok € V.
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Por tanto, si tomamos {D,} ennidada, el operador decimaciéon
sera también un operador lineal, independientemente de la linea-
lidad del operador reconstrucciéon. Ademas D; ' sera también un
operador sobreyectivo, siendo asi mayor la informacion conteni-
da en un nivel de resolucion mayor que en un nivel de resolucion
inferior.

Haciendo uso de las relaciones (3.1) y (3.2), obtenemos una re-
lacion analoga a la condicion de consistencia entre los operadores
decimacion y prediccion:

Di P = Dy \RiDyRi1 = Tyr, (3.4)

la cual es inmediata a partir de D,,R;D;, si m < k. Para probar esta
relacion tomemos f € F, entonces:

DyRiDif = (DyRi)Dr.f = Dy,
aprovechando la linealidad de Dy:
Dy(RiDif — f) =0,
y debido al hecho de que D, es ennidada llegamos a:
Dy-1(ReDif — f) = 0= Dy1R4Dy.f = Dy-1f, (3.5)

y empleando (3.5) recursivamente obtenemos la relacion que que-
riamos probar:
DmRka, VYm < k. (36)

Sea v* € V¥, entonces dado que P} D¥'v* constituye una apro-
k—1k
ximacion a v*, definimos el error cometido en dicha aproximacion
como:

k_ ok ko k-1, k ko yk—1y,k _. k k
e" =v" — Py D7 = Iy — P Dy vt = Qo € V. (3.7)
Asi, conocido v*~! = DF!y* ¢ VE-1 y ¢k, podemos recuperar v*,
siendo entonces igual la informacién que contiene v* que la infor-
macion del conjunto {v*~! ek}, i.e.

ok = {Uk_l, ek},

pues haciendo uso de la expresion de v* es inmediata la siguiente
relacion v* = P} jvF! 4 ek,
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Notar que el conjunto {v*7! ¥} posee informacion redundan-
te, pues si N, = dim V¥, resulta que {v*7! ¢*} consta de N,_, + N,
elementos, teniendo {v*~! ¢*} y v* la misma informacion. Para eli-
minar la informaciéon redundante de {v*~! e*}, aprovechamos el
hecho de que ¢* pertenece al nucleo del operador D}, ya que:

k—1_k __ k—1 k k—1\, k __ k—1, k k—1 pk k—1, k
= DI YWh — IwDi Wk = 0.

Por tanto, ¢¥ € N(D;™') = {v* € V¥ . DF "% = 0}. Sea {y¥} una
base del ntcleo de D;~! cuya dimension es dim V¥ — dim V! =
Ny, — Ni_1, y expresemos e* en funcion de esta base:

et = Z drpk.

2

Sea G, el operador que dado ¢* € N(D;~') le asocia sus coorde-
nadas {d¥} correspondientes a la base {u}}, y sea E, el operador
que dada una serie de coeficientes {d'} le asocie Y. dFu%. Tenemos
entonces la siguiente relacion:

oF = {vk_l,dk},

donde, ahora si, ambos conjuntos tienen igual cantidad de ele-
mentos pues el numero de elementos de {v*7!, d*} es igual a:

dim V' 4 dim N(DF™Y) = Ny + (Ny — Ny_1) = Nj, = dim V*.

Notar que podemos pasar de v* a {v*~!, d*} mediante las siguien-
tes expresiones:

L Dllj—lvk’
d* = Gp(Iyx — Pf_ DF 1)k,

y viceversa
o = PE oM+ BdP,

relacion que es inmediata a partir de e* = Ejd*.

Si reiteramos el proceso anterior en el que hemos establecido la
equivalencia v* = {v*~!, d*}, con los distintos niveles de resolucion
v, n < k, obtenemos la descomposicion multiescala de v*. Asi si
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consideramos que los datos discretos originales estan en un nivel
de resolucion L, podemos llegar a establecer la siguiente equiva-
lencia:

ol = {00 dt &2, dE )

UL

— —
N\ N\ N\
dL dL—l

Figura 3.2: Descomposicion multiescala.

Los algoritmos para obtener la transformacion multiescala y su
transformacion inversa son los siguientes:

Algoritmo. 3.1. Transformacion directa

fork=1L,... 1
vl — Mol = (0%, dY, .. dY) { oFt = DE=1yk
d* = Gi(vF — PF_ vk,

Algoritmo. 3.2. Transformacion Inversa

k=1,...,L
MoP s Mager TR =Lk
vh =P v+ Ed

A partir de v* = D,f, y considerando {D,} una secuencia de
operadores discretizacion ennidada, podemos expresar el error de
prediccion (3.7) a partir de los operadores discretizacion y predic-
cion:

e* = (I-P Dy "Y' = (I — DyRio1Dp—1Ri) D f
— (Dy — DRy 1Dy 1 RiDy) f = (D — DyRy 1Dy 1) f
= Dr(I = Re-1Dra)f
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La relacion anterior nos muestra que el problema de encontrar
un buen operador prediccion para la multirresolucion de Harten,
se puede plantear como conocida D,,_,f = v*~!, v € F, encontrar
una “buena aproximacion” a Dy f, siendo este ultimo un problema
de teoria de la aproximacion.

3.2

Multirresolucion de Harten para
valores puntuales

Consideremos el espacio funcional de las funciones acotadas
definidas sobre un dominio acotado , i.e. F = B(Q). Sea X* =
{aF}/x,, 2F € Q, y definamos f* = D,.f del modo siguiente:

fE=(Drf)i = fab), "= {1 (3.8)

Asi definida, f* es una discretizacion por valores puntuales. No-
tar que en este caso el espacio V¥ es un espacio de dimension
finita, con dimV* = N, = J, + 1.

La sucesion de los operadores decimacion, {D,} es ennidada,
ver (3.3), si y solo si X**! ¢ X* Vk. En este caso la decimacion
consiste en eliminar de f* las componentes ff = f(z¥) tales que
x¥ ¢ X*-1, y por tanto su definicion es independiente del operador
reconstruccion.

El operador reconstruccion sera un operador R, verificando:

Ry VF — B(Q), DiRef* = f*,

es decir, (R, f*)(2F) = fF = f(«F). Por tanto, R, f*(x) debe pertenecer
al espacio B() e interpolar a la funciéon f en los nodos {zF}. De
este modo, podemos emplear como operador reconstruccion una
técnica interpolatoria. Si definimos

(Ref*)(@) :=Z(x; f7).

a partir de (3.2), tenemos:

(PE_y i = (DI f271)i = Z(afs f571).
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Para los valores z¥ € X*~!, la prediccion consiste en tomar el

valor de la funciéon en dichos nodos, mientras que para los valores
z¥ ¢ X*-1 se calculara el valor interpolado.

El error de prediccion ef = f¥ — T(a*; f*-1) es igual a O para todo
z; € X*~'. De este modo se definen los coeficientes d* = {d¥} como
el error de interpolacion en los puntos =% € X% — X*~1,

3.2.1
Multirresolucion en [0, 1]

Consideremos ahora el caso particular en el que los datos dis-
cretos son los valores que toma una funciéon f perteneciente al
espacio funcional BJ0, 1], i.e. el espacio de las funciones acotadas
en I =[0,1]. Sea X’ una discretizacion uniforme de I:

1
XL = {IL’ZL};]:LO, {L'ZL =1- JL, hL = J—, JL = 2LJ0, (39)
L

donde L indica el nivel de resolucion y J; es un numero entero da-
do. Las discretizaciones correspondientes a niveles de resolucion
inferior, X* = {2}/, k = 0,...,L — 1 son definidas del siguiente
modo:

el =gk i =0, Je = Ji/2. (3.10)

)

Asi la discretizacion del nivel de resolucion £ — 1 esta formada
por los nodos pares del nivel de resolucion & (ver figura 3.3).

k k k k k k k
Loj—3 Tojo To; 1 Loy Lgipg Lo Lojy3
—@ L L 4 L L 4 L *—
k—1 k—1 k—1
Ti 1 Z; Lit1

Figura 3.3: Discretizaciones X* y X*~!

Definimos entonces el operador decimacion en el contexto de
valores puntuales en el intervalo [0, 1] como

A= (DFLR = R 0<i <, (3.11)
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Notar que de este modo el operador prediccion debe verificar
(PE  f*Y)9 = fL, y por tanto los operadores decimacion y pre-
diccion satisfacen la condicién de consistencia (3.4). Teniendo en
cuenta lo anterior, se comprueba facilmente que el error cometido
en los nodos pares, 7%, es nulo, i.e.,

es; = foi = (B f )i = 0.

Asi, los algoritmos de la transformacion directa e inversa para
el contexto de los valores puntuales en el intervalo [0, 1] son los
siguientes:

Algoritmo. 3.3. Transformacion Directa (valores puntuales en [0, 1])
L= (f0d, ... d")

fork=1L1,...,1

fE = fk 0< Z < Jpa1
d¥ = fh_ = Z(ah ;s 7Y, 1<i< Jyy
end

Algoritmo. 3.4. Transformacién Inversa (valores puntuales en [0, 1])

(f0,d, ... db) — fE

fork=1,...,L

fr =t 0<i<J.,
fh =Tk )+ dE, 1<i < Jy
end

En los algoritmos anteriores, el operador Z puede ser cualquier
operador interpolacion. Si empleamos un interpolante polinomico
a trozos de grado r, dado que los coeficientes d* son los errores
de interpolacion cometidos en los nodos impares del nivel de re-
solucion k, tendremos que d¢ = O(h;!) en aquellas zonas donde
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la funcion sea lo suficientemente suave. En caso de que el sten-
cil empleado cruce alguna discontinuidad de la derivada p—ésima
tendremos entonces que d¥ = O(h?), sip < r. Asi en presencia de
singularidades, tal y como vimos en la seccion 1.1, el namero de
nodos donde la prediccion no es optima, y por tanto el numero de
coeficientes d¥ de una magnitud mayor, puede ser reducido evitan-
do tomar stencils conteniendo singularidades, lo cual es posible en
ciertos casos empleando técnicas interpolatorias no lineales.

3.2.2
Multirresolucion en [0, 1| x [0, 1]

En el caso dos-dimensional, los datos discretos { fj};—’ o, TEpre-

sentan los valores que toma una funcién f : [0,1] x [0,1] - R en la
particion uniforme X* = {(zF,25)}/:_, donde zf =i hy, yF =j - hy,
i,7=20,...,Jp, hy = 1/J;, donde L indica el nivel de resoluciéon. De
forma analoga al caso de una dimension, definimos las mallas co-
rrespondiente al nivel £ — 1 a partir de los nodos de indice par-par

correspondientes al nivel de resolucion k (ver figura 3.4):

_ 1 pe1 e Ji 1 g
X = {(xf 173/;? 1)}2‘,?:107 k-1 = D) (xf layf 1) = ($§z7y§g)

[ ] [ [ [ ] [ ] [ ] [ [ ]

[ ] [ [ [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

Xk: Xk:—l

Figura 3.4: Mallas X* y X*~!

El operador decimacion se define en el caso dos-dimensional de
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la siguiente forma:
S =D i = fhay 0<4,5 < Jeer

Con el objetivo de que los operadores decimacion y prediccion
sean consistentes, i.e. verifiquen (3.4), el operador prediccion debe
satisfacer

(Pf 1 f)ais = f1571 0 < 4,5 < s

Asi, conocidos los errores cometidos por el operador prediccion
en aquellos nodos que no estan presentes en dos niveles de re-
solucion consecutivos, obtenemos una biyeccion entre los datos
discretos en el nivel de resolucion £ y los datos en el nivel de reso-
lucién & — 1 mas los errores correspondientes. Sean entonces d; ;.
df .,y df ;.4 dichos errores,

k k k ; ;
di,j;l :f2i+1,2j — (Be_1f)2i41,2), 0<i<Jp1, 057 < Jp,

k k k ; ;
di,j;2 :fzi,2j+1 — (Pel1f)2i2g+1, 0<i< Jp1, 0= < iy,

k k k : :
di jis =foip10541 — (Pi1f)2it2501, 0<i<Jpor, 0< 5 < Jpa.

Empleando entonces f*!y d* = (df,d},d5) es inmediato esta-
blecer la equivalencia {f*} = {f*! d*}. Si consideramos que los
datos originales estan en un nivel de resolucion L, y reiteramos el
proceso anterior hasta un nivel de resolucion e, e < L, obtenemos

{fAY = {fe,ac™, ... d").

El algoritmo 3.5 muestra como obtener la descomposicion mul-
tiescala de unos datos discretos, y el algoritmo 3.6 muestra como
recuperar los datos originales a partir de la descomposicion mul-
tiescala de éstos.

Algoritmo. 3.5. Transformacién Directa (valores puntuales en [0, 1] x
0,1]) f% = (fe,d*,...,d")

fork=1L,...,e+1
fori,j=0,...,J 1
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faiay = i
end
fori,j=0,...J,_1—1
d?,j;l = f2ki+1,2j - (P/f_lfk_l)zzﬂgj
dﬁj;z = fzki,2j+1 - (P/f_1fk_1)2i,2j+1
dﬁj;B = f2ki+1,2j+1 — (PEyf  Yaig1,2j41
end
for [=0,....J,_1—1
dﬁzkﬂg = f§l+1,2k*1 — (P " a1 06
dg‘k—lJ;Q = f;k—172l+1 — (P " o1 o

end

Algoritmo. 3.6. Transformacién Inversa (valores puntuales en [0, 1] x
[0,1]) (fe,det, ... d¥) — fL

fork=c+1,...,L
fori,j=0,...,J 1
ko pk—1
f2i,2j - fi,j
end
fori,j=0,...J,_1—1
k k k k-
f%ci+1,2j = d%j;l + (Pl?c—lfk 1)2i+172j
foinjir = i o+ (B f 7 )2i2jn
k _ ik k k-1
2i+1,254+1 — %i 4.3 k—1 2i+1,25+1
f b .7 d 7.77 + (P f )
end
for [ =0,....J,_1—1
k k E pk—1
fl,zkfl = dl,2k71;1 + (Pk—lf )2l+1,2k*1
fzkkfl,zzﬂ - dgk*m + (Plf—lfk_l)%*lzlﬂ
end

Una de las aplicaciones de la multirresolucion es la compre-
sion de datos. Asi, si a los datos transformados {f¢,d**, ..., d"} los
modificamos ligeramente {f¢,d*t!, ... d*}, podemos esperar que al
aplicar el algoritmo de multirresolucion inverso a éstos ultimos
obtengamos una aproximacion fZ. A. Harten con el objetivo de
asegurar la estabilidad de los algoritmos de multirresolucion al
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emplear operadores de prediccion no lineales introdujo la técnica
de control del error (EC), ver [29], en 1D, la cual nos permite es-
tablecer una cota a priori del error cometido en funcion del error
que cometamos al modificar los coeficientes. Mas detalles acerca
de la técnica de control del error en 1D se pueden consultar en
[1, 10, 29].

Entre las modificaciones que podemos aplicar a los datos pa-
ra facilitar su compresion destacamos dos operaciones, el trun-
camiento y la cuantizacion. El truncamiento consiste en dado un
numero ¢ > 0, entonces

trlze] = 4 O St e (3.12)
x, si|z| > e,

es decir, al truncar un numero con parametro ¢ éste sera codifica-
do como 0 si su valor absoluto es menor o igual que el parametro
empleado. Si por el contrario cuantizamos los datos con un para-
metro ¢ entonces, .

qulz;e| = 2<~5round(2 ) (3.13)

€

donde round|] es el entero obtenido por redondeo. De este modo
si cuantizamos con un parametro ¢ = 0,5 las datos codificados
seran numeros enteros, mientras que si € = 1,2,3... estaremos
codificando multiplos enteros de 2,4,6.. ..

El algoritmo 3.7 muestra el algoritmo de control del error en
2D. En este caso en el nivel de resolucion k£ se ha empleado el
parametro de cuantizacion ¢y.

Algoritmo. 3.7. Transformacion Directa EC
(valores puntuales en [0, 1] x [0, 1])
fl—=(fe,dett . db)

for k=L,...,e+1
fori,j=0,..., 2!
fe—
fzm? = Zk]
end
end

~

fe = qu(fev 56)
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for k=c¢+1,...,L
fori=0,...,2"1—1,j=0,...2k1
d?,j;l = f§i+1,2j - (P/f_1fk_1)2z+1,2j
end
d, = qu(dy, )
fori=0,...,2"1—-1,5j=0,...2¢!
f2ki+1,2j = dﬁm + (PE_ " V)aig1,2
end
fori=0,...,2"1 j=0,...281 -1
dﬁj;Z = f§,2j+1 — (PE_1 " Dainjm
end
dy = qu(ds, &)
fori=0,...,2"1 j=0,.. 2811
f2kz'72j+1 = df,j;Z + (Pif—1fk_1)2i72j+1
end
fori=0,...,2"1-1,j=0,...2~1 -1
df,j;:a = f§i+1,2j+1 — (P Daig1,2j41
end
623 = qu(ds, £;)
fori=0,...,2"'-1,j=0,...21 -1
df§i+1,2j+1 = d?,j;f‘) + (P " Daig1,2j41
en
for i,j=0,...,2k1!
f2ki,2j = ij_l
end
end

Procediendo de forma analoga al caso 1D, [1, 10, 29], se obtie-
nen las siguientes cotas del error:

||fL — fLHp <e=méxeg, p=1,2 00, (3.14)
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3.3

Modificacion del algoritmo de
control del error

A continuacion proponemos una modificacion del algoritmo de
control del error en 2D (algoritmo 3.7). Los resultados obtenidos
han sido presentados en el congreso Cedya 2005 [8]. Dicha modi-
ficacion consiste en emplear la informacion obtenida tras corregir
la prediccién de los nodos (x5, ,,95;), (25;,95;,,) al sumarle los de-
talles correspondientes, para asi obtener una mejor aproximacion
a fx +1.2;4+1- Asl para calcular (PF | f)2i+12i+1 consideraremos los va-

lores {ffjl}, {f§i+1,zj} y {ffi,zjﬂ}'

Algoritmo. 3.8. Modificacion codificacién algoritmo EC
(valores puntuales en [0, 1] x [0, 1])
fL— (fe,dett, ..., db)

for k=L,...,e+1
fori j=0,..., 2!
Faing = 11
end
end
fe= qu(fea 56)
for k=c+1,...,L
fori=0,...,2"1—-1,5j=0,...2¢!
dﬁj;l = f§i+1,2j — (PE_1 " Daig12)
end
fori=0,...,2"1 j=0,...281 -1
dﬁj;Z = f§,2j+1 — (P fF Yai2im
end
di = qu(dy, €x), do = qu(dy, €i)
fori=0,...,2=1—1j=0,...2k1
f2ki+1,2j = d?,j;l + (PE_ 1 " )aig1,2
end
fori=0,...,2+1 j=0,...2+1 -1
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f2kz',2j+1 = d?,j;2 + (P 5 Y2241
end
fori=0,...,2"'-1,j=0,...21 -1
d?,j;?, = f§i+1,2j+1 — (PE_ " Daig12j41
end
ds = qu(ds, i)
fori=0,...,2"1—-1,j=0,...281 -1
f2ki+1,2j+1 = df,j;g + (PE_ 1 5 2it12i41
end
for i,j=0,...,2k1
f2ki,2j = ffj_l
end
end

Notar que en algoritmo 3.8, el operador P} |, no es nada mas
que un operador prediccion actuando sobre { £/}, { /5, by {fk 50}
En nuestro caso hemos utilizado

. ~ 1 . . . .
(sz_lfk 1)2i+1,2j+1 = Z(f2kz'+1,2j + f§,2j+1 + f2kz'+1,2j+2 + f§i+2,2j+1)7 (3.15)

ya que en caso de emplear polinomios interpoladores con stencils
2 x 2 tendriamos,

1
ko opk—1 k=1 | ph—1 k-1 k-1
(P f"  )air1,2j41 = 1( it iy T L i)

y si tenemos en cuenta las relaciones siguientes:

—_

(P  Dain105 = =( ij_l + z‘lfr_l%j)’
(PE_f* Daizjer = = ( ij_l + fj_Jrll)v

_ T, _
(P/f—lfk 1)2i+2,2j+1 = 5( z]il%j + i]fi-l%j—i-l)?
_ 1, _
(P o Daivrgjh0 = 5( A L), (3.16)

— DN

[\
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tenemos

_ 1 _ _
(Plf_1fk 1)2i+1,2j+1 = 1 <(P/f_1fk 1)2i+1,2j + (P/f_1fk 1)2i,2j+1 +

+ (Plf—lfk_l)Qi-l-l,Zj-l-Q + (P]f_lfk_l)Qi-i-Q,Zj-i—l)a

; Fk fk Fk Fk
y dado que el error cometido por [y, ;s f2; 2j115 foi42,2j+15 f2i41,2j42 €S
inferior al cometido por el operador P; ,, obtenemos la aproxima-
cion dada por 3.15.

3.4
Resultados numeéricos

Las subsecciones 3.4.1 y 3.4.2 muestran los resultados obteni-
dos tras aplicar diferentes técnicas interpolatorias como operador
prediccion a dos imagenes test, una de caracter geomeétrico y la
segunda una imagen real.

Los operadores prediccion empleados son LIN4, ENO4, WENO4,
RAT42, RAT41 y RATIE2 descritos en la seccion 1.7.

En todas las pruebas se ha utilizado el algoritmo de control del
error (Algoritmo 3.7).

Las tablas recogen el error cometido en términos de || - ||,
PSNR (peak-signal-to-noise-ratio) definido como

2
PSNR = 10log,, (2576A> ;
LF5 = fEl2

12,

el numero de elementos no nulos (Nnz) tras aplicar el operador
cuantizacion, numero de bytes utilizados para comprimir la ima-
gen y la tasa de compresion conseguida en términos de bits por
pixel definida como bpp=%, donde N representa el namero de
bits necesarios para guardar la imagen y el denominador el niume-

ro de pixeles de la imagen original.
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3.4.1
Imagen geométrica

La tabla 3.1 muestra los resultados obtenidos al aplicar las dife-
rentes técnicas a una imagen geomeétrica. En ellos podemos obser-
var que los métodos derivados de la interpolacion racional superan
ligeramente a las técnicas LIN4 y ENO4 tanto en términos de PSNR
como en tasa de compresion. Observar que los resultados obteni-
dos por RAT42, RAT41 y RATIE2 son similares a los conseguidos
por WENO4 en estos términos.

Las figuras 3.5 y 3.6 muestran las reconstrucciones obtenidas
y un detalle de éstas. El parametro de cuantizacion empleado para
obtener dichas reconstrucciones es ¢ = 16.

Podemos observar la mejora obtenida por las técnicas no linea-
les frente a LIN4 en la definicion de los perfiles. Notar que con las
técnicas WENO4, RAT41, RAT42 y RATIE2 se consigue una mayor
calidad visual. No obstante, la reconstruccion de estas técnicas
resulta superior a la obtenida por ENO4.

3.4.2
Imagen real

Los resultados obtenidos al aplicar las diferentes técnicas a una
imagen real estan recogidos en la tabla 3.2. En ella podemos ob-
servar que las técnicas WENO4 y RAT42 son las que obtienen me-
jores resultados en términos de PSNR y tasa de compresion.

En cuanto a la calidad visual de las reconstrucciones, las figu-
ras 3.7 y 3.8 muestran el resultado obtenido con ¢ = 32. En dichas
figuras se observa una mejora de las técnicas no lineales respec-
to a LIN4. Cabe destacar la calidad de la reconstruccion RATIEZ2,
siendo esta la que obtiene una mayor definiciéon en los perfiles. A
su vez notar que la reconstruccion obtenida por RAT41 vuelve a
presentar una serie de artefactos en las proximidades de los con-
tornos.
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[T | T-1> [ PSNR | Nnz | bytes | bpp
LIN4 1,00 0,32 | 58,16 | 23529 | 27433 | 0,83
2,00 0,59 | 52,69 | 22751 | 22552 | 0,69
4,00 1,28 | 46,03 | 21710 | 18188 | 0,55
8,00 2,56 | 40,02 | 17633 | 13538 | 0,41
16,00 | 5,76 | 32,96 | 12140 | 9916 | 0,30
ENO4 1,00 0,21 | 61,59 | 10195 | 21292 | 0,65
2,00 0,41 | 55,81 | 10195 | 17939 | 0,55
4,00 0,71 | 51,09 | 10060 | 14756 | 0,45
8,00 1,77 | 43,22 9997 | 11639 | 0,35
16,00 | 3,60 | 37,03 | 9153 8796 | 0,27
WENO4 | 1,00 0,15 | 64,38 | 8855 | 19669 | 0,60
2,00 0,29 | 58,98 | 8852 | 16540 | 0,50
4,00 0,77 | 50,40 | 8918 | 13537 | 0,41
8,00 1,35 | 45,53 | 8702 | 10595 | 0,32
16,00 | 2,82 | 39,16 | 8441 7975 | 0,24
RAT42 1,00 0,17 | 63,57 | 9464 | 19698 | 0,60
2,00 0,29 | 58,83 | 9468 | 16453 | 0,50
4,00 0,80 | 50,08 | 9834 | 13877 | 0,42
8,00 1,45 | 44,93 | 9412 | 10676 | 0,32
16,00 | 3,07 | 38,41 | 8747 | 8191 | 0,25
RAT41 1,00 0,17 | 63,80 | 9095 | 18978 | 0,58
2,00 0,26 | 59,91 | 8782 | 15805 | 0,48
4,00 0,63 | 52,23 | 8933 | 13054 | 0,40
8,00 1,20 | 46,59 | 8468 | 10169 | 0,31
16,00 | 2,56 | 40,01 7663 7558 | 0,23
RATIE2 | 1,00 0,16 | 64,02 8164 | 19036 | 0,58
2,00 0,28 | 59,08 | 8182 | 16406 | 0,50
4,00 0,76 | 50,54 | 8680 | 14006 | 0,43
8,00 1,39 | 45,30 | 7792 | 10575 | 0,32
16,00 | 2,89 | 38,95 6753 8476 | 0,26

Tabla 3.1: Resultados de una imagen geométrica.



86 3.4. Resultados numeéricos

s N
Ny
Ny

Figura 3.5: Reconstrucciones de una imagen geométrica. Arriba: LIN4,
bpp 0,30, PSNR 32,96. ENO4, bpp 0,27, PSNR 37,03. Centro: WENO4, bpp
0,24, PSNR 39,16 RAT42, bpp 0,25, PSNR 38,41. Abajo: RAT41, bpp 0,23,
PSNR 40,01. RATIE2, bpp 0,26, PSNR 38, 95.
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Figura 3.6: Detalle de las reconstrucciones de la imagen geométrica. Arri-
ba: LIN4, ENO4. Centro: WENO4, RAT42. Abajo: RAT41, RATIE2.
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[T [ T-1> [ PSNR | Nnz | byies | bpp
LIN4 1,00 0,57 | 53,01 | 165846 | 102646 | 3,12
2,00 1,12 | 47,16 | 119171 | 73531 | 2,24
4,00 | 2,15 | 41,50 | 73841 | 48987 | 1,49
8,00 | 3,96 | 36,22 | 38928 | 29110 | 0,88
16,00 | 6,99 | 31,28 | 18034 | 15395 | 0,47
ENO4 1,00 | 0,57 | 52,99 | 173395 | 107993 | 3,28
2,00 1,13 | 47,08 | 126576 | 78210 | 2,38
4,00 2,17 | 41,42 78076 | 52225 | 1,59
8,00 3,95 | 36,23 | 40675 | 30634 | 0,93
16,00 | 6,77 | 31,55 18988 | 15663 | 0,48
WENO4 | 1,00 0,57 | 53,03 | 165767 | 102809 | 3,13
2,00 1,12 | 47,20 | 116621 | 72964 | 2,22
4,00 2,11 | 41,68 | 69141 | 47310 | 1,44
8,00 3,80 | 36,58 | 34878 | 26994 | 0,82
16,00 | 6,42 | 32,01 16316 13490 | 0,41
RAT42 1,00 0,57 | 53,02 | 165023 | 101583 | 3,09
2,00 1,12 | 47,18 | 116122 | 72157 | 2,19
4,00 2,13 | 41,61 69071 | 46957 | 1,43
8,00 | 3,83 | 36,49 | 34474 | 26850 | 0,82
16,00 | 6,50 | 31,90 | 15759 | 13497 | 0,41
RAT41 1,00 | 0,57 | 53,03 | 167721 | 102991 | 3,13
2,00 1,12 | 47,18 | 120713 | 74103 | 2,25
4,00 2,15 | 41,63 | 74546 | 49416 | 1,50
8,00 3,95 | 36,23 | 39470 | 30209 | 0,92
16,00 | 6,76 | 31,57 18521 16056 | 0,49
RATIE2 | 1,00 0,57 | 53,02 | 173432 | 111420 | 3,39
2,00 1,13 | 47,12 | 127324 | 81683 | 2,48
4,00 2,17 | 4143 | 81221 55938 | 1,70
8,00 | 3,97 | 36,18 | 43599 | 34244 | 1,04
16,00 | 6,79 | 31,63 | 21470 18856 | 0,57

Tabla 3.2: Resultados de una imagen real.
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Figura 3.7: Reconstrucciones de una imagen real. Arriba. LIN4, bpp 0,23,
PSNR 26,71. ENO4, bpp 0,24, PSNR 27,25. Centro. WENO4, bpp 0,21, PSNR

27,41. RAT42, bpp 0,21, PSNR 27,37. RAT41, bpp 0,27, PSNR 27,03. Abajo.
RATIE2, bpp 0,32, PSNR 27,07.
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Figura 3.8: Detalle de las reconstrucciones de la imagen real. Arriba:
LIN4, ENO4. Centro: WENO4, RAT42. Abajo: RAT41, Abajo: RATIE2
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3.4.3

Modificacion del algoritmo de control del
error

En esta seccion comparamos los resultados obtenidos al aplicar
el algoritmo de control del error y la modificacion propuesta en
la seccion 3.3. La comparacion se realiza en términos de || - |2 ¥
tasa de compresion (bpp). También comparamos los resultados
con los obtenidos por JPEG-LS [48]. En este caso se han empleado
técnicas interpolatorias dos-dimensionales (ver seccion 1.8):

LIN2 : interpolacion lineal con stencils cuadrados 2 x 2.
LIN4 : interpolacion lineal con stencils cuadrados 4 x 4.

T6 : interpolacion ENO con stencils triangulares de 6 nodos.
T4 : interpolacion ENO con stencils triangulares de 10 nodos.

En todos los experimentos, los coeficientes correspondientes al
nivel de resolucion inferior han sido redondeados al entero mas
proximo mientras que los detalles han sido cuantizados por un
parametro ¢ fijo (ver ecuacion (3.13)). La codificacion de los datos
se ha realizado mediante el algoritmo SPIHT [43] (Set Partitioning
In Hierarchical Trees). El tamano de las imagenes test es de 513 X
513 pixeles, y el nivel de resolucion inferior es k£ = 5, i.e. 33 x 33
pixeles.

La tabla 3.3 muestra los errores en || - ||» y las tasas de compre-
sion obtenidas con las diferentes técnicas empleando el algoritmo
de control del error ([1, 10, 29]), y los resultados obtenidos con
JPEG-LS ([48]). Los resultados conseguidos con la modificacion del
algoritmo de control del error [8] (EC2) vienen recogidos en la tabla
3.4. Se puede observar que los resultados obtenidos, por todas las
técnicas, para parametros de cuantizacion ¢ = 4, 8, 16, utilizando el
algoritmo de control del error sin modificar, son comparables a los
obtenidos por JPEG-LS. Notar ademas, que la modificacion EC2
produce una mejora, tanto en términos de || - ||; como en tasas de
compresion, en todas las técnicas aplicadas, siendo en este caso
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los parametros ¢ = 1,2 los unicos que no consiguen mejorar los

resultados obtenidos por JPEG-LS.

La figura 3.9 muestra las reconstrucciones con las técnicas
LIN2, LIN4 y T6 con el algoritmo de control del error modificado,
asi como la reconstruccion de JPEG-LS. En ésta podemos ober-
var como la reconstrucciones obtenidas por LIN2, LIN4 y T6 son
mejores, visualmente, que la obtenida por JPEG-LS.

LIN2

LIN4

T6

T10 JPEG-LS

|- 2

bpp | || |2

bpp

|- l2

bpp | || -2

bpp | || - [|l2 | bpp

0,57

3,28 | 0,57

3,22

0,57

3,33 | 0,57

3,36 | 0,81 | 2,16

111

2,32 | 1,12

2,30

1,12

2,38 | 1,13

243 | 1,39 | 1,73

2,10

1,50 | 2,14

1,51

2,14

1,55 | 2,16

1,61 | 248 | 1,47

3,79

0,84 | 3,94

0,89

3,88

0,90 | 3,94

0,04 | 451 | 1,02

o] O B N =] @

6,41

0,43 | 6,89

0,47

6,59

0,47 | 6,72

0,49 | 8,30 | 0,66

Tabla 3.3: Resultados obtenidos empleando el algoritmo EC con diferentes
operadores prediccion.

LIN2

LIN4

T6

T10

|- l2 | bpp

|- 2

bpp

|- 1ll2 | bpp

|- 1l2 | bpp

0,57 | 3,07

0,57

3,03

0,57 | 3,10

0,57 | 3,12

1,10 | 2,13

1,10

2,12

11 | 2,17

1,11 | 2,20

2,06 | 1,34

2,09

1,36

2,08 | 1,38

2,09 | 1,41

3,69 | 0,74

3,78

0,77

3,74 | 0,77

3,78 | 0,79

o] O B N =] @

6,25 | 0,37

6,51

0,39

6,36 | 0,39

6,42 | 0,41

Tabla 3.4: Resultados obtenidos empleando el algoritmo EC2 con diferen-

tes operadores prediccion.
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Figura 3.9: Reconstrucciones de una imagen real con el algoritmo EC2,
e = 16. Arriba: LIN2, LIN4. Abgjo: T6. JPEG-LS.
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3.5

Multirresolucion de Harten para
medias en celda

Para la multirresolucion de medias en celda consideraremos
F = LY9), y sea C* = {c¥} un recubrimiento finito de celdas dis-
juntas de (2, es decir:

Ud =0 dnc=0i#j (3.17)

El operador discretizacion en este contexto, en el nivel de reso-
lucion k, se define como:

Dy : LNQ) = VE (Dif)i = ‘C—H/kf(x)dx,

donde |cf| = [, dz y V* es el espacio de sucesiones cuya dimension

coincide con el numero de celdas del recubrimiento C*. Notar que
(Di.f); no es mas que la media de la funcion f(z) en la celda c*.
Sea ahora {C*}L_; una sucesion de refinamientos del recubri-
miento anterior, de modo que C* se obtiene dividiendo las cel-
das de C*' en un namero finito ¢ de celdas disjuntas {c}}]_,,

q kE k-1
Ui Gy =6 -

Empleando la aditividad de la integral, tenemos:

q
(Dyrf)i = = S [k |(Def)s, 5.18)
=1

G

de la cual podemos deducir que {D;} es ennidada, ya que es evi-
dente que si D,f = 0 entonces D;_;f = 0. Ademas a partir de la
relacion anterior definimos también el operador decimacién como:

DE=YfR = DETIDLf =Dy f. (3.19)

Sea ahora R, un operador reconstruccion cualesquiera, debido
al hecho de que el error de prediccion definido en (3.7) pertenece
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al nudcleo de D,’j‘l, haciendo uso de (3.18) y (3.19) tenemos:

q
DZ‘lek =0 < Z |cfl|efl =0. (3.20)

=1

La relacién (3.20) nos indica que los errores de prediccion {e} }/_,
son linealmente dependientes, y por tanto podemos definir los coe-
ficientes d* tomando ¢—1 combinaciones lineales de {e/ }/_, en cada
celda cf‘l de forma que junto con (3.20) formen un sistema lineal
compatible determinado de ¢ ecuaciones con ¢ incognitas.

La condicion de consistencia (3.1), se traduce en este caso en

1
(DiRif*): = T /k Ri(x; fF)dx = fF, VfF e VR (3.21)

Un operador reconstruccion que verifique (3.21) puede ser cons-
truido empleando una reconstruccion polinémica a trozos. Asi, si
llamamos S¥ = {c¢t }3!"), al stencil formado por s(r) celdas de C* con
c¥ € SF, podemos construir un polinomio p;(z; D,.f) de grado r en
R™ resolviendo el siguiente sistema lineal:

1
fi]fn = CT/ pi(z; Dy f)de, m=1,...,5(r),

B k
im cim

siendo p;(z; Dy f) el tnico polinomio de grado r cuyas medias coin-
ciden con (Dyf);, si ¢f € SF. Una vez hallado dicho polinomio,

im

definimos el operador reconstrucciéon R, como:

(Rif¥)(x) = pi(a; Dif), Vo € cf.

3.5.1
Multirresolucion en [0, 1]

Dado el nivel de resoluciéon L, y dado {z*}/%,, una secuencia
de particiones de nodos igualmente espaciados del intervalo [0, 1],
de modo que z¥ = ihy, hy = 1/J;, Jp = 2% ]y, con J; € N\{0},podemos
definir las particiones en un nivel de resolucion inferior £ =0, ..., L—
1 de la siguiente manera:

xk_l = xgia 1=0,..., Jp_1 = Jk/2

7
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Con las definiciones anteriores, llamamos c* = (2F | 2F), i =

1,...,J, y denotaremos por f¥ = (D,f); a la media de f en la celda
¥, es decir:

= (Duf)i = hik / f(z)dx. (3.22)

Notar que asi definidas, {c/}/%,, k =0,..., L, verifican (3.17).
A partir de la aditividad de la integral, podemos definir el ope-
rador decimacion de la siguiente forma:

k—1 k k
- 1 Z; 1 Loi—1 Zaj
DO = o [ e = ([ s [T @)
1 ) 71_ 2i—2 2i—1
= §(f2kz—1+f2kz)7

la cual nos indica que en el nivel de resolucion k£ — 1, podemos
obtener ff~! como la media entre f} , y f¥. Ademas, como ¢* €
N (D=1, obtenemos la siguiente relacion:
k
1
k kY _

5( si-1 +€3;) =0,

que nos permite conocer el error ef; a partir de e}, ,. Aprovechando
este hecho, definimos los coeficientes df como el error cometido
por el operador prediccion en la celda c%, ,, es decir:

E_ K
di = e5_;.

Es evidente entonces que, conocido d*, podemos obtener ¢* co-
mo sigue:

k ik
i1 = dj,

E_ k
ey = —d,

conl<i<J,q=J/2.

Para definir los operadores reconstruccion y prediccion, utiliza-
mos la reconstruccion via funciéon primitiva explicada en la seccion
2.1. Procediendo de la misma forma que en dicha seccion, defini-
mos la sucesion {F*} de modo que

F=m> i = [ fa)e
j=1
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Definido asi, {F}} no es mas que la discretizacién de Valores
puntuales en el nivel de resolucion k de la funcion F(z) = [; f(
Ademas tenemos:

I '
Si tomamos Z(z; F*) un interpolante de F(x), de modo que Z(z%; F*) =

F(zF¥), podemos definir el operador reconstruccion R, para la dis-
cretizacion de medias en celda como:

Rule: ) = ().

Notar que asi definido, es sencillo comprobar que los operado-
res Dy y Ry verifican la condiciéon de consistencia DR = Ij:

k
1 (% d FF—FF,
rk _ it k _ fk
(PURuas P = g, s Py = o<
El operador prediccion lo definimos empleando (3.2):
ko k-1 k-1 1 (% d k-1
(P f* Daimt = (DRprf* Hair = —Z(z; F*)dx
hk zk dx
1 —
= (T P - Tl F)
1 _
= h_k(z(xgz 1§Fk 1) sz—11)a
ko k-1 Fh—1 1L [% d k-1
(Peyf" )2 = (DiRe-rf )2i:h_ d—I(:c;F )dx
k 50k271 X
1 — —
— (T P — 2 )
L _
= (R T )
k

Una vez definidos los operadores necesarios, los algoritmos de
multirresolucion para la discretizacion de medias en celda son los
siguientes:
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Algoritmo. 3.9. Transformacion directa para medias en celda en
[0, 1].

fork=1L,... 1
fL_>MfL fkl (f221+f22) 1§Z§Jk—1
dF =5 = (PE " Mo, 1< i< Ji,

Algoritmo. 3.10. Transformacion inversa para medias en celda en

[091].
Jork=1,...,L
Mf"— M M f* fE = (PF e + dE, 1 <4< Jgy,
=21 =iy, 1<i < Jp

En los algoritmos anteriores, podemos observar que los coe-
ficientes d*(f) no son nada mas que el error que cometemos al
aproximar la media de f en los intervalos impares en el nivel de
resolucion k. Veamos la relacion existente entre este errory el error
cometido al interpolar los valores puntuales de F' en los nodos im-
pares en el mismo nivel de resolucion:

df(f) = kaz'—l - (P/f—lD]]z_lfk)%—l = ka; 1 (Dk’Rk’—lfk)Zi—l
Ty 4
— B R - [ ST P
k Jak

21—2

hy

1 - —

- h [(szl 1 F2kz'—2) _(I(l'zi—ﬁFk 1)—I($§i 2;Fk 1))]
1 —

hy, (FZkZ 1 I(xgi—1§Fk 1)) =

Asi, el coeficiente d¥(f) coincide con el error cometido por el inter-
polante de la funcion primitiva en el nodo z%, |, el cual resulta ser
el coeficiente de escala d¥(F) en el contexto de la multirresolucion
de valores puntuales (ver [10]), pudiendo establecerse la siguien-
te relacion entre los detalles de la multirresolucion de medias en
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celda y valores puntuales:

k
di(f) = —d"}EF : (3.23)
k

~—

En el caso de que Z(z; F*) sea un interpolante polinémico a
trozos formado por polinomios de grado r + 1, obtendremos que el
error cometido en aquellas zonas donde el stencil no cruce ninguna

singularidad es de orden O(h}"?) (ver (1.5)), y por tanto:

di(F) = O(i; 1Y),

siempre que el stencil empleado para interpolar en [xfﬂ, z¥] no cru-
ce ninguna singularidad. Notar que entonces, R;(x; f*7!) sera un
polinomio a trozos de grado r, y partir de (3.23) tenemos que:

di (f) = O(h; 1))

Si el stencil empleado cruza una discontinuidad de f®(p < r),
ésta sera una discontinuidad de F®+Y, y por tanto haciendo uso
de (1.8) y (3.23) tenemos:

di(F) = O(hi%y) = di(f) = O(h}_,).

De esta manera si empleamos técnicas interpolatorias no linea-
les, podemos reducir el error cometido ya que siempre que tenga-
mos el espacio suficiente entre las singularidades, y la discontinui-
dad no se encuentre en el intervalo en el que queremos interpolar,
podremos encontrar un stencil que no cruce ninguna singularidad
y obtener una mejor aproximacion.

3.5.2
Multirresolucion en [0, 1] x [0, 1]

En este caso podemos interpretar los datos que tenemos co-
mo las medias de una funcién f(z,y) en una malla dada, que
nos determina el nivel de resolucion de los datos. Sea {X*}£
una secuencia de discretizaciones de modo que X" = {(z},4})},
l’f = 1hy, yf = ]hk, 1,] = 0,...,Nk, Niph, = 1, con h;, = 2_kh0, Yy sea



100 3.5. Multirresolucion de Harten para medias en celda

CF; = [xh |, =f] < [yF_,, 9] Teniendo en cuenta esta notacion, los
datos en el nivel de resolucion k, f* = { Z-’fj}f?;’?zo, pueden ser inter-

pretados como:
o= A sy =L [T [ s sy
2¥) |Cllfj| ij ? hi mi&l y;?il )

A partir de la aditividad de la integral, y observando que la celda
CF ! esta formada por la unién de las celdas C%, ., C5_,,.. C5 .y
C5;_12,_1» Obtenemos la siguiente relacion entre las medias de dos
niveles de resolucion consecutivos:

T 1
il?j b= h2 f(.i(}, y)dl’dy
k-1 JCF!

_ ( /
hz—l C§; 2

+/C f(x,y)da:dy+/k f(x,y)dg:dy)

k
24,25 —1 Clit1,2j-1

£, y)dady + / f (. y)dady

k
Cli1,25

L o 7k 7k 7k
= 1 (f2i,2j + f2z'—1,2j + f2i,2j—1 + f2z'—1,2j—1)-

Haciendo uso de la relacion anterior, definimos el operador de-
cimacion de la siguiente forma:

o . 1. - _ _ _
ffj b= (DZ 1fk)z',j = Z(f§7,2j + f2kz'—1,2j + f§,2j—1 + f2kz'—1,2j—1)' (3.24)

El hecho de que se deba verificar D} ' P} | = I+, hace que el

operador prediccion cumpla la siguiente igualdad:

((PEf*  Maigs + (Peaf  aicry
+ (Plf_lfk_l)zmj—l + (P£_1fk_l)2i—172j—1) = 4ffj_1‘
(3.25)

Si definimos ef; = fF,—(PF_, f*1); ., es facil ver que ¢f € N'(D;™"),

)
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pues
1
k-1 k k k k k
(Dk € )u = Z(€2i,2j T+ €919 T €051 T €2z’—1,2j—1)
1z k  Fhk—1 7k E k-1
= Z(fzi,zj — (P17 )aizg + foino; — (Pey " D2ic125

+ f2kz',2j—1 - (Plf—1fk_l)2i,2j—1 + fgz‘—l,%—l - (Plf—1fk_1)2i—l,2j—l)

1 o -
= fii - Z((Plf—lfk Daij + (PE [ aic1 2

+ (P;f_lfk_l)zmj—l + (P/f—lfk_l)%—lﬂj—l) =0.

Asi, gracias a que el error de prediccion e pertenece al nucleo
de Di™!, obtenemos la siguiente relacion:

k k k E_
€9i—1,2j—1 T €31251 T €195 T €905 = 0,

(3.26)
gracias a la cual, podemos eliminar la informacién redundante de
{e*} tomando las siguientes combinaciones lineales de los errores
de interpolacion:

k _ k k k k
dz’,j;a = 1( 2i—1,2,—1 + €2i2,—1 ~ €2i-12; — €2i,2j)a
1
k _ k k k k
di,j;b = 1(62i—1,2j—1 — €2i2,-1 + €2i-1,2; — ezi,zj)>
1
k _ k k k k
dijie = 1(622‘—1,2]»—1 — €991 €312, T €2z’,2j)- (3.27)

De este modo se obtiene una correspondencia univoca entre la
informacion contenida en el nivel de resolucion £ y la informacion
en el nivel de resolucion £ — 1 mas los detalles:

(P o LU Y Adl Al s 2

Notar que las ecuaciones (3.26) y (3.27) pueden ser expresadas
matricialmente de la siguiente manera:

k
kO ezi—l,Zj—l
divj;a —B €2i,2j—1
k - ek )
i.3b 2i—1,25
k ok
,J;¢ 24,25
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con B la siguiente matriz 4 x 4:

1 1 1 1
111 1 -1 =1
3_11—1 1 —1

1 -1 -1 1

Para recuperar los errores de prediccion es suficiente realizar la
siguiente transformacion:

k
ezi—l,Zj—l kO
%@,2;’—1 — 4B dzgj;a
€2i—1,2j 0,73
egi 25 i
K .7 Z7.yﬂc

Los algoritmos directo e inverso para la descomposicion multi-
escala para medias en celda en [0, 1] x [0, 1] son los siguientes:

Algoritmo. 3.11. Transformacion directa para medias en celda en
0,1] % [0,1): f* = M = (f°,d",...,d")

fork=1,...,1
fori,j=1,J,1
fj_l = izl,mzo,l f2kz'—l,2j—m

end

fori,j=0,J;1
615@'—1,23‘—1 = f2kz'—1,2j—1 - (P_lf—lfk_l)%—lﬂj—l
egi,zj—l = Ji2kz',2j—1 - (Plf—lJik_l)%Qj—l
egi—1,2j = f2ki—1,2j - (Eif—1fk_l)2i—1,2j
6%,2]' = sz',2j — (PE_1 " Daig;

k k k k
€9i—1,2j—1 T €2i2j1 — €312 — 621’,2]’)

2
1 (
ija 4
B 1
%g,j;b = %(622—1 2j—1 — €2i2j—1 T e%i—l,Zj — €9;25
di,j;c = 1(622—1 2j—1 — €2i2j—1 — €2i—12j T 622‘,23')

end
end
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Algoritmo. 3.12. Transformacion inversa para medias en celda en
[0,1] x [0,1]: M fL = (f°,d",...,d") — M1 M f-

fork=1,...,1
fori,j=0,J._
h _ (pk  Fk—1 k k k
Jfgj—l,zj—l = (;fk_—}ffl )2i_1’2j_1k+ di,j;ak+ di,j;b]j Ay jic
f%z,2y-1 = (Pi—lik_ )2i-1,2j + d%j;a - d%j;b - d%j;c
_ 1
Jiii—l,zj = (fk—_}ff )2z’,2j—1k_ di,j;ak+ di,j;bk_ dijc
- —1
foin; = (P ¥ aigg — dif o — di oy + A3
end
end

Como podemos observar en los algoritmos 3.11y 3.12, el opera-
dor prediccion utilizado es un operador dos-dimensional, que tras
ser aplicado al nivel de resolucion £ — 1, compuesto por Ny 1 X Nj_;
elementos, obtenemos una aproximacion al nivel de resolucion &
que consta de N, x N, elementos con N, = 2N;_;.

En las secciones 2.4 y 2.5 se muestra como definir operadores
prediccion dos dimensionales.

3.6
Resultados numeéricos

Las secciones 3.6.1 y 3.6.2 recogen varios tests numeéricos apli-
cados dos imagenes: una de caracter geométrico y otra de caracter
real. Los operadores prediccion empleados son LIN2D, ENO2D,
WENOS3, RAT3 y RATS5, descritos previamente en la seccion 2.6.
En el capitulo 6 se muestran los resultados obtenidos con los ope-
radores prediccion descritos en dicho capitulo.

De igual modo que en la seccion 3.4, las tablas 3.5y 3.6 reco-
gen los resultados obtenidos tras aplicar los diferentes operadores
prediccion en términos de || - ||, 2, PSNR, numero de elemen-
tos no nulos (Nnz), numero de bytes utilizados para comprimir la
imagen y tasa de compresion (bpp).
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Se ha empleado el algoritmo de control del error ([1, 10, 11]).
Los coeficientes detalle correspondientes al nivel de resolucion &
han sido cuantizados por el parametro ¢, i.e.

dkz
% _ k . _ ]
donde [-] no es mas que el entero obtenido por redondeo, mientras
que los coeficientes correspondientes el nivel inferior de resolucion
han sido redondeados al entero mas cercano. De este modo fijado
el parametro de cuantizacién para el nivel mas fino, ¢;, definimos
los parametros de cuantizacion de los niveles de resolucion infe-
riores del siguiente modo:

en/2 sl e, > 1/2,
EL_1 =
o 1/2 otro caso.

Los coeficientes correspondientes a la imagen en el nivel de re-
solucion inferior mas los detalles cuantizados han sido codificados
con el algoritmo SPIHT [43]. Las imagenes test son de 512 x 512 pi-
xeles y el nivel de resolucion inferior empleado es k = 5, i.e. 32 x 32
pixeles.

3.6.1
Imagen geomeétrica

La tabla 3.5 muestra los resultados obtenidos aplicando los di-
ferentes operadores prediccion. Se pueden observar que los mejo-
res resultados, en términos de error en || - ||» y tasa de compresion
se obtienen con las técnicas ENO2D y RATS3, si bien cabe observar
que WENOS3 es la que obtiene un mayor PSNR al emplear el pa-
ramatro de cuantizacion menor. Notar también que los resultados
obtenidos por RAT5 son superiores a los obtenidos por el esquema
lineal.

Las figuras 3.10 y 3.11 muestran las reconstrucciones obteni-
das y un detalle de éstas. El parametro de cuantizacion empleado
es ¢, = 16. En ellas observamos que WENOS3 es la que consigue
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una mejor reconstruccion. No obstante ENO2D, RAT3 y RATS me-
joran la difusion producida en los contornos por LIN2D. Notar que
visualmente los resultados obtenidos por RAT5 no son tan satis-

factorios como los alcanzados por RATS3.

| llos | I[-]l2 | PSNR | Nnz | bytes | bpp

LIN2D | 5,04 | 0,47 | 54,66 | 13654 | 12394 | 0,38
7,43 | 0,64 | 52,01 | 12259 | 10169 | 0,31

14,19 | 1,11 | 47,23 | 9755 | 7763 | 0,24

31,39 | 2,02 | 42,04 | 7342 | 5472 | 0,17

58,67 | 3,73 | 36,74 | 3892 | 3354 | 0,10

ENO2D | 5,14 | 0,38 | 56,57 | 6995 | 9296 | 0,28
7,82 | 048 | 54,59 | 6284 | 7771 | 0,24

18,42 | 0,77 | 50,48 | 5739 | 6254 | 0,19

32,32 | 147 | 44,82 | 4749 | 4657 | 0,14

67,18 | 3,00 | 38,61 | 3343 | 3371 | 0,10

WENO3 | 4,55 | 0,31 | 58,44 | 6647 | 9468 | 0,29
7,21 | 0,40 | 56,03 | 6152 | 7973 | 0,24

17,30 | 0,74 | 50,82 | 5706 | 6391 | 0,20

31,96 | 1,39 | 45,33 | 4917 | 4841 | 0,15

66,00 | 2,96 | 38,74 | 3703 | 3525 | 0,11

RAT3 4,83 | 0,41 | 56,01 | 7040 | 9589 | 0,29

7,93 | 0,51 | 54,03 | 5978 | 7795 | 0,24

14,80 | 0,74 | 50,81 | 5476 | 6200 | 0,19

28,20 | 1,35 | 45,54 | 4581 | 4614 | 0,14

63,86 | 2,87 | 39,00 | 3166 | 3236 | 0,10

RAT5 4,64 | 0,49 | 54,39 | 12133 | 10603 | 0,32

7,65 | 0,64 | 52,05 | 9622 | 8250 | 0,25

13,10 | 1,04 | 47,85 | 7725 | 6355 | 0,19

32,98 | 1,92 | 42,51 | 5005 | 4540 | 0,14

62,64 | 3,25 | 37,93 | 2997 | 2935 | 0,09

Tabla 3.5: Imagen geométrica. || - ||, || - |2, PSNR, coeficientes no nulos

(Nnz), bytes y bits por pixel (bpp)
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Figura 3.10: Reconstrucciones de una imagen geométrica. Arriba: LIN2D:
PSNR 36,74, bpp 0,10. ENO2D: PSNR: 38,61, bpp 0,10. Centro: WENO3: 38,74,
bpp 0,11. RAT3: PSNR 39,00, bpp 0,10. Abagjo: RAT5: PSNR 37,93, bpp 0,09.
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i
i

R

Figura 3.11: Detalle de la reconstruccién de una imagen geométrica. Arri-
ba: LIN2D, ENO2D. Centro: WENO3, RAT3. Abagjo: RAT5
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3.6.2
Imagen real

Los resultados de aplicar los diferentes tests numéricos a una
imagen real vienen recogidos en la tabla 3.6. En este caso las técni-
cas basadas en la interpolacion racional, RAT3 y RAT5, consiguen
unos resultados ligeramente superiores que el resto, tanto en tér-
minos de || - || como en términos de PSNR. Observar que en este
caso los resultados obtenidos por ENO2D y WENOS3 son peores
que los que ofrece LIN2D.

Respecto a la calidad visual de las reconstrucciones obtenidas,
en las figuras 3.12 y 3.13 podemos observar las imagenes obte-
nidas empleando un parametro de cuantizacion ¢, = 32. De igual
modo que en la imagen geométrica, las técnicas no lineales consi-
guen una mayor definicion en los contornos, siendo en este caso
WENOS3 y RATS las que obtienen mejores resultados. RATS vuelve
a obtener un mayor emborronamiento de los perfiles que RAT3 a
pesar de mejorar los resultados de LIN2D.
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[T [ 112 [ PSNR | Nnz | bytes | bpp

LIN2D | 545 | 1,26 | 46,15 | 124015 | 73102 | 2,23
9,43 | 2,01 | 42,12 | 80221 | 49033 | 1,50

16,41 | 3,30 | 37,78 | 42732 | 28852 | 0,88

29,77 | 5,08 | 34,04 | 20634 | 15187 | 0,46

59,91 | 7,33 | 30,86 | 10353 | 8043 | 0,25

ENO2D | 589 | 1,29 | 45,98 | 131795 | 78109 | 2,38
9,50 | 2,07 | 41,85 | 86353 | 52872 | 1,61

17,27 | 3,45 | 37,40 | 45993 | 31312 | 0,96

31,99 | 5,28 | 33,71 | 21229 | 16104 | 0,49

64,40 | 7,63 | 30,51 | 10582 | 8510 | 0,26

WENOS3 | 5,28 | 1,27 | 46,06 | 127978 | 75893 | 2,32
10,21 | 2,03 | 42,01 | 83582 | 51367 | 1,57

17,73 | 3,37 | 37,60 | 43973 | 30313 | 0,93

33,63 | 5,16 | 33,92 | 21017 | 15951 | 0,49

64,91 | 7,43 | 30,75 | 10877 | 8626 | 0,26

RAT3 5,86 | 1,26 | 46,14 | 122876 | 72317 | 2,21
8,73 | 2,01 | 42,12 | 78912 | 48474 | 1,48

16,98 | 3,30 | 37,79 | 40432 | 28266 | 0,86

31,34 | 5,00 | 34,18 | 18811 | 14730 | 0,45

61,50 | 7,16 | 31,07 | 9788 7985 | 0,24

RAT5 6,21 | 1,26 | 46,15 | 121562 | 70404 | 2,15
8,91 | 2,01 | 42,12 | 77382 | 46484 | 1,42

15,96 | 3,30 | 37,79 | 39667 | 26762 | 0,82

34,18 | 5,02 | 34,15 | 17781 | 13471 | 0,41

61,04 | 7,16 | 31,07 | 8641 7041 | 0,21

Tabla 3.6: Imagen real. || - ||~ || - |2, PSNR, coeficientes no nulos (Nnz),

bytes y bits por pixel (bpp)
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Figura 3.12: Reconstrucciones de una imagen real. Arriba: LIN2D: PSNR
27,69, bpp 0,14. ENO2D: PSNR: 27,27, bpp 0,15. Centro: WENOS3 27,52, bpp
0,15. RAT3: PSNR 27,97, bpp 0,14. RAT5: PSNR 28,09, bpp 0,12.
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Figura 3.13: Detalle de la reconstruccion de una imagen real. Arriba:
LIN2D, ENO2D. Centro: WENO3, RAT3. Abajo: RAT5
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Deteccion de contornos

4.1
Introduccion

La localizacion de los contornos puede resultar de gran utilidad
en aplicaciones como la interpolacion o compresion de imagenes.
En los capitulos 1, 2 y 3, se observa que los resultados menos
satisfactorios se producen en las proximidades de los perfiles. En
caso de conocer un mapa de los perfiles de una imagen, existe la
posibilidad de adaptar la técnica interpolatoria empleada en aque-
llas zonas donde la calidad de la prediccion se vea degradada, me-
jorando asi los resultados obtenidos.

De ahora en adelante, al referirnos a una imagen nxm en escala
de grises, estaremos haciendo referencia a la siguiente aplicacion:

I:A1,...,n}x{1,...,m} — [0,255],
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donde I(ny, m;) representa el nivel de gris del pixel (n;.m;). Asi, los
contornos de las imagenes no son mas que cambios bruscos en el
nivel de gris, aportandonos éstos, informacién muy importante en
el reconocimiento de formas.

La estructura del capitulo es la siguiente: en primer lugar re-
visaremos diferentes detectores de contornos basados en la mera
aplicacion de unos filtros determinados. Posteriormente, explica-
remos en que consisten el detector de contornos de Canny, el cual
halla los perfiles de la imagen determinando aquellos puntos que
representan maximos locales en la direccion del gradiente.

En la seccion 4.5 explicamos como emplear los algoritmos je-
rarquico y no jerarquico de seleccion de stencil (ver seccion 1.2)
para detectar los perfiles de las imagenes. Si la imagen carece de
textura, se pueden obtener los contornos de ésta a partir de las
celdas aisladas por los stencils seleccionados para interpolar en
sus celdas vecinas. Sin embargo, en imagenes reales, la presencia
de textura provoca que exista un mayor numero de celdas aisla-
das, no siendo posible asi obtener una correcta localizacion de los
contornos.

Para solucionar este problema, en la seccion 4.6 proponemos
un algoritmo de deteccion de contornos que utiliza técnicas de se-
leccion de stencil y unos filtros similares a los de Sobel, empleados
para determinar la orientacion del perfil y eliminar aquellos con-
tornos detectados a causa de la textura. Este algoritmo de detec-
cion sera aplicado posteriormente en el capitulo 6 con el objetivo
de realizar una prediccion adaptada a los perfiles de la imagen en
el contexto de medias en celda.

Finalmente en la seccion 4.7 explicamos el algoritmo de detec-
cion de contornos que sera aplicado en la prediccion multidireccio-
nal que expondremos en el capitulo 5 (en la seccion 4.7 y capitulo
5 estamos en el contexto de valores puntuales). Para realizar dicha
prediccion, nos interesa que los contornos posean cierta “continui-
dad”, asi que como resultado este algoritmo nos proporcionara los
contornos que posean una longitud minima.
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4.2

Deteccion de contorno mediante
filtros

Para detectar aquellos puntos que forman los perfiles de una
imagen podemos emplear la siguiente definicion:

Definicion 4.1. Un punto (zg, y,) de una imagen pertenece a un
contorno st en este punto el modulo del gradiente de la intensi-
dad luminica |V1| es maximo.

Esta definicion es la base de los detectores de contornos por
gradiente, los cuales provienen de la discretizacion de las deriva-
das parciales de orden 1 de la imagen. En esta seccion explicare-
mos la deteccion de contornos empleando los filtros de Roberts,
Sobel y Prewitt. Al emplear cualquiera de estos filtros, se obtie-
ne siempre como resultado final una imagen en la que cada pixel
representara el valor absoluto del gradiente, correspondiendo las
zonas mas claras a los perfiles de la imagen.

4.2.1
Detector de contornos de Roberts

El detector de Roberts emplea las siguientes filtros de mascara
para evaluar el gradiente:

0 1 1 0
GIZ{—lo}’ Gy:{o —1}

Estas mascaras son aplicadas, de forma independiente, a la
imagen inicial, obteniendo asi en cada pixel aproximaciones a las
componentes del gradiente. Sean G,.;; y G, ; las aproximaciones
obtenidas al aplicar G, y G, al pixel (i,j), respectivamente. Asi
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tenemos que la aproximacion valor absoluto del gradiente en dicho
pixel viene dado por:

|Gl = \/ Gazc;i,j + ng/;i,j ~ | Gaiigl + |Gyl

La siguiente expresion nos proporciona la orientacion del con-

torno:
T

Cyigy T
Gaij 4

A continuacion mostramos como aplicariamos las mascaras de
convolucion anteriores a una ventana 2 x 2 de la imagen con el
objetivo de calcular la aproximacion al gradiente en el pixel co-

rrespondiente:

f = arctan (

Lo | Lo
Ly | Iy

en este caso tenemos |G| = |I1 9 — Io1| + |22 — [11].

4.2.2
Detector de contornos de Sobel

El detector de contornos de Sobel emplea los siguientes filtros
de mascara 3 x 3:

10 1 12 1
Go=|-202]|, G=|0 0 0
~10 1 -1 -2 -1

Estas mascaras nos daran maximos locales al ser aplicada a
pixeles que formen parte de contornos verticales u horizontales
respectivamente. Del mismo modo que en el detector de Roberts,
tenemos que la aproximacion al gradiente en el pixel (i,;) viene

dada por:
|Gl = \/ Gazc;i,j + ng/;i,j ~ | Gaigl + |Gyl
y la orientaciéon del perfil viene dada por 6:

0 = arctan (%) + g

T3t,J
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Por tanto, la aproximacion del gradiente que obtenemos al apli-
car las mascaras de Sobel a:

Lz | Ls | I33
Lo | Lo | I3o
Ly | Ly | I3

€S:

|G| = |(L13+2La3+133)—(L11+2121+131) |+ (1134201 o+ 11 1) — (L3342 504+ 151)).

4.2.3
Detector de contornos Prewitt

El detector de contornos Prewitt, se diferencia del detector de
contornos de Sobel en los filtros de mascara empleados. En este
caso los filtros son:

1 1 1 ~10 1
Go=| 0 0 0], G=|-101
-1 -1 -1 -1 01

La aproximacion al gradiente obtenida es:

|G| = |(f1,3)—f(17 D)+(Ios—1Io1)+(I33—131)|+|(I35—113)+(I320—112)+(I51—11 1))

4.3
Detector de contornos de Canny

J. Canny (ver [18]), propone suavizar la imagen aplicando un
nucleo de convolucion ©, (demuestra las ventajas de emplear un
nucleo gaussiano; ©, es una gaussiana de varianza a). De este
modo [ x ©,, es diferenciable, y los puntos de los contornos son
aquellos que maximizan V(I « 0,), y por tanto a [ x VO,.

De este modo J. Canny propone la siguiente definicion para los
puntos pertenecientes a los contornos:
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Definicion 4.2. Un punto (x¢,y,) pertenece a un contorno si el
modulo del gradiente de la intensidad luminica, suavizado por
un nucleo 0,, ﬁ([ * 0,)|, es localmente mdaximo en la direccién
de V(I x0,)

El detector de contornos de Canny, consta de las siguientes
fases:

= Obtencion de gradientes y de la magnitud del gradiente.
Tras suavizar la imagen inicial por medio de una Gaussiana,

©,. Se obtiene el gradiente V(I « 0,) = <%(I* ©.), 8%([* @a)).

De este modo, la magnitud del gradiente y la direccion, 0,
vienen dados por las expresiones:

IV(Ix0,) = \/(%(I*®”>)2+(%<I*@a))2

2(I %O,
f = arctanw
5y (1% ©q)

= Supresion de no maximos. Una vez determinado el valor del
gradiente en cada punto, los contornos de la imagen esta-
ran dentro del conjunto de puntos que posean una magnitud
maxima. En este paso se pretende eliminar los “no maximos”
perpendiculares al contorno.

= Histéresis. Una forma de obtener los contornos de una ima-
gen consiste en quedarnos con aquellos puntos cuyo gradien-
te es superior a una cantidad dada. Canny utiliza dos para-
metros t, y t, llamados parametros de histéresis alto y bajo,
respectivamente. De acuerdo con estos parametros los pun-
tos se clasifican de la siguiente manera:

e Si el gradiente en el punto es superior a t,, es aceptado
inmediatamente.

e Si el gradiente en el punto es inferior a ¢,, es rechazado
de forma directa.
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e Si el valor esta comprendido entre ¢, y t,, s€ marcara de
forma temporal como posible integrante de un contorno.
Para aceptarlo, debe existir un camino de puntos mar-
cados como integrantes de un perfil desde €l hasta un
punto aceptado.

4.4
Resultados numeéricos

A continuacion mostramos los resultados obtenidos tras aplicar
los métodos anteriores a las imagenes de la figura 4.1. La imagen
Peppers es una imagen real que no posee mucha textura, la ima-
gen Geo es una imagen puramente geométrica, mientras que Geobl
es el resultado obtenido tras anadir textura a la imagen Geo.

La figura 4.2 muestra los resultados obtenidos tras aplicar los
filtros de Sobel a las imagenes test. Para ello hemos fijado un pa-
rametro 7', marcando unicamente como puntos pertenecientes a
un contorno aquellos que verifican |G| > 7. En el caso de 7' = 0, el
resultado muestra el valor del gradiente obtenido, de modo que un
tono de gris mas oscuro corresponde a un modulo del gradiente
mayor. Notar que para eliminar aquellos pixeles detectados como
contornos debido a la textura de la imagen es suficiente aumentar
el valor del parametro 7. Hemos optado por omitir los resultados
que se obtienen al aplicar los filtros de Roberts y Prewitt puesto
que estos son similares.

La figura 4.3 muestra los contornos detectados por el método de
Canny a las imagenes test. En ella podemos observar que mientras
que en la imagen Geo detecta los contornos de modo perfecto, en
las imagenes Peppers y Geobl, detecta pixeles que no pertenecen
a los perfiles debido a la textura que poseen dichas imagenes. No
obstante, estos contornos ficticios pueden ser eliminado variando
los parametros ¢, y t,.

Nuestro objetivo es utilizar la deteccion de contornos para rea-
lizar posteriormente una interpolacion especial en ellos. De este
modo nos interesa que los perfiles detectados tengan el menor gro-
sor posible para asi utilizarlas en las diferentes predicciones que
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Figura 4.1: Arriba: imdagenes Peppers y Geo. Abagjo: imagen Geobl.
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Figura 4.2: Contornos obtenidos filtros de Sobel a las imagenes Peppers,

. he o .- Y

Geo y Geobl. Parametros empleados: T' = 0, 100.
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., ﬁﬁ"‘ﬁ;ﬁ%ﬁ;&f wg,r\j\c C E\s

,t;'gi;’;-,ka PRty L’\@@h »;_:r o
Figura 4.3: De izquierda a derecha. Peppers: t, = 1,t, = 100 t, = 50,1, =
255; Geo: t, = 1,t, = 500 t, = 20,t, = 130; Geobl: t, = 1,t, = 50 t, = 20,t, =

130



4. Deteccion de contornos 123

describiremos en los capitulos 5y 6.
Los métodos anteriores presentan los siguientes inconvenien-
tes:

= En caso de poseer las imagenes poca resolucion, los perfiles
detectados mediante la aplicacion de los filtros de Roberts,
Prewitt y Sobel, son demasiado gruesos.

= El hecho de que el detector de Canny suavice previamente
la imagen, puede causar un desplazamiento de los contornos
detectados (este desplazamiento puede evitarse mediante la
deteccion multiescala de contornos, ver [35, 36, 37, 38]).

En la seccion siguiente, describiremos como utilizar los Algo-
ritmos 1.1 y 1.2 de seleccion del stencil para marcar los pixeles
susceptibles de formar parte de un perfil. Este método, sin em-
bargo, es muy sensible a la textura que posee la imagen. Con el
objetivo de no detectar “falsos perfiles”, propondremos un detector
de contornos que combinara la eleccion de stencil, junto con unos
filtros de mascara similares a los de Sobel.

4.5

Deteccion utilizando la seleccion
de stencil

Los algoritmos de seleccion de stencil 1.1 y 1.2 nos proporcio-
nan otra forma de detectar los perfiles de una imagen. Suponga-
mos que estamos en el caso uno-dimensional, y sean {f;}, las
medias de una funcién, f(z), en los intervalos I; = [x;_1, z;]|, ©; = ih,
i =0,...,n, h =1/n. Debido a que dichos algoritmos intentan se-
leccionar stencils que no posean singularidades, si los stencils de
los intervalos vecinos a [;, i.e. [;,_; y I;;+1, no contienen al intervalo
I; podemos considerar que dicho intervalo posee una singularidad.
Del mismo modo, si el unico punto en comun entre el stencilde I;
y I; es z;_;, podemos considerar que la singularidad se encuentra
en dicho punto. Por tanto si S; es el stencil elegido para el intervalo
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I; bien con los Algoritmos 1.1 o 1.2, los intervalos que contienen
singularidades pueden ser localizados con el siguiente algoritmo:

fori=1,....n
if z; Qf Sic1yY T 62 Sit1
Discontinuidad en I;
elseif S, | NS, = {z;_1}
Discontinuidad en {z;_;}
end
end

Aplicando el algoritmo anterior tensorialmente a una imagen,
obtenemos una aproximacion a los contornos de ésta. La figura
4.4 muestra el resultado de aplicar este método a las imagenes
de la figura 4.1. En ellos observamos que los perfiles son bien
detectados si la imagen es puramente geomeétrica, pero en caso
contrario detectamos demasiados “falsos contornos”.

Recordemos que nuestro objetivo es obtener un mapa de los
contornos de la imagen donde estos sean lo mas delgados posi-
bles, y ademas estén los suficientemente aislados entre si para
asegurarnos el no tomar informaciéon de otro perfil en el caso de
reconstruir una celda marcada por la deteccion.

En la siguiente seccion proponemos un mecanismo de detec-
cion que empleara una modificacion de los filtros de Sobel para
marcar los contornos relevantes, asi como para conocer también
la direcciéon dominante del perfil, y ademas emplearemos las dife-
rencias divididas de los datos para asegurarnos que lo contornos
detectados estan lo suficientemente aislados los unos de los otros.

4.6

Un método nuevo para la deteccion
de contornos

A continuacion proponemos un método para localizar los per-
files de una imagen que consta de tres fases. En primer lugar,
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s | [ e—

Figura 4.4: Celdas aisladas por los algoritmos de seleccién de stencil
Jjerarquico y no jerarquico. Arriba: Peppers. Centro: Geo. Abgjo: Geobl. Iz-
quierda: Seleccion jerarquica. Derecha: Seleccion no jerarquica.
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emplearemos las diferencias divididas de los datos para localizar
los posibles contornos. Tras esta fase, en imagenes reales, mu-
chas celdas son marcadas debido a la textura. Para descartarlas
emplearemos una modificacion de los filtros de mascara de Sobel.
Para finalizar eliminaremos aquellas celdas marcadas como inte-
grantes de algun perfil que no posean cierta “continuidad”.

Para explicar la primera fase supongamos que {f;}?_, represen-
tan las medias de una cierta funcién f(z) definida en [0, 1], en los
intervalos I; = [z; 1, x;], es decir:

[ e

donde x; =ih, i =0,...,n, nh = 1.

Nuestro objetivo es marcar el intervalo [z;_;, x;] si la discontinui-
dad se encuentra en el interior de /; y marcar los intervalos [; i,
I; si la discontinuidad se encuentra en el nodo z; ; (o proxima a
éste).

Para ello veamos que si f(z) es discontinua en z, € [z, 2;] = [,
entonces

firr = fi = O([f]) (4 1)
donde [f] = f(z]) — f(z;). En efecto, si definimos F(z) = [ f(
tenemos
fr=ti = ([ = [ pa) (4.2)
_ %(F(ziﬂ) 2P (x) + F(xi_l)). 4.3)
Si hacemos desarrollo de Taylor en z, tendremos
Fur=Fi = 3 ((F@) + @an — m) ') + O())

—2(F(a}) + (2 — a) F'(x]) + O(h?))
H(F(ag) + (@i = 2a) F'(27) + O(h2)) )
= (= m)(Faf) ~ Flap) + 0)) = O((f]).
Por otra parte, si f(z) es continua en [zy_o, 2] = Ix_1 U Ix no es
dificil probar que

fe — fr_1 = O(h) (4.4)
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Recopilando, podemos afirmar que si f(z) posee una discon-
tinuidad aislada cerca de z;,_; entonces |f; — fi_1| > max{|fi_1 —
ficol, [fice— fizsl, | fiva— fisal, | fiss— fire|} ¥y que si I; posee una discon-
tinuidad en su interior se debe verificar que |f; — fi_1| > max{|f;_1 —
ficals [ fice = fiss|} ¥ | fira = fil > méx{|fiyo — firals [fivs — firal}-

Si a las condiciones anteriores, les anadimos condiciones adi-
cionales para que entre dos intervalos marcados como suscepti-
bles de contener una discontinuidad existan al menos tres inter-
valos no marcados obtenemos nuestro algoritmo de deteccion:

Algoritmo. 4.1. Primera fase de deteccion

Cc1 = mzix{@_l — ]E'_2|, Ceey |fji_3 — ]E'_4|}

Co = méx{|fzj-2 - fij—1|7 SR |fij—4 - fzj—3|}
my = méX{|Jii—1 - ]2—2‘, ce ,_‘fi—4 - fisl}
mg = méax{|fiy1 — fil, .-+, | fira — firal}

If |fi— fisdl > a1y |finn — fil >
marcamos [r; i, 7;|
elseif |fz — fi—1| > méx{ml, m2}
marcamos [z; o, ;1| Y [Ti—1, 2]
end

Proposicion 4.1. Si con el algoritmo de deteccion anterior los
intervalos I; = [xj_1,%;] Y Lj1x = [Tj4r-1, Tj+r] han sido marcados
como susceptibles de contener una discontinuidad, con k > 1,
entonces k > 4.

Demostracion. Usaremos la siguiente notacion para diferenciar los
dos casos por los que un intervalo puede haber sido marcado:

Cl Sici < |f; — fis1|l ¥y e < |fix1 — fils
continuidad se encuentra en I,.

consideraremos que la dis-

C2 Sino, si max{m;,my} < |fi — fi_1|, consideraremos que la dis-
continuidad se encuentra en x;_;.

Supongamos que [; ha sido marcado debido a que ¢; < | fi— fial
y ¢ < |fix1 — fi|, asi tenemos:

| fiv1 — fi] > max{|fiz2 — fisals- - [fia — Fizsl} (4.5)
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En este caso, si el intervalo /;,; ha sido marcado por C1 tam-
bién, tenemos:

|ij+k - ij+k—1| > méx{|f:j+k—1 - ij+k—2|> ceey |ij+k—3 - ij+k—4|}- (4.6)

En esta situacion, si k = 2, 3,4, tenemos que (4.5) y (4.6) entran
en contradiccion, luego k > 4. Si el intervalo /;;; ha sido marcado
por C2, entonces también esta marcado I ;1 0 [j1511. Supon-
gamos que han sido marcados [, y /;;;, obteniendo entonces
(4.7),

| Fie = Finot| > méx{| fisn—1 — fisn—al - [finoa — fianosl},  (4.7)

y como consecuencia k > 4.
Supongamos ahora, que el intervalo /; ha sido marcado por C2.
Si I;_; ha sido también marcado, entonces tenemos

\fi = fimal > max{|fix1 — fil,- o | fij4a — Fizal}s (4.8)

si I;; esta marcado por C1, obtenemos (4.6), y llegando a contra-
diccion con k = 2,3y 4. Si I;4 y I, 44+ hubieran sido marcados por
C2, tenemos que se debe verificar:

| Finrr — fivnl > max{| fisn — fiznatls o [fionms — Fizeal},  (4.9)

entrando (4.9) en contradiccion con (4.8) si k = 1,2y 3. Para finali-
zar, si I; ha sido marcado por C2 y también lo ha [;,, se verifica

| fior — fil > méx{|fjsa — ficals s [fivs — fival}s (4.10)

si Ij;, esta marcado por C1 se cumplira (4.6), y por tanto k debe
ser distinto de 2,3 y 4. Si las marcadas son /;.; y ;1441 (en el caso
de ser marcadas /1 y I;4; se haria con k' = k — 1), se cumple la
relacion (4.9), la cual nos obliga a que k # 1,2, 3, 4. O

Esto nos asegura la existencia de tres intervalos no marcados
entre dos intervalos susceptibles de contener una discontinuidad,
lo cual en el caso uno dimensional, nos permite el extrapolar el
valor para un intervalo marcado a partir de tres intervalos que no
han sido marcados como susceptibles de contener alguna discon-
tinuidad.
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En caso de estar interesados de detectar los perfiles de una
imagen, aplicamos el algoritmo anterior de modo tensorial, es de-
cir, si nuestra imagen consta de n x m pixeles, {I; ;} con 1 <i <n,
1 < j < m, donde I, ; sera el valor del pixel (i,j). Para cada i €
{0,...,m}, aplicamos el algoritmo a {/;;}7.,. De este modo obtene-
mos una aproximacion a los contornos horizontales de la imagen.
Analogamente, para cada j € {1,...,m}, podemos aplicar el algo-
ritmo anterior a {/; ;}! ,, obteniendo por tanto una aproximacion
a los perfiles verticales. Nuestra primera aproximacion a los con-
tornos de la imagen estara formada por la uniéon de los contor-
nos detectados fijando primero i y posteriormente j. Notar que los
contornos diagonales de la imagen pueden ser detectados tanto al
fijar i como j. Consideraremos que el valor /;; representa la me-
dia de una cierta funcion /(z,y) definida en [0, 1] x [0, 1] en la celda
Cij = riz1, xi] X [yj—1,y;], es decir:

1 1 T Yy
L= | Tw)dudy = || 1y,
TGl e, (@i — i) (Y5 — Yj-1) Jouy Sy,

conz; =thy, 1=0,...,n, nhy, =1y y; =jhy, 7=0,...,m, mh, = 1.

Dado que normalmente las imagenes poseen cierta textura, tras
aplicar la fase anterior tenemos muchas celdas marcadas. Algunas
de estas pueden ser eliminadas aplicando los siguientes filtros de
mascara,

—1 0 1] 1 2 1
S,=1-2021],8%=|0 0 0
{—101_ -1 =2 -1

2 1 0 ] 0 1 2
Sey=11 0 —-1{,S. =|-1 0 1
0 -1 —2 | -2 -1 0

(4.11)

Asi, si la celda C;; ha sido marcada por la fase anterior como
susceptible de poseer un contorno de la imagen, llamaremos S,;; ;,
Sy:ij» Sdisiy ¥ Sd_si,; a los valores absolutos resultantes de aplicar los
filtros de mascara anteriores a dicha celda, siendo dichos valores
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los siguientes:

Seij = icijp1 + 261+ Licijo1 — Ligaje1 — 20015 — Liva i,

Syig = icijyn + 2L g1+ Liva g — Licajo1 — 2L -1 — Lipa
Sayij = Micy+ 2L+ Lijer — Lijoa — 20151 — Liya gl
Sa_sig = sy +2Lij0+ Lij1 — Lijin — 2L 501 — Lival,

de modo de que si la relacion siguiente no se verifica:
Si,j = max {Sm;m', Sy;i,j, Sd+;i,j7 Sd—;i,j} > O,5(M — m), (4.12)

donde M = max{l;;} y m = min{/;;}, 0 <i <n, 0 <j < m, consi-
deraremos que la celda habia sido marcada por causa de la textu-
ra y supondremos que por dicha celda no pasa ninguan contorno.
Ademas con los filtros anteriores también podemos determinar la
orientacion del contorno que pasa por la celda C; ;. Asisi S; ; = S,
diremos que el contorno posee orientacion vertical en dicha celda,
si S;; = Sy.;; diremos que la orientacion es vertical, y si S; ; = Sq,
o S;; = Sa_.,, diremos que la orientacion es diagonal positiva o
negativa respectivamente. Notar que la constante 0,5 que apare-
ce en (4.12) ha sido determinada empiricamente, y su mision es
controlar el namero de celdas detectadas como pertenecientes a
un contorno. Los articulos [41] y [47] muestran otras formas de
clasificar los contornos segun su orientacion.

Para finalizar con la deteccion de contornos, eliminamos aque-
llas celdas que han sido detectadas como susceptibles de formar
parte de un perfil de la imagen, pero sin embargo se encuentran
“aisladas” de otras celdas marcadas como integrantes de contor-
nos. Asi, sila celda C;; esta marcada tras las dos fases anteriores,
tomamos una ventana 5 x 5 centrada en dicha celda, de modo que
si esta ventana posee menos de tres celdas marcadas como sus-
ceptibles de contener un perfil, consideraremos que por la celda
C;; no pasa ningun contorno, y dicha celda no estara marcada al
finalizar la deteccion.

La figura 4.5 muestra el resultado de aplicar las diferentes fases
a las imagenes Peppers y Geobl. La primera fila muestra los con-
tornos detectados empleando las diferencias divididas, la segunda
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fila muestra el resultado obtenido tras aplicar los filtros de mas-
cara S;, Sy, S4, ¥ S4_, y en la ultima fila hemos eliminado aquellas
celdas marcadas en las etapas anteriores que estaban aisladas.

El algoritmo de deteccion de contornos explicado en esta sec-
cion presenta las siguientes ventajas respecto a los citados ante-
riormente. Por una parte, al aplicar la proposicion 4.1 obtenemos
unos perfiles menos gruesos que los obtenidos al aplicar los filtros
de mascara mencionados en la seccion 4.2, ademas los filtros de-
finidos en (4.11) nos permiten clasificar los pixeles pertenecientes
a los contornos en cuatros grandes bloques segun la orientacion
predominante en €stos (horizontal, vertical, diagonal positivo o ne-
gativo). Por otra parte, el hecho de no suavizar la imagen original,
como con €l detector de Canny, nos asegura una correcta localiza-
cion de los perfiles de la imagen. No obstante, el principal inconve-
niente de este algoritmo se produce al detectar contornos en ima-
genes de baja resolucion, pues el imponer condiciones para que
entre los contorno exista una separacion minima puede provocar
la eliminacion de éstos. Este algoritmo de deteccion lo aplicare-
mos en el capitulo 6 con el objetivo de realizar una interpolacion
adaptada a los contornos de la imagen, en la cual nos sera de gran
ayuda el poder clasificar los perfiles segun su orientacion.

4.7
Deteccion de contornos continuos

En esta seccion proponemos un algoritmo para la deteccion de
contornos que presentan una longitud minima. Este algoritmo de
deteccion ha sido desarrollado en colaboracion con J. Baccou y
J. Liandrat de la Universidad de Provence (Aix - Marseille I ). Los
contornos obtenidos mediante este algoritmo seran empleados en
el capitulo 5 para realizar una prediccion multidireccional depen-
diente de los contornos, y su posterior aplicacion a la compresion
de imagenes (ver [5, 13]). En esta seccion y en el capitulo 5 asumi-
mos que los datos que tenemos son valores puntuales.

La deteccion de contornos esta basada en la utilizacion de los
filtros definidos en (4.11), y se divide en tres fases:
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Aplicacion de los filtros de mascara de
Sobel

En esta primera etapa aplicamos los filtros de mascara de So-
bel S,, S,, Sq¢,, Sq_ a cada pixel de la imagen. De este modo ob-
tenemos maximos locales en aquellos pixeles que formen parte de
contornos horizontales, verticales, diagonales positivos 6 negativos
respectivamente.

Los pixeles que verifiquen la relacion (4.12) seran marcados,
obteniendo asi una matriz que nos indicara ademas de los po-
sibles pixeles pertenecientes a los perfiles de la imagen, si éstos
pertenecen a un contorno horizontal, vertical, diagonal positivo o
negativo.

Reduccion de las zonas detectadas

En la siguiente etapa, el objetivo es detectar entre los pixeles
marcados anteriormente aquellos que estén comprendidos entre
el “principio”y el “final” del contorno, reduciendo de este modo los
pixeles marcados.

Asi, si tenemos una secuencia vertical, {X,, ,, }im, <m<m,, de longi-
tud my — m;, donde todos los pixeles han sido marcados y poseen
todos una orientacion horizontal o diagonal, calcularemos las si-
guientes diferencias divididas para cada uno:

|]n,m—1 -2 In,m + In,m+1|7 my S m S ma.

De modo que si m| < m), corresponden a los dos valores de dife-
rencias maximas, reduciremos la secuencia de pixeles detectados
a {Xn,m}Tn’lSnémg

Procediendo de modo analogo, reduciriamos las secuencias de
pixeles detectados {X; }. <n<n, con orientacién vertical o diago-
nal.



134 4.7. Deteccion de contornos continuos

Eliminacion de los pixeles aislados y
encadenado

Finalmente, encadenariamos los pixeles detectados que son ve-
cinos. De modo que si una cadena esta constituida por un numero
de pixeles inferior a L., no es considerada como un contorno de la
imagen, y dichos pixeles son eliminados de nuestro mapa de con-
tornos.

Notar que tras esta ultima etapa podemos obtener una repre-
sentacion de los contornos de la imagen diferente a una matriz
formada unicamente por 1 (pixeles pertenecientes a contornos) y O
(pixeles restantes). Ya que para describir un contorno es suficien-
te con guardar las coordenadas del primer pixel, y posteriormente
una serie de direcciones que nos indican donde se encuentra el
pixel vecino que pertenece al contorno. Notar ademas, que el pa-
rametro L. puede ser modificado dependiendo de la naturaleza de
la imagen.

>

Figura 4.6: Contornos detectados para una imagen geométrica.

Las figuras 4.6 y 4.7 muestran los resultados obtenidos tras
aplicar las tres etapas de deteccion. En la imagen geométrica, obte-
nemos practicamente el mismo resultado que si aplicaramos uni-
camente los filtros de Sobel. Sin embargo en la imagen real, las
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etapas 2 y 3 de la deteccion reducen considerablemente el numero
de pixeles detectados. Notar que el parametro L. empleados en el
algoritmo de deteccion depende de la imagen a tratar.

Figura 4.7: De arriba izquierda a abajo derecha: Imagen original. Primera
etapa (pixeles detectados = 25263). Segunda etapa (pixeles detectados =
18384). Tercera etapa (pixeles detectados = 6824)
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Multirresolucion 2D no
separable para valores
puntuales

5.1
Introduccion

Los métodos basados en wavelets son unas herramientas efica-
ces para la compresion de imagenes ([36]). Por una parte, propor-
cionan algoritmos multiescala eficientes para la descomposicion y
reconstruccion de la imagen. Por otro lado, permiten una codifi-
cacion eficiente gracias a la estructura de arbol de los coeficientes
wavelet dominantes.

Sin embargo, estos métodos clasicos no consiguen resultados
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completamente satisfactorios por dos principales motivos: en pri-
mer lugar hacen uso de una descomposicion multiescala lineal y
como consecuencia no se adaptan a las propiedades locales de la
imagen (posicion de los contornos) y en segundo lugar, la aplica-
cion tensorial de la transformada wavelet, generalmente empleada,
no resulta optima para los contornos no horizontales ni verticales;
como resultado, la tasa de compresion después de un truncamien-
to no lineal de los coeficientes wavelet no resulta 6ptima (ver [36]).

Con el objetivo de salvar estas desventajas, se han realizado
trabajos recientes en los que las técnicas multiescala incorporan
la geometria de la imagen como los Bandelets [40], Contourlets
[25], etc. En este capitulo presentamos un algoritmo multiescala
adaptado a los contornos, pero que permanece lineal, al menos
parcialmente. Este trabajo [5] ha sido realizado en colaboracion
con J. Baccou y J. Liandrat de la Universidad de Provence (Mar-
seille - I). El algoritmo consta de dos etapas,

1. Una deteccion de contornos, con la que obtenemos un mapa
de puntos de segmentacion.

2. Un algoritmo multiescala lineal, multidireccional, mapa-de-
pendiente, basado en la multirresolucion de Harten.

Una parte de este capitulo, como el diseno del operador predic-
cion mapa-dependiente, ha sido desarrollada principalmente por
Jean Baccou y tambien puede ser encontrado en su tesis [13].
Para que el capitulo sea mas completo estan detallados todos los
pasos necesarios para construir el algoritmo de multirresolucion
2D no separable para valores puntuales.

La estructura del capitulo es la siguiente: en la seccion 5.2 des-
cribimos brevemente la multirresolucion de Harten uno dimensio-
nal dependiente de puntos de segmentacion y presentamos una
nueva transformada multidireccional, mapa-dependiente. En la
seccion 5.3, describimos la técnica empleada para construir el ma-
pa, basado en un simple algoritmo de deteccion de contornos. La
técnica de codificacion se presenta en la seccion 5.4. La seccion
5.5 esta dedicada a las comparaciones numeéricas entre nuestro
algoritmo, y los resultados empleando interpolacion ENO y lineal
(i.e. no adaptada a los contornos de la imagen) en términos de
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tasas de compresion y calidad de la imagen reconstruida. Para
finalizar, la secciéon 5.6 muestra las conclusiones y perspectivas
futuras.

5.2

Multirresolucion de Harten
dependiente

De ahora en adelante, consideraremos una malla uniforme X* =
{x’i, j € Z}. De este modo, para cada valor k, asociado a la escala
27", 2% se define del siguiente modo: =% = j27F.

5.2.1
Caso uno dimensional

De igual modo que en [10], [30] la multirresolucion de Harten
puede ser definida como un triplete (V*, DF™' PF ), k € Z. V) es un
espacio separable, donde k hace referencia al nivel de resolucion
y en el contexto del procesamiento de senales puede interpretarse
como un conjunto de valores discretos, f* = { ff} jez, €n el nivel de
resolucion 2%, asociados a la senal, f, definidos en toda la recta
real. D;~'y PF | son los operadores decimacion y prediccion, que
conectan dos niveles de resolucion consecutivos, K, < ... < k <
E+1<...... Knaz- El operador decimacion, D,’j_l, es un operador
lineal que va del espacio de mayor resolucion, V*, al de menor,
Vk=1. Mientras que el operador prediccion, PF |, va del espacio de
menor resolucion al de mayor.

El operador P,f_l define un esquema de subdivision ([26]) ac-
tuando entre el nivel £ — 1y k. De este modo, si escribimos:

H{F ez € Vi, (Baf*™); = D aionfi (5.1)

meZ

entonces, los coeficientes {a*7},.cz, (k,j) € Z*, pueden interpre-
tarse como los filtros de un esquema de subdivision. Si {a*7},.cz
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son independientes de f¥~!, se dice que el esquema de subdivision
es lineal y ademas estacionario (respectivamente uniforme) si los
coeficientes no dependen de k (respectivamente de j).

En general, en la multirresolucion de Harten, no es necesario
que P} | sea un operador lineal y en ese caso, el correspondiente
esquema de subdivision es no lineal.

Para cualquier senal, la discretizacion en V*, f*, puede ser sus-
tituida por la discretizacion en V*~1, f*~1 mas los coeficientes co-
rrespondientes a los detalles d*~! = {d;?_l}jez definidos del modo
siguiente: Vj € Z, di~" = fF - (P,f_lf’“‘l)j.

Iterando este proceso, podemos definir dos algoritmos multies-
cala, asociados a los niveles K, < k: el algoritmo descomposicion,

fEe { R die, L db )
y el algoritmo reconstruccion,
{fFod%, L d ) e R

En el contexto de los valores puntuales donde ff = f(j27%) y
el operador D}, consiste simplemente en tomar los valores que
ocupan la posicion par, el operador P/ se construye a partir de
una técnica interpolatoria. En este capitulo, emplearemos la inter-
polacion de Lagrange de grado fijo D. Las aproximaciones al nivel
de resolucion k£ + 1, son calculada empleando interpolantes de La-
grange, definidos a partir de los stencils asociados a cada par (k, j)
como sigue:

Algoritmo. 5.1. Cdlculo f**!

for jc Z

rk+1 _ rk

L

+1 Tk41,25—1— k4+1,25—1:Tk+1,25—-1 k

2]—1 - Zm:—lk+1,2]‘,1 Lm <_1/2> j-‘rm
end
con

r—n

l i—1,Tk i T i1—1
Lnlib+1,2j 1,Tk41,25 1(@,) R

- n:_lk+1,2j—lvn7émm -n

(5.2)
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Los enteros lj12j_1 (resp. ri41,2;-1) denotan el numero de puntos
a la izquierda (resp. derecha) del stencil empleado para la interpo-
lacion asociado al par (k,j) y a fQ";.*_ll. Dichos valores satisfacen
lh412j—1 + Trgr2j—1 = D + 1.

A partir del algoritmo 5.1 y empleando la notacion de la expre-
sion (5.1), definimos la mascara asociada al esquema de subdivi-
sion:

k2j _
ey _ ) @0 =1
a™ = Lo (5.3)
an? =0, sim # 0,
y
k,25—1 lk,2j—15Tk,2j—1 .
- A _ oy 1 = L (—1/2) S1m = _lj,2j—17 ey 251 — 1,
ak’,?j 1 — . 27?1 ; (5'4)
as,) " =0 en otro caso.

De igual modo que en [14], consideramos tres estrategias natu-
rales para definir, para cada par (k, j), los valores (l3;_1 k+1, 72j—1k+1):
la primera consiste en tomar ly; 1441 =1y roj 1441 =7 =D — 1+ 1,
donde r y [ son unos valores fijados. Esta estrategia nos conduce
a la clasica prediccion invariante por traslacion. El correspondien-
te esquema de subdivision es estacionario y uniforme (y por tanto
lineal). En el caso de que [ = r, se puede ver una correspondencia
directa entre la multirresolucion de Harten en el contexto de valo-
res puntuales (especialmente el operador prediccion) y el esquema
interpolatorio de subdivision de Deslauriers y Dubuc (ver [24]).

La segunda estrategia consiste en tomar (lo;j_1x11,72j-14+1) @
partir de una familia de puntos de segmentacion (llamada ma-
pa) definida previamente sobre la recta real. Esto nos conduce a lo
que llamaremos una prediccion mapa-dependiente, que define un
esquema de subdivision lineal pero no estacionario y no uniforme.

La tercera estrategia consiste en definir (lo;_1411,72j-14+1) de-
pendientes de f* a partir de criterios locales. Esto nos lleva a una
prediccion dependiente de los datos y a un esquema de subdivi-
sion no lineal. Un esquema interpolatorio clasico, que emplea esta
estrategia, es la interpolacion ENO (Seccion 1.2y [10, 29]). En este
caso, la seleccion del stencil se hace a partir la regularidad local
de los datos estimada a partir de las diferencias divididas.
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A partir de aqui nos concentraremos en las estrategias lineales
(estrategias 1y 2) y principalmente en la dependiente del mapa.

A continuacion proponemos la siguiente definicion de stencil,
asociado a la familia de puntos de segmentacion separados! Ss:

Definicion 5.1. (Dependencia del mapa)

Dada una familia de puntos de segmentacion Ss, un stencil
mapa-dependiente esta controlado por:

= Un triplete (D,l,r), | > 0, r > 1yl+r = D+ 1 tal que
(k2j—1,mr2i1) = (I,7) st [z}, 25, 1N S, = 0.

» Una regla para seleccionar (ly g1, 2j-1) Si [2i7), 2571 1N

J
S, # 0.

Con esta definicion, el stencil empleado para la interpolacion
queda fijado por (/,r) para cualquier punto excepto en las proximi-
dades de los puntos de segmentacion, donde se aplicara la regla
de seleccion. A continuacion, especificamos la regla de seleccion.

Bajo el supuesto de que los puntos de segmentacion estan se-
parados, entonces existe una escala en la cual cada punto de seg-
mentacion puede considerarse aislado respecta a la longitud del
stencil. En este caso, consideramos la definicion siguiente para un
unico punto de segmentacion y, correspondiente a S; = {y}.

La regla de seleccion de stencil esta disenada con el objetivo de
elegir stencils que eviten el punto de segmentacion {y,}. Asi, dado
(D,l,r), definimos la regla de seleccion del siguiente modo:

ISe dice que la familia de puntos Ss es separada si y solo si Jes; > 0 tal que
Ve,y € Ss, ¢ £y = |z —y| > esg
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g 35 _35 21 _5
0,4 16 16 16 16
5 15 5 1
S13] 16 16 % 16
1 9 9 1
S22 |~ 16 16 16

Tabla 5.1: Coeficientes del polinomio de Lagrange asociados al stencil
Si,r. Los stencils S3 1 y Ss0 se deducen por simetria.

Definicion 5.2. (Seleccion del stencil)

Para todo k € Z, el indice j, 1 se define como el tnico en-

tero verificando yo € [2f~' | "' [ Para todo k y j tal que
Yo € [22), o)t

k

. k
m Siyo € 735, 2,75, 1

[, entonces
Sij < g1 = rraj—1 = k-1 — 47} Ylkoj1 =D +1— jp_1 + 7,
Sij>jr-1 = ki1 =D+ 1+ jr1 —J Ylpojr = inflj — je—1, 1}

k

5;,_, [, entonces

g k
- Sl yO 6 [l’2jk,1—17l’

Sij<jio1 = rrojm1 = fJk-1 —Jr} Ylkgj-1 =D +1— 1+,
Sij> g1 = Thoj1 =D+ 14 ko1 —J Yl = ifj — ju—1, 1}

Las figuras 5.1 y 5.2, y la tabla 5.1 muestran esta regla de
seleccion cuando D =3, =2y r = 2.
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[=0 r=4 J/ W v/ v 9} SO,4
=1 r=3 O J/ O O 9 81’3
=2 r=2 W v \L v 9} 52_2

Figura 5.1: Posibles stencils para una interpolacion con 4 nodos. S , hace
referencia al stencil con [ nodos a la izquierda y r nodos a la derecha.

YO0

Figura 5.2: Ejemplo de seleccién de stencil a partir de la definicion 5.2.
(@ yo € [mgjk—l_z’mgjk—l_l[’ (b) yo € [xgjk—l_l’mgjk—l[

Los algoritmos mapa-dependientes de multirresolucion asocia-
dos al operador prediccion definido previamente no encajan en
aquellas familias clasicas de las que disponemos resultados ge-
nerales sobre el analisis numérico de los esquemas de subdivision
([26]). Sin embargo, una vez fijados los puntos de segmentacion,
el operador definido resulta ser lineal y no invariante por trasla-
cion. De este modo, los problemas de convergencia del esquema
de subdivision y estabilidad de la multirresolucion permanecen
relacionados. En [14] se prueba que el esquema de subdivision
definido previamente es uniformemente convergente en el espacio
funcional C(R), donde f son funciones definidas y continuas en
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R\S;, donde Sy es un conjunto no vacio de nimeros reales de mo-
do que Vx € Sp,limy, o0 f(y) = fM(x) y limy s yer f(y) = f(z) . De
un modo mas preciso, la convergencia del esquema de subdivision
viene dada por la siguiente definicion.

Definicion 5.3. (Convergencia del esquema de subdivision)
El esquema de subdivision asociado a P , se dice que es
L>-convergente si para cualquier sucesion de numeros reales

{f ]0 biez € VO, existe una funcién f € C(R) (llamada funcion limite
asociada a f°) de modo que : Ve, 3K tal que Vk > K verifica

| PEy PERS = £+ (5] koS &

| PEy PERS = £ (5) koS &

donde ||.||» representa la norma infinito.

La convergencia implica la existencia de funciones limite, sien-
do definidas como la funcién a la que converge el proceso de sub-
division empezando a partir de un unico valor no nulo (igual a 1)
en el nivel 0. Estas funciones se construyen por traslacion de un
conjunto finito de funciones de soporte compacto. De este modo,
podemos obtener, del mismo modo que en [26] por ejemplo, que el
esquema de subdivision es estable y, gracias a la linealidad, que el
esquema de multirresolucion es estable. De un modo mas preciso
esto significa:
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Definicion 5.4. (Estabilidad de la multirresolucion)

El algoritmo de descomposicion es estable respecto a la
norma || . || st

3C de modo que Vk, Y(f*, f¥), si f¥ — {fFo d%o d"'} y fF -
{fFo dlo .. di~1} | entonces,

) Ve )

IFE0 = Rl < ClFE = oIl y Ym <k, |l = d™]] < CIIfE = f¥]l.

El algoritmo de reconstruccion es estable respecto a la
norma || . || st

) e )

si{ffo,d%, . d" "} Py {fl,dl, .. d7"} — fF, entonces,

) Ve )

3C de modo que Vk > Ko, V{0, d% .. d* '}y {fEo, df, .. dF1},

1/ = fEI1 < C sup (I1£71 = f<H1 lde™ = a7 )

La cuestion de la estabilidad es crucial en caso de emplear el
esquema de multirresolucion en el contexto de compresion de se-
nales. Asi, la diferencia entre la imagen inicial y la reconstruida
después de la compresion viene controlada por las constantes de
estabilidad.

Nota 5.1. La linealidad del esquema de subdivision mapa-depen-
diente juega un papel clave para asegurar su estabilidad. No resulta
de igual modo si consideramos esquema de tipo ENO [10, 23, 29].
En dichos esquemas, el "mejor’stencil para realizar la interpola-
cion de Lagrange se obtiene a partir del calculo de las diferencias
divididas en cada nivel de resolucion de los datos reconstruidos.
Una perturbacion de los datos (como resultado del truncamiento
de los detalles) puede modificar la prediccion seleccionando dis-
tintos stencils que los iniciales y provocar inestabilidades (ver fi-
gurab.12)).
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Si no se puede garantizar la estabilidad de la multirresolucion
se debe utilizar el algoritmo de control del error [1].

5.2.2
Prediccion 2D mapa-dependiente

Consideremos los datos vienen dados en forma de matriz, i.e.
{ fi]fj}(i7j)ez2. Asi podemos construir una prediccion 2D bidireccio-
nal como una generalizacion del algoritmo 5.1. En este caso, los
puntos de segmentacion son reemplazados por curvas de segmen-
tacion las cuales a partir de intersecciones de rectas verticales y
horizontales dan lugar a puntos de segmentacion. Como conse-
cuencia de la curvatura de las curvas de segmentacion podemos
obtener puntos no aislados. En nuestro contexto, es posible la no
adaptacion en las cercanias de dichos puntos (ver Seccion 5.2.2,
prediccion bidireccional). Sin embargo, si suponemos que las cur-
vas de segmentacion son Lipstchitz a trozos, el niumero de puntos
no separados permanece acotado.

Para empezar, consideraremos que las curvas de segmentacion
vienen definidas por una familia de curvas, {C;}c;.

Prediccion bidireccional mapa dependiente

En este caso, el algoritmo 5.1 es aplicado recursivamente a las
filas y columnas de la matriz. De este modo, generalizando la no-
tacion del Seccion 5.2.1 al caso 2D, introducimos el siguiente al-
goritmo de prediccion en 2D:

Algoritmo. 5.2. Cdlculo f*!

for (i,j) € Z*

kbl 7k
24,25 = Ji,5°
N TH . —1 lH . TH A

k+1 . k+1,24,25—1 L k+1,24,25—1" k+1,24,25—1 (_1/2) k

o = - n o
21,251 n=—lfl | 5051 t,j+n’
rk+1 Tht1,2i—1,2j 1 l,‘; i Th ] 210

_ ) 1237 L +1,2i—1,25°" k+1,2i—1,25 (_1/2) k

2i—1,25 — ZLum=—1V m i+m,j’

k+1,2i—1,25
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k+1 Erl‘c/+1,2i71,2j71_1 Ll

. = _ v
2i—1,2j-1 m__lk+1,2i71,2j71
end

P I‘»c/+1,2i71,2j717T}c/+1,2i71,2j71 (_1/2)fk+1
m 214+2m,2j—1"

El superindice H (resp. V) hace referencia a stencils horizonta-
les (resp. verticales). E1 numero de nodos a la izquierda y derecha
del stencil esta en funcion de la familia de curvas de segmentacion
siguiendo la regla uno-dimensional cuando los nodos estan sepa-
rados. En caso contrario, el numero de nodos a la izquierda (resp.
derecha) es tomado a partir de un valor de referencia [ (resp. r).
Notar que en caso de que el conjunto de curvas sea vacio, la pre-
diccion bidireccional mapa-dependiente coincide con el producto
tensorial clasico [1]. En caso de asociar un mapa a una familia de
curvas de segmentacion (ver seccion 5.3) diremos que el algoritmo
de multirresolucion es mapa-dependiente.

Notar que la prediccion anterior no tiene en cuenta la orienta-
cion de las curvas. Por este hecho, introducimos una generaliza-
cion del caso 1D que incorpora una dependencia del mapa multi-
direccional.

Prediccion mapa-dependiente multidireccional

El operador prediccion mapa-dependiente multidireccional se
construye como una modificaciéon del bidireccional definido pre-
viamente, incorporando la orientacion local del mapa [13]. De es-
te modo, nos centramos en cuatro posibles direcciones para la
prediccion (una horizontal, una vertical y dos diagonales). Dado
que los valores asociados a A@tll,zj y 2’2@_1 no pueden ser facil-
mente calculados a partir de interpolacion diagonal empleando

{fF;}ijez» 1a diferencia con el algoritmo 5.2 esta en la prediccién

de los valores fyt »;—1 la cual es realizada empleando, en caso ne-

cesario, interpolaciones diagonales de acuerdo con la orientacion
del mapa (ver figura 5.3).

En la seccion 5.3 explicamos como obtenemos un mapa de pun-
tos de segmentacion para un nivel de resolucion dado, y como a
partir de este mapa obtenemos los mapas asociados a niveles de
resolucion inferiores. Supongamos ahora que disponemos de los
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. . . . s . .z . rk+1
Figura 5.3: Direccion de la prediccion para un punto del tipo f3;" 5;_;. La
linea discontinua indica la direccién empleada con la estrategia bidireccio-
nal, mientras que la linea continua indica la empleada con la prediccion
multidireccional.

mapas {map"};ms, donde

k. )1, si(z},y}) es un punto de segmentacion,
map"® (i, j) = ,
0, en caso contrario.

Nuestro objetivo es aplicar una prediccion mapa-dependiente
para comprimir imagenes. En este contexto, el mapa que con-
tiene los puntos de segmentacion representa los contornos de la
imagen. De ahora en adelante, supongamos que nuestro mapa es
ideal (es decir que los contornos estan contenidos entre dos pun-
tos de segmentacion consecutivos), y que conocemos los mapas
de los puntos de segmentacion en cada nivel de resolucion. Bajo
estos supuestos y haciendo uso de stencils formados por cuatro
nodos, veamos como obtener la prediccion para aquellos valores
cuyo stencil contiene un nodo que pertenece a un punto de seg-
mentacion.

Veamos en primer lugar como obtener los valores f2’“i72j_1 (los

valores f§i_1,2j se obtienen por el mismo procedimiento intercam-
biando j y 7).
Dado que el mapa se supone ideal, existen un numero finito de
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configuraciones posibles para los nodos marcados alrededor del
punto a predecir. En este caso las posibilidades son las siguientes:

Primer caso: map®(i,j — 1) + map*(i, j) # 2.

El segmento [z}, ,,z};] no contiene ningin contorno:

» Si map*(i,j — 1) = 0y map*(i,j) = 1, obtenemos fé?éb 1

empleando un stencil decentrado a la izquierda,

2’2"’% 1 ZLgl 1/2 zy—i—z (55)

1=—3

empleando un stencil decentrado a la derecha,

2kz+2§ 1 Z L13 1/2 Zj—i-z (56)

i=—1

La figura 5.4 muestra las dos configuraciones posibles para el
primer caso.

fF ,j S
- T
it
o o

Figura 5.4: Configuraciones posibles para el cdlculo de fé“fz; ,- Los puntos

negros representan los puntos de segmentacion.

Segundo caso: map©(i,j — 1) + map”(i, j) = 2.
En este caso necesitamos informacion del nivel £ + 1.
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° ° > ° ° ° °
—
° ° ° ° ° *
(al) (b1) \
\
\
\
\
o) o [} ¢ o o \\
\
o) o] o T~ =9 (¢} [ ¢} o] ° ° [}
° ° ° ° ° ° ° ° ° ° °
° ° ° ° ° ° ° ° o g‘( ¢}
(@a2) (b2) \
\
o ¢} [} o) o) o o ¢} o o\
\
\
o o [} o o o o o [} o ' o

Figura 5.5: Configuraciones correspondientes a map*t1(2i,2j —2) = 0 y
map®t1(2i,25) = 0. (al)-(a2) corresponde un contorno horizontal, (b1)-(b2)
a una esquina. La linea continua representa el contorno, mientras que la
flecha indica el segmento que contiene el punto a predecir.
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(al) . . (b1) . .
fi]?j—l fi]?j
fi’fj—l fzk]

el - k+1
f+ f2z+2j1

Figura 5.6: Configuraciones posibles para el caso en que map**1(2i,2j —
2) + map*t1(2i,25) = 1. (al)-(b1) map®, (a2)-(b2) map**'. La flecha indica el
sentido de prediccion.

» Simap*tt(2i,25—2)+map*tt(2i,25) = 0 (ver figura 5.5). Em-
pleando una interpolacion centrada con dos nodos nos
permite evitar el contorno, i.e.

k k
o Jigoi T fig
f2z 25—1 — 2

» Si maptt1(2i,25 — 2) + maptt(2i,25) = 1:

o Si map**t(2i,25 — 2) = 1y map**1(2i,25) = 0 (figura 5.6
(b1)-(b2)), entonces map*+1(2i,25 — 1) = 1 y por tanto
empleamos una extrapolacion decentrada a derecha,

Zkl—"% 1 ZLO4 1/2 Zj+z (57)

o Si map**(2i,25 — 2) = 0y map**1(2i,25) = 1 (figura 5.6
(al)-(a2)), entonces map*t1(2i,2j — 1) = 1 y por tanto
empleamos una extrapolacion decentrada a izquier-
da,

2kl+2§ 1= Z L40 1/2 zg-i—z (58)
i=—4

» Si map**t1(2i,25 — 2) + map*1(2i,2j5) = 2: entonces el punto
a predecir se trata de una esquina.
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Dado que el mapa de puntos de segmentacion se su-
pone ideal, una esquina s6lo puede darse en dos con-
figuraciones. La figura 5.7 muestra una configuracion,
la otra se obtiene por medio de una rotacion de angu-
lo 7. La informacion dada por el mapa en el entorno del
punto nos permite seleccionar una direccion para la pre-
diccion. Ademas, en caso de que map*™1(2i — 1,25) =0y
map*(2i + 1,25 — 2) = 0, los valores siguientes son eva-
luados:

Sp = map"™(2i,27) + map" T (2i — 1,275) +
+mapt(2i — 1,25 — 1),

S, = maptt(2i,25 — 2) + mapt(2i + 1,25 — 2) +
+maptH(2i + 1,25 — 1).

Nuestro objetivo es seleccionar el entorno mas regular,
asi si Sy > Sp (5.7) (resp. S. > Sg), emplearemos extrapo-
lacion a izquierda (resp. extrapolacion a derecha 5.6).
Del igual modo, si map"*1(2i — 1,25 — 2) = 0y map*+(2i +
1,25) = 0, evaluamos:

Sp = map™(2i,25) + map"(2i + 1,25) +
+ map™(2i 41,25 — 1),

Sy = mapt(26,25 — 2) + map®t(2i — 1,25 — 2) +
+ map™ (20 — 1,25 — 1),

y seleccionamos el entorno mas regular: si Sy > Sy, (resp.
Sp > Sg), emplearemos extrapolacion a izquierda (5.7)
(resp. extrapolacion a derecha (5.6)).

e Si el punto a predecir no pertenece a una esquina (fi-

A~

gura 5.7 (b)), f§E§_1 es calculado del siguiente modo:

k k
o _ Jgm Tl
2i,2j—1 — 5

(5.9)

Veamos ahora como obtener los valores fi 't »;—1- EN este caso,

la prediccion tiene en cuenta la orientacion de los contornos. De
nuevo se presentan dos posibilidades:
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S~ o o ° ° ° \
(a] \\\\ . . AY . .
° o\\% ° o o
(b)

Figura 5.7: Configuraciones cuando el punto a predecir estd en una es-
quina (a) o, en un contorno horizontal (b).

Primer caso: map”(2i —2,2j — 2) + map”®(2i — 2, 2j) + map*(2i — 2, 2j) +
map”(2i,2j5) # 4
La distribucion de los puntos marcados alrededor del punto
a predecir nos proporciona informaciéon sobre la orientacion
del contorno en las cercanias del punto. En este caso hay
ocho posibles configuraciones: dos corresponden a un perfil
horizontal (figura 5.8 (al)-(a2)), dos a perfiles verticales (figu-
ra 5.8 (b1)-(b2)) y cuatro a contornos diagonales (figura 5.8
(c1)-(c2)-(c3)-(c4)).
Asi, ffitlm ;1 se calcula del siguiente modo:

rk+1 rk+1

A AT o
Casos (al),(a2): fz’j.tlmj_l: zt2i=2+/ae1a;

rk+1 rk+1
. fE41 Joilo05 1t o505
Casos (b1),(b2): 2;:172],_1 _ J2i-2; 12 2i,2j—1

Pkt LRPTLY a
Casos (c1),(c2): [y, | = 222722
k41 +fk+1

Casos (03),04): 2kz't11,2j—1 _ J2 2,232 24,2j—2

Segundo caso: map®(2i—2,2j —2)+map®(2i—2,2j) +map® (2i—2, 25)+
map®(2i,25) =4 :
Dado que esta configuraciéon no proporciona informacién so-
bre la orientacion del contorno, aplicamos una prediccion bi-
direccional en direccion vertical (de igual modo que en los

valores f5;] ).
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(al) ) ) (a2) O (b1) ) O (b2) O )
(Cl) . o (C2) . . (CS) . . (C4) o .

Figura 5.8: Configuraciones posibles para la prediccion de ffitlm i1

5.3
Construccion del mapa

De ahora en adelante, consideremos imagenes de tamano 2+ma= x
2kmez |y por tanto (i, j) € {0, ..., 2kmea=1},

Supongamos también que los contornos de la imagen coinciden
con curvas de segmentacion, {C;},—1 k., y el mapa de los contornos
en el nivel de resolucion k (ver figura 5.9(a)) es una matriz binaria,
{map" (i, j) }o<ij<ox 1, de modo que map®(i,j) = 1 si la interseccién
de longitud 27*+! centrada en el punto (i27%,;27%) intersecta las
curvas de segmentacion. Es decir, map”*(i,j) = 1 siy solo si 31 <
i < K tal que C; N ([((i — 1)27%, j275); (i + 1)27%, j279)] U [(127%, (j —
1)275); (275, (j + 1)279)]) # 0.

Es evidente que un simple analisis de la matriz map* proporcio-
na los intervalos diadicos que intersectan las curvas de segmenta-
cion y por tanto determina la seleccion del stencil.

En la practica, el mapa de contornos es construido para el nivel
de resolucion maxima k,,,,. Posteriormente, a partir de map*m+= se
deduce el mapa para cualquier nivel de resolucion ky < k < k,4z-
El procedimiento para obtener los mapas de contornos de niveles
de resolucion inferior esta descrito en la Seccion 5.3.2
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& A
s I

)
-+ ]

(@) (b)

Figura 5.9: Ejemplo de mapa, la curva representa un contorno mientras
que los puntos negros pertenecen al mapa. (@) mapa en el nivel k, (b) mapa
en el nivel k — 1.

5.3.1
Construccion de map"m«

El proceso para obtener los contornos de la imagen en el nivel
de resolucion maxima esta descrito en la seccion 4.7. Este proceso
se divide en tres etapas:

= Deteccion de contornos: basicamente consiste en aplicar los
filtros de Sobel y eliminar como pixeles pertenecientes sus-
ceptibles de pertenecer a los contornos aquellos que no su-
peran un cierto umbral. Como resultado se obtienen dos ma-
trices: una es una primera aproximacion al mapa de los con-
tornos y la segunda nos proporciona informacién acerca de
la orientacion de los perfiles.

» Reduccion de la amplitud de las zonas detectadas: en esta
etapa, empleando la matriz que contiene las orientaciones de
los contornos, se reduce la amplitud de éstos.

» Eliminacion de pixeles aislados y encadenado: en esta eta-
pa rechazamos aquellos pixeles marcados que no estan in-
cluidos en un contorno de longitud minima. Para encadenar
los pixeles marcados empleamos los codigos de encadenado
NESW (North-East-South-West) [33].
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5.3.2
Mapas de contornos de distintos niveles

El siguiente procedimiento nos permite obtener el mapa del ni-
vel de resolucion k a partir del mapa del nivel de resolucion inme-
diatamente superior, £ + 1 (ver figura 5.9): para cada valor par de
i, si map**1(i,j) = 1y map**t(i,j + 1) = 1 entonces:

= Sij es par, entonces map®(, 1) =1y map*(3,2+1) = 1.
= Sij es impar, entonces map® (i, ;%) = 1y map®(4, 251) = 1.

Intercambiando ¢ y j, aplicamos posteriormente el mismo pro-
cedimiento para los valores pares de j si map**1(i, j) = 1y map* 1 (i+
1,7) = 1.

Nota 5.2. Notar que el procedimiento completo (contruccion del ma-
pay la prediccion mapa-dependiente introducida en la seccion 5.2.2)
define una multirresolucion dependiente de los datos (i.e. no lineal)
comparable con el planteamiento clasico ENO (Seccion 1.2 o [10]) o
el algoritmo mas reciente ENO-EA (Capitulo 6 o [22]). No obstante,
las principales diferencias entre este planteamiento y las técnicas
citadas anteriormente son las siguientes:

» La prediccion mapa-dependiente tiene en cuenta la orientacion
de los contornos detectados. Por tanto, la aproximacion obteni-
da en los contornos no verticales y no horizontales es mejor que
la que proporcionan los planteamientos bidireccionales (donde
la prediccion unicamente tiene en cuenta las direcciones verti-
cal y horizontal). Ver, por ejemplo, el zoom de la figura 5.11.

= Si dejamos a un lado el problema de la definicion del mapa,
el procedimiento de multirresolucion mapa-dependiente es li-
neal y por tanto estable respecto a las perturbaciones debidas
al truncamiento después de la descomposicion. Este no es el
caso de los planteamienteo basados en ENO, pues en éstos la
deteccion y la prediccion se realizan en cada nivel de resolu-
cion (ver nota 5.1)
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Sin embargo, el principal inconveniente de este procedimiente
radica en el hecho de tener que guardar la informacion contenida
en el mapa. Este punto, asi como la codificacion de la informacion
comprimida es tratado en la seccion siguiente.

5.4

Codificacion de la informacion
comprimida

La eficiencia de la codificacion esta relacionado con la natura-
leza y estructura de los datos. Los datos que debemos comprimir
son: el mapa, la imagen en baja resolucion y los coeficientes co-
rrespondientes a los detalles tras ser truncados por un parametro
¢ y posteriormente redondeados.

Haciendo uso de la tercera etapa de la construccion del mapa,
este puede guardarse mediante dos archivos. El primero, contie-
ne el principio de las cadenas y sus longitudes, mientras que el
segundo contiene las cadenas NESW que representan la direccion
que debemos seguir para ir de un pixel al siguiente.

Después, la imagen en baja resolucion, los coeficientes de los
detalles truncados y redondeados y el mapa son codificados ha-
ciendo uso el algoritmo lossless PPMZ [17] (prediction by partial
matching PPM).

5.5

Aplicaciones y comparaciones
numeéricas

A continuacion mostramos varios tests numéricos para compa-
rar los siguientes algoritmos de compresion:

MDC : algoritmo de compresion mapa-dependiente, construido con
un stencil uno dimensional de cuatro nodos y la correspon-
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diente prediccion multidireccional mapa-dependiente (ver Sec-
cion 5.2.2) asociada a la construccion del mapa basado en los
filtros de Sobel (seccion 5.3).

ENO4 : esquema ENO4 aplicado tensorialmente, con sténciles for-
mados por cuatro nodos.

LIN4 : la compresion clasica aplicada tensorialmente, aplicada
con stencies centrados formados por cuatro nodos.

En todos los algoritmos anteriores se ha aplicado el algoritmo de
codificacion PPMZ (seccion 5.4).
La comparacion se realizado en términos de :

» Tasa de compresion: definida como bpp=5%, donde N repre-

senta el numero de bits necesarios para guardar la imagen
comprimida y el denominador representa el numero de pixe-
les de la imagen original.

= Calidad de la imagen reconstruida: medida en términos del
PSNR (peak signal-to-noise ratio), definido como en la Seccion
3.4. Notar que la calidad visual de la imagen reconstruida
representa también un término importante a tener en cuenta.

5.5.1
Imagen geomeétrica

La tabla 5.2 y la figura 5.10, izquierda, muestran las tasas de
compresion, bpp, y los correspondientes PSN R obtenidos emplean-
do los tres algoritmos de compresion en el caso de una imagen
geométrica. Se puede observar que el algoritmo MDC resulta muy
eficiente para imagenes de este tipo ya que, para igual PSNR, la ta-
sa de compresion resulta diez veces menor que la tasa alcanzada
con el algoritmo LIN4. Si comparamos con la compresion ENO4,
los efectos de inestabilidad asociados a la no linealidad de ENO4
hace que los resultados obtenidos con MDC sean mucho mejores.

La calidad del método MDC para una imagen geométrica, puede
evaluarse tambien en términos de calidad visual de la imagen re-
construida (figura 5.11); podemos observar que los unicos lugares
donde la reconstruccion no es optima es en las esquina.
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nnz bytes bpp | PSNR
mapa | detalles | mapa | detalles

0 7191 0 7262 0,22 | 36,26

LIN4 0 5800 0 6162 0,19 | 34,41
0 4971 0 5293 0,16 | 32,85

0 3321 0 3542 0,11 | 29,22

0 6968 0 7163 0,22 | 32,22

ENO4 0 6201 0 6593 0,20 | 31,64
0 4668 0 5251 0,16 | 30,03

0 2286 0 2350 0,07 | 25,62

6871 198 436 539 0,030 | 53,72

MDC | 6871 143 436 429 0,026 | 49,89
6871 139 436 390 0,025 | 49,84

6871 93 436 300 0,022 | 43,38

Tabla 5.2: Imagen geométrica: coeficientes no nulos y bytes del mapa y
detalles, bits por pixel (bpp) y PSNR.

En caso de que la imagen geomeétrica sea perturbada con ruido,
el método MDC vuelve a obtener mejores resultados que LIN4 y
ENO4 (ver figura 5.10 centro). Ademas, el analisis de la calidad
de la imagen reconstruida después de truncar puede servir para
evaluar la capacidad del algoritmo para ampliar zonas cercanas
a los contornos de la imagen. Los resultados de la figura 5.12 y
la tabla 5.3 muestran que, en este contexto, MDC resulta mas
eficiente que los otros algoritmos.

5.5.2
Imagen real

La tabla 5.4 y figura 5.10 (derecha), muestran la tasa de com-
presion, bpp, y PSNR en el caso de aplicar los algoritmos a una
imagen real.

En este caso el algoritmo mapa-dependiente no resulta ser tan
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nnz bytes bpp | PSNR
mapa | detalles | mapa | detalles

0 11060 0 15501 0,47 | 35,86

LIN4 0 6116 0 10008 0,30 | 32,43
0 3873 0 6203 0,19 | 29,54

0 3234 0 5015 0,15 | 27,96

0 7611 0 13963 0,43 | 33,27

ENO4 0 59687 0 10511 0,32 | 31,55
0 3477 0 6795 0,21 | 28,15

0 2104 0 4206 0,13 | 25,92

6892 951 598 2209 0,085 | 36,21

MDC | 6892 268 998 866 0,045 | 35,16
6892 189 298 635 0,038 | 34,65

6892 161 298 549 0,035 | 34,14

Tabla 5.3: Image geométrica con ruido: coeficientes no nulos y bytes del
mapa y detalles, bits por pixel (bpp) y PSNR.

45

x——  with TPC
+ - —  with ENO
0--—0 with MDC

i
45

05

Figura 5.10: PSNR vs. bpp. Izquierda: imagen geométrica. Centro: geo-
métrica con ruido. Derecha: imagen real.
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N
M

Figura 5.11: Reconstruccion de una imagen geométrica, ky = 6, kmaz =
9. Izquierda: de arriba a abajo, LIN4, bpp=0.11 , PSNR=29.22; ENO4

bpp=.07, PSNR=25.62; MDC, bpp=0.02 and PSNR=43.38. Derecha: detalle
de las reconstrucciones.
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Figura 5.12: Reconstruccion de una imagen geométrica con ruido, ky = 6,
kmar = 9. Izquierda: de arriba a abajo, LIN4, bpp=0.15 , PSNR=27.96;

ENO4, bpp=.13 , PSNR=25.92; MDC, bpp=0.03 , PSNR=34.14. Derecha:
detalle de las reconstrucciones.
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eficiente, para igual PSNR, la tasa de compresion, bpp resulta ser
ligeramente menor que la obtenida con el algoritmo LIN4.

No obstante, se puede observar en la figura 5.13, que el esque-
ma MDC proporciona una mejor reconstruccion de los contornos
(y por tanto una mayor calidad visual de la imagen reconstruida)
incluso si el PSNR resulta ser menor que el obtenido con LIN4.
De igual modo, los resultados alcanzados con MDC resultan ser
mejores que los obtenidos con ENO4.

nnz bytes bpp | PSNR
mapa | detalles | mapa | detalles

0 5133 0 10544 | 0,32 | 28,55

LIN4 0 3972 0 8384 0,25 | 27,77
0 3099 0 6731 0,20 | 27,11

0 2450 0 5456 0,17 | 26,48

0 1948 0 4418 0,13 | 25,93

0 5742 0 11970 [ 0,36 | 28,43

ENO4 0 4463 0 9555 0,29 | 27,64
0 3531 0 7840 0,24 | 26,97

0 2450 0 6481 0,20 | 26,34

0 2293 0 5337 0,16 | 25,79

6824 4149 1181 8941 0,31 | 28,72

MDC | 6824 3115 1181 6880 0,25 | 28,02
6824 2386 1181 5467 0,20 | 27,44

6824 1838 1181 4356 0,17 | 26,92

6824 1461 1181 3603 0,15 | 26,45

Tabla 5.4: Imagen real: coeficientes no nulos y bytes del mapa y detalles,
bits por pixel (bpp) y PSNR.

Nota 5.3. El codificador PPMZ no es el codificador éptimo para los
datos transformados ya que no tiene en cuenta la estructura de
arbol de los detalles. Dicha estructura si es aprovechada por los
algoritmos EZW ([45]) o EBCOT ([46]). Con estos codificadores, ob-
tendriamos unas tasas de compresion superiores, no obstante las
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conclusiones serian las mismas respecto a las comparaciones entre
los algoritmos MDC, LIN4 y ENO4.

5.6
Conclusiones

En este capitulo, se ha presentado un algoritmo multiescala
empleando la multirresolucion de Harten. Su construccion implica
una deteccion de contornos que nos proporciona un mapa de €stos
y una prediccion mapa-dependiente multidireccional. Las ventajas
de este algoritmo son las siguientes:

» La transformada multiescala incorpora informacion sobre la
geometria de la imagen.

» Dejando a un lado la deteccion de contornos, el proceso mul-
tiescala mapa-dependiente es completamente lineal. Por tan-
to, la convergencia del esquema de subdivision asociado im-
plica la estabilidad respecto a perturbaciones.

» El mapa y la descomposicion multiescala pueden ser guarda-
dos de un modo eficiente.

Los resultados obtenidos son de dos tipos: por una parte, teo-
ricamente, el algoritmo de compresion mapa-dependiente resulta
ser optimo para comprimir imagenes regulares a trozos. Por otra
parte, las aplicaciones muestran que el algoritmo mapa-dependiente
mejora los algoritmos standards como ENO y el clasico producto
tensorial lineal, incluso en el caso de una imagen real.

Ademas de la mejora relacionada con el uso de codificadores
que aprovechan la estructura de arbol de los coeficientes, se es-
pera mejorar los resultados optimizando el proceso de deteccion
en la primera etapa de construccion del mapa e incorporando una
mayor dependencia del mapa en el proceso de prediccion.
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Figura 5.13: Reconstruccion de una imagen real, ky = 6, ke = 9. 1z-

quierda: de arriba a abagjo, LIN4, bpp=0.20 , PSNR=27.11; ENO4, bpp

PSNR=25.79; con MDC, bpp=0.15, PSNR=26.45. Derecha: detalle de las
reconstrucciones.



Multirresolucion 2D no
separable para medias
en celda

6.1
Introduccion

El uso de técnicas lineales en ampliacion de imagenes (zooming)
proporciona algoritmos rapidos y eficientes. No obstante los resul-
tados obtenidos con estas técnicas presentan resultados insatis-
factorios en los contornos de la imagen, produciendo perfiles difu-
sos al no tener en cuenta la geometria de la imagen. Un modo de
evitar la difusion de contornos es emplear técnicas interpolatorias
no lineales que eviten emplear informacion de aquellas zonas que
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contienen discontinuidades. Esta es la idea de las técnicas inter-
polatorias no lineales ENO y ENO-Subcell Resolution, con las que
se consigue reducir la difusién en los contornos ([12]). El princi-
pal inconveniente que presentan las técnicas interpolatorias ENO
y ENO-SR es que son técnicas interpolatorias uno-dimensionales,
de este modo su aplicacion en la ampliacion y compresion de ima-
genes debe realizarse de modo tensorial, produciendo un efecto
escalera en aquellos perfiles que no son de naturaleza horizontal
o vertical.

Con el objetivo de reducir el efecto escalera producido al aplicar
tensorialmente técnicas interpolatorias no lineales introducimos
un operador prediccion dos-dimensional que utiliza la geometria
de la imagen. Para ello detecta los contornos de la imagen a par-
tir de la informacion proporcionada por el uso conjunto de las
diferencias divididas de los datos y los filtros de Sobel (ver apar-
tado 4.6), y posteriormente en aquellas celdas marcadas por la
deteccion de contornos se aplica un operador prediccion dos-di-
mensional en el que calcularemos las medias en las celdas que
contienen los perfiles bajo dos supuestos: un primer caso, supo-
niendo que la imagen es constante a ambos lados del contorno, y
un segundo caso, bajo el supuesto de que a ambos lados del perfil
la imagen toma la forma de dos polinomios p;(z,y) y p2(z,y). En
[22, 39, 6]) podemos encontrar algunos resultados en la misma
linea que los presentados en en este capitulo.

La estructura del capitulo es la siguiente: la seccion 6.2 descri-
be como calculamos las aproximaciones en aquellas celdas afecta-
das por los contornos en los dos supuestos mencionados anterior -
mente. En la seccion 6.3 explicamos brevemente la deteccion de
contornos empleada (ver apartado 4.6). Finalmente, en la seccion
6.4 se explica el algoritmo de interpolacion adaptada. Los resulta-
dos numeéricos se muestran en la seccion 6.5, en ellos comparamos
los resultados obtenidos aplicando diferentes técnicas interpolato-
rias, tanto en la interpolacion como compresion de imagenes.
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6.2
Prediccion en contornos

De ahora en adelante consideraremos que nuestros datos son
el resultado de aplicar un operador discretizacion a una funciéon
f(z,y) definida sobre [0, 1] x [0, 1]. B

Supongamos que los datos que tenemos, { Z—’fj ?E':l’ representan

las medias de f(z,y) en la discretizacién {C}; f\ff:l, donde k indica
el nivel de resolucion, Cf; = [zF |, zF] x [y, 9f], y 2f = yf =n- 5,

i—17 e
nzO,...,Qk, i.e.,
= 1
ko . &
fi,j - |Czkg| /Ckf(xvy) drdy, i,j =1,...2" (6.1)

El algoritmo de deteccion de contornos que emplearemos (sec-
cion 6.3), clasifica los contornos en cuatro tipos: horizontales, ver-
ticales, diagonales positivos y diagonales negativos. Esto nos per-
mite actuar de un modo mas adecuado en cada caso. Asi suponga-
mos que Cffj es una celda que ha sido seleccionada por el algoritmo
de deteccion de contornos como perteneciente a un contorno hori-
zontal. Para aplicar nuestra prediccion, necesitamos obtener una
aproximacion local al contorno. Para ello supondremos en primer
lugar que el contorno es una linea recta y, en segundo lugar que
a ambos lados del contorno la imagen es constante, tomando €s-
ta los valores a y b a ambos lados del perfil. Bajo estos supuestos
podemos calcular la recta que aproxima al contorno en la celda
Ci’fj. Para ello calculamos los puntos ¥’ _,, y;, y;,,, siendo €stos las
intersecciones del contorno con las rectas = = zf , jor T = ak /20
r=ak jo Tespectivamente (figura 6.1). Notar que y;_,, y;, y;,, veri-
fican la siguiente relacion,
a(yf—kl — Yjen) 0 — yf—Q) = fi]ih,jﬂ + i]fl-h,j + i]fl-h,j—l ,h=-1,0,1,

(6.2)
y por tanto,

;o ( i]fi-h,j—kl + i]fi-h,j + i]fi-h,j—l) — ayﬁl +by§?’_2 h=—-1.0.1
yj—i—h = b 4 sy 1o — 74, Uy L.
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k
Yjr
S k
y‘z—l t yj
I
Y; ""r"'\
/ I I
Yjrtr-——r--- il M k
i i i Yj—1
I I I
I I I
I I I
I I I
I I I
I I I yf_Q

5 5 5
Ti—gye Li—1y2 Liy1)o

Figura 6.1: Contorno horizontal.

Calculando la recta de regresion {pxr + qy = ¢} asociada a los
puntos (o g0, 95_1)s (2 15, 95) ¥ (2},1,5,¥}+1), tendremos una apro-
ximacion al perfil en la celda Ci’fj. A efectos practicos, considerare-
mos:

a'_flk‘:“h]-i-Zy b= fz—i—hj 2 h:_laovl

Para hallar la aproximacion al perfil de la imagen en celdas
marcadas como integrantes de un contorno vertical, procederemos
analogamente con la salvedad de que en este caso nuestra aproxi-
macion estara constituida ahora por la recta de regresion asociada

alos puntos (2 1,yj+3/2) (%5, Y5 1 /2) ¥ (2541, 95, »), donde los puntos

r;_y, x; y x,,, no son mas que las intersecciones del perfil con las

rectas y = y§ 4,95 |5,y TESPECtivamente, cuyas expresiones,
suponiendo que el perfil es una linea recta y tomando los valores
de a y b a la izquierda y derecha de éste respectivamente, vendran
dadas por:

h k
, zly h+fy nt Jipn— p +axf_, — b}

Ty = P} 4l h=-1,0,1. (6.3)

Para calcular los puntos anteriores, tomaremos como a y b los
valores siguientes:
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La aproximacion para las celdas marcadas como pertenecientes
a contornos diagonales la calcularemos del mismo modo que para
las celdas de contornos horizontales.

Una vez hemos calculado una aproximacion al perfil de la ima-
gen en Cffj, estamos en condiciones de obtener una aproximacion
alas medias de f(z,y) enlas celdas C3 ., C5TY .. O3y Cof.
Para ello proponemos dos posibilidades:

Caso 1 : En este caso suponemos que la imagen es constante a
ambos lados del contorno.

Caso 2 : En este caso se supone que la imagen a ambos del con-
torno coincide con un polinomio del tipo siguiente:

> amaty™ (6.4)

0<l,m<2

6.2.1
Caso 1: Imagen constante a trozos

Supongamos que la celda Ci’fj esta marcada por contener un
perfil, si ademas suponemos que f(x,y) toma los valores ay b a
ambos lados del contorno, cona = fF, . b= fF._, sila celda ha sido
identificada como integrante de un perfil horizontal o diagonal (a =
fr 9js b= _Z-’ZFQJ si la celda pertenece a un perfil vertical). Entonces

la expresion de f(z,y) en la celda C; es la siguiente:
fC,f‘;j (z,y) = AX {pr+qy>c} T bX{p:v+qy<c}-

: s 2 rk+1 rk+1 rk+1 rk+1
De este modo la aproximacion a [y 9, 15 foi 195 Joioj1 Y faio;
puede ser calculada evaluando las siguientes integrales:

: 1
= 77 s fiex (@, y)dedy ;m =2i = 1,2i ,;n=2j—1,2j. (6.5)
k+1

m,n

Si la aproximacion al contorno en la celda Cf,j’ {px + qy = ¢},
verifica p, ¢ # 0 podemos escribir la recta como y = mx + n, siendo
m = —Lyn=2¢ deeste modo podemos calcular la media de f(z,y)
en la celda C = [z, 1] X [yo,y1], con h? = (z; — x)(y1 — yo), @ partir
de las siguientes relaciones:
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a) Simxy+n <y y mz; +n < Yo:
1/ ( ) =
02 Cf x,y)dxdy = a.

b) Si mzog +n <y y yo < may +n < yi: llamamos 7, = 2= y gy, =
mx, + n, obteniendo:

s [ ey = o (Ga=b) =)@ —ar)+ber—20) 1 =10))

c) Si mzyg+n < yoy mx; +n > y:, llamamos z; = min{®-" L1y

m 7 m
7 —n —n
Z, max{ Yo Y1

m > m J°

%/Cf(x,y)dxdy = %(%(yl_yO)(a(fl_5170)($T—$0)+b(l’1—l’r)(l'l—xl))>.

a) b) c)

Yr
/ T T z,

Figura 6.2: mzo +n < yo

d) Si yo < mzg+n <y ymr+n <y, lamamos y, = mzg+ny
r; = £-2, donde:

1

s | £ oty = o (5 =a0) =) b0 +aler o) —m).

e) Siyo <mzxog+n<uy; ¥y <mz +n <y, llamamos y, = mzy+ny
Y = mx, +n, asi:

o | Sy = 5 (5al=a0) (=) =) +00-00) 5 -10)) )
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f) Si yo < maxog+n <y y mr; +n > y:, llamamos y, = mag+ny
r, = =2, por tanto:
1 1 /1
= [ y)dady = = (5(@—0) (11=w) (a=b)+b(y1—0) (10) ).
c

d) e) f)

" " / Yr "

X Ty

Figura 6.3: yo < mxo+n < y;

i . — yn—-n — Yo—n =
g) Simzy+n>yyme +n <y, sear =42"yr =%" asila
media buscada es:

%/Cf(x,y)dxdy = %(%(yl_yO)(b(xr_xO)(xl—$0)+a($1—$l)($1—{L‘,n))).

h) Simzg+n>y1yyo <may+n <y, seax; = L2y gy, = may +n,
obteniendo:
1 1 /1
2 f(z,y)dxdy = 12 <§(y1—yr)(x1—fl)(b—a)+@(x1—xo)(yl—yo)>-
c
i) Si mxg+n >y y mzy +n > yp:, tenemos:
1
ﬁfcf(fﬂ,y)dfﬂdy =b.

Notar que en el caso p = 0, nuestra aproximacion al perfil es
y = ¢/q = k1, de modo que si k; > y;, nuestra aproximacion para la
media en la celda C sera b, si k; < 1y, la media en esta celda sera
ay, siy <k <y lamedia sera 5(a(y; — ki) + b(ki — yo))(z1 — z0).
Del mismo modo, si ¢ = 0, nuestra aproximacion al contorno de
la imagen es = = ¢/p = ko, donde si k; < 2, nuestra aproximacion
vendra dada por b, si k; > 77 nuestra aproximacion tomara el valor
de ay, si zy < ko < 2y la aproximacion vendra dada por i(yl -

yo)(a(k — xo) + b(xy — k)). ha
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9 h) I

Yr

x Ty x

Figura 6.4: mxo+n > y;

6.2.2

Caso 2: Imagen polinémica a trozos

En este caso, suponemos que f(z,y) posee la siguiente expre-
sion:

f\C,?,j (z,y) = p1(, y)X{px+quC} + pa(z, y)X{px+qy<C}v

siendo p; y p, las siguientes funciones

py) = D amr'y™, pr,y)= Y by,

0<l,m<2 0<l,m<2

donde p;(x) y p2(x) son polinomios cuya forma viene dada por la
expresion (6.4). La obtencion de éstos polinomios la explicaremos
posteriormente.

De este modo, procediendo como en el supuesto anterior cal-

cularemos la aproximaciéon a la media de f(z,y) en las celdas
k+1 k+1 k+1 k+1
Coiti0j-1> Cait19j Caiaj1 Y Cap; cOMO

1 ) ) . .
fod = 52— | fiew, (@ p)dady m = 2i — 1,20 n = 2j —1,2j.
k+1 C’nL,n ’

Estas integrales son calculadas a partir de las relaciones (6.6),
6.7y (6.8):
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1 Y1
/ / p(z,y)dydr =
xo Yo

o+t

1 mx+n
[ vewiyis
Zo Yo

(—xoy1 + To Yo — 1 Yo + 1 Y1)Cop0

(
(
(
(
(
(
(
(

+ o+

-+

_|_

+ + + +

1/221%yo — 1/220°y1 + 1/2 21%ys + 1/220°y0) 10
1/2 yole —+ 1/2 y12$1 —+ 1/2 y02.§(70 — 1/2 y12l’0)0071

1/4 1'12’3/12 — 1/4 1’12’3/02 + 1/4 1’02y02 — 1/4 $02y12)0171

1/6 2%y0> + 1/6 2%y + 1/6 20°yo® — 1/6 zo?’ylz)cll
1/6 21%y0> + 1/6 20%y0” + 1/6 21°y1° — 1/6 10°y1°)c1 2
1/3 y1*0 — 1/3 Yo’y + 1/3 Yo o + 1/3 y13931)00,2
1/321%yo + 1/321°y1 — 1/3 20°y1 + 1/3 16°yo) a0

1/9 $03y03 + 1/9 $13y13 - 1/9 Ilsyos — 1/9 $03y13)0272,

(6.6)

(—yo 21 + 1/2ma® — nwo + yoxo + nwy — 1/2mae?)coo

(1/32°m —1/22¢*n 4+ 1/22,%n

1/2x0%yo — 1/221%y9 — 1/3 xogm)cm

(=1/6 m*zo® + 1/6 m*x,® — 1/2nxe + 1/20°1,

1/2 90z — 1/2mag*n 4+ 1/2ma*n — 1/2 y02a71)co71
(=1/3z*mn — 1/42,%ye* + 1/42°n* + 1/32°mn
1/420°n® + 1/4 30%yo” — 1/8 20" m? + 1/8 11*m?) ey 1
(=1/6 2130 + 1/10 2,°m? — 1/6 25°n* + 1/6 2,°n?
1/4xg*mn + 1/42*mn — 1/1020°m? + 1/6 x03y02)0271
(1/6 20*yo® + 1/152,°m* — 1/6 29°n® + 1/6 2,°n?
1/3z:*°mn? — 1/1525°m® — 1/3 2> mn?

1/420"m?*n — 1/6 21%ye” + 1/4 21" m*n)cy o

(1/320%y0 + 1/321°n — 1/3 21%yq

1/4xy*m +1/4x*m —1/3 a:ogn)clo

(1/2mz1*n® +1/3n°v; — 1/12mPx0* — 1/2 may?n?
1/12mPz,* — 1/3mPxe*n — 1/3y° 1

1/3yo3xg — 1/3n20 +1/3 m2a713n)co72

(=1/92:%y0® +1/92:°n® — 1/9 20°n® + 1/52,°m?n
1/520°m?*n + 1/18 2,°m® + 1/9 26°yo*

1/4zg*mn? — 1/18 2,°m® 4 1/4 z14mn2)02,2, (6.7)
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T Y1
/ / p(z,y)dydr =
xo mx+n

+ 4+ + + o+

o+ o+

_|_

+ +

_|_

(1/2maxo? +y1 21 — 1/2ma® — nwy — yy 20 + no)Co 0

(1/22:%y; — 1/32°m + 1/32¢°m
1/2x0*°n — 1/220*y1 — 1/221°n)c1 0
(—1/2n2x; + 1/2n w0 + 1/6 m*2® + 1/2 9% 2,
1/2mazo*n — 1/6 m?x,® — 1/2ma*n — 1/2 y12:)30)co,1
(=1/420*y,® — 1/32°mn + 1/8 x¢*m? — 1/8 21*m?
14z %y +1/4x0°n? — 1/42,*n* +1/3 xogmn)cl,l
(=1/102:°m? — 1/6 2:°n? + 1/10 0°m? + 1/6 2¢°n?
1/6 2%y + 1/4 o mn — 1/4 21 mn — 1/6 25°y1%) o
(=1/3z*mn? + 1/3 x¢*mn® — 1/6 2,*n® + 1/15 2o°m?
1/6 zo%y® + 1/4z*m?n — 1/152,°m?
1/6 z0°n® — 1/4 2" m?n + 1/6 21%y1%)c1
(=1/32°n + 1/3x0°n + 1/42¢*'m
14z *m+1/3z%y; —1/3 x03y1)02,0
(1/12mP20* — 1/12m3z,* — 1/3m2x®n + 1/3nz,
/3y 3z + 1/3y %2, — 1/2ma*n?
1/3m?xo*n + 1/2mao®n® — 1/3n°71)co
(=1/52:°m*n — 1/92°y1® + 1/18 2°m? — 1/18 2,°m?
1/92:°n® + 1/4 g *mn? — 1/4 2, mn?
/9%y +1/920°n® + 1/520°m*n) ey a,

(6.8)

donde p(z,y) = Y gc)mes Gmx'y™. Asi si procedemos de igual mo-
do que en el caso anterior, sea C' = |9, 1] X [yo,y1], y sea la recta
y = mx + n nuestra aproximacion al perfil de la imagen (supon-
dremos p,q # 0), (71 — 70)(y1 — ¥0) = h?, ademas supongamos que
encima de dicho contorno la funcion f(z,y) toma el valor de p;(zx,y)
y debajo de éste el valor de py(z,y), entonces la media de f en las
celdas dadas por las figuras 6.2, 6.3 y 6.4 las podemos obtener
empleando las siguientes relaciones:

a) Simzg+n <yyymzrs+n<yp:

1 1 1 Y1
ﬁ/ [z, y)dedy = ﬁ/ / p1(z, y)dydaz.
C xo Yo
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b) Si mzo +n <y y yo < may +n < yi: llamamos 7 = 22y gy, =
mx, + n, obteniendo:

1 1 xy Y1 1 Y1
iz [ ety = o [ [ ndsys [ piegdsdy
C xo Yo x] mx+n
1 mx+n
+ / / p2(z, y)drdy.
Xy Yo

¢) Si mwzy+n < yoy mr; +n >y, llamamos r; = min{¥®—= -2}y
T, = max{¥L-" Yn

m 7 m

’

c.i) m > 0:

1 1 Xy Y1 Zr Y1
ﬁ/f(fﬂ,y)dfﬂdy = ﬁ(/ / pl(fc,y)dydwr/ / p1(z, y)dydx
C o Yo x] mx+n

Ty mx+n 1 Y1
+ / / p2(x,y)dyd:c+/ / p2(z, y)dydz.
1) Yo Tr Yo
c.ii) m < 0:

1 1 x] Y1 Ty mx+n
i [ ety = o[ [ v [ e s
h C h o Yo ) Yo
Xy Y1 1 Y1
+ / / pi(z, y)dydz + / / pi(z,y)dydz.
] mx+n Zr Yo

d) Si yo < mzg+n <y ymr,+n <y, lamamos y, = mzg+ny
r; = £, donde:

1 1 x] mx—+n z Y1
ﬁ/f(fc,y)dfcdy = ﬁ(/ / pz(fc,y)dydfﬁ/ / pi(z, y)dydz
C o Y0 o mz+n
1 Y1
s [ mie v
o) Yo

e) Siyg <mzo+n<y1yy <maxp+n <y, llamamos y = may+ny
Y = mxy; +n, asi:

1 1 1 Y1 1 mz+n
i [Saasay = ([0 [ wises [T pte g,
C To Yo

foits) mx+n
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f) Si yo < maxog+n <y y mr; +n > y:, llamamos y, = mag+ny
x, = £==, por tanto:

m

1 1 Ty Y1 1 Tr mx+n
i [ ety = ([ [ pegade s ([ [ pegduds
C o Yo

foits) mx+n
x1 Y1
S N A AERE)
Tr Yo

i . _ ’ Yo— Y1—n o
g) Si m’mo +zl > Y y m$‘1 +n < _yo., sea r; = mm{(T,lT} y x, =
max { L= N1 asila media buscada es:

m 7 m

g.i) m>0:

1 1 T YL Tr Y1
ﬁ/f(fc,y)dfﬂdy = ﬁ(/ / pl(fc,y)dydwr/ / pi(z,y)dydx
C o Yo x] mx+n
Ty mx+n x1 Y1
+ / / pa(z, y)dydx + / / p2(z, y)dydz).
z Yo zr  JYo
g.ii) m < 0:
1 1 x] Y1 Ty mx+n
i [ ety = o[ [ [ e s
c zo YYo xy Yo
Xy Y1 1 Y1
+ / / pi(z, y)dydzr + / / pi(z,y)dydz).
x; mx+n Zr Yo

h) Simzg+n >y yyo <may+n <y, seax = L2y y, = may +n,
obteniendo:

1 1 x] Y1 1 mx+n
i [ ety = o[ [ mwdgdes [ e s
C zo JYo xy Yo
1 Y1
+ / / pi(z, y)dydz).
x] mr+n

i) Si mazy+n >y y maz; +n > y;:, tenemos:

1 1 1 Y1
ﬁ/f(fc,y)dfcdy = ﬁ/ / pa(z,y)dydx.
C o Yo
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En los casos en el que {px + qy = ¢} tengamos p = 0 o ¢ = 0,
podemos calcular la media de f(z,y) sencillamente procediendo
como en los casos anteriores.

Los polinomios p;(x) y p2(z) los construiremos de modo que in-
terpolen las medias de la funcién f(z,y) en unos determinados
stencils 3 x 3. Los stencils que consideraremos, dependiendo de si
la celda ha sido marcada como integrante de un perfil horizontal,
vertical, diagonal positivo o negativo, podemos verlos en las figuras
6.5, 6.6, 6.7 y 6.8, respectivamente.

De este modo tenemos tres posibles stencils para construir p; (z, y)
y p2(z,y), de forma que entre las tres posibilidades elegiremos aquel

; k k k k k k
stencil {C Ck AL Cn+2 b Oty Ot oo Ongvas Criigvas Crvogya)
que haga minimo el siguiente valor:

2 1 2 1
rk
Z Z ‘ n+i+1,l4+h n+z l+h‘ Z Z n+i,l+h+1 fn—l—i,l—i—h‘ .

h=0 i=0 1=0 h=0

Figura 6.5: Posibles stencils para la construccion de pi(x,y) y p2(z,y) con
contorno horizontal. La celda central del stencil blanco representa a C'i’f e

6.2.3
Consistencia de la prediccion

Notar que a partir de la definicion de [/, y Cf; es inmediato
2k+1

ii—0» deben verificar la relacion

que los datos interpolados, {f;’; k+1
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Figura 6.6: Posibles stencils para la construccion de pi(x,y) y p2(z,y) con
contorno vertical. La celda central del stencil blanco representa a C’i’fj.

Figura 6.7: Posibles stencils para la construccion de p;(x,y) y p2(z,y) con
contorno diagonal positivo. La celda central del stencil blanco representa
acCk..

7]

Figura 6.8: Posibles stencils para la construccion de pi(x,y) y p2(z,y) con
contorno diagonal negativo. La celda central del stencil blanco representa
a C’fj.
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((2.15)):
f - (fégz—’_ll 25— 1+f2kz+2§ 1 +f§z+11 ,27 +f2kz+2§) (69)
El hecho de no tener en consideracion el valor fj al obtener
las aproximaciones en el nivel de resolucion k + 1, ’“+1h 9 j—l} hl=0,1>

en aquellas celdas afectadas por un contorno, implica que no se
verifique necesariamente (6.9). Para que los valores aproximados
sean consistentes, modificamos la prediccion de aquellas celdas
por las que pasa la aproximacion al perfil calculada previamente
del siguiente modo: sea d, ; la diferencia entre 4f; fk.y la suma de las
aproximaciones obtenidas para las celdas C’ngl c Cf’],
di,j =4 ik (f2kz+2§ f§2+11 25 f2kz+2§ 1+ f§2+11 25— 1)

Caso 1: Si la recta calculada no pasa por ninguna de las celdas
Cyth 2j_1» 1 =0, 1. Redefinimos las cuatro aproximaciones de
la siguiente forma,

~ d; ;
2162'4;%1,2]' 1= 2kz+}z2] l+ 4 h l= 0 L (610)

Caso 2: Sila recta calculada pasa por tan solo una celda, sea ésta
Ck+l < OF., modificamos la media de dicha celda:

ni,mi %,7°

fk-i-l fk-i-l + dz’,j

ni,mi ni,mi

Caso 3: Si la recta cruza dos celdas, por ejemplo C*  Ck

ni,mi’ T nz,m2

C*1, modificamos las medias correspondientes a C*+! 'y C’““ '

i, ni,mi ng,ma*

Fk+1 _ fk41 di,j [ =1.92
np,mp -~ Jng,mg 2’ o

Caso 4: Si la recta atraviesa todas las celdas excepto a C*!  mo-

ni,mi’

dificamos las medias de las celdas C};}! C CF;, (n,m) # (ny,my)

rk+1 _ k+1
fint = fit+ 2L

De este modo es inmediato comprobar que {fst! i_1}ni=01 verifican
(6.9).
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6.3
Deteccion de contornos

A continuacion describimos brevemente el procedimiento para
detectar los contornos de la imagen. En la seccion 4.6 podemos
encontrar de modo mas detallado dicho proceso.

La deteccion realizada consta de tres fases:

Diferencias divididas : A partir de las diferencias divididas de pri-
mer orden, detectamos aquellas celdas susceptibles de con-
tener un perfil.

Filtros de Sobel : Haciendo uso de los filtros de Sobel descarta-
mos aquellas celdas marcadas en la fase anterior como con-
secuencia de la textura y clasificamos las celdas en cuatro
tipos (contorno vertical, horizontal, diagonal positivo o diago-
nal negativo).

Eliminar celdas aisladas : Rechazamos aquellas celdas que son
las Ginicas marcadas en una ventana de tamano 5 x 5.

6.4
Interpolacion adaptada

Para calcular las aproximaciones de las medias de la funcion
f(z,y) en las celdas {C}*), ,._ }ni—01. tendremos en cuenta si C;
pertenece a un contorno, esta en las proximidades de un perfil o
si podemos considerar que esta lo suficientemente aislada de los
perfiles de la imagen (figura 6.9). De este modo, clasificamos las
celdas en tres tipos distintos, realizando en cada uno de ellos una
prediccion diferente:

Tipo I : Celdas pertenecientes a contornos. Las aproximaciones
son calculadas del modo descrito en la seccion 6.2, bien su-
poniendo que la imagen es constante, o bien que coincide con
un polinomio a ambos lados del perfil
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Tipo II : Celdas que no pertenecen a contornos pero existe un
contorno que cruza una ventana 3 x 3 centrada en ella. En
este caso las aproximaciones se calculan a partir de una pre-
diccion ENO 2D con stencils 3 x 3 (seccion 2.5).

Tipo III : Celdas que no pertenecen a contornos y la ventana 3 x 3
centrada en ella tampoco contiene ningun perfil. En este caso
se aplica interpolacion lineal dos-dimensional con stencils 3 x
3 centrados( ver ecuacion (2.17)).

II | II
II | II
1| III
1| III
1| III

Figura 6.9: Interpolacién empleada segun la clasificacién de la celda.
Tipo I: interpolacion adaptada a contornos. Tipo II: ENO 2D. Tipo III: Lineal
con stencils 3 x 3.

6.5
Resultados numeéricos

Los apartados 6.5.1 y 6.5.2 muestran los resultados obtenidos
al interpolar y comprimir imagenes aplicando diferentes técnicas
interpolatorias. Las técnicas interpolatorias empleadas son las si-
guientes:

LIN3 : Interpolacion lineal empleando stencils 3 x 3 (seccion 2.4).
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ENOSR : Interpolacion ENO Subcell Resolution aplicada tenso-
rialmente empleando polinomios interpoladores de grado 2.

EACT : Interpolacion adaptada tal como se ha explicado en la sec-
cion 6.4. La prediccion de las celdas tipo III (figura 6.9) se
realiza suponiendo la imagen constante a ambos lados del
contorno (Seccion 6.2.1)

EA2P : Interpolacion adaptada tal como se ha explicado en la sec-
cion 6.4. La prediccion de las celdas tipo III (figura 6.9) se
realiza suponiendo que la imagen es polinomica a trozos a
ambos lados del perfil (Seccion 6.2.2).

6.5.1
Interpolacion de imagenes

Para realizar los tests hemos considerado cuatro imagenes dis-
tintas: dos de caracter geométrico (figura 6.10) y dos reales (figura
6.13). De las diferentes imagenes test, hemos tomado ventanas
de tamano 2° x 2° y se han aplicado recursivamente las diferentes
técnicas interpolatorias hasta ampliar la ventana original en un
factor de 8, i.e. 27 x 2° pixeles. Los resultados obtenidos en inter-
polacion de imagenes han sido publicados en [6, 7] y presentados
en el congreso Cedya 2003 [9].

Imagenes geométricas

La figura 6.10 muestra las imagenes geométricas test y las ven-
tanas empleadas para realizar las pruebas numéricas. La imagen
Geoma es una imagen puramente geométrica mientras que la ima-
gen Geobl es una imagen geométrica a la que se le ha anadido
ruido.

En la figura 6.11 se puede observar que las técnicas EACT
y EA2P presentan un comportamiento similar, obteniendo unos
perfiles mas definidos que al emplear LIN3 y eliminando ademas
el efecto escalera que produce ENOSR como consecuencia de su
aplicacion tensorial.
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\W
Ma

Figura 6.10: Derecha: de arriba a abajo. Geoma, Geobl. Izquierda: venta-
nas de 64 x 64 pixeles
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Figura 6.11: Imagen Geoma. Arriba: LIN3, ENOSR. Abajo: EACT, EA2P

F

!




6. Multirresolucion 2D no separable para medias en celda 187

Al aplicar las diferentes técnicas interpolatorias a la imagen
geométrica con ruido, figura 6.12, observamos un comportamien-
to similar: EACT y EA2P reducen el efecto escalera que produce
ENOSR en la semielipse y consiguen unos contornos mas nitidos.
Notar que en este caso, EACT consigue un mejor resultado que
EA2P al ampliar la parte inferior del cuadrado.

|

Figura 6.12: Imagen Geobl. Arriba: LIN3, ENOSR. Abajo: EACT, EA2P

Imagenes reales

La figura 6.13 muestra las imagenes test y las correspondientes
ventanas de 64 x 64 pixeles.
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Figura 6.13: Derecha: de arriba a abagjo. Peppers, Camera. Izquierda:
ventanas de 64 x 64 pixeles
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Los resultados obtenidos al ampliar las imagenes Peppersy Ca-
mera (figuras 6.14 y 6.15) son similares a los obtenidos con las
imagenes geométricas. EACT y EA2P reducen la difusion produci-
da por LIN3 y el efecto escalera de ENOSR. No obstante se puede
observar que EACT produce unos artefactos en la imagen Peppers
como consecuencia de suponer la imagen constante a ambos lados
del contorno y aproximar los perfiles por lineas rectas.

Figura 6.14: Imagen Peppers. Arriba: LIN3, ENOSR. Abajo: EACT, EA2P

Las mismas conclusiones son validas para la imagen Camera.
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Figura 6.15: Imagen Camera. Arriba: LIN3, ENOSR. Abajo: EACT, EA2P
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6.5.2
Compresion de imagenes

A continuacion mostramos los resultados obtenidos al emplear
las técnicas interpolatorias LIN3, ENOSR, EACT y EA2P como ope-
radores prediccion en la multirresolucion de Harten.

Para asegurar la estabilidad de las técnicas no lineales se ha
utilizado el algoritmo de control del error ([1, 10, 11]). Los coefi-
cientes detalle correspondientes al nivel de resolucion £ han sido
cuantizados por el parametro ¢, i.e.

k
d¥. = qu(dl ;) = 2ex i
" w7 2¢, |

donde [-] no es mas que el entero obtenido por redondeo. Notar

A

que asi definidos se verifica |d; — d};| < €. Fijado el parametro de

cuantizacion para el nivel mas fino, ¢, definimos los parametros
de cuantizacion de los niveles de resolucion inferiores del siguiente
modo:

Ek/2 Si ¢, > 1/2,
€r_1 =
- 1/2 otro caso.

Los coeficientes correspondientes a la imagen en el nivel de resolu-
cion inferior mas los detalles cuantizados han sido codificados con
el algoritmo SPIHT [43] (Set Partitioning In Hierarchical Trees). En
todas las pruebas las imagenes originales son de 512 x 512 pixeles y
hemos considerado £ = 5 el nivel de resolucion inferior, i.e. 32 x 32
pixeles.

Imagen geométrica

La tabla 6.1 muestra los resultados obtenidos al aplicar los dife-
rentes tests numeéricos a la imagen geométrica Geo. En ella se pue-
de observar que los resultados obtenidos con los métodos EACT y
EA2P son mejores que los obtenidos con LIN3, tanto si compara-
mos el PSNR como si comparamos las tasas de compresion. Res-
pecto al método ENOSR, los resultados obtenidos son similares a
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los obtenidos por EACT, si bien EACT es ligeramente superior a

ENOSR.

Las figuras 6.16 y 6.17 muestran, respectivamente, las recons-
trucciones obtenidas para un PSNR similar y un detalle de éstas.
Se puede observar que EACT y EA2P reconstruye de un modo mas
exacto la circunferencia y el triangulo. Notar que la reconstruccion
de la parte superior del rectangulo hecha por EA2P no es del todo

satisfactoria.
[T [-I> [ PSNR [ Nnz | bytes | bpp
LIN3 5,04 0,47 | 54,66 | 13654 | 12394 | 0,38
7,43 0,64 | 52,01 | 12259 | 10169 | 0,31
14,19 | 1,11 | 47,23 | 9755 | 7763 | 0,24
31,39 | 2,02 | 42,04 | 7342 | 5472 | 0,17
58,67 | 3,73 | 36,74 | 3892 3354 | 0,10
ENOSR | 4,78 | 0,36 | 57,16 | 5099 | 5940 | 0,18
8,93 0,44 | 55,21 | 4127 | 4788 | 0,15
16 0,70 | 51,22 | 3418 3928 | 0,12
32,01 | 1,33 | 45,69 | 2840 2840 | 0,10
72,82 | 2,46 | 40,36 | 2213 | 2597 | 0,08
EACT | 528 | 0,35 | 57,21 | 4087 | 4890 | 0,15
8,60 | 0,43 | 55,56 | 3086 | 3854 | 0,12
15,39 | 0,64 | 52,10 | 2535 | 3190 | 0,10
31,61 | 1,20 | 46,60 | 2162 2688 | 0,08
66,45 | 2,25 | 41,11 | 1815 | 2208 | 0,07
EA2P 5,30 0,38 | 56,58 | 5419 6227 | 0,19
7,92 0,47 | 54,68 | 4136 | 4871 | 0,15
16,83 | 0,74 | 50,75 | 3305 | 3920 | 0,12
31,00 | 1,40 | 45,25 | 2673 | 3158 | 0,10
64,82 | 2,59 | 39,91 | 2275 | 2565 | 0,08

Tabla 6.1: Imagen Geo. | -
bytes y bits por pixel (bpp)

”oo’ H :

ll2, PSNR, coeficientes no nulos (Nnz),
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Figura 6.16: Reconstrucciones de Geo. Arriba: LIN3: PSNR 42,04, bpp 0,17.
ENOSR: PSNR: 40,36, bpp 0,08. Abajo: EACT: PSNR 41,11, bpp 0,07. EA2P:
PSNR 39,91, bpp 0,08.
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Figura 6.17: Detalle de la reconstruccién de Geo. Arriba: LIN3, ENOSR.
Abajo: EACT, EA2P
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Imagen real

La tabla 6.2 recoge los resultados obtenidos con la imagen real
Peppers. En ella podemos ver que los resultados obtenidos por
LIN3, en términos de PSNR, son ligeramente superiores que los
obtenidos por el resto de métodos. Lo mismo ocurre si miramos las
tasas de compresion. Los métodos ENOSR, EACT y EA2P obtienen
resultados parecidos.

|-llo | Iz | PSNR | Nnz | bytes | bpp
LIN3 | 545 | 1,26 | 46,15 | 124015 | 73102 | 2,23
943 | 2,01 | 42,12 | 80221 | 49033 | 1,50
16,41 | 3,30 | 37,78 | 42732 | 28852 | 0,38
29,77 | 5,08 | 34,04 | 20634 | 15187 | 0,46
59,91 | 7,33 | 30,86 | 10353 | 8043 | 0,25
ENOSR | 5,87 | 1,29 | 4505 | 135879 | 83947 | 2,56
8,95 | 2,08 | 41,79 | 90873 | 57785 | 1,76
1745 | 3,50 | 37,28 | 49246 | 34830 | 1,06
33,174 | 541 | 33,50 | 23916 | 18914 | 0,58
60,42 | 7,96 | 30,14 | 12047 | 10375 | 0,32
EACT | 546 | 1,26 | 46,16 | 126461 | 78956 | 2,41
8,26 | 2,01 | 42,10 | 83744 | 54578 | 1,67
17,18 | 3,34 | 37,68 | 46848 | 33756 | 1,03
35,12 | 5,23 | 33,79 | 24619 | 19364 | 0,59
62,40 | 7,88 | 30,24 | 13109 | 11023 | 0,34
EA2P | 547 | 1,26 | 46,16 | 126691 | 78855 | 2,41
9,65 | 2,01 | 42,10 | 83769 | 54355 | 1,66
16,40 | 3,35 | 37,67 | 47002 | 33729 | 1,03
32,79 | 5,24 | 33,77 | 24612 | 19384 | 0,59
64,94 | 7,92 | 30,19 | 13242 | 11193 | 0,34

Tabla 6.2: Imagen Peppers. || - ||, || - |2, PSNR, coeficientes no nulos (Nnz),
bytes y bits por pixel (bpp)

Si observamos las figuras 6.18 y 6.19, podemos ver las recons-
trucciones obtenidas para un PSNR similar y un detalle de dichas
reconstrucciones. Se puede apreciar que LIN3 presenta una mayor
difusion en los perfiles de la imagen, siendo este reducido conside-
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rablemente por el resto de métodos. Por otra parte la reconstruc-
cion de los contornos obtenida por los métodos EACT y EA2P es
mejor que la obtenida por ENOSR. Se observa también que EACT
y EA2P reduce el numero de artefactos producidos por el método
ENOSR.

Figura 6.18: Reconstrucciones de Peppers. Arriba: LIN3: PSNR 27,69, bpp
0,14. ENOSR: PSNR: 26,71, bpp 0,18. Abqgjo: EACT: PSNR 26,67, bpp 0,19.
EAZ2P: PSNR 26,56, bpp 0,19.
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Figura 6.19: Detalle de la reconstruccion de Peppers. Arriba: LIN3,
ENOSR. Abajo: EACT, EA2P
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6.6
Conclusiones

En este capitulo hemos presentado un operador prediccion dos-
dimensional que utiliza la geometria de la imagen. Para ello detecta
los contornos de la imagen a partir de la informacion proporciona-
da por el uso conjunto de las diferencias divididas de los datos y
los filtros de Sobel (ver apartado 4.6), y posteriormente en aquellas
celdas marcadas por la deteccion de contornos se aplica un opera-
dor prediccion dos-dimensional en el que calcularemos las medias
en las celdas que contienen los perfiles bajo dos supuestos: un pri-
mer caso, suponiendo que la imagen es constante a ambos lados
del contorno, y un segundo caso, bajo el supuesto de que a ambos
lados del perfil la imagen toma la forma de dos polinomios p;(z, y)
y p2(z,y). En [22, 39, 6]) podemos encontrar algunos resultados en
la misma linea que los presentados en en este capitulo.

Los resultados obtenidos al ampliar imagenes proporcionan unos
perfiles mas definidos que los obtenidos mediante técnicas lineales
o interpolacion ENO-SR, eliminando a la vez el efecto escalera ob-
tenido con ENO SR como producto de su aplicacion tensorial. Al
aplicar la prediccion para comprimir imagenes los resultados no
representan una gran mejora respecto el PSNR y la tasa de com-
presion, sin embargo si que se aprecia una mayor calidad visual
en la reconstruccion de los contornos.



Conclusiones y
perspectivas

En el presente trabajo de tesis doctoral se proponen diversas
técnicas interpolatorias con el objetivo de aplicarlas a la amplia-
cion y compresion de imagenes. Se han estudiado técnicas interpo-
latorias tanto en el contexto de interpolacion de valores puntuales,
como en el de medias en celda, aplicando en ambos casos, bien
técnicas interpolatorias uno dimensionales de modo tensorial, o
bien técnicas interpolatorias dos dimensionales.

En el contexto de interpolacion de valores puntuales, se han
propuesto diversas modificaciones de la interpolacion racional pro-
puesta por Ramponi et al. [19, 20, 21, 42]. En el Capitulo 1 se
estudian los ordenes de interpolacion de las modificaciones pro-
puestas y se comparan los resultados obtenidos con otras técni-
cas, observando como los métodos derivados de la interpolacion
racional disminuyen el fenémeno de Gibbs que se presenta en
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las discontinuidades al aplicar técnicas interpolatorias lineales. Se
observa también, en la ampliacion de imagenes, que las técnicas
propuestas reducen la difusion de los contornos propia de las téc-
nicas lineales, consiguiendo resultados comparables a los obteni-
dos por técnicas no lineales como ENO o WENO. Respecto a las
técnicas interpolatorias dos dimensionales, se proponen diversas
formas de seleccionar los stencils, asi como la implementacion de
dichas técnicas a partir de los filtros empleados por técnicas uno
dimensionales. Los resultados obtenidos por la interpolacion dos
dimensional propuesta, ENO2DT, mejoran ligeramente los resul-
tados conseguidos con la aplicacion tensorial de la técnica ENO.

En el campo de la compresion de imagenes, se comparan los
resultados al emplear las diferentes técnicas como operadores pre-
diccion en la multirresolucion de Harten. En éstos se observa como
las modificaciones de la interpolacion racional reducen la difusion
de los contornos producida por las técnicas lineales y obtienen re-
sultados similares a las técnicas no lineales con las que se compa-
ran. Ademas se propone una modificacién del algoritmo de control
del error empleado en la multirresolucion de Harten para asegu-
rar la estabilidad al emplear operadores prediccion no lineales. Al
comparar los resultados obtenidos por la modificacion del algorit-
mo de error control con el algoritmo sin modificar, se observa una
mejora en la tasa de compresion.

Respecto a la interpolacion de medias en celda, se proponen
dos modificaciones de la interpolacion racional, originalmente di-
senada para la interpolacion de valores puntuales, analizandose
en cada caso los ordenes de interpolacion alcanzados. Se observa
que al aplicarlas en la ampliacion de senales 1D, desaparece el
fenomeno de Gibbs, y en la ampliacion de imagenes, se reduce la
difusion de los contornos presentes al aplicar interpolacion lineal.
Los resultados obtenidos en la compresion de imagenes se mues-
tran en el Capitulo 3. En el caso de la imagen real, se observa una
disminucién del error en ||-||» y de la tasa de compresion al emplear
las técnicas racionales.

Con el objetivo de desarrollar técnicas interpolatorias 2D no
separables, en el Capitulo 4 se proponen dos algoritmos para la
deteccion de contornos. Dichos algoritmos son aplicados en los
Capitulos 5 y 6.
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El Capitulo 5 muestra un algoritmo 2D no separable, para el
contexto de valores puntuales. Los resultados obtenidos se com-
paran con los conseguidos al aplicar interpolacion lineal e inter-
polacion ENO. En imagenes geométricas, se consigue tanto visual-
mente como en términos de tasa de compresion una mejora sig-
nificativa respecto las otras técnicas. Al aplicar el algoritmo a una
imagen real, si bien numéricamente los resultados son similares
a los obtenidos con ENO, si que supone visualmente una mejora
respecto la interpolacion lineal y ENO.

El Capitulo 6 desarrolla un algoritmo de prediccion 2D no se-
parable, en este caso disenado para la interpolacion de medias en
celda. Se estudian dos formas diferentes de realizar la prediccion
en aquellas celdas que contienen un perfil de la imagen: la pri-
mera suponiendo la imagen constante a ambos lados del perfil, y
la segunda suponiéndola polinomica a trozos. En la ampliacion de
imagenes, se observa una disminucion del efecto escalera presente
en los contornos de la imagen al aplicar tensorialmente técnicas
uno dimensionales. Respecto a la compresion de imagenes, si bien
los resultados obtenidos, en términos de PSNR y tasa de compre-
sion, no suponen una gran mejora respecto a otras técnicas, las
reconstrucciones poseen una mayor calidad visual.

Respecto al trabajo futuro, seria interesante estudiar nuevos
pesos para las técnicas interpolatorias racionales, de modo que
la contribuciéon de los polinomios afectados por discontinuidades
fueran lo menor posible.

Por otra parte, en la modificacion del algoritmo de control del
error para valores puntuales se podria estudiar el incorporar un
proceso deteccion de contornos, para asi poder emplear la infor-
macion dada por la localizacion de los perfiles en la segunda etapa
de la prediccion, esperando obtener asi una mejora tanto en la
tasa de compresion como en el PSNR.

La extension de las aplicaciones vistas a las imagenes en color
constituiria otra posible ampliacion del trabajo, en este caso se
deberia aplicar la técnica interpolatoria deseada a los diferentes
canales de color de la imagen.
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