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Capitulo 1

Introduccion

En esta memoria abordaremos dentro del contexto de las Ecuaciones Diferenciales Ordi-
narias, aspectos relativos a la resoluciéon numérica de Problemas de Valor Inicial. En el caso
de problemas de primer orden consideraremos algunos aspectos relacionados con la resolu-
cién de problemas rigidos o de tipo Stiff y dentro de la clase de problemas de segundo orden,
consideraremos principalmente problemas de tipo oscilatorio o vibratorio provenientes de la
Ingenieria, Mecanica Clasica, Astronomia, Ondas, Mecanica Cuantica, etc. En cuanto a los
métodos numéricos a considerar nos centraremos esencialmente en aquellos de la clase Runge-
Kutta en caso de problemas de primer orden y en aquellos de tipo Runge-Kutta-Nystrom
para el caso de los problemas de segundo orden. Ademas, como queremos contemplar la op-
ci6én de que el tipo de problema a tratar pueda comportar rigidez (Stiffness), nos centraremos
principalmente en ciertas clases de métodos implicitos con buenas propiedades de estabilidad
y que posean un orden de convergencia relativamente alto. Asi para el caso de problemas
de primer orden, consideramos fundamentalmente formulas de la familias RK—Gauss , Ra-
dau y Lobatto [8, 11, 25, 57], mientras que para el caso de los problemas de segundo orden
nos centraremos esencialmente en los métodos de Gauss en versién Runge-Kutta-Nystrom
[55, 56, 76].

Los sistemas diferenciales de primer orden de tipo rigido (Stiff) describen importantes
fenémenos en las Ciencias Aplicadas, tales como [57, 66]: circuitos eléctricos, combinaciones
de reacciones violentas y suaves en Quimica Cinética, Ecuaciones de Adveccion-Difusion-
Reaccion en Ecuaciones en Derivadas Parciales, Problemas con Perturbaciones Singulares,
etc.

La clase de problema Stiff no es facil de caracterizar mediante una definicién Matematica



Capftulo 1. Introducciéon

rigurosa, sino mas bien se va pasando de la clase no-Stiff a la clase Stiff de forma gradual del
mismo modo que al contar vamos pasando de los niimeros mas pequenos a los mas grandes.
La clase de problemas en cuestién, estd mas bien relacionada con el comportamiento de los
métodos numéricos cuando se aplican sobre la clase. Asi entre los analistas numéricos un pro-
blema comporta Stiffness cuando los métodos numéricos con caracter explicito no lo integran
satisfactoriamente en comparacién con cierta clase de métodos implicitos. De un modo mas
Matematico podemos decir que los problemas de tipo Stiff, se caracterizan por admitir una
solucién suave (sin picos ni cambios bruscos) en la mayor parte del intervalo de integracién
y por amortiguar rapidamente las soluciones vecinas al perturbar las condiciones iniciales,
esto es las soluciones proximas tienden rapidamente a la solucion suave del problema, des-
pués de una fase de transicién de longitud muy pequena. Esto se suele traducir (de forma
no totalmente rigurosa) en que la matriz Jacobiana de la ecuacién variacional del problema,
posee autovalores con parte real de tamano moderado (no hay ningtin autovalor con parte
real positiva grande) y que alguno de ellos tiene parte real fuertemente negativa, para una
discusion mas detallada sobre esta clase de problemas, véase por ejemplo los capitulos 1 de
los textos [24, 57].

La mayoria de los cédigos existentes en la actualidad para la resolucién numérica de
problemas Stiff o de caracter Oscilatorio estan basados esencialmente en métodos Multipaso,

métodos de Extrapolacién o métodos de tipo Runge-Kutta.

Métodos Multipaso. Los métodos Lineales Multipaso han sido quizas los métodos mas
populares para la integracién de problemas Stiff y también para Ecuaciones Diferencia-
les Algebraicas, gracias a los trabajos de Curtiss y Hirschfelder (1952) y esencialmente
de Gear [35], quienes descubrieron las férmulas BDF (Backward Differentiation For-
mulae) y sus excelentes propiedades de estabilidad lineal, dentro de la familia de las
férmulas Lineales Multipaso. Basado en estas férmulas, Gear [35] disena el codigo
DIFSUB (1971), el cual ha sido, junto con sus sucesores, el méds popular para la inte-
gracion de problemas Stiff y Ecuaciones Diferenciales Algebraicas. Entre sus sucesores
més notables, destacamos las variantes: LSODE de Hindmarsh [59] y VODE de Brown
et al. [5]. Estos c6digos han probado ser excelentes integradores, en precisiones medias
y bajas, pero no son muy eficientes cuando el espectro de la matriz Jacobiana del
sistema diferencial esta proximo al eje imaginario, y posee componentes imaginarias
de tamano medio o significativo. Este es el caso de los problemas de sequndo orden

de tipo oscilatorio, cuyo tratamiento numérico consideraremos en profundidad en esta
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Memoria en los capitulos 3y 4.

Métodos de extrapolaciéon. Uno de los cdédigos de este tipo, pioneros para problemas Stiff
es METANI (1983) de Bader y Deuflhard [2]. El cédigo estd basado en la técnica de
Extrapolacién Local de la regla implicita del Punto Medio linealizada. También en la
década de los 90, Hairer y Wanner [57] construyeron los cédigos SODEX y SEULEX
basados en extrapolacion local de ciertas linealizaciones de las reglas implicitas del:
Punto Medio y Fuler Regresivo, respectivamente. Sin embargo estos métodos no son
muy eficientes para problemas con caracter oscilatorio y por esta razén para este tltimo
tipo de problemas, Hairer, Ngrsett and Wanner [55] construyeron en la década de los
anos 90, el cédigo ODEX2, el cual esta basado en extrapolacién local de la regla de

Stormer. Esta regla es un método explicito de orden dos.

Veremos en el capitulo 4 de esta memoria, que este codigo no es adecuado para alguna
clase de problemas de tipo vibratorio, especialmente aquellos provenientes de ciertas

FEcuaciones en Derivadas Parciales (EDP) importantes en la prdactica.

Métodos Runge—Kutta. Esta clase de métodos de un paso han sido histéricamente bas-
tante populares para la integracion de sistemas diferenciales de tipo no-stiff, debido
a la simplicidad de su programacion y a las buenas prestaciones dadas por algunas
férmulas de este tipo, desde las férmulas pioneras de Runge (1895) de orden 2 y de
Kutta (1905) con orden 4, hasta los c6digos més recientes basados en Pares Encajados
de diferentes 6rdenes (desde orden 3 hasta orden 8) dados por Fehlberg (1967) y de
Dormand-Prince (1980). Mds tarde las férmulas dadas por los tltimos autores han sido
equipadas con salidas densas maés eficientes, por Hairer et al. [55], ver también algunas
de las referencias alli dadas. Sin embargo, los métodos explicitos de esta familia no son
eficientes ni para problemas de tipo Stiff en general, ni para problemas con caracter
oscilatorio dominados por las bajas frecuencias pero poseyendo frecuencias altas no
significativas. Esto se debe a las relativamente pobres propiedades de estabilidad de
estos métodos cuando se comparan con ciertos métodos implicitos dentro de la fami-
lia Runge-Kutta, tales como los métodos de colocacién Singly-Implicit Runge-Kutta
(SIRK) dados por Burrage et al. (1980) en [7], o bien los métodos de colocacién basa-
dos en las cuadraturas de Gauss, Radau o Lobatto, véase por ejemplo [12, 57]. Estas
ultimas familias de métodos poseen ademés de excelentes propiedades de estabilidad

(son A-estables o L-estables) altos érdenes de convergencia, lo que las hace especial-
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mente atractivas para construir cddigos robustos basados en esta clase de métodos. El
principal inconveniente para su uso, es que son altamente implicitos, lo cual conlleva la
resolucién de sistemas de ecuaciones no lineales (si el problema es no lineal), a menudo

de dimensién elevada, en cada paso de la integracion.

En esta memoria, vamos a tratar con cierta extension los aspectos de resolucion de las
ecuactones de etapa de los métodos Runge-Kutta altamente implicitos. En particular,
en el capitulo 2 vamos a considerar un tipo de iteracion inspirada en los trabajos
pioneros de Butcher et al. [10, 22], para resolver las ecuaciones de etapa en el caso
de problemas de primer orden de tipo Stiff. En los capitulos 3 y 4 consideraremos la
resolucion de las ecuaciones de etapa en el caso de los problemas de sequndo orden de

cardcter oscilatorio.

A continuacién damos unas pinceladas introductorias, de los diversos aspectos a consi-
derar en la implementacién de formulas Runge-Kutta altamente implicitas en proble-

mas de tipo Stiff o de tipo Oscilatorio.

1.1. Implementacién de métodos RK en problemas de

primer orden

A efectos de realizar la integraciéon de Problemas de Valor Inicial (PVI) en sistemas

diferenciales de primer orden

y'(t)=ft,y), ylto) =y, v, fER™, tEe [ty tendl

un método Runge-Kutta de s etapas avanza la solucién numérica un tamano de paso h,

desde el punto (¢,,y,) hasta el punto (t,+1 = t, + h, y»+1) mediante la féormula
Ynt1 =yn+hib¢f(tn+cih,Yi), (1.1.1)
j=1
donde las etapas intermedias Y; se calculan mediante el sistema algebraico,
Yizyn—i-hiaijf(tn—i-cjh,}/}), i=1,...,s. (1.1.2)
j=1
La matriz A = (a;;) y el vector b = (b;) se denominan los coeficientes del método, pues el

vector ¢ de nodos, verifica Ae = ¢, para los métodos de interés, donde e = (1,...,1) € R".
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1.1. Implementacién de métodos RK en problemas de primer orden

Usando el producto de Kronecker de matrices AQ B = (a;; B), denotando por X,, = e®yp,
por I, la matriz identidad de orden m y definiendo los vectores de etapa y sus derivadas

respectivamente por

Yh= (YD), F = (F o by Y0), o £ (e, V),

S

entonces las ecuaciones (1.1.1) y (1.1.2) puede escribirse en forma méas compacta mediante
Yni1 =Yn + (0T @ L)F(Y), Y =X, +h(A® L,)FY). (1.1.3)

Puesto que f es en general no lineal, debemos resolver en cada paso de la integracién un
sistema no lineal de sm ecuaciones con otras tantas incognitas.

El procedimiento més sencillo para abordar el sistema (1.1.2) es la Iteracién Funcional
Simple, pero no siempre es el mas conveniente, ya que para el caso de problemas que com-
porten rigidez, la convergencia de la Iteraciéon Funcional Simple conlleva tamanos de paso
h excesivamente pequenos en comparacién con los que de forma natural daria el integrador
para obtener la exactitud demandada por el usuario. Sin embargo, los métodos iterativos
de tipo Newton dan resultados satisfactorios en general sin tener que reducir los tamanos
de paso en las integraciones. Un tipo de iteracion de tipo Newton que da buenos resultados
en general es la denominada Quasi-Newton (o Iteracion de Newton Modificada). Esta fue
primeramente considerada en el ano 1973 por Chipman [19] para resolver las ecuaciones de

etapa en (1.1.2), y puede expresarse en la forma siguiente,

{ (Ims = h(A@ J)) A" = D = e @y, = V" + W(A® I,,)F(Y") (1.1.4)

Y=Yk L AR E=0,1,...,
donde J ~ 8_y(t"’yn)’ es una aproximacién a la matriz Jacobiana de f en el punto actual
de integracion.

Cada paso de la iteracién (kK = 0,1,...), conlleva la solucién de un sistema lineal de
dimensién sm. Para reducir el costo computacional del sistema lineal (1.1.4) Butcher [9] y
Bickart [3] de forma independiente, explotan la estructura especial de la matriz (I,,s — h(A®
J)), introduciendo una transformaciéon de semejanza para la submatriz A. Asi, suponiendo
que la matriz A~! tenga un solo autovalor real y pares de autovalores complejos conjugados
(esta es la situacion tipica de los métodos altamente implicitos), se desacoplan los ms sistemas
lineales reales en [s/2] sistemas lineales complejos ([x] denota la parte entera del niimero real

x) de dimensién m més un sistema lineal real de dimensién m. Estos sistemas se resuelven
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1.2. Implementacién de métodos Runge-Kutta Nystrom (RKN) en problemas especiales de
segundo orden

normalmente usando factorizaciones LU y reduciendo cada sistema lineal a dos sistemas
triangulares. De esta forma cada factorizaciéon LU puede ser usada en todas las iteraciones
de un paso de integracién y también sobre distintos pasos de integracién consecutivos cuando
la convergencia es rapida y el tamafio de paso no cambia. Esta técnica es la usada en el codigo
RADAUS5 de Hairer y Wanner [57] (1990), para resolver las ecuaciones de etapa de la férmula
Runge-Kutta Radau ITA de tres etapas y orden cinco.

Por otra parte, en la buiisqueda de esquemas iterativos alternativos a la iteracién Quasi-
Newton arriba mencionada y que puedan ser mas eficientes, Cooper y Butcher [22] propu-
sieron en 1983 una iteracion, que evita el uso de aritmética compleja y que permite reducir
gastos en factorizaciones LU. A menudo estos gastos son los mas significativos en problemas

de dimensién media o elevada. Esta iteracion puede escribirse mediante la formulacién:

{ (Ims = YLy ® J)) E* = (BS™' @ Iy) D" + (L @ In) B (1.1.5)

YAl =YF 4+ (S®I,)E*, k=0,1,...,

donde la constante v > 0, las matrices B y S, y la matriz triangular inferior estricta L
son los parametros del esquema, que deben fijarse de antemano mediante algtin criterio de
optimizacién. El criterio usado por estos autores fue el de exigir que la iteracion alcanzara
una velocidad de convergencia lo més alta posible sobre ciertos problemas lineales de tipo
Stiff.

En el capitulo 2 de esta memoria, trataremos ampliamente este tipo de iteracion y dare-
mos criterios de eleccion de los parametros optimos para familias de métodos Runge-Kutta
altamente implicitos que son de gran interés y que no fueron considerados por Cooper y
Butcher [22]. Ademds introduciremos algunas variaciones en el proceso iterativo, las cuales

permiten acelerar la convergencia de forma sustancial.

1.2. Implementacion de métodos Runge-Kutta Nystrom

(RKN) en problemas especiales de segundo orden

Muchos modelos en Mecanica, Astronomia e Ingenieria vienen expresados de forma natu-
ral como Problemas de Valor Inicial asociados a sistemas diferenciales de segundo orden en

los que el campo de fuerzas involucradas no depende de las velocidades, es decir presentan

11



1.2. Implementacién de métodos Runge-Kutta Nystrom (RKN) en problemas especiales de
segundo orden

una formulacion del tipo,

{ ' = f(ty®),  tE€ [to, tend)

/ / / ~ (1.2.1)
y(to) = yo, ¥'(to) =wo, v, v, f€R™

Estos problemas se pueden transformar en sistemas diferenciales de primer orden sin mas

T

que considerar como nueva variable el vector z v,y )T, lo que hace que la dimensién del

problema se duplique, y sea expresado como

(v ,: R Ly — [V _ (w0
_<y/> F(t,z): (f(t,y))’ (to) <y/(t0)> (y())' (1.2.2)

Si aplicamos a este tltimo problema de primer orden un método RK(A,b), se obtiene

tras unas manipulaciones simples, que las férmulas de avance estan dadas por,

Yn+1 = Yn + hy; + h2 Z ij(tn + th7 Ynj)
) =t (1.2.3)
Vir = Yp T 1 Y bif (bn + c5h, Vo),

J=1

y las etapas intermedias Y,,; se calculan del sistema de ecuaciones,

Yoj = Yn + hejy), + h? Zdﬂf(tn +ah,Yu), j=1...s, (1.2.4)
=1

con
s

dij = Z CLikCij, Z_)z == Z bjaji, C; = Zaij' (125)
k=1 7j=1

j=1

Las ecuaciones (1.2.3) y (1.2.4) definen un método denominado Runge—Kutta—Nystrim
(RKN(A, ¢, b,b)), va que fue Nystrom en 1925 el primero en considerar métodos directos de
este tipo para resolver problemas de segundo orden. Estos métodos tienen ventajas compu-
tacionales para integrar el problema (1.2.1), sobre los métodos Runge-Kutta convencionales
aplicados directamente sobre el problema de primer orden equivalente (1.2.2), en virtud de
que al usar los métodos RKN se evita duplicar la dimension.

En lo sucesivo asumiremos las condiciones (1.2.5) para los métodos Runge-Kutta Nystrom
a considerar, donde se supone que la matriz A y el vector columna b son los coeficientes de un
método Runge-Kutta original. Este tipo de métodos se denominan métodos RKN inducidos

por un método Runge—Kutta, y se representan mediante la tabla de Butcher

12



1.2. Implementacién de métodos Runge-Kutta Nystrom (RKN) en problemas especiales de
segundo orden

c1 | a1 C dls

c| A
76771 = Cs C_le C_Lss
bT 51 [_)s
by bs

Las ecuaciones de avance (1.2.3) pueden escribirse en forma mds compacta

Yntl = Yn T+ hy;@ + hQ(BT ® ]m)F(Yn)a

; (1.2.6)
Ypi1 = Yo T h(OO" @ L) F(Yn),
junto con las ecuaciones de etapa (1.2.4),
Y, =e®y,+h(cy,) +h (A L,)F(Y,), (1.2.7)

vi=l, ... v, FYY,) = (fT(ta+ah,Yon), ..., fT(ta + csh, Y, ,)) € R™.

La iteracién Quasi-Newton para resolver las ecuaciones de etapa puede escribirse del

modo siguiente,
(Ims —R*(A2@ D)) (Y =Y ) =D, "y hyl), v=12,..., (1.2.8)

8_£(t"’ yn) y €l residual D(.) estd definido por

para un valor inicial dado Y,?, donde J =~
D(Z,u,v) = —Z+e@u+(c@v)+h* (A2 @ )F(Z), u,vcR™ ZcR™. (1.2.9)

Si el método inducido RKN proviene de un método Runge-Kutta SDIRK (Singly Diago-
nally Implicit RK), la iteracion Quasi-Newton permite resolver las etapas de forma secuencial
(una después de otra) en cada iteracién del proceso iterativo, con lo que se reducen bastante
los costos computacionales (denotamos esta clase de métodos por SDIRKN). Esto hace que
los métodos SDIRKN sean especialmente atractivos para la computacion, ya que entre ellos
pueden encontrarse métodos con buenas propiedades de estabilidad y 6rdenes medianamente
altos. El tipo de métodos de la clase SDIRKN fue ampliamente estudiado en la Tesis reali-
zada por I. Gémez en el ano 2002 [38], con el objetivo principal de buscar métodos de altos
ordenes en la fase y con intervalos largos de P-estabilidad. También se investigaron métodos
simétricos y simplécticos con el objetivo de buscar sub-familias candidatas a ser buenos inte-

gradores en precisiéon media, para sistemas Hamiltonianos y para problemas de vibraciones.
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1.2. Implementacién de métodos Runge-Kutta Nystrom (RKN) en problemas especiales de
segundo orden

Sin embargo, para obtener la misma precisiéon en términos del orden de convergencia, los
métodos SDIRKN requieren muchas maéas etapas internas que los métodos RKN altamente
implicitos, tales como aquellos inducidos por los RK—Gauss o Lobatto IITA en version RKN,
dados por ejemplo en [57, pp. 72-75], los cuales son también P—estables. Por esta razoén, la
buisqueda de implementaciones de bajo costo computacional para estos tultimos métodos es
una alternativa interesante y posiblemente mas eficiente que la de los métodos SDIRKN.

Los argumentos dados anteriormente nos han motivado a desarrollar en los Capitulos
3y 4 de esta Memoria, una investigacion exhaustiva encaminada a una implementacion
eficiente de los métodos de Gauss para problemas de sequndo orden. En particular, en el
Capitulo 3 nos centraremos en desarrollar esquemas iterativos eficientes, que denominare-
mos de tipo Single-Newton, para resolver las ecuaciones de etapa de los métodos de Gauss (en
version Nystréom), y obtendremos esquemas optimizados para los casos de los métodos con
2,3y 4 etapas. En el capitulo 4, seremos algo mds ambiciosos y desarrollaremos un codigo
de integracion a paso variable, que estd basado en el método de Gauss de 2 etapas y en los
procesos iterativos previamente desarrollados a efectos de resolver sus ecuaciones de etapa.
FEste cddigo estd pensado para integrar cualquier tipo de problema de sequndo orden (PVI),
independientemente de si el sistema diferencial posee rigidez o no. Mostraremos que el codigo
es especialmente til para la integracion de Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP) que
modelen fenomenos de tipo ondulatorio. En este caso, no se precisa un orden muy alto en
la integracion temporal, pues se introducen ya errores en el sistema de EDOs a ser integra-
do, debido a discretizacion en las variables espaciales de la EDP. Por tanto, un método de
orden 4 como es el de Gauss de 2 etapas, puede ser un buen candidato para la integracion
temporal del sistema de EDOs resultante. Ademds, este método posee importantes ventajas
para la integracion de problemas Hamiltonianos, pues es un método Simétrico y Simpléctico,
para mayor detalle sobre sus excelentes propiedades véase por ejemplo [56, 76]. A efectos
de desarrollar dicho codigo, trataremos en los capitulos 3 y 4, diversos detalles de sumo
interés tales como: eleccion de predictores para las iteraciones, seleccion del paso inicial de
integracion, estimadores de error local, estrategias de cambio de paso, salida densa, estima-
ciones de error global, programacion optimizada del cddigo (con una seleccion adecuada de
pardmetros usados por defecto), experimentos numéricos y comparacion con otros codigos.
El codigo ha sido programado en FORTRAN 77-90 y puede descargarse de cualquiera de los
portales [47, 50]. La version en [{7] de 2008, es mds reciente que la preliminar puesta en
2006 en el famoso portal Netlib [71].
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Capitulo 2

Aceleracion de métodos iterativos

tipo Newton para problemas Stiff

2.1. Introduccion

La implementaciéon de métodos Runge-Kutta altamente implicitos para problemas stiff
y problemas oscilatorios ha sido un tema de investigacion exhaustiva en las iltimas décadas,
entre los trabajos mds relevantes mencionamos [3, 9, 10, 12, 19, 22, 23, 34, 36, 37, 40,
41, 42, 43, 57, 65]. Cuando los métodos Runge-Kutta bajo consideracién son altamente
implicitos tales como aquellos de la familias Gauss, Radau IA, Radau ITA o Lobatto ITTA-
B-C (véase por ejemplo [57, pp. 72-76]) con s > 2 etapas internas, la matriz de coeficientes
A tiene un espectro multi-puntual con [s/2] pares de autovalores complejos conjugados y un
autovalor real en el caso que s es impar. En este caso, la iteracién de Newton simplificada
[3, 9, 57] en la forma normalmente usada (véase por ejemplo [57, pp. 121-122]) tiene el
inconveniente de requerir aritmética compleja en las factorizaciones LU. Asi, para s = 2
esto implica que el costo de la factorizacién LU es cuatro veces mayor que en el caso real.
También los sistemas lineales resultantes de las iteraciones conllevan aritmética compleja y
el costo computacional se multiplica aproximadamente por un factor de 4 con respecto al
caso real. Para s > 2 una discusion detallada acerca del costo computacional de diversas
iteraciones de tipo Newton, incluyendo la iteraciéon de Newton simplificada, puede verse en
[43, Sec.2]. Como una alternativa de la iteracién de Newton simplificada, distintos esquemas
iterativos de tipo Newton, que evitan la aritmética compleja, han sido propuestos para el

célculo secuencial de las etapas internas [10, 22, 23, 34, 37, 41, 43], y también usando la
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2.1. Introducciéon

computacién en paralelo [64, 65]. En este capitulo, nos limitaremos al célculo secuencial de
las etapas, pero en general nuestros resultados estdan pensados para acelerar la velocidad de
convergencia de una iteracion dada y aplicarla a muchas de las situaciones que aparecen en
la practica cuando el esquema iterativo converge linealmente a la solucién del problema y
el espectro de la matriz de amplificacién del error (de las iteraciones) se encuentra en algin
subconjunto conocido del plano complejo.
En el caso de los métodos Runge-Kutta con s etapas implicitas, los sistemas algebraicos
a ser resueltos en el paso actual de integracién estan dados por un sistema algebraico del
tipo,
Y=X,+h(AI)F(Y), (2.1.1)

donde A ® B = (a;;B) denota el producto de Kronecker de matrices. Hemos supuesto que

el método se aplica a sistemas diferenciales de la forma

y'(t)=f(t,y), ylto)=vo, y,fER™ tER.

En (2.1.1), YT = (Y{,...,Y.T) denota el vector de las etapas en el paso de integracién actual

t'n, — tn+1 = tn + h,
FU'Y) = (f"(ta + b, Y1), oo [ (n + ¢sh, Y2))

es el super—vector de las derivadas, h es el tamano de paso tomado, I es la matriz identidad
de dimensién apropiada y X, representa un vector conocido que normalmente es X,, = e®1,,,
e=(1,...,1) € R® pero podria diferir para algunos métodos Runge-Kutta tales como los
de la familia Lobatto IIIA.

Para resolver estas ecuaciones algebraicas en el caso de métodos implicitos de alto orden,
el tipo de iteracién propuesto por Cooper y Butcher [22] ha probado ser bastante eficiente
en la practica, ya que evita la aritmética compleja, tiene una buena ratio de convergencia y
la dimensién de los sistemas lineales a resolver es igual a la del sistema diferencial original.

Esta iteracion viene dada por la formulacion siguiente [22]:
@I —-hyl®JJA" = (BS'@)DY")+ (L®I)A”, (2.1.2)
YVt = Y4 (SeDAY, v=0,12,...,

donde D(Z) = X, — Z + h(A® [)F(Z) es el residual para el super—vector Z, J ~
Of/0y(tn,yn), B y S son s x s—matrices no-singulares , L es una s X s—matriz triangu-

lar inferior estricta y v > 0 es una constante. Cuando esta iteracion es aplicada a sistemas
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2.1. Introducciéon

diferenciales con coeficientes constantes,
v = fly) = Jy+b, (2.1.3)
no es dificil ver que los errores en las iteraciones estan dados por,
Y -Vt = M(MhJ)(Y -YY), v=0,1,2,..., (2.1.4)

donde

(hJ) = (S@I)M(hJ)(S'aI),
(hJ) = IQI—(I-L)@I—yI@h]) ' (B (I ®I—AxhJ)
A = S1AS. (2.1.5)

M
M

De (2.1.4) se sigue que,
Y -Y"=MMRHY =YY, v=12 ...,

donde Y denota el predictor o aproximacién inicial tomada para iniciar las iteraciones.

Un enfoque usado frecuentemente para seleccionar los parametros libres del esquema
(es decir, S, B, L,7), consiste en minimizar el radio espectral de M (hJ) cuando J posee
autovalores arbitrarios contenidos en la parte izquierda del plano complejo C~ := {z, Rez <
0}, ya que deseamos una velocidad de convergencia alta sobre la clase de problemas stiff.
Observe que los autovalores de M (hJ) estan dados por los autovalores de la mas simple
(s x s)-matriz

M(z)=1—((I—L)—2yI)"'B(I — zA), (2.1.6)

donde z = hA, y A varia en el espectro de J.

En [22] se da una técnica para minimizar el radio espectral p(z) de M (z), para los métodos
de dos etapas cuya matriz A es de la forma (2.1.7). luego se aplica a los métodos de Gauss
de dos etapas haciendo S = [. Cuando s > 2 y los métodos considerados son altamente
implicitos (tales como los de las familias, Gauss, Radau IA-IIA, Lobatto C), existe una
matriz S tal que S~'AS = A, donde

A=A04¢... ¢ A,

es una matriz real diagonal por bloques, y las submatrices A; pueden ser elegidas del modo

A= “° R P (2.1.7)
CLZﬂ>bZ a;
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2.1. Introducciéon

En el caso en que s es impar, el ultimo bloque es més simple y tiene la forma A, = [a,], donde
a, es el inico autovalor real de A. Butcher y Cooper [22] dan pautas precisas para obtener
buenos esquemas iterativos (matrices B, L y 7) para los métodos de Gauss con s = 2,3,4

etapas, usando las sumas directas
L=0L1®L,®..®L,, B=B ®B&®...®B,,

y eligiendo de modo apropiado las matrices L; y B; y la constante v > 0.

Una técnica de sobrerrelajacién sucesiva, consiste en la introduccién de un parametro
adecuado w es considerada también en [22]. Esto permite acelerar la convergencia de una
iteracion dada en algunos casos, principalmente cuando los autovalores de J estan sobre el
semieje real negativo o en algunos conjuntos especificos contenidos en la parte izquierda del
plano complejo.

Gladwell y Thomas [36, 37] recomiendan para problemas de segundo orden 4" (t) = f(t,y),
al comparar diversos tipos de métodos tipo Newmark, Hibridos, Multipaso, etc., la versién
RK—-Nystrom del método de Gauss de 2 etapas implementado con el esquema propuesto por
Cooper y Butcher [22] usando la técnica de sobrerrelajacién sucesiva. Este esquema estd dado

por (2.1.2) tomando S = I,

{0 0 B w w(7 —44/3)
L(?w 0)’ B(—w(l—l—w) w—w2(7—4\/§))’ (2.18)

y pardmetro de sobrerrelajacion w = 2(v/6 — 2 +1)"! y v = /3/6.

Es un hecho bien conocido que para integrar problemas stiff de primer orden, los métodos
de Gauss no son los mejores candidatos (ya que no son fuertemente A—estable, pues |R(iy)| =
1, Vy € R), sin embargo para problemas oscilatorios, problemas Hamiltonianos y problemas
de segundo orden en general y”’(t) = f(t,y), estos métodos son bastante eficientes. Esto se
debe a su relativo alto orden de convergencia y a sus buenas propiedades de estabilidad,
simetria y simplecticidad. Para problemas stiff de primer orden y para cierto tipos de DAEs
de Indices 1 y 2, asi como para problemas de Perturbaciones Singulares, otros métodos
tales como los de las familias Radau A, Radau IIA, Lobatto IITA, Lobatto IIIC, son mas
convenientes, véase por ejemplo [57]. Por este motivo dedicaremos la seccién 2.2 a dar un
proceso sistemdtico basado en el trabajo de Cooper y Butcher [22], para obtener buenos
esquemas de tipo (2.1.2) para métodos Runge-Kutta con s = 2,3 etapas implicitas, que

poseen un espectro multipuntual en su matriz de coeficientes A. Luego derivaremos esquemas
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2.2. Iteracién de Cooper y Butcher para métodos con dos y tres etapas

particulares para métodos de las familias de: Gauss, Radau IA, Radau ITA, Lobatto IIIA,
Lobatto IIIB y Lobatto ITIC. En la seccién 2.3, consideraremos la aceleracion de los esquemas
propuestos usando la informacion de las dos tltimas iteraciones dadas. De modo mas preciso,
proponemos la introducciéon de dos parametros fijos a, (3 # 0 en la iteracion original de

Cooper y Butcher (2.1.2) del siguiente modo,

@I —-hmI®JA = BBSTDDY"+a(Y —Y" ™)+ (LR I)A”,
Yyt = YV (Se DAY, v=01,2,..., (2.1.9)

comenzando con Y ' = Y? Esta nueva iteracién esta motivada por tres hechos; primero
el andlisis de convergencia sobre problemas lineales del nuevo esquema iterativo esta estre-
chamente relacionado con la convergencia de la iteracién original, esto simplifica bastante el
estudio. Segundo, la nueva iteracién puede usarse para acelerar muchas iteraciones de tipo
(2.1.2) o similares, que aparecen en la literatura, haciendo una eleccién cuidadosa de los
pardmetros o y 3 en (2.1.9). En tercer lugar, el costo computacional de la nueva iteracion
es practicamente el mismo que el de la iteracién (2.1.2), s6lo deben anadirse ms productos
extra en el caso de (2.1.9). Ademds, veremos que en problemas practicos no lineales la nueva
iteracion también acelera la convergencia de la iteracién original siempre que ésta iltima con-
verja de forma satisfactoria. Los resultados presentados aqui estan publicados esencialmente
en [45].

2.2. Iteracion de Cooper y Butcher para métodos con

dos y tres etapas

Primero, analicemos el caso de dos etapas implicitas, y luego los resultados seran aplicados

para el caso de tres etapas implicitas.

2.2.1. El caso s =2

En este caso escogemos S = I, y denotamos la correspondiente matriz Runge-Kutta para
a a
A= " ). (2.2.1)
Q21  G22
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2.2. Iteracién de Cooper y Butcher para métodos con dos y tres etapas

Entonces, segin (2.1.5) tenemos que A = A. De esta manera, haciendo
ay = tr(A) = @y + do, as = det(A),
de (2.1.5) y (2.1.6) se sigue que
I—M(z)=((I-1L)—2y)"'B(I — zA). (2.2.2)

Asumiendo por el momento que M (z) tiene un autovalor nulo, entonces de (2.2.2) tenemos

que el otro autovalor esta dado por

det(I — zA)
(I —92)2 "

La idea de Cooper y Butcher para minimizar ¢(z) en el eje imaginario cuando A es de la

o(z)=1—p p = det(B). (2.2.3)

forma (2.1.7), fue elegir 6, u y v > 0, con |4| minimo, tal que

(1+172)*
=0— . 2.24
o) =o (224
Observe que esto implicaria que |¢(z)| = |d] en el eje imaginario y por el Teorema del Médulo

Méaximo |¢p(z)| < |0] en C~. Siguiendo el enfoque de Cooper y Butcher, teniendo en cuenta
que
det(I — 2zA) =1 —tr(A)z +det(A)z? = 1 — ayz + ag2?,

de (2.2.3) y (2.2.4) deducimos que
0=1—p, 270 = pay — 27, 6y =% — nay. (2.2.5)

De aqui eliminando v y p es facil ver que ¢ satisface

(4ay — a?)6® + (8ag + 2a3)0 + (4ay — a?) = 0, (2.2.6)
y ademas que
(1 — (5)(11
= — =det(B)=1-—0. 2.2.
T Sarey M et(B) (2.2.7)

De (2.2.6) elegimos el |0] mas pequenio de las dos posibilidades resultantes y de (2.2.7) los
valores correspondientes para v y .

A continuacién, damos una condicién para asegurar que M (z) tiene un autovalor nulo
independientemente de z. Para este proposito, es suficiente exigir la existencia de un vector

constante no nulo v = (v, v2)7 tal que M(z)v = 0, Vz. En virtud de (2.2.2) esto nos lleva a
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2.2. Iteracién de Cooper y Butcher para métodos con dos y tres etapas

(I = L) —zylv=B(I — zA),

y de aqui obtenemos
(I — L)v = B, yv = BAv. (2.2.8)

Eligiendo v = e; = (1,0)7, se tiene que la matriz M(z) resulta triangular superior. En este

caso de (2.2.6)—(2.2.8) obtenemos explicitamente los coeficientes de las matrices L, B como

sigue
1 pi a1y 0 0
a _
B=| ay(1-0 au(l-o |+ I=|a0-9 | (2.2.9)
gl gl v
Ademés, la matriz M (z) = M(z) esta dada por
_ 0 _ o >
M(z) = Vi) con P(z) = bia + 2(@r +2612a22>, (2.2.10)
0 ¢(z) (1—72)

y ¢(z) satisfaciendo (2.2.4). Otras elecciones son posibles para el vector v, pero sugerimos
esta opcién ya que v = e = (0,1)7, es incompatible con el hecho que L es una matriz
triangular inferior estricta. Ademés v = e; da lugar a una matriz M(z) muy simple con
mMax, <o [1(x)| >~ max,<o |¢(z)| para los métodos de interés.

Abajo, damos las matrices B y L y los parametros ¢ y =, para los métodos de 2 etapas

implicitas méds importantes. Observe que de (2.2.9)
lop=—=bn y bn=1

en todos los casos.
Coeficientes para el método de Gauss de dos etapas.
A1 = dgs = 1/4, a10 = 1/4—+/3/6, a1 = 1/4+ /3/6,
bio =7 —4v/3, by = =2, bag = —6 + 44/3,
y=+3/6, §=—T+4V/3=—0,07179....
Observe que estos pardmetros coinciden con los dados en (2.1.8) cuando w = 1, es decir, el
caso de no considerar sobrerrelajacién.

Coeficientes para el método Radau IA de dos etapas

6112621 :1/4, 6_112:—1/4, @22:5/12,
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2.2. Iteracién de Cooper y Butcher para métodos con dos y tres etapas

bia = —14+2v6/3, by =16 —32/V/3, by = —3+3V6/2,
v =1/6, §=—5+2v6=—0,10102... .
Coeficientes para el método Radau IlA de dos etapas
aj; =5/12, app = —1/12, a9 =3/4, ax =1/4,
bio = (=54 2v6)/9, by =3—3V6/2, by =—5+5V6/2,
v =1/6, §=—5+2v6=—-0,10102... .
Coeficientes para el método Lobatto IlIA de tres etapas
Ya que la primera etapa es explicita, los coeficientes con nuestra notaciéon estan dados por,
a1 =1/3, a;p=-1/24, a9 =2/3, axw =1/6,
bio=—1/24+V3/4, by =3-3V6/2, by =-8+16V3,
v=+3/6, 6= —T4+4V/3=—0,07179....
Coeficientes para el método Lobatto IlIB de tres etapas
Ya que la tercera etapa es combinacion lineal de Y] y Y5, los coeficientes para las etapas
implicitas estan dados por,
aj; = ag = 1/6, a;p=—1/6, ag =1/3,
big = —1 4+ /3, by = 4 — 8//3, byy = —4 + 8v/3,
v =+/3/6, §=—T+4V3=—-0,071796... .
Coeficientes para el método Lobatto IIIC de tres etapas
Ay = Qg = Gy = 1/2, app = —1/2,
bio = —1+V2, by = 2 — 2V/2, by = —2+ 2V/2,
v =2/2, §=—-3+4+2V2=—-017157....

2.2.2. El caso de 3 etapas implicitas (s = 3)

Aplicando una transformacién apropiada de semejanza (matriz S) a la matriz original A

(correspondiente a las etapas internas) obtenemos que
STTAS = A, @ [As], (2.2.11)

donde A; es una matriz de dimensién dos v A3 es el autovalor real de la matriz original A.

En este caso nuestra eleccién para las matrices B y L viene dada por

B = By @ [bs], L=1L,&|0], (2.2.12)
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2.2. Iteracién de Cooper y Butcher para métodos con dos y tres etapas

y tendremos en cuenta los resultados anteriores para el caso de s = 2. Asi, By, L1 y 7 se
obtienen como se indica en (2.2.9) con A; reemplazando a A en (2.2.1), § se calcula de (2.2.6)
(la raiz més pequena en médulo) y v es dado por (2.2.7).

Ahora, segin (2.1.6) la matriz de amplificacién estd dada por

M(z) = Mi(2) & [ms(2)],

Mi(z) = I—((I—Li)—2vD)7"'Bi(I — zA),
ms(z) = 1—"0b3(1 —v2)"1(1—2\3).

La eleccién de la constante by en (2.2.12) se hard como se explica a continuacién. En

(2.2.13)

virtud de que el pardmetro ¢ resulta ser negativo para los métodos considerados (Gauss,

Radau, Lobatto), entonces estamos interesados en que se verifique
d<mz(z) <0, VzeR™, (2.2.14)

ya que en esta situacién, la iteracién resultante puede ser acelerada de manera més eficaz
segliin veremos en la proxima seccién. Puesto que estos métodos verifican que A3 > v, entonces

proponemos tomar bz tal que m3(0) =1 — b3 = 0. De este modo se sigue que
by = 1. (2.2.15)
Observe que con esta eleccién se satisface (2.2.14) siempre que
1—X3/y >4 (2.2.16)

La condicion (2.2.16) se cumple para los métodos de las familias Gauss, Radau y Lobatto.
A continuacién daremos los coeficientes (con 16 cifras significativas) para los métodos
Runge-Kutta de tres etapas implicitas. Se puede observar que como en el caso de dos etapas

implicitas también aqui se tiene que :
oy ==by y bun=1

= Gauss de tres etapas

5 2 V15 5 /15
36 9 15 36 30
A V15 2 5 _ V15
A 36 T 21 9 36 24 |
5 . V15 2 | V15 5
%173 071 1 36
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1 —0,4005025672960664 0
B =10,8010051345921328  0,8395976935892598 0 |,
0 0 1

—0,045611384659161056  0,04414658392664155  0,07215185205520017
S =1 —0,13958959990794589 —0,13958959990794589 0,1188325787412779 | ,
1 —0,2440147553957837 1

v = 0,1967310073266746, 0 = —0,1604023064107402.

= Radau IIA de tres etapas

88—7/6 296—169v6  —2+3v6

360 1800 225
A — | 296+169v6  88+7v6  —2-316
1800 360 225 ’
16—v6 16+6 1
36 36 9
1 —0,4524329709908831 0
B = 10,9048659419817663  0,7953044067603627 0 | ,
0 0 1

—0,1412552950209542 —0,030029194105147424 0,09443876248897524
S =1 0,2041293522937999 0,3829421127572619 0,2502131229653333 | ,
1 0 1

v = 0,2462327575264407, 0 = —0,2046955932396373.

= Lobatto IlIA de cuatro etapas

Ya que para este método la primera etapa es explicita, tenemos que:

25—5 25—13v5 —1+v5

120 120 120
A= | 25413v6 2545 —1-5
120 120 120 ’
5 5 1
12 12 12
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—0,07776129960563076 0,006043307469475509 0,05303036326129938
S = 0,2193839918662961 0,3198765142300936

0,2637242522173698
1 0

1

?

v = 0,1967310073266746, 0 = —0,1604023064107402.

La matriz B para este método coincide con la matriz B del Gauss de tres etapas.

= Lobatto IIC de tres etapas

|
Il
D= D= O
—
i Blor ol
oy Ol
o

1
B =] 1,065202652449187
0

—0,5326013262245936 0
0,7163358273038041 0

Y

0 1
—0,6027050205505142 —0,4309321229203226 0,4554100411010285
S =1 0,1775508472321798  0,5194499080011395 0,2073983055356404 | ,
1 0

1

v = 0,3307703646387769, 0 = —0,2836641726961959.

2.3. Aceleracion de la convergencia

En esta seccién estudiamos como acelerar la convergencia de la iteracion (2.1.2) mediante
la introduccién de dos pardmetros « y (3 tal como se expresa en (2.1.9).

Teniendo en cuenta que sobre sistemas lineales (2.1.3), el residual satisface (véase (2.1.2))

DYY)=D(Z)=(—1®@T+AQhJ)(Y - Z), VY,ZeR™,

Entonces, denotando por Y la solucién exacta de (2.1.1) en el caso lineal, se sigue de (2.1.9)
que
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(I -L)®I—~I@hJA" =B(BS'@)(D(Y" +a(Y” =Y 1)) — D(Y))
=B(BS'@N(—II+AQh]) (Y=Y +a(Y" =YV 1)).
usando (2.1.2) y (2.1.5) deducimos que

(I-L)®@I—~yI®hJ)(S e ) (YF+H) —y®)

i (2.3.1)
=B(BST' @) (~I &+ SAST @hJ)(Y” =Y +a(Y” — Y1)
Denotando por
Er=(ST"e DY -Y"), v=01,..,
obtenemos de (2.3.1) después de algunas manipulaciones algebraicas sencillas que
I-L)®I—~I®hJ|(E"T —EY) =
' ) ! : ) (2.3.2)

BBRI(-IRI+ARh])((1+a)E” —aE"1).
Usando la segunda ecuacién de (2.1.5), tras unos célculos directos se sigue de (2.3.2) que,
Bt = (aM(hJ)+ (1 —a))E” +c(M(hJ) - E"', v=0,1,2,..., (2.3.3)
con
c=—ap, a=0(1+a). (2.3.4)

De acuerdo con (2.3.3) y (2.3.4), el analisis de propagacién de errores puede realizarse exa-

minando el radio espectral de la matriz de dimension 2ms

i) ( a1 (hJ) ? (1—a) c(M(hg) ) ) |

pues (2.3.3) puede ser re-escrito como
(Ev BT = N(hJ)(EY, BT, v=0,1,2... .
Los autovalores de N(h.J) son aquellos de la matriz més simple de dimensién 2s

_ aM(2)+ (1 —a)l  c(M(z)—1)
I 0 ’

donde z = hA y A varia en el espectro de J.
Sin embargo, preferimos hacer el andlisis sobre la ecuacién en diferencias (2.3.3), debido a

que resulta mds directo y natural. Asi, asumiendo que (A, v) es un par autovalor-autovector
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2.3. Aceleracion de la convergencia

de J, y haciendo E' = (S' @ I)(Y — Y) = ¢; ® v (recordando que Y1 = Y, con ¢

denotando el i-vector de la base canénica de R?®), obtenemos de (2.3.3) que
E" =M, (z)(e; ®v), (2.3.5)
donde z = Mh y M, (z) satisface la relacién de recurrencia,

M,1(2) = (aM(2) + (1 — a) )M, (2) + ¢(M(2) — )M, _1(z), v=0,1,2,...,

2.3.6
M_l(Z) = M()(Z) =1. ( )

Ya que M,(z) es una matriz polinomial en M (z) de grado v, con coeficientes reales, que
tiene el mismo sistema de autovectores independientemente del v considerado, entonces el
tamano del error en la iteraciéon v-ésima depende esencialmente de los autovalores 7,(z) de

M, (z). Estos autovalores satisfacen la ecuacién lineal en diferencias

To11(2) = (ar(z) + (1 —a))r(2) + c(7(2) — D)1p1(2), v=0,1,2,...,

) () — 1 (2.3.7)

con 7(z) denotando un autovalor de M(z) (o de M(z)).

A continuacién, discutimos como realizar una eleccién éptima de los pardmetros a y ¢ (y
consecuentemente de v y 3 segin la relacién (2.3.4)), bajo la hipétesis de que los autovalores
7(2) de M (z) pertenecen a algun intervalo real acotado cuando z varia en algun conjunto §2

de C, tipicamente para problemas de tipo stiff supondremos que 2 = R™, es decir,

—p <7(2)<po<l, Vze€Q, p;>0(j=01). (2.3.8)
Ya que el polinomio caracteristico asociado a (2.3.7) es

¢'(z) — (a(2) + (1 = a))&(2) + c(1 — 7(2)) = 0,

el problema se reduce a encontrar a y ¢ tal que las raices £ = £4.(t) de

& —(at+(1—a)§+c(l—1)=0, t€&[-pypl,
satisfacen que su méaximo en mdodulo resulta ser minimo, es decir,

p = méax{[{+(t)], t € [—p1, pol} (2.3.9)

es minimo.
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Usando el criterio de Schur—Cohn [70], se prueba que éste minimo se alcanza para

2 + 1 2
P e i P S e (2.3.10)
L+ p L+p 44 p1—3po
De (2.3.4) obtenemos
1)2 2
p= ot 17 R (e (2.3.11)
1+ 1+p

Para aplicar estos resultados a los métodos de la seccién 2.2, considerando 2 = R~ en

(2.3.8), se sigue de (2.2.4), teniendo en cuenta que en todos los casos 6 < 0 que
P1 = —5, Lo = 0. (2312)

En tal situacién, de (2.3.10) y (2.3.11) se deduce que

)

Es conveniente aclarar que p da la razén de convergencia de la nueva iteracion cuando
Q) = R~. Observe que p es el radio méximo espectral de la matriz N(z) cuando z varfa en
R™.

Las tablas 2.3.1 y 2.3.2 recogen (con 3 cifras significativas) los parametros éptimos «, 3, p
y otros pardametros relacionados p, p*,d, para los métodos de dos y tres etapas implicitas
de la seccién precedente. Aqui, p* representa el radio méaximo espectral de N(z) sobre el
eje imaginario, y p es el radio maximo espectral de N(z) cuando z varfa en el conjunto
Q:={z=(-1+1i)y, ye RT}.

De las tablas 2.3.1 y 2.3.2 se puede observar que la nueva iteracién tiene una razon de
convergencia cuatro veces mas pequeia que la iteracién original (|]) en problemas lineales
cuando los autovalores de J se encuentran en el semieje negativo. Ademas la razon de la
nueva iteracién es aproximadamente la mitad de |0| cuando z varfa en Q, y es sélo un poco

mayor que |d| sobre el eje imaginario.

Nota 2.1 Es importante resaltar que algunas iteraciones no pueden ser aceleradas. Por
ejemplo el esquema (de sobrerrelajacién) propuesto por Cooper y Butcher para el método de
Gauss de dos etapas, véase (2.1.8), tiene una razén de convergencia r =1 —w = 0,0173. . .,
en problemas lineales cuando z varfa en R~ (véase [22] para més detalles). Esta iteracion
no puede ser acelerada usando nuestra técnica, ya que los autovalores de la matriz M (z) se
mueven en el circulo (centrado en el origen) de radio » = 0,0173..., cuando z varia en R™. En
este caso se puede probar que los mejores parametros para acelerar la iteracién son 3 =1y

a = 0, lo cual no supone ningiin cambio en la iteracién original.
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Tabla 2.3.1: Algunos parametros de la iteracién (2.1.9) para métodos de 2 etapas implicitas.

Método Q@ 15} P p p* )
Gauss, Lob IIIA-B —3,06-10~* 0,966 0,0176 0,0388 0,101 —0,0718
Rad ITA-ITA —592-107% 0,954 0,0246 0,0524 0,139 —0,101
Lob IIIC -1,62-1073 0,925 0,0411 0,0850 0,229 —0,172

Tabla 2.3.2: Algunos parametros de la iteracién (2.1.9) para métodos de 3 etapas implicitas.

Método « 16} P p P )
Gauss, Lob IITA ~1,38-1073 0,930 0,0386 0,0832 0,217 —0,1604
Rad ITA —2,16-1073 0,913 0,0487 0,205 0,205 —0,205
Lob IIIC —3,86-1073 0,886 0,0662 0,284 0,284 —0,284

Nota 2.2 El anélisis precedente puede extenderse a un contexto mas general. Para tal fin,

consideremos un esquema iterativo tipo,
Py —y")=QD(y"), v=01,... (2.3.14)

donde D(x) € R™ representa el residual para un vector z € R™ (queremos resolver el sistema
D(xz) = 0), con P, () dos matrices cuadradas de dimensién m de coeficientes constantes.

Entonces, nuestro esquema modificado encajaria en el formato
Py —y") = BRDY" +a(y’ —y'™")), v=0.1,...,

(2.3.15)
y~l =0,

Asumiendo que D(z) = 0 y D(z) admite un desarrollo de Taylor alrededor de la solucién

exacta T tenemos que

1 1
D(x) = D(z) + FD’[@](Q: —T) + 5D”[:i](a: —T,r—T)+ ...,
donde DWI[Z](-,...,-) denota la j-derivada de Fréchet de D(z).

Observe que el error de las iteraciones e” = & — y”, satisface
et~ M(z)e?, v=0,1,..., M(z)=1-P'QD'[z].

Esta relacion serfa exacta si D(x) fuera lineal. Asumiendo que el espectro de M (Z) varia

en algin intervalo real conocido [—p1, po], entonces el andlisis lineal previo puede aplicarse
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2.3. Aceleracion de la convergencia

a esta situacién y las formulas (2.3.10)—(2.3.11) suministran los parametros adecuados para
acelerar la nueva iteracion.
Para ilustrar este caso en particular, consideremos un método BDF (Backward Differen-

tial Formulae) de k pasos

Dh(ynJrl) = —Ynt+1 T Tp + Pyhf(ynJrl) = Oa (2'3'16)

aplicado a un problema stiff v = f(y). Aqui x, es un vector conocido y 7 un pardmetro
dado por el método BDF. Supongamos que y,.1 ha sido calculado usando una iteracién

Quasi-Newton

(I — th)(yZﬂ — Y1) = Du(ynr), v=0,1,. . Vmsx, (2.3.17)

con J ~ f'(y,). Asumimos que (I —hvy.J) ha sido factorizado en la forma LU, y que un nuevo

tamano de paso h* = rh ha sido propuesto; entonces tenemos que resolver

Dy (Yny2) == —Ynt2 + Tng1 + V0" f(Yni2) = 0, (2.3.18)

donde z,, 11 es un vector conocido.
Si el Jacobiano J se mantiene para el siguiente paso de longitud h* = rh, en vez de
resolver (2.3.18) por la iteracién Quasi-Newton (la cual implica una nueva factorizacién

para (I — h*y.J)), podemos usar en su lugar la iteracién modificada

(I = hy D) (ynia = Yisa) = BDw (Yo + (Yo = ¥ni2)), v =0,1,..., (23.10)
-1 _,0 o
Ynt1 = Ynta-
En este caso, para problemas lineales (2.1.3), si el espectro de J varia en el eje negativo, se
sigue que M (z) = (r — 1)yhJ(I — vhJ)~!. Entonces py, pp en (2.3.8) estan dados por
—p1 = min{l — r, 0}, po = max{l — r,0}.

De (2.3.10) obtenemos que

] BTN =1, sir>1,
(1+3r)"%(1—7r), en otro caso.

Los pardmetros v y /3 deben ser calculados de (2.3.11). Esta alternativa puede usarse en
la préctica en problemas lineales cuando el valor de |p| es pequeno. También puede usarse
en problemas no—lineales cuando la matriz Jacobiana no cambia demasiado en dos pasos de

integracién consecutivos y el valor de |p| es pequeno. O
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2.4. Experimentos numéricos

En esta seccién presentamos resultados numéricos usando los métodos iterativos desa-
rrollados a lo largo de este capitulo, con el propdsito de mostrar que los nuevos esquemas
propuestos en las secciones anteriores, son una buena alternativa a las iteraciones propuestas
por Cooper y Butcher [22].

Hemos llevado a cabo numerosos experimentos numéricos aplicados a un conjunto de
problemas test que aparecen en la literatura por ejemplo en [28, 69], los cuales difieren en
que los autovalores de su matriz Jacobiana J = 0f/0y(yo) pertenecen a conjuntos diferentes
del semiplano complejo negativo (con parte real no positiva). Los resultados obtenidos sobre
la mayoria de los problemas [28, 69] son similares a aquellos expuestos en las tablas al final
de este capitulo.

Con este objetivo en mente, hemos implementado los cédigos basados en las correspon-

dientes férmulas Runge-Kutta y resolviendo sus ecuaciones de etapa mediante:

(a) La iteracion de Cooper y Butcher (2.1.2) basada en los métodos Runge-Kutta Gauss

de 2 y 3 etapas, con pardmetros dados en [22] para el caso simple, w = 1.

(b) La iteraciéon propuesta en (2.1.9) con los valores de 7 y las matrices B, L y S dados
explicitamente en la seccién 2.2 para los métodos de 2 y 3 etapas respectivamente, y

los parametros a y (3 de (2.3.11) mostrados en las tablas 2.3.1 y 2.3.2.

(c) La iteracién de Cooper y Butcher (2.1.2) basada en los métodos Runge-Kutta Gauss
de 2 y 3 etapas, con parametros de sobrerrelajacién w = 2(\/_ — V2 + Hlyw=
0,962825449, respectivamente, véase [22] para mas detalles.

En todos los casos hemos dado solamente un paso de longitud razonable para el problema

stiff considerado. Las aproximaciones iniciales tomadas en todos los casos fueron Yj( ) =

Yo,7 = 1,2,...,s. Naturalmente, en la practica después del primer paso de integracién
existen mejores aproximaciones iniciales (o predictores) usando extrapolacién de los pasos
previos, véase por ejemplo [44, 49, 74] para un anélisis detallado en el caso stiff.

Sélo se presentan resultados numéricos con tres problemas no—lineales seleccionados de la
literatura, de dimensiones baja, media y alta respectivamente, los cuales aparecen a menudo

como prototipos de la clase de problemas stiff.
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Problema 2.1 Es el Problema (D4) en [28, p. 21] (véase también [22, p. 138]). Se ha
tomado como tamano de paso inicial hg = 0,1. Los autovalores de J = O0f/0y(to,yo) son
0, —0,0093 y —3500.

y, = —0,013y, — 1000y,ys, yi(0) = 1,
v = —2500y2ys, y(0) = 1,
vy = —0,013y; — 1000y1y5 — 2500213, y3(0) = O,

Problema 2.2 Problema “Ring Modulator” (dimensidn 15) [69]. El valor inicial es yo = 07,
y el paso inicial hg = 107%. Los autovalores de J = Of /0y(to, o) son —3,78-10° £3,16-107;
(con multiplicidad 2), —7,39-10° £3,16-107, —1,73-10°£3,16- 1074, —1,60-10°+7,96 - 10%4,
_2.98-10% + 1,76 - 10°, —2,00 - 106, —1,39 - 102, —19.3.

Problema 2.3 El CUSP (dimension 96, véase [57, p. 147]). Los autovalores de J = O f /0y(to, yo)
son todos complejos con parte real negativa y sus normas estan en el intervalo [0,39;2 - 108,

alcanzado en ambos extremos.

v, = —(1/e)(y} + aiyi + b)) + D(yim1 — 2yi + Yiv1)
a, = b;+0,07v; + D(a;—1 — 2a; + a;41) 1=1,...,N

)

donde

i (v — 07y —13), D= 1075, N =32
Uy = ————» U; = ) i Ly )y = T €= ) =
u; + 0.1 Y Y 144

Yo =Yn, Qo= an, by = bN, YN+1 = Y1, AaAN4+1 = Qg, bN+1 =by.

Se han tomado los valores iniciales
Yo =0, a;(0) =—2cos(2in/N), b;(0)=2sin(2in/N), i=1,...,N,

y tamano de paso inicial hy = 1076,

Para ilustrar més claramente el estudio numérico de las iteraciones (a), (b) y (c), hemos
dispuesto los resultados en tablas, las cuales se han agrupados en dos bloques; un primer

bloque basado en los métodos de 2 etapas, y el otro bloque basadas en métodos de 3 etapas.
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Para la iteracién (2.1.2) con S = I y L, B y 7 dados en la seccién 2.2, los méto-
dos Gauss, Radau ITA, Lobatto IIIA y Lobatto IIIC de dos etapas, se han denotados por
Gauss2, RadlIA2, LobIIIA2y LobIIIC2 respectivamente. A la iteracién (2.1.9), Se han to-
mado los correspondientes valores de oy 5 en (2.3.11) y (2.3.13) (véase también la Tabla
2.3.1), y las iteraciones son denotadas respectivamente por Gauss2N, RadIIA2N, LobIIIA2N
y LobIIIC2N. También, se ha empleado la iteracion al método de Gauss de dos etapas con
parametro de sobrerrelajacion w = 2(\/_ — V2 + 1)_1, en este caso la iteracion ha sido
denotada por GaussZw.

Los esquemas iterativos de tipo (2.1.2) basados en los métodos Gauss, Radau ITA, Lobatto
IITA y Lobatto ITIC de tres etapas, las hemos denotados por Gauss3, RadlIA3, LobIIIA3 y
LobIIIC3 respectivamente con S, L, B y v dados en la secciéon 2.2. Para la nueva iteracion
(2.1.9), hemos tomado los valores correspondientes de a y # dados por (2.3.11) y (2.3.13)
(véase también la Tabla 2.3.2), en este caso las iteraciones se denotan respectivamente por
Gauss3N, RadlIASN, LoblIIA3N y LobIIIC3N. También, hemos comparado con la iteracién
denotada por Gauss3w propuesta por Cooper y Butcher [22] para el método de Gauss de
tres etapas con pardmetro de sobrerrelajacion w = 0,962825449....

En las tablas dadas a continuacién se muestran los errores de las iteraciones (usando la
norma Euclidea). Ademds se ha medido la razén de convergencia por iteracién mediante la
formula r; =[| Y =Y || /| Y =Y ..

En los resultados numéricos relativos a los Problemas 2.1 y 2.3 mostrados en la Tablas
2.4.1, 2.4.5 y 2.4.7 respectivamente, puede observarse que los valores r; confirman el valor
de la razén de convergencia |0| predicha en la teoria (véase las Tablas 2.3.1 y 2.3.2) para la
iteracion (2.1.2) basada en los métodos de dos y tres etapas Gauss2y Gauss3 respectiva-
mente. Sin embargo, para el Problema 2.2 los valores de |d| son un poco més pequenos que 7;
(véase Tablas 2.4.2 y 2.4.6), pero cuando reducimos h suficientemente (h < 1077), se puede
constatar que los valores de r; son proximos a |0|. Resultados similares se obtuvieron con
los tres problemas considerados cuando usamos la iteracién (2.1.2) basada en los métodos
Radau ITA, Lobatto IITA y Lobatto IIIC de dos y tres etapas implicitas.

En las Tablas 2.4.1-2.4.9 también se puede apreciar que los esquemas Gauss2N, Gauss3N,
RadIIA2N, RadlIA3N, LobIITA2N, LoblIIA3N, LobIIIC2N y LobIIIC3N convergen mucho
mas rapido que sus correspondiente contrapartidas Gauss?2, Gauss3, LoblIIA2, LobIIIAS3,
RadlIA2, RadlIAS3, LobIIIC2 y LoblIIIC3, respectivamente. Solamente en el Problema 2.2

los esquemas Gauss2N y Gauss3N presentan una velocidad de convergencia similar a los
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Tabla 2.4.1: Errores en las iteraciones (i = 0, 1,...,6) para el Problema 2.1 y método de Gauss de 2 etapas.

i Gauss?2 T Gauss2N T Gauss2w T

0 0,11-1072 - 0,11-1072 - 0,11-1072 -

1 0,10-1073 0,10 - 10° 0,72-1074 0,68 - 1071 0,84-1074 0,78 - 1071
2 0,75-107° 0,71-1071 0,99 -10°¢ 0,14-107! 0,26 - 107 0,31-107!
3 0,53-107 0,71-1071 0,42-1077 0,42 -1071 0,64 - 1077 0,24 -1071
4 0,38 1077 0,71-1071 0,45-107° 0,11-1071 0,13-10°8 0,21-1071
5 0,27 -1078 0,71-1071 0,17 -1071° 0,37 - 1071 0,26 - 10710 0,19 -1071
6 0,19-107° 0,71-1071 0,16 - 10712 0,95-1072 0,46 - 10712 0,18 107!

Tabla 2.4.2: Errores en las iteraciones (i = 0, 1,...,6) para el Problema 2.2 y método de Gauss de 2 etapas.

i Gauss?2 T Gauss2N ri Gauss2w T

0 0,49-1073 = 0,49 -1073 = 0,49-1073 =

1 0,49 -1073 0,10 - 10! 0,49 -1073 0,10 - 10! 0,49 -1073 0,10 - 10!
2 0,29 -1073 0,58 - 10° 0,27 -1073 0,54 - 10° 0,28 -1073 0,57 - 10°
3 0,42-1074 0,15 - 10° 0,21-1074 0,78 - 1071 0,28 -1074 0,10 - 10°
4 0,51-107° 0,12 -10° 0,13-107° 0,65 - 1071 0,21-107° 0,72-107!
5 0,60 - 107 0,12 -10° 0,10-107° 0,75- 1071 0,16 -107° 0,79 - 1071
6 0,69 107 0,12 -10° 0,74-1078 0,72-1071 0,13-1077 0,81-1071

respectivos Gauss?2 y Gauss3 (véase Tablas 2.4.2 y 2.4.6). Esto se explica por el hecho de
que cuando el espectro de J es cercano al eje imaginario ambas iteraciones presentan una
razén de convergencia similar (véase Tablas 2.3.1 y 2.3.2).

Las iteraciones con parametros de sobrerrelajacién Gauss2w y Gauss3dw muestran también
un buen comportamiento. Para el Gauss de dos etapas la razén de convergencia lineal es
r = 0,0173 cuando los autovalores del Jacobiano estan sobre R™. Esta iteracién funciona de
manera similar a la iteracion acelerada que proponemos en casi todos los problemas stiff que
hemos considerado.

Como conclusion se puede decir que la nueva iteracion presentada aqui puede ser vista
como una alternativa a la iteracion optima de sobrerrelajacion, que ademds es facil de im-

plementar y que es aplicable para acelerar una iteracion dada cuando el espectro de su matriz
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Tabla 2.4.3: Errores en las iteraciones (i = 0, 1,...,6) para el Problema 2.3 y método de Gauss de 2 etapas.

i Gauss?2 T Gauss2N T Gauss2w T

0 0,68 - 10° — 0,68 - 10° — 0,68 - 10° -

1 0,69 - 10° 0,10 - 10° 0,48 - 1071 0,71- 1071 0,55 1071 0,81-107!
2 0,53-1072 0,78 - 1071 0,11-1072 0,23-1071 0,21-1072 0,38 - 1071
3 0,43-1073 0,80 - 1071 0,57 -1074 0,52 - 1071 0,83-10714 0,39 - 101
4 0,35-1074 0,82-1071 0,21-1075 0,38 - 101 0,35-1075 0,42 -1071
5 0,30-107° 0,84 - 1071 0,10-10°¢ 0,47 - 1071 0,16 -10°¢ 0,45-1071
6 0,25-107 0,85- 1071 0,46 - 1078 0,45-101 0,74-1078 0,46 - 1071

Tabla 2.4.4: Errores en las iteraciones (i = 0,1,...,6) para Problema 2.1 con métodos de Radau IIA y
Lobatto IIIC de 2 etapas.

i RadITA2 RadITA2N LobIITC2 LobIITC2N
0 0,14 - 1072 0,14 - 1072 0,13 - 1072 0,13-1072
1 0,13-1073 0,73 - 1074 0,59 - 1073 0,51-1073
2 0,13-1074 0,23-107° 0,10- 1073 0,71-107°
3 0,14 1073 0,89 - 1077 0,17-1074 0,16 - 1075
4 0,14 - 1076 0,25-1078 0,20 - 1073 0,19- 1077
5 0,14-10°7 0,80 - 10~10 0,49 - 106 0,34-10°%
6 0,14 1078 0,21 10~ 0,83-10°7 0,39 - 1010

Tabla 2.4.5: Errores en las iteraciones (i = 0, 1,...,6) para el Problema 2.1 y método de Gauss de 3 etapas.

1 Gauss3 T Gauss3N T Gauss3w T

0 0,13-1072 = 0,13-1072 - 0,13-1072 -

1 0,29-1073 0,21 -10° 0,26 - 1073 0,19 - 10° 0,26 -1073 0,19 - 10°
2 0,28 -10~* 0,14 - 10° 0,46 - 1075 0,18 1071 0,67 -1075 0,70 - 101
3 0,52 1075 0,16 - 10° 0,69 - 1076 0,15 - 10° 0,74 -1076 0,82-1071
4 0,80-10°¢ 0,16 - 10° 0,94-10°8 0,14 - 1071 0,17-1077 0,60 - 107!
5 0,13-107° 0,16 - 10° 0,14-1078 0,14 - 10° 0,15-1078 0,64 -1071
6 0,20-1077 0,16 - 10° 0,17 -10710 0,12-1071 0,29 - 10710 0,51-1071
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Tabla 2.4.6: Errores en las iteraciones (i = 0, 1,...

,6) para el Problema 2.2 y método de Gauss de 3 etapas.

i Gauss3 T Gauss3N T Gauss3w T

0 0,38-1073 - 0,38-1073 - 0,38-1073 —

1 0,38-1073 0,10 - 10* 0,38 1073 0,10 - 10* 0,38 1073 0,10 - 10*
2 0,24 -1074 0,25 - 10° 0,32-107* 0,83-1071 0,29 -10~* 0,27 - 10°
3 0,14-1074 0,33 - 10° 0,11-1074 0,36 - 10° 0,13-1074 0,32 - 10°
4 0,29 -1075 0,30 - 10° 0,50 - 1075 0,44 - 10° 0,46 - 107 0,33 - 10°
5 0,22-1076 0,22 - 10° 0,12-1075 0,24 - 10° 0,94-10°¢ 0,30 - 10°
6 0,34-1077 0,21 -10° 0,18-107° 0,15-10° 0,12-107° 0,26 - 10°

Tabla 2.4.7: Errores en las iteraciones (i = 0, 1,...,6) para el Problema 2.3 y método de Gauss de 3 etapas.

i Gauss3 T Gauss3N T Gauss3w T

0 0,85 - 10° — 0,85 - 10° — 0,85 - 10° —

1 0,18 - 10° 0,22 - 10° 0,16 - 10° 0,19 - 10° 0,16 - 10° 0,19 - 10°
2 0,19 - 1071 0,15-10° 0,29 - 102 0,18 - 1071 0,52-1072 0,78 - 1071
3 0,37 - 1072 0,16 - 10° 0,54 -1073 0,19 - 10° 0,64-1073 0,91-1071
4 0,61-1073 0,16 - 10° 0,16 - 1074 0,29 - 1071 0,35-1074 0,80 - 101
5 0,11-1073 0,17 - 10° 0,22 -107° 0,14 - 10° 0,33-107° 0,83-1071
6 0,19-1074 0,17 -10° 0,13-1076 0,58 - 1071 0,24 -10°¢ 0,81-101

Tabla 2.4.8: Errores en las iteraciones (i = 0,1, ...

Lobatto IITA y Lobatto IIIC de 3 etapas.

,6) para Problema 2.1 con métodos de Radau IIA,

i RadITA3 RadITASN  LoblIIIA3  LobIIIA3N  LoblIIC3  LoblIIC3N
0 0,16-1072 0,16-1072 0,16-1072 0,16 - 102 0,16-1072 0,16 - 1072
1 052-10% 0,66-107° 0,65-107%  0,66-107° 0,15-107% 0,53-107°
2 082-107* 0,61-107° 0,83-107*  0,36-107° 0,24-10~*  0,11-107*
3 0,18-107* 0,28-107° 0,14-10~*  0,18-107° 0,77-10=°  0,40-107°
4 0,36-107°  0,17-1077 0,22-107% 0,66 - 1078 0,21-107°  0,53-107"7
5 0,75-107% 0,91-10°8 0,36-10"¢  0,37-107% 0,60-107%  0,24-1077
6 0,15-107% 0,56-1071° 0,58-107" 0,14 -10710 0,17-107% 0,28-107°
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2.4. Experimentos numéricos

Tabla 2.4.9: Errores en las iteraciones (i = 0,1,...,6) para Problema 2.3 con métodos de Radau IIA,
Lobatto IITA y Lobatto IIIC de 3 etapas.

i RadIlA3 RadlIA3SN  LobIIIA3  LobIIIA3SN  LobIlIC3  LoblIIIC3N
0,99 - 10° 0,99 - 10° 0,94 - 10° 0,94 - 10° 0,93 - 10° 0,93 - 10°
0,33 - 10° 0,42 - 10° 0,41 -10° 0,42 - 10° 0,92-107%  0,33-10°
0,54-107*  0,74-1072 0,54-107* 0,48 -1072 0,15-10~*  0,10-107"
0,13-10"%  0,25-1072 0,98-107%2  0,15-1072 0,50-10"%  0,39-10"2
0,28-107%  0,14-1073 0,16-107%  0,53-107* 0,15-107%  0,39-1073
0,64-107% 0,22-107* 0,29-107%  0,67-107° 0,49-107%  0,84-107*
0,15-107%  0,21-107° 0,50-10~*  0,43-107° 0,16-107*  0,13-10~*

S Ot e W Ny~ O

de amplificacion del error es conocida. Se ha estudiado en detalle solamente el caso cuando
el espectro varia en algin intervalo real conocido. En la prdactica, podria desarrollarse algin
mecanismo para detectar el conjunto donde se mueve el espectro de la matriz Jacobiana del
problema a integrar, y luego usar esto para obtener valores apropiados para los pardmetros o
y B los cuales no tendrian que ser constantes en todas las iteraciones y que podrian elegirse

dinamicamente con las iteraciones.
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Capitulo 3

Métodos iterativos para problemas

especiales de segundo orden

3.1. Introducciéon

Consideramos la soluciéon numérica de problemas oscilatorios para Problemas de Valor
Inicial en sistemas diferenciales de segundo orden de tipo especial

{ y// _ f(t7y<t))’ t e [t07tf] (3-1-1)

y(to) = o, ¥'(to) =vo, v, ¢, f €R™

Este tipo de problemas describen usualmente fenémenos vibratorios o quasi-periédicos
y sus soluciones y(t) combinan a menudo componentes dominantes de baja frecuencia con
componentes menos dominantes en las frecuencias medias y altas.

La mayoria de los métodos numéricos propuestos para integrar (3.1.1) se clasifican en tres
grupos: los métodos Lineales Multipaso (LM), los métodos Directos Hibridos y los métodos
de un Paso. Los métodos Lineales Multipaso tienen el inconveniente de que el orden de
convergencia esta limitado a dos si se requiere la propiedad de P-Estabilidad, véase [68] y
[62, p. 417]. La propiedad de P-Estabilidad indica que el método no amplifica ni amortigua
las amplitudes de onda en problemas lineales, es decir conserva la amplitud de onda asociada
a cada frecuencia. Para superar la barrera de la P-Estabilidad Cash [14, 15], Chawla et al.
[17, 18] y Thomas [80] han considerado variantes hibridas de Métodos Multipaso (LM),
introduciendo puntos adicionales fuera del paso natural en la férmula LM, de este modo

estos autores han derivado métodos Hibridos P-Estables de ordenes 4,5,...,8. Por otro
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3.1. Introducciéon

lado, es posible obtener formulas P—Estables de ordenes arbitrariamente grandes basadas en
los métodos Runge-Kutta—Nystrom (RKN), tal como se indica en [54]. Ademds, Van der
Houwen y Sommeijer [62], Sharp et al. [78] y Franco et al. [33] entre otros, han obtenidos
métodos Runge-Kutta—Nystrom diagonalmente implicitos (DIRKN) P—estables de ordenes
medios (4, 5, 6 y 7) y con altos ordenes de convergencia en la fase al considerar problemas
lineales.

El atractivo de los métodos DIRKN dentro de la clase de métodos Runge-Kutta Nystrom
implicitos estriba en que la estructura especial de su matriz de coeficientes permite reducir
el costo algebraico al resolver sus ecuaciones de etapa mediante alguna iteracion de tipo
Newton. Sin embargo, para obtener la misma precisiéon en términos del orden de conver-
gencia, los métodos DIRKN requieren mas etapas internas que los métodos RKN altamente
implicitos, tales como aquellos derivados de la familia Gauss (o Lobatto IIIA, véase [57, pp.
72-75]), en version RKN los cuales son también P—estables. Por esta razén, la bisqueda de
implementaciones de bajo costo computacional para estos ultimos métodos es una alternativa
interesante y posiblemente mas eficiente que la de los métodos DIRKN.

En este capitulo se pretenden alcanzar varios objetivos que finalmente conduciran a imple-
mentaciones eficientes de métodos RKN altamente implicitos. Dirigiremos nuestra atencién
principalmente a la familia de métodos Runge-Kutta Gauss, aunque los resultados pueden
extenderse sin ninguna dificultad a otros métodos altamente implicitos. Para ello, nuestro
primer trabajo serd analizar con cierta profundidad la Iteraciéon Quasi—-Newton (QNT) tam-
bién conocida en la literatura como iteracion de Newton Simplificada o iteracién de Newton
Modificada [57, Ch. IV ], [3, 9]. En las secciones 3.2 y 3.3, se desarrollara un esquema iterativo
alternativo, que denominaremos Single-Newton (SNI), el cual reduce el costo computacional
por iteracién respecto a la iteracion Quasi-Newton, ademas se prueban dos teoremas relacio-
nados con el orden de convergencia global de los métodos de Gauss cuando se da un nimero
fijo de iteraciones con cualquiera de los esquemas iterativos considerados anteriormente. En
las secciones 3.4 y 3.5 se suministrardan algoritmos de arranque para las etapas internas (pre-
dictores) de varios ordenes con el objetivo de seleccionar el mejor de ellos en cada paso de la
integraciéon. En la seccién 3.5 se explicitard la estrategia de orden variable (VOS) para los
predictores. Por 1ltimo, en la seccion 3.6 se presentaran algunos experimentos numéricos con
el objetivo de comparar los distintos esquemas iterativos considerados. Ademas, se corrobo-
rara la teoria desarrollada en las secciones anteriores. Los resultados presentados aqui estan

publicados esencialmente en [46] y en menor medida se encuentran parcialmente recogidos o
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3.2. Alternativas a la iteracion Quasi—-Newton para métodos RKN

aplicados en [48], [51] y [75].

3.2. Alternativas a la iteracién Quasi—Newton para méto-

dos RKN

Un método Runge-Kutta Nystrom (A, ¢, b,b) de s etapas, avanza la solucién numérica

desde (t, Yn,¥,) & (tny1 =t + By Ynt1, Y,y 1) Por medio de las formulas

Yn+1 = Yn + hyl, + hQ(l_)T QR IF(Y,),

e (32.1)
yn+1 - yn + h(b ® ])F(YN)7

donde las etapas internas Y| = (Y,I},...,V][[) € R™ se calculan en cada paso mediante la

n,s

solucion del sistema algebraico,
Y, =e®y,+h(cy,)+h (A F(Y,), (3.2.2)

con FT(Y,) = (fT(tn + cth,Yon), ..., [T(tn + csh, Yy,)) € R™ e = (1,...,1)T € R*, ®
denota el producto de Kronecker de matrices (A ® B = (a;;B)) e I es la matriz identidad
con dimension m (otras veces la dimension se deduciréd facilmente del contexto). La matriz
A = (@;5)ij=1.5 ¥ los vectores ¢T = (¢j)j=16, b = (bj)j=15 ¥ b7 = (b;);j=1.s representan los
coeficientes del método RKN en cuestion.

Al aplicar un método Runge—Kutta al problema de segundo orden (3.1.1) se obtiene un

método RKN que satisface

A= A% b =bTA, = Ae, (3.2.3)

donde la matriz A, y los vectores b’ y ¢ son los coeficientes de un método Runge-Kutta que
se aplica a sistemas diferenciales de primer orden. En nuestro caso el método original es el
método Runge—Kutta Gauss, el cual posee una matriz llena no-singular, es decir det A # 0.

La iteracion Quasi-Newton computa las etapas internas por la férmula

(I-r (A2 D)"Y -y ) =D Yy, hyl), v=12,..., (3.2.4)

n n

0
donde Y,\” es un valor inicial dado por algin predictor, J ~ a—(tn,yn) y el residual D(.)
Y

estd definido mediante la férmula
D(Z,u,v) i=—Z +e@u+ (c@v)+ P (A*@ F(Z), u,veR",ZecR™. (3.2.5)
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3.2. Alternativas a la iteracion Quasi—-Newton para métodos RKN

Para el método de Gauss de s etapas el costo algebraico de la iteracién (3.2.4) puede
reducirse desacoplando los ms sistemas lineales reales en [s/2] sistemas lineales complejos
(aqui [z] denota la parte entera del nimero real z) de dimensién m més un sistema lineal
real de dimension m cuando s es impar. Estos sistemas lineales usualmente se resuelven por
medio de la factorizacion LU, reduciendo de este modo la resolucién de cada sistema lineal
a dos sistemas triangulares. Ademas la misma factorizacion LU puede usarse para todas las
iteraciones en cada paso de integracién y también en varios pasos consecutivos de integracién
cuando la convergencia del esquema iterativo es rapida y el tamano de paso no cambia. Para
més detalles sobre esta técnica cuando se aplica al método de Gauss de 2 etapas, véase [37,
pp. 187-190].

Ya que la convergencia en (3.2.4) se alcanza normalmente después de p iteraciones, en-
tonces reemplazariamos Y,, ~ Yn(“ ), y la solucién de avance se calcula usando las ecuaciones
(3.2.1). Este modo de actuacion presenta dos inconvenientes. Primero se requieren s evalua-
ciones extras de la derivada, es decir, la actualizacién del supervector F (Yn(“ )), y en segundo
lugar (y méas importante) el error de las aproximaciones F'(Y,,) — F (Yn(“ )) puede amplificarse
de forma sustancial si la funcién f posee una constante de Lipschitz grande respecto de .
Para solventar ambos inconvenientes y siguiendo a varios autores [37, 77] recomendamos el

uso de la formulacién alternativa para la computacion de y,41 y de hy), .,

Ynt1 = T Yp + (bTA_l & I>Yna

(3.2.6)
Vpi1 = 1T"Yp + 170, + (BT A2 R 1)Y,,.
con
r*=1-bTA""te, ' =-bTA 2,
(3.2.7)
Up = hyl,  Ungr = hyl .
La cual se sigue de (3.2.3) sin mas que tener en cuenta que
(AR (Y —e@yn—hlc®y,)) = B2F(Y,), (3.2.8)

e insertar esta expresion en (3.2.1).
A efectos de analizar la propagacion de errores en el esquema iterativo Quasi—-Newton
(QNI), es interesante notar que, como veremos a continuacién, sobre sistemas diferenciales

no lineales en general, el error Y,, — Yn(”) se comporta como

Y, - Y =0m3)Y, -Y¥ V), h—0, v=12,..., (3.2.9)

n
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3.2. Alternativas a la iteracion Quasi—-Newton para métodos RKN

siempre que asumamos que

Iy= S ) = 0m) ¥ Y, Y® —0(h), cuandot 0, (3:2.10)

Para ver esto, téngase en cuenta (3.2.4)-(3.2.5) y tsese que

D(Y(V_1)7 Yn, Un) - D(Yna Yn, Un) = ( -1+ h2<A2 X Jn) + O(h3))<y1m(y_1) - Yn)? v=12...

n

De (3.2.9) se deduce ahora que
Y, =Y =h¥(C,+O0M) (Y, -Y?), v=0,1,..., (h—0), (3.2.11)

donde C, es una matriz de coeficientes constantes que podria variar con las iteraciones
v=1,223...

Siguiendo a Gladwell y Thomas [37], podemos decir que la Iteracién QNI para problemas
de segundo orden, presenta algunas desventajas que han conducido a varios autores a buscar
mejores alternativas, véase por ejemplo [37, 72]. Una de los principales inconvenientes es que
requiere el uso de la aritmética compleja para una implementacion eficiente de la misma en
los métodos altamente implicitos, tales como los de la familia Gauss de s > 2 etapas. El
uso de la aritmética compleja conlleva normalmente a que los costos operacionales en cada
iteracion (factorizaciones LU, solucién de sistemas triangulares, multiplicacién de una matriz
por un vector) son cuatro veces mayores que en el caso real. Por otra parte, con respecto al
almacenamiento y la actualizacién de la matriz, se puede observar que el QNI involucra [s/2]
factorizaciones LU complejas y 2(s/2 — [s/2]) factorizaciones reales por paso de integracion.
También vale la pena mencionar las conclusiones de Gladwell y Thomas [37, p. 205], donde
para el método de Gauss de dos etapas ellos recomiendan usar, en lugar de la iteracién QNI,
la iteracién propuesta por Cooper y Butcher en [22]. Sin embargo, la iteraciéon de Cooper
y Butcher en [22] cuando se aplica a (3.1.1) presenta algunos inconvenientes. En primer
lugar, fue disenada para problemas de primer orden y requiere una cantidad no despreciable
de transformaciones intermedias que involucran productos de matriz por vector, véase [37,
pp. 192-193] para el caso del método de Gauss de dos etapas. En segundo lugar y maés
importante, el orden de aproximaciéon en potencias de h no aumenta con las iteraciones
sucesivas. Por lo tanto, independientemente del ntmero de iteraciones dadas por paso de
integracion, al final tendriamos un método del mismo orden que el predictor usado, aunque
eso si, con coeficientes de error muy pequenos.

Para superar las desventajas de la iteracién [22] sobre problemas de segundo orden, propo-

nemos una iteracién directa de tipo Newton para resolver las ecuaciones de etapas (3.2.2), la
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3.2. Alternativas a la iteracion Quasi—-Newton para métodos RKN

cual tiene cierta similitud a la iteracién denominada “de cuadrado perfecto” (perfect—square
iteration, véase [72]). Nuestra iteracion puede considerarse como la versién para problemas
de segundo orden, de la iteracion Single-Newton en [41, véase (1.8)]. La nueva iteracién

propuesta es

(I —pAT @ 1))V =) = Dy, hf), v=1,2,...,

of (3.2.12)

ng_tna nj)s
J, af Yn)

con el residual D(.) definido en (3.2.5) y 7" € R°*® es una matriz constante con espectro
unipuntual o(7") = {y}, 7 > 0. Esta matriz T" serd optimizada apropiadamente.

Ya que la matriz T tiene espectro simple, podemos descomponerla como
T=~S(I—-L)y"'s, (3.2.13)

donde L es una matriz triangular inferior estricta y S es una matriz no singular. De es-
ta manera, sustituyendo (3.2.13) en (3.2.12) y realizando algunas operaciones matriciales

elementales podemos reescribir (3.2.12) como

(- (I ® J)AY = (P DY, "™,y hyf)) + (L@ DAY, v =1,2,...,
{YW:leH%S®UAM,cmf:Cm%1y P=(I-L)S™
(3.2.14)
Para propésitos computacionales la formulacién (3.2.14) es preferible a (3.2.12), ya que
(3.2.14) permite desacoplar los ms sistemas lineales de cada iteracién en s sistemas lineales
de dimensiéon m. Ademas, sélo una factorizacién real LU (de dimensién m) es necesaria en
el caso de (3.2.14). Sin embargo, para los fines del anélisis trabajaremos con la formulacién
algebraica equivalente dada por (3.2.12).
Es importante recalcar que cuando se alcanza la convergencia (numérica) en (3.2.14),

) y calculamos la solu-

digamos después de p iteraciones, usualmente reemplazamos Y,, ~ Y,
cién de avance por medio de las férmulas (3.2.6), la cual es mds estable como mencionamos
anteriormente.

El error de las iteraciones en (3.2.12) sobre sistemas diferenciales satisface la recursién

Y, - Y =00}y, -Y" ), h—-0 v=12,..., (3.2.15)

n

presuponiendo que se verifica (3.2.10). Esto implica que

Y, =YW = (Cs+0h) (Y, - Y"), h—0, v=0,1,..., (3.2.16)

n
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3.2. Alternativas a la iteracion Quasi—-Newton para métodos RKN

Tabla 3.2.1: Costo de la Iteracién Quasi-Newton y (3.2.12)

Esquema Iterativo Iter LS f-eval flops Precision
Quasi-Newton v v (Complejo) 2v 6rm? O(h3v+9)
(3.2.12) 3v/2 3v (Real) 3v 6rm? O(h3+a)

donde C} es una matriz de coeficientes constantes que depende de v. El término O(h) en
(3.2.16) puede ser grande para problemas con grandes constantes de Lipschitz.

Para obtener la misma precision en las etapas cuando comparamos la iteracién Quasi—
Newton (3.2.4) (versién compleja) y la iteracion (3.2.12), digamos la misma potencia de h,
tenemos en virtud de (3.2.11) y (3.2.16), que vy ~ %VA . Donde vr y v; denotan el niimero de
iteraciones cuando usamos las férmulas (3.2.14) y (3.2.4) respectivamente. Para el método de
Gauss de s etapas (s = 2,4,6,...) comparamos en la Tabla 3.2.1 el costo computacional de
ambas iteraciones para alcanzar una precision similar. Aqui, una evaluacion de la derivada se
computa como 2m? flops (sumas mds productos), y supondremos que conlleva el mismo costo
que la solucién de los dos sistemas triangulares en la forma LU. En la Tabla 3.2.1, Iter denota
el nimero de iteraciones dadas, LS el nimero de sistemas lineales reales m—dimensionales
con matriz LU factorizada, fn el nimero de evaluaciones de la derivada. Adema&s se asume
que Y, — YO = O(h?). De la Tabla 3.2.1 resulta claro que ambas iteraciones alcanzan la
misma precisién (en términos de potencias de h) con el mismo costo. Sin embargo debe
mencionarse que el costo para las factorizaciones LU no ha sido tenido en cuenta en la
Tabla 3.2.1. Ya que las factorizaciones contribuyen sustancialmente al costo total de los
métodos (y la factorizacién LU es proporcional al cubo de la dimensién de la ODE), se
debe recalcar que la QNI (3.2.4) requiere s/2 descomposiciones LU complejas resultando
aproximadamente en 4sm?/3 flops, mientras que la iteraciéon Single-Newton (3.2.14) sélo
demanda una factorizacién real LU, aproximadamente de 2m?/3 flops. Por lo tanto es de
esperar que el proceso iterativo (3.2.14) sea maés eficiente que la iteracion Quasi—Newton,

especialmente para problemas de dimensién media y grande.
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3.2. Alternativas a la iteracion Quasi—-Newton para métodos RKN

3.2.1. Analisis de los errores globales de los métodos al usar los
esquemas iterativos Quasi—Newton y Single Newton tras p

iteraciones por paso de integracién

Un aspecto interesante es el andlisis de los errores globales del método Runge-Kutta
Nystrém cuando usamos las iteraciones (3.2.4) o (3.2.12) para resolver las ecuaciones de
etapa, dando un nimero fijo de iteraciones p en cada paso de la integracién. De forma mas

precisa, estamos interesados en el tamano de los errores
en =1 — ™, To=h — "), n=12.._ N, (3.2.17)

donde (y,,y.,) denota la solucién exacta Runge-Kutta después de n pasos consecutivos de
tamano h = (t;—t9)/Ny (yn )y ) es la solucién numérica después de n pasos consecutivos
y i iteraciones por paso de integracién. También asumimos que el mismo predictor es usado
en cada paso de la integracién para comenzar las iteraciones, excepto posiblemente en el
primer paso.

Para hacer el andlisis necesitamos algunas notaciones extras. Asi, considerando que he-
mos seleccionado la iteraciéon Single Newton (3.2.12). v, representara el predictor para
las etapas a efectos de avanzar de (¢ n,yfl“),yn( Y a (tpit, yfl’fgl,ynﬂ(“)); YWwv=1,.,p

denota la v—ésima iteracién , y, (%)

representa la solucion exacta de las ecuaciones de etapas
D(Y, y hy’ G )) = 0y Y, la solucién exacta Runge-Kutta de las etapas después de n pasos

de integracion. Asumiremos que la aproximacion inicial es de orden ¢, es decir,

V) —vO = (K(t,) + O(h))h. (3.2.18)

n

Donde Y,” denota una aproximacién inicial basada en la informacién obtenida en pasos
previos (yff )1, y W Y,ff )1) y K(t) = O(1) se supone que es una funcién “suave” de t (vector

de dimensién ms), la cual depende de las diferenciales elementales en la g—ésima derivada

de la solucion exacta local y(t;¢,_1, yfl“)l, y’&“)l)

Por ejemplo, el predictor,
YO = ey + ey, ")
es una aproximacién inicial de segundo orden, ya que por (3.2.5), tenemos que

DY,y /™y = 0,
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o bien

Y = e@y® +cohy'™ + h2(A® DF(Y ™),

y de aqui se deduce que
v — v — (A2 @ I)F(e @ y) + O(h)) h2.
Con la notacién anterior, de (3.2.17), (3.2.6) y (3.2.7) se sigue que

n = r* n + bTA_l 1 Yn - Yn(m
Enp1 = 7En + ( ® I)( ) e m=0.1,.. (3.2.19)
Tng1 = Ten + 177 + (0TAT2 @ 1) (Y, — Y2).

Ahora, separamos
Y, — YW = (v, =Y *)) 4 (Y, — y Wy, (3.2.20)

entonces, en virtud de que

D(Yo yns hyy) = DY,y hy, ™) = 0,
asumiendo que f es suave, se sigue tras unos cdlculos simples que

Y, =Y = (I+h0Q1)(e®@e,+c® ). (3.2.21)

Para estudiar el segundo sumando en (3.2.20) hacemos
EW =y _yW oy —0,1,....

De (3.2.12) se sigue que
(I = hA(T @ Jo)) (=B + B0 = DY, it hy, W) = DOV gt hy, ) =

(= I+h(A2® J,) + O(h))(-E¥ D), v=12...,

donde hemos usado que
Jn = of

De aqui, teniendo en cuenta (3.2.18) llegamos a que

= (ta, y?) + O(h).

EW = p*((A* = T)* @ (J,)" + O(h)) E© =

h2ﬂ+q<((A2 — T @ (J)")K(t,) + (’)(h)). (8:2.22)

Ahora, calculando Y, — ;) de (3.2.20), usando (3.2.21) y (3.2.22), y llevando esto a
(3.2.19), tenemos para pu > 1 que
enr1 = (14+0(h?))en + (1+ O(h?*))70+

h2“+q<(bTA*1(A2 — 1)@ (Jo)") K (t,) + O(h)), (3.2.23)
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Top1 = (14+Oh?))1, + O(h?)e,+

3.2.24
h2u+q<(bTA_2(A2 — 1)@ (Jo)") K (t,) + O(h)), ( )
n=0,1,2,... (pfijo,u€{1,2,..., limax})-
De (3.2.23) y (3.2.24), tomando las partes principales del error se deduce que
T, = htal ((bTA—z(AZ Ty ®@I)M(t,) + O(h)), n=0,1..., (3.2.25)
donde »
M(t,) =h Y (I®(J)")K(t,) = O(1).
=0
Por lo tanto, si asumimos que
0F =b"A2(A* - T) =b" (I — A*T), (3.2.26)
se concluye de (3.2.23) y (3.2.24) que
— 7(#) — O(h2uta-1
=Y ( 01 N a1 (3.2.27)

h_lTn _ y;l _ y;l(u) _ O(h2u+q—1)
De acuerdo con los desarrollos anteriores tenemos los siguientes resultados

Teorema 3.1 Empleando las formulas de avance (3.2.6) y (3.2.7) junto con la iteracion
Single Newton (3.2.12), dando p iteraciones por paso con un esquema iterativo que satis-
face la relacion (3.2.26), y usando un predictor de orden q (ver (3.2.18)), se tiene que
los errores globales tras N pasos de integracion, satisfacen la relacion (8.2.27) para h =
(ty —t0)/N (b —07),

O

En general para un algoritmo de arranque arbitrario de orden ¢, si la condicién (3.2.26)
no es satisfecha, entonces sélo puede garantizarse orden 2u + ¢ — 2 en la solucién de avance.
Por otra parte, llevando a cabo un analisis similar al previo, acerca del orden de convergen-
cia global después de p iteraciones (por paso de integracién) para la iteracién Quasi—-Newton

(3.2.4), permite demostrar el siguiente teorema para problemas no lineales en general.
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3.3. Seleccién del esquema iterativo para los métodos de Gauss

Teorema 3.2 Bajo la hipdtesis del Teorema 3.1, pero considerando la iteracion Quasi—

Newton, para los esquemas (3.2.4)-(3.2.7) tenemos que los errores globales satisfacen:

Y — y#b) _ (t)<h3u+q—2),

n=0,1,...,N. (3.2.28)
Yy — y;L(u) _ @(h3u+q—2)

0J

De (3.2.28) se deduce para pu = 1, que ambos procesos iterativos (QNT y (3.2.14)) dan
la misma precision para la solucién de avance, es decir, orden ¢ + 1, pero nuestra iteracion
(3.2.14) es menos costosa computacionalmente. Sin embargo, en la practica cuando integra-
mos un problema con cédigos basados en métodos Runge-Kutta—Nystrom, normalmente se
da mas de una iteracion en la mayoria de los pasos de integracion. En la Tabla 3.2.1 se mues-
tran los errores globales frente a los costos computacionales para ambos esquemas iterativos
aplicados al método de Gauss de s etapas (s par).

De los resultados presentados en la Tabla 3.2.1 y tal como indican los Teoremas 3.1 y
3.2, no es dificil deducir que para el mismo esfuerzo computacional (y sin considerar las
factorizaciones LU) la iteracién (3.2.14) gana un orden més en la solucién de avance que la
iteracion QNI.

Se debe notar ademés que la iteracion (3.2.14) tiene la ventaja adicional que sélo requiere
una descomposicién LU en aritmética real, independientemente del ntimero de etapas del
método considerado, mientras que la iteracion Quasi—-Newton requiere s factorizaciones LU
usando aritmética compleja. En la seccién 3.6, ilustraremos numéricamente los Teoremas 3.1
y 3.2.

3.3. Seleccién del esquema iterativo para los métodos

de Gauss

Estamos interesados en iteraciones del tipo (3.2.12) que en general pueden resolver satis-
factoriamente sistemas no lineales en general. Por lo tanto, un requerimiento minimo sera que

estas iteraciones deben también ser convergentes para problemas lineales de la forma,

y'(t) = Jy, ylto) =vo, ¥'(to) =5, tE [to,tys], JeER™™, (3.3.1)

independientemente del tamafio de los autovalores de J siempre que éstos sean negativos,

lo que se traduce en convergencia independiente de la magnitud de la frecuencia. Asi, la
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3.3. Seleccién del esquema iterativo para los métodos de Gauss

iteracion debe ser convergente sobre el problema test lineal
y'(t) = —w?y, VYw € R. (3.3.2)

A menudo en muchos problemas practicos, las frecuencias {w} involucradas en el siste-
ma lineal original combinan pequenas amplitudes para las frecuencias altas y amplitudes
de menor magnitud cuando las frecuencias son pequenas (frecuencias dominantes). Es im-
portante para una integracién efectiva que la solucién de avance no quede dramaticamente
afectada por los errores del esquema iterativo cuando las frecuencias altas posean amplitudes
pequenas. Si esto se consigue, entonces un niimero moderado de iteraciones p con el esquema
iterativo Single-Newton (3.2.12) dard lugar a una solucién de avance bastante aproximada
v estable (y{", /).,

A efectos de analizar con més detalles la estabilidad y convergencia del esquema iterativo,

haciendo z = hw y aplicando la iteracién (3.2.12) con J, = —w?, al problema test (3.3.2),

obtenemos el error en las iteraciones

Y, - YY" = N)(Y, - Y D)) = N (Y, -Y9), v=12..., (3.3.3)

n n

donde
N(z) := 22(I + 2*T) (T — A?). (3.3.4)

Esté claro que la convergencia de la iteracién (3.2.12) para todo z es equivalente a asumir

que el radio espectral de N(z) satisfaga
p(N(z)) <1, VzeR

En la construccion de nuestros esquemas iterativos impondremos también la condicion
(3.2.26), por las razones dadas anteriormente en el Teorema 3.1. Esto implica que un au-
tovalor de N(z) se anula, pues de (3.2.26) se deduce que (A — T') posee un autovalor nulo.

También debemos tener en cuenta que la matriz T debe poseer un espectro unipuntual,
o(T)={v}, >0

3.3.1. El método de Gauss de dos etapas (s = 2)

Por la condicién anterior, tenemos que para el método de Gauss de 2 etapas un autovalor
de N(z) es siempre cero y el otro autovalor estd dado por ¢(z) =1 —det(I — N(z)). Lo que
nos lleva a que

¢(2) = 1 — (det(I + 2°T)) ™" det(I + 224?), (3.3.5)
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3.3. Seleccién del esquema iterativo para los métodos de Gauss

y de aqui, se sigue que

22y —trA?) + 24 (72 — (det 4)?)

P(z) = (14 722)2 ’

donde trA? denota la traza de la matriz A2

Para aumentar el orden de convergencia en el origen (z — 0), debemos asumir que
trA? — 2y = 0, pero en este caso tenemos que ¢(c0) = —3 y la iteracién no convergeria para
las frecuencias altas. Debemos encontrar una elecciéon 6ptima de v de modo que el esquema
iterativo tenga una buena razén de convergencia en toda la recta real wh = z € R, (y
especialmente en el caso z = 00), conjugado con el hecho de proporcionar un valor pequeno
para |d; § := trA? — 2.

Una opcién podria ser considerar ¢(oo) = 0, entonces tendriamos que v = det(A) = 1/12,
§ = —1/12 con lo que ¢y := méxpe(z)<o |P(2)| = 0,25.

Otra opcion podria ser elegir v tal que

g(y) = méﬁi |¢(2)] es minimo.
FAS

Este minimo se alcanza para v* = (122*)7!, donde z* es la tinica raiz positiva de
Azt —42® — 2” + 82 — 8 = 0.

Asi, obtenemos que
~v* =0,0764418130787298503 . . .. (3.3.6)

Para esta eleccion ¢y := g(v*) = 0,18..., el argumento de que el Maximo del radio espectral
sea minimo es favorable para esta segunda opcion, pero en este caso tenemos que ¢(00) =
—¢9, v por tanto en la mayor parte de la recta real el radio espectral para la segunda
opcién es mayor que para la primera opcién, también la diferencia ¢ — ¢9 es relativamente
pequena, ademas para un numero fijo de iteraciones los errores globales asociados a las altas
frecuencias, del método implementado con el esquema iterativo Single-Newton, se amortiguan
bastante mejor cuando se considera la primera opcién. Este hecho juega un papel importante
en la eleccion de predictores de altos ordenes, los cuales funcionan mejor con la primera
opcidn, tal como veremos en la préxima seccién.

Por los argumentos anteriores, y por razones practicas tras la comparacién de ambas
opciones sobre muchos problemas test de la literatura, nos inclinamos por la primera opcién,

ya que normalmente ésta funciona un poco mejor que la segunda en la mayoria de los
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3.3. Seleccién del esquema iterativo para los métodos de Gauss

Figura 3.3.1: Radio espectral de N(z) para los métodos de Gauss de s etapas (s = 2,3,4).
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problemas, y tiene la ventaja adicional de ser mas robusta. En conclusion, tomamos v = 3,

y esto nos da una tnica matriz T cuya matriz inversa 7! satisface
V(A2 T H =00, tr(T"Y) =2y =24, det(T!) =det(A?) =12%

La matriz T puede ser descompuesta de acuerdo a (3.2.13), pero debe tenerse en cuenta
que tal descomposicion no es unica. Imponiendo que la matriz S sea triangular superior
con “1”7 en su diagonal por motivos de ahorro computacional. Obtenemos que L y S son
respectivamente la parte triangular inferior estricta y la parte triangular superior de la

siguiente matriz denotada por LH S,

B 1 —74+4V3 1
LBHS_((12+7\/§)/6 , ) S (3.3.7)

3.3.2. El método de Gauss de tres etapas (s = 3)

En este caso, la matriz T" suministra nueve parametros. La condicién (3.2.26) impone tres
ecuaciones lineales y a la vez implica un autovalor nulo para N(z). Por otra parte el requisito
o(T) = {7} nos lleva a tres ecuaciones (una lineal y dos no lineales) y suministra un nuevo
parametro . A efectos de simplificar el problema y obtener una velocidad de convergencia
todavia razonable, vamos a exigir que la matriz N(z) tenga un sélo autovalor no nulo ¢(z).

En este caso ¢(z) esta dado por (3.3.5).
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3.3. Seleccién del esquema iterativo para los métodos de Gauss

Como en el caso de dos etapas, asumiendo que ¢(oco) = 0, obtenemos que

1

2/3
— ) =0,041103534. . ..
120) 0,04110353

v = (det A)*/? = <
Ademas, la condicién (3.2.26) es equivalente a
07 = b" N(c0),

o bien usando (3.3.4)
0" =b"(A7=T7").

Ademas, si imponemos la nueva condicién
07 = e2 N(00),
con el =(0,0,1), se deduce inmediatamente que
0f =el(A2—T71). (3.3.8)

De aqui deducimos que N(z) tiene un autovalor nulo de multiplicidad dos, en virtud de
que A=2 — T~ tiene dos autovectores por la izquierda correspondientes al autovalor nulo,
y el otro autovalor estd dado por ¢(z) en (3.3.5). Debemos recordar que este era uno de
los objetivos trazados. Adem4s esta eleccién para 7! tiene la ventaja de que su tltima fila
coincide con una fila de A=2, y este hecho implica una propagacién pequeiia de los errores
en las altas frecuencias para las iteraciones en la tercera componente Yn(g)(u =1,2,...),
(z — 00), pues N(o0) = (A™2 — T~ ') A% También debe observarse que Y, 3 es la etapa mds
lejana para ser aproximada por predictores basados en los pasos previos de integracion, asi la
eleccién de (3.3.8) es conveniente para amortiguar los errores cometidos por los predictores al
aproximar la etapa més lejana. Con estos requisitos (nueve ecuaciones y nueve incégnitas) la

matriz T estd univocamente determinada. Nuevamente omitimos la escritura de 7'y damos

la descomposicion L H S con 16 digitos significativos.

1 —0,34134805819933375 0,08060287745941966
LBS = 3,0972763877611617 1 0,09100037186032114
—6,3351370812325647397  4,3129085842580614 1
(3.3.9)
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3.3. Seleccién del esquema iterativo para los métodos de Gauss

3.3.3. El método de Gauss de cuatro etapas (s =4)

En este caso y por argumentos similares a los casos de s = 2 y 3 etapas, exigiremos
o(T) = {7}, la condicién (3.2.26), e N(oco) = 07 y eI N(oco) = 07. Esto nos lleva a 16
ecuaciones con 16 incégnitas suministradas por la matriz 7 !. Estas ecuaciones son:

Br(A2 - T =07, (T = {371},

T( A-2 -1 T T( A2 -1 T (3'3'10)
63(A - T ):O, 64(A - T ):0.

En (3.3.10), e3 y e4 denotan el tercer y cuarto vector de la base canénica de R* respectiva-
mente, y el valor para 7y se obtiene exigiendo que el autovalor no nulo de N(z) satisfaga que

¢(00) = 0. Esto implica que

V10
1/2 FOE) = 0,0243975018. . ..

v = (det A)

De las condiciones en (3.3.10) obtenemos una tnica matriz 7' de coeficientes reales. Esta

matriz como en los casos anteriores también puede ser descompuesta en la forma L H .S con

0 0 0 0

_ 2,8903693478178977 0 0 0  (3311)
—3,880435892734769  3,1457588737925907 0 0
10,056003837018828 —10,386602189612067 5,349223474607041 O

1 —0,6259618003648055 0,28004508015579187 —0,026021682011884171

g 0 1 0,04262904477976469  0,04746745319522649
0 0 1 0,16883422865076189
0 0 0 1
(3.3.12)

En la Figura 3.3.1 se muestra la grafica del valor absoluto del autovalor no nulo ¢(z) de la
matriz N(z) en (3.3.5) para cada método de Gauss de s etapas con s = 2,3,4. Se puede
apreciar que la iteracion es siempre convergente y que la velocidad de convergencia decre-
ce cuando el nimero de etapas s aumenta. También es interesante considerar la razon de
convergencia en media, para una iteracion dada. Este promedio estd definido en [65, p. 45]

mediante

pi(2) = VNV ooy T =12,
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3.4. Predictores para los esquemas iterativos aplicados a los métodos de Gauss

Tabla 3.3.1: Promedio de las razones de convergencia para el método de Gauss.

Ji Gauss de dos etapas Gauss de tres etapas Gauss de cuatro etapas
1 p; = 0,577; pl = 0,577 p; = 1,72; pfy = 1,72 p; = 3,72; pfy = 3,72

2 p; = 0,280; p’ =0 p; = 0,830; p’ =0 p; =117, 05 =0

3 p; = 0,261; pi =0 p; = 0,675; pi =0 p; = 0,881; pi =0

4 p; = 0,256; p’ =0 p; =0,613; p =0 p; = 0,803; p =0

Para nuestra iteracién (3.2.14), tenemos que
lim p;(2) = p(N(2)) = [o(2)].
En [65] se senala la importancia que tiene que p;(z) =~ p(N(z)) para pequefios valores de
7, ya que esto implicaria una razén de convergencia uniforme préxima al radio espectral de
N(z), desde la primera iteraciéon. En la Tabla 3.3.1 recogemos los niimeros p; = méx.ecr p;(2)

y p;» = p,(00) para los casos j =1,2,3,4,y s = 2,3,4.

3.4. Predictores para los esquemas iterativos aplicados

a los métodos de Gauss

Un predictor Yn(g)(i =1,2,...,s) para computar las etapas Y,,; se dird que tiene orden ¢

si su error es de orden h?, es decir, si verifica:

Yn,i_Y(O):O(hq), 1=1,2,...,s h — 0.

n,t

Los predictores a considerar resultan de combinaciones lineales de las soluciones de avance

y de las etapas del iltimo paso dado, es decir, se computaran mediante,

s
V) = iy + hdiyly  + > byYaory i=1,2,..s. (3.4.1)

j=1
Predictores de este tipo han sido considerados previamente en la literatura, entre otros por
P. Laburta [67] a efectos de optimizar el costo computacional en esquemas iterativos de tipo
[teracién Funcional Simple en sistemas de tipo Hamiltoniano, principalmente. También han
sido usados por 1. Gémez [38] y 1. Higueras et al. [39] en el caso de implementar esquemas

iterativos de tipo Newton (Quasi-Newton o Newton Modificado) sobre Métodos de colocacién
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3.4. Predictores para los esquemas iterativos aplicados a los métodos de Gauss

de orden relativamente bajo y también para métodos del tipo SDIRKN (Single Diagonally
Implicit Runge Kutta Nystrém methods).

Su orden se deduce usando la teoria especial de drboles de Nystrom (véase por ejemplo [55,
Ch. I1.14]). En este caso, las condiciones de orden vienen dadas por las siguientes ecuaciones

lineales, sobre los pardmetros a determinar (a;, d;, b;;):

1. Orden 1: ai+2bij:1, 1=1,...,s.

2. Orden 2:  (Orden 1y d; + Zbl-jcj =1l+7¢, i=1,...,5).
j=1
Teniendo en cuenta que los métodos de Gauss de s—etapas satisfacen la condiciéon sim-

plificadora de orden C(s) (abajo, la potencia de un vector se entendera como tomar la

potencia en cada componente),

C(s): chfl:%cj, j=1,...,s
Entonces, tras unos calculos no complicados pero algo tediosos, se llega a que las con-

diciones de orden (¢ > 3) vienen dadas por:
3. Orden 3 (para s >2): (Orden 2y Zbij(cj)Q = (14+71¢)?% i=1,...,5).

J=1

4. Orden 4 (para s >2): (Orden 3y

waﬁj =

Para s > 3, la ultima condicién es equivalente a

(Q+7¢)* = (1¢:)%) + k7, i=1,...,s. donde k = (k;) = A%c).

CDI»—t

me ) =0+71¢) i=1,...,s
5. Orden 5 (para s > 3): (Orden4y

Zb,]cj = ((1+7e)* = (re)) + G, i=1,...,s donde ¢ = (¢) = A%?).
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Es de gran interés analizar como propaga cada predictor los errores globales acumulados,
especialmente cuando se consideran frecuencias altas, debido a que en estos casos los erro-
res suelen amplificarse de forma més catastréfica y necesitan ser bien amortiguados por el

esquema iterativo. Asi, para problemas lineales

y'(t) = f(t,y) = Jy +g(t). (3.4.2)
haciendo
En—1 = Yn—-1 — ?)nfla -1 = hy;l—l - h@;—la

denotando por y(t) y 9(t) las soluciones locales que pasan por (t,_1,Yn—1,Y,_1) Y (ta—1, Un—1,Ur_1)

respectivamente, entonces la diferencia &(t) = y(t) — y(t) satisface el sistema lineal

§'(t) = JE(), &(ta-1) = en-1, E(tar) = h7 aor

De aqui, resulta evidente que el comportamiento de un predictor sobre un problema test
simple

y”(t) = _w2y7 y(tn—l) = En—1, y,<tn—1) - h_lnn—l, (343)

es significativo para conocer como los errores acumulados (€,-1,7,-1) en el paso t,_; se
propagan al paso siguiente, especialmente en el caso de considerar frecuencias altas.

Aplicando el método de Gauss de s etapas al problema test (3.4.3) y haciendo z = wh
tenemos que

Yn_l = ([ - ZA2)_1(6 X Yp—1 +¢c & 8n—l)-

Por otra parte de (3.2.6)
Yo =1 Yo1 + (0TAT R 1)V, 4,

Vp = 1""Yp_1 + 17" 01 + (BTA2R )Y, _,.
Con lo cual, haciendo z — oo (frecuencias altas) se tiene que
Y, 1=Y,=0eR’, y,=rc,1 v hy, =re,1+r"n. 1. (3.4.4)
Por otra parte, para el predictor (3.4.1), haciendo z = oo, se sigue que

ero) = Qi€p—1 + diNn—1, i=1,...,s. (3.4.5)
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Ya que el error esta dado por Yn(o) -Y, = Yn(o), entonces para cada orden ¢ = 1,..., los

factores de amplificaciéon de error de un predictor vendran dados por vectores a = (a;) y
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3.4. Predictores para los esquemas iterativos aplicados a los métodos de Gauss

d = (d;). Seria muy conveniente elegir predictores con factores de amplificacién de error
pequenos. Pues estos errores deben ser amortiguados luego por las iteraciones del esquema
iterativo.

Los predictores de ordenes ¢ = 1,2,...,s con factor de amplificaciéon 0 en z = oo, son

dados respectivamente por (la interpolaciéon polindmica en las etapas de los pasos previos),
YOI =P (1+7c), i=1,...,5, qg=1,...,5 (3.4.6)
donde P; ,(t) es un polinomio de grado ¢ — 1 a lo sumo, el cual satisface
P (co1-i) = Yn1s11-, t=1,...,q. (3.4.7)
El tnico predictor de orden s + 1 que satisface d” = (d;) = 07, estd dado por
YO = P14 7¢), Pogpi(0) = Ynot,  Pogin(c) =Yors, (i=1,...,5). (3.4.8)

Aqui, P 441(t) es un polinomio de grado s a lo sumo.
Y(O),s+2

n,i

Para el caso s = 2 y s = 3, los predictores ( ) de orden s + 2 pueden calcularse
facilmente de las ecuaciones lineales dadas al comienzo de esta seccion. Ademas, predictores
de ordenes mas altos pueden calcularse usando la teoria de drboles especiales de Nystrom
junto con la condicién C(s).

Para ilustrar el tamano de los factores de amplificacion de error asociados con predictores
de altos ordenes, hemos calculado los factores de amplificacién para el método de Gauss de
dos etapas y su predictor natural de cuarto orden, ya mencionado anteriormente. Los valores
para as(7) y do(T) (véase (3.4.5)) para distintas razones 7 de tamano de paso 7 = 1,2,3,
estan dadas a continuacion. Estos valores de 7 pueden ser representativos para los casos en

los cuales el tamano de paso es constante o aumenta en la integracion.

as(1) = 31,86,
do(1) = 3,732,
as(2) = 1314,
dy(2) = 17,66,
as(3) 338,3,
dy(3) = 48,25

De lo expuesto anteriormente, podemos deducir, que las amplificaciones de error asociadas
con las altas frecuencias en el esquema iterativo no seran amortiguadas en pocas iteraciones

a menos que el radio espectral de la matriz N(oo) (véase seccién 3.3) sea bastante pequeno.
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3.4. Predictores para los esquemas iterativos aplicados a los métodos de Gauss

Tabla 3.4.1: solucién numérica en la componente ¥, obtenida con el método Gauss de dos etapas en el
punto final ¢ = 4, después de N = 40 pasos de tamano h = 0,1, usando nuestra iteracién y,,; y también

usando la Iteracién Quasi-Newton ygni, para resolver sus ecuaciones de etapa, tomando p iteraciones por

paso y el predictor Yn(f)i)’q.
Tter YO v, 0 v, 0 0
! Ysni = —2,27e-9 Ysni = D,12e+2 Ysni = —4,61e422 Ysni = —1,16e+33
//[/ =
Yqni = 1,09¢-8 Yqni = 1,10e-8 Ygni = 1,76e-3 Ygni = 1,88e+7
9 Ysni = 8711679 Ysni = 8733679 Ysni = _27036713 Ysni = 17096+0
/1, e
Yqni = 1,008 Ygni = 1,008 Ygni = 1,948 Yqni = 2,91e-5
5 Ysni = 1,10e-8 Ysni = 1,00e-8 Ysni = 9,028 Ysni = 6,523
M =
Yqni = 9,969 Yqni = 9,969 Ygni = 1,038 Yqni = 2,308

Para ilustrar lo expuesto anteriormente sobre la influencia de los predictores en el com-
portamiento del error global de un método cuando se usa un determinado método iterativo
para resolver sus ecuaciones de etapa y se da un numero fijo de iteraciones por paso de

integracion, consideremos el problema simple,

y'(t) = —n(l+t)"y,
y(0) = 1078, ¢/(0) = 0,
n =10 t € [0,4].

En la Tabla 3.4.1 se refleja como el predictor elegido, puede tener una influencia catastrofica
en la precision alcanzada en el punto final de integracién, cuando se da un niimero pequeno
de iteraciones por paso de integraciéon con un esquema prefijado. Aqui, las integraciones se
llevaron a cabo usando el método de Gauss de dos etapas y las iteraciones empleadas fueron
la QNI y la iteracién Single-Newton (SNI) dada por (3.2.14) y (3.3.7). En todos los casos se
tom¢ para el primer paso: el predictor Y,? = e ® y y se dieron 5 iteraciones con el esquema
iterativo correspondiente. Debe tenerse en cuenta que la soluciéon exacta en la componente

y, para todos los puntos del intervalo de integracién es de magnitud O(1078).
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3.5. VOS: Estrategia del Orden Variable para seleccio-

nar los predictores

De los estudios previos no podemos inferir que los algoritmos de arranque de orden mas al-
to sean los mejores. Asi, para conjugar en los predictores un orden alto con pequenos factores
de amplificacién de error para las altas frecuencias, podemos adoptar una estrategia de or-
den variable para seleccionar el mejor predictor en cada paso de la integracion. Denotaremos
esta estrategia por VOS: Variable Order Strategy para predictores. Esta técnica ha resultado
ser muy efectiva en sistemas diferenciales de primer orden de tipo stiff integrados mediante
métodos Runge-Kutta altamente implicitos [44, pp. 89-93]. La idea es elegir el predictor que
tenga el error més pequeno (en alguna norma). Teniendo en cuenta que los algoritmos de
arranque desarrollados previamente Yn(g)’q, tienen ordenes consecutivos ¢ = 1,2,3, ..., max,

)

0), : : .
el error de Yn(z-  puede estimarse mediante la férmula

EQT =) v Oy Oty =1, ), (a= 1, e — 1)

n,i

La seleccién puede hacerse (excepto para el primer paso) de la siguiente manera:

Para ¢ =1,2,..., ¢max — 1, se toma el primer ¢ (y el predictor Yn(g)’q,i =1,...,s) tal que

EOatl > 1w pOla  inicamente k = 0,5. (3.5.1)

n,s n,s

Si (3.5.1) no es satisfecha, entonces se elige ¢ = gmax (€l algoritmo de arranque de mas alto
OI'den anFS;)’qméx) Sl

EOatl < /mET(l’)’q, tipicamente p = 0,2,

n,s s

V ¢ = Gmax — 1 en otro caso.

Se puede observar que s6lo medimos el error del predictor en la componente s-ésima,
pues es la que se supone que presentara un error mas grande, al estar mas alejada. Aunque
no hemos hecho una estimacién del error para el predictor de mas alto orden, seleccionamos
éste, cuando su diferencia con el predictor de un orden menor no sea significativa. Conviene
resaltar que para dos predictores con errores similares preferiremos aquel que tenga orden
mas bajo, véase (3.5.1), ya que éste tendra factores de amplificacién de error méas pequenos
generalmente.

Para el primer paso, podemos adoptar la misma estrategia anterior, pero considerando
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como algoritmos de arranque:

Y(](S)’l =1y (orden 1),
Yoo = o+ hociyy  (orden 2), (3.5.2)
Yo(,?)ﬁ = yo + hociyp + %(hoci)Qf(tm yo) (orden 3) parai=1,...,s.

En el predictor de orden 3, hemos incluido una evaluaciéon adicional de la derivada
f(to,y0). De todos modos su computacién se hace necesaria para estimar el error local del

primer paso, y por tanto no supone coste adicional alguno.

3.6. Experimentos numéricos

En esta seccion presentamos algunos experimentos numéricos con el propésito de confir-
mar la teorfa del orden (Teorema 3.1 y Teorema 3.2, seccién 3.2) para la solucién de avan-
ce (3.2.6) implementando la iteracién Single Newton y la Iteracion Quasi-Newton (QNI),
usando los predictores desarrollados en la seccién precedente y dando un ntimero fijo u de
iteraciones por paso de integracién. Ademadas mostraremos que el esquema iterativo Single
Newton es mas eficiente en general que el de tipo Quasi—-Newton y que otras iteraciones pro-
puestas en la literatura. Para el primer objetivo, hemos implementado las iteraciones Single
Newton y Quasi-Newton, en codigos a paso fijo basados en las formulas de Gauss de 2, 3 y
4 etapas, evaluando la matriz Jacobiana (y actualizando las correspondientes factorizaciones
LU) en cada paso de integracién (excepto en el primer paso, donde hemos realizado p + 2
iteraciones para compensar el bajo orden de los predictores en el primer paso). Para nuestra
iteracion Single Newton hemos desarrollado tres c6digos (uno para cada nimero de etapas
s = 2,3,4), cuyas ecuaciones de etapa han sido resueltas usando la iteracién propuesta en
(3.2.14), con los valores de los pardmetros «y y las matrices S'y L dadas en la seccién 3.3. Tam-
bién construimos otros tres codigos (para s = 2,3,4) basados en la Iteracién Quasi-Newton
(3.2.4).

En todos los problemas los errores absolutos fueron medidos usando la norma Euclidea
ponderada,

| |:= m~ 2 |z |2, xe€R™

Para cada iteracién y cada predictor considerado (Yn(g)’q, véase (3.4.6), (3.4.7) y (3.4.8))
hemos calculado los ordenes de convergencia del método con respecto a la solucién Runge-

Kutta en el punto final. Estos érdenes han sido denotados por p(h) y p'(h) en las Tablas
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3.6.1 y 3.6.2, donde ademas, entre corchetes se han incluido los errores globales con respecto
a la solucién Runge-Kutta. Estos 6rdenes p(h) y p'(h) se han estimado mediante la técnica
de extrapolacion global del modo siguiente,

~ In(e(h)) —In(e(h/2))

p(h) = — IOE

In (¢/(h)) — In(€¢'(h/2))

In 2 ’

donde

e(h) =l gty h) = o8 . €' (0) =l Wharc(tr 1) = o/ |, (3.6.1)
con Yri(tr,h) y Yri(ts, h) denotando la solucién exacta Runge-Kutta en el punto final
después de N pasos de tamano h = (ty — to)/N y {yw, y’f{‘)} (n=0,1,...,N) denota la
solucion de avance después de n pasos de integracion y yu iteraciones por paso de integracion.

Para el primer paso, el predictor usado en todos los casos fue
YO(O) =e®1yy (orden 1),

y se dieron dos iteraciones mas que en los otros pasos a efectos de compensar el bajo orden
del predictor usado en el primer paso.

Presentaremos aqui los resultados numéricos sobre tres problemas test que aparecen fre-
cuentemente en la literatura y que han sido usados como prototipos de problemas oscilatorios

para probar la eficiencia de los métodos numéricos.
Problema 3.1 ([37, pp. 201], Apéndice Prob. B.14)
y' () + sinh(y(¢)) = 0
y(0)=1, '(0)=0, ¢tel0,4].

Problema 3.2 (/56, pp. 10-12], Apéndice Prob. B.24) es el problema de los planetas exter-
nos del sistema solar (outer solar system) de dimension m = 18 y t € [0,500000]. En este
caso la componente de y mds pequena en el punto final es yy = —5,56 ... y la mds grande es
Y14 = 38,6 .. .. Este problema presenta sélo combina bajas frecuencias en las componentes de
su solucion. Por ejemplo, los autovalores (w) de la matriz Jacobiana Jy = Of /0y(to,yo) en
el punto inicial son muy pequenos. Un calculo numérico muestra que todos ellos son reales

y satisfacen |w| < 107°.
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Problema 3.3 ([63, Prob. 4.5, p. 610/, Apéndice Prob. B.32) es la ecuacion de la onda
unidimensional con friccion no lineal dada por,

0*u P g*ud

uz(0,t) = u,(l,t) =0,

u(0,t) = sin (?) w (0, 1) = —g\/g_dcos <?)

donde d = dy(2 + cos(2l7'nx)), g es la aceleracién de la gravedad y C' es el coeficiente de
Chezy dado mas abajo. Se han usado diferencias simétricas de cuarto orden para discretizar
Uy (t, ) sobre la variable x en x; = jAz, j=2,3,...,m—1 (Az=1/(m+1)),y también
diferencias de cuarto orden para discretizar sobre la linea z; (involucrando los valores de u
desde xy hasta x5) y sobre la linea x,,. Las condiciones de fronteras wu,(t,0) y u,(t,1), son
respectivamente discretizadas usando diferencias progresivas y regresivas de quinto orden,
con el proposito que los errores de discretizacién se mantengan dentro del mismo orden
cuando se pase de la ecuacién en derivadas parciales al sistema diferencial ordinario de
segundo orden mediante el método de lineas (MOL). Las componentes de la solucién ug y
U1 Son eliminadas mediante las condiciones de frontera. Los pardametros que hemos tomado
son
m = 41, [ =100, dy = 10, C =50, g =9,81.

Este problema es medio—stiff, ya que los 41 autovalores de Jy = 0f/0y(to, o) son reales y
estdn casi uniformemente distribuidos en el intervalo [—276,3, . .., 0]. No hay muchos cambios
cuando la matriz Jacobiana es evaluada en otros puntos (t,y(t)) con t > 0. En ¢t = 10, la
componente de la solucion mas pequena es ysg = 0,0550. .. y la més grande es y; = 1,956.. . ..
Para el problema 3.1, en la Tabla 3.6.1 se puede ver que los ordenes de convergencia
obtenidos en ambas componente (y e ') se ajustan a lo establecido en el Teorema 3.1,
independientemente del predictor elegido. También los resultados en la Tabla 3.6.2 confirman
numéricamente los resultados del Teorema 3.2 para la iteraciéon Quasi—Newton.
Considerando problemas mas précticos, hemos aplicado los esquemas iterativos aplicados
a los Problemas 3.2 y 3.3, usando los métodos de Gauss de s etapas (s = 2,3,4), dando un
nimero fijo de iteraciones por paso de integracion, excepto en el primer paso donde hemos
tomando como predictor Yy = e ® 9 y hemos dado p + 2 iteraciones para compensar el bajo
orden de este predictor. Para los restantes pasos de integracion, hemos usado la estrategia

de orden variable (VOS) para los predictores, tanto en el caso del esquema Quasi—Newton
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como para nuestra iteracion Single-Newton. En el caso del método de Gauss de dos etapas
hemos incluido los resultados obtenidos usando la iteracion de Cooper y Butcher, tal como
ésta fue modificada en [37, pp. 198-199] y con los predictores que alli se proponen. En este
caso, también hemos dado dos iteraciones de mas en el primer paso de integracién a efectos
de estar en las mismas condiciones que con los otros esquemas iterativos.

En las Tablas 3.6.3 y 3.6.5 se aprecia que para el método de Gauss de dos etapas, nues-
tra iteracién Single-Newton ( 3.3.7)—(3.2.14), se comporta de manera andloga a la iteracién
Quasi-Newton, ain dando el mismo ntmero de iteraciones, es decir, ambas iteraciones pro-
porcionan errores globales (denotados por €) similares en el punto final de integracién. Tam-
bién se observa en las tablas que, ambas iteraciones seleccionan practicamente los mismos
predictores al hacer uso de la estrategia VOS. Entre corchetes mostramos el nimero de veces
que cada predictor fue elegido, asi, [0,0,187,12] significa que los predictores de orden 1 y
2 nunca fueron elegidos, que el predictor de orden tres fue elegido 187 veces y el predictor
de orden cuatro fue tomado 12 veces. También se aprecia en la Tabla 3.6.3 (Problema 3.2)
que la iteracion de Cooper y Butcher necesita mas iteraciones que nuestro esquema iterativo
para alcanzar la misma precision. Esto puede explicarse porque la iteracién de Cooper y
Butcher no gana ordenes en potencias de h con las iteraciones, sino que mantiene el orden
del predictor, y no alcanza por tanto el orden del corrector si se empieza con predictores de
bajo orden, lo cual supone una gran desventaja respecto a nuestra iteracién Single-Newton.
En el Problema 3.3 (caso de frecuencias més altas) la iteracién de Cooper y Butcher tiene un
comportamiento similar a la nuestra. También puede verse que la estrategia VOS funciona
adecuadamente tanto en el Problema 3.2 como en el Problema 3.3. También se observa que
los mejores predictores para los problemas que solo posean frecuencias bajas (Problema 3.2)
son aquellos de ordenes mas alto, sin embargo cuando el problema posee frecuencias altas
no despreciables (Problema 3.3) entonces los predictores de orden medio son elegidos mas a
menudo por el cédigo. Esto estd en concordancia con la teoria de amplificacién de errores a
través de los predictores, expuesta anteriormente.

En el caso de los método de Gauss de tres y de cuatro etapas, cuando comparamos nuestra
iteracién Single-Newton con la iteraciéon Quasi-Newton, se puede apreciar en las Tablas
3.6.4 y 3.6.6 que ambas iteraciones practicamente alcanzan precisiones similares en el mismo
numero de iteraciones. En el peor de los casos, nuestra iteracion necesita una iteraciéon mas
que la Quasi-Newton para obtener errores globales similares. Esto muestra una gran ventaja

a favor de nuestra iteracion cuando comparamos los esfuerzos computacionales realizados.
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También se muestra que cuando ambas iteraciones son implementadas con la estrategia
VOS, ambas toman practicamente los mismos predictores y en el caso del Problema 3.3 los
predictores de orden medio son los preferidos nuevamente, observe que el predictor de orden
mas alto no fue elegido casi nunca. Por otra parte, para el caso de los problemas con todos
sus modos de frecuencia de tamano moderado, los predictores de ordenes mas altos son los
elegidos por el cédigo. En estas tablas también puede observarse, un incremento en orden
alcanzado por los métodos cuando el nimero de etapas crece, como es de esperar. Ademads, se
aprecia que el proceso iterativo converge practicamente tras 4 6 5 iteraciones. Sin embargo,
para un numero bajo de iteraciones (digamos p = 2,3) por paso de integracion, la precision
alcanzada es practicamente independiente del método de Gauss usado, es decir es similar
para los casos s = 2, 3,4, véanse Tablas 3.6.3-3.6.6.

De los resultados anteriores y de otros muchos experimentos numéricos no presentados
aqui, concluimos que la iteracion Single—Newton dada por (3.2.14), con las matrices L, S
y los pardmetros v = (det A)¥* elegidos tal cual se indica en la seccion 3.3, parece ser
una alternativa mds eficaz que la iteracion Quasi-Newton, cuando se implementa sobre los
métodos de Gauss y posiblemente sobre cualquier método Runge—Kutta—Nystrom altamente
implicito. También parece ser mas eficiente que la iteracion propuesta por Cooper y Butcher
[22], ya que esta iltima fue diseniada para problemas de primer orden y ademds presenta el
inconveniente de no ganar orden con las iteraciones, sino que mantiene el orden del predictor.
Por otra parte, es importante recalcar que la estrategia VOS para los predictores parece ser
mas atractiva que la opcion de un determinado predictor fijo, ya que la alternativa VOS es
mas flexible y se ajusta mejor a cada paso de la integracion.

En el caso de los métodos Lobatto IIIA, que son también potencialmente atractivos para
problemas de sequndo orden, podemos adaptar facilmente la iteracion de tipo Single—Newton
desarrollada en este capitulo. Teniéndose en cuenta que para esos métodos la matriz T del
Single-Newton (3.2.12) debe optimizarse sdlo para las etapas implicitas de dichos métodos,

en virtud de que la primera etapa es explicita.
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Tabla 3.6.1: Ordenes de convergencia y errores en el punto final: p(h)[e(h)],p’(k)[¢’(h)], para el Problema

3.1 (tena = 4, h = 0,4), usando nuestra iteracién Single-Newton (dando p iteraciones por paso de integracion)

sobre el método de Gauss de dos etapas. El predictor usado fue el denotado por Y,f?i)’q.

Gauss 2 etapas Yn(g-)’l Yn(g)’z Yn(g)’g Yn(g) .
. p = 1,9[4,6e-2] p = 2,7[5,9¢-3] p = 3,8[3,1e-3] p = 5,1[2,3e4]
M =
p = 2,2[2,7e-2] P = 3,6[3,1e-3] P = 4,012,4e-3] P = 6,6[1,4e-4]
5 p=39[1,1e-3] p = 5,1[2,3e4] p = 5,7[4,3e-5] p=T7,1[4,3e0]
/,L =
p = 4,0[7,5e4] p = 5,6[6,le-5] P = 6,0[3,7e-5] P = 9,2[1,6e—6]
5 p = 5,8[1,8¢-5] p=T7,1[4,7e6] p = 7,6[6,9¢-7] p=9,1[8,3¢-§]
/Jj =

P =6,1[1,3e-5] p =T4[l,1le-6] p =8,0[6,4e-7] p' =10,5[2,9¢-8§]

Tabla 3.6.2: Ordenes de convergencia y errores en el punto final: p(h)[e(h)], p’(h)[e’(h)], para el Problema

3.1 (tena = 4, h = 0,4), usando la iteracién Quasi-Newton (dando p iteraciones por paso de integracién)

sobre el método de Gauss de dos etapas. El predictor usado fue el denotado por Y,f?i)’q.

Gauss 2 etapas Yn(g)’l Yn(gm Yn(g)’g’ Yn(g)A
., p=1892e3] p=4741e-3]  p=39[1,6e3] p = 5,0[8,8¢-5]
: p = 2,2[1,4e-2] p = 2,6[1,1e-2] p = 3,8[1,4e-3] p = 5,2[3,4e-4]
5 p = 5,2[6,6e-7] p = 5,6[1,2e-5] p = 7,2[8,5¢e-7] p = 7,6[1,3e-7]
: p =5,0[1,8¢-5] p' =59[1,6e-5] p =6,7[2,3e-6] p = 8,4[3,1e-7]

p=287[12e9] p=096[11e8  p=101[3,6e-10]  p=10,5[2,1e-11]
P =81[25¢-9] p =87[82e-9] p =10,0[2,7e-10]  p = 10,9]2,6e-11]
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Tabla 3.6.3: Método de Gauss de dos etapas en el Problema 3.2.

Gauss 2 etapas Nuestra iteracion Iter. Quasi-Newton  Iter. Cooper-Butcher.

p=1 € = 2,26e+1[0,0,0,3999] € = 2,23¢+1[0,0,0,3999] € = 2,85e+1
[=2 e =1,80¢-1[0,0,0,3999] €= 1,78¢-2[0,0,0,3999] €= 2,92¢+1
=3 e = 1,60e-2[0,0,0,3999] € =1,62¢-2[0,0,0,3999] €= 2,37e+0
p=4 e = 1,50e-2[0,0,0,3999] € =1,50e-2[0,0,0,3999] €= 4,69¢-1

Errores globales en el punto final de integracién sobre la componente y para te,g = 5-10° (h = 125),
usando nuestra iteracion Single-Newton , la iteracion Quasi-Newton y la iteracion de Cooper y Butcher. Se
dieron p iteraciones por paso de integracién y se usé la estrategia de orden variable VOS para predictores.
Entre corchetes se recoge el nimero de veces que cada predictor fue elegido para el caso de las iteraciones

Single-Newton y Quasi—Newton.

Tabla 3.6.4: Métodos de Gauss de tres etapas (orden seis) y de cuatro etapas (orden 8), sobre el Problema
3.2.

Gauss 3 etapas

Nuestra iteracion

Iter. Quasi—Newton

p=1

Hw=2
w=3
uw=4
W=>5

Gauss 4 etapas

p=1

=2
=3
w=4
H=>5

¢ = 9,90e-+0[0, 0,0, 3527, 472]
e = 8,29¢-2[0,0,0, 2635, 1364]
¢ = 5,78¢-40,0, 0, 2630, 1369]
¢ = 4,87¢-6[0,0,0, 2630, 1369]
€ = 2,93¢-6[0,0, 0, 2630, 1369]

e = 1,96e+10, 0,0, 498, 3501]
e = 9,23¢-3[0,0, 0, 535, 3464]
¢ = 1,75¢-4]0,0, 0, 535, 3464]
e = 2,69¢-7]0,0,0, 535, 3464]
e = 2,07¢-8[0,0,0, 535, 3464]

e = 3,48¢+0[0,0,0, 3316, 683
e = 5,69¢-3(0,0, 0, 2632, 1367]
e = 4,11e-4[0,0, 0, 2630, 1369]
e = 3,10e-6[0,0, 0, 2630, 1369]
¢ = 2,94¢-6[0,0, 0, 2630, 1369]

e = 1,74e+1[0, 0,0, 436, 3563]
e = 4,65¢-3]0,0, 0, 535, 3464]
e = 1,46¢-4[0,0, 0, 535, 3464]
e = 4,84¢-8[0,0,0, 535, 3464]
e = 4,01e-8[0,0,0, 535, 3464]

Errores globales en el punto final t.,q = 5-10°, para la componente 3 con tamano de paso fijo h = 125. Hemos
usado nuestra iteracién y la iteracién Quasi-Newton. Se dieron p iteraciones por paso de integracién y se
usa la estrategia VOS para los predictores. Entre corchetes se recoge el niimero de veces que cada predictor

fue elegido.
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Tabla 3.6.5: Método de Gauss de dos etapas pare el Problema 3.3.

Gauss 2 etapas Nuestra iteracion Iter. Quasi-Newton  Iter. Cooper—Butcher
pw=1 e = 3,65e-3[0,0,187,12] e = 3,40e-3|0,0, 176, 23] e =4,92e-3
w=2 e = 1,22¢-4[0,0,161,38] € = 4,66e-50,0,158,41] € =2,22e4
w=3 e = 2,20e-5[0,0,158,41] €= 1,81e-5[0,0, 158, 41] e =2,18¢-5
=4 e = 1,85e-5[0,0,158,41] € = 1,83e-5[0, 0, 158, 41] e = 1,96e-5

Errores globales en el punto final t.,; = 10, en la componente y usando tamano de paso constante h = 0,05.
Hemos usado nuestra iteracion Single-Newton, la iteracion Quasi-Newton y la iteracion de Cooper y Butcher.
Se dieron p iteraciones por paso de integracion y se usé la estrategia VOS para predictores. Entre corchetes
el nimero de veces que cada predictor fue elegido para el caso de las iteraciones Single-Newton y Quasi—

Newton.

Tabla 3.6.6: Método de Gauss de tres etapas y método de Gauss de cuatro etapas en Problema 3.3.

Gauss 3 etapas Nuestra iteracion [ter. Quasi-Newton

p=1 e = 3,16¢-4[0,0, 1,198, 0] e = 3,27¢-4[0,0, 1,198, 0]
=2 e = 5,42-6[0,0,1, 198, 0] e = 3,68¢6[0,0, 1,198, 0]
=3 e =1,20e-7[0,0, 1,198, 0] e = 3,52¢-8[0,0, 1,198, 0]
p=4 ¢ = 3,03¢-8[0,0, 1, 198, 0] ¢ = 3,16¢-8[0,0, 1, 198, 0]

Gauss 4 etapas

p=1

e = 3,40e-4[0,0, 1,197, 1]

e = 3,43¢-4[0,0, 1,197, 1]

=2 ¢ = 4,83-6[0,0,1, 198, 0] e = 4,25¢-6[0,0, 1,198, 0]
=3 € = 17,77¢-8[0,0, 1,198, 0] e = 4,01e-8[0,0, 1, 198, 0]
p=4 ¢ = 1,48¢-9[0,0, 1, 198, 0] ¢ = 2,43¢-10[0,0, 1, 198, 0]
=5 e = 5,25¢-11[0,0,1, 198, 0] e = 4,22¢-11[0,0, 1, 198, 0]
Errores globales en la componente y para t; = 10 (h = 0,05) con nuestra iteracién y con la iteracién

Quasi—-Newton. Se dieron p iteraciones por paso y se uso la estrategia de orden variable para predictores (en

corchetes el nimero de veces que cada algoritmo de arranque fue elegido).
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Capitulo 4

Un cédigo basado en el método de
Gauss de 2 etapas para problemas de

segundo orden

4.1. Introducciéon

Es un hecho bien conocido que las formulas Runge-Kutta Gauss poseen excelentes pro-
piedades de orden y de estabilidad. Ademas son P—estables para problemas de valor inicial
de segundo orden, es decir, los métodos preservan las amplitudes de las frecuencias en pro-
blemas lineales, véase [62] para una definicion precisa de P-estabilidad en métodos de un
paso. También poseen los ordenes mas altos de convergencia en relacion al nimero de etapas
dentro de la clase de métodos Runge-Kutta y pertenecen a la la clase de métodos simétri-
cos y simplécticos, véase por ejemplo [55, 56, 76]. Esto supone una gran ventaja para la
integracién de problemas Hamiltonianos. El principal inconveniente de estos métodos es
que son altamente implicitos. Para solventar este handicap, diversos autores han propues-
tos iteraciones adecuadas de tipo Newton para resolver las ecuaciones de etapas en el caso
de problemas de primer orden de tipo stiff [22, 23, 41] y para problemas oscilatorios cuyas
soluciones involucran frecuencias altas [37, 46, 60]. Sin embargo, no hay en la literatura c6di-
gos disponibles de caracter general incorporando estos procesos iterativos. En este capitulo
pretendemos cubrir parte de este vacio. Abordaremos aqui la construccién de un codigo de
proposito general basado en el método de Gauss de dos etapas, para integrar satisfactoria-

mente problemas del tipo especial (4.1.1) en precisién baja y media, de tal manera que éste
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4.1. Introduccion

pueda cubrir adecuadamente la clase de problemas oscilatorios en general, y especialmente
aquellos en que las frecuencias altas de soluciones préximas a la solucién exacta y(t) del
PVTI no sean significativas, es decir, lleven asociadas amplitudes pequenias. En este caso, los
métodos explicitos no son apropiados, ya que toman un elevado niimero de pasos debido a
sus pobres propiedades de estabilidad. Nuestro cédigo podria ser de especial interés para la
solucién de importantes clases de Ecuaciones Diferenciales Parciales (PDE) que surgen de
fenémenos vibratorios, las cuales se discretizan en las variables espaciales por alguna técnica
estandar tal como el Método de Lineas (MOL) . Este capitulo esté estrechamente ligado a
las investigaciones llevadas a cabo en el capitulo anterior y también recogidas en [46] y [48].
En estos trabajos, se desarroll6 una iteracion Single-Newton para resolver las ecuaciones
implicitas de las etapas de los métodos de Gauss. También se probd por medio de argumen-
tos tedricos y practicos que la iteracion Single-Newton es maés eficiente computacionalmente
que la iteracion Quasi—Newton.

Cuando un método Runge-Kutta de s etapas con matrices de coeficientes (A,b,c) se

aplica a un sistema diferencial de segundo orden de tipo especial

y'(t) = f(t,y(t), € [to,tsm),

(4.1.1)
y(tﬂ) = Yo, yl(tO) = y67 Y, y/a f € Rm?

las etapas internas Y, verifican la ecuacién (3.2.2) (véase capitulo anterior) y la solucién
de avance se computa mediante las férmulas (3.2.6)—(3.2.7) por las razones expuestas en la
seccion 3.2.

La version Runge-Kutta-Nystrom del método de Gauss de 2 etapas viene dada por la

siguiente tabla de Butcher [76, p. 37],

1_ V3| 1 1_ V3
2 276 24 8 12
el 4 L VB[l 1
T — 276 |8 12 24
) b* A = L I (4.1.2)
T 47T 12 4" 12
1 1
2 2
En este caso la solucién de avance para las etapas toma la forma:
Yne1 = Yo+ (TATT @ DY, BTAT = (=V/3,/3), (4.13)

hyl 1 = 12y, + hyl, + (BTAT2 @ 1)Y,, bTA72=(—6(1+/3),6(—1+V/3)).

El resto del capitulo se organiza de la siguiente manera: en la seccién 4.2 siguiendo la

linea de investigacion realizada en [46], se describird un tipo de esquema iterativo de tipo
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4.2. Solucién de las ecuaciones de etapas

Single-Newton para el método de Gauss de dos etapas, ademads se explicitaran predictores
para empezar las iteraciones de las etapas internas con el objetivo de usar una estrategia de
orden variable la cual serd implementada en el codigo. En la seccién 4.3, a efectos de usar una
estrategia de paso variable, se disenaran estimadores del error local asintéticamente correctos
y se recomendara la eleccién de uno de ellos. También se suministrard una prediccion del
paso inicial en la seccion 4.4. El pseudocddigo y el algoritmo se describiran con detalle en la
seccion 4.5. Finalmente en la seccion 4.6 se presentan algunos experimentos numéricos con
el proposito de tasar los méritos y deméritos del cédigo al compararse con otros codigos de
proposito general considerados en la literatura. Los resultados tedricos y practicos de este

capitulo estan recogidos esencialmente en los trabajos [47, 49, 51, 75].

4.2. Solucién de las ecuaciones de etapas

En el capitulo 3 (véase también [46]) se desarrollé una iteracién eficiente tipo Newton pa-
ra resolver las etapas internas de los métodos Runge-Kutta-Nystrom altamente implicitos.
Para los métodos de Gauss de s etapas con s = 2,3 y 4. Esta iteracién resulta mas venta-
josa que la iteracién Quasi—-Newton, pues para errores globales similares en las soluciones
de avance comporta costos computacionales notablemente inferiores. Ademaés la iteracién
Single-Newton evita el uso de aritmética compleja (una implementacion eficiente de la Ite-
raciéon Quasi—-Newton requiere aritmética compleja para los métodos de Gauss [37, Sec. 3|)
y también evita el incremento de la dimensién en el problema algebraico asociado para el
calculo de los valores de las etapas. Ademas, la iteracién Single-Newton posee una razon de

convergencia pequena (alta velocidad de convergencia) sobre problemas lineales,

y'(t) = —w?y, w€ER, w arbitrario. (4.2.1)

Asi, la nueva iteracién sacrifica alcanzar convergencia en la primera iteracién en problemas

lineales

y'(t)=Jy+g(t), JeR™" g(t) e R™, (4.2.2)
a costa de reducir sensiblemente el costo algebraico por iteracién dada.
La iteracion propuesta en el capitulo anterior esta dada por las formulas,
{ (&1 - (I® J,))AY = (eP @ I)D(Y," V) + (€L @ )AY)

4.2.3
YO =ye=D 4 (S DAY, v =1,2,..., Unix ( )

70



4.2. Solucién de las ecuaciones de etapas

con

E=~'h?yP=(I-L)S"

Donde
D(Z)=e®uy,+hcy,—Z+hW(A*@ )F(Z)
0
representa el residual en el paso t,,, J >~ —f(tn, yn) vy los coeficientes en la iteracién para el

dy

caso del método de Gauss de dos etapas vienen dados por

_ _ 0 0 (1 —T+4B
v =1/12, L_<(12+7\/§>/6 0), s_<0 ) ) (4.2.4)

El error de las iteraciones (4.2.3)—(4.2.4) sobre el test lineal (4.2.1) satisface

Y, = Y¥) = N(2)(Y, — Y, ),

n

donde la matriz iteracion
N(z):=22(I +2*T) (T — A*), T=~S(I—-L)"'S™! z=uwh,

tiene un unico autovalor distinto de cero, el cual para el caso del método de Gauss de 2
etapas viene dado por
22 /12

qS(z):l—det(I—N(z)):m :

Aunque esta iteracién en cierto sentido fue optimizada en problemas lineales (capitulo
3), la razén de convergencia para z ~ V12 1o es lo suficientemente buena ya que su maximo
es (b(\/ﬁ) = 1/4. Proponemos hacer aqui una mejora acelerando el esquema iterativo en la
iteraciéon v*—ésima. Para este propdsito consideremos la iteraciéon més general (abajo, 5, = 1

para cada v # v*y (B, = %, v* y * han de elegirse adecuadamente)

(€1~ T J)AY = (66,P @ DY, ™) + (€L & DAY, v =1,2,... s

() _ v (o-1) ) _ I R (4.2.5)
V., =Y.+ (S AW, con P=(I-L)S™" y &=~"1th"

Ahora, el error de las iteraciones en problemas lineales (4.2.1) satisface



4.2. Solucién de las ecuaciones de etapas

con

N(z)¥, si v < V¥,
N,(z) =
N(z2)""Y((1 =B+ *N(z)), en otro caso.
De aqui, se sigue que la mejor aceleracion para la iteraciéon v*—ésima se consigue cuando (*
se elige de tal modo que

K(v*, 3%) := max|o(2)” ~H(1 — %) + 5*¢(2))| es minimo. (4.2.6)

z€R

Para el método de Gauss de dos etapas, hemos seleccionado v* = 4, con lo cual,
VY =4, [y= 5" =1,30011107084447842..., K(v*,5*) ~3,9-107"* (4.2.7)

De hecho 3* = (1—6*)7!, donde §* es la tinica raiz positiva del polinomio 276*+46 — 1. Debe
recalcarse que con la eleccién standard de 3y = 1 se obtiene K (4,1) ~ 3,9 - 1073. Esto nos
dice que la opcién (4.2.7) permite reducir el error en la cuarta iteracién por un factor de 10.
Ademas, la opcién de aceleracion en la iteracién v* = 4, practicamente preserva todas las
buenas propiedades de orden y convergencia exhibida por la iteracién original (4.2.3)—(4.2.4),
las cuales fueron ampliamente estudiadas en el capitulo anterior.

Para problemas lineales del tipo (4.2.2), el costo de la iteracién (4.2.5) puede reducirse.
De hecho, el nimero de evaluaciones de la derivada puede reducirse a s (el nimero de
etapas del método) independientemente del niimero de iteraciones tomadas para alcanzar
la convergencia. Esto es debido a que en esta situacién especial, el residual v puede ser

actualizado desde la iteracién anterior usando el hecho de que

DY) DY )= (-IT+RA 22 )YY -y ), v=12.... (4.2.8)

n =

Ahora el célculo de (h242 @ J)(Yi") — Y™ en el lado derecho de (4.2.8) puede evitar-
se usando (4.2.5). Asi, después de algunas manipulaciones algebraicas sencillas pero algo
tediosas se prueba que sobre la clase de problemas lineales (4.2.2), la iteracién (4.2.5) es

equivalente a,

RO =D(Y,"),  &=v7"n7
(I-—I®J)EV = (PR IRYY + (EL® I)EW,

YW =ye=D 4 (S I)EW, (4.2.9)
R© = 1 [(@® DY®) =Y~ — ROD) 4 (371 = RED],
V= ].,...,VméX.
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4.2. Solucién de las ecuaciones de etapas

Donde la matriz () calcula en general mediante la formula
Q:=~tA2S(I - L)S™' — I
Para el método de Gauss de dos etapas tenemos que,

V3 1 2v3
3

Q= ’ . (4.2.10)

L

En conclusion, para el método de Gauss de dos etapas, proponemos el esquema itera-
tivo (4.2.4)—-(4.2.5) para problemas no lineales y el esquema (4.2.4), (4.2.9) y (4.2.10) para
problemas lineales del tipo (4.2.2), usando pardmetros /3, = 1 para v # 4 y con 3; dado en

(4.2.7).

4.2.1. Predictores para las etapas internas

Para los métodos de Gauss de s etapas, distintos predictores del tipo

S
Y’rf,(z) = A;Yn—1 + hdly;fl -+ Z binnfl,]W 1= 1, 2, oy S, (4211)
j=1
para comenzar las iteraciones en el paso t, — t,,1 = t, + 7h, fueron analizados en detalle
en el capitulo 3, seccién 3.4 de esta memoria. Asumiamos alli que el paso previo de t,_; a
t, = t,_1 + h habia sido completado.

Recordemos ademés que un predictor se dice de orden ¢, si
Yoi =Y =09, i=1,....s (h—0).

En particular, de lo expuesto en el capitulo anterior se deduce inmediatamente que para
el método de Gauss de dos etapas los siguientes predictores tienen ordenes consecutivos de
1 a 4. Ademas poseen factores de amplificacién de error relativamente pequenos, siendo mas

estables los de menor orden.
Orden 1. Y, =Y, 10, i=1,2.

Orden 2. Yn(gm =p(1+7¢), i = 1,2, donde p(t) es un polinomio de grado 1 a lo sumo que
satisface, p(¢;) = Y,_14, i =1,2.

Orden 3. Yn(g)’?’ =p(l+7¢), i = 1,2, donde p(t) es un polinomio de grado 2 que a lo sumo
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4.3. Estimadores del Error Local para el método de Gauss de dos etapas

satisface, p(0) = yn—1, p(¢;) = Yn_14, i =1,2.

Orden 4. {Yn(g)A} de acuerdo a (4.2.11) con los siguientes coeficientes

4 = —(147)(=1 + (=5 + 2V3)7 + (=3 + 2V/3)72),

dy = =67 7(1 4+ 7)(=3 + V3 + (=3 + 2V3)7),

as = (1+ 7)1+ (5+2V3)7 + (3+2V3)72),

dy = 67'7(1+7)(3+ VB + (3+2V3)7),

by = V3 + (=6 +4v3)T + (=17/2 4+ 5V3)7* + (=7/2 4+ 2V3)7,
bor = —V/3 — (6 +4v/3)7 — (17/2 + 5v/3)72 — (7/2 + 2v/3)7%,

by =271+ 7)(—2v3 — 2V37 + 2),

byo =271 (1 + 7) (23 + 2V/37 + 72).

En cada paso de integracion el predictor seleccionado es aquel que proporciona un error
mas pequeno tal cual fue explicado en capitulo 3, seccién 3.4 usando la estrategia de orden

variable VOS. Para el primer paso los predictores elegidos son:

3/()(2)’1 = yo (orden 1),
3/0(,?)’2 = Yo + hociy, (orden 2),

Yo(?)’g = Yo+ hociyy + 27 (hoci)* f (to, yo) (orden 3), parai=1,2.

)

4.3. Estimadores del Error Local para el método de

Gauss de dos etapas

Aunque muchos problemas oscilatorios de tipo (4.1.1) podrian ser integrados usando una
estrategia de paso fijo, esta opcién ha sido comtinmente descartada en los integradores usa-
dos en el software moderno. A raiz de las investigaciones llevadas a cabo por varios autores
[4, 27, 29], [55, Sect. I1.14], se prefieren las estrategias de paso variable, pues generalmente
proporcionan integraciones mas efectivas con mas bajos costos computacionales. Ademas
una estrategia de paso fijo conlleva muchas integraciones de tipo “ensayo y error”, al no
conocerse de antemano el paso adecuado que debe usarse para una integracion satisfactoria
para el usuario. En integraciones adaptativas los tamanos de paso son controlados usando
un estimador del error local junto con la formula de avance, normalmente la mayoria de los
autores se inclinan por un estimador del error local por paso antes que por un estimador
del error local por unidad de paso. Para problemas oscilatorios de tipo (4.1.1), un estimador

local que requiera precisiones locales similares en ambas componentes y y 4’ puede conducir
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4.3. Estimadores del Error Local para el método de Gauss de dos etapas

a integraciones ineficientes, debido a que la presencia de altas frecuencias afecta en mayor
medida la componente 3/, que a la componente y. Asi, Addison [1] y W. Enright [27] sugieren
o bien exigir una precisiéon local similar en ambas componentes y y hy’, o bien estimar el
error local solamente en la componente y, véase también [37, Sect. 5], [55, p. 224], [29, 31]
y las referencias que alli se dan. Para la constitucién de nuestro cédigo GAUSS2 [47] hemos
preferido esta segunda opcién ya que con el estimador local descrito mas adelante, el codigo
funciona de forma aceptable en todos los problemas que hemos integrado y mas importante
aun, un estimador de error global basado en la propiedad Proporcionalidad respecto a la
Tolerancia [58] es suministrado con el cddigo. Este estimador de error global ha sido am-
pliamente discutido en [13] y parece ser robusto en el sentido que los errores globales en
ambas componentes se ajustan al tamano del error global estimado y también conservan
cierta proporcionalidad con las tolerancias usadas en la integracion.

Cuando se implementan las férmulas implicitas de alto orden (por ejemplo, los métodos
de Gauss) no existen estimadores del error local asintéticamente correctos que sean acepta-
blemente baratos computacionalmente. Por esa razén en muchos casos se buscan métodos
de orden mds bajo para estimar el error local, véase [37], y el c6digo avanza con la solucién
de orden mas alto. Esta estrategia tiene la desventaja de requerir muchos mas pasos de los
necesitados por el método original para alcanzar una precision predeterminada d. Observe
que un alto nimero de pasos no necesariamente corresponde a una alta precision, como en el
caso de los métodos explicitos, ya que las ecuaciones de etapas se resuelven aproximadamente

por algin esquema iterativo de tipo Newton, hasta que una condicién del tipo

HYn(MJrl) - Yn(u)H S K1 - 67 (para algﬁn n= 07 17 v 7,uméx)

es satisfecha. La constante x; tipicamente varia entre 0,01 y 0,1. Asi que independientemente
del nimero de pasos tomados por el cédigo, el cual depende en gran medida del estimador
de error local, se espera que los errores globales tengan tamanos O(d) cuando la integraciéon
avanza. Tal razon justifica en parte la bisqueda de estimadores asintéticamente correctos
del error local para el método de Gauss de dos etapas.

Nuestra primera meta serd deducir una féormula de orden 5 para la componente ¥y, ya que

el error local serd sélo estimado en esa componente. Asi, para el paso t, — t,.1 = t, + h,
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4.3. Estimadores del Error Local para el método de Gauss de dos etapas

consideraremos una férmula del tipo,

3
’gnJrl = UYn + h’y:z + h2 Zéjf(tn + th,Yn’j), Yn,O = Yn, Co = 0, C3 — 1, (431)
j=0
donde Y, ;, 7 = 1,2, son los valores de las etapas del método de Gauss de dos etapas,

¢j (j = 1,2) denota sus nodos y Y, 3 es una etapa (explicita) adicional,

2
Yis = yn+hyl + 12 a;f(tn+ b, Vo). (4.3.2)

=1

El nuevo método puede ser escrito usando una tabla de Butcher como

0[0o of o
¢l A B c| 0 A?
57 - 110 o 0
& o7 0

donde 0 = (0,0), ¢’ = (c1, ), a = (a1,a2), y 6 = (91, 02) son vectores en R?.

En virtud de que se verifica
« 1
Aé = 552, (4.3.3)

entonces para que ¥,.1 alcance orden cinco, las siguientes condiciones deben satisfacerse,
véase [55, Ch. I1.14],

1

Fre=l ogra- Ll ogeo 1o osriag- L
120

ole = -, 5 =13 55 (4.3.4)

N —

Aqui, € = (1,1,1,1)T y las potencias de ¢ se entienden como tomar potencias en sus compo-
nentes.

Las condiciones (4.3.3) y (4.3.4), dan lugar a un sistema de seis ecuaciones con seis
incognitas las cuales poseen una solucién tinica (5 se calcula de las 4 primeras ecuaciones en

(4.3.4), que son lineales y a’ de (4.3.3) y la tiltima ecuacién de (4.3.4)),

o (BB (A5 1)

8 8 300 20 ° 20 ' 30

Desde aqui, teniendo en cuenta (4.3.1), (4.3.2) y (4.1.2), se obtiene tras unos calculos directos

el siguiente estimador de error local para la componente y,

N h?
d(tm h) = Yn+1 — Yn41 = Wn + %(f(tnv yn) - f(tn + h, Yn,B))a (436)
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4.3. Estimadores del Error Local para el método de Gauss de dos etapas

donde Y, 3 estd dado por (4.3.2) y (4.3.5), y puede ser re-escrito después de eliminar las

combinaciones en la derivada segunda f(-), como

3 h
Yn,3 = —Qyn + 5 (le + Yn72) — Ey; (437)
! V3 V3
12 6+ 4v3 —6 +4v3 2h

El estimador del error ||d(t,, h)|| presenta tres inconvenientes. Primero, puede dar gran-
des errores en la estimacion en presencia de altas frecuencias como veremos en la proxima
seccién. En segundo lugar los errores en el esquema iterativo podrian amplificarse conside-
rablemente debido a la presencia de f(t,,y,) y de f(t, + h,Y,3), v tercera, se necesitan
dos evaluaciones extras de la funcion derivada por paso de integracion. Para evitar los dos
primeros inconvenientes podemos filtrar el estimador en el modo recomendado por Shampine

para problemas stiff [77], es decir, proponemos un nuevo estimador del tipo,
€o(tn, hoh) = (I —yh2J)Yd(t,, h). (4.3.9)

Aqui, J representa la tltima matriz jacobiana computada y ((yh2)~'I — J) denota la tiltima
factorizaciéon LU empleada en el proceso iterativo (4.2.5). Observe que desde el punto de
vista computacional la forma ((vh2)~'I — J) es mejor que (I —~vh2.J), ya que supone algin
ahorro en operaciones elementales.

La técnica de filtrado en (4.3.9) también puede aplicarse a iteraciones tipo Newton tales
como las propuestas en [22, 37, 46|, sin embargo cuando la Iteracién Quasi—-Newton se imple-
menta en métodos tales como las férmulas de Gauss de dos etapas, el uso de (4.3.9) presenta
algunos inconvenientes. En primer lugar, la constante anterior v es un ntmero complejo
[37, Sec. 3], y resulta algo dificultoso formar el estimador. En segundo lugar, la solucién del
sistema lineal complejo es aproximadamente cuatro veces mas costosa que en el caso real,
ya que cada producto complejo involucra cuatro productos y dos sumas reales, y una suma
compleja involucra dos sumas reales.

Una forma de evitar una evaluacién extra de la funcion derivada por paso de integracion
en (4.3.9) (véase 4.3.6), es proceder de la siguiente manera: de las condiciones de orden

(4.3.3), (4.3.4) y de (4.3.7), se deduce tras algunos cédlculos directos pero algo tediosos que

Wy, = Yn,3 — Yn4+1 = _Syn

h 3 3
— Ey; + <§ + \/§> Y1+ (5 — \/5) Y0 (4.3.10)
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4.3. Estimadores del Error Local para el método de Gauss de dos etapas

Entonces, suponiendo que la razén entre el nuevo paso y el anterior es de orden 1, es decir,

h 0
r_l = Z = O(l) y J - 0_?];<tnayn) + O(h)’

no es dificil probar que
(I —~AR2D) (W2 f (ty + h, Yo 3)) =
(I =AR2D) 7 (R f(tn A+ By ygn) + (7P9) 7 Hn) = (729) 7' + O(RE).

Llevando esto ultimo a (4.3.9) (véase también (4.3.6)) se obtiene un nuevo estimador de error

local dado por

€1(tn, by 1) = (30r%y) "L, +

. (4.3.11)
(I - 7h2‘])_1 (wn - (307“27)_1’@71 + 30_1h2(f(tmyn) - f(tn-i-la yn-i—l))) :

Observe que para problemas lineales (4.2.2), ambos estimadores ¢y y €; coinciden, pero €
ahorra una evaluacion de la derivada por paso de integracion. Razones précticas y tedri-
cas explicitadas mas adelante, nos han llevado a considerar también la version filtrada del

estimador €; y que denotamos por €.
ea(tn, h, ﬁ) = - vﬁQJ)_lel(tn, h, iL), (4.3.12)

Ademas por sus propiedades de exactitud para las frecuencias altas, el estimador €3 obteni-
do usando la media geométrica de los dos estimadores anteriores resultara de gran interés

practico,

st b, 1) = A1 (tn, i ) - €t ). (4.3.13)

A modo de resumen de esta seccién, podemos decir que los cinco estimadores del error lo-
cal aqui estudiados, tienen diferentes costos computacionales y sirven para diferentes propdsi-
tos. Asi, para cada paso de integracién aceptado tenemos que ||d(t,,h)| hace uso de dos
evaluaciones extras de derivadas y esto sélo es 1til para problemas con modos de frecuencias
moderado, ||ey(t,, b, h)|| necesita dos evaluaciones de derivadas y una solucién de un sistema
lineal, ||€1(ty, h, h)|| requiere una evaluacién extra de derivada y una solucién de un sistema
lineal, |lex(tn, b, h)|| v |€3(tn, h, h)|| necesitan una evaluacién adicional de la derivada y la
solucién de dos sistemas lineales. Para problemas con frecuencias altas sélo son de interés
los estimadores €;(t,, h, fz), 7 =20,1,2,3. A continuacién, discutiremos con méas detalle las

cualidades de cada estimador ¢; para este tipo de problemas.
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4.3. Estimadores del Error Local para el método de Gauss de dos etapas

4.3.1. Los Estimadores del Error Local sobre problemas lineales

Si consideramos el problema test

y' = —w’y, y(0) =yo, ¥'(0) = yp, (4.3.14)

tenemos que tras de un paso de tamano h y escribiendo z = wh, la soluciéon exacta toma la

forma .
sin z
y(h) = yo cos z + hy; -

mientras que para el método de Gauss de dos etapas tenemos

y1 = Yol (2) + hyp Ra(2),
Ri(2) =1+ bTAYI + 22A%) e, Ry(z) =bTATN I + 22A?) ¢,
con los valores de las etapas Yy = (Y1, Yo2)? satisfaciendo

Yo(2) = yo(I + 22A%) e + hy (I + 22 A%) e

Por tanto,
y(h) —y1 = yodi(2) + hyids(2), con

sin z (4.3.15)
di(z) =cosz—Ryi(z) v da(z) = — Ry(2).

Por otra parte, considerando el estimador del error local € (to, h, h) en (4.3.11), tomando
J = —w?, y ademés usando (4.3.8) y (4.3.10) se deduce después de algunos célculos directos

que

e1(to, by h) = yomi(2) + hybma(2),

a1(2) 2 T 4—1 2 42y—1
——2 4+ —(brA(] A
300 +30( (I+2°A%)""e) |,

me) = 2+ o) ()

(4.3.16)

m(z) = a;éz) + (14 02%)7" (@2(,2) - O;féz) + §—0<bTA—1(I + z2A2)—1C)> :

donde o = yr?, r = h™'h, con

12
a1(z) = =3+t (I+22A) e, Bi(z) = = FuT(I 4 22A%) e,

a(z) = —% Fal(I+ 22470, Bo(z) = = +ul (I + 224%) 7\,

6+4v3 —6+44v3 3 3
UT:(_ +5\/_> —;\/_)7 aT:<§+\/§,§—\/§).
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4.3. Estimadores del Error Local para el método de Gauss de dos etapas

En virtud de que el estimador del error local es asintéticamente correcto (de orden 5),

entonces se tiene que
61(t0,h,il) :gl_yl :yl(h)—y1+(9(h6), h — 0.

Ahora, usando el hecho de que sélo aparecen potencias pares de z cuando desarrollemos
dj(z) y mj(z) para j = 1,2, entonces se deduce de (4.3.15), (4.3.16), sin mas que considerar
los casos a) yp =1, y, =0, b) yo =0, y;, = 1, que:

a) di(z) —mi(z) = O(z%), b)da(2) —nma(2) = O(2%), cuando z — 0.

Por otro lado, para las altas frecuencias que satisfacen z = wh > 1, tenemos que

di(z) =cosz — 1+ 0O(z7?), do(z) = e Oz, z— o0, (4.3.17)

z

mientras que para los coeficientes del estimador €, (%, h, iz) se obtiene que

T N ) p—

= — —2 . 4.3.1
2572 6072 OE"), z—o0 (4:3.18)

m(z)

De aqui (véase también Fig. 4.3.1 y Fig. 4.3.2), vemos que el estimador ¢, (¢, h, l~z) es bastante
aproximado cuando wh € (0, k] para algin Kk = O(1) y es también estable en el sentido que
estd acotado por una constante moderada para cualquier frecuencia (wh € R).

Por otra parte, el estimador ||d(t, h)|| = ||(I — vh2J)eo(to, h, h)|| en (4.3.9) es inadecuado

en caso que z = wh > 1, ya que

ld(t. )| = 11+ 02*)eo(to. h B)|| = [[(L + 02%)ex(to, b, )| — 00, 2z — o0,

Esto justifica el filtrado realizado para d(t, h) en la seccién previa.

Por otro lado, para wh > 1 de (4.3.17)—(4.3.18) se puede apreciar que €; sobreestima el
error local para la componente 3. Una forma de evitar este inconveniente es hacer un nuevo
filtrado del estimador €;. En este caso obtenemos el nuevo estimador €5 dado en (4.3.12) que
aplicado al problema test lineal (4.3.14), nos da
e1(to, b, h)

to, h, h)| =

, 2 — 00.

Ademds, |es| también da una estimacién asintéticamente correcta para h — 0.

En la Figura 4.3.1 se representan para r» = h~'h = 1 las graficas de los errores locales
(denotado por Error Local), del estimador |e;| (denotado por Est1), del estimador |e;| (de-
notado por FEst2) y el estimador |e3| dado en (4.3.13) y denotado por Est3 para el problema
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4.3. Estimadores del Error Local para el método de Gauss de dos etapas

Figura 4.3.1: Gréfica de la norma de estimadores de error local para (4.3.14) con yp = 1, y{, =

0.
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Figura 4.3.2: Gréfica de la norma de estimadores de error local para (4.3.14) con yp = 1, y}, =
0.
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4.3. Estimadores del Error Local para el método de Gauss de dos etapas

Figura 4.3.3: Grafica de la norma de estimadores de error local para (4.3.14) con yo = 1, y, =

0.
—  FErrorlocd
r=05
I B Estl
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st/ — Es3
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Figura 4.3.4: Gréfica de la norma de estimadores de error local para (4.3.14) con yp = 1, y{, =

0.
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4.3. Estimadores del Error Local para el método de Gauss de dos etapas

Figura 4.3.5: Gréfica de la norma de estimadores de error local para (4.3.14) con yp = 1, y}, =
0.
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4.3. Estimadores del Error Local para el método de Gauss de dos etapas

Figura 4.3.7: Grafica de la norma de estimadores de error local para (4.3.14) con yo = 1, y; =
0.
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4.3. Estimadores del Error Local para el método de Gauss de dos etapas

Figura 4.3.9: Grafica de la norma de estimadores de error local para (4.3.14) con yo = 1, y, =
0.

— Error local
r=2
%1 T 1 Estl
Est2
0.6
—  Est3
04
0.2 //
L /
,/
V|
b I ——
N T SR . i — Fo——— op— -
20 40 60 80 100

Figura 4.3.10: Gréfica de la norma de estimadores de error local para (4.3.14) con yy =

0, y, = L.
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4.3. Estimadores del Error Local para el método de Gauss de dos etapas

Figura 4.3.11: Gréfica de la norma de estimadores de error local para (4.3.14) con yy =
0, yo, = 1.
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Figura 4.3.12: Grafica de la norma de estimadores de error local para (4.3.14) con y, =
0, y, =1

08 I T e Estl/h

20 40 60 80 100

86



4.3. Estimadores del Error Local para el método de Gauss de dos etapas

Figura 4.3.13: Gréfica de la norma de estimadores de error local para (4.3.14) con yy =
0, yo, = 1.
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Figura 4.3.14: Grafica de la norma de estimadores de error local para (4.3.14) con yy =

0, y, = 1.
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4.3. Estimadores del Error Local para el método de Gauss de dos etapas

Figura 4.3.15: Gréfica de la norma de estimadores de error local para (4.3.14) con yy =
0, yp, = 1.
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Figura 4.3.16: Gréfica de la norma de estimadores de error local para (4.3.14) con yy =

0, y, = 1.
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4.3. Estimadores del Error Local para el método de Gauss de dos etapas

Figura 4.3.17: Gréfica de la norma de estimadores de error local para (4.3.14) con yy =

0, yo, = 1.
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Figura 4.3.18: Grafica de la norma de estimadores de error local para (4.3.14) con y, =

0, y, = 1.
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4.4. Seleccion del tamano de paso inicial para Gauss de 2 etapas

test (4.3.14) con valores iniciales yo = 1, y, = 0. En la Figura 4.3.2 se muestran las mismas
variables (divididas por h) pero cambiando las condiciones iniciales a yo = 0, y}, = 1.

El uso de ||e2]] en un cddigo tiene el efecto positivo de requerir normalmente menos pasos
para completar las integraciones para una tolerancia dada, pero tiene el importante handicap
de ignorar las componentes de las altas frecuencias cuando sus amplitudes asociadas estan al
nivel de la tolerancia. Estas componentes seran detectadas por el estimador sélo cuando la
tolerancia es disminuida con respecto a la amplitud asociada por algin factor 7, tipicamente,
n = O(1073). De lo mostrado en las Figuras que van desde la 4.3.1 hasta la 4.3.18, parece
que el estimador que muestra una mejor correlacion con los errores locales verdaderos es el
|le1]| para el caso yo = 1, y, = 0, pues ademds de ser asintéticamente correcto para el caso
z — 0, da también una estimacién promediada de los verdaderos errores locales para el caso
z — 00. En el caso de tomar valores iniciales yo = 0, y{, = 1, el estimador de error local mas
adecuado es el denotado como €3, pues ademas de ser asintoticamente correcto para z — 0,
también da una estimacion casi asintéticamente correcta para el caso z — oo. En general,
como la estimacion del error local se va a hacer sobre la componente y solamente, y teniendo
en cuenta que los problemas tendran componente y no nula en general, parece que la opcién
|le1|| es algo mas conservadora y conveniente. De todos modos la opcién e3 es perfectamente

plausible.

4.4. Seleccién del tamano de paso inicial para Gauss

de 2 etapas

La seleccién adecuada del tamano de paso al iniciar la integracion de un problema es una
cuestiéon importante, ya que una eleccion ajustada del paso inicial supone que el cédigo no
rechace pasos. Ademas para el tipo de problemas considerado aqui las integraciones suelen
realizarse con pasos casi constantes en subintervalos mas o menos largos del intervalo de
integracién. Por lo tanto, una buena elecciéon redunda en un niimero bajo de factorizaciones
LU, pues el tamano de paso no cambia en ciertos subintervalos, y esto juega un papel
importante en el ahorro computacional.

Usando las condiciones de orden para métodos RKN [55, Ch. I1.14], no es dificil ver que
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4.4. Seleccion del tamano de paso inicial para Gauss de 2 etapas

los errores locales en un paso de tamano h, estan dados por

3

le(to,h) :=y(to+h) —y1 = % Z a(14;)k(745) F (145) + O(h%), (4.4.1)

Jj=1

donde 745, j = 1,2,3, denota el drbol especial de Nystrom de cuarto orden (SN-trees, véase

por ejemplo [55, p. 292])

7’41Z\V Tyo = </ 7'43=§

con «(7) y F(7) denotando respectivamente el cardinal y las diferenciales elementales asocia-
das a los drboles, y k(7) es una aplicacién real que depende de los arboles y de los coeficientes

del método en cuestion (véase [55, Ch. I1.14] para mds detalles). De hecho,
k(T) =1 = 5y(1)b" ®(7),

donde b7 = (1/2,1/2) es el vector peso del método de Gauss de 2 etapas, v(7) es una
aplicacién que actiia sobre los arboles y con recorrido en R™, y ®(7) es una aplicaciéon
asociada a los arboles y a los coeficientes del método.

Para el método de Gauss de 2 etapas se tiene que,

1 1
Oé(T41) == a(7'43) == 1, O[(7'42) == 3, /€(7'41) == /{(7'42) == —§, li(7'43) == g .
Por otra parte, las diferenciales elementales en notacién de derivada de Frechet vienen dadas
por,
F(ra) = Yo, Yo, Yol:  F(ma2) = f'[f(wo),vols  F(7a3) = ff[woll-

La estrategia que seguimos consiste en asumir que el problema a ser integrado es autonomo
y lineal, es decir,
flt,y) = Jy+v, JeR™™ v eR™ constantes,
en este caso
F(7'41) :O, F(7'42) =0 y F(T43) :J2y6

Insertando esto en (4.4.1) se sigue que

le(to, h) J2Vh + O(h). (4.4.2)

1
= 730
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4.4. Seleccion del tamano de paso inicial para Gauss de 2 etapas

De aqui, para lograr que ||le(tg, h)|| =~ tol, necesitamos que

. (720-1501)1/5
I Pyll)

Para evitar posibles cancelaciones de J?y y teniendo en cuenta que los argumentos anteriores
estan basados sobre problemas lineales y en un desarrollo truncado del error local, preferimos

usar la férmula mas conservativa

720 - toly \"/°
ho =min<t; —ty, 08— , 4.4.3
: mm{ o 08 (5 ) (449)

donde la tolerancia en cada paso t, (tomando n = 0 para este caso) seran calculadas del
modo usual
tol, := atol+ || y, || -rtol, n=0,1,2,..., (4.4.4)

con atol y rtol denotando las tolerancias absolutas y relativas respectivamente. Especialmente

para problemas de altas dimensiones, es conveniente tomar como norma el promedio,
1 1/2
| = ||:= (E | = |3 ) , si xzeR™ (4.4.5)

Debemos resaltar que para problemas no lineales J seria reemplazado por Jy = 9f/0y(to, yo),
y que para el cdlculo de J2y) = Jo(Joyp) solo se requieren 2m? productos (m es la dimensién
del problema original). Observe que el cdlculo de Jy es necesario para aplicar el proceso
iterativo en el primer paso. Asi, sélo 2m? productos extras son necesarios para obtener una
estimacién aceptable (como veremos mds adelante) del tamano de paso inicial.

Otra alternativa para la eleccién del tamano de paso inicial, la cual ha sido incorporada en
nuestro cédigo debido a que resulta ligeramente mas efectiva que la anterior sobre problemas

no lineales; es la siguiente: teniendo en cuenta que para problemas lineales (4.2.2) la cantidad
ale) = Jgyo,

satisface
ale) = e (f(to,yo +€B(e)) — flto, wo)), con
Be) = e (f(to,yo +eyy) — f(to. o)),  €#0.

Entonces, proponemos reemplazar J2y) en (4.4.3) por a(e) y tomar e =~ /fy, siendo 6, la

(4.4.6)

unidad de redondeo del ordenador. De ésta manera sélo dos evaluaciones extras de derivadas
deben ser calculadas, ya que f(fo, o) también se necesita para los predictores al comenzar
el esquema iterativo en el primer paso. En los experimentos numéricos presentados en la

seccion 3.6 se corroborara que esta técnica funciona bien en general.
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4.5. La estimacion del error global y la salida densa

4.5. La estimacién del error global y la salida densa

A efectos de probar que los errores globales obtenidos por un método basado en la formula
de Gauss de dos etapas en la que los tamanos de paso se controlan a través de estimadores
de error local (tales como los desarrollados en las secciones previas) poseen la propiedad
de Proporcionalidad respecto a la Tolerancia, seguiremos lo esencial del estudio realizado en
[13, sec. 3-4]. Explicaremos con cierto detalle los resultados alli expuestos, y extenderemos
los resultados para el interpolante continuo suministrado por la interpolacién de Hermite,
el cual proporciona un interpolante continuamente diferenciable sobre todo el intervalo de
integracion.

El error local para el método de Gauss de 2 etapas en su version RK Nystrom, esta dado

mediante la expresiéon siguiente cuando h — 0,

y(t +hit,y,y) —yre(t+ ity y) |
Y+t y,y) — yrre(t + bty y')

LE(t,h;y,y') = (

Por tanto un estimador de error local asintéticamente correcto para la y-componente

estarfa dado por || Est(t, h,y,y')|| donde,

+ O(h). (4.5.2)

t /
Bt(t, hiy.y) = 1 ( it ) )

Necesitamos ahora las siguientes hipdtesis para obtener nuestros resultados:

(H1) f(t,y) es cuatro veces diferenciable en algin entorno de la solucién exacta
{(tay(t))v te [toatend]}'

(H2) o(t) == ||v1(t,y(t),y'(t))|| es una funcién continua y positiva en el intervalo
[to, tena) ¥y continuamente Lipschitz respecto de y y ¥ en un entorno de ambas variables.

Ademas se satisface la hipdtesis (H5), dada mas abajo.
Dada una tolerancia 0 > 0 suficientemente pequena se tiene que,
(H3) El paso inicial hg = t; — to, verifica (hg)°¢(to) < 0.

(H4) El cambio de tamano de paso se hace esencialmente de acuerdo con la férmula
siguiente
1 si T € (Qb 92)7

T, €n otro caso,

Npy1 = Tph,, con T, = { (4.5.3)
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4.5. La estimacion del error global y la salida densa

con 7, = n(0n/en)?, en = ||Est(tn, B;yn, v, 0n = (1 + &|lyal)d (5 > 0 es una
constante), n € [0,8;0,95] es un coeficiente de seguridad y 0 < 9, < 1 < g, son dos

constantes prefijadas.

Nota. Naturalmente el punto final conlleva un ajuste especial, para que no sea rebasado
en la integracion. Hemos empleado arriba la palabra esencialmente, en virtud de que la
ratio de tamanos de paso 7, no se permite ser menor que un umbral tal como r,,, = 0,2,
ni tampoco aumentar sobre alguna constante tal como r,,4, = 2, 3, etc. Esta estrategia
que resulta ser discontinua para los cambios de tamano de paso, ha sido considerada a
efectos de ahorrar en costos computacionales de evaluaciones de matriz Jacobiana y de
factorizaciones LU. Otras estrategias mas sofisticadas para el cambio paso y que han
sido incorporadas como opciones en algunos cédigos tales como RADAUS5, pueden verse
en [52]. Nosotros en este primera versién del cédigo hemos preferido usar la estrategia

clésica indicada arriba.

(H5) ¢(t) es una funcion estrictamente mondtona en cada punto del conjunto S, que se
define a continuacién. Ademas la funcién inversa ¢! (t) se supone que es continuamente
Lipschitz en algin entorno de cada punto ¢ = ¢(¢;), & € S. El conjunto S se define

como,
S = {5]’7 (j 20717"'7T)7£0 :to},

donde ¢; es el primer punto por la derecha de §;_; que satisface

D(&-1)/0(&) ¢ ((01)°,(02)°) G =1,2,...,m,

donde g1 y 02 son dos constantes previamente dadas en (H4). Naturalmente, podria

darse la situacién de que S = {to}.

Asumiendo las (H)-hipétesis, se demuestra en [13, sect.3-4], que existe una tolerancia

critica 9y > 0, tal que para cualquier tolerancia 0 < 0 < §y, no habra pasos rechazados (el

paso actual de integracién t,, — t, + h serd rechazado cuando se verifique e, > §,) y los

errores globales en cualquier punto de red ¢ satisfacen,

ys(f) —y(0) = w (D3 + 00),  ys(t) —y'(f) = w(D)3° + O(3), 6 —0".  (4.54)

Aqui, uy(t) y us(t) son funciones continuas en ¢ que tienen derivadas continuas a trozos y

ademéds dichas funciones son independientes de la tolerancia ¢. El par (ys(¢), y5(¢)) denota
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4.5. La estimacion del error global y la salida densa

la solucién numérica obtenida en el punto de red ¢, cuando la integracién se realiza con
tolerancia d.

Usando la férmula (4.5.4), podemos realizar extrapolacién global después de llevar a
cabo dos integraciones numéricas con distintas tolerancias. Asi considerando una primera
integracién con tolerancias rtol = 9, atol = k0 y una segunda integracion con tolerancias
rtol = 76, atol = k16 (k > 0y 7 # 1 son dos constantes) entonces en un punto de red comin
t a ambas integraciones, por ejemplo el punto final, el error global puede ser estimado por

la férmula ) ) ) )
lys(£) =y = (1 = 745) " lys () — yrs (D),

ly5 () — y' O = 11 = 7%)[Hly5(E) — v (D)1

A efectos de suministrar una salida densa con el cédigo, consideramos la interpolacion

(4.5.5)

de Hermite, ya que éste es un interpolante continuamente diferenciable en todo el intervalo
de integracion. Ademas posee cuarto orden de aproximacion en la componente y, es decir el
error es de tamafio O(h?*) sobre subintervalos de longitud h. Este error de interpolacién es
de magnitud similar al error global del método de Gauss de dos etapas. También tiene este
interpolante la ventaja de ser facil de implementar y ampliamente usado en la literatura.
Asumiendo que un paso desde t, a t,.1 = t, + h, ha sido completado, entonces el

interpolante de Hermite esta dado por,
Hy(tn+0hs,) = yn+92(30_2)(3/n+1_yn)+hn9(9_1)((6_”3/;1"‘63/;4-1)7 0<6<1 (45.6)

Computamos ahora la salida densa para ambas componentes, (y,y’) mediante el polinomio
interpolador de Hermite y su derivada, respectivamente. De este modo, para cada 0 < 6 <1

obtenemos el siguiente interpolante

Yri (tn + 0hy) = Hy(t, + 0hy),  ypx(t, +60h,) = H. (L, + 60h,) =

(4.5.7)
660(1 — 9)(hn)_1(yn+1 —yn) + (0 = 1)(30 — 1)y, + 0(360 — 2)%/1“‘

A continuacion establecemos un teorema que nos da una estimacién del error global
cometido cuando usamos el interpolante de Hermite descrito anteriormente para aproximar
la solucién exacta del sistema diferencial sobre cualquier punto del intervalo de integracién

y no sélo sobre el punto final de integracion.

Teorema 4.1 Asumamos las (H)-hipdtesis para el PVI (4.1.1), para el estimador de error
local (4.5.2) y para la estrategia de cambio de tamano de paso. Entonces, para una tolerancia

dada, el interpolante de Hermite dado por (4.5.7) satisface,
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4.5. La estimacion del error global y la salida densa

y(t) — yri(t) = O(6*7)
Y (t) — yri(t) = O(6*7)

Demostraciéon. Dada una tolerancia cualquiera § > 0, entonces de los resultados pre-

} , L€ [to,tend], §—0t. (458)

sentados de la seccién 4 del articulo [13] se deduce que la igualdad expresada en (4.5.4) es
cierta sobre cualquier punto ¢ que pertenezca a la red {tn}gio, la cual se genera al avan-
zar la integracion con el método dado y con cualquiera de los estimadores de error local
anteriormente propuestos. También se probd en [13, Teorema 3|, que los tamanos de paso

h, = t,+1 — t, satisfacen la relacion,
hp = @(t,)0Y° + O(6%%), n=0,1,2,... (4.5.9)

siendo ¢(t) una funcién constante a trozos definida en todo el intervalo de integracién y que
depende exclusivamente de ¢(t) de las constantes g; y g2 y del propio intervalo de integracion.

El polinomio de Hermite que interpola la solucién exacta y(t) de (4.1.1) en el subintervalo
[tn,tn + hy) esta dado por (debajo g, = y(t,) v ¥ = v/ (t,))

Hy(ty+0h,) = Gu+62(30—2) (i1 — ) +ha8(0—1) (=17, +67,,1), 0<6 <1. (4.5.10)

Luego, para t =t,, + 6h,, 0 < 0 <1, se sigue que

~

y(t) = yar(t) = (y(t) = Ha(t)) + (Ha(t) — Ha(t)). (4.5.11)
Tomando en cuenta que el error para la interpolaciéon de Hermite esta dado por

~ @ (¢
y(t) _Hn(t) = y[tnvtn-i-latn-i-latnvt](t_tn)2(t_tn+l)2 = ! 4<l n)

(t—1,)%(t —tns1)?, (4.5.12)

donde t, <t/ < tn41y Y[.,-..,.] denota una diferencia dividida, entonces de (4.5.9) se sigue
que y(t)— H(t) = O(3Y/?). Adicionalmente, sustrayendo H,,(t) de H,(t) y teniendo en cuenta
(4.5.4), (4.5.10) y (4.5.9), resulta que ﬁn(t) — H,(t) = O(5*°). Esto completa la primera
parte de la prueba.

A efectos de concluir la parte relativa a la aproximacién de la primera derivada, tenemos en

cuenta que de (4.5.11) se sigue que
¥ (0) = Y (t) = (o' () = () + (H (1) = H ().
Usando (4.5.12) y (4.5.9), no es dificil mostrar que
y(t) = H,(t) = O((ha)’) = O(5°).

96



4.6. Codigo a paso variable

Por otra parte, de considerar la derivada en (4.5.7) y tener en cuenta (4.5.4) se deduce que
H () = H, (1) = 0(5"%).

Esto completa la prueba.
O

El teorema nos dice que en la componente y, el error global para el interpolante de
Hermite yri(t) es de tamanio similar al error global del método sobre los puntos de red.
También el error del interpolante es similar al error global del método para las componentes
hny (t, + 0hy,), pero el error del interpolante es algo mayor que el error global del método al
aproximar las componentes de la primera derivada.

Este teorema también permite hacer extrapolacién global para estimar los errores globales
sobre cualquier punto de integracién t. Esto se haria mediante la técnica de extrapolacién
global descrita anteriormente. Esto es, se realizan dos integraciones con tolerancias distintas
hasta el punto final de integracién y entonces para cualquier punto ¢, mediante la formula
(4.5.5), se obtiene un estimador asintéticamente correcto para la componente y, mientras que
para la estimacién del error en la componente ¢y debe reemplazarse en la segunda ecuacién
de (4.5.5), la cantidad 7%/° por 73/°, para todos aquellos puntos que sean no comunes a ambas

integraciones.

4.6. Cdbdigo a paso variable

En esta seccion se describira un pseudo codigo para el método de Gauss de dos etapas
para la integracion de problemas de tipo (4.1.1), El cédigo estd basado en los estudios llevados
a cabo anteriormente, en los resultados presentados en [46] y en los cédigos y articulos de
investigacién de distintos autores, [5, 6, 53, 55, 57, 63, 77, 83]. En su diseno se intenta
ahorrar, tanto como sea posible, en evaluaciones de Jacobianos y en factorizaciones LU.
Este hecho es extremadamente importante para problemas de dimensiéon media—alta. Hemos
integrado muchos problemas propuestos en la literatura, en particular todos los propuestos

en [33, 37, 46, 55, 56, 57, 62, 63], y el cddigo funciona adecuadamente con los pardmetros
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4.6. Codigo a paso variable

(nj,0;) indicados a continuacién (#, denota la unidad de redondeo del ordenador).

ny =10, ny =6, ng = ng — 2,
0, =08, 0;=1,5 63=0,85
0y =2, 05=0,01, 65=0,06,

0, =0,7, 0s=0,2.

(4.6.1)

En el desarrollo del c6digo hemos seguido las siguientes pautas:

(I) El usuario debe indicar si el problema es lineal (ilin = 1), es decir, de tipo (4.2.2), o
no lineal (ilin = 0). Esto es importante a la hora del ahorro en las actualizaciones de

la matriz Jacobiana y en evaluaciones de la funcion derivada segunda.

(IT) Para problemas lineales la matriz Jacobiana se evalia s6lo una vez en el primer paso
to. Para problemas no lineales ésta se actualiza cada vez que el esquema iterativo
toma més de ny iteraciones para alcanzar convergencia (convergencia lenta), o bien la
convergencia no se alcanza en n; iteraciones, y por tanto hay que reducir el tamano de

paso y hacer un nuevo intento.

A continuacién asumiremos que el paso de t,_1 a t, = t,_1 + h,_1 con tamano de paso

h,_1 ha sido completado, es decir, para algin estimador del error local tenemos que
est(tn_1,hn_1) < tol,_1 = atol+ || y,_1 || -rtol.

Nos proponemos ahora dar una estimacion h,,, para el paso siguiente (de t,, a t,11 = t, + hy,)

y ver cuando éste es finalmente aceptado.

(III) Calculamos

Sy :=min { 04,0 ol v (4.6.2)
nt b 0o + est(tn—1,hn-1) . o

Hacemos ahora la prediccion siguiente:

1) Si el tamano de paso no fue rechazado (por el estimador del error local o por el
esquema iterativo) en el paso previo aceptado (de tamano h,_1), y la convergencia
de las iteraciones no fue lenta (no se necesitan més de ny iteraciones), entonces

tomamos

On—1hn_1, en otro caso.

. { hn—b si 03 S 6n—1 S 92
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4.6. Codigo a paso variable

(IV)

Esta técnica esta pensada para el ahorro en factorizaciones LU. Esta claro, que

el punto final conlleva un ajuste especial.

2) Cuando hubo algin rechazo en el paso previo de t,_; — t,, debido al estimador
del error local o por la falta de convergencia en la iteracion, entonces proponemos
para el paso actual la prediccién h,, = §*h,_1 (con 6* = min{1,9,,_1}), siempre
que la convergencia con el tamano de paso exitoso h,_; no fuera lenta (mas de ns
iteraciones). En el caso de convergencia lenta para h,_;, aparte de actualizarse la
matriz Jacobiana (véase (II)), el tamano de paso propuesto vendra dado por la

férmula

h, = (min{5n_1,r2,1,94})hn—17 donde 1, | =

<9395toln-1 ) Y (2”3_(2 6.3)

Qn—l,n3+1

con gj, definido como se indica abajo en (4.6.4). Con ésta prediccion para h,, se

espera que el esquema iterativo converja en ng iteraciones a lo sumo.

Cuando ocurre un rechazo por el estimador de error local en el paso propuesto ¢, —
tni1, s decir, est(t,, hy,) > tol,, entonces la nueva prediccién para el tamano de paso
es Npuevo = (méx{eg,én})hmjo, donde ¢, es calculado de (4.6.2) con el subindice n

reemplazando al subindice n — 1 y tomando hyj, en vez de h,,.

La convergencia de la iteracién en el paso t, — t,y1 (con tamano de paso h,) es

alcanzada en la primera iteracién v, tal que
Gny =YV =YV < b5tol,,, v=1,2,...,n. (4.6.4)

Diremos que el esquema iterativo no converge cuando la inecuacién anterior no se

satisface tras n; iteraciones o bien cuando

- 0,05tol, \ /"
Toy i= ny_ > S, 1= mMax {06, (ﬁ) , (4.6.5)

Qn,u—l Qn,l

para algin v = 2,3,...,n;. Esta tltima inecuacién indica que no es probable que la
convergencia sea alcanzada en n; iteraciones. En caso, que se detecte falta de conver-

gencia tras v iteraciones, entonces se reduce el tamano de paso a través de la férmula

hnuevD = 5lhvi€j07 §" = méx {97 o s 98} (466)

n,v
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4.6. Codigo a paso variable

Esta reduccién del tamano de paso esta basada en el hecho que para problemas lineales,
la razén de convergencia satisface 7,,,, = O(h,,)? para las frecuencias bajas, las cuales

asumimos que son dominantes.

(VI) La factorizaciéon LU es actualizada cuando o bien la matriz Jacobiana ha sido compu-

tada en el paso actual o bien cuando el tamano de paso ha sido cambiado, véase
(ID)—(V).

Algoritmo. Gauss—2etapas (o, tf, Yo, Yy, atol, rtol, nmazx, ier)

1. Comentario: ty y ty > to denotan el punto inicial y el punto final de integracion
respectivamente. yo y y, son vectores donde se almacenan las condiciones iniciales (en
entrada) y la solucién numérica en el punto final (en salida). atol y rtol denotan las
tolerancias absolutas y relativas respectivamente, y nmax es el nimero maximo de
pasos permitidos en la integracién. ier es un c6digo de error (error flag), ier = 0 indica

que la integracion fue exitosa.

Se supone que la segunda derivada f(t,y) y la matriz Jacobiana f'(¢,y) = %(t, y) estan
disponibles. Aunque muchas de las variables auxiliares indicadas més abajo estan claras
por el contexto y por los comentarios previos, especificaremos sin embargo algunas de
ellas, las cuales reflejan mejor el flujo del algoritmo. nstep es el nimero de pasos
exitosos; ntrial cuenta el nimero de pasos intentados; ijac = 0,1 (ijac = 1 en los
pasos cuando la matriz Jacobiana ha sido recientemente actualizada y ijac = 0 en otro
caso); hmm es el tamano de paso minimo permitido en sentido relativo ( hym := 10 - 6
podria ser adecuado). hg es el tamano de paso previo aceptado; h es el nuevo tamano
de paso propuesto; y, A’ almacena el tamano de paso de la ultima factorizacion LU
llevada a cabo. También hemos considerado algunos contadores locales (para el paso
actual t) tal como idiv para el numero de veces que la divergencia es detectada en el

esquema iterativo e iest para el nimero de rechazos por el error del estimador local.

El algoritmo dado aqui es para problemas no lineales en general, es decir, ilin = 0.
Solo algunas modificaciones menores son necesarias para el caso mas simple ilin = 1.
La primera versién (2006) de un cédigo en FORTRAN 90 para este algoritmo puede
ser bajada de [50], y la dltima versién (2008) de [47].

2. Para nstep = 0; ntrial = 0; fo = f(to,v0); J = f'(to,yo); ijac =1y ier = 0.
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3. Computar tol = atol+ || yo || rtol; idiv =0y iest = 0.

4. Si [ntrail = 0] entonces [calcule hg de (4.4.3); h = ho y b’ = hl.

5. Asignar ntrail = ntrail + 1.

6. Si [ntrail > nmazx| entonces [ier = —3 y parar por integracién no exitosal.

7. Si [h < hyin - méx{1, |t|}] entonces [ier = —2 y parar por integracién no exitosal.
8. Selecciona los predictores para las etapas internas como se indica en la seccién 3.2.

9. Si[ijac=16 |W//h — 1| > 0,08] entonces [hacer LU = (vh?)~1 — J; Si[((vh?)~ — J)

es numéricamente singular| entonces [h = h/2 e ir a (5)]; tomar i’ = h].

10. Hacer para v = 1,2,...,n; (para obtener convergencia de la iteracién (4.2.4)—(4.2.5)—
(4.2.7))
a) Calcule Y, Y Gy
b) Si [v = 1] entonces [r* = 0,].

¢) Si [gn, < Ostol, véase (4.6.4)] entonces [calcule y;, y; de (4.1.3); evalie f; =
f(t+ h,y1); guarde YV, vy r* eir a (11)].

d) Si [v = nz+ 1] entonces [tomar r* = r* de acuerdo con (4.6.3)].

e) Silv>1y T, > sp, véase (V)] entonces [h = ¢ h, véase (4.6.6); idiv = idiv + 1;
Si [ijac = 0] entonces [J = f'(to,y0); ijac = 1];
ir a (5)].

f) Iflv = ny] entonces [idiv = idiv + 1; h = r*h;
Si [ijac = 0] entonces [J = f'(to, yo); ijac = 1];
ir a (5)].

g) Fin del hacer.

11. Tomar r = h'/h y calcule est =|| €,(t, h, 1) ||, véase (4.3.11).

12. Si [est > tol] entonces [0 = max{0s, 0;(tol /est)'/?}; iest = iest + 1; h = 6h;

Si [test = 2 y ijac = 0] entonces [J = f'(to, yo); ijac = 1];
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4.6. Codigo a paso variable

ir a (5)].
13. Actualizar, tg = to + h; nstep =nstep+1; ho =h; yo=v1; Yo =v1 ¥ fo = fr.
14. Si [|ty — to| < hmm - méx{1, [t;|}] entonces [pare y salga (por integracién exitosa)].
15. Si [v > ng| entonces [J = f'(to,y0) vy ijac = 1] en otro caso [ijac = 0].
16. Calcule, 7 = min{fy, 0, (tol/ (hmm + est))/°} y ' = (t; — to)/ho.
17. Si [r' < 1,2r] entonces [r =1'; h =rhg e ir a (3)].
18. Si [idiv > 0 6 iest > 0] entonces [r = min{1,r}|.
19. Si [v > ng| entonces [r = min{r*,r}; r = max{fs, r}|.
20. Si [(f3 <1 < 0,)y (ijac = 0)] entonces [h = ho]; en otro caso [h = rhy).
21. Ir a (3).
22. Fin.

En la primera versién del c6digo mostrado en [50], hemos seleccionado como estimador

del error local est =|| ex(t,h,h’) || dado en (4.3.12), pero las elecciones est = e3 (véase
(4.3.13)) o est =|| e1(t, h,h') || dado en (4.3.11) parecen més eficientes, tal como se sugiere
en [47].

Aunque el algoritmo fue disenado para emplear descomposiciones LU en la solucion de
los sistemas lineales asociados a las ecuaciones de etapas (4.2.5), s6lo serian necesarias mo-
dificaciones menores cuando se transforma la matriz Jacobiana J a la forma de Hessemberg
S=1JS = H, siendo S una matriz triangular y H una matriz de Hessemberg, como se propo-
ne en [26, 83] y en [57, p. 122]. Estas transformaciones de Hessemberg pueden ser ventajosas

cuando tratamos con problemas de altas dimensiones. Para problemas del tipo

My"(t) = f(t,yt)), tE€ [to,tsin),
y(to) = vo, ¥'(to) =vo, vy, f€R™ MeR™,

donde M es una matriz masa constante, el algoritmo Gauss2 puede adaptarse facilmente de

modo que se evite el calculo de la inversa de M.
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4.7. Experimentos numéricos

Hemos seleccionado seis problemas oscilatorios, dos lineales y cuatro no lineales, de di-
mensiones baja y media, donde tres de ellos provienen de EDOs y los otros tres de EDPs.
Estos problemas han sido considerados como problemas test en la literatura. Nuestro objetivo
en esta seccion es doble: primero, evaluar nuestro codigo comparandolo con ciertos integrado-
res de cardcter general que son bien conocidos, y en segundo lugar, tasar el comportamiento
de nuestro cédigo cuando se usa la salida continua. En este tltimo caso representaremos en
graficas la evolucion de los errores globales de las soluciones numéricas y de los invariantes
cuando proceda (en el caso de sistemas Hamiltonianos). Para el primer objetivo considera-

remos los siguientes cédigos:

(1) ODEX2 (véase [53, 55]), es un cédigo de reconocido prestigio, especifico para pro-
blemas de segundo orden del tipo (4.1.1). Estd basado en extrapolacién local de la
regla de Stormer (una férmula explicita de segundo orden bien conocida). El cédigo es

especialmente apto para integraciones que requieren una precision alta.

(2) VODE-BDF (véase [5, 6]). Este es un integrador para PVI de primer orden. Hemos
elegido la opcién basada en las férmulas implicitas BDF (Backward Differentiation
Formulae) de Gear, la cual es la opcién prevista por el cdédigo para problemas de tipo
Stiff. Este codigo es uno de los integradores mas populares de problemas de tipo Stiff

cuando se requieren precisiones bajas y medias.

(3) RADAUS5 (véase [53, 55]), es un integrador muy robusto para problemas Stiff de primer
orden, que estd basado en la férmula Runge-Kutta Radau ITA de tres etapas. Ya que
este método implicito es de orden cinco, proporciona integraciones satisfactorias en

precisiones medias y medio—altas.

Nuestro cédigo ha sido implementado en dos versiones, los cuales sélo difieren en el
estimador de error local considerado. GAUSS2-1 se refiere al caso en el cual se emplea
el estimador local ||e;]| dado en (4.3.11), mientras que GAUSS2-3 denota el caso en que se
implementa el estimador del error local e3 en (4.3.13). La versiéon de GAUSS2 en [47] permite
elegir entre los tres distintos estimadores del error local mencionados anteriormente, ||e;]|,
lle2|| ¥ €3, asi como la opcidn de salida densa.

Ya que nuestro cédigo sélo estima el error local en la componente y, en los resultados

que se muestran en las tablas abajo, hemos ejecutado los otros cédigos omitiendo también el
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control del error local en la componente 3. Cabe mencionar que los resultados no cambian
significativamente para los cédigos ODEX2, RADAU5 y VODE cuando se requieren precisio-
nes locales similares en las componentes y e 3. Para el cddigo VODE-BDF, con las opciones
de orden méximo limitado a tres, cuatro o cinco (la tltima opcién es la que suministra el c6di-
go por defecto) para las formulas BDF, encontramos algunos problemas cuando integramos
los sistemas de segundo orden provenientes de las EDP (Ecuaciones en Derivadas Parciales)
propuestas. En este caso, para hacer el codigo VODE-BDF mas robusto, hemos manejado
dos opciones: la primera consiste en reducir el orden maximo de las férmulas BDF a cuatro,
para ganar estabilidad en las férmulas (se denotara esta opcién por VODE-BDF4); y en
segundo lugar, reducimos drasticamente el orden méaximo de las formulas BDF usadas a dos,
de tal manera que las formulas sean A—estables. Esta opcién se denota por VODE-BDF2.

Los codigos fueron ejecutados con los pardametros proporcionados por defecto por los
cédigos, excepto para RADAUS, donde fue seleccionado la opcion que evita doblar la dimen-
sién del problema original, véase [53]. También hemos aprovechado la estructura de banda
de la matriz Jacobiana en el problema (4.7) descrito abajo, la cual permite reducir costos
en la resolucién de sistemas lineales y ahorrar en almacenamiento de datos. Esta opcién
estd disponible para los c6digos RADAUS5 (aplicado a problemas de primer y segundo orden)
y GAUSS2.

e Problema 4.1. [1, p. 932], [27, p. 17] Es un modelo lineal que surge en estudios de
vibraciones en Ingenieria. El sistema viene dado con condiciones iniciales homogéneas
y(0) = 4/'(0) = 0, y un término no homogéneo f(t) que conlleva discontinuidades en la

tercera derivada de la solucién, en los puntos t =5 y t = 10,

301 —100  —200 0 2, t e 0,5
y"+ | —100 10102 —10000 |y = 0 |, f) =4 20—2¢t te(5,10]
—200 —10000 10102 ft) 0, t € (10, 40].

Su soluciéon combina tres componentes con frecuencias w = 1,00, 21,2, 142., las cuales
no sufren excitacion por el término no homogéneo f. La amplitud asociada a cada
frecuencia tiene tamafio o = O(w~3/2). Por tanto, las frecuencias més altas son menos

dominantes.
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e Problema 4.2 [56, pp. 17-18]. Este es un problema hamiltoniano altamente oscilatorio,
considerado por Fermi-Pasta—Ulam [30] (este problema esté descrito en mayor detalle

en Apéndice B, como problema B.30),

W= (=5~ — ) — (o — ) w0 =1y =1
vy = —(y2— s — 1 —ya)® + (Ys — Yo — ¥2 — 5)°, y2(0) =0, 5(0)=0
ys = —(Ys — Yo —¥2 — ¥5)° — (y3 + ¥6)*, ys(0) =0, 5(0)=0
vi= 2=y —y1— v’ + (1 — va)’ — Wy, ya(0) =™ wy(0) =1
vi= (o—ys—y1— )+ (s — 6 —y2 — ys)° —w?ys, u5(0) =0,  5(0)=0
ve = (ys — Y6 — Y2 — ¥5)° — (Us + ¥s)® — w’ys, ys(0) =0, ys(0) = 0.

Hemos tomado w = 50 como recomiendan Hairer, Lubich y Wanner en [56, pp. 17-18].

La solucién en ¢t = 100, con 5 digitos significativos para la componente y es,

y1 = —0,76557, ys = 0,22667, ys = —0,25092,
ys = 0,91662 - 1072, y5 = —0,53880 - 1072, ys = —0,18555 - 101,

Aunque este problema es no lineal, a efectos de tener una ligera idea de sus modos de
frecuencia, hemos calculado los seis autovalores de la matriz Jacobiana evaluada en el

punto inicial ¢ = 0, obteniendo que,

ModoA3=—-25-102 <M\~ —-80< X\ ~—11< )\ =0. (4.7.1)

e Problema 4.3. Es una ecuacion diferencial parcial que describe la vibracién de una barra
empotrada [62, 81]. Hemos tomado las condiciones iniciales y de frontera dadas en [62,
pp. 426-427] (véase también Apéndice B, problema B.16),

Y (2, 1) + 200ypppe(z,t) =0, O0<x<1=22, t>0,
y(@,0) = f(z), w(x,0) =0,

y(0,t) = y.(0,¢) =0,

Yo (1, 1) = Yuaa(l,1) = 0,

(4.7.2)

donde

f(z) =0,1( cosh(Az) — cos(Az) — K (sinh(Az) — sin(Az)),
K = (sinh(X) + sin()\l))_l(cosh(/\l) +cos(Al)) vy A =0,08523200128726258.
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La solucion exacta esta dada por

y(z,t) = f(z)cos(wt), con w = 0,102735464 . . ..

Definiendo la red equidistante z; := iAz, Az = 22/N, (i = 1,...,N) y usando dife-

rencias centrales de segundo orden para la derivada cuarta,

'y Ytz — i + 6y — Ay i
ozt (Ax)* ’

i=1,...,N, (4.7.3)

obtenemos el sistema diferencial de segundo orden [62, p. 427],

Y. (VR "
! 4 6 —4 1 0 Y
! 1 —4 6 —4 1 Ys
: = —200(Ax)™* :
Yn—2 I -4 6 -4 1 Yn—2
Yn—1 0 I -4 5 =2 Yn-1
Yn 2 -4 2 YN
(4.7.4)

Para N = 90 y ¢t € [0,10%], cinco digitos significativos se preservan en la solucién
del sistema diferencial (4.7.4) con relacién a la solucién de la PDE (4.7.2). Ya que en
la practica estaremos interesados en la solucion de la PDE, entonces, la integracion
del problema (4.7.4) serd sélo de interés para tolerancias no demasiado pequenas. En
este caso las frecuencias del sistema diferencial se encuentran dispersas en el intervalo

[0,1;947], alcanzando los extremos del intervalo.

Problema 4.4. Es la ecuacién diferencial parcial no lineal [13], dada también en el

Apéndice B como problema B.17,

ytt(l', t) + (1 + y('ra t)2)y:mxz(x7 t) = 774y($,t)3, _7T/77 <z < 7T/777 t> 07
y(z,0) = cosnz,

yi(z,0) =0, n=1/4,
(4.7.5)

con solucién 2w /n—periddica en el espacio, es decir,
y(x £ 27 /n,t) = y(x,t), Va,t €R.
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La solucién exacta estd dada por y(z,t) = cos(nx) cos(n*t). Discretizando en el espacio

como en el problema 4.3 y considerando las condiciones de periodicidad 27/,

Yt) =yn(t), y-1(t) =ynv-1(t), ynva1(t) =ui(t), yni2(t) =w2(t).  (4.7.6)
Obtenemos el problema de valor inicial de segundo orden,

yi (t) + (Az) (1 + y7) (Yica — 4yio1 + 6y — 4yi1 + Yiga) = 0'y) 4+ 7i(t),
Az =2 'N7Y  4;(0) = cos(nx;), 9i(0)=0, x;=-n"'wr+iAx, (4.7.7)
i=12.. N

Los términos forzados
ri(t) = a(l + Ei(t)Q)Ei(t), g;(t) = cos(nz;) cos(th)

con

e 1 — 4—k—1 A 2k
Y ) (A

p (—4)k  (2k +4)!
han sido anadidos al lado derecho de la EDO (4.7.7), de modo que la EDO y la PDE
(4.7.5) compartan la misma solucién sobre las correspondientes lineas x;. Este es un
problema no lineal de dimensién medio-alta donde las frecuencias mas altas son menos

significativas.

Problema 4.5. Es el problema de los dos cuerpos, dado en el Apéndice B como pro-
blema B.20. Hemos considerado los casos de una excentricidad media e = 0,5 y una
excentricidad alta e = 0,97. Este problema Hamiltoniano posee dos invariantes a lo
largo de cada curva integral:

1) E1 Hamiltoniano:

((0)? + (12)?) = (@) + (@))% py=d G=1,2).

N | —

H(p,q) =

2) E1 Momento Lineal:
L(p,q) = ¢1p2 — @p1.

Problema 4.6. Es una ecuacién de onda no-lineal considerada por Cohen, Hairer y
Lubich en [20]. Este problema estd descrito en el Apéndice B como problema B.34.
La segunda derivada en espacio se ha discretizando usando diferencias centrales de

segundo orden en el modo usual. Hemos tomado N = 128 lineas en el intervalo de la
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variable espacial x € [—, 7. Por tanto resulta un sistema de EDOs de dimensién media
y"(t) = Jy+g(y), donde g(y) denotan términos cuadraticos y la matriz Jacobiana .J es
una matriz banda con ancho 1, pero con la excepcion de tener dos elementos no nulos

en cada extremo de la diagonal secundaria.

En las Tablas 4.7.1, 4.7.2, 4.7.3 y 4.7.4, TOL es la Tolerancia (hemos considerado el
mismo valor para la tolerancia absoluta y relativa), NSS(NREJ) representan el nimero de
pasos exitosos y rechazados respectivamente. Todos los pasos rechazados han sido incluidos
en NREJ ya que muy pocas veces ha habido rechazos por la divergencia en las iteraciones.
NLU, NJAC, NFUN y NLS representan el ntimero de descomposiciones LU, el nimero
de matrices Jacobianas calculadas, el nimero de evaluaciones de la segunda derivada y el
ntimero de soluciones de sistemas triangulares (forward-backward) respectivamente. EG_Y
y EG Y’ almacenan los errores globales en el punto final en las componentes y e y'. EGest_ Y
y EGest_ Y’ denotan respectivamente el error global estimado en el punto final para las
componentes y e 3, usando la técnica de la Tolerancia Proporcional descrita anteriormente.

CPU indica el tiempo en segundos tomado por las integraciones, en un ordenador personal

(3.4 Ghz).

De los resultados mostrados en las cuatro Tablas 4.7.1-4.7.4, podemos decir que:

s El cédigo GAUSS2 equipado con alguno de los dos estimadores de error local con-
siderado puede ser un buen candidato para integrar un amplio rango de problemas
oscilatorios, especialmente cuando se desean precisiones medias o bajas. El codigo es
mas adecuado en problemas oscilatorios donde las frecuencias bajas son las dominan-
tes (problemas 4.1, 4.3 y 4.4). En estos casos, los tamanos de paso son controlados
por la exactitud requerida en los modos de las bajas frecuencias, en virtud de que las
amplitudes muy cortas correspondientes a modos de frecuencia altos no necesitan ser
detectados y el integrador no ofrece problemas al integrar estos modos debido a las
buenas propiedades de estabilidad del método usado. Este no es el caso de métodos
que no sean P-estables (por ejemplo aquellos basados en férmulas explicitas), donde
los modos de alta frecuencia obligan a los c6digos a tomar un elevado niimero de pasos
en las integraciones, independientemente del tamano de las amplitudes asociadas a
tales modos de alta frecuencia, tal como puede verse en la Tabla 7.4.3 para el cédigo
ODEX2 (problema 4.3). Sin embargo los cddigos basados en métodos P-estables como
el GAUSS2 completan las integraciones de este tipo de problemas (problemas 4.3 y
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Tabla 4.7.1: Estadisticas para el problema 4.1, integrado hasta t.,q = 40. Los resultados obtenidos por los distintos
codigos estan separados por lineas, y escritos en el siguiente orden: GAUSS2-1, GAUSS2-3, ODEX2, RADAU5, VODE-BDF2

y VODE-BDF4.
TOL NSS NREJ NLU NJAC NFUN+NLS EGY  EGestY EGY’ EGestY’' CPU
10-3 34 1 5 1 503 2,8-1072 1,8-1072 1,1-1072 3,6-10=2 0,00
10— 74 0 9 1 875 9,8-107% 1,8-1073% 1,3-1073 5,2-1073 0,00
10-° 205 6 20 1 2885 3,9-100% 1,2-100% 7,7-100%* 3,2-100%* 0,00
10-6 392 2 17 1 5403 9,8-107° 3,55-107° 54-10=* 6,0-10~* 0,01
10-7 720 12 50 1 10143 82-1076% 1,9.-107° 25-107° 43.10=* 0,01
10-8 2102 101 300 1 30551 2,1-100% 1,3.100% 9,9.1005 1,0-1075 0,02
10—9 3616 191 414 1 52147 6,8-107 6,3-1077 6,4-107> 9,7-10=7 0,03
10—10 6038 375 751 1 77667 1,2-1077  21-1077 9,7-107% 1,7-107° 0,04
103 32 1 4 1 516 3,2-1072 5,0-107* 1,5-1072 53-1072 0,00
10—4 61 2 11 1 874 4,1-107% 2,3.1073 40-1073 93.107* 0,00
10-5 114 4 14 1 1675 1,8-107% 6,4-107°> 5,7.-107% 7,8-107%* 0,00
106 371 4 15 1 5562 1,5-10~* 6,2-107° 1,1-10=% 1,0-107% 0,01
10-7 634 10 27 1 9479 1,1-1075 4,4-1075 1,3-10* 1,2-107* 0,01
10-8 1672 120 306 1 26861 4,1-10°7 1,2-107% 76-107°> 3,1-10"% 0,02
10—9 3004 177 395 1 46960 8,0-10~7 3,2-1007 6,9-1005 1,8-1075 0,03
10—10 6132 393 787 1 86014 1,6-10~7 7.4-10"% 12-10° 22.107° 0,05
10~4 1783 151 - - 21127 2,2-1072 —  1,7-10*! — 0,02
10—° 1803 197 - - 17495 6,2-107° — 1,1-1072 — 0,02
10-6 1849 205 - - 18915 5,8-10-F — 1,3-1073 — 0,02
10—7 1741 180 - - 18067 4,4-10-6 — 41-107° — 0,02
10-8 1637 282 - - 19664 4,4 -10-6 — 81-1076 — 0,02
1079 1773 244 - - 21430 1,4-10°6 —  22.10°6 — 0,02
10—10 1837 112 - - 26136 5,3-107 — 42-.1077 — 0,02
10-3 56 10 275 11 648 5,3-1073 — 36-1073 — 0,01
10— 79 16 370 17 943 11,3103 — 1,3-1073 — 0,01
10-5 116 14 330 15 1316  5,5-10~% — 1,1-1073 — 0,01
106 174 13 390 14 1926 2,6-10~4 — 41-107% — 0,02
10-7 264 21 655 22 2994  5,6-107° — 2,0-107% — 0,02
10-8 526 152 2930 149 7076  1,9-107° —  84-107° — 0,04
1079 840 238 4600 239 11520 5,6-1076 —  2,7-107° — 0,02
10-10 1239 216 5275 216 15872 26106 — 3,1-1076 — 0,03
10—4 505 23 62 9 1229  8,5-1072 —  48-.1072 — 0,00
10-5 1086 24 93 19 2457 1,8-1072 — 1,2-1072 — 0,01
10-6 2443 26 162 41 5333 4,0-1073 — 1,9-1073 — 0,02
10-7 5774 21 312 97 12431 54-10~% —  4,1-107% — 0,04
10-8 11308 21 595 190 24245  1,4-1074 —  86-1074 — 0,08
10—9 62412 1966 6120 1048 148226  4,0-10~6 —  2,0-107° — 0,23
10-10 102618 1683 7713 1759 232922 1,8-10°6 — 1,0-107° — 0,38
10-5 17780 1107 2391 306 45965 7,0-1072 — 2,5-10*1 — 0,09
10-6 22636 998 2465 387 56037 2,9-1073 —  4,2-1010 — 0,14
107 23318 1198 2803 402 58623 2,8-1073 —  8,4-1072 — 0,14
108 23063 962 2475 395 56747  5,4-107° — 31-1073 — 0,14
10—? 23834 1313 2970 410 60683 2,2-107° — 31-1073 — 0,11
10—10 24165 1359 3033 416 61599 1,0-10~6 — 39-107¢ — 0,12
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Tabla 4.7.2: Estadisticas para el problema 4.2, integrado hasta t.,q = 100. Los resultados obtenidos por los distintos
cédigos estdn separados por lineas, y escritos en el siguiente orden: GAUSS2-1, GAUSS2-3, ODEX2, RADAU5, VODE-BDF2

y VODE-BDF4.

TOL NSS  NREJ NLU NJAC NFUN+NLS EGY EGest Y EGY’ EGestY’  CPU
10=6 6753 16 33 1 131857  5,6-1073  4,6-1073 2,6-107'  1,9-10"! 0,14
10-7 10366 18 38 1 187719  6,9-107* 91-107% 29.1072 5,0-1072 0,23
10-8 16871 50 151 1 287833 1,5-107* 12.107* 6,1-107%  6,6-10°3 0,31
10—9 27075 35 131 1 396827 24-1075 2,1-107° 1,1-107% 94.10"¢ 0,47
10-6 6693 13 28 1 139849 4,9-1073  4,6-1073 2,6-1071 2,0-10"1 0,15
10-7 10372 20 42 1 198315 4,9-107* 1,2-1073% 2,8-1072 5,1-1072 0,25
10-8 17968 14 43 1 315173 1,3-10~* 87-107° 6,1-1073  4,6-1073 0,34
10—9 27032 41 165 1 423590 2,3-1075 2,1-107®° 89.-107* 1,0-10°3 0,51
10-6 2460 0 — — 40147  2,4-1072 —  58-.1072 — 0,05
10—7 2195 0 — — 48651  3,6-1073 —  86-1073 — 0,05
10-8 2705 0 — — 60091 3,210~ —  7,5-107% — 0,05
1079 2376 0 — — 69051  4,7-107° —  1,1-107% — 0,08
10-6 777 360 10055 361 102097  6,4-10~2 —  16-1071 — 0,19
10-7 11399 218 11355 219 154727 1,6 -10~2 —  36-1072 — 0,26
10-8 16649 146 16340 147 220450  1,1-1073 —  25-1073 — 0,39
10—9 24413 155 23705 156 330278  1,8-107° —  1,1-107* — 0,58
10-6 65927 40 3369 1100 145167  4,5-1072 —  6,1-1071 — 0,51
10-7 136968 39 6907 2284 301373  2,8-1072 —  6,8-1071 — 1,08
108 308960 42 15505 5151 678341  9,4-103 —  19-107! — 2,39
1079 663438 43 33229 11059 1455387  2,4-1073 —  42-1072 — 5,12
10-6 22332 5 1129 373 49169 1,010 —  1,3-10%° — 0,20
10-7 33456 4 1685 558 73639  9,9-1072 —  29-1071 — 0,33
10-8 48077 11 2424 802 105843  1,4-1072 —  59-1072 — 0,73
10—9 76341 7 3834 1273 167991  1,3-1073 —  85-1073 — 1,20
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Tabla 4.7.3: Estadisticas para el problema 4.3, integrado hasta t.,q = 1000. Los resultados obtenidos por los distintos
cédigos estdn separados por lineas, y escritos en el siguiente orden: GAUSS2-1, GAUSS2-3, ODEX2, RADAU5, VODE-BDF2

y VODE-BDF4.

TOL NSS NREJ NLU NJAC NFUN+NLS EGY  EGestY EGY’  EGestY’ CPU
104 93 6 19 1 1439  5,0-1073  6,0-1073%  3,5-10=* 3,2-107% 0,08
10-° 148 6 19 1 2095 89-107% 81-100* 6,5-107° 57-107° 0,11
10-6 223 11 30 1 2961 1,4-107% 16-107* 1,1-107° 1,2.-107° 0,17
10-7 360 23 82 1 4657  2,5-1075  25.1075 1,9-107% 1,8.10°6 0,25
108 573 0 11 1 6663 32-1006 37.1006 24.1007 2,7-1077 0,44
10~4 89 7 21 1 1521 55-1073  7,3-107%  3,8-10=* 3,7-107% 0,09
10-° 145 10 27 1 2324 93-107%* 87-100* 6,8-107° 6,1-107° 0,13
10-6 223 9 26 1 3167 16-107% 16-100* 1,2-107° 12.-107° 0,19
10-7 362 30 101 1 5199 2,8-107° 22.1005 1,9-107% 1,7.-10°6 0,28
108 561 9 35 1 7257  34-1006  41.1006 26-1077 3,1-1077 0,47
10-5 237152 1607 — — 2586634  8,8-107° —  7,3-1072 — 324,6
10-6 237395 1760 — — 2591532  5,8-1076 —  58-1073 — 322,9
10—7 237371 1737 — — 2590342 1,4-10-6 —  2,3.107¢ — 323,7
108 237307 1627 — — 2589696 3,6 -10~7 —  2,7-107° — 323,8
10-3 98 43 680 29 1418 2,9-1073 —  26-107¢ — 0,12
104 134 32 660 33 1670  3,3-10~% —  35-107° — 0,14
10-5 197 32 815 33 2373 53-107° —  6,0-1076 — 0,19
10—7 274 31 870 32 3226 1,1-107° — 1,2-10°6 — 0,24
10-8 395 33 1155 34 4659 1,9-1076 —  1,6-1077 — 0,34
10—3 269 20 51 5 725  3,8-1072 —  1,0-1072 — 0,52
10~4 617 27 67 11 1523 9,3-1072 —  35-107° — 0,80
10-° 1455 46 146 24 3429  1,9-1072 —  94-1073 — 1,75
10-6 3139 57 249 52 7079 4,1-1073 —  2,7-107% — 3,24
10~7 6626 66 443 112 14597 8,8-10% —  6,3-107° — 6,17
102 117 12 25 3 341  29-1071 —  6,8-1072 — 0,33
1073 344 27 58 6 919 1,6-1071 —  2,1-1072 — 0,64
1074 > 150000 ko ok kokk skkk kkk _ skokk . > 100.
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Tabla 4.7.4: Estadisticas para el problema 4.4, integrado hasta t.,q = 500. Los resultados obtenidos por los distintos
cédigos estdn separados por lineas, y escritos en el siguiente orden: GAUSS2-1, GAUSS2-3, ODEX2, RADAU5, VODE-BDF2

y VODE-BDF4.
TOL NSS NREJ NLU NJAC NFUN+NLS EGY  EGestY EGY’ EGestY'  CPU
10~4 42 2 10 1 939 4,7-100%* 7,2-100* 16-107%* 2,3.-107* 0,09
10-5 67 6 24 1 1409 1,0-10~* 99-107% 35-107% 35-10"° 0,16
10-6 101 9 33 1 2051 2,0-1075 1,8-1075 7,1-1076% 6,3.10°6 0,21
10-7 451 9 36 15 8889 1,5-107% 35.1076 46-10% 2,0-10°6 0,80
10-8 2062 9 47 24 44353 6,1-1077 15-1006 19.107% 1,2.-10°6 3,20
10~4 41 3 12 1 1007 4,8-10* 77-100* 1,7-107* 2,6-10"* 0,10
10-5 67 6 24 1 1490 85-107° 1,1-107* 30-107° 38.107° 0,16
10-6 101 9 33 1 2161 2,1-1005 1,8-1075 74.1076% 6,2-10°6 0,22
10-7 160 4 26 1 3147 2,3-107% 39.1006 72.1007 1,2-10°6 0,30
10-8 334 6 78 35 7452 3,1-10=7 87-10°7 1,1-10°7 1,3-1077 0,72
108 9350 12 - - 101851 1,8-1072 —  5,2-107% — 3,48
10-9 9276 1 - - 101616  1,6-10~% —  4,7-10°6 — 3,45
10—10 9326 22 - - 102292 1,2-107° — 36-1077 — 3,47
10—11 9352 187 - - 104039 9,6-10~8 —  43-107° — 3,55
10-° 89 10 385 56 1690 5,2-10~% — 15-107° — 0,48
106 123 9 430 43 2067 6,0-107% — 1,7-107° — 0,58
10-7 177 10 555 38 2929  7,1-107° — 2,1-10°6 — 0,77
10-8 257 10 695 25 4273 3,4-1074 — 1,0-107° — 1,02
10~9 371 10 1110 25 6075 1,4-10°6 — 42-1078 — 1,55
10—4 388 18 51 7 937 11,9102 —  37-1073 — 0,69
10-° 784 18 74 14 1819 5,3-1072 — 1,9-1073 — 1,08
10-6 1719 25 126 30 3819 9,2-1074 — 21-107* — 1,98
10—7 3828 29 241 65 8273 1,5-107% —  46-107° — 3,97
10-8 8181 31 461 137 17467 3,2-107° — 1,1-107° — 7,89
102 59 5 14 2 173 4,4-1071 —  74-1072 — 0,25
10-3 92 6 17 2 247  1,5-1071 —  20-1073 — 0,27
1074 > 60000 kkk skkk kkk skokk kokk . kokk . > 45.
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4.4) en un nimero moderado de pasos, siempre que no se exijan tolerancias muy res-
trictivas que obliguen al integrador a detectar las pequenas amplitudes asociadas a las

frecuencias altas.

Se puede observar también en las cuatro tablas que independientemente del problema
y la tolerancia, el cédigo GAUSS2 toma muy pocas evaluaciones de Jacobianos y des-
composiciones LU para completar las integraciones. Esto significa que practicamente
integra con tamanos de paso constante en subintervalos relativamente grandes dentro
del intervalo de integracion, y que el proceso iterativo usado para resolver las ecua-
ciones de etapas es convergente en pocas iteraciones, normalmente la convergencia se
alcanza entre 3 y 5 iteraciones. Aunque no se muestra en las tablas, la eleccién del
tamano del paso inicial fue practicamente siempre satisfactoria. Todos estos hechos
han sido confirmados sobre otros muchos problemas integrados con el cédigo. Tam-
bién puede observarse que para el GAUSS?2 los errores globales en el punto final, sobre
ambas componentes, son de magnitud similar a los errores globales estimados, inde-
pendientemente del problema y del estimador de error local usado. Ademas, en los
problemas 4.2, 4.3 y 4.4, los errores globales mantienen una Proporcionalidad respecto
a la Tolerancia (Tolerance Proportionality), en el sentido que cuando las tolerancias
se reducen en un factor de 10, los errores globales disminuyen en un factor aproximado
de 10%5 ~ 6. No es este el caso del problema 4.1, donde los cambios en el factor son
mas bruscos. Aun asi y a pesar de las discontinuidades en la tercera derivada de la
solucién de este ultimo problema, los errores globales estimados en el punto final estan

en concordancia con los errores globales verdaderos.

Aunque ambas estimaciones del error local sélo controlan el error local en la componen-
te y, parece que estas estimaciones son suficientes para producir soluciones numéricas
aceptables en ambas componentes. Algunas veces, los errores globales en la componente
y’ son ligeramente mayores que en la componente y, pero en este caso debemos tener en
cuenta que si la integracién de una solucion no es satisfactoria para el usuario, entonces
en virtud de la estimacion del error global, una nueva integracién con tolerancias mas

restrictivas, podria resolver el problema seguramente.

El uso de cualquiera de ambos estimadores ||e;]| o €3, presentan sus ventajas e incon-
venientes. El estimador 3 es mas exacto que el otro, en el caso de modos de frecuencia

altos, a efectos de estimar los errores locales cuando la componente y es nula y la ¥’ no
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lo es, sin embargo tiene el inconveniente de que estima a la baja en el caso de frecuen-
cias altas con componente y significativa. En este iltimo caso es mejor el estimador
de error local ||e1||. De acuerdo con los resultados de las 4 tablas podemos ver que el
estimador ||e;|| hace el cédigo ligeramente més eficiente para los 3 primeros problemas,
mientras que el estimador €3 es mas eficaz para el tltimo problema (Problema 4.4). En
nuestra opinion cualquiera de las dos opciones es valida, y si queremos que el cédigo
detecte mejor las amplitudes asociadas a los modos de frecuencia altos al nivel de la
tolerancia prescrita, entonces quizds sea mas conveniente usar el estimador || ||. Tam-
bién debemos resenar que si lo que queremos son altos grados de precision, entonces la
opcién de GAUSS2 no es la mejor, tal como puede verse en la Tabla 7.4.2 (problema
4.2).

ODEX2 funciona satisfactoriamente cuando se requieren altos grados de precision y
algunas de las frecuencias del problema son significativas. Este es el caso del problema
4.2, en el que los tamanos de pasos son restringidos por la exactitud requerida antes
que por razones de estabilidad. En la integracién de los cuatro problemas (y en muchos
otros), el codigo produce integraciones mas satisfactorias cuando se usan tolerancias
muy pequenas. Sin embargo debe tomarse con cierta precaucion los resultados dados
por el cédigo cuando se usan tolerancias bajas y medias y sélo se usa control de error
local en la componente y. También puede observarse que el codigo requiere un niimero
similar de tamanos de pasos y de evaluaciones de f, independientemente de la precision
requerida. Esto es una caracteristica tipica de métodos basados en la extrapolacion local
de una férmula mas simple, la cual se toma como férmula base, en este caso la formula
base es la regla de Stormer. El alto nimero de pasos requeridos por el cddigo se debe a
que las féormulas explicitas de las que hace uso el cédigo, poseen un intervalo acotado
de estabilidad con una longitud del orden de la unidad. El c6digo no es adecuado para
el problema 4.3 (véase Tabla 7.4.3) ni otros similares, especialmente en el caso en que
se considera un gran nimero de lineas en la discretizacion espacial, pues las frecuencias
altas del problema obligan a tomar un nimero de pasos muy elevado, aun en el caso
en que estas frecuencias no sean significativas. Con este cédigo no se puede esperar
Proporcionalidad respecto a la Tolerancia para los errores globales debido a que el
codigo no usa la misma féormula para todas las integraciones, ni para todos los pasos
de integracién. Este hecho se ve claramente reflejado en las tablas cuando se disminuye

la tolerancia, pues los errores no decrecen en una proporcién fija con las tolerancias.
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= RADAUS5 Funciona aceptablemente bien en todos los problemas, en particular cuando
se emplean tolerancias medias y bajas. Este codigo parece ser fiable para problemas
de tipo (4.1.1). Sin embargo es algo costoso en evaluaciones de Jacobianos y de fac-
torizaciones LU cuando se emplea la opcién estandar (por defecto) del c6digo. En las
tablas, se ha multiplicado por 5 el nimero de factorizaciones LU dadas por el cédigo,
ya que cada LU se refiere a una factorizacion LU en aritmética compleja mas una LU
en aritmética real. Esta circunstancia jugaria un papel importante en los tiempos de
CPU tomados por el cédigo cuando se integran problemas de dimensiones mas altas.
Debemos resaltar que RADAUS fue concebido principalmente para integrar sistemas
diferenciales de primer orden de tipo stiff, y por tanto necesita una afinacion mas con-
veniente cuando el codigo se desea usar en problemas de segundo orden. Se espera que
RADAUS exhiba Proporcionalidad respecto a la Tolerancia en los errores globales para
los problemas de segundo orden. Esto se ve principalmente en los problemas 4.2 y 4.3,
donde los errores globales disminuyen alrededor de un factor de 10 en ambas compo-
nentes cuando las tolerancias son disminuidas por el mismo factor. Sin embargo, una
opcion para estimar los errores globales no se ha incluido en ninguna de las versiones

del cédigo.

s Codigos VODE: VODE-BDF2 es una opcién aceptable para los problemas del tipo
PDE cuando se requiere una precision baja, pero esta en clara desventaja con respecto
a los otros codigos. Esto se explica por el bajo orden de la formula BDF de 2 etapas. En
los problemas 4.3 y 4.4, la opcion VODE-BDF?2 es mas eficiente que la opcién VODE—~
BDF4 debido a que el tamano de paso es controlado por estabilidad, y las férmulas de
3 y 4 pasos tienen intervalos de estabilidad muy cortos en entornos del origen del eje
imaginario. En los problema provenientes de ecuaciones en ordinarias (problemas 4.1
y 4.2) el c6digo VODE-BDF4 resulta ser superior al VODE-BDF2 ya que los tamanos
de paso necesitan ser reducidos por exactitud antes que por estabilidad. La falta de
estabilidad sobre el eje imaginario de las formulas BDF de k—pasos para k > 3, parece
ser el mayor inconveniente para usar estas férmulas en cierta clase de problemas de
segundo orden, especialmente cuando éstos presentan un amplio rango de frecuencias
dispersas. La versiéon del VODE-BDF2 parece exhibir Proporcionalidad respecto a la
Tolerancia, tal cual como puede verse en las tablas correspondientes a los problemas
4.2, 4.3 y 4.4, donde los errores globales disminuyen por un factor aproximado de 4.5

cuando las tolerancias se dividen por 10.

115



4.7. Experimentos numéricos

Figura 4.7.1: Grdficas de errores globales (en escala logaritmica) y de rectas de regresion de
errores globales, usando la salida continua del GAUSS2-1 en 1000 puntos equidistantes en el

intervalo [0,100], para el problema 4.2 con tol = 107°.

GE (Y)
GE (YY)
LINREG (Y)
LINREG (Y")

IN

0.5
log 10(1)

Con respecto al sequndo objetivo planteado en esta seccion, el cual se refiere a la salida
densa del codigo GAUSS2 y las estimaciones del error global en cualquier punto del intervalo
de integracion, y no solo en el punto final, podemos decir lo siguiente.

En las Figuras 4.7.1, 4.7.2,4.7.3, 4.7.4 y 4.7.5 se muestran respectivamente para los problemas
4.2,4.3,4.4, 4.5y 4.6, las graficas de los elementos indicados a continuacién, (usando en todos

los casos escalas logaritmicas en base 10 en ambos ejes):
1. GE(Y) = —log;, (Error Global en componente y).
2. GE(Y') = —log,, (Error Global en componente /).

3. LINREG(Y) y LINREG(Y"’), denotan respectivamente las rectas de regresion lineal de

los errores globales sobre cada componente.

4. GE(Y)EST y GE(Y’)EST, denotan respectivamente los errores globales estimados en
las componentes y e 3. Dichos errores estimados fueron calculados usando la férmula
(4.5.5) con 7 = 5, y la salida continua del GAUSS2 (con el estimador de error local

lle1]]), denotando el cédigo en este caso por GAUSS2-1.

116



4.7. Experimentos numéricos

Figura 4.7.2: Grdficas (en escala logaritmica) de errores globales, errores estimados y rec-
tas de regresion, usando la salida continua del GAUSS2-1 en 20 puntos equidistantes en el

intervalo [0,10%], para el problema 4.3 con tol = 107°.
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Figura 4.7.3: Grdficas (en escala logaritmica) de errores globales, errores estimados y rec-
tas de regresion, usando la salida continua del GAUSS2-1 en 20 puntos equidistantes en el

intervalo [0,500], para el problema 4.4 con tol = 1075,
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Figura 4.7.4: Grdficas (en escala logaritmica) de errores globales y rectas de regresion, usando
la salida continua del GAUSS2-1 en 64 puntos equidistantes en el intervalo [0, 32|, para el
problema 4.5 con excentricidad e = 0,97 y tol = 10711,
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Figura 4.7.5: Grdficas (en escala logaritmica) de errores globales y rectas de regresion, usando
la salida continua del GAUSS2-1 en 10 puntos equidistantes en el intervalo [0,550], para el
problema 4.6 con tol = 1075,
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Figura 4.7.6: Grdficas (en escala logaritmica) de errores globales del Hamiltoniano y el

Momento Lineal y las rectas de regresion correspondientes, usando la salida continua del

GAUSS2-1 en 64 puntos equidistantes en el intervalo |0, 327], para el problema 4.5 con ex-

centricidad e = 0,97 y tol = 10711,
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Figura 4.7.7: Grdficas de las soluciones numéricas en las y-componentes para el problema
4.1, usando la salida continua del GAUSS2-1 con 1000 puntos equidistantes en el intervalo
[0,40] y tol = 1078,

Figura 4.7.8: Grdficas de las componentes yss € ygs para el problema 4.6, usando la salida

continua del GAUSS2-1 con 1100 puntos equidistantes en el intervalo [450,550] y tol = 1077,
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Figura 4.7.9: Grdficas de errores globales en vy, y' y en el Hamiltoniano para el problema 4.2,
usando la salida continua del GAUSS2-1 en 1000 puntos equidistantes en el intervalo [0, 100]

(sin escala logaritmica), con tol =107,
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Figura 4.7.10: Grdficas de las energias I; = ((y5,;(t))* + w?(ys4;(1))*)/2, ( = 1,2,3) y de
I = I, + I, + I3, para el problema 4.2, usando la salida continua del GAUSS2-1 con 1000

puntos equidistantes en el intervalo [0,100] y tol = 107°.
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De las Figuras 4.7.2, 4.7.3 y 4.7.5, correspondientes a los problemas en EDPs, podemos
decir que los errores globales coinciden en magnitud y en comportamiento cualitativo con los
errores globales estimados obtenidos usando la salida densa. Ademads, teniendo en cuenta que
la pendiente de las rectas de regresion es proxima a —1 en los problemas de EDPs, podemos
inferir que en estos casos los errores globales crecen aproximadamente en proporcion directa
a la distancia entre el punto considerado y el punto inicial de integracion. También se puede
observar que las graficas de los errores presentan ciertos picos y wvalles, pero en realidad
estos picos resultan mas acentuados por el caracter de la representacién hecha en escala
logaritmica, la cual produce pendientes mas pronunciadas. En cualquier caso la diferencia
entre los picos y valles préximos no suele pasar de una unidad, es decir esto supone una cifra
significativa a lo mas en la aproximacién obtenida. Para el problema 4.6 (Figura 4.7) estos
picos resultan bastante menos acentuados.

Debemos mencionar que los errores estimados se han computado usando la férmula (4.5.5)
para la componente 1, pero para la estimacién en la componente ' hemos reemplazado 74/°

3/5 en el lado derecho de la segunda ecuacién de (4.5.5). Esto se ha hecho asi, en

por T
virtud del resultado expresado en el Teorema 4.1. Hemos comprobado que esta estimacion
es mejor que cuando se usa 7%/° para la componente 3. También se observa que para los
3 problemas de EDPs la correlacion entre los errores estimados y los errores verdaderos es
ligeramente mejor para la componente ¥y, que para la componente 3y’. Este hecho suele ser
asi para cualquier tipo de problema oscilatorio. Aun asi la estimacién para la componente y’
suele ser bastante fiable, en el sentido que esta en el orden de magnitud del verdadero error.

Para los problemas Hamiltonianos provenientes de las ecuaciones diferenciales ordinarias
consideradas, problemas 4.2 y 4.5, observamos en las Figuras 4.7.1 y 4.7.4 respectivamente,
que mientras para el problema 4.2 (Fermi-Pasta-Ulam) los errores globales crecen en propor-
cién directa a la distancia del punto considerado al punto inicial (pues las rectas de regresion
de errores globales, en ambas componentes, tienen pendientes proximas a uno), para el pro-
blema de los dos cuerpos los errores globales van como el cuadrado de dicha distancia (las
rectas de regresion de errores globales, en ambas componentes, tienen pendientes proximas a
dos). Una explicacion de este hecho proviene de que para el problema 4.2 el cédigo realiza las
integraciones practicamente a paso fijo, con lo cual los errores globales deben crecer de forma
lineal con la longitud del intervalo por ser el método de Gauss un integrador simpléctico. Sin
embargo, para el problema 4.5 (de Kepler con excentricidad e = 0,97) el cddigo toma pasos

muy diferentes dependiendo de la posicion del cuerpo que gira en torno al otro considerado
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fijo (es decir si su posicién es cercana al afelio o al perihelio). En este caso el integrador
pierde la propiedad de que el error crezca de forma lineal con la longitud del intervalo al
tomar tamanos de paso variables y el crecimiento del error global pasa de ser de tipo lineal
a ser de tipo cuadratico.

Con respecto a la conservacién de invariantes en los problemas de caracter Hamiltoniano,

podemos decir lo siguiente:

1. Para el problema de los dos cuerpos con excentricidad e = 0,97, podemos ver en la
Figura 4.7.6 (en escala logaritmica), la variacién del error en el Hamiltoniano y su recta
de regresion correspondiente. Esta recta posee una pendiente muy préxima a —1, lo
cual nos dice que en este caso, el error en el Hamiltoniano crece de forma lineal con
la longitud del intervalo (debe recordarse que los errores globales en las componentes
crecfan de forma cuadrética con la longitud del intervalo). Por otro lado, vemos que los
errores en el Momento practicamente se mantienen constantes (es decir, la pendiente
de la recta de regresion es proxima a cero) a lo largo de toda la integracién. Por tanto,
el codigo GAUSS?2 y su salida densa, parecen preservar este invariante, del mismo modo

que el método de Gauss lo hace.

2. Para el problema 4.2 (Fermi-Pasta-Ulam), podemos observar en la Figura 4.7.9 (en
escala normal), la variacién del error global y del error en el Hamiltoniano. Ya habiamos
visto en la Figura 4.7.1, que el error global en las componentes crecia de forma lineal
con la distancia del punto al origen. Por otra parte, en la Figura 4.7.9, podemos apreciar
que el error en el Hamiltoniano presenta un comportamiento bastante cadtico con picos
muy pronunciados en algunas zonas de anchura pequena. A pesar de esto, se puede
observar que en la mayor parte del intervalo de integracion, el Hamiltoniano es quasi-
preservado al usar la salida densa del codigo. De hecho, la recta de regresién de errores
para el Hamiltoniano tiene pendiente muy proxima a cero, lo cual corrobora lo dicho
anteriormente. Sin embargo, no tenemos una respuesta definitiva sobre porque los picos
resultan mas pronunciados cuando la integracion avanza. Debemos mencionar a este
respecto que el Hamiltoniano es bastante atipico en el sentido de que posee un factor
w?/2 = 1250, que amplifica los errores en las componentes, véase la expresion del
Hamiltoniano en (B.0.10), problema B.30 en Apéndice B. Ademas, en la salida densa
el Hamiltoniano es evaluado en puntos que no son de red y esto propicia también la

amplificacion de errores. A este respecto, es conveniente resenar que en el punto final
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de integraciéon (el cual es un punto de red) el error en el Hamiltoniano es pequeno,
en concreto su valor es 1,6 - 107°, resultando ser ligeramente inferior al error en las
componentes (es de tamano 2,1 - 107 para la y-componente y de tamaiio 1,0 - 1073

para la y’-componente).

También hemos representado en la Figura 4.7.10, para este mismo problema la variacion
de las energfas de los 3 muelles I; = (y5,;(t)* + w?ys+;(t)%)/2, (j = 1,2,3) y la suma
de las mismas I = I + Iy + I3, lo cual se dice ser tnvariante adiabdtico del sistema
Hamiltoniano, aunque rigurosamente no se mantiene constante a lo largo del intervalo
de integracién, sino casi constante. Todo esto queda confirmado en la mencionada
Figura, en la cual se observan las pequenas fluctuaciones a lo largo de la integracién,
del mismo modo que pueden verse en las Figuras mostradas en la paginas 18-19 del
texto Hairer et al. [56].

También hemos representado para los problemas 4.1 y 4.6 en las Figuras 4.7.7 y 4.7.8
respectivamente, las graficas de las soluciones numéricas usando la salida densa del GAUSS2-
1. En ellas se aprecia el caracter oscilatorio de ambos problemas, sin llegar a detectarse en
las mismas los modos de altas frecuencias no-significativos (con pequenas amplitudes), para
los cuales tendriamos que usar resoluciones mucho mas finas. Se da el hecho curioso que en
el problema 4.1 las tres soluciones parecen idénticas, aunque en realidad no lo son, aunque

solo se diferencian en las amplitudes insignificantes asociadas a las dos frecuencias mas altas.

4.8. Conclusiones

En el presente capitulo de esta memoria se desarrolla con cierta extension los detalles
del codigo GAUSS2 para problemas de valor inicial de sequndo orden, de cardcter especial.
El codigo estd basado en la formula de Gauss de dos etapas version Runge—Kutta—Nystrom,
y estda programado en FORTRAN 77-90 [47, 50] usando una politica de paso variable. Se
explica en detalle el esquema iterativo de tipo Newton propuesto junto con la eleccion de
predictores para la resolucion de las ecuaciones de etapas. Se estudian varios estimadores
de error local, aunque sélo se recomiendan dos de ellos. La sequnda version del cddigo [47]
incorpora salida densa y un estimador del error global basado en la propiedad de Proporcio-
nalidad del error global respecto a la tolerancia. El cddigo es de propdsito general y parece
especialmente adecuado para la integracion de sistemas de sequndo orden de dimensiones me-

dias y medio-altas, donde las matrices Jacobianas del sistema diferencial tengan estructuras
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especiales tales como banda, circulantes, Toeplitz, etc, por ejemplo aquellas EDQOs provenien-
tes de Ecuaciones en Deriwadas Parciales semidiscretizadas en las variables espaciales. En
estos casos, solo se requieren precisiones bajas o medias, debido a los errores introducidos
en la discretizacion espacial de la EDP original. Para otros tipos de sistemas de grandes
dimensiones, se deberia incorporar al codigo un método adecuado para resolver los sistemas
lineales resultantes, teniendo en cuenta la estructura especial de las matrices Jacobianas o
bien usar técnicas de subespacios de Krylov. Nuestros experimentos confirman que ODEX2
es un buen cddigo cuando se requieren precisiones altas y hay alguna frecuencia alta signifi-
cativa. El codigo RADAUS resulta adecuado para los problemas provenientes de las EDPs.
Algunas mejoras en el cddigo de modo que se evite hacer demasiados cambios de tamano de
paso redundaria notablemente en su eficacia. VODE no parece ser un codigo recomendable

para esta clase de problemas.
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En base a la investigacion y experimentacién numérica desarrolladas en esta memoria,

podemos concluir lo siguiente:

1. Para problemas que comporten Rigidez (Stiffness), la nueva iteracién presentada en
el Capitulo 2 de esta memoria, encaminada a resolver las ecuaciones de etapa de los
métodos Runge-Kutta altamente implicitos, tales como aquellos de las familias Gauss,
Radau TA, Radau ITA, Lobatto IITA y Lobatto IIIC, parece ser eficiente y suele acele-
rar la velocidad de convergencia de las iteraciones de tipo Single-Newton. Ademads, la
nueva iteracién puede ser vista como una alternativa a la opcién de la técnica de sobre-
rrelajacion de Cooper y Butcher [22]. Para lograr una aceleracién éptima se requeriria
un conocimiento del espectro de la matriz Jacobiana del sistema de EDOS considerado.
Un inconveniente de la nueva iteracion es que no aumenta el orden en potencias de h
del predictor (aproximacion inicial), con las iteraciones. Por tanto una alternativa para
evitar este handicap en su aplicacién general, seria usar en las primeras iteraciones,
un esquema iterativo de tipo Single-Newton que aumente el orden de convergencia
en potencias de h hasta lograr el orden del corrector, y luego usar el nuevo esquema
iterativo para las siguientes iteraciones (dentro del mismo paso de integracién) con el
objetivo de acelerar la velocidad de convergencia, si ésta no se hubiera alcanzado con

las iteraciones dadas con el esquema de tipo Single-Newton.

El dltimo aspecto requiere de una extensa experimentacion que podria realizarse en el
futuro con el objetivo de ver que tipo de esquemas podrian combinarse. También habria
que probar la nueva iteracion propuesta en codigos a paso variable, usando predictores

convenientes, para ver como es su comportamiento en general.
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2. Laiteracion de tipo Single-Newton presentada en el capitulo 3, para integrar problemas
especiales de segundo orden, parece ser una alternativa mas conveniente que la iteracién
Quasi-Newton, especialmente en problemas de dimensiones medias y altas. Esto se debe
esencialmente a que la iteracion de tipo Single-Newton presenta una buena velocidad
de convergencia, que aunque es algo menor que la de iteracién Quasi-Newton, evita
la complejidad de las factorizaciones LU que conlleva la iteracién Quasi-Newton. Las
iteraciones de tipo Single-Newton desarrolladas han sido optimizadas para los métodos
de Gauss de 2, 3 y 4 etapas. También se desarrollan predictores adecuados para iniciar
las iteraciones del esquema iterativo desarrollado para estos métodos. Las iteraciones
desarrolladas también parecen mas eficientes que las propuestas en la literatura, por
ejemplo la adaptacion del esquema de Cooper y Butcher hecha para el método de

Gauss de 2 etapas, por Gladwell y Thomas en [37].

En el futuro se podria investigar la aceleracion de la convergencia de los esquemas
Single-Newton desarrollados es este capitulo 3. Especialmente, para el caso del los
métodos de Gauss de 3y 4 etapas, pues hay ciertas zonas (ciertos valores de hw en la
recta real) donde la razdn de convergencia en el modelo lineal es algo lenta. La acele-
racion de la convergencia podria realizarse o bien mediante el nuevo esquema iterativo
desarrollado en el Capitulo 2, o bien se usaria el esquema iterativo de tipo Single-
Newton desarrollado en el capitulo 3, pero con la excepcion de que si la convergencia
no se ha alcanzado en una iteracion fijada, por ejemplo la quinta iteracion, entonces
se realizaria una aceleracion del esquema en este punto mediante una combinacion
adecuada de los valores de etapas calculados previamente y luego se continuaria con el
esquema Single-Newton. Esta técnica se explica con mayor detalle en el capitulo 4 de
esta memoria donde se ha aplicado con éxito al esquema iterativo Single-Newton para

el Gauss de 2 etapas desarrollado en el capitulo 3.

3. En el capitulo 4 de esta memoria, se propone un cédigo (GAUSS2) de propésito general
para integrar Problemas de valor Inicial de segundo orden en precision media. Decimos
de propdsito general, porque el codigo puede integrar cualquier tipo de problema de
segundo orden dentro de una exactitud razonable, independientemente de la Rigidez
del mismo. El codigo es especialmente adecuado para aquellos problemas de segundo
orden que provienen de EDPs, pues en estos casos un par de cifras significativas en

los resultados son a menudo suficientes, debido a que las soluciones numéricas ya se
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encuentran contaminadas por los errores en las discretizaciones espaciales. El cédigo
estd programado en FORTRAN 77-90 y puede descargarse de los portales [47, 50].
Ademas el cédigo suministra, a peticién del usuario, salida densa en puntos equies-
paciados (aunque esto podria modificarse a gusto del usuario sin mas que modificar
el driver de forma adecuada), la cual permite la representacién gréfica de las trayec-
torias. También el cédigo proporciona una estimacion del error global cometido en la

integracion, el cual parece ser bastante fiable.

En el futuro se podrian desarrollar nuevos codigos de mayor precision para integrar
problemas oscilatorios. En concreto, creemos que el desarrollo de nuevos codigos basa-
dos en los métodos de Gauss de 3 etapas (orden 6) y de 4 etapas de orden (8) no es
una tarea muy complicada, después de la extensa experiencia adquirida con el desarro-
llo del codigo GAUSS2. Debemos notar que ya los predictores y los esquemas iterativos
de tipo Single-Newton han sido desarrollados en el capitulo 3 y en este aspecto sélo
faltaria optimizarlos para acelerar la convergencia en alguna iteracion prefijada. Por
otra parte, un estimador de error local en la y-componente parece la labor mds ardua a
desarrollar para el caso de los métodos de Gauss de 3 y 4 etapas. Esto podria hacerse
usando técnicas similares a las desarrolladas aqui en el capitulo 4 para el método de
Gauss de 2 etapas. En cuanto a la estimacion del error global, podemos decir que las
técnicas basadas en la propiedad de que los errores globales son proporcionales a una

potencia de la Tolerancia, siguen siendo de aplicacion en estos casos.
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Apéndice B

Anexo sobre Problemas especiales de

segundo orden

En este anexo se recogen una buena coleccién de problemas de segundo orden de caracter
oscilatorio o Hamiltoniano, tomados de la literatura y que han sido ampliamente usados
como problemas test para probar los métodos numéricos. Se hace también referencia a la

literatura de donde han sido tomados.

1. Problema B.1 Problema lineal simple con solucion cosenoidal

y”(t) = _w2y7

con solucion exacta

y(t) = ncos(wt).

2. Problema B.2 Problema lineal simple con solucion senoidal

y,/<t) = _w2y7

con solucion exacta
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3. Problema B.3 Problema lineal homogéneo ([32, Ejemplo 3, p. 86])

yww=¢fjfi;ﬁy@,tqam

mm=<j),y@:<$,

y(t) = (2cos(t), —cos(t))T, Yw > 0.

cuya solucion eracta es

Valores recomendados w = 25 y w = 1600.

4. Problema B.4 Problema lineal no homogéneo ([32, Ejemplo 1, p. 84])

y'(t) = —w?y(t) +0,01sin(t), t € [0,20]

0,01
yO) =1 yO)=wt——, w>1,

con solucion exacta

y(t) = cos(wt) + sin(wt) +
w = 10.

5. Problema B.5 Sistema lineal Hamiltoniano ([38, Problema 1, p. 140])

w1 w241

y<0>:(1fi>, y'<o>=<8>, AeR

con solucion exacta

1 (W +1 w1
(” “ >y(t), WwER, tel0,20]

y(t) = (cos(t) + Acos(100¢), cos(t) — Acos(lOOt))T.

w=10%, A=1,10"2,107*.
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6. Problema B.6 FEcuacion de Duffing no amortiguada. Problema no lineal ([21, Pro-

blema 4, p. 68])

y'(t) = —y(t) — y(t)* + 0,002 cos(1,01¢), ¢t € [0,40x]

con solucion exacta

yt) = 0

y(0) = 0,20042672806699998, 4/(0) = 0,

;200179477536 cos(1,01¢) + 0,246946143 x 1073 cos(3,03t)

+0,304014 x 1075 cos(5,05t) + 0,374 x 107 cos(7,07t).

7. Problema B.7 Sistema no lineal ([38, Problema 2, p. 142])

y'(t) = ( _;

con solucion exacta

w =103,

_wg ) y(t) +0,02 (1) (ly()||3 + cos?(t) — 1), ¢ € [0,10000]

8. Problema B.8 Sistema no lineal Hamiltoniano ([38, Problema 5. p. 150])

t € [0,10000] y r(¢)

w = 10%.

1) = =45 = 220 = 1) )

= /2 (t) + y3(t), con solucion exacta

y(t) = (Cos(t),sin(t))T.
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9. Problema B.9 Problema no lineal ([38, Problema 5, p. 159])
2 sin(t?)
VD) (@)
Yo (t) = —1'ye(t) + w(yi(t) +sin®(¢*) — 1), t €[0,50]

yi(t) = =4ty (1)

con solucion exacta
y(t) = (COS(tQ),O)T, vn € R.
n=10" yw=0,1.

10. Problema B.10 FEcuacidn de la drbita. Un situacion idealizada (no lineal) ([62, Pro-
blema 5.5, p. 425])

MR f42 _ 2y2(1)
O == T+ )
st = —aty(t) + ——220 e 0,2/77),

yi(t) +yi(t)

mm:G) mmzﬁﬁ%)

y(t) = (cos(t?),sin(t?))".

11. Problema B.11 Problema no lineal. Esta ecuacion diferencial es un caso particular
de la ecuacion undamped Duffing‘s ([21, Problema 3, p. 68])

con solucion exacta

y'(t) = —(1+0,01y%(t)) y(t) + 0,01 cos®(t), t € [0,40m]
y(0) =1, ¢'(0)=0,
con solucion exacta
y(t) = cos(t).
12. Problema B.12 Problema no lineal.
y'(t) = —10*(y — sen(t)) — sen(t), t € [0,10]
y(0) =0, ¢'(0)=1,

con solucion exacta

y(t) = sen(t).
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13.

14.

15.

Problema B.13 Problema no lineal.

y'(t) = —4t%y — 2sen(t?), t € [0,10]

con solucion exacta

y(t) = cos(t?).

Problema B.14 Problema Oscilatorio ([37, Problema 5.7, p. 201])

y"(t) = —sinh (y(t)), t€[0,6]

con solucion numérica ent =6

y(6) = 0,9954139409446862, 1'(6) = —0,1036661333139567.

Problema B.15 La ecuacion que describe la vibracion de una barra empotrada ([62,
Problema 5.6., p. 426])

( 2 4
q 0“u 0*u
- — =0, 0<x<!l, t>0
g Ot? + Ox? ’ =0
< u(O,t):ux(O,t):() (BOl)

u(z,0) = f(z), w(z,0)=0

uwz(lat) = ua:xz(lvt) - Oa

\

donde f(x) es dada por

cosh(wl) 4 cos(wl)
sinh(wl) + sin(wl)

f(z) = Alcosh(wx) — cos(wz) — (sinh(wz) — sin(wz))],

A=01, 1=22 q/g=50, EI=10% w =0,08523200128726258.

Primeramente debemos semidiscretizar (B.0.1). Por lo cual definimos una red equi-
distante z; == jA,A = I/N,(j = 1,...,N) y usamos la aproximacion simétrica de

sequndo orden
84Ui - Uiy — 4Ui+1 + 6UZ — 4Ui_1 + Uj—2

~

Ozt (Ax)?
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La sustitucion de las condiciones de frontera en la discretizacion, producen el sistema

lineal
uy 7 —4 1 Uq
ul —4 6 —4 1 0 Ug
uy 1 —4 6 —4 1 us
1
: - - . : . B.0.2
200A4 ' ( )
u_o 1 —4 6 —4 1 UN_2
u_q 0 1 -4 5 =2 UN_1
Uill\f 2 —4 2 unN

Se puede verificar que los autovalores de la matriz Jacobiana son reales independien-

temente del valor de N.

16. Problema B.16 FEs similar al problema B.15 , es decir,

y"(t) = —200(Az) " Jy(t) + r(t), y(0) =wyo, ¥'(0) =y, Az =22/N, N =90,

donde la matriz de banda J (N x N) estd dada en la ecuacion (B.0.2), y r(t) =
O((Ax)?), yo y yh son elegidos para que la solucién del sistema ODE coincida en cada

linea x; (x; = jAx) con la solucion exacta de la ecuacion diferencial parcial
Y (2, 1) + 200 Yppu (2, 1) =0, £ >0, 0 < & < | = 22,
descrita en (B.0.1) (Problema 13). Donde, r(t) = (r;(t))X, estd dado por

ri(t) = a(l+&;(t)?)ei(t), ei(t) = cos(x;/4)cos(t/16), i=1,2,..., N,
=813 (—4)7F(1 — 47N (Az)? /(2k + 4)!.

17. Problema B.17 . Es la ecuacion diferencial parcial no lineal [13]

ytt(l'7t) + (]- + y(m7t)2)yac:czx(w7t) = 774y<$>t)37 —7T/77 <z S 7T/77a t> 07
y(z,0) = cosnu,

yt((Ij,O):O, 77:1/47
(B.0.3)
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18.

con solucidon 2w /n—periddica en el espacio, es decir,
y(x 27 /n,t) = y(x,t), Vz,teR.

La solucién ezacta estd dada por y(x,t) = cos(nz) cos(n?t). Discretizando en el espacio

como en el problema 3.3 y considerando las condiciones de periodicidad 2 /7,

Yo(t) =yn(t), y-1(t) =yn-1(t), ynt1(t) =11 (t), ynsa(t) =w(t). (B.04)
Obtenemos el problema de valor inicial de sequndo orden,
y! () + (Az) (1 + 42) (Yimze — Ayic1 + 6Ys — i1 + Yiv2) = 0'yP + (1),
Az =2 IN7Y, y(0) = cosnay), 9(0) =0, @ =i in+iAe, ¢ (B.O.S)
i=1,2,...,N.

Los términos forzados

ri(t) = a(l +e(t)Hei(t), () = cos(nz;) cos(n’t)

con k—1 2k
> 4 ) (Ax)
o 1
a=8 E: 4k (2k +4)

k=1
han sido anadidos del lado derecho de la ODE (B.0.5) y el PDE (B.0.3) ya que tienen

la misma solucion en las correspondientes lineas x;. Este es un problema no lineal de

dimension de media a alta donde las frecuencias mds altas no son significativas.

Problema B.18 FEl modelo con rigidez en elastodindmica lineal definido por la EDP
/38, Problema 3, p. 145],

((Ou  I*u Pu
o m—x(l x)@—ufo, O<z<l, t>0
u(0,t) = u(l,t) =0 (B.0.6)

Uz (0, ) = Uz (I,t) = —2cos(t)
u(z,0) =2z(l —z), wu(x,0)=0,

L
con solucion exacta u(zx,t) = (1 — x) cos(t).

Primeramente debemos semidiscretizar (B.0.6). Por lo tanto definimos una red equi-
distante x; = jA,A = 1/(N+1),(j = 1,...,N) y usamos las aprozimaciones de
sequndo orden

O'ui  Uigo — Auiy + 6uy — duiy + ug

~

Ozt (Ax)* ’

135



Apéndice B. Anexo sobre Problemas especiales de segundo orden

19.

20.

82ui ~ Uiyl — 2U2 + 4ui_1
ox® (Az)?

En nuestro test usamos | = 1. Resultando un sistema lineal de EDOs no homogénea

de dimension N.

Problema B.19 Sistema moderadamente stiff de dimensién 2 ([37, Problema 5.8, p.
201])

yi(t) = —sinh (yi(t) + (1)), t€[0,6]

Y5 (t) = —10%y, (1),

0) - (101_8> ) = (g) |

con solucion exacta en la sequnda componente

—~

Y

Yo (t) = 107® cos(100t),
y solucion numérica en t = 6 para la primera componente

y1(6) = 0,9954139409446862,  /,(6) = —0,1036661333139567.

Problema B.20 EI problema de los dos cuerpos (no lineal) ([21, Problema 6, p. 71])

yil(t) _ Y1 (t)

r3(t)
" Y (t)
Ys (t) = _Tg(t) )

1—e 0
y(O):< 0 ) vO ={ |

t >0, r(t) = \yi(t) + v3(t). La solucidn exacta es
T
y(t) = (COS(E) —e,V1—¢e? sin(E)) ,

donde e es la excentricidad de la orbita, y E es la excentricidad anomala la cual es

expresada como una funcion implicita de la variable independiente t, por medio de la

ecuacion de Kepler

t=FE —esin(F).
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21.

22.

23.

Problema B.21 (/21, Problema 5, p. 70]).

La funcion y(t) = v/tJo(10z), donde Jy es la funcion de Bessel de primera especie de

orden cero, la cual satisface la ecuacion diferencial
1
"(t) = —(1 —) t), t

/(1) == (100 + gy Jule). te 0.9

con valores iniciales,
1

y(0) = J(10),  ¥'(0) = 3J(10) — 10(10),

donde Jy es la funcion de Bessel de orden 1. Con solucion numérica en t =9

y(9) = 0,063200807936514188,  ¢'(9) = 2,439550232600525649.

Problema B.22 EIl problema no lineal de tipo Klein—-Gordon ([38, Problema 6, p.
54])
Pu  0*u 5
W—@—i—b(x)u—l—c(x)u =0, O<z<l, t>0
u(0,t) = u(l,t) =0 (B.0.7)
u(z,0) =0, w(zr,0)=wz(x—1),

donde )
b(x) 7 o Ep—
z(x

con solucion exacta
u(z,t) = x(z — 1)sn(wt, k/w), 0<k/w<l.

Primeramente debemos semidiscretizar (B.0.7). Por lo tanto definimos una red equi-
distante x; == jA,A=1/(N+1),(j =1,...,N) y usamos la aprozimacion de sequndo

orden )
0 U; - Ujr1 — 2UZ + 4’LL1'_1

oz (Ax)?

En nuestro test usamos | = 1. Resultando un sistema de EDOs de dimension N .

Problema B.23 El problema del péndulo (no lineal) ([16])
y'(t) = —sin(y), € [0,27]
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24.

con solucion numérica en t = 27

y(27) = 0,443944662290259, ¢/ (27) = 0,897846803312944.

Problema B.24 Outer planet system. Sistema de ODFEs no lineal de dimension 18
([56, pp. 10-12], [16]).

FEste sistema describe el movimiento de los cinco planetas mas externos (Pluton es-
ta considerado aqui como planeta) y del sol mismo. Este sistema ha sido estudiado

extensivamente por los astrénomos.

Denotaremos por p; = (pix)i—1. @ = (Gir)i—y los vectores de momento y posicion
respectivamente, para cada uno de los seis cuerpos celestes involucrados (i = 1,...,6).
Las unidades elegidas son: la masa relativa al sol, de modo que el sol tiene masa 1.
Hemos tomado siguiendo los estudios astrondmicos, ver por ejemplo [56, pp. 10-12] y
las referencias alli dadas,

mgy = 1,00000597682

para compensar la masa de los planetas internos. Las distancias son expresadas en
unidades astronomicas (1[A.U.]=149597870 [km]), el tiempo en dias en la tierra, y la

constante de gravitacion es
G = 2,95912208286 - 10~*.

Los wvalores iniciales para el sol son tomados como g5 = (0,0,0)T y ¢s(0) = (0,0,0)7.
Todos los otros datos (masa de los planetas, sus posiciones y velocidades iniciales) son
dadas en la tabla B.0.1. Se obtiene asi un sistema no lineal de dimension 18 en las

posiciones ¢,

6
M;(g5-1)+% — 30
Gk =GY A%””j‘%(”“) 1<k<3 1<i<6
j=1 ]
J#i
con

3

i = Z(Q3(i—1)+k — @3-1)+k)° | 1<4,7<6
=1

y dji = d
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Tabla B.0.1: Datos del problema del sistema solar

planeta masa posicion inicial | velocidad inicial
—3,5023653 0,00565429

Jupiter my = 0,000954786104043 —3,8169847 —0,00412490
—1,5507963 —0,00190589

9,0755314 0.00168318

Saturno || my = 0,000285583733151 —3,0458353 0.00483525
—1,6483708 0.00192462

8,3101420 0,00354178

Uranio ms = 0,0000437273164546 —16,2901086 0,00137102
—7,2521278 0,00055029

11,4707666 0,00288930

Neptuno || m4 = 0,0000517759138449 —25,7294829 0,00114527
—10,8169456 0,00039677

—15,5387357 0,00276725

Pluton ms = 1/(1,3-10%) —25,2225594 —0,00170702
—3,1902382 —0,00136504
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25. Problema B.25 Problema no lineal ([62, Problema 5.4, p. 425])

con solucion numérica en t = 315

y(315) = —0,6488047613698329, ¢'(315) = —0,9999955699475079.

26. Problema B.26 Problema no lineal ([62, Problema 5.2, p. 424])

y'(t) = —In(2 + O)y(t), € [0,100]

con solucion numérica en t = 100

y(100) = 0,4310918570834484, ¢'(100) = —0,1246299559189595.

27. Problema B.27 Problema no lineal ([61, Problema 3.2, p. 561])

i (t) = =Tyu(t) + 3ya(t) + wsin® (g1 (t) — ya(t))
Yy (t) = 2u1(t) — 6ya(t) + wcos® (y1(t) — 1a(2)), t € [0,10],

con solucion exacta para w = 0

yi(t) = 2(008(231:) — cos(3z)) + 1%(3 sin(2z) — 2sin(3z)),

yo(t) = %(3 cos(2z) + 2cos(3z)) + 3—10 (9sin(2z) + 4sin(3z)),

y con soluciones numéricas en t = 10 para los valores de w siguientes vienen dadas
por:
w=20,1

y1(10) = 0,6713447018924612,  y;(10) = —0,2639980117628816,
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28.

y2(10) = 0,4122418557493486,  y5(10) = 0,3901236575103554.

y1(10) = 0,714267793231979,  ¢/,(10) = —0,2546361428881664,

y2(10) = 0,3776901967300211,  y5(10) = 0,3735105857769548.

1 (10) = 0,7637107577148519, 1/, (10) = —0,2407272046501208,
y2(10) = 0,3351470430544931,  1/4(10) = 0,3392386831354331.

Problema B.28 La ecuacion de la onda linealizada ([82, Problema 2. p. 947])

0%u Pu . T
5 —4% — sin(t) - cos <7> =0, 0<x<b=100, te€][0,407]
uz(0,t) = uz(b,t) =0 (B.0.8)
b? T
U($,O) :O, Ut(.T,O) = m + COS (7),
con solucion tedrica
b2

x
u(z,t) = prcac sin(t) - cos (%)
Discretizando 8*u/dz* usando diferencias simétricas de cuarto orden en los puntos del

intervalo y en las fronteras, y usando la formula de quinto orden

ou; _ —137uw;—1 + 300w;_9 — 300w;_3 + 200u;_q — 7Hu;_5 + 12u;_¢ (B.0.9)
ox 60Ax ’
resulta el sistema lineal de EDOs:
Yy _% 8§ —3 % —% n
va i S T T 0 o
vy ) % 3 T3 3 b ys
Ui “3 "3 o3 T || v
Yn-1 0 ﬁ —é ZZ —% % YN-1
Yn —% % -3 8 —%5 Yn
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29.

30.

+ sin(t) -

Con Az = N_1' obtenemos un sistema lineal con coeficientes constante de dimen-

sion N.

Problema B.29 Problema lineal no homogéneo (/82, Problema 1, p. 947])

y'(t) = ( _Tg g )y(t) + (m?(t)) . teo,10m),

1 _ 1000
— / — 10101
10101

T
y(t) = (Cos(l%t) — 1000 qin(¢), cos(f’ot) — % sm(t)) )

con solucion tedrica:

10101

Problema B.30 Problema no lineal ([56, p. 17]).

El problema de Fermi—Pasta— Ulam (1955) es un modelo simple para simulaciones en
estadistica mecdnica. Este problema esta inspirado por la modelacion de un muelle
con 2m puntos de masa, el cual tiene acoplados 2m resortes unidos linealmente en los
puntos de masa. Se combinan resortes que tienen constantes de recuperacion suaves
con otros resortes mds rigidos. Ademds el muelle conjunto tiene los extremos fijos. Las
variables qi, ..., qom (@0 = Gam+1 = 0) representan los desplazamientos de los puntos
de masa respecto de la posicion de equilibrio, y p; = ¢; representan las velocidades

respectivas. El movimiento queda descrito por el sistema Hamiltoniano con energia

total dada por

1 m 2 m m
=5 Z D1 + D) % Z Q2i — QQi—1)2 + Z (241 — CJ2¢)4,
i=1 =0

=1

donde w es una constante que toma valores tales como w = 20, 50, 100.
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Es natural introducir las nuevas variables

x; = (qoi + Q2i71)/\/§, Tpri = (qoi — Q2171)/\/§,
Yi = (pa +p2i—1)/\/§7 Ym+i = (P2i — pzi—l)/\/z

donde x;(i = 1,...,m) representa el desplazamiento del i-ésimo resorte (escalado), y
Yi, Ymi sus velocidades (o momento). Con este cambio de coordenadas, el movimiento

en las nuevas variables es nuevamente descrito por un sistema Hamiltoniano, con

2m m
1 w? 1
H(y7I> = 52%2 + 7 ZxEnJrl + Z((xl - xm+1)4

=1 i=1 (B.0.10)
4
+ E (l‘i—l—l — Tmtit+l — Ty — xm—f—i) + (xm + x2m)4> .
i=1

Ademds de tratarse de un sistema Hamiltoniano, se tiene también que la energia total
de intercambio entre los resortes, la cual viene dada por [ = I, + --- + I,,, permanece

constante. Aqui la energia correspondiente al del j—ésimo resorte viene dada por

I (Tmags Ymaj) = (ygn—l—j + w2$3n+j>'

DN —

Ademas I(z,y) es un invariante adiabdtico del sistema Hamiltoniano. Siguiendo las
referencias arriba mencionadas, elegimos m = 3, w = 50, y se obtiene el sistema

Hamiltoniano siguiente cuyas condiciones iniciales son,
$1(O) - 1a yl(o) = 17 374(0) = w_lv 94(0) - 17

y cero para los restantes valores iniciales.

o = (xg — x5 — 11 — x4) — (21 — 14)3, z1(0) = 1, z1(0) =1,
xh = —(x9g— x5 — a1 — x4)3 + (w3 — 26 — T2 — 1’5)3, z9(0) =0, 25(0) =0,
ry = —(T3— 26— T2 — xs)g — (23 — 136>37 z3(0) =0, z5(0) = 0,
= (g — x5 — 21 — 24)3 4 (21 — 14) — W2y, 24(0) =w™, 24(0) =1,
2= (v — x5 — 11 — 14)* + (23 — 26 — 22 — 5)° — W35, x5(0) =0, z5(0) =0,
o = (13— 26 — Ty — 5)° — (13 — 26)° — W, z6(0) =0,  24(0) =0,

31. Problema B.31 Problema no lineal ([46, Problema 2, p. 947])

yi(t) = —sinh (y;(t) + y2(t))
Yy (t) = — ya(t), te€l0,4]

14+t
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32.

33.

y(0) = (1018> Y- (g) ,

En nuestro test elegimos w = 101°.

Problema B.32 La ecuacion de la onda no lineal([63, Problema 4.5, p. 610])

0?u Pu 1,
w:gd(x)@—i—l—lw (x,u)u, 0<z<b t>0,
u,(0,t) = uy (b, t) =0, (B.0.11)

u(z,0) = sin (%) w(z,0) = —%\/ﬁcos (?)

Aqui, d(z) es la funcion de profundidad dada por d(z) = do[2 + cos(2mx/b)|, g denota
la aceleracion de la gravedad y w(z,u) es el coeficiente de friccion de fondo el cual

estd definido por w = glu|/C?d, con coeficiente de Chezy C.

Discretizando 0*u/dz* usando diferencias simétricas de cuarto orden en los puntos del

intervalo y en las fronteras, y usando la formula (B.0.9) resulta un sistema no lineal
de EDOs de dimension N.

Problema B.33 Problema del Péndulo Acoplado (CPEN) [55, p. 297]. Para este pro-
blema las energias Cinética y Potencial se expresan por medio de las ecuaciones:
mlipl  malid)

2 2
cor?(sin gy — sin y)?

2

La teoria de Lagrange conduce a las ecuaciones diferenciales:

T =

V = —myly cos p; — maly cos pg +

~ sing;  cor?
Y1 = - -
b

o (siny — sin ) cos 1 + f(t)
)

sins  cor

lQ mgl%

P = — (sin pp — sin ;) cos ps.
Elegimos los parametros

lh =10 =m;y =1, mg =099, ¢y = 0,01, teng = 496, y todos los valores y
velocidades iniciales son iguales a cero para t = 0. El péndulo es puesto en movimiento

por medio de una fuerza

f(t):{ 0 T—(1—%2 silt—1<1;

en otro caso.
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Apéndice B. Anexo sobre Problemas especiales de segundo orden

34. Problema B.34 FEcuacion no lineal de onda [20, p.114;120],

PPu  u

H2  da?

u(—m,t) = u(m,t),

u(z,0) = 0,1(z/m — 1)*(z/m +1)*,  w(x,0) =0,0lz/7(x/7 — 1)(x/7 + 1)
(B.0.12)

—05u+u?, —w<z<m te]l0,550],

Discretizando mediante diferencias centrales de seqgundo orden la deriwvada espacial
0?u/0x? y usando las condiciones de periodicidad en la frontera se obtiene un sis-
tema diferencial de dimension N, cuya matriz Jacobiana resulta ser una matriz banda
con ancho de banda igual a uno, pero con la particularidad de tener algunos elementos
no nulos en los esquinas de la diagonal secundaria, debido precisamente a la periodi-
cidad en las condiciones de frontera. Hemos tomado N = 128 como se hace en [20,

p.114:120].
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