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RESUMEN 

La Tesis CONTRIBUCIÓN AL ESTUDIO DE LA LÓGICA Y DE LOS 
CONDICIONALES BORROSOS constituye, a la vez, tma nueva visión y un 
conjunto de nuevas aportaciones sobre algxinos conceptos básicos de la Lógica 
difusa. El prinaer capítulo se dedica a los conectivos, partictJarmente a la con
junción. Las t-nonnas han sido las funciones comiinmente utilizadas a fín de 
representar el "Y" en Lógica Difusa; en este trabajo se propone un modelo de 
conjunción que incluye la media geométrica, y parcialmente, las medias ponde
radas, utilizadas tanto en el Razonamiento de sentido común, como en algtmas 
aplicaciones al Reconocimiento de formas. 

El Capítulo II recoge algunos resultados sobre condicionales, y sobre estados 
lógicos. Se aporta una generalización de la TVansformada Lógica de Zadeh, y 
se hace un estudio de las propiedades de las diversas generalizaciones borrosas 
del Condicional Material clásico. 

El siguiente Capítulo se dedica exclusivamente a la monotom'a, obteniendo ima 
caracterización para los preórdenes, por medio de los estados lógicos, y estu
diando diversos tipos de monotonía debilitada. 

Completa la Tesis el análisis de propiedaxies de reflexividad, transitividad y 
monotom'a, entre otras, para algunas relaciones "racionales "definidas en un 
álgebra probabilizada. 



ABSTRACT 

The Thesis CONTRIBUCIÓN AL ESTUDIO DE LA LÓGICA Y DE LOS 
CONDICIONALES BORROSOS is a contribution to the basic concepts of 
Fuzzy Logic. The first chapter is devoted to logical connectives, in particu
lar, the conjunction. T-norms have been commonly used to represent "AND" 
in Fuzzy Logic. In this work, we propose a conjunction model including the 
geometric mean, and partialy, the weigted means, so much used both in the 
Commonsense Reasoning and in some applications to Pattem Recognition. 

Chapter II presents some results on conditionals and logical states. We propose 
a generahzation of the Zadeh's Logic Transform, and make a study of the dif-
ferent fuzzy generalizations of the classical Material Conditionsd. 

Next chapter is exclusively devoted to monotonicity. We obtain a characteriza-
tion for preorders throughout Logical States, and we also analyse some cases of 
restricted Monotonicity. 

Finally, we study the reflexivity, transitivity and monotonicity properties of 
some "rational" relations defined in Probabilized Algebras. 
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INTRODUCCIÓN 



La presente Memoria tiene cuatro grandes apartados. 

1. En el primero, se estudian los conectivos "y", "o" para subconjuntos bo
rrosos, sin pretender hacer una simple analogía con lo que se hace en lógica 
clásica, pero metnteniéndola como \m caso particular de la misma. 

1.1. En un comienzo se consideraron como funciones conectivas "y", "o" para 
la lógica borrosa sólo las Min y Max, respectivamente; es decir, dados dos 
predicados vagos P y Q sobre un mismo universo del discurso E con funciones 
de compatibilidad respectivas npy HQ-, se defimeron 

líp^qix) := (/íp n /ÍQXX) = Min{np{x),iiQ{x)) 

fip+qix) := {fipUfiQ){x) = Max(/ip(x),tiQ(x)) 

para todos los x £ E. Ello se hizo, en primer lugar, como extensión inmediata 
de los conectivos bivaluados clásicos a través del símil 

<fiAnB{x) = Min(<pA(x),(pB(x)), <Í^AUB(X) = Max{(pA(x),(fBÍx)), 

donde A y B son dos subconjimtos clásicos de E y tpA, ifB son funciones ca
racterísticas. Además, Bellman y Giertz ([9]) probaron que bajo condiciones 
de continuidad, asociatividad y distributividad, esas funciones eran las únicas 
posibles. 

Sin embargo, si se aceptan como razonables las desigualdades 

fipqix) < tip{x) < /xp+o(x) 

fJípqix) < IÍQ{X) < HP+QÍx) 

es inmediato obtener, equivalentemente: 

fipqix) < Min{fip(x), fiqix)) < Max{np{x),HQ{x)) < HP+Q{X), 

para todo x ^ E. Con ello, en principio, cabe expresar 

HP.Q{X) = T{HP{X),HQ{X)) 

fip+qix) = T'{np{x),fiQ(x) 

con funciones T : [0,1]^ -^ [0,1] y T* : [0,1]^ -^ [0,1], tales que T < Min y 

Max <T*. 

Si, además, se quiere mantener la asociatividad de la intersección y de la unión 
de los subconjuntos borrosos: 



" f^(P-Q)R{^) — /^PiQR)i^)i O lo <l̂ c es lo mismo 

[np-Q n fiR]ix) = [(AÍP n HQ) n /iji](x) = [np n (/ÍQ n /ifi)](x) = HP.{Q.R)(^) 

- f*{P+Q)+RÍx) - f^PHQ-*-R)i')y ° lo q"® ®s lo mismo 

[/íp+Q U AÍRK») = [(^p U ^(j) U Aíü](ar) = [fip U (^9 U /i/i)](ar) = ^p+(<?+/i)(x), 

entonces T y T* deben ser operaciones asociativas; es decir, deben verificar 

T(u,T(v,w)) = T(T(u,v),w) 

riu, r (r, w)) = r ( r (ti, v),«;) 
para cualesquiera u, v, u; en [0,1]. 

Con ello, y con 

(MP n ÍPBKX) = T(fip{x),ipEÍx)) = T(np(x), 1) = Aíp(x) 

(/i,. U <pi)ix) = T'(Ma;),v?,(x)) = T'(np(x),0) = ^p(x), 

que exigen r(u, 1) = u, r*(u,0) = u, para todo ti € [0,1], se llega a utilizar 
como T a una t-norma cualquiera y como T* a tma t-conorma ctialquiera. 

Está claro que si se desean mantener las leyes de De Morgan: 

mp^y(x) = HP'+Q>{x), /l(P+Q)'(x) = / i / « ^ / ( x ) , 

que con np>{x) = 1 — fipix), se escriben 

l-(fipn fiQ){x) = (1 - fip{x)) U (1 - /ÍQÍX)) 

l-(tipl¡ HQ)(X) = (1 - np(x)) n (1 - tiQ{x)), 

se requiere 

l -T(u , t ; ) = r ' ( l - u , l - v ) 

l - r ( t i , t ; ) = r ( l - t / , l - t ; ) ; 

es decir, T'(u,v) = 1 — r ( l — u, 1 — t;), para cualesqtiiera u, v en [0,1]. Por 
tanto, r* debe ser la t-cononna dual de la t-norma T. 

A partir del trabajo ([6]), ya clásico, se ha hecho xxa. uso extensivo de estas 
funciones para expresar el "y" y el "o" entre predicados vagos. 



1.2. Sin embargo, en el cálculo con predicados vagos P, Q, en muchas ocasiones 
P D Q expresa más que una intersección una agregación de los significa
dos extensionales expresados por las funciones de compatibilidad ftp y fiq- En 
algimos de estos casos, puede ser más razonable aceptar la cadena de desigual
dades 

Min{np(x), HQ{X)) < fip^ix) < fip+qix) < Max(np(x),fiQ{x)) 

con lo que si HP.Q{X) - A{ftp{x), HQ{X)), HP+Q{X) - A'(/i/.(x),/i(j(x)), será: 

Min <A<A'< Max 

Por este motivo, por ejemplo, se han estudiado funciones de agregación ([41]) 
del tipo i4a = aT + (1 — a)T* , siendo T y T* una t-norma y ima t-conorma, 
respectivamente. Tales funciones, obviamente pueden estar entre el Min y el 
Max. Ikmbién algunos autores ([3],[93]) han usado medias aritméticas. 

Debe observarse que en esos casos no existe asociatividad, y que también se 
pierden otras propiedades típicas del ''y" como intersección conjuntista. Así, si 
T* es la dual de T: 

^ ; (u , t ; ) = l - A e , ( l - u , l - t ; ) = l - a r ( l - « , l - v ) - ( l - a ) r - ( l - « , l - t ; ) = 
1 - a r ( l - u , l - v) - (1 - a ) ( l - T{u,v)) = 1 - a r ( l - u , l - Ü) - (1 - a ) + 
(1 -o )T(u , t ; ) = a - a r ( l - u , l - « ) + ( ! - a ) T ( u , t ; ) = a ( l - r ( l - u , l - t ; ) ) - h 
(1 - a)T{u,v) = ar*(ix,v) -I- (1 - a)Tiu,v) = Ai_„(u,v), 

con lo que si a = 1/2, la función de agregación A1/2 es auto-dual. Es el caso de 

^i/2(tí,t/) = -Min{u,v) + -Max{u,v) = ^^-^. 

Análogamente, se pierden las neutralidades del 1 y del 0: 

Aa(u, 1) = aT(u, 1) -f (1 - a ) T ' { u , 1) = au +(1 - a)l = au-a + 1, que vale 
u si y sólo si a = 1 (Aa = T); 
Al(u,0) = 1 - Aa(l - u, 1) = 1 - aT(l - u, 1) - (1 - a ) r* ( l - « , ! ) = au, que 
vale u si y sólo si a = 1, (A^ = T*). 

Por otra parte, C. Alsina y £. IVillas ([5]) han considerado, para sintetizar 
preórden^ borrosos, funciones que son medias aritméticas generalizadas y que 
también están entre el Min y el Max. £^ el caso de las medias ponderadas 

Maiu,v) = au + {l-a)v , a € [ 0 , l ] 



o de la media geométrica 

MÁU, v) = y/u 'V. 

Tales {unciones, ni son asociativas ni tienen al 1 como neutro. 
Todas esas funciones son, sin embargo, funciones conmutativas. 

1.3. No obstante, siendo la Lógica Borrosa esencialmente \m cálculo con proposi
ciones del tipo 

"x es P" es r 

(donde P es un predicado vago, eventualmente clásico, sobre tm universo del 
discurso Ey X £ E y T na predicado de los contenidos en la variable lingüística 
VERDAD) cuyo valor de verdad se expresa por 

Mr(/íp(x)) = {fir O fip)ix) 

(con np € [0,1]^ y /i,. € [O, l]l°'»l ), es decir, por una modificación veñtativa de 
la función fip, parece adecuado, como es usual en muchas ramas de la Lógica, 
relacionar los conectivos "y", "o" con la relación implicacirái que ligue "x es P" 
es r con "y es Q" es v en las proporciones condicionales del tipo 

Si "a; es P " es r, entonces "y es Q" es v. 

El problema, así enunciado, es de una gran envergadura teórica; por ello, sólo 
se ha abordado, en la presente Memoria, en una primera fase consistente en 
a>nsiderar el hecho de que, finalmente, los cálculos se efectúan en el intervalo 
[0,1], de cuya estructura se tiene en cuenta, casi exclusivamente, el orden total 
usual <. Es decir, si =^ fuese \ma relación trasladando entre proposiciones el 
condicional 

Si p entonces q si y sólo si p=> q, 

entonces se aceptaría la definición de "y" como una operación • entre proposi
ciones tal que 

p =*• g si y sólo si p = 9 • r(p, q) 

para alguna proposición r(p, q) dependiente de ambas py q. Así, por ejemplo, 
en un álgebra de Boole es 



p-*qsáp' + g-'i^mp<qmp = q-p = g{g'+p), 

con lo que r(p, q)=p o r{p, 9) = 9' 4- p-

Para la Lógica Borrosa, se ha adoptado la definición: 
T es una operación "y" en el intervalo [0,1] (una función capaz de expresar 
fip.Q{x) = r(/ip(x), HQÍX)) ), si 

x<y m x = T{y,r{x,y)) 

siendo r(x,y) alguna función que relacione x,y. Por ejemplo, está claro que al 
ser 

X <y sd X = Min{y,x) 

(r(x,y) = x) , cabe considerar a la función Min como una función capaz 
de expresar el "y" entre predicados vagos, como sabenios. Análogamoite, si 
T es una t-nonna con pseudo-inversa T*̂ , de x = T(|/,r(x,y)) se seguirá 
H^^ y) = T\y, x), y con ello. 

x<y sá x = T{y,T''{y,x)) 

Por ejemplo, si T = £, al sor C^{y, x) = Mm(l, l — y + x), sigue: 
C(y,Min(l,l - y + x)) = Max{Q,y + Aítn(l,l - y + x) - 1) = 
Max(0,Min{y,x)) = Min(y,x) = x WL x<y. 

Es decir, toda t-norma es ima función capaz de expresar el "y" entre predicados 
vagos. 

Sin embargo, no todas las funciones que pomiten "agregar" información pueden 
incorporarse a esta definición (y a la análoga para la conectiva "o"). Por ejem
plo, con la función 

A/ \ " + *' 

se obtiene que si A{y, r) — ^ = x, entonces r = 2x—y, función que es O < r < 1 
sá y < 2x < 1 -I- y. Por tanto, A(y, r) = x vale en la región limitada por las 
rectas y = 2x, y = 2x — 1. 
Así, si X < y, es A(y, r) = x con r(x, y) = 2x - y, sólo en la región del cuadrado 
imidad entre las rectas y = 2x, y s: x; de la misma forma, si y < x, il(x,r) = y 
con r{y, x) = 2y — x, sólo en la región oitre las rectas y = f, y = x. La 
media aritmética ^ permite, por tanto, expresar el "y" sólo para los valores 



(^p(x), HQ{X)) que estén en tales regiones. Ello ha obligado a considorar fun
dones que se han llamados "locales". 

2. En la Memoria se ha reconsiderado, a continuación, el concepto de op>erador 
de implicación. En los trabajos anteriores de IHllas y Valverde ([80,81]), se 
estudió tal concepto a partir de la idea lógica de implicación, con tina serie de 
propiedades no siempre tenidas en cuenta en los trabajos de lógica borrosa; así 
sucede con la propiedad de intercambio 

R(x,R{y,z))==R{y,R(x,2)) 

de uso nulo al nivel semántico en que suelen producirse los trabajos de lógica 
fuzzy. 

Por ello, se ha linútado el trabajo aquí presentado a la consideración de la 
Meta-regla del Modus Ponens como definidora de las relaciones inexactas que 
permitan representar proposiciones condicionales en la linea de los trabajos de 
Itíllas y AlsinÁ ([70],[71]), y se ha extendido el estudio al caso de relaciones 
que permitan hacer largas cadenas de inferencias, es decir, a las transitivas. 
Siempre, naturalmente, respecto de una t-norma y, p<Hr tanto, de todas las que 
son menores que ella. Se ha completado el estudio con el análisis de los resulta
dos que, en el cálculo borroso, puedan considerarse como consecuencias lógicas, 
adaptando la clásica d^nidón de Tarski de consecuencia (vid. ([15])). Todo 
ello se ha particxilarizado al caso exacto y se han analizado los case» en que, al 
particularizar a subconjuntos dásicos, se obtiene el condidonal material. 

A este respecto, debe observarse que si bien muchos condidonales R{y/x) = 
F{fip(x), fip{y)) generalizan perfectamente al condidonal material, existen ca
sos en los que este último se alcanza con tm estado lógico que no sólo no es el 
clásico <pvt sino que puede tener valores positivos tan pequeños como se quiera 
sobre el conjunto V. 

En la h'nea de los trabajos citados de E. Itíllas y C. Alsina, se han estudiado los 
estados lógicos asociados a cada condidonal y cada t-norma. Se hace observar, 
que es indispensable utilizar para modehzar la regla composidonal de ioferen-
da sólo aquellas t-normas para las cuales la relación dada es efectivamente tm 
condicional, lo que en algunos trabajos de lógica borrosa no se hace. Por ejem-



pío, Zadeh ha considerado muchas veces al condicional de LukasieMricz respecto 
de la t-norma Min, para la que precisamente esa relación inexacta no es un 
condicional (ni por tanto, siendo reflexiva, es un preorden). 

3. £n el tercer apartado se ha abordado el análisis de las relaciones inexactas 
(y de las exactas como caso particular) que son monótonas. Esto se hace con 
la intención de clarificar el concepto y poder disponer en la lógica borrosa de 
relaciones que sean no-monótonas. 

A este respecto, se ha conseguido caracterizar los preórdenes borrosos (y por 
tanto los clásicos) que son monótonos. £1 resultado, esquemáticamente, es que 
se trata de aquellos preórdenes tales que todos sus estados lógicos son funciones 
crecientes, es decir, que sus valores crecen al añadir información. Por lo tanto, 
la no monotonía de los preórdenes proviene de las variaciones que puedan sufrir 
los estados lógicos al aiunentar la información en el tmiverso del disciirso. 

En el caso particular clásico, la caracterización revela que ima relación exacta 
es monótona si y sólo si, para cualquier estado lógico V de la misma, se verifica 

Si o • 6 € V, «itonces o 6 V y 6 G V. 

Se muestran algxmos ejemplos en el caso especial en que el xmiverso del discurso 
sea im álgebra de Boole probabilizada. 

Con respecto a los condicionales que no son transitivos sólo se ha conseguido, 
en el mismo sentido, ima condición necesaria que no es siifidente. Por ello, para 
intentar caracterizarlos, se ha considerado la Monotom'a Débil y la n-Monotonia 
(n € W), y se ha estudiado la relación entre ellas y con la mcmotonía de los esta
dos lógicos: Todo condicional monótono será n-monótono para todo n 6 iV ;los 
estados lógicos de cualquier condicional n-monótono son crecientes, y cualquier 
condicional que ciunpla esta propiedad, es débihnente mcmótono. De este» 
contenidos, algunos se demuestra que son estrictos, mientras que en otros, la 
igualdad queda como problema abierto. 

Por último, algunos ejemplos parecen apoyar la tesis de la falta de conexión en
tre la monotom'a de los estados lógicos, y otro tipo de monotonía muy utilizada, 
la monotom'a restringida. 
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4. En el cuarto capítulo de la Memoria, básicamente se han intmtado estudiar 
condicionales en un álgebra de Boole probabilizada {E,p) que son funciones 
racionales de la probabilidad. IVas unas consideraciones generales dirigidas a 
encontrar los valores que pueden tener los coeficientes, se ha limitado el trabajo 
a relaciones similares a los tres tipos que son más usados en la lógica proba-
biUstica: 

- Tipo Nilsson: R{b/a) ==p(a^ b) = p(a'+ b) = 1-p(a) + p(b) -p(a'6) 

- Tipo Lukasiewicz: R{b/a) = Afm(l, 1 — p(a) +p(6)) 

- Tipo Pólya: R{b/a) ^ p{b/a) = ^ 

De los diversos tipos se ha analizado tanto el carácter de condicionales, como 
el de relaciones monótonas o no-monótonas. 

La Memoria finaliza con tm capítulo de conclusiones, en el que se citan algunos 
de los problemas que no han quedado cerrados. 

9 



CAPITULO 1 

CONJUNCIONES Y DISJUNCIONES 

1.1. CONJUNCIONES EN UNA ESTRUCTURA RELACIÓN AL 
1.2. CONJUNCIONES ESTRICTAS EN ([0,1],<) 
1.3. CONJUNCIONES EN ([0,1],<) 
1.4. CONJUNCIONES LOCALES EN ([0,1], <) 
1.5. DISJUNCIONES EN ([0,1],<) 
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En Lógica Clásica, una proposición "p y 5" es cierta si y sólo si "p" es cierta 
y "5" también lo es. En lógica multivaluada, para obtener funcionalmente el 
valor de "p y Í " comúnmente han sido utilizados el Mínimo, el Producto y 
Lukasiewicz, por una parte por su simplicidad, y por otra, porque el caso clásico 
se obtiene como \m caso particular de las mismas. El mismo Zaxieh ha sugerido 
en muchas ocasiones que los conectivos deben ser elegidos dependiendo de la 
situación determinada. 

R. Yager, en ([86]) propone la familia de conectivos 

Cpia, 6) = 1 - Min[l, [(1 - af + (1 - byf^] 

para p > 1, que es una subclase de las t-normas. Estas últimas, son las más 
utihzadas en la literatura fuzzy. 

Pero es un hecho ([3],[93] ) que en el rsusonamiento de sentido común, en muchas 
ocasiones algunas funciones de tipo compensatorio, como la media aritmética y 
la geométrica, modelizan mejor el pensamiento humano que cuedquiera de las 
normas triangulares. 

Por ejemplo, si deseo comprar un electrodoméstico, me pueden interesar esen
cialmente dos aspectos: el precio y la calidad. Si puedo decir que el precio de 
un artículo determinado se adecúa a mis intereses en im grado 0.6, y la calidad 
en un grado 0.4, posiblemente le asignaré en conjimto un valor 0.5 de concor
dancia con lo que yo deseo. Sin embargo, si encuentro otro cuyo precio puede 
ser axlmisible en un grado 1, y la calidad en grado O, no se me ocurrirá daxle 
en conjunto tm grado 0.5, sino que lo más probable es que automáticamente lo 
elimine de los posibles candidatos; es decir, en este caso parece más aceptable 
utilizar entre los dos valores 1 y O ima función no compensatoria, como pueden 
ser las normas triangulares. 

En ([6]), se da una forma general funcional, asociativa y no distributiva, para 
los conectivos lógicos, estudiando sus propiedades y algunas caracterizaciones. 
Diez años después, nos volvemos a plantear la construcción de un modelo de 
conjunción lógica que, de algxma forma, incluya tanto la media geométrica como 
las medias ponderadas. 

En la primera sección de este capítulo, se hará una revisión del concepto de con
junción en una estructura relaciona! cualqmera, obteniendo algunas propiedades 
elementales, y su relación con los subconjuntos del universo y con la monotonía. 

11 



Sin embargo, la estructiira relaciona! que nos interesa en Lógica Rizzy es el in
tervalo [0,1] con el orden natiiral de los números reales, es decir, ([0,1], <), ya 
que este intervalo es el rango usual para la pertenencia en la teoría de conjim-
tos difusos. En la segxmda sección se define la conjtmción estricta, y mediante 
su sección vertical se da tma caracterización que nos permitirá obtener de una 
manera sencilla algunos teoremas. 

Entre las aportaciones a la modelización de los conectivos lógicos, cabe destacar 
la de las funciones de agregación de G. Mayor ([41]), entre las que se encuen
tran tanto las t-normas como las t-cononnas. Algtmos resultados muestran la 
relación existente entre los operadores con los que trabajamos y dichas fun
ciones. 

Las t-normas entran dentro de nuestra definición de conjimción estricta, pero no 
la media geométrica. Una definición más amplia, la de conjunción, hará posi
ble en la tercera sección, considerar algunas medias cuasilineales, entre ellas la 
media geométrica, como posibles candidatos a representar la función "y". De 
nuevo un teorema de caracterización, nos servirá para estudiar variados ejem
plos. 

Existen fvmciones que no se comportan en todo punto como conjimciones, sino 
que sólo lo hacen en algunas regiones de [0,1] x [0,1]; serán conjunciones locales; 
a ellas se dedica la siguiente sección; de las medias cuasilineales, y en particular 
la media aritmética, se halla la zona en que pueden ser utilizadas como tales. 

El hablar de conjtmción, lleva inmediatamente a tratar de su operación 
simétrica, la disjunción, y de la negación, que permite obtener una a partir 
de la otra y viceversa. En Lógica clásica ima proposición ^p o q" es cierta si 
al menos una de las dos proposiciones "p" y "9" es cierta. El hecho de que 
este concepto coincida con la negación de la conjunción, ha motivado que el 
Lógica Multivaluada se hayan utilizado como disjunciones las duales de las con
jimciones, en particular las t-conormas. 

En este trabajo, se parte de tma definición simétrica a la de conjtmción, llegando 
al resultado de que se trata de im concepto dual. 
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1.1. CONJUNCIONES EN U N A ESTRUCTURA RELACIONAL 

DEFDÍICION 1.1.1. Dada tma estructura relacional {E, =*•), se dice que una 
operación • : E x E —• E es una operación "y" o ima conjunción si existe 
r : E X E —• E, tal que para todo a, 6 de £ se verifica: 

a =• 6 si y sólo si a = 6 • r(a, b) 

EJEMPLOS 1.1.2. 

1.- El Mínimo es iina conjunción en ([0,1], <) . Tomando r{a, b) = a, será: 
Min(b, r(a, 6)) = Min{b, a) = a si y sólo si a < 6. 

. . . f 1, SI a 
[ a, SI a 

Observemos que r{a,b) = a no es la única op>eración con esta propiedad; si 
tomamos 

se cumplirá 
«Y- AL / Lw I Min(b,l) = a, á a = b 

que es igual a a si y sólo si a < 6. 

2.- El producto usual de números reales es \ma conjunción en ([0,1],<). 
Tomando r{a, b) de la forma: 

rK*)={i; si 6 = 0 
Min{l, f), si 6 > O 

obtendremos 
, , .\ í O, si 6 = O 

Y por lo tanto, b • r(a, 6) = a si y sólo si a = b = O o a = Min{b, a); en 
cualquier caso, b • r{a^ 6) = a si y sólo si a < 6. 
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También en este caso podríamos haber elegido la operación 

. . . / 1, si 6 = 0 

3 . - La operación de Lukasiewicz, £(a, b) = Moz(0, a + 6 — 1), es una conjunción 
en ([O, ! ]) ,<) . Tomando 

r(a, 6) = Min{l, 1 — b + a), 

obtendremos £(6, r(a, 6)) = Max(0,b + r(a,b) — 1) = Max(0,Min(b,a)) = 
Min(b,a). 
Y así, £(6, r(a, b)) = a si y sólo si a < 6. 

De nuevo la operación r{a, b) no es única. 

4.- La raíz cuadrada del producto a*b = y/a • b es una conjvmción en ([0,1]), <) . 
Eligiendo 

/ M - í ^ si 6 = O 
n<^^'')-\ Min{b,f), si 6 > 0 

se tiene: 

b*r(a,b) = Jb-r(a,b) = < '_. ,, . • . " « 
^ '̂  V ^ ^ \ Mtn{b,a), si 6 > O 

De nuevo tenemos 6 * r(a, 6) = a si y sólo s i a = 6 = 0 o a < 6 ; y e n cualquier 
caso, a * r(a, b) — a si y sólo si a < 6. 

5.- La operación • ínfimo de vm álgebra de Boole E es una conjunción en {E, <) , 
donde < es el orden natural dado por: a < 6 si y sólo si a = 6 • a. Está claro 
que tomando r(a, b) = a se obtiene inmediatamente que: a < 6 si y sólo si 
a = b- r{a,b). 

Además, se puede demostrar que cualquier r tal que para todo a,b de E es 
a • b < r(a, b) < b' + a , verifica la propiedad anterior. En efecto, se tendría 
b-{ab) <b- r{a, b) y a • (b-b) = a • b < b • r{a, b) < b • {b' + a) = b • a ; así 
a- b = b- r(a, 6) y 6 • r(a, 6) = a si y sólo si a < 6. 

En particular, la estructura {1P{E), C), donde P{E) es el conjunto de todos los 
subconjuntos de E, es un álgebra de Boole, por lo que eligiendo r{A, B) = Aes 
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B n r( A, B) = BnA = Asiy sólo si ACB. 

DEFINICIÓN 1.1.3. Dada la estructura (E, =»), y un subconjtinto no vacío 
T C E, una conjunción • de (E,R) diremos que es una T-conjimción lógica si 
para todo a,b de E, 

ah£T si y sólo si a^TyheT 

EJEMPLOS 1.1.4. 

I.» Los subconjimtos T de [0,1] para los que el Mínimo es tma T-conjunción 
lógica son los subintervalos de la forma T = [x, 1], y T = (x, 1], con x > 0. 

2.- Los subconjuntos T de [0,1] para los que el Producto es ima T-conjunción 
lógica son r = {1} , T = (0,1] y T = [0,1]. 

3 . - En el caso de la operación de Lukasiewicz, los únicos son T = {1} y 
T = [0,1]. 

4.- Para la raíz cuadrada del producto, 1Í» subintervalos T — {1} , T = (0,1] 
y r = [0,1] son los subconjuntos buscados. 

5.- Sea im álgebra de Boole {E, <), tal que la oi>eración ínfimo • es ima T-
conjimción lógica. Si a € T y a < 6, al ser a - 6 = a e T , tendremos que 
6 6 T; por otra parte, si a € T y 6 € T, será a • 6 6 T; de esto, se deduce 
que los subconjuntos T para los cuales • es tma T-conjtmción lógica son los 
T = Vo = { i € J? ; a<h}, para cualquier a€E. 

En particular, y como consecuencia, en (F'(E), C), los subconjuntos btiscados 
serán los T = V]* = {B € FÍE); ACB}. 

TEOREMA 1.1.5. Si • es una T-conjunción lógica en (E, ^), se verificará 

abeE-T si y sólo si a^E-T o b€E~T 

Demostración.- a • b ^ E — T si y sólo si a • 6 ^ T, o equivalentemente, 
a^T o 6 ^ T, lo que ocurre sólo si aSE-T o beE-T. O 
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TEOREMA 1.1.6. Si • es una T-conjunción lógica en {E,=^), =^ verifica 
el Modus Ponens respecto a T; es decir, si a € T y a =^ 6, entonces ha de ser 

beT. 

Demostración.- Al ser a =^ b, existirá r{a, b) tal que a = 6 • r(a, fe) 6 T, y por lo 
tanto, fe € T. ü 

Hemos visto que en el caso del Mínimo en ([0,1],<) y en el de la operación 
ínfimo en las algebren de Boole, la operación r : E x E —* E venía definida 
como r{a,b) = a para todo a,b de E. Esta observación nos lleva a dar la 
siguiente 

DEFINICIÓN 1.1.7. Una conjunción • en (E,=>) diremos que es ima con
junción ordenadora si 

a =^ fe si y sólo si a = b- a 

Por ejemplo, la t-norma Producto no es una conjunción ordenadora en ([0,1], <) , 
pues tomando a < 6 < 1, es a < fe y, sin embargo, b- a ^ a. 

La opertición a * fe = V ^ tampoco es ordenadora en ([0,1], <) , ya que si 
a < fe, se verifica a < fe, pero b*a = y/b-a ^ a. 

La demostración del siguiente Teorema es un ejercicio sencillo. 

TEOREMA 1.1.8. Si en (fJ, =>-) existe una conjxmción ordenadora •, se veri
fica: 

1) • es idempotente si y sólo si =^ es reflexiva. 
2) Si • es conmutativa, => es antisimétrica. 
3) Si • es asociativa, =*- es transitiva. 
4) Si existe un elemento O € í? absorbente para •, para todo x ^ E se verifica 
O =^ X. Si además, • es conmutativa, se verifica el recíproco. 
5) Si existe un elemento \ ^ E neutro para •, para todo x € J5 se verifica z =^ 1. 
También en este caso, si • es conmutativa, se verifica el recíproco. 

En general, el recíproco de 2) y de 3) no es cierto. Veamos vm contraejemplo. 
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Sea E = {a, b, c}, donde se define la relación 
=»= {(a,a),(6,6),(c,c),(a,6),(6,c),(a,c)} y la operación a • a = a, b • b = 
6, c- c = c, a •b = c, a • c = b, b- a = a, b- c = a, c- a = a, c- b= b. 
Claramente, • es ordenadora en (iJ, =*•), es no conmutativa, y sin embargo, =^ 
es antisimétrica. 

COROLARIO 1.1.9. 
1) Dada la estructura algebraica {E, •), donde • es ima operación idempotente, 
asociativa y conmutativa, la relación =*• definida por 

a =*• 6 si y"sólo si a = b- a, 

es un orden parcial para el cual • es una conjunción ordeníidora. 

2) Una condición necesaria para que en (£?,=•) exista una conjimción orde
nadora idempotente, asociativa y conmutativa, es que =^ sea im orden parcial. 

Como se verá en el capítulo 3, dada una estructura (E, =•, •), la relación => es 
-monótona, si para todo a,b,c de E, a=^ b implica a • c =*- 6. 

TEOREMA 1.1.10. Si - es una conjimción ordenadora para {E,=^), y es 
asociativa, la relación =• es -monótona. 

Demostración.- Si es a =í>- 6, por ser a = 6 • a, se sigue que para todo c es 
a • c = (6• a) • c = 6• (a • c), y así, a-c=^ b. O 

Por consiguiente, la relación < en un álgebra de Boole es -monótona, siendo • 
la operación ínfimo del álgebra. 
Análogamente, en el caso de ([0,1],<), como la operación Mínimo es asocia
tiva, el orden lineal < es Min-monótono. Además, si una operación • en [0,1] 
es tal que • < Min, se obtendrá que si a < 6, también es a • c < Min(a,c) < b 
para todo c € [0,1], y por lo tanto, < será -monótona; en particulíu", < es 
iC-monótona y ü-monótona. 

No ocurre lo mismo con las operaciones que no son menores que el Mínimo; por 
ejemplo, a*b= y/a • b está entre el Mínimo y el Máximo, y < no es *-monótona: 
de 0.1 < 0.2 no se sigue que 0.1 * 0.9 = 0.3 < 0.2. 
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1.2. CONJUNCIONES ESTRICTAS EN ([0,1],<) 

DEFINICIÓN 1.2.1. Una operación T : (0,1]^ -^ [0,1] es una conjunción 
estricta para el intervalo ordenado ([0,1], <) si para todo a,b de E se verifica: 

[a<b] <^ [3ce [0,1], con r(fe,c) = a] 

Observemos que el c no es fijo, sino que dependerá de cada a y b. 

De ahora en adelante, T denotará una función de [0,1]^ en [0,1]. Llamaremos 
Ta : [0,1] —» [0,1] a la sección vertical de T en a, es decir, Ta(b) = T{a, b). 

Los dos teoremas siguientes caracterizan las conjimciones estrictas. 

TEOREMA 1.2.2. T es una conjunción estricta si y sólo si Im{Ta) = [O, a], 
para todo a € [0,1]. 

Demostración.- Supongamos que T es una conjunción estricta; b € Im(Ta) si 
y sólo si existe un c € [0,1] tal que T{a, c) = 6, lo que ocurre sólo si 6 < a y 
6 € [O, a]; por tanto Im{Ta) = [O, a]. 

Sea ahora Im(Ta) = [O, a] para todo a E [0,1]; será 6 < a si y sólo si 
b € [O,a], lo que equivale a 6 € Jm(To), y a que existe un c € [0,1] tal que 
Ta(c) = T(a,c) = b. 
Por tanto, 6 < a si y sólo si existe un c € [0,1] verificando T{a, c) = b. D 

TEOREMA 1.2.3. Si T es tal que: 
-es no decreciente. 
-tiene al O como elemente absorbente a la derecha, y 
-tiene al 1 como elemento tmidad a la derecha, 

entonces T es conjunción estricta si y sólo si T es continua en la segvmda varia
ble. 

Demostración.- Es bien conocido que si / es ima función no decreciente, en
tonces: 
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/ es continua en [a,b] si y sólo si f([a,b]) = [/(a),/(6)] 

Aplicando este resultado a la función Ta, y teniendo en cuenta que Ta{0) = O 
y ra( l ) = a, se sigue el Teorema, ü 

Los dos teoremas siguientes nos proporcionan condiciones necesarias para que 
T sea una conjtuición estricta. 

T E O R E M A 1.2.4. Si T es ima conjimción estricta, entonces T{a, b) <a para 
cualesquiera a,b E [0,1]. 

Demostración.- En efecto, existe un c 6 [0,1] (que será c = 6), tal que 
T{a,c) = r ( a , 6), y por ser conjunción estricta, T(a,b) < a. • 

COROLARIO 1.2.5. Las t-conormas no son conjimciones estrictas. 

Demostración.- Si S es ima t-conoima, entonces S > Max. D 

No es cierto que si T es una conjunción estricta, entonces T(a, b) <b para cua
lesquiera a,be [0,1]. 
En efecto, la operación T{a, b) = a — ab es conjunción estricta, por ser para 
todo a € [0,1], Ta{x) = a — a-x, que verifica Im{Ta) = [O,a]. 
Sin embargo, r ( l ,0 .1 ) = 1 - 0.1 = 0.9 ^ 0.1. 

T E O R E M A 1.2.6. Si T es una conjunción estricta no decreciente, entonces 
T verifica: 

-es continua en la segtmda variable. 
-tiene al O como elemento absorbente a la derecha. 
-tiene al 1 como elemento unidad a la derecha. 

Demostración.- Inmediata, estudiando las secciones verticales Ta. O 

Algimas condiciones suficientes vienen dadas por el siguiente 
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TEOREMA 1.2.7. Si T : 
-es continua en la segunda vañable, 
-es menor o igucd que el Mínimo, 
-tiene al O como elemento absorbente a la derecha, 
-tiene al 1 como elemento tmidad a la deredia, 

entonces T es una conjxmción estricta. 

Demostríición.- Si a < 6, de r(6,0) = O < a y T{b,l) = 6 > a, por la con
tinuidad, existe im c € [0,1], tal que T(6,c) = a. 

Si a > 6, para todo c es T(6,c) < b < a, por lo que no existe ningún c € [0,1] 
verificando T(b,c) = a. 

Por tanto, a < 6 si y sólo si existe tin c 6 [0,1] tal que T{b, c) = a. ü 

COROLARIO 1.2.8. Las t-normas continuas son conjvmciones estrictas. 

TEOREMA 1.2.9. La única conjunción estricta conmutativa mayor o igual 
que el Mínimo es T = Min. 

Demostración.- Si a < 6, entonces ro(6) < a por el Teorema 1.2.4. , y 
Ta{b) = T{a,b) > a ya que T es mayor o igual que el Mínimo. Por tanto, 
r„(6) = r ( a ,6 ) = a = r ( ¿ , a ) . D 

TEOREMA 1.2.10. Sea T > Min una conjunción estricta. 
-Si a < b, entonces T(a, b) — a. 
-Si a > b, entonces T{a,b) € [b,a]. 

Demostración.- Si a < b, entonces Ta{b) < a, y Ta{b) > a por ser mayor o 
igual que el Mínimo; por tanto r ( a , b) = a. 

Si a > 6, Ta{b) <a y Ta{b) > b; asi llegamos a T{a,b) e [6, a], ü 

TEOREMA 1.2.11. Si T es una conjunción estricta, entonces la relación < 
es T-monótona. 
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Demostración.- Veamos que para todo a,b,c G [0,1], si a < 6 entonces 
r ( a , c ) <fe. 
Por ser Im{Ta) = [O, a], si a < b, para todo c, T(a,c) = Ta(c) <a<b. O 

TEOREMA 1.2.12. Toda conjunción estricta conmutativa y creciente T es 
ima función de agregación (vid. apéndice). 

Demostración.- Hemos de comprobar que para todo x de [0,1]: 

i)T(x,o) = r(i,o)i. 
ii)r(x,i) = (i-r(i,o))x-hr(i,o). 

Por ser T conjimción estricta creciente, ^,.(0) = T(x,0) = O y Tx{l) = 
T(x, 1) = X para todo x € [0,1]. Por tanto, 

i )T(x ,0) = 0 = Oi = r ( l , 0 )x . 
i i ) r ( x , l ) = x 

(i-r(i,o))x-i-r(i,o) = (i-o)x-i-o = x. D 

TEOREMA 1.2.13. Si T es ima fimción de agregación, T es conjunción es
tricta si y sólo si T(x, 0) = O para todo x de [0,1]. 

Demostración.- Si T es conjimción estricta, por ser creciente, TxiO) = r ( x , 0 ) = 
O para todo x de [0,1]. 

Si T(x,0) = O para todo x € [0,1], r ( x , l ) = (1 - r ( l , 0 ) ) x - f 7(1,0) = x. 
Luego para todo x, Ti(0) = O y T3¡,(1) = x, y por ser T creciente, 
Im(Tx) = [O, x] y T es conjunción estricta, ü 

TEOREMA 1.2.14. Si T es ima función de agregación, T es conjunción es
tricta si y sólo si T(x, 1) = X para todo x de [0,1]. 

Demostración.- Si T es conjimción estricta, es claro que T{x, 1) = x para todo 
X e [o, 1]. 

Si r ( x , l ) = X para todo x € [0,1], T(x , l ) = (1 - r ( l , 0 ) )x -H T(1,0) = x, y 
resolviendo, r ( l , 0 ) = 0. 

21 



Por tanto, T^{0) = r ( x , 0) = T( l , 0)a; = O, y TM = ^- Luego, T es conjunción 
estricta, ü 

TEOREMA 1.2.15. Dada la función de agregación 

F = il-k)T + kS, 

donde T es una t-norma y S ima t-cononna continuas cualesquiera, F es una 
conjunción estricta si y sólo si ¿ = 0. 

Demostración.- Si F es una conjimción estricta, para todo x 6 [0,1] Fx(0) — 0; 
es decir, O = F(a:,0) = (1 - fc)r(a:,0) -I- ¿5(a:,0) = kx para todo x\ luego ha de 
ser í: = 0. O 

Garrett BirkofF, en ([10]), define en Tin m-retículo G, el residuo a la derecha 
/ i : fc, de dos elementos cualesquiera ft, A: de (7, como el mayor x si existe, veri
ficando X -k <h.^ donde • es la operación ínfimo del retíciilo. Esto nos sugiere 
la siguiente definición: 

Daxla una fimción T : [0,1]^ —• [0,1], se define el residuo a : b como: 

a:b = sup{z G [0,1]; T(b, z) < a} 

TEOREMA 1.2.16. Si T es no decreciente, entonces T es tma conjimción 
estricta si y sólo si : 

i) para todo a, b de [0,1], existe a : 6, y 
ii) a < 6 si y sólo si T(6,a : 6) = a. 

Demostr€ición.- Sea T una conjunción estricta. Si a < 6 existe tm c verificando 
T(6,c) = a, por lo que sup{z € [0,1] ; T{b,z) <a\=a:b existe. 

Si fe < a, de a < a, se sigue que existe un d 6 [0,1] tal que T{a, d) = a,y por ser 
T no decreciente, T{b,d) < T{a,d) = a, y sup{z 6 [0,1] ; T{b,z) < a} = a : b 
también existe en este caso. 

Por otra parte, si / es una función continua en [a, fe], y / (a , ) < h para todo 
i G / , entonces f{sup{ai ; i G I}) < /i. Al ser T no decreciente y conjunción 
estricta, aplicando el Teorema 1.2.6., obtenemos que T es continua en la segimda 
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vaxiable, y por tanto, 

T{b,a : 6) = Tib,3up{2 G [0,1] ; 7(6,z) < a}) < a 

Así, si a < 6, existe un c G [0,1] tal que T{b, c) = a; entonces T(b, a : b) > a, y 

T{b,a:b) = a. 

Recíprocamente, si [a < 6 si y sólo si T{b,a : b) = a], comprobaremos que T 
es una conjunción estricta, viendo que Jm{Tb) = [0,6] para todo b 6 [0,1]: 

i) Si a < 6, r (6 , a : 6) = Ti(a :b) = a; por tanto, a € Im{Tb), y [O, b] C Im(Tb). 

ü) Si 6 = 1, Im{Ti) C [0,1] obviamente. 
Por ser 1 ¿ 6, r (6 ,1 : b) ^ 1, es decir, T{b, 1 : ¿>) < 1; y de 1 : 6 = sup{z G 
[0,1]; T(b, z)<l] = 1, se sigue T(fe, 1) < 1. 

Por ser T no decreciente, T{b,c) < T(6,1) para todo c de [0,1], y lTn(Tb) C 
[0,r(6, l)] . Sea r ( 6 , l ) = m. 

a) Si m < b, para todo c G [0,1] será T{b, c) < m < 6, y Im{Tb) C [O, b]. 
b) Si m > 6, T{b,m : 6) / m, y r (6 ,m : 6) < m = r ( 6 , l ) ; pero de 
m : b = sup{z G [0,1] ; T(b, ¿) < m} = 1, se obtiene T(b, 1) < m, que es una 
contradicción. O 

COROLARIO 1.2.17. Las t-normas continuas T, verifican: a < b si y sólo 
si T{b, a:b) = a. 

EJEMPLOS 1.2.18. 

1.- Si T es la t-norma producto, el residuo es: 

a : 6 = . u H ^ G [ 0 , l ] ; 6 . z < a } = í í ^ * " ( ^ ' ^ ) ' ''[^ 
[^ í, st o = 

sol 

I 

o 
O 

Por tanto, a < b si y sólo si 

r (6 ,Mín( l , f ) ) = a, si 6 ^ 0 
r ( 6 , l ) = 0 = a, si 6 = 0 

2.- Si T{a, 6) = Max{0,a + 6 — 1) es la t-norma de Lvikasiewicz: 
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a.b= sup{z e [0,1] ; Max{0,6 + 2 - 1) < a} = Mzn(l, l + a-h). 

Luego, a <b si y sólo si T(6, M m ( l , 1 + a — b)) = a. 

3 . - Si T es la t-norma Min: 

a : 6 = sup{z E [0,1] ; Min(b^z) < a] que será 1 si fc < a, y a en otro caso. 

Aplicando el último teorema: a <b si y sólo si T(6, a : b) = a. 

Las siguientes gráficas, corresponden a algunas conjunciones estrictas. 

T{a,b) = a • b 

Fig. 1.1. 
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Fig. 1.2. 

T(a,6) = 4 - a - 6 ^ - 4 - a - 6 + a 

Ta 

Fig. 1.3. 
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1.3. CONJUNCIONES EN ([0,1],<) 

DEFEVICION 1.3.1. T : [0,1]^ -> [0,1] es una conjtinción si paxa todo a, 6 
de [0,1] se verifica 

[a < 6] =» [3 c € [0,1] tal que T(6, c) = o] 

De nuevo, el c dependerá de cada ay h. 

Notemos que si T es una conjunción y existe un c 6 [0,1] tal que T{h, c) = a, 
no podemos concluir que a < í>, como ociuxía en el caso de las conjunciones 
estrictas. 

EJEMPLOS 1.3.2. 

1.- La operíw:ión conmutativa T{a,h) = \/a -b es una conjvmción, ya que 
si a, 6 € [0,1] y a < b, podemos encontrar c = y € [0,1], que verifica 

T{b,c) = y/b^==a. 

Ahora bien, tomando a = 0.3 y 6 = 0.1, existe c = 0.9 € [0,1], tal que 
T{b,c) = \/0.1 • 0.9 = \/tr09 = 0.3 = a; y sin embargo, a % b. Por tanto 
T no es ima conjunción estricta. 

2.- La operación no conmutativa T{a, 6) = 6 es ima conjunción, ya que si a < 6, 
tomando c = a, se obtiene T(6, c) = a. 

Sin embargo, tomando a = 0.8 y fe = 0.2, T(6,0.8) = a, pero no es a < 6; por 
taato, no es una conjimción estricta. 

TEOREMA 1.3.3. T es una conjunción si y sólo si existe r : [0,1]^ -+ [0,1] 
tal que a<b ^ a = T{b,r(a,b)). 

Demostración.- Si T es ima conjunción, construímos r de la siguiente forma: 
Si a < 6, existirá im c G [0,1] verificando T{b, c) = a; tomamos r{a, 5) = c. 
Si a > 5, al ser O < 6, existirá im d 6 [0,1] tal que r (6 ,d) = O 7¿ a; elegimos 
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r{a,b) = d 
Claramente, a <b si y sólo si T(b, r{a, b)) = a. 

Ahora, si existe r : [0,1]^ - • [0,1] tal que a <b •^ a = T(b,r(a,b)), entonces 
si a < 6, existe c = r(a,b) verificando T{b,c) = a.D 

Notemos que si T es ima conjunción, y por tanto se tiene la fimción r{a, b) del 
teorema, el hecho de que exista tm c € [0,1] con T(b, c) = a no significa que 
dicho c coincida con r(a, 6), y por lo tanto, que sea r (6 , r(a, 6)) = a; luego, no 
tiene por qué ser a < 6. 

Por otra parte, es claro que esta caracterización de conjunción coincide con la 
definición dada en la primera sección de este capítulo para estructuras rela
ciónales, en el caso particular de ([0,1], <) . 

TEOREMA 1.3.4. T es una conjimción si y sólo si [O, a] C Jm(To) paxa 
todo a € [0,1]. 

Demostración.- Sea T una conjtmción, y sea 6 € [O, a]; entonces b < a y existe 
tm c € [0,1] tal que T{a,c) = b= Taic); por tanto, b € Im(Ta). 

Por otra parte, supongamos que (O, a] C Jm(To) para todo a € [0,1]. Si 
a < b, será a € [0,6] C Im(Tb); por tanto existe im c € [0,1] tal que 
Tbic) = T{b,c) = a. D 

Es inmediato el siguiente 

TEOREMA 1.3.5. Toda conjimción estricta es una conjunción; por tanto, 
toda t-norma continua es ima conjtmción. 

TEOREMA 1.3.6. Sea T ima conjunción no decreciente en la segimda varia
ble. Entonces T(a, 1) > a y T{a,0) = O para todo a € [0,1]. 

Demostración.- Como T es no decreciente y [O, a] C Im{Ta), existe un c € [0,1] 
verificando r ( a , c ) = a; así, a = T(a,c) < T{a, 1). 
Al ser O 6 Im{Ta), existe un d € [0,1] tal que O = T{a, d) > T{a, 0); por tanto, 
r(a,0) = 0. O 
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TEOREMA 1.3.7. Si T es tal que: 
- es continua en la segunda variable, 
- tiene al O como elemento absorbente a la derecha, y 
- T{a, 1) > a, para todo a € [0,1], 

entonces T es ima conjtmción. 

Demostración.- Para todo a € (0,1] es r„(0) = T{a,0) = 0, 7,(1) = T{a, 1) 
> a, y To es continua; por tanto, [O, a] C Im{Ta) para todo a € [0,1]. ü 

TEOREMA 1.3.8. Toda conjunción que a la vez es función de alegación, es 
conjimción estricta. 

Demostración.- Si T es función de agregación y conjtmción, por ser creciente, 
para todo x de [0,1] es r ,(0) = O, y por el Teorema 1.2.13., es conjunción es
tricta. O 

TEOREMA 1.3.9. Sea T{a,b) = / " H P / ( « ) + í / (*)) , con P + 9 = 1 y 
pg >0, ima media cuasilineal([36]), con generador / : [0,1] - • [A, oo) biyectivo 
y decreciente (vid. figura). Entonces T es conjunción. 

«•) 

Fig. 1.4. 

Demostración.- Para cada a € [0,1], 
To es continua. 
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- Si b<b'; m > f{V); pfia) + qf{h) > pf{a) + qf{h') ; 
T(a,6) = f-\pf{a) + qf{h)) < r\pf{a) + qf{V)) = T{a,h'l y por tanto, T, 
es creciente. 

- T„(0) = / -^(p / (a) + 9/(0)) = f-'ioo) = 0. 
- í>/(a) + 9/(1) = P/(a) + «A G [A,/(a)] , luego T,(l) = / -^ (p / (a ) + 

9 / ( l ) ) G [ a , l ] y T „ ( l ) > a . 

Así, [O, a] C /m(To), y T es conjunción. • 

Observemos que si a < 6, el c € [0,1] verificando T{b,c) = a será 
c = y-i(jrí£h:£ZÍ»i). 

TEOREMA 1.3.10. Si T es una media cuasilineal en las condiciones del Teo
rema anterior, entonces T no es conjtinción estricta. 

Demostración.- Si a < 1 , pf{a.) -\- qf{l) = pfia) + qA < / ( a ) ; 
T„(l) = f-\pfia) + 9/(1)) > a ; [0,a] ^ Im(r„) , y por lo tanto, T no es 
conjimción estricta, ü 

COROLARIO 1.3.11. La media geométrica T{a,b) = y/ab es urna con
junción, pero no es una conjunción estricta. 

Demostración.- La media geométrica es la media cuasilineal con p = q = \, y 
generada por f(x) = —logx, que es una función de [0,1] en JR"*" biyectiva y 
decreciente, ü 

En este caso, si a < b, c = f-^Via) - /(&)) = c-(2/(»)-/(fr)) = e^'"'"'-"'^'' = 
o¡og^ _ £ 

b • 

TEOREMA 1.3.12. Si T{a,b) = f-\pf{a) + qf{b)) , con p-l- 9 = 1 y 
P9 > O, es una media cuasilineal, con un generador / : [0,1] —* [A,B] ,B < 00, 
biyectivo y decreciente (vid. figura), entonces T no es conjunción. 
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Fig. 1.5. 

Demostración.- Paxa cada a € [0,1], 
- Ta es continua. 
- Ta es creciente. 
- Si a > O ; / ( a ) < B, ; pfia) + qB <B y r„(0) = f-\pf{a) + qB) > 0. 

Por tanto, [O, a] ^ /m(To), y T no es conjunción. Ü 

COROLARIO 1.3.13. La media aritmética no es una conjunción. 

Demostración.- La media aritmética es T(a,b) = ^ = / " ^ ( / w l ^ ' " ) , donde 
/ : [0,1] -^ [0,1] es f{x) = 1 — x, que es biyectiva y decreciente, ü 

TEOREMA 1.3.14 Si T es ima conjunción no estricta, entonces la relación 
< no es T-monótona. 

Demostración.- Existirá a 6 [0,1] tal que el contenido [O, a] C Im(Ta) es es
tricto, y por lo tanto, para algún c es Ta{c) = T{a, c) > a. Tomando b = ""'" ^ '̂ s 
es a < 6, y sin embargo, T{a,c) ^ 6. • 

En lo que sigue, denotamos las fimciones Mínimo y Máximo por a A b = 
Min{a, b) y aV b = Max{a, b). 
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TEOREMA 1.3.15. Sea T creciente y continua a la derecha en la segunda 
variable; entonces T es una conjunción si y sólo si se verifican las condiciones: 

i) para todo a, 6 € [0,1], existe a : b. 
ii) a < 6 si y sólo si T(b, a A b : a y b) = a. 

Demostración.- Sea T una conjvmción. La demostración de i) es similar a la del 
Teorema 1.2.16. 

Por otra parte, T(b, a A ¿>: a V ft) = T(b, sup{z € [0,1] ; T{a\/b,z)<aA b}) = 
sup{T(b, z) ; T{a y b,z) < a Ab}, por ser T creciente y continua a la derecha 
en la segunda VEiriable. 

Si a<b, T{b, a A 6 : a V 6) = sup{T(b, z); T{b, z)<a}. 
Como T es una conjunción, [O, b] C Im{Tb), a 6 [0,6] y a 6 Im{Th)', por tanto, 
existe im /i tal que T{b, h) = a,y obtenemos que sup{T(b, z); T{b, z) <CL} "= 
a. 

Ahora, si T{b, aAb:ayb) = a , será sup{T{b, z) ; T{a V 6, z) < a A 6} = a. 
Como T es creciente y b < aV b, para cada z es T(b, z) < T(a V b, z); 
para cada z verificando T{a V 6,2) < a A 6, será T(b,z) < a A 6, y 
sup{Tib,z); T{ayb,z)<aAb}<aAb. 
Así tenemos que a < a Ab y a < b. 

Recíprocamente, supongamos que a < 6 si y sólo si T(b,a A b : a \/ b) = a. Si 
a <b, entonces a = T{b, a A 6 : a V 6) = Tb{a A 6 : a V 6); por tanto a € /m(ri,) 
y [O, b] C Im{Tb) para todo b. D 

EJEMPLOS 1.3.16. 

1.- Si T{a,b) = f~^{pf(a) + qf{b)) es \ma media cuasilineal cuyo generador 
/ : [0,1] —»• ÍR"*" es una función biyectiva y decreciente, entonces: 

a A b : a V 6 = sup {z e [0,1] ; T{a \/ b,z) < a A b} = sup {z € 
[0,1] ; f~\pf(a V 6) + qfiz)) <aAb} = sup{z£ [0,1] ; pfia V b) + qf{z) > 
fia A b)} = sup {Z € [0,1] ; 2 < f-l(ÍÍBÓ^l=£lism)] = ^-l(/(aAfr)-p/(aVt)) 

Por el Teorema, a<b si y sólo si T{b, /-i(/(''Afc)-p/(avfc)^^ ^ ^ 
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2*- En paxticTilar, si T es la media geométrica T{a, h) = vab, al ser 

^-i(¿Í£AbirElíaYtl) ^ /-i{2/(aA6)-/(aVÍ>)) = e-(-^ '̂'̂ («^ í̂+'''̂ (°^^5í = e ' " ^ ^ = 

'°̂ ¿̂ , se obtendrá 

a < 6 si y sólo si r ( í í , i ^ ) = a. 

Las siguientes figuras corresponden a conjunciones que no son conjunciones es
trictas 

T(a,b) = -(l + a) 

Fig. 1.6. 
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T B 

í 2-6, si 6 < 1/2 
r ( a , f c ) - | 2-{l-b) si i» > 1/2 

Fig. 1.7. 

r(a,b) = 2{a + 1)6' - 2(G + l)í) + ^ y -

Fig. 1.8. 
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1.4. CONJUNCIONES LOCALES E N ([0,1],<) 

Existen operaciones que, aunque en general no pueden considerarse como con
junciones, para ciertos valores sí que es adecuado tomarlas como tales; este 
hecho nos lleva a definir las conjtmciones locales, es decir, funciones que son 
conjunciones en algima región de [0,1]^. 

DEFINICIÓN 1.4.1. Dado (a, 6) G [O,!]^, la función T : [0,1]^ -^ [0,1] se 
dice que es una conjtmción en el pimto (a, 6) si 

- a <b y existe un c € [0,1] tal que T(b, c) = a, o 
- b < a y existe vin d € [0,1] tal que T{a, d) = 5. 

TEOREMA 1.4.2. Una función T ; (0,1]^ -^ [0,1] es una conjunción si y 
sólo si es una conjimción en todo punto (a, 6) € [0,1]^. 

Demostración.- Es inmediata. O 

TEOREMA 1.4.3. Si T es ima conjunción en (a, 6) € [0,1]' y T es estric
tamente creciente en la segimda variable, o no decreciente y continua en la 
segimda variable, entonces a < b implica que a A 6 : a V 6 = a : 6 existe, y 
r(¿»,a A ¿»: a V 6) = T(b,a : b) = a. 

Demostración.- a/\b: a^ b — a:b = sup {z € [0,1] ; r(¿>, z) < a}. 
Como a < b y T es una conjunción en (a, 6), existe im c € [0,1] tal que 
r (6 , c) = a; por tanto, el conjunto {z € [0,1] ; T{b, z) < a} es no vacío y existe 
a : b. 

Si T es estrictamente creciente, c = sup {z € [0,1] ; T(&, z) < a) = a : b, y 
T{b,a: b) = a. 

Si T es no decreciente y continua en la segunda variable, es a = T(b,c) < T{b, 
a:b) = T(b,sup {z € [0,1] ; T{b,z) < a}) < a, llegando a T{b,a : b) = a. D 
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TEOREMA 1.4.4. Si T{a,b) = f^-^Kpf{a) + qf(b)), con p+q = 1 , pq > O , 
es vina media cuasilineal con generaxlor / : [0,1] —* [A,B] , B < oo, biyectivo 
y decreciente , entonces T es tina conjunción en (a, b) 6 [0,1]^ si y sólo si 
f{a A 6) - pf(a V 6) e [qA, qB]. 

Demostración.- Supongamos que T es conjunción en (a, 6) 6 [0,1]^. 
Si a < b, exitirá im c € (0,1] verificando T(6,c) = f~^{pf{b) + g/(c)) = a, o 
equivalentemente, pf{b) + qf(c) = / ( a ) . 

En este caso, habrá de ser /(c) = ¿ist^ g [A, B] y / (a ) - p / ( 6 ) € [qA, qB]. 
Por otra parte, si / ( a ) — pf{b) € [qA,qB], siguiendo los pasos inversos, se llega 
a que c = f-\Iht^) g [Q, 1] , es tal que 7(6, c) = a. 

De la misma forma se obtiene que si b < a, T es conjunción en (a, b) si y sólo 
si m-pf(a) e[qA,qB]. 

En conclusión, T es una conjunción en (a, 6), si y sólo si f(a A 6) — pf{a V 6) € 

COROLARIO 1.4.5. La media ponderada Ta(a,b) = aa+^b, con a+fi = 1, 
a^ > O, es \ma conjunción en (a, 6) € [0,1]' si y sólo si a = 6 = O o ^ > a. 

Demostración.- La media Ta{a, b) = aa + $b, es ima media cuasilineal de gene
rador / : [0,1] —• [0,1], con f(x) = 1 — x biyectivo y decreciente, p = a ,q = fi ; 
por tanto, será conjunción en (a, ¿>) si y sólo si / (aA6) —a/(aV6) 6 [fiA,0B] = 
[O, /3]; es decir, si 
O < (1 - a A 6) - a ( l - a V 6) < )9; 

como la primera desigualdad siempre es cierta, será conjunción si y sólo si 
(1 — a A 6) — a ( l — a V 6 ) < l — a, o simplificando, 

- « \/ fc _ n ^ 
oV6 

a A 6 + a{a V 6) < 0; lo que ocurre sólo si a A 6 = aV& = 0 ,0 ^ > a. O 

Sea Aa = {(a, 6) € [0,1]^ ; T^ es conjunción en (a, 6) } = {(a, 6) € [0,1]^ ; 
OA6 
aV6 > a} U {(0,0)} C [0,1]2 (vid. figura). 
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KX 

Fig. 1.9. 

NOTA.- El Corolario 1.4.5. nos indica que, por ejemplo, la inedia aritmética 
puede utilizarse como conjimción para los pares (a, b) de A\/2, es decir, para 
aquellos (a, 6) tales que ^ > 5, o (a, 5) = (0,0). 

TEOREMA 1.4.6. Dados a , 7 € (0,1) 

7 < a <^ AaQAy 

Es decir, 7 < a si y sólo si la región donde TQ se comporta como conjimción 
está contenida en la región donde lo hace Ty. 

Demostración.- Si 7 < o, sea (a, 6) € Aj,; se tiene ^$5 > a > 7 y (a, 6) 6 Ay. 

Supongamos ahora que A^ C Ay ; si fuese 7 > a, existiría im (a, b) € [0,1]' 
tal que ck < ^ ^ ^ If 1 y *•*'» i^i ^) € Áa y (o, &) ^ A^, obtemendo una 
contradicción. Por tanto, ha de ser 7 < a .ü 

Es de notar que 

n A, = {(a,a) ; a €[0,1]} 
flr€(0,l) 

NOTA.- Podemos utilizar la media ponderada TQ con el objeto de definir una 
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conjunción por: 

r ( a , 6) = r„ • (^^„(a, b) + r - «^x^a, b) 

donde T* es cualquier conjunción en AJ,, complemento de Aa en [0,1]^, y (p^ es 
la fimción característica del subconjvmto A. 

Ya vimos que si T es una conjtmción estricta creciente, entonces para todo a, b 
de [0,1] existe a : 6, y si T es conjunción creciente y continua a la derecha 
en la segunda variable, también existe a : b, y además a < 6 si y sólo si 
T{b, aAb:a\/b) = a. 

Para la media ponderada Ta, que ya sabemos que no está en ninguno de los 
casos anteriores, se pretende hacer un estudio similar. Dada la media ponde
rada To,(a, b) = aa + ^b, con o + /5 = 1, ayS > O, veremos cuáles son los pares 
(a, b) € [0,1]^, tales que a A 6 : a V 6 existe. 

a A 6 : a V fe = sup {z 6 [0,1] ; Ta(a V b,z) < a /\ b} = sup {z e 
[0,1]; aiay b) + ^z < a Ab}=sup{ze [0,1]; z<^^^^=f^^}. 

a A 6: a V 6 existirá siempre que este último conjimto no sea vacío, lo que ocurre 
si y sólo si a A ¿> — a(aV fe) > 0; es decir, si y sólo si 20| > a o aA6 = aV6 = 0. 

Tenemos así, que a A 6 : a V 6 existirá para los pares (a, 6) donde Ta sea con
junción; además, en este caso 
aAb:aVb = sup{ze[0,l]; z < °^^-g(''^n} = M m ( l , °^*-gK^)). 

Si a < 6, r„(fe,aA6 : a\fb) = ab+0Min(l, °^»-g(°v»)) = ab+Min{0,a-ab) = 
a6 -I- a — a6 = a, ya que si fuese ^<a — ab<b — ab — (1 — a)b = /3b , se 
llegaría a 1 < 6. 

Si a > ¿, Tc{b, aAb:aWb) = ab + /9Mm(l, ^ ) = ab + Min(l3,6 - aa) = 
ab + b — aa, ya que si fuera 0<b — aa<a — aa = (l — a)a = ^a, 1 < a, se 
llegaría a ima contradicción. 
Además, a6 + 6 — aa 7¿ a, pues en cttso contrario, ab + b = aa + a y b = a, 
en contra de a > ¿>. 
Así pues, 

V(a ,6 )€Aa , a<b ^ Taib,a Ab : ay b) = a. 
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Algiinos resultados de esta sección, quedan reflejados en el siguiente diagrama, 
donde RA =^ { conjunciones en la región A C [0,1]^}, y B C A. 

Fig. 1.10. 
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1.5. DISJUNCIONES E N ([0,1],<) 

La definición que proponemos para el -concepto de disjunción es simétrica a la 
de conjunción; por ello, como es de esperar, el estudio es paralelo al de ésta 
última. Las demostraciones de los resultados obtenidos son similares a las de 
los apartados anteriores, por lo que en la mayor parte de los casos, las omitire
mos. 

DEFINICIÓN 1.5.1. Una operación T' : [0,1]' -^ [0,1] es una disjunción 
estricta para el intervalo ordenado ([0,1], <), si para todo a, h de [0,1]: 

[a<h] O [ 3c € [0,1] verificando r*(a, c) = 6 ] 

En lo que sigue, T* denotará una. función de [0,1]^ en [0,1]. 

TEOREMA 1.5.2. T* es una disjunción estricta si y sólo si Im{T') = [a, 1] 
para todo a € [0,1]. 

TEOREMA 1.5.3. No existe ninguna T que sea a la vez conjimción estricta 
y disjunción estricta. 

Demostración.- Si existiese, para todo a 6 [0,1] sería a la vez /m(r<,) = [O, a] 
e Im{Ta) = [a, 1], lo que es imposible, ü 

TEOREMA 1.5.4. Si T'i 
- es continua en la segunda variable, 
- es mayor o igual que el Máximo, 
- tiene al 1 como elemento absorbente a la derecha, y 
- tiene al O como elemento unidad a la derecha, 

entonces T* es una disjunción estricta. 

COROLARIO 1.5.5. Las t-conormas continuas son disjvmciones estrictas. 
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Las t-normas continuas no son disjunciones estrictas. 

TEOREMA 1.5.6. Toda disjunción estricta conmutativa y creciente es una 
función de agregación. 

TEOREMA 1.5.7. Si T es una función de agregación, T es disjunción estricta 
si y sólo si r ( z , 1) = 1 para todo x € (0,1]. 

TEOREMA 1.5.8. Si T es una función de agregación, T es disjunción estricta 
si y sólo si r (x ,0 ) = X para todo x € [0,1]. 

TEOREMA 1.5.9. Dada la función de agregación 

F = {\-k)T+kS, 

donde T es una t-nonna y S una t-conorma continuas cualesquiera, F es una 
disjimción estricta si y sólo si fc = 1. 

D E F m i C I O N 1.5.10. T* : [0,1]^ -^ [0,1] es una disjunción si para todo 
a, 6 € [0,1] es: 

[a < 6] =» [ 3c € [0,1] verificando T{a,c) = b] 

TEOREMA 1.5.11. T* es ima disjunción si y sólo si existe im r* : [0,1]^ 
[0,1], tal que para todo a, 6 de [0,1], 

a < b si y sólo si 6 = T''{a, r{a, b)) 

TEOREMA 1.5.12. T* es una disjunción si y sólo si [a, 1] C Im(T;) para 
todo a € [0,1]. 
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TEOREMA 1.5.13. T es conjunción y disjiinción a la vez si y sólo si 
/Tn(r„) = [0,1] para todo a € [0,1]. 

Demostración.- T es conjunción y disjtmción si y sólo si paxa todo a € [0,1], 
[O,a] C Im{Ta) y [a, 1] C /m(r„) , lo que ocurre sólo si Im(Ta) = [0,1]. G 

TEOREMA 1.5.14. Toda disjunción estricta es una disjimción, y por tanto, 
toda t-cononna continua es ima disjimción. 

TEOREMA 1.5.15. Toda disjimción que sea a la vez función de agregación, 
es disjunción estricta. 

TEOREMA 1.5.16. Si T{a,b) = f~\pf{a) + qf{b)) con p + 9 = 1 y 
pg > O es ima media cuasilineal con generador / : [0,1] —* (—00, B] biyectivo 
y decreciente (vid. figura), entonces T es \ma disjimción, pero no es disjunción 
estricta. 

Fig. 1.11. 

TEOREMA 1.5.17. Si T{a,h) = f-\pf{a)'\-qf{h)) conp + ? = l y p 9 > 0 
es xma media cuasilineal con generador / : (0,1] —»[A,B], A > —00, biyectivo 
y decreciente (vid. figura), entonces T no es ima disjunción. 
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Fig. 1.12. 

COROLARIO 1.5.18. La media aritmética no es ima disjmición. 

TEOREMA 1.5.19. Si T* es vma disjmición, estricta o no, entonces la relación 
< no es T"-monótona. 

Las tres primeras gráficas siguientes corresponden a disjunciones estrictas, y las 
últimas a disjunciones no estrictas. 

42 



T{a,h) = l-b-\-a-b 

Ta 

Ta 

T{a, b) = 

Fig. 1.13. 

2( l -a) í> + a, si 6 < 1/2 
2 ( l - a ) ( l - 6 ) + a, si 5 > 1/2 

Fig.1.14. 
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T{a, b) = (4a - 4)¿' - (4a - 4)6 + a 

Ta 

Ta 

Fig. 1.15. 

a r(a,6) = ¿ + - ( l - 6 ) 

Fig. 1.16. 
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Ta 

ab 
T{a,b)=l~h+-

Fig. 1.17. 

a T(a, b) = (2a - 4)b^ - (2a - 4)& + -

Fig.1.18. 
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DEFINICIÓN 1.5.20. Dado (a,b) € [0,1]^, la función T* es una disjunción 
en el pimto (a, b) si: 

- a <b y existe un c € [0,1] verificando 7^(0, c) = b, o 
-b<a y existe un d € [0,1] tal que r*(6, d) = a. 

TEOREMA 1.5.21. Una función T* es una disjtmción si y sólo si es una 
disjunción en todo pimto (a, b) 6 [0,1]^. 

TEOREMA 1.5.22. Sea T{a, b) = f^-^\pf{a) + g/(6)), con p + q = l, 
pq > O , una media cuztsilineal cuyo generador / : [0,1] —• [A,B] ,A > —oo, 
es biyectivo y decreciente. Entonces T es disjimción en {a,b) si y sólo si 
f(a\/b)-pf{aAb)€[qA,qB]. 

COROLARIO 1.5.23. La media ponderada T^ = aa + ^b siendo a + )d = 1 
y a)3 > O, es disjxmción en (a, b) € [0,1]^ si y sólo si a = 6 = 1 o |~r)(^l > a. 

Llamamos O,, = {(a, 5) € [0,1]^ ; T* es ima disjtmción en (a, b)} = {(a, b) € 
[0,i?',y^^>a]^{{hi)}{yid.&g). 

Ooc 

Fig. 1.19. 
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LEMA 1.5.24. Dados a, 7 6 (0,1), se verifica que 7 < a si y sólo si 

Nos planteamos cómo obtener una disjunción a partir de una conjimción, y 
viceversa. Paxa ello recordemos lo que es una negación ([68]) . 

DEFINICIÓN 1.5.25. Una función n : [0,1] -> [0,1] es una fvmción de 
negación si verifica: 

1) n(0) = 1 , n(l) = O 
2) n es decreciente. 

Si además es n{n{a)) > a, para todo a 6 [0,1], es una función de negación 
ordinaria. 
Si es n{n{a)) < a, para todo a € [0,1], función de negación débil. 
Y si es ordinaria y débil a la vez, es decir si siempre es n{n{a)) = a se dice 
que n es vma negación fuerte. 

Sea T una t-norma continua, y definamos, para cada a 6 [0,1] 

n{a) = Q:a = sup{z^ [0,1] ; T{a, 2) < 0} = sup {z 6 [0,1] ; T{a, z) = 0} 

Observemos que : 
- Por ser T creciente, n es decreciente. 
- n(0) = O : O = 5«p {¿ G [0,1] ; T(0,0) = 0} = 1. 
- n ( l ) = 0 : l = sup{2G[0 , l ] ; 7(1,2) = 0 } = 0 . 

Por tanto, n es una negación. Además, 

1) Si T es una t-norma positiva, 

n{a) = O : a = 5up {2 6 [0,1] ; T{a, z) = 0} = | J | J! ^ = ^ 

que es la negación más pequeña. 

Si a = O , n{n{a)) = n(l) = O 
Si a ^ O , n{n{a)) = n(0) = 1 
Por tanto, a < n{n{a)) para todo a € [0,1], y n es una negación ordinaria, no 
fuerte. 
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2) Si T es una t-norma axquimediana no estricta, tendrá un generador / : 
[0,1] —» [O,/(O)] continuo y estrictamente decreciente, tal que T{a,b) = 
/ ( - i ) ( / (a ) + f{b)). En este caso, 

„(a) = O : a = sup {z e [0,1] ; f^-'\f{a) + f(z)) = 0} = sup [z G 
[0,1] ; f{z) > m - fia)} = sup {z € [0,1] ; ^ < /(-^)(/(0) - / (a ) )} = 
f^-'Km - fia)). 

Ahora, ninia)) = /<-^)(/(0) - finia))) = /(-^)(/(0) - fif^-'KfiO) - fia)))) = 
/ ( - i ) ( / (0) - /(O) + fia)) = /(-^)(/(a)) = a. 
Por tanto, se trata de una negación fuerte. 

En particular, si tomamos / (x) = 1—x , tendremos nia) = 1—(1 —1+a) = 1—a, 
para todo a G [0,1]. 

Sea T* ima t-conorma continua, y definamos para todo a 6 [0,1], 

nia) = inf {z 6 [0,1] ; r ' ( a , z) > 1} = inf {z € [0,1] ; r*(a, z) = 1} 

Tenemos que: 

- Por ser T creciente, n es decreciente, 
- n(0) = inf {z e [0,1] ; r*(0, z) = 1} = inf {z e [0,1] ; z = 1} = 1, 
- n(l) = inf {z e [0,1] ; r* ( l , z) = 1} = inf {z € [0,1] ; 1 = 1} = O, 

y por tanto, n es una negación. Además, 

1) Si T* es una t-conorma estricta o es el Max: 

nia) = inf {z G [0,1] ; T\a,.) = 1} = | J ' j « = J 

que es la mayor negación en [0,1]. 

Si a = 1 : ninia)) = n(0) = 1. 
Si a^\: ninia)) = n(l) = 0. 
Por tanto, siempre ninia)) < a y n es una negación débil. 

2) Si T* es arqmmediana no estricta, tendrá una generador aditivo g : [0,1] 
[0,5^(1)] estrictamente creciente y continuo, y en este caso: 
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nia) = inf {z € [0,1]; g^-'Kgia) + g{z)) = 1} = inf {z € [0,1] ; gia) + g{z) > 
g{\)} = inf {z e [0,1] ; z > ^(-^^(^(l) - g{a))} = ^(-'>(sr(l) - gia)). 

nin{a)) = g^-'^gil) - g{n{a))) = g^'^KoW " 9(9^-'K9(l) - ^(«)))) = 
g^~^\g{l) — g{l) + g{a)) = a, y n es vina negación fuerte. 

Para simplificar, cuando no haya lugar a error, escribiremos na en lugar de 
n{a). 

T E O R E M A 1.5.26. Si n : [0,1] -* [0,1] es una negación fuerte , entonces 
T es una conjimción estricta si y sólo si la función T*(a, b) = nT(na, nb) es una 
disjunción estricta. 

Demostración.- Si T es una conjunción estricta, a < 6 si y sólo si n6 < na, si y 
sólo si existe un c € [0,1] tal que T(na, c) = nb , o nT{na, c) = 6 = T*{a, nc), 
es decir, sólo si existe tm d = nc € [0,1] tal que T*(a, d) = b. 
El recíproco es similar, ü 

El teorema sigmente tiene tina demostración análoga. 

T E O R E M A 1.5.27. Si n es una negación fuerte, entonces T es una conjimción 
si y sólo si T'{a,b) = nT{na,nb) es una disjunción. 

T E O R E M A 1.5.28. Si n es una negación fuerte, entonces T es una conjunción 
en (a, b) € [0,1]^ si y sólo si T'ia, b) = nT{na, nb) es una disjimción en (na, nb). 

Demostración. Sea T conjimción en (a, 6). 
Si na < nb, b < a y existe un c £ [0,1] tal que T{a,c) = 6, con lo que 
nT{a,c) = nby T'(na,nc) = nb; 
por tanto, existe un d = nc € [0,1] tal que T*{na,d) = nb. 

De la misma forma, si nb < na, existe un d tal que T*(nb, d) = na. 

El recíproco es similar. O 
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EJEMPLOS 1.5.29. 

1.- T(a,b) = Min{a,b) es una conjunción estricta. Tomando cualquier 
función / : [0,1] —•• [0,Tn] continua y estrictamente decreciente, n{a) = 
/^~*)(/(0) — / (a ) ) es una negación fuerte ([68]). Por lo tanto, 

r*(a,6) = nT{na,nb) = f^-'^fiO) - f{T(na,nb))) = 

= f^-'Kfio) - /(M¿n(/(-^)(/(o) - /(«)),/(-^)(/(o) - m m = 
= f^-'Km - fif^-'Km) - f{Max{a, 6))))) = /(-^)(/(0) - /(O) + 
f{Max(a, b))) = Max{a, b). 

y T*(a, b) = Max(a, b) es, como ya sabemos, una disjunción estricta. 

2.- T[a, b) — yja • b es una conjunción que no es estricta. Para la negación 
fuerte n(a) = 1 — a, se obtiene. 

T'{a,b) = nT{na,nb) = 1 - Vna • nb = 1 - y/{l - a) • {1 - b) = 1 -
y/1 — a — b + a • b, que, por el Teorema 1.5.26. y 1.5.27. , será una disjunción 
no estricta. 

En efecto, observemos que para todo a € [0,1] , 
T* es creciente, 

r;(o) = 1 - v/r^<a,y 
r ; ( l ) = 1 - Vi - a - 1 + a = 1; 

luego, para todo a € [0,1], es [a, 1] C Im(T*), y por ejemplo, para cualquier 
a < 1, el contenido [a, 1] C Im{T*) es estricto. 

3.- T(a, b) = a • b es vina conjunción estricta. Tomando la negación fuerte 
n(a) = v i —a^, tendremos; 

T'(a,b) = nT(na,nb) = y/l - {na • nb)^ = ^Jl - (I - a'^) • (1 - b^) = 

Va'^ + ¿>̂  — a^ • 6 ,̂ que por el Teorema 1.5.26. será una disjunción estricta. 

En efecto, para todo a € [0,1], 
T^ es creciente, 
r:(0) = a, y 
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r : ( l ) = 1, y por tanto [a, 1] = Im(T:). 

4.- Sabemos que la media ponderada Ta(a, b) = aa + (l — a)b es una conjunción 
oAfc 
aVb en {(0,0)} U {(a, 6) ; ^,>a}. 

Por ser n(a) = 1 — a vma negación fuerte en ([0,1], <) , 
T;{a,b) = nTc,ina,nb) = l - [ a ( l - a ) + ( l - a ) ( l - f e ) ] = a a + ( l - a ) 6 = r„(a,6), 
por el teorema 1.5.28. será disjunción en los {na,nb) = (1 — a, 1 — 6) tales que 
(a,6) = (0,0) o H 0 | > a . 

Al ser a A 6 = 1 - [(1 - a) V (1 - fe)] y a V 6 = 1 - [(1 - a) A (1 - fe)], 
llegamos a que T* = TQ será una disjunción en la región {(1,1)} U 
{("' ^) ' jlloM) — **}' como era de esperar por el corolario 1.5.23. 

5.- No es cierto que si T es conjtmción en wa. (a, fe) € [0,1]^, y n es una ne-
gax:ión fuerte, entonces r*(a, 6) = nT{na,nb) es disjimción en (a, 6). Veamos 
un contraejemplo. 

Sabemos que T{a, fe) = ^ es conjunción en todo (a, fe) € [0,1]^ tal que f^ > | ; 
en particular, es conjunción en ( | , 1). 

Tomando la negación fuerte n{a) = 1 — a, obtenemos: 
T'{a, fe) = nT{na, nb) = n(^"°+^~^) = 1 - (1 - af¿) = ^•, pero esta operación, 
que vuelve a ser la media aritmética, no es disjtmción en ( | , 1), por no ser en 
este pmito i ^ S > \-

6.- Paxa que se verifiquen los Teoremas 1.5.26. y 1.5.27., es necesario que la 
negación sea fuerte. Tomemos cualquier t-norma continua T, que es conjunción, 
y conjimción estricta. 

Ya sabemos que la función n : [0,1] —• [0,1], definida por 

( \ ¡ 1, SI a 
[ O, SI a 

= 0 

es una negación ordinaria, no fuerte. Tomando esta negación: 

T*ia,b) = nT{na,nb). 
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Si a = 6 = 0 : r*(a,6) = n r ( l , l ) = n(l) = 0. 
Si a = O, 6 7¿ O 
Si a ^ O, 6 = O 
Si a ^ O, 6 ^ O 

Por tanto, 

r*(a , t ) = n r ( l , 0 ) = l . 
r*(a,6) = n r ( 0 , l ) = l. 
T'(a,b) = nT{0,0) = l. 

[ 1, enot 
= 6 = 0 

otro caso 

y no se verifica que para todo a € [0,1], [a, 1] C Im{T*) , luego no es dis
junción. 

Del mismo modo, tomando la negación débil 

f . / O, si a = 1 
n{a) = < ' . 

[ 1, si a ^ 1 
se obtiene: 
Si a = 6 = 1 : r ' ( a , 6) = nT{na, nh) = nT{Q, 0) = 1. 
Si a = l , 6 5 ¿ 1 : r ' ( a , 6 ) = nT(0, l ) = l . 
Si a ^ 1, 6 = 1 : r*(a,6) = nT(l ,0) = 1. 
Si a # 1, 6 ^ 1 : r*(a, 6) = nT(l , 1) = 0. 

Por tanto, no es para todo a € [0,1] [a, 1] C Jm(r*) , y T* no es disjunción. 

El sigmente gráfico, muestra algunos resultados de este capítulo. 
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RA = { conjunciones en la región A } 

R^ = { disjtinciones en la región A } 

B e A 

Fig.1.20. 
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CAPITULO 2 

CONDICIONALES BORROSOS 

1. r-CONDICIONALES. 
2. CONSECUENCIAS FUZZY. 
3. TRANSFORMADA LÓGICA GENERALIZADA. 
4. EL CONDICIONAL MATERIAL. 
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En cualquier lógica, no solamente es esencial el conjunto de elementos que 
pueden considerarse verdaderos, sino que no se puede entender una lógica que 
no proporcione tm método para razonar, es decir, imas reglas que nos permitan, 
a partir de imas premisas, poder llegar a obtener imas conclusiones. Esto es 
equivalente a obtener una modelización de "Si ..., entonces...", modelización 
que se debe obtener mediante la determinación de una relación en el conjimto 
de partida. 

En nuestro caso, el de la Lógica Fuzzy, estas relaciones serán inexactas: tm ele
mento estará relacionado con otro en un cierto grado, y nos permitirán mode-
lizar el esquema: Si a es P en im grado fip{a), entonces b es Q en im grado 
Mo(6). 

Estas relax;iones, sin embargo, deben cimiplir ciertas condiciones necesarias para 
que realmente de im conjimto de hechos se puedan inferir otros, es decir p>ara 
que exista tma "propagación de la verdad". En Lógica Clásica esto se consigue 
mediante la Meta-Regla del Modus Ponens. 

La consideración del Modus Ponens como Meta-Regla, es debida a la imposi
bilidad de obtenerla mediante tma función booleana. Es decir, no existe en un 
álgebra de Boole ninguna función / , tal que para todo par de elementos a, 6 se 
verifique / ( a , a' -f 6) = b. En efecto, si existiese, para todo 6, tomando a =0 , se 
obtendría / (0 ,1) = 6 , y eligiendo a = b =0, /(0,1) =0. Por tanto, para todo b 
se llegaría a 6 =0. 

Por otra parte, se puede comprobar que sólo existe una función booleana verifi
cando la desigualdad / (a , a' + b) < b para todo par de elementos a, b, y que es 
la dada por f(x, y) = x -y. 

Sin embargo, si x e y son determinadas proposiciones relativas a im universo 
E, X e Y los subconjimtos de elementos que, respectivamente, las hacen ver
daderas, y con funciones características <px Y 'fiY, en este caso sí que es posible 
"captmrar" el Modus Ponens mediante la igualdad 

supr(^A-(í)» V=*-(̂ /*)) = VYÍZ) 

Esta observación es la que ha motivado la hnea de trabajo seguida en este 
capítulo. 

La primera sección es ima revisión del concepto de T-condicional y de algunos 
resultados de interés obtenidos por otros autores, principalmente E. IHllas, en 
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los últimos años. 

La IVansformada Lógica de Zadeh, siempre que se trabaje con tina t-norma 
continua T y con \ma relación que sea un T-preorden, es un operador de 
consecuencias fuzzy, y por lo tanto será im modelo válido para el razonamiento 
cuando la información que se posee es vma variante de la premisa correspon
diente a la regla de inferencia de que se dispone. Sin embargo, sólo es válida 
cuando se trabaja en xm único imiverso de discurso, caso en el que pocas veces 
nos encontramos en situaciones reales. Generalizamos este modelo para el caso 
de dos imiversos; la nueva Transformada Lógica, no cumplirá las condiciones 
de operador de consecuencias por estar trabajando en distinto campo, pero sí 
imas propiedades similares. 

El mayor condicional en Lógica Clásica es el Condicional Material, ampliamente 
tratado en cualqmer libro de Lógica elemental, a pesar de su poca utilización en 
la vida cotidiana, ya que permite deducir cualquier estamento de tma premisa 
falsa, lo que no ociure en el razonamiento de sentido común. Su generalización 
ai caso inexacto se puede realizar por diferentes caminos, que se determinan en 
la tercera sección. 

Por ima parte, al ser el mayor condicional, se buscarán en nuestro caso, para ima 
función de pertenencia correspondiente a un subconjunto fuzzy determinado, los 
mayores condicionales, obteniendo las conocidas relaciones i j ; se demuestra que 
éstas, en cierto sentido, no son una generalizaición perfecta. 

Por otra parte, se buscará una generalización reciuriendo a la forma del Condi
cional Material mediante conectivos definidos en el conjunto en el que se trabaja; 
esta generalización será más exacta, pero tiene el inconveniente de que en mu
chos casos pierde el carácter de condicionalidad. 
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2.1. T-CONDICIONALES 

En lógica clásica para poder hacer inferencias mediante una relación =>-, parece 
adecuado exigir a la misma que al menos verifique la clásica Meta-Regla del 
Modus Ponens: "Si a es verdadero y es a => 6, entonces b es verdadero", que se 
podría escribir simbólicamente: 

aeV 

b^V, 

siendo V C ÍJ, V ^ 0, el subconjunto de elementos verdaderos de E. Usando 
funciones características, tal Meta-Regla se podría expresar por la desigualdad: 

Min((pv{a),<p^ib/a)) < <fvib), 

para todo a, 6, c en E. Cuando esto ocurre, se dice que =^ es un F-condicional. 

Es un ejercicio sencillo demostrar que una relación => en E es un V"-condicional 
si y sólo si está contenida en el Material Condicional —^v, donde 

-^v=VxV + iE-V)xE 

EJEMPLO 2.1.1. Sea el álgebra de Boole (£",-f-,-,'), y la relación < dada 
por : a < 6 si y sólo si a • 6 = a. 
Dado un subconjunto V C E, y definiendo una nueva relación a =^v b si y sólo 
si a' -1-6 6 F , se obtiene ([73]) que =^v es un V-condicionai si y sólo si para todo 
a, 6 € V", con a + b = 1, es Vab = {x E E; a • b < x < a o a-b<x<b}CV. 

En efecto, sea =^v un V-condicional, y a, 6 G V", con a -f- 6 = 1 (y por tanto, 
b' < a). Si a • b < X < a, a = a • (b' + b) = a • b' + a- b < b' + x < a; por tanto, 
b' + X = a,b =^v X y X € V. De la misma forma, si a • b < x < b, también será 
xeV. 
Recíprocamente, sea para todo a, 6 € V, con a -\- b = 1, Vab Q V; si a & V 
y a :^v c, será a E V y a' + c E V; por otra parte, a + {a' + c) — 1 y 
a • (a' + c) < c < a' + c, por tanto, c E K,a'+c QV, y c EV. 
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Cuando se consideran Conjuntos y Relaciones Inexactas, aparecerán, en vez de 
funciones características, funciones de pertenencia no nulas /i : £? -+ [0,1], y 
para modelizar el concepto de "y", haremos uso de ima t-norma T, debido a 
que sus propiedaxies nos facilitarán los desarrollos. 

Ahora exigiremos que el grado de pertenencia de a y el grado con el que "si 
a entonces b" indicado mediante una relación fuzzy R en E, nos proporcionen 
una cota inferior del grado con que b pertenece a E] es decir, impondremos que 
para cualesquiera a, b de E, 

T{ti{a\R{b/a))<fji{b) 

Entcoices se dice que J? es un ^ — T— conditional sobre E. 

2.1.2. EJEMPLOS 

1.- Dado xm subconjtmto /i : J5 -+ [0,1], la relación inexacta , denominada 
Implicación de Kleene-Dienes , y dada por 

i2Í^(6/a) = Max(l-/x(a),/x(6)), 

para todo a, 6 en £•, es tm ^-£-condicional, siendo C la t-norma de Lukasiewiz, 
pero no es ni ^-Prod-condicional, ni //-Mm-condicional. 

2.- En las mismas condiciones del ejemplo anterior, tanto la Implicación de 
WiUmot 

< ( V a ) = Max{l - fiia),Min(^L{a),fi(b))), 

como la ImpHcación de Reichenbach 

Rlib/a) = 1 - ,i{a) + M • n{b), 

son /i-£-condicionales, pero no son ^-T-condicionales para ninguna t-norma T 
mayor o igual que el Producto. 

3 . - Siendo /i como en los ejemplos anteriores, la Implicación de Mamdani 

R:^ib/a) = Miniti(b),^ia)), 
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es un /í-T-condicional para cualquier t-nonna T. 

4.- Siendo T una t-norma, una relación R sobre un conjunto clásico E, se dice 
que es un operador de T-indistinguibilidad ([38]) si es reflexiva, simétrica y T-
transitiva. 

Dzulo im operador de T-indistinguibilidad R sobre un conjunto J5, y tin ele
mento a de E, el singletón inducido por a es el subconjunto fuzzy /o definido 
por fa{x) = R(a, x). 

Cuando estas condiciones se dan, por la T-transitividad, i2 es un /a-T-estado 
lógico. 

5.- Sea {E,+,-,p) un álgebra de Boole probabilizada, y la relación Ip(b/a) = 
p{a' + b). Se tiene 
C{p(a),Ij,(b/a)) = Max(0,p{a)+p{a'+b)-l) = Max(0,pia-b)) = p(a-b) < p{b). 
Por tanto, Ip es un p-£-condicional sobre E. 

6.- En las mismas condiciones, dada la relación 

^ ' ^ \ p(b/a), sip(a)>0 

siempre es p{a) • R*{b/a) < p{b), por lo que R* es \m p-Prod-condicional sobre 
E. 

Cuando T es ima t-norma continua, /? es un /i — T— condicional si y sólo si 

siendo Jj{b/a) = Sup {z 6 [0,1]; T{z, M) < m ) ([71],[79]). 

Los Condicionales Inexactos o Rizzy R más interesantes son reflexivos y T-
transitivos. Es decir, 

i) R{a/a) = 1, para todo a de E. 
ii) T(R(b/a),R{c/b)) < R{c/a), para cualesquiera a, 6,c en E. 
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En este caso, la relación fí es un T-Preorden Rizzy. En ([79],[84]) se da una 
caracterización de los T-preórdenes: una Relación Fuzzy R sobre E es un T-
Preorden si y sólo si existe una familia J^ de subconjuntos fi : E —* [0,1] tales 
que 

Rib/a) = inJ/í(V«), 
para todo a, b en E. 

Consecuentemente, pasando al caso clásico, y debido a que tomando fi = tpv 
(fimdón característica del subconjunto V), se obtiene /J^, = ip-,y (función 
característica de la relación —^v), dada una estructura relacional {E,=^), la 
relación =*• es un preorden clásico si y sólo si existe ima familia ^ de subcon
juntos de E, tal que 

Dado un subconjunto V C E de elementos verdaderos, hemos considerado 
líis relaciones que nos permiten hacer inferencias, pero se puede hacer el 
planteamiento recíproco; dada una estructura relacional (E, =>), se pueden bus
car aquellos subconjuntos V de E que pueden ser considerados "subconjimtos 
de elementos verdaderos ", es decir, aquellos subconjuntos respecto a los cuales 
la relación => verifica el Modtis Ponens, y a los que llamaremos estados lógicos. 

De la misma forma, dada una estructura relacional borrosa (E,R) y una t-
norma T, nos interesa conocer aquellas fiinciones de pertenencia /x no ntJas, 
tales que i2 es un ^-T-condicional. De estas funciones diremos que son T-
estados lógicos para {E,R), y al conjimto de todas ellas lo denotaremos por 
T(E,R): 

TiE,R) = {M € [0,1]^ ; T{fi(a),R{b/a)) < /x(6), V(a,6) e E x E} 

Ahora tenemos que i2 es un T-preorden fuzzy si y sólo si 

R{b/a) = inf Jj(6/a) 

para todo a,b en E. 
Por otra parte, como R < I^ implica fi G T{E,R), T{E,R) es precisamente la 
mayor familia ^ que verifica la igualdad anterior. 

60 



Igualmente, si dada iina estnictiira clásica {E,=>),es L{E, =^) = {V C E, 
V ^ 0; =»• es vin F-condicional }, entonces 

=.= n -V 
V€L(E,=»>) 

LEMA 2.1.3. Dadas las relaciones R y R' en E,y las t-normas T y T', 

i) Si T < T, entonces T{E,R) C T'{E,R). 

ii) Si R' < R, entonces T{E,R) C T{E,R'). 

Demostración.- Inmediata, ü 

Si R es mía relación T-transitiva pero no es reflexiva, es posible considerar el 
T-preorden: 

= 6 
otro caso [ R{b/a), en o 

LEMA 2.1.4. Para cualquier t-norma T y cuíilquier relación R, es T(E,R) = 
T(E,R'). 

Demostración.- Por ser R < R*, obtenemos T{E,R'') C T{E,R). 

Por otra parte, si /i 6 T{E, R): 
si a = 6, Tifiia), R^{b¡a)) = T{fi{a), 1) = /.(a) = ^ i ) . 
si a # 6, T{fiia),R'{b/a)) = nn{a),R{h/a)) < ti{h). U 

TEOREMA 2.1.5. Dada la estructura {E,R), y una t-norma continua T, 
T{E,R) es un subretículo del retículo ([0,1]^, V, A), donde (/ÍJ V Hi){x) = 
Max(/ii(x),^2(a?)) y {ni h H2){x) = Min{fíi{x),H2{x)). 

Demostración.- De hecho es T{E,R) ^ 0 ya que tpE € T{E,R). 
Sean /ii,^2 € T{E,R). Como es i2 < / J para cualquier fi 6 T(E,R), 
R < Mtn( i j j , / J j ) . Por lo tanto, tendremos 

TiifirV fi2)(a),R(b/a)) < TiMax^a), 1^2(0)),MinilJ^ib/a),I^,{b/a))) = 
Max(T(fiM, Minill(b/a),lUb/a)), T(/X2(a), Minil^(b/a),I^,{b/a)))) < 
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MaxiTiMallJ^ib/a)),T{n,{a),í;^{b/a))) < Max(^x(6),Ai2(6)) = (MIV/Í2)(6) , 

Análogamente, si fii,fi2 € T{E,R), entonces /ÍJ A /i2 6 T(E,R). D 

Llevando este resultado al caso clásico, 

COROLARIO 2.1.6. Dada =» en E, L(E,=^) es un subretículo del Algebra 
deBoole( 'P(ÍJ) ,U,n). 

TEOREMA 2.1.7. El retículo T{E,R) es completo, siendo T una t-norma 
continua. 

Demostración. Dado cualquier subconjimto no vacío 5 C T{E, R), considere
mos 

(T = s\xpfii and i= inf>i, 

respectivamente definidos por 

<T(X) = snp fii{x), y i(x) = iid Ui(x) 
ÍÍ.65 Mic-» 

para cualquier x & E. Es claro que cr,i€ [0,1]^. Como 

Tia{a),R{b/a)) = T(supM.(a),i2(6/a)) = supr(/i.(a),/2(6/a)) < sup/i.(6) = (T(6), 
lii€S tti€S ni€S 

Tilia), Rib/a)) = T( inf /i.(a), Jl(6/a)) = inf r( , i . (a) , / l(6/a)) < itíf a,(6) = t(6), 
MiC'' Mic^ Micd 

son a € TiE,R) y i € TiE,R). D 

Por tanto, ^* = sup {/i ; /Í € TiE,R)} = íps es el mayor T-Estado Lógico 
para iE,R), y /x, = inf{/i ; /x € r(fJ, J?)} es el menor T-Estado Lógico para 
(JE, i2), siempre que / Í , sea no nulo. 

De nuevo ahora, 

COROLARIO 2.1.8. Dada la relación exacta =*• en JE?, el retículo i (E ,=») 
es completo. 
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Así pues, y* = U {V ; V e L{E,=^)} = E es el mayor estado lógico para 
{E, =^) y si y» = n {V ; Ve L{E, =^)} no es el conjunto vacío, es el menor. 

NOTA.- Si ^ G T{E,R), en general no es / Í ' = 1 - |i € T{E,R). Por ejemplo, 
es bien conocido ([71] ), que p € 1LI(E'^,P''), siendo E"^ = {x £ E ; p(x) > 0} 
para na Algebra de Boole probabilizada (E,p) y p* la probabilidad condicional. 
Sin embargo, si fuese ^ = 1 — p € n(£J'*",p*) obtendríamos (1 —¡^a))-p''(b/a) = 
(1 — p ( o ) ) ^ ^ ^ 1 — PÍÍ»)» para cualquier a,b en f?"*". En particular, si 6 = 1, 
1 — p(a) < 0; 1 = p{a) para todo a € JE', lo que es absiu-do. 

En el caso clásico esta observación se traslada al hecho de que si F es vm estado 
lógico, de "a 0 V y a =^ 6", en general no es posible concluir nada sobre si 
b^VosibeV. 
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2.2. CONSECUENCIAS FUZZY 

A menudo, nos encontramos con el esquema: " Si x es P, entonces y es Q" y 
"x es P* ", ¿qué podremos decir entonces de "y es Q* "?, donde P, P*, Q y Q* 
son predicados vagos sobre un universo E. La llamada Transformada de Zadeh 
da una posible solución a este problema; tanto para su generalización al caso de 
dos imiversos Ei y £̂ 2? como para comprobar que realmente se puede hablar 
de consecuencias, conviene recordar la definición de Operador de Consecuencias 
Fuzzy. 

El intento de obtener ima formalización de las consecuencias fuzzy, ha seguido 
esencialmente dos caminos . Por una parte , están las relaciones de a-
consecuencias, definidas en conjuntos clásicos, pero con valores entre O y 1, 
y por otra, los operadores de consecuencias fuzzy, en subconjimtos borrosos, y 
estrechamente ligados a las relaciones de consecuencia fuzzy. 

DEFINICIÓN 2.2.1. Dado tm conjunto clásico E, tma relación fuzzy 
-<: 1P{E) X £• —> [0,1] es una relación de a-consecuencias en el sentido de 
Chakraborty ([19]) si verifica las siguientes propiedades: 

Chl) a-Refiexividad: Si 6 € A, entonces -< (A, 6) > a, 
Ch2) Monotonía graduada: Si A' C A, entonces •< (A', 6) < -< (A, h), 
Ch3) CUT graduado: -< (A, 6) > ^ (A U S , 6) A inf^gB •< (A, x), 

para todo A, A', B Q E,y todo b e E. 

Dicha relación se dice además que es compacta si verifica: 
Ch4) Compacidad graduada: 

•<{A,b)< sup X(A',6) 
A'CA, A'finito 

El valor -< (A, 6) podría entenderse como el grado en que b es una consecuencia 
del conjunto clásico A. 

Que esta noción es una generalización de las relaciones de consecuencia (vid. 
apéndice), nos viene dado por el siguiente 
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TEOREMA 2.2.2. Si -< es una relación de a-consecuencias, i) la relación 
exacta \- C P(E) x E, definida por 

u4 h 6 si y sólo si -< {A, b)>a 

es una relación de consecuencias clásica, y ii) el operador C : IP{E) -+ ]P{E): 

C{A) = { I € fJ; •< iA,x) > a } , 

es un operador de consecuencias clásico. 

Demostración. 
i ) S i Í € ^ -<{A,b)>ay Ahb. 
Si AC B y .A H a, al ser -< {B, a)> -< (A, a) > a, se obtiene B h a. 
Por último, si >11- 6, para todo i € / , y /lU{6,}ig/ I- 6, se tiene que -< (̂ 4, ¿>,) > a 
y -<{AU{bi}i^i,b)>a. 
Por tanto, -< (A, b) >-( {A U {¿».},e/, b) A infi,. X (A, 6.) > « y A\- b. 

ii) La inclusión y la monotom'a de C son directas a partir de la a-reflexividad 
y de la monotom'a graduada. 
Por otra parte, si i> € C{C{A)), tendremos 
-< (A, b) >•< (A U C(A),b) A inf^ecM) •< {A,x) >^ (C(A),b) A a > a. Luego, 
6 € C(A). a 

DEFINICIÓN 2.2.3. Una relación clásica RenE es e-reflexiva si para todo 
a 6 -E es Ria/a) > e. 

Dada una relación fuzzy R en E, podemos asociarle ima familia de operadores 
C* definidos por; 

C'{A) = {beE; R{b/a) > e para algún aeA} 

En ([16]) se demuestra el sigmente: 

TEOREMA 2.2A. Dada una relación R, los operadores asociados C% y ima 
t-norma continua T, 

i) R es €-reflexiva si y sólo si 4̂ C C"(A), para todo A CE. 
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ii) R es T-transitiva si y sólo si C'{C^{A)) C C^(''^\A), para todo A C E y 
todo €, ¿ > 0. 

iii) Si ^ es T-transitiva, C* es un operador de consecuencias clásico si y sólo si 
R es l-reflexiva. 

iv) Para cada c 6 [0,1), si Jí es T-transitiva y c-reflexiva, entonces C" es un 
operador de consecuencias clásico si y sólo si T(x,x) = x para todo x G [0,1]. 

A partir de una relación fuzzy R en E, podemos construir la relación 
X: PÍE) xE-^[0,l] . 

-<{A,b) = supR{b/a) 

Las propiedades de esta relación nos vienen dadas por el 

TEOREMA 2.2.5. 
i) ^ es e-reflexiva si y sólo si X es c-reflexiva. 
ii) R es Min-transitiva si y sólo si -< verifica la propiedad de CUT. 
iii) R es a-reflexiva y Mtn-transitiva si y sólo si -< es una relación de a-
consecuencias. 

Demostración. 
i) Iimiediata. 

ii) Si R es Min-transitiva, R(c/b) A R{b/a) < R{c/a) para todo b £ B, todo 
a € Ay todo c £ E. 
Tomando el supremo en A, R{c/b)/\ -< {A, b) <-< (A,c) y 

R{c/b) A i n | X (A, x) < R{c/b)A -< (A, b) <-< (A, c) 

para todo b £ B. Por tanto, 

-< (A, c) > sup R{c/x) A inf - { ( ^ , z) 

y por otra parte, 

-< {A,c) = supil(c/a) > supi2(c/a) A inf -< (A,x) 
aeA o€i4 *€S 

y de las dos últimas desigualdades se llega a : 

-<{A,c)>^{AuB,c)Aiiii^{A,x), 
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con lo que se verifica la propiedad de CUT. 

Recíprocamente, si -< verifica la propiedad de CUT, entonces para todo a, 6, c, 

^ {{a},c) >X {{a} U {6},c) A inf < ({a},x) 
x€{o} 

por lo que X ({a},c) >X ({6},c)A -( ({a},6), llegando a R{c/a) > R{c/b) A 
i2(6/a). 
Por tanto, R es Mm-transitiva. 

iii) Inmediata a partir de las dos anteriores, ü 

EJEMPLOS 2.2.6. 
1.- Sea {E,p) vm álgebra de Boole probabilizada. La relación Ip{b/a) = p(a'+b) 
utilizada en la Lógica Probabilística de Nilsson, es un £-preorden, pero no es un 
Prod-preorden ni un M¿n-preorden ([71 ]). Por lo tanto, C^ es el único operador 
de consecuencias de la familia C% y -< no es una relación de a-consecuencias 
para ningún a de [0,1]. 

2.- En las condiciones anteriores, la probabilidad condicionada p*(b/a) = ^ ^ ^ 
definida en fJ"*" = {x € JEJ; p{x) > 0} no es T-transitiva para ninguna t-norma 
continua T ([71]). Por tanto, -< no es una relación de a-consecuencias para 
ningún a € [0,1]. Además, atmque del teorema 2.2.4. no se puede deducir 
nada sobre los C", se puede comprobar que C^ es un operador de consecuencias 
clásico. 

3 . - Si T es una t-norma continua y fx : E -^ [0,1], la relación 

Ij{b/a) = sup{z € [0,1] ; T{fi{a),z) < ^l(b)} 

es un T-preorden. 
Por tanto, C^ es im operador de consecuencias para todo T; si e 6 [0,1), C 
es un operador de consecuencias si y sólo si T = Min; y por último, -< es una 
relación de a-consecuencias si y sólo si T = Min. 

Una alternativa noción de consecuencias fuzzy fue introducida por Pavelka 
([48]); ahora no se dispone de un conjunto clásico de premisas del que se ob
tienen consecuencias clásicas en un cierto grado, sino que se pretende obtener 
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consecuencias aproximadas a partir de premisas aproximadas. 

DEFINICIÓN 2.2.7. Dado un conjionto E y la clase T(E) de subconjvmtos 
fuzzy de E, una operación C : ^{E) —> ^(E) es un operaxior de consecuencias 
sobre T{E) si: 

CFl) Inclusión fuzzy: A C C{A) , 
CF2) Monotonía fuzzy: SiACB, entonces C(A) C C(B), 
CF3) Idempotencia fuzzy: C{C(A)) = C(A), 

para todo A,B £ J^{E). 

Además, se dirá que es compacto si verifica la propiedad: 

CF4) Compacidad fuzzy: 

C{A){x) < sup C{A I G){x) 
GCE,G finito 

donde 

Es fácil probar el 

TEOREMA 2.2.8. Si C es im operador de consecuencias fuzzy sobre E, la 
restricción C de C & P{E): 

C{A) = {xeE; CiA)ix) = 1} 

para cualquier A C E, es un operador de consecuencias clásico. 

Al igual que en el caso clásico, tenemos paralelamente las relaciones de conse
cuencias fuzzy. 

DEFINICIÓN 2.2.9. Una relación oc: ̂ (E) x E -^ [0,1] es una relación de 
consecuencias fuzzy si para todo A € ^(E), B C E,y todo x £ E se verifica: 
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RFl) Reflexividad fuzzy: a iA,x) > A(x), 
RF2) Monotonía fuzzy: Si A' C A, entonces oc {A\x) <oc {A,x), 
RF3) CUT fuzzy: oc (A,x) > a (AU{A(x B],x), donde 

Si además, 
RF4) Compacidad fuzzy: 

(x{A,x)< sup oí((A\ G),x) 
GCE,Gfinito 

se dice que es una relación de consecuencias compacta. 

El valor de oc (A, x) se puede interpretar como el grado en que x es una conse
cuencia del conjunto fuzzy de premisas A. 

Los siguientes teoremas proporcionan la relación existente entre los operadores 
de consecuencia y las relaciones de consecuencia fuzzy. 

TEOREMA 2.2.10. Si C es un operador de consecuencias fuzzy, la relación: 

<x{A,x)=C{A){x) 

es ima relación de consecuencias fuzzy. Además, si C es compacto, también lo 

es la relación oc. 

TEOREMA 2.2.11. Si oc es una relación de consecuencias fuzzy, el operador 
definido en !F{E) por 

C{A){x)=(x{A,x) 

es un operador de consecuencias fuzzy. Si oc es compacta, también lo es C. 

A partir de una relación fuzzy R sobre E, y fijando una t-norma continua T, 
construyamos la relación a : T{E) x £̂  —» [0,1] de la forma: 

oc {A,b) = su^T{A{a),R{b/a)) 

¿es ésta una relación de consecuencias fuzzy? 

TEOREMA 2.2.12. Dada una relación R : ExE ^ [Q,l]ylB. correspondien
te a : J^(E) X E-*[0,1] se verifica: 
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i) R es 1-reflexiva si y sólo si oc es reflexiva. 
ii) R es T-traiisitiva si y sólo si oc verifica la propiedad de CUT. 

Demostración. 
i) Si R es 1-reflexiva, R(a/a) = 1 para todo a y 

oc (A,6) = supT(A(a),il(6/a)) > T(A(b),R(b/b)) = T(A(b),l) = A{b) 

Por otra parte, si a es reflexiva, 

R{a/a) = T(l,R{a/a)) = snpT({a}{blR(a/b)) =oc ({a},a) > {«}(«) = 1 

ii) Si J? es T-transitiva, para todo a de £• y todo fe de B, 

T{T{A{a),R{c/b)),R{b/a)) < T{A{a),R{c/a)) 

Tomando el supremo en E, T{R{c/b), oc (A, fe)) <oc (A, c), 
y tomando el supremo en B, 
oc (A U [A oc 5 ] , c) <oc (A,c), 
y oc verifica la propiedad de CUT. 

Recíprocamente, si a verifica dicha propiedad: 

oc i{a},c) >oc ({a} U [{a} oc {6}],c) 

y se dan las siguientes desigualdades: 

oc({a},c)>oc({a}U{fe/oc({a},fe)},c) 

oc i{a},c) > sup{T(l ,J2(c/a)) , r (a ({a},fe),i2(c/fe))} 

a ({a} ,c )>r (oc({a} ,6) , i2 (c /6) ) 

es decir, Ric/a) > T{R(b/a), R{c/b)). D 

COROLARIO 2.2.13. En las condiciones del teorema anterior, R es un T-
preorden si y sólo si oc es una relación de consecuencias fuzzy. 

Demostración. Inmediata. • 
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E J E M P L O S 2.2.14. 

1.- Si (E,p) es \in álgebra de Boole probabilizada, al ser Ip{b/a) = p(a' + 6) un 
iC-preorden, se obtiene que 

oc iA,b) = snp C{A(a),p{a' + b)) 

es una relación de consecuencias fuzzy. 

2.- En las mismas condiciones del ejemplo anterior, sabemos que la relación 
p*(6/a) = ^ ^ definida en E"^ no es un T-preorden para ninguna t-nonna 
continua T; por tanto la relación 

«(^•"=SF'^W'^' 
no es una relación de consecuencias. 

3 . - I^(b/a) = 8up{z € [0,1]; T{fi{a),2) < fi(b)} es un T-preorden. Por tanto, 

a ( A , 6 ) = supr(A(a) , /J (6/a)) 

es una relación de consecuencias fuzzy. 
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2.3. TRANSFORMADA LÓGICA GENERALIZADA 

Siendo fi : E —» [0,1] y T una t-nonna continua, la desigualdad del 
Modus Ponens T{fi{a),R{b¡a)) < n{b) para todo a,b en E, es equivalente a 
supaeET{fi(a), R(b/a)) < fi(b) para todo b€ E. Además, 

TEOREMA 2.3.1. Si R es reflexiva, las dos últimas desigualdzides son equiva
lentes a la igualdad supaeET{pí{a), R{b/a)) = /x(6). 

Demostración.- Tomando a = 6, T(fi{b),R{b/b)) = T(^(6),l) = n(b) < 
sup,^ETiti(a),R(b/a)) < fiib). D 

COROLARIO 2.3.2. fi € T{E, R) si y sólo si supa^ETinia), R'{b¡a)) = /i(6), 
para todo b £ E. 

Demostración.- Teniendo en cuenta que T{E, R) = T{E, R*\ fj. € T{E, R) si y 
sólo si fi € T{E, R'), y por ser R' reflexiva, si y sólo si supaeET(fi{a), R'{b/a)) = 
/i(6). D 

DEFINICIÓN 2.3.3. Dada la estructura relacional {E, R) y una t-norma T, 
la T-transformada lógica sobre {E, R) es la función C^ : [0,1]^ —> [0,1]^, 
dada por: 

4 M ( x ) = supr(/i(a),i2-(x/a)) 

peira cada x ^ E. 

Cuando no sea posible ningima confusión, escribiremos £, en vez de C^. 

Algimas propiedaxies sencillas de la transformada lógica, nos vienen dadas en el 
siguiente Teorema, cuya demostración es un ejercicio elemental. 

TEOREMA 2.3.4. 
i) ^ < /:[//], para todo fi 6 [0,1]^. 
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ii) Si fií < H2, entonces C[fii] < C[fi2{, píira cueilesquiera /ii,^2 G [Oj 1]^-
iü) n € T{E,R) si y sólo si C[n] = y,. 

TEOREMA 2.3.5. Sii2 es un T-preorden y T es continua, es C\C\ti]] = £ [ / Í ] , 

para todo fi 6 [0,1]^. 

Demostración.- Como R = R', C[C[fi]]{x) = 3up6g£T(r[^](6), R'ix/b)) -
= 5Up66f;r(5UPe€Er(/ i (c) , i2 ' (6/c)) , i2*(x/6)) = 

= ^«p*.c€£r(T(/i(c), Jl-(i»/c)),i2'(x/6)) = 
= sup,^^ETin{c),T{R'{b¡c),R*(x/b))) < sup,^Enn{c),R''{x/c)) = r(//](x). 

Fineilmente, por i) en el Teorema anterior, C\}i] < £[£[/x]], y así, £? — £,. ü 

Por tanto, cuando T es ima t-norma continua y i2 es im T-preorden, la T-
Transformada Lógica es un operador de consecuencias fuzzy; es decir, dado una 
conjtmto fuzzy de premisas /i, podemos considerar £[/i] como im conjimto fuzzy 
de consecuencias. Además, si \i es un T- estado lógico puede ser considerado 
como ima "teoría", en el sentido de que al ser £[/i] = / Í , todo lo que se puede 
deducir de las premisas /x, es el mismo conjimto \k. 

Hasta aqm' hemos trabajado con »m único universo E\ pero, si por ejemplo te
nemos la regla "Si x es P entonces y es Q", donde P y Q son predicados vagos 
sobre los universos Ei y E2 respectivamente, el Teorema 2.3.1. no puede ser 
aplicado. L. A. Zadeh ([91]) intenta resolver este problema por medio de la 
"extensión cilindrica", pero esta solución no es totalmente satisfactoria si se 
quieren obtener "consecuencias". 

Ahora tenemos la relación R: EiX fJj —> [0,1] y para definir las propiedades 
reflexiva y transitiva , es necesario que Ej y E2 tengan el mismo cardinal 
([74]). 

DEFINICIÓN 2.3.6. Dados Ei,E2, con # £ 1 = # £ 3 , (p : Ei-^ E2 función 
biyectiva, /i, € [0,1]^' , ¿ = 1,2 , R : Ei x E2 —»̂  [0,1], y T vma t-norma 
continua, se dice que: 

i) R es (^-reflexiva si R{<f{a)/a) = 1, pjira todo a € Ei. 

ii) R es (^-transitiva si T{R{<fi{b)/a),R{ip{c)/b)) < R{(p{c)/a), para cua-
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lesquiera a,b,c de Ei. 

En el caso finito, si Ei — {oi,...,a„}, E2 — {61,...6n}, y VÍ^») = h, -R será 
(^-reflexiva, o simplemente reflexiva si R(bi/ai) — 1 para todo i € {l,...,rz}, y 
será (^-transitiva o transitiva, si para cualesquiera i,j, k de {1,. . . , n) se verifica 
T{R{bj/ai),R{hM) < R{bk/ai). 

Escribiendo R{bj/ai) = a^, la última desigualdad será T(aij,ajk) < ocik-

DEFINICIÓN 2.3.7. El par {nuH2) es im T-estado Lógico para (Ei x E2,R) 
si se verifica: 

T(/i,(a),ü(6/a))</x2(6), 

para cada par (a,6) € Ei x Ej. También se dice que R es un (/ii,/Lt2)-r-
condicional para Ei x E2. 

EJEMPLOS 2.3.8. 

1.- La relación de Kleen-Dienes 

< 1 ( V « ) = Max{l - /xi(a),/i2(6)) 

tiene al par (/zi, ^2) como £-estado lógico: 

C(fii(a),Max{l-^ii(a),fi2(b))) = Max(0,/ii(a)+fi2Íb)-l) = C{fii{a),H2{b)) < 

2.- La relación de Reichenba^ 

^;.,M,(Va) = 1 - f^iia) + filia) • ^̂ 2(6) 

y la relación de Willmot 

< .M.(Vo) = Maxil - f^^ia),M^ni^i^(a),f,2{b))) 

también tienen al par (fii,fi2) como £-estado lógico. 

3 . - La relación 

^ í .«(Va) = 5«P {̂  € [0,1] ; Tifir(a),z) < fi2m 
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4.- La relación de Mamdani 

tiene a (^i,/i2) como T-estado, para cuíilquier t-nonna T. 

Como anteriormente, la desigualdad T{ni(a),R(b/a)) < fi2{b) para cada 
{a,b) & El X E2 es equivalente a 

supr(/xa(a),il(6/a))</i2(6) 

para cada 6 en £'2. 

Ahora, si R es (^-reflexiva, no se sigue la igualdad, sino solamente, si 6 = <p{c): 

T{tii{c),R{b/c)) = /ii(c) < sup T{ni{a),R{b/a)) < /X2(6) = fi2{<p{c)) 

es decir, se obtiene ima cota inferior de (¿2, pero no su valor exacto. 

Sin embargo, exigiendo que sea fii{a) = (¿2(^(0)) para todo a de Ei, es decir, 
que H\ = H2° ^1 sí que se llega a : 

sn^T{ni{a),R{hla)) = H2{b), 

para cada 6 en ^2? siempre que R sea v?-reflexiva. 

En cuzJquier caso, podríamos redefinir el concepto de T-estado lógico de la 
forma: El par {HUÍ^T) € [0,1]^> x [0,1]^* es un T-estado* para {E^, x E2,R) 
siempre que para todo b £ E2 

svLpTiM<^),R{b/a)) = fi2Íb)-

Está cleiro que todo T-estado* es también un T-estado en el sentido primitivo. 
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EJEMPLOS 2.3.9. 

1.- Si i? = i2j^^j, el par (/ii,;u2) es un £-estado* si y sólo si 5iípoe£;iA*i(a) = 1-

En efecto, áupa€£;,A^i(«)>-^«^(l - Aíi(a),/i2(fe))) = •suPoeí̂ i A/íi(«)»A*2(fe)) = 
C{supa^Ei filio), M^)) = t^2Íh), 

si y sólo si 

Max(0,supa^Eifilio) + ti2Íb) — 1) = ^2(¿) para cada b € E2, o supa^Eiio) = 1, 
siempre que /i2 sea no nulo . 

En particular, si [fií] = {a € £?i ; ^i(a) = 1} ^ 0, entonces (^i,/i2) es un 
£-estado* lógico. 

2.- Si i2 = -RJIL^J' ®̂  P ^ (/̂ i>M2) es un £-estado* si y sólo si supogEiA*i(a) = 1-

supa^EiCifiíia), 1 - /ii(a) + filia) • /X2(6)) = Sttpag£;,(/ii(a) • H2Íb)) = 

(S«pag£,/li(a)) • IÍ2Íb) = /i2(6), 
si y sólo si 
supa^Ei filio) = 1> siempre que /i2 sea \m conjvmto fuzzy no nulo. 

Por tanto, si [fií] ̂  0, entonces (/ii,//2) es tin £-estado*. 

3 . - Si i2 = i?]^,^j, y s«paeEi^i(a) = 1, el par ifiufi2) es im £-estado*. 

En efecto, sup„gj5;j£(/íi(a),jRj¡'^^(6/a)) = supa6£;,Max(0,/ii(a) + M a z ( l -
;ii(a),M¿n(/ii(a),/i2(&))) - 1) = supa6E,Z:(/ii(a),Mm(/ii(a),^2(6))) = 
£(l ,M¿n(l ,^2(6))) = /X2(6). 

De nuevo, este resultado se da si [/ij] / 0. 

4.- Si iZ = -Rjri,M2 y -suPae^i^iía) = 1> entonces ( / Í I , / Í2 ) es un T-estEwio*, para 
cualquier t-norma T. 

supaeE^Tifiiia),Min(fAiia),fi2Íb))) = T(l,M¿n(l,/i2(í>))) = fi2Íb). 
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Cuando [/ii] ^ 0, se sigue el mismo resultado. 

5.- Si J2 = ij,,^j y 5upog£,/ii(a) = 1, es también fácil comprobar que (^i,/i2) 
es un T-estado*. 

Consideremos ahora en el caso de dos universos la Transformada Lógica 
Cjt : [0,1]^' —> [0,1]^», definida por: 

Cllf^iK^) = sup r(/xa(a),ñ(x/a)), 
aeEi 

para cada x de íJj- Obviamente, el par (/iii,£fl[/ii]) es un T-estado* lógico para 
iEiXE2,R). 

TEOREMA 2.3.10. 
i) Para todo /xi,/ij € JSJ ,/ii < A*! implica £[/ii] < £[MI]-

ii) Si R es (^-reflexiva, con (p : Ei —* E2 biyectiva, para todo fií 6 [0,1]^* , 
es fií < C[ni] o (fi. 

Demostración.- i) Trivial. 
ii) Para todo a € Ei, Hi{á) = T(fii(a), 1) = T{fjii{a),R{(p{a)/a)) < 

suPx€Ei T(fii(x),R(<p(a)/x)) = C[/ii]((p(a)). 
Así, ni < C[fii] oíp. O 

Sea R'^ la relación dual de R: R'^(b/a) = R(a/b). 

D E F I N I C I Ó N 2.3.11. R es (^-simétrica si R(<p{b)/a) = R{(fi{a)/b), para 
cualesquiera a,b de Ei. 

TEOREMA 2.3.12. Si R es ¡^-simétrica y ^-transitiva, con (p : Ex -* E^ 
biyectiva, y T es continua, entonces £^[ ;ÍI] = C[ni] o ̂ , siendo C^ = C^d o £. 

Demostración.- £2[/ii](a) = r5^(r[^i](a)) = sup^g^;, r(£[^i](6), JZ-^ía/ft)) = 
= supfceB, r(sup,g£;, TiMc),Rib/c)),Rib/a)) = 
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= suptg^^ snp,^E, T(T(fXr(clR{b/c)),R{b/a)) = 
= snp,^E, ^^PceE, T{ti^{c),T{R{hlc\R{hla))) 

y por la (^-simetría y la 9?-transitividad, 

= ^^'?b€E2,h=^(z) suPc6£;i T(fii{c),T(R(ip(z)/c),R{(pia)/2)) 
= supceExT{fii(c),sup^eEyT{R{<f{z)/c), R((^{a)/z)) 
= supc^EiTifii{c),R{<f{a)/c)) = £[/xi]((/>(a)) = {C[ni] o v?)(a). ü 

Resumiento todos estos resultados, tenemos que, dados: 

• El , E2, con # Í ; I = #JE;2, 

• vina t-norma continua T, 
• R: El x £ ; 2 - - ^ [ 0 , l ] , y 
• ip : E\ —* E2 biyectiva, 

verificando 

• JJ es (^-reflexiva, 
• i2 es 9-simétrica, y 
• R es y?-transitiva, 

se obtiene que para todo /xi, /xj € [0,1]^* 

• Si ^1 < Hi, entonces £[/xi] < JC[/^I], 

• Hi < C[f¿i] o V?, 

• c^/^i] = cl4C[/^i]] = c[ni] o if. 

En estos casos, por la similitud con las propiedades mencionadas en la sección 
2.2., £[/i] podría ser considerado como un conjunto fuzzy de consecuencias de 

y-

Observemos que en el caso de que R no sea (^-simétrica, la demostración del 
Teorema 2.3.12. se interrumpe en el paso: 

£2[^,](a) = sup,,,^E,T{ni{c\T{R{^{z)lc),R{ip{z)la)) 

Al tomar z = a, es T(R{<pia)/c),R(cp(a)/a)) = T(R(if(a)/c), 1) = R{if{a)/c) , 

y : 
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R{^{a)lc) < snp T(R(^{z)/c),R{<f{z)/a)), 

Por tanto, 

sup TiM<^), R{<f{a)lc)) < sup T(/xi(c), sup T(i?((^(z)/c), R{if{z)la))), 
ceÉi ceiSi z6Éi 

llegando sólo a la desigualdad 

para cualquier //i 6 [0,1]^*. Por ello, en este caso no podemos considerar a 
£[//i] como xxD. conjunto de consecuencias lógicas de //i. 

Supongamos ahora que, dada una regla " Si x es P , entonces y es Q ", es posible 
modelizarla mediante vma relación inexacta 

R(b/a) = F{íxp(al ^Q(¿>)), (a, b) e Ei x E2, 

verificando las condiciones de los teoremas 2.3.10. ii) y 2.3.12. 

Si (fj,p,fiQ) es un T-estado para {Ei x E2,R) entonces, es claro que para todo 
beEi 

ClMib) = sup T{tip{a),F{fxp{a),fiQ{b)) < / ÍQ(6) , 

En el caso de que además (^p, /ÍQ) sea un T-estado* para (Ei x £'2, R), (lo que 
ocurre por ejemplo si ^1 = ^2 o v)? entonces 

^RM(f>) = sup T(np(a),F(fip{a),HQ(b)) = nqib), 

para todo b E. E2, y podemos decir que /ÍQ es el conjunto de consecuencias de 
fip. 

Sin embargo, la información que se posee comúnmente en lógica borrosa, no es 
el hecho "x es P ", sino una modificación de la forma "x es P* ". En el caso 
particular en que 

f^P-{x) < fipix), 

para todo a; 6 £^1, se obtiene 

£[fiP']ib) < C[fXp](b) < figib), b € £2. 
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Es decir, el conjunto fuzzy £[//p»] E [0,1]^ es una cota inferior de las conse
cuencias fuzzy de //p», dada la regla R. En esta situación, si es posible identificar 
un predicado vago Q' sobre E2 tal que 

£[/ip.](6) < /x<3.(6) < ^Q{b), b G E2, 

entonces es posible concluir la regla composicional de inferencia de Zadeh: 
Si "x es P " entonces "y es Q" 
"x es P " ' 

"y es Q"' 

Se observa que esta regla es aproximada, y que cuanto más cercano sea fip» a 
^P, y tm fiQ» identificado a £[^p.], mejor será la conclusión. 

Sin embargo, como no siempre es //p. < //p, en cada caso habrá que analizar 
cuándo realmente la regla es modelizada. 

EJEMPLOS 2.3.13. 

1.- En el caso de la regla de Mamdani, se obtiene: 

£^m"(í») = supaeEiMin{fip»{a), Min{np{a), fiQ{b))) = 
supaeEiMin(fíp*{a), np(a), iXQ(b)) = sup^^E,Min{np.rxp{a), nqib)) = 
Min{supa^Ei[típ'np{a)],tiQ{b)) < ngib). 

Entonces, si 5upo6£;iA*P'np(a) = 1 (para lo que es suficiente que [P* H P] ^ 0), 
se obtiene /ÍQ como conclusión. De otra forma, siendo a = supa^Ei fJ-P'np{o) G 
[0,1], la conclusión a la que se llega es M¿n(a, /UQ(6)) = fiQ*{b). 

2.- En el caso de Klenne-Dienes: 

£^A-D(Í») = sup C{fip'{a),Max(l - ^p(a),/iQ(6))) = 
sup Max(0, Max{fjtp>{a) — fipia), fip'{a) + fiqib) — 1)) = 
Max(0, Max(sup [fip»(a) — fJip{a)], fiqib) — 1 + sup fip*(a))) = 
Max{^,HQ{b)) <HQ{b), 

s\ ¡3 — sup [/Líp«(a) — p-p{a)] y sup np»{a) = 1. Luego siempre se llegará a la 
conclusión fiq si sup fip'{a) = 1 y /5 < fiq{b) para cualquier b £ E2. 
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Debe notarse que en los ejemplos anteriores, la conclusión fiq* depende del 
grando de "conexión" entre //p y fj,p», expresado por los números a = 
supa^EilJ'PnP'(a), ^ = supa^Ei [^P*(a) - ^ip{.o•)]• 

5.- Uno de los mayores éxitos de la lógica borrosa ha consistido en la mo-
delización y control de sistemas físicos descritos lingüísticamente. Es el caso, 
por ejemplo, de un sistema mecánico accionado por un cierto gas, sometido a 
una presión que debemos mantener constante regulando la temperatura. La 
presión, en atmósferas, varía entre O y 100 {Ei = [0,100]), y la temperatura 
entre O y 1000 grados centígrados (£'2 = [0,1000]). Se proporciona la regla: "si 
la presión es Alta, la temperatura ha de ser Baja". 

Tomamos como respectivas funciones de pertenencia de los predicados borrosos 
Alto y Bajo, las siguientes: 
iiA- [0,100] ^ [ 0 , 1 ] , tiA{x) = ^ 
fiB- [0,1000] ^ [ 0 , 1 ] , ;xB(y) = i - i ^ 

y como biyección: cp : Ei —* E2, con <p{x) = 1000 — 10a:, para todo x E Ei. 

Eligiendo la implicación de Mamdani 
R(y/x) = RA,B(y/x) = Min(fiA(x), fiB(y)), es fácil comprobar que: 
- i2 es v?-simétrica, 
- i2 es 9?-traiisitiva, 
y, aunque no es (^-reflexiva, se puede redeíinir como 

r{<p{b)/a) = I ^ 

que cumplirá las tres propiedades 

SI a = o 

Si nos dan la información "la presión es Muy Alta" (predicado vago MA, con 
(J'MAÍX) = {f^A{x))'^)i aplicando la transformada generalizada, 

sup:,^E,Min{nMAÍx),Riy/x)) = sup^eE,Min{ {^y,Min(^,l - j ^ ) ) = 
sup^^E,Min{(^y,l - j ^ ) = 1 - isfe = Msiy), si snp^^Ex f^MA{x) = •̂ 
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Es decir, en este caso se conclmrá que la temperatura ha de ser, al menos, Baja. 

Conviene subrayar que pzira poder obtener realmente "consecuencias", es nece
sario, como se hace en el ejemplo, buscar para cewla relación, ima biyección 99 
respecto a la cual dicha relación verifique las propiedeides de simetría y transi-
tividad. 
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2.4. EL CONDICIONAL MATERIAL 

Entre las relaciones clásicas F-condicionales, la más empleada es el Condicional 
Material; su expresión 

-^v= VxV\J{E-V)xE 

es eqtdvalente a 

--̂ W")={U':;1' eVx(E-v) 
caso 

o también 

f^yib/a) = Max{l - <fiv{a), y?v(í»)), V (a, b) e E x E. 

Es claxo que para cada V C E, —»v es im Preorden (verifica las propiedades 
reflexiva y tríuasitiva) en E. 

En esta sección, nuestro estudio se dirige a buscsu* tma generalización para el 
caso Fuzzy del Condicional Material. Ya vimos que el Condicional Material 
—*v el es mayor V-condicional; este hecho sugiere la idea de buscar , para cada 
subconjimto fuzzy fi y para cada t-norma T, el mayor /x — T-condicional, que 
será el Preorden 

/J(6/a) = Sup{z 6 [0,1]; r(/x(a), z) < /x(6)} 

Como es bien conocido, en el caso de que T sea la t-norma continua de 
Lukasiewicz, Producto o Mínimo, se obtendrán los residuos 

/ f(6/a) = M m ( l , l - / x ( a ) + /i(6)) 

W'^)={1; si n(a) = O 
M m ( l , ^ ) , s i / i ( a ) > 0 

'" ^"/"^ - \ fiib), si /z(a) > A*(6) 
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llamadas, respectivamente, la Implicación de Lukasiewicz, de Menger-Goguen 
y de Gódel-Brouwer. 

El siguiente Teorema nos asegiu:a la bondad de la generalización, comprobando 
que al sustituir fi por la fimción característica de un subconjunto V en los 
preórdenes obtenidos, se obtiene la función característica del Material Condi
cional —•v 

TEOREMA 2.4.1. Para cualquier V C E, y cualquier t-norma continua T, 

Demostración.- Como I^^{b/a) = Sup{z 6 [0,1] ; T(<pv(a),z) < (fiv(b)}, 

i) I^y{b/a) = 1 si y sólo si ipv{o) < ¡pvib), si y sólo si, o bien a ^ V o bien 
a^Vyb€V 
ii) I^yib/a) = O si y sólo si tpvia) > v?v(6), si y sólo si a € V y 6 $f V. 

Por tanto, I^^ib/a) = Max{l - (pv(a),(pvib)) = (p^Ma). D. 

Hemos visto que si /Í es la función característica de un subconjtmto clásico V, 
entonces / J = y—y; ¿Es cierto el recíproco? 

TEOREMA 2.4.2. Si T es vma t-norma continua, y i j = (p-*y, entonces 

'^^ ^ \ Q > O, si X €V 

Demostración. Tenemos que 
I^{b/a) = Sup{z e [0,1] ; T{z,fx{a)) < fi(b)} = Max( l - vjv(a),(^v(6)). Por 
tanto, 

i) Si a € F , 6 e F , será lj(b/a) = 1 y T(l,n{a)) = fi(a) < fi(b). De la núsma 
forma, I^ia/b) = 1 y T{l,n{b)) = n{b) < n{a). En consecuencia, /x(a) = n{b), 
y fi{x) = a para todo x £V. 

-ú)Sia^V yb^V, Ij{b/a) = 1 y /J(a/6) = 1, con lo que n{a) = ^(6) y 
fi{x) = ¡3 para todo x ^V. 

84 



üi) Si a ^ V, 6 € V, I^{b/a.) = 1 y pi{a) < n{b), con lo que j9 < a; si fuese /9 = a, 
fi(x) = a para todo x € E,y sería J[J{b/a) = Sup{z G [0,1] ; T{z,a) < a} = 1 
para todo a, b, c en E, llegando a una contradicción con el caso en que a € V y 
6 ^ V en el que (p^y(b/a) = Max(0,0) = 0. 
Por tanto, O < /9 < a. 

iv) Como T < Afín, {z 6 [0,1] ; Min{z,n{a)) < /i(6)} Q {z e 
[0,1] ; Tiz,^{a)) < fi{b)}, y Sup{z € [0,1] ; Min{z,fi{a)) < /i(6)} < Sup{z € 
[0,1]; T{z, fi{a}) < /i(6)} para todo a, b en E. 

SiaeV,b^V, Sup{z € [0,1] ; Min{z,a) < /9} < Sup{z G [0,1] ; T{z,a) < 
13}. Por tanto, /? < Sup{z € [0,1] ; T{z,a) < ^} = I^(b/a) = <^^^{b/a) = O, y 
/S = 0. 

En consecuencia, todas las soluciones de la ecuación iT = yj— ,̂ son de la forma 

{ O, si X 

a > O, si X 

M x ) = ^ : ' _ : : : ^ j ; 

Sin embargo, no todas las fimciones /i de esta forma son siempre solución para 
cualquier t-norma T. Es im ejercicio sencillo comprobíu: que para cualquier 
valor positivo que demos a a, si a, 6 € F, a, 6 ^ F, o a ^ V y 6 € F , se 
verifica I^(b/a) = (p^y{b/a), pero no ocurre lo mismo si a € V y b ^V, por 
lo tanto, éste será el único caso que tendremos que examinar en el siguiente 
corolario. 

COROLARIO 2.4.3. 
1) Si T es una t-norma continua positiva, la función 

, . f O, si X ¿ V 
"'•^' = 1 0 , S Í . 6 V 

es una solución de la ecuación i j = (f^^, para cualquier a € (0,1], y por tanto, 
dicha ecuación tiene soluciones distintas de ipv-

2) Si T es una t-norma continua con generador t tal que <(0) < oo, la única 
solución de / J = (p^^ es fi = (fv 
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Demostración.-
1) Como a > O, T{z, a ) = O si y sólo si 2 = 0. Por tanto, si a € V, 6 ^ F , será 
Ijib/a) = Sup{2 € [0,1] ; T{z,a) < 0} = Sup{z € [0,1] ; T{z,a) = 0} = O = 
íp-^y(b/a) para cualquier a > 0. 

2) Si a G y y b ^ V, será i j (6 /a) = ^M^ € [0,1] ; T{z,a) < 0} = O, y 
r(G,Q) = O . De T(0,a) = *<-^>(í(0) + <(<*)) = O, se obtiene t(0) + í (a) = í(0), 
y t(a) = 0. Entonces Q = 1. • . 

EJEMPLOS 2.4.4. 

1.- Si T = n es la t-nonna Producto, que es positiva y 

, . f O < a < 1, si X 
^(^) = 1 O, si X 

ev 

para a € V y 6 ^ V, l^{bja) = M m ( l , ^ ) = Mm(l ,0 ) = O = ^f^Ma), y J j 
coincide totalmente con v_»v,» lo que esta de acuerdo con el Corolario anterior. 

2.- Si T = Min, que es una t-norma positiva y 

para a^V yb^V, I^^^'ib/a) = n{b) = O, y por tanto 7^ ' " = ^^»,. 

. . f O < a < 1, si X 
(̂̂ ^ = {0, six 

3.- Si T es la t-norma de Lukasiewicz, cuyo generiuior es < = 1 — j , y 

. . í 0 < a < 1, 
^^^^ = i O, 

six e V 
six ^ V" 

para cada a G V y 6 ̂  V, será I^{b¡a) = Mtn( l , 1 - n{a) + /i(6)) = Min( l , 1 -
a ) = 1 — a > O, que no coincide con tp-^y{b/a) = Max(l — ipv{a),<pvib)) = 0. 
Así, de acuerdo con el Corolario anterior, /i no es solución de i j = <fi-^y. 

Dado vm subconjimto V C fj, donde se han definido los conectivos lógicos 
•(conjunción), + (disjunción), y ' (negación), tales que 

1) a • 6 si y sólo s i a € V ' y 6 € F 
2) a' € y si y sólo si a G £ - V 
3) a + 6 G F si y sólo si a G V o 6 G V 

entonces se demuestra fácilmente que 
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a —•v í> si y sólo si a -+ 6 € V, 

donde a -* b — a' b + a' - b' + a • b. 

Cuando en (E, •, + / ) se da la Ley Distributiva x-y + x-z = x-(y + z), y\a 
Ley del Tercero Exclwdo x • (y + y') = x, para cualesquiera x, y, z de E, será 

a -^ 6 = a' • (& + 6') + a • 6 = a' + a • 6 

Si además se verifica la Ley Distributiva x • y + z = (x + z)' (y + z), se obtendrá 

a-*b = {a' + a)- {a' + fe) = a' + 6 

Por tanto, en Algebras de Boole a —*v fe si y sólo si a' + fe G V, y en retículos 
más débiles podría ser a —>v fe si y sólo si a' + a • fe € F , como es el caso de los 
retículos de la Mecánica Cuántica. 

A la hora de buscar una generalización del Condicional Material, esto nos sugiere 
definir, dada una t-norma T ,una t-conorma 5 y /Í € [0,1]^ fijos, las siguientes 
relaciones borrosas: 

Rlib/a) = 5(5(r( l -Ma),M6)) , r( l -Ai(f l ) , l - / i ( fe))) , r ( /x(a) ,M6)) = 5 ( r ( l -
/z(a),Ai(6)),r(l - fiia), 1 - fi{b)),T{fiia),fiib))) 

R^{b/a) = 5(1 - /i(a),T(Ma),Ai(fe))) 

i2^'^(6/a) = 5( l -M«) ,Mfe) ) 

Se observa que R^ < R^ < R^°. 

EJEMPLOS 2.4.5. 

1.- Si r = Min, S = Min" = Max: 

•R^ibla) = Max{\ - tx{a),Min{ti{a\ti{b)), 
llamada implicación de Willmot. 

. < ^ ( f e / a ) = Max(l-^(a),/z(fe)), 
implicación de Kleen-Dienes. 
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2.- Si T = n , 5 = n* = Sum - Prod: 

•R^{b/a) = S{\ - ti{a), fi{a) • /x(6)) = 1 - fi(a) + ^(a) • fi(b) - (1 -
fiia)) • / / (a) . fiib) = 1 - ^(a) + (A/(a))2 . ;.(6), 

. < ^ ( 6 / a ) = S( l - /x(a), /i(6)) = 1 - //(a) + ^(6) - (1 - ^i(a)) • ^(6) = 
1 - fi(a) + ^(a) • ^(6), 

implicación de Reichenbach. 

3 . - Si T = £, 5 = £• = Mm( l , 5um): 

•R^{b/a) = Max{l-tx{a),ti{b)), 
implicación de Kleene-Dienes. 

•Rlf^^ib/a) = M m ( l , 1 - /i(«) + /i(6)), 
implicación de Lukasiewicz. 

4.- Si T = Mtn, S = n* = 5um - Prod: 

•R^ib/a) = l-/x(a)+M¿n(/x(a),Ai(6))-(l-A*(a))-Mtn(;x(a),/i(6)) = 
M¿n( l , l - Ma) + Ki>)) - (1 - M«))M¿n(/i(a),Ai(6)) = 1 - Ka) + 
/i(a)Mtn(^(a), ^(6)). 

•Rjf^ será igual que en el caso 2, ya que es independiente de la t-
nonna elegida. 

5.- Si T = Min, S = C' = Min{l,Sum): 

•R^{b/a) = Mm(l , l -^(a)+Min( / i (a) , f i (6) ) = M m ( l , M t n ( l , l -
fi{a) + (i{b))) = Min{l,l - ii{a) + /i(6)), 

implicación de Lukasiewicz de nuevo. 

•R^^ será igual que en el caso 3. 

6.- Si r = n , 5 = Min' = Max: 

•R^ib/a) = Max(l - íi(a),/x(a) • ^(6)). 

•R^^{b/a) igual que en el caso 1. 
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7.- Si T = n , S = £• = Min{l,Sum): 

•Riib/a) = £•((! - ,i(a)) • ^ i ) , (1 - /x(a)) • (1 - fi(b)), fi{a) • /i(6)) = 
£*(Mm(l , 1 - /x(a)), /i(a) • ;x(6)) = M m ( l , 1 - fi{a) + fi{a) • fi{b)) = 1 - fi{a) + 
fi{a)' /i(6). 

que es otra vez la implicación de Reichenbach. 

Por la misma definición, es fácil ver que para cualquier t-norma T y cualquier 
fi : E —* [0,1], la relación 7 j es un /i-T-condicional. ¿Qué ocurre en el caso 
de i2* , R^ y R^^ ?. En general, estas relaciones no son ^-T-condicionales 
cuando S = T*. 

Por ejemplo, si E = [O, í], fi = j y T = Min, con a=0.5, 6=0.3, tenemos: 
• Min{a, Max{Min{l — a, 6), Min{l — a, 1 — 6), Mtn(a, 6))) = 

Mm(0.5,Max(Mm(0.5,0.3),Mm(0.5,0.7),Mm(0.5,0.3))) = 0.5 > 6. 
• Min{a, Max{l - a, Min{a, b))) = Mtn(0.5, Max(0.5,Min(0.5,0.3))) = 

0.5 > b. 
• Min(a,Max{l - a,b)) = Mm(0.5,Max(0.5,0.3)) = 0.5 > 6. 

TEOREMA 2.4.6. S i T = £ y S = C = Min{l,Sum), tanto R^ como 
Rjf^ son /i -¿-condicionales. 

Demostración.-En este caso, C{n{a),R^{b/a)) < C{fi{a),R^^{b/a)) = 
Max(0,|x(a) + M m { l , l - n{a) + n{b)) - 1) = Max{Q,Min{fi{a),fi{b))) = 
Mm(/i(a),/í(6)) < fi{b). 

Por tanto, R^{b/a) = Max(l -^(a) , / i (6))y J?¡^^(6/a) = M¿n(l,l-Ai(a)-|-/i(6)) 
son /í-£-condicionídes. ü 

La falta de condicionalidad general para las relaciones i?^, R^ y R^^, motiva 
el estudio de su posible carácter de preórdenes fuzzy. Esto es debido a que si R 
es T-transitiva basta tomar, para cada a en E, fia = R{x/a) y obtenemos: 

T(/i,(fe), J2(c/6)) = T{R{b/a),R{c/b)) < R{c/a) = /i„(c) 

para cualquier b, c en E', por tanto, ü es tm /ia-r-condicional para cada a en 
E, y ;Ua es im T-estado lógico para {E, R). 
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LEMA 2.4.7. Si T es tina t-nonna tal que, para cada x, y, z en [0,1] se verifica 
T{x, l-z)< T{x, 1 - y) + r (y , 1 - z), entonces C<T. 

Demostración.-Con 2 = Oobtenemos a: < T(x, l—y)+y , o x—y<T{x,\—y). 
Entonces, 

Max(0, x-y) = Max(0, x + 1 - y - 1) = £(x, 1 - y) < r ( x , 1 - y), 

para todo x, y en [0,1]. Luego ü < T. • 

LEMA 2.4.8. Si T es una t-norma y una cópula (vid. apéndice), entonces 
r ( x , \ - z) < T{x, 1 — y) + r ( y , 1 — z), para cualesquiera x,y, z en [0,1]. 

Demostración.- Si y < z, como 1 — z < 1 — y, será T{x, 1 — z) < r ( x , 1 — y) < 
r ( x , 1 - y) -h r (y , 1 - z), para todo x en [0,1]. 

Sea z <y, tomando í = l - z y r = l - y , será r <ty ([58]) r ( x , í) — T(x, r) < 
t — r. Como£ < T, obtendremos í — r = Max(0,< —r) = Max(0,1—r-|-<—1) = 
C{\-r,t)<T{l-r,t). 

Así llegamos a r(x,<) - r ( x , r ) < < - r < r ( l - r , í) y r ( x , 1 - z) < 
T(x,l-y) + r(y,l-z). D 

TEOREMA 2.4.9. Si T es una t-norma y una cópula, R^^{b/a) = T'{1 -
fi{a),ft{b)) es £-transitiva. 

Demostración.- C{R^^{bla),R^^{c/h)) = Max(0, r*( l - ^(a),/i(6)) -I- T'{1 -
fiib),fi{c)) - 1) = Max(0, l - r ( / i (a ) , l - /x(6)) - r ( / i (6) , l - /x(c))) < (por el 
lema anterior ) Max{0,1 - r (^ (a ) , 1 - fi(c))) = Max(0, r*( l - ^(a),^(c))) = 
r - ( l - M a ) , M c ) ) = i 2 r ( c / a ) . D 

otro caso 

En consecuencia, la relación 

es im £-Preorden, y para cualquier a 

í \ r TtKDí I \ ) ^1 s i X = a 
,.„(x) = ' i ? r ( - / « ) = I r , ( i _ ^(«) ,^( , ) ) , en otro , caso 
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es un /Xo-£-Condicional, siempre que T sea \ina t-nonna y una cópula. 
Si existe a en £̂  tal que /i(a) = 1, Hai^) = n{x) y ^Rf^^ es un /i-£-Condicional. 

¿En qué grado las relaciones i2¿ , R^ , Rj^^ son realmente una generalización 
del Condicional Material? 

TEOREMA 2.4.10. Para cualquier t-norma T, cualqtiier t-conorma 5 , fi no 
nula y F 5̂  0, i2* = (p-*v si y sólo si /i = tpy. 

Demostración.- Si /z = (py: 

i)Siaev,bev, Ri(b/a) = 5(r(o,i),r(o,o),r(i,i)) = 5(o,o,i) = i. 
2) Si a ̂  F, 6 ^ F, RKb/a) = 5(T(1,0), T(l, 1), r(0,0)) = 5(0,1,0) = 1. 
Z)Sia^V,beV, Riibla) = 5 ( r ( l , l ) , 7 ( 1 , 0 ) , r ( 0 , l ) ) = 5(1,0,0) = 1. 
4) Si a 6 V,& ^ F, Rl{bla) = 5(T(0,0),T(0,1), 7(1,0)) = 5(0,0,0) = 0. 

Por tanto i2^ = v?—v 

Recíprocamente, si i?^ = y>—»,, será: 

5(T( l -Ma) ,Mb)) ,T( l - / i (a ) , l -K&)) , r (M(a) ,K6)) ) = Max(l-<^v(a),v.v(6)) 

Si a € V y 6 ̂  F , 
Ri{b/a) = 5 (7(1 - //(a), ,/(*)), 7(1 - /i(a), 1 - /i(6)), 7(Ma), M(6))) = O 
y será 7(1 - /z(a),M(6)) = 7(1 - AÍ(«),1 - M^)) = Tifi{a),fiib) = 0. 

Por otra parte, 

i?2(a/fc) = 5(7(1 -Mí») ,Ma)) , r ( l - / i ( 6 ) , l -Ma) ) , r (M6) ,M«) ) ) = Max( l -
Vv(6),V9v(a)) = 1-
5(7(1 - /x(fe),/i(a)),0,0) = 1, con lo que 7(1 - n{b),fi(a)) = 1. 
Y así, 1 — fi{b) = fi{a) = 1, siendo por tanto ii{b) = O y fi{a) = 1. Esto es, 
H = (pv. 

Por último, si fuese V = E, entonces R^{b/a) = (p^y{b/a) = 1 para todo a,b 
de E. Como ft es no nula, existirá al menos un i» de JE con / Í (6) > 0. 

Sea ahora xm a cualquiera de E. 
Rlia/b) = 5 (7(1 - ^(6), /i(a)), 7(1 - ;x(6), 1 - ^(a)), 7(/i(6), /z(a))) = 1. Por ser 
1 - fi(b) < 1, no puede ser 7(1 -/i(6),/i(a)) = 1, ni 7(1 - / i (6) , 1 - M ^ ) ) = 1, y 
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por tanto necesariamente r(^(6),^(a)) = 1, y fi(b) = ¡i{a) = 1. Así pues, para 
todo a de E, /i(a) = 1, y también en este caso, /* = v?v ^ 

TEOREMA 2.4.11. Para cualquier t-norma T, cualquier t-conorma 5 , ^ no 
nula y V" ^ 0, R^ = ip^y si y sólo s\ fi = <pv 

Demostración.- Si n = tpv es fácil ver, como en el Teorema anterior, que 

Si R^ = v-»^, será 5(1 - ^(a),T(íi(a),^(6)) = Maa;(l - <^v{a\<^v{h)), para 
todo a, 6 en E. 
Tomando a € F,6 ^ F , será 5(1 - n(a),T{fi{a), fi{b)) = O, y 1 - M^) = 
T{fi{a), fji(b)) = 0; es decir, n(a) = 1 y n{b) = 0. 
Al igual que el anterior Teorema, siV = E, también se da la igualdad. O 

TEOREMA 2.4.12. Para cualquier t-norma T, cualquier t-conorma 5,/x no 
nula y F ^ 0, R^^ = v?—v, si y sólo si ^ = ¡pv-

Demostración.- Es similar a la de los Teoremas anteriores, ü 

Enconclusión, tanto en los preórdenesij, como en las relaciones i2^, i ?^ , R^^, 
sustituyendo fi por (pv para algún subconjunto clásico V, se obtiene v>—y. 
Sin embargo, mientras que las ecuaciones Rf^ — ^p-^y, R^ = <P-,y, Rj^^ = 
V—V y ^ — V—V ^°'^ ^ t-norma arquimediana no estricta, admiten como 
única solución pi = (pv, es decir, generalizan perfectamente el Material Condi
cional Clásico, la ecuación J j = v*—vi siendo T xma t-norma continua positiva, 
aximite como solución cuaJquier subconjunto fuzzy de la forma 

f'^''^-\ a G ( 0 , l ] , s i x e V 

Obsérvese que en este caso, no solamente podemos obtener la ftmción carac
terística del Material Condicional —»v con ftmciones de pertenencia fi distintas 
de la función característica de V", sino que además /x puede tomar en V valores 
tan pequeños como deseemos. 
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CAPITULO 3 

MONOTONÍA 

1. MONOTONÍA DÉBIL. 
2. MONOTONÍA RESTRINGIDA. 
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Pocas de las generalizaciones que empleamos para plantear y resolver los proble
mas de cada día, son sin excepciones. Si fuesen expresables como condicionales 
del tipo Va; (Px —* Qx), serían casi siempre falsas. Como ya señaló Hans Re-
ichenbach hay dos tipos de relaciones de implicación, las "a => 6 siempre", 
como las de la lógica formal, y las "a =^ b con cierta frecuencia"; es decir, 
hay reglas imiversales y reglas con excepciones, llamadas también reglas por 
defecto. Estas últimas dan lugar a la pérdida de una propiedad tan natural de 
la lógica clásica que, hasta hace poco, casi no se hablaba de ella en los textos: 
la monotom'a. 

En cualquier lógica monótona, el aumento de premisas no provoca en ningún 
caso la invalidez de las conclusiones. Sin embargo, éste no es el caso del razona
miento común, en el que en pocas ocasiones se poseen todos los elementos de 
jiúcio necesarios para obtener conclusiones totalmente válidas; normalmente, se 
hacen inferencias con la información disponible, obteniendo resxiltados admisi
bles, hasta la obtención de nuevos datos, que pueden obligar a tma anulación 
de los mismos. Así, mientras que en la inferencia clásica el concepto básico es 
el de verdad, en la inferencia de sentido común es el de "admisibilidad hasta 
nueva orden". 

El absmdono de la monotom'a obUga a la consideración de propiedades más 
débiles que la generalizan, con la consiguiente aparición de diversos tipos de 
lógicas no-monótonas en función de las propiedades deseables en las diversas 
situaciones. 

El presente capítulo es un estudio de la monotom'a, obteniendo caracterizaciones 
que permitan, por un lado, acotarla, y por otro el estudio matemático de la No-
monotom'a, con la posibilidad de construir ejemplos de relaciones, y por tanto 
de lógicas, no-monótonas. 

En el capítulo anterior se estudian los condicionales, y como consecuencia, los 
establos lógicos de ima relación, funciones de pertenencia respecto a las cuales 
la relación es im condicional. £>ste estudio previo nos lleva a buscar una carac
terización de monotonía basada en los estados lógicos. 

Ya en ([75]) se da una caracterización de este tipo para aquellas relaciones que 
son T-preórdenes. Para el resto de las relaciones reflexivas se conseguía ima 
condición necesaria pero no suficiente. En este capitulo se llega a la misma 
caracterización siguiendo xm camino distinto. 

El primer paso es definir la Monotonía Débil y la n-Monotom'a Débil , que 
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alcanzan todo su significado en las relaciones no T-transitivas, ya que en los 
T-preórdenes son conceptos equivalentes al de Monotonía. Esto nos permitirá 
aplicar los Teoremas que se obtienen, a los casos en que se verifique la transi-
tividad. 

La propiedíid (HT) proporciona una cota superior del valor de pertenencia de la 
conjunción de dos elementos, para los estados lógicos. Se obtienen teoremas que 
relacionan las monotonías mencionadas con esta propied2id. Los ejemplos que 
se ofrecen, tanto clásicos como difusos, ilustran los resultarlos de los mismos. 

Es conocido el concepto de monotom'a restringida, fi-ecuentemente utilizado en 
Inteligencia Artifícisil. Se puede plantear si está de algún modo ligsuio con 
los conceptos y propiedades estudiados; en la segunda sección del capítvdo, los 
ejemplos que se presentan parecen apoyar la tesis de su independencia. 
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3.1. MONOTONÍA DÉBIL 

Como es bien conocido, una relación clásica =^ en un conjunto E, es decir, 
un subconjunto => del producto cartesiano E x E, se dice que es -monótona 
cuando para cualesquiera a,b,c en E 

Si a=> b , entonces a- c=^ b, 

siendo "•" una operación conmutativa en E representando una conjimción entre 
los elementos de E. 

Así por ejemplo, ya vimos en el capítulo 1, que dsida la estructura relacional 
([0,1], <) , < es Mtn-monótono, y en general, para toda operación •, con 
• < Min, también < es -monótono. 

Sin embargo, dada la operación a * que es mayor que el Min, se 
obtiene que < no es «-monótona. 

Si =^ C ExE es representado por su función característica ¡p^ : ExE —* [0,1], 
definida por: 

f^ib/a) = I ¿I sia =^ b 
en otro caso 

entonces =^ es monótona si y sólo si 

<pAhlá) < <p^(b/a • c), 

para cualesquiera a, b, c en E. 

Cuando R : E x E —* [0,1] es nn Relación Inexacta o Fuzzy sobre E, es decir, 
cuando R{b/a) € [0,1] indica el grado de la relación entre ay b, parece axlecuado 
dar la siguiente 

DEFINICIÓN 3.1.1. ü se dice que es • -monónota si y sólo si 

R{b/a) < R{b/a • c), 
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para cualesquiera a, 6, c en E. 

DEFINICIÓN 3.1.2. R es débilmente -monótona respecto a una t-norma 
continua T si para todo a, 6, c de £•, o bien se verifica R{b/a) < R{h/a • c), o 
bien 

R{hla) < sup T(il(6/o„),r(i2(a„/an-i) , . . . , r( i2(a2/ai) , i2(ai/a-c)) . . . )) 
a\...an€E 

LEMA 3.1.3. Si T y T' son t-normas continuas tales que T < T', y R es 
débilmente -monótona respecto a T, entonces también lo es respecto a T'. 

Demostración.- Inmediata. • 

Si denotamos por DT el conjunto de todas las relaciones que son débilmente 
-monótonas respecto a T, el resultado obtenido dice que si T < T', entonces 
DT C DT'. 

DEFINICIÓN 3.1.4. R es n--monótona respecto a una t-norma continua T 
si para todo c en E, o bien R(b/a) < R(b/a • c), o bien 

R{b/a) < sup T(Rib/ak),T(R{ak/ak-i),...,T(Ria2/ai),Riai/a • c))...)) 
oi ...ai,GE,k<n 

Observemos que en el caso en que R sea reflexiva, la última desiguzddad es 
equivalente a: 

R(b/a) < sup r(i2(Van), T{R{aJar,.^), ...T(Ria2/ai), R{ai/a • c))...)) 
oi ,..o„€£ 

LEMA 3.1.5. Si T y T' son t-normas continuas tales que T < T', y R es 
n—monótona respecto a T, también lo es respecto a T'. 

Demostración.- Inmediata, ü 

Si denotamos por ny el conjxmto de las relaciones que son n—monótonas res
pecto a r , tenemos que si T < T', para todo n 6 ^ es n j C nr». 
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En adelante, por ser T asociativa, para simplificar escribiremos 
r(i2(ai/a2),/2(a2/a3),...i?(a„_2/a„_i),i2(a„_i/an)), en vez de 
T(R{ai/a2), TiRioiM,..., T(i2(a„_2/a„_i), i2(a„_i/a„))...)) 

Además, observemos que siempre 
T{R(ai/a2),...,i2(a./6), R{b/aj),..., /l(ajk/6),i?(6/a„),...) < 
<T{R{ai/a2),...,R{ai/b),R(b/am),...) 

por lo tanto, al tomar supo, a„gf;r(i?(6/a„), ...,R{ai/a • c)), podemos suponer 
siempre que a,- ^ Oj para todo t ^ j ; es decir, en la cadena {ai,...,a„} no hay 
ningún elemento repetido. 

L E M A 3.1.6. Si R es -monótona, entonces para todo n € 11^, R es n— 
monótona respecto a cualquier t-norma T continua, y por tanto, R es débilmente 
-monótona respecto a T. 

Demostración.- TVivial. O 

El siguiente Lema pone de manifiesto la equivalencia de los conceptos definidos, 
en el caso de las relaciones T-transitivas, y por lo tanto, en el de los T-
preórdenes. 

L E M A 3.1.7. Si R es T-transitiva, R es -monótona si y sólo si es débilmente 
-monótona respecto a T. 

Demostración.- La condición necesaria viene dada por el lema anterior. 

Si R es débilmente -monótona respecto a T, para todo a,b,c de E , o bien 
R{b/a) < R{b/a • c), o bien 
R{b/a) < sup„„...„„g£ r(i2(6/a„),/2(a„/an_i),..., i?(a2/ai), J2(aj/a -c)) < 
5«Paj....a„€£r(i?(6/a„), ...,R(a3/a2),R(a2/a • c)) < ... 
< sup„„g£ T{R{b/an), R(aja • c)) < R{b/a • c) . D 

A partir de ahora, llamaremos (HT) a la propiedad: para todo n siendo un 
T-estado lógico para {E,R), se verifica fi{a • b) < Min(fi(a),fi{b)). 

L E M A 3.1.8. Si T y T' son t-normas continuas tales que T <T',y R verifica 
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la propiedad {Hj), entonces también verifica {Hji). 

Demostración.- Sea /i un T'-estado lógico para (E,R). Para todo a, 6 de E, 
será T(/j.{a),R{b/a)) < T'(fi{a),R{b/a)) < fji(b), y por tanto, // es también un 
T-estado lógico que verificará /x(a • 6) < Min((i{a),fji{b)) paxa cualesquiera a, b 
perteneciendo a ÍJ. ü 

Si HT es el conjimto de las relaciones que verifican la propiedad (HT)-, y T <T\ 

será Hj C Uji. 

Como entre las t-normas más utilizadas figuran las que a la vez son cópulas 
(vid. apéndice), trabajaremos con estas liltimas. 

TEOREMA 3.1.9. Sea R una relación reflexiva. Si R es n—monótona res
pecto a la t-norma T, entonces se verifica la propiedad (HT)-

Demostración. Sea ¡JL un T-estado lógico. Por ser R n—monótona, para o y e 
cualesquiera, 

1 = R{a/a) < sup r ( i2 (a /a„) ,R(ajan- i ) , . . . ,Riaja • c)) 
ai,...o„6£ 

1 = sup T(il(a/a„),i2(a„/a„_i), , . . ,J?(ai/a-c)) 
oi,...a„€£^ 

Por tanto, para cada e > O , existirán oi, ...a„ € E tales que 

r(i2(a/a„),i2(a„/a„_i), . . . i2(ai/a- c)) > 1 _ ^ ^ y 
R{a/an), JR(a„/a„_i),..., R{ai/a • c) > 1 - ^ 

Por ser jR < J j , tendremos í^(a/an),..., / J ( a i / a • c) > 1 — ^ 

La última desigualdad lleva a sup {z € [0,1] ; T{fi{a • c), z) < fi{ai)} > 1 — -^ 
y r ( / / ( a . c ) , l - í ^ ) < / x ( a , ) 

Teniendo en cuenta que la t-norma de Lukasiewicz es la menor t-norma que es 
cópula, 

/ : ( ^ ( a - c ) , l - ; ^ ) = M a x ( 0 , / / ( a - c ) - ; ^ ) < / i ( a O ; l u e g o A í ( a - c ) - ; ^ < fi(ai) 

De forma similar, obtendríamos: 
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y sumando, fi(a-c) + fi{ai) + ... + fi{a„)-e < fi{ai) + n(a2) +... + ti(a), que xina 
vez simplificado da n{a • c) — € < n{a). Como esta desigualdad es cierta para 
cualquier e > O , será /x(a • c) < fi(a). 

De la misma forma, se obtiene que fi{a • c) < /x(c) , y consiguientemente, 
/^ía ' c) < Min(fi{a),fi{c)) para cualesquiera a,c de E. O 

NOTA.- La necesidad de que la relación sea reflexiva se comprueba con el si
guiente ejemplo. 

Sea la relación i2^(6/a) = Mtn(/i(a), /i(6)) en un retículo E, con fi : E —* [0,1] 
no creciente; esta relación es -monótona, donde • es la operación ínfimo del 
retículo. EJn efecto, como a- c < a será /í(a) < p.{a • c) y Mtn(/i(a),/i(6)) < 
Min{ti{a-c),y.{h)). 

Tomando en particular E = [0,1], fi{x) = 1—x y • = Ala operación mínimo, 
se obtiene R¡!^{b/a) = Min{l — a, 1 — 6) = 1 — Max(a, b), que será A-monótono. 

Para cualqtiier T, /i es un T-estado lógico para (£?,i2^): 
r( / i (a) , ICib/a)) = r ( l - a, 1 - Max(a, b)) < 1 - Maar(a, ¿>) < 1 - fe = n{h). 
Sin embargo, dados a, b de [0,1] tales que a < 6, será fi{a A 6 ) = 1 — a > l — 6 = 
/i(6), y no se verifica la propiedad (Hj). 

Es decir, no podemos aplicar el Teorema anterior, y la razón es que la relación 
dada, claramente no es reflexiva. 

NOTA.- Si R no es reflexiva pero sí -monótona, no podemos concluir que la 
relación 

[ R{b/a), SI a 

es -monótona. 

En efecto, tomando la releurión del ejemplo anterior. 
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Por tanto, 'Rü^il/l A | ) <•• i 2 ^ ( | / | ) , y 'Ríí, no es -monótona. 

TEOREMA 3.1.10 Sea R una relación reflexiva. Si i l verifica la propiedad 
(HT), entonces R es débilmente -monótona respecto a T. 

Demostración.- Para cada a £ E, definimos Ha'. 

fia(b)= sup r(i2(6/an),/2(a„/a„_i),...,i2(aa/a)) 
ai,...o„€E 

Comprobemos que es un T-estado lógico para (E, R). 

TiR{cfb), sup T(il(6/a„),...,J2(a2/ax),J2(ai/a)))< 
ai,...tt„eE 

< sup TiR{c/b),R(b/a„)...Riai/a)) 
b,a\,...anGE 

luego T(il(c/6),/z„(6)) = T(/x„(6),ií(c/6)) < /i,(c). 

Por ser /iac un T-estado lógico, /ioc(a • c) < Mm(/io.c(a),A*oc(c)) < /Xo.c(a) 

1 = sup T(R(a • c/a^),..., Í2(a2/«i), i2(ai/a • c)) = fia.c(a • c) < fiado) = 
a\,...an€E 

Así, 

= sup TiR(a/an),...Riai/a-c)) 

R{b/a) = T{R{b/a), sup T(R{a/an), ...R{a2/ai), R{ai/a • c)) < 

< sup T{R(b¡a),R{ai/an),...R{ai/a-c)). D 
a,ai,...a„€£ 

COROLARIO 3.1.11. Si iZ es tin T-preorden, entonces R es -monótona si 
y sólo si R verifica la propiedaxl (Hj)-

Demostración.- Si R es -monótona, verifica (HT) para todo T. Recíprocamente, 
si verifica (fír)> es débilmente -monótona respecto a T, y por el lema 3.1.7., es 
-monótona. D 

Nos quedarán los esquemas: 
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T ^ a . R reflexiva 

Fig. 3.1. 

T 4ja. R es T-preorden 

Fig. 3.2. 
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EJEMPLOS 3.1.12. 

1.- Sea (E,p) un Algebra de Boole probabilizada, donde se da la relación 
R{b/a) = 1 - p{a) + p(ab). 

• R es -monótona. Veamos que en efecto, para todo a,b,c de E, se verifica 
R{h/a) < R{h/a • c), lo que es equivalente a las siguientes desigualdades: 
1 - v{a) + p(a&) < 1 - ip{ac) + ip{ahc) 
p(ab) + p(ac) < p{a) + p(abc) 
p(abc) + p(abc') + p(ac) < p(ac) + p{ad) + p{abc) 
p{abc:) < p(ac:), y ésta última siempre es cierta. 

2.- Sea {E,p) un Algebra de Boole probabilizada, tal que para todo a £ [0,1] 
existe a £ E con p{a) = a, y sea la relación R: 

" " ^ ' / " ^ - l ^ si p(a)>0 

• i2 no es -monótona. En efecto, tomando o, b, c con p(a • 6) > O, p{a • c) > O 
y p{a • c • b) = O, obtenemos que R{b/a) = ^ j P > O, y sin embargo, 
R{hla • c) = ^ = 0. 

• i2 es 1—monótona, para cualquier t-norma T que sea cópula. En efecto, para 
todo a, ¿, c: 
-Si p(a • c) = O, i2(Va) < R{h/a • c) = 1 
-Si p(a .c)7¿ O, p(a)7¿0 

Rih/a) = tígl = tígÜ4.tí-ci_i^ M a x ( 0 , ^ + ^ - 1) = 

£(R{b/a),R(a/a • c)) < T(R(b/a),R{a/a • c)), por ser £ la menor t-norma 
cópula. 
Luego el oi elegido es a. 

Además, por ser R 1—monótona, 

• R verifica la propiedad {Hx) para cualquier t-norma T que sea cópvila. Com
probémoslo directamente. 

Sea fi \m T-estado lógico para {E, R). Para cualesquiera a, 6 de E, 
T{fi{a • 6), R{a/a • 6)) < /i(a); luego, T(/i(a • 6), 1) = /i(a • 6) < /i(a), y del mismo 
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modo, fi{a • b) < /i(6), llegando a fi(a • ¿>) < Mm(/u(a), n{b)). 

3. - Sea {E,p) un Algebra de Bode probabilizada, tal que para todo a € [0,1], 
existe a £ E con p(a) = a. 
Se considera la relación R{b/a) = Min{l, 1 + p{a) — p(6)), que es reflexiva. 

• R verifica la propiedad (HA/,„); es decir, para todo Min-estado lógico fi de 
(E, R), es cierta la desigualdad: fi(a • 6) < Min(fi{a), fi{b)) para todo a, b de J5. 

Veamos primeramente cómo son los Mín-estados lógicos. Sea fi uno de ellos. 
Debe verificarse: 

Min{fi{a),Mtn(l, 1 +p(a) —p{b)) < n(b), para todo a,b; es decir 
Minlula), 1 + p(a) - p(6)) < /i(6) 

a) Si p(a) = p(6), ha de ser : 
Minifiia), 1 +p(a ) -p(&)) < fi{b) ; luego //(a) < ^(6) 
Minifiib), 1 + p(6) - p(a)) < /^(a); luego /i(6) < fi(a) 
y por consiguiente, ^(a) = ^(i) 

b) Si |>(a) < p{b), entonces fi(b) < fi(a). 
Si fuese fi{b) > n{a), Mtn(/i(6), 1 +p(6) - p ( a ) ) = ^(6) ^ |i(a). Contradicción. 

Por tanto, será / i(l) < /i(a) < /i( O), para todo a S E, donde 1 es el elemento 
máximo, y O es el nunimo del Algebra. 

c) Si /i(0) = ^(1), entonces para todo a £ E, es /i(a) = a G [0,1]. 

Si n(0) > fi(l) ( y por tanto, ^(1) < 1), se obtiene que para todo a con 
p(a) > / i( l) , fi{a) = /i(l) . 
En efecto, como ha de ser Min(fi(a),l+p(a)-p(l)) < / /(I), Min{fi{a),p{á)) < 
MI); Ma) < Mi); M«) = Mi)-

Sea c tal que p(c) = inf {p{a) ; a € E, /x(a) = /i(l)} < 1 ; por b), si 
p{d) > p{c), será n(d) = ^(1). 

Por ima parte, si n(c) > /i(l) , para todo € tal que O < e < 1 — p(c), existe tm d 
verificando p(d) = p{c) -f c, con lo que /i(d) = ^(1). 
Por ser Min{n(c), 1 + p{c) — p{d)) < /í(<í), y y.{c) > fi{d), debe de cumplirse 
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1 + p(c) - p(d) < fi{d) ; 1 + p(d) -1 - p(d) < n(d); 1 - c < n(d), y por ser esta 
desigualdad cierta para todo e < 1 — p{c), llegamos a fi(d) = 1 = / i ( l ) , que es 
una contradicción. 

En otro caso, si ti(c) = n(l), ha de ser p(c) > O, ya que de otra forma, se 
obtendría p{c) = O = p(0), y /i(0) = ^(c) = /i(l) , que no puede ser. 
Tomemos para cada e con O < e < p{c) im cí 6 f? tal que p(d) = p{c) — c. Así, 
^L(d) > ^(1) = M(C). 

Por ser Min(fi(d), 1 + p{d) — p(c)) < fi{c), y por tanto 1 + p{d) — p{c) < /i(c) 
y 1 — c < /i(c) para cualquier c < p(c), se llega a 1 = /Í(C) = /i(l); de nuevo 
contradicción. 

Por tanto, al no poder ser n(0) > / i(l) , ha de ser /i(a) = a € [0,1], para todo 
a deE. 

d) Por otra parte, fi{a) = a para todo a, es claramente im T-estado lógico para 
cualquier t-norma T, y en partictilar para T = Min. 

e) En conclusión, los Min-estados lógicos para {E, R) son los n : fi{a) = a € 
[0,1], que claramente verifican la propiedad /u(a • h) < Min(fi{a), fi(b)). 

Por verificar la propiedad (HMÍII), 

• R es débilmente -monótona respecto a T = Min. 

• R noes n—monótona respecto a la t-norma Min, para ningún n € ^ . 

Sea R € iV fijo. Tomemos a, i», c de E, tales que O < p(6) < p{a) y p(a • c) = 0. 
M m ( l , 1 -I- p{a) - p{b)) = 1 ^ Mtn( l , 1 + p(a • c) - p(5)) = 1 - p{b), es decir, 
R{b/a) % R{b/a • c). Veamos que tampoco 

R{b/a) < sup T{R{b/an), i2(a„/an-i),..., Ria^/oi), R{ai/a • c)) 
oi,...o„6f; 

T{R{a2/ai), R(ai/a • c)) = Min{Min{l, 1 -|-p(ai) -p(«2)),-W'm(l, H-p (a • c) -
p(ai))) = M¿n(l, 1 + p{ai) - p(a2), 1 + p(a • c) - p{ai)) = 1 + Mm(0,p(ai) -
pM,p{a'c)-p{ai)) 

TiRia3/a2),R(a2/ai),R{ai/a • c)) = M m ( M m ( l , l + píoj) - PÍag)),! + 
M m ( 0 , p ( a i ) - p ( a 2 ) , p ( a - c ) - p ( a i ) ) ) = 1 +Afm(0,p(a2) - p (a3 ) ,p (a i ) -
p (a2) ,p (a -c ) -p (a i ) ) 
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Si se verificase la desigualdad, 

M m ( l , l + p ( a ) - p ( f e ) ) < sup [ 1 + M m ( 0 , p(a„)-p(6) , p(a„_i ) -p(a„) , . . . 

...,p(a • c) — p(ai))] y simplificando, 

O < sup Mm(0, p{an) - p(6), p(a„_i) - p{a„),..., p{a • c) - p(ai)) 
ai,...an€£ 

Si fuese p(a„)-p(6) > - £ Í ^ ; p(an-i)-p(a„) > - £ ^ ; ...,p(a-c)-p(aa) > - ^ , 
obtendríamos 
p(6) < Piar,) + g ^ < p(a„_x) + ^ < ... < p(aO + !^<p(a. c)+p(b) = p{h), 
llegado a una contradicción. 

Por tanto, para cualesquiera Oi, ...a„ G E, 
M¿n(0,p(a„) - p(6),p(a„_i) - pia,,), ...,p{a • c) - p(ai)) < - ^ , y 

sup Mm(0 ,p (a„ ) -p (6 ) ,p (a„_ i ) -p (a„ ) , . . . , p ( a -c ) -p (a i ) ) < —- < 0. 

Contradicción. Por tanto, R no es n—monótona, y claro está, tampoco es 
-monótona. 

Observemos que, como es de esperar por el Corolario 3.1.11., 

• i? no es Min-preorden. En efecto, tomando a, b, c tales que p{a) = O, p{b) = 
0.5 y p{c) = 1, se obtiene Min{R(b/a),R{c/b)) = Mzn(0.5,0.5) = 0.5 ^ O = 
R(c/a). 

4.- Sea {E,p) como en el ejemplo anterior, y la misma relación R(b/a) 
M ¿ n ( l , l + p ( a ) - p ( 6 ) ) . 

• i? no es débilmente -monótona respecto a la t-norma de Lukasiewicz. 

Tomamos a, 6, c tales que O < p{b) < p(a) y p(a • c) = 0. 
R(b/a) = Min{l,l+p{a)-p{b)) = 1 ^ R{b/a-c) = M¿n(l, l + p ( a - c ) - p ( 6 ) ) 

i-Kfe). 

Si fuese 

R{b/a)< sup £(i?(6/a„),jR(a„/a„_i),... ,i2(a2/ai),J?(ai/a-c)) 
ai,...an€E 
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1 = sup C{R{b/a„),R{a„/a„_i),...,R{a2/ai),R{ai/a-c)) 
ai,...a„eE 

Tomando e < p(b), e ^ O, deberán existir oi, ...a„ € E tales que 

C{R{b/a„), ií(a„/a„_i),... , ^ (a j / a i ) , R(ai/a • c)) > 1 - e 

Por tanto, Max{Q, 1 + M¿n(0,p(a„) — p{b)) + £(i2(a„/a„_i),.. . 
...R{a2/ai),R(ai/a • c)) - 1) > 1 - e 

Como O < 1-e, M¿n(0,;>(a„)-p(6))+£(iZ(fl„/a„_i),..., R(a2/ai), R{ai/a-c)) > 
1 - e , y 
p(a„) - p(6) + £(i2(a„/a„_i),..., R{a2/ai), R{ai/a • c)) > 1 - e 
p(a„) -p (6) + Max(0,1 + M¿n(0,p(a„_i) -p (a„) ) + £(i2(a„_i/a„_2),...) - 1) > 
1 - e . 

Si fuese p(a„) — p(6) + O > 1 — e , p(a„) — 1 > p(6) — c > 0. Contradicción. 
Luego ha de ser 
p(a„) - p ( 6 ) + M¿n(0,p(a„_i) -p (a„ ) ) + £(/2(a„_i/a„_2),...) > 1 - e 
y por tanto, p(a„) -p (6 ) +p(a„_i) - p ( a „ ) + £(i2(a„_i/a„_2),...,i2(ai/a • c)) > 
l _ g y -p(fe)+p(a„_i) + £(ñ(a„_i/a„_2), . . . , i2(ai/a-c)) > 1 - e 

Procediendo de la misma forma en pasos sucesivos, llegamos a: 
-p(b) + p(ú!2) + C{R{a2/ai), R{ai/a • c)) > 1 - e 
-p (6)+p(a2)+Mai(0 , l+M¿n(0 ,p(a i ) -p(a2) )+ l+Mm(0,p(a -c ) -p(a i ) ) - l ) > 
1 - e 

Si fuese —p{b) + p(a2) + O > 1 — e , p(a2) — 1 > p{b) — e > O, llegando a 
contradicción, por lo que ha de ser 
-p(6) + p(a2) + Mm(0,p(ai) - p(a2)) + 1 + Min{^,p{a • c) - p(ai)) > 1 - c 
-p(6) + p(a2)+p(a i ) -p(a2) + H - p ( a - c ) - p ( a i ) > 1 - e y -p(6) + p(a-c) > 
—e ; —p{b) > —€ ; p(6) < e, taxabién obtenemos una contradicción. Por 
tanto, no puede ser 

R(b/a) < sup £(i2(6/a„),.R(a„/a„_i),...,i?(a2/ai),-R(ai/a-c)) 
aj , . . . an 

y /2 no es débilmente -monótona respecto a C. 

NOTA.- Observemos de los dos últimos ejemplos, que la relación R(b/a) = 
Min(l, 1 +p(a) — p(6)) es débilmente -monótona respecto a Min, pero no res
pecto a £, lo que muestra que el contenido De C DMÍU » es estricto. 
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TEOREMA 3.1.13. Dada R reladón reflexiva en un conjiinto finito E, si R 
es débilmente -monótona respecto a la t-norma T, entonces existe un n € iV, 
tal que R es n—monótona. 

Demostración. Sea ifE = k. 

R(b/a) < supa,^..aneETiRia/an),...,R{ai/a • c)), 

y al poder tomar sólo elementos distintos, 

supa^,...^^eE^i:^a,TiR(a/an),...,R(ai/a • c)), 

donde, por ser i^E = k, n <k — 2. 
Por tanto, ií es (ib — 2)—monótona, ü 

COROLARIO 3.1.14. Dada R relación reflexiva en un conjunto finito E, 
si i2 es débilmente -monótona respecto a la t-norma T, entonces R verifica la 
propiedad (HT)-

El siguiente gráfico muestra la situación obtenida para el caso T fija, E conjimto 
con #£? = k,y R relación reflexiva. 

Fig. 3.3. 
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EJEMPLOS 3.1.15. 
1.- Sea el conjunto E = {a, 6, c}, donde se ha definido la operación " • " conmu
tativa e idempotente: a -6 = a - c = 6-c = c;y consideremos la relación R con 

R{a/a) = R{b/b) = R{c/c) = R(a/c) = R(b/c) = 1, 

y los demás valores, arbitrarios. R es reflexiva, y además, 
• R es -monótona. En efecto, es 

y en cualquier caso, R{ai/aj) < R(ai/aj • a^). 

2.- Sean f̂  y la operación " • " como en el ejemplo anterior. 
Definimos R: 

R{a/a) = R{b/b) = R{c/c) = R{a/b) = i2(6/a) = R{b/c) = R(c/b) = 1, 

y R{a/c) = R(c/a) = a e (0,1) 

Por una parte, 1 = R{a/a) ^ R(a/a • c) = R(a/c), luego 

• i2 no es -monótona. 

Pero siempre, si Oj ^ a^, R{ai/aj) < T(R(ai/b),R(b/aj • Ok)) = 
T{R{ai/b),R{b/c)) = r ( l , l ) = 1; y si a, = ak, Rioi/aj) = R{ai/aj • Ok). 
Por tanto, 

• i2 es 1—monótona. 

3. - £• y " • " como en los anteriores ejemplos. Sea R tal que 

R{a/a) = R(b/b) = R{c/c) = 1 , R{alc) = R{b/c) = a € (0,1), 

y el resto arbitrario. 

• i2 no es débilmente -monótona, respecto a ninguna t-norma T. En efecto, 

1 = R{a/a) % R(a/a • c) = a , y 
1 = R{a/a) ^ supa„...aneET{R{a/ai), ...,R{aJa • c)) < T{R(a/b),R(b/a • c)) = 
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T{R{a/b),a)<a<l. 

Peirticularizando la definición de monotonía débil al caso clásico, es decir, 
cuando la relación sólo toma los valores O y 1, podríamos decir que la relación 
=^ es débilmente -monótona, si para cualesquiera a, 6, cde E,o bien (p^{b/a) < 
(p^{b/a • c), o bien 

if^ib/a) < 

sup Min{ip^{b/an), Mm((^=^(a„/a„_i),..., Mm(¥J^(a2/ai), (^^(oi/a-c))...). 

Teniendo en cuenta que Min{ip^{b/an)',Min{^^{an/an-i),.-)) sólo puede 
tomar los valores O y 1, llegamos a la 

D E F I N I C I Ó N 3.1.16. La relación => es débilmente -monótona si a =^ 6 
implica que para todo c de £?, o bien a • c =»• 6, o bien, existen 01,02, ...o„ de E, 
tales que a- c=!> ai, a\ =^ 02,..., a„_i =>• 0» , a„ ^ 6 . 

De forma similar, podemos dar la 

D E F I N I C I Ó N 3.1.17. ^ es n—monótona, con n € iV, si o =• 6 implica que 
para todo c de JE?, o bien o • c => 6, o bien existen oi,02, ...0* en E, con k <n, 
tales que o • c =>• Oi , Oi =>• 02 ,..., ojt => b. 

Si =>' es reflexiva, la última condición equivale a la existencia de Oi, 02,..., a„ en 
E, tales que o • c ^ oj , oi => 02, ...On =^ b. 

L E M A 3.1.18. Si ^ es -monótona, entonces => es débilmente -monótona. 

Demostración.- IVivial. O 

L E M A 3.1.19. Sea =*• transitiva. =*• es -monótona si y sólo si =^ es débilmente 
-monótona. 
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Demostración.- Inmediata. O 

¿Como se traduce la propiedad (HT) al caso clásico?. 

Si y es im estado lógico para {E,=^), tomando la fmición característica ipv, 
podríamos escribir <pv{o • b) < Min((pv{ci), (fvib)), es decir, si a • 6 € V, en
tonces a € V y b£V. A esta propiedad la denotaremos por (H). 

Ahora tenemos el 

TEOREMA 3.1.20. Sea ^ ima relación reflexiva. ^ es débilmente 
-monótona si y sólo si =» verifica la propiedad (H). 

Demostración.- Sea =^ débilmente -monótona, V xm estado lógico para la es
tructura relaciona! {E, =») y a • 6 € V. Como a =• a, o bien a-b^ a y a e V , 
o bien existen ai,«2»•••On en E , verificíuido a-b=^ ai , ai =^ 02 ,..., a„ =^ a, y 
por ser V im estado lógico, Oj G F , 02 € F ,..., a„ € V , a € F . 
De la misma forma, 6 € V. 

Por otra parte, si para todo V estado lógico a • 6 6 F implica a EV y 6 G F , 
sea a=^ b. 
Para todo h e E 

Vh = {m ; A =>• m, o existen ai,..., a„ con h =>• ai,ai =^ 02, ..Mn =>• m} 

es im estado lógico para (JE?, =^). 
En particular, para todo c S E K c es un estado lógico, y por la propiedad 
reflexiva, a• c G Kci por lo que a G K-c y a• c =^ a, o existen ai, ...a„ € í? con 
a • c ^ oi , oi =» aj ,..., a„ =^ a. En cualquier caso, siempre existen ax, Oj, ...afc 
tales que a c =^ ai ,ai =^ a2,...,afc =^ a,a =»• 6. ü 

COROLARIO 3.1.21. Si =» es una relación en E reflexiva y transitiva, esto 
es, si es im preorden , entonces =^ es -monótona si y sólo si => verifica la 
propiedad (H). 

Demostración.- Directa a partir del Lema y del Teorema. 
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EJEMPLOS 3.1.22. 

1.- Sea iE,p) un álgebra de Boole probabilizada, y • la operación ínfimo de la 
misma. Definimos la relación: 
a ^ ¿> si p(a) = O o p(6) > O 

• =>• es im preorden. La reflexiva es trivial. Por otra parte, sea a ^ 6 y b =^ c. 
Si p{a) = O , a =^ c; si p(a) > O , por ser a ^ b , p{b) > O , y de la misma 
forma, por ser 6 =^ c, p{c) > O , con lo que a=^ c. 

• =» verifica la propiedad (H). Para todo a, 6 en E, es fácil ver que ab=^ a y 
ab=^ b. Sea V un estado lógico para (E, =>) y a-b €V; necesariamente ha 
de ser a 6 F y fe G V. 

De esta última propiedad junto con el Corolario, obtenemos que 

• =>• es -monótona. Comprobémoslo directamente. 
Si a =>• fe para cualquier c de E, si p(a • c) = O, por definición a • c => 6; Si 
p(a • c) > O será p(a) > O y p(b) > O . Por tanto, a • c =*• 6. 

2.- Sea (E, p) un álgebra probabilizada. Consideremos la relación 
a =• fe si p{a) = 0 o p{a • fe) > O 

• i2 no es im preorden. Tomando a, fe, c de E, de forma que 
p{a • fe) > O, p(b • c) > O y p(a • c) = O, está claro que o =*• fe , fe =^ c , y sin 
embargo, a ^ c; es decir, A no es transitiva. 

• i2 no es -monótona. Tomando a, fe, c de E, tales que p(a • fe) > O, 
j^a • c) > O, p{a • c • fe) = O , se ve que a =^ fe , pero a- c^ b. 

• R es 1—monótona. Sea a =^ fe, y c cualquiera. 
Si p{a • c) = O , a • c =>• fe. 
Si p{a • c • fe) > O , a • c => fe. 
Por último, si p{a • c) > O y p(a • fe • c) = O , será a-c-¡^b , pero ac=^ a y 
a =» fe , luego es 1—monótona. 

3. - Sea {E,p) un álgebra probabilizada , tal que para todo a € [0,1], existe al 
menos un a £ E, con p(a) = a. Definimos la relación 

112 



a =^ ¿> si p{a) = O o p{a) < p(6) < 2p(a). 

• i2 no es un preorden. En efecto, sean a,b,c de E tales que p(a) > O, 
p(6) = 2p(a) y p(c) = 2p(5) , obtenemos que a =^ b , b ^ c , pero a ,>$• c, 
luego no es tremsitiva. 

• J2 no es n—monótona para ningún n € W. Fijemos un n cualquiera, y sea 
a =*• 6, con p(a) > 0. Sea c verificando O < p(a-c) < ^^. Si existiesen ai , ...a„, 
tales que a • c =»• aj , 01=^03, . . . , a„ =*̂  ft, sería 
p{b) < 2p(an) < 22p(an.i) < ... < 2"p(ai) < 2"+V(a • c) < 2 " + ^ ^ = ^ ^ < 
p(a), llegando a una contradicción. 

• J2 es débilmente -monótona. Sea a=^ by c cualqmera; si p(a-c) = O, a-c => b. 
Si p(a • c) > O , entonces p{a) > O y p{a) < p{b) < 2p(a). Sea n tal que 

^ ^ p(a.c) ^ ^ • 

Elegimos: 
ai tal que p(ai) = 2p(a • c ) , y así a • c =^ ai 
02 tal que p(a2) = 2p(ai) , y oi => 02. 

oin tal que p{a„) = 2p(a„_i), y a„_i =» a„. 

Veamos que On =» a. 
p(a„) = 2p(a„_,) = 22p(a„_2) = ... = 2 " -^Oj ) = 2"p(a • c) 
^ = 2" < ^ , y por tanto, p(«n) < p(a). 
p(a) < 2"+^p(a . c) = 2''p(ai) = 2"-'p(a2) = ... = 2p(a„); as í , 
P(«n) < p{a) < 2p(<i„) , a„ =*• a , y a • c =*• Oi , Oj =» 02 ,..., a„ =• a , a =» 6. 

Por otra parte, por ser débilmente -monótona, 

• R verifica la propiedad (H). 

4.- Sea E con ima conjunción •, tal que al menos existan dos elementos a, b de 
E verificando a-b ^ a . Consideremos la relación en E: =^= {(c,c); c E E}. 

• =» no es -monótona. En efecto, a=> a, pero a-b ^ a. 

Por tanto, como ^^ es un preorden, 
• ^ no verifica la propiedad ( i í ) y => no es débilmente -monótona. 
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3.2. MONOTONÍA RESTRINGIDA 

Dentro del marco de la Inteligencia Artificial, es frecuentemente utilizado otro 
tipo de monotom'a, conocido con el nombre de Monotonía Restringida. Nuestra 
pregtmta es si podríamos caracterízcir esta Monotom'a con ayuda de la propiedad 
(HT) definida anteriormente, o qué relación existe entre esta Monotonía y la 
Débil. En este apartado, con ayuda de algunos ejemplos, se pondrá de mani
fiesto la ausencia de la careicterizzición buscada. 

Es conocida la siguiente 

DEFINICIÓN 3.2.1. La relación clásica =>C ExEse dice que es -monótona 
restringida si para cualesquiera a, 6, c de E, 

Si a ^ b y a =^ c, entonces a • c=^ b 

Es trivial el siguiente 

L E M A 3.2.2. Si =^ es -monótona , entonces también es -monótona res
tringida. 

Utilizando la función carax:terística de la relación =^, la monotonía restringida 
viene dada por: 

Si (j?sj.(a,6) = 1 y <p^(a,c) = 1, entonces v=>(« • c,¿) = 1 

o lo que es lo mismo, 

Min{<p:»(a, 6), v?=>(a, c)) < (p^{a • c, 6) 

De aqm, parece lógico dar la siguiente 

DEFINICIÓN 3.2.3. La relación R : E x E —> [0,1] es -monótona res
tringida respecto a la t-norma T, si para cualesqxiiera a, 6, c de .E se verifica la 
condición: 

T(R{b/a),R{c/a)) < R(b/a • c) 
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LEMA 3.2.4. Si la relación R es -monótona, también es -monótona res
tringida respecto a cualquier t-norma T. 

Demostración.-
T{R{b/a),R{c/a)) < Min{R{b/a),R{c/a)) < R(bfa) < R(b/a • c). D 

LEMA 3.2.5. Si T y T' son t-normas tales que T < T, y R es -monótona 
restringida respecto a T', entonces también lo es respecto a T. 

Demostración.- Iimiediata. • 

Denotando por RT al conj\mto de las relaciones que son -monótonas restringi
das respecto a T, hemos obtenido que si T < T' es RT> Q RT-

EJEMPLOS 3.2.6. 

1.- En un Algebra probabilizada {E,p), consideremos la relación ya conocida 

R(b/a) 
I P(« 

si p(a) = O 
^ s i p ( a ) > 0 

Ya sabemos que esta relación es reflexiva, no es -monótona, y es 1—monótona 
respecto a cuzílqiaier t-norma T que sea cópula; por tanto 

• R verifica la propiedad (HT) para cualquier T t-norma y cópula. 

Sin embargo, 

• i2 no es -monótona restringida respecto a ninguna t-norma T positiva. 
Tomando a, b, c de E, tales que p(a • 6) > O , j^a • c) > O y p{a • 6 • c) = O, 
obtenemos 

O < r ( ^ ' ^ ) ^ 0 = ^ , con loque 

TiR(b/a),R{c/a))^R{b/a'c) 

2.- En la misma Algebra probabilizada {E,p), definimos la relación 
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Primero comprobemos que está bien definida. 

Teniendo en cuenta que R''')+H'') < i^ será 
1 + p(a • 6) - EÍ2l±£Í*i > 1 + p(a • 6) - 1 = p(a • 6) > 0. 

Por otra parte, 2p(a • b) < p{a) + p(6); p(a • 6) - eÍ2Í±m < O; y por tanto, 
l + p ( a - 6 ) - 2 Í 2 l ± £ Í Ü < i . 

Luego, en efecto, para todo a,b de E, R{b/a) € [0,1], y la relación está bien 
definida. 

Además, es claramente reflexiva. 

• i2 no es -monótona. Elijamos a, 6, c tales que a = 6, p{a) > O, p{a • c) = O 
R{b/a) = 1 + p{a) - p(a) = 1. 
R{b/a • c) = 1 + p(a . c • 6) - EÍs:á±m = i _ £ ^ < i. 
Luego R{b/a) ^ R{b/a • c). 

• R es £-transitiva. Veamos que para todo a, 6, c de ÍJ, se verifica 
C{R{b/a),R{c/b)) < R{c/a), es decir, Max{0,R(b/a) + R(c/b) - 1) < /2(c/a). 

Como siempre O < R{c/a), esta desigualdad es equivalente a 

1 +p{a • b) - 2Í2l±2Í*i + p ( 6 . c) - EÍÜ±EÍ£Í <l+p{a-c)- ^^^^ 

que, simplificando, será equivalente a las siguientes: 

p(a-b)+p{b-c)- p{b) < p{a • c). 
p(a • b) + p(6 • c) < p{a • c) + p(6). 
p ( a - 6 ) < p ( a - c ) + p ( 6 - c ' ) . 
p(a • 6 • c) + p(a • 6 • c') < p(a • 6 • c) + p(a • ¿>' • c) + p(i • c*). 
p{a •b-c')< p(a • 6' • c) + p(6 • c* • a) + p(6 • c' • a'). 
O < j){a • 6' • c) + p(6 • c' • a'), lo que es siempre cierto. 

Por tanto /I es un £-preorden, y por la caracterización dada en anteriores teo
remas, por no ser -monótona, 

• i2 no es débilmente -monótona respecto a C. 

• R no verifica la propiedad (He)-

116 



Sin embargo, 

• R es -monótona restringida respecto a C Veamos que para todo a^bjC se 
ctraiple 

C{R{b¡a), Ric/a)) < R{b/a - c) 

Esta desigualdad es equivalente a las siguientes: 

Max(0,l+p(a-6)-2Í2l±£ÍÜ + i+p(a.c)-EÍ2Íi£Íd_i) < i + p ( a . c . 6 ) - E Í 2 ^ ^ 

Max(0,1 + p{a . 6) + p(a • c) - p(a) - EÍ¿1±HI£Í) < 1 + p(a • C • fe) - sí¡LSÍ±£Í^. 

Al ser siempre O < R{b/a • c), 
p(a-b)+p(ac)-p(a)~^<pia-c-b)-^ 
2p(a • fe) + 2p(a • c) - 2p{a) - p{c) < 2p{a • c • fe) - p(a • c) 
2p{a • fe) + 3p(a • c) < 2p(a • c • 6) + 2p(a) + p(c) 
2p(a • fe • c') + 3p(a • c) < 2p{a • c) + 2p(a • d) +p(a • c) + p(a' • c) 
2p(a-fe-c') < 2p(a-c')+p(a'-c), lo que es cierto siempre, por ser p{a-b-c') < ]^a-c!). 

NOTA.- Estos dos ejemplos muestran que no es cierto que para cualqmer T 
(t-norma cópula) , es Hj Q RT, ni tampoco que para cualquier T es RT C HT-

En el caso clásico nos encontramos en la misma situación; la propiedad (H) no 
va a caracterízau: de ningtma forma la Monotom'a restringida. 

EJEMPLOS 3.2.7. 

1.- {E,p) Algebra probabilizada, en la que se considera la relación ya estudiada 
anteriormente: 
a ^ fe si p(a) = O o p(a • fe) > O 

Ya sabemos que esta relación no es -monótona, es reflexiva, no es transitiva, y 
verifica la propiedad (H). 

Sin embargo, 

• Rnoes -monótona restringida. Si a, 6, c son tales que p(a-fe) > O, p{a-c) > O 
y p{a • c• fe) = O, tendremos que a => fe, a =í>- c, y sin embargo, a • c^ b. 
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2.- Sea E = {a, b, c}, con la operación conmutativa • dada por: aa = a, 
6-6 = 6, c c = c, a -6 = a, a c = c, 6 c = 6 . Sea la relación en E: 

=*•= {{a, a), (6,6), (c, c), (a, 6), (6, c)} 

• =*̂  no es --monótona, a =*• a , y sin embargo, a • c = c f̂  a. 

Estudiando los casos posibles, es fácil comprobar que 

• =*• es -monótona restringida. 

Por último, 

• =^ no verifica la propiediid (H). El subconjunto V = {6, c} es im estado lógico 
para ( £ , J?), a - c = c € V, y a^V. 
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CAPITULO 4 

RELACIONES RACIONALES 

EN ALGEBRAS PROBABILIZADAS 

1. ALGUNAS LÓGICAS PROBABILISTICAS TIPO "NILSSON". 
2. ALGUNAS LÓGICAS PROBABILISTICAS TIPO "LUKASIEWICZ". 
3. ALGUNAS LÓGICAS PROBABILISTICAS TIPO "POLYA". 
4. OTRAS LÓGICAS PROBABILISTICAS. 
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Dada un álgebra de Boole probabilizada (E,p), existen muchas formas de 
definir una relación inexacta. Así, tenemos por ejemplo Ip{h/d) = p(a' + 6) = 
1 —j){a)+p{áb), básica en la lógica probabilística de Nilsson([44]); sabemos que 
esta relación es un £-preorden y que no es ni Il-preorden ni Min-preorden. 

En Razonamiento plausible, tanto G. Pólya ([52]), como J. Pearl ([49]), tra
bajan con la relación p*(6/a) = ^^i probabilidad condicionada, que no es un 
T-preorden peira ningima t-norma continua T. 

Otras relaciones utilizadas en Lógica Multivaltiada y en Razonamiento Aproxi
mado, son los T-preórdenes 7 j , con los que ya hemos trabajado anteriormente: 

/J(6/a) = sup{z € [0,1] ; r(z,p(«)) < p{h)}, 

donde T es ima t-norma continua. 

Estas relaciones se pueden utilizar en diversas situaciones, según las condi
ciones en las que debamos trabajar (condiciones de monotonía o no monotom'a, 
propiedad del "Modus Ponens", etc). Pero ¿son éstas las tínicas relaciones que 
verifican didias condiciones? Por ejemplo, dada Ip{b/a) = l—p(a)+p(ab), que 
es un £-preorden monótono que verifica el "Modus Ponens", ¿no podríamos 
encontrar otra relación cumpliendo las mismas propiedades? 

Este capítvilo, en parte inspirado en el trabajo de M.S. Tomas ([60]), pretende 
hacer un estudio de las propiedades de algunas relaciones inexactas definidas en 
un Algebra de Boole probabilizada. Nos limitaremos al caso en que el Algebra 
probabilizada (E^p) es tal que para todo a € [0,1], existen algún a € E verifi
cando p(a) = a, y en que R(b/a) = (^(p(a),p(6),p(a6)), donde (p es racional, 
con niunerador y denominador lineales y con coeficientes reales. Es decir, 

R(b/a) = ^ "̂  ̂ ^^^^ "̂  "^^^^ "̂  ^3P{ab) 
^ ' ' 6o + 6ip(a) -I- i>2P(6) + M a 6 ) 
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4.1. ALGUNAS LÓGICAS PROBABILISTICAS TIPO "NILSSON" 

La primera propiedad que parece lógico exigir a tina relación es que el grado 
con que "a implique a" sea 1; es decir, la propiedad reflexiva. 

TEOREMA 4.1.1 Dada el Algebra iE,p), la relación 

^^"' ' '^ 6o + bip(a) + hpib) + bzp(ab) 

es reflexiva si y sólo si OQ = ¿o y «i + «2 + ^3 = ¿i + ^ + 63 

Dem(^tración.- R es reflexiva si i S a g ^ f o t ) ^ ^ ^ / = ^ P ^ * *°^° ^' 
si y sólo si flo + (fli +02 + oaMo) = bo + (bi + b2 + 63)p(a) para todo a, 
lo que ocurre sólo si OQ = ¿d y «i + «2 + «s = ¿1 + î 2 + ^3 • 1̂  

A partir de ahora, consideraremos solamente relaciones reflexivas. 

NOTA.- Siempre podemos considerar Oo = 1 o o© = O , dividiendo ade
cuadamente. 

Nos limitaremos en esta sección, al caso en que ao = bo = l,ybi = b2 = b3 = 0 ; 
y por ser reflexiva, Oj + 02 + 03 = O ; es decir, 

R(b/a) = 1 + aip(a) + CL2p{b) + a^piab) 

TEOREMA 4.1.2. R(b/a) < 1 si y sólo si Oj, oj < O 

Demostración.- Si R{b/a) < 1 , 1 + aip(a) -t- a2p{b) + a3p(ab) < 1 para todo 
a,b, y 
aip{a) + a2p(b) + asp^ab) < O . 

Si tomamos a tal que p(a) = O , a2p{b) < O para todo b; luego «2 :^ O 
Si tomamos 6 tal que j)(6) = O , aip(a) < O para todo a; así, Oj < O 
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Por otra parte, si ai,02 < O, tenemos que, por ser 03 = —a^ — 02 , 
aip{a) + a2p{b) + a^piab) = ai{p(a) - p{ab)) + a2Íp(b) - p{ab)) < O 
y por tanto, R{b/a) = 1 + aip{a) + <i2P{b) + a3p(a6) < 1. ü 

TEOREMA 4.1.3. R{b/a) > O si y sólo si 01,03 > - 1 

Demostración.- Si R{b/a) > O , 1 + aip{a) + 02p(6) -|- 03p(a6) > O , para todo 
a,beE. 
Si tomamos o, 6 tales que p{a) = 0 y p{b) = 1 , 1 + 02 > O ; 02 > —1 
Si tomamos o, b con p(b) = 0 y j^a) = 1 , 1 + Oi > O ; Oi > —1 

Por otra parte, si 01,03 > —1 , 
ai(p(a) - P{ab)) + 02(p(6) - p{ab)) > -(p(a) - p(ab)) - (p(6) - p(ab)) = p(o6) -
p(a) + p{ab) — p(b) = p(ab) — p{a -\-b) > —1 siempre, 
luego 1 + oi(p(o) - p(o6)) + 02(p(6) - p{ab)) = R{b/a) > 0. 

Por tanto, a partir de ahora, para trabajar con relaciones R bien definidas, im
pondremos que — 1 < ©1,03 < 0. 

TEOREMA 4.1.4. Si R{b/a) = H-aip(a)-|-02p(6)-l-a3p(a6) es un ü-preorden, 
entonces R{b/a) = 1 (es decir, oi = 02 = «3 = 0). 

Demostración.- Para todo o,6,c n(i2(6/o),i2(c/6)) < R{c/a). 
(1 + aip(a) + a2p(b) + 03p(o6))(l + Oip(6) + 02p(c) + 03p(6c)) < 1 + Oip(o) + 
«2P(c) + «3P(ac) 

En particular, elegimos o, 6 y c de forma que p(a) = O , & < c, O < p(b) < p{c). 
En este caso, (1 + 02p(6))(l -I- aip(b) + a2p(c) + 03p(6)) < 1 + a2p(c). 
Así, 1 -I- Oip(6) -I- a2p(c) -f- a3p(b) + a2p{b) -h aia2p(6)^ + alp(b)p(c) + a2a3p{b)^ < 
1 + a2p(c). 

Teniendo en cuenta que 03 = —oi — 03, y simplificando, obtenemos 
ab(b)ip(c) - p(6)) < 0. 
Como p{b) > O y p{c) — p{b) > O , Oj < O con lo que 02 = 0. 

Elegimos ahora o, 6 y c, tales que ¡^c) = 0 , b <a y 0 < p(b) < p(a). 
(1 -I- aip(a) -I- a2p(b) + azp(b)){l + aip(6)) < 1 -|- oip(o). 
Al ser «2 = O , 03 = - o i , (1 + aip(a) - aip(6))(l + aip(6)) < 1 + oip(o). 
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Simplificando, alp{b){p{a) - p{b)) < 0. 
Como p{b) > O , p{a) - p{b) > O, ha de ser aj < O, con lo que Oi = O y «3 = 0. 
D 

COROLARIO 4.1.5. Si R(b/a) = 1 + aip(a) + a2p(b) + a3p(ab) es xm Mín-
preorden, ha de ser R{b/a) = 1 . 

Demostración.- Si i? es im Mín-preorden, ha de ser im Il-preorden, y por el 
Teorema anterior, R{b¡a) = 1. ü 

COROLARIO 4.1.6. Ip{b/a) = 1 -p{a) + p{ab) no es im Il-preorden ni Mín-
preorden. 

TEOREMA 4.1.7. Si R{b/a) = l-j- aip(a) -I- a2p(b) + ospíafe), R es ym C-
preorden. 

Demostración.-
Veamos que para todo a, b y c, C(R{b/a), R{c/b)) < R(c/a) 
Max(0,1 + aip(a) + a2p(b) + a3p(ab) + 1 + aip(b) + a2p(c) + a^pibc) - 1) < 
1 + aip{a) + a2p{c) + a3p{ac). 

Como el segimdo miembro , R{c/a), siempre es mayor o igual que cero, bastará 
ver que 
aip(a)-t-a2p{b) + a^p^ab)-\-\-^aip(b) + a2p(c) + asp^bc) <1 + aip{a) + a2p(c)-|-
a3p(ac) 

Teniendo en cuenta que 03 = —ci — 02, y ordenando, (ci + a2)(p(b) — p(ab) — 
p(6c) + p{ac)) < 0. 

Pero ai -I- 02 < O y p(6) - piab) - p{bc) + p{ac) = p{b) — ^a\K) — p{abc') -
p(bc) 4- p(ac) > O, (por ser p{ábc!) -|- p{bc) < p{b) y p{abc) < p{ac)). 

Por tanto, obtenemos que, en efecto, (oi + a2){p{b) — p(ab) — p{bc) + p{ac)) < O 

COROLARIO 4.1.8. Ipib/a) = 1 -p{a)+p{ab) es un ^-preorden. 

123 



TEOREMA 4.1.9. Dada una relación inexacta reflexiva i2(i/a) = l + a i p ( a ) + 
a2p{h) + a3p{ab), es monótona si y sólo si 02 = 0. 

Demostración.- Supongamos primeramente que R es monótona; es decir, para 
todo a,b y c se verificará R{b/a) < R{b/ac) ; tenemos: 
1 + aip(a) + a2p(6) + a3p(a6) < 1 + aip(ac) + aip{h) + a3p(a6c) 
aip(a) — aip{áb) — a2p(ab) < aip(ac) — aip(ofec) — a2p{abc) 
ai{p{a) - p(ab) - p(ac) + p{abc)) + a2(p(ac6) - p(ab)) < O 

Si tomamos a, b y c tales que a = 5 , p{a) 7̂  O y p{c) = O, obtendremos: 
ai(p(a)—p(a))+a2(0—p(a)) < O , con lo que —a2p{a) < O , y por tanto, 02 > O , 
llegando a 02 = O 

Por otra parte, si 02 = O , tendremos que comprobar que: 
1 + aip{a) + a2p{b) + a3p{ab) <l + aip{ac) + a2p{b) + a3p(acb); 
o, lo que es lo mismo, ai(p(a) — p(ab) — p{ac) +p(acb)) < 0. 

Pero p(a) — p{ab) — p{ac) + j^ábc) = p{a) — p{abc) — p(abc') — p(ac) + p{abc) = 
p{a) — p{abc') — p(ac) > 0. 
Como ai < O, siempre ai(p(a) — p(ab) — p(ac) + p(abc)) < 0. ü 

Es decir, en cualquier relación inexacta R{b/a) = 1 -)- aip(a) -I- a2p(6) + azp{ab) , 
con 02 7¿ O se rompe la monotom'a. 

COROLARIO 4.1.10. Ip{b/a) = 1 - p{a) + p{ab) es monótona. 

NOTA.- Las relaciones inexactas reflexivas de la forma R(b/a) = 1 + aip(a) + 
a2p(6)+a3p(a6) monótonas, son exactamente las que tienen la forma: R(b/a) = 
1 — mp{a) + mp(ab) , donde O < m < 1. 

Si R{bfa) = l+aip{a)+a2p{b)+a3p{ab) = H-ai(p(a)-p(a6))+a2(p(6)-p(a*))5 
bien definida y reflexiva, es monótona, entonces es monótona restringida. En el 
caso de que no lo sea, ¿cuándo es monótona restringida? 

TEOREMA 4.1.11. Sea R{b/a) = 1 + ai{p{a) -p(ab))-\-a2Íp{b) -piab)), con 
—1 < 01,02 < O, y 02 ^ 0. i2 es £-monótona restringida, si y sólo si oi < 02. 
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Demostración.- R será de la forma R{h/a) = 1 + aip{ab') + a2p(ba'). 
Si R es £-monótona restringida, para cualesquiera a,b,c de E 
C{R(b/a),R(c/a)) < R{b/ac). 
Si a, 6, c son tales que p{c) = O , a = b , p{a) = 1, obtenemos: 

Max(0, R(b/a) + R{c/a) - 1) = Maa;(0,1 -f- aip{ab') + a2p{ba') + 1 + aip{ac') + 
a2p{ca') — 1) = Maa;(0,1 + aip(a)) = 1 + Oi. 
R{b/ac) = 1 + aip{acb') + a2(p(i>) — j^acb)) = 1 + 02. 

Así, 1 + oi < 1 + 02 y oi < 02. 

Sea ahora Oj < 02. 
Veamos que paxa todo o, 6, c de ÍJ se verifica C(R(b/a),R(c/a)) < R(b/ac), lo 
que es equivalente a las siguientes desigualdades. 

Max{0,1 + aip{ab') + 02p(6o') + 1 + oip(ac') + 02p(co') — 1) < 1 + aip(oc6') + 
a2p{b) — a2p{acb); 
a\p(ab') + 02p(6a') + Oip(oc') + a2p(ca') < aip(acb') + a2p(b) — a2p{acb); 
aip{ab') + oip(oc') + 02^(00') < aip{acb') + a2p(6a) — 02p(ac6); 
a\p{ac'b') + aip(ac') + a2p(ca') + a2p(acb) < a2p{ba); 

Ahora bien, por ser oj < 02: 
ai(p(ac'6') +p(ac')) + a2(p(ca') +p(ac¿>)) < a2{p(ac'b') + p(ac') +p{ca')+p{acb)), 

y bastará ver que 
a2{p(ac'b') + p(ac') + p(ca') + p(acb)) < a2(p{bac) + p(bac')). 
o 
a2(p(ac'b') + p{o,c') + pica')) < a2p{bac'). 

Por ser p{bac') < p{ac') < p{adb') + p{o.c') + p{ca') , y 02 < O, la última des
igualdad, y por lo tanto todas las anteriores, se verificará siempre. • 

TEOREMA 4.1.12. En las condiciones del Teorema anterior, R no es Min-
monótona restringida. 

Demostración.- Si fuese M¿n-monótona restringida, paxa todo a,6,c de E, se 
verificaría Min(R(b/a), R{c/a)) < R{b/ac). 
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Tomando a, 6, c tales que p{a) = 0.4 , p(b) = p(c) = 0.5 , p(bc) = O , p(ab) = 
p(ac) = 0.2: 

Min(R(b/a),R{c/a)) = Min{l + aip{ab') + a2p{ba'), 1 + aip{ac') + a2PÍca')) = 
Mtn(l + aiO.2 + ojO.S, 1 + aiO.2 + ojO-S) = 1 + aiO.2 + oaO.S. 
R{b/ac) - 1 + aip(acb') + a2(p(6) - p(a6c)) = 1 + aiO.2 + 03(0.5 - 0) = 
1 + aiO.2 + «20.5. 

Al ser 02 < O , ajO.S > 020.5 , Min{R(b/a), R{c/a)) > R(b/ac), y no es 
Min-monótona restringida, ü 

TEOREMA 4.1.13. Rib/a) = 1 + aip(a) + a2p(b) + 03^(06) es vin p-C-
condicional si y sólo si Oi = — 1 

Demostración.- Supongamos primeramente que i2 es im p-£-condicional; es de
cir, para todo a y b C{p(a),R{bfa)) < p{b), con lo que: 
Max(0,p(a) + 1 + aip(a) + a2p(b) + asp^ab) - 1) < p(6), y 
p{a) + aip{a) + a2p(6) -|- a^piab) < p(b), para todo a y b. 
Si tomamos a y b tales que p(a) = 1 y p(6) < 1 
1-1- ai -I- OiPib) + a3p{b) < p(6). 
Operando: ai( l - p(b)) <p(b)-l; ai(l - p(b)) < - ( 1 - p(b)) ; Oi < - 1 , 
llegando a que oi = —1. 

Por otra parte, si Oj = — 1 tendremos que comprobar que: 
p(a) + aip(a) + a2p{b) + a3p{ab) < p(6); y sustituyendo Oj por su valor: 
a2p{b)-\-piab)~a2p(ab)<^b) ; (a2-l){p(b)-p{ab)) <0 .Como 0 2 - 1 < O 
y p{b) — p(a6) > O , se verifica la desigualdad siempre, ü 

COROLARIO 4.1.14. Ipib/a) = 1 - p{a)+p(ab) es vm p-£-condicional. 

NOTA.- La única relación reflexiva de la forma R{b/a) = H-aip(a)-fa2p(6)-l-
a3p(a6) , monótona y que es p-£-condicionaI es Ip{b/a) = 1 — p(a) + p{ab). 

TEOREMA 4.1.15. Si R{b/a) = l-f-aip(a) + a2p(6)-I-03^(06) es una relación 
reflexiva, entonces no es un p-ü-condicional. 
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Demostración.- Si lo fuese, para todo a y b, Il{p{a),R{b/a)) < p(b) 

Tomando a y b tales que p(a) ^ 1 , 0 y p(6) = 0: 
p(a)(l + aip{a) + a2p(6) - aip{ab) - a2p{ab)) < p{b) 
p(a)(l + aip{a)) < O , con lo que 1 + aip{a) < O y oi < ^ < - 1 
Por tanto, Oi < — 1 , lo que es imposible por ser — 1 < oi < 0. ü 

COROLARIO 4.1.16. Si R(b/a) = 1+ aip(a) + a2p{b) + a3p{ab) es xma 
relación inexacta reflexiva, no es un p-Mm-condicional. 

NOTA.- Ya sabemos que si R{b/a) = 1 + aip(a) + a2p(b) + 03^(06) , con 
cti + «2 + 03 = O y —l<ai,a2<0, entonces Jf2 es im £-preorden. 
Vamos a obtener, según el Teorema de Representación ([84]), los generiidores 
de dicho preorden. 

i2(6/a) = in££(M¿)IM«)) 

donde h^{x) = R{z/x) y £(x | y) = sup{a € [0,1] ; £ ( Q , X ) < y}. 

Comprobemos que, en efecto, R(b/a) = inf, C{ht{b) \ ht{a)). 

inf,C{K(b) I h,{a)) = M,C{R{zlb) \ Riz/a)) = 
= infj £(1 + aip(6) + a2p(z) + a3p(bz) \ 1 + aip(a) + a2p(z) + azp{az)) = 
= inf,(sup{a € [0,1] ; Max(0, o + 1 + aip(6) + a2v{z) + azp{bz) - 1) < 
< 1 + aip(a) + a2p(z) + a3p{az))) = 
= inf,(Aítn(l, 1 + axp{a) + aaíK-̂ ) + «3^(0-?) - aip(*) - <»2p(-2) — oaPÍ^^)) = 
= inf,(Mzn(l, 1 + aip(a) + a^j^az) - aip(6) - a3p(5z)) 

Comprobemos primeramente que R(b/a) < Mín( l , 1 + aip{a) + a3p(az) — 
aip(6) — a3p(bz)), para todo z. 

Para ello, basta ver que 
1 4- aip{a) + a2p(6) + azp{ab) <l + aip(a) + a3p{az) - aip{b) - aspibz); 
a2p{b) + a3p{ab) < a3p{az) - aip(6) - a3p(bz); 
a2p(b) — 02p(a6) — aip{ab) + aip{az) + a2p{az) + aip(6) — aip{bz) — a2p{bz) < 0; 
ai(p(az) + p{b) - p(bz) - p{ab)) + a2(p(¿) - k^b) + p{az) - p(bz)) < 0. 
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Al ser p{az) + p{b) — p{bz) — p(ab) = p(azb) + p{azb') + pibz) +p{bz') - p(bz) — 
p{abz) - p(abz') = p{azb') + p{bz') - p{abz') > O, 
la última desigualdad es siempre cierta. 

Por otra parte, C(h(b) | h{a)) = C{R{blb) \ R(b/a)) = £(1 | Rib/a)) = 
sup{a 6 [0,1] ; £(a, 1) < R{b/a)} = sup{a € [0,1] ; Max(0,a + 1 - 1) < 
R(b/a)} = R(b/a) 

Por tanto, hemos obtenido que: 
- R{b/a) < C(Kib) I K(a)), Vz 
- R(b/a) = dhib) I h{a)), 

llegando a R{b/a) = M, CiK{b) | K{a)). D 

128 



4.2. ALGUNAS LÓGICAS PROBABILISTICAS TIPO 
"LUKASIEWICZ" 

Sea una relación R{b/a) = 1 + aip{a) + a2p(b) + a3p{ab) , donde 
- Oi + 02 + 03 = O , y por tanto es reflexiva, 
- Oi, 02 > —1 , con lo que i l > O 
pero no imponemos que sea 01,02 < O , luego no tiene que estar acotada por 
1. 

Para que realmente sea una relación inexacta, podemos acotarla de la forma: 

R{b/a) = Min{l, 1 + aip{a) + a2p(b) + a^piab)) 

Vamos a estudiar las relaciones de este tipo. 

Observemos primeramente, que si Oj y oj son simultáneamente mayores o 
iguales que O , 
1 + Oip(a) + a2p(6) + a^piab) = 1 + oi(p(a) - p(a6)) + a2(p{b) - p(ab)) > 1 , lo 
que nos lleva a R{b/a) — 1. 
Por tanto, prescindimos de este caso. 
También prescindimos del caso en que «1,02 < O , y R(b/a) = Min(l,l + 
Oi(p(a) — p(ab)) + a2(p{b) - p(ab)) = 1 + aip(a) + 02p(6) + a3p(ab) , estudiado 
anteriormente. 

TEOREMA 4.2.1. Si Rib/a) = Min{l, 1 + aip(a) + a^pib) + a3p{ab)), en
tonces 

R es monótona ^ oi < O y 02 > O 

Demostración.- Supongamios que R es monótona y que Oi > O (por tanto, 
02 < 0). 
Por ser monótona, para todo a, b y c R{b/a) < R{b/ac). 
Min{l, 1 + aip{a)-^a2p{b)-\-a3p{ab)) < Min{l, l+aip{ac)-\-a2p{b) + a3p{abc)). 

Tomemos a, b y c, tídes que p(a),p(í») ^ 0,p(a6) = 0,p(c) = 0; 
Ha de verificeirse: M m ( l , 1 -I- aip(a) + 02^(6)) < Min{l, 1 + a^pib)) 
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Como 02 < O y p{b) > O , Min(l, 1 + aip(a) + a2p{b)) < 1 + a j^*) < 1-
Deberá ser 1 + aip{a) + a2p{b) < 1 + a2p{b) y por tanto, aip(a) < 0. 
Pero como Oi > O y p{a) > O , llegamos a contradicción. Por tzinto, ha de ser 
a2 > O y oi < 0. 

Supongamos ahora que aj > O y oi < O . Veamos que 
Min(l,l + aip(a) + a2PÍb)+a3p{ab)) < M t n ( l , l + aip(ac)+a2p(6) + a3p(a6c)) , 
para todo a, b y c. 

Si el segundo miembro es igual a 1, ya está demostrado. 
Supongeimos que el segundo miembro es 1 + aip{ac) + a2p{b) + a3p{abc) < 1, 
tendremos que comprobar que: 
1 + axp{a) + a2p{b) + a^piab) < 1 + aip{ac) + a2p(b) + a^piabc); 
es decir, aip{ac) + aip(ac') + a3p(abc) + a3p(abcf) < aip{ac) + asp^abc)', 
aiip(ac') -p{abc')) - a2p{abc') < 0. 
Pero esto siempre es cierto, por ser p(ac:) — p{abc') > O .O 

Por tanto, en toda relación R{b/a) = Min( l , 1 + aip(a) + a2p{b) + a^p^ab)) con 
Oi > O y 02 < O , se rompe la monotonía. 

TEOREMA 4.2.2. Sea R{b/a) = Mtn( l , 1 + aip(a) + ajpib) + a3p(o6)) en las 
mismas condiciones que el Teorema anterior. Si R no es monótona, es decir, si 
Oi > O y 02 < O, entonces tampoco es £-monótona restringida. 

Demostración.- Si fuese £-monótona restringida, obtendríamos para todo o, 6, c 
de i;, C{R{b¡a),R(c/a)) < R(b/ac). 

Sean o, 6, c tales que p{á) = p(b) = 1 y p{c) = O . En este caso: 
C{R{b/a),R{c/a)) = Mox(0 ,Mm(l , l + Oip{o6') + a2p{ba')) + M¿n( l , l + 
aip(ac')+a2P(ca'))-l) = -Wai(0, M m ( l , l ) + M m ( l , l - | - a i ) - l ) = Max(0, l ) = 
1. 
R{b/ac) = M m ( l , l+aip{acb')-\-a2{pib)-p{abc)) = M m ( l , l + a 2 ) = 1+02 < 1. 
Por tanto, C(R{b/a)^ R{c/a)) > R{b/ac), rompiendo la monotonía restringida. 
D 

COROLARIO 4.2.3. La relación R con las condiciones de los Teoremas an
teriores, no es ü-monótona restringida, ni Mm-monótona restringida. 
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TEOREMA 4.2.4. Sea R{b/a) = M m ( l , 1 + aip(a) + a2p(b) + 03^(06)) , 
con —1 < ai < O y 02 > O . 
i2 es un p->C-condicional ^ ai = — I y 0 < a 2 < l 

Demostración.- Si i2 es un />-£-condicional, £(p(a), R{b/a)) < p{b) , para todo 
a y b. 
Max(0,p(a) + M m ( l , 1 + aip{a) + a2p(¿») + a3p{ab)) - 1) < p{b). 

Tomamos a y b tales que p{a) = l,p(6) = 0; 
Max(0,1 + Min( l , 1 + a/) - 1) < p{b) = O, con lo que 1 + ai < O , ai < - 1 y 
por tanto, ci = —1 . 

Si fuese a2> 1 , podríamos tomar a y b tales que p(a6) / p(6) , p(6) < p(a) y 

° 2 ^ p{4)-p(a6) • 
En este caso: 
a2ÍP{b) - p{ab)) > p{a) - p{ab) y p{ab) - p(a) + 02(^(6) - p{ab)) > 0. 

Así, C(p(a), Min{l, 1 + aip(a) + a2p{b) + a^piab)) — 
= Aíax(0,p(a) + Mtn( l , 1 - p(a) + a^pib) + p(a¿») - 02^(06)) - 1) = 
= Max(0,p(a) + A/tn(0,p(ai) -p(a) + a2(p(6)-p(afe)))) = Max(0,p(a) + 0) = 
p{a) > p{b). 

Por tanto, £(p(a) ,Mm(l , 1 + aip(a) + a^pib) + a3p(a6))) > p(6), que es una 
contradicción. 
Luego, 02 < 1. 

Por otra parte, supongamos que a^ = ~\ y 0 < a 2 ^ 1 -
Veamos que C{j^a), R(b/a)) < p{b) para todo a y b. 
Es decir, Max{0,p{a) + Min(l,l-p(a) + a2pib)+p(ab)-a2p(ab))-l) < p(b). 
Basta comprobar que p{a) + Aím(0, -p(a) + a2p(6) + p(afr) — a2P(a¿)) < p(¿)-

a) Si p(a) < p(b), p(a)+Mtn(0, -p(a)+a2p(6)+p(a6)-a2p(a6)) < p(a)+0 < 

Pib). 

b) Si p{a) > p{b) , al ser —p{a) + a2P(í>) + p{ob) — a2p{ab) < —p(a) + a2p{a) + 
p(ab) — a2p{ab) = (02 — l)(p(a) — p(a6)) < O necesitamos que ¡^a) — p{a) + 
a2p{b) + p{ab) - a2p{ab) < p{b) 
es decir, a2(p(6) — p{ab)) < p{b) — p{ab), lo que es cierto, por ser 02 < 1. O 

TEOREMA 4.2.5. Toda relación inexacta de la forma: R{b/a) = M¿n(l, 1 -
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p{a) + mp{b) + (1 — m)/>(a6)), con O < m < 1 , es un £-preorden. 

Demostración.- Tendremos que ver que para todo a, b y c C(R(b/a), R(c/b)) < 
R(c/a). Es decir, 
Max{0, Min(l, 1 - p{a) + mp(6) + (1 - m)p(ab)) + Mtn( l , 1 - p(b) + mp(c) + 
(1 - m)p(bc)) - 1) < Min{l, 1 - p{a) + mp{c) + (1 - m)p{ac)). 

Como el segundo miembro siempre es positivo, será equivalente a: 
Min{l, 1 - p(a) + mp(b) + (1 - m)piab)) + M m ( l , 1 - p(b) + mp{c) + (1 -
m)p{bc)) — 1 < Min( l , 1 - p(a) + mp{c) + (1 - m)p(ac)), 

y restando 1 a los dos miembros y simplificando, 
Mm(0 , -p ( a ) + mp(6) + ( l -m)p(a6)) + Af¿n(0,-p(6) + mp(c)-|-(l-m)p(6c)) < 
Aíín(0, —p(a) + mp(c) + (1 — m)p(ac)), 
que también podemos escribir como: 

Min(0,mp(a'b) -p{aV)) + Mm(0,mp{b'c)-pibc')) < Min{0,mp{a'c)-p{acf)) 
Si el segundo miembro es O , está demostrado-, por ello, nos limitaremos al caso 
en que mp{a'c) — p{ac') < O . 
Dentro de esta posibilidad, tenemos otras cuatro que iremos examinando. 

Caso 1. 
mp(a'b) - p{ab') > O 
mp(bfc) - p{be) > O 
mp(a'c) — piad) < O 

Desarrollando estas tres desigualdades, obtenemos: 
i) mpia'bc) + mp{a'bc') > p{ab'c) + p{al/d) 
ii) mp(6'ca) + mp{Vca') > p{bc!a) + p{bda') 
iii) mp{a'cb) + mp{a'cb') < p{ac'b) + p{ac!V) 

Así, tenemos: 
pibda) + p{bda') <„) mj^b'cá) + mp{b'ca') <„,) mp{b'ca) + p{ac!b) + p{adV) -
mp{a'cb) <,) mp{b'ca) + p(ac'6) — p{ab'c) + mp{a.'bc) + mp{a.'bd) — mp{a'cb) 

Compíurando el primer y el último término, y simplificando: 
p{bda') + p{ab'c) < m[p{a'bc') + p(6'ca)] , con lo que 1 < m . Contradicción. 
Luego, este primer caso, nunca puede darse. 

Caso 2. 
mp(a'b) - p(ab') < O 
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mp{b'c) - p{bcf) < O 
mp(a'c) — p{ac') < O 

Tenemos que comprobar: 
mp{a'b) — p{ab') + mp{b'c) — p{bcf) < mp{a'c) - p{ac'). 

Como m < 1 
mp(a'¿»c)+mp(a'i>c')-p(a6'c)-p(o6'c')+mp(6'ca)+mp(6'ca')-p(ic'a)-p(6c'a')< 
< mp(a'6c)+Ka'í'<^)-p(ofc'c)-koft'«^)+P(^'c«)+"»P(*'caO-k^'«)-p(*cV) = 
= mp(a'bc) - p{ab'c') + mp(b'ca') - p{bc'a) = mp{a'c) - p{acl) , como queríamos 
demostrar. 

Caso 3. 
mp{a'b) - p{ab') > O 
mp(6 ' c ) -p (6c ' )<0 
mp(a'c) — p{ad) < O 

Tenemos que comprobar que mp{Vc) — j^bd) < mp(a'c) — p(ac') , o lo que es 
lo mismo, 
mpib'ca)+mp{b'ca')-p(bc!a)-p{bcfa') < mp{a'cb)+mp(a'cV)-p(acfb)-p{acfbf); 
mp{b'ca)+p{adb') < mp{a'cb)-\-p{bc'a') 

Por la primera desigualdad sabemos que mp{a'bc) -\- mp{a'bd) > p(ab'c) + 
p{ab'c'). 

Entonces, mp{b'ca) + p(adb') < mp{h/ca) + mp{a'bc) + mp{a'bd) — p{áb'c) < 
p(6'ca) + mp{a'bc) + p(a'bc') — p(aVc) = mp{a'bc) +p(a'bcf), obteniendo el resul
tado deseado. 

Caso 4. 
mp(a'b) - piab') < O 
mp{b'c) - p{bd) > O 
mp(a'c) — p{o.c') < O 

Tenemos que demostrar que : mp(a'b) — p(ab') < mp(a'c) — p{ad) ; es decir, 
mp{a'bc)+mp{a'bc') —p{ab'c)—p{ab'c') < mp(a'cb)i-mp(a'cb') —p(ac'b) —p{ac'b') 
mp{a'bc') 4- p{ac'b) < mp{a'cb') + p{ab'c) 

Por la segimda desigualdad, sabemos que mp(b'ca) + mp(b'ca') > p(bc'a) + 
p(bc'a') 
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Entcaaces, mp{a'bcf) + p(acfb) < mp(a'bcf) + mp(b'ca) + mp(b'ca') — p{bc'a') < 
p{a'bc') + pib'ca) + mp{b'ca!) - p(bc'a') = mp(b'ca') + p(b'ca) O 

COROLARIO 4.2.6. La implicación de Lukasiewicz 

J Í = M ¿ n ( l , l - p ( a ) + p(6)), 

es monótona, es im £-preorden y un j>-£-condicional. 

Demostración.- Se trata de una. relación de la forma 

R(b/a) = M m ( l , 1 + aip{a) + a2p{b) + 03^(06)), 

con fli = —1, 02 = 1 y «3 = 0. O 
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4.3. ALGUNAS LÓGICAS PROBABILISTICAS TIPO «POLYA»' 

En esta sección, vamos a trabajar con relaxiiones en las que ao = ¿o = ^ = ^3 = 
O, 61 ̂  O ; es decir, 

K(b/a) — j -

ya que, dividiendo adecuadamente, siempre se puede conseguir que 6i = 1. 

Como el valor de R no está definido cuando •{{a) = O, esta relación sólo tendrá 
sentido en el conjtmto JE"*" = \a^E \ p(a) > 0}, en el que trabajaremos . 

Al ser 61 + 62 + 63 = 1 , sabemos por el Teorema 4.1.1. de este capítido, que R 
es reflexiva si y sólo si oj + 03 + 03 = 1, y en este caso, la rel£u:ión queda de la 
forma: 

R{b/a) = — 

TEOREMA 4.3.1. Si R es reflexiva, R(b/a) > O si y sólo si 01,03 > O 

Demostración.- Supongamos primeramente que R{b/a) > O para todo a,b. 

Si tomamos a y b tales que p(6) = O , p{a) ^ O, obtenemos oi > 0. 

Si elegimos a y b tales que p{ah) = O , R{b/a) = "'Pt'jffPt^^ > O , obteniendo 

aip(a) + a2p{b) > O , 02 > - ^ J ^ para todo a y b, luego 03 > 0. 

Por otra parte, si 01,03 > O , como ai(p(a)—p(o6)) > O , 02(p(6)—p(o¿>)) > O , 
obtenemos que para todo a y b, R{bfa) = °»{p(<')-p('-fc))tai|(̂ Kfc)-p(»fc))fp(»fc) > o D 

T E O R E M A 4.3.2. Si R es reflexiva y > O, se verifica que: 

R<\ <r¡f a2 = 0 y a i < l 

Demostración.- Si /? < 1 , para todo a, b 
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ai(p(a) - P(a6)) + a2(p(6) - p{ah)) + p{ah) < p(a) 
Para p(6) = O , aip{a) < p{a) , con lo que Oj < 1 
Para p(6) # O y p(a6) = O , «ip(a) + a2p(5) < p(a) , a^ < ^^^^f^ para 
todo a. Tomando valores de p{a) tendiendo a O, llegamos a 02 = O 

Por otra parte, si tenemos «2 = O y fli < 1, 
R{b/a) = ''iíH°)-?K''«>)Hp(a'') < PÍa)-p(°frHp(at) = ¿2i = 1. D 

A partir de ahora, sólo trabajaremos con relaciones R que estén bien definidas 
y que sean reflexivíis. Es decir, O < Oi < 1 , 02 = O , 03 = 1 — cj y, por tanto, 

i2(6/a) = ^ Í Í ^ Í ^ I ^ 4 4 2 ± P W con O < ax < 1 
P(a) 

T E O R E M A 4.3.3. Sea R(b/a) = »iPÍ°)+''ap(>H°aPW ; R es monótona, si y 
sólo si R{h/a) = 1. 

Demostración.- Si i2 es monótona, para todo a,b y c R(b/a) < R{h/ac) 

p(<») — p(ac) 

Tomamos a, b y c, tales que p{a) = 1 , p(a6) = 0.5 , p{ac) — 0.5 , p{ahc) = 0.1 . 
En este caso, 
oiO.S-HO.5 ^ ai (0.5-0.1)40.1 

0.5ai + 0.5 < °'%\+"-̂  = 0.8ai + 0.2 . Así, 0.3 < 0.3ai , ai > 1 , y como 
ai < 1 , obtenemos oi = 1. Por tanto. 

Por otra parte, es claro que la relación R(a/b) = 1 es monónota. • 

Por tanto, en cualquier relación R{b/a) = ''yW<')-ri'^))i-r>{<''>) ^ con O < Oj < 1, se 
rompe la monotonía. 

T E O R E M A 4.3.4. Sea R(b/a) = '^dp{<')-pjab)Hríab)^ ^^^ O < ai < 1. En

tonces, R es £-monótona restringida. 
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Demostración.- Comprobemos que para cualesquiera a,b,c se verifica 
C(R(b/a),R(c/a)) < R{b/ac) , lo que es equivalente a las siguientes desigual
dades. 

Max(Q <^iP(<il>')+t>(<^) J- aiv(ac')+p(ac) _ 1^ < ais{ad>')fp{ad>). 
jia aX\^V, p(a) ^ p(a) ^) ^ p{ac) ^ 

[aip(ab') + p(ab) -f- aip{ac') + p{ac) - p{á)]p{ac) < p(a)[aip(ac6') -|- p(ac6)]; 

[aip(a6') + p{ab) -\- aip(ac') - j){ac')]p{acb) •{• [axj^aV) + p(a6) -|- aip{ac') -
p(ac')]p(ac6') < p(a6)[aip(ac6') -|- p(ac¿»)] -|- p{aV){axp{acV) -h p(ac6)]; 

[aip(a6') -I- ampiad) - p(ac')]p(acb) + \p(ab) + aip{acf) - p{ad)]p{acb') < 
p{ab)aip(acb') + p{ab')p{acb); 

[aip(a6'c) -f- aip(ab'cf) + aip(a(^) — j^ad)\p{acb) -f- \p{abc) -{• p(abd) + a\p{ad) — 
p{ac!)\p{acb') < aip{acb')p{acb)-\-aip{acb')i^abcf)+p{acb)j^alfc) + 
p{acb)p(ab'd); 

[aip{ab'cf) + aip(ac') - p{ac')]p{acb) + \p{abc') + aip(ac') - p(acf)]p(acb') < 
aip(acb')p{abd) + p{acb)p(ab'c'); 

p(acb)ai\p(ab'c') + piad)] + piacb')\p(abd) + aip(ad)] < p{acb)p(acf) + 
p(acb')i^ac') + aip{acV)p{abc') + p(acb)p{ab'd); 

p(acb)ai[p(ab'd) + p{ad)] + p(acbf)\p{abcf) + aip(adb) + aip(adV)] < 
p(acb)p{ac') -f p{acb')p{ac') -I- a\p{acV)p{abd) -|- p{acb)p(ab'd); 

p(acb)ai\p{ab'd) + p{ac')] + piacb')\p{abd) + aip(ac'6')] < p(acb)p{ac') + 
p{acb')p{ac') + p(ac6)p(a6'c'); 

ai\p(acb)p(ab'd) + p{acb)p{acf) + p{acb')p(ac'b')] + p(acb')p{abd) < 
\p{acb)p(ac') -f- p{acb')p(ac'b') + p{acb)p(ab'cf)] + p{acb')p{ac'by, 

y esta desigualdewi es siempre cierta, por ser Oi < 1. ü 

TEOREMA 4.3.5. En las condiciones del Teorema anterior, si ai ^ 1, en
tonces R no es Aíin-monótona restringida. 

Demostración.- Si lo fuese, para todo a, fe, c, debería de verificarse: 
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Min(R{b/a), R(c/a)) < R{h/ac), o equivalentemente, 

^^^^^y p(a) ' p(a) / - p(ac) 

Tomemos a, 6, c tales que p(a) = p(h) = p(c) = 0.3 , p{ab) = p(ac) = p{bc) = 
0.1 , p{abc) = 0; en este caso, 

avv(al/)+v(ab) _ oi0.2-t-0.1 
p(a) 0.3 

ai v(ac')+v(ac) _ ai 0.2+0.1 
p(o) ~ 0.3 

aip(oc6')fpíoefc) ai 0.1 _ 
p(ac) 0.1 ~ °1 

Pero por ser Oi < 1 , O.laj < 0.1 , 0.3ai < 0.2ai + 0.1 y Oi < 2i2¿±2i. Por 
tzmto, en este caso 
R{bfac) < Min{R{b/a), R(c/a)), y se rompe la monotonía restringida. D 

TEOREMA 4.3.6. Sea R{b/a) = <'IÍPN-PÍ^2!¡)HPÍ'^I>) . ^ gg un r-preorden si 
y sólo si R(b/a) — 1 

Demostración.- Si i2 es tm £-preorden, para todo a, b y c C(R(b/a), R{cjb)) < 
Ric/a), y 
MaxíO °»(Pt°)-Pt''''))-t-H°'') 4 . <HM'>)-PM)+P{l>c) _ 1-J < a^Ma)-P(ac))+p(ac) 

\ ' p(o) ^ p(6) / — p(o) 
Tomando a, b y c tales que: p(a) = p(c) = 0.5 , p(ac) = O , p(b) — 1 : 
010+0.5 1 ai 0.5+0.5 _ -1 < 010.5 

0.5 "f" 1 -̂  — 0.5 

1 + 0.5ai + 0.5 — 1 < Oi ; 0.5 < 0.5ai ; 1 < Oi y, por lo tanto, Oi = 1 

Por otra parte, es claro que si R{b/a) = 1 , R es un £ -preorden. • 

COROLARIO 4.3.7. Sea R{b/a) = "i (p(<')-pW)+rt<'M. Sii2 es un H-preorden 
o un Mm-preorden, entonces R{b/a) = 1. 

TEOREMA 4.3.8. Sea R{b/a) = <'iM<')-^^^))fPÍ''i>) . 

R es un 7>-£-condicional si y sólo si Oi = O ; es decir, si R(b/a) = ^ . 

Demostración.- Si i? es un p-£-condicional, para todo a y b, C(p(a),R{b/a)) < 
p(6), y por tanto, 

Max(0,p(a) + °.(p(°)-pg))tp(''fc) _ i) < p(b) 

138 



Tomando a,b de forma que p(a) = 1, p{b) = 0: 
jp(a) + 2 i ^ - l < O ; l + a i - l < 0 ; con lo que ci < O y por tanto, ai = 0. 

Por otra parte, si R(b/a) = ^ ^ , R es p-II-condicional: 

n(p(«)» ® ) = P ( a ) ^ = P(«6) < p(6) , paxa todo a, b, con p(a) ^ 0. 
Y, por tanto, también es p-£-condicional. D 

NOTA.- La Probabilidad condicionada P(b/a) = ^ r ^ no es p-Min-
condicional: 
Si a y b son tales que p{ab) = p{b) = 0.5 y p{a) = 0.9 , obtenemos: 
Miuipia), ^ ) = Min{0.9, g | ) > 0.5 = p{b) 

Además, no es monótona ni es vin £-preorden (y, por tanto, tampoco es un 
ü-preorden ni tm Min-preorden), y es la única, entre las que estudiamos en esta 
sección, que es p-£-condicional. 
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4.4. OTRAS LÓGICAS PROBABILISTICAS 

Sea la relación i2(6/a) = •'»ri'')t''?P^yt''ap(''fc) ^ definida en E^^, y donde im
ponemos únicamente las condiciones: oi + «2 +03 = 1 , «i, «2 ^ 0. Por tanto, 
la relación será reflexiva y mayor o igual que O, pero no tiene por qué ser menor 
o igual que 1. Para que realmente esté bien definida, podemos acotarla de la 
forma: 

R{b/a) = Mm( l , <^^M + ^^PJb) + aMab) 

TEOREMA 4.4.1. Sea /2(6/a) = Mm( l , 2i£Ísi±s^±2i£Í2ñ), con ai + a, + 
03 = 1 , oi , oj > 0. 
/? es un p-ü-condicional si y sólo si oi = O y 02 < 1 

Demostración.-
R(b/a) = Min{l, <'iM'')-r>i'>'>))f<'tM'>)-FW)+PÍ'^)) = M t n ( l , ''iPt''^'H«ap(fc''')+p(<^)) 

Recordemos que si ^ es im 11- condicional para p, entonces R < I^ = 

Por tanto, si R es un p-ü-condicional, ha de verificarse para todo a y b 
Rib/a) < J^(6/a); 
es decir, Min(l, »»PÍô 'Jf °?Hfc»')fPÍ»»)) < Min(l, g g ) 

Tomando b tal que p{b) = O : M m ( l , ^ g i ) < Mm( l ,0 ) = O ; luego oj = O 

Eligiendo ahora a y b de forma que O < p(6) < p{a.): 
Jl^,„(l^ °VPÍ6a'Hp(a6)) < ^¿„ ( i ^ tíü) = Jía < 1, 

luego, 22£Í¿|JIt£Í2Ü < £íii ; a2p(6a') < P{6«') y por tanto, 02 < 1. 

Recíprocaunente, si Oi = O y 02 < 1 , comprobemos que para todo a y b se 
verifica Tl{p{a),R{b/a)) < p{b) , es decir, 
p(a)M¿n(l, <-̂ p(y+P(°M) < p(6) ; M»n(p(a), a^K^a') + Pi^b)) < p{b). 

Pero Min{p(a), a2p{ba!) + p{a¿>)) < a2p{ba.') + p{ab) < p{ba') + p{ab) = p{b) D 
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Resumiendo los resultados obtenidos en este capitulo: 

• R(h/a) = 1 + aip(a) + flaPÍ^) + <ízp{oh) es una relación inexacta reflexiva si y 
sólo si fli 4- 02 + ^3 = O y —1 < Qi,«2 ^ O 

- es un Mm-preorden ssi i2 = 1. 
- es un ü-preorden ssi i2 = 1. 
- es un £-preorden siempre. 
- es monótona ssi 02 = 0. 
- es Min-monótona restringida ssi 02 = 0. 
- es £-monótona restringida ssi 02 = O o Oj < 02-
- no es p-Min-condicional. 
- no es p-ü-condicional. 
- es p-£-condicional ssi Oi = — 1. 

Jp ES LA ÚNICA RELACIÓN DE ESTE TIPO QUE ES £-PREORDEN, 
MONÓTONA Y p-£-CONDICIONAL 

• R(b/a) = M¿n(l, 1 + aip(a) + a2pib) + a3p(ab)) es relación inexacta reflexiva 
si y sólo si ci + 02 + 03 = O, y oi, 02 > —1. 
Tomando oi, 02 5̂  O y sig ai ^ sig 02: 

- es monótona ssi oi < O y «2 > O-
- si no es monótona, no es T-monótona restringida para T = Min, T = 11, 

T = C. 
- es monótona y p-/^-condicional ssi «i = — 1 y O < 02 < 1. 
- es monótona, p-£-condicional y £-preorden ssi ai = —1 y O < 02 < 1. 

LA IMPLICACIÓN DE LUKASIEWICZ I¿ = Mm(l, 1 - p(a) + p(5)) ES 
MONÓTONA, ES UN £-PREORDEN Y UN j)-£-CONDICIONAL. 

• R(b/a) = ''iP('')t°iP(fcH»ap(°fc) definida en {E+,p) es una relación inexacta re
flexiva si y sólo si 02 = O, O < Oi < 1 y oj -f- 03 = 1. 

- es monótona ssi /2 = 1. 
- es Mtn-monótona restringida ssi i2 = 1. 
- es £-monótona restringida siempre. 
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- es r-preorden para T = Min, T = 11, o T = Cssi R = l. 
- es un p-£-condicional ssi R(b/a) = ^^^•. 

LA PROBABILIDAD CONDICIONADA p'(6/a) = ^ NO ES MONO-
TONA, NO ES Mtn-MONOTONA RESTRINGIDA, ES C- MONÓTONA 
RESTRINGIDA, Y NO ES UN T-PREORDEN PARA T = Min, H, £. 
ADEMAS, ES LA ÚNICA RELACIÓN DE ESTE TIPO QUE ES UN p-C-
CONDICIONAL. 
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CONCLUSIONES Y 
PROBLEMAS ABIERTOS 
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CAPITULO 1 

• Se parte de una nueva definición de conjunción y de conjunción lógica en 
tuia estructura relacional cualquiera. Si en una estructura relaciona! existe una 
T-conjiinción lógica, la relación verificará el Modus Ponens. 

• Se propone una definición de conjunción estricta para el intervalo ordenado 
([0,1], <) , y se da una carax;terización de la misma mediante la imagen de su 
sección vertical. Dicha caracterización nos permite encontrar condiciones nece
sarias y condiciones suficientes para que ima operación sea una conjunción es
tricta. 

• Las t-normas continuas son conjimciones estrictas, y no lo son ni las t-
conormas, ni la media geométrica, ni las medias ponderadas. 

• Se da una caracterización por medio de los residuos. 

• Se extiende el concepto dado al de conjunción en ([0,1], <) . Se obtienen dos 
caracterizaciones; la primera nos permitirá comprobar que esta definición coin
cide con la dada para estructuras relaciónales, en el caso particular de ([0,1], <); 
la segunda, será de nuevo mediante la imagen de la sección vertical. 

• Toda conjimción estricta es conjimción, por lo que toda t-norma continua 
también lo será. La media geométrica es conjimción; se determinan algunas 
clases de medias cuasilineales que entran dentro de este tipo de operadores. 

• Se presenta una caracterización de conjimción mediante residuos. 

• Se define conjunción en un pimto de [0,1]^. Se determina la zona en que 
algimas medias cuasilineales son conjunciones. 

• De forma simétrica, se presentaoi las disjunciones estrictas, disjiinciones, y 
disjimciones locales, obteniendo resultados paralelos a los obtenidos en las con
junciones. 

• Las negaciones fuertes, nos permiten obtener por dualidad, a partir de con
junciones estrictas y conjimciones, disjunciones estrictas y disjunciones, respec
tivamente. 
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Problemas abiertos. 

• Obtener las propiedades que debe tener una operación <̂  : [0,1] —̂  [0,1], para 
obtener disjunciones a partir de conjunciones. 

• Estudio de algunas propiedades, como la asociativa, asociativa aproximada, 
distributiva, distributiva aproximada,...,de las conjunciones. 

CAPITULO 2 

• Se estudia la estructura de la familia de T-estados lógicos respecto a una es
tructura relaciona! (E, R). 

• El estudio de los operadores de consecuencias y de las relaciones de consecuen
cias en el caso fuzzy, permitirá reconocer la llamada Transformada de Zadeh 
como un operador de consecuencias fuzzy . Paxa el caso en que se trabaje con 
predicados vagos sobre dos universos distintos, se propone ima definición de 
Transformada generalizada, obteniendo sus propiedades, similares, aunque no 
idénticas, a las de inclusión, monotonía e idempotencia. 

• Se generaliza el condicional material clásico al caso fuzzy, por una parte me
diante los preórdenes J j , y por otra, mediante las relaciones 7^, / ^ , / ^ ^ ; todas 
ellas, al particularizar al caso clásico, en efecto, coinciden con el material condi
cional, sin embargo se demuestra que mientras que en las tres últimas y las 
relaciones / J con T t-norma arquimediana no estricta, se verifica el recíproco, 
no ocurre lo mismo en los restantes casos. 

• Se demuestra que tanto R^ como Rj^^ tomando la t-norma £ y su dual £*, 
son //-£-condicionales. 

• Con r t-norma y cópula, la relación R^^ es £-transitiva. 
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Problemas abiertos. 

• Estudiar en qué condiciones i2^ es un //-T-condicional, o es un T-preorden. 

CAPITULO 3 

• Dada una operación conmutativa " • " y una relación jR en un conjunto E, se 
define cuándo: 

- ü es -monótona. 
- i l es débilmente -monótona respecto a una t-norma continua T. 
- R es n--monótona respecto a xma t-norma continua T, siendo n € .ÍV. 

• Se obtiene que toda relación -monótona es n--monótona, para todo n € W, 
y toda relación n--monótona paxa algún n € W, es débilmente -monótona. Se 
comprueba la equivalencia de estos tres conceptos en el caso de las relaciones 
T-transitivas. 

• Se define la propiedad (HT) mediante estados lógicos y se demuestran los 
siguientes resultados: 

- Si i l es reflexiva, y n—monótona respecto a la t-norma T, entonces R 
verifica la propiedad (HT). 

- Si i? es reflexiva y verifica la propiedad (HT), entonces R es débilmente 
-monótona respecto a T. 

- Existen relaciones que para alguna t-norma T verifican la propiedad (HT) 
y no son n—monótonas para ningiín n 6 JN. 

- Existen relaciones que para alguna t-norma T no son débilmente 
-monótonas . 
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• Además, cuando E es finito se tiene: 

- Si una relación R reflexiva es débilmente -monótona respecto a la t-
norma T, entonces verifica {HT) 

• Se particularizan todas estas definiciones y situaciones para el caso clásico. 

• Se comprueba la independencia de la propiedad {Hj) anteriormente estable
cida, con la noción de monotonía restringida, mediante algunos ejemplos. 

Problemas abiertos. 

• Queda abierto el problema de si existen relaciones en conjuntos infinitos tales 
que para alguna t-norma T son débilmente -monótonas, pero no verifican la 
propiedad {HT). 

• Encontrar ima caracterización mediante estados lógicos de la monotom'a res
tringida. 

CAPITULO 4 

• Dada tm Algebra de Boole probabilizada (f?,p), se estudian las propiedades 
de las relaciones: 

1) R{b/a) = 1+ aip(a) + ajpífr) 4- Oaj^ab), con ai + 02 + 03 = O, obteniendo: 

• 0 < i 2 < l s i y sólo si —1 < Cj, oa < 0. 
Por tanto, sólo será realmente una relación fuzzy en este caso. 

Ip es la única relación de este tipo que es £-preorden, monótona y p-C-
condicional. 

147 



2) R{b/a) = M m ( l , 1 + aip(a) + a2p{b) + 03^(06)), con 0 1 + 0 2 + 03 = O, 
01,02 > —1, llegando a: 

• R es monótona si y sólo si oi < O y 02 > O-

• Se obtienen condiciones para que R sea T-monótona restringida, para 
que sea p-£-condicional, y para £-preorden. 

• La Implicación de Lukasiewicz I^ es monótona, es £-preorden y p-C-
condicional. 

3) R{b/a) = °iP(''H''̂ ^yH°,ip(''M^ con o, + 02 + 03 = 1, obteniendo: 

• 0 < i 2 < l s i y sólo si 02 = O y O < Oj < 1 

En estas condiciones, 

• Se estudia la monotom'a y monotom'a restringida respecto a Min y a £. 

• Se obtienen condiciones para que sea un T-preorden, y paxa que sea un 
p-£-condicional. 

• La probabilidad condicionada p* no es monótona, no es Mm-monótona 
restringida, es £-monótona restringida, y no es un T-preorden para T = 
Min,T = n , T = £. Además, es la única relación de este tipo que es xm 
p-£-condicional. 

4) R(b/a) = M¿n(l, 2i£Íal±2zE^l±2i£Ml), definida en £;+, y con oj + 02 + 03 = 1 
y 01,02 > 0. 

• i2 es im p-ü-condicional si y sólo si Oj = O y 02 < 1. 
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Problemas abiertos. 

• En las relaciones de tipo 1), queda estudiar si R es H-monótona restringida. 

• En líis de tipo 2), falta el resto de propiedades cuando R no es monótona. 

• En 3), obtener condiciones para que R sea ü-monótona restringida, y para 
que sea p-T-condicional, con T = Min y T = H. 

• El estudio de las relaciones de tipo 4) queda totalmente abierto. 
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1. NORMAS Y CONORMAS TRIANGULARES 

Aunque en el primer capítulo se propone una generalización del concepto de con
junción fuzzy, no deja de ser tina realidad que las funciones que generalmente 
se han utilizado a lo largo de toda la literatura para formalizar la sintetización 
de información son normas triangulares o, para abreviar, t-normas; cuando se 
habla de T-preórdenes, T-condicionales, etc., generalmente se está exigiendo 
que T sea ima t-norma. 

Por ello, creemos es necesario hacer ima exposición de la definición y propiedades 
de estas operaciones. 

D E F I N I C I Ó N . Una norma triangular T es una operación T : [0,1]^ -* [0,1], 
que verifica: 

- es asociativa, 
- es conmutativa, 
- no decreciente en cada variable, 
- T{a, 1) = a y T(a,0) = O , para todo a € [0,1]. 

D E F I N I C I Ó N . Una t-norma T se dice que es arquimediana si para todo 
a € (0,1), se verifica que T{a,a) < a. 

T E O R E M A . Una t-norma T es continua y arquimediana si y sólo si admite 
una representación de la forma: 

T(a,fe) = /(-^)(/(a)-h/(6)), 

donde 
- / : [0,1] —*• M^, es continua, estrictamente decreciente y tal que / ( I ) = 0. 
- /í~^) : JR"*" -* [0,1] es la pseudoinversa de / , dada por: 

/'->(.) = { '̂., '' ' ^ f^'^ 
(x) si x6[0,/(0)] 
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D E F I N I C I Ó N . Una t-norma T es estricta si es continua en [0,1]^ y estricta
mente creciente en cada variable sobre (0,1]^. 

T E O R E M A . Una t-norma T es estricta si y sólo si admite ima representación 
de la forma 

T{a,b) = f-\f{a) + m), 

donde / : [0,1] -+ M'^ es continua y estrictamente decreciente, con /(O) = oo 

y / ( i ) = 0. 

Tanto en este último caso, como en el del Teorema anterior, se dice que / es 
una generador aditivo de la t-norma. 

T E O R E M A . Una t-norma T es continua y arquimediana si y sólo si admite 
tina representación de la forma 

T{a,b) = k^-'\k{a) • k{b)), 

donde 
- k : [0,1] —* [0,1] es una función continua y estrictamente creciente, tal que 
fc(l) = l. 
- k^~^^ : [0,1] —* [o, 1], es la pseudoinversa de k. 

T E O R E M A . Una t-norma T es estricta si y sólo si admite ima representación 
de la forma 

Tia,b) = k-\k{a) • kib)), 

siendo k : [0,1] —* [0,1] continua y estrictamente creciente, verificando A;(0) = 
O y Ar(l) = l. 

En estos dos últimos casos la función k se dice que es im generador multiplica
tivo de la t-norma. 
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DEFINICIÓN. Una t-norma T es positiva si T(a,b) > O para todo 
a, t e (0,1). 

PROPOSICIÓN.- Las únicas t-normas positivas son el Mínimo y las estric
tas. 

Las t-normas más importantes son la Z, el Mínimo (Min), el Producto (11), y 
la de Lukasiewicz (£). 

LA T-NORMA Z. Viene definida por 

Z ( a , 6 ) = . 
a, si 6 = 1 
b, si a = 1 

, O, si a9¿ 1,6^ 1 

Es la t-norma más pequeña y no es continua, por lo que es la menos utilizada 
de las cuatro. No es positiva. 

LA T-NORMA MÍNIMO. Es continua y positiva, pero no es arquimediana, 
por lo que no admite ninguna representación por medio de generadores aditivos 
ni multiplicativos. 

LA T-NORMA PRODUCTO. Viene dada por n(a, fe) = a • 6. Es continua 
y arquimediana; está generada aditivamente por la función / (x ) = —Inx, y 
multiplicativamente por k{x) = x. Es estricta, y por lo tanto positiva. 

LA T-NORMA D E LUKASIEWICZ. Es £(a,6) = MaxiO,a + b-l),y 
es continua y arquimediana; su generador aditivo es f{x) = 1 — x , y el multi
plicativo k{x) = c''"* . No es positiva ni estricta. 
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LEMA.- Para todo a, 6 6 [0,1], se verifica: 

Z{a, b) < C{a, b) < n(a, b) < Min(a, b) 

R.Yager en [86] proporciona una familia uniparamétríca de t-normas, definida 
por: 

T{a, b) = l - Min[l, [(1 - a)" + (1 - 6)"]^/"], 

para p > 1. 

DEFINICIÓN. Una t-conorma o cononna triangular T* es una operación 
T' : [0,1]2 -> [0,1], verificando: 

- es conmutativa, 
- es asociativa, 
- es no decreciente en cada variable, 
- r * ( a , l ) = l y r ' ( a , 0 ) = a , p a r a c a d a a € [ 0 , l ] . 

TEOREMA. 
i) T es una t-norma si y sólo si T*, definida por 

r > , 6 ) = l - T ( l - a , l - 6 ) 

es una t-conorma. 

ii) T' es una t-conorma si y sólo si T definida por 

r (a ,6) = l - r ' ( l - a , l - 6 ) 

es vma t-norma. 

Por tanto, para cada t-norma T tenemos ima t-conorma asociada T*(a,b) = 
l - T ( l - a , l - 6 ) . 

Las respectivas t-conormas asociadas a las cuatro t-normeis mencionadas ante
riormente son: 
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X, si y = o 
Z'(a,b) = {y, si x = 0 

1, si x,y € (0,1] 
r*(a,6) = Mtn(a + 6,l) 
n*(a, b) = a + b-ab 
Min*{a, b) = Max{a, 5) 

Ahora tenemos el siguiente orden: 

Z < £ < n < Min < Min' <Tl'< C < Z' 

DEFE^ICION. Una t-conorma T" es arquimediana, si su t-norma asociada lo 
es. 
Una t-conorma T* se dice que es estricta, si su t-nonna asociada lo es. 

TEOREMA. Una t-conorma T" continua es arquimediana si y sólo si admite 
una representación de la forma 

T\a,b) = g^-'\g{a) + g{b)), 

donde 
- p : [0,1] - • JR"*" es tm función continua, estrictamente creciente, con g{Q) = 0. 
- g^~^^ es la pseudoinversa de g. 

TEOREMA. Una t-conorma T* es estricta si y sólo si admite una repre
sentación de la forma 

r > , 6 ) = y-^(5(a)-hí/(6)), 

siendo g : [0,1] —*• St^ una función continua, estrictamente creciente, con 
g{Q) = O y í7(l) = oo. 

En los dos casos, se dice que p es un generador aditivo de la t-conorma T". 

LEMA.- Si / es el generador aditivo de una t-norma T, y 51 el de su t-conorma 
asociada T*, entonces 

g{x) = f{l-x), 
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para todo x € [0,1]. 

DEFINICIÓN. Una operación C : [0,1]* -> [0,1] es una cópula si para todo 
a, 6, c, cf e [0,1] verifica: 

i )C(a ,0 ) = C(0,a) = 0. 
i i ) C ( a , l ) = C( l ,a ) = a. 
iii) C{a, b) + C{c, d) > C{a, d) + C{c, b) siempre que a <c y b < d. 

TEOREMA. Si C es una cópula, entonces, para cualesquiera a, 6, c, d € [0,1], 
tales que 0 < a < c < l y 0 < 6 < d < l , se verifica: 

O < C{c,d) - C(a,6) < ( c - a) + ( d - i ) 

TEOREMA. Una cópula es xma t-nonna si y sólo si es asociativa. 

TEOREMA. Una t-norma T es una cópula si y sólo si para cualesquiera 
a,b,c£ [0,1], tales que c < a, se verifica la desigualdad: 

T(a,b) - T{c,b) < a - c. 

TEOREMA. Si T es una t-norma y ima cópula, entonces C<T < Min. 
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2. FUNCIONES DE AGREGACIÓN 

En el año 1984 ([41]), Gaspar Mayor introdujo las funciones de agregación, en un 
intento de agrupar bajo una misma definición, tanto las t-normas y t-cononnas, 
como otros tipos de conectivos ampliamente utilizados en algunas aplicaciones 
de la teoría de conjuntos borrosos, como por ejemplo las combinaciones lineales 
convexas de una t-norma y ima t-conorma. 

Posteriormente, Joan Torrens ([61]) propone xma nueva definición de función de 
agregación; añadiendo a la oúsma, por una parte, la asociatividad, obtiene los 
que denomina T-operadores; por otra, imponiendo algtmas condiciones de con
tomo, llega a las funciones de agregzu:ión lineales, que coinciden con el concepto 
inicial de función de agregación de G. Mayor. Las t-normas y las t-conormas 
están dentro, tanto de estas últimas, como de los T-operadores. 

Daremos la definición y propiedades esenciales de las funciones de agregación, 
tal y como fueron propuestas inicialmente por G. Mayor. 

DEFINICIÓN. Una función F : (0,1]* - • [0,1] es una función de agregación 
si para todo x, y, x', y' e [0,1] se verifica: 

l ) F ( x , 0 ) = F ( l , 0 ) - x 
F ( x , l ) = ( l - F ( l , 0 ) ) - ; c + F ( l , 0 ) 

2) Si X < x',y < y', entonces F{x,y) < F(x',y') 

3) F(x,y)=F(y,x) 

LEMA. 
- Toda t-norma T es una función de agregación. 
- Toda t-conorma 5 es una función de agregación. 
- Si T es ima t-norma y S es una t-conorma, entonces la combinación lineal 
convexa F = QT + (1 — a)S , con a € [0,1], es ima función de agregación. 
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P R O P O S I C I Ó N . Las únicas funciones de agregación asociativas son las t-
nonnas y las t-conormzis. 

P R O P O S I C I Ó N . La única función de agregación que verifica F(1,0) = O y 
F{x,x) = X para todo x € [0,1] es F = Min. 

La única función de agregación que verifica F ( l , 0) = 1 y F(x, x) = x para todo 
X G [0,1] es F = Max. 

P R O P O S I C I Ó N . Si F es una función de agregación, entonces F(x ,x) = x 
para todo x de [0,1] si y sólo si Min < F < Max. 

Las tres proposiciones sigmentes, nos proporcionan nuevas funciones de agre
gación. 

P R O P O S I C I Ó N . Si F es una función de agregación, también lo es la función 
F' definida por F*(x, y) = 1 - F ( l - x, 1 - y) . 

P R O P O S I C I Ó N . Sean T una t-nonna, S una t-conorma, y / : [0,1]^ -* [0,1] 
verificando: 

- f es creciente, 
- / (0 ,x) = fc-x, y 
- / ( x , l ) = ( l - f c ) - i - | - * ; 

para todo x € [0,1]. 
Entonces, la función F definida por F(x, y) = f{T(x, y), 5(x, y)), para todo x, y 
de [0,1] es una función de agregación. 

P R O P O S I C I Ó N . Si F y G son funciones de agregación, también lo es la 
función H definida por H{x, y) = aF(x, y) + (1 — a)G{x, y), con a € [0,1]. 

P R O P O S I C I Ó N . La t-norma Z definida por 
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X, si y = 1 

Z{x,y)= { y, s i x = l 
O, si a; ^ 1, y 7̂  1 

es la mínima función de agregación. 

De la misma fonna, la t-cononna Z*, dual de Z, es la máxima función de agre
gación. 
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3 . O P E R A D O R E S D E C O N S E C U E N C I A 

D E F I N I C I Ó N . Dado un conjunto clásico E, xm operador de consecuencias en 
el sentido de Tarski, es una operación C : 1P{E) —*• P(E), verificando: 

Cl) Inclusión: A C C{A), 
02) Monotonía: Si A C J5, entonces C{A) C C{B), 
03) Idempotencia: CiC{A)) = CÍA), 

para todo A,B e F{E). 

Si además tenemos que 
04) Compacidad: Si 6 G C{A), entonces 6 6 C{A') para algtin subcon-

jxmto finito A' CA, 
entonces C es un operador de consecuencias compacto. 

D E F I N I C I Ó N . Una relación hC P{E) x E se dice que es una relación de 
consecuencias si se verifican las propiedades: 

R l ) Reflexiva: Si b € A, entonces A H 6, 
R2) Monótona: Si A h 6, entonces Al¡ B h b, 
R3) OUT (Cumulative Unit Transitivity): Si A H 6j para todo ¿ € J y 

A U {6i}i€/1" b, entonces Ah b, 
para todo A, B de P{E) y todo 6,6, en E. 

Además, si se tiene: 
R4) Compacidad: Si A h 6, entonces existe una subconjtinto finito A' Q A 

con A' \- 6, 
tenemos una relación de consecuencias compacta. 

La conexión existente entre las nociones introducidas en estas dos definiciones, 
nos viene dada por los siguientes teoremas. 

T E O R E M A . Si C es un operador de consecuencias en E, la relación HC 
P{E) X E, dada por: 

i4 h 6 si y sólo si 6 € C{A) 
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es tina relación de consecuencias. 

Si además, el operador C es compacto, la relación también lo es. 

TEOREMA. Si hC P{E) x fJ es una relación de consecuencias, el operador 
C : F{E) -^ P(E) dado por 

CÍA) = {b; Ahb} 

es un operador de consecuencias. 

De nuevo, si además h verifica la propiedad de compacidad, también la verifica 
el operador de consecuencias obtenido. 

A veces, se trabaja sólo con condiciones de tipo finito, es decir, en el ceiso de los 
operadores de consecuencias: 

Cl ' ) Inclusión: A C C(A), 
C2') Monotonía: C{A) C C{AU{b}), 
C3') Idempotencia: Si 6 € C(A), entonces CÍA) = C(A U {b}). 

Y en el de relaciones: 

Rl ' ) Reflexiva: Si 6 € A, entonces A h 6, 
R2') Monótona: Si A I- 6, A U {c} H 6, 
R3') CUT: Si A H c y A U {c} I- 6, entonces A h fe. 

Si un operador C verifica las condiciones Cl , C2 y C3, verificará Cl ' , C2' y C3', 
pero pzira que sea cierto el recíproco, es necesario que C sea compacto. 

De forma similar, si una relación h verifica Rl , R2 y R3, cumplirá también Rl ' , 
R2' y R3', y para el recíproco necesita ser compacta. 
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