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Introduccid

Els principals objectes d’estudi d’aquesta memoria son les integrals singulars. Aquests operadors
van sorgir fa uns cent anys com a operadors auxiliars associats a l’estudi de les séries de Fourier,
principalment a la seva sumabilitat i a la teoria del potencial.

Les primeres integrals singulars que es van considerar eren al pla, com la funcié conjugada, que
és una integral singular al tor unidimensional, per aix¢ s’utilitzava 1’analisi complexa per resoldre
els problemes d’acotacié d’aquestes integrals. En una segona fase, Antoni Zygmund i Alberto Cal-
der6n van aportar métodes de variable real per estendre les integrals singulars en espais euclidians
de dimensi6 superior. Posteriorment, Calderén proposa un programa on les algebres d’operadors
integrals singulars eren una eina clau per entendre les equacions en derivades parcials amb coefici-
ents no suaus. El principal operador utilitzat era I'integral de Cauchy sobre corbes Lipschitz. En
aquest sentit és molt important el Teorema de Calderon (1977) que resol la Conjectura de Denjoy:
un subconjunt compacte d’'una corba rectificable és evitable si i només si té mesura de Hausdorff
1-dimensional igual a zero.

Les integrals singulars comencen a tenir un paper important en ’analisi matematica i comencen
a despertar interés en altres arees com la geometria i la topologia. Per poder aplicar les integrals
singulars a moltes situacions d’analisi, Coifman i Weiss van establir un marc més general, el d’es-
pais de tipus homogeni. Aixi, a finals del segle XX, principis del XXI, les integrals singulars tornen
a l'analisi complexa amb 1’éxit d’haver obtingut acotacions de l'integral de Cauchy sobre corbes
Lipschitz, pero ara sén aquests operadors els que ajuden a l’analisi complexa.

Avui en dia la teoria de les integrals singulars ocupa una posicié privilegiada en I’analisi matema-
tica, essent molt importants en els estudis sobre la capacitat analitica i les aplicacions a les EDP’s i
a la mecanica de fluids, on apareixen integrals singulars de forma natural. També estan essent d’un
gran interés les investigacions sobre la rectificabilitat i aqui és on sorgeix el problema de David i
Semmes, encara obert en el cas general, que es pregunta si I'acotacié L?(u1) de les transformades de
Riesz impliquen que la mesura p és uniformement rectificable. Aquest problema actualment esta
resolt pel cas de la integral de Cauchy (Mattila-Melnikov-Verdera, 1996) i pel cas amb codimensio
igual a 1 (Nazarov-Tolsa-Volberg, 2014).

En un intent de resoldre el problema de David i Semmes, Verdera va pensar que seria util veure
si Pacotacio L?(u) de les transformades de Riesz impliquen I'existéncia de valors principals, perqué



llavors semblava més senzill veure si 1'existéncia de valors principals implicaven que la mesura pu
fos uniformement rectificable. Aquest cami no va donar resultats positius pel problema de David i
Semmes, perd va obrir una nova linia d’estudi al plantejar que seria ttil ’acotacié de la norma de
I’operador maximal per la norma de 'operador, que és en el sentit que s’ha treballat en aquesta
memoria.

L’operador maximal amb el que es treballa és

T f(x) = sup |T° f(z)],
e>0

on T¢ f(x) és la integral singular truncada a nivell € (veure (0.6) al capitol de Preliminars).

Trobem una especial motivacié en tres articles originats a partir d’aquesta idea. En el primer,
de J. Mateu i J. Verdera del 2006, [MV], s’hi proven desigualtats puntuals pels casos particulars de
la j-éssima transformada de Riesz i de la transformada de Beurling,

R;f(x) = v.p. Rnf(x—y)|y|yTj+1dy i Bf(z):}rv.p./(cf(z—w)u;dw.

Es fa notar per primer cop que les acotacions sén diferents degut a la paritat del nucli de les res-
pectives transformades. S’obtenen acotacions en norma LP, 1 < p < oo, per les dues, i també en
norma L! feble en el cas de la transformada de Beurling. Per la transformada de Riesz es demostra
que no hi ha una acotacié de la norma L' feble de R3 f en termes de |[R; f[]1.

A posteriori, en els articles de J. Mateu, J. Orobitg i J. Verdera de 2011, [MOV], i en [MOPV]
de 2010 dels mateixos autors més C. Pérez, s’han provat acotacions puntuals com les esmentades
per transformades de Riesz d’ordre superior,

_ ()
Rf(l‘) = V.p. .. f(l‘ y) |y‘d+n dy)

on P és un polinomi homogeni harmonic de grau d. En el primer treball es tracta el cas d’operadors
amb el nucli parell i en el segon es fa el mateix pels de nucli senar. Aqui és on la desigualtat de
Cotlar pren protagonisme, ja que es fa notar que la desigualtat puntual pel cas parell és una millora
d’aquesta. La desigualtat de Cotlar acota 'operador maximal de la segiient forma:

T"f(x) < M(Tf)(x) + CM f(z),

on M és la funcié maximal de Hardy-Littlewood,

1
M) = sup o /B N

r>0

En [MOV] es demostra que, per les integrals singulars de Calderon-Zygmund de grau parell i
amb nucli prou regular, ’acotacié puntual de I'operador maximal pel mateix operador és equivalent
a l'acotacio en L? i al mateix temps a una condici6 algebraica sobre el nucli de la integral singular.



En el cas de les integrals de grau senar, en [MOPV], es veu que succeeix el mateix perd en la
desigualtat puntual necessitem la segona iterada de l'operador maximal de Hardy-Littlewood. Ja
s’havia vist en [MV| que I'acotacio sense iteracié no funcionava en el cas de la transformada de Riesz.

A partir d’aqui, en el treball que ens ocupa, ens hem dedicat a estendre aquestes acotacions. En
el primer capitol es resol una pregunta oberta que es planteja a [MOV]. Es demostra que 'acotacio
en LP (i en LP amb pesos) és també equivalent a la desigualtat puntual, no només amb p = 2.
Aquests resultats estan reflectits en [BMO1].

En el segon capitol es treballa una altra pregunta plantejada al mateix article. Es tracta de
veure si es pot relaxar la regularitat del nucli i que segueixi passant el mateix. Quan ens trobem
a R2, donem una bona resposta fixant una diferenciabilitat inicial que ha de tenir el nucli. En el
cas que la dimensié n és més gran que 2, tenim una resposta parcial, en el sentit de que aquesta
regularitat inicial depén del grau d’un cert polinomi que a la vegada depén del nucli de 'operador.
Aix0 podria fer que s’hagués de demanar una diferenciabilitat molt gran. Pero, aixo si, finita.

El tercer capitol és una millora dels resultats obtinguts en el treball de fi de master on vam
donar un exemple pel qual no tenim acotacié de la norma L' feble de la funcié maximal en termes
de la norma L' de l'operador. En el treball es presentava el cas d’un polinomi harmonic de grau 3
en el pla. Aqui s’explica com es pot generalitzar al cas d’operadors de qualsevol grau senar en el
pla. Tot i aix0, degut a la dificil caracteritzacié dels polinomis harmonics en dimensions superiors,
ens ha quedat obert el problema a R™, per n > 3.

En I'ultim capitol ens plantegem un problema proposat per J. Verdera. Considerem el mateix
problema d’acotar puntualment ’operador maximal d’una integral singular pel mateix operador,
perd en aquest cas trunquem amb cubs en lloc de boles. Definim aquesta nova maximal com

T5f(z) = sup IT5 f ()],

on T5 f(z) son les truncades respecte els Q(z,¢), que sén els cubs amb costats parallels als eixos,
centrats en x i amb costats de longitud €. Treballem el cas de la transformada de Beurling i veiem

que per poder acotar ho hem de fer utilitzant la segona iterada del maximal de Hardy-Littlewood, i
que no ho podem reemplagar per la primera iteraci6. Aquests resultats estan reflectits en [BMO2].






Preliminars

Operadors de Calderén-Zygmund

En aquesta memoria treballem amb integrals singulars del tipus

Tf(x)=v.p. K(z)xf:=lim K(y)f(z —y)dy. (0.1)

e—0 ly|>e

Tot i que es poden incloure en una definicié mes general, observem que només treballarem amb
integrals singulars determinades a partir de la convoluci6 de la funcié amb un nucli K, que definim

de la segiient forma
_o(#)
K(z) :=

[

(0.2)

on € esta definida en S"~!, és integrable amb mitjana zero. D’aquesta manera, T'f esta definida
per a funcions de la classe de Schwartz S. Si, a més, suposem que ) esta, com a minim, a C'(S"1),
tenim que aquestes integrals singulars estan acotades de LP a LP i de L' a LY i aixi les podem
anomenar operadors de Calderén-Zygmund. El que tenim és

Teorema. Sigui T una integral singular de Calderon-Zygmund.
(i) Si f € LP, llavors ||T f||Lr < C||f|lLr, 0 sigui que T f també esta en LP, 1 < p < oo.
(ii) Si f € LY, llavors ||Tf||p1.0c < C||fllz1, €5 a dir, Tf esta en L' débil, LY.

Direm que un operador T' és senar si el nucli (0.2) és senar, és a dir, si Q(—z) = —Q(z),
x € R"\ {0}. Equivalentment definim un operador parell si Q(—z) = Q(z), x € R™\ {0}. La funcio6
homogeénia €2 té un desenvolupament en esférics harmonics

o

Q(z) = Z Pj(z), xS, (0.3)

on els P; son polinomis homogenis harmonics de grau j. Si I'operador és parell, la suma només
conté polinomis de grau parell P, si és senar, només polinomis P;_1. Habitualment considerarem
Q € C>®(S™1). Ser infinitament diferenciable és equivalent > M| Pj||oo < o0 per a tota M > 0.



El primer exemple d’integral singular és la transformada de Hilbert. Donada una funci6 f € S,
definim la seva transformada de Hilbert com

Hlev.p.i*f::llim Md

y. (0.4)
™ T e—0 ly|>e Yy

Esta ben definida ja que I'integral de % ésOene <yl <1.

A R" definim la j-éssima transformada de Riesz R; com aquella integral singular tal que a la

banda de la transformada de Fourier compleix R/]m(f) = —i% A(g ). D’aquesta manera la j-éssima
transformada de Riesz es caracteritza pel nucli [St, p. 57|

F(n-2|—1) ij
ntl
2

Kj(z) = |z

T
Observem que la transformada de Hilbert és el cas particular d’aquesta transformada a la recta.
Aquests exemples son integrals singulars amb nucli senar. El primer exemple de nucli parell és

la transformada de Beurling, que és ’analeg de la transformada de Hilbert en variable complexa.
Ve definida com

Bf(:)= v [ fz- w)%dw. (0.5)

Ob i + 3y, 11 1 ]
servem que si w = z + iy, llavors — = —1 )
q Y w? (22 4 y?)? (22 + y2)?2

Considerem ara les integrals truncades
v = [ K@i (06)
r—y|>€E

Les integrals singulars de Calderén-Zygmund satisfan
lim 7€ f(z) =Tf(x), gpt zeR"
e—0

Al llarg d’aquest treball, treballem amb els operadors maximals. Sigui 7" un operador de
Calderon-Zygmund. L’operador maximal associat és

T*f(z) =sup|T°f(x)], = e€R".
e>0

Tenim que

Teorema. Si T és un operador de Calderon-Zygmund, aleshores T és feble (1,1) i fort (p,p),
1 <p<oo.



En analisi matematica, I'estudi de la mitjana de les funcions surt de forma natural en moltes
situacions. El seu estudi es simplifica amb la introduccié de la funcié maximal. Les funcions maxi-
mals sén molt importants perqué controlen alguna informacié quantitativa de la funci6é estudiada,
encara que puguin ser més grans que aquesta. Aixi, definim la funcié maximal de Hardy-Littlewood
d’una funcié integrable f com

1
I =30 B a1 91

Es pot definir a partir de cubs en lloc de boles, i també les respectives funcions maximals no centra-
des, fent el suprem sobre totes les boles o cubs que contenen x. Degut a que la mesura de Lebesgue
és una mesura doblant (és a dir, |B(a, 2r)| < 2"|B(a,r)|), obtenim que tots aquests operadors ma-
ximals s6n puntualment equivalents.

Ens interessara controlar els operadors maximals. Una de les formes de control més conegudes
és la Desigualtat de Cotlar:

" f(z) < C(M(Tf)(x) + CM f(z)) ,x € R, (0.7)

per a f € §. Aquesta desigualtat acota 'operador maximal de la integral singular per la maximal
de Hardy-Littlewood composada amb T més la maximal de Hardy-Littlewood de la funcio, llevat
de constants. Es pot generalitzar de la segiient manera.

Lema (e.g. [Du, p. 102]). Si T és un operador de Calderdn-Zygmund, aleshores

T f(2) < Cy (M(TS)(@)¥ + Mf()),
per a 0 <v <1, iperafeCr.

Si tenim una funci6 m € C*°(R™ \ {0}), homogeénia de grau 0, i T;, és I'operador definit a la
banda de la transformada de Fourier com (7},(f)) = mf, aquest operador T no te perqué ser una
integral singular del tipus (0.1). Pero el podem escriure com un multiple de l'identitat més una
integral singular de Calderén-Zygmund. Per a una constant a i f € S,

Q(z/|z])

on aqui Q € C®(S"1). El conjunt d’operadors d’aquest tipus formen una algebra commutativa A.
I tenim que un element de A és invertible si i només si m no s’anulla en S" L.

Aquest resultat també és valid si 2 esta en algun espai de Sobolev. Es pot veure aquest resultat
en larticle de Calderén [Cal. Sigui a una constant i denotem per gy la delta de Dirac a l'origen.
Calderén i Zygmund van demostrar que si el nucli d'un operador T, que sigui invertible en L?(R™),
és de la forma ady + K, on K és homogénia de grau —n, amb mitjana zero sobre l'esfera S™~! i esta
a 'espai de Sobolev L;(S”_l), per a algun ¢ > 1 i s € N, aleshores el nucli de I'operador invers té
la mateixa regularitat.



Multiplicadors

En aquesta tesi treballem sovint amb el parallelisme entre un operador i la seva funci6 m
associada, com la que acabem d’esmentar. Aquesta funcié s’anomena el multiplicador de Fourier
de l'operador. L’espai de multiplicadors de L? o de multiplicadors de Fourier de LP es defineix de
la segiient manera via la transformada de Fourier. Donat 1 < p < oo anomenem M, (R") a I'espai
de totes les funcions acotades m de R™ tals que 'operador

Tu(f)=(fm), feS,

esta acotat en LP(R™) (o que esta inicialment definit en un subespai dens de LP(R™) i té una extensio
acotada en tot I’espai). Denotem per (-)V la inversa de la transformada de Fourier. La norma de m
en M, (R"™) esta definida com la norma de 'operador lineal acotat T, : LP(R") — LP(R"™),

[Imlat, = [Tl Lo Lo

Els elements de I'espai M,,(R™) s’anomenen multiplicadors (de Fourier) de LP. Similarment, parlem
dels multiplicadors de LP(w), quan w és un pes.

Es ben conegut que, degut al Teorema de Plancherel, My, el conjunt dels multiplicadors L?, és
L*> i que M;(R™) és el conjunt de les transformades de Fourier de les mesures de Borel finites en
R"™. També es demostra que una funcié acotada m és un multiplicador de LP si i només si és un
multiplicador de LP', on p i p’ son tals que % + 1% = 1. I llavors, |[m||pm, = HmHMp,, 1<p<oo.
De fet, tenim

MlgMngng2:Looa

si 1 < p < g <2 La teoria basica de multiplicadors la podem trobar en [Du, Chapter 3, Chapter
8] i en [Grl, Chapter 2|, entre d’altres. Per exemple, en |Grl, p. 366|, podem trobar un teorema de
Hormander-Mihlin que ens dona condicions suficients per ser multiplicador.

Teorema. Sigui m(§) una funcié acotada en R™ \ {0} a valors complexos que satisfa una de les
segtlients condicions:

(a) Condicié de Mihlin

[0¢m(§)] < Ale|7Il per a tots els multiindexs |a| < [g] + 1.
(b) Condicié de Hérmander

n
sup R~ 2l 10%m(€)|?dé < A% < o0, per a tots els multitndexs o] < [—} + 1L
R>0 R<|¢§|<2R 2

Aleshores, per a tot 1 < p < oo, m € Mpy(R") i es satisfa
[Imllam, < Cmax (p, (p—1)7") (A+ [Jml|r) .

A més a més, l'operador f +— (fm)v va de L' (R™) a LY*°(R™) amb norma com a mazim un mailtiple



També es poden caracteritzar els multiplicadors a partir del segiient corollari del mateix teorema.

Corol-lari. Siguin {m;};cz funcions acotades en R™ amb les normes L acotades uniformement
g €
per una constant A. Suposem que

sup R+ 3 / Ogm(€)Pdg < A% gt Jal < [2] + 1.
R>0 1 J R<l¢|<2R 2

Aleshores, per a alguna C < 0o i per a tota funcid fi tenim

(z<ﬁml>v2> < Clp+ (p—1))A (zw)

leZ p leZ L

Els espais H!' i BMO

La imatge per una integral singular d’una funcié L' no és de L', en general. Pero hi ha un
subespai de L' tal que la seva imatge per integrals singulars esta en L'. S’anomena espai de Hardy
i es pot definir a partir d’atoms. Un atom a és una funcié a valors complexos definida a R™, amb
suport en un cub @ i tal que

1
/Qa(:v) x i ||all ]

Llavors, definim ’espai atomic H}, com
HL(R™) = Z)\jaj :aj sOn atoms , \j € (C,Z |\j| < o0
J J

Es clar que H], esta contingut a L'. Hi definim la norma

11, = nf ST\ F =D Nay
i

A partir de la definicié hom pot veure que les integrals singulars estan acotades de H}, a L!, és a
dir,
NT Il < Clf N, -

A més, 'espai H, és el subespai més gran de L' pel qual aixd passa.

Una altra caracteritzacié de 'espai de Hardy és la segiient. Siguin Ry, ..., R, les transformades
de Riesz a R™. Definim l'espai de Hardy H' com

HY(R") = {fe LY(R") tals que R;f € L'(R"), 1<j< n}
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amb la norma

A1 = 111+ D 1R £

j=1

Amb aquestes definicions es compleix que H!(R") = H},(R") i les seves normes sén equivalents.
Per més informaci6 sobre 'espai de Hardy vegeu, per exemple, [Du, Chapter 6|, |Gr2, Chapter 7|.

Un altre espai que utilitzem en aquesta memoria és 'espai BM O, que és el dual de I'espai de
Hardy H'. Sigui f una funcié de L} (R™) i Q un cub. La mitjana de f en Q és

fQ:Kl?‘/Qf-

Aixi, definim la funcié maximal sharp com

FrlN o L N
M*f(x) Zg€|Q’/Q|f fal,

on el suprem es pren sobre tots els cubs @) que contenen z. Cadascuna d’aquestes integrals mesura
Poscillacié mitjana de f en el cub Q. Llavors diem que f té oscillacié mitjana acotada, és a dir,
que pertany a lespai BMO, si la funci6 M*f esta acotada.

A BMO definim la norma

/1130 = |IMF flloo-

No és ben bé una norma perqué qualsevol funcié que és constant gairebé per tot té oscillacié zero.
Pero pensem BMO com el quocient de ’espai definit anteriorment entre l’espai de les funcions
constants. O sigui que dues funcions que difereixen en una constant séon la mateixa funci6 a BMO.

Observem que L C BMO, pero també tenim funcions no acotades a BM O, com per exemple
log |z|. Es facil veure que si T és una integral singular i f una funci6 acotada a suport compacte,

aleshores Tf € BMO i
T fllsmo < C|lf]oo- (0.8)

Llavors, amb una descomposicié adequada de la funcid, veiem que si f € L, també tenim T'f €

BMO i es compleix (0.8).
Pesos
En el primer capitol treballarem amb els espais LP amb pesos, LP(w). Es tracta de substituir

la mesura de Lebesgue per la mesura wdx, on w és una funcié no negativa, localment integrable.
A aquestes funcions w les anomenem pesos i, per a un conjunt mesurable E, es defineix w(E) = | B W-

Muckenhoupt va caracteritzar per quina classe de pesos tenim que la maximal de Hardy-
Littlewood esta acotada en LP(w). Aquests s’anomenen pesos de la classe A,.
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Definicié. Direm que un pes és de la classe 4,, 1 < p < oo, si compleix la condicié A,

(1 ) ()=

on C és una constant independent de ). Per a p = 1, la condici6 Ay és
Mw(z) < Cw(x), g.pt. xeR"

Com a conseqiiéncia tenim que qualsevol pes de la classe A, és també de la classe A4, si1 < p < q.
També w € A, si i només si wi P e Ay, on p’ és tal que % + ﬁ = 1. I si tenim dos pesos wg 1 wy
de la classe Ay, llavors wowifp €A

També es compleix la desigualtat forta amb pesos

M £l oo (@) < Nl poe () -
El principal resultat de Muckenhoupt és
Teorema. Sil < p < oo aleshores M esta acotat en LP(w) si i només st w € Ap.

Per més informaci6 sobre aquest tema, hom pot mirar per exemple [Du, Chapter 7].

Motivacid

Com ja hem comentat en la introduccio, la nostra motivacio prové especialment de [MV], [MOV]
i [MOPV]. Al llarg d’aquesta memoria anirem utilitzant els resultats i alguns arguments que aparei-
xen en els citats articles. Per aixo, farem aqui una revisié acurada dels teoremes que es demostren,
sobretot en [MOV] i [MOPV], que abans només hem explicat breument.

En cadascun d’aquests dos articles es demostra un teorema, en el primer, pel cas d’operadors
amb nucli parell, i en el segon, pels operadors senars. Els enunciem tot seguit.

Teorema 1 Sigui 7" un operador parell homogeni de Calderén-Zygmund amb nucli del tipus (0.2)
en C®°(S™1) i amb desenvolupament (0.3). Aleshores, sén equivalents

(i) T*f(z) < CM(Tf)(z), = € R™
(ii) IT*fll2 < C|ITfll2, f € L*(R™).

(iii) L’operador T' es pot factoritzar de la forma T' = R o U, on U és un operador invertible en
I’algebra d’operadors A i R és una transformada de Riesz d’ordre superior associada a un
polinomi harmonic i homogeni P tal que divideix cada P»; en el desenvolupament de 2.

Observem que 'apartat (i) és una millora de la desigualtat de Cotlar. En el cas d’operadors
amb nucli senar, aconseguim la mateixa acotacié peré amb M? en comptes de M, és a dir, la iterada
de la funcié maximal de Hardy-Littlewood.

Teorema 2 Sigui 7" un operador senar homogeni de Calderén-Zygmund amb nucli del tipus (0.2)
en C*°(S™!) i amb desenvolupament (0.3). Aleshores, séon equivalents
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(1) T*f(z) < CM*(Tf)(x), z € R™
(i) IT*fll2 < CIITfll2, f € L*(R™).

(i) L’operador T es pot factoritzar de la forma T' = Ro U, on U és un operador invertible en
lalgebra d’operadors A i R és una transformada de Riesz d’ordre superior associada a un
polinomi harmonic i homogeni P tal que divideix cada Pj41 en el desenvolupament de 2.

Ens centrarem en el cas parell, el Teorema 1. Observem que és obvi que la desigualtat pun-
tual (7) implica l’acotacié en norma 2 (i7). Llavors es tracta de provar que (ii7) implica (i), cosa
que anomenem condici6 suficient, i que (i7) implica (7ii), que en direm la condici6é necessaria. Es
demostra en tres fases, primer es prova per una tranformada de Riesz d’ordre superior, després
per un operador polinomial (considerem polinomials aquells que el seu desenvolupament en esférics
harmonics és finit) i finalment es fa el cas general. Explicitem aqui la demostracié de la condicio
suficient pel cas polinomial finit, ja que la necessitarem al llarg d’aquesta memoria. Pel cas general
s’ha de treballar una mica amb les acotacions de les séries infinites. La condicié necessaria esta
explicada en el primer capitol.

Demostracié de la condici6 suficient del Teorema 1 pel cas polinomial
Suposem que 1" és un operador polinomial parell. Llavors podem escriure
2PV Q(x) = Py(2)|x*N 2 4 4 Poj(a) |22V 4+ Pon(2),

on cada FPy; és un polinomi homogeni harmonic de grau 2j, per a 1 < j < N.
Aplicant invariancia per translacions i dilatacions, reduim la demostracié a provar que

[T £(0)] < CM(T£)(0), (0.9)

on T £(0) és la integral truncada a nivell 1.
Es un punt clau el fet d’obtenir una expressié pel nucli K (z) fora de la bola unitat B. Per aixo,
definim l'operador diferencial Q(9) a partir del polinomi

Q(z) = 12 Pa(x) |22 N2 4 - - 4 49 Poj(2) 2PN H 4 - 4 yon Pan (),

5)
n+ky\ "

koo L

on v, =1 ‘T2 Sigui d = 2N i sigui E la solucié fonamental estandard de AY. Fent

2
transformada de Fourier a banda i banda veiem que

Q(0)E =v.p. K(x).

Considerem la funcio

p(x) = E(@)Xgn5(@) + (AO + Ay|z)?+ -+ Adﬂ‘x’mfz) x5(@),
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on B és la bola centrada en 0 i de radi 1 i les constants Ag, A1,...,Ag_1 estan escollides de forma
que es pugui aplicar N vegades un operador diferencial de segon ordre. Llavors, per a algunes
constants a1, a9,...,an_1,

ANp = (ag + ailz|? + - + an_1|zN D)y p(z) = b(z),

on l'tltima igualtat és la definici6 de b. Observem que b és una funcié mesurable acotada amb
suport a la bola B. Tenim
p=ExANp,

i aplicant QQ(0) als dos costats obtenim
Q) =QI)E+ ANy =v.p. K(z)+b="T(b).
Per altra banda, per tal i com hem escollit ¢, podem escriure

Q)¢ = K(2)xgmp + Q(D)(Ao + Ar|z* + - + Aoy 1 [2[*V7?)(z)x(2).

Definim 1'altim terme com S(z) := —Q(9)(Ao + Ai|z|?> + - + Aoy _1]2z|*N=2)(x). Volem trobar
una funcié 5 € L*(R"™) que satisfaci el decaiment
< ¢ >2 0.10
1B(z)| < Wu || > (0.10)
i tal que
S(@)xp(x) =T(B)(x). (0.11)
Si tenim aixo, per la definici6 de S(z) i per (0.11), obtenim
K(2)xgmp(®) = T(0)(z) + T(8)(2). (0.12)

Per veure (0.9) posem v = b+ i argumentem de la seglient manera. Per a f € LP(R"), 1 < p < o0,
tenim

T f(0) = /XRn\B(y)K(y)f(y)dy
= / T(v)(y)f (y)dy
- [1wTswy
— [ A@Tswdy+ [ AT
2B R7\2B
Llavors, aplicant el decaiment (0.10) a -y obtenim

T f(0)] <C (HVH"%Q;/QB T f(y)|dy + /Rn\zB ‘@{ﬁf‘dy)
< CM(Tf)(0).
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Per tant hem de construir 5 que compleixi (0.10) i (0.11). Per aixd recorrerem a la hipotesi
que ens diu que 7' = RoU, que encara no ’haviem fet servir, i organitzarem I’argument en dos passos.

El primer pas consisteix en veure que existeix una funcié 81 € L>°(B) que compleix [ f1(x)dz =
0 i tal que
S(x)xs(r) = R(B1)(z). (0.13)
Necessitem una forma explicita per S(x) que s’obté utilitzant el segiient lema, que és una conse-
qiiéncia immediata d’una férmula de Lyons i Zumbrun [LZ].

Lema 3 Sigui P%; un polinomi homogeni harmonic de grau 2j i sigui k£ un enter no negatiu.
Llavors

k!

Py;(9)(|z|**) = 223'@

ng(w)\xIQ(k_zj), si 25 <k,

Py (0)(|z|**) =0, si 2j> k.

Per altra banda, fent un calcul rutinari obtenim

. R R | A
A (|g|?F) = 49 LT (2 , >x2<k—ﬂ>, si k>, 0.14
(l217) Gi= 7 ; |z (0.14)
1 també .
Al(jz**) =0, si k<. (0.15)
A partir de les definicions de Q(z) i de S(x) i utilitzant el Lema 3, (0.14) i (0.15), tenim
N-1N-1 _
S(@) =) cipPaj(a)]a)* ).
i=1 k=j

Aixi doncs, és suficient veure que es compleix (0.13) reemplagant S(z) per Pu;(x)|z|?* per a

1 < 5 < N iper a cada enter k no negatiu. La idea és trobar una funcié ¢ adequada tal
que

P(0)y(z) = Pyj(z)|z|*x5(). (0.16)

Efectivament, si aixo es compleix i 2d és el grau de P, llavors
= Ex A%,

ja que E és la solucié fonamental de A? i 1) és prou bona. Aleshores

P
P(d)h = P(O)E * A% = Cv.p. !x\ﬁ;d « Ay = R(B1),

si B1 = CA%p. O sigui que s’ha de resoldre (0.16) de tal forma que A% tingui suport a B, sigui
una funcié de Lipschitz en B i tingui integral zero. Fent calculs amb transformades de Fourier,
entre d’altres técniques, obtenim

k
V(@) = Qaj-2a(9) ) ajr A7 ((1 - !ﬂ?\z)Qsz*”XB(x)) :
v=0
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Observem que % restringida a B és un polinomi que s’anulla en 9B fins a ordre 2d i que val zero
fora de B. Per tant, A% té suport en B i la seva restriccié en B és un polinomi amb integral zero.
Aixo completa el primer pas de la construccio de .

En el segon pas comencem utilitzant la hipotesi T'= R o U. Tenim
R(B1) =TU ).

Si anomenem

5 = U_lﬁla
només ens queda veure que
g e L>=(R") (0.17)
i que, per a alguna constant positiva C,
C
B < el 22 (0.13)

Com que U~ és de I'algebra A, podem escriure U~' = A\ 4+ V, per a algun ntimero real \ i per a
algun operador homogeni de Calderén-Zygmund V' de nucli C*°. Llavors

B =1+ V(p).

Per tant, 1 té suport a B i té integral zero en B. Aix0 és suficient per tenir el decaiment (0.18).
De fet, si anomenem L(x) al nucli de V' i suposem que |z| > 2, llavors

V()@ = [ L - n)aiwiy
— [ (Lla =)~ L) Br(w)d.
Aixi,
VE)@) < [ (L —y) ~ L) 16 (0)ld,

]
<O/| |n+1|ﬁ1 |dy7

|x‘n+l

L’acotaci6 de 5 és un tema una mica més delicat, perd surt directament del segiient lema aplicat
a l'operador V' i a la funcié B;. Es aqui on utilitzem que S; satisfa una condici6é de Lipschitz.

Tenim que ||T||cz = ||Kllcz = ||Q]s0 + || |2|VQ(2)||oo 1 prenem la notacié estandard per la
constant de Lipschitz minimal d’una funci6é Lipschitz f en B, és a dir,
f(z) — f(y)
11| Lip(1,B) = sup {]:U—y]‘ rx,y € ByxFyp <oo
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Lema 4 Sigui 7 una integral singular homogénia amb nucli K(z) = ?z(ﬁ), on {2 és una fun-

ci6 homogeénia parell de grau 0, continuament diferenciable i amb integral zero en l’esfera unitat.
Aleshores

NT(fxB)llLee@n) < ClIK||lcz (11l s) + 1 Lipa1,B)) »
on C és una constant positiva que només depén de n.

Es pot veure la demostracio en [MOV, p.1442].

Aixi queda completa la construccié de i tenim acabada la demostracié pels operadors polino-
mials.

Nota. La nostra notaci6é i terminologia séon estandards. En tots els arguments d’aquesta memoria
utilitzarem la notacié usual amb la que denotem per C' una constant positiva, independent dels
parametres rellevants involucrats, i que pot variar d’un pas al segiient. També, A =~ B vol dir que
les dues quantitats A i B satisfan la relaci6 C~1'A < B < CA, per a alguna constant C' > 1.



Capitol 1

Estimacions en LP

En aquest capitol continuem l'estudi, iniciat en els treballs [MOV]| i [MOPV], del problema de
controlar I'integral singular maximal T* f per la mateixa integral singular T'f. Tenim que T és un
operador homogeni de Calderén-Zygmund amb nucli C*° de convolucié. Considerem dues formes de
control, una amb la norma amb pesos LP(w) i l'altra via les acotacions puntuals de T* f per M (T'f)
o M?(Tf), on M és I'operador maximal de Hardy-Littlewood i M? = M o M és la seva iterada.

La novetat respecte els dos treballs anteriors mencionats és que aqui p és diferent de 2 i que
I’espai LP és amb pesos.
El nostre resultat és el segiient. Comencem amb el cas d’operadors de nucli parell.

Teorema 1.1. Sigui T un operador homogeni de Calderon-Zygmund amb nucli C*° parell (0.2).
Llavors, son equivalents:

(a) T*f(x) < CM(Tf)(x), per a tot v € R™.
(b) Sipe(l,00)iwe Ap, aleshores

T* fllrr) < CUT fllirw),  per a tota f € LP(w).

(c) Suposem que el desenvolupament de Q0 en esférics harmonics és

ZPQJ , Py, #£0.

j=jo
Llavors, per a cada j existeix un polinomi homogeni Qoj—2j, de grau 25 — 2jo tal que Ppj =
Py Q2j—2j, % Z;ijo Y2 Q2j—2j,(€) # 0, € € S"™L. Aqui, per a cada enter positiu k tenim
k
r)
D(5k)

n
Ve =1 R

(1.1)

(d) |T* fll1,00 < C||Tf||1, per a tota f € HY(R").

17
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Recordem que ||g||1,00 denota la norma L' débil de g.

Per aconseguir el mateix resultat perd per a nuclis senars, haurem de canviar I’operador maximal
de Hardy-Littlewood per la seva iterada.

Teorema 1.2. Sigui T un operador homogeni de Calderon-Zygmund amb nucli C*° senar (0.2).
Llavors, son equivalents:

(a) T*f(z) < CM*(Tf)(x), per a tot x € R™.
(b) Sipe (1,00) iw € Ay llavors

T fllirw) < CIT fllirw),  per a tota f € LP(w).

(c) Suposem que el desenvolupament de Q0 en esférics harmonics és

[e.@]
Qx) = Pojia(m), Pojs1 #0.
J=Jjo
Aleshores, per a cada j existeix un polinomi homogeni Qa;_2j, de grau 2j —2jo tal que Poji1 =
Pajor1 Qaj2jy 1 2525 12j+1Q2j-2j5 (§) # 0, £ € 8", i yz541 com a (1.1).

Es clar, tant al Teorema 1.1 com al Teorema 1.2, que la condicié (a) implica (b) és una conse-
quiéncia de 'acotacié de 'operador maximal de Hardy-Littlewood en els espais LP amb pesos. La
prova de (c¢) implica (a) en el Teorema 1.1 esta feta en [MOV] i la mateixa implicaci6 del Teorema
1.2 esta provada a [MOPV]. Llavors el que s’ha de veure és que (b) implica (¢) en els dos teoremes
(i (d) = (c) en el Teorema 1.1). Un dels punts claus de la demostracié de la implicacié (b) = (c)
pel cas p =2 1w =1 en [MOV] i [MOPV] és I'ts del Teorema de Plancherel per aconseguir una
desigualtat puntual amb la que treballar. Per a p # 2 aconseguirem la mateixa desigualtat utilitzant
propietats de la transformada de Fourier dels nuclis com a multiplicadors de LP.

En primer lloc, treballem amb els multiplicadors de Fourier. Necessitem algunes eines per
controlar les seves normes (veure el Lema 1.3). En la Secci6 1.2 es prova (b) = (c¢), per a operadors
polinomials. El cas general es tracta a la Secci6 1.3.

1.1 Multiplicadors

Necessitem més eines de multiplicadors a part del que s’ha explicat en els Preliminars.

Sigui 0 < ¢ < 1 una funcié suau tal que ¢(¢) = 1si [¢] < 3,1 ¢(€) = 0si [¢| > 1. Fixat & € R",
definim ¢5(§) = gi)(%) Considerem m € L tal que m és continua en un entorn de &y i amb
m(&) = 0. Pel Teorema de Plancherel, és clar que la norma de m¢s en My s’acosta a zero quan
0 — 0. Ens preguntem si tenim el mateix en el cas de que m sigui un multiplicador LP. Imposant

certa regularitat a m, tenim una resposta positiva.

Lema 1.3. Sigui § € R, 0 <6 < ég im € M,NC"(B(&,d0)) ambm(&o) = 0. Sigui ¢ € C*(R"),

0<¢<1ta quep(§) =1si|¢ <%, ip(&)=0sil¢>1. Posem ¢5(§) = qﬁ(%) i sigui Tings
loperador amb multiplicador maosg.
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1. Siw e Ap, 1 <p < oo, llavors || Tgs||Le(w)—Lr(w) — 0, 810 — 0.
2. ”Tm¢5||L14>Ll,oo —)0, sid — 0.
3. ”de)(s”Hl—)Ll — 0, si 6 — 0.

Per demostrar el Lema 1.3 utilitzarem aquest teorema de Kurtz i Wheeden. Seguint [KW],
direm que una funcié m pertany a la classe M(s,1) si

1/s
Mg, 1= SUp RS|0‘"/ |D%m(x)|® dx < +o00, per a tot |af <1, (1.2)
R>0 R<|z|<2R
on s és un namero real més gran o igual que 1, [ és un enter positiu i @ = (aq,...,q,) és un

multiindex d’enters no negatius.
Teorema 1.4 ([KW, p. 344|). Sigui 1 <s <2 im € M(s,n).

1. Sil1<p<ooiw€ Ay, aleshores existeir una constant C, independent de f, tal que
T fr @) < ClfI|Lr(w)-
2. Existeix una constant C, independent de f i de X, tal que

C
Ho € R": [T f(2)| > A} < L flles, A>0.

3. Ezxisteix una constant C, independent de f, tal que

T fllr < ClIF e

Analitzant la demostracié veiem que, en tots els casos, la constant C' que apareix en 1, 21 & del
teorema previ depén linealment de la constant my ,, definida a (1.2). Recalquem també que si w =1
la prova es pot adaptar al cas H! — L', i aixi obtenim 'apartat 3 que no esta escrit explicitament
en [KW].

Per la demostracié del Teorema 1.4, seguim el mateix argument que a I’article mencionat. Triem

una particié de la unitat
+oo

Y. ez =1, 270,
Jj=—00
on ¢ és una funcié no negativa, infinitament diferenciable, suportada a 3 < |z| < 2. Sigui m;(z) =
m(z)p(277 ), tal que
+o00
m(z) = Z mj(x), x#O0.

j=—o00
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Observem que m;(z) té suport a 2771 < |z| < 2771 i que si m € M(s,n) i |a| < n, llavors

(/ . \Damj<x>\5)l/s < Cm(20)5719, (1.3)

on denotem per Cy, una constant independent de j que depén linealment de my . Com és habitual,
Cm pot ser diferent a cada pas de la demostracio, pero sempre depén linealment de my, i és
independent de variables rellevants que s’estiguin considerant.

Observem també que m; € L' N L°°. Definim k;(z) com k;(x) := m (), 1 sigui

N

N
mN(z) = Y mi(e), Kn(x)=m") ()= Y ki)
j=—N

j=—N

Aixi doncs, ||mNHOO < O, uniformement en N, i m”™ (x) — m(z), x # 0, si N — oco. Definim Ty f
com TN f —( Nf) 1alX1T]\/—f>|<K]\/perafeL2

Necessitem demostrar un lema previ que mostra com les condicions sobre m es traslladen a condi-
cions sobre K.

Lema 1.5. Sigui 1 < s <2, m € M(s,n), i sigui Kn com a dalt. Sid és un enter tal que 0 < d < mn,
1<t<s 3<d<B+1,i1<p<t, ont éstalque%qttl,:l, llavors

/ |Kn(z —y) — Kn(2)Pde | < CpR o |y|d%
R<|z|<2R

per a tot |y| < g, amb C,, independent de N, R i y.

Prova del Lema 1.5. Recordem que Ky (x) = Z?;_N kj(z), aixi doncs

</R<|x<2R (e~ 9) = Kl |pdx> = Z </R<|z<23 ki(z —y) = kj($)|pdx)

Acotem la integral de la diferéncia dels k;’s:

( [ te-y)- @(x)\ﬁdw) ,,

R<|z|<2R

- ( [ me - 1>}V|pdx>
R<|z|<2R

—d d ,xeiz-y_ \/px v
<CR </R<|x|<m””””' {mj(@)(e=Y — 1)} rd)

» e -n z%{m;(z) (™Y — 1)}V |[Pdx
< CR Z(R /R<|x|<2R’ () (e 1>}rd>

la|=d

P

3 =

S =
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3=

n_g —n Uz eix~y_ Vip
< CR @(R /R<|x|<2R’{D[ S(@) (e — 1)} r)

1
7

n_g —n A () (e5Y — vt/
<criY (R S gl D] )

|a|=d
<CORy ¥ Y ( / | D% [m;(z) (™Y — 1)}|tda;>t
la|=d "
<CR» "V Y ( / |DPm(x) DY (™Y — 1)Itd:v)t :
18+ |=d ' E"

on hem utilitzat que (m;)" = kj, la desigualtat de Holder i el Teorema de Hausdorff-Young.

Considerem primer el cas en que |y| = 01i |3] = d. Com que |e®¥ — 1| < |z||y| i utilitzant la cota

(13>7

(DPmj(2)) (™ —1)['da %S iy D ()P )
(L ) = (L )

< C27|y(27) 74
= Cynlyl(27) 7 74+,

Si |y| > 0, Havors |8] = d — |y| i [DY(e®*¥ —1)| < |y|1|, per tant

</n |DPm(x) D7 ('Y — 1)\tda;>1 < </Rn Hprij(x”tdx) ‘
-1

< Cly/M(27)*
- m‘y|lvl(2j)%—d+\v\.

Amb les dues cotes, tenim

=

P d
/ |kj(z —y) — kj(z)|Pde ] < CmR;—d—?/ Z |y’L(2j)%—d+L‘
R<|z|<2R —

Observem que si 2/ < |y| 71,

Jy|™(27) e < Jy|(29)

llavors per a |y| < 277 I'estimacié queda

» N
/ kj(x —y) — kj(z)|Pde ] < CmRﬁ_d_F‘yKQ]);—d-H‘
R<|z|<2R
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Per als altres valors de j, aquesta cota no és prou bona. En necessitem una altra. Aixi,

(/ kj(z —y) — k‘j(ﬂv)|pdaz>
R<|z|<2R

</R<|:c|<2R il = y)]pd:c> + </R<x|<2R |kj<37)’pd$>
<2 k(o) Pz |

< </| k() )

jaque |y| < £1i R < |z| < 2R implica que & < |z —y| < 3£,

3=

IN

Sigui d un enter tal que 0 < d <nil <t < stal que p < t. Es facil veure que m € M(t,d)
amb my g < Cmygp. Sigui 2% = (" -+ - 2%, Llavors

1
|kj(x)[Pdz | < CR™4 / |||k () [Pd
<é<|w|<52’% ’ L)< 2 ’

p
< —d L. p
<CR g (/R<x|<5R |z%k; ()| da:)
2 2

laf=d

—CR Y (R_” / o r<Damj>V<x>\pdx)
2 SIS

|a|=d

=

(1.4)

t
S ANDY (R‘” Jon r<Damj>V<x>\tdx)
2

5R
Jo=d El

<or 578 Y ([ 1wt m)@rar)’

|a|=d
< CpR™ o7 (20)874,

argumentant com abans.

Utilitzant aquestes estimacions, obtenim el resultat que voliem

(/ |KN($—y)—KN($)|pdx)
R<|z|<2R
<Cp Y, ReUV)IN 4, Y Ry (20

29<y|~! 20> |y[ 1
n_q-—n _n
S Cme v |y‘d ¢ )

P
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on § <d<%+1 O

Observacioé 1. També tenim que

/ Kn(@)Pdz | < CnRE™.
R<|z|<2R

Aixo s’obté de (1.4) amb d =n i la cota

1
p
/ |kj(x)[Pdz | < Cp2™R¥,
R<|z|<2R

que és una conseqiieéncia de |k;(z)| = [(m;)Y (z)| < |Im;|l1 < Cp27™.

hSA

Observacio 2. Amb les mateixes suposicions, podem reemplagar el domini d’integracié en el Lema
1.5 per {x € R": R < |z|}, és a dir,

P
/ [Kn(w—y) = Kn(@)P ) < CpuR™ 077 |y|* %,
R<|z|
Observacié 3. Triem ¢ < s tal que & < n < % +1. Per I'Observacié 2 amb p = 11 R = 2[y|, tenim
[ Vwle =)~ Kn(@)lds < Cu2ly) lyF = Co
||>2]y]
Aleshores, els nuclis K satisfan la condicié6 de Hormander uniformement en N
[ K@y - K@ldr< G, peratory £0.
|z|>2]y|

iaixi Ty f = Ky * f esta acotat en LP, uniformement en N, si 1 < p < oo.

~

Per a f € S tenim T'f = (mf)Y. Llavors

ITf =T flloo < [l(m =m™) fll1 — 0

N convergeix puntualment i afitadament a m. Llavors, aplicant el Lema de Fatou, obtenim

T fllp < Cllflp:

si f €8, on C)p, és una cota uniforme per Ty en LP. FEl resultat s’estén a totes les f € LP per
continuitat.

ja que m

Per demostrar el Teorema 1.4 necessitem tres resultats que sén ben coneguts.

Lema 1.6. Si0<r<p<ooiweA llavors

p/r

1M (Pllpeo < Cll flpeos
on M, (f)(x) :== (M(f"))"(x) i M és l'operador mazimal de Hardy-Littlewood.
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Lema 1.7. Sigui

fi(= —ZgI;Q/ |f(y) — foldy,

on fo =1Q|™* fQ 2)dz. Sigui 0 < p < 00 i w € As. Llavors

1M ()l Loy < CUF o)
amb C' independent de f.

Lema 1.8. Sigui 1 < r < g < 00 @ siguin wg i wy dos pesos positius. St T és un operador lineal
acotat de L (wo) a ell mateix i de LY(w1) a ell mateiz, llavors T és acotat de LP(w) a ell mateix per
ar<p<qiw=whw ambt:g_ff sir#qi0<t<1sir=q.

El Lema 1.6 és un corollari immediat dels resultats que trobem al treball de Muckenhoupt [Mul].
El Lema 1.7 esta demostrat en P'article de Cérdoba i Fefferman [CF]. T el Lema 1.8 és un cas especial
d’interpolacié amb canvi de mesures que esta provat a [SW1].

Prova del Teorema 1.4. Per veure I'apartat 1, fixem p > 11w € A,. Triem un r < s tal que I no

sigui un enter, 1 <7 <piw € A,/ Existeix un enter d <n tal que * <d < T + 1. Veurem que

(Tnf)H(z) < Cou M, f() (1.5)

amb C independent de f i de N. Fixem x € R™ i sigui ) un cub centrat en x amb didmetre §.

Escrivim
f) = fow) +>_ fiw)
=1

on

foly) = fFw)x({y € R" : |z — y| < 26})

Fity) = f)x{y e R": 276 < |z —y| <2F16}), j=1,2...
Pels y € Q,

oo
(Kn* £)(y) = (Kn = fo)(y) + > _(Kn * f;)(y
7j=1
Utilitzant la desigualtat de Holder’s i ’Observacié 3, per a qualsevol g > 1 tenim

1 6+ 01 = (g [ )’

< ¢, 1ol
Q4
< Cqu(f)(:c),



1.1. Multiplicadors 25

amb C independent de N. Per a qualsevol j,

(i + 1)) = (K £)(@) + [{Knly = 2) = Kx(a = 2)}fi(:)ds

Anomenem c¢; al primer terme de la banda dreta, i €; al segon. Fixem-nos que ¢; és independent
deyi

5] < / | Ky —2) - Kl — 2)|f(2)|dz
206<|z—2|<29+1§

< ( /.  Knly—2) —Kw—z)r’dz)
216<|z—2|<29+1§

< Ol — gl (206) (216 [(23'“6)-“ /
\

z—2z|<2i+1§

1

r!

S l=

( /[ |f<z>v"dz)
|x—z|<29+1§

T

f (z)|sz]

< Co(20) 7 ML (f) (),

on hem aplicat el Lema 1.5 amb p =" i ¢t = r i hem utilitzat que |z — y| < §. Per tant,

|Q/ (Kn * f)(y Zc] dy = |Q!/ KN * i) (y ch dy

|Q,|<KN*fo >rdy+;m/QuKN*fj)(y)—cjuy

< CouMo(F) () + O 329~ IM (£ ()

=1

= Cpn M, (f) (),

jaque = —d < 0. Aquesta estimacio és certa per a qualsevol cub amb centre en z, o sigui que tenim
(1.5). Utilitzant el Lema 1.7 en el segon pas, 1.5 en el tercer, i 1.6 en I'tltima desigualtat, obtenim

(BN * Pl pe) < IMEN * o) < CHNEN * £ zow) < Col M ()20 (w) < Conl| £ 10(w)
uniformement en N. Argumentant com en 1’Observacié 3, tenim

T fll 2oy = K * Ollrrw) < COmllfllrew),

tal i com voliem.
Per la demostracié de I'ittem 2, fixem una funci6 f € L' no negativa i un A > 0. Aplicant

la descomposicio de Calderén-Zygmund a f, obtenim una successio de cubs disjunts {Qx} i unes
funcions g i b, tals que f(x) = g(x) + b(z), que satisfan

() |Qk| < by fQ dy7
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(i) [lgl[3 < AlIfl1,
(ii1) b(y) = f(y) — 197 Jo, f(2)dz sty € Qx, supp(b) C UQy i [y, bly)dy = 0.
Aleshores,
Hz e R": |Tnf(z)| > 2A} < {z € R" : |[Tng(z) > A} + [{z € R" : |Tnb(z) > Al}].

Apliquem D'apartat 1 del Teorema 1.4 al primer terme de la banda dreta amb w = 1. Llavors,
utilitzant (i7), obtenim

o € B : [Twg(a)| > A} < S2llgll3 < <111
Sigui 2Q el cub amb el mateix centre que Q) i costat doble. Alehores, utilitzant (7), tenim
|U2Qk| < Y [2Qk < C D |Q4
C C

<C — dy < — .

<oy /Qkf(y) y < SISl
Aixi doncs, només ens falta veure que

C
{z ¢ U2Qk : [Tnb(2)| > A} < [ fllr-

Siguin g 1 0y el centre i el didmetre de @y, respectivament. Llavors

dx

/ (Twb(a)|dw = / Kn(a — y)b(y)dy
¢ U2Q zgU2Qy Rm

dx

:/xgusz > | Kn(z—y)by)dy

r Y Qk

dx

_ / o ; /Q [Fixta—y) = Ko = ye) (o))

<Y /Q k ( / g, V= 0) = Koo w)!dw) b(y)ldy.

Veurem que la integral interior esta acotada per una constant independent de k. Aleshores, utilitzant

(iid).

iz & U2Qy : [Twb(z)] > A} < % / I Twb(x)|de
z¢U2Qy

< fZ/Qk f(:z)da:+§2/@k <|Qlk| o f(z)dz> dx
< S+ S [ s

2C
Ul

IN
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Per tant,
" C
[{z € R" [T f(2)] > AH = I f]h, (1.6)

amb una constant independent de N, de f ide \. Si f € S, podem escriure f = f* — f~, on f+i
f~ sén de L' i no negatives. Llavors la desigualtat es compleix per a f € S. Aleshores

o € B2 [Tf(x)| > M| < [{o € R" [T f(@)] + [T (@) ~ T F@)] > A}
<o € B [Tnf(@)] > 5} + o € B2 [Tf(x) ~ Twf(@)] > )]

Com que T f convergeix uniformement a T'f si f € S, i escollint N prou gran, el segon terme de
la banda dreta és zero. Llavors, aplicant (1.6),

n Cm
o € B T ()] > AN < 21l
si f €8, que es pot estendre a L.

Per completar la demostracié del segon apartat, hem de veure que

[ (o= ) - Ky - polde < G,
¢2Qk
siy € Qg, amb C), independent de k i de N.

Triem 7 < s tal que < n < % + 1. Veiem que si © ¢ 2Qy, es compleix que |z — yi| > 26y.
Llavors, utilitzant el 1.5 amb w =1, p=7"1it = r, tenim per a y € Q

/ K (o —y) — K (@ — yo)lde
|x—yk\>26k

e}

-3/ N ) - Kl e
j=1 205 <|z—yp |<29+1 8

ey /  Kn(x—y) — Kz — )| ds
j= 275k<|m—yk|§23+1(5k

S
I

IN

<Cp Y (2)
j=1
< G,

amb (), independent de ki V.

Ara, per demostrar I'item 3, notem que per I’Observacio 1 tenim que K satisfa les condicions
de mida

sup/ | Ky (z)|de < Cpp < 00 (1.7)
R>0JR<|z|<2R



28

1. Estimacions en LP

sup |Kn (z)]|z|de < Cp, < 0. (1.8)
0<R<oo B Jizj<r

Amb (1.7) i com que Ty esta acotat uniformement en L?, podem aplicar [Grl, Prop. 4.4.4.] que
diu que Ky satisfa la condicié de cancellacio

sup

<0y < .
0<R1<R2<o0

/ Ky (z)dz
Ri<|z|<R2

Ara, com que K satisfa (1.8), (1.9) i, per I’Observaci6 3 també la condici6 de Hérmander

(1.9)

Sup/ |K(z —y) — K(z)|dx < Cp, < o0,
y7#0 J|z|>2]y|

podem aplicar [Gr2, Thm 6.7.1] i obtenim que

1Tn fllzs < Gl fllgn,  si f € HY(R™),

on C), només depén de les tres condicions anteriors i de la dimensié n. Aleshores, argumentant com
a ’Observacié 3, com que m®

convergeix puntualment i acotadament a m, acoseguim el resultat
que volem
ITfllr < Cullfllmr,  si f € HY(R).
O

Prova del Lema 1.5. Utilitzant el Teorema 1.4 només hem de veure que el multiplicador mepg esta
en M(s,n) per a algun 1 < s < 2, i la constant m ,, tendeix a 0 quan ¢ tendeix a 0.

Suposem que & # 01 que § < Jp és prou petit. Utilitzant la formula de Leibniz, per a |a| < n
tenim

1/s
sup (R“""”/ ID“(mqba)(ﬁ)lsdf)
R>0 R<|¢|<2R
1/s
= sup <Rs|°‘"/ IDa(mcﬁa)(ﬁ)!SdS)
R>0 {R<|¢|<2R}NB(&0,0)

1/s
<Clgo|l=% ( /B o rDa<m¢§><§>\Sd§)

1/s
Ol flal=2 (‘“) <a2)...<an> Do DF AR
<ol 53 (G)(5) () g 2 0D 0
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Ara acotarem cada terme de la suma anterior. Per fer-ho considerarem diferents casos. En tots

ells farem servir que per a qualsevol multiindex a tenim que |D%ps(&)| < 5‘—1a| i que el modul de

continuitat de m, que denotem w(m, &y, d), satisfa w(m, &y, d) < C4.

Cas 1. |a] =n. Per a f =« es té
[ D@D e ©Fds = [ m(FID @) ©)F de
B(£0,9) B(£0,9)

1
S C%k‘](m? 607 5)|85n
S 055+n—n5

i aquest terme tendeix a 0 quan J tendeix a 0 prenent 1 < s < 5. Pels altres termes, o sigui quan
« # [, tenim

[ i@ nienea < osho
B(&0,9) ’

— csn—slbl
S Cr(ss—i-n—ns7

on les derivades de m estan acotades per una constant, i I'altima desigualtat es compleix si § és

prou petit. Aixf doncs, si 1 < s < %5, aquest terme tendeix a 0 quan § tendeix a 0.

Cas 2. |a] = k < n. Si|B| = |a|, utilitzant 'acotacié del modul de continuitat de m tenim
/ D=7 (m) () D (65) ()] d = / [m(E)I°[ D (¢s)(€)["dg
B(0,9) B(£o,0)

1
S C% ’CU(m, 507 5)‘8571
— C(Ss—i—n—ks
S 055+n—ns

i altre cop, aquest terme tendeix a 0 quan d tendeix 0, per a 1 < s < 25,
Finalment, si || < ||, obtenim la mateixa cota.

[ ipm@nieserds < oo
B(&0,9)

— ¢ sn—slbl
S Cés—i—n—ns.

Quan & = 0 tenim

1/s
sup <Rs'” / |Da(m¢5)(§)!sd§>
R>0 R<|¢|<2R

1/s
= sup <R5a|_"/ ‘Da(m%)(f)’sdf) .
§>R>0 R<[¢|<2R
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Observem que si |a] > 0, D%s viu a {0/2 < [¢| < §}. Aleshores, calculs similars completen la
demostracio. O

Per demostrar el primer cas del Lema 1.3 hi ha un altre argument fet per J. Duoandikoetxea.
Li agraim que ens donés la idea pel segiient lema. De fet, només ens fa falta suposar que el
multiplicador m és continu.

Lema 1.9. Siguin §o € R, 0 <6 < dp, 1 < g <2ime MygNC(B(&,d)) ambm(&) = 0. Posem
¢5(&) com abans i sigui Tp,4, Uoperador amb multiplicador me;.

(a) Per a tot p € (q,2) tenim
| TmgsllLp—rr — 0, quan 6 — 0.
(b) Sigui w € A, amb p € (q,2) i sigui s > 1 tal que w* € Ay. Sim és un multiplicador LP(w?),

aleshores
| Tmgs |l Lo (@w)—Lr(w) — 0, quan § — 0.

Nota. Es clar que tenim un resultat similar per a 2 < p < ¢.

Demostracio. Observem que ||Tings||2r2 = [[m@s]|ec = €(0) 1 €(6) = 0 quan § — 0 ja que m és
continua en &y. Per altra banda, |[mes||m, < ||¢5[|1lm|lam, = Cllm|a,, on C és una constant
independent de §. O sigui que per a tot § > 0

1 Tomgs flla < M| flq-

Llavors, aplicant el Teorema de Riesz-Thorin (e.g. [Grl, p. 34|), per atot p € (q,2) (% = %—i—g)

tenim

| Tongs fllp < M 2(8)° 1 fllp = e1(O) 1 fps (1.10)

on €1(6) = 0 quan § — 01 (a) queda demostrat. Per veure (b), com que w® € A, i ¢5 és una funcié
de C* a suport compacte, veiem que

1Ty I Le(ws) < Cllf o), (1.11)

on es pot comprovar que C' és una constant independent de 0. Finalment, per (1.10) 1 (1.11), aplicant
el Teorema d’interpolacié de Stein-Weiss amb canvi de mesura (e.g. [BeL, p. 115|), obtenim

| Tngs fll o) < CY221(8) Y511 1l Lo
tal i com voliem. O

Ens preguntem si és possible obtenir acotaci6 en la norma L9(w) amb les mateixes suposicions
que en el Lema 1.9, o sigui, si també és veritat ||Tp¢; La(w)—ra(w) — 0 quan d — 0.
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1.2 El cas polinomial finit

Tal i com hem remarcat al principi del capitol, per tenir una demostracié completa dels Teo-
remes 1.1 i 1.2 només queda veure que (b) implica (¢) (i (d) implica (c) en el Teorema 1.1). El
procediment per aconseguir-ho segueix essencialment els arguments utilitzats en [MOV] i [MOPV]
i que ja hem detallat en els Preliminars. La principal dificultat que hem de treballar és que per a
p # 2, no podem aplicar el Teorema de Plancherel. El que fem és reemplagar-lo per un argument
relacionat amb els multiplicadors de Fourier.

1.2.1 El cas parell

Comencem amb la prova de que (b) implica (¢) en el Teorema 1.1 pel cas en que w = 1. Després
veurem com adaptar aquesta demostracié al cas amb pesos, al cas d’operadors amb nucli senar i al
cas L' debil. Aixi, suposem que T és un operador polinomial parell amb nucli

Q(x) Py(x) Py(x) Py (x)
K(z) = — U\ AV 0
(z) | 2 T [zt + 22N+ x # 0,

on Pyj és un polinomi homogeni harmonic de grau 2j. Cada terme té per multiplicador (veure [St,

p. 73])
<V.p_ P2j($)> © P;(§)

|z[2i+n = 2j RER

Llavors,

RO =T A

on () és el polinomi homogeni de grau 2N definit per
Q({B) = fngg(x)\acIQN_Q +---+ ’ynggj(x)]x\gn_Qj + -+ ’)’QNPQN({E). (1.12)

Volem obtenir una expressié oportuna per la funcio K (x)XRn\§7 el nucli K fora de la bola unitat B
(veure (1.14)). Per aconseguir-la, ens trobem en la segiient situacié. Tenim una funci6 ¢ definida
per una féormula diferent en B que en R™\ B, tal que és diferenciable fins a ordre N en BU (R™\ B)
i que les seves derivades fins a ordre N — 1 s’estenen continuament fins a dB. El tema és comparar
les derivades en el sentit de les distribucions d’ordre N amb les expressions que s’obtenen en B i en
R™ \ B prenent derivades ordinaries. Necessitem una lema técnic prou simple que enunciem sense
prova.

Lema 1.10 (|]MOV, p. 1435]). Sigui ¢ una funcié radial de la forma
o(x) = e1(|z)x () + @2(]z]) xgn 5 (%),

on @1 €és continuament diferenciable en [0,1) i w2 en (1,00). Sigui L un operador lineal diferencial
de segon ordre a coeficients constants. Llavors la distribucid Lo satisfa

Lo = Lo(x)xp(z) + Lo(x) xpn 5(@),
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si o1, @, w2 1@y s'estenen continuament al punt 1 i les dues condicions

p1(1) = a(1),  @1(1) = (1)
es compleizen.

Considerem 'operador diferencial Q(0) definit pel polinomi Q(x) en (1.12), i sigui E la solucié
fonamental estandard de 1’ N-éssima poténcia del Laplacia, AY. Llavors tenim Q(0)F = v.p. K(x),
que es pot comprovar prenent la transformada de Fourier a banda i banda de la igualtat. Tenim
Pexpressio E(x) 1z|2N="(a(n, N) 4 b(n, N)log|z|?) (e.g. [MOV, p. 1464]), on ara no son
importants els valors de a(n, N) i b(n, N), només fem notar que és una funcié radial. Considerem
la funcié

p(z) = E(@)xgnp(@) + (Ao + Aifa* + -+ Aoy ]|V ) xp(2),

on B és la bola oberta de radi 1 centrada a ’origen i les constants Ag, A1,..., Aany_1 estan escollides
de la manera segiient. Com que () és radial, el mateix és cert per a AJyp si j és un enter positiu.
Aixi doncs, per poder aplicar N cops el Lema 1.10, es necessiten 2N condicions, que determinen de
forma tnica Ag, Ay, ..., Aony_1. O sigui que per unes constants ay, s, ..., anN_1,

AN = (ag + arla* + - an—1 oAV )xp(@) = ba), (1.13)
on I'altima identitat és la definicié6 de b. Remarquem que b és una funcié acotada suportada a la
bola unitat i que només depén de N i no del nucli K. Com que

p=ExANp,
derivant a ambdos costats de la igualtat obtenim
Q) =QIE+«ANp =v.p. K(z)+b=T(b).
Per altra banda, aplicant el Lema 1.10 tenim,

Q)¢ = K(x)xgmp(7) + Q) (Ao + As|z* + - + Aoy —1|2[*V 72)(2)x ().
Escrivim
S(x) = —Q(9)(Ao + Ar|z|* + - + Agn 1 |2[*V %) (2),
i obtenim
K(z)xgmp(®) =T(0)(z) + S(x)xB(2). (1.14)

Observem que S sera nul quan @ sigui un polinomi harmonic (veure [MOV, p. 1437]). Conseqiient-
ment

T f =T(b)* f+ Sxp * f.

Estem suposant que es compleix I'estimacié LP entre T* i T. Com que l'operador truncat a nivell
1, T', obviament esta controlat per 7%, tenim

1Sx5 * fllp < IT" fllp + 1T £l
< T fllp + 1o+ Tfllp
< CITfllp+ ol NTflp
= ClTfllp,

(1.15)
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aixi doncs, per a qualsevol f € LP
15X * fllp < Cllv.p. K * fllp- (1.16)

Si p = 2, podem utilitzar Plancherel i aquesta desigualtat L? es transforma en una desigualtat
puntual entre els multiplicadors de Fourier:

SR B(©)] < Chp K (6)] = ifff]@, €40, (1.17)

Si p # 2 hem de recorrer als multiplicadors de Fourier per obtenir (1.17). Observem que els

multiplicadors amb els que treballem, S/X\B ivp. K, estan en C® \ {0} i en M,. Sigui & # 0,
escrivim

Sxp(€) = Sxp(6)(&) + E1(€)  with  Ei(€) = Sxn(¢) — Sxa(&)

vp. K(€) = vop. K() + Ea(€) with  Ey(€) = vp. K(€) — vop. K (&)

i llavors
[v.p. K * fllp < |[v.p. K(&)I I fllp+ [ITE, flp, (1.18)
1SxB * fllp = 1SxBE)I I fllp — 1T, fllp, (1.19)

on Tg, denota I'operador amb multiplicador F; (i = 1,2). Utilitzant (1.19), (1.16) i (1.18) consecu-
tivament, obtenim

1SxBE) £y = 17w, fllp < 1Sx8 * Flp
< C|v.p. K= f|p

< C(Ivep- K ()| Ifllp + 1T f1l)

i aleshores

e, fllp ||TE1f|p>
+ . &0 (1.20)
|1/ 1lp £ 1lp
Ara, prenent funcions adequades en (1.20) obtenim la desigualtat puntual. Sigui ¢s(&) = &(
com al Lema 1.3 1 definim g5 € S(R") com g5(§) = ¢5(€). Llavors T, g5 = TE, (926%95) = TE;¢,5(95),
ja que ¢o5 = 1 en el suport de ¢5. Canviant f per gs en (1.20) tenim que

Sxa(e)| < © (|v./p7<<go>| +

6—550)

’S/X\B(é-o)‘ <C <V/p\[((§0)| + ”TE2¢2695HP + HTE1¢26g5’P>
- g5l 1951l

< € (IV-p- K(€0)| + 1 Tns 1190 + [T o0 )

Aplicant el Lema 1.3 als multipliadors E; veiem que els dos ultims termes tendeixen a zero quan 0
tendeix a zero. Aixi, per a w = 1, tenim (1.17). Aquesta desigualtat puntual entre multiplicadors
de Fourier ens dona relacions interessants entre els conjunts de zeros de Q i de P»;. Per a f € R",
sigui Z(f) el conjunt de zeros de f, Z(f) = {x € R": f(x) = 0}.
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Lema 1.11 (Lema dels Conjunts de Zeros).

Per la demostracié necessitem el segiient resultat previ que és una férmula de Lyons i Zumbrun
[LZ].

Lema 1.12. Sigui L un polinomi homogeni de graw I, i sigui f una funcid suau d’una variable.
Llavors

10)10) =X gt (L2 s, el

v>0

Demostracio del Lema 1.11. Per (22) de [MOV, p. 1439], S es pot expressar com

2N—-1 [-N
Z ZCZJPQJ )| 2N,
I=N+1 j=1
Tenim (veure [Gr2|) que ¥ = Gz, on
Im
Gm(§) = m(i), EeR”, m>0,

i Jp, és la funcié de Bessel d’ordre m. Pel Lema 1.12,

Sxp(€) = S(9) VB ()
OIN—1 I-N
= > D ai(-)N P (9) AN TG, (6)
I=N+1 j=1 (1.21)
ON—1 =N I-N—j
Z ¢k P2 (€ ©)IEPINTIRG o an—k(€).
I=N+1 j=1 k=0

La funcio G,(§) és, per a cada p > 0, una funcié radial que és la restricci6 d’una funcié entera a
leix positiu real (veure [Gr2]). Posem & = r&p, || = 1, » > 0. Llavors

SXB r&p) Zagp (&o)r (1.22)

i la série de poténcies té radi de convergéncia infinit per a cada &y. Sigui Q(&y) = 0. Llavors, per
(1.17), SxB(r&o) = 0 per a cada r > 0, i aleshores ag,(&y) = 0 per a cada p > 1. Per a p = 1, tenim

az(&o) = P2(§0)Ca, on
IN—1

§ c1,1,1-N-1Gm41-~n+1(0).
I=N+1
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Pel segiient lema, Cy # 0, obtenim que P»(§y) = 0. Farem una demostracioé per inducci6. La nostra

hip()tesi és P2(€0) =...= Pj(jfl)(§0) =0. Llavors, Sij < N — 1, agj(fo) = PQj(&))CQj, on
2N—-1
Coj= Y ji-N—jGm+1-n+;(0).
I=N+j

Com que Cy; # 0, P»;(§) =0,1<j <N —1. Tenim
N
0=Q(%) =>_ 72 P2(%),
j=1
i aleshores també obtenim que Py (&) = 0. O
Per provar el Lema 1.11 completament, necessitem el segiient:
Lema 1.13 ([MOV, p. 1458)).

—r5 (1)
V23 D(2 +1) j49T (25 + §)

Coj = 1<j<N-1

Es ben conegut el segiient resultat.

Lema 1.14 (Lema de Dimensio). Si f és una funcié continua a valors reals en R™ que canvia
de signe, llavors H" 1 (Z(f)) > 0, on H" ! és la mesura de Hausdorff de dimensic n — 1. En
particular, la dimensié de Hausdorff de Z(f) és, com a minim, n — 1.

Demostracié. Suposem, sense pérdua de generalitat, que f(0) > 01 f(p) <0, on p = (0,...,0,1).
Per a € > 0 prou petit tenim que f(z) > 0si |z] < ei f(x) <O0si|z—p| <e Posem B ={zr € R":
xp, =0 1 |z| < €}. Fent servir el Teorema de Bolzano tenim que, per cada x € B, f s’anul-la a
algun punt del segment (z1,...,2,-1,t), 0 <t < 1. Aixi doncs, la projecci6 ortogonal del conjunt
Z(f) en Phiperpla {z : x, = 0} conté B, i llavors H* 1(Z(f)) > H" Y(B) > 0. O

Veiem ara un lema algebraic que juga un paper principal.

Lema 1.15 (Lema de Divisi6). Siguin F i G polinomis en Rlxy,...,x,]. Suposem que G és irre-
ductible i que H" 1 (Z(F) N Z(G)) > 0. Llavors existeix un polinomi H en R[zy,...,x,] tal que
F=GH.

Demostracio. Sigui V(P) la hipersuperficie complexa {z € C : P(z) = 0} d’un polinomi P. Per
hipotesi, V(F)NV(G) no és buit. Si V(G) no esta contingut en V' (F), llavors la dimensi6é complexa
de V(G)NV(F) no és més gran de n — 2 (veure [Ku, 3.2 p. 131]). Com que la dimensi6 real d’una
varietat és menor o igual que la dimensié complexa, concluim que Z(G) N Z(F) té dimensio real
menor o igual que n— 2, cosa que contradiu el fet de que té mesura de Hausdorff (n — 1)-dimensional
positiva. Aixi doncs, V(G) C V(F), i aleshores F' = GH per algun polinomi H en Clzy,...,z,].
Com que F' i G tenen coeficients reals, tenim el mateix per H. O
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Ara procedim a acabar la demostracié de (b) implica (¢) si w = 1.

Sigui jo el primer index positiu tal que P»j, no és identicament zero. Veurem que Pyj, divideix
a cada Py; per a jo < j < N. Com que R[zy,...,2,] és un domini de factoritzaci6 tnica, podem
expressar FP»j, com a producte de factors irreductibles, als que anomenem Ry, 1 < k < M, i que
també s6n homogenis. Es clar que Z(Pyj,) = UpZ(Ry), i aleshores

2Q) =\ J(Z(Q) N Z(Ry).
k

@ canvia de signe perqué té integral 0 sobre l'esfera. Llavors, pel Lema de Dimensi6 (Lema 1.14),
hi ha com a minim un k tal que H"~1(Z(Q)N Z(R}.)) > 0. Canviem notacié per suposar que k = 1.
Llavors R; divideix @, pel Lema de Divisi6 1.15. També podem aplicar el Lema de Divis6 a R; i
Py; per a cada jo < j < N, jaque Z(Q) N Z(Ry) C Z(P»j) N Z(Ry) pel Lema dels Conjunts de
Zeros (Lema 1.11). Per tant, Ry també divideix cada P»; per a jo < j < N. Posem

Q=RiQ1 1 FPyy=RiPji1, jo<j<N

per certs polinomis homogenis Q1 i Pyj 1.
Si M =1, jaestem. Sino, repetirem tants cops com puguem el mateix procés de divisié. Reescrivim
la desigualtat (1.17) utilitzant 1.22 de la segiient manera

> ag(&)r?| < ClR(G), 0<r (1.23)

p—1

Per la definici6 dels coeficients agp, i 1.21, existeixen ntimeros reals p;(p) tals que

a2p 60 Z ,UU P2] 5()

J=jo

i llavors

azy(&0) = Ra(%) Zu] )P2j1(%0)

J=Jo

=R (50)a2p,1 (o),

on a l'altima identitat definim agp 1(£o). En 1.23 podem simplificar el factor comt R;(p) i obtenim

3 azpa(Go)r®| < ClQu(%), 0 <.
p=1

Ara podem comencar el segon pas del procés de divisio. Si Q1(&p) = 0, llavors agp1(§p) = 0 per a
cada p > 1. Per tant, com a la prova del Lema dels Conjunts de Zeros,

Z(Q1) C Z(P2j1), Jo<j<N.
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Per aplicar el Lema de Divisi6é ens hem d’assegurar que el conjunt de zeros de Q1 és prou gran. Pel
Lema de Dimensio, és suficient veure que )1 canvia de signe. Recordem que assumim que M és
més gran que 1, o sigui que el grau de R; és menor que 2jy. Considerant els desenvolupaments en
esférics harmonics de R; i Q, veiem que son ortogonals en L2(do) (veure [St, p. 69]). Aixi doncs

0= / Ry(€)Q(€)do(€) = / R2E)Q1(€)do(e),

és a dir, ()1 canvia de signe.
Com que Pyjy1 = H,ZCVIZQ Ry, concluim que un dels Ry, diem-li Ry, divideix els Pj1, jo < j < V.
Un argument per inducci6 ens mostra que Pj, divideix Pyj, jo < j < N. Al pas k-¢ssim, observem

que Q = [}, RiQx i

k k
- [Tl m©aedsc) = [ 1] Qo).
=1 =1

per tant, Qi canvia de signe. També és important remarcar que

azp,k(€0) = ZM; VP2 k(0), 1<k< M.

J=Jo

Aixi doncs, al pas M-éssim, obtenim

azjo,.m(&o) = Cojy 0,  sip= jo.

Tenim Py = Pyj,(Q2j—2j, per a alguns polinomis homogenis Q2;_2j, de grau 2j — 2jo, i llavors

ZVQ;Pm ()¢ =%

Jj=Jo
N
= P, (&) Z Y2i Q2240 ()1 7.
J=jo

Per (1.23) i la definicié dels coeficients az,—ar(&0), per a || =110 < r, obtenim

o0 N
> asp (&)™ < C Y 72 Qaj-2jo0)|, 0 <

p=jo Jj=jo
Utilitzant agjy 0(§0) = Caj, # 0, concluim que

N

> 12 Qai-2j0(0) # 0, [l =1,

Jj=jo

cosa que completa la prova de b implica ¢ en el Teorema 1.1 pel cas polinomial amb w = 1.
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Pel cas amb pesos hem d’anar amb compte amb les desigualtats que trobem en (1.15). En
general, la desigualtat ||f * F|[rp) < C|fl1]|F|lrr(w) no es satisfa. Aixo vol dir que no podem
controlar [[b T f||rr () per constant vegades [|b|1]|T'f|r(.)- De totes maneres, en el cas parell b és
una funcié acotada suportada a la bola unitat, o sigui que

(0 7)) = ‘ [ e Ti) i) < M)

A més
10+ TfllLrw) < CITfllLrw)
jaque w € Ap. So, [SxB * fllLrw) < Cllv.p. K * f|1p() 1 procedint com abans obtenim

‘gX\B(fo)\ <C (\m(%” L 175205595l Lo (w) ”TE1¢2596HLP(W)>

11961l Lo () 195l Lo ()

<C <|V'p' K(EO)’ + ||TE2¢25||LP(w)—>LP(w) =+ ||TE1¢2§||LP(w)—>LP(w)> .

Aplicant altre cop el Lema 1.3, obtenim la desigualtat (1.17).

Falta veure que (d) implica (¢) en el Teorema 1.1. Per aconseguir aquesta implicacio, hem
d’analitzar algunes propietats de les funcions gs. Primer de tot, fem notar que gs(x) = 05" g(dx)
on g = ¢. O sigui que esta clar que les normes ||gs|l1 = |lg|l1 1 [|95]/1,00 = [|9]/1,00 RO depenen del
parametre § > 0. Quan ¢ < |&|, com que [ gs(z)dz = ¢5(0) =0 i gs € S(R™), tenim que gs € H'.
Pero s’han de fer alguns calculs per comprovar que ||gs|| 1 < C amb constant C' independent de 6.

Lema 1.16. Si 0 < 6 < [&o, ||gs5]|lgr < C amb constant C' independent de 0.

Demostracié. Tenim gs(z) = €*0§"g(dz) amb g € S(R™) i [ g5 = 0. Posem FO( ) = XB(0,s-1) () i,

peraj > 1, Ff(x) = XB(0,25-1)(¥) = XB(0,2-15-1)(¥). Fem notar que > 7%, F; F?%(z) = 1. Considerem
la descomposici6é atomica de g

g5(z) = (gs(x) — ) FL(x) + D _[(c) + d) FP () — ) FL, ()]
7=0

::ia Z:A‘S

7=0
F9 F5 ..._|_F5
0nc§=fg56],d8201d§+1—fgé ) deformaquefa ala:—fA‘S x = 0.
fF] f _7+1

Veiem que a? té suport en la bola B(0,27671) i A? té suport en B(0,2/71571).
Com que g € S(R™) tenim (1 + |2|"*1)|g(2)| < C. Llavors

n n a\" —J = CQ_j
9500 (0] = l(00) ] () < " sup [g(2)] < 0(2) 2 = 1B, 25|
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i, per tant,
c277
~B(0,2767 )]

§

fgéFj
1
I

Per altra banda, [ gs(FS +---+ Ff) = f|z|>2j§_1 gs(z) dz, ja que [ gs =0, i llavors

5
|Cj‘ =

& f\x|22j571 95(z) d < f\z|22j l9(2)| d= < c27J
i+1 = > T S .
" S [B(0,27415-1)] ~ [B(0,27+1571)]
Conseqiientment
C C
0 . é

lad g < 5 1 [ AG][ g < oYk

Aixi doncs, per a tot § € (0, |&]), ||gs5]|g1 < C tal i com haviem dit. O

Finalment, per a funcions f de I'espai de Hardy H'!, i utilitzant altre cop (1.14), tenim

1SxB * fll1,00 < 2(HT1f||17oo + 1T * fll1,00)
< C(IT* fllroo + 10+ T f[]1)
< CITfll + bl IITfl)
= C[Tflly = Cllv.p. K * fl]x.

Prenem &y # 0 i utilitzem la mateixa notacié que abans. Aixi tenim
[Iv.p. K= flly < |[v.p. K(&) | fI[x + [ TE 11,

1 —
11SxB * fll1,00 > 51SXxB )| I fll1,00 = | TELf

=9 1,00
1 conseqlientment
& — T T 00
[fll1eo  [1fl1e0 1£11.00

Reemplagant f per gs i utilitzant les propietats de g5 (és a dir, ||gs|l1 = [|9]/1, [|95]/1,00 = [|9]l1,00 1 €]
Lema 1.16) obtenim

— — T T
|SXB(£O)| §C<|VP K(£0)| Hg5||1 H E2¢2595H1 _|_ H E1¢25g(5”1700)

951[1,00 951,00 95

|1,oo

IN

+ ||TE1¢26 ||L1—)L1’°° ‘96”1)
1,00 1951l1,00 1951|1,00

— 9l | 1T eagsllm - r1llgsll
C(‘V.p. K(&))’”g‘ I + 2¢2s | H'— L H
< OV K(€0)| + [ Thaguslln1r + 1T 12 10

i per tant, aplicant el Lema 1.3 al costat dret d’aquesta desigualtat, obtenim

1SxB(¢0)| < Cvp. K(&)] & #0

tal 1 com voliem.
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1.2.2 El cas senar

La demostraci6 de (b) implica (¢) en el Teorema 1.2 es pot fer més o menys de la mateixa
manera. L’nica diferéncia significant, pel fet de que ara tenim un polinomi senar, la trobem en
la funci6 b de (1.14), que ara no té suport a la bola unitat, pero és una funci6 BMO que satisfa el
decaiment |b(z)| < C|z|™ ! si |z| > 2 (veure [MOPYV, section 4]). De totes maneres, b € L' i el
seguit de desigualtats (1.15) segueix essent valid pel cas en el que w = 1.

Per altra banda, per a qualsevol w de la classe de Muckenhoupt, argumentant com en [MOPV,
p. 3675] escrivim

!(b*Tf)(m)\=|/ | 2(b(:v—y)—lnp;(o,z))Tf(y)dy
r—y|<

Hlbmoal [ TI@ldy+ /| P wlITr )y
T—Y|>

lz—y|<
— [+ 11+,

on bp(g,2) = |B(0, 2)|7! fB(O ) b . Per acotar el terme local I hem utilitzat la desigualtat de Holder
generalitzada i I'equivaléncia puntual Mo, 1) f () ~ M?f(z) ([Pe, p. 304]) per tenir

1] < C|bllemoll T fl Log 1), Ba2) < CM*(Tf)(x).
Observem que bp(g2) és una constant dimensinal. Per tant
(1] < CM(T'f)(x).

Finalment, gracies al decaiment de b obtenim

Tf(y)l
111 < C LI gy < CM(TS)(x),
e o—y|>2 |2 —y|" T TH=)

utilitzant un argument estandard que consisteix en acotar la integral sobre I'anell {2¥ < |z —y| <
2F+11 - Aixi doncs,
(b % Tf)(@)| < OM(TF)(a). (1.24)

Aleshores obtenim
10+ TfllLrw) < CIT fllLrw),
ja que w € Ay. Llavors, ||Sxp * fllrrw) < Cllv.p. K * f|1p(w) 1 obtenim (1.17).

1.3 El cas general

En el nostre procediment pel cas polinomial, la funcié b ha tingut un paper clau. Ens aporta
una manera idonia d’expressar la funci6 K (z) Xgm\ 5> o0 K és el nucli de 'operador T'. Tal com hem
comentat abans, b només depén del grau del polinomi homogeni i de I’espai R™. En el cas parell 2N
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(veure (1.13)), b = ban és la restriccié d’un polinomi de grau 2N — 2 sobre la bola unitat. En el cas
senar 2N 4 1, bany1 és una funci6 BMO amb un cert decaiment a Uinfinit. Fins ara, no hem posat
atencio a la mida dels parametres que apareixen en la definicié de b perqué el grau del polinomi (fos
2N o0 2N +1) era fixat. Ara, en aqueta seccid, necessitem un control de la norma L', L or BMO
de b, aixi com el seu decaiment a l'infinit. Resumim tot el que necessitem en el segiient lema.

Lema 1.17. FEuxisteiz una constant C depenent només de n tal que

(i) 2n(© SC i |hava(§ISC, geR™

(i1) ||ban | oo By < C(2N)*"*2 i [[Vban]| ooy < C(2N)" .
(iii) ban+1llBmo < C2N +1)*" i |ban+1]z2 < C(2N +1)*".
(iv) Silx| >2 lavors |bani1(z)] < C(2N + 1)%7|z| L

Demostracio. Els punts (i), (ii) i (iii) estan provats en [MOV, Lemma 8] i [MOPV, Lemma 5]|.
Només falta demostrar (iv).

Recordem que o denota la mesura de superficie normalitzada en S™~!, i sigui hq,...,hq una
base ortonormal del subespai de L?(do) que consisteix en tots els polinomis homogenis i harmonics
de grau 2N + 1. Tal i com és ben conegut, d ~ (2N + 1)"~2. Com a la prova del Lema 6 de [MOV]|
tenim h? +--- + h3 = d, en S""!. Posem

— 1 b
Yans1Vd ’

i sigui S; la transformada de Riesz d’ordre superior amb nucli K;(z) = H;(z)/|z[*N T, El
multiplicador de Fourier de S]2 és

H;(z) (), xeR",

1 h](§)2 n
d |E|AN+2” 0#&eR”,
i, per tant,
d
> S =1d. (1.25)
j=1

Utilitzem altre cop (1.14), pero ara el segon terme de la part de la dreta es fa zero perqué cada h;
és harmonic (veure [MOV]|, p.1437). Obtenim

Kj(@) xgmp(x) = Sj(ban41)(z), z€R", 1<j<d,

i, llavors, per (1.25)

d
bonsr = 3 85 (B5(2) X 5() ) - (1.26)
j=1
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Per tant posem

d d d
> S (Kj(x) XRn\§($)> = 88— > 85 (K;(x) xp(x))
j=1 j=1 j=1
d
= 80—y 8 (K;(x) xp(@)),
j=1

on Jp és la delta de Dirac a 'origen. Si |z| > 2, llavors

Si(Kj(y) xp(y))(z) = lim . |<1Kj(w—y)Kj(y) dy
= lim . |<1(Kj(96 —y) = K;(2))K;(y) dy.

En aquesta situacio,

Y
5 = 9) = K@)l < Ol (12 + 1)+ [V ).

aixi doncs

[Hjlloo (2N + 1) + [[VHj|loo

15 (8 ) xm(w) (@) < € =k [k

|<1 ly|"1

on les normes del suprem es prenen en S"~!. Es clar que

h;

Vd

Per l'estimaci6 del gradient de H; utilitzem la desigualtat [St, p. 276]

1
Y2N+1

[1Hjlloo = ~ (2N +1)"/2.

0o J2N+1

IVHjlloo < C (2N + 1)"/**1 | Hylla
on la norma L? es pren respecte de do. Com que els hj son un sistema ortonormal,

1 . _(@N+1m2
Vdyoni: (2N +1)n=2)/2

Ajuntant les desigualtats anteriors obtenim, quan |z| > 2,

n+2
1S5 (K;(y) xB(y))(z)] < CW

i finalment
(2N +1)"*2 (2N +1)*"

|x’n+1 - |x’n+1 )

lbant1(z)| < Cd

tal 1 com haviem dit. O
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Ara, el nucli de l'operador T'f = v.p. K % f és del tipus K(x) = ?x(ﬁ),

homogénia de grau 0 i tal que 2 € C°°(S™~!), amb integral zero sobre l'esfera. Llavors, Q(z) =

on  és una funcié

Z;’;l Pff‘;) amb P»; polinomis homogenis harmonics de grau 25 si T' és un operador parell, i Q(z) =

3% Psjt1(2)

720 a7 amb P41 polinomis homogenis harmonics de grau 25 + 1 si 7' és un operador senar.

L’estratégia consisteix en passar al cas polinomial prenent sumes parcials de les séries anteriors.

Posem, per a cada N > 1, Ky(z) = Q|N‘(,‘;E), on Qn(x) = Zjv 1 Pﬁ;éf) (o Qn(z) = Z;VO ITZJ;;L) en

el cas senar), i sigui Ty 'operador amb nucli K.

1.3.1 El cas parell

Comencem considerant la implicaci6 (b) implica (¢) en el Teorema 1.1 quan w = 1, o sigui que,
T és parell i la nostra hipotesi és ||[T* f||, < C||Tf|l,, f € LP(R™). En aquest marc, la dificultat és
que no hi ha cap manera 6bvia d’obtenir la desigualtat

TN fllp < CITN fllps | € LP(RY). (1.27)

En comptes d’aixo, intentem aconseguir (1.27) amb ||Ty f||, reemplagat per ||Tf||, a la banda dreta
més un terme addicional que es fa petit quan N tendeix a oo. Comencem escrivint

TN fllp < ITH fllp + 1T f — T}vfllp

Pyy(
<CITHlp+ 1 i

1.28
‘ ’2]+nXB fHP ( )
>N

Per (1.14), i perqué cada P»; és harmonic, existeix una funci6 acotada be; amb suport a la bola
B tal que

Paj(x) Dyj(x)
|x|2j+nX§C(x) = V.p. |3;|2j+n * bgj.

Pel Lema 1.17 (ii), tenim que [|by;|[1 < Cllbajl o5y < C(24)*"F2, 1 aixi

Poj(
” Z ‘ |;j+nXB f”P = || Z

>N >N
Py(
fE:Hm&HJMaMWw*ﬂb
>N
Py(
<>l ‘;W||LMLPHb2j||1||f||p (1.29)
>N
P2J -\ 2142
<Cfllp Z =5 ||LP—>LP(2J)
>N ‘

< Clfllp D (1Pojllo0 + 11V Pajlloc) (24)*" 2.
>N
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L altima desigualtat segueix d’una coneguda estimacio pels operadors Calderén-Zygmund (e.g. [Grl,
Theorem 4.3.3]). Per altra banda,

KN (2)xpm\5(#) = TN (ban)(2) + Sn(2)xB(2)

i llavors
Tnf=v.p. Kn*bon * f+ Snxp * f.

Per tant, per a cada f € LP(R"), utilitzant (1.28) i (1.29), tenim la desigualtat LP

IS x5 * fllp < I Tx fllp + V- K *ban * fp
< C T fllp + 1£1lp D (1P2jlloo + 11V Pajlloc) (20)*"F2 + [[v-p. K * ban * [l
>N
Recalquem que els multiplicadors correponents %, m iv.p. m bon = VﬁNl)/Q-; son a

C>*\ {0} i a M,. Aixi doncs, procedint com en el cas polinomial i aplicant el Lema 1.3 obtenim
I’acotacié puntual per a & # 0

Snxs(©) <O [ Vo K(©)+1(vD. Ky - ban) €)1+ D (IPojlloo+ 11V Pajlloc) (24)*" 2| (1.30)
>N

<C[ vp. K@)+ vp. En@©)+ > (IPylloo + IV P2 ll0) (25)*+2 | (1.31)
j>N

on a l'altim pas hem utilitzat el Lema 1.17 (i), és a dir, |b/2;(§)| < C, pera&eR".
Ara la idea és fer tendir N a 0o a la desigualtat anterior. Per la definici6 de Ky i utilitzant el
fet de que 372, FM||Pjlleo < o0, el terme de la banda dreta convergeix a C|v.p. K(£)|. La segiient

tasca és clarificar com convergeix la banda esquerra.

Posem & = 1y, amb [g| =117 > 0. Reescrivim (1.22) amb S reemplagat per Sy i ag, per aé\lf):
o o0
Snxs(réo) = ad,(Go)r™.
p=1

Remarquem que, per a un p fixat, la successio dels aé\; s’estabilitza per N prou gran. Aquest fet
depén d’un calcul laborios de varies constants (veure [MOV, p. 1463]). Tenim

Lema 1.18. Sip+ 1< N, llavors aé\; = aggl.

Sip>1ip+1< N, posem ag, = aé\;. Necessitem una acotacié pels aé\; (vegeu també MOV,
p. 1463)).
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Lema 1.19. Per a una constant C' que només depén de n, tenim

C p
|agp| < WZHPQjHOO) I<p<N-1
147 —~

N—-1

C(5+N-1

M%§$«2N_1>ZN@MW 1< N <p.
j=1

Hem de veure que per a cada &y de l'esfera, la successio Sy xp(réy) convergeix uniformement en
0<r<1. Peral<N<M,

M-1
1SnxB(réo) = Suxn(réo)| < D lady|r™ + Y lagy|r™ + Y |ags|r?
p=N p=N p=M
1 (24+N-1 1 =
<C|-+|?2 —_— Py
<ol (RN E o | Sl
p=N Jj=1

que és clar que tendeix a 0 quan N tendeix a co. Fent tendir N a oo en (1.30), obtenim
° —_—
> az(E)r®| < Clvp. K(&)l, 0<r<1,  |&]=1.
p=1

En aquest punt podrem seguir la prova que hem presentat a la secci6 prévia, perqué els coeficients

aé\; s’estabilitzen. Aix0 permet que argumentem com en el cas polinomial. L’inica diferéncia re-

cau en el fet de que ara tractem amb sumes infinites, perd no topem amb problemes de convergéncia.

Aquest argument que hem explicat pel cas parell i per w = 1, també és valid pels altres casos,
després de tenir en compte els detalls que llistem aqui.

Per provar que (b) implica (c¢) en el Teorema 1.1 per a qualsevol w € A, haurfem d’utilitzar

b2 * fll o) < Cllbzsllzoe By I M fll Loy < C25)* 2|1 £l 2o (o)

per obtenir la desigualtat analoga a (1.29).

Per poder demostrar que (d) implica (¢) en el Teorema 1.1, fem notar que si ¢; > 01 Z;’il ¢ =1,



46 1. Estimacions en LP

Havors || > gjll1,00 < Zc;1||gj||1,oo. Tenim

Py (
Hz ’x’é]_;,_nXB leOO:HZ

Jj>N >N
(z)
= Z J[lv-p ‘2]—4-71 * by
>N
Poj(
<Y 7 |;J+n||L14L11°°Hb2j « flh
J>N
Pyj(
< 2|| ; n”LlaleHb?jHleHl
||+
>N
oy P2i(x) .
<Clfl D A |x’éj+n I £1 o p0 (25)2"F2
>N
< Clfll D (1Pojllse + 1V Pojllo0) (25)*"H,
>N

i, per tant, per a totes les funcions f € H'(R"™),

1SnxB * fllico < 2(1TN fll100 + VD Ky * b2N * fll1,00)

P
< 4(]| QJ xB * fll1,00)+2[[v.p- KN *ban * f[1,00)
j>N
<CUTL I+ 11D (1 Pojlloo + 1V Pajlloo) (25)
>N

+ ||v.p. Kn *ban * f|l1,00)-

Un altre cop, utilitzant el Lema 1.3, el Lema 1.16 i el Lema 1.17, obtenim, per a £ # 0,

SnxE(©)] < C | V. K@)+ v, En(©)+ 3 (I1Pylloe + IV Poslo) (25)27
j>N

tal i com voliem.

1.3.2 El cas senar

La implicaci6 (b) = (c) del Teorema 1.2 es pot adaptar de la seglient manera. 7" és senar i les
funcions by;41 sén de BMO. Pel Lema 1.17, tenim que ||l§;1||oo < C, ||bj41llBMo < C(25 + 1)
i |b2jt1ll2 < C(25 4+ 1)®™. A més a més, |byj+1(x)] < C(25 + 1)?"|z|™"L si |x] > 2. Aleshores,
procedint de la mateixa manera que en la demostracié de (1.24), obtenim

152541 * fll o) < C (25 + 1?1 £l Lo (w)

i, per tant, tenim la desigualtat analoga a (1.29).



Capitol 2

Relaxant la regularitat del nuch

El principal objectiu d’aquest capitol és relaxar les condicions del nucli en els Teoremes 11 2 de la
secci6 de Preliminars. Més concretament, demostrarem el segiient

Teorema 2.1. Els Teoremes 1 i 2 son certs quan €2 és una funcié homogénia de grau 0 que satisfa
la propietat de cancellacio f|2|=1 Q(x)do(x) = 0 i tal que la seva restriccid a l'esfera unitaria S™*
és de la classe C(S™ 1Y), per a algun « finit que depén de la dimensié n i del grau de d del primer
polinomi en la descomposicié de ) en esférics harmonics.

Ens centrarem en el cas d’operadors amb nucli parell, degut a que en el cas senar es procediria
de manera analoga. Primer veurem la demostracié de que la condici6 algebraica (7ii) del Teorema 1
implica la desigualtat puntual (i) del Teorema 1 per a dimensions superiors (n > 3). Llavors prova-
rem el mateix resultat a R?, veient que o no depén del grau del primer polinomi en la descomposicio
de €2 en esférics harmonics. En la Secci6 2.3 veurem que el nostre métode no ens permet prescindir
de la dependéncia en el grau del primer polinomi quan n > 4. A la Seccid 2.4 ens queda provar que
(7i) del Teorema 1 implica (iii) del Teorema 1.

Els procediments que utilitzem ens porten a demanar un cert grau de diferenciabilitat «, que
quedara fixat al final de cada seccio.

2.1 Demostracié de (iit) = (i) a R", n > 3, cas parell

Comencem aclarint alguns fets sobre el desenvolupament de €2 en esférics harmonics quan 2 €
Co ( Snfl )7
oo
Qz) =) Pj(x), =S,
Jj=1

on cada P; és un polinomi homogeni harmonic de grau j. Es compleix la segiient identitat ([St, p.

70)
S+ n=-2)IRIE = (<17 [ Azeqd

Jj=1

47
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per a r < § (ja que només podem derivar a cops), on Ag denota el Laplacia esféric. Si Y (z) és
una funci6 definida a l'esfera, llavors AgY () és la restricci6 a S"~1 del Laplacia ordinari aplicat a
Y (x), on Y(x) és I'extensié homogeénia de grau zero de Y (x) a un entorn de l'esfera.

Llavors, utilitzant la desigualtat de Holder,

D GG+ =2) 1Bl < [|A5Q12]|2]l2,

jz1
per ar < 5, on la norma L? es pren respecte de do. Aleshores, utilitzant la desigualtat de Schwarz’s

S MIBlle < 0o, s Mg%—l. (2.1)
j=1

Volem veure que també tenim una acotacié per a la norma del suprem >, FM||Pj|oe < o0,

per a un cert rang de M’s. El lema segiient ens doéna una acotaci6 de la norma || - ||oo en termes de
la norma || - ||2 per a polinomis homogenis.
Lema 2.2.

(i) Per a qualsevol polinomi homogeni Q de grau q, ||Q||co < anT_l||Q||2, on C' és un a constant
positiva que només depén de n.

(i) A més, si el polinomi Q) és homogeni i harmonic, tenim una cota millor, ||Q]]s < C’an_2||Q||2
Demostracio.

(i) Esta provat, per exemple en [MOV, p. 1446].

(i) La diferéncia esta en que el subespai de L?(do) de totes les restriccions a S"~! de tots els

polinomis homogenis de grau g té dimensioé <n ta- 1) ~ ¢""!, pero si prenem polinomis
homogenis i harmonics, la dimensié del subespai éqs de l'ordre de ¢"2 (e.g. [SW2, p. 139-
140]).
O
Utilitzant el Lema 2.2 i (2.1), obtenim
S iMIP e < CD MR le < 00, s M < S (2:2)

j=21 g2l

Recordem que ara treballem amb un operador homogeni de Calderén-Zygmund de grau parell, o
sigui que el desenvolupament d’§) en esférics harmonics només conté polinomis de grau parell. Aixi
tenim

Qz) =) Pyy(a), (2.3)

Jj=1
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on P; és el polinomi de grau 2j.

Per hipotesi, hi ha un polinomi homogeni i harmoénic P de grau 2d que divideix cadascun dels
altres ;. D’una altra forma, Py; = PQ2;_24, on (2j_24 és un polinomi homogeni de grau 2j — 2d.
Estem interessats en com 1]3[ convergeéncia de ) Paj es transmet a ) Q2j_24. Comencem veient com
és la convergencia ).~ ;5 [[Q2)—24 oo

En el segiient lema que podem trobar en [MOV, Lemma 7| veiem que, quan dividim dos polinomis
homogenis, la norma del suprem (en S™~!) del quocient esta controlada per la norma del suprem
del divident.

Lema 2.3. Sigui P un polinomi homogeni harmonic que no és idénticament zero. Si d €és el grau
de P, llavors existeix un € positiu, depenent de d, i una constant C' positiva depenent de P i de la
dimensio de ’espai n, tals que

1Qle < Cq®*" V% PQ) |,

per a tot polinomi homogeni QQ de grau q.

Demostracid. Suposem que per a algun € positiu,

1
/|$1 ’P(x”edo'(a:) < 0. (2.4)

Llavors, utilitzant el lema previ 2.2 i la desigualtat de Schwarz,

1@l < Cq"V2|Q2

. 1/4 1/4
(n—1)/2 ———do(x 2)|°|Q[*do (x

1/4
< Cq(n—l)/2|yPQ||§é4 (/ ) ]Q|4_€do—(:n)>

< gD PQILA QI

Aixi, |\Q|]§é4 < C’q(”_l)m\|PQ||ié47 i obtenim el resultat desitjat.
Només queda provar (2.4). Per un conegut resultat de Ricci i Stein (|RS]), |P(x)| és un pes de la
classe A®°. A meés, si ed < 1, llavors

1 —&
|, Pagpte <Ot </x|<1 IP() "“’) -

Com que P és un polinomi homogeni, fent el canvi a coordenades esfériques es compleix (2.4). [
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Es important remarcar que 'exponent de ¢ depén del grau del polinomi P. Veurem que aquesta
dependéncia canvia les condicions que hem d’imposar a la diferenciabilitat del nucli K. Com pro-
varem més endavant a la Seccié 2.2, en el cas planar podem evitar aquesta dificultat pel fet de que
estem aplicant el Lema 2.3 a polinomis P que sén homogenis perd també harmonics. En el pla, els
polinomis homogenis i harmonics descomposen en producte de polinomis de grau 1. Aixo fa que a
R? tinguem un millor resultat, no tenim la dependéncia amb el grau de P. A la Seccié 2.3 veurem
que a R™, amb n > 4, no podem evitar aquesta dependéncia amb el grau de P, i intuim que tenim
el mateix problema a R3.

Utilitzant el Lema 2.3, veurem la convergencia de les séries de (Q2;_24’s a partir de la convergéncia
de les séries de P»;’s. Recordem que estem al cas parell i que P és un polinomi harmonic de grau
2d que divideix tots els polinomis P»;. Denotem My = 2(n — 1) /e, per € < ﬁ, i tenim

1Q2j—24ll00 < C(n, P)(2j — 2d)™°|| Pyj]|

o sigui que

> iMIQ2j—2dllo < C(n, P) > M 0| Pyl < 00,
i>d i>1

2(n—1)
I )

per a M + My < %57, és a dir, per a M < 5% — i com que € < 2%1, obtenim

. . a—n
> MIQs-2alloe < 00, st M < SSE —dd(n—1).
j>d

Volem traslladar aquesta convergéncia a ; (Q2j—24. Observem com a partir de

> iM1Qzj—zdlloo < 00, peratot M < % — dd(n — 1),
J

podem garantir que
ozt —dd(n - 1)
2 9y

Q = ZQQj_Qd € CSO, si SO <
J

és a dir, Q és la restriccio a S"~! d’una funcié Q de classe C0 a un entorn de S™~1. Si 3 < |z| < 2,

a1-0(5) - Ko u(7)

Es obvi que la condicié > [|Q2j—24[loc < 0o ens déna la continuitat de Q. Vegem com podem

assegurar que O € C!. Considerem la derivada parcial de cada terme

89:1' <Q2j—2d <|i|>> = 83;1 (|$‘2d_2jQ2j_2d(ﬂf)>

. | |22 2d—2§
=—(j - d)w%i%j—w(x) + 2% (02, Q2j—24) (7)

2x; x
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Recordem la desigualtat de Bernstein-Markov per a polinomis a la bola unitat (e.g. [Sa])
102, Pl oo () < (grau P)?||P|| oo (5)-

Aleshores

) 4 . 4
102, Q2j—2a( )| oo (8 <5y < 207 — d)§||Q2j—2dHL°°(S"*1) + (- d)2§||Q2j—2d||Loo(sH)
< A(j — d)*|Q2j-24l| oo 571y

Per tant, de la condicié Y j2||Q2j—24|| < 0o obtenim que Qe CL(S™~1). Tterant aquest procedi-
ment, tenim que

Zj%HszddHoo <oo implica que Q€ CH(S"). (2.5)

Aplicant-ho a les nostres sumes, obtenim que Zj Q2j—24 ¢s convergent en CM | per a tot
M < %" —2d(n —1).

Per hipotesi, T = Ro U, on R és la transformada de Riesz d’ordre superior associada a P. El
multiplicador de Fourier de T és

o0

P Qo 24(E) )
Z”ﬂ \Z?ﬂ b |§er23§2 é]r?fdzd + SERTAO)

Llavors tenim que el multiplicador de Fourier de U és
Q2j-24(§)
= Yad Z T g2 2d ;
j=d

on g = (25)7"/% [SW2, p. 226]. Com que Zj>dj HQQJ-,QdHOO <oosiM—§ < %5 —4d(n—1),
tenim que la série en la definicié de u(€) és convergent en CM(S™~1) per a M < ¢ — 2d(n — 1).

Si prenem una suma parcial amb N prou gran de la série (2.3), obtenim un operador polinomial
TN amb nucli

z € R\ {0}.

Mz

x’QJ-H’L

Quan N > d, considerem
—1 Q2j 2d n
Z V2 T F2j—2d €2~ 2d , £eR™\ {0}

Aleshores, Ty = R o Uy, on Uy és l'operador amb multiplicador de Fourier py(£). Com que u
és invertible, tenim que fi(§) # 0, aleshores prenem N prou gran per tal que uyn(§) no s’anulli a
I'esfera S™~ 1.
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Com que T satisfa la condici6 (iii) del Teorema 1, podem aplicar els resultats del cas polinomial.
En particular,

KN (@)xgn g () = T (bn)(2) + T (Bn) (@),

on by i Sy son com b i 3 del cas polinomial que hem esmentat als Preliminars (veure (0.12)). Volem
fer un argument de compacitat, pel qual necessitem acotacions uniformes en N. Utilitzarem el lema
segiient que podem trobar a [MOV, p. 1449|.

Lema 2.4. Euxisteix una constant C que nomes depén de n tal que
(i) [bn(§)| < C, £ € R,
(i) ||b | Loe 3y < C(2N)"*2;

(iii) || Vb || oo (p)y < C(2N)?n+4,

Ara volem veure que podem trobar una funcié v en L>*(R™) tal que

K(x)xgmp(®) =T()(z), =eR™

Aix0 esta explicat als Preliminars pels operadors polinomials, perd la cota que trobavem per
|[7]| oo (rny depenia del grau del polinomi que defineix I'operador, o sigui que no ens val pel cas
general.

Escrivim

ng
K(z) XR"\B Z|m|21+n R”\B Z:T
7>1

on Tj és la transformada de Riesz d’ordre superior amb nucli Pyj(x)/|z|?*™ i b; és la funcié que
apareix quan escrivim

il 7;§+1 Ve 5(®) = Ty (b)) (@),

Recordem que cada b; és una funcié mesurable acotada amb suport a la bola B. El multiplicador
de Fourier de T} és

Po(§) _ P(§) vz Qaj—24(§)

Y2 — = Y2d - T 5
TleE T P g gy €22

Definim S; com 'operador que té el segiient multiplicador de Fourier:

£ € R"\ {0}

Y25 @25-24(§)

Yoa [§P72

£ e R™\ {0}.
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Com que Tj = Ro S;iT = RoU, tenim

K(x)xgmp(®) = > _(Ro S;)(b))

j=d

=Y T (U '08)) b))

j=d

=T (> (U ' oS))by)

j=d

L™dltima identitat es compleix per la convergéncia absoluta de la serie .- (U ~10.5;)(b)) en
L?(R™). T aixo surt de I'acotacio

DU 08Bz < C Y 11Q2j—2dllocl b5l 2 (am)

jzd j=d
< 11Qaj-2dl oo b5 Lo )
j=>d
<Y (25)7|Q2j 24l < 00,
jzd
on l'tltima igualtat es compleix si 2n + 2 < 5% — 4d(n — 1). D’aquesta condici6é obtenim una

primera restriccié per la diferenciabilitat de 2. Ens diu que necessitem
a>bn+4+8d(n—1), (2.6)

on n és la dimensi6 de I'espai R™ i 2d és el grau del polinomi P que divideix tots els altres.

Ara veurem que ) - J(U7105;)(b;) convergeix uniformement en R™ cap a una funcié -, i llavors
ja tindrem K(x)XRn\E(x) =T(v)(x), per a z € R™.

Observem que U~! o S; no és necessariament un operador de Calderén-Zygmund, perqué la
integral sobre I'esfera pot no anullar-se. Perd podem escriure U1 o S; =cjI+Vj, on

cj = % /Sn_l 1(6) ' Q2j-2a(8)do (€)

i V; és un operador de Calderén-Zygmund, que té multiplicador

_172j Q2j—24(§) .
Yea T2

Remarquem que el multiplicador x4~ ! associat a I'operador U~! esta en CM si M < T—2d(n—-1),
ja que té la mateixa diferenciabilitat que p. Aleshores, el multiplicador de V; també esta en CM pel
mateix rang de M’s.

1
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Ara

S U o S)b) =D eibi+ > Vi),

jzd jzd jzd

i la primera série no té dificultat ja que, pel Lema 2.4,

D lellbjllzoe(my < €Y (25) 7 2(25)7 2 (1Qa;-2allo < oo,

j=>d j=>d
si—5 +2n+2 < 5% —4d(n — 1). D’aqui treiem una altra condicié per la regularitat inicial a,
a>4n+4+8d(n—1). (2.7)

La segona série porta una mica més de feina. Pels Lemes 4 i 2.4, tenim

1V (05)|| Lo rmy <C|Vjllez (116l o) + [ V5] 1o (5))
<02 MVilloz.

Per acotar la constant de Calderén-Zygmund del nucli de I'operador V; no farem servir una
expressié del nucli, ja que no la tenim. Perd com que coneixem el multiplicador de V}, acotarem
l'operador en termes del seu respectiu multiplicador. Necessitem el segiient lema que és el Lema 9
de [MOV, p. 1452].

Lema 2.5. Sigui V' un operador homogeni de Calderon-Zygmund amb multiplicador de Fourier m.
Llavors, existeix una constant C' que depén nomes de n, tal que

3 11/2 1/2
Vllez < ClIAEPmlly|mll5”,
on Ag és el Laplacia esféric i la norma L? es pren respecte do.

Per la demostracio, podem seguir [MOV]. Es important remarcar que necessitem la desigualtat
Uy (I <C, lel=1, 0<al <2(n+3),

amb C' que només depengui de n i u, i que no depengui de N. Recordem que el multiplicador de
V; ve donat per la segiient expressio,

-1 EQ2j72d(§)

a6

i que la série de la definicié de p(€) esta en CM si M < ¢ — 2d(n — 1). Llavors, el nucli de V; té
aquesta mateixa diferenciabilitat i veiem que necessitem 2(n + 3) < § — 2d(n — 1), obtenint aixi
una nova condicid per a «,

a>8n+24+8d(n—1). (2.8)

Ara, utilitzant el Lema 2.5, per estimar la norma de Calderén-Zygmund de V; és suficient acotar
la norma L? del seu multiplicador i les seves 2(n + 3) derivades. O sigui que només hem de fixar-nos
en la norma L2(do) de VEQq;_oq4 per a 0 < k < 2(n + 3). De fet, acotarem la norma L> utilitzant
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un argument d’inducci6é. Considerem primer, doncs, el cas k = 0.

Recordem que P5; = P(Q)2j_2q on P és un polinomi de grau 2d. Pel Lema 2.3,

1Q2j-2dllo0 < C(2] — 24)>"
<C(2j_2d) ( 7)°7 |1Pyl2
(n—1)

= CjTT | Pylla,

on hem utilitzat el Lema 2.2 a la segona desigualtat, i tenim que € és tal que € < ﬁ.

Fem el cas £ = 1. Primer farem servir el Lema 2.3 i que VP; = VPQ;_2q + PVQ2j_24.
IV Q2j-2dllo0 < 0(27 —2d—1)""
<0y (HVP2jHoo + |[VPQ2j-24 o)

<03 (19 Pyl + Q25 )

2(n —1)

<G T (@D NPyl +57 T T Pyl

< 032(ns 1)+2(n 1)+ = HP2]H27

També hem utilitzat el cas anterior (k = 0) i la segiient desigualtat que podem trobar a [St, p. 276]:
1V Pajlloo < (24)2 7% Pajl2-

De la mateixa manera obtenim
IV*Q2j 24|00 < Cj

per a tota 0 < k < 2(n + 3).
Finalment obtenim

S Vi) ey < CY (20> IVjlloz
n 1/2 n 1/2
< 037 (25)7 4 Iml 1y %) A% m] [y

< 0N @ (77 Qeyaall)

2n+6 1/2
—n 2n+6
' ( 2 Z ( i >||V Q2j— 2d|\oo>

o 3 e s D

1/2
_ 2(k+l)(n 1)
( % z 2, r|2>

2(n 1)
=CY PR IPylls < o0

2(k+1)(n—1) | n— 1
e +TQHP2J||2, per a €<ﬁ’
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si 3n + @ + % < § — 1, utilitzant (2.1). Recordem que aixo6 és per a tot € < % i aplicant-ho

obtenim una tltima condicié per la diferenciabilitat o del nucli de 'operador inicial,
a>6n+15+8d(n—1), (2.9)

on remarquem que n és la dimensi6é de 1’espai i d és el grau del primer polinomi en la descomposicié
del nucli. Perqué es compleixin les quatre condicions (2.6), (2.7), (2.8) i (2.9) que cal demanar per
«, és suficient que passi la tercera que hem obtingut. Aixi concluim que la série

D (U0 8)(b))

j=d
convergeix uniformement en R™ si es compleix la restriccio

a>8n+24+8d(n—1)

per a la diferenciabilitat inicial del nucli. I aixi hem provat que existeix una funci6é v en L>(R")
tal que

K(2)xgmp(®) = T(7)(2).

Ara, per acabar la demostracié de la condici6 suficient, ens falta veure un argument de compacitat.

En el cas polinomial es veu que

Kn(2)xgmp = Tn(bn)(z) + Tn (BN)
i acabem de veure que també tenim

N

En(@)xgmp = Tn(w)(z),  withyy =) (Uy' o 5))(b;).
j=d

Amb la regularitat que imposem, tenim |[0%uy'(€)] < C'si || =110 < |a| < 2(n + 3), amb C
que només depén de n i u, o sigui que podem aplicar a T 'estimacié de la norma del suprem de
v en R", i aixi obtenim una acotacié uniforme per ||yn||@®n). Com que Ty és injectiu, obtenim
que by + By = yn. Aleshores, by + B esta uniformement acotada en L (R™).

Per la definicié de vy i aplicant els calculs fets en el cas polinomial, obtenim el segiient decaiment

cosa que no podiem obtenir directament de la construccié de ~.

Anem a aconseguir propietats d’acotacio i de decaiment per a +.
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Tenim

N
e 1 ﬁ@%ﬁd(f)bf
O =2 e )

aplicant el Lema 2.4 obtenim

N
AN oo (mry < CZ ||Q2j—24||c0
j=d

[e.9]
<O 1Q2j-2alls
j=d
<,
on C no depén de N i a l'ultima desigualtat estem aplicant que Z;’;deHng,gdHoo < 00, si
M =0.

En el cas polinomial, s’ha definit una funci6é acotada (i n suportada a la bola B tal que By =
U;,l(,BLN) i que satisfa [ 1 ydz = 0. Llavors

BN = unBn = pNn(IN — b)),

aplicant el Lema 2.4 obtenim -
181, oo (rry < C.

Aixi doncs, passant a una subsucceci6 i fent tendir IV a infinit, podem assumir que
I;]\V —>ag 1 5/1,7\[ — a1
debil * en L*>°(R™), per tant, aplicant la transformada de Fourier F,
by — @o=F '(a) 1 Biy— ®1=F a),

en la topologia débil de les distribucions temperades, on ®q i ®; séon distribucions amb suport a B,
ja que son limits debils de funcions suportades a B. Llavors

(®1,1) = A}i_r)rloo/BLN(x)dx = 0. (2.10)

Volem mostrar les propietats de convergéncia de la successié de By’s. Com que B]\v(ﬁ) =
u;,l({)ﬁ/lzv({) i u;,l(f) — pu~1(€) amb convergéncia acotada puntualment en R” \ {0}, llavors
By — p~tap en la topologia débil x de L°(R™). I aplicant F, Sy — U~ '(®1) en la topologia
débil x de les distribucions temperades. Recordem que tenim by + By = vy, per tant, fent tendir
N a infinit, obtenim

o+ U H(®1) =7

Ara només resta provar el decaiment

C .
@) € e s lal 2 2




58 2. Relaxant la regularitat del nucli

Recordem que ®q i ®; tenen suport en B i U~Y(®1) = Ay + V(®y), on A és un nombre real i
V un operador suau i homogeni de Calderén-Zygmund. Es a dir, hem de veure el decaiment per a
V(®1). Anomenem L al nucli de V. Regularitzant ®; i utilitzant (2.10), obtenim

V(®1)(2) = (1, L(z — y)) = (1, Lz — y) — L(x)),

per a una z fixada tal que |z| > 2. Cada funci6 ¢ infinitament diferenciable en R"™, amb supp(y) C
%B, és d’ordre 0 ja que

(@1, )] = [{ar, ()]
< ClIIF (@)l
< Cllel|rmny
< CH‘PHLw(gB)v

on a la primera desigualtat hem utilitzat que la funcié ¢ satisfa

[{a1, )| = i |(B1,nv, @)
S

<181, ¥ looll¢plloo
< Cllelloo-

Per tant, no necessitem cap condicié extra, amb una sola derivada en fem prou. Ho apliquem a L,
que és el nucli d’'un operador de Calderén-Zygmund, i obtenim el decaiment que voliem

|L(x —y) — L(z)| < Cly[|[VL(z)]

perqué |z| = Clz| i |y| < 3. T aixo completa la prova de la condicié suficient pel cas general, és
a dir, hem demostrat que si tenim Q € C%, per a @ > 8n + 24 + 8d(n — 1), en un operador que
descomposa com T' = R o U, llavors tenim la desigualtat puntual 7% f(z) < CM (T f)(x), x € R™.

2.2 Demostracio6 de (iii) = (i) a R?, cas parell

Quan considerem el mateix problema pero al pla, és a dir, amb n = 2, obtenim un resultat millor.
Aconseguim que el resultat final no depengui del grau 2d del primer polinomi en la descomposicid
del nucli Q.

Teorema 2.6. El Teorema 1 és cert quan ) és una funcid homogénia de grau 0 que satisfa la
propietat de cancellacio f|96|=1 Q(x)do(x) = 0 i tal que la seva restriccid a lesfera unitaria S* és de
la classe C*(S1), per a a > 46.
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Per veure-ho, seguim exactament la seccié anterior fins que obtenim (2.2), és a dir,
M

> MBI < 00

jz1
per a tota M < %, és a dir, M < % — 1 en R2. Volem obtenir un resultat similar per la suma
dels polinomis (Q2;_24. Escrivim un lema analeg al Lema 2.3, pero en aquest cas necessitem que
P sigui també harmonic, que ho és ja que en tot el nostre argument P és el primer polinomi de la
descomposicié del nucli, el que divideix tots els altres. I aquest és harmonic, a més d’homogeni.

Lema 2.7. Sigui P un polinomi homogeni harmonic que no és idénticament zero. Aleshores ezisteizx
una constant positiva C que només depén de P tal que

1@l < Cq=||PQ[os,

per a tot € < 1 1 per a cada polinomi homogeni QQ de grau q.

Demostracid. Tot polinomi P homogeni i harmonic descomposa al pla en polinomis de grau 1. Aixi,
tenim que

1 1
mrazdo(r) = / do(x) < o0, Ve<1.
/|z|=1 |P(x)] jal=1 | TIj=y (aj@1 + bjaa)|°

Aleshores, pel Lema 2.2 i la desigualtat de Schwarz,

NI

1Qllse < Ca211Q|]2

1 E )
</|z—1 |P($)|€d0(x)> </|a:|—1 P@)F|Q)] d0($)>

< Cqt||PQI& ( /| | |@<x>|4—fda<w>)

(I

<Cq

1 £ 1—-£
< Cqz||[PQ|%|Ql] *-
I, aixi doncs, obtenim el resultat que voliem. O

Ara tenim ,
[1Q2j—2dlloc < C(25 — 2d)= || Pyjl|oo

i llavors

. 2
D 11Qaj-2allee < CY ()M Pyl oo < 00,

jzd j=21

si M +2<2—1. Com que € és qualsevol niimero positiu tal que ¢ < 1, obtenim
€ 2

. . (6%
Y M Qaj—adllos s M < 53
j>d
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i aleshores, per (2.5), Zj Q224 ¢és convergent en CM | per a tot M < O‘T_G.

Com en el cas n-dimensional, el multiplicador associat a 'operador U és

B Q2j—24(&
= Yad Z V2 Tz 2—2d HER 2d ’

j=>d

on ara tenim 72; ~ (2j)~*. Com que Zj>de_1HQ2j—2dHOO <oosi M —1< 5 —3, lasérie en la
definicio de p és convergent en CM per a M < g2 Obviament, com en el cas general, aquesta és
la mateixa diferenciabilitat que té !

Recordem que volem veure que existeix una funci6 vy de L>°(R?) tal que
K(z)xgap(z) =T(y)(z), size R
Seguint els arguments de la Secci6 2.1, obtenim
K(2)xgag(@) =T | Y (U0 5))(b)) | ().
i>d

Per escriure-ho aixi, necessitem que la série convergeixi absolutament en LQ(RQ). Per aix0 necessi-
tem 2n+2 = 6 < §—3. Aixi doncs, obtenim una primera condicio6 per la regularitat del nucli, o > 18.

Veurem que } .-, (U ~10.5;)(b;) convergeix uniformement en R? cap a una funci6 . Escrivim
Ulo S; = c;jI +Vj on V; és l'operador de Calderén-Zygmund associat al multiplicador

—1725 Q2j72d(§) ~ e
e

onc; =21 Jgn-1 1€ (6)71Q2j—24(€)do (€). Recalquem que el multiplicador de V; és de CM per a tota

72d
S (U208 (b)) = cjbj+ > Vi(bs)

M < 22, Ara tenim
j=>d j=>d j=>d

Per la primera série utilitzem el Lema 2.4 per obtenir

D leillbsllzoe(my < C Y (25) 1 (20)°]1Q2j-2alloo < o0

Jjz jzd

sib < g —3,ésadir, si a>16.

Per la segona série, recordem que acotem la norma L de V; per la norma de Calderon-Zygmund,
i aquesta per la norma L? d’algunes derivades del multiplicador associat (vegeu el Lema 2.5 de la
Secci6 2.1). Seguint aquest argument, necessitem acotar ||V¥Qa; 24|00, per a 0 < k < 2(n + 3), és
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a dir, per a 0 < k < 10. Veiem que ens fa falta 10 < O‘T_G, és a dir, a > 46.
Repetim I'argument d’induccié. Recordem que Py; = PQ9j_24. Llavors, per a k = 0,
1Q2j—2alloo < C(2j = 2d)**(| PQa; 4] |
< C3%5(| Py|l2
.2
= | Pajl2,

on a la primera desigualtat utititzem el Lema 2.3 i a la segona, el Lema 2.2. Llavors, per a k = 1,

1V Qaj-2alloc < C3*/*||PVQaj24l|o
< C7** (|[V Pl + 11Q2j-2ll0)
. . .2
< G (721Pyll2 + 5511 Paslle)
9/ .2
< C5 55| Pylla
< CjEtE,
on a la primera desigualtat també usem el Lema 2.3, a la segona utilitzem que P; = PQ2j_24 i,
aixi, VP = VPQoj_2q + PVQ;_24, i al tercer pas apliquem el primer cas, quan k = 0, i també
[St, p. 276].

Utilitzant induccié obtenim ,
IV*Qaj24llo0 < CH*TDZ||Py12,

per a 0 < k < 10.
Llavors podem escriure

D Vi) le@ey < C Y (25)%IVillez

j>d j>d
10 1/2
8 .—-1.2 1/2 1 (k+1)2
<CYj (] JEHszlb) 5 ETIE Pyl
j>d k=0

] 2 . 2 «
§C2313+5||P2j|2<oo, s34 <71,
J=z

i sabent que € < 1, obtenim que és convergent si a > 32, i aquesta és una tercera restriccié per la
regularitat inicial del nucli. Hem vist que hem de demanar que « sigui més gran que 18, que 16,
que 46 i que 33. Per tant, necessitem « > 46. Aixi garantim l'existéncia de la funcié + i només
queda un argument de compacitat que es pot seguir exactament de la Seccié 2.1.

2.3 Contraexemple del Lema 2.3 per a dimensions superiors

Veurem que en R”, amb n > 4, la desigualtat

n—1
Qe < Cq = || PQloo
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no és certa si € no depén de d, el grau del polinomi P. Per comoditat ens restringim a R*.

Prenem polinomis P i () de la manera segiient:
P:=Py(z) = Rez? and Q:=Q,(w)= Rew?,

on z = x1+iry = (1, 22), w = x3+irs = (23, 24). Bs clar que ||Qs||oo = 1. Pel calcul de || PiQs]|oo
prenem

[ PaQs||oo = max | PaQs ()]

x% +x§+r§ +xi:1

< max <|Qs(9:3,x4)| max |P(m1,x2)|)

x§+zi§1 z%er%Slfx%fmi
s d
< max <(|w\2)§ max (|z|2)2>
wl?<1 2P <1—w]?
= max |w|® (1 — |w\2)d/2

|w2<1

s d/2
_ S 1— S
s+d < s+d)

B s s/2 d \%?
C\s+d s+d '

Ara suposem que d esta fixat i que s és gran. Introduim un terme A i veiem que ha de dependre
forgosament de d. La desigualtat inicial és

1Qslloe < O™ PaQs]loc-

5/2 d d/2
< O 5 )
1<Cs <s+d> <s—|—d>

s/2
A S+d d/2 1
CS Z( s ) (S+d) / W

Aplicant el calcul previ

Llavors tenim

1
d/2___
RS da/2”

I perque aixo sigui veritat per a qualsevol s gran, A ha de dependre de d.
2.4 Demostracié de (ii) = (iii), cas parell

En aquesta seccié volem veure que 'acotaciéo L? entre I'operator T i el seu maximal T* implica
la condici6 algebraica T'= Ro U.
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Recordem que en aquest capitol el nucli és

|z["

K(z) =

amb () homogénia de grau 0, la seva integral s’anulla sobre 'esfera i és a-diferenciable en 1’esfera,
per a algun « finit. Podem escriure-ho com

> Pj €T
Qx) = ; |i‘(23)7

on cada P»j és un polinomi harmonic homogeni de grau 2j.

L’estratégia que fem servir en aquesta prova consisteix en passar al cas polinomial fixant-nos en una
suma parcial. Considerem, com habitualment, 7' f el truncat a nivell 1. Llavors, sumant i restant
T f i utilitzant la desigualtat triangular,

1T fllz < 1T fll2 + (1T~ T}vfllz

Py(
<CHTfH2+HZ| ‘;]-i-n R"\B*fHQJ

J>N

on a la segona desigualtat hem utilitzat la definici6 de I'operador maximal i la hipotesi d’acotacio,
és a dir, [T f|l2 < [|T*fll2 < ClITf]]2-
Recordem que per a cada j existeix una funcié b; suportada a la bola B tal que

Pj(x) _ Pyj()
|x|2g+nXRn\B( T) = Vv.p. |z|%+n

Aleshores,

Paj( ()
|| Z ’x‘;]-i-nXRn\B f||2 = ” Z v.p. ‘2]4—77, f||2

>N >N

< [ X 1Pyl | 1112

>N

on fem servir el Teorema de Plancherel i la part del Lema 2.4 que diu que HI;;H Lo estd acotat
uniformement en j.
També podem escriure

T]{Tf:KNXRn\E*f:KN*bN*f+SNXB*f'
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Llavors, per a f € L?(R"),

ISnxs * fll2 < TN fll2 + [| KN * £ * byl

< CITflla+C | D Pl | 1Fll2+ KN % f* byll2
J>N

< COITfll2+ITf *bxllz+C [ D [1Polloc | 11112
j>N

<ONTfllz+C | D IPyllss | 11112,

J>N

on a l'altima desigualtat utilitzem altre cop el Lema 2.4 ().
Aplicant Plancherel obtenim la segiient acotacié puntual

Svxs©) < Ovp. KO+ C [ Y [Pyl |, si€#0. (2.11)
j>N

Fent tendir N a infinit, tenim la desigualtat puntual
© —_—
| > asp(é0)r®| < Clvop. K (&),
p=1

per a0 <7 <11i|§|=1. Aquest és un bon equivalent a la desigualtat (57) del cas polinomial en
[MOV, p. 1457|, des d’on es pot seguir ’argument per obtenir el resultat desitjat.

Remarquem que només hem necessitat Zj>NjM||P2jHOO < 0o, amb M = 0.



Capitol 3

Necessitat de la maximal 1terada en el
cas senar

Com ja hem comentat en els Preliminars, si R és un operador de Riesz d’ordre superior tenim les
desigualtats puntuals

R*f(z) < CM(Rf)(z), quan R és d’ordre parell,

i R*f(x) < CM*(Rf)(z), quan R és d’ordre senar.

Aixi en el cas parell també es té la desigualtat
IR f[l1,00 < Cl|Rf| 1.

En [MV] també es demostra que en el cas dels transformadors de Riesz no hi ha una acotacio de la
norma L' feble de R; f en termes de || R; f[[1. Més precisament el que es demostra és

Teorema 2 [MV]. Donades j, 1 < j < n, i una constant positiva C, existeiz una funcié f € L*(R")
tal que

1R} fll1,00 = ClIR; f]1-

En aquest capitol provem que, en el cas d’ordre senar, un resultat analog al dels transformadors
de Riesz del Teorema 2 de [MV] és cert.
Conjectura. Sigui

Th@) = v [ fo-) iy

on P és un polinomi harmonic homogeni de grau senar d. Donada C > 0 constant, 3f € L'(R")

tal que
IT* fll1,00 = ClITfl1-

En les segiients seccions provarem que la conjectura és certa R?. Primer de tot, donem l'exemple
pel cas de grau 3 i després explicarem com obtenim el mateix resultat per a d =5,7...

65



66 3. Necessitat de la maximal iterada en el cas senar

3.1 Exemple de grau 3 a R?

Volem demostrar el segiient
Teorema 3.1. Sigui
= v.p. / f(z ylg|/2|5 dey.
Donada C > 0 constant, 3f € LY(R?) tal que | R* f|l1.00 > C||Rf]|1-

Només cal fer-ho per aquest polinomi perqué tots els de grau 3 sén invariants excepte per
rotacions.

Per veure-ho, necessitarem els analogs als Lemes 5, 6 1 7 que s’usen en article [MV]. Gracies als
seglients calculs fets en l'article [MOPV], aquests lemes queden generalitzats a qualsevol polinomi
harmonic de grau senar, o sigui que també ens serveix pel cas concret que volem estudiar.

Encara que ens hem restringit a R?, plantegem el problema i la resolucié a R™, n > 2, aixi podem
identificar quins passos ens caldria escatir per tal d’obtenir I’exemple a R". En [MOPV] es prova que
existeix una funcio b tal que K (z)xge(x) = T'(b)(x), si T' és una transformada de Riesz senar d’ordre
superior, on B és la bola de radi 1 centrada en el 0. Aquesta funci6é b no és de L*° a suport com-
pacte com en el cas de grau parell, perd es demostra que b € BMO i que |b(z)| < c|lz|™" ! si |z > 2.

Considerem en B una solucio fonamental (concreta) E de 1'operador pseudodiferencial (—A)%AN ,
que es pot prendre radial, i en B un polinomi Ag + Az|z|? + ...+ Ay N\x|4N , on les constants estan
escollides de tal forma que ¢(z) = E(z)xge(z) + (Ao + Al\x|2 .+ Aoy || )xp(x) sigui una
funci6 continua i diferenciable 2N vegades en B U B, i que s estengul continuament en 0B. D’a-
questa manera podem derivar fins a 2N 4+ 1 vegades fent-ho a cada una de les dues parts per separat
i tornant a sumar. Observem que com a operadors pseudodiferencials tenim (—A )2 = Z 0;R;,
aixi

[N

(—A)ANy = (—a) (mf:_lmm+<ao+a1\x|2+...+aN\xr2N>xB<x>)

n

= ZR (C"I ynﬂXB( z) + (B + Bowjlal* + ..

+ﬁij|x|2N—2>xB<x>) = bz),
on la darrera identitat defineix a b.

Tenim ¢ = E*(—A)%AN . Sigui P el polinomi harmonic homogeni de grau senar d > 1 tal que

el nucli de l'integral singular és K (z) = |FI’(L +)d El prenem com un operador diferencial i derivem a

banda i banda la igualtat anterior:

P(d)p = P(O)E x (—A)2 AN,
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Fent transformada de Fourier i utilitzant que <V.p. é,(i)d) (&) = cq }ljg(‘%), per a una constant cg,

(veure [St, p. 73|) obtenim que

i aleshores
P(0)p = cqT'(b), per una altra constant cq.

Per calcular P(0)p derivem tal com s’ha comentat i obtenim el que voliem veure
P@)p = caK(x)xpe + P()(Ao + Ailal* + ... + Aga|z[**) () xp(2)
= CdK(:U)XEc?
ja que P(9)(|z|¥)=0,1<j<d—1. Notem que tot i que només estem derivant d vegades, P(9)

anulla els polinomis fins a grau 2d — 2 (veure Lema 3 dels Preliminars).

Hem d’estudiar les singularitats de la funci6 b. Per aixo enunciem i demostrem el segilient lema
que és una generalitzacié del Lema 5 de [MV]. Definim

n

—can (@) = en SRy (K5,

j=1

2(x) =Y Ry ((Bizj + Boxjla + ... + Byl ) xp(2))

o —

on ¢, és tal que, com abans, I1 (&) = mﬁ%(é’) = % Es a dir, tenim b(x) = b'(z) + b?(z).

Lema 3.2. Es compleix
b(z) = bo(x) + cop(z), = € R"

1
amb co una constant no nul-la, |bo(x)] < C i p(x) = /
y

————do(y).
=1 |7 —y["~? )

També necessitem el Lema 6 del mateix article.

Lema 3.3. Denotem d(z) = ||z| — 1|. Sid(z) < i, llavors

do(z) o 1
/m oy e gy

La demostracié de 3.3 és senzilla i es pot trobar a 'article de referéncia (|[MV]).

Demostracio del Lema 3.2. Distingim dos casos. Primer suposem |z| < 1.

Mirem qué passa amb b!(z). Considerem la segiient forma diferencial:

wj = (—1)j_1d1'1 ANdxa A ... A dZCj_l A d.l‘j_H A...Ndxy,.
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Apliquem Green-Stokes sobre el domini B¢ i obtenim

1 Yj / < 1 Y >
= 0; dy =
/y Lz —yn ! |y|n+1 o1 I\ Jo =y T [y

2 2

_ Qo) BV Ui g 1y *(n+1)yjd

= |z — y[n T [yt Y |z — g1 PE Y
ly|>1 Z y Yy ly[>1 | — Y Yy

Sumant de 1 fins a j i reordenant, tenim

c 1 1
b)) = d
(@) 1—n/y. 1rx— = 12% J*l—n/.ym [ — [ [y

La forma Z _, yjw; és invariant per rotacions, és a dir, és igual a ado, per a una constant

a # 0. A més, veiem que el segon terme de la part dreta de la igualtat és acotat. Es facil veure-ho
partint el domini d’integracié en dues parts segons si |z —y| < 1 o |z — y| > 1. Obtenim

/ 1 1 d
— y =
i>1 |z —y|nty[n

_ / 1 L +/ 1 1
R ||y|>1 @ — gLy w>1 o — g1 [yt
z—y|<1 |z—y|>1

/ 1 1 d +/ 1 1 d
- Y — Yy
le—yl<1 [T —y["~ L [y| T y>1 |z —y|"t [yt

1 1
N Y
le—y|<1 ’.’IJ - y|n—1 ly|>1 ‘y|n+1

C.

IN

Escrivim
ney, 1

1
by' (z) = / d
R N e e P

i tenim que
acy,

1
bl(x) = do + b (z).
) l—mn /|y=1 |z —y["! 7+ bo (@)

Mirem ara qué passa amb b?(x). Aplicarem Green-Stokes sobre el domini B \ B(z,¢). Hem de
treure una petita bola al voltant de z, B(x,¢), per evitar singularitats. Obtenim

1 /E2 + _'_ —
Yy 2
z = 1 C2 + + —
Yy|=¢€

Ti— Y _
:/y|<1 (1_H)W(ﬁlyj+B2yj‘y|2+-~+BNyj‘y|2N ?)dy

! 2 2N -2
+/||y<|1 Tyt + Baslul® + o By )dy.
T—Y|>€
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Ara, sumant des de 1 fins a j i reordenant tenim:

(1-n) Z/|y<1 W(ﬁl% + Boyilyl® + -+ BvyylylP ) dy =

1 n
B /|y:1 W(ﬁl +B2+... +5N)jz::1ijj

1 - n
_&—n—l/ | B+ Balyl” + ..+ Byl ) Dy,
T—y|=¢

j=1
n

1 2 IN—2
- Z /y|<1 Waj(ﬁlyj + Bay;lyl” + ...+ Byy;lyl )dy.

J=1"|z—y|>e

Fent tendir ¢ a zero, passant (1—n) dividint a I'altre costat i considerant, com abans, > -7, yjw; =
ado es té

a1+ P2+ ...+ BN) 1
v (z) = T o de + 03! (), amb b3 (z) acotat.

Aquest b%1 inclou el segon i el tercer terme de la identitat anterior quan ¢ tendeix a 0. El tercer

terme de la identitat anterior és acotat ja que la derivada d’un polinomi és un polinomi i, per tant,
acotat en {|y| < 1}. Quan fem tendir ¢ — 0, el segon terme queda acotat.

« — 0 —
En_lf (Bt Byl Bl do =5 awn (B Balal! o Bl
T—Y|=¢€

Aixi doncs, per a |z| < 1,
b(x) = b'(x)+b*(x)

a 1
= 1_n(cn+51+ﬁ2+...+5N)/ll 1Wda+bél(a:)+bgl(a:),
=

amb bjl(x) + b3 (z) < C.

Falta veure que la constant ¢y = m(cn +B1+ B2+ ...+ Bn) és no nulla. Sabem que ¢~ # 0.
Falta veure qué passa amb ¢, + 81 + B2 + ...+ On.

n—1
Tenim que ¢, = 5}1F§(§)) i les constants 3;, 7 = 1,..., N, es poden calcular a partir de
™ bl
larticle [MOPV].

En la demostracié de que 3b tal que K(z)xgze(xz) = T(b)(x), veiem que les 3;’s surten del
polinomi Ag + A1|z[? +... + Aan|z[*N. En el mateix article tenim calculades les 4;’s. Adaptant-les
a la nostra notaci6 son: ' R
()72 ) ()

2N)1(HY)

AjtN =cp
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Ara només cal posar 3; en funci6é d’aquestes constants. Sabent que

ANNI(N D4 N+i—-1 )
AN<\:U|2(N+Z)) (‘4’7“)<2+ ]\;FZ )$|2z’ si i=0,...,N,
1.

i AN (Jz]*K) = 0si K < N, apliquem A" al polinomi inicial,

AN(Ag + Aylz)? + ...+ Aoy laz|N) =

=ap+arlz?+ ... +anlz/?.

4N NI(N44)! (%+N+j71)
Fi N

que (—A)%(F) 1= > _7_y R;0;(F). Tenim

Obtenim aj = Aj N . Ara, s’aplica 'operador pseudodiferencial (—A)%, usant

dj(ap +arlz] + ... +an|z/® = a2z + a2lz|*2x; + ... + ayN|z|*N 22z,
= ,Blajj+5256j|x‘2+...—l—ﬁij‘xFN*z.

AN NI(N+5)! (g+N+j—1)
! N

Per tant, 8; = 2ja; = 2jAj4 N i . I, finalment,

Bj:Cn

(_1)j+2N(j+;%3)( +T) 2j4N NI(N + j)! <N+ n—2 +j>
N i |

Com que podem treure ¢, # 0 factor comt, el que hem de veure és
AN (N2 N /i n=3\ /N 4 nl\ /N 4 n=2
END S i (P55 (N ) (N g5y,
(2N)! ot J N—j N
En el cas que n=2, tenim la suma
ANND2 L i\ N+ N+
QZ(_l)J ]+. 2 +2 +J 2]#_1
(2N)! = J N —j N

Amb l'ajuda del programa Maple obtenim que aquesta suma és igual a (2N + 1)(—=1)Y — 1, que
Obviament és diferent de —1.

Suposem ara |x| > 1. Veurem que obtenim exactament el mateix. Com abans, primer mirem
qué passa amb b!(x). Aplicant Green-Stokes al domini B¢ \ B(x,¢) tenim

2/ n—1 Zfﬂ(“’j"'o‘/ . n—1 ! 1 }L+1d0
|1u— "=yl o—yl=c [T = y[" |z —y[" [yl

1—n Yj / 1 1
dy + d
Z/ it T " e T e
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que reordenant i fent tendir € — 0 ens queda

Cpx

bl (z) =

1
do 4+ b2,  amb bl? acotat.
1—n/y|1\37— |n1 0 0

El terme acotat surt afitant com abans

1 1 1 1
/|y|>1 |z — y|n T [y|nFl i>1 |z — [P |y[nt]
[z—y|>e

i considerant el limit

. 1 1 . O Wpol 1
1 do = lim —— n—l < 9.
=0 O‘/x e L Y T S e s S e

Apliquem ara Green-Stokes al domini B.

1 _
Z /y| 1W(ﬂlyj+ﬁ2yj\y|2+-~-+ﬁNyj|y|2N 2Jwj =

Z /|y| < 1 )W(ﬁﬂ/j + 52?J]|y|2 -t 5N?Jj’y|2N_2)dy
Jj=1r
+ ly| < 1 —0;(B1y; + Bayslyl> + - -+ Bayslyl*N P)dy.
!
Jj=1m

Com abans, tenim que el segon terme de la part dreta de la identitat és acotat, i 'anomenem 632.
Aixi, obtenim

« 1 _
b (z) = /I X W(ﬁlw + Boyilyl® + ... + Bryjly[*N 2)do + b32.
yl=

1-n
Aleshores, per a |z| > 1 tenim exactament el mateix que per a |z| < 1:

bz) = bl(x)+b*(x)
= i‘ n(cn +B81+ P2+ ...+ bBN) /|y| X |$_2|n1dg + b(lf(:v) + bg2(a:),

1

amb bj?(z) + b3%(x) < C, i com que ja hem vist que 7% (¢, 4+ 81 + B2+ ...+ Bn) # 0, ja tenim el
resultat desitjat. O

Ara ja tenim totes les eines necessaries per provar el Teorema 3.1.

Demostracio del Teorema 3.1. Seguirem un esquema semblant al de la demostracié del Teorema 2
de larticle [MV].

Definim una funci6 f(x,y) a trossos de la manera segiient:
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flz,y) =0siz < -3, >3

Pera—\/ggxﬁ(),

0 siyg:/—%x
fay) =S vt st <y<5T+2

X
VL siyZ%ﬂ:-%—Q.

Pera0<x§\/§,

0 sin%x
flz,y) = y—%:ﬁ si%<y<%x+2
%x+2 siyE%x—i—Z

constant

0,5 7

creix amb pendent 1

-0,5-

Nota. En el primer dibuix veiem la regié que delimita els salts de la funci6. En 'altre, podem
veure el que passa per a una zo concreta.

Prenem f(x,y) i la traslladem —2 unitats respecte y. Anomenem g a la funci6 traslladada,

g(z,y) = f(x,y + 2). Ara, definim F(x,y) = f(z,y) — g(x,y). Hem obtingut una funci6 a suport
compacte. Considerem y la mesura definida per F, és a dir, u(A) = [, F(x,y)dxdy.

Posem el polinomi P(z,%) descomposat en factors primers: P(z,y) = y(v/3z — y)(v/3z + ).

Nota. Sigui L un operador diferencial del tipus Lf = a0, f +b0, f. Aleshores podem escriure’l com
Lf=va?+bD @y f,jaque D és lineal.
VaZ b2

Considerem P com un operador diferencial. Per poder fer servir I'observacié anterior escrivim
3 3
Ple,y) = 4y(5e - H(Fr +5).
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Nota. Farem les derivades en el sentit de les distribucions seguint el segiient exemple.

Sigui @ el quadrat amb vértexs en (0,0), (0,1), (1,0) i (1,1). Definim f(z,y) = xg(z,y) =

{(1) : gzg;g . Considerem p la mesura definida per f: u(A) = fAmQ ldxdy. Volem calcular O, p.

1,57 1,51 1,57

31,01 81,11
.

Hifo,01, 10,111 “Hypon 10,01 80,11

r T d r T 1 d r T
-0,5 0] 0,5 1 1,5 -0,5 0, 0,5 1 1,5 -0,5 0] 0,5
< X

~0;54
(a) (b) (©

Nota. En (a) veiem la funcié ¢, en (b) tenim 0,9, i en (c) veiem qué s’obté en fer 9,0,.

1 el
(Ozpr, ) = (—p,0zp) :—/Qc?xgodxdy:—/o /0 Oxpdxdy

1 1
= —/0 («p](l)) dy:—/o (v(1,y) — ¢(0,9)) dy
_ 1 1
= Hjo,0,01 ~ Hia.0),0.1) %)

Aleshores,
Dat = Hio.0), 001 ~ Moy,
on ’H[lm n) =Imesura de longitud en el segment mn.

Fent el mateix obtindriem que 0y, = d(0,0) + d(1,1) — d(0,1) — I(1,0)-

Doncs ara ja podem fer,

)
P(O)u = 4P1(8)P2(6)a—g = APy (0) Py(0) 1y = 4P5(0) iz = 4(6a + O + 60 — S — S0 — 87),
on \/»
3
Py(x,y) = 5T + %7
3
Py = Lot
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_ 1 1 1
p2(A) = Mg 5y = Higp) = Hic s
amb

a= (—\/57 1)vb - (\/§, 1),6 = (07 _2)7d = (07 2)a€ = (_\/37 _1)7f = (\/gv 1),

@1 ='rombe delimitat pels punts d, a, b i (0,0)’ i Q2 ='rombe delimitat pels punts ¢, e, f 1 (0,0)".

d
0
y
a 11 1 b b
T T T 1 1
-2 -1 0 1 2 2
X
e -1+ 1 f f
““ec
@ (b)
_Sd
*
~ } ~
- ~
_ ~

— y ~ ~
34 ./\ 14 e,

~ ~

~ ~
—~
~
~
~ —~
l T = T !
-2 -1 P —~ 0 - 1 2
~ ~ X
_ ~
_ ~

-5, @ -11 /\.’51«

~ ~

~ - -
~ _ -
-2
2%

Nota. En (a) tenim g—‘;, en (b) P (8)%, ien (c) veiem el que obtenim en fer P»(0)P; (3)%
Per altra banda, podem posar 1 com
2
1 1
w=5 m*;Rj(aj )

Aixo es veu fent transformada de Fourier a banda i banda:
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2 1 /1\ 2
o | ol *;R Oip) | (&) = %m ;Rj(ajﬂ) (&) =
11

Com a larticle [MOPV], considerem E una solucié fonamental de 'operador pseudodiferencial
(—A)%A, que es pot prendre com una soluci6 de AE = ﬁ Doncs, ara,

2 2
1 1
H=5- AE* E R;j(0n) | = o E E A(R;(95m)) |

=1 =1

i aplicant I’operador diferencial obtenim

2 2
P)E*Y  A(R;(9jp) | =cR ZA(Rj(ajM)) :

Jj=1

1

PO)u = m

on a la segona igualtat calculem P(0)FE fent transformada de Fourier

POVE(E) = P(i€)B(¢) = Péﬁ) e (p ;Si)d) (©).

Si definim 7" := CZ?:I A(R;(0jp)), hem obtingut

4(0g + Op + 0 — 0g — e — 5f) = R(T).

Sigui ¢ una funcié no negativa, continuament diferenciable, a suport compacte contingut a la
. . . . 1
bola unitat B, i tal que [ ¢ =1, i considerem ¢.(z) = ¢ (2).
Convolucionant la igualtat anterior amb ¢,

4(pe(r —a) + (2 —b) + p=(x — ¢) — p=(x — d) — pe(x —€) — pe(x — f)) = R(T % ¢c).

Definim f, := T x .. Llavors, prenent normes

IR(I < 4/\¢a($—a)|+4/soa(ﬂf—b)!+4/lsoa(x—6)\

+ 4/\905(90—601+4/\¢a(w—6)!+4/\%(“f—f>
24

Doncs si veiem que ||R* f- 1,00 := ||sups=o| R f-|||1,00 creix molt, f. sera la funcié que buscavem
i ja haurem acabat.
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Aix6 ho podem fer ja que uxAd;jp. € L™ (R?) a suport compacte i integral 0, i aixo vol dir que és
una funci6 de H'(R?) (de fet és multiple d’un atom) i aleshores f. = ¢ 2521 Rj(uxAdjp.) € LY (R?).

Als calculs que hem fet al principi s’ha demostrat que existeix una funcio b tal que K (z)xge(x) =
T(b)(z). En el cas que estem estudiant, on d =3, n =21 N =1, la forma exacta per b és:

2

ba) = SR, (W,XB (x) + &'WB(:C)) |

J=1

Dilatant obtenim

Doncs, ara,

BOE = [ ke = [ TOKE e v

= (T R(bs))(z) = —(bs x R(T))(x)

= by x (54 B+ 5p — 6a— 8y — 60)()

= 4(bs(x —d) +bs(x —e) + bs(x — f)
—bs(z —a) — bs(x — b) — bs(x — ¢)).

Convolucionant aquesta tltima identitat amb ¢.:
R‘;(fa)(:z:) = (4(bs(x —d) + bs(x — e) + bs(x — f) — bs(x — a) — bs(x — b) — bs(z — ¢)) * o) (x).

Per veure que ||R*f:|l1,00 es fa gran, només ens falta un lema que també trobem a [MV] (la
demostracio és senzilla i es troba alld). Haurem de treballar amb la part no acotada de la funcio
bs. Necessitem una definicié prévia:

Anomenem p; a la part no acotada de bg, és a dir, amb la notacié del Lema 3.2 tenim

5= ()= 5 )+ o (3)

1 T 1 / 1
Ps=oP(5) = ———do(y).
52 <(5> 52 ly|=1 ‘%_y‘ 1

o sigui que

Lema 3.4. FEzisteix una constant C' > 1 tal que, per a € > 0 prou petit, tenim

(ps * pe)(z) > ol log —, st dist(z, 0B(0,0)) < 2¢e0,

si 2e6 < dist(z, 0B(0,6)) < 3.

(ps * pe)(z) <
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Considerem K un con amb vértex a d i eix a la part positiva de l'eix de les y’s.

Prenem z € K. Posem § = |z — d|. Volem aplicar la segona desigualtat del Lema 3.4 canviant
rperx—a,x—b x—c, x—eix— f. Fem-ho per a z — a. Aix0 és:

(s % 9e)(w —0) < 3y log £
C 62 " dist(x — a,0B(0,90))

si 2e0 < dist(z — a,0B(0,0)) < 3.
Tenim que dist(z — a,dB(0,6)) = |z — a| — 0. Doncs hem de veure que 2¢§ < |z —a| —§ < g.

La segona desigualtat es compleix si § > 4:

1)
]x—a|:|x—d+d—a]§|x—d|+|d—a|:5+2§5+§.

Pel punt b, com que |d — b| = 2, també ens va bé § > 4. Pero |d —e| = |d — f| = 2/3, i llavors
necessitem ¢ > 4v/3. I, fent-ho amb I'altim punt que ens queda, veiem que fa falta § > 8, ja que
|d — ¢| = 4. Doncs prenem aquesta tltima ¢, aixi se’'ns compleix per a tots els punts.

Perqué es compleixi la primera desigualtat, hem d’escollir una obertura idonia per K.
Observem el segiient fet general:

Suposem que tenim un con amb vértex en un punt b i obertura § < m/2. Suposem també un
punt exterior @ i un punt x qualsevol del con, amb a i x en el mateix semipld definit per ’eix del
con. Sigui ¢ 'angle que es forma entre la recta que uneix a i b i la generatriu del con que es troba
en el mateix semipla. El punt a ha de ser tal que ¢ > 7/2.
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Suposem zq sobre la generatriu en qiiestio.

Aplicant el teorema del cosinus en el triangle definit per a, b i xg tenim
|z — al* = |zg — b|? + |b— a|* — 2|z¢ — b||b — a cos ¢.
Per altra banda, tenim que
(Jzo — b] — cos |b — a])?® = |xg — b]? + (cos ¢)?|b — a|? — 2 cos ¢|zg — b||b — a.
Com que cos ¢ € [0,1], llavors (cos ¢)? € [0, 1] i aleshores (cos ¢)?|b—a|* < |[b—al|?. Aixi obtenim
(I — b] — cos b — al)? < Jzo — af?,
i fent l’arrel a banda i banda (tot va bé perqué els dos valors so6n positius) obtenim que:
w0 — al — |zo — b = [cose[|b — al.

Ara, si x no esta sobre la generatriu també es compleix aquest resultat, perqué I’anterior estudiat
és el pitjor dels casos. Ja que si z és un punt del con i g un punt sobre la generatriu que estan a
la mateixa distancia de b, llavors tenim que

|x — b| = |xg — b| perd |z —a| > |xg — a

i aleshores
|z —a| — |x —b| > |zog — a|] — |zo — b|] > |cosd||b— al.
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Ens guardem aquest resultat i seguim amb la demostracio.

Denotem 6;, per a ¢ = a,b,c,e, f, com 'angle entre la recta que uneix el punt ¢ amb d i
la generatriu de K que esta al mateix semipla que ¢ respecte 'eix del con. Sabem que 6; ha
de ser més gran que /2, ja que necessitem que cosf; sigui negatiu. Pero si 6, > 7/2, llavors
0; > 7/2, per ai = b,c,e, f. Fixem doncs, per exemple, 6, = %W. Llavors ’obertura del con sera
f=m—%—3m={m>0i tot té sentit.

Usant I'observaci6é anterior, tenim que, per a ¢ = a, b, c, e, f,

3
|x —i| — & > |cosb;||d —i| > |cosby||d — a|] > 5

La desigualtat que voliem era 2e0 < |z — i| — d. Aix0 es compleix si 2ed < %, o sigui, si § < 1%5.
Ara ja estem en les hipotesis que voliem.

Prenem normes de la igualtat que teniem i usant els lemes 3.3 i 3.4:

[R(f)(@)] = [(4(bs(z — d) +bs(x — €) + bs(z — f)
—bs(z — a) = bs(x = b) = bs(z — ¢)) * ¢e) (2)]

> (sl d) + psla — ) + psla — f)
—ps(z — a) —ps(x — b) — ps(z — ¢)) x e )(x)| = C
> i(llo é—Clo 0
= 52\0 % & dist(z — e, 0B(0,0))
5 5
~Clog dist(z — f,0B(0,8)) C'log dist(x — a,0B(0,9))

5 5
—Clo8 e =5, 0B(0,0)) % dist(z — ¢, 0B(0,0))

Com que dist(z —4,0B(0,0)) = |z —i| — § > 2,

—0).

1 /1 ) 50
19

> (= Z_ - _
Bl > 5 (goed - scios’y - )

= 51(élog&—i—élogi—ClogZ—Clogé—C)

1 1 1
> <log6—2010g5—60>

62\ 20
1 /1 1
> 52 <Clog€C’log6>,

on a I'tltima desigualtat hem redefinit la constant, és a dir, C:=2C, i hem suposat € prou petit.

1

502 tenim

Ara, si posem 6 < e onn =

1 1 1 1
logd <loge™ " =logd < chlogg = Clogd < %logg,
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i concluim que
1 1 1

RS >~ _Jog -

| (fE)(x)‘ - C‘l'—d|2 Ogga

size K,8<|r—b=9<e" iperac prou petit per tal que e~ < 13@.

Denotem la mesura de Lebesgue d’un conjunt £ com |E|. Per a € prou petit i usant la desigualtat
anterior, obtenim

% N | 1 1
HxGRz:ng>1}| > erK:SS\x—HSE 7710‘1’_d|2log€>1}’

1 1)\2
= ‘{$€K28§|$—b!§€”i\x—d|<<log) H
C €

Si e compleix

llavors
1
1 1\2
[{zeR*: R*f. > 1}] > {CL‘GK:SS\:U—HS(ClogE) }|

1
Prenent e prou petit, podem fer que 16 < (% log %) 2, Aleshores,

1.1
HzeR*: R*f. > 1} > Glog -,

o sigui que
1 1
1B el > 5 log —.

és a dir, ||R* f¢||1,00 creix molt, tal com voliem, i ja tenim el teorema demostrat

3.2 Casos més generals

Volem veure que per a qualsevol enter d senar passa el mateix, és a dir,

Teorema 3.5. Sigui

Rf(z) = v.p. /R2 f(z—y) |§C§f§| Y,

on P és un polinomi homogeni i harmonic de grau d senar. Donada C > 0 constant, 3f € L'(R?)

tal que
|R*fll1,00 > C||Rf]l1-
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Un pas essencial en la demostracié del Teorema 3.1 és haver trobat una funcié F' continua a
suport compacte tal que I’actuacié de 'operador diferencial P(9) sobre F' és igual a una suma finita
de deltes de Dirac, és a dir,

M
R(T) = chéaj, amb M finit,
j=1

com a la secci6 anterior que hem obtingut R(T") = 4(64 + 6p + dc — g — de — 05). De fet, si donat
un operador de Riesz d’ordre 2N + 1, amb polinomi harmonic homogeni associat Pan 1, sabéssim
trobar una funcié Fyn41 continua a suport compacte tal que Pon41(0)(F) fos una suma finita de
deltes de Dirac aleshores obtindriem ’analeg del Teorema 3.1 per aquest operador de Riesz d’ordre
superior.

A R? és facil comprovar que aixo és possible. La rao principal és que al pla tot polinomi harmonic
homogeni de grau d descompon en producte de d polinomis de grau 1. A més, cadascun d’aquests
polinomis de grau 1 correspon a una direccié i les d direccions estan uniformement distribuides.
Acabem de veure que quan d = 3 podem construir una funcié F3 amb les propietats desitjades.
De manera recurrent podem construir F; en el cas d > 3. Veiem-ho. Fixat el polinomi Py =
H;l:l Q; escollim els tres primers factors, és a dir, 3 direccions, i sabem obtenir una funcio F3 tal
que H?:l Q;(0)(F3) és igual a una suma finita de deltes de Dirac. Sigui v4 la direcci6é unitaria
associada al polimoni (de grau 1) Q4. Es clar, integrant sobre totes rectes de vector director vy,
que sabem trobat una funci6é continua G4 tal que D,,G4 = F3, perd G4 no té suport compacte.
Escollim A > 0 prou gran, per exemple igual al diametre del suport de la funcié Fj. Aleshores,
definim Fy(z) = G4(z) — G4(xz — Avy) que ja té suport compacte. Observeu que H?Zl Q;(0)(Fy) =
H?Zl Q;(0)(F3) — H?Zl Q;(0)(F3)(- — Avg) i aixi obtenim el doble de deltes de Dirac que al pas
anterior, perd 'important és que n’és un nombre finit. Reiterant aquest procediment aconseguim el
resultat esperat.

Nota. En el cas n > 3 caldra aportar alguna nova idea.






Capitol 4

La transformada de Beurling associada a
quadrats

Sabem que la desigualtat de Cotlar millorada
B*f(z) <CM(Bf)(z), ze€cC, (4.1)

es compleix per a la transformada de Beurling B definida en (0.5). Fixem-nos que en la definici6
de Poperador truncat T¢f, el nucli K té suport fora de la bola de radi e. Es natural considerar
també les truncades fora d’un cub de costat e. Es a dir, sigui Q(x,¢) el cub amb costats parallels
als eixos, centrat en x i amb costats de longitud e, llavors definim

5 f(x) = x—y)K(y)dy = K(x —y)dy,
o /() /ym(oﬁa)f( WK () dy /y¢Q($7€)f(y) () dy

i considerem l'integral singular maximal associada

Tif(x) = sup [Tof(a)]. @ € R,
e>0

Amb arguments simples de geometria és facil veure que

TS f(x) = TV f(x) + / fla — K () dy,
B(0,v/ne/2)\Q(0,¢)
T f(x) = T f(2) + / fla—)K(y) dy,
Q(0,2¢)\B(0,¢)

i, per tant,

Tsf(x) <T"f(z) + CM(f)(x),
T"f(x) < Tgf(x) + CM(f)(x).

Conseqiientment, des del punt de vista de la teoria LP, els operadors maximals T i T§ sén equiva-
lents. El problema que abordem aqui és 'estudi de les desigualtats puntuals que relacionen T§ f(x)

83
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amb T'f(x) com en (4.1). En aquest capitol donem una resposta per la transformada de Beurling
i per les seves k-éssimes iteracions B¥ = Bo---o B. Abans de tot aixo, veiem alguns fets sobre

aquesta transformada. El multiplicador de Fourier de B és ? o sigul, é?f &) = g f (£), 1 lavors

tenim que B és una isometria a L?(C). El nucli by de Iiteraci6 B* es pot calcular explicitament,
per exemple, via un argument de transformada de Fourier (veure [St, p. 73]), i s’obté

(—1)Fk 21

bi(2) = I s R # 0.

Similarment aconseguim el nucli de 'operador invers, (B*)™!, que és precisament el nucli conjugat:

(—1)kk A
o gkt

En aquest capitol demostrem el segiient.
Teorema 4.1.

(a) Sik és senar, aleshores
(BM5f(2) < CM*(B*f)(2), z€C,

on C és una constant que només depén de k i M? = M o M és loperador mazimal iterat.

(b) Si k és parell, per a qualsevol constant positiva C, per a tot z € C i per a tot enter positiu j
ezisteir una funcid f en L?(C) tal que

(BY)5f(2) = CMY (B f)(2),
on MJ =Mo---oM és la j-essima iterada de M.

Observem que a la banda dreta de la desigualtat de Cotlar millorada (4.1) tenim l'operador
maximal, perd en (a) del Teorema 4.1 hi apareix la M?, la iterada de la funcié maximal de Hardy-
Littlewood. EI motiu d’aix0 és que, per a k senar, (Bk)*l(ka(C\B(OJ)) és una funcié acotada a
suport compacte, en canvi (Bk)_l(bkx(c\@(()’l)) és una funci6 BMO no acotada amb suport no aco-
tat. També donarem un exemple en el que provarem que en 'apartat (a) del teorema anterior per a
k =1 no podem reemplacar I'operador maximal de Hardy-Littlewood iterat M? = M o M per M.
Creiem que hi ha exemples similars per poder veure 'optimalitat per a tots els casos k = 3,5, ...
La propietat (b) del teorema també val per a la transformada de Cauchy sobre el graf d’una funci6
Lipschitz (veure [Gi]).

4.1 Demostraci6o del Teorema 4.1

Procedirem com a [MOPV]. Comencem sense tenir en compte la paritat de k, quan calgui ja
distingirem el cas parell del senar. Fent servir la invariancia per translacions i dilatacions, podem
reduir la prova a

(BM£(0)] < CM*(B* )(0), (4.2)
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on (Bk)QQf(O) és la integral truncada a nivell 2. Denotem el quadrat Q(0,2) = [—1,1] x [—1,1] per
QQo. Com és habitual, xyg denota la funcié caracteristica del conjunt E. La idea és obtenir una
identitat de la forma

bi(2)Xe\Qo (2) = B (ax)(2),
per a alguna funci6 a;. Com que B¥ és un operador invertible, tenim

ar = (B") (b xo\gy)

i aleshores a; € BMO(C). Veurem que si k és senar tenim el decaiment

Cp .
lax(2)] < P si|z] > 3. (4.3)

Abans de provar-ho, veurem com (4.3) implica (a) del Teorema 4.1. Argumentem com en [MOPV,
p. 3675]. Per a tota f € L?(C) tenim

(BM3,£(0) = / F(2)bi(—2) dz = / F(2)b(2)xen04 () d2

¢Qo
- / F(2)B*(ar) (=) dz = / B* f(2)an(z) dz
— /| L BIE@E) ~ @sus) - (4.4)
+ (ak) B(0,3) s BFf(2)dz + s B f(2)ak(2) dz
— [ 4 IT + IT1,

on (ax)po,3) = |B(0,3)]7! fB(o 3) ax(z) dz. Per acotar el terme I utilitzem la desigualtat de Holder
generalitzada i 'equivaléncia puntual Mo 1) f(7) ~ M?f(x) (e.g., [Pe, p. 304]) per obtenir

[1] < C”akHBMOHkaHL(logL),B(O,S) < CM*(B*£)(0).

Es clar que,
1] < CM(BY£)(0).

Finalment, del decaiment d’a; obtenim

\I1I] < C/| Wdy < CM(B*£)(0),
z[>3 z

utilitzant un argument estandard que consisteix en acotar la integral en 'anell {37 < |z| < 39+1}.
Per tant, aconseguim (4.2) i la part (a) del Teorema 4.1 queda provada. Veiem ara el decaiment
que no hem demostrat. Expressem a; com

ar, = (B (bk xc\@o) = (B®) ™! (b — brxqo)
= 0o — (Bk)_l(bk’XQo)a
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on & és la delta de Dirac a l'origen. Hem de determinar el decaiment de (B*)~!(bxxo,)(?) quan
|z| > 3:

(B trxao)(e) =i | bkl = w) (o) (w) deo
=l | (B =) = Bz (o) () du
—l—bk( );1_13(1) » I(kaQO)(w) dw (4.5)

= lim (b (2 — w) —br(2)) (bexQy ) (w) dw+bk (2) B¥ (xq, ) (0)

e—0 e<|w

=1y + 11}.

Per una banda, com que

Clw
b0 - Bl < Tl B3 el < VR

obtenim

1
\Ik\SC/ %—de: C3.
weqo |27 ] 2|

Per altra banda, comprovarem en el segiient lema que quan k és senar B¥(yg,)(0) =0. Llavors
IT;; = 01 tenim el decaiment (4.3).

Lema. Sigui Q un quadrat qualsevol, amb costats parallels als eixos, centrat al 0. Llavors
(a) (Bfx@)(2) = (B*x)(2).

() (B*xq)(i2) = (~1)*(B*xq)(2).

(¢) (B¥xg)(0) =0 si k és senar, i (B¥xg)(0) # 0 si k és parell.

Demostracid. Es facil provar (a) i (b). Considerem la simetria del domini respecte el conjugat i
respecte la rotacio d’angle 7/2:

(Bkxg)(z) = v.p. /b;.C w) dw = v.p. /bk(z—w)dw
Q Q
—vp. [ ez - w)du = (B*)(2)
Q
i
(B*x0)(iz) = v.p. /bk iz —w)dw = v.p /bk(zz—zw)dw
Q Q
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Per (b), quan k és senar, tenim (B*x)(0) = —(B*x)(0) i llavors (B*xg)(0) = 0. Per aconseguir
(B*¥x)(0) # 0 per a k parell, hem de treballar una mica més. Posem k = 2j i per simplificar
agafem @) = Qg. Llavors

(BQjXQO)(O) = V.p. bgj (w) dw = / b2j (w) dw
Qo Qo\B(0,1)

2] 2] 1

™

on B ={w € Qo \B(0,1) : Rew > 0i Imw > 0}. La segona identitat ’aconseguim per la
cancellaci6 dels nuclis i la tercera perqué bo;(w ) = boj(tw). Aixi doncs, fent el canvi a coordenades
polars w = re?, amb 1 <r <21 6(r) <0 <% —0(r), 0(r) = arccos(%), tenim

0 5=0(r) (pe—if 2] 1
(B XQ0)(0 —4/ / ew QJH dfrdr

Z—0(r
— / / 77,94] de dr

- mWMﬁ”

™ J1

Expressant sin(6(r)47) en termes de sin(6(r)) i cos(6(r)) i substituint sin(0(r)) = ¥ Ti_l icos(0(r)) =
1/r obtenim

2j—1 . V2
, —4 4j 1 2m+1 dr
B = — E -nHm —(r* -1 —
( XQO)(O) T mzo( ) <2m + 1> /1 ,r.4j (7’ ) 2 r
2j—1 . 1 2m+2
—4 4
™ 2m+1) Jo (a2 +1)%+1

/ Fy(

Integrant per parts tants cops com sigui necessari, facilment obtenim, per a alguns a,b € Q,

1 2m+2
/ xi.d:c:aqtbﬁ%o.
o ( 4

22 + )%+

Encara que cada factor en (4.6) és diferent de zero, pot haver-hi cancelacions en la suma en m.
Comprovarem que (B¥xq,)(0) # 0 provant que una primitiva de Fj(z) és una funci6 racional
Rj(x), a coeficients enters, menys arctan(x). Aleshores tenim

lfﬂwm:&m—&@— 40,
0

NN
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perqué R;(1) — R;(0) és un ntimero racional.

Donat n < d, definim
x2n
I(d,2n) = | ——— dux.
(d,2n) / L dx

No és necessari fixar la constant de la primitiva perqué estem avaluant una integral definida. Inte-
grant per parts tenim

—g2n—1 2n —1

12 = s e T

I(d—1,2(n —1)).

Iterant el procediment obtenim

2n—-1)! (d—n-1)!
2n=1(p —1)! 27(d —1)!

I(d,2n) = I(d—n,0) + R(x), (4.7)

on R(z) és una funci6 racional definida en R i R(0) = 0. Donat k > 2 facilment s’obté

(2k — 3)!

I(k,0) = 22=3(k — D)!(k — 2)

I(1,0) + R(x). (4.8)
Ara, utilitzant (4.6) i també (4.7) i (4.8),

252 . 47 2m + 1)1(45 — 2m — 3)!
/Ff'(x) 4z =1(1,0) { (z:: - (2m]+ 1) Tr(L!(Qj)!(Q)j(—]m - 2)!241')2>

(47)!
(25 — DI(2))12%1 } + Rj(x).

Després d’alguns calculs (vegeu 'apéndix a la Secci6 4.3), obtenim exactament el que voliem,

25—-2 . . .
m (47 (2m + 1)1(4j — 2m — 3)! (49)! B
(Z(l) <2m—|— 1> m!(25)1(25 — m — 2)!24J2> (2 — D)I(2))124-1 -L (49

m=0

és a dir,

/Fj(x) de = —1(1,0) + Rj(z) = —arctan(x) + R;(z).

Demostrem ara l'apartat (b) del teorema. Recordem que ara k és parell. Per (4.4) es té que
(B5)%f(0)] < M?(B*f)(0)

si 1 nomeés si

|I1I| < M7(B*£)(0). (4.10)
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Per (4.5), quan |z| > 3,

ay(z) = b(2)(B"xq,)(0) + O <| 1|3) = ak;z; +0 <|Zl|3> ,

on oy, és una constant diferent de zero que depén de k. Conseqlientment, (4.10) es satisfa si i només

si
dz
B ()
‘/>3Z +

Com que B* és invertible en L2, aixo és equivalent a

Zk—l
/|Z|>3 %G(Z) dz

Pero (4.11) és fals. De fet, sigui G’ una funcié a suport compacte i 0 < G < 1. Obviament,
k—1

MJ(G) < 1. Per altra banda, com que ZFTXB(0,3)¢(7) no és de L'(C), podem aconseguir que la
banda esquerra de (4.11) sigui tan gran com vulguem.

< MY(BYf)(0), felL®

< MI(G)(0), G el (4.11)

4.2 Contraexemple

En aquesta seccié veiem que la condicié (a) del teorema és optima per a k = 1. Més concreta-
ment, veurem que existeix una funcié f tal que per a cada constant C' > 0 existeix un punt z € C
amb el que es compleix

B5f(z) > CM(Bf)(2). (4.12)

Triem f := B 1(xq,). Per a |z| > 2 es t¢ M(Bf)(z) = M(xq,)(?) ~ # Llavors, en lloc

d’obtenir la desigualtat (4.12) és suficient provar que per a algun z tenim

BLf(2) > Clo‘g”f'. (4.13)
z

Per a m > 2 (per exemple, m = 5), prenem « > m, posem z = « + i« i considerem 'operador

truncat ) f( )
a+m - w
wﬂ*V@z/ ECON
@ T JugQeeatmy) (2= w)?
Per la definicio, By, f(z) > [(B)g 2Aactm) f(#)| i llavors tindrem (4.13) si veiem que

log |z|
|z

(B)a™ ™ f(2)] 2

o (4.14)

La idea és descomposar (B)é(aer) f(2) com una suma de certs termes. Tots els termes, excepte un,
es podran acotar per C|z|2 i el terme excepcional sera de 'ordre |2|~21og |2|. Comencem escrivint
la igualtat

B ) = e - 1 [ W g,

T w— z)



90 4. La transformada de Beurling associada a quadrats

on E &s el conjunt B(z,v2(a+m)) \ Q(z,2(a + m)). Per la desigualtat puntual (4.1), el primer
terme esta acotat per % i només ens ocupem del segon. Posem E = A; U Ay U B on (vegeu

Figura 1)
Ay :={we E: Re(w—2) <0, Im(w — 2z) < 0 and Im(w + m + im) > 0},
Ay:={w € E: Re(w — 2) <0, Im(w — z) < 0 and Im(w + m + im) < 0},
B = E\ (A1 UAQ).
I *z
A 5
-1 i
A
Figura 1
Aleshores

fw) o fw) [ fw)
/E<w—z>2d ‘/Alu/h(w—zvd */B@—z)?d'

En B tenim | f(w)| = |B~(xq,)(w)] < ﬁ i llavors

f(w) / c cBl ¢
R A S < < = —.
/B<wz>2 W= | TP ™S T TP

O sigui que per provar (4.14) ens queda veure que

f(w) ‘ log |21
/AMQ (w—z2 ™| 2 (4.15)

Per a qualsevol w € A1 U Ay escrivim

_ -l 1 _ 1@ 1 1
f(w)— = /Qo(w—f)de_ T W2 7T/O<(UJ—£)2 w2> d§
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Per la propietat del valor mitja, I'taltima integral en la igualtat anterior esta acotada per % Aixi
doncs, uns calculs simples ens donen
1 1 1 1 C
/ <f<w>+'?g'> 2dw'§0 e dw < .
AU, ™ w ) (w—z) Ayua, (W] [w — 2] 2|
Conseqiientment, la desigualtat (4.15) es satisfa si i només si
1 1 log |2
/ 22dw‘ >C gL\ (4.16)
A1UA9 (Z - ’U)) w ’Z‘

Observem que, per la simetria dels conjunts, w € Aj si i només si iw € Ay. Llavors la integral en

(4.16) es pot escriure com
/ 1 1 n 1 1 d
— w.
a \G—w2w? " (z—w)? (iw)?

Posem A] = {w € Ay : Im(w) <0}, AT ={we Ay :w e Ay} isigui D = A\ (Af UA]) (vegeu
Figura 2).

y —m + 1m
Af |
AT 0
b —1m — 1M
Figura 2

Primer de tot veiem que la integral sobre A] U A esta acotada per % Utilitzant un canvi de

variables en la integral sobre A;, podem veure que la integral sobre A U A} és

/Al+ <(z —1w)2 (2 —liw)2> % dwt /AT ((z —lw)2 T (2 _1iw)2) % dw:=TI+1I1.
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Acotarem |I| i |II| per % En efecte,
0w 4 W(2s — 2
n=|f SR g < S (1 B T < O
ap Wz —w)*(z —iw)? [21* Jar [w] 217 7 |2
on a la primera desigualtat hem utilitzat que |z —w| = |z —iw| ~ |z|, i a la segona [+ Jw|~! < Cm.
1

Utilitzant calculs similars pel segon terme, obtenim

C
<.

(1] =
2|

—2w? 4+ w(2z — 2iz2)
+ w2 (z —w)?(z — iw)? dw
Al

O sigui que només ens queda calcular la integral sobre D, que podem dividir altre cop en dos termes,

/, ((z e ACARE —1z'w>2w12> w=[ (wl - wlZ> w

1 1 1
— — dw:=1I1+1V.
+/Duﬂ<<z—w>2 <z—z‘w>2) v -

Observem que si w € D llavors |z — w| = |z —iw| =~ |z] i m < |w| < 3|z|. Operem com abans amb
el terme |IV|. De fet tenim

|IV|:/ 2z(w — iw) — w? :wQ dwg/ 2|w\2—|—4|szL
p w(z = w)(z — T)? o ToPlz = wPle — P

C /( z|) c|p| C /32| C
< — 1+ ) dw < + = ldr < —.
121* Jp |wl TS - L |22

Figura 3
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Finalment el terme I11 és el que fara que funcioni el contraexemple. Per a w € D (vegeu Figura 3)
escrivim w — z = R(w)ei(%_e(w)) on R(w) =|w—2z|~|2]10 < 0(w) < Z. Aixi doncs, i(w—2)"% =
—e"20(W) (R(w))~2. Llavors tenim

2 i260(w) 2
III—Qi/ 1 Imw dw — — / e Im w
p (z—w)? |w/t p R?(w) |wl[*

. 5
_ _2/ (cos20(w) + isin20(w)) Imw dw
D R2(w) |w|4

Com que cos26(w) > 01 Imw? <0,

cos 26(w) | Tm w?| | Tm w?|

C
> 2 .
R2(w) e dw > ]z\Q/DCOS O(w) i dw

|ReIllI| =2
D
Fixem § > 0 i posem

D:={weD : cos20(w) > 6} N { g+%§argw<w—ﬁ}

Llavors, si w € D tenim |Imw| > |w) > Bl on B = tan Z. Observem que la mesura de

50"

\/@
Lebesgue de D és comparable a la mesura de Lebesgue de D. Finalment, utilitzant coordenades
polars obtenim

098 =710 gy Y,

NFEl P

|Re 1] > C’| . / o
que ens dona (4.16) i el contraexemple.

4.3 Calculs combinatoris

En aquesta seccié provarem la identitat (4.9). Per aconseguir-la, escriurem el terme de la banda
esquerra de (4.9) d’una altra forma. Ho posem com

252 . . .
m( 47 (2m + 1)1(45 — 2m — 3)! (49)!
<Z (=1) <2m + 1> m!(25)!(25 —m — 2)!24j—2> (27 —1)!(2))1241

m=0
B 43 QJZI 25 —1 1
(225 — )14t m )45 —2m—1

_ (47)!
O (29)1(2) — 1)124i-1

S,

on a l'iltima identitat definim S. Llavors, només falta provar que

) (4)
= e - DT @17)



94 4. La transformada de Beurling associada a quadrats

Utilitzant dues vegades el segiient fet trivial

Sy () =a-vi—o,

m=0
tenim
s- () (=i )
= A A R
= (=1)2(2j — 1) ?::( n™ <2j7,,; 1> 4j - zlm —1
= (—1)2(2j — 1) j_:( n” (2‘77,; 1) <4j — 21m -1 ;>
= (—1)%2%(25 - 1)(2j - 2) jzzz(—l)m <2j,; 1) 4]—21m—1

Iterant aquest procés (25 — 1) vegades, obtenim (4.17), i llavors (4.9) queda demostrat.
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