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Resumen

El presente trabajo tiene como objetivo determinar estrategias de
construccion de disenos 6ptimos en problemas de experimentos con
mezclas, en los que las variables controlables por el experimentador
son proporciones. Para este propoésito se han desarrollado herra-
mientas tedricas y numéricas para resolver diferentes situaciones
reales en las que surgen este tipo de problemas.

En general, los capitulos tienen la siguiente estructura: comienzan
con una introduccion, donde se presentan los objetivos y las prin-
cipales contribuciones, el desarrollo de los mismos esta dividido en
varias secciones atendiendo a los diferentes subtemas, y contienen
un iltimo apartado dedicado a las conclusiones.

A continuacién exponemos de manera resumida los principales ob-
jetivos y contribuciones de la memoria.

El capitulo 1 introduce la finalidad del diseno 6ptimo de experi-
mentos y presenta las motivaciones por las que surge. Se establecen
formalmente las bases sobre las que se construye esta teoria y se ex-
ponen conceptos, notaciones y resultados fundamentales sobre los
que se apoya. Se definen los principales criterios de optimizacion,
con especial énfasis sobre los criterios de D— e I —optimizacion, que
seran los de mayor interés para el desarrollo de esta memoria. La se-
gunda parte de este capitulo introduce una importante herramienta
en la teoria de diseno 6ptimo, la derivada direccional de una fun-
cion criterio. Se proporciona también el teorema fundamental del
disenio 6ptimo de experimentos, el teorema general de equivalencia,
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ademés de otros resultados fundamentales. El capitulo concluye con
la extensiéon de esta teoria para modelos no lineales.

El capitulo 2 comienza justificando la necesidad de desarrollar
métodos numéricos para el célculo de soluciones aproximadas. A
continuacion se realiza una revision bibliogrifica de las técnicas
algoritmicas mas utilizadas en la literatura: el algoritmo Wynn-
Fedorov y el algoritmo multiplicativo. El primero de los resultados
desarrollados en este trabajo es un nuevo algoritmo para el calculo
de disenos 6ptimos aproximados: el Algoritmo Combinado. Aunque
puede aplicarse para cualquier funciéon criterio, la convergencia ha
sido probada para D—optimizacion. La eficacia del nuevo algoritmo
se muestra a lo largo de diferentes ejemplos.

El capitulo 3 se dedica al estudio de los experimentos con mez-
clas. El capitulo comienza definiendo este tipo de problemas y la
region de disenio donde tienen sentido, el simplex. A continuacion se
describen los disenos de mezclas estandar que han recibido mayor
atencion en la literatura, asi como los modelos mas utilizados para
explicar este tipo de comportamientos. En particular, se hace espe-
cial hincapié sobre los polinomios canénicos de Scheffé. La dltima
seccion es una revision de los trabajos mas destacados sobre disenos
6ptimos para modelos de mezclas.

El capitulo 4 comienza justificando la necesidad de desarrollar
técnicas generales para resolver problemas de diseno 6ptimo en ex-
perimentos con mezclas. En este trabajo se proponen dos algoritmos
para la construccion de disenos D—o6ptimos exactos en este tipo de
problemas. El primero de ellos consiste en extender el algoritmo
multiplicativo para una clase de disenos restringidos, los disenos
de permutacion. Este nuevo algoritmo permite resolver problemas
de mezclas considerando modelos no lineales, aunque no permite
abordar problemas de mezclas con restricciones. Como alternativa
heuristica se propone otro método, basado en algoritmos genéticos,
capaz de obtener soluciones en problemas restringidos que también
puede utilizarse para modelos no lineales. El desarrollo de técnicas
de construccién de los disenos 6ptimos para esta clase de mode-
los no han sido estudiados en la literatura en este contexto. Varios
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ejemplos que surgen en la industria farmacéutica, quimica y petro-
quimica ilustran los resultados obtenidos por las nuevas metodolo-
gias.

El capitulo 5 contiene diferentes estrategias para la construccion
de disenos D— e [—6ptimos robustos exactos y continuos para mo-
delos de mezclas. El desarrollo de estas estrategias viene motivado
por el ejemplo que aparece en Hernandez et al. [JHO8| en el que se
busca la composicion 6ptima de un sucedaneo que simule al diésel
en el autoencendido bajo condiciones de motor HCCI. El uso de la
metodologia desarrollada en este capitulo permite abordar la falta
de especificidad del modelo que presenta este problema. En primer
lugar se analiz6 el problema de mezclas binaras y se obtuvieron re-
sultados teoéricos que permitieron obtener la expresién analitica de
los disenos D—o6ptimos. Para més de dos ingredientes, se proporcio-
na un algoritmo general basado en algoritmos genéticos, ya que no
es posible tratar el problema de manera analitica. Por otro lado, se
propone una nueva familia de disenos restringidos, los disenos in-
tercambiables, que presentan buenas propiedades como generadores
de los disenos 6ptimos robustos.

El capitulo 6 es una sintesis de los resultados y aportaciones obte-
nidas a lo largo de la realizacion de este trabajo. En la dltima parte
se presenta una discusion sobre las lineas de investigacion futuras.
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Capitulo 1

Diseno de Experimentos

1.1. Introduccion

En toda actividad en la que se aplica el método cientifico para pro-
bar una hip6tesis o aportar novedades en alguno de los campos del
conocimiento, la experimentaciéon juega un papel fundamental. Y
es que ésta, basada en la medida y en lo empirico, resulta ser im-
prescindible para el estudio de cualquier fenémeno observable. La
experimentacion consistira, por tanto, en examinar (someter a una
prueba) un comportamiento o sistema real con objeto de recoger
datos acerca de los factores que influyen en él y sobre la propia ca-
racteristica de interés. El fin dltimo serd procesar estos datos para
convertirlos en informacién valiosa que, tras ser analizada de for-
ma exhaustiva, nos aportara conclusiones sobre nuestro estudio. Sin
embargo, se ha de prestar especial atencién a la manera de recoger
estos datos ya que su posterior anélisis estadistico serd informativo
solo si los datos por ellos mismos lo son. Son muchas las discipli-
nas en las que planificar y disenar una prueba se convierte en una
etapa crucial para el desarrollo del estudio. La puesta a punto de
la recogida de datos cobra especial relevancia para la obtencién de
conclusiones validas y rigurosas. Es por ello que en la actualidad
existe gran interés por el diseno de experimentos.

1
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A priori aumentar el tamano de la muestra puede parecer una po-
sible solucién a este problema. Sin embargo, en la practica ésta
resulta ser poco viable debido a limitaciones experimentales de in-
dole econémica, temporal o simplemente por la ausencia de casos.
Por esta razén, el Disefio Optimo de Experimentos (DOE) resulta
especialmente interesante ya que su finalidad es conseguir la maxi-
ma informacion posible para cubrir nuestras expectativas futuras a
un minimo coste.

Ademaés, como senalabamos en el parrafo anterior, el diseno 6ptimo
de experimentos nos ofrece la ventaja de cubrir los objetivos del
experimento respondiendo a un determinado criterio fruto de la
intencionalidad del estudio.

A continuacién se describen las fases para resolver un problema de
diseno 6ptimo de experimentos:

= Modelizacion del Experimento:

Esta etapa no es otra que la de definiciéon del problema: todo
fendémeno de la naturaleza objeto de estudio necesita de una
ley capaz de explicar la caracteristica de interés en funcion de
variables observables llamadas explicativas.

En primer lugar, serd necesario definir un conjunto donde to-
mar las observaciones. Dicho conjunto se conoce como espacio
del diseno y se denota por x. En la practica x va a ser un
subconjunto compacto de un espacio euclideo, con frecuencia
un intervalo de la recta real o producto de ellos. De aqui en
adelante asumiremos que dicho conjunto es compacto.

Posteriormente ha de definirse la relacion funcional entre el
resultado observado y los factores que influyen en él. Formal-
mente puede escribirse como sigue:

y(a) = n(z,0) +e(x),

siendo y una variable aleatoria, denominada variable respues-
ta, que depende de una o varias variables x a las que llamare-
mos variables explicativas, regresoras o variables controlables.
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Estas, pueden ser elegidas libremente por el experimentador.
La funcién n recibe el nombre de superficie de respuesta y
es una funcion parcialmente conocida, es decir, estd dentro
de un conjunto paramétrico de funciones n(z,#), donde los
parametros 6" = (0y,...,6,,) € R™ son desconocidos y su es-
pecificacion determina totalmente a 7. Por tltimo, el modelo
presenta un error aleatorio € que engloba tanto los errores de
la realizacion de las pruebas como la especificacion del mode-
lo.

Para caracterizar la varianza de y(z) y la dependencia en-
tre dos observaciones y(z), y(z), consideraremos la siguiente
funcién de covarianza:

Y(z,0) = E{[y(z) — n(z,0)]ly(z) —n(z,0)]} = Ele(x)e(2)

= Eleccion del criterio de optimizaciéon y célculo del diseno
optimo:

Antes de comenzar a aplicar la teorfa de diseno 6ptimo, con-
viene fijar ideas sobre cudl es el objetivo del estudio y tra-
ducirlo en términos matematicos. En otras palabras, elegir la
funciéon que maximice la informaciéon en el sentido de los in-
tereses reales del estudio. Este criterio de optimalidad ha de
verificar una serie de propiedades deseables para poder aplicar
las herramientas tedricas que se expondran mas adelante.

Los mejores disenos seran aquellos que minimicen de algin
modo la varianza (y también la covarianza cuando ésta sea
considerada) de los estimadores de los parametros. De este
modo, el objetivo fundamental consistird en encontrar los va-
lores donde las observaciones deben ser tomadas y en qué pro-
porciones para obtener la mejor estimacion de los parametros
desconocidos.
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En la practica, el calculo de dichos disenos no resulta una
tarea facil y, en la mayoria de las ocasiones, la obtencion de
un procedimiento analitico tedrico para su resoluciéon resul-
ta inabordable dado el alto nivel de complejidad de este ti-
po de problemas. Debido a ello, surgen procedimientos para
el calculo numérico de soluciones aproximadas en paralelo al
desarrollo de las nuevas tecnologias. En el siguiente capitulo
se presentaran los procedimientos mas utilizados en la lite-
ratura asi como el desarrollo de un nuevo algoritmo para el
calculo de disenos 6ptimos.

» Analisis del diseno obtenido:

Una vez calculado el diseno, la cuestion serd estudiar si éste
es el 6ptimo o bien, si hemos utilizado un procedimiento nu-
mérico, si la solucién aproximada es lo suficientemente buena.
Para este proposito utilizaremos el resultado mas importan-
te de la teoria de diseno 6ptimo de experimentos, el teorema
fundamental del disenio de experimentos. Sin embargo, exis-
ten problemas que no retinen las condiciones para aplicar este
resultado y otros en los que, a pesar de poder aplicarse, no es
posible comprobarlo. En estos casos, a partir de ciertos resul-
tados derivados de éste teorema es posible establecer un limite
inferior de la bondad del diseno llamado cota de la eficiencia.
En este sentido, puede establecerse la bondad de diseno en
funcion de la distancia a este valor de referencia. Una vez
comprobado nuestro diseno, el iltimo cometido serd ajustar-
lo al experimento real para llevarlo a cabo en la practica.

Teniendo en cuenta el esquema del proceso descrito, este primer
capitulo se dedica a realizar una revision de los conceptos y las
herramientas tedéricas mas importantes para el calculo de disenos
optimos. El siguiente capitulo estara dedicado al estudio de las téc-
nicas algoritmicas mas populares para su calculo aproximado y se
proporcionara un nuevo método, el algoritmo combinado. El resto
de capitulos se centraran en un tipo de experimentos, con caracte-
risticas especiales: los problemas de mixturas. En el capitulo 3 se
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establecerdn los fundamentos de los experimentos con mezclas, en
el capitulo 4 se proponen dos algoritmos para el calculo de disenos
o6ptimos para modelos de mezclas y en el capitulo 5 se proporcio-
nan resultados teoéricos y técnicas numéricas para la construcciéon
de disenos de mezclas 6ptimo robustos cuando el modelo no estéa
completamente especificado.

1.2. Teoria de diseno para modelos linea-
les

Comenzaremos estudiando el modelo mas sencillo, el modelo lineal
con observaciones incorreladas. Cuando hablamos de modelo lineal,
nos estaremos refiriendo a que el modelo es lineal en los parametros
desconocidos 6,

y(@) =n(x,0) +e(z) = 0'f(z) +&(x), (1.1)
siendo e(z) el error aleatorio donde:
Ele(x)] =0 y Var[e(z)] = o*(2).

De este modo, podemos escribir:

m

Ely() =0"f(z) =>_ fi(x); vy Varlyx)] = o*(z).

La funcion n(x,0) es lineal en f'(z) = (fi(x),..., fm(x)), es una
funcion vectorial conocida y continua. 6" = (6y,...,6,,), es un vec-
tor de pardmetros desconocidos que pertenece a un conjunto ©. Por
tanto, el modelo de regresion lineal con observaciones incorreladas,
viene determinado por una terna, (x, ©,c?), donde x es un espacio
métrico compacto, © es un espacio paramétrico y o2 la varianza.

Por otro lado, si la varianza de la respuesta es constante, el modelo
se llamara homoceddstico. De lo contrario, diremos que el modelo es
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heteroceddstico. Podemos también suponer que ésta depende de las
variables observables a través de una funcién conocida A(z), que
ha de ser acotada, continua, real-valuada, positiva y definida en
X. Se denominara funcion de eficiencia y reflejard la estructura de
heterocedasticidad del modelo. En este caso, escribimos la varianza
de la respuesta:

Varly(z)] = o*(z) = )

Al ser A\(x) conocida, podemos reducir el correspondiente modelo
de regresion mediante las transformaciones:

yVAx) —y s f@)VAz) — f(2)

a un modelo homocedastico donde Varly(z)] = % Véase Rodri-
guez Torreblanca y Ortiz Rodriguez, [Rod99].

Dado que se trata de una transformacion sencilla, en la teorfa del
disefio 6ptimo de experimentos podemos suponer A(z) = 1 sin per-
der generalidad. De aqui en adelante los modelos se consideraran
homocedasticos.

Supongamos que el nimero de observaciones que podemos realizar
es IN. Usando notacién vectorial:

Yy = (y(z1),...,y(zy))" es el vector de observaciones

con
XN:(ZEij), inj:f]’(!lj'i), izl,...,N, ]:17m

es decir,
filz) o fin(@)
fl([L'N) Ce fm(xN)
Utilizando esta notacién podemos escribir matricialmente el modelo

(1.1) como
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v la hipotesis de incorrelacion entre las observaciones:
EN = COU(Y’ Q,UZ,X) = O'ZIN
siendo I la matriz identidad de orden V.

Los parametros del modelo, @, pueden estimarse mediante minimos
cuadrados, de lo que resulta

0 = (XL Xn) "X, V.

Este estimador coincide con el mejor estimador lineal centrado (Best
Linear Unbiased Estimator, BLUE) y esta definido para minimizar
la suma generalizada de los cuadrados de los errores. El estimador
de minimos cuadrados es ampliamente usado debido a que su es-
tructura es independiente de la matriz de covarianzas Y. La matriz
de covarianzas del estimador 6 es

t

Cov () = (X4 Xn) L XEEN XN (X5 X)) = o?(XEXN) 7L

Para estimar el valor de la respuesta en un punto no observado x
utilizaremos

7= fl(x)0

Teniendo en cuenta la definicion anterior y la de los parametros
estimados, podemos escribir la varianza de la respuesta estimada
como

Var(i,) = o f'(2)(X'X) 7 f ().

Obsérvese que se pretende elegir el diseno que proporcione la mejor
estimacion, en algun sentido, de los parametros estimados por mi-
nimos cuadrados, o bien, que dé una buena estimaciéon de y,. Por
lo tanto, las formulas anteriores seran fundamentales para medir la
bondad de los disenos calculados.
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1.3. Disenos exactos y aproximados.
Matriz de Informacion

Existen diferentes tipos de diseno sobre los que se desarrolla toda
una teorfa adaptada a su tipologia.

Definiciéon 1.1. Se denomina diseno discreto o exacto de N ob-
servaciones a una sucesion de N puntos de x, {x1,...,xn}, donde
podria haber repeticiones.

Considerando disenos exactos, el problema de disefio consistira en
elegir N observaciones que minimicen un funcional apropiado de
Cov(f). Por cuestion de conveniencia, en lugar de considerar la
matriz anterior, se considera la llamada matriz de informacion, que
para disenos exactos se define

N
M(E) = XX = 1 D f) ().
=1

Dadas N observaciones, debemos decidir cuédntas N; debemos to-
mar en x;, con Ele N; = N, de modo que la matriz X'X sea
tan “grande” como sea posible en algtin sentido. Obsérvese que si
XXy es no degenerada, el problema de minimizar cierta funcion

de Cov(0) es equivalente, salvo constante, a maximizar la matriz
de informacion.

La matriz de informacion serd la suma de N matrices de rango
1. Cada una de ellas representa la informacion proveniente de una
observacion simple.

Dado que los N; deben ser enteros, esto es un problema de progra-
macion lineal entera que, en general, es de dificil resolucion. Parece
conveniente hacer, en cierto modo, continuo el problema. La matriz
X*'X puede escribirse del siguiente modo

k

X'X = Nif(w:) ().

=1
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La definiciéon anterior, sugiere la idea de asociar al diseno una me-
dida de probabilidad discreta, definida por &x(z;) = % x; € X-

Este planteamiento nos lleva a definir una nueva clase de diseno:

Definicién 1.2. Cualquier medida de probabilidad, &, sobre x con
soporte en un conjunto finito, es un diseno aproximado o asintdtico.

Es decir, si el diseno £ pone peso {(z;) en x;, i = 1,...,k y el ntime-
ro total de observaciones que se realizan es IV, entonces, se tomaran
aproximadamente N - &(x;) observaciones en z;, i = 1,... k. Eli-

giendo un N suficientemente grande, es posible aproximar un diseno
de estas caracteristicas a uno exacto.

El diseno concentrado en los puntos 1, ..., xj, con pesos respectivos
. k 2
wi,...,wy (0<w; <1lparai=1,...,k > . w = 1) se denotara

por
5 . ry ... Tk
W ... Wk ’
siendo &(x;) = w;. Por tanto, la matriz de informacion para disenios
aprorimados se define como

M) =Y o2 f(x) f (x)¢(x).

TEX

La nocion de diseno aproximado puede generalizarse definiendo una
nueva clase de diseno:

Definiciéon 1.3. Cualquier medida de probabilidad, &, sobre x cu-
yo soporte no sea necesariamente un conjunto finito, es un diseno
continuo (Atkinson [Atk92]).

La extension de la definicion de matriz de informacion para disenos
continuos es como sigue

ﬂﬂ@z/?”ﬂ@ﬁWK@w
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Haciendo uso del Teorema de Caratheodory (ver Observacion 1.2)
veremos que cualquier diseno 6ptimo continuo lo podemos “reempla-
zar” por una distribucién de probabilidad discreta. Por este motivo,
podemos suponer que el soporte del diseno 6ptimo es discreto.

Los disenos aproximados o los continuos no tienen interpretacion
directa en términos de experimentos, deben entenderse como meca-
nismos para aproximar un diseno exacto ya que éstos poseen pro-
piedades deseables para poder aplicar las herramientas tebricas que
pueden emplearse en la btusqueda del 6ptimo.

Definicién 1.4. Llamaremos soporte de un diseno & al conjunto
de puntos en los que el disenio pone pesos distinto de cero:

Se ={z € x: {(x) > 0}.

Observacion 1.1. Asumiendo normalidad en las observaciones,
la matriz de informacion coincide con la matriz de informacion de
Fisher:

2 2 2 2
M(E) = —E la logl(y,~,0 )] _E {8logl(y,7,a )Ologl(y,~y,0?)

070, i 04

Esta definicion se podrd aplicar o modelos no lineales, con el in-
conveniente de que la matriz dependerd de los pardmetros que se
quieran estimar.

El conjunto de todos los disenos se denotara por =, mientras que el
conjunto de todas las matrices de informaciéon sera

M ={M(£):§ € E}.

Teorema 1.1. (Propiedades de la Matriz de Informacidn)

Para cualquier diseno £ € = se verifica:

1. M (&) es simétrica y semidefinida positiva.
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2. M (&) es singular si el soporte de & contiene menos puntos que
el nimero de pardmetros, m.

3. El conjunto de todas las matrices de informacion M es con-
vero.

4. Si f(x) y M(x) son continuas en x, y x es compacto entonces
M es compacto.

Teorema 1.2. (Teorema de Caratheodory.) Cada elemento
M de la envolvente convexa M de cualquier subconjunto S de un
espacio | dimensional lo podemos expresar como combinacion lineal
conveza de | + 1 elementos de S:

+1 I+1

M:ZOJZ'SZ', Z()éizl, OéiZO, SZ'GS.
=1 =1

St M es un punto de la frontera de M entonces oy = 0.

Las propiedades de las matrices de informacion anteriormente men-
cionadas hacen que el teorema anterior sea aplicable al conjunto de
estas matrices, obteniéndose uno de los resultados més importantes
de la teoria de diseno 6ptimo de experimentos:

Corolario 1.0. Para cualquier diseno, su matriz de informacion
stempre se puede representar por:

M(&) = Z i) f (@) £ (@) w;

dondekSMqu,ngiglnyzlwizl.

Observacion 1.2. Anteriormente referiamos que la matriz de in-
formacion era la suma de submatrices correspondientes a disenos
unipuntuales. El corolario previo nos da, por tanto, una cota supe-
rior del nimero de puntos de diseno. Luego para cualquier diseno,
~ . m(m+1) .

§, cuyo numero de puntos en su soporte supere a ——— +1 siempre
se puede encontrar otro diseno & con un numero de puntos en su
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soporte menor o igual que w + 1 y tal que M(€) = M(£). De
este modo, cualquier diseno optimo continuo puede ser reemplazado
por al menos una distribucion de probabilidad discreta con soporte

finito.

De aqui en adelante, tanto notaciéon como resultados estaran enfo-
cados para el caso de disenos aproximados.

1.4. Criterios de optimizaciéon

La finalidad del diseno 6ptimo de experimentos serd encontrar el
mejor de los disenos que permita una estimacion Optima de los
parametros del modelo o de la respuesta predicha. Sin embargo,
necesitamos decidir en qué sentido buscamos tal optimalidad en
relacion a los intereses del estudio. Se trata, por tanto, de elegir el
disefio que minimice cierta funcion de Cov( 6 ) oc M~ (Ey).

Definicién 1.5. Un criterio de optimalidad es una funcion ¥ del
conjunto M en la recta real:

v M—R

que expresa la cantidad de informacidn proporcionada por M ()

Definicién 1.6. Diremos que £ € = es un diseno V—adptimo si
verifica:

W[M(&)] = min W[M~(§)]

e

Notacion 1.1. En ocasiones escribiremos V(&) en lugar de W[M (§)]
por simplicidad. Para evitar un conflicto de notacion, vamos a de-
finir dos funciones W[M ()] =, ®(&), ambas referidas a la funcidn

criterto. El uso de una u otra funcion dependerd del argumento
requerido por cuestiones notacionales, pero su significado es inva-
riante.



1.4. CRITERIOS DE OPTIMIZACION 13

1.4.1. Funciones criterio

Definicién 1.7. Diremos que una funcion:
U: M — RU{+o0}
acotada inferiormente es una funcion criterio si se cumple que:

M(&) = M(n) = W[M(E)] < WM (n)].

La relacion entre las matrices se refiere al orden de Loewner, es
decir, A > B < B — A es semidefinida positiva.

Notacion 1.2. Llamaremos Mt = {M € M : det M > 0}.
L(M) es el subespacio vectorial de las matrices simétricas de or-
den m generado por el conjunto M. Si ¥ es una funcion criterio
definimos los conjuntos:

My = {M € M : (M) < 00}
= ={{€=:¢ es V-dptimo}

Propiedades

Entre las propiedades deseables a verificar por las funciones criterio
cabe destacar:

1. Convexidad de la funcién criterio W. Para cualesquiera M, M, €
M esto es

UlyMy + (1 = 9)Ma] <AY[M] + (1 = 7)¥[M], 0<~y <1

Esta propiedad es necesaria para que el criterio sea sensible a
los métodos de optimizacion convexos y para que sea aplicable
el Teorema de Equivalencia que estudiaremos méas adelante.

Observacion 1.3. Una condicion suficiente para la conve-
zidad de la funcion es que,

2

0
8—72‘11[7]\/—5 + (1 =7)M]| =0

v=0

cuando la derivada exista.
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2. Positivamente homogénea

VM) = SYME)], 520
Esta propiedad nos permitird trabajar con M~1(£) en lugar
de %M”(f) que es la verdadera matriz de covarianzas de los
estimadores de los parametros del modelo. También permi-
tird dar una medida apropiada de la eficiencia de un diseno
respecto de un criterio, concepto que se usara méas adelante
para comparar disenos.

Se exponen a continuacion las definiciones y propiedades de los
criterios mas utilizados en la practica. Supongamos que estamos
interesados en todos los parametros del modelo. Consideremos tam-
bién que la matriz de informacién es no singular y definida positi-
va. Existe una clasificacion de los diferentes criterios en dos grupos
atendiendo a su finalidad: criterios basados en alcanzar la mejor es-
timacion de los parametros o criterios basados en obtener la mejor
prediccion de la respuesta.

Criterios basados en los parametros

D—optimizaciéon (Criterio del determinante)

El criterio de D-optimizacién viene definido por la funcién criterio:

Up[M(€)] = logldet M () '] = —log[det M(¢)], ¢ €E.

También suele considerarse este criterio modificado
Up[M(§)] = [det M(§)] = & €E.

De este modo se consigue la homogeneidad de esta funcién criterio,
que permite el uso adecuado de la eficiencia del diseno como se
vera més adelante. El uso del logaritmo permite dar una prueba
més sencilla de la convexidad y simplifica el calculo del gradiente.

Algunas propiedades de Vp son:
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» Kl valor de ¥ es finito si y solo si M (&) es no singular.
s Up es continua en M.
» Up es convexa en M y estrictamente convexa en M™.

= En las matrices en que ¥ es finita, también es diferenciable,
y su gradiente es:

V[ log[det M(€)]] = =M 1(€).
Ademas
oV p

oy —fHx) MHE) f (1)

Existe una interpretacion estadistica de gran utilidad del diseno
D—6ptimo. Asumiendo normalidad en los errores del modelo lineal
(1.1), la region de confianza del vector de parametros desconocidos
0 describe un elipsoide de la forma:

siendo @ el estimador minimo cuadratico de 8. Como el volumen del
elipsoide es proporcional a [det M~(£)]'/2, este criterio consiste en
minimizar el volumen del elipsoide de confianza de los pardmetros
del modelo.

A—optimizacién (Criterio de la media de las varianzas)

El criterio de A-optimizacion viene definido por la funcion criterio:

WA[M(§] =Tr M7H(E), §€E.

~

Como Cov(f) oc M~1(€), entonces

> Cov(0) oc Tr M(€),
j=1
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de modo que este criterio minimiza el promedio de las varianzas
de los estimadores de los parametros, pero no tiene en cuenta las
covarianzas entre ellos. Este criterio fue considerado por Elfving
[E1f52] y Chernoff [Che53b].

Algunas propiedades de ¥ 4 son:

El valor de W4 es finito si y solo si M () es no singular.

U 4 es continua en M.

U 4 es convexa en M y estrictamente convexa en M.

En las matrices en que W4 es finita, también es diferenciable,
y su gradiente es:

V[Tt M ()] = -M*

Si W4 es diferenciable

oV 4

Do — 1) M2(€) f ().

E—optimizacion (Criterio del autovalor mas pequeno)
El criterio de E-optimizacion viene definido por la funcion criterio:

WM (€)] = Aig ces,

siendo \¢ el minimo autovalor de M (§).

Algunas propiedades de Vg son:

» El valor de Vg es finito si y s6lo si M () es no singular.
= Uy es continua en M.

» Up es convexa en M y estrictamente convexa en M.
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Considerando de nuevo el elipsoide de confianza de 6, como las
raices de los autovalores son proporcionales a los ejes de dicho elip-
soide, el criterio EF—6ptimo minimizara el mayor de sus ejes.

Observacion 1.4. Podemos considerar los criterios anteriores co-
mo casos especiales de un criterio general llamado V,—optimizacion
que se define como:

1

1 & 1
U,[M :{EZ X ] , 0<p<oo

=1

<.

Ast, para p — 0, tenemos el D—dptimo, para p — 1 el A—dptimo y
para p — oo el E—dptimo, siempre que lim,_,. V,(€) este definido.

Criterios basados en la respuesta

Counsiderando el modelo lineal (1.1), asumiendo varianza constante
y utilizando que Var(LZ) = LVar(Z)L!, es posible escribir me-
diante calculos sencillos la varianza de la respuesta predicha en =,

Nz, 0) = ¢/9\f(3:), como
Var(y(x)) oc d(z,€) = f(x)M~H(E) f ().

La funcion d(z, &) se conoce como funcion de dispersion. Basando-
nos en esto, podemos definir criterios de optimizacién de modo que
los disenos minimicen, en algtin sentido, la varianza de la respuesta
predicha.

G—optimizaciéon

Este criterio consiste en minimizar el mayor de los valores de la
varianza en el espacio de diseno y. Se define como:

Wg[M(§)] = supd(z, €).

reX

Kiefer y Wolfowitz |[Kie59] prueban la equivalencia entre este cri-
terio y el criterio de D—optimizacion. Este resultado corresponde
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al conocido teorema general de equivalencia, que revisaremos en la
siguiente seccion.

Algunas propiedades de este criterio son:

= U, es continua en M.

» U, es convexa en M y estrictamente convexa en M.

I—optimizaciéon

Trata de minimizar el valor esperado de la varianza de la respuesta
predicha sobre y, de modo que viene definido por:

U [M(€)] = Tr[AMTH(€)] |

siendo A =3 _ f(2)f'(z).

Este criterio también es conocido como V-optimizacién 6 V- op-
timizacion.

En ocasiones, los experimentadores no estan interesados en todos
los parametros sino s6lo en algunos de ellos o combinaciones linea-
les de éstos. Para ello se define una matriz A de tamano s x m y
rango s < m, donde s es el nimero de combinaciones lineales de los
parametros 61, ...,0,, en las que estamos interesados, es decir, Af.
A partir de ella y utilizando las definiciones anteriores surgen los
criterios de D —optimizacion, L 4—optimizacion y c—optimizacion
entre muchos otros. Para més informaciéon sobre este tipo de crite-
rios consultar [Mar06].

En la literatura existen multitud de criterios atendiendo a los di-
ferentes objetivos de cada estudio. Los que hemos dado son una
recopilacion de los mas populares y los que seran de mayor utilidad
para el desarrollo de esta memoria.
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1.5. Condiciones de optimizacion

En esta seccion determinamos condiciones bajo las cuales un diseno
& sera optimo. Una herramienta importante para este proposito sera
la derivada direccional. A continuacién se enuncia el teorema de
equivalencia.

1.5.1. Teorema de Equivalencia

Kiefer y Wolfowitz [Kie59] demostraron la equivalencia entre los
criterios D— y G—06ptimos cuando el modelo es homocedastico.
Por tanto, se establece que, utilizando ambos criterios llegamos al
mismo diseno 6ptimo.

Teorema 1.3. (Teorema de Equivalencia.) Las siguientes afir-

maciones son equivalentes:

1. & mazimiza det M (&) entre todos los diserios en x (D-optimizacion)

max det M (&) = det M(£).

£e=

2. El disenio £ minimiza sup,c, d(z,§) entre todos los disenos
aprozimados en x (G-optimizacion)

minsup d(x,§) =supd(z,&").
§€E zey TEX

Ademds, la expresion anterior es igual a m (nimero de pard-
metros del modelo)

supd(z, &) = m.
reEX

Demostracion. Puede encontrarse en Kiefer y Wolfowitz [Kie59| y
en Fedorov [Fed72a.
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Observacion 1.5. FEl teorema establece la equivalencia entre D—
optimizacion, que se utiliza para estimar de manera dptima los pa-
rametros del modelo, y G—optimizacion, donde el interés se centra
en predecir optimamente la respuesta. Fsta equivalencia se da para
disenos continuos pero para disenos exactos puede que no se
verifique.

Este teorema juega un papel fundamental en la construccion de dise-
nos opltimos y en la realizacion de algoritmos para su construccion,
puesto que pueden intercambiarse las propiedades de los disenos D—
y G—optimos.

El teorema proporciona una herramienta de gran utilidad para la
verificacion de la D—optimizacion (G—optimizacion) de un disenio.
Siguiendo el punto 2 de este teorema, basta con ver que se cumple
la condicion sup,e, d(r,§*) = m.

Del teorema se deduce también que en los puntos del soporte de un
diseno D— (G—dptimo) la funcion de dispersion d(x,&*) alcanza su
mdzimo valor, es decir, m. La utilidad de esta observacion estd en
que, en lugar de comprobar que d(z,§) < m Vx € x, para saber si
el diseno £ es D—dptimo (G—dplimo), se podria empezar compro-
bando si d(x;, &) = m en los puntos x; del soporte de &. Puesto que
la condicion establecida es necesaria pero no suficiente, solamente
serviria, en principio, para asequrar que el diseno no es D—dptimo
st la condicion no se verifica.

1.5.2. Derivada direccional

Whittle [Whi73b| y Kiefer [Kie74] amplian el Teorema de equi-
valencia para funciones criterio mas generales y a su vez, White
[Whi73a| lo extiende para modelos no lineales. Se introducen una
serie de conceptos para enunciar el Teorema de equivalencia dado
por Whittle.
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Definicién 1.8. Dada una funcion criterio V: M — R U {oo}
conveza, definimos la derivada direccional de ¥ en My = M (&) en
la direccion de My = M(n) como:

Fy[M(&),M(n)] = 0V[M;, M) =
oy Y= B)My + BM] — W(M)
B—0+ ﬁ :

Es importante subrayar que la derivada direccional puede existir
incluso si ¥ no es diferenciable. (Whittle [Whi73b])).

Whittle [Whi71| y Kiefer [Kie74] usan en su teoria de diseflo una
definicion alternativa a la derivada direccional, la derivada de
Gateaux.

Definiciéon 1.9. Dada una funcion criterio V: M — R U {oo}
conveza, definimos la derivada de Gateaux de W en My, = M(§) en
la direccion de My = M(n) como:

Go[M(€), M(n)] = sli%i WM + /ﬂ\gz] — U[M;]

Podemos ver facilmente la relacion entre ambas definiciones:

Fy[M(£), M(n)] = Go[M(£), M(n) — M(£)],

Gy[M(&), M(n)] = Fy[M(&), M(§) + M(n)].

La diferenciabilidad de ¥ implica que Gy sea lineal en su segundo
argumento [Roc72].

Lema 1.1. (Propiedades de la derivada direccional.)
Sea U convexa, entonces se verifica:

1. Fy[M,M] =0, ¥V Me M*
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2. Fy[My, My] < U[M,] — U[M,], VM, € M+, My e M

Demostracion.

1. Es inmediata:

= lim
B0+ 16

2. Por ser ¥ convexa, se verifica que:

YL =AMy + M) = WIML] (1 = B)W[ML] + BW[Mp] — W[M]
B B 5
= U[M,] — W[M].

Tomando limg_,o+ en la desigualdad anterior, se tiene que

Fy My, M| < U[M,] — U[M;]

Teorema 1.4. Sea V una funcion convexa sobre M. Se verifica
que

£ es W-optimo si y sélo st Fy[M(£),M(§)] >0 VEe=

Demostracion.

Si ¥ es minimo en M (£*), entonces

V(1 = B)M(E") + FM(&)] — W[M ()] = 0
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para todo 8 € [0,1] y todo £ € =.
Como (1 — B)M(&*) + M (&) = M[(1 — B)E* + BE], por definicion

de la derivada direccional tenemos

Fy[My, My] = lim, U[(1 - )M, ;ﬁMZ] — wihn)

Sustituyendo M; por M (&*)y Ms por M(), como el numerador es
positivo, se verifica que:

Fy[M(§7), M(&)] = 0W[M(E"), M(§)] 20 VE€E,

y queda probada la condicién necesaria.

Para ver la suficiencia, supongamos que Fiy[M(£*), M(£)] >0 V¢ €
=. Usando el Lema (1.1), obtenemos que W[M (§)] — W[M(£*)] >0
para todo £ € =, es decir, £ es 6ptimo.

|

Corolario 1.1. Bajo las hipdtesis del teorema anterior

inf Fy[M(£7), M(§)] = 0.

e

Demostracion.

Debido a que Fy[M(£*), M ()] > ara todo £ € E, eligiendo
¢ = &* se concluye pues Fy[M (5*), ( “)] =0 (Lema 1.1).

O

Teorema 1.5. (Teorema general de equivalencia.) Sea V una
funcion criterio convera y £ un diseno tal que:

Fy[M(£7), M(§)] > —o0, {E€E.

Entonces son equivalentes:
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1. & € = minimiza V sobre =, es decir, £ es W-dptimo.
2. & mazimiza el inf,cz Fy[M(£), M(n)].

Demostracion. Puede encontrarse en Pazman [Paz86].

En ocasiones escribiremos ® (&) en lugar de VM (§)] v Fo(&,n) en
vez de Fy[M (&), M(n)] cuando no exista riesgo de confusion.

Como se ha mencionado anteriormente, no es necesario que la fun-
cion criterio sea diferenciable para que las derivadas direccionales
estén bien definidas. Sin embargo, si ® verifica tal propiedad, las
condiciones de optimizacién son significativamente més sencillas de
probar.

Definicion 1.10. La derivada direccional Fg se dice lineal si se
verifica que VE € Z yVn € =

&@m:/&@@mmx

donde &, es el diseno unipuntual con peso 1 en x € Y.

Lema 1.2. Sea V convera y sea M € M™. Una condicion ne-
cesaria y suficiente para que VU sea diferenciable en M es que la
derivada direccional Fy[M, -] sea lineal.

Demostraciéon. Una demostracion de este lema puede encontrarse
en Pazman |Paz86].

Lema 1.3. Si Fy es lineal se verifica que

fH£ Fq:.(g, 77) = £r€l£ F‘P(€7 gm)

ne=
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Demostracion.

Como {{, : © € x} C E entonces
ini F@(f? 77) < inf F’I’(ga Sx)
ne= TEX

Por otro lado, debido a que n es una medida de probabilidad, se
tiene que

nez nez xTEX

fuf Fo(6n) = fuf [ Fa(€&nd) > int [ i Fae.&m(d)
“JX X

Lema 1.4. Si Fg es lineal, entonces

Se C{z € x: Fo(£,&) =0}

Demostracion.

Como &* es 6ptimo, la derivada direccional en &* para cualquier
direccion es no negativa, en particular,

Fo(€5,6,) >0V x € x.

Por la linealidad de Fg se tiene que

0= Fy(e",6%) = / Fal€", )¢ (da).

X

Por tanto, como £* es una medida de probabilidad, la integral an-
terior es cero si

Sg* - {x € Xx: F¢(£*>§z> = 0}‘

Observacion 1.6.
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1. Si®((1—pP)E+Pn) es diferenciable podemos escribir mediante
la regla de L’Hopital

d
Fa(&m) = Jim 55((1 = )¢+ Bn).

2. Si emiste el gradiente de U entonces por su definicion, podemos
escribir:

Fy[My, My] = Tr{(vV[My])(My — M)
= (wV[M], My — M,).

3. 851 @ es diferenciable en &, llamando w al vector de pesos
del diseno &, p al vector de pesos de un diseno n y e; =

0,...,1,...,0), la derivada de Gateauz es precisamente
0P
Go(w, e
‘I’( J) aw]
Denotando por d; , por la relacion entre la derivada

direccional y la demvada de Gateauzx, tenemos que

Fo6n) = Filwo, ) = Galw, i —w) = (u—w)'S”

k
0P
= ;(Mi - wi)8_wi'

Por tanto, si p = e; se tiene que

o(w,e;) d—gwll

Teorema 1.6. Si VU es convera en M y diferenciable en M(E*),
entonces

£ es U — dptimo st y sélo si Fy[M (&), f(z)f'(x)] >0
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para todo x € x.

Demostracion.

La necesidad es inmediata haciendo uso del teorema 1.4.
Veamos ahora que se verifica la condicion de suficiencia.
Dada una matriz M () sabemos que podemos expresarla de la for-

ma:
k

M(E) =) &la) f ) ! (x2),

=1

donde Y &(x;) = 1y &(x;) > 0. Entonces, si ¥ es diferenciable en
M (&) (Lema 1.1.):

Fo[M(£), M(£)] = Zﬁ(xi)Fm[M(F), flai) f ()],

Asi, Fy[M(&), f(z)f'(z)] > 0 para todo = € x y esto implica
que Fy[M (&%), M(€)] > 0 para todo £ € Z. Aplicando el Teorema
anterior obtenemos el resultado.

O

Teorema 1.7. Si VU es diferenciable en un entorno de M(E*),
entonces son equivalentes:

1. & es W—optimo
2. fi(x) v U[M(E)]f(x) = TriM(g) v Y[M(E)]], = € x

3. infaey f1(2) VUM (ENS (2) = Xgey [ (@)Y [M ()] ()€ (2)

Demostracion. Puede encontrarse en Pdzman [Paz86].
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Observacion 1.7. De acuerdo con el segundo punto de la obser-
vacion 1.0.

Fy[M(£), f(2)f"(@)] = fH(2)7 WM ()] f (x)=Tr{M (&) 7P [M(E)]].

El teorema anterior proporciona un par de condiciones para la bus-
queda de los puntos de soporte del diseno éptimo

Corolario 1.2. Bajo las condiciones del teorema anterior, un di-
seno & es W-dptimo si y solo si

1. Fy[M(&), f(x;) f"(2;)] = 0 si £ (x;) > 0

2. Fy[M(E), f(a;)f"(x;)] 2 0 si €(a;) = 0.

1.6. Modelos no lineales

Como indicabamos en la introduccion del capitulo, la teorfa de di-
senos Optimos se desarrolla inicialmente para modelos lineales. Sin
embargo, en la practica es frecuente encontrar experimentos donde
la respuesta se explica a partir de modelos no lineales.

En estos casos, la matriz de informacion depende del valor de los
parametros 6 y, en consecuencia, los disenos 6ptimos también de-
penderan de estos valores. En este sentido, se dice que los disenos
alcanzados son localmente 6ptimos. La estrategia a seguir sera
utilizar la formula de Taylor para transformar el modelo no lineal
en uno lineal. Para ello, es necesario dar una estimacién inicial de
los parametros, 6© = (97 ... 6%t (véase |Cheb3b]). El modelo
queda linealizado del siguiente modo:
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i=1 891 ©
1 " 827]<JL‘ 9) (0) (0
= ’ 0. — 60, — 6
+ 22( 00,0; )9(5)( i = 000, ej )
1,7=1
donde 91(8) estd comprendido entre 650) y 0;, 1 =1,...,m. Escri-
biendo:
ra 877(9579) .
filx) = (—) ,i=1,...,m,
(z) 9 ) o

linealizamos el modelo, y se calcula el diseno 6ptimo para el modelo
linealizado.

Tras realizar la transformaciéon es necesario evaluar el grado de no
linealidad del modelo y el efecto de la aproximacion lineal. Bates y
Watts [Bat80b| proponen medidas relativas de la curvatura intrin-
seca de la superficie respuesta, ['7, y de la curvatura del efecto de
los parametros, I'?. La obtencién de valores relativamente pequefios
para los maximos de ambas medidas indican que la aproximacion
del plano tangente es razonable [Bat80a].

Para evitar la dependencia del valor de los parametros en el diseno
o6ptimo tenemos varias posibilidades:

1. Dar valores nominales a los parametros en situaciones donde
hay informacién disponible a priori o la dependencia de M
sobre 6 es débil. Esta resulta ser una aproximacion viable y
se adopta rutinariamente (ver p.e. [Li08])

2. Utilizar la teoria bayesiana que consiste en dar una distribu-
cion a priori a los parametros desconocidos. Un diseno 6ptimo
bayesiano es aquel que minimiza la esperanza de una funciéon
pérdida que depende de todas las cantidades desconocidas en
el experimento, esto es, respuestas y parametros del modelo.
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3. Emplear disenos secuenciales, en los que en cada paso se esti-
maran los parametros para el diseno que acaba de calcularse
hasta que se estabilice el proceso.



Capitulo 2

Algoritmos

Los objetivos de este capitulo son: En primer lugar estudiar
los fundamentos de los algoritmos estdndar para el cdlculo de
los disenios dptimos y analizar sus deficiencias. En sequndo
lugar, proponer un algoritmo para calcular disenios dptimos
con capacidad de resolucion cuando los métodos ezistentes
exceden los limites computacionales o sus tiempos de cdlculo
son elevados.

Las principales contribuciones son: En la seccion 2.4 se
presenta un nuevo algoritmo para el cdlculo de disenos apro-
zimados, el algoritmo combinado, que mejora la velocidad de
convergencia de los algoritmos ezistentes. Este se basa en
ajustar convenientemente los estrategias sequidas por lo mé-
todos cldsicos. En el apartado 2.4.2 se ha obtenido la demos-
tracion de la convergencia para el criterio de D—optimizacion
y en el apartado 2.4.3 se proporciona el pseudocddigo del al-
goritmo para este criterio. Los exitosos resultados obtenidos
a partir de esta nueva técnica para el criterio de D—optimiza-
cion se ilustran en el apartado 2.4.4 a través de varios ejem-
plos.

31
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2.1. Introducciéon

La biisqueda de soluciones analiticas para el problema de construc-
cion de disenos P—o6ptimos resulta ser una tarea ardua y en la ma-
yoria de los problemas reales no es posible calcular analiticamente
tales disenos bajo un determinado criterio. Las herramientas anali-
ticas que disponemos, concretamente los teoremas de equivalencia
introducidos por Kiefer y Wolfowitz [Kie59| y sus extensiones, solo
pueden aplicarse en casos muy simples o bien se requiere suponer
ciertas consideraciones dificiles de probar, por lo que resultan ser
medios insuficientes.

Los principales problemas surgidos se deben a la intratabilidad ana-
litica de los funcionales o a complicaciones en la region de disefio.
Es por ello que se hace necesario el uso de métodos numéricos para
la obtencion de disenos aproximados.

Existen numerosas técnicas computacionales tradicionales ligadas
a la teoria general de optimizacion: método de la busqueda alea-
toria, todas las variantes de los métodos de gradiente, métodos de
descenso, etc. Sin embargo, éstos no resultan ser los mejores para
encontrar disefios aproximados [Yull| puesto que son muy lentos y
la convergencia no esta garantizada. Es por ello que se han desarro-
llado algoritmos especializados para resolver problemas de diseno
6ptimo de experimentos.

La introduccion de estos algoritmos se deben a Wynn [Wyn70a| y
[Wyn72] y Fedorov [Fed72a|, y desde entonces, han sido ampliados
para criterios de optimalidad méas generales (Fedorov y Malyutov
[Fed72b], Whittle [Whi73b|, Gribik y Kortanek [Gri77] y Atwood
[AtwT73], [Atw76] y [Atw80]). Esto motivo el desarrollo de los teore-
mas generales de equivalencia [Kie74|. Otra corriente de algoritmos
para el mismo fin fueron desarrollados, primero para el criterio de
D-optimizacion (Titterington [Tit76], Tsay [Tsa76] y Silvey et al.
[Sil78]), v mas tarde extendidos para otros criterios (p.e. Torsney
[Tor83]). En las proximas secciones se estudiaran en profundidad
para el caso de interés: D-optimizacion.
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En cuanto al procedimiento general seguido por estos métodos ite-
rativos, puede resumirse en:

(i) Se elige un disetio inicial. En principio puede ser cualquier dise-
fio arbitrario, £, tal que la funcién criterio para este disefo
verifique que WM (£)) #£ 0.

(ii) Una sucesion de disefios €1, €@2) . es obtenida computacio-
nalmente de forma iterativa donde £™*1) se calcula pertur-

bando ligeramente el disefio anterior £™ y requiriendo que
WM (D) £ 0,

(iii) El proceso de generar los diseflos anteriores terminara en el
n-ésimo paso tras comprobar que el disefio €™ obtenido es lo
suficientemente cercano al 6ptimo de acuerdo con una regla
de parada.

Un punto fundamental en la construccion de estas técnicas algo-
ritmicas es el desarrollo de herramientas que nos permitan conocer
cuando estamos lo “suficientemente” cerca del 6ptimo. Un indicador
de esta distancia es la eficiencia del diseno. Aunque esta cantidad
no puede calcularse cuando el diseno 6ptimo es desconocido, estu-
diaremos a continuacién que es posible obtener cotas inferiores de
ella para confeccionar una regla de parada.

Definicion 2.1. Se define la eficiencia de un diseno & respecto de
una funcion criterio ® homogénea como

i UM ()] B(E)
ER©=""Smer  ~ e@

stendo & el diseno P-dptimo.

Observacion 2.1.
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1. Efs(§) € [0,1). Cuanto mds cerca esté del 1 mejor serd la

eficiencia. (A menudo la eficiencia se expresa en porcentajes).

. Interpretacion de la eficiencia. Supongamos que para & se ha

tomado una muestra de tamano N, es decir, se han realizado
N experimentos, y que su eficiencia es p. ;Qué tamano de
muestra se ha de tomar con £ para obtener la misma preci-
sion en las estimaciones? (Obviamente si £ es el dptimo, se
necesitardn menos observaciones).

_ N*U[MY] N
P="NoM] N

1= N"=p-N

Asi por ejemplo, si la eficiencia de un diseno es del 50 %,
entonces bastard tomar la mitad de observaciones con el dise-
no optimo para obtener la misma precision que con el diseno
original.

Cota de la eficiencia.

Atendiendo a cada caso de estudio y criterio de optimizacion elegi-
do, pueden establecerse multitud de cotas, adaptandose las necesi-
dades del problema con objeto de ser lo mas preciso posible. Una
de las mas utilizadas es la siguiente:

De acuerdo con el Lema 1.1

Fy[M,N] < U[N] - ¥[M],

por tanto

fnf Fy (M, N] < WM (E)] — w[M],

y dividiendo por U[M] resulta:

fan F\I;[M, N]

Efe(§) > 1+ WM
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Ademas, si ® es diferenciable, por el Lema 1.3. se tiene que:

fan F\I/ [M7 N]
U[M]
infoey Fo[M(E), f(z) [ (2)]
W[M] |

Efs(&) >

= 1+

Como en este capitulo haremos especial hincapié en el criterio de
D—optimizacion, vamos a calcular cudl es el valor de la cota anterior
explicitamente, concretamente considerando su version homogénea:

Considerando la funcion criterio Wp[M(€)] = [det M (€)]7Y/™, re-
sulta:

V(log Up[M(&)]) = % 7 (= log[det M(£)]) = —

Por otra parte, como

v (log Wp[M(E)])

de ambas igualdades se deduce que:

~1
m det[M(&)]

VUM (Q)] = (3]

Teniendo en cuenta lo anterior,
Fy,[M(€), f(x)f'(x)] = Tr[(TUp[ME))(f(2)f (x) — M(€))]

1 . .
B m[detM(g)]um{m_ (x)M (§)f(96)}

@M () L

m

~ faetar(e {1 -
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De este modo, teniendo en cuenta que ®p es diferenciable y que

inf,e, Fu[M(E), f(z)f*(7)]
U[M] ’

Efe(§) = 1+

resulta que para D—optimizacion la cota para la eficiencia puede
escribirse como

m

det[M(g)]—l/m{1 _ M}

~ méx, d(z, §)

m

= 2

Esta cota de la eficiencia se conoce como cota de Kiefer.

Para el criterio de D—optimizacion, existe otra cota importante,
propuesta por Atwood [Atw69], que se define como sigue:

m

Bfenl®) 2 g

La cota anterior verifica lo siguiente [Mar06]:

Proposicion 2.1. La cota de la eficiencia proporcionada por At-
wood [Atw69] mejora los resultados obtenidos por Kiefer [Kie60a/.

Demostracion.

o WA d(z,§) < m

m ~ méx, d(z,§)’

es decir,

2m méxd(x,{)—(méxd(m,{))Q <m? & 0< (m—méxd(x,f))z.

x

O
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A modo de recapitulacion, y dado que serd de gran utilidad para
lo que resta de capitulo, se utilizardn las siguientes cotas de la
eficiencia para el criterio de D—optimizacion:

Cota de Atwood

_m
max, d(x, &)

Efo,(§) = (2.1)

Cota de Kiefer

Efy(€) > 2 - 2 dn8) (2.2)

m
A continuacion se estudiaran dos de los algoritmos mas utilizados
en diseno 6ptimo de experimentos para el célculo aproximado de
disenos D—o6ptimos.

Observacion 2.2. En lo que resta de capitulo se considerard abu-
sando de notacion:

Up[M(&)] = det M(&) o bien Vp[M(£)] = logdet M (€).

Obsérvese que no hay pérdida de generalidad ya que el problema
de mingez WM 1(E)] es equivalente a méxeez W[M (€)], siendo aho-
ra la funcion criterio W no decreciente en el sentido de Loewner y
concava. Recuérdese también que el logaritmo puede anadirse a con-
veniencia para simplificar los cdlculos sin modificarse el resultado
final. Las propiedades anteriores pueden definirse de forma andloga.

2.2. Algoritmo de Wynn-Fedorov

La idea propuesta por Wynn [Wyn70a] y Fedorov [Fed72a] para la
construccion de medidas de diseno W-6ptimas es la siguiente: supon-
gamos que tenemos una medida de disefio £ con matriz de infor-
macion M (€M) y que U es diferenciable en M (£(™). Determinamos
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el punto z,41, que es aquél que maximiza Fy[M (€M), f(2)fH(x)]
sobre . Si €™ no es W-6ptimo, entonces por el Teorema de equiva-
lencia este valor méximo es menor que cero. Asi, podemos aumentar
¥ moviéndonos desde M (£0) en la direccion de f(nq1)f*(Zng1).
Esto lo hacemos poniendo mas peso en z,.1 que el que pone &™),
El nuevo diseno se obtiene de acuerdo a la regla:

) = (1= oy 1)E™ + amyi&a, s

siendo &, ., la medida con probabilidad 1 en z,.

Obsérvese que la matriz de informacion de £V viene dada por:
M(f(n+1)) =(1- O‘n+1)M<£(n)) + O‘nJrlf(anrl)ft(anrl)'

Ahora debemos elegir de manera adecuada la longitud del paso
an11, pues no todas las elecciones aseguran la convergencia y me-

nos atn que W[M (D) > W[M(£()]. Tomando a1 de manera
“adecuada” podemos asegurar esta desigualdad, ya que

Fy[M(EM), f(@ns1) f (@ns1)] > U[f(@ns1) f(@ns1)] — TM(E™M)] > 0.

Una posibilidad es elegir a,,,; de manera que proporcione un au-
mento maximo en V. Suponiendo que W es diferenciable, la longitud
de paso se determina por Fy[M (™), f(z,41) f (2ns1)] = 0.

Otra forma de elegir longitudes de paso para este tipo de algorit-
mos iterativos es fijar una sucesion {41} de longitudes de paso de
antemano, sin preocuparnos si ¥ decrece en cada iteracion. La teo-
ria general asegura que si hacemos esto, para acercarnos al éptimo
M (&), debemos requerir que ay, 11 — 0 cuando n — oo. Ademas,
> aq1 debe ser divergente.

Fedorov y Hackl [Fed97] proponen las siguientes tres elecciones.
Cualquier sucesion {a,41} tal que:

11151010 apy1 =0, ZO‘”“ = o0 (2.3)

n=0
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i1 = argmin ®((1 — a)&™ + aé(x,)); (2.4)

Qpg1 = { Qn, Si (I)((]' - an)é(n) + oznf(xn)) < ®(£(n))7 (25)

YO, en otro caso .

La cantidad v < 1 debe ser elegida de manera apropiada.

La regla de eleccion (2.4) se denomina regla del descenso mas pro-
nunciado (steepest descent).

Convergencia para D—optimizacion

Es de gran interés para el resultado fundamental de este capitulo, el
estudio de la convergencia del algoritmo de Wynn-Federov para el
criterio de D—optimizacion. Esto se debe a que el nuevo algoritmo
propuesto sigue, en parte, las estrategias utilizadas por éste. Estas
ideas seran de gran importancia para probar la convergencia del
nuevo método que proponemos mas adelante.

Antes de entrar en la demostracion propiamente dicha, serd util
conocer las siguientes propiedades:

Proposicion 2.2. Consideremos la matriz de informacion de un
diseno continuo arbitrario &, entonces:

1. La suma ponderada de las varianzas de la respuesta estimada,
d(x,&), en todos los puntos del diserio & es igual al nimero de
pardametros desconocidos m:

k
> pi(wi)d(w;, &) =m (2.6)
i=1

0, escrito en el caso mas general,

/ A(a)d(z, O)d(E(x)) = m.
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2. El minimo valor de max, \(x)d(x, &) no puede ser menor que
m:
max A\(x)d(x,&) >m (2.7)

Demostracion.

1. Sustituyendo la definicion de la suma de las varianzas de la
respuesta predicha, se tiene que

M@ Od(E@) = [ M) @M (E)f ()d(E()
= TMHE) [ Aw)
= TME

2. Se tiene que

min A(@)d(z.€) < [ Aa)d(z, d(6(x) = m < mibeA(w)i(z. &)

X

Luego méx, A(z)d(z,£) > m, con lo que queda demostrada la pro-
posicion.
O

A continuacién procederemos a demostrar la convergencia del al-
goritmo. En primer lugar trataremos de dar una expresion del de-
terminante de la matriz de informacion del diseno en funciéon del
obtenido en el paso anterior. El objetivo serd estudiar como dar
este paso de modo que, eligiendo el nuevo punto y su peso conve-
nientemente, conseguiremos que la sucesion se comporte de forma
monoétona y esté acotada. Comprobando que se llega al diseno 6pti-
mo al generar la secuencia de determinantes, lograremos demostrar
la convergencia.

Teorema 2.1. Sea M (™) la matriz de informacion de un di-
serio mo degenerado ™ y sea M(&,,.,) la matriz de informacion
de un diseno concentrado en un unico punto x,.1. Entonces el de-
terminante de la matriz de informacion de una combinacion lineal
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conveza de estos diserios M) = (1—a,11) 6™ + a1, €8 igual
a:

(n)
det M (D) = (1—ayyr)™ <1+an+1)\(x;+1lil(xn+1,§ )) det M (™).
- Un41
(2.8)

Demostracion.

Por definicion, podemos escribir la matriz de informacion del disefio
que acabamos de construir como

MEPD) = (1= ) MED) + ansaA(n 1) fznen) nsn)
= (1 ) [MIE) + 12558 A 1) i) )

—Qn41

Llamando F = [, 41 A(Zny1)/(1 — pi1)]Y2f (2041) v utilizando la
propiedad |M + FF*| = |M||I + FIM~'F| (ver p.99 [Fed72al),
podemos escribir la expresion del determinante como

et (€)= (1 =)™ (1 R £ )00 () ) det MEE)),

Como 1w )M HEM) f(as1) = d(zr,€™), finalmente obte-
nemos el resultado buscado:

(n)
det M(g(n—&-l)) _ (1_an+1)m <1+an+1)‘(${L+IZl(wn+laf )) det M(f(n))
— tp41

O

Observacion 2.3. De (2.8) no es dificil concluir que el determi-
nante de la matriz de informacion del diseno €Y depende de la
cantidad o, 11 y de las coordenadas del punto en el cual el diseno
1 S€ concentra. Veremos que es siempre posible encontrar un
punto Tpy1 Y un anyr para el cual |M(EMD) > |[M(EM)|, si el
diserio €™ no es D-dptimo.
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Teorema 2.2. El valor mds grande posible de det M (£™+1)) para
un diserio dado €™ es:

m

méx, , det M (1)) = /\(xn+1)d($n+lvf(")):|

X XD d@ns €)1

m—1
-1 ] det M(E®) > det M(£™)

donde x,1 es la solucion de la ecuacion

M@ n1)d(2 41, €™) = mix A(z)d(z, €M)

Demostracion.

De (2.8) es facil ver que para para cualquier «, el determinante
det M (£+1)) es una funcion creciente de A\(z)d(x, ™). En conse-
cuencia, el diseno &, ., concentrado en el punto x,; debe ser aquel
que hace méaximo \(x)d(z, ™). Por tanto max, , det M (£+) se
alcanzara cuando z,,; = méax, A(z)d(z, ™) y a satisfacen la ecua-
cién:

)‘(l‘n+1)d(1‘n+1>£(n)) —1 m—1 —0

0
7 log[det M (et = -
Oa og|det M (¢ ) 1 —a+aX@py1)d(zns1,60)  1-a

La solucion de la ecuacion anterior viene dada por

S— A1) d(2n g1, €M) —m
n+l — ()‘(In+1)d($n+1, é’(n)) N 1)m

Dado que estamos asumiendo que ™ no es D—oéptimo, por (2.7)
se tiene que

M), €)= m = mix{A@)d(z, ) = m] > 0

con lo que «,, 11 > 0. Por otro lado, calculando la derivada segunda
se comprueba facilmente que

2

0
- (n+1)
5 log[det M (& )] < 0.

Qn41,Tn+4+1
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Con lo que efectivamente a1 asi definido se trata de un maximo
de log[det M (¢(+1))]. Por tanto

max log[det M (£F)] > log[det M (™).
Sustituyendo del valor del «,,.1 que hemos calculado previamente

en la expresion del determinante de la nueva matriz de informacion,
obtenemos

det M (D)

m

m
A(fﬂn+1)d($n+1,§(”))}

Qn41,Tn+41 |:

m—1
m—1 "
X |:)\(In+1)d(xn+l’€(n))1:| det M(f( ))_

Combinando las dos tltimas expresiones mostradas obtenemos el
resultado del enunciado. O

Como resultado central, veamos que el procedimiento iterativo cons-
truido siguiendo las pautas anteriores converge y su diseno limite &
coincide con uno de los disenos D—6ptimos.

Teorema 2.3. Supongamos que se satisfacen las condiciones del
Teorema de equivalencia. Entonces el procedimiento iterativo ante-
TLOT COMUETge, en Cuyo caso:

lim det M (€M) = det M (£*),

n—o0

donde M (&*) es la matriz de informacion correspondiente al diseno
D—optimo.

Demostracion.

Sea £© un disenio no D—éptimo. Entonces, del resultado del teo-
rema anterior y de la definicion de diseno D—o6ptimo se tiene que

det M(£©) < det M(eW) < ... < det M(£™) < det M(£¥).
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Como toda sucesion monotona, en este caso no decreciente, y acota-
da es convergente, la sucesion det M (£®)), det M (¢M), ..., det M (€M)
converge a un limite det M (&). Por tanto, inicamente nos falta por

~

ver que det M (&) = det M (£*).

Supongamos por reduccion al absurdo que det M (&) < det M (£¥).
Como la sucesion det M (£@), det M (€M), ..., det M (£™) es conver-
gente, para cualquier v > 0 existe un n’ > 0 tal que si n > n’ se

verifica que:
det M(£TY) — det M(£™) < ~

Llamando 8, = \(x,)d(z,, ™) —m y haciendo uso de la expresion
del determinante obtenida en el teorema previo, podemos escribir
equivalentemente:

s (85 (k)=

La desigualdad anterior puede reescribirse de la siguiente forma:

donde v, = [det M (£0)]71. La funcién ¢(68,) es creciente para
0, > 0; por tanto para cualquier A > 0 habria un ~ tal que

Map)d(z,, €M) —m =6, < A.

De esta forma siempre podria encontrarse un n’(A) tal que
AMzp)d(2p, £™) —m sea més pequefia que un niimero positivo dado

A. Pero estamos suponiendo que det M (§) < det M (£*) y por (2.7)
se tiene que para cualquier n:

M) d(2, E™) —m > e >0
con lo que eligiendo A < € llegamos a contradiccion y el teorema
queda demostrado. O

Acabamos de estudiar la convergencia de la versiéon mas general del
algoritmo del Wynn-Federov. La direccién en la que nos movemos,
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el nuevo punto, resulta ser la eleccion mas ideal en el sentido de
que los céalculos van dirigidos a la busqueda de la mejor de todas
ellas. Luego, resulta crucial en este algoritmo tomar siempre como
nuevo punto el sugerido, puesto que éste es elegido de forma 6ptima
(bastaria con tomar una direcciéon cualquiera desde el disefio de par-
tida que nos acerque cierta cantidad al diseno 6ptimo, pero hemos
probado que tomar z,,; = méx, A(z)d(z,£™) es la mejor). Sin
embargo, de la cantidad avanzada, su peso, no podemos afirmar lo
mismo. Podemos elegirla convenientemente verificando ciertas pro-
piedades deseables pero éstas son, en cualquier caso, impuestas de
modo que no sera 6ptima.

La eleccion de la longitud de paso, que no es otra cosa que el peso
asignado al nuevo punto, resulta ser una cuestion mas arbitraria,
siempre y cuando se verifiquen ciertos requerimientos (a,4; — 0
cuando n — 00 y Y a1 divergente). Puesto que serd de interés
para el algoritmo que proponemos méas adelante, vamos a definir la
longitud de paso conocida como paso armadnico, consistente en

(1)

Asi definida, la actualizacion del disefio en cada iteracion seguird
la formula

ng (n) + €x71,+ 1

n+1 n

Esta longitud de paso se enmarca dentro del grupo de las que ve-
rifican (2.3). Aunque la monotonicidad de la funcién criterio no se
satisface con esta eleccion, la convergencia del algoritmo esta ga-
rantizada.

Algoritmo para D—optimizacién

1. Tomamos un disefio inicial 5(0) regular formado por k puntos
0 0 0 0 0 0
7.2y pesos wi” =0 ("), W =0 ()
respectivamente (Zle EO@) =1, k> m).
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Calculamos la matriz de informacioén del disefio 5(0),

k

M(f(o)) = Z 5(0)($i))\($i)f($i)ft($i)

i=1
y su inversa.

Se busca el punto z(!) que maximiza la funcién A(z)d(z,&())
y se calcula su valor en el punto z(M): X\(z(M)d(z™M), &),

Se construye el disefio &) = (1 — 1)) + a1€,) que estara
formado por los puntos y pesos siguientes:
0 0 0
5(1) _ :1:5 ) a:é ) x,(C ) M
(1- al)wf)) (1- oq)wéo) oo (1= al)w,io) o

Se elige el valor «a; que incremente al maximo el valor del
determinante de la matriz de informacién del nuevo disefio
M(¢€M) que, segin el Teorema 2.2, es

MzM)d(zM, ) —m
A@M)d(z™, €)= 1)m’

o] =

o bien puede tomarse como longitud de paso cualquiera de las
elecciones (2.3), (2.4) o (2.5). Como caso particular de
1

(2.3), también puede considerarse paso armdénico aj; = i

Se comprueba si se verifica alguna de las condiciones
(ver (2.1) y (2.2)):

m

- >
max, d(z, &) — m

~ mdx, d(z, ¢y
m

> Y2

donde 7; y 772 son precisiones prefijadas.

Si se verifica alguna de las condiciones del paso anterior,
el disefio &(1) esta suficientemente préximo al D—éptimo.

Si no se verifica ninguna de las reglas de parada anteriores,
se repiten los pasos del 2 al 7 actualizando 5(0) a 5(1) y
asi sucesivamente.
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2.3. Algoritmo Multiplicativo

La idea propuesta por Silvey, Titterington y Tosney [Sil78] consiste
en discretizar el espacio de disefio (definido continuo) de modo que
el diseno inicial contenga todos los puntos posibles de la regionm,
situados a distancias suficientemente proximas para cubrir todo el
espacio. De esta forma, los puntos del diseno inicial conformarin
una malla equiespaciada, donde la distancia entre puntos dependeré
de la precision que el experimentador desee considerar.

Teniendo en cuenta todos los puntos del mallado, que permaneceran
fijos a lo largo del proceso, el calculo del diseno 6ptimo consistira en
determinar qué peso dar a cada punto. Se trata, por tanto, de dar
una regla de actualizacion de pesos, de manera que sélo aquellos
que estén en el soporte del diseno, seran distintos de cero.

Notacion 2.1. FEn este capitulo se considera la version del al-
goritmo multiplicativo en la que, una vez realizado el mallado de
X, los puntos permanecen constantes. Por cuestiones de notacion y
para resaltar tal caracteristica, denotaremos por w™ al diserio £

generado en la ileracion n-ésima cuyos puntos, mgn), son fijos y sus
(n)

pesos son precisamente w; = cont = 1,...,k cuando no haya riesgo

de confusion.

El objetivo serd maximizar una funcion criterio ®(w) en
k
Q={w:w >O>sz‘: 1}.
i=1

Definiremos también el conjunto,

Q, = {w € Q: M(w) >0 en el sentido de Loewner}.

Sea § € (0,1] y w® € Q.. Una iteracién propuesta siguiendo las
ideas anteriores es la siguiente
(n+1)

o) Wi (™, 5) ‘ W h(2",6)

= O =
! Zf:l wz(n)h(dz(n)v d) ’ Zf:l wgn)h@i(n)v d)
(2.9)

Y
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donde dj"”) = d;(w™) = Ga(w™, e;) y ") = 2(w™) = Fa(w™,¢;),
j = 1,....k, son la derivada de Gateaux y la derivada direccional
respectivamente. h(x,d) es una funcion positiva, Oh(z,d)/0x > 0
y si 0 = 0, entonces h(z,d) es una funcion constante. Una eleccion
adecuada de esta funciéon es fundamental para acelerar la conver-
gencia, mientras que la eleccion de la constante 6 debe asegurar la
monotonia del algoritmo.

, (n+1) (n) 0P
Obsérvese que w, X W (&ui (™)

; ) Luego, la modificacion
de los pesos se hara en funcién de la cantidad de informacién ga-
nada (medida por ®) al incrementarse ligeramente cada peso. En
otras palabras, la iteraciéon pondrd més peso sobre los puntos que

proporcionen un mayor incremento de ®.
Las iteraciones de la forma (2.9) poseen las siguientes propiedades
[Tor88|:

1. w™ es una solucion factible.

2. Fq>(w(”),w(”+1)) < 0. La igualdad se verifica cuando las d;
que corresponden a los w; distintos de cero, tengan el mismo
valor, d, es decir, d; = > w;d; = d, y por tanto

(n)7 (1) n
S _ hd”.8) wh(d, 5) _
St w8 a(d,6) S W

Esta situacion ocurre cuando el punto ya no aporta més in-
formacion. El disenio 6ptimo se alcanzara, por tanto, cuando
dejen de producirse cambios en la actualizacion de los pesos.

3. El soporte de w"*Y esta incluido en el soporte de w().

Otras propiedades interesantes pueden consultarse en Silvey, Titte-
rington y Torsney [Sil78| y en Torsney y Mandal [Tor01].

Todos los resultados que se muestran a continuacién se verifican
para 6 € (0,1]. En ocasiones, determinadas elecciones de ¢ pueden
llevar a comportamientos oscilatorios y sin embargo otras, pueden
ser deseables para garantizar una convergencia rapida. Para mas
informacion sobre la eleccion de § consultar [Sil78] y [Fel89).
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Convergencia para D—optimizaciéon

Vamos a demostrar la convergencia del algoritmo multipicativo cen-
trandonos en el criterio de D—optimizaciéon, para el que se propor-
ciona el resultado fundamental de este capitulo. El procedimiento
a seguir se basa en comprobar que la funcién criterio, ¥, verifica
ciertas condiciones bajo las que se deduce la convergencia mondto-
na.

Para simplificar la notacion definiremos
M) = —U[M], M >0

asumiendo que ¥ y, en consecuencia, ¢ son diferenciables sobre
el conjunto de matrices invertibles. Sean M;, My € M matrices
simétricas, entonces:

» ¢[M] es creciente (en el sentido de Loewner):

(My < My = M; ' > My 'y como W es creciente = W[M; '] >
WM, 1] = —W[MT] < —U[M; ] = @[ Mi] < ¢[Mo)])

o lo que es lo mismo, 7¢[M] es no negativa para M definida
positiva.

= [M] es concava:
ap[Mi] + (1 — a)p[Ms] < plady + (1 — )My, (2.11)

para « € [0,1], My, My > 0. Utilizando el Lema (1.1) y la
observacion (1.6), esta propiedad puede escribirse como

P[Mo] < @[Mi] + Te[(VY[M]) (M2 — My)], My, My > 0.
(2.12)



50 CAPITULO 2. ALGORITMOS

Estas son algunas de las propiedades deseables de las funciones
criterio que mencionabamos en el capitulo 1. En particular, las an-
teriores se verifican para los criterios mas comunes, entre ellos el
criterio de D—optimizacion.

Siguiendo la demostracion que propone [YulOal, la idea del procedi-
miento a seguir para probar la convergencia es la siguiente. Supon-
gamos que la funcion a minimizar es f(w). Puesto que el problema
de minimizacién directo de esta funcién es complicado, se introdu-
cird una nueva variable auxiliar, (), y se definird una nueva funciéon
g(w, Q) de modo que los problemas de minimizacién son equiva-
lentes min, g g(w, Q) = min,f(w). Sobre el nuevo problema de
minimizaciéon conjunta se aplicard una estrategia de minimizacion
condicional iterativa de la que podra deducirse el comportamien-
to mono6tono de la iteracion dada por el algoritmo multiplicativo.
Comprobando una serie de condiciones suaves sobre la funcién cri-
terio se lograra demostrar finalmente la convergencia.

Teorema 2.4. (Monotonia) Supongamos que se verifican (2.10)
y (2.11). Supongamos también que tras una iteracion del algoritmo
multiplicativo con 0 < § < 1 se tiene que

M(w™) >0, UMW #0 v Mw")>0

Entonces,
VM (W™ V)] > WM (w™))].

Demostracion.

En primer lugar veamos que el problema de méax, ¥[M (w)] (equi-
valentemente, min,, p[M~!(w)]) puede formularse como una mini-
mizacién conjunta con respecto al diseno y al estimador minimo-
cuadratico balanceado QWLS.

Problema 1: mingcqo —¥[M(w)] = mingeo ¢[(3F, wid)™]
Problema 2: mingecog 9(w,Q) = mingea g ¢[Q(Aw)Q']
sujetoa: Q-G =1,
(2.13)
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siendo @) una matriz m x (m - k) que debe elegirse adecuadamente
como se vera mas adelante, A; = f(x;)f'(x;) y donde

Aw = Diag(w*,...,wu; Y@ L,; G= (A}/Q’ o 7A]1€/2)t.

Definicién 2.2. Dadas dos matrices A € My,xn y B € My, el
producto de Kronecker de A y B, que denotaremos por A ® B, es
la matriz de orden mp X nq dada por:

ClllB Cl,lgB Ce alnB
A 2 Bo— CLQ?B &2‘28 ce agiLB
amlB CngB R amnB

Los problemas 1 y 2 son equivalentes.

Demostracion:

Counsideremos el modelo
Y=G0+e, e~ N0, Aw)

donde Y es el vector de (m - n) x 1 observaciones.

Se tiene que Q(Aw)Q" asi definido corresponde a la matriz de co-
varianzas de un estimador lineal insesgado, QY, de los m x 1 pa-
rametros del modelo anterior. La restriccién @ - G = I,,, garantiza
que el estimador sea insesgado.

Elegiremos el estimador minimo-cuadratico balanceado (WLS) pues-
to que es el mejor estimador lineal insesgado. Este tiene la matriz de
varianzas-covarianzas mas pequefia (en el sentido de orden de Lo-
wener) y, por ser ¢ creciente, alcanza el valor mas pequeno posible
evaluada sobre .

Veamos que para w fijo, g(w, Q)) es minimizado eligiendo QY como
el estimador WLS:
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me.G:ImQ(wa Q) = g(w, Q\WLS) (2.14)

siendo Qs = M~ (w)(wiA)? ... wiAY?), Q € Mosmie ¥ A; €
M omi. Ahora:

9(w, Qwrs) = PlQwis(Aw)Qhyrs] =

w1 A
wl—l 1
= oMY (w) (Wi A2 A ( ) | M (W)Y

wlAi/Q
so[M%w)(Ai”,..-,A,t”)( : )(Ml(w))t]

oIV () (zi;wifu) M (w)] =
PN () - M(w) - M~Y(w)] = o[ M1 ()]

Por tanto, R

9(w, Qwrs) = p[M ™ (w)] (2.15)
con lo que queda demostrada la equivalencia de los problemas an-
teriores. O

Siguiendo el esquema que describiamos antes, el siguiente paso serd
desglosar el problema 2 en un procedimiento iterativo

(i) ming g(w, Q) para w fijo.
(ii) min, g(w, Q) para @ fijo.

Antes de llevar a cabo esta division, reformulamos el problema del
siguiente modo:

Problema 3: min,cq g(w,Q) como en (2.13)
Problema 4: mingcoy H(X,w,Q) = mingeay {¢[X]+

+ Tr[Ve[X(Q(Aw)Q" — %)}
con ¥ € M« definida positiva.
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Los problemas 3 y 4 son equivalentes.

Demostracion:

Como ¢ es concava, la expresion equivalente de la definicion (2.12)
implica que

H(E, w,Q) > p(Q(Aw)Q"). (2.16)

Eligiendo ¥ = Q(Aw)Q?, se obtiene directamente la igualdad bus-
cada:

HX,w,Q) = ¢[Q(Aw)Q']+ Tr[ve[E(Q(Aw)Q" — Q(Aw)Q")]
= P[RQAW)QT+0=yg(w,Q) (2.17)
O

Para resolver problema 4, volvemos a descomponerlo en dos etapas:

(i) miny H(X,w, Q) para w y Q fijos.

(ii) min, H(X,w,Q) para ¥y Q fijos.

Obsérvese que la cantidad a minimizar de la parte (ii) es justamente

Tr[ve[E]Q(Aw)Q'] = Tr[Q" v ¢[Z]Q(Aw))

y que ésta admite una solucion cerrada: si @ = (Q1, ..., Q) donde
cada Q; es una matriz m x m, entonces los w? deberian ser propor-
cionales a Tr[Q! 7 ¢[2]Q;]. Por tanto, la clave sera comprobar si la
iteracion dada por el algoritmo multiplicativo admite en este punto
una minimizacion exacta.

Basandonos en el razonamiento anterior, vamos a expresar la ite-
racion definida en (2.9) como un algoritmo de minimizacion condi-
cional iterativo involucrando a w, Q) y X.

Para cada iteracion, n, se define:
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QW =(Q",...,Q\")
QE" wf") M (w™) - A:ﬂ, i=1,...,k (que es Qwrs)
20 = QM (Aw™)Q™W' = M1 (w™)

Entonces tenemos,

pM T (w™)] = g(w™ )) por (2. 15)

(2 W™ QMY por (2. 17)

(2 o, wn“ , Q™) (2.18)
g(w<”+1 Q™) por (2. 13) y (2.16) (2.19)
o(M~Hw™ D)) por (2. 14) y (2.15)(2.20)

IV IV IVl
e

Luego, inicamente falta por ver (2.18). La eleccién de w1 sera la
que nos proporc10nara la de51gua1dad buscada. Consideremos, por
simplicidad, h(d ,6) = d}(w™) en (2.9) de modo que

1) _ oy dj(w™)
Wi — i koo ()5, )y
Zj:l Wj dj(w )

Utilizando las definiciones anteriores, podemos escribir la iteracion
anterior de forma equivalente como

5§  1-26
(n+1) Ty W

7 - k 5 1-26
Zj:l Ty W

donde wi = w™ y i = Tr[Q™" - o[£ Q).

2

Escritos los pesos de esta forma, como 0 < § < 1 por la desigualdad
de Jensen se tiene que
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Multiplicando ambas expresiones resulta

> (zw 1) (S -

k
T n . . .
= Z (ntl) Tr[(VSO[E( )]) QM. (Aw( +1)) QM

Con lo que resulta la desigualdad buscada (2.18).

Observacion 2.4. Sid =1/2 (= w"™ « \/r;), se llega a una
minimizacion exacta; mientras que si 5 =1, (2.18) resulta ser una
tqualdad.

En cualquier Caso para cualquier eleccion de w1 que haga decre-
cer H(X™, w Q(” ) en (2.18) tendremos la desigualdad deseada:

M (w™)] > oM (W),

Ademas, podemos tomar en cada iteracion cualquier 6 € (0,1] de
modo que la monotonicidad se mantiene. Por otro lado, estamos
suponiendo que wf"),w("ﬂ) >0V i=1,...,k. En caso de ser

K]
w™ =0 podriamos eliminar tales puntos y, si al actualizar los

(2
+1 ) .
pesos alguno de ellos fuese cero, w§" ) = 0, podria solucionarse
utilizando un argumento similar para eliminar los puntos con tal

caracteristica.

Luego, la monotonicidad se mantiene para M(w™) y M(w™*+D)
definidas positivas, con lo que queda demostrado el teorema.

O
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La monotonicidad obtenida en el teorema anterior juega un papel
fundamental para probar la convergencia global del algoritmo. Para
su demostracion estudiaremos la siguiente version del Teorema de
equivalencia:

Teorema 2.5. Supongamos que la funcion criterio ¥ es diferen-
ciable y concava. Definimos

d(w) =) widi(w) = T(VY[M (w)]) M (w)],

i=1

donde d;(w) = Tr{(V¥Y[M(p)])A;]. Entonces, para cada w* € Q
son equivalentes:

(a) w* mazimiza V[M(w)] en Q.

(b) dij(w) < d(w*) Vi

(c) Vi, siw # 0 = d;(w*) = d(w*) y siw} =0 = d;(w*) < d(w*).

Demostracion. Puede encontrarse en [Kie60b| y [Whi73b]. O

El teorema anterior sugiere la siguiente regla de parada

‘x d(w™) < dlw™
méx dy(w™) < (1+ A)d(w™)
siendo A > 0 suficientemente pequeno. Veamos ahora la demostra-
cion de la convergencia:

Teorema 2.6. (Convergencia) Denotaremos por T a la aplica-
cion que actualiza los pesos en una iteracion del algoritmo multi-
plicativo. Supongamos que se verifica:

@) (TM@) > 0; (THME) - 4 # 0 com w € D, i =
1,... k.
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(b) La asignacion de los nuevos pesos es mondtona.

weQ, Tw)#w=VYMTw)>VMuw)

(c) U es estrictamente concava y (\7V) es continua en el conjunto
de las matrices definidas positivas.
(d) Si M (definida positiva) tiende a M* a medida que V[M] se

mcrementa mondtonamente, entonces M* es no singular.

Sea w™ generada por una iteracion del algoritmo multiplicativo con
wi(o) > (0 Vi. Entonces:

(i) Todos los pesos limite de la sucesion w™ son mdzimos globales

de UM (w)] en Q.

(ii) Cuando n — oo, W[M(w™)] crece a supyea, V[M(w)] mond-
tonamente.

Demostracion.

Para llegar a la conclusion final del teorema se irdn demostrando
resultados parciales que se muestran en los siguientes lemas:

Lema 2.1. Cualquier punto limite w* de la sucesion w™ es un
punto fijo de T, es decir, T(w*) = w*.
Demostracion

Sea w(") una subsucesion convergente a w*. Por las condiciones (b)

y (d) se tiene que M (w*) es definida positiva, es decir, w* € Q.

Ademas, como Ty W[M(-)] son continuas en (2, se tiene que

M (w") = lim WM (@) = lim WM (")) = WM (T(w"))
Jj—00 j—00

donde ambos limites son iguales por la monotonia. Finalmente de

(b) obtenemos T'(w*) = w*. O

Lema 2.2. Supongamos que w* es un punto limite de la sucesion
de w™ y definamos S, = {w € Qy : w! =0 = w; = 0} como el
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conjunto de los w que son absolutamente continuos con respecto a
w* y satisfacen que M(w) > 0. Entonces, se tiene que

VM (w")] = supwes. V[M(w)]
Ademds, el supremo es inico, esto es:

weS,, VM) = supyes, V[M(w)] = M(©) = M(w")

Demostracion

Por el lema 2.1, w* es un punto fijo de T, es decir:
w; # 0= Tr[(VY[M(w")])Ai] = Te[(VV[M (w)]) M (w")].

Por el teorema 2.7, como w* maximiza W[M (w)] en Sy, queda de-
mostrada la primera parte. La unicidad es inmediata al asumir por
la condicion (d) que W[-] es estrictamente concava. O

Lema 2.3. La sucesion M(w™) tiene un mimero finito de puntos
limite.

Demostracion

Para cualquier punto limite w* de w™, por ser W[M(-)] continua,

puede pasarse al limite, de modo que cualquier punto limite de
M(w™) es de la forma M (w*). Por el lema anterior, M (w*) es el
tnico que maximiza W[M] de entre todos las M > 0 que pueden
escribirse de la forma M = M(w) con w < w*. Por tanto, de-
pendiendo de las coordenadas de w* que son 0, habra menos de 2*
maximizadores degenerados. O

Lema 2.4. FEllimite Mo, = lim M(w™) eziste.

n—oo

Demostracion

Supongamos que M (w™) tiene L < oo puntos limite y sean B;
con 7 = 1,..., L las bolas centradas en ellos con intersecciéon vacia.
Se sabe que L > 1 por estar M(w(”)) acotado. La eleccion de la
métrica en este caso es irrelevante. Por estar acotada, se tiene que
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para n suficientemente grande, cada uno de los M (w™) pertenece
exactamente a un B;. Supongamos por reduccién al absurdo que
L > 2; en otras palabras, que M (w™) no converge. Entonces existe
una subsucesion tal que M (w™)), M(w™+1)) siempre pertenecen a
bolas distintas. Tomando una subsucesion de la subsucesion anterior
si fuera preciso, podemos suponer que w(™) — w*. Pero por el lema
2.1 también se verificara que w1 — w* lo cual implica que
M(w™)) = M(w*) y que M(w™+Y) — M(w*) contradiciendo el
supuesto de pertenecer a bolas distintas. O

Lema 2.5. Ellimite My, definido en el lema anterior es V-dptimo:
U[Mo] = supweq, ¥ [M(w)]
Demostracion
Por el teorema de equivalencia se tiene que
Tr[(VV[ M) Ai] < Tr[(WV [ M) M| i=1,...,k

Supongamos que no es cierto para ¢ = 1, entonces por el lema
anterior existe A > 0 tal que para n suficientemente grande se tiene
que

Te[(7[M (™)) Ar] > (1+X2) Te[(7 U [M (w™)]) M (w™)]

Entonces, de la definicion de T se deduce que

5
(n+1) (Z’i‘; wd-)
w =1 "1
— > I+
Wi > i1 wid;

donde d; = Tr[(7¥[M (w™)])A;]. Sin embargo, el lado derecho de
la desigualdad anterior es al menos (1 + \)° por la desigualdad de
Jensen, de lo que resulta

w§"“) > (1+ A)%i"’



60 CAPITULO 2. ALGORITMOS

para n suficientemente grande lo cual contradice la restriccion 0 <
w(") <1 (Il
1 -~ .

Con los lemas anteriores se consigue el resultado buscado y con ello
el teorema queda demostrado. O

Corolario 2.1. (Convergencia para D-optimizacion) Supon-
gamos que A; # 0, wz-(o) coni=1,....ky Mw©®) > 0. Entonces
la conclusion del teorema anterior se verifica para el criterio de
D—optimizacion.

Demostracion.

En primer lugar hemos de verificar (2.10) y (2.11). Resulta obvio
que ¢ asi definida es creciente, veamos entonces (2.11). Eligiendo
una matriz invertible U (m x m) que diagonalice simultdneamente
a My y a M,, es decir,

U'M,U" = Diag(ay, ... ,ay); U'MyU' = Diag(by, ..., bn),

por la desigualdad de Jensen, se tiene que

a Z log(a;) + (1 — a) Z log(b;) < Z log(aa; + (1 — a)b;)

con lo que se demuestra la concavidad y su expresion equivalente
(2.12).

Las condiciones anteriores junto con (a) (que ha de verificarse para
que las iteraciones estén bien definidas), hacen que el teorema 2.4
sea aplicable y por tanto que se cumpla la monotonia.

Estudiaremos ahora la convergencia. Las condiciones (¢) y (d) son
requerimientos para asegurar la unicidad de la soluciéon y la pro-
piedad de ser definida positiva por paso al limite, que tnicamente
involucran a ¥ y se verifican de forma inmediata.

Unicamente nos falta por ver que se cumple (b). Comprobando la
condicion de la desigualdad en (2.18) se tiene que (b) se satisface
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si0 < d < 1. 816 =1, entonces (2.18) se reduce a una igualdad.
Sin embargo, comprobando las condiciones de igualdad en (2.19) y
(2.20), puede verse que la condicion (b) se satisface si ¢ es estric-
tamente creciente y estrictamente concava, esto es

My > My >0, My # My = o[M;] > @[M;]

My, My >0, My # My = p[My] < @[M] + Tr[p[M,](My — M,)]

lo cual se verifica por (2.10) y (2.12). Con lo que queda demostrada
la convergencia del algoritmo para el caso que nos ocupa. O

Acabamos de estudiar la convergencia para el caso particular de
D—optimizacién. Sin embargo, los resultados de los teoremas y
lemas anteriores se verifican para cualquier criterio diferenciable,
creciente (en el sentido de Lowener) y concavo (o convexo, segiin la
definicion de la funcion) sobre el conjunto de matrices de informa-
cion no singulares. Asi pues, [YulOa| sefiala que estas condiciones se
satisfacen para los criterios més populares como A—optimizacion o
c—optimizacién.

Algoritmo para D—optimizacién

1. Tomamos un disefio inicial w(® regular formado por un nimero

suficientemente grande de puntos, k, xi1,...,T; y pesos
w!? w” respecti
1 e Wy pectivamente.

(Zk w® = 1, k>m, w© ¢ Q+).

i=1"1

2. Calculamos la matriz de informacidn del disefio aﬂoh

k
M@ ®) =3 w™\wi) f ) £ )

y su inversa.

3. Se calcula la derivada

)

Wi

= Tr[f* (@) (VY [M (W) f (2:)]
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2.4.

con YY[M]= a‘gz[éy] y se modifican los pesos segin la

regla de actualizacidn:

5(0(©)
WV — 0 W)
S e d] (@)

Se construye el nuevo disefio w® que estarad formado
por los mismos puntos y nuevos pesos seran los calculados
en el paso anterior:

w(l) _ I To e Tk
NORNORESNG

Se comprueba si se verifica alguna de las condiciones
(ver (2.1) y (2.2)):

_m S
max, d(xr,w®) ~ n

9 _ méx, d(z, w™®) >
m

donde 7; y 72 son precisiones prefijadas.

Si se verifica la condiciones del paso anterior,
el disefio w!) estad suficientemente préximo al D—éptimo.

Si no se verifica la regla de parada anterior se
repiten los pasos del 2 al 6 actualizando w® a wm
y asi sucesivamente.

Algoritmo Combinado

Desde la aparicion de los primeros algoritmos para el calculo de
disenios 6ptimos, se han desarrollado muchos trabajos dedicados al
estudio y mejora de estas técnicas. En la seccién anterior se hacia
un anélisis pormenorizado de dos de las técnicas méas utilizadas cen-
trandonos en el caso de D—optimizacion, que es el que ha recibido
una mayor acogida debido a su interpretacion.
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Haciendo una pequena revision bibliografica de la evoluciéon de es-
tos trabajos hasta la actualidad, puede deducirse que, en general,
las lineas de desarrollo de las técnicas numéricas para el calculo
de disenos 6ptimos pueden clasificarse en dos grupos: aquellas cu-
yos fundamentos se basan en la idea original de Wynn y Fedorov
([Wyn70al, [Fed72al) y, por otro lado, las que siguen las principios
de Silvey, Titterington y Torsney [Sil78§].

De la primera corriente, la mayor parte de los esfuerzos han ido
dirigidos al desarrollo de algoritmos numéricos para la construccion
de disenos exactos y aproximados, basandose en esquemas de inter-
cambio y han sido propuestos para construir disenos D—o6ptimos.
Los trabajos de Wynn [Wyn70a], Mitchell y Miller [Mit70al|, Fe-
dorov ([FedT2al, p. 164), Cook y Nachtsheim [Co080|, el algoritmo
DETMAX de Mitchell [Mit74a] y el algoritmo de intercambio KL de
Atkinson y Donev [Atk89] son algunos de los mas destacados. Hai-
nes [Hai87] aplica el algoritmo heuristico simulated annealing para
construir disenos D—o6ptimos, mientras que Meyer y Nachtsheim
[Mey95a] definen un algoritmo ciclico coordinado para construir di-
senos D—o6ptimos y otros disenos para modelos lineales en espacios
continuos.

En cuanto a los trabajos de interés que han surgido a raiz del al-
goritmo multiplicativo, pueden destacarse los siguientes: Mandal y
Torsney [Man06] adaptan el algoritmo multiplicativo para agrupar
puntos de diseno, clusters, y mejorar asi la eficiencia de los disenos
alcanzados, Harman y Pronzato [Har07| estudian métodos para eli-
minar puntos de disenio no 6ptimos con lo que reducen considera-
blemente la dimension del problema, Dette et al. [Det08] dan una
variante del algoritmo multiplicativo tomando una longitud de paso
mayor en cada iteraciéon que mantiene la convergencia mondtona y
Torsney y Martin [Tor09b| proponen una modificacion de éste que
consiste en una aproximaciéon simultanea de puntos y pesos, que
puede utilizarse cuando existen estructuras de correlacion entre las
observaciones y cuando se buscan disenos exactos.

De la trayectoria bibliografica anterior, puede observarse que las
nuevas aportaciones van encaminadas a solventar los problemas que
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surgen de los algoritmos estandar o bien son extensiones y/o modi-
ficaciones de los mismos. Ademas, es destacable que la mayoria de
los procedimientos anteriores, siguiendo una u otra linea, van diri-
gidos o bien a la obtenciéon de puntos 6ptimos donde los pesos son
actualizados a conveniencia (corriente WF), o bien a la obtencion
de pesos 6ptimos donde se recogen casi todos los puntos del espacio
discretizado (corriente AM).

La idea de no predisponer la biisqueda de los disenos al calculo de
puntos o pesos Optimos para modificaciones de pesos deseables o
puntos prefijados (no 6ptimos) respectivamente, es la principal mo-
tivacion por la que surge el algoritmo combinado. La predisposicion
anterior es la principal causa de los problemas que presentan los
algoritmos ya establecidos. Algunos de estos problemas son la con-
vergencia lenta, el reparto del peso entre puntos de diseno similares
o la dificil eliminacién de puntos que no pertenecen al soporte.

El algoritmo propuesto se basara en ajustar convenientemente las
estrategias seguidas por los algoritmos estandar de modo que, las
propiedades conjuntas sirvan para solucionar los problemas surgidos
al emplear estos métodos de forma aislada.

Supongamos que partimos de un disefio no 6ptimo £™ con matriz
de informacion M (€M) no singular y pesos pertenecientes a ).
Supongamos también que el criterio de optimizacién considerado,V,
es diferenciable en M (& (”)). El procedimiento puede dividirse en dos
fases:

(1) Determinacién de la direccion 6ptima:

Se trata de determinar el punto x,.1 que hace méaximo el valor de
la derivada direccional Fy[M (™), f(x)ft(x)] sobre y siguiendo la
idea del algoritmo WEF. Incluyendo tal punto en el diseno actual
o dindole mayor peso, estaremos moviéndonos desde M (£™) en
la direccion de f(zn41)f* (xne1), con lo que se conseguird ganar
informacion (medida en términos de V) y, por tanto, acercarnos al
optimo.
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Para llevar a cabo el paso anterior, se necesitara una reestructura-
cion en el disefio £ que conllevara una modificacion de los pesos.
Como se estudiaba en la seccion 2.2., la eleccion del peso del nuevo
punto, a,.1, resulta ser una cuestion mas arbitraria mientras que
se mantenga la convergencia. Algunos ejemplos son las elecciones

(2.3), (2.4) v (2.5).

Los pesos se actualizaran de acuerdo a la regla

5(7‘;;1) = (1 - a/n—i-l)f(n) + ant18a, s

v la matriz de informacion de esta primera etapa serd
M(EGED) = (1= ) M(E™) + i f (@) [ (201).

(2) Determinacion de los pesos 6ptimos:

Una vez conocido hacia déonde tenemos que movernos para alcanzar
el 6ptimo, el siguiente paso serd determinar la mejor cantidad de
avance. La iteracion propuesta por el algoritmo multiplicativo re-
sulta una elecciéon 6ptima, puesto que la longitud de paso es propor-
cional a la informacién ganada. Los pesos se actualizaran conforme
a la regla definida en (2.9)

(n) (n) (n)g ( (n)
Lt Wy h(dj ,0) LD Wi h(Zj ,0)

= O = .

D D= TS D Dt )
El disefio formado por los puntos del apartado (1) y pesos calculados
siguiendo la féormula anterior lo denotaremos por 553;1). A partir

de ¢l podra calcularse la matriz de informacion M (£("H).

Tras aplicar los procesos (1) y (2) al diseio inicial £, resultara
otro disefio ™) y su matriz de informacion M (V) con el que
habremos completado una iteracion del algoritmo combinado. A

continuacion se evaluard si éste esta lo suficientemente proximo al
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o6ptimo. Este examen actuara como regla de parada, de manera que,
de no ser Y—o6ptimo se repetird el proceso hasta converger.

La justificacion de la doble optimizacion

o1 = argméx Fy[M (W), f(2) f'(2)]

W™ tal que Fp(w™,wtD) >0

tiene como trasfondo poner soluciéon a los problemas surgidos de
los algoritmos estandar. En primer lugar, el hecho de que en cada
iteracion se elijan puntos 6ptimos hace que la eleccion de los mismos
sea mas precisa (no es necesario predisponer un mallado, todos los
puntos del espacio de diseno son candidatos). En consecuencia, el
proceso es mucho més agil pues soélo se realizan actualizaciones
sobre puntos potenciales. Por otro lado, la actualizaciéon 6ptima de
los pesos resulta ser clave para acelerar la convergencia. Con esta
eleccion garantizamos acercarnos al 6ptimo, no tratandose de un
ajuste arbitrario. Ademas, se facilita la eliminacion de puntos que
no estan en el soporte (les resta su peso en pocas iteraciones) y se
reduce considerablemente la apariciéon de puntos de diseno similares
por este mismo motivo.

Una de las ventajas del algoritmo combinado es que es un procedi-
miento general, pudiendo aplicarse sobre cualquier criterio diferen-
ciable. A continuacion se describe el pseudocédigo para un criterio
U cualquiera:

2.4.1. Algoritmo

1. Tomamos un disefio inicial regular 5(0) formado por n

(0) (0)

puntos x1,...,T, y pesos w; ,...,wp Trespectivamente
0
(Z?leg V=1, n>m, w® e Qy).
2. Calculamos la matriz de informacién del disefio fm),

n

MED) = 3" W@ N ) f (2:)

i=1

y su inversa.
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3. Determinacién de la direccidén optima:

(i) Buscamos el punto

Ty = argméx Fy [M(E™), f(x)f! ()]
y calculamos el peso «a; que se darad al nuevo punto.
Elegir una sucesidén de longitud de paso verificando

(2.3), (2.4) o (2.5). Una posibilidad es considerar
1

paso arménico o = 37-

(ii) Se construye el disefio {532: =(1-a)f® +aig,, .,
formado por los puntos y pesos siguientes:

f(l) B { T Tn Tpt1 }
=3 — 0 _ ) J—
wr W = (1—a1)w§ A Wy, = (1—a1)w£) Wntl =y
(iii) Con el disefio anterior se calcula la nueva matriz
de informacién M(f&})F) y su inversa.

4. Determinacidon de los pesos Optimos:

(i) Para cada j=1,...,n+ 1 calculamos los pesos optimos
siguiendo la regla (2.9)

(n) g ¢ 7(n) (n) 4 /_(n)
L w; h(dj ,0) L w; h(zj ,0)

= o _ .
! Y wih(d,6) ! SR wMh(™ 5)
(ii) Se construye el nuevo disefio
1) _ rr ... Tpn T4l — 1
el = { WD W W) }Not ¢

(iii) Con el disefio anterior se calcula la nueva matriz
. . 1 .
de informacién M(g(c)) y su inversa.

5. Se comprueba si se verifica la condicidn

|, fre Fu[MED), /() (x)
w[M(EM)]

>

donde 7y es cierta precisidn prefijada.
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6. Si se verifica la condicidén anterior,
el disefio ng estd suficientemente proximo al ¥—optimo.

Si no se verifica, se repiten los pasos del 3 al 5
actualizando £ a 58) y asl sucesivamente.

Este trabajo se ha centrado en el criterio de D—optimizaciéon ya
que éste resulté ser mas adecuado para resolver los ejemplos reales
que se muestran mas adelante. Se realizaron pruebas para diferentes
longitudes de paso y, conforme a los resultados obtenidos, se sugiere
tomar la longitud de paso armoénico. Con esta eleccion se obtuvieron
los mejores rendimientos, de modo que sera la seleccionada para
probar la convergencia e implementar el nuevo algoritmo para el
criterio de D—optimizacion.

2.4.2. Convergencia para D—optimizacién

Teorema 2.7. (Convergencia del algoritmo combinado)
Dado un disenio inicial reqular £© formado por k puntos (k > m)
y pesos w© € QO el proceso iterativo definido por el algoritmo
combinado para el criterio de D—optimizacion converge. Esto es,

lfm det M (™) = det M(£7).

n—oo

Demostracion.

Sea 52") el diseno obtenido en la n—ésima iteraciéon del algoritmo
combinado. El siguiente diseno puede escribirse como

cnt)) _ { T ... Ty Tyl
c - (n+1) (n+1)  (n+1)
W, S W Wyt
donde z1, ..., x, son los puntos de la iteraciéon anterior,

Tpi1 = arg max )\(SIZ’)d(iIZ’, £én))
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y
1y d(s, f(wnzl)) <
wEnH) _ (n+1) —Zl s S1 1 ="n+ 1
(1— nLH) w§”) d@i Swp ) anF sii#n+1

Obsérvese que escrito de este modo se trata esencialmente de una
iteracion de WF en la que se ha definido una nueva longitud de
paso y ésta cumple (2.3):

+1
lim w™*Y = 1fm (-1 )d(mwrh we)
n— o0 n—oo ‘n+l m

(n+1)
d(Tn41, < ., _
puesto que Wenir Swr ) g4 acotado por 1. La funcion de sensibi-

lidad a lo sumo puede valer m como consecuencia del teorema de
equivalencia (observacion 1.5). Por otro lado,

oo oo
n+1
E w(n+1) — E ( 1 )d(x"+17 g‘(/[/; >) = 0
n+1 m
n=1 n=1

por ser una serie armonica con exponente —1 en n, luego divergente.

Por tanto, puesto que cualquier longitud de paso verificando lo an-
terior no perturba el resultado final del procedimiento WF, el li-
mite coincidird con el obtenido en tal procedimiento siendo éste
det M (&) por el teorema 2.3 con lo que se concluye.

O

2.4.3. Algoritmo para D—optimizaciéon

El pseudocodigo del algoritmo para el criterio de D—optimizacion:

1. Tomamos un disefio inicial regular 5(0) formado por n

t (0) (0) ti t
puntos ¥1,...,T, y pesos w; ',...,wpn respectivamente

(Z?:l wl(O) = 17 n Z m, w(o) S Q+)
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2.

4.

Calculamos la matriz de informacioén del disefio fm)

n

MED) = 3" W@ M) f0) f(2:)

i=1

y su inversa.

. Determinacidn de la direccidén Optima:

(i) Buscamos el punto z,;; donde se maximiza la funcién
Mz)d(z,£©) y calculamos el peso que se dard al
nuevo punto (paso armdnico)

ITn41 = arg meé,x)\(a:)d(:c, 5(0))
TEX

1
n+1

o] =

(ii) Se construye el disefio { (1) —-(1——a1)§m)%—a1§xn+l
formado por los puntos y pesos siguientes:

E(l) _ il .o Tn Tn41
wr wr = (1- al)w§0) e p=(01- al)ng) Wnil = Q1

(iii) Con el disefio anterior se calcula la nueva matriz de
informacién M(£(1)) y su inversa.

Determinacién de los pesos optimos:

(i) Calculamos los pesos oéptimos siguiendo la regla

1) _ —. Aay) (@) M (€7D fay)

n+1

> (@ Awf @) (€ (@)

i=1

(ii) Se construye el nuevo disefio
1 _ L1 ... Ty Tpal } -
Eant { W WD ) e 198

(iii) Con el disefio anterior se calcula la nueva matriz de
. .- 1 .
informacién Ai(fé)) y su inversa.
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5. Se comprueba si se verifica alguna de las condiciones
(ver (2.1) y (2.2)):

m >
. =N
méx, d(z, 5&1))

méx, d(z, &)

R Y
m

donde 7; y 72 son precisiones prefijadas.

6. Si se verifica alguna de las condiciones del paso anterior,
el disefio f(cl) estd suficientemente proximo al D—optimo.

Si no se verifica ninguna de las reglas de parada
anteriores se repiten los pasos del 3 al 5 actualizando
€0 a 5&1) y asi sucesivamente.

Los resultados recogidos en la préxima seccion son prueba del buen
funcionamiento y velocidad de resolucion del algoritmo combinado
para el criterio de D—optimizacion.

2.4.4. Ejemplos Numéricos para D—optimizaciéon

En este apartado se ilustra la efectividad del algoritmo combinado
en comparacion con los algoritmos WF y multiplicativo estudiados
en los apartados anteriores para algunos ejemplos de modelos de
regresion y consiederando el criterio de D—optimizacion.

Todos los algoritmos fueron implementados en Wolfram Mathema-
tica 8.0. Para cada uno de los ejemplos que se presentan a continua-
cion, se muestran las tablas con los resultados obtenidos con dife-
rentes disenos iniciales. En ellas se recogen los tiempos de ejecucion
(medidos en segundos de tiempo de CPU) y numero de iteraciones
(entre paréntesis). Se incluyen también graficos donde se muestra la
evolucion de la cota de eficiencia de los disenos alcanzados durante
las iteraciones hasta satisfacer la condicién de parada.

Un punto importante en el desarrollo de las pruebas es la condi-
cion de parada. Para ello se utilizaron las cotas de la eficiencia
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(2.2) y (2.1). Puesto que se obtuvieron resultados similares y la co-
ta de Atwood mejora la de Kiefer siguiendo la proposicion 2.1, se
omitieron las salidas obtenidas con esta ultima cota. Las pruebas
finalizaron cuando la cota de la eficiencia era igual o superior al
99 %. No fue necesario establecer un nimero méaximo de iteraciones
puesto que todos los casos de estudio convergieron al 6ptimo.

Los ejemplos realizados se han clasificado en dos grupos. En el
primero, se utilizan modelos polinémicos sencillos, estudiados en la
literatura, a modo de ejemplos ilustrativos. En el segundo grupo,
los modelos seleccionados son utilizados por los experimentadores
en numerosos ejemplos reales. Son modelos no lineales, de mayor
complejidad de calculo.

Ejemplos Tlustrativos

Con cada uno de los modelos de este apartado se realizaron varias
pruebas partiendo de diferentes disenos iniciales:

= El primero de ellos es un diseno con el niimero de puntos esta-
blecido por el teorema de Caratheodory y situados de manera
equiespaciada en la region de disefio y = [a,b]. Los pesos se
distribuyen uniformemente sobre el conjunto de puntos. Asi
pues

con n = @ + 1.

= Kl segundo se caracteriza por tener el niimero de puntos esta-
blecido por el teorema de Caratheorody para D—optimizaciéon
(més restrictivo, ver p.79 [Fed72a] ) y la localizacion de los
puntos es aleatoria dentro de la region de diseno. La distribu-
cion de los pesos es uniforme.
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R R R
5(0)_ Ty Xy L
2 1 1 1 ’
n n n
m(m+1)

con n =

2

= El tercero tiene el minimo nimero de puntos necesario para
que la matriz de informaciéon sea no singular. Dicho nimero
se corresponde con el niimero de parametros m del modelo
(teorema 1.1). A este tipo de disefios se les llama disenios
saturados. La distribucion de pesos es uniforme y los puntos
de diseno se seleccionan aleatoriamente en y.

con n =m.

Todos los disefios estan formados por un nimero pequeno de pun-
tos, con lo que se pretende estudiar la capacidad de busqueda del
algoritmo. El primero de los disenos se pensé que fuera equiespa-
ciado para analizar el comportamiento del algoritmo en caso de
tener que alcanzar puntos intermedios, partiendo de puntos que re-
corren todo el espacio de diseno situados a cierta distancia. La idea
de seleccionar los puntos aleatoriamente en los disenos 2 y 3 tiene
como trasfondo estudiar su funcionamiento para cualquier diseno
inicial arbitrario, sin ninguna predeterminacion. El altimo de ellos
se caracteriza, ademas, por considerar el menor nimero de puntos
posible. Este es el caso mas delicado, por ser el més favorable a
encontrar singularidad en la matriz de informacion.

En el algoritmo multiplicativo con el objetivo de no excluir a prio-
ri ninguno de los puntos del diseno 6ptimo, se consideran mallas
de puntos equiespaciados suficientemente grandes. En particular
n = 100 para la primera y segunda prueba y a n = 50 para la ter-
cera, queriendo estudiar en ésta ultima las diferencias con AC aun
proporcionando una pequena “ventaja” al AM (pues menos puntos
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deben ser actualizados para alcanzar el 6ptimo). Los pesos iniciales
serdn uniformemente distribuidos.

Ejemplo 1. Regresion lineal simple

El primer modelo considerado es el mas sencillo, correspondiente al
modelo lineal con dos parametros:

m(x,0) =61 + Ogx, con x = [—1,1]

X & &

Algoritmo 3

AC 1.938 (5) 3.015 (8) 225 (6)
WF  27.89 (97) 31.219 (93) 32.109 (98)
AM 8281 (52) 8937 (52) 6.609 (37)

Tabla 2.1: Resultados para el modelo de regresion lineal con dos para-

metros 7 (x, 0).

Eficiencia
[ m
[ m
0.981
[m
0.96
[ [ ] AM
0.94;. &
0.92f s = AC
: .
0.9 ¢ *  W-F
e
0.88; *
0.86f @
hd Iteraciones M

L Il L L L Il L L L Il L L L Il
20 40 60 80

Figura 2.1: Comparacion de la cota de la eficiencia para modelo 7y (x, 6)

y disefio ¢\,
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Eficiencia
0.98f m
0.96] "

i e AM
0.94

[m

[ ..0‘ [ ] A.C.
092 e

Y
090" @ ¢ W
0.8 @
086" ¢

. L e e b w1 w1 Jteraciones M

Figura 2.2: Comparacion de la cota de la eficiencia para modelo 7y (x, 6)

y disefio 550) .

Eficiencia
1.00- o
rom
|
0.95 " o
e
g m  AC
0907 oo ¢ W-F
- L 4
s
0.85f
e L . teraciones ]
20 40 60 80 100

Figura 2.3: Comparacion de la cota de la eficiencia para modelo 7y (x, 6)

v disefio §§O) .

Ejemplo 2. Regresiéon Cuadratica
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El segundo modelo escogido es el modelo de regresion cuadratica.
Este modelo es lineal en los tres pardmetros que lo integran:

ma(z,0) = 01 + 02 + 0327, con x = [~1,1]

Algoritmo 1 & &

(0) (0) (0)

AC 2718 (8) 336 (10) 211 (5)
WF  16.375 (43) 18.141 (47) 16.048 (44)
AM 7749 (A7) 7.999 (47) 7.001 (47)

Tabla 2.2: Resultados para el modelo de regresion lineal con tres para-
metros n2(x, 6).

Eficiencia
ml w
S 0000%e
095 ™ ...0. .M
rom o £ 4
[ L 4
0900 ¥ 4o o AM
, <
P e
0.85my o ¢ = AC
R
080) op & W-F
0.75F
‘e
—_——— ' Iteraciones N
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Figura 2.4: Comparacion de la cota de la eficiencia para modelo na(z, )
. .0
y diseno §§ ),
Ejemplos Reales
Como menciondbamos anteriormente, los modelos que se muestran

a continu

acion han sido frecuentemente usados por los experimen-
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Figura 2.5: Comparacion de la cota de la eficiencia para modelo 7 (x, 6)
y disefio féo).
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Figura 2.6: Comparacion de la cota de la eficiencia para modelo ny(z, )
v disefio 5:(‘)0).

tadores. Es por ello que para estos casos de estudio, se han utilizado
como disenios iniciales una clase de disenos especiales, a los cuales
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los experimentadores recurren con frecuencia para llevar a cabo sus
ensayos. Los tres primeros tipos de diseno se caracterizan por tomar
siempre los extremos del intervalo y el resto de puntos sigue una
regla definida que se describe a continuacion:

» Diseno uniformemente distribuido (U). Este disefio viene de-
finido por un parametro espacial, d, que permanece constante
y corresponde a la distancia entre cada par de puntos conse-
cutivos en el diseno.

» Diseno aritméticamente distribuido (A). En este tipo de di-
seno, el parametro espacial crece siguiendo una progresiéon
aritmética, id, a medida que crece la distancia al centro de la
region de diseno, con i = 1,2, ..., k/2. Si k, el ntimero de pun-
tos de diseno es impar, entonces el centro de x forma parte
del soporte.

» Disenio geométricamente distribuido (G). Se define como un
diseno aritméticamente distribuido salvo que el pardmetro es-
pacial crece siguiendo una progresion geométrica, d’.

» Disenio aleatorioriamente distribuido (R). Los puntos de so-
porte son aleatoriamente seleccionados en y para dar arbitra-
riedad al diseno inicial.

Para evitar la posibilidad de haber generado un diseno inicial cer-
cano al 6ptimo, se opté por dar una distribucién de pesos uniforme
para no favorecer a ningiin punto. Por otro lado, el nimero de pun-
tos del soporte fue el establecido por el teorema de Caratheodory.
Este pequeno nimero de puntos nos servird para analizar la capa-
cidad de busqueda del algoritmo. Esta clase de disenos no pueden
utilizarse al aplicar el AM por construccion de este algoritmo, de
modo que se seguira la misma estrategia que la descrita en los ejem-
plos ilustrativos.

Los resultados de los modelos seleccionados se resumen en los gra-
ficos y tablas que se muestran a continuacion. En ellos se recogen
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la evolucién de la cota de la eficiencia con las iteraciones asi como
los rendimientos computacionales obtenidos respectivamente.

Ejemplo 3. Modelo de Michaelis Menten

El modelo de Michaelis Menten (MM)

vr

ns(x,0) = Gt ) con x =[0,4] y 0 = (v, k).

se usa para predecir la velocidad de formacién de un producto por
cantidad de sustrato en una reacciéon quimica. La variable indepen-
diente, x, corresponderd a la cantidad de sustrato, el pardmetro v
denota la saturaciéon maxima y el parametro k es la conocida cons-
tante de Michaelis-Menten. Si damos como concentracion el valor
de esta constante, en este punto se alcanzara la mitad de la satu-
raciéon méxima. Para més informacion sobre cuestiones de diseno
para este modelo consultar [Fid02].

Este modelo también se utiliza frecuentemente en biologia para des-
cribir la rapidez con que se llega al equilibrio cinético en sistemas
enziméaticos y en analisis de datos de farmacos, neurotrasmisores
y receptores hormonales. Otra aplicacion la encontramos en mo-
delos compartimentales, para modelizar la razon de cambio de un
compartimento a otro.

Como puede observarse, se trata de un modelo no lineal en los
parametros por lo que se necesitaran estimaciones iniciales de éstos
siguiendo lo estudiado en la seccion 1.6. Se tomardn como valores
nominales v(g) = 0.106 y k) = 1.7.

Los disenos inciales utilizados para llevar a cabo las pruebas que se
muestran en las figuras 2.7 y 2.8 son:

O = {0,4/3,8/3,4}

O~ 0,8/5,12/5,4}

O = {0,1.41,2.59,4}
)

¢ = {0.24,2.19,2.79,3.18},



CAPITULO 2. ALGORITMOS

80
Algoritmo £ [(]0 ) io) £ g) ) fg))
AC 1.969 (8) 1.859 (7) 1.984 (8) 1.843 (7)

WF 16.359 (99) 16.499 (99) 16.391 (99) 16.844 (99)
AM 5203 (54)  5.109 (54)  5.109 (54)  5.11 (54)

Tabla 2.3 : Resultados para el modelo de Michaelis-Menten n3(x, ).
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Figura 2.7: Comparacién de la cota de la eficiencia para el modelo
o 0 0 .
ns(x,0) y disenos fl(]) y 51(4) respectivamente.
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Figura 2.8: Comparacion de la cota de la eficiencia para el modelo

n3(z,0) y disenos fg)) y Eg;?) respectivamente.
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El diseno D—6ptimo alcanzado en todas las pruebas fue un diseno
de pesos uniformes sobre los puntos x = 0.9 y 4.

Ejemplo 4. Modelo Compartimental

El dltimo ejemplo es el siguiente modelo compartimental amplia-
mente usado en farmacologia:

774(@ 9) = 93 [6—9215 - 6—9175]’ X = [07 20]

En este modelo la respuesta media mide el nivel de concentracion
de un farmaco en un compartimento de destino en el cuerpo, como
por ejemplo el higado. El interés reside en estudiar el tiempo que el
farmaco pasa dentro del compartimento, la concentracion maxima
y el tiempo transcurrido hasta alcanzarla. Fresen [Fre84| presenta
los resultados de un experimento en el que aplicd este modelo para
medir la concentracion de teofilina en sangre, un estimulante del
sistema nervioso central en caballos.

Al igual que el ejemplo anterior, se trata de un modelo no lineal
por lo que se necesitaran estimaciones iniciales de éstos. Siguiendo el
ejemplo 17.4 de [Atk07], se tomaran como valores nominales 9%0) =

1429, 0 = 0.0589 y 6" = 21.80.

Las figuras 2.9 y 2.10 muestran algunas de las pruebas llevadas a
cabo para comparar la eficiencia de los distintos algoritmos consi-
derando como disenos iniciales:

¢ = 10,4,8,12,16,20}

¢® = {0,60/11,100/11,120/11,160/11, 20}
9 = {0,5.83,9.07,10.87,14.11, 20}

€9 = {1.61,1.70,5.35,6.27,7.25,19.8}.

El disefio D—6ptimo alcanzado realizaria 1/3 de las observaciones
sobre t = 0.2, 1.4 y 18. En este ejemplo, el algoritmo WF no fue
capaz de obtener un diseno suficientemente cercano al 6éptimo, de
modo que los resultados fueron omitidos.
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Algoritmo () ) o) )
AC 13.734 (81)  15.969 (90)  18.109 (93)  15.188 (90)
WF S S S -

AM 90.859 (1001) 90.562 (1001) 92.923 (1001) 90.906 (1001)

Tabla 2.4 : Resultados para el modelo compartimental ny(x, 6).

Eficiencie Eficienciz
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0.999, 0.999
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Figura 2.9: Comparacion de la cota de la eficiencia para modelo ny4(x, 6)
o 0) (0 .
y disefios §;” y £’ respectivamente.
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Figura 2.10: Comparaciéon de la cota de la eficiencia para modelo
.0y (0) .
na(x,0) y disefios £’ y &}, respectivamente.
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2.4.5. Conclusiones

Como puede comprobarse en las tablas 2.1-2.4 y graficos 2.1-2.10,
el algoritmo combinado supone una mejora sustancial con respecto
a los algoritmos multiplicativo y Wynn-Federov para el criterio de
D—optimalidad. Se obtuvieron mejores resultados en todos los ca-
sos de estudio, de lo cual se deduce que el buen funcionamiento del
algoritmo propuesto es independiente del diseno inicial (n°® puntos,
localizacion y pesos) y del modelo elegido.

Cabe destacar que para el dltimo de los ejemplos no fue posible
calcular disenos 6ptimos con el algoritmo de WF ya que su dificultad
de céalculo excedia las limitaciones computacionales. Esto pone de
manifiesto la limitacion de este algoritmo para el calculo de disenos
optimos.

El algoritmo multiplicativo resulto ser considerablemente més rapi-
do que el WF. Sin embargo, el algoritmo combinado super6 el mejor
de los casos anteriores incluso cuando se fue mas tolerante con éste
altimo (ver ejemplos ilustrativos, caso &go) con n = 50). También
cabe destacar que la variacién de tiempo que experimenta el AC
desde el modelo mas sencillo al mas complejo (m;(x,8), na(x,0),
ns(x,0), na(x,0) en este orden) es relativamente pequena.

Con el nimero de iteraciones existen ligeras diferencias con respecto
a lo establecido en el parrafo anterior para el tiempo de ejecucion
en el ultimo ejemplo. No obstante, esto no afecta a efectos de la
eficiencia por lo que podemos decir que se mantiene el mismo com-
portamiento.

Las graficas ratifican los resultados recogidos en las tablas. En ellas
puede observarse como el AC alcanza rapidamente la eficiencia re-
querida mientras para el AM y WF se prolonga en las iteraciones
y, por tanto, en el tiempo. Esto conlleva un coste computacional
que es reducido significativamente con el algoritmo combinado. En
las figuras 2.4 y 2.6 puede contemplarse como el WF manifiesta un
comportamiento oscilatorio, lo que conlleva a una parada prema-
tura del proceso obtiéndose menor nimero de iteraciones y menor
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tiempo comparando con otras pruebas pero que, en ninguin caso,
supera los resultados obtenidos con AC.

La eficiencia del algoritmo combinado ha sido probada a través de
numerosos ejemplos para el criterio de D—optimalidad. Sin embar-
go, el algoritmo propuesto puede aplicarse a cualquier criterio de
optimalidad diferenciable como se detall6 anteriormente. En este
sentido, se estd implementando para otros criterios. En particular,
se han realizado estudios preliminares para A—optimizacién. Como
linea de investigacion futura se pretende analizar su eficiencia para
un amplio abanico de criterios asi como la prueba de su convergen-
cia.



Capitulo 3

Experimentos con Mezclas

3.1. Introduccion

La formulacién 6ptima de productos para su puesta en el merca-
do es un reto que afrontan a diario diferentes areas de las ciencias
experimentales y la ingenieria. La busqueda de la composicion 6p-
tima de fertilizantes es fundamental para el correcto desarrollo de
cierto cultivo, la formulacion 6ptima de un farmaco para mantener
las propiedades de solubilidad requeridas o la eleccion de las canti-
dades que representen a las distintas familias de hidrocarburos en
un combustible de sustitucion son algunos de los ejemplos que sur-
gen en la ingenieria agréonoma, en la industria farmacéutica y en la
industria petroquimica por citar algunos.

El objetivo fundamental que se persigue en la etapa experimental
es determinar qué composicion (o composiciones) explican adecua-
damente la caracteristica de interés del producto final en cuestion.
En otras palabras, identificar las proporciones de las mezclas que
mejor describen la propiedad objeto de estudio. Formalmente, un
problema de mezclas es aquél en el que las variables controlables por
el experimentador son no negativas, pertenecen al intervalo [0, 1] y
son dependientes entre si a través de la relacion 1;p = 1, siendo
1, = (1,...1) € Ry p = (p1,....,pg)" €l vector de proporciones

85
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relativas en una mezcla de ¢ ingredientes. Por tanto, la region de
disenio x se trata de una region restringida, conocida como simplex
(¢ — 1)—dimensional

S={pel1]’: 1p=1}.

Como se verd mas adelante, en algunos problemas reales existen
restricciones addicionales sobre los componentes, 0 < L; < p; <
U <1,1=1,...,qsiendo L; y U; una cota inferior y superior res-
pectivamente del ingrediente i—ésimo. A este tipo de problemas los
denominaremos problemas de mezclas restringidos. Estas situacio-
nes se producen fundamentalmente debido a limitaciones propias
del experimento o bien debido a la disponibilidad de los ingredien-
tes.

El diseno de experimentos con mezclas es un problema relativa-
mente joven que comienza a estudiarse a mediados de los anos 50.
En 1955, Claringbold estudié los beneficios de utilizar una clase de
disenios “especiales” que denomina simplex designs en lugar de los
populares disenos factoriales sobre un caso practico relacionado con
el suministro de cierta clase de hormonas en ratones [Cla55|. Sin
embargo, el padre del diseio de mezclas es Henry Scheffé [Sch58],
[Sch63]. Scheffé establecio los fundamentos de este tipo de proble-
mas y los analizdé desde un punto de vista de diseno clasico. Su
principal contribuciéon fue definir una nueva clase de disenos que
presentan buenas propiedades sobre una clase de modelos que tam-
bién propone. Los estudiaremos en profundidad en las proximas
secciones. Kiefer es pionero en aplicar la teoria de diseno 6ptimo
en experimentos con mezclas (Parte II [Kie61]). En este trabajo
el autor calcula los primeros disenos D—o6ptimos en problemas de
mezclas sencillos a través del Teorema General de Equivalencia.

Una de las revisiones més completas realizadas para este tipo de
problemas la encontramos en Cornell [Cor02]. Siguiendo a Cornell,
un experimento con mezclas lo consideraremos como aquél en el que
la respuesta depende tinicamente de las proporciones relativas de
los ingredientes que integran la mezcla y no de la cantidad total de
mezcla. Como se verd més adelante, existen multitud de variantes
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a partir de esta definicion. La mayoria de ellas se derivan de situa-
ciones reales como, por ejemplo, problemas en los que se consideran
variables-factor en el diseno, experimentos en los que la cantidad
total de mezcla es variable, etc. (Véase [Vuc83|, [Pre98] y [Pie87]).

3.2. Disenos de Mezclas

Un disenio de mezclas es una regla de asignaciéon de unidades ex-
perimentales a los tratamientos que, en este caso, corresponden a
diferentes mixturas presentes en el simplex. En funcién de cudl sea
la regla de asignacién que menciondbamos antes, existen varias cla-
ses de disenos distinguidos.

3.2.1. Disenos Simplex Lattice (DSL)

Sea m > 1 un nimero entero. Un reticulo {g, m}—simplex lattice
estd formado por la colecciéon de puntos cuyas coordenadas son
miultiplos enteros de 1/m

{peS, p==,0<j<m, 1<i<q}

J
m
Definicion 3.1. Un diseno {q, m}—simplex lattice es aquél que tie-
ne los puntos de soporte sobre un reticulo {q, m}—simplez lattice.

Los disefios que satisfacen la definicion anterior fueron introducidos
por Scheffé en 1958 [Sch58|. La figura 3.1 muestra algunos ejemplos
de esta clase de disenos. En esta figura, los vértices del simplex
representan los componentes puros, las aristas corresponden a las
mezclas binarias de los componentes cuyos vértices se unen y los
puntos interiores son las mezclas de tres ingredientes.
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(3,2} -DSL {3,3}-DSL {3,5}-DSL

Figura 3.1 : Ejemplos de disenos simplex lattice.

3.2.2. Disenos Simplex Centroid (DSC)

En un diseno simplex centroid, los puntos de diseno seran subcon-
juntos no vacios de ¢ componentes verificando que los ingredientes
presentes en la mezcla deben estar representados en la misma pro-
porcién.

Definicion 3.2. Un diserio {q, m}—simplex centroid (1 < m < q)
se define como el conjunto de puntos de S que tienen m coordenadas
iguales a 1/j, 7 =1,....,m, y las ¢ — m restantes nulas.

Los puntos de la forma (1/m,...1/m,0,...0) (o cualquier permu-
tacion de sus coordenadas) son los centroides de los simplex de
dimension menor o igual que m — 1, también conocidos como ba-
ricentros de profundidad menor o igual que m — 1. Scheffé [Sch63|
introdujo esta clase de disenos en el caso ¢ = m. Algunos ejemplos
de este tipo de disenos se muestran en la figura 3.2.

3.2.3. Disenos Axiales

En los disenos anteriores, todos los puntos de diseno se localizan
sobre los vértices, aristas y caras del simplex a excepcion del cen-
troide global, (1/q,...,1/q), que se encuentra en el interior. Esta
nueva clase de disenos se caracteriza por tener todos los puntos de
soporte en el interior del simplex. Se denominan ejes del simplex a
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{3,2}-DSC {3,3}-DSC

Figura 3.2 : Ejemplos de disenos simplex centroid.

las lineas imaginarias que se extienden desde cada (0, ..., 1(”7 ., 0)
hasta cada (ﬁ, 0 q_%), Vi=1,...,q. La longitud del eje es
precisamente la minima de las distancias desde cualquier vértice al

lado opuesto.

Definicién 3.3. Un diseno azial es aquél cuyos puntos de diseno
se sitian sobre los ejes que unen los puntos p; = 0, p; = q%l para
todo j # i hasta el vértice p; = 1, p; = 0 para todo j # i. Por tanto,
los puntos del soporte son de la forma

1+(q-1DA 1-A  1-A —1
) AR GS; _<A<1,
t q q q ) q—1 }

y todas sus permutaciones, donde /\ es la distancia de cada punto
la centroide.

A se mide en unidades de p; y el valor méximo que puede alcanzar
es %. Este tipo de disenos fueron propuestos por Cornell [Cor(2].

A lo largo de esta tesis, nos referiremos a esta clase de disenos (3.2.1,
3.2.2, 3.2.3) como “disenos clasicos o diserios estandar”. Este tipo de
disenos han sido frecuentemente utilizados por los experimentadores
ya que aseguran la estimacion de los pardmetros para cierta clase
de modelos que revisaremos a continuacion [BS14].



90 CAPITULO 3. EXPERIMENTOS CON MEZCLAS

Figura 3.3 : Ejemplo de disefio axial con A =1/3.

3.3. Modelos de Mezclas

En un problema de diseno de mezclas, como en cualquier problema
de diseno, debe establecerse a priori un modelo que describa la
relacion composicion-respuesta. Sea

y(p) = 0'n(p) +<(p),pe S

la respuesta observada, donde n(p)* = (n1(p), ..., ne(pP)) es un vector
de k funciones de p linealmente independientes, ' = (6,,...0;) es
el vector de parametros desconocidos y £(p) es el término de error
que asumiremos que satisface las condiciones de Gauss-Markov.

Como para cualquier experimento, la seleccién de un modelo correc-
to es muy importante en un experimento con mezclas. En general,
los polinomios suelen ser modelos apropiados, pero no para todos
los sistemas de mezclas. La dificultad en la interpretacion de estos
modelos surge de la restriccion > 7, p; = 1, la suma de los compo-
nentes de la mezcla debe ser la unidad. De modo que no podemos
alterar una proporcién sin variar al menos otra. A continuacion,
describiremos brevemente los modelos méas utilizados para este tipo
de comportamientos.

Los modelos polinémicos son por excelencia los modelos més utiliza-
dos en la literatura ya que son suficientemente flexibles en multitud
de situaciones practicas [Don89]. Ademés, si la superficie de res-
puesta es lo suficientemente suave en una regiéon de S, cualquier
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modelo puede aproximarse localmente por su desarrollo en serie de
Taylor, de modo que la podemos representar por un polinomio (ver
la seccién 1.6).

3.3.1. Polinomios Canénicos de Scheffé

Los polinomios ordinarios no resultan ser adecuados en problemas
de mixtura puesto que estdn sobreparametrizados. Si consideramos
un polinomio completo de grado n

n(p.60) = 6+ Z 0ip; + Z 0:jpip; + Z 0ij1piDi Pk +

1<i<q 1<i<j<q 1<i<j<k<q

+...+ Z Hilig...inphpiz--'pin ) (3-1)

1<ii<ia<...<in<q

q+n . L
con n = m parametros, la restriccion

Zpi =1 (3.2)

implica que los parametros en (3.1) no pueden determinarse de ma-
nera tnica. Para solucionar este inconveniente, Scheffé [Sch58| pro-
pone una reparametrizacion de los polinomios ordinarios utilizando
(3:2) y pf = pi(1 = 3_,.; p;) que reduce el nimero de parametros

g+n—1\ _ (fq+n\ [(qg+n—1
qg—1 \n n '
A esta clase de polinomios se les conoce como polinomios candnicos
de Scheffé. A continuacion se muestran los polinomos de Scheffé
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més utilizados:

Noe®B) = D Bips (3.3)
1<i<q

Moo (P B) = Z Bipi + Z Bijpip; (3.4)
1<i<q 1<i<j<q

Ny (P, B) = Z Bipi + Z Bijpip; + Z di5ipj (i — p;)
1<i<q 1<i<j<q 1<i<j<q
+ Y Burpipink (3.5)
1<i<k<j<q

Newp (P:B) = Z Bipi + Z Bijpip; + Z BijkpipiP-
1<i<q 1<i<j<q 1<i<k<j<q

(3.6)

Los subindices S1C, S2C, S3C' y S3E se refieren a los modelos
de Scheffé lineal, cuadratico, ctibico (completos) y ciibico espe-
cial respectivamente. Este ultimo se obtiene omitiendo el término
pip;(pi—p;) en (3.5) y puede generalizarse para polinomios de grado
mayor que 3 omitiendo los términos intermedios correspondientes.

Los parametros de los modelos anteriores contienen informacion
importante sobre la respuesta. Los [3; representan el valor de la
respuesta esperada cuando la mezcla sea pura en el componente
i—ésimo. Los f3;; cuantifican el efecto que tiene sobre la respuesta
la presencia del ingrediente :—ésimo sobre el j—ésimo. En este sen-
tido, se dice que mide el “exceso” que se produce en la respuesta con
esta mezcla binaria. Cuando 3;; > 0 se dice que hay sinergismo al
mezclar los ingredientes ¢—ésimo y j—ésimo, mientras que en caso
contrario se dice hay antagonismo entre estos dos ingredientes. Sin
embargo, si el efecto de sinergismo o antagonismo cambia depen-
diendo de la cantidad de cada componente en la mezcla binaria, el
polinomio de segundo orden resulta insuficiente para explicar este
fenomeno. Los coeficientes d;; del modelo cibico explican precisa-
mente este cambio en el exceso. Por tltimo, los coeficientes ;i
corresponden a la interacciéon que se produce en la respuesta por
esta mezcla ternaria.
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Scheffé [Sch58] propone los disefios {gq, m}—simplex lattice para
ajustar polinomios de Scheffé de orden m completos en ¢ compo-
nentes argumentando que existe una correspondencia uno a uno
entre ambos:

Polinomio de Scheffé Disefio Simplex Lattice
q n° variables explicativas n° ingredientes (mezcla)
m grado polinomio n® fracciones entre 0 y 1
1 -
<q + Z ) n° parametros n® puntos de diseno

Tabla 3.1: Correspondencia entre polinomios canénicos de Scheffé com-
pletos y disefios simplex lattice

De la tabla 3.1 se deduce que los disenos simplex lattice son dise-
nos saturados para esta clase de modelos (el nimero de parametros
es igual al nimero de puntos de diseno). Esta situacién permite
establecer formulas generales para expresar los parametros de un
polinomio de orden m y ¢ componentes en funciéon de la respues-
ta observada en los puntos de un diseio {q, m}—simplex lattice
[Sch58].

Mas tarde Scheffé introduce los disefios {gq, m}—simplex centroid
considerando ¢ = m [Sch63]. Procediendo como en el trabajo an-
terior, define una clase de polinomios candnicos asociados para los
que esta clase de disenos son saturados:

Ny, P:8) = Z Bipi + Z Bijpip; + Z BijkpiDi k-

1<i<q 1<i<j<q 1<i<k<j<q
+.oo 4 Biogpip2 - - - Dg (3-7)

Estos son la generalizacion del polinomio ctibico especial (3.6) pa-
ra orden ¢. El numero de puntos de diseno, o lo que es lo mismo,
el nimero de parametros del modelo, es 27 — 1. Los coeficientes de
regresion en (3.7) estan univocamente determinados por las respues-
tas observadas en un {q, ¢} —simplex centroid. Las formulas para su
calculo las podemos encontrar en [Sch63].
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Las propiedades anteriores han conducido a los experimentadores
a adoptar sisteméticamente en sus ensayos esta clase de disenos
“estandar” considerando, para modelizar las respuestas, sus polino-
mios candnicos asociados. Aunque en [Schb8|, [Sch63] se ha probado
que estos disenos son validos para estimar los parametros de forma
unica, en la mayoria de los casos se desconoce si éstos producen un
resultado 6ptimo con respecto a los criterios establecidos en la sec-
cion 1.4. para el modelo considerado. En este sentido, s6lo se han
establecido comparativas en relacién a otras mezclas utilizadas en
la literatura. A esto nos referimos cuando indicamos que el diseno
de mezclas ha recibido un enfoque clasico del problema.

Existe una clase de polinomios alternativos a los polinomios de
Scheffé que se conocen como polinomios candnicos con término
constante [Sne74]. Se construyen a partir de los de Scheffé, elimi-
nando la la dependencia de por ejemplo, p, en funcion de las otras
variables: p, = 1 — ZZ 1 pi- De modo que se obtienen polinomios
del mismo grado y mismo nimero de pardmetros en una variable
menos

N, (P.a) = ag+ Z Q5 p; (3.8)
1<i<g—1
Qo = 6{17 =0 — qu
qg—2 q—1
77H2 (p7 a) = oo+ Z a;p; + Z Z Qi PiPyj + Z &llpz
1<i<qg—1 =1 j=i41 1<i<qg—1
Qy = qu Q; = ﬂz - ﬁq + Biqv (39)

aij = Bij— (Big + Biq)s i = —Bigs

q—2 q—1
Nyew (P Q) = Qg+ Z Oéipri-z Zaijpipj+ Z iipy

1§7L§q—1 i=1 j=i+1 1<i<q—1
qg—3 q¢—2 g—1

q—2
+ Z Z Aszlpj pl_l—p] +Z Z Z Qi PiPj Pk

=1 j=i+1 i=1 j=i+1 k=j+1
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Qo = qu a; = fi — Bq + Biqa Q= _51;(1, (310)
iy = Bij— (Big + Big) + Bijk,  Xij = —Bijrs
ik = Bijk — (Bijq + Bivg + Bikq),

que se corresponden con los modelos (3.3), (3.4) y (3.6) respectiva-
mente. El modelo de Scheffé ctibico completo (3.5) y su correspon-
diente con término constante son equivalentes [Cor02]. La inclusion
de la letra H en los subindices se refiere a modelos con variable de
holgura, ya que algunos autores prefieren utilizar esta terminologia
para nombrar esta clase de modelos.

Los modelos de Scheffé y con término constante son equivalentes
puesto que reproducen la misma superficie de respuesta. Sin em-
bargo, aunque unos coeficientes 3;, ; pueden escribirse en funcion
de los otros ay, ;. y viceversa, la interpretacion de los mismos no es
equivalente. Por tanto, los disenos 6ptimos considerando esta cla-
se de modelos pueden variar con respecto a los obtenidos con los
modelos de Scheffé, pues gran parte de los criterios de optimiza-
cion utilizados persiguen la estimacion 6ptima de los parametros
del modelo y éstos son diferentes.

3.3.2. Modelos de mezclas de Cox

Otra variante muy similar a la anterior en forma, pero muy distinta
en términos de interpretacion, es la que propone Cox [Cox71]|. En
esta clase de modelos los parametros representan los cambios que
se producen en la respuesta cuando ésta cambia al evaluarse sobre
un punto del simplex con respecto a otro. Considérese el modelo de
Cox de primer orden

q
N, (P,o) = ao+ Z Q;p;- (3.11)
i=1

El parametro a; en (3.11) mide el efecto que se produce en la res-
puesta cuando cambia la proporcion del componente ¢—ésimo, sa-
biendo que este cambio implica un cambio en al menos uno de los
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g — 1 componentes restantes. Sea n(p, &) y n(t, &) la respuesta es-
perada en dos puntos del simplex py t € §. El cambio producido
en la respuesta esperada es

An(p, ) = n(p, @) = nt, @) = a; D+ a(p; — 1)
J#i

donde A; = p; — s;. En este tipo de modelos suele asumirse que
se verifica Y 7, a;t; = 0, de modo que An(p,a) = a; A; /(1 —
t;). Asumir la condicion anterior significa que ag representa en el
modelo el valor de la respuesta en t, mientras que el cambio en
la respuesta en otro punto cualquier otro punto es An(p,a) =
a; 1N\; /(1 —t;). El gradiente de ¢t a lo largo de la direccion del
llamado efecto de Cox para p; es a; A; /(1 —t;) y mide el cambio
en el valor de la respuesta por unidad de cambio en p;.

Cuando resulta més adecuado considerar un modelo cuadratico pa-
ra explicar la respuesta,

q q q
N, [P, a) =a+ Z a;p; + Z Z Qipips, iy = iy (3.12)
i=1

i=1 j=1

el cambio producido, An(p, a), contiene el término adicional a;; A?
/(1 —1t;)%, de modo que

D(p.c) = nlt,a) + (77) Ai+(—g) A

(1—t;)°

La cantidad A; A\; +B;/A? mide el cambio esperado en la respuesta
cuando la proporcion del i—ésimo componente se cambia A; canti-
dad.

Por otro lado, los modelos de Cox reproducen superficies de res-
puesta idénticas a los modelos de Scheffé al igual que ocurre con
los modelos incluyendo término constante. De modo que la tnica
diferencia radica en la interpretacion de los parametros, siendo los
modelos de Cox mas adecuados para reflejar el efecto de los com-
ponentes sobre la respuesta.
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3.3.3. Modelos de mezclas con funciones homo-
géneas

En algunos casos particulares se ha observado que los modelos po-
linébmicos no explican adecuadamente el efecto aditivo de un com-
ponente ademas de la curvatura de la superficie de respuesta. Un
modelo se dice aditivo en el componente p; si puede expresarse de
la forma

n(p,B) = f(p1;8) + g(p2; -, pg; B).

Si f fuese una funciéon constante, entonces se dice que p; es un
ingrediente inactivo en la mezcla, es decir, p; no afecta al resultado
de la respuesta.

Para estudiar las propiedades de aditividad-inactividad de las mez-
clas, Becker |Bec68| propone utilizar la siguiente clase de modelos

n,0.8) = Y Bpit+hi(p)+ ..+ ha(p) (3.13)
1<i<q

N, DB = Zﬂime Z Bij(pi + pj)hij(pi, p;)
1<i<q 1<i<j<q

+... 4+ Bia (1 + o+ pg)haz q(p1, .. Dg)(3.14)

donde h; y h;; son funciones homogéneas. Una funcion es homogénea
de grado m si satisface que f(ap,...,ap,) = a™(p1,...,y), siendo
a > 0. Algunas de las funciones homogéneas més utilizadas son:

Pi

. h<pz7p]) = pitp;’

w h(pi,pj) = man(p;, p;).

Las funciones anteriores garantizan la invarianza en la interpreta-
cion de los coeficientes cuando se incorpora a la mezcla el compo-
nente aditivo.
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3.3.4. Modelos de mezclas con términos inversos

Draper y St. John [Dra77| introducen en los polinomios de Scheffé
términos que reflejan cambios bruscos en el comportamiento de la
respuesta cuando uno o mas ingredientes de la mezcla se acercan a
la frontera del simplex (n — 400 cuando p; — 0). Los modelos que
sugieren son:

n,.8) = Y @pﬂrZBz (3.15)

Di

1<i<q
N.e®B) = Y Bpi+ Y Bypipi+ Zﬁ_ (3.16)
1<i<q 1<i<5<q
N4 (P, B) = Z Bipi + Z Bijpip; + Z 0i;pipj (Pi — Pj)
1<i<q 1<i<j<q 1<i<j<q
+ D Burpipipk + Z 6_ (3.17)
1<i<k<j<q
Ny (P:B) = Z Bipi + Z Bijpip; + Z BijkpiDjPw
1<i<q 1<i<j<q 1<i<k<j<q
q
1
+Zﬁ_¢; (3.18)
i=1 ¢

donde el término en 1% explica el cambio extremo que se produce en
1

la respuesta cuando el ingrediente i—ésimo se acerca a los bordes

del simplex. Esta clase de modelos estan definidos sobre la region

Si(0)={peS, pi>0,0<6<—, i=1,..,q}

ya que, por construccion, no pueden tomar valores en la frontera del
simplex. [Dra77] y [Cha94| proponen disefios axiales para ajustar
los modelos anteriores, ya que éstos exploran el interior del simplex.
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3.3.5. Modelos log-contrast

Si ademas de reflejar el comportamiento drastico de la respuesta en
la frontera del simplex se requiere explicar el efecto de aditividad-
inactividad de los componentes, los modelos anteriores resultan ser
inapropiados. Los modelos log-contrast se definen a partir de los
polinomios canénicos haciendo la transformacion z; = log(p;/py),
donde el denominador p, se elije de forma arbitraria:

n,®B) = B+ Z Bizi

1<i<g—1
n,»8) = B+ Z Bizi + Z Bijziz;-
1<i<q-1 1<i<j<q—1

Los modelos anteriores pueden expresarse de manera equivalente
en las formas simétricas

n, (0.B) = B+ > Bilog(p), (3.19)
1<i<q
n,®B8) = b+ Z Bilog(p:) + Z Bij(log(pi) — log(p))?,
1<i<q 1<i<j<gq
(3.20)

verificando que 219'91 B; = 0. La simetria de las formas anterio-
res implica que todos los términos son independientes del divisor
elegido. Esta clase de modelos no esta definida en los puntos de la
frontera del simplex, de modo que la region de disenio sera

r ..
SL<5) = {p € S: J Spl/p] S < L] = 17 ey 4, o€ (07 1)}

=2

Chan [Cha88| obtiene los disenos D— y A—optimos a través de
una nueva version del teorema general de equivalencia que utiliza
el principio de dualidad. La clase de disenos 6ptimos obtenidos son
axiales como cabria esperar, pues esta clase de modelos s6lo estan
definidos en puntos interiores del simplex.



100 CAPITULO 3. EXPERIMENTOS CON MEZCLAS

3.3.6. Polinomios de Kronecker

Draper y Pukelsheim [Dra97] proponen una clase de modelos basa-
dos en el dlgebra de Kronecker de vectores y matrices. El principal
rasgo que los caracteriza es que los regresores son funciones homo-
géneas de p;, 1 = 1,...,q. Los términos del modelo se construyen a
partir del vector p ® p (m? x 1) formado por los cuadrados y los
productos cruzados de los componentes de p con los subindices or-
denados lexicograficamente. Los modelos de Kronecker de primer,
segundo y tercer orden son

My (p,0) = p'6= Z 0:pi (3.21)
1<i<q
n,»86) = (Pep)0= > O (3.22)
1<i<j<q
n,00) = (PepeP)0=">  Oupppe (3.23)
1<i<k<j<q

respectivamente. Si 6;; = 0;;, hay una correspondencia uno a uno
entre los coeficientes de los polinomios de Scheffé y los de Kronec-
ker (ver [Dra97|). En el caso del modelo de primer orden, ambos
coinciden.

Los polinomios de Kronecker presentan dos ventajas frente a los po-
linomios de Scheffé. La primera de ellas es consecuencia inmediata
de la propiedad de homogeneidad. Si la suma de los componentes
fuese A # 1, entonces el resto de términos se veran afectados en
la misma proporcién A%, siendo d el orden del polinomio. Por otro
lado, éstos reflejan mejor la simetria del problema por construc-
cion del producto de Kronecker. Por el contrario, los modelos de
Kronecker se encuentran mucho mas sobreparametrizados que los
de Scheffé. Al haber mayor nimero de parametros implicados en
el modelo, mayor niimero de observaciones seran necesarias para
construir un diseno.
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3.3.7. Modelos de mezclas con variables-proceso

Cuando ademas de las propoporciones relativas de los ingredientes
en una mezcla intervienen otras variables que afectan a la respuesta,
varios autores proponen otra clase de modelos para medir el efecto.
Vuchknow et al. [Vuc83| proponen utilizar

n,(p,B) = Z Bipi + Z Bijpip; + Z Biipi,

1<i<q 1<i<j<g+r q+1<i<qg+r

(3.24)

donde p € Sy pg+1, ..., Dg+r son variables-proceso. Otro enfoque es
el que plantean [Joh83|, [Joh84] con el modelo

n,(0,8) = ns0pB)+ o(2), (3.25)

siendo z la variable-proceso que s6lo puede tomar ciertos niveles
de valores. Ingredientes y variables procesos no tienen interaccion
entre si, pero ambas contribuyen para explicar la respuesta.

3.3.8. Modelos en los que interviene la cantidad
de mezcla

En ocasiones, la cantidad de la mezcla tiene un efecto positivo o
negativo sobre la respuesta que es necesario tener en cuenta en la
etapa de diseno. Piepel y Cornell [Pie85] proponen reemplazar los
coeficientes de los modelos polinémicos de Scheffé por

BiC)= > Bimfm(C),

0<m<r—1

siendo C' la cantidad de mezcla, f; ,, los pardmetros del nuevo mo-
delo, r el nimero de niveles del factor C' y f,,(C) una funcion
elegida convenientemente para reflejar el efecto de la cantidad de
mezcla sobre la respuesta. Algunos ejemplos son f,,(C) = C™ o

fm(C) = (log(C))™.



102 CAPITULO 3. EXPERIMENTOS CON MEZCLAS

3.3.9. Directrices para la eleccién de un modelo

El modelo considerado resulta fundamental en la etapa de diseno,
puesto que los disenos 6ptimos dependen fuertemente de esta elec-
cion. Aunque la forma de la respuesta depende del fené6meno que va
a analizarse y, por tanto, de cada experimento en particular, pue-
de establecerse una clasificacion muy general conforme a distintas
caracteristicas que distinguen unos modelos de otros.

Si el interés reside en realizar un anélisis exploratorio o en estudiar
cambios drasticos en la respuesta en cierta region del simplex, en-
tonces se requeriran modelos con propiedades especificas. En este
caso, los modelos homogéneos, con términos inversos o log-contrast
deberian ser considerados. Si no se conoce ninguna peculiaridad so-
bre el comportamiento de la respuesta y ésta es lo suficientemente
suave, lo modelos polinémicos resultan ser los mas versatiles pa-
ra todo tipo de situaciones. En cuanto a la eleccion del orden del
polinomio, los modelos cuadraticos son los mas utilizados debido
a la interpretabilidad directa de sus coeficientes. Ademas, se des-
aconseja considerar polinomios de grado 3 o superiores ya que el
niimero de parametros involucrados crece considerablemente y, por
tanto, mayor nimero de observaciones serdn necesarias para dise-
nar el experimento. En esta tesis utilizaremos dos tipos de modelos
polinémicos que reproducen la misma superficie de respuesta, los
modelos de Scheffé y los modelos con término constante. Se consi-
deraran también modelos no lineales que siguen ciertos fenémenos
fisicos que analizaremos en determinados problemas reales.

Por otro lado indicar que el resto de modelos estudiados en esta sec-
cion pueden ser muy utiles en las situaciones especificas que se han
mencionado. Estos modelos los estudiaremos en trabajos futuros.



3.4. DISENOS OPTIMOS PARA MODELOS DE MEZCLAS 103

3.4. Disenos 6ptimos para modelos de
mezclas

Vamos a realizar una breve revision de los resultados mas impor-
tantes obtenidos con los modelos y disenos anteriores, atendiendo
a los criterios de optimizacion que estudiamos en el capitulo 1. En
primer lugar, nos centraremos en los modelos de Scheffé, que son
los que han recibido mayor atenciéon en la literatura de experimen-
tos con mezclas. Como mencionabamos anteriormente, Kiefer es el
primero que aplico las herramientas de disenio 6ptimo a este tipo de
problemas. Este demuestra que el {q, 1} —simplex lattice es el diseno
U, —o6ptimo para el modelo de primer orden (3.3) [Kie61]. También
obtiene que el {q, 2} —simplex centroid y el {q, 3} —simplex centroid
son los D—6ptimos para el modelo cuadratico (3.4) y el especial
cubico (3.6) respectivamente. Lim |Lim90| y Mikaeili [Mik93| cen-
tran sus trabajos en el modelo ctbico completo (3.5) y calculan los
D—optimos. Goos et al. [PG16] calculan disefios [—6ptimos para
los modelos (3.3)-(3.6) considerando el problema exacto y aproxi-
mado. Sin embargo, cabe resaltar que, no existen resultados para
polinomios de grado general bajo ninguno de los criterios de opti-
mizaciéon estudiados.

Una de las principales dificultades que presenta este tipo de pro-
blemas es que, cuando se busca un diseno exacto de n puntos con
mezclas de ¢ componentes, el nimero de variables en el proble-
ma de optimizaciéon es muy elevado, nq. Debido a ello, muchos
trabajos consideran disenos aproximados con el objetivo de de-
terminar los pesos 6ptimos para un diseno prefijado, normalmen-
te un diseno elegido entre una clase de disenios estdndar. De es-
te modo, el nimero de variables en el problema de optimizaciéon
se reduce a n. Algunos de los trabajos mas destacados que persi-
guen este objetivo para el modelo cuadratico (3.4) son el de Kiefer
[Kie61] que considera el diseno {3,2}-simplex centroid y el crite-
rio de D —optimizacion, Yu y Guan [Yu93| para el {3, 2}-simplex
centroid y A—optimizacion y Gail y Kiefer [Gai77| para el {q, ¢}-
simplex centroid y W,—optimizacion. En cuanto a criterios basa-
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dos en la respuesta, Lambrakis [Lam68|, [Lam69] calcula los pe-
sos [—o6ptimos para una clase de disenos especiales consideran-
do el modelo cuadratico (3.4), mientras que Laake |Laa75] lo ha-
ce para del modelo cibico completo (3.5). Guan y Liu [Gua89],
[Gua93| calculan los pesos D— y A—o6ptimos considerando el dise-
no {q,q}—simplex centroid para el modelo polinomico general de
grado ¢ — 1 y Liu y Neudecker [Liu95| realizan este mismo trabajo
para [—optimizacion. Goos et al. [PG16| calculan y revisan todos
los trabajos anteriores para éste tltimo criterio.

En relaciéon a los modelos con término constante y los modelos
de Cox, no se han obtenido resultados conforme a los criterios de
optimizaciéon estudiados hasta donde el autor conoce. Estos han
sido utilizado generalmente para realizar analisis exploratorios de
la respuesta.

Liu y Neudecker |Liu97] calculan la localizacion D—, A— e I —6ptima
de los pesos considerando el disefio {q, m}-simplex centroid para
modelos con funciones homogéneas del tipo (3.13). Becker [Bec7§]
y Xue y Guan [Xue93] realizan la misma operacion considerando
modelos de la forma (3.14) y disenios {q, 2}-simplex lattice y {3, 3}-
simplex centroid para los criterios de I— y A—optimizacion respec-
tivamente. Los trabajos de Drapper y St. John [Dra77| y Chan y
Guan [Cha94] se centran en el calculo de disenos D—6ptimos axiales
para modelos con términos inversos del tipo (3.15)-(3.18). En cuan-
to a los modelos log-contrast, Chan [Cha88] y Chan y Guan [Cha0l]
calculan disenos D— y A—optimos axiales considerando el mode-
lo (3.19), mientras que Chan [Cha92| obtiene el diseio D—éptimo
para el modelo (3.20).

La mayor parte de los trabajos de diseno 6ptimo de experimen-
tos con mezclas desarrollados con los polinomios de Kronecker no
persiguen encontrar la optimalidad en el sentido de los criterios
de optimizacién habituales. El objetivo de es encontrar clases de
disenos completas bajo la nocion de orden de Kiefer (ver |Kie61],
[Puk93a] p.12, 352, 354).

Sean Dy C € Sym(q), dos matrices del grupo simétrico.
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Definicién 3.4. Se dice que C' es mayorizada por D y se denota
C < D cuando C' estd dentro del cierre convexo de la drbita de D
bajo congruencia por la accion de un grupo de transformaciones H,
es decir,

C <D<+ Ce{HDH' HeH}

Definicion 3.5. Se dice que C' es mds informativa que D y se
denota C > D cuando C es mayor, en el sentido de orden de
Loewner, que una matriz intermedia E la cual es mayorizada por
D, es decir,

C>D<+= C>F¢€conw{HDH' € H} para algin E € Sym(q).

A esta relacion de orden > se le llama orden de Kiefer sobre
Sym(q) relativo al grupo de transformaciones H.

La notaciéon de > también se representa como C' > E < D. La pro-
piedad de simetria que satisfacen los términos de los polinomios de
Kronecker es ideal para establecer las condiciones de orden anterio-
res. [Dra99| prueban que las mezclas puras son la clase de disefios
6ptimos completos bajo el orden de Kiefer para el modelo de pri-
mer orden (3.21), mientras que [Dra00| establecen que los disefios
simplex centroid balancelados (con pesos sobre los puntos de dise-
fio) forman una clase completa para el modelo de orden dos (3.22).
Klein [Kle02| encuentra un subespacio cuadratico formado por ma-
trices en bloques que es invariante bajo la accion del grupo H. A
partir este resultado muestra que la clase de completa de disenos
simplex centroid balanceados es D—, A— y E—o6ptima a través del
teorema de equivalencia.

Vuchkov et al. [Vuc83| calcula disenos D—o6ptimos para los mode-
los con variables proceso de la forma (3.24) considerando disenos
que son productos de Kronecker de proporciones de la mezcla y
factores cualitativos, mientras que para los modelos (3.25) que pro-
ponen [Joh83|, [Joh84], Prescott y Draper [Pre98| calculan disefios
D—6ptimos formando bloques ortogonales. Considerando los mo-
delos con cantidad de mezcla variable que se proponen en |Pie85],
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Piepel y Cornell [Pie87] calculan los D—6ptimos a partir de un
procedimiento secuencial ayudandose de un software que identifica
patrones en los disenos obtenidos.



Capitulo 4

Algoritmos para modelos del
mezclas

Los objetivos de este capitulo son: proponer nuevos méto-
dos numéricos especializados en la construccion de disenos
optimos exactos para experimentos con mezclas. La mayo-
ria de fendmenos reales donde se encuentran este tipo de
sistemas, no responden a modelos lineales y existe un va-
cto en la literatura al respecto. El objetivo serd desarrollar
técnicas vdlidas para modelos lineales y no lineales. En se-
gundo lugar, se buscardn estrategias para resolver problemas
de mezclas con restricciones.

Las principales contribuciones son: En la seccion 4.8. se
propone un nuevo algoritmo basado en la idea de Silvey,
Titterington y Tosney [Sil78]. La adaptacion de la itera-
cion multiplicativa es posible considerando una nueva clase
de disenios restringidos, los disenios de permutacion, que se
definen en la seccion 4.2. Se propone también una alterna-
tiva heuristica, basada en algoritmos genéticos, que permite
abordar el problema de diseno de mezclas con restricciones
lineales sobre los componentes.

107
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4.1. Introduccion

El problema de diseno para modelos de mezclas ha recibido un enfo-
que clasico en la literatura como estudiamos en el capitulo anterior.
En la mayoria de las aplicaciones en las que intervienen mezclas, los
experimentadores han optado por utilizar disenos estandar, como
los simplex lattice y simplex centroid, para una clase de modelos
estandar, generalmente modelos polinémicos. En este sentido, los
disenios utilizados en los ensayos tinicamente han podido validarse
comparando con otros disenos existentes pero, en general, se des-
conoce cual de ellos proporcionaria un resultado 6éptimo.

El diseno 6ptimo de experimentos esta despertando un gran interés
en la actualidad en la mayoria de las disciplinas experimentales.
Este hecho no se debe tnicamente a las ventajas que ofrece en el
sentido de optimizacion de recursos, sino también a su flexibilidad
para abordar problemas en condiciones no estandar, tales como res-
tricciones en la region de diseno y la posibilidad de considerar otros
modelos, como los no lineales. Para este tipo de modelos no se han
propuesto ningunas técnicas especificas, hasta donde los autores
saben.

Como menciondbamos anteriormente, el volumen de trabajos de
disenio de mezclas ha recibido un enfoque clasico del diseno y son
pocos los que se han desarrollado bajo la perspectiva de diseno 6p-
timo. Una revision bibliografica actualizada puede encontrarse en
[BS14]. En consecuencia, son escasas las metodologias que han sido
desarrolladas para diseno 6ptimo de mezclas. Los procedimientos
utilizados para calcular soluciones analiticas o semianaliticas se ca-
racterizan por ser muy especificos de cada problema. Por otro lado,
ademas de la dificultad en los célculos, en muchas ocasiones no se
pueden obtener resultados analiticos. Kiefer [Kie61| determiné los
disenos D—o6ptimos para modelos cuadraticos utilizando un siste-
ma de polinomios ortogonales para verificar el TGE, Gail y Kiefer
[Gai77] extienden este resultado para ¥,—optimizacion utilizando
un método Quasi-Newton. Mikaeili y Lim [Mik89|, [Lim90| cen-
tran sus trabajos en diferentes polinomios cubicos recurriendo, de
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nuevo, a la idea de los sistemas de polinomios ortogonales y otros
resultados tedricos. Chan calcula disenos 6ptimos para otra clase de
modelos: para los log contrast, realizando transformaciones a forma
canodnica y utilizando un TGE basado en el principio de dualidad
[Cha88|, [Cha92], [Cha0l|, para los modelos con términos inversos,
analiticamente calculando la expresién de la funcién de sensibilidad
[Cha94], y para los modelos aditivos, utilizando los multiplicadores
de Lagrange |Cha98a|, [Cha98b|. También es destacable el trabajo
Optimal designs for experiments with mirtures: a survey, en el que
el autor da una extensa revision sobre el tema [Cha00]. En base a
lo anterior, es destacable que no existen procedimientos generales
para el calculo de soluciones analiticas en problemas de mezclas
para polinomios de orden n u otro tipo de modelos.

Los resultados tedricos existentes s6lo pueden aplicarse en ejem-
plos muy sistematicos que, en general, se alejan bastante de las
condiciones bajo las que se realizan los experimentos con mezclas
reales. Las soluciones heuristicas que proporcionan los métodos nu-
méricos son, en la actualidad, la Gnica opciéon viable para abordar
este tipo de problemas. Existen diferentes técnicas disponibles en
la literatura para el célculo de disenos exactos en problemas de
mezclas. El método propuesto por McLean y Anderson [McL66], el
XVERT (Snee y Marquardt [Sne74]) y el CONSIM (Snee [Sne79|)
fueron especialmente desarrollados para calcular una clase de dise-
nos sobre regiones de diseno irregulares llamados extreme vertices
designs. Los algoritmos de intercambio originalmente creados para
calcular disenos 6ptimos generales fueron adaptados para proble-
mas de mezclas. Algunos de éstos son el algoritmo de Wynn-Fedorov
[Wyn70b], [Fed72¢|, el método de Mitchell y Miller [Mit70b], el al-
goritmo DETMAX [Mit74b| y el algoritmo ciclico coordinado de
Meyer y Nachtsheim [Mey95b]. Estas técnicas son las rutinas mas
implementadas en los software comerciales. Sin embargo, el alcance
de estos métodos es muy limitado. Algunos de los inconvenientes
que presentan son que unicamente estan implementados para mo-
delos polinémicos y que producen soluciones suboptimas en pro-
blemas de mezclas restringidos. El algoritmo multiplicativo (AM)



110 CAPITULO 4. ALGORITMOS MEZCLAS

y sus modificaciones son una popular clase de algoritmos para el
célculo de disefios 6ptimos aproximados [Tos77|, [Sil78], aunque su
eficacia también ha sido probada para disenos exactos y con ob-
servaciones correladas [Tor09a]. Otra alternativa factible que ha
sido también utilizada en este contexto son los algoritmos de opti-
mizacion metaheuristicos. El método Particle Swarm Optimization
(PSO) [Wanl2], para el caso de disefios aproximados, y los algorit-
mos genéticos (AGs) [AHLO3| son algunos ejemplos. Sin embargo,
este tltimo solo ha sido desarrollado para una clase de modelos muy
limitada, generalmente polinomios. En consecuencia, se hace nece-
sario desarrollar nuevas técnicas algoritmicas capaces de afrontar la
naturaleza especial de los disenos de mezclas, que permitan soportar
grandes cargas computacionales y flexibles con los requerimientos
teoricos. En la siguiente seccion se propone un nuevo enfoque del
algoritmo multiplicativo para abordar la naturaleza especial de los
experimentos con mezclas y un nuevo algoritmo genético con ope-
radores mejorados cuya potencia ha podido probarse en modelos
matematicos complejos. Ambos algoritmos se han desarrollado pa-
ra disenos exactos debido a la estrecha relaciéon de los problemas
de mezclas con multitud de situaciones précticas, donde los expe-
rimentadores tienen unas restricciones que solamente les permiten
realizar un ntimero determinado de ensayos.

4.2. Disenos de Permutaciéon en experi-
mentos con mezclas

Antes de comenzar a describir los nuevos algoritmos, introduciremos
una nueva clase de disenos exactos que utilizaremos para la cons-
truccion de uno de los algoritmos propuestos. Sea p = (p1, ..., py)
un punto correspondiente a una tnica mezcla y sea

q
P = {a - (ab ‘-‘7aq> = U(ph "'7pq>7 sz - 17 Di 2 07 1= ]-7 7Q}

=1
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el conjunto de todos los puntos posibles formados permutando sus
coordenadas.

Definicion 4.0. Llamaremos disenio de permutacion de p',..., p®
mezclas al diseno formado por todas las permutaciones de éstas,

&p = {o1(p) =p',02(p) = p°, ...,0.(p) = P°}.

Este tipo de disenos son conocidos en la literatura como disenos
intercambiables [Dra99|. En este trabajo se denominaran disenos de
permutacion.

Considérese un diseno formado por los puntos que se obtienen de
permutar una tnica mezcla cualquiera. Denotaremos por p al diseno
&p formado por un dnico punto abusando de notacion. Entonces, la
matriz de informacién de este disefio para un modelo lineal es

N

M(p)=>_ f(p)f'(p). (4.1)

i=1

mientras que para un modelo no lineal es

N
M(p7 90) = Zn(piuoo)nT(piaeo)a (42)

i=1
donde n(p,,0°) = (angé,;,e)’ s 8"2’;2’0))@780 y 6° son valores nomi-

nales de 8 [Cheb3al. Asi definidos, disenos de permutacion y sus
matrices correspondientes verifican las siguientes propiedades:

1. Los puntos de diseno son permutaciones de un conjunto “fijo”
de proporciones.

2. La matriz de informacion es no lineal en p, tanto para (4.1)
como para (4.2).

3. Debido a 2, las funciones criterio no seran convexas como en
los criterios “estandar” definidos en la secciéon 1.4.1.



112 CAPITULO 4. ALGORITMOS MEZCLAS

4.3. Algoritmo Multiplicativo para Dise-
nos de Permutaciéon

El nueva idea que sigue el algoritmo propuesto consiste en intercam-
biar el papel de los pesos de un diseno aproximado por los puntos
de diseno de un problema de mezclas. Los ingredientes de un pro-
blema de mezclas verifican las mismas propiedades que el vector de
pesos en un problema de disefio ordinario. Asi, la colinealidad entre
proporciones se evita de manera sencilla.

La aplicacion directa del planteamiento anterior conduce a dificul-
tades computacionales. Para un diseno de N puntos y mezclas de
q ingredientes se requieren N - ¢ actualizaciones simultaneas del
algoritmo multiplicativo. Puesto que la regla de actualizacién es
compleja para el caso que nos ocupa (la matriz de informacion no
es lineal en p) y el namero de variables es elevado, las pruebas desa-
rrolladas abortaron el proceso por no llegar a converger. La idea que
se propone para reducir la dimension del problema es utilizar dise-
nos de permutacion para generar puntos candidatos en el diseno de
mezclas. Obsérvese que un tnico punto de diseno genera ¢! puntos
por permutaciéon de sus coordenadas, de modo que el nimero de
actualizaciones del algoritmo multiplicativo se reduciria ¢! veces en
cada iteracién considerando esta clase de disenos. Por otro lado, es
importante senalar que, la propiedad de invarianza por permutaciéon
surge de manera natural en la mayoria de los disenos 6ptimos obte-
nidos en la literatura. Por ejemplo, Kiefer muestra la invarianza de
los disefios ®,—06ptimos por la accion del grupo S, para regresion
cuadratica considerando polinomios canénicos de Scheffé [Kie75].
Asi, esta clase de disenos ‘“restringidos” presenta buenas propieda-
des para alcanzar la optimalidad en muchos problemas de mezclas.

4.3.1. Derivadas direccionales

Siguiendo la notacion que se establecié en el capitulo 1 para referir-
nos a la funcion criterio, ®(p) = ¥[M (p)], el objetivo sera encontrar
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P = (pi,...,p;) de modo que ®(p*) = mix,ep (p). Para definir
la regla de actualizacion del algoritmo multiplicativo serd necesario
calcular la expresion de la derivada direccional para el criterio de
optimizacién seleccionado.

Considérese el desarrollo de Taylor de primer orden de las funciones
de los elementos de la matriz de informacién

OM (p)
api

M(p+ft) ~ M(p)+ 8 _t;
=1

Por definicion de la derivada de Gateaux (1.9) se tiene

Gao(p,w) = Jim, 5
_ oy YIM(p + )] - VM (p)]
B0+ B
o[w)+ (S 1P )] - wiar(p)
= Blirél+ =1 3 =
_ GW{M(p),itiaﬂg;f))}

Por la relacion existente entre la derivada direccional y la derivada
de Gateaux estudiada en la seccion 1.5.2., se tiene que

|

= Fy [M(p), M(p) + Z(tz —pi)

Fs(p,t) = Go(p.t—p)
. : oM (p)

v [M(P)> (ti — pi) s

=1

2]

En particular cuando t es el vector unitario e; = (0, ..., 1,...,0), se
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tiene que

Go(p.e;) = Gu [M(p)a 8M(p)] 7

dp;

OM(p) Xq: OM(p)}

Fq)(p:ej) = F\If |:M(p)7M(p)+ 0]?] i apz

=1

El algoritmo que se propone a continuacién ha sido desarrollado
para el criterio de D—optimizacion, de modo que Vp[M(p)] =
log det M (p). Luego,

OV[M (p)] . 8m;j1(p) ~1,,,OM(p)

oy szij (p)a—pr =Tr | M (p)a—pr :
i=1 j=1

donde m;;j(p) es el elemento correspondiente a la fila i—ésima y

columna j—ésima de la matriz de informacion M (p). Por tanto, la

derivada direccional para D—optimizacion cuando los elementos de

la matriz de informacion son no lineales es de la forma

Faolpre) =T | M) P P | - Zp [ 2.

(4.3)

Condiciones de Optimizacién

En el capitulo 1 vimos que si ® es convexa (concava), un diseno p*
es Optimo si
Fe(p*,t) > (L) OVt € S,

es decir,
max Fgp(p*, t) > (<) 0.
fes <I>(p ) ) - (—)
Si ademas ¢ es diferenciable, entonces p* es 6ptimo si y so6lo si

{Fq>(p*,ej) 0 sip; >0

Fg(p*, €;) ; (<)0sip; =0 (4.4)

En los disenos de permutaciéon en experimentos con mezclas, ® es
una funcion diferenciable pero no es convexa (concava). Por tanto,
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las condiciones de primer orden son necesarias para alcanzar los
minimos (méximos) locales, pero es necesario comprobar las condi-
ciones de segundo orden para asegurarlo.

La iteracion propuesta para actualizar el ingrediente j—ésimo de p
correspondera

o D
D S (RN D O S [ C)
(4.5)
donde d" = d;(p™) = Ga(p™, ¢;) y 2" = 2;(p™) = Fu(p'"), ¢;),
j =1,...,q, son la derivada de Géateaux y la derivada direccional
respectivamente, 0 € (0,1] y h(z,d) es una funcion positiva y es-
trictamente creciente que debe elegirse de manera adeacuada para
acelerar la convergencia. Varios autores han proporcionado diferen-
tes funciones para este proposito (ver |Tor92|, |[Tor01]). En este
trabajo, la funcion h(z,d) elegida fue la funciéon de distribucion
acumulada de una normal estandar, ya que ésta llevo al algorit-
mo a converger en tiempos razonables en comparacion con otras
funciones utilizadas.

De acuerdo con (4.5), diremos que una iteracion del AM se ha com-
pletado cuando todos los ingredientes que intervienen en la mezcla,
j =1,..,q se hayan actualizado a partir de esta regla. En cuanto a
la regla de parada, consistird en comprobar si se satisface 4.4 bajo
cierto nivel de tolerancia y comprobar después las condiciones de
segundo orden.

Una limitacién que surge de considerar un sélo grupo de permuta-
cién es que, en muchos problemas de mezclas, ¢! puntos de disefio
resultan ser insuficientes para estimar todos los parametros del mo-
delo. Esto se debe principalmente a que el niimero de pardmetros del
modelo es mayor que ¢!, o bien, a que existen coordenadas repetidas
en el punto generador de la permutacién. La situacion anterior con-
duce a la singularidad de la matriz de informacién. A continuacion
se propone una extension del algoritmo presentado para superar
este inconveniente.
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Considérese la aproximacion simultanea de més de un grupo de per-
mutacion, esto es p = (p1,...,pq), T = (11,...,7),.... Esta nueva
idea tiene la ventaja de reducir notablemente la dimension del pro-
blema. Ademés, todo punto del simplex es un posible candidato a
formar parte del diseno 6ptimo a pesar de estar considerando una
clase de disenios restringidos. A modo de ejemplo vamos a consi-
derar un problema de mezclas en el que se requieren tres grupos
de permutaciéon para alcanzar el diseio solucién, p* = (py, ..., p;),
= (r],...,r) y t* = (t],...,t;). El problema a resolver serd
maximizar ®[M (p, r,t)] sobre

P = {a=(a1,...,a9) =0(p1,...,pg); b= (b1,...,by) =0(r1,...,7¢),
q q

q
c=(c1,...,cq) =0(t1,...,tg) :Zpizl, Zri: 1,2251':1,
i=1 i=1 i=1

piaTivti ZO,Z: 177Q}

Por tanto, debe efectuarse la siguiente actualizacién simultanea

ey P 6) iy g 6)
pj - I Tj - q )

q
> (6 > Mg, 6)
=1

=1

o _ I, )
J

- q ) (46)
Z tz('n)f(zi(n)7 53)
=1

donde
xﬁn) = F<I>D<p(n)7€j)7y]('n) - FCIDD(r(n)aej)7Z]('n) = F<I>D<t(n)7 ej)’

y h(x,01), g(y,02) y f(z,03) se definen como en (4.5). De acuerdo
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con las condiciones (4.4), un disefio & es el 6ptimo si

. _ J=0forp; >0
F<I><p 7€j) - {SOfOI‘p;:O
. ~ J=0forr:>0
Fo(r’,e;) = {SOfor 7“3-‘:0
=0 for t* >0

* o) — J
Folt,e;) = {§0fort;_0

se satisfacen simultaneamente.

Algoritmo

1. Introducir g, 7(30):{0(]3(0))}, 6, tol. Sea n=0.

2. Para cada j =1,..,q actualizar las proporciones

P (S, 61)

q
Zpin)h(xz('n)7 51)
i=1

p;n+1) _

donde xg_o) = Fs,(p'”, e;) calculado como en (4.3).
3. Se construye el nuevo disefio 57(,1) = {o(pM} =, pM.
(e}

4. Si det M(p"Y) ~ 0 repetir los pasos del 1 al 3 introduciendo
un nuevo grupo de permutacién &p = {o(p®,q®)}. Actualizar
las proporciones

P — Py h(", 81) pnD) Tﬁn)g(y§7')7§2)

J q ’ J q .
S o pha, ) Sy, 6)
=1 =1

En otro caso, paso 5.

5. Se comprueba si se verifica la condicién
méx{Fy(p,e;), Fo(r,e;), ..., Fo(t,e;)} > 107! vp € §7(;.1)

donde tol es cierta precisién prefijada.
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6. Si se verifica la condicidén del paso anterior,
el disefio ng esta suficientemente préximo al D-6ptimo.
Si no se verifica la regla de parada anterior se

repiten los pasos del 2 al 6 actualizando Sgn a ng
y asi sucesivamente.

4.4. Algoritmo Genético

Cuando se hace indispensable el uso de herramientas numeéricas
para el calculo de soluciones aproximadas y se requiere, ademas,
una gran potencia computacional, los Algoritmos Genéticos (AGs)
resultan ser una buena elecciéon. En la actualidad, estos métodos
de optimizacion estocésticos se encuentran en auge por la cantidad
de ventajas que ofrecen: implementacion sencilla, capacidad de bus-
queda en tiempos razonables y no requieren la verificacion de ciertas
propiedades como la continuidad, diferenciabilidad y convexidad de
la funcion criterio. Estas no se satisfacen en muchos problemas de
mezclas y, en general, son dificiles de probar. A pesar de ser mé-
todos heuristicos (la convergencia no estd garantizada), numerosos
trabajos muestran su buen funcionamiento basado en los principios
de prueba y errory probabilidad.

El artifice de las ideas que caracterizan estos algoritmos fue Holland
[Hol75]. Este trabajo fue ampliado por Goldberg [Gol89], quien po-
pularizo6 su uso en otros campos del conocimiento. Algunos ejemplos
de los trabajos en los se han empleado algoritmos genéticos para
resolver problemas de diseno 6ptimo son los de Borkowski [Bor03]
que calcula disenos 6ptimos exactos para modelos de segundo orden
sobre un hipercubo, Heredia-Langer et al. [AHLO03] que calculan di-
senos D—o6ptimos y comparan el rendimiento del AG empleado con
otros algoritmos de intercambio existentes y Park et al. [YP06| que
encuentran disenos G—d6ptimos incorporando restricciones de coste
en la funcién objetivo para modelos de segundo orden sobre regio-
nes cuboidales. En particular, para experimentos con mezclas, tan
solo encontramos dos trabajos. Goldfarb et al. [HB05| que utilizan
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AGs para obtener disenos con el fin de estimar de forma 6ptima
la varianza de la prediccion involucrando variables proceso y Lim-
mun et al. [WL13] que desarrollan un AG para calcular disefios
D—o6ptimos para modelos polinébmicos.

En este tipo de algoritmos es habitual utilizar una terminologia
especifica por analogia semantica a los términos empleados en Ge-
nética. Sea P la poblacion de M disenos iniciales de n puntos alea-
toriamente seleccionados en la region de disefio S. Las soluciones
potenciales del problema, los disenios, se denominan cromosomas,
mientras que los puntos de soporte de cada disefio (cada una de
las mezclas) se llamaran genes. Un algoritmo genético consiste en
dar una serie de reglas de actualizacion de los disenos de la pobla-
cion basadas en los procesos naturales de seleccion, recombinacion
y mutaciéon, con el objetivo de obtener poblaciones que mejoren a
las anteriores, de modo que la tdltima de ellas contenga al diseno
o6ptimo. Los nuevos disenos se generan utilizando la cantidad de in-
formacion que proporciona cada diseno inicial, medida en términos
del valor de la funcién criterio relativa a la poblacion. Esta canti-
dad de informacion es una medida de probabilidad de la bondad
del diseno que se conoce como funcion fitness

flti: & 1T=1,...,

> 0(&)

A continuacion, una seleccion adecuada de operadores actiian sobre
los miembros de la poblacién.

Seleccién.

n Seleccion elitista. Mantiene 1os Nejre = Popite -+ M disenos de
la actual poblacion con mayor fitness para la siguiente, sien-
do P.;. la probabilidad de élite establecida. Este operador
garantiza que la sucesion de valores de la funcién fitness del
mejor de los disenios en cada iteracion sea no decreciente.
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= Seleccion probabilistica. Selecciona dos disenos padre para los
siguientes procesos de modo que la probabilidad de ser elegido
es proporcional a su fitness. Sean 7] e 75 los indices correspon-
dientes a los miembros de la poblacién elegidos. FEntonces,

ii=min{i: Y fit,>m} oy i =min{i: Y fity > ),

s=1 s=1

donde 1,7 ~ U(0,1) son generados aleatoriamente. El mis-
mo padre puede ser elegido dos veces sin pérdida de genera-
lidad. La finalidad de este operador es extinguir los disenos
menos informativos de la actual poblacion.

Cruce. El proposito de este operador es crear dos nuevos disenos
hijo que contenga informacion similar a los padres, esto es “explo-
tar” las soluciones. La operacion de cruce se llevard a cabo o no
dependiendo de cierta probabilidad de cruce Po. En cada posible
intervencion, se genera y ~ U(0, 1) aleatorialmente. Si v < P, en-
tonces el operador de cruce actuara. En otro caso, los hijos perma-
neceran sin cambio del paso anterior. Después de haber estudiado
el ratio de convergencia para distintos valores de P, en este traba-
jo se ha considerado Po = 0.2 ya que con éste valor convergieron
todos los casos de estudio y en menor tiempo. Para llevar a cabo la
recombinacién se han empleado dos operadores de cruce:

e Cruce arilmélico. Sean &;+ y &;x los padres seleccionados en la
seleccion probabilistica. Los nuevos disenos hijo se crearan a
partir de una combinacion lineal convexa de los genes de los
padres. Por tanto,

nijor = ANir (1 =N Y Ehijo, = (1 — AN)&ir + A

seran los nuevos disenos generados con A ~ U(0,1). Puesto
que la recombinacion se produce intercambiando informacion
de ambos padres, este tipo de cruce se conoce como cruce
entre padres.
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e (Cruce de un punto. Este operador actiia en cada gen de cada
hijo con probabilidad Pgo. En primer lugar, se fija una posiciéon
de las cifras decimales para todas las proporciones. La par-
te anterior al punto fijado determina la cabeza y la posterior
la cola. El cruce consiste en una permutacion aleatoria entre
las proporciones de un mismo gen. Puesto que la recombina-
cion se produce dentro del mismo diseno, este tipo de cruce
se conoce como cruce dentro de los padres. En problemas de
mezclas con restricciones lineales, si el punto cruzado que-
dase fuera de la region factible, se conservaria el punto sin
permutar.

Mutacioén. El objetivo de este operador es fomentar la “biodiver-
sidad” de las soluciones para evitar estancamientos en 6ptimos lo-
cales. Su misién serd, por tanto, explorar nuevas posibilidades en
el espacio de buiisqueda. Cada disenio hijo creado en el paso anterior
serd sometido a mutaciéon con probabilidad P,; y permanecera sin
cambio con probabilidad 1 — P,;. En este trabajo se ha considerado
una probabilidad de mutaciéon P,; = 0.05 después de haber estu-
diado el ratio de convergencia para un amplio rango de valores de
Pys. La mutacion consistira en reemplazar el diseno actual por uno
nuevo aleatoriamente seleccionado en la region factible.

Neiite+2 nuevos disenios habran sido obtenidos al final de este proce-
so. Las operaciones de Seleccion probabilistica - Cruce - Mutacion
deben realizarse repetidas veces hasta completar una generacion
de M nuevos disenos. Llegados a este punto, se habré completado
también una iteracion del algoritmo genético. Repetir este proce-
dimiento de manera continuada conduce a la obtenciéon de mejores
soluciones. El proceso iterativo finalizara cuando el algoritmo haya
alcanzado una solucion 6ptima. En este trabajo se establecié como
regla de parada no encontrar mejoras sustanciales en el valor de la
funcion criterio del mejor diseno durante un nimero de iteraciones
consecutivas suficientemente grande N,

D(&17) — (&™)

est S 10_t0[ N
(&)
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Existen multitud de operadores en la literatura para construir un
AG. La naturaleza heuristica del método implica que la seleccion
de los operadores es un punto clave para la convergencia del algo-
ritmo. Cabe destacar que los operadores propuestos en este trabajo
funcionaron adecuadamente en todos los casos de estudio. Por otro
lado, resulta de especial relevancia que si los disenos iniciales ya-
cen sobre una subregion del simplex, los operadores del algoritmo
multiplicativo propuesto tienen la propiedad de generar las nuevas
generaciones de disenos dentro de la misma subregion. De este mo-
do, el algoritmo proporcionado servird para abordar problemas de
mezclas restringidos. La efectividad del AG en estas situaciones se
ilustra en la siguiente seccion.

Algoritmo

1. Introducir M, P(O):{fla'“agﬂ"f}’ Nelite, Pelite: PC" PM,
Niaz y tol.

2. Para cada 1 =1,..,M, se calcula el fitness

. ()
f’Lti = =M -
23:1 q)(fj)
3. Seleccidn
3.1 Seleccion elitista. Seleccionar los Njte = Pejite - M

disefios con mayor fitness.

3.2 Seleccion probabilistica. Seleccionar dos disefios
padres, el ij—ésimo y el i5—ésimo, siendo

@ i
iy =minf{i: Y fits>m} y i3 =min{i: Y fits >},
s=1

s=1

donde 71,72 ~ U(0,1).

4. Cruce

Sea 7~ U(0,1). Si v < Pz, entonces
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4.1 Cruce aritmético. Crear
Enijor = A&t + (1 =Nz ¥ Cnijoo = (1= A& + Ais

a partir de los padres seleccionados en 3.2, &T y fg,

siendo A~ U(0,1).

4.2 Cruce de un punto. Sea p= (p1,...,pq) Un gen
perteneciente a cualquiera de los pijo;, ¢ =1,2.

p = (0.abey 1defy,...,0.abcy 1 def ),

donde abc; y defj son las cifras decimales que integran
la cabeza y la cola respectivamente del ingrediente
j—ésimo. Mantener abc; Vj=1,..,q en p y reemplazar las
colas por o(defy,...,def,), donde o es una permutacién
aleatoria de sus coordenadas.

En otro caso, permanecer sin cambio.

5. Mutacidén. Sea v ~ U(0,1). Si v < Py, reemplazar los disefios
anteriores por otros nuevos aleatoriamente seleccionados en S.
En otro caso, permanecer sin cambio.

6. Repetir 3.2 - 5 hasta haber obtenido una nueva generaciodn P
de M disefios.

7. Se comprueba si se verifica la condicién

)

best

(&

best

) — (&
(&™)

durante N,,,, iteraciones consecutivas, donde tol es cierta
best best

precision prefijada, { y &  son los diseflos con mayor
fitness en P y PO respectivamente.

<107t

8. Si se verifica la condicidén del paso anterior,
best - . . - . - .
el disefio ¢ estd suficientemente préximo al D—oéptimo.

Si no se verifica la regla de parada anterior se
repiten los pasos del 2 al 7 actualizando PO 5 PO
y asi sucesivamente.

4.5. Ejemplos Numéricos

En los ejemplos que se muestran a continuacién se han calculado
disenios D—06ptimos exactos para diferentes modelos utilizando las
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nuevas metodologias propuestas. Las pruebas se realizaron para mo-
delos con tres o cuatro ingredientes ya que son los mas frecuentes
en la literatura para sistemas de mezclas. En general, en el andlisis
de experimentos con mezclas se utiliza un niimero pequeno de com-
ponentes ya que introducir demasiados no contribuye a una mejor
explicacion de la respuesta y los experimentos pueden resumirse en
pocas “familias” de ingredientes. Los dos algoritmos propuestos se
desarrollaron con el software Wolfram Mathematica 10.3 y los di-
senos obtenidos se representaron con R 3.2.3 software utilizando el
paquete mizexrp. Por otro lado, se ha utilizado Algoritmo Ciclico
Coordinado (ACC) de Meyer y Nachtsheim [Mey95b| para compa-
rar, cuando ha sido posible, su resultado con el de los algoritmos
propuestos. Para implementar el algoritmo ACC se utilizo el soft-
ware JM P 12. Los niveles de tolerancia utilizados en las reglas
de parada de los ejemplos fueron 107° y 1072 para el algoritmo
genético y el algoritmo multiplicativo respectivamente, puesto que
este ultimo tiene una regla de parada mas estricta. Se establecio
Npar = 100 en la regla de parada del algoritmo genético para al-
canzar el 6ptimo y la funcion h(x,d) seleccionada para la iteracion
del multiplicativo fue la funciéon de distribucién acumulada de una
normal estandar.

La efectividad de los algoritmos propuestos se ilustra a continua-
cion mediante diferentes casos de estudio que surgen en la industria
farmacéutica, quimica y petroquimica.

4.5.1. Formulacion de tabletas de tramadol

En farmacologia, los modelos polindmicos son comtinmente utiliza-
dos para explicar sistemas de suministro de farmacos. El siguiente
ejemplo viene motivado por un problema real que persigue deter-
minar el efecto que produce la modificaciéon de la liberaciéon del
carboxymetil zyloglucan para su suministro oral [Mad13]. En par-
ticular, se utiliz6 un modelo especial cubico (4.7) para tres ingre-
dientes, p; = carboxymethyl xyloglucan, p, = agente gelificante
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(HPMCK100M), ps = fosfato dicalcico (DCP), para explicar el por-
centaje de liberacion del farmaco al cabo de unas horas en términos
de su formulacion:

Ely(p)] = 61p1+02p2+05p3+012p102+013p1 93+ 023023+ 012301 D25
(4.7)

Una préctica habitual de los experimentadores es recurrir a diferen-
tes software para obtener el disefio de sus experimentos. En general,
los disenos estandar que senalabamos en el capitulo anterior, como
los simplex lattice o simplex centroid, son los que se proponen por
defecto en este tipo de programas. El disenio {3, 3}—simplex cen-
troid fue el diseio D—o6ptimo obtenido en todas las pruebas (ver
figura 4.1). En los graficos de la figura, los vértices del simplex
representan los componentes puros, las aristas corresponden a las
mezclas binarias de los componentes cuyos vértices se unen y los
puntos interiores son las mezclas de tres ingredientes. Por tanto,
la eleccion de los experimentadores se corrobora en este trabajo
con los algoritmos propuestos y el ACC. Ademés, para este modelo
en particular existe una solucion analitica (ver [Kie61]). Por tan-
to, sirva este ejemplo para validar las técnicas propuestas, al menos
cuando hay informacién disponible en la literatura. La validacion de
estas nuevas metodologias es un punto fundamental de este trabajo
puesto que en la mayoria de problemas de mezclas las soluciones
analiticas son inabordables y los métodos numéricos se convierten
en la tnica alternativa viable.

La tabla 4.5.1 recoge la mediana del tiempo de CPU (en segundos)
de tres ejecuciones de cada algoritmo para cada escenario. Los di-
sefnios mostrados en la figura 4.1 asi como el nimero de iteraciones,
valor de la funcion criterio y eficiencias relativas de la tabla 4.5.1
corresponden a la prueba cuya mediana fue seleccionada. Los resul-
tados fueron robustos a pesar de la naturaleza heuristica del AG,
de modo que no se observaron diferencias relevantes entre pruebas.
Las eficiencias mostradas, FfE, deben entenderse como las eficien-
cias de cada diseno con respecto al mejor de los disenos encontrados
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AG - 18p AM - 18p ACC - 18p
AVAVAN: WAVAVAN: N
WAVAVAVAN WAVAVAVAN WAVAVAVAN

Figura 4.1: Disenos D—6ptimos calculados con los algoritmos propues-
tos y el ACC para el modelo (4.7).

para el escenario en cuestion. De la tabla 4.5.1 se deduce que el AM
es mas preciso que el AG aunque requiere mas tiempo de célculo.
En este caso, el valor de la funcion criterio obtenido con los disenos
obtenidos con el ACC fue el mismo que se obtuvo con el AM.

N° puntos Algoritmo  ®p[¢*] ny ¢ Efg.

18 AG 0.2882 2989 595 97
AM 0.2962 14 960 100

Tabla 4.1: Valor de la funcién criterio, niimero de iteraciones, tiempo
de ejecucion (s) y eficiencia relativa de los disefios mostrados en la figura
4.1.

4.5.2. Leyes de mixtura para la viscosidad de
fluidos

Una aplicacion interesante de los modelos de mezclas se encuentra
en el campo de la quimica e ingenieria quimica. Para estudiar la
cinética de la viscosidad de un fluido, existen diferentes leyes que
describen los comportamientos de las mezclas. En los dltimos anos,
el diseno 6ptimo de experimentos se ha convertido en una herra-
mienta fundamental para el calcular estimaciones optimas de los
parametros del modelo. La viscosidad de un fluido no es funcion
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lineal de la formulacién del mismo, de modo que los investigadores
deben ajustar modelos matematicos complejos para su prediccion.
El modelo elegido para este ejemplo es una famosa ley de mezclas
(4.8), propuesta por Grunberg y Nissan [Grud9|, que forma parte
de la clase de modelos conocidos como power-mean-mizture models
(Focke et al. [Foc07]):

E[y(p,eﬂzn(p,m:m(z Ln(é)ij)pipj) (4.8)

i=1 j=1

siendo p; =acetona, p, =metanol, p; =agua y la respuesta explica
la viscosidad de la mezcla. El modelo considerado (4.8) es un modelo
no lineal en los parametros, de modo que se hace necesario utilizar
las herramientas descritas en 1.6. En este sentido, los disenios calcu-
lados seran localmente ¢ptimos. Vamos a considerar 0;; = 0;; para
evitar la sobreparametrizacion del modelo y tomaremos de |[Foc07]
los valores nominales de los parametros.

Coetzer y Focke [Coel0] calculan un diseno D—o6ptimo de 6 puntos
para este modelo utilizando una técnica de optimizacién no lineal
con restricciones. Aunque los disenos de la figura 4.2 parecen muy
similares entre si, las pequenas variaciones que se producen en la
localizacion de algtin punto de diseno conducen a importantes va-
riaciones de la funcién criterio. El diseno que proporcionan Coetzer
y Focke [Coel0)] tiene una eficiencia de un 89.83 % con respecto al
disenio calculado con el algoritmo genético con el mismo nimero de
puntos. Por otro lado, un grupo de permutaciéon resulté ser insu-
ficiente para estimar todos los parametros del modelo con el AM
(pues alcanza el punto generador (1,0,0) que solo proporciona tres
puntos distintos). Por tanto, el algoritmo afade un nuevo grupo de
permutacion, lo cual implica anadir ¢! puntos al diseno. Para com-
parar los resultados obtenidos con los dos algoritmos propuestos,
se realizaron también las pruebas con el AG y 12 puntos de disefio.
El diseno que alcanza el AM obtiene de nuevo el mejor resultado a
pesar de necesitar un mayor gasto computacional como puede verse
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en la tabla 4.5.2. Hasta donde el autor conoce, los algoritmos exis-
tentes en la literatura no estan disponibles para modelos complejos
como es el caso de los modelos no lineales. Por esta razon, el ACC
no pudo probarse en este caso de estudio.

AG - 6p Coetzer y Focke - 6p

04 0.6 04 06
Fraction p2 Fraction p2

AG-12p AM - 12p

08

04 06
Fraction p2

Figura 4.2: Disenos D—dptimos calculados con los algoritmos propues-
tos y con el método [Coel0] para el modelo (4.8).

Los siguientes ejemplos son problemas de mezclas con restricciones.
El AM que se propone en esta tesis no permite abordar este tipo
de problemas. Esto se debe a que los puntos formados por permu-
tacion de uno perteneciente a una subregion del simplex definida
por restricciones lineales pueden no estar contenidos dentro de la
subregion. Una de las lineas de investigacion abiertas en este con-
texto consiste precisamente en explorar nuevas posibilidades de la
iteracion multiplicativa para abortar este tipo de situaciones. Sin
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N° puntos Algoritmo Dplc*] ny t Ef§

6 AG 0.3924 65666 22291 100
Coetzer & Focke 0.3525 - - 89.83

12 AG 0.7170 11951 921 89
AM 0.8048 51 3312 100

Tabla 4.2: Valor de la funcién criterio, niimero de iteraciones, tiempo
de ejecucion (s) y eficiencia relativa de los disefios mostrados en la figura
4.2

embargo, el AG ha sido especialmente disenado para superar esta
dificultad. Por construccién del algoritmo, si los disenos iniciales
yacen sobre una subregion del simplex, los operadores proporcio-
nados mantienen las siguientes generaciones de disenos dentro de
la misma region. Los siguientes ejemplos ilustran la efectividad del
AG en este tipo de problemas.

4.5.3. Control del tamano de nanoparticulas

Las ciclodextrinas naturales o modificadas son excipientes frecuen-
temente utilizados en la industria farmacéutica para reducir la to-
xicidad y mejorar la estabilidad, solubilidad y biodisponibilidad de
farmacos hidrofobicos (Choisnard et al. [Cho05]). La capacidad de
las nanoparticulas para asociarse a un farmaco depende en parte de
su tamano. [Cho05] estudian el tamano de las f—ciclodextrina an-
fifilicas (8CDa) utilizando un procedimento de nanoprecipitacion
que depende fuertemente de la formulacion del disolvente. El ta-
mano de las nanoparticulas se explica a partir de un polinomio
de segundo orden completo que depende de las proporciones de
p1 =agua, pp =acetona y p3 =etanol. Algunos estudios prelimina-
res mostraron que algunas formulaciones del disolvente conducian
a resultados incoherentes. Seria necesario controlar la alta solubi-
lidad del SCDa para evitar la baja intensidad para separar ondas
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de distinta frecuencia al atravesar el medio (scattering) puesto que
se esta considerando un disolvente organico. De esta forma, la re-
gion expeimental se limito por las restricciones: 0.4 < p; < 0.7y
0 < p2,p3 < 0.6.

El AG propuesto esta preparado para abordar este tipo de proble-
mas de modo que se utilizara para resolver este ejemplo. Ademaés,
por tratarse de un modelo polinémino, lo podemos comparar con
el ACC. El modelo que utilizan los experimentadores [Cho05| no es
adecuado porque no es un polinomio canénico. Los parametros del
modelo no pueden estimarse de manera tnica y, en consecuencia,
el diseno que utilizan lleva a la singularidad de la matriz de infor-
macion. En este trabajo proponemos la siguiente reparametrizacion
del modelo original de los experimentadores

Ely(p)] = 01p1 + O2p2 + O3p3 + O12p1p2 + 0130103 + Oazpaps. (4.9)

El modelo anterior no s6lo evita que la matriz de informacion sea
singular sino que ademés reduce el nimero de parametros del mo-
delo, de modo que se necesitan menos observaciones para estimar
los parametros. Para este caso de estudio se proponen dos disenos:
uno con el minimo ntmero de puntos necesario para estimar los pa-
rametros (diserio saturado) y otro con el mismo nimero de puntos
que utilizan los experimentadores (ver figura 4.3). Los resultados
obtenidos con el diseno que proporciona el ACC asi como el uti-
lizado en [Cho05| fueron omitidos de la tabla 4.5.3 puesto que la
funcion criterio tomoé valores proximos a cero.

4.5.4. Formulacion de microemulsiones

Un sistema de microemulsion es un método de recuperaciéon mejo-
rada del petroleo. El agua y el petréleo no son sustancias miscibles
a temperatura ambiente, de modo que la mezcla debe realizarse ba-
jo condiciones extremas para evitar la incompatibilidad entre estos
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AG - 6p

Figura 4.3: Disefios D—déptimos calculados con AG, ACC y con el mé-
todo utilizado en [Cho05] para el modelo (4.9).

N° puntos Algorito ®p[¢*] ny t
6 AG 0.3174 35791 1124
12 AG 0.0595 3192 187

Tabla 4.3: Valor de la funcién criterio, ntmero de iteraciones y tiempo
de ejecucion (s) de los disenos mostrados en la figura 4.3

fluidos. En este sentido, la eleccién de la formulacion de los ingre-
dientes que forman el sistema de microemulsion es determinante
para el buen funcionamiento del mecanismo. La incorporacion de
pequenas cantidades de surfactantes, cosurfactantes y salmuera al
agua hace que estos fluidos sean compatibles formando una estruc-
tura conocida como microemulsion. Este efecto tan deseable para la
recuperacion del petroleo se debe a las propiedades que aportan a
la mezcla dichas sustancias. Jerirani et al. [Jer12] modelizan la IFT
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(interfacial tension), que es una medida de intercambio de energia
entre dos fluidos inmiscibles, mediante un polinomio ciibico especial
(4.10).

Ely(p)] = 01p1 + O2p2 + 03p3 + 0apa + O12p1p2 + 013p1p3 + O14p1Pa + O23p2ps +
+024p2pa + 034p3pa + 0123p1P2p3 + 0124p1P2p4 + 0134p1P3P4 + O234p2p3ps (4.10)

Valores bajos de IFT producen un sistema de microemulsion més
efectivo. Por tanto, ajustar el modelo de manera 6ptima es indispen-
sable para encontrar los valores que minimizan la respuesta. Las sus-
tancias que intervienen en la prediccion de la IFT son p; =alcohol
isopropilico (IPA), p, =cloruro de sodio (NaCl), p3 =polisorbato 80
(Tween80) y py =agua.

Un rasgo especial que hace que este sistema funcione correctamente
es que la cantidad de agua debe ser muy grande en comparacion con
la del resto de componentes para que la microemulsion sea efectiva.
A pesar de que la existencia de estas sustancias en la mezcla es prac-
ticamente inapreciable, el efecto que producen es significativamente
positivo. En particular, estas restricciones son: 0.01 < p; < 0.04,
0 < py <0.03,0.002 < p3 <0.02y 0.91 < py <0.98998. Debido
a que la region de diseno es muy reducida, la btisqueda del 6ptimo
serd una dificil tarea.

En |Jer12| consideran un disefio I—6ptimo de 20 puntos para mo-
delizar la IF'T. Como se mencion6 en el capitulo inicial, este cri-
terio tiene como finalidad la estimacién o6ptima del promedio de
la varianza predicha; a diferencia del criterio de D—optimizacion
que persigue la estimacion Optima de los parametros del mode-
lo. En este trabajo proponemos alternativamente diferentes disenos
D—o6ptimos para obtener el mejor modelo para estimar el TFT.
La tabla 4.5.4 muestra los resultados obtenidos con el AG en este
complicado ejemplo de mezclas restringido. Siguiendo el esquema
del caso previo, calcularemos el diseno D—o6ptimo saturado y el
diseno D—o6ptimo con el mismo nimero de observaciones que reali-
zaron los experimentadores. La informacion que reportan los dise-
nos obtenidos con AG es notablemente mayor que la de los disenos
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calculados con el ACC. Los valores de la funcién criterio para el
disefio alcanzado con este tltimo algoritmo fueron 2.6791 - 107" y
3.997-1077 para los disefios de 14 y 20 puntos respectivamente. Por
tanto, los disenos obtenidos con el ACC tienen una eficiencia del
18 % y del 11 % respectivamente con respecto a los obtenidos con
el AG. Los valores tan bajos que toma la funcién criterio se debe a
que la region de diseno es muy limitada. Los resultados obtenidos
son prueba de la potencia del algoritmo propuesto para alcanzar
el méximo en regiones muy limitadas donde la superficie respuesta
es muy plana. Por otro lado, se pone en duda la I—optimalidad
del disenio proporcionado por [Jerl12]. El diseno D—o6ptimo de 20
puntos que se ha obtenido con el AG evaluado sobre la funcion cri-
terio de I—optimalidad es 5.1491 - 108, mientras que con el de los
experimentadores resulta 7.6994 - 10!°. Esta situacién se produce
probablemente porque el método de optimizacion empleado para
alcanzar el I—o6ptimo no es adecuado o lo suficientemente potente.
Esto sugiere como linea de investigacion futura la extension del AG
propuesto a otros criterios de optimalidad.

N° puntos Algoritmo b pler] ni t Ef§

14 AG 1.5130-107% 368 12545 100

20 AG 3.7206 - 107° 459 20050 100
Jeirani et al.  2.5230- 107" - - 7

Tabla 4.4: Valor de la funcién criterio, naimero de iteraciones, tiempo de
ejecucion (s) y eficiencia relativa de los disenos calculados para el modelo
(4.10)

4.5.5. Conclusiones

Los métodos numeéricos son en la actualidad la tnica alternativa
viable para resolver problemas DOE para modelos de mezclas debi-
do a la complejidad del planteamiento analitico. La ténica general
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para resolver esta clase de problemas ha sido emplear los algoritmos
originalmente desarrollados para resolver problemas de diseno 6pti-
mo en situaciones “estdndar". Sin embargo, su alcance parece muy
limitado (como puede observarse en los resultados obtenidos con el
ACC) y se desconoce como se comportan ante modelos complejos
como, por ejemplo, modelos no lineales. En este sentido, tnica-
mente se han implementado sobre una clase acotada de modelos,
generalmente polinomios.

En este capitulo se proponen dos algoritmos para el célculo de dise-
nos D—optimos exactos en problemas de diseno 6ptimo para mode-
los de mezclas. Los excelentes resultados alcanzados por las nuevas
metodologias se ilustran a lo largo de diferentes ejemplos reales
que surgen en la industria farmacéutica, quimica y petroquimica.
En primer lugar, el AM es un algoritmo bien conocido en disenio
6ptimo de experimentos y su convergencia ha sido ampliamente es-
tudiada para disefios aproximados. Su aplicacién sobre problemas
de mezclas exactos no es inmediata, de modo que un nuevo enfoque
se proporciona en 4.3 para esta clase de problemas. La idea consis-
te en considerar grupos de permutaciones de puntos como puntos
del soporte. Cuando aparecen coordenadas repetidas en el punto
generador, es posible que un dnico grupo de permutaciéon sea in-
suficiente para estimar todos los paradmetros del modelo. El nuevo
algoritmo esté preparado para superar esta dificultad, incorporando
de manera sistemética nuevos grupos de permutacion y realizando
una aproximacion simultdnea de todos los grupos. Por otro lado,
se propone un método de optimizacion estocéstica basado en AG,
facil de implementar y muy potente en términos computacionales.
Este algoritmo es flexible fundamentalmente en dos aspectos: no
requiere verificar propiedades sobre la funcion criterio y puede apli-
carse sobre problemas con restricciones adicionales. En este sentido,
el AG se propone como una alternativa heuristica cuando el resto
de métodos requieren gran potencial computacional y cuando los
problemas derivados de ejemplos reales necesitan mantener ciertas
restricciones en las cantidades de los ingredientes.

El AM alcanza los mejores disenos en términos de eficiencia a pesar
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de considerar una clase de disenos restringidos, los disenos de per-
mutacion. Por otro lado, el esfuerzo que requiere el AG para resolver
los casos de estudios es inferior al que requiere AM. Sin embargo,
las diferencias no son especialmente importantes, pues ambos al-
canzaron el 6ptimo en tiempos razonables y convergieron en todos
los ejemplos. El punto fuerte de AG es precisamente su capacidad
de resolver problemas fuertemente restringidos.

Los disenos D—o6ptimos obtenidos fueron avalados por la literatu-
ra, al menos cuando pueden aplicarse otras técnicas algoritmicas
(ACC) o cuando hay soporte tedrico disponible. Ademaés, en este
capitulo se recomiendan disenos mas eficientes a los experimenta-
dores para llevar a cabo los ensayos pertinentes. Los algoritmos
proporcionados obtienen disenos que mejoran sus resultados.
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Capitulo 5

Disenos robustos para
modelos de mezclas

Los objetivos de este capitulo son: En primer lugar adap-
tar la teoria de disefio dptimo robusto para experimentos con
mezclas. En sequndo lugar, proponer estrategias de cons-
truccion que permitan adaptar las técnicas propuestas por
[Dael3] a la naturaleza especial de los modelos de mezclas.
Por dltimo, aplicar la metodologia desarrollada para resol-
ver un problema real que consiste en alcanzar la composicion
dptima de un suceddneo de gasolina diésel para modelizar el
autoencendido en condiciones de motor HCCL

Las principales contribuciones son: En la seccion 5.5. se
obtienen resultados tedricos que permiten alcanzar la expre-
ston analitica de la densidad minimizante para mezclas bina-
rias. En la seccion 5.3. se proporciona un nuevo algoritmo
general, basado en algoritmos genéticos, para el cdlculo de
disefios D— e I—dptimo robustos exactos para mezclas de
mds de dos ingredientes. Se propone ademds una clase efi-
ciente de disenios restringidos, los disenios intercambiables.
Por dltimo, el algoritmo propuesto permitid resolver el pro-
blema real anteriormente planteado.

137
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5.1. Introducciéon

En numerosas ocasiones los experimentos con mezclas no pueden
reproducirse bajo condiciones uniformes y la respuesta no depende
unicamente de los ingredientes sino también de las condiciones ba-
jo las que se realizan estos procesos [Pre04]. Esta situacion puede
llevar a producir desviaciones del modelo considerado y los disenos
6ptimos dependen fuertemente de esta eleccion. Por otro lado, en la
etapa de diseno, los experimentadores deben seleccionar un modelo
cuando atin no tienen informacién acerca del fenémeno que va a
estudiarse. Si el modelo esta “sobreespecificado” se perdera eficien-
cia puesto que estaran utilizando recursos para estimar pardmetros
innecesarios. Si por el contrario el modelo esta especificado “débil-
mente”, con el diseno 6ptimo no sera posible estimar la verdadera
respuesta. Por tanto, asumir un modelo cuya forma es desconoci-
da a priori puede llevar a resultados inadecuados tras la aplicacion
directa de la teoria de diseno 6ptimo de experimentos.

Box y Draper fueron los primeros en advertir los peligros de asumir
un modelo inexacto [Box|. En este trabajo defienden que disenar
experimentos que son robustos contra la falta de especifidad de la
respuesta es mas importante que el diseno 6ptimo de experimentos:
“... the optimal design in typical situations in which both variance
and bias occur is very nearly the same as would be obtained if va-
riance were ignored completely and the experiment designed so as
to minimize the bias alone”. Bajo esta perspectiva, proponen uti-
lizar como medida de la calidad de un diseno el error cuadratico
medio, que se descompone en dos términos correspondientes a la
varianza y al sesgo. Se buscaran, por tanto, disenos que minimicen
esta cantidad. En este trabajo seguiremos la nociéon de robustez
que plantearon Box y Draper, aunque este problema puede tratarse
desde puntos de vista muy diferentes. A continuaciéon se resumen
las distintas corrientes de estudio de la robustez del modelo.

La robustez entendida como la firmeza de un diseno contra la falta
de especifidad del modelo, ha seguido dos lineas de investigacion
bien diferenciadas. La primera de ellas se basa en la teoria de dise-
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no continuo que requiere el tratamiento analitico del sesgo. De esta
aproximacion del problema se obtienen, por tanto, disenos asinté-
ticos. El primer trabajo realizado en esta linea fue desarrollado por
Lauter [Lau74]. Su idea consiste en considerar una clase de modelos
F que pertenecen a una clase de funciones conocidas pudiendo ser
de soporte finito o infinito. Para el caso finito, los criterios conside-
rados son

L mazgez ¥y r @ (F)pLF) M (6|
2. MaZec= Zfe}‘ Q*(f)p(f)Ln{’Mf(f)H
3. MiNgecz MATzey Zfe]-‘ Q" (f)p(f)Vy(z,§)

donde Q*(f) es el peso asignado al modelo f y p(f) es una fun-
cion para homogeneizar (en orden de magnitud) la funcion cri-
terio en relacion al modelo f. Obsérvese que en el caso finito, si
Q(f) =QVf e Fyplf) =pVf € F, entones el criterio 2 es
equivalente a [, [M;(£)|. Este serd uno criterios més explotados
en la segunda corriente que detallaremos a continuacién, con la sal-
vedad de que en la aproximacion de Lauter los disenos alcanzados
son asintoticos. En este trabajo se dan condiciones bajo las que se
verifican teoremas de equivalencia entre los criterios anteriores asi
como procedimientos iterativos para el calculo de los disenos. Aun-
que muchos trabajos han sido desarrollados en este sentido [Co082],
[Det01], [Puk93b|, generalmente para modelos de regresiéon polino-
micos de grado desconocido, la idea que ha recibido una mayor
acogida y una vasta extension en la literatura es la propuesta por
Wiens [Wie90]. Este introduce los disefios con sesgo acotado, es de-
cir, los disefios deben optimizar una funciéon de un modelo potencial
sujeto a una funciéon contaminante que es desconocida pero acota-
da y continua. Para una revision de sus trabajos consultar [Wie92],
[Wie98|, [Liu97], [Fan03|. Puesto que este sera el leitmotiv de este
capitulo, se detallardn sus fundamentos en la siguiente seccion. Los
trabajos anteriores se enmarcan dentro de la que denominaremos
corriente tedrica.
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La segunda corriente de investigacion esta enfocada en un sentido
mas practico del diseno. El fin dltimo serd proporcionar disenos
exactos a los experimentadores cuando éstos barajan un conjunto
de modelos posibles. Esta nocién de robustez no es tan amplia co-
mo en el enfoque tedrico, pues se parte de una serie de modelos
predeterminados por el usuario. Bajo este marco se encuentran dos
trabajos destacables. Heredia-Langer et al. [AHL04| construye un
algoritmo genético para calcular disenos exactos partiendo de un
conjunto de m modelos candidatos. La clave para alcanzar dise-
nos robustos esta en definir una funcion de deseabilidad para cada
modelo candidato

S

_A .
d:(g_A) siA<y<B (5.1)

d=1 siy> DB

d=0 en otro caso

donde y es el valor de la funciéon a optimizar, B es el valor maximo
que puede alcanzar la funcion criterio elegida para el modelo can-
didato, A es una cota inferior y s es una constante que controla la
penalizaciéon que recibe la funciéon cuando se aleja del objetivo. Las
funciones de deseabilidad individuales d; para cada modelo candi-
dato, i = 1,...,m, se combinan en una funcién objetivo general

D*={dy-dy-..-dn,}"™, 0<D*<1.

El diseno 6ptimo robusto sera aquel que maximiza el valor de D*.
Otro trabajo fundamental enmarcado dentro de esta corriente prdc-
tica, es el método desarrollado por DuMouchel y Jones siguiendo
la teoria bayesiana [DuM94]. Los términos del modelo se clasifican
en primarios o poltenciales. Los primarios permanecen siempre en
el modelo, mientras que los potenciales son posibles candidatos a
formar parte de éste, que se incorporaran bajo cierta probabilidad
a priori. Formalmente, supongamos que hay s; v ss términos pri-
marios y potenciales respectivamente. Sea X = (X ;| X ot) con
s1 + s columnas y sea B = (8,,.,/8,,;). A los términos primarios
se les dota de una distribucion previa no informativa, mientras que
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a los términos potenciales se les dota de una distribucién a priori
N(0,kI), donde k es un parametro de precision. Asumiendo o = 1
y los datos normalmente distribuidos Y| ~ N(Xg, I), calculan
la distribucion a posteriori B|Y ~ N(A™*X'Y, A™'), donde

A= [X'X+ K/

es la matriz cuyo determinante debe ser maximizado para alcanzar
el diseno optimo. La matriz K es una matriz diagonal, cuadrada
de orden s; + so cuyos elementos de la diagonal son 0 los s; pri-
meros y 1 los s, restantes. Agboto y Nachtsheim extienden estas
ideas definiendo el popular Bayesian Model Robust Optimal Design
Criterion [Agb05].

La revision anterior es un compendio de métodos para la obtencion
de disenos robustos contra la falta de especifididad del modelo. Sin
embargo, no todos ellos son aplicables a problemas de disefio con
caracteristicas especiales. En particular, nos referimos a los proble-
mas de mezclas. Como senala Wiens en [Wiel5]: “this is another
area that is relatively unexplored by robust designers”. Los tinicos
trabajos que estan preparados para abordar estas necesidades es-
peciales se enmarcan dentro de la corriente prdactica. El algoritmo
genético de Heredia-Langer et al. [AHLO4] es uno de ellos. Smu-
ker et al. [BS09| proporcionan un algoritmo de intercambio para el
calculo de disenos exactos siguiendo el criterio de Lauter

(M #(€)) =[] 1M (&)

ferF

y muestran varios ejemplos de problemas de mixturas. En la tesis
de Smuker [Smul0| se propone, ademas, el criterio maximin

g* = ma/I{EE arg manefo(€)7

siendo G (&) = D{}'—ig) la D—eficiencia generalizada para el modelo
candidato f. Es decir, Df(§) = (|%f((§)||)1/p y vy es el peso que da el

experimentador al modelo f. Este criterio, que busca disenos opti-
mizando la peor de las eficiencias de entre los modelos candidatos,
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es probado en esta memoria en diferentes problemas de mezclas. Sin
embargo, el desarrollo de los métodos de la corriente teorica para
la construcciéon de disenos de mezcla robustos no ha sido estudiado
hasta el momento. Recuérdese que la aproximacién del problema
que incluye una funcién contaminante en el modelo es mucho maés
general que el enfoque practico, ya que el experimentador no tiene
que predisponer la forma de los modelos candidatos. No obstante,
no debemos olvidar que, en definitiva, los experimentadores reque-
riran un disenio exacto para implementar sus ensayos y ésto no es
inmediato a partir de la teoria de diseno continuo. Para cubrir esta
necesidad practica se propondran, ademas, diferentes esquemas de
implementaciéon de los disenos a partir de los resultados teoricos
obtenidos.

5.2. Teoria de diseno robusto

El problema de diseno robusto consiste en determinar la mejor es-
trategia para la seleccion de los valores de las variables controlables
y sus proporciones, de modo que la informacion extraida sea 6pti-
ma a pesar de poder producirse pequenas variaciones del modelo
considerado. Con la mejor estrategia para el muestreo se refiere a
identificar cuantas observaciones tomar en cada punto de la region
de disefio, € = (21, ...,z,) € X, siguiendo las indicaciones anterio-
res. Como se introdujo en el capitulo inicial, existen varios tipos
de diseno disponibles. En este capitulo se construiran dos clases de
disenos:

gn:{&:?lh/n fk:;;k/n} y gw:{m(m)}Vm‘GX?

el primero de ellos corresponde a un diseno discreto, donde & =
~ representa la proporcion de observaciones n; del total n que
deben tomarse sobre el i—ésimo punto del diseno; y el segundo
corresponde a un disefio continuo con soporte infinito, donde m(x)
es la funcion de masa o densidad sobre cada punto de la region de
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diseno. Asumiremos que la medida de diseno &, converge débilmente
a &s de modo que

T Y60V~ F(2)8) = [ (v = F@)0)m(a)ds.

siendo
Y(z)=f(z)0+e (5.2)

el modelo considerado por el experimentador, definido por un vector
f(x) de k regresores asumiendo errores aleatorios, aditivos, incorre-
lados y con varianza constante o2. De aqui en adelante denotaremos
por & para referirnos a &, o £, indiferentemente cuando no haya
riesgo de confusion.

Mientras que en disenio 6ptimo clasico se asume que la respuesta
sigue exactamente la forma (5.2), en la practica ocurre que ésta es
tinicamente una forma aproximada de la respuesta

E(Y|z) ~ f'(x)0.

El diseno 6ptimo robusto propone un marco mas realista para este
problema considerando una clase de posibles respuestas [Wie92]

E(Y|x) = f'(x)0 + ¢(z), = €X, (5.3)

donde ¢ es una funcién desconocida que pertenece a cierta clase
de funciones ¥. Sin embargo, considerar (5.3) implica que los para-
metros no estan definidos de forma tnica. Por ejemplo, el modelo
podria formularse de manera equivalente como sigue

EY|z] = f'(x)(0 + ¢) + ((x)—f'(x)9), = €X.

Este inconveniente puede resolverse facilmente definiendo los para-
metros como los “deseables”

0 = arg mq;n/{E(Yp:) — f(x)9}dx, (5.4)
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en otras palabras, como aquellos que minimizan las diferencias entre
la verdadera respuesta y el modelo considerado. Esta condicion de
minimo implica que

Y(w) = E(Yl|x) - f'(x)0 (5.5)

v f(x) son ortogonales en L2

/f(w)@b(m)dm =0. (5.6)

La definicién de los parametros queda ahora univocamente determi-
nada considerando (5.5) y (5.6) asumiendo que A = [ f(z)f'(z)dz
es invertible.

Cuando la respuesta considerada es (5.2) pero el verdadero mode-
lo es (5.3), aparece un sesgo en el estimador minimo cuadrado de
los parametros del modelo 8 v de la respuesta predicha Y/(a:) El
disenio 6ptimo robusto trata precisamente esta situacion, buscando
obtener disenos que proporcionan estimadores de 0 y Y relativa-
mente eficientes contra la falta de especificidad de la respuesta. En
este caso, a diferencia del diseno 6ptimo de experimentos clasico,
el error cuadratico medio de los estimadores (Mean Squared Error,
MSE) resulta més adecuado que la varianza para medir la calidad de
un diseno. Vamos a considerar la matriz del error cuadratico medio
de los estimadores de los parametros del modelo

wisw(0) = M + M7 (©b WO (1.OM Q). (57)

donde
hﬂ@z/ﬂ@ﬂ@M@m7 wmoz/ﬂmwmmmm

con M (§) invertible. El primer término de (5.7) corresponde a la
matriz de varianzas-covarianzas del estimador minimo cuadrado de
0 asumiendo homocedasticidad en los errores y varianza constante

2. Fl segundo corresponde al cuadrado del sesgo E(6 — 9)2. Por



5.2. TEORIA DE DISENO ROBUSTO 145

otro lado, también consideraremos el error cuadratico medio de la
respuesta predicha Y (x) = f'(x)0

MSE(Y (@) = 2= f/ ()M () F(@) + (f (@M ()b (1.€))".
(5.8)

Aligual que en disefio éptimo clésico, debe establecerse una funcion
criterio a partir de las matrices (5.7) y (5.8) para optimizar algin
aspecto del modelo. Esta funcion, definida a partir del conjunto de
disenos =, debe tomar un valor de la recta real indicando la bondad
del diseno. Las funciones criterio mas utilizadas en diseno robusto
se derivan precisamente de los criterios alfabéticos que se definieron
en el primer capitulo. En este contexto, se conocen como funciones
pérdida. En este trabajo se ha considerado el determinante de MSE
de los estimadores de los parametros del modelo y la integral del
MSE de la respuesta predicha, que se corresponden con los criterios
de D—optimalidad e [—optimalidad respectivamente. La justifica-
cion en la eleccion de los criterios es debida, por un lado, a que
D—optimalidad es el criterio que mas atenciéon ha recibido en la
literatura, y por otro, a que la metodologia basada en superficies
respuestas estan ganando una popularidad importante en diseno
de experimentos, e [—optimalidad es una de ellas. De hecho, Goos
et al. [PG16| defienden que el diseno de mezclas es un caso par-
ticular de diseno de superficies respuesta y, por tanto, los disenos
I—o6ptimos resultan mas adecuados para este tipo de experimentos.
A continuacién se definen formalmente estos criterios

o2 1/p
1p _ 02 (140 (4,9 [TTM(ﬁ)]*lb(d&E))
det MSE(’/’@) P= n < detM(&) ’

/ wse(Y (@) =
X

0.2
= oM O) + Y @ OM O AM T ©bW. ) + [ wP(e)de.
X

L:D(wag)

ﬁ[(wag)

En este trabajo adoptaremos una estrategia minimaz para contro-
lar en las estimaciones los errores debido al sesgo (inadecuacion del
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modelo considerado) y debido a la varianza (muestreo). Por tan-
to, nuestra postura serd la construccién de disenos minimizando la
variabilidad en el peor de los casos, esto es, cuando la falta de es-
pecificidad de la respuesta sea lo méas grande posible. Se define un
diseno 6ptimo robusto como

£ = arg mingez mazyew L(Y,§).

La maximizacion sobre i debe realizarse sobre un vecindario del
modelo asumido, de modo que se hace necesario establecer una cota
sobre 1. Para este proposito existen diferentes estructuras de vecin-
dario disponibles en la literatura (ver por ejemplo [Pes82|, [Li82]).
En este trabajo se ha utilizado la estructura introducida por Huber
[Hub75] y extendida por Wiens [Wie92]

v = {w : / f(@)b(a)dz = 0, / @)z < g} ’

donde 7 es una constante que define el radio del vecindario. La
cota sobre v es un infinitésimo de orden O(n™!), que se hace ne-
cesario para un tratamiento asintotico de MSE. En otras palabras,
la condicion anterior fuerza al sesgo de los estimadores a decrecer
en el mismo orden que el error estandar. Por otro lado, este clase
de vecindario L? tiene la ventaja de recoger una amplia gama de
respuestas alternativas y generales.

Atn habiendo acotado la clase de “funciones contaminantes” a con-
siderar, la busqueda de 6ptimo resulta impracticable. Wiens [Wie92]
prueba que el maximo sobre ¥ se encuentra sobre la subclase de

funciones {¢Y3(x) = r'(x)B8 | 5 ||=1} de modo que
_ _ T 1/2
b(¢,8) = b &) = \/HG(S) B (5.9)

siendo
G =K() H (&) =M(EAT™M(Q),

K (¢) = / f(@)f'(x)m? () dz,
X
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yr(x) = (r/n)G (€) (m(x),—M (£) A1) f(z). Conforme a lo
anterior, maxyg L(1, £) puede formularse equivalentemente como un
problema de maximizacion en R” sobre la esfera unidad. Utilizando
este resultado, las funciones pérdida Lp y L7 son (62 +72%)/n veces

LChma:U -1 G e
Ib(e) = %gch<w,5>:<1—v><1+l‘” M6 (5)) |

detM ()
(5.10)
() = %aﬂxﬁl(@b,g):(1—u)tr(AM_l(5))+uchmaxK(5)H_1 €,
(5.11)

donde se ha definido v = Obsérvese que asi formuladas (5.10)

7.2
o2+712"
y (5.11), los disefios calculados tnicamente dependeran de 72 y o2
a través de v. De modo que el experimentador debe proporcionar
un valor de esta constante en funciéon de su certidumbre acerca de

los errores debido al sesgo frente a la varianza.

Los resultados anteriores pueden extenderse para disenos discretos
como las versiones limite de los anteriores. Nuestro interés sera,
por tanto, calcular disenos minimizando la pérdida para el méaximo
autovalor de las matrices anteriores. No obstante, este procedimien-
to no es directo para experimentos con mezclas, dependiendo del
nimero de ingredientes, modelo considerado y funcién pérdida se-
leccionada. A continuacion se detalla la metodologia desarrollada
en esta tesis para cada caso de estudio.

5.3. Disenos D—6ptimo robustos para
mezclas binarias

El objetivo de la presente seccion serd calcular disenos 6ptimo ro-
bustos en problemas de mezclas siguiendo la teoria estudiada en
el apartado anterior. En particular, se trataran experimentos con-
sistentes en mezclas de dos ingredientes. Considérese el polinomio
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canonico de Scheffé de segundo orden

n(p, B) = Bip1 + Bapa + PBrapipe (5.12)

con (p1,p2) € St = S y disenos continuos. Las técnicas de cons-
truccion que proporcionan Daemi y Wiens [Dael3| son generales y
pueden utilizarse en cualquier problema de diseno robusto. Sin em-
bargo, encontrar una expresion algebraica de los autovalores en la
funcion pérdida es un punto crucial para la aplicacion de esta me-
todologia v no resulta un procedimiento directo. En particular, en
problemas no estandar como el caso que nos ocupa, donde no pue-
den asumirse libremente hipotesis que simplifiquen el problema, se
hace necesario desarrollar nuevas estrategias teorico-practicas para
sortear la impracticabilidad de esta metodologia. En esta tesis, la
clave para el calculo de disenos D—o6ptimo robustos continuos ha
sido la invarianza de (5.10) a través de transformaciones afines de la
region de disenio y el desarrollo de resultados teéricos que nos han
permitido establecer condiciones bajo las que un diseno es 6ptimo.

El modelo (5.12) puede ser formulado de manera equivalente como
n(p,0) = b0 + 61p + O11p*.

donde p = D€ [0, 1], el segundo ingrediente involucrado puede

deducirse implicitamente de la relacion p, = 1 — p; y el vector de
funciones regresoras es ahora f(p) = (1, p, p?)’. Resulta conveniente
considerar esta forma del modelo incluyendo el término constate ya
que tiene la ventaja de reducir el problema a una sola variable y
evita la dependencia entre proporciones.

Consideremos la transformacion afin

T:[0,1] — [—%,
D — D

].

wpdl\)h—\

El modelo transformado serd considerado sin perder generalidad,
puesto que la teoria asegura la invarianza del criterio de D-optimiza-
cioén bajo la accion del grupo de transformaciones lineales actuando
por composicion en S y verificando f(T'(p)) = Arf(p) con | Ar |=
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+1 [Wie93]. Veamos ahora que la transformacion elegida verifica
las hipoétesis anteriores:

Sea f(T(p)) = (1,p— 3, (p — 3)?)", de modo que

1 1 0 0 1

f(T(p)):( P—3 >:(_1/2 1 0)(p>=ATf(p)
PP—p+1 /4 -1 1 P>

con | Ay |= 1. Denotando z = p —1/2y &' = T(S) = [-3,3] la

nueva region de diseno, el modelo transformado queda

1~ 1 1 _ _
n(m,@) = (591 + 592 + 1912) + (91 — GQ)ZE — 0121‘2.

De modo que renombrando los parametros conforme a los términos
en x* abusando de notacion

n(x,8) = b + b1z + Oz’ (5.13)
resulta el vector de funciones regresoras

flx)=(1,2,2%)". (5.14)

Sea Z el conjunto de disenos con medida absolutamente continua
en S’. Vamos a probar que podemos reducir el espacio de biasqueda
sobre = al subconjunto de disenos simétricos considerando el modelo
(5.13).

Definicién 5.1. Se dice que un diseno continuo £ con densidad
asociada m es simétrico si para cada x € X, 3 —x € \ y se verifica
que m(z) = m(—x).

Para cada & € = con densidad m y ) € U se define

§(z) =&(=x),  ¥(x)=¢(-2).

Sea =, el subconjunto de disenos simétricos en =

=, ={¢€g, £(z) =¢(a)),
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y sea Uy el subconjunto de funciones simétricas en W

~

U, ={p eV, ¢(z) =)}

Teorema 5.1. Si existe & = inf max Lp(V,€) y

ceg, YETs
*=mazr L ,E%) € Uy, entonces & =inf max L ,E).
vt = mag Lo(,€) € U, € = inf mag Lo(t6)
Demostracién.

En primer lugar demostraremos que

inf max Lp(Y, &) =inf max Lp(,E). (5.15)

cez Yevs cc=, VETS

Todo disefio simétrico puede escribirse de la forma &, = %5 + %5.
Nuestro interés reside en obtener una expresion de la pérdida en
términos de &, y buscar una relacién con un diseno £ € = cualquiera.

b(w.6) = [ F@yilam(z)(dz).
b(.€) = | flapm(=ajdr = Jo F(= )0~ yml)dy
—— | Prwmldy = -Pbi.c)

donde se ha aplicado el cambio de variable y = —x y P es la matriz
de la simetria inducida en los regresores

1 1 0 O 1
fea)= |-z | =Pr@)= [0 -1 o] [«
x? 0 0 1 x?

Se verifica que M(£) = PM ()P de modo que [M(£)| = |M ()] y
definiendo

N(& ) = (1, M (€) b(¥,6),
se tiene que

N(E ) =¥ (.6) PPTIMT () PP (4,€) = N(E ).
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En virtud de la convexidad de la funcion pérdida (5.10) (ver [Wie93]),
se tiene que

N(&) = N(GE+ 2£.6) < SN(E W) + N (D).

y esta desigualdad implica

1 1 ~
ED(d}agS) < §£D(1/}7€) + i‘CD(d}’g)
Puesto que en (5.15) la maximizacion es sobre W se verifica

L‘D(dju fs) S CDW, 5)

De modo que no es posible “mejorar” la pérdida sobre = que sobre el
subconjunto de disenos simétricos =,. En otras palabras, el infimo
se encuentra en una subclase menos favorable de disenos, la de los
disenios simétricos. La desigualdad Lp(1, &) > Lp(), €) es directa,
de modo que se satisface (5.15) como queriamos ver.

Para demostrar el enunciado basta con ver que para cualquier di-
seno ¢ € = se verifica que

’ > ’ > ’ — ’ *
donde la primera desigualdad es directa, la segunda se satisface por

(5.15) y la ultima se verifica por las hipotesis que se formularon en
el enunciado. Tomando infimos sobre = en

I’ilgq)l(ﬁp(?/}, &) < Ililé%\lz( Lp(¥,§),

se concluye. O

Nuestro proposito serd hallar el diseno £* que minimice en Z; el
mixyey Lp(1,€) y comprobar después la funcién ¢ € U en la
que se alcanzé dicho méaximo verifica ¢ = @/A) En otras palabras,
si m(z) es una densidad simétrica y la pérdida es maximizada en
Y(x) = r'(x)B" tal que 1 (x) = 1p(—x), entonces se habra alcanzado
el diseno 6ptimo robusto global.
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El siguiente teorema proporciona una valiosa herramienta para com-
probar si un disenio simétrico es el diseno D—o6ptimo robusto global.

Teorema 5.2. La condicion suficiente para que un diseno simé-
trico sea D—dptimo robusto es que

pr=(B 0 B5) (5.16)

donde B* es el autovector correspondiente al mdximo autovalor de
la matriz G(&)*M~L()G(E)Y? con || B ||=1.

Demostracion.

Considerando disenos simétricos se tiene que

~

r(—2) = ZGE)2(m(—2)T, — M(E)A(
— GO 2(m(2)T, — M(E)AE)

)" (=)
DPf(x).

\_/m>

Por tanto,
M)A P =PMEP P AE) PP = PMEAE)™,

utilizando que A(€) = PA(&)P'y M(€) = PM(£)P', resultando

asi

r(—z) = ZG(&)V*P(m(x)I, — M(E)AE)™)f(x).
Puesto que G(£) = PG(€)P' y por tanto G(€)"Y/2P = PG(€)~/2,
es claro que r(—z) = Pr(z). Entonces

B =B 0 B) ePs =4

lo cual implica

(=) = (Pr(2))B" =r'(2)PB" = r'(2)B" = ¢(z)
como querfamos ver. O

En lo que resta de seccion se consideraran disenos simétricos 7y,
tras haber calculado los disefios D—o6ptimo robustos, se verificara
la condicion (5.16).
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Sea m(x) la densidad correspondiente a un disefio simétrico. Vamos
a definir

,uj:/ v'm(z)dz, /ﬁj:/ r'm?(x)de,

de modo que las matrices que interviene en la pérdida corresponden

1 0 1/12 10 pe
A= o 112 0o |, M©=(0 m 0 |,
Ko 0 K9
K(g): 0 K9 0
) 0 R4

Obsérverse que las matrices anteriores poseen un numero elevado de
elementos nulos. Esta simplificacién se debe a las consideraciones
anteriores: simetria en la region de diseno y paridad en la funcion
de densidad. Gracias a esta simplificacion es posible alcanzar una
expresion algebraica de los autovalores de la pérdida.
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Sea d (£) = pg — p3, entonces

1 pa 0 —po
_ d
MT©O=gg| 0 % 0
—p2 0 1
1 Ha 0 —pe kg 0 ko
M (K (€)= FIG) 0 d,E—i) 0 0 K2 O
—is 0 1 Ky 0 Ky
1 fako — foke 0 ligRKo — oKy
= — 0 d(g)“2 O
i@\ e |
Ko — U2kg K4 — 2k

. % - %/@ 0 8—10M2 - %/M
AT M (£) =180 0 = 0
Mo — % 0 Ha — %Mz
2.25 — 159 0 2.259 — 1514
= 0 12,LL2 0 s
1809 — 15 0 180p4 — 159

M™ ()G () =M (K () —-AT (M)

Bako—p2K2 () Hara—pera

de) de)
— 0 52 0
HQ_HZHO O 54_E252
ae) ()
2.25— 15y 0 2.25us — 154
- 0 12415 0

180u9 — 15 0 180p4 — 1515

O1k0 + O2k9 + 05 0 O1k9 + O2k4 + O

= 0 941’{2 + 99 0 )
92/€0 + (93/’%2 + (97 0 9252 + 93/14 + 68
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donde
Ja 2 1 1
6:—’6:——’ :—,6:—7
LA d© T AT
05 == 15#2 - 225, 96 = 15[14 - 225,&2,
97 =15— 180,1112, 68 = 15/112 — 180”4, 69 = —12,&2
Entonces

D (M () G <§>>) i

; / 1/p
)max{Pl (&), p2 (5)}> ;
(5.17)

donde
p1(§) = Osra + by (5.18)
y p2 (§) es la mayor de las raices caracteristicas de

91%0 + 92,‘-{2 + 95 91/€2 + 92,%4 + ‘96
92:‘410 + (93:%2 + 97 92/€2 + (93/14 + 68 ’

es decir,

. 61%0 + 2621%2 + 93&4 -+ (95 + 08) i

P2 (§) 9

) 1/2
{ |:(91K0+95);(93H4+98):| + (01k2 + Oaky + 05) (020 + O3k + 67) }

Reagrupando términos en py, es posible obtener una expresion de
la forma

p2 (€)= o+ o'k + /Py + Bk + K'Ck,

donde
Ko 1

k= ko :/ 2?2 | m?(x)du, (5.19)

$4
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y ap, Bo, Q3x1, Bsy1, Csxs dependen tinicamente del diseno a través
de pg, p4. Por tanto, se trata de buscar la densidad m () que mini-
miza (5.17) para p;» = méax{p; (§), p2 (§)} sujeto a las condiciones
de contorno [, a'm(x)dx = p; con j = 0,2,4 (o = 1). Las cons-
tantes y matrices anteriores en términos de los #; son precisamente

01
_ 2 2
o = (95-!-98) 7 By = (95 98) + 0407, a=1| 6 |
2 0
2

2

U (05—65)+6266 1 162 9160, 62-%0s
B = 0107+6306 , C=— 01229 20103 0203 . (520)
— %3 (05—65)+6267 2 92-9% gy05 162

5.3.1. Estrategias Puras

Sea 1;(§) la funcion pérdida (5.17) evaluada en el j—ésimo auto-
valor. El primer enfoque a seguir en la busqueda de soluciones es
asumir que uno de los autovalores es méaximo para todo v € [0, 1].
Supongamos que es el j—ésimo autovalor. Si el diseno {;+ minimi-
zando [;(&) verifica que ;(;+) > [ (&;+) para cada v € [0, 1] y cada
k # j, entonces {;« es el diseno minimax buscado. Este plantea-
miento se conoce como “estrategia pura” y deben estudiarse tantas
como autovalores candidatos existan en el problema.

1* Estrategia pura

El objetivo sera encontrar la densidad minimizante de [;(£) asu-
miendo inicialmente ps v 14 fijos. En consecuencia, 6; cont =1, ...,9
y d(§) también seran fijos. Este planteamiento permite resolver el
problema de minimizacién: la densidad buscada depende ahora tni-
camente de los k; (i = 0,2,4) puesto que el resto de términos de
[1(§) se anadiran al problema como condiciones de contorno y seran
considerados, por tanto, como constantes. Formalmente, el proble-
ma sera

my = arg min/ v*m?(z)dx
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sujeto a

m(z)dr =1, / v*m(z)dr = o, / *m(z)dr = 4,

Sl

vV m(z) > 0. Para encontrar la densidad minimizante, utilizare-
mos el siquiente método variacional: sea £ un diseno cualquiera con
densidad m y definamos el diseno

§op=Q0—-0)&+1t 0<t <1, (5.21)

con densidad m)(x) = (1—t)m, (x)+tm(zr), como una combinacién
lineal convexa de la densidad que suponemos ser la minimizadora
my(z), que se alcanzara en t = 0, y otra cualquiera m(z). Utilizando
la teoria de los multiplicadores de Lagrange (Pierre [Pie86]) para
resolver el problema sin restricciones, sera suficiente encontrar el
disenio &; de modo que

22m?, (z) — 2 1my) ()
Bt Ay Aoy Ag) = " ¥ }dx v
(t5 A1, A2, Ag) /5/ {—2)\2x2m(t)($) — 2/\3x4m(t)($) ( )

sea minimizado en ¢ = 0 para cada diseno absolutamente continuo
¢ satisfaciendo las condiciones de contorno.

La condicion de primer orden de (5.22) evaluada en ¢ = 0 resulta
0 < ®'(0; A1, A9, Az) =
= / 222 (m(@) = ma(2)) = 2M(m(x) — ma ()
— 2X02%(m(x) — my(z)) — 2 32 (m(x) — my(z))]dx

=2 //(m(x) —my(z))[{z*Imy(x) — {1 + Aax® + A3 })dz,

donde se ha utilizado que Sm)(x)]—o = (m(z)—my(z)) y me)(z) =
my(z). La igualdad se alcanzaré precisamente para

(5.23)

)\1 + )\21’2 + )\3.T4)+

x2

my(z;wi) = (
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con wi = (A1, A2, A3) obteniéndose asi la expresion de la densidad
minimizante buscada. El signo + se refiere a la parte positiva de la
funcion para garantizar que la densidad sea no negativa. Obsérvese
que la expresion de la densidad esta sobreparametrizada. Por ejem-
plo, considerando Ay # 0, dividiendo todas las constantes entre ésta
se obtiene .
a+ x? + bt
m(z;w) = <T) , (5.24)
con w = (a,b). Si Ay fuese 0, entonces (5.24) seria la version limite
de (5.23). En definitiva, sera suficiente considerar la subclase =’ de
disenos con densidades de la forma (5.24). La determinacion de las
constantes a* y b* para las que el disenio £* con densidad m(x; w*)
minimiza [;(§) en Z’ verificando las condiciones de contorno se lle-
vara a cabo numéricamente utilizando una rutina de minimizacion.
Este procedimiento se explicara con detalle més adelante.

Tras el calculo de las densidades minimizantes para cada v € [0, 1]
se comprueba si se satisface la condicion 1y (§1+) > lo(&1+) Vv € [0, 1]

Y

14

12~ 777'2*

10 S

comparative losses

Figura 5.1: Valor de la pérdida evaluada en cada autovalor p1(€) y p2(€)
para el diseno 6ptimo &1+ para cada v € [0, 1].
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La figura 5.1 muestra que la primera estrategia pura falla drastica-
mente. En particular, l5(&;+) supera [, (£;+) para todo valor de v. Se
procede, por tanto, al estudio del segundo autovalor candidato.

22 Estrategia pura

Razonando de manera analoga al caso anterior, hallaremos

my = arg min p, (€) = arg min o + o’k + /o + B'k + K'Ck,

sujeto a

/

m(z)dr =1, / v m(z)dx = po, / rim(z)dr = p,
S/ /

V' m(z) > 0con Ky ag, By, o, B, C definidos como en (5.19) y
(5.20) respectivamente.

Utilizando el método variacional (5.21), el objetivo sera encontrar
la expresion de la densidad minimizante de

<I>(t;)\1,)\2,)\3):/8/{ pa(t) = 2ham (T) : )}dx, (5.25)

—2Xoz?mp (z) — 2 3z myy (@

que se alcanzara para t = 0 siendo

p2(t) = o + a’n(t) + \/50 + ﬁln(t) + F{,/(t)CK,(t) (5.26)

1
K = m(e) | 2° (5.27)
ZE4

Calculamos primero la derivada del primer término del integrando:

d

11(604‘,3/'4/ +I€,tCFLt)|t:0
P,Q(O) _ a/_"ﬂ(t)|t:0 + 5 dt (1) (1) (t)

\/ Bo+ B'ka) + K’ 1)Cky

1

1
2% 24

= 2(m(z) —ma(z))ma(z)e’ +
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Por tanto, la densidad minimizante se obtendra de la condicién

0 < P'(0; A1, A2, A3) =

1
= - "+ +2K,,C 2
) =l + 5 20,0 | 5
— {1+ Aoa? + Az} d.
La igualdad se alcanzara para
(1 w01) = a4+ bz + ezt \ T
e d1 + 61$2 + f1274 ’
donde wy = (ay,by,c1,d1, €1, f1) y, en términos de
Ky = 01k + 05,
Ky = O3k4 + 0s,
Kg = (91:“&2 + 03%2 + 967
Ky = Oskg + O3k2 + 07,
= 6o+ BKr+KCk)
evaluados en & como en (5.21), se ha definido a; = A\, by =
Ay, 1= A3y
0 1 1 1 0
di = 1(1 + \/—_(éK1 — oKt 0?1(3)) (5.28)
ep =06 +L(6K + 60, Ky) (5.29)
1 — V2 2\/? 3433 1434 ), .
0 1 1 1 0
f= 3(1 —— (=K, — =K, + 2 Ky)). (5.30)

VE 2 2 0

Utilizando un argumento similar al que se sigui6 para la obtencion
de (5.24), se obtiene la expresion buscada:

a+br? +cxt\ "
d+ 22 + ext ’

m(z;w) = (
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con w = (a,b,c,d,e).

Tras determinar numéricamente las constantes y obtener asi la den-
sidad minimizante para cada v € [0, 1), procedimiento que se deta-
llara en la proxima subseccion, se tiene que la condicion ly(&ax) >
[1(&2+) se incumple en todos los casos (ver Figura 5.2). Tras el fallo
de las estrategias puras, se hace estrictamente necesario el desarrollo
de una nueva metodologia para el calculo de los disennos D—6ptimos
robustos.

8 T~ —— =L

comparative losses
7/

Figura 5.2: Valor de la pérdida evaluada en cada autovalor pi(€) y p2(€)
para el disefio 6ptimo &o+ para cada v € [0, 1].

5.3.2. Estrategia General de Construccién

La principal contrariedad encontrada en el apartado anterior surge
de obtener un autovalor maximo diferente para cada valor de v.
Este inconveniente puede solventarse dividiendo el problema en dos:
cada parte correspondera al subproblema donde cada autovalor es
maximo. Esta condicién podra anadirse después al problema de
minimizacion como una restriccion mas. La descripcion formal de



162 CAPITULO 5. DISENO ROBUSTO

esta “estrategia general de construccion” viene dada por el siguiente
teorema.:

Teorema 5.3. Sea {l;(£)}]_, la funcion pérdida correspondiente al
autovalor j—ésimo. Un diseno minimax £ minimizando la pérdida

1(&) = mazi<j<s{l; (&)},

puede obtenerse de la forma siguiente: considérese una particion de
congunto de los diserios = = U{_,Zy, donde

= = {é\lk(ﬁ) = maxlngJ{lj(S)}}-

Para cada j = {1,..., J}, se define & como el diseno minimizante
de cada 1;(§) en Z;. Entonces, el diseno buscado £ serd el disefio

&+ verificando j* = arg mm1§j§J{lj(5j)}~

Demostracion. Puede encontrarse en Daemi y Wiens [Dael3]

De acuerdo con el resultado anterior, en primer lugar ha de resol-
verse el problema de minimizacion en cada =; con j = 1,2. Esto
es encontrar la densidad minimizante de I, (§) sujeto a [1(£) > [5(&)
por un lado, y por otro, hallar el minimizador de l5(§) sujeto a
l5(§) > 11(§) asumiendo en ambos casos g y p4 fijos que se afa-
diran al problema como condiciones de contorno. Esto altimo im-
plicara que los 6;, © = 1,...,9 y d(£) también seran considerados
como constantes, de modo que las desigualdades entre [y y I pue-
den formularse equivalentemente como desigualdades entre p; y po.
La condicion de la desigualdad puede formularse como igualdad
anadiendo una variable de holgura y sera incorporada al problema
de minimizacién como otra restriccidon mas.

Minimizacién sobre =,

El planteamiento del problema es el siguiente:

my = arg min/ z*m?(z)dx,
’
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sujeto a

m(x)dx =1, / w*m(z)dx = pg, / rtm(x)dr = g,

S/

p1(€) = p2(§) — 61 =0,
YV m(z) > 0 donde 0; es una variable de holgura. Utilizando el
método variacional (5.21), los multiplicadores de Lagrange y la ex-
presion de los autovalores (5.18) y (5.26), se tiene que la funcion a
minimizar para t = 0 es como sigue

(I)(t, )\1, )\2, )\3, )\4) =
— / {x2m?t) () = 2X\imy(z) — 2/\2x2m(t) (r) — 2)\3x4m(t) (x)
S/

—Aa[fsa?miy () +0y— (ao+a"-”~<t)+\/ Bo + B’k + &'y Ch)] .
Procediendo como antes, se obtiene la condicion de primer orden

0 S (I),(O, /\1, /\2, /\3, )\4) = 2/ [{Dl + lez + E1x4}m1(x)—

/

—{ay + b2® + ey Y (ma(2) — m(x))dz

donde se ha denotado a1 = Ay, by = Ay, c1 = A3, D1 = M\ydy, By =
1—Xy(0s—e1) y F1 = Ay f1, condy, ey y fi definidas en (5.28), (5.29)
y (5.30) respectivamente. La igualdad se obtiene para la densidad
que se muestra a continuacion, dividiendo entre alguna constante
no nula para evitar la sobreparametrizacion

a + bx? + cxt +
d+ 22+ ext ’

maie) = (

con w = (a,b,c,d,e).

Minimizacién sobre =,

El problema de minimizacién es el siguiente

my = arg min py(€) = arg min ap 4+ &'k + v/ + @'k + K'Ck,
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sujeto a

m(z)dz =1, / w*m(z)dr = o, / *m(z)dr = ju4,

Sl

;02(5) - 01(5) — 0 =0,

V m(xz) > 0 donde 0y es una variable de holgura. Utilizando un
argumento similar al seguido en los casos anteriores se obtiene la
siguiente funcion a minimizar en ¢ = 0

Dt M, Ao A, M) = | {ao + iy + /o + B/ + K Cigy
S/

—2Xm)(z) — 2202 m (z) — 2X32*mp (z) — Moo + &Ky +

+\/60 + ﬁlﬁ(t) + ﬁ',/(t)cﬁ"(t) — (04x2m%t)<l'> + 89)]}dx

Razonando como antes se obtiene

0 S (I)/(O, /\1, /\2, /\3, /\4) = 2/ [{51 + leQ +E1:p4}m1(x)—

/

—{ay + b2* + c1x*Y(my(2) — m(x))dz

donde se ha denotado a1 = Ay, by = Xy, ¢; = A3, Dy = dy(1 —
M), By =e(1—M)+ 00y Fr = fi(1 —X\y), con dy, e1 v fi
definidas en (5.28), (5.29) y (5.30) respectivamente. Y denotando
w = (a,b,c,d, e), obtenemos finalmente la expresion de la densidad
minimizante

b2 4\ T
M) _ (5.31)

d+ 22 + ext

i) = (

Minimizacién sobre = y resultados

Al hallar la densidad minimizante en cada particién de =, se ha
encontrado analiticamente que ésta tiene la misma expresion. Por
tanto, serd suficiente considerar densidades de la forma (5.31). El
problema consistird en determinar el vector de constantes w* =
(a*,b*,c*,d*, e*) con el que el diseno &* con densidad m*(z) =
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m(z; w*) minimiza (5.10) sujeto a las condiciones de contorno. Este
problema debe resolverse para cada valor de v € [0, 1]. El célculo
de las constantes se llevd a cabo numéricamente, utilizando una
rutina de optimizacion no lineal sin restricciones en MATLAB. La
tinica condicion impuesta es que m*(z) es una medida de proba-
bilidad y, por tanto, las constantes se normalizaron en cada ite-
racion. Un punto fundamental para la convergencia del algoritmo
de minimizacion es la eleccion del punto de inicio de estas cons-
tantes. Para este propoésito se analizé el “comportamiento limite”
de v. El diseno 6ptimo para v = 0 se corresponde con el dise-
no D—o6ptimo clasico, que en este caso es conocido y tiene co-
mo puntos de soporte +0.5 y 0 con densidad uniforme. Tomando
a = 20, b= —20000, ¢ = 80000, d = 1/300 y e = 100/300 se ob-
tiene una densidad de tales caracteristicas, de modo que resultaron
ser unos buenos valores iniciales. Los valores de estas constantes
fueron actualizidndose secuencialmente utilizando un incremento de
v de 0.001. Fue necesario establecer una longitud de paso pequena
para garantizar precision en el punto de inicio en cada evaluacion.
Cuando el diseno 6ptimo clasico es desconocido, una estrategia muy
recurrente es considerar disenos uniformes partiendo de v = 1. Si-
guiendo a [Konlj|, éstos son frecuentemente Optimos contra des-
viaciones de la forma (5.3). Por otro lado, todas las integrales para
el calculo de los elementos de las matrices de la pérdida fueron cal-
culadas utilizando la regla de Simpson sobre una malla de 10.000
puntos.

La Figura 5.3 ilustra algunos ejemplos de los resultados obtenidos.
Como puede observarse en (a), los autovalores evaluados en el di-
seno Optimo &* toman practicamente el mismo valor para cada v.
Este comportamiento puede corroborarse tras haber estudiado pre-
viamente el fallo de las estrategias puras. De (b) se deduce que la
pérdida es mayor cuando mas importancia relativa se pone sobre la
varianza frente al sesgo. Las graficas (¢)-(f) muestran las densidades
minimizantes para ciertos valores de v seleccionados. El codigo QR
de la figura 5.4 muestra una animacién gréafica de la evolucién de la
densidad 6ptima a medida que aumenta v. La tabla 5.1 recoge los
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Figura 5.3: Disenos D—06ptimos robustos £* para el modelo de Scheffé
(5.13). (a) Autovalores (p1(£*),p2(£*)) vs. v; (b) Valor de la pérdida 1(£*);
(c)-(f) densidades D—o6ptimas robustas m*(z) y diseno de 10 puntos para
los valores de v seleccionados.

valores de las constantes que se obtuvieron numéricamente y que
determinan las expresiones de las densidades D—o6ptimas robustas
de la forma (5.31) que se muestran en la Figura 5.3.

Sin embargo, los experimentadores no pueden llevar a la practica sus
experimentos a partir de densidades continuas. Por tanto, se hace
necesario proporcionar disenos exactos a partir de las densidades
obtenidas. En este trabajo se ha considerado

—1/2
z; =E" (!), 1=1,...,n.

n
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Figura 5.4: Evolucion de la densidad D—o6ptimo robusta, m(z;w*), a
medida que v aumenta.

v a b c d e 1(&%)

0.01  0.04081 -150  683.5 0.002549 0.01475 8.109
0.09 0.05028 -15.42 91.56 0.01023 0.1231 8.474
0.5 0.009662 -0.2874 11.19 0.005664 0.1913 5.734
091 02531 0.9048 3391 0.2883 26.3 1.136

Tabla 5.1: Constantes que definen las densidades (5.31) para los valores
de v seleccionados.

puesto que estos disenios convergen débilmente a £ y son los di-
senos de n puntos mas cercanos a ¢ considerando la distancia de
Kolmogorov (ver Xu y Yuen [Xull]). En la Figura 5.3 se muestran
sobre el eje x de las graficas (c)-(f) los disefios exactos de 10 puntos
siguiendo este esquema de implementacion. Puede observarse para
v = 0.01 que el diseno coincide con el D—o6ptimo clasico poniendo
1/3 de las observaciones en los extremos y en el punto medio de
la region de diseno. A medida que se va dando mas importancia al
sesgo que a la varianza, esto es, a medida que v se aproxima a 1,
se observa que los puntos de disenio se van distribuyendo de forma
mas uniforme por la region de diseno hasta alcanzar en el dltimo
de los casos, (f), una distribucion uniforme casi perfecta. Este com-
portamiento se encuentra frecuentemente en diseno robusto: para
buscar proteccion contra la falta de especificidad del modelo, la
mejor estrategia serd tomar las observaciones cubriendo el espacio
de disefio de manera que no se favorezca ninguna region, esto es
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uniformemente.

Los resultados anteriores corresponden a las soluciones obtenidas
con problema transformado a través de la transformacion lineal T
La tabla 5.2 recoge las primeras coordenadas de los 10 puntos de
diseno en el espacio original, el simplex S, calculadas a partir de la
discretizaciéon que se muestra en las graficas (c)-(f) de la Figura 5.3.
Los puntos de soporte del problema original son los pares (p, 1 — p)
donde p se ha obtenido a partir de la trasformacion inversa 7'~ !.

v ‘ p

0.01 | 0.003 0.008 0.016 0.489 0.497 0.503 0.511 0.984 0.992 0.998
0.09 | 0.007 0.024 0.048 0.463 0.490 0.510 0.537 0.952 0.976 0.993
0.5 0.022 0.074 0.146 0.291 0.469 0.531 0.708 0.854 0.926 0.978
0.91 | 0.042 0.130 0.225 0.330 0.443 0.557 0.670 0.775 0.870 0.958

Tabla 5.2: Primeras coordenadas de los 10 puntos de diseno sobre el
simplex S a partir de la discretizacion mostrada en la Figura (5.3).

En el caso de I—optimizacién no fue posible obtener una expre-
sién analitica de la densidad minimizante. Los resultados teéricos
necesarios para simplificar el problema y obtener asi una expresion
algebraica de los autovalores, no pudieron extenderse puesto que no
puede garantizarse la convexidad de esta funcion pérdida.

5.4. Disenos 6ptimo robustos para
mezclas de tres componentes

En esta seccion se extenderan los resultados del apartado anterior
para problemas de mezclas donde intervengan tres ingredientes en el
compuesto. Considérese un polinomio de Scheffé de segundo orden
incluyendo el término constante para tres ingredientes

n(p,0) = 0y + 01p1 + Oapa + O11p1° + O2pa® + O1apipe. (5.32)
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El tercer componente puede deducirse de la relacion p3 = 1—p; —po.
La region de diseno sera S? (ver Figura 5.5) y el vector de regre-
sores f(p1,p2) = (1, p1, p2, p12, p2?, pip2). Esta formulacion equiva-
lente del polinomio canénico de Scheffé de segundo orden para tres
componentes, permite ahorrar una variable en procesos sucesivos.

0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 5.5 : 2 = {p = (p1,p2) € [0,1]* : p1 +p2 < 1}.

Bajo este marco, aparecen ciertas dificultades que impiden aplicar
el procedimiento seguido para las mezclas binarias. Es por ello que
se abre la siguiente disertacion:

Observacion 5.1.

» Los autovalores a calcular en la pérdida son las raices carac-
teristicas de una matriz de orden 6. Para emplear la teoria
de los multiplicadores de Lagrange se necesitaria obtener una
expresion algebraica de las raices del polinomio caracteristico
de esta matriz que serd de grado 6. Sin embargo, como conse-
cuencia de un resultado importante de la teoria de Galois se
tiene que

Teorema 5.4. (Teorema de Imposibilidad de Abel):
No es posible encontrar las soluciones de la ecuacion general

™ + ap 12" P4 .. Fax+ag=0
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para n > 5 mediante un nimero finito de operaciones aritmé-
ticas de los coeficientes que integran la ecuacion.

Demostracion. Véase [Pes03].

El teorema no indica que no exista solucion. De hecho, el
teorema fundamental del dlgebra garantiza la existencia de
soluciones (si se permitieran soluciones complejas en el pro-
blema). Este teorema tan solo muestra la inexistencia de una
expresion algebraica para soluciones generales. Pese a lo ello,
pudiera ocurrir que para nuestro caso particular fuese posible
alcanzarlas. Sin embargo, las expresiones de los elementos de
la matriz de la pérdida son funciones complejas de las exten-
stones bidimensionales de p; y k; por lo que no fue posible
obtenerlas.

Los métodos numéricos resultan ser la unica alternativa via-
ble para calcular de los autovalores. Asimismo, serd necesario
desarrollar un algoritmo, especializado en este tipo de proble-
mas, para la minimizacion numeérica de la pérdida. Fsta serd
la estrategia adoptada en este trabajo para abordar el problema
general.

Otra posibilidad es considerar una clase de disenos restrin-
gidos que, simplificando el problema y mediante transforma-
ciones elementales de la region de diseno, permitan obtener
una expresion algebraica de los autovalores. Fste enfoque del
problema continuo serd tratado mds adelante.

En primer lugar, se describira el procedimiento desarrollado para
resolver el problema general. La minimizaciéon numérica de la pér-
dida conlleva la discretizacion del problema. Sea 8% la region de
diseno discretizada

Sp = {pri:p2y) € 0,17 pry+po; < 1}

o r
i, 1=1,...,k}, pgj:{z J, j=1,..,k}
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siendo & el nimero de nodos del intervalo [0,1]. El nimero total
de puntos de soporte serd N = @ Nuestro interés seré ob-
tener disenos & que asignen una medida de probabilidad 6ptima
&5 = & (p1i, p2;) = £(p) sobre cada punto del reticulo 3. Consi-
deraremos, por tanto, disenos exactos de n puntos que ponen peso
&i; > 0 sobre un maximo de n puntos de la cuadricula y cero en el
resto. Para disenos discretos se definen analogamente al caso con-

tinuo las matrices que intervienen en la pérdida:

k k—i

A = N‘lZ;f(pu,pzj)f’(pu,pzj),
M(¢) = i:&jf(pu,pzj)f’(pu?mj),
K() = zf;2f?jf(pliaPQj)f/(plivPZj)a
H(E) = M(§)ATIM(E),
G(§) = K(§) = H(&).

A continuacion se introducira el algoritmos genético propuesto en
este trabajo para llevar a cabo la minimizacién numérica. En parti-
cular, se describiran tanto los operadores como su funcionamiento
especialmente desarrollados para el tipo de problemas que nos ocu-

pa.

5.4.1. Algoritmo Genético

Puesto que en 4.4 se introdujeron sus fundamentos asi como una
pequena revision bibliografica, en este apartado nos limitaremos a
detallar las novedades del AG propuesto para el célculo de disenos
de mezclas 6ptimo robustos. En primer lugar resenar que, si los
trabajos en los que se emplean AGs dentro del campo DOE para
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problemas de mixtura son escasos, méas reducida es atun la literatura
si incorporamos la robustez al problema. El tinico trabajo existente
se debe a Heredia-Langer et al. [AHLO04|, quienes consideran la fun-
cion de deseabilidad (5.1) para alcanzar disefios robustos para un
conjunto de modelos candidatos prefijados por el experimentador.
Sin embargo, el desarrollo de AGs para diseno de mezclas que bus-
ca proteccion contra perturbaciones de la respuesta utilizando un
abanico infinito de modelos posibles, esto es, a través de la inclu-
sion de una funcion contaminante, es una de las aportaciones mas
novedosas que se recogen en este trabajo.

Sea P la poblacion inicial de M disenos de n puntos aleatoriamente
seleccionados en la region de diseno 812) y sean iy,...,4y los indi-
ces correspondientes a la posicion de los disenos iniciales &1, ..., &y
ordenados de menor a mayor valor de la pérdida. El valor de la
funcion fitness que se asignaré al disefio j—ésimo sera

1
()

Los operadores que actuaran sobre los miembros de la poblacion
son:

M.

) j: 17"'7

thJ -

Seleccion.

» Seleccion elitista. Mantiene los Nt = Pote - M disenos de la
actual poblacion con mayor fitness para la siguiente, siendo
P.;;.e 1a probabilidad de élite establecida.

= Seleccion probabilistica. Selecciona dos disenos padre para los
siguientes procesos de modo que la probabilidad de ser elegido
es proporcional a su fitness. Sean 7] e 75 los indices correspon-
dientes a los miembros de la poblacién elegidos. FEntonces,

if=min{i: Y fit,>m} vy iy =min{i: Y fit, >},
s=1 s=1
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donde ~y;,7v2 ~ U(0, 1) son generados aleatoriamente.

Cruce. El propésito de este operador es crear un nuevo diseno
hijo que contenga informacion similar a los padres. La operacion de
cruce se llevara a cabo o no dependiendo de cierta probabilidad de
cruce Po. Sea 3 ~ U(0,1) generado aleatorialmente. Si 3 < Ppg,
entonces el operador de cruce actuara. En otro caso, el disenio hijo
seré el mejor de los padres. En este trabajo se consideré Po = 0.9
y se ha creado un nuevo operador para satisfacer las necesidades
especiales de los problemas de mezclas.

= Cruce unitario. Denotaremos por P, y P, a los disenos padre
elegidos en la seleccion probabilistica. En primer lugar,

hz’j0<1) = maz{ Py, P»}, siendo hijoiy = maw{f’?,ﬁ?}.

La operacion anterior puede generar un exceso de probabili-
dad que debe ser eliminada, exceso =1 — Zij hijog). Puesto
que todos los posibles valores que pueden tomar los pesos son
miltiplos enteros de 1/n (recuérdese que se consideran disenos
exactos), el namero de miltiplos de probabilidad a eliminar
serd mult = exceso - n. El pseudocodigo del proceso anterior
seré

Mientras mult # 0: hacer
1. Contar el nimero de coordenadas distintas de cero en hz’jom,
nzc.
2. Definir el vector eliminar de tamano 1 x nzc, donde las
primeras min(mult,nzc) coordenadas son iguales a 1/n y el
resto cero.
3. Reducir el exceso de probabilidad:
(hijo'" > 0) = (hijo" > 0) — Perm(eliminar),
donde Perm es un vector que contiene una permutaciéon alea-
toria de las coordenadas del vector eliminar.
4. Actualizar los pesos del paso 3 en hijo(l) creando hij0(2>.
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Mutacion.

Recuérdese que este operador es el encargado de preservar la “bio-
diversidad” de las soluciones. Por tanto, debe generar més oportu-
nidades para incorporar nuevas soluciones cuando el algoritmo esté
lejos del 6ptimo y reducir la biodiversidad en caso contrario. Por
tanto, la operacion de cruce se llevara a cabo o no dependiendo de
cierta probabilidad de cruce Py; que se actualizara en funcion del
estado en el que se encuentre el algoritmo:

tnvartante
P]\/[ - PM

1ni<]‘ -
donde Py, . es la probabilidad de mutacién inicialmente determi-
nada, invariante es el nimero de iteraciones que el mejor de los
disenos de la actual poblacion ha permanecido sin cambio e inva-
riantetotal es el nimero de iteraciones prefijado que el mejor de los
disenos ha de permanecer invariante para ser considerado 6ptimo.
Asi definida, la probabilidad de mutacion ird reduciéndose progre-
sivamente a medida que el algoritmo se vaya acercando al 6ptimo.
El diseno hijo creado en el paso anterior serd sometido a mutacion
con probabilidad P; y permanecera sin cambio con probabilidad
1 — Py;. En este trabajo se ha considerado una probabilidad inicial
Py, = 0.1y el siguiente operador de cruce

ini

)

invariantetotal

» Mutacion unitaria. Un nuevo diseno serd generado a partir
de una permutacion aleatoria de la distribucion de pesos del
diserio hijo anterior sobre S5,

Neite+1 nuevos disenos seran sido obtenidos al final de este proceso.
Las operaciones de Seleccion probabilistica - Cruce - Mutacion de-
ben realizarse repetidas veces hasta completar una generacion de M
nuevos disenios. Asi se habra completado una iteracion del AG. La
regla de parada utilizada fue alcanzar invariante=invariantetotal,
es decir, no encontrar mejoras en el fitness del mejor diseno durante
un ntmero suficientemente grande de iteraciones consecutivas. En
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particular, 1000 iteraciones consecutivas fueron consideradas para
los ejemplos que se ilustran méas adelante.

Los operadores propuestos en este trabajo convergieron en todos los
casos de estudio y en tiempos razonables. A continuacién se mues-
tran varios ejemplos numéricos considerando disenos de n = 48
puntos. Se han considerado diferentes valores de v para mostrar
disenios Optimos cercanos a los clasicos que minimizan la varian-
za (v — 0) asi como disefios altamente influenciados por el sesgo
(v — 1). Las figuras 5.6 y 5.7 muestran los disefios D— e [ —6ptimos
robustos calculados. Como puede verse en la mayoria de ejemplos,
los puntos de diseno se localizan entorno a clusters alrededor de di-
senos estandar. En particular, para D—optimizacién, se obtuvo un
diseno {3, 2} —simplex lattice para los casos “casi clasicos” mientras
que para v = 0.5 resulté un diseno {3, 3} —simplex centroid, aunque
este ultimo menos definido. A medida que el valor de v aumenta, los
puntos de diseno se localizan mas repartidos por la region de diseno
sin seguir ninguin patréon claro como cabria esperar debido al sesgo
introducido. En cuanto a [ —optimizacion, resulta relevante que los
disenos permanecen invariantes entorno a un {3,3}—simplex cen-
troid a medida que v varia. En este sentido se ha probado que,
cuando se consideran disenos exactos, las matrices de los sumandos
que intervienen en (5.11), correspondientes a la traza y a chpq,
son proporcionales y el factor de proporcionalidad es, ademés, el
nimero de puntos de soporte

AM™ (&) =n K (H (). (5.33)

En los disenos obtenidos pueden deducirse ciertas propiedades geo-
métricas. Una de las méas destacables es que los puntos de diseno
se sitian de forma simétrica a lo largo de las medianas del sim-
plex, propiedad que llamaremos intercambiabilidad. Este fendmeno
sucede en todos los disenos I—o6ptimos robustos calculados y en la
mayoria de los D—o6ptimos. Este fenémeno tiene la ventaja de no fa-
vorecer ninguno de los ingredientes en la mezcla de modo que puede
ser una caracteristica de diseno interesante para experimentadores.
Vamos a considerar dos clases de disenos restringidos siguiendo esta
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Figura 5.6: Disefios D—06ptimos robustos obtenidos con AG para varios
ejemplos de v.

idea y con proposito de comparar rendimientos entre los diferentes
tipos de disenos.

5.4.2. Disenos Restringidos

Disenos Optimos Robustos Intercambiables (DORI)

Sea p = (p1, ..., p,) una mezcla de S9! y sea

P(p) ={a=(a1,...,aq) = (p1,....,04)}

el conjunto de todas las mezclas posibles formadas por permuta-
cion de sus coordenadas. Observa que Vp € S9!, P(p) C S¥ 1y

#P(p) = ¢..

Definicion 5.1. Un diseno discreto & es intercambiable st to-
dos los puntos del conjunto P(p) tienen el mismo peso, {(p) =
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Figura 5.7: Disefios I—dptimos robustos obtenidos con AG para varios
ejemplos de v.

&(a) V a € P(p), y esto se verifica ¥ p € ST, Por tanto, un di-
seno intercambiable de n puntos necesita unicamente n/q! mezclas
para ser generado

gZ{P(PQ P(py) - P<pn/q!>}’

51 52 gn/q!

n/q!

donde & = £(a) Ya € P(p,), i=1,..n/q y Y q'-&=1.
=1

La simetria a partir de las medianas del simplex implica que la
region de diseno puede reducirse a la subregion S%E representada en
la Figura 5.8 . Esta simplificacién reduce el nimero de evaluaciones
ya que el nimero de puntos de la malla es 1/¢! veces inferior al caso
general.

Vamos a denotar analogamente al caso continuo abusando de no-
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Figura 5.8: S}, = {(p1i,p2;) € [0,1)* : p1i > paj, poj < —2p1i + 1}.

tacion
k i
_ S t
st = E E &ij PLi DPaj -
i=0 j=0

La propiedad de intercambiabilidad implica

H10 = Ho1 = M1 H12 = H21
H20 = Ho2 = M2 H13 = HU31
H30 = Ho3 = M3 Hao = Hoa = M4,

de modo que la matriz de informacion

Lopr g p2 g2 pn
M1 M2 M1 H3 0 fi2 [12
M(f) M1 fr M2 M1z M3 H12 ' (5.34)
M2 M3 H12 M4 22 H13
M2 Hi2 3 o2 fh4 113
M1 M1z Hi12 H13 H13 H22

es una matriz simétrica con elementos repetidos y lo mismo ocu-
rre con K (§). La simplificacion anterior reduce significativamente
el coste computacional. Teniendo en cuenta estas consideraciones,
se han calculado los disenos D— e I—6ptimos robustos adaptan-
do los operadores que se describieron en la seccién anterior. Las
figuras 5.9 y 5.10 recogen los disenos exactos de n = 48 puntos
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obtenidos. En el caso de D—optimizaciéon se alcanzé de nuevo un
{3, 2} —simplex lattice para valores bajos de v y un {3, 3} —simplex
centroid para v = 0.5; mientras que para [—optimizacioén se obtuvo
un {3, 3} —simplex centroid en todos los ejemplos. Los disenos inter-
cambiales proporcionan localizaciones mas precisas de los puntos de
disefio que en caso general en aquellos ejemplos donde se obtuvieron
disenos estandar; lo que se traducird, como se vera mas adelante,
en un aumento de la calidad de los disenos obtenidos con este tipo
de disenos restringidos.

3
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Figura 5.9: Disenos D—6ptimos robustos intercambiables obtenidos con
AG para varios ejemplos de v.

Disenos Optimos Robustos Parcialmente Intercambiables (DORPI)

Una critica de la clase de disenos anterior es que la intercambiabili-
dad es una propiedad muy exigente, que requiere la invarianza bajo
cualquier permutaciéon de las coordenadas que integran la mezcla.
Analizando el caso de D—optimizacion, se observa que los puntos
de diseno necesitan mayor libertad para cubrir la regiéon de diseno
en los ejemplos con v > 0.5 y esto es algo que no se consigue con los
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Figura 5.10: Disenos I—06ptimos robustos intercambiables obtenidos
con AG para varios ejemplos de v.

disenos intercambiables. Por tanto, se consider6 una nueva clase de
disenos, mas flexibles, a los que se referird como parcialmente inter-
cambiables. Sea ¢ = (074, ...,0,,) un conjunto de m permutaciones
de las coordenadas de p € S9! (m < ¢!) y sea o(p) el conjunto de
puntos invariantes por éstas.

Definicion 5.1. Un diseno discreto £ es parcialmente intercam-
biable si ¥V p € ST, £(p) = &(a(p)).

Vamos a considerar el siguiente caso de intercambiabilidad parcial:
para cada mezcla de tres ingredientes p = (p1, ps, p3), considérese
los puntos invariantes permutando las dos primeras coordenadas
para cada ps fijo en [0, 1]. n/2 puntos de diseflo seran necesarios para
determinar completamente un diseno parcialmente intercambiable
de n puntos

_ (p1,p2,p3)1 (p27p1,p3)1 (pl;anp?))n/Q (p27p17p3)n/2
5 - I
&1 &1 §nj2 nj2
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n/2

con Z 2-& = 1. Los mismos disenos se obtendrian sin pérdida de
genelraiidad intercambiando cualesquiera p; y p;, 1,5 = 1,2,3, i # J.
Esta propiedad implica geométricamente que los puntos de diseno
se sitian simétricamente con respecto a una de las medianas del
simplex, la correspondiente a la proporcion prefijada. De nuevo,
la regién de diseno se reduce, aunque no es tan reducida como en
el caso anterior. Denotaremos la region de diseno por S%PE (ver
Figura 5.11).

Figura 5.11: 83, = {(p1i,p2;) € [0,1]* : p1i > paj, pui +pa; < 1}.

La simetria en esta clase de disenos conlleva simplificaciones en la
bisqueda del 6ptimo similares a DORI lo cual supone un impor-
tante ahorro computacional. Se calcularon disenos D— e I—6ptimos
robustos parcialmente intercambiables de n = 48 puntos adaptan-
do apropiadamente los procedimientos que se describieron con an-
terioridad (ver figuras 5.12 y 5.13). Los disefios alcanzados fueron
muy similares al caso anterior. Se mantienen, por tanto, las mis-
mas caracteristicas y, ademés, se consiguié una mayor flexibilidad
en la localizacion de los puntos de diseno en el caso v = 0.91 para
D—optimizacion tal y como se esperaba por definiciéon de esta clase
de disenos.
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Figura 5.12: Disenos D—6ptimos robustos parcialmente intercambia-
bles obtenidos con AG para varios ejemplos de v.

5.4.3. Resultados

En este apartado se compararan rendimientos entre los disenos cal-
culados restringidos y sin restringir, con objeto de orientar al lector
acerca de la estrategia mas conveniente para llevar a cabo sus ex-
perimentos. En cada uno de los escenarios en los que se probé el
AG se desarrollaron tres pruebas, de modo que las tablas 5.4.3 y
5.4 recogen la mediana del tiempo de ejecucion sobre las tres ac-
tuaciones del algoritmo. En cada prueba se utiliz6 una poblacion
diferente de disenos iniciales aleatoriamente seleccionados, aunque
la poblacion fue la misma para calcular los DOR, DORI y DORPI
para no favorecer asi ninguno de los casos. Los disenos mostrados
en las figuras 5.6, 5.7, 5.9, 5.10, 5.12 y 5.13 asi como las pérdidas
y el nimero de iteraciones de las tablas corresponden a la prueba
cuya mediana fue seleccionada. No obstante, los resultados obte-
nidos en cada prueba fueron bastante robustos y no se observaron
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Figura 5.13: Disefios I —6ptimos robustos parcialmente intercambiables
obtenidos con AG para varios ejemplos de v.

variaciones importantes. Esto pone de manifiesto que la naturale-
za estocastica del método no afecta al funcionamiento del algoritmo.

D-optimizaciéon

Se alcanzaron disenos estandar en la mayoria de ejemplos. En par-
ticular, un diseno {3,2} — simplex lattice para v = 0.01 y v = 0.09
tanto en el caso general como en los restringidos. El diseno obte-
nido se trata de un resultado 6ptimo, que puede corroborarse en
la literatura [Kie61]. Los teoremas de equivalencia prueban que en
efecto éste es el D—o6ptimo. Sirva esta verificacion para validar el
AG propuesto, ya que se ha podido comprobar su capacidad para
encontrar el éptimo, al menos en los casos donde hay informacion
disponible en la literatura. Cuando sesgo y varianza tienen igual
importancia a la hora de construir el diseno 6ptimo (v = 0.5), el
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{3,3} —simplex centroid resulta ser el mas adecuado. Sin embargo,
el diseno alcanzado cuando el sesgo adquiere mas relevancia en la
fuente de error (¥ = 0.91) no sigue ningin patron en la distribucion
espacial de los puntos de diseno. De hecho, no se encontré ningtin
punto repetido en el diseno, ni puntos proximos alrededor de una
zona del simplex. Esta situacion es tipica en diseno robusto cuando
se busca proteccion contra el tipo de desviaciones que estamos con-
siderando |[Kon15|. Los disefios calculados verificaron la propiedad
de intercambiabilidad total y parcial en los casos de estudio en los
que se obtuvieron disenos estandar. Por tanto, disenos generales y
restringidos proporcionan resultados parecidos, obteniendo ademas
que las condiciones para verificar la regla de parada se alcanzan
antes con los disenos restringidos.

La tabla 5.4.3 muestra valores muy similares de la pérdida para los
disenos restringidos y generales para los tres primeros escenarios
de v. A pesar de que las diferencias son pequenas, se observa una
ligera mejora en la calidad de los DORPI. Por otro lado, los DO-
RIs requieren menor nimero de iteraciones para verificar la regla
de parada y las iteraciones son maés ligeras (tporr = 0.0093 vs.
tpor = 0.0122 y tporpr = 0.0104). El caso v = 0.91 no se trata de
un diseno intercambiable total o parcial de modo que la informa-
cion proporcionada por los disenos restringidos es inferior al caso
general como cabria esperar. La intercambiabilidad puede ser una
condicién muy severa cuando los puntos de diseno requieren mayor
libertad para ocupar la regién de disefio. Sin embargo, la pérdida
de informacién con DORPI no difiere tanto del caso general.

I-optimizacion

En cuanto a [—optimizacion, resulté un diseno {3,3} — simplex
centroid en todos los escenarios de v analizados e independien-
temente si el diseno calculado era restringido o no. En este caso
diremos que se trata de un diseno 6ptimo robusto estable, lo cual
es una propiedad muy deseable para los experimentadores puesto
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D—opt DOR DORPI DORI
v n® it. t minloss  n° it. t minloss  n° it. t minloss
0.01 10830 128.1 26.52 6191 61.7 25.47 1367 12.9 26.1
0.09 6242 75.0 24.88 3862 39.5 23.71 1526 14.1 23.83
0.5 14370 1779 10.94 7614 81.3 10.46 1209 11.2 10.45
0.91 2525 31.7 0.5289 3504 37.4 0.8104 1550 14.8 1.04

Tabla 5.3: Ntumero de iteraciones (n° it.), tiempo de ejecucion (en segun-
dos) y valor de la pérdida de los disenos D—06ptimos robustos generales,
parcialmente intercambiables e intercambiables (DOR, DORPI y DORI
respectivamente).

que éste es el diseno que deben elegir independientemente del co-
nocimiento que tengan acerca de la adecuacion del modelo en el
fenémeno estudiado. Ademas, la optmalidad de disefios “casi clasi-
cos” obtenidos (v = 0.01 y v = 0.09) también est& probada en la
literatura [PG16].

De la tabla 5.4 puede deducirse que no hay diferencias importantes
en la calidad de los disenos restringidos y generales. De nuevo se
observa que se requieren menos iteraciones para alcanzar el 6ptimo
con DORI y DORPI y el tiempo empleado en cada iteracion es
inferior al empleado en el caso general (tporr = 0.0098 y tporpr =
0.0110 vs. tpor = 0.0129). Por otro lado, al igual que ocurria en
todos los ejemplos de este capitulo, se observa que cuanto mayor es
la importancia relativa que se da al sesgo, el valor de la pérdida va
decreciendo.

Como se introdujo en la disertacion al inicio de seccién, la dnica
alternativa factible para resolver el problema continuo en mixturas
de tres componentes, es imponer tantas condiciones como sean ne-
cesarias para obtener una expresion algebraica de los autovalores.
En el proximo apartado se expone un enfoque del problema siguien-
do esta idea.
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I—opt DOR DORPI DORI
v n® it. t minloss  n° it. t minloss  n° it. t minloss
0.01 8049 101.0 3.577 5143 61.6 3.49 2047 20.2 3.522
0.09 6628 87.0 3.345 3722 38.6 3.176 1674 16.4 3.239
0.5 12540 164.5 1.812 7900 82.0 1.756 1301 12.6 1.791

0.91 14120  179.0 0.3451 6234 69.9 0.3428 1712 16.9 0.3437

Tabla 5.4: Ntumero de iteraciones (n° it.), tiempo de ejecucion (en segun-
dos) y valor de la pérdida de los disefios I—6ptimos robustos generales,
parcialmente intercambiables e intercambiables (DOR, DORPI y DORI
respectivamente).

5.4.4. Aproximaciéon del problema continuo

Diserios Optimos Robustos Simétricos y Parcialmente Intercambia-

bles (DORSPI)

Un punto fundamental en la biisqueda de una expresion algebraica
de los autovalores es encontrar simplificaciones en los elementos de
las matrices A, M(§)y K(£). En definitiva, esto es encontrar el
mayor nimero de ceros posibles. Con este propésito, no sélo habra
que considerar una nueva clase de disenos restringidos sino que
ademés serd necesario explorar una subregiéon del simplex.

Sea p = (p1,p2,p3) una mezcla de tres ingredientes cualquiera y
sea (p1,p2) € 8? su proyeccion en las dos primeras coordenadas. La
region de diseno debe verificar

Definicion 5.1. Una region R € R? se dice que es simétrica e
intercambiable si V(z,y) € R, 3 (y,2), (—z,y), (v, —2), (z,—y),
<_yal‘)7 (—l', _9)7 ) (_yv _‘/E) €R.

Vamos a definir el conjunto (z,y) = {(z,y), (y,x), (—z,y), (y,—x),
(z,~y), (=y,2), (=2,~y), (—y,—)}. Entonces,

Definicion 5.1. Se dice que un diseno continuo de tres ingre-
dientes £ es simétrico y parcialmente intercambiable si para ca-
da p3 € [0,1] fijo, los puntos del conjunto (py,p2) tienen la mis-
ma densidad para todo (p1,p2) € R. En otras palabras, si & tiene
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por densidad asociada m, entonces debe verificarse que m(py, pa) =
m(a1,az) V (a1, a) € (p1,p2)-

El primer problema que debemos enfrentar es que S? no es una
region simétrica y parcialmente intercambiable. Por tanto, se con-
siderara la subregion més grande del simplex que mantenga tales
propiedades: [0, 1] x [0, 3]. Sin embargo, la simetrfa tinicamente po-
dré verificarse si aplicamos una transformacion afin

T x 0y = hixhEL
(p1,p2) — (@=p1—3.y=p2—3)
Sea xy = T(S2pp) = [—;11, %l] X [—1 1 Z] la subregion trasladada del

simplex simétrica y parcialmente intercambiable (véase 5.14 ). Los
criterios de D— e [—optimalidad son invariantes por esta clase de
transformaciones [Dael3] de modo que puede considerarse el pro-
blema transformado sin pérdida de generalidad. Somos conscientes

N

T(S;)

de que son muchas hipotesis las que se deben asumir para alcan-
zar una solucién continua con tres ingredientes y considerando el
modelo (5.47). Este es el “precio” que debemos pagar por alcanzar
un resultado analitico en este contexto. Heo et al. [GHO1| conside-
raron una clase de densidades predeterminadas de la forma mg(x)
= max(0, ), B; fi(x1, ...,x2)) que dan como resultado disefios simé-
tricos e intercambiables. En este trabajo, ademéas de considerar el
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problema en un marco mas restringido como es el de las mezclas,
se consiguio alcanzar analiticamente la expresion de las densidades
o6ptimas considerando DORSPI.

Denotaremos por

/4 p1/4
st = / / Yt m(x,y) drdy,
—1/4J—-1/4

1/4  ,1/4
Fst = / / z® yt m?(x,y) dedy,
—1/4J-1/4

los momentos s—,t—ésimos de primer y segundo orden respecti-
vamente, definidos en la subregion bidimensional del simplex del
problema continuo. La simetria y parcial intercambiabilidad impli-
can

st =0, kg =0 s1sotesimpar

H20 = Ho2 = M2 K20 = Ko2 = K2

M40 = Hoa = M4 KR40 = Roa = R4

de modo que

1 0 0 p2 p2 O ko 0 0 Ko K2 O
0O g 0O 0O O O 0k OO 0 O
_ 0 0 puzg 0 0O O _ 0 0 ke O O O
M(é) - pn2 0 0 pa po O ) K(€> - kg 0 0 Kgq4 Koo O ’
pn2 0 0 po2 pa O kg 0 0 Koo kg O
00 0 0 0 po 0 0 0O 0 0 koo
y
1/4 0 0 1/192 1/192 0
0 1/192 0 0 0 0
A_ 0 0 1/192 0 0 0
1/192 0 0 1/5120 1/9216 0
1/192 0 0 1/9216 1/5120 0
0 0 0 0 0 1/9216

D—optimizacién
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La matriz cuyos autovalores han de obtenerse para el calculo de la
pérdida tiene la forma

a 00 ¢c ¢ O
000 00
_ _ 00 b 000
MTHEEGE) = MTOKE) ~A"ME= |, o 0 o o
d 00 f e O
000 O0O0g
(5.35)
donde se ha definido
= 91/‘430 + 62:%2 + 99 e = 63:“&2 + 66'%4 + 97:‘%22 + 913

Osk2 + 011 Osko + O7k4 + Ogrog + 914
O1ka + O5(Kka + Kaz) + b0 g = UOgko+ 05
= 93%0 + 94&2 + 912

—
Il

Q0 o e
I

en términos de

1 1 1
b = d(¢) 2rey Wtz pta); B2 = @(—QM)’ 03 = @(—Mz),
b= —— =L g — (pa—p3) (w3 —p2) , 1

d€) 7w’ A e T A e€)  pe”
499 480[12 - ]_4 010 = 240,&22 - 14[12 + 240#4, 911 = —192[1,2,

1
64 (9 240/,62 11520/,64, 614 = 240/,62 — 11520”22,

d(€)’

015 = —92164199, d(€) = —2u3 + pioa + pa ¥ c(€) = g — pioa.
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Por tanto, las raices caracteristicas de M~1(£)G(&) son

p1(§) = b= oy + &'k, raiz doble (5.36)
p2(§) = g = Po + Bk, (5.37)
p3(§) =e—f=+vk, (5.38)
a+e+f+\/(e+f—a)2+80d
pa(§) = 9
_ 50+6'm+\/w02+ w’n+n’C’n7 (5.39)
ate+f— \/(e+f—a)2+8cd
p5(§) = 5
_ 50+5'n—\/w0—|—w’f<:,+m’(]n’ (5.40)
2
donde
Ko / ) 1
14 p1/4 2
w— | ™2 :/ / x4 m?*(x,y)dzdy,  (5.41)
K4 —1/4J-1/4 z
K22 zy?

Y a0, Bos Y0s 00, Wo, Quzts Bugrs Vagts 0421 Y Ciaga Unicamente de-
penden del diseno por medio de po, fi4, po2. De aqui en adelante se
omitira ps(€) ya que éste es menor que py(§) y nuestro interés resi-
de en identificar el méximo autovalor para el calculo de la perdida.
Recapitulando, el objetivo serd encontrar la densidad m(z,y) que

minimiza la pérdida (5.10) para méx {p:(£), p2(£), p3(£), pa(§)} ba-
jo las condiciones de contorno ug. Las expresiones de las constantes

y las matrices anteriores en términos de los 6; son precisamente
apg = 011, Bo = 015, Yo = O13 — 014, 00 = O + 013 + 014,
wo = (B9 + 013 4 014)* 4 8010012, &' = (065 00), B = (000 6g),
v '=(00 05— 07 07 —0g), & = (61 205+ 02 05 + 07 05 + 07)
—201 (09 +013—09)+803010 !
W = (293(913+914299)292(913+01499)+801912+894910>

206013+26076014—209 (06+97)+893912
2066144207613 —209 (06 +67)+803012
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C =
9% 61 (92+293) 493—91(96+97) 4603—01 (96""07)
01(02+203)  03+202—460203-+80164 (93—02)(06-+07)+0304 (03—02)(06+67)-+0304
403—01(06+067) (03—02)(06+67)+0304 02+62 20766
4603—01(06+07) (63—02)(06+07)+0304 26766 62+62

Vamos a definir

B L+ 1% pi(€) \'7
Li(§)=(1-v) <M%.M22-c(§)'d(f)> ’

como la pérdida para D—optimizacién evaluada en el :—ésimo au-
tovalor. Siguiendo la metodologia de la seccién 3, el primer plan-
teamiento serd analizar la existencia de estrategias puras. Como se
podra comprobar més adelante en la figura 5.15 (a), las estrategias
puras fallan de modo que es necesario utilizar la estrategia gene-
ral de construccion |Dael3| para encontrar la densidad buscada. El
problema de minimizacion de [;(§) sobre =; asumiendo pg, fig, f22
constantes es

my = arg min p;(§) = arg min o + &'k,

sujeto a

1/4 p1/4 1/4
/ / m(z,y)dzdy = 1, / / m(z,y)dzdy = g,
—1/4J-1/4 —1/4 —1/4

(/ / m(z,y)dzdy = pa, / w?yPm(x, y)dedy = pigs
—1/4 71/4 —1/4J-1/4

p1(§) _02(5) —01 =0, 01(5) —p3(§) —d2 =0, pl(é)—m(é‘) —03=0

YV m(z,y) > 0 donde &1, 3, 3 son variables de holgura. Utilizando
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el método variacional (5.21), se definen

&) =b =g+ oky,
pt (f) = g 60 + /B/K’t)
i) = e~ [ =1 +7k,
. a+e+f—|—\/(e+f—a)2+8cd
pa(§) = 9
0o+ 0K+ Jwo + Wk + KiCKy
- 5 ,
siendo
K 1
n? 1/ z? 2
Ky = 2 :/ / m; (z,y)dzdy.
Ky —1/4J-1/4 z!
K z?y®

Sera suficiente, por tanto, con encontrar el disefio &; para el que

t )\17 )\27 )\37 )\47 )\57 )\67 )\7)

1/4 1/4 ¢ pt(&)—2x1me(z,y)—2 ox®my(z,y)—2 3z m(z,y)
/ / { —2Xa2?y?me (2,y) 25 [0} (€)—p5 (£)] }dxdy
—1/4J-1/4 —2X6[p] (§)—p5(E)]—2A7[pf (§)—P4 ()]

sea minimizado en ¢t = 0, considerando cualquier diseno absoluta-
mente continuo &) satisfaciendo las condiciones de contorno. Un
razonamiento andlogo al utilizado en la seccidon 3 muestra que la
condicién de primer orden evaluada en t = 0 resulta

0 < 9'(0; AhAg,Ag,M,Ame,A?)

1/4
{ert/1(22+y*) g1 (2 +y*) +haa?y? pma (2,) —
= 2/_1/4/ { {a1+b1( 2+y )+ei(z 4+y4)+d1x2y2}]-(m1(:E,y)fm(z,y)) }d.fljdy
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para todo m(.), donde en términos de

Ky = ci1ko + ca1k2 + c31k4 + Ca1K22,
Ky = ca1k0 + Cozka + 324 + Cakina,
K3 = c31k0 + C32k2 + C33K4 + CazKoa,
Ky = cq1ko + Caoka + Cagkiy + Caaking,
K=wy+wk+KCEk,

todos ellos evaluados en &, se ha definido

A A
CLlI)\l, b1:727 01:?37 dlz)\4
y
A7 1
= — — 2K
€1 5 [91 + 5 K(wl + 1)]a

_95 )\7 1
fi= 2(1_>\5_)\6_)\7)+ 4[293+92+2\/E(W2+2K2)],

g1 = - (05 — 07) + —[06 + 07 + Q—(Ws + 2K3)],

Por tanto, la densidad minimizante buscada m;(z,y) es de la forma

a + by (2? +y?) + e (zt + yt) + dia®y? +
. (5.42)
er + fi(x? +y?) + g1 (a* + y*) + hya?y?

o) = (

donde el signo + denota la parte positiva de la funciéon, garantizan-
do con esto que la densidad sea no negativa. La expresion (5.42)
esta sobreparametrizada, de modo que dividiendo entre cualquier
constante no nula es posible evitar un parametro. Por ejemplo, su-
pongamos f; # 0 obteniendo asf la densidad

a+b(@® +y?) + clat +y*) + 059623/2)+  (5.43)

i) = (6 + (2% +7) + f@t + ) + g2y’
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Figura 5.15: Disenios D—6ptimos robustos simétricos y parcialmente

intercambiables &, . (a) Autovalores (p1(&x),02(&x), p3(&x),pa(Ex)) Vs. v;
(b) Valor de la pérdida I(&);

donde se ha definido w = (a,b,¢,d, e, f,g). Repitiendo el mismo
procedimiento para resolver el problema de minimizacién de cada
1;(§) sobre Z;, i = 2,3,4, se tiene que la densidad es también de la
forma (5.43). Luego unicamente debemos centrar la atencion en la
subclase de disenos Z” con densidades de esta forma y determinar
numéricamente el vector de constantes w* de manera similar al
método utilizado para mezclas binarias.

La figura 5.15 (a) muestra que todos los autovalores evaluados en el
6ptimo toman valores muy proximos en todo el rango de v, lo cual
implica el fallo de las estrategias puras. Por otro lado, el valor de
la pérdida se reduce cuando el sesgo se enfatiza tal y como puede
observarse en (b). Este comportamiento se observd en todos los
ejemplos anteriores y se debe a la definicion de (5.10).

Las graficas de la figura 5.16 corresponden a las densidades mini-
mizantes para para varios ejemplos de v. En los casos en los que se
da mayor importancia a la varianza, las densidades ponen mas ob-
servaciones sobre los extremos, puntos medios y centro de la region



5.4. MEZCLAS DE TRES INGREDIENTES 195

de disefio T'(S2p;); mientras que el reparto de observaciones es uni-
forme practicamente cuando se considera el sesgo (obsérvese que la
densidad para v = 0.91 oscila entre 3.9 y 4.7). La tabla 5.5 contiene
los valores de las constantes que se obtuvieron numéricamente para
obtener las densidades 6ptimas de la figura 5.16. El cédigo QR de
la figura 5.17 muestra una animacion grafica de la evolucion de la
densidad 6ptima a medida que aumenta v.

v =0.01 v =0.09

v =091

Figura 5.16: Disenios D—o6ptimos robustos simétricos y parcialmente
intercambiables para varios ejemplos de v sobre T(SZpp)-

Los experimentadores requieren llevar a cabo los ensayos en un
naumero finito de pruebas. Por tanto, es necesario proporcionar un
diseno discreto a partir de las densidades continuas obtenidas. Para
este proposito, se ha utilizado el método propuesto por Heo et al.
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v a b c d e f g
0.01 0.02548 -844.1  1.384e+004 3642 0.000264 1.342 10.24
0.09  0.03333 -86.9 1665 634.3  0.001365  0.4431 0.4418
0.5 0.01074 -3.863 199.2 98.86 0.001426 0.8618 0.7193
0.91 0.000244 2.497 936.6 15.05  0.0001026 193.7 2.155

Tabla 5.5: Valor de las constantes que generan las densidades (5.43) y
se muestran en la figura 5.16.

Figura 5.17: Evolucién de la densidad D—éptimo robusta simétrica y
parcialmente intercambiable sobre T(S%pp), m(z,y; w*), a medida que
v aumenta.

[GHO1] que consiste en minimizar las diferencias entre momentos
empiricos y teoricos (derivados de las densidades obtenidas) hasta
un orden suficientemente alto. Se calcularon disenos de n = 48
puntos de modo que tnicamente fue necesario calcular ng = n/8
puntos sobre (z,y) € {0 < z <y < 0.25} ya que el resto pueden
deducirse por simetria e intercambiabilidad parcial. El problema de
minimizacion .
J
DD (eayan — B [X¥Y), (5.44)
j=1 k=0
fue llevado a cabo utilizando una potente rutina de minimizacion
no lineal con restricciones lineales en R, donde se ha denotado por
eajon = S0 (w72 + 228y?7) /2n, al j, k-ésimo momento empirico
y J corresponde al menor entero que hace que J(J +3)/2 exceda el
nimero de coordenadas a calcular 2ng. El problema asi planteado
(n =48, ng = 6 y J = 4) minimizara las discrepancias entre 14
momentos de orden par. La ecuacion (5.44) obliga a eliminar los
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momentos con al menos uno de 6rdenes impar ya que éstos deben
ser cero como consecuencia de la simetria e intercambiabilidad par-
cial. Los disenos discretos obtenidos mediante este procedimento se
muestran en la figura 5.18. Sin embargo, recuérdese que ésta es la
solucién del problema bidimensional trasladado. Los disenios 6pti-
mos solucion del problema original se presentan en la figura 5.19.

02 o 09 o e f.0 @
v=0.01 : v=0.09
o o
0.1. : ° 0.1 I
> 0B-----@®-—-—---0 > oo————'————o
| |
-01{° | ° 0le | °
| |
-0.2 °© 0 -0.2 © 4 o
-02 -01 0 01 02 -02 -01 0 01 02
X X

\
,.

_____.>‘

O
-0.2 -01

/
\

Figura 5.18: Disefios discretos que aproximan las densidades continuas
de la figura 5.16 sobre T(S%pp).

I-optimizacién

En este apartado se razonara analogamente al procedimiento ante-
rior para la construccion de los disenos I —6ptimos. La matriz cuyos
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v =0.01 v =0.09

Figura 5.19: Disenos discretos mostrados en la figura 5.18 sobre el sim-
plex.

autovalores han de determinarse para la pérdida (5.11) es de nuevo
una matriz dispersa de la forma

a 00 ¢c ¢ O

0O b0 0O 0O

0 0b 0 00

1 _
d 00 f e 0
0000 O0g
donde se han definido

a = 0O1kg+ bary e = UOgky + O7Kr4 + Ogkag
b = 9552 f = 9652 + (98I{4 + 97%22
c = O3k + 04k g = 0Oyka ’
d = 91:‘12 + 93(%4 + Iigg)

siendo, como antes, 61, ..., 0y funciones no lineales de o, 14 v fioo.
La expresiones algebraicas de los autovalores tienen la forma (1.36)-
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(1.40) v p5(&) puede se eliminado siguiendo el mismo argumento
que para D—optimizacién. Las expresiones de o, 3, v, d y C
correspondientes son

a’:(09500), ,3/:(00099), ’7,2(0097—9898—07)

8 = (61 05+ 205 07 + 05 07 + O5)

yC =
9% 01(403—265+02) 49%—91 (67+08) 49%—91 (67403)
01(463—2605+02) (296—92)2+89194 46304+ (206—02)(07+03) 40304+ (206—02)(07+0s)
40201 (07+03) 40304+(206—02)(07-+0s) (67+65)* (07+0s)°
402—01(07+0s) 40304+ (206—02)(07+0s) (67+65)? (07+05)?
Sea
tr(€) = 1 " 1 _ Spoz — 9ug — 240p2 22 + 240p2 104 + 4#% 2422 — p2 + 244
96z 9216p22  23040(2p3p22 — 2p3pa — 3y + pF)  96(—243 + p2z + pa)

el primer sumando de (5.11), Tr(AM~'(£)). Vamos a denotar a
la pérdida para [—optimizacion evaluada en el :—ésimo autovalor
Como

Li(§) = (L =w)tr(§) + vpi(§)-

Las estrategias puras fallan de nuevo (ver figura 5.20 (a)), de modo
que se utilizara la estrategia general de construcciéon para alcanzar
los disenos 6ptimos. Resolviendo el problema de minimizaciéon de
cada [;(§) sobre Z;, i = 1,2,3,4, se tiene que la densidad minimi-
zante buscada es de la forma

a+b(a® +y°) + (et +y') + alyfzﬁ)+  (5.46)

i ye) = (6 + (2% +7) + f(@' + ) + g2y’

La determinacion de las constantes w* = (a*,b*, ", d*, e*, f*, g%)
fue llevada a cabo numéricamente como en casos anteriores.

La figura 5.20 (a) revela que los autovalores p; y ps toman valores
idénticos para v € [0,0.16] y éste es precisamente el maximo. Sin
embargo, a partir de 0.16 todos los autovalores se confunden impi-
diendo asi que se haga efectiva alguna estrategia pura. En (b) se



200 CAPITULO 5. DISENO ROBUSTO

muestra el valor de la I—pérdida para los disenos 6ptimos. Las den-
sidades minimizantes obtenidas para varios ejemplos de v se recogen
en las graficas de la figura 5.21, donde se observa comportamien-
tos similares a D—optimizacion. Aunque en este ultimo se detecta
que pone mas densidad en el centro de la region de diseno para el
caso “casi clasico” comparando con las densidades [—o6ptimas. La
tabla 5.6 recoge el valor de las constantes que dan como resultado
las densidades que se muestran en la figura 5.21. El codigo QR de
la figura 5.22 muestra una animacion grafica de la evolucion de la
densidad 6ptima a medida que aumenta v.

16 1.25
P
14| - — - o, A
2 1.2
12 Da
8 Pa
= 1.15
S 10 1 @
R =
5
8 4 & 1.4
2 £
< =
=] £
S e 4
£ 1.05
=]
a ]
\ 11
2 N 4
o 0.95
o 0.5 1 o 0.5 1

Figura 5.20: Disenos I—o6ptimos robustos simétricos y parcialmente

intercambiables &, . (a) Autovalores (p1(&x),02(&x), p3(&x),pa(Ex)) VS, v;
(b) Valor de la pérdida [(&,);

v a b c d e f g

0.01 0.198 -261.9 4593 1143 0.008414 2.559 0.9489
0.09 0.1027 -27.14 635 258.8 0.01119 1.643 1.637
0.5 0.003344 1.393  70.15 37.34 0.0006148 0.2523 0.6074
0.91 0.0005823  3.258 387 10.09  0.0001929 82.44 0.8351

Tabla 5.6: Valor de las constantes que generan las densidades (5.46) y
se muestran en la figura 5.21.

Al igual que en el caso anterior, debemos proporcionar un disefio
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v =0.01 v =0.09

v =091

Figura 5.21: Disenos I—o6ptimos robustos simétricos y parcialmente
intercambiables para varios ejemplos de v sobre T(S%pp)-

Figura 5.22: Evolucién de la densidad I—6ptimo robusta simétrica y
parcialmente intercambiable sobre T'(S%p ), m(z,y; w*), a medida que
v aumenta.

discreto a los experimentadores para poder llevar a cabo sus ensa-
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yos. Siguiendo el mismo esquema que para D—optimizacion resul-
taron los disenos que se muestran en la figura 5.23. Sin embargo,
nuestro interés reside en obtener un diseno solucién en el espacio
original de proporciones. De modo que, realizando las operaciones
oportunas, se obtienen los disenos sobre el simplex que se muestran
en la figura 5.24.

|
|
oo
02 -01 0 01 02 02 -01 0 01 02
X

X
0.2 ° V?0_5 ®
01... P —: & .‘.
> 00—————‘————0>~
01| ® o o
-0.2 ‘.. ; .0.
-02 -01 0 01 02
X

Figura 5.23: Disefios discretos que aproximan las densidades continuas
de la figura 5.16 sobre T(S%pp).

La tabla 5.7 recoge las pérdidas de los disenos obtenidos tras la
discretizacion de la solucion continua. Como puede observarse, la
calidad de estos disenos es significativamente inferior a los dise-
nos obtenidos con AG, al tratarse de disenos definidos sobre una
subregién del simplex. Concluimos, por tanto, que el método numé-
rico propuesto en este trabajo proporciona para mezclas ternarias
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v =0.01 v =0.09

Figura 5.24: Disenos discretos mostrados en la figura 5.18 sobre el sim-
plex.

los mejores resultados a pesar de no obtener con éste un resultado
analitico.

D—DORSPI I-DORSPI

v minloss minloss
0.01 136.73 4.62
0.09 131.33 5.09
0.5 73.02 3.30
0.91 18.36 1.57

Tabla 5.7: Valor de la D— e I—pérdida de los disenios que se muestran
en las figuras 5.19 y 5.24 respectivamente.
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5.5. Un ejemplo real

La industria automotriz es uno de los sectores econ6micos mas im-
portantes a nivel mundial por el volumen de ingresos que genera.
Son muchos los institutos de investigacion y empresas privadas que
invierten grandes cantidades de dinero en disenar y desarrollar mo-
tores con mejores prestaciones. Los motores HCCI (Homogeneous
Charge Compression Ignition) son precisamente un ejemplo de ello.
Aunque es atin un concepto muy joven de combustion interna, pare-
ce que tras su desarrollo se obtendran resultados muy prometedores
para el futuro de este sector.

Los motores de gasolina tienen problemas de rendimiento a carga
parcial. Para conseguir una mezcla homogénea de aire y combustible
en la cAmara, este tipo de motor utiliza una valvula de mariposa que
estrangula la entrada de aire de modo que entrard menor cantidad
de aire cuando se inyecta menos combustible, produciendo pérdidas
y aumentando el trabajo de renovaciéon de la carga. Esta situacion
aleja a los motores de gasolina convencionales en cuanto a los diésel
en consumo. Aunque el problema anterior se corrige facilmente en
los motores diésel mediante la inyeccion directa en el cilindro, este
sistema también conlleva varios inconvenientes. El méas relevante
es el escape de gases contaminantes. El motor HCCI surge como
una combinacion de los motores convencionales de gasolina y diésel
para suplir estas necesidades. La mezcla de aire y combustible se
realiza fuera de la cAmara de combustion como en los motores de
gasolina de inyeccion directa, pero no se enciende por una chispa
sino que se autoinflama por compresién como en los motores de
ciclo diésel (ver figura 5.25). Su rendimiento a carga media-baja es
mucho mayor que el de un motor de gasolina y su emision de éxidos
de nitrogeno (NO,) y particulas de hollin es mucho menor que el
diésel, lo cual esta en perfecta consonancia con las reglamentaciones
més exigentes acerca de emisiones contaminantes.

Aunque ningtin motor HCCI ha sido producido a escala comercial,
numerosas empresas multinacionales han desarrollado prototipos de
éste. Algunos de los mas destacados son el 2.2 Ecotec modificado
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Gasoline Engine Diesel Engine HCCl Engine
(Spark Ignition) (Compression Ignition) (Homogeneous Charge
spark plug fuel injector Compression Ignition)

Hot-Flame Region: Hot-Flame Region: Low-Temperature Combustion:
NOx NOx & Soot Ultra-Low Emissions (<1900K)

Figura 5.25: Comparacion del sistema de autoencendido en motores
convencionales de gasolina y diésel y el nuevo motor HCCI (fuente
http://cheme.scripts.mit.edu/green-group /heci-engines)/)

instalado en el Opel Vectra y Saturn Aura por la General Motors
(2007-2009), el DiesOtto de Mercedes-Benz, los CCS (Combined
Combustion System) y GCI (Gasoline Compression Ignition) de
Volkswagen, el GDCI de Hyundai (Gasoline Direct Injection Com-
pression Ignition) y el SkyActiv-G Generation 2 de Mazda.

El principal problema que ha frenado el lanzamiento de estos moto-
res en salones del automovil es controlar con precisiéon el momento
del autoencendido. A diferencia de los motores tradicionales en los
que se controla mediante fendémenos fisicos, en los motores HCCI
son procesos que dependen principalmente de la cinética quimica
del combustible. Esta es extremadamente sensible a la composiciéon
de la carga asi como otros procesos dificiles de controlar como, por
ejemplo, la evolucion de presion y temperatura durante la carrera
de compresién. Por esta razén, las investigaciones se dirigen a en-
contrar la formulacién 6ptima del combustible de sustitucion para
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realizar los ensayos. Se emplean complejos modelos informaticos de
mecanica de fluidos y cinética quimica y posteriormente los resul-
tados se contrastan con experimentos en motores.

Este trabajo persigue, por tanto, proponer un combustible de susti-
tucion para la simulacion del autoencendido del combustible diésel
en condiciones HCCI que mejore las capacidades predictivas de los
combustibles de sustitucion mas utilizados en la actualidad. Esta
idea fue investigada en la tesis de J. Sanz Argent [Argl0] desde un
punto de vista experimental. En este trabajo proponemos una nueva
metodologia basada en diseno 6éptimo de experimentos incorporan-
do la robustez del modelo para la determinacién de la composiciéon
optima.

Los combustibles comerciales més utilizados en automocion (gaso-
lina y diésel) estan formados por miles de especies, de modo que
no es factible encontrar un mecanismo cinético-quimico que des-
criba los procesos de oxidacion de cada especie y sus interaccio-
nes. Por esta razon, en las simulaciones se utilizan combustibles
sustitutos formados por pocas especies para reproducir alguna de
las propiedades del combustible comercial, siendo la eleccién de un
combustible sustituto funcién tanto del mecanismo al que sustituye
como de la propiedad que debe mimetizar. La eleccion de las sus-
tancias que formaran el combustible de sustitucion debe seguir los
siguientes criterios: simplicidad, debe contener el minimo ntmero
de especies; disponibilidad, debe tener un mecanismo cinético de
oxidaciéon validado; afinidad, debe representar a las principales fa-
milias de hidrocarburos; semejanza, debe simular adecuadamente
las caracteristicas de autoencendido. Las principales familias pre-
sentes en la composicion de combustible diésel son las parafinas
(alcanos), los aromaticos y los naftenos (cicloalcanos) de modo que
siguiendo el criterio de afinidad deberfa existir un representante de
cada familia. En este trabajo utilizaremos como representantes de
cada familia el n-heptano, tolueno y el ciclohezano respectivamente,
siguiendo a [Argl0| que se apoyan fundamentalmente en el crite-
rio de disponibilidad para esta eleccion. Para establecer de forma
més precisa el criterio de semejanza, es necesario definir el autoen-
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cendido. Sabiendo que la combustion de este tipo de compuestos
siguen un proceso de oxidacion en dos etapas, se define el autoen-
cendido como el instante en que se ha liberado el 10% del calor
total correspondiente a la combustion principal, es decir, después
de las llamas frias. Los datos ttiles para determinar la composiciéon
optima del combustible de sustitucién se recogen a través de un
mecanismo complejo que consiste en comparar valores de tiempo
de autoencendido mediante un proceso experimental, utilizando un
motor monocilindrico alimentado con combustible diésel, y mode-
lado, utilizando el cédigo comercial de modelado cinético quimico
CHEMKIN [RK04] que depende del mecanismo de sustitucion. Para
cada composicion candidata se han calculado los valores experimen-
tales y modelados en N condiciones de operacion diferentes (grado
de la carga, tasa de EGR, avance de la injeccion y régimen de giro)
puesto que el autoencendido no sé6lo es sensible a la composicion
del combustible sino también a otros factores dificiles de controlar.
Asi, cada valor util, se calcula siguiendo la férmula

N
MSE = \/21:1( EI]I;[ mod) ’

donde AIC;,,, vy AIC;,, , son los angulos de inicio de la combustion
experimentales y modelados respectivamente obtenidos en el ¢ —
simo ensayo, medidos en CAD (crank angle degrees, grados de giro
de cigiienal) y definidos respecto al PMS (punto muerto superior).
El combustible de sustitucion que presente un menor valor de MSE
serd el que mejor cumpla el criterio de semejanza.

En la tesis de J. Sanz [Argl0] se utilizaron mecanismos candidatos
a partir de los correspondientes compuestos individuales desarrolla-
dos por tres grupos de investigacion (Lawrence Livermore National
Laboratory, Nancy y CRECK del Politécnico de Milan) ya que és-
tos cuentan con un mecanismo cinético validado para los naftenos
v han desarrollado mecanismos de oxidaciéon para el n-heptano y
el tolueno. Los mecanismos utilizados fueron de dos tipos: de dos
especies, n-heptano y tolueno, y de tres especies, anadiendo el ciclo-
hexano. La metodologia empleada para determinar la composiciéon
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6ptima fue diferente dependiendo del niimero de especies. Para mez-
clas binarias se asume que existe un minimo absoluto que se calcula
mediante un método de descenso, variando los porcentajes masicos
de las dos especies y calculando el MSE para cada candidato. En el
caso de tres ingredientes, el objetivo serd ajustar el MSE a través de
un modelo de regresion polinémico y, a partir de éste, calcular me-
diante métodos numéricos la composicion que minimice la superficie
respuesta. Ambas metodologias presentan varios inconvenientes. No
estd probado que la relacion que sigue el MSE sea diferenciable, de
modo que un método de descenso podria proporcionar resultados
incorrectos. Por otro lado, se desconoce la adecuaciéon de un mo-
delo polinémico en el caso de tres ingredientes y el criterio con el
que se seleccionaron las mezclas para ajustar el modelo. Ademas,
los resultados presentados en [Argl0] llevan a discusion. Las com-
posiciones 6ptimas alcanzadas con valores més bajos del MSE son
precisamente en las que se emplean las tres especies (ver tabla 4.5,
p.101) y, sin embargo, optan por elegir la binaria (50 % n-heptano,
50 % tolueno) apelando al criterio de simplicidad y justificando que
no reproduce adecuadamente la combustiéon principal para determi-
nadas condiciones de funcionamiento (lo cual también ocurre con la
mezcla seleccionada, ver figuras 4.6 y 4.7, p.104-105). Esto indica
que los métodos empleados por los experimentadores no fueron ade-
cuados para alcanzar el 6ptimo. Para superar estos inconvenientes
se propone un nuevo enfoque del problema, basado en la metodo-
logia desarrollada en el apartado anterior.

El nuevo planteamiento parte considerando mezclas de tres ingre-
dientes puesto que las mezclas binarias, en caso de ser las 6ptimas,
son un caso particular de las compuestas de tres especies. Se con-
sider6 un modelo polinémico de Scheffé para explicar el MSE por
varios motivos. El primero de ellos es que los experimentadores
utilizaron un modelo de regresiéon polinémico para el caso de tres
especies. Por otro lado, no se conoce ninguna peculiaridad en el
comportamiento de la respuesta de este fenomeno, de modo que,
siguiendo las directrices del apartado 3.3.9, lo modelos polindémicos
resultan ser los méas versatiles para todo tipo de situaciones. En
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cuanto al grado del polinomio, se consider6 un modelo cuadratico
por sus buenas propiedades en relaciéon al ntimero de pardmetros
e interpretabilidad de los mismos siguiendo también el apartado
3.3.9:

n(p,0) = 0 + 01p1 + Oapy + O11p1% + Oaops” + Oropipa,  (5.47)

donde p; representa al n-heptano, p, al tolueno y ps3, implicita-
mente determinado por la relacion p3 = 1 — p; — po, al ciclohe-
xano. Las técnicas DOE estan justificadas en este estudio ya que
permiten optimizar el nimero de recursos materiales y econémicos
(ensayos y tiempo de calculo) y, ademas, garantizan una buena es-
timacion de la respuesta. Por esta razon, se ha elegido el criterio de
D—optimalidad, pues el fin ultimo es alcanzar un buen ajuste del
MSE. La inclusion de la robustez en el problema aporta principal-
mente dos importantes ventajas: por un lado, tenemos proteccion
frente al desconocimiento del modelo asumido, y por otro, reco-
gemos las perturbaciones que podrian producirse en la respuesta
provocadas por cambios en las condiciones de operaciéon del motor.
Recuérdese que se trata de un fendémeno complejo, en el que inter-
vienen otros factores no controlables que afectan al autoencendido.

Utilizando el algoritmo genético proporcionado en este trabajo, se
calcularon los disenos D—o6ptimos robustos de 12 puntos para dife-
rentes valores de v (ver figura 5.26). Obsérvese que se ha obtenido
un disefio {3,2}—simplex lattice para v = 0.01, 0.09, 0.3 y un
{3,3}—simplex centroid para v = 0.5. Todos los disenos se propu-
sieron a los experimentadores, debiendo elegir éstos en funcion de la
certeza que tengan sobre la adecuacion del modelo. Los valores de
las pérdidas de los disenos calculados asi como el niimero de gene-
raciones necesarias para alcanzarlos se muestran en la tabla (5.8).

Como se ha comentado anteriormente, una practica habitual en los
experimentadores es recurrir a disenos estandar para llevar a ca-
bo sus ensayos. Los disenos mas utilizados en la literatura para el
modelo de Scheffé de segundo orden son el {3,2}—simplex lattice y
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Figura 5.26: Disenios D—o6ptimos robustos de 12 puntos propuestos a
los experimentadores.

el {3,3}—simplex centroid. Para mostrar la importancia de la elec-
cion del diseno cuando el sesgo aparece en los experimentos, se han
calculado las eficiencias de estos disenos estandar en distintos casos
en los que el sesgo cobra mayor fuerza. Por ejemplo, considerando
v = 0.7 un disenio {3,2}—simplex lattice es 40 % eficiente frente al
propuesto en este trabajo, mientras que un {3, 3} —simplex centroid
seria 25 % eficiente. Para el caso mas extremo (v = 0.91), las efi-
ciencias son atin mas bajas, siendo un 28 % la del {3,2}—simplex
lattice y un 20 % la del {3, 3}—simplex centroid.
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v n° it minloss

0.01 2567 25.42
0.09 2331 23.22
0.3 2300 17.49
0.5 1771 11.3
0.7 1803 1.99
0.91 1161 0.6782

Tabla 5.8: Valor de la pérdida y ntimero de iteraciones de los disenos
propuestos a los experimentadores.

Puesto que solo disponemos de valores de la respuesta (MSE) para el
disetio {3, 2} —simplex lattice, vamos a ajustar el modelo de Scheffé
de segundo orden para este diseno replicado utilizando el método
clasico de minimos cuadrados. Los valores de MSE vienen dados por
la siguiente expresion

n(p1, p2) = 38.04+80.97p; +66.64py+46.51p1 % +54.55p, +53.73p1 ps

(5.48)
con (p1,p2) € S. La forma de la superficie respuesta se muestra en
la figura 5.27.

Para alcanzar la mezcla 6ptima, la que mas de parezca al diésel con
respecto al criterio de semejanza, seré necesario resolver el problema
de minimizacion

(piﬂp;> = arg min n(plap2>a
n(p1,p2)>0
0<p1,p2<1

p1+p2<1

donde p5 = 1 — p} — p3. Utilizando una rutina de minimizaciéon no
lineal con restricciones lineales en Mathematica 11, se obtiene que
la mezcla 6ptima del combustible de sustitucién es:

24 % n — heptano, 45 % tolueno, 31 % ciclohexano.
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Figura 5.27: Forma de la superfie de respuesta del MSE para el modelo
ajustado (5.48).

Los valores obtenidos se acercan més a la composicion del diésel
original (37 % parafinas, 29 % arométicos y 34 % naftenos en ma-
sa [JHO8]) que la encontrada en [Argl0], pues en este trabajo se
obtiene 50 % n-heptano, 50 % tolueno. Por tanto, se recomienda la
composicion del combustible de sustitucion alcanzada con la nueva
metodologia propuesta en este trabajo para llevar a cabo experi-
mentos sobre el autoencendido de los motores HCCI.

5.6. Conclusiones

Una de las criticas mas fuertes que recibe el disefio 6ptimo de experi-
mentos es la eleccion de un modelo en una etapa en la que atin no se
han recogido observaciones. En muchas situaciones, los experimen-
tadores desconocen la relacion exacta entre variables controlables
y respuesta, y los disenos 6ptimos dependen fuertemente de esta
eleccion. Los experimentos con mezclas se enfrentan con frecuencia



5.6. CONCLUSIONES 213

a esta situacion, pues las complejas condiciones bajo las que se rea-
lizan los ensayos provocan desviaciones en la respuesta considerada.
Para reducir esta dependencia, en este capitulo se proponen estra-
tegias de construccion de los disenios 6ptimos cuando la respuesta
varfa en un vecindario del modelo considerado.

Se han desarrollado diferentes metodologias en funcion de las ne-
cesidades requeridas. En el caso de mezclas binarias, se plante6 el
problema continuo y se demostraron las condiciones bajo las que un
diseno simétrico es el diseno 6ptimo robusto global. Considerando
éstos como candidatos y mediante la transformaciéon del problema,
fue posible aplicar las técnicas de construccion de Daemi y Wiens
[Dael3| que permitieron alcanzar la expresion analitica de la densi-
dad minimizante y verificar después que son los D—6ptimos robus-
tos globales. Para valores bajos de v se obtuvo el disenno D—o6ptimo
clasico como cabia esperar; mientras que la distribuciéon de los pun-
tos sobre la region de disefio fue mas uniforme a medida que se
puso mas importancia al sesgo. Este comportamiento es habitual
en disenio robusto [Konl15].

El planteamiento del problema continuo para mas de dos ingre-
dientes no pudo abordarse debido a la complejidad que presenta.
Para solucionar este inconveniente, se proporcioné un nuevo algo-
ritmo, basado en algoritmos genéticos, con operadores disenados
especialmente para problemas de mezclas. Esta nueva metodologia
implica la discretizaciéon del problema, de modo que se calcularon
diseios D— e I—06ptimos robustos exactos. Cabe destacar que el
algoritmo desarrollado es general, de modo que puede utilizarse in-
dependientemente del nimero de ingredientes del problema y del
modelo considerado.

En la mayoria de los disenos obtenidos se observaron ciertas propie-
dades geométricas en la disposicion de los puntos de diseno sobre el
simplex. Esto motivé a considerar clases de disenos restringidos que
mantienen la simetria a lo largo de las medianas del simplex a los
se ha denominado disenos intercambiables. La propiedad de inter-
cambiabilidad tiene la aplicacion practica de no favorecer ninguno
de los ingredientes de la mezcla para explicar la respuesta, de modo
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que pude ser un rasgo del diseno interesante para los experimenta-
dores. Por otro lado, la intercambiabilidad puede ser una condicion
muy estricta en los casos en los que no se mantiene esta propiedad,
de modo que se consideraron también otra clase de disenios mas
flexibles que son los disenos parcialmente intercambiables.

Los resultados obtenidos con los disefios generales y restringidos
son muy similares. Ademas, el gasto computacional que se requie-
re para calcular los disenos generales es notablemente superior al
requerido con los restringidos. Como la mayoria de los disenos ge-
nerales obtenidos fueron intercambiables, se sugiere considerar esta
clase de disenos restringidos por su simplicidad y el ahorro compu-
tacional que supone. Cabe destacar que el diseno {3,3}—simplex
centroid puede utilizarse independientemente del conocimiento que
el experimentador tenga sobre la adecuacion del modelo cuando se
considera el criterio de I —optimizacion.

Se propone una alternativa continua para el problema de disefio con
tres ingredientes que consiste en considerar una clase de disenos
restringidos sobre una region restringida del simplex. Se propone
también una discretizacion de la densidad 6ptima minimizante para
el caso bidimensional que permite proporcionar disenos exactos a
los experimentadores. Sin embargo, los diserios obtenidos son menos
informativos que los calculados con el algoritmo genético debido a
las severas condiciones impuestas.

Por tltimo, el disenio obtenido con la metodologia desarrollada pa-
ra mezclas de tres ingredientes y el criterio de D—optimizacion,
fue el elegido para modelizar las diferencias entre el combustible de
sustitucion y el diésel original en el autoencendido bajo condidio-
nes HCCI. A partir del modelo ajustado y mediante una rutina de
minimizacion no lineal con restricciones lineales se ha obtenido la
composicion 6ptima del sucedaneo que més se asemeja al diésel en
el autoencendido. Los valores obtenidos son similares a la compo-
sicion del diésel original (37 % parafinas, 29 % aromaticos y 34 %
naftenos en masa |[JHO8|). Por tanto, la nueva metodologia basa-
da en diseno 6ptimo de experimentos incorporando la robustez del
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modelo puede resultar muy beneficiosa en multitud de situaciones
practicas.
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Capitulo 6

Conclusiones e investigacion
futura

6.1. Conclusiones

Esta memoria se ha dedicado al desarrollo de herramientas teéricas
y numéricas para la construcciéon de disenos 6ptimos en problemas
de mezclas. Un experimento con mezclas es aquel en el que las varia-
bles controlables por el experimentador son proporciones, de modo
que la region de diseno es un simplex (¢—1)-dimensional. La natura-
leza de este tipo de problemas requiere modelos especiales y disenos
experimentales especificos. Los problemas de mezclas aparecen fre-
cuentemente en situaciones reales de las ciencias experimentales y
la ingenieria, que buscan la formulaciéon 6ptima de sus productos.
Bajo este marco, el problema de diseno ha sido estudiado en dife-
rentes contextos. La mayoria de los fend6menos reales se explican a
partir de modelos no lineales. En el capitulo 4 se proporcionan dos
algoritmos que permiten la construccion de disenos 6ptimos para
este tipo de modelos. Uno de estos nuevos algoritmos es un método
heuristico que permite, ademés, abordar problemas de mezclas res-
tringidos. Este tipo de situaciones aparecen frecuentemente en los
experimentos puesto que existen limitaciones sobre las cantidades

217



218 CAPITULO 6. CONCLUSIONES E INVESTIGACION FUTURA

de los ingredientes (capitulo 4). Por otro lado, los experimentado-
res enfrentan a menudo el problema de considerar un modelo en
una etapa en la que ain no se han recogido observaciones y los
disenios 6ptimos dependen fuertemente de esta eleccion. En el capi-
tulo 5 se proponen estrategias de construccion de disenos 6ptimos
robustos para reducir esta dependencia. Los resultados obtenidos
asi como las metodologias desarrolladas han permitido extender la
teoria clasica de diseno 6ptimo a este tipo de escenarios.

La mayor parte de los resultados obtenidos se han presentado en
congresos nacionales e internacionales y se han publicado en revis-
tas indexadas en JCR (véase |Gut13|, [Gut15al, [Gut15b], [Marl5|,
[Gut16al, [Gut16b], [Gutl6e|, [Gut16d|, [RMM16]).

Aunque en cada capitulo se ha reservado la dltima seccién para
recoger los objetivos y las contribuciones originales de los mismos,
es util hacer un resumen de todo el trabajo conjunto:

1. El capitulo 1 introduce la teoria de diseno 6ptimo de ex-
perimentos. Entendiendo sus fundamentos desde la definicion
méas elemental, se construyen resultados teoricos que son he-
rramientas imprescindibles para el calculo de los disenos 6p-
timos. Revisando la teoria de modelos lineales, se definen los
tipos de diseno y sus correspondientes matrices de informa-
cion. Dependiendo de la finalidad del estudio, pueden definirse
diferentes funciones de la matriz de informacion, es decir, el
criterio de optimizacion. Se revisan los teoremas de equivalen-
cia de Kiefer y Whittle y las condiciones de optimizaciéon que
nos permiten conocer cuando el 6ptimo ha sido alcanzado.
El capitulo finaliza describiendo la extension de esta teoria
para modelos no lineales y los diferentes enfoques que pue-
den adoptarse para evitar la dependencia de los valores de los
parametros del modelo.

2. El capitulo 2 comienza revisando los algoritmos més utiliza-
dos en diseno 6ptimo para el calculo de soluciones aproxima-
das. En particular, se realiza un estudio de los fundamentos,
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la convergencia y la implementacion del algoritmo de Wynn-
Fedorov y del algoritmo multiplicativo, centrdndonos en el
criterio de D—optimizacion. La contribucién principal de este
capitulo es un nuevo método para el calculo de disenos 6p-
timos, el algoritmo combinado. Ajustando convenientemente
las estrategias de los algoritmos anteriores para corregir los
problemas que surgen al utilizarlos por separado, se desarro-
lla un nuevo algoritmo que mejora notablemente la velocidad
de convergencia (ver graficos 2.1-2.10). El ahorro computacio-
nal que supone es elevado y permite obtener disenos cuando
los calculos que se requieren con los algoritmos convenciona-
les exceden los limites computacionales (ver tablas 2.1-2.4).
Ademas, se ha obtenido la prueba de la convergencia para el
caso de D—optimizacion (Teorema 2.7). La demostracion se
basa en escribir una iteraciéon del algoritmo propuesto como
una sucesion de longitudes de paso y verificar después que se
satisfacen las condiciones (2.3). Diferentes ejemplos ilustran
la rapidez de célculo y la eficiencia alcanzada por los disenos
obtenidos con el algoritmo combinado.

En el capitulo 3 se introducen los experimentos con mezclas.
Un experimento con mezclas es aquél en el que la respuesta
depende tinicamente de las proporciones relativas de los in-
gredientes que integran la mezcla, de modo que la regiéon de
disefio es un simplex (¢ — 1)—dimensional. La teoria de diseno
de experimentos con mezclas se ha desarrollado fundamen-
talmente desde el punto de vista de diseno clasico. En este
capitulo se realiza una revision de las clases de disenos estan-
dar més utilizados por los experimentadores (disefios simplex
lattice, simplex centroid y axiales) y se exponen los mode-
los de mezclas que se encuentran con mayor frecuencia pa-
ra explicar este tipo de comportamientos, prestando especial
atencion a los polinomios canénicos de Scheffé. Estos son los
mas utilizados en la literatura. En este capitulo se ha tratado
de establecer unas directrices para la eleccion de los modelos
de mezclas, dependiendo del comportamiento de la respuesta
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ante diferentes situaciones practicas. Por tltimo, se ha reali-
zado una recopilacion de los trabajos existentes en la litera-
tura sobre el diseno 6ptimo de experimentos en problemas de
mezclas.

En el capitulo 4 se expone la necesidad de desarrollar algo-
ritmos especializados para el calculo de disenos 6ptimos en
experimentos con mezclas. La mayoria de fenémenos reales
donde se encuentran este tipo de sistemas no responden a
modelos lineales, existiendo un vacio en la literatura al res-
pecto. Las contribuciones originales de este capitulo son dos
nuevas metodologias para el calculo de disenos D—6ptimos
exactos para modelos de mezclas lineales y no lineales.

El primer algoritmo propuesto, basado en el algoritmo multi-
plicativo, se construye a partir de una clase especial de disenos
restringidos, los disefios de permutacion, ya que la aplicacion
directa de dicho algoritmo lleva a dificultades computacio-
nales. Los disenos de permutacion se basan en considerar el
conjunto de puntos formados por permutaciéon de las coor-
denadas de un punto fijo para generar puntos candidatos al
optimo. El enfoque anterior reduce considerablemente la di-
mension del problema. El nuevo algoritmo consiste en adap-
tar la iteracién multiplicativa (2.9) propuesta por [Sil78] para
disenos de permutacion. Para ello fue necesario obtener la de-
rivada direccional para el criterio de D—optimizacion cuando
los elementos de la matriz de informacion son no lineales (ver
(4.3)). Ademaés, se propone una extension del mismo que per-
mite considerar més de un grupo de permutacion a partir de
la regla de actualizacion simulténea (4.6).

El segundo algoritmo se trata de un método de optimizacién
estocastico basado en algoritmos genéticos. Consiste en dar
una serie de reglas de actualizacién de los disenos de una po-
blacion inicial basadas en los procesos naturales de seleccion,
recombinaciéon y mutacion, con el objetivo de generar pobla-
ciones que mejoren a las anteriores, de modo que la tltima de



6.1.

CONCLUSIONES 221

ellas contenga al diseno 6ptimo. La clave para el correcto fun-
cionamiento es la eleccidén de los operadores que lo definen.
Los operadores elegidos en este trabajo no s6lo resolvieron
con éxito todos los casos de estudio, sino que ademas permi-
ten abordar problemas de mezclas con restricciones lineales.
Estos han sido especialmente disefiados para conservar las so-
luciones dentro de una subregion del simplex si la poblaciéon
inicial se elige dentro de la misma.

El buen funcionamiento de las nuevas metodologias se ilustra
a lo largo del capitulo a través de diferentes ejemplos reales
que surgen en la industria farmacéutica, quimica y petroqui-
mica. En las tablas 4.1 y 4.2 puede observarse que el algoritmo
multiplicativo alcanza los mejores disenios en términos de la
eficiencia. Por otro lado, el esfuerzo computacional que requie-
re el algoritmo genético es inferior al que requiere el multipli-
cativo. El punto fuerte del algoritmo genético es su capacidad
de resolver problemas con restricciones lineales muy severas
(ver tablas 4.3 y 4.4). Los disefios obtenidos (ver figuras 4.1-
1.3) resultaron ser mucho mas eficientes que los que utilizaron
los experimentadores.

El capitulo 5 esta dedicado a desarrollar estrategias para la
construccion de disenos D— e [—o6ptimos robustos para mo-
delos de mezclas. Para reducir la dependencia existente entre
los disenos 6ptimos y el modelo considerado, en este capitulo
se proponen estrategias para la construccion de disenos 6p-
timos cuando la respuesta varfa en un vecindario del modelo
considerado. El capitulo comienza con una revision de tra-
bajos y la teoria de diseno robusto. La principal aportaciéon
de este capitulo es la propuesta e implementacion de nuevas
técnicas de construccion de estos disenos.

Considerando el problema continuo se obtuvieron disenos D—
6ptimos robustos para mezclas binarias. El teorema 5.1. esta-
blece las condiciones de optimizaciéon bajo las que un diseno
simétrico es el D—o6ptimo global. A partir de este resultado
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y mediante la transformacion del problema original fue posi-
ble utilizar las técnicas propuestas por [Dael3| para obtener
una expresion analitica de la densidad 6ptima. En los disenos
obtenidos la distribucién de los puntos del soporte sobre la
region de disefio es mas uniforme a medida que aumenta la
importancia relativa sobre el sesgo frente a la varianza (ver

figura 5.3 (c)-(f)).

No fue posible abordar el problema continuo para mas de
dos ingredientes debido a la complejidad que presenta. Pa-
ra solucionar este problema se propone un nuevo algoritmo,
basado en algoritmos genéticos, con operadores especializa-
dos para calcular disenos D— e [—6ptimos robustos exactos.
Cabe destacar que esta técnica es general, de modo que pue-
de utilizarse independientemente del nimero de ingredientes
y del modelo elegido. Ademas, se proporciona una clase de
disenios restringidos, disenos intercambiales, con los que se
obtienen resultados muy similares a los disenos generales (ver
tablas 5.3 y 5.4). Considerar esta clase de disefios aumenta la
precision en la localizacion de los puntos de diseno sobre el
simplex y reduce significativamente el coste computacional.
Para abordar el problema continuo con tres ingredientes, se
propone una clase de disenos restringidos sobre una regiéon
restringida del simplex (ver figuras 5.17 y 5.21). Sin embargo,
debido a las condiciones impuestas, los disenos obtenidos no
son tan informativos como en el caso general.

Por 1ltimo, el disenno D—6ptimo robusto para tres ingredien-
tes alcanzado mediante el algoritmo propuesto fue sugerido
a los experimentadores para modelizar el autoencendido en
condiciones de un motor HCCI. A partir del modelo ajustado
y mediante una rutina de minimizacion se obtuvo la compo-
sicibn 6ptima de sucedaneo de gasolina que més se asemeja al
diésel original.
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6.2. Lineas de investigacion futuras

El trabajo realizado en esta memoria ha permitido profundizar y
ampliar las herramientas existentes para la construccion de disenos
6ptimos. En particular, se ha centrado en un tipo de problemas: los
experimentos con mezclas. Los trabajos existentes en la literatura
desde esta perspectiva son escasos a pesar de ser de gran interés
para numerosas aplicaciones de las ciencias experimentales y la in-
genieria. Profundizar en esta tematica nos ha permitido, ademas,
abrir nuevos caminos de investigacion, surgiendo ideas que quedan
pendientes de explorar.

Las diferentes contribuciones de esta memoria se enmarcan en tres
grandes bloques: capitulo 2, 4 y 5. Siguiendo la divisiéon anterior,
podemos establecer tres lineas:

1. El algoritmo combinado es una herramienta fundamental para
acelerar la convergencia en el calculo de los disenos D—o6ptimos
aproximados. Aunque se han desarrollado modificaciones de
los algoritmos estandar para este propdsito y este mismo cri-
terio, no existe mucha literatura en relacién a otros criterios
de optimizacion. Se pretende adaptar el algoritmo combinado
para los criterios estudiados en el apartado 1.4.1. Como se in-
dic6 anteriormente, ya se ha implementado para el criterio de
A—optimizacion y, en la actualidad, se estdn realizando prue-
bas con algunos ejemplos. Nos planteamos también extender
la demostracion de la convergencia para el caso general de
¥, —optimizacién asi como para otros criterios basados en la
respuesta.

En muchas situaciones reales la respuesta no puede explicarse
mediante un modelo lineal y no existe informacion disponible
acerca de valores nominales de los parametros. Para abordar
este problema, se plantea la posibilidad de adaptar el algo-
ritmo combinado para diseflos secuenciales. Estos consisten
en ir actualizando en cada iteracion las estimaciones de los
parametros conforme al diseno que acaba de calcularse.
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Por otro lado, también se plantea extender el algoritmo para
un escenario mas general considerando varias variables de di-
seno. Sea = (1, ...,x,) € X, siendo x un espacio de diseno
n—dimensional.

Una limitacion que presenta el algoritmo multiplicativo para
disenos de permutaciéon es que no permite resolver problemas
de mezclas con restricciones lineales. Considérese, por simpli-
cidad, que s6lo una de las proporciones p; esta limitada por

0<Lj§pj§Uj<1.

La idea que se plantea consiste en considerar transformaciones
de la forma W; = A’p; + ¢ propuestas por [Tor09b], donde

1

A= m[(IMON) — (On[I )]

yc=(1/(U;—L;))(—L;,0,...,0,U,), para aplicar la iteracion
multiplicativa. En caso de tener mas de una variable restrin-
gida, transformar anélogamente al caso anterior.

Por otro lado, se pretende explorar un nuevo enfoque de este
algoritmo para el caso de restricciones no lineales. Asimismo,
se plantea generar nuevos operadores para adaptar el algorit-
mo genético a esta situacion.

En el ejemplo 4.5.4. queda de manifiesto que no existen méto-
dos eficaces para el célculo de otros disenos ®—o6ptimos. Esto
sugiere extender las dos metodologias propuestas a otra clase
de criterios de optimizacién. La principal dificultad se en-
cuentra en el algoritmo multiplicativo, pues los elementos de
la matriz de informacién son no lineales en las proporciones.
Por tanto, se hace necesario el calculo de la derivada direccio-
nal para el caso no lineal para otros criterios. En este sentido,
se han obtenido las derivadas para A— y E—optimizacion:
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Fo,(pe;) = Tr {M_z(p)mg[—ém} —ipiTr {M‘Q(p)a];[—pip)}

donde u el autovector correspondiente al maximo autovalor
de M (p). Sin embargo, esta pendiente la implementacion de
los mismos.

3. Los disenos robustos son especialmente interesantes en las
aplicaciones practicas en las que se desconoce si el modelo
considerado explica adecuadamente la respuesta. En los ejem-
plos se obtuvo que la propiedad de intercambiabilidad surge
de manera natural en la mayoria de disenos 6ptimos, especial-
mente para el criterio de I —optimizacion en el que se encontr6
la relacion (5.33). Bajo este marco, se esta explorando la po-
sibilidad de encontrar un resultado teérico que justifique este
comportamiento.

Una idea que se plantea para abordar el problema continuo
en el simplex (¢ — 1)—dimensional es descomponer el sim-
plex en subregiones simétricas e intercambiables. Consideran-
do dentro de estas regiones clases de disenos restringidos po-
dria encontrarse una expresion general de la densidad 6ptima
minimizante para mezclas de ¢ ingredientes. La principal com-
plicacion la encontramos en la forma del simplex, ya que éste
no puede descomponerse en subregiones simétrias e intercam-
biables disjuntas. De este modo, se necesita una expresion
que reajuste las densidades en las regiones con interseccion.
Otra alternativa factible consiste en calcular la densidad 6pti-
ma sobre una tnica subregion simétrica e intercambiable del
simplex y considerar también fijos en el diseno los llamados
puntos generadores que propone [Dra99).

Por ultimo, la propiedad de simetria que verifican por cons-
truccion los polinomios de Kronecker que se estudiaron en el
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apartado 3.3.6 es deseable para encontrar la optimalidad en
los disenos intercambiables. Se pretende, por tanto, explorar
el enfoque de diseno 6ptimo robusto para esta clase de mode-
los de mezclas.
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