Lorenzo J. Blanco Nieto,
Nuria Climent Rodriguez,
Maria Teresa Gonzalez Astudillo,
Antonio Moreno Verdejo,

Gloria Sanchez-Matamoros Garcia,
Carlos de Castro Her

y Clara Jimé §







Lorenzo J. Blanco Nieto, Nuria Climent Rodriguez,
Maria Teresa Gonzalez Astudillo, Antonio Moreno Verdejo,
Gloria Sanchez-Matamoros Garcia, Carlos de Castro Hernandez
y Clara Jiménez Gestal (Eds.)

Aportaciones al desarrollo
del curriculo desde la investigacion
en educacion matematica

Granada
2022



© Sociedad Espafiola de Investigacion en Educacion Matematica (SEIEM)
© UNIVERSIDAD DE GRANADA
Aportaciones al desarrollo del curriculo desde la investigacion en educacién matematica.
Campus Universitario de Cartuja
Colegio Maximo, s.n., 18071, Granada
Tlfs.: 958 24 39 30 - 958 24 62 20
www: editorial.ugr.es
ISBN(e) 978-84-338-7038-4
Edita: Editorial Universidad de Granada
Campus Universitario de Cartuja. Granada
Descriptores: investigacién, educacién matematica, desarrollo curricular,
practica en el aula.
Preimpresion: TADIGRA, S.L.. Granada
Disefio de cubierta: José Marfa Medina Alvea. Granada

Cualquier forma de reproduccion, distribucién, comunicacién publica o transformacion de esta obra sélo puede ser
realizada con la autorizacién de sus titulares, salvo excepcién prevista por la ley.



indice

La SEIEM ante los retos de la educacion matematica

en todos los niveles educativos 7
Parte 1. El curriculum de matematicas......... . 14
Introduccion 15

Reflexiones curriculares desde la historia de la educacion matematica
en la segunda mitad del siglo XX ettt ess s ees 17

Consideraciones acerca de la ensefianza y aprendizaje

de las Matematicas 37
Sentido matematico Escolar . 55
La evaluacion en Matematicas . 80
Parte 2. Las matematicas en los niveles escolares 104
Introduccién 105
Matematicas en la Educacién Infantil 107
Matematicas en la Educacién Primaria........ 148
Matematicas en la Educacién Secundaria Obligatoria . 172
Matematicas en el Bachillerato 199
Matematicas en la Universidad . 224
Matematicas en la Formacion Profesional . . 260
Las Matematicas en la educacién de personas adultas 285

Pensemos en unas matematicas para todo el alumnado . 322




6 INDICE

Parte 3. Cuestiones transversales en la ensefianza y

aprendizaje de las matematicas 348
Introduccién 349
Tensiones y practicas inclusivas en la ensefianza de las matematicas ......... 352

Desarrollar las competencias de resolucién de problemas
y modelizacién para aprender matematicas.. . 373

Entornos tecnoldgicos para el desarrollo del pensamiento

computacional y de la competencia en resolucién de problemas................ 399
Recursos didacticos para el aula de Matematicas 425
Matematicas tranSVEISAIES. .....errirrnsessississsssasssssssssssssssssssssssssssssssses 453

Parte 4. Formacion y desarrollo profesional del profesorado

de matematicas 480
Introduccién ettt asassasaesasassatas 482
Parte A. Formacion Inicial 485

A.1. Interpretar el pensamiento matematico de los estudiantes
para decidir sobre la ensefianza . 485

A.2. Oportunidades de aprendizaje y tareas matematicas escolares............ 498

A.3. Criterios de idoneidad didactica para orientar el redisefio

de la planificacion e implementacién de secuencias didacticas ........c.eeuue... 506
Parte B. Acceso a la Formacién docente. ......... . 515
Parte C. Desarrollo profesional 516

C.1. Desarrollo profesional en el contexto de investigaciones
COlADOTATIVAS c..vcerereereeeeeise ettt tsssesssessse s ss s b ssse s sasesssssaass 517

C.2. Uso combinado de Lesson Study y los Criterios de
Idoneidad Didactica 522

Parte D. Cuestiones transversales: Dominio Afectivo . 523




La SEIEM ante los retos de la educacion
matematica en todos los niveles educativos

The SEIEM facing the challenges of mathematics
education at all educational levels

Editores

SEGUN CONSTA EN EL BOLETIN N° 0 de la Sociedad Espafiola de Investigaciéon en
Educacion Matematica www.seiem.es la constitucion de la Sociedad tuvo lugar el 12
de marzo de 19906, en el salon de actos del Centro de Desarrollo Curricular del Mi-
nisterio de Educacion y Ciencia, en una reunion en la que participaron 35 profesores
de 20 universidades espafiolas.

El nacimiento de la sociedad no fue casual, siendo un eslabén mas dentro
de un movimiento renovador en torno a la educacion matematica que se habia
iniciado en los afios 70. Era una época con un deseo generalizado de reforma de la
educacion en Espafia, cuya principal referencia eran los Movimientos de Renovacion
Pedagdgica presentes en la casi totalidad de las regiones. Obviamente, la comunidad
de educadores matematicos no podia ser ajena a tal movimiento y asi nacieron
grupos especializados y sociedades de profesores que planteaban la organizacién
de jornadas y cursos con el objetivo de divulgar experiencias innovadoras, difundir
las corrientes sobre enseflanza y aprendizaje de las Matematicas y coordinar
esfuerzos individuales y colectivos. En esta época surgen algunas publicaciones
de divulgacion especializadas como las revistas Niameros, en 1981 y Epsilon, en
1984, entre otras. Fruto de esta colaboracion se plantea, en 1988, la formacion de
la Federacion Espafiola de Sociedades de Profesores de Matematicas www.fespm.es,
a partir de algunas de las sociedades ya conformadas. Un nimero importantes de
profesores incorporados a las Escuelas de Magisterio, que centrabamos nuestro
trabajo en la formacion de maestros en el area de las matematicas, participabamos
de esas inquietudes y actividades.

Habia una preocupacion por mejorar nuestra tarea profesional como profesores
de matematicas y como formadores de profesores y, también, bastante desconcierto
y dudas sobre cémo enfocarla. A ello, habia que afiadirle la escasez de referencias
especificas en ambas cuestiones. Ello, nos llevaba a disefiar y desarrollar trabajos de
innovacién o experimentaciéon espontaneas relacionados con diferentes aspectos de
la reforma educativa o sobre actividades concretas de intervencion en el aula. Los
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problemas estudiados eran situaciones de enseflanza muy especificas, aunque utiles
para los profesores que los experimentaban. Evidentemente, la realidad social que
habia en Espafia con enormes deseos de cambios era, asi mismo, una motivacion
mas en nuestra actividad profesional.

Simultineamente, en 1984 se crea, en la universidad, el Area de Conocimiento de
“Didactica de la Matematica”, lo que nos permite integrarnos en los departamen-
tos universitarios o crear departamentos especificos de nuestra area y, en algunos
casos, conjuntamente con el area de Didactica de las Ciencias Experimentales.
Formar parte de los departamentos universitarios supuso, en muchos casos, dis-
poner de medios personales y materiales, ayudas institucionales y otros recursos
para iniciarnos en la investigacion en este campo. En algunos de los proyectos
desarrollados empezaban a participar profesores de primaria y secundaria, lo que
nos llevo a adentrarnos en agendas de investigacion de ensefianza y aprendizaje en
diferentes niveles educativos, ademas de los especificos sobre formacion, inicial y
permanente, del profesorado.

La participacion en eventos sobre educacion matematica provoc6 una comuni-
cacion y colaboracion para facilitar nuestro trabajo profesional y motivé la primera
reuniéon de profesores del area de Didactica de la Matematica que se celebr6 en
Valencia en 1987. Se debati6 especificamente acerca de la naturaleza y conten-
dido del area de conocimiento, con referencia al ambito profesional, docente e
investigador, relacionado con la educacién matematica y la formacién del profe-
sorado. Surgia en el ambito universitario un profesorado con formacién basica de
matematicas, especifico y motivado, para abordar la investigacién en la educacion
matematica, mostrando, de esta manera, un salto cualitativo importante en este
ambito de investigacién.

El progreso en el trabajo y las nuevas condiciones en las que se desarrollaba nos
llevé a constituir la SEIEM, en 1996. Era nuestro objetivo, desarrollar un espacio
de comunicacioén critica y debates desde diferentes marcos, tedricos y metodolo-
gicos de investigaciéon y compartir los resultados de los proyectos desarrollados
debate sobre investigaciéon en Educacion Matematica. Entendfamos la necesidad
de conocer diferentes perspectivas, para abordar cuestiones especificas y generales,
propias de la accién investigadora. Aunque la investigaciéon era una prioridad, le
ddbamos mucha importancia al hecho de favorecer activamente la cooperacion e
intercambio entre investigacion y practica docente en todos los niveles educativos,
lo que constituia otro de nuestros objetivos. Deseabamos contribuir a la mejora
de la educacién matematica presentando los resultados del trabajo investigador en
todos los ambitos que pudieran ayudarnos a su divulgacion, a la toma de decisiones
cuando correspondiera e influir en los organismos e instituciones relacionados
con la educacion, al objeto de lograr una ensefanza de las matematicas mas eficaz.
Siempre fue nuestro deseo hacer llegar los resultados de nuestra investigaciéon a
los profesores de diferentes niveles para procurar una ensefianza y aprendizaje de
las matematicas mas eficaz.
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En 2022 conmemoramos el XXV aniversario del primer Simposio de la SEIEM
que tuvo lugar en Zamora en 1997 y que ha mantenido una continuidad anual como
se refleja en las sucesivas actas' que pueden consultarse libremente y bajarse de
la pagina de la sociedad. En estos eventos se programaban dos o tres seminarios
anuales, con ponentes invitados, lo que nos permitia debatir sobre la evolucién y
estado actual de la investigacion de temas generales como marcos tedricos y meto-
dologia de investigacion, sobre otros mas especificos relacionados con contenidos
matematicos que formaban parte del curriculo como el analisis matematico, la
estadistica o la geometria, entre otros, y, finalmente, sobre agendas trasversales de
investigacion relacionadas con la resolucion de problemas, el uso de herramientas
tecnolégicas o la influencia del dominio afectivo en la ensefianza y aprendizaje,
etc. También, las actas de los simposios contienen numerosas comunicaciones que
reflejan la evolucidn y resultados de las investigaciones desarrolladas en estos afios.

Para facilitar nuestra comunicacion e interaccion, desde el inicio se considerd conveniente
formar grupos de estudio que reflejaran la preocupacion y lineas de trabajo plasmadas en
diferentes proyectos y agendas de investigacion en las que participabamos. Los nombres
de los diferentes grupos reflejan, en parte, estas preocupaciones: Aprendizaje de la Geo-
mettia APRENGEOM https://www.seiem.es/grp/aprengeom.shtml; Conocimiento
y Desatrollo Profesional del Profesor CDPP: https://www.sciem.es/gtrp/cdpp.shtml;
Didactica de la Estadistica, Probabilidad y Combinatoria DEPC:
https://www.seiem.es/grp/depc.shtml; Diddctica de la Matematica como Disci-
plina Cientifica DMDC https://www.seiem.es/grp/dmde.shtml; Entornos Tecno-
l6gicos en Educacién Matemidtica ETEM https://www.seiem.es/grp/etem.shtml;
Didéctica del Anilisis Matemdtico GIDAM https:/ /www.seiem.es/grp/gidam.shtml;
Historia de las Matematicas y de la Educacién Matematica HMEM
https://www.seiem.es/grp/hmem.shtml; Investigacién en Educacion Matematica
Infantil IEMI https://www.sciem.es/grp/iemi.shtml; Pensamiento Numérico y Al-
gebraico PNA https://www.seiem.es/grp/pna.shtml y Jévenes Investigadores JIS
https://www.seiem.es/grp/jis.shtml. Durante estos aflos, los diferentes grupos han
celebrados reuniones especificas de debate e intercambio de informacién sobre los
problemas de investigacién abordados por sus miembros que han quedado plasmada
en diferentes publicaciones también visibles en nuestra web.

Muchas de las investigaciones realizadas se relacionan, especificamente, con la fot-
macion de profesores de matematica en todos los niveles educativos, probablemente,
como consecuencia de que ello es nuestra actividad docente mas generalizada. Esta
situacién nos llevé, asi mismo, a plantearnos, en diferentes ocasiones, la organizacion
de jornadas especificas sobre el desarrollo curricular en la formacion de profesores
de infantil, primaria y secundaria y debatir sobre el contenido de los programas es-
pecificos de las asignaturas que impartiamos en la formacién de maestro y de profe-

1. https://www.seiem.es/pub/actas/index.shtml
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sores de secundaria. Los resultados de estos encuentros se plasmaron en diferentes
publicaciones y propuestas concretas ante instituciones universitarias posibilitado una
cierta evolucién en los centros de formacion inicial del profesorado. A este respecto,
se desarrollaron seis jornadas especificas desde el afio 1996 al 2002, cuyas actas estin
publicadas, asi como otros encuentros posteriores y numerosas investigaciones cuyos
resultados debieran reconsiderados en cualquier propuesta de reforma para la mejora
de la profesion docente.

La celebracion de este XXV aniversario ha coincidido con la propuesta y debate,
en el seno de la comunidad educativa, sobre la modificacién curricular y sobre la
formacion del profesorado en los niveles educativos previos a la universidad. Ello
ha dado lugar a la publicacion de diferentes decretos que establecen la ordenacion y
enseflanza en Educacion Infantil, Primaria, Secundaria y Bachillerato y estamos a la
espera de propuestas sobre la formacion del profesorado. Por ello, la Junta Directiva
de la SEIEM, en noviembre del 2020, propuso participar con un documento propio
en este debate partiendo desde la investigacion en Educacion Matematica y teniendo
en cuenta las aportaciones realizadas por los diferentes grupos de trabajo. Asi, se
propuso la elaboracién de un libro que reflejara cuestiones generales sobre la E/A
de las matematicas y, al mismo tiempo, tuviera en cuenta los diferentes organizadores
del curriculo como los objetivos, contenidos, metodologia y evaluacién asumiendo
la perspectiva adoptada en relacién a las competencias generales y especificas. Pero
siempre, considerando que los temas tratados debieran ser utiles al profesorado en
su actividad profesional, tanto para generar actividades de aula como poder avanzar
en su formacién personal como profesores de matematicas.

La buena disposicién de los miembros de la SEIEM y la amplitud de perspec-
tivas en las que trabajan nos permitié ser ambiciosos al incluir todos los niveles e
itinerarios educativos, reflejando los organizadores del curriculo. Paralelamente,
hemos abordado cuestiones transversales como el uso de recursos didacticos,
manipulativos y entornos virtuales, y la referencia a una multitud de factores que
condicionan el proceso de E/A de una materia que se considera util para la for-
macion, participacion e integracion de las personas en la sociedad del siglo XX, y
cuya enseflanza puede y debiera ser agradable y motivadora, aunque exija reflexién
y esfuerzo. Obviamente, asumimos que la educacion matematica debe integrar as-
pectos cognitivos y afectivos, en intima relacion con los aspectos socio-culturales
y valores propios de la sociedad actual.

La historia de la educacion matematica y la implementacion de diferentes propuestas
curriculares muestran la importancia y necesidad de contar especificamente con el
profesorado para que las recomendaciones establecidas se puedan trasladar a las aulas.
A este respecto, recordamos que son ya muchos afios desde que se sugiriera que la
resolucion de problemas es el contexto para el aprendizaje matematico o de sefialar
la importancia del entorno inmediato para contextualizar las tareas de aula, pero la
investigacién sigue mostrando que ambas recomendaciones no tienen repercusion
clara en el desarrollo de la actividad de aula. De una manera similar, observamos
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la dificultad de introducir los entornos virtuales en la ensefianza sefialando algunas
investigaciones la falta de seguridad, cuando no de conocimiento y medios, de los
profesores de diferentes niveles educativos para desarrollar los contenidos especificos
del curriculo.

Es decir, en cualquier propuesta de reforma o cambio hay que considerar las di-
ficultades, profesionales e institucionales, que condicionan la implementacion de las
propuestas curriculares en la practica docente. Establecer lineas de conexion entre
el curriculo, la investigacion y la practica docente es uno de nuestros objetivos aun,
reconociendo que nuestra aportacion es un paso pequeflo, que sugiere otros muchos
que deben propiciarse desde las instituciones educativas y de las asociaciones de
profesores.

Asumimos que el contenido de cada una de las cuatro partes en las que se divide la
publicacién, e incluso de cada capitulo, podtia ser objeto de un documento especifico
mas amplio que este que presentamos. Por ello, esbozamos algunas orientaciones,
tedricas y practicas, con el objetivo de ayudar a los profesores en su trabajo profe-
sional y servir de apoyo al desarrollo del nuevo curriculo. El trabajo se ha realizado
con la participacion de 70 profesionales, docentes e investigadores en educacion
matematica, pertenecientes a 23 universidades. Se han aportado numerosas referen-
cias que permiten profundizar en cada uno de los temas esbozados y animamos a
su consideracion ya que su lectura ayudara a comprender mejor la complejidad del
mundo de la educacién matematica.

Iniciamos el documento con una breve mirada histérica para mostrar reflexiones
y aportaciones que nos ayudan a profundizar sobre los problemas de la educacién
matematica y de la implementacién del curriculo, que seran objeto de fundamenta-
cién y analisis para ayudar a la practica docente. Es importante reflexionar sobre los
descriptores curriculares de la educacion matematica y mantener viva las preguntas
sobre qué matematicas ensefiar y por qué hay que enseflar matematica en el siglo
XXI. Como profesionales reflexivos debemos considerar los objetivos generales de
la educacién y que nuestro trabajo se dirige a la formacién de personas que van a
vivir en una sociedad concreta en la que deben integrarse y participar creativamente
y luchar para que sea mas solidaria, igualitaria y justa. A este respecto, con el objetivo
de orientar a los profesores en este nuevo rumbo curricular, reflexionamos sobre la
pertinencia y fundamentacion de sentidos matematicos escolares en los documentos
curriculares publicados, y sobre las consecuencias que tendran en futuros procesos
de ensefianza y aprendizaje. Se realiza una descripcion general de cada uno de los
sentidos matematicos escolares en los que se divide: sentido numérico, espacial, de
la medida, estocastico y algebraico, sefialandose las principales componentes que lo
organizan. Termina la primera parte con un capitulo relativo a la evaluacién que es
un aspecto fundamental que sigue reflejando practicas muy tradicionales, por lo que
se aportan elementos para su desarrollo.

Somos conscientes de la intensidad y complejidad de la dedicacion de los profesores
en los diferentes niveles de ensefianza, y del trabajo cada vez mas intenso y exigido
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que requerirfa una reconsideracion del papel de los profesores en los centros de
enseflanza. El andlisis del curriculo y su concrecion en el aula no es sencillo y debe
desarrollarse desde los profesionales de la educacion, pero al mismo tiempo requiere
un mayor esfuerzo de las instituciones educativas y mostrarse mas explicitamente
en los documentos curriculares oficiales. Aunque, no era nuestro objetivo concretar
todo el curriculo de matematica en los diferentes niveles educativos, en la segunda
parte hemos querido mostrar algunas orientaciones docentes que se requieren en la
sociedad actual, justificando y proponiendo actividades de aulas en todos los niveles
educativos: infantil, primaria, secundaria obligatoria, bachillerato, universidad, for-
macién profesional, educacion de adultos y aprendizaje matematico de alumnado
con necesidades especiales.

Es necesario reconsiderar la enseflanza de las matematicas en infantil y primaria,
reconocer el papel de las matematicas intuitivas e informales y potenciar actividades
que generen aprendizajes de una manera mds natural, espontinea y significativa,
como paso para acceder a una matematica mas formal. Igualmente, hemos pretendido
facilitar a los profesores de primaria, secundaria y bachillerato la implementacién de
las orientaciones mas novedosas que se sugieren en los nuevos decretos curriculares.

La transicion de la secundaria a la universidad presenta dos referencias importantes
que son motivos de reflexion y preocupacion, tanto por la realizacién de las pruebas
de acceso similares a lo largo de los afios peso a los cambios de modelos, como por
la formacién matematica con la que los estudiantes acceden a los diferentes grados.
Ello, nos lleva a reflexionar acerca del sentido y contenido de las matematicas en di-
ferentes grados universitarios y se proponen algunas tareas exploratorias que puedan
ser consideradas en las aulas universitarias.

Pero también, la enseflanza de las matematicas estd presente en la educacion de
personas adultas y en la formacion profesional y sobre ello es necesario incidir y
mostramos, en ambos casos, reflexiones y propuestas concretas. A este respecto, su-
gerimos contextualizar las situaciones de aprendizaje e integrarlas en la vida cotidiana
de las personas adultas y partir de situaciones de aplicacién concreta de contenidos
matematicos en diferentes profesiones.

La educacién matematica presenta numerosos elementos transversales, algunos de
los cuales, son considerados en la tercera parte. Asumimos el aula de matematicas
como un contexto social de comunicaciéon que debe propiciarse a partir de tareas
matematicas especificas, con practicas centradas en el alumno y sus procesos de
aprendizaje y una matematica inclusiva que valore los aportes y caracteristicas de
todos los alumnos. Asumimos la importancia de avanzar hacia una ensefianza de
las matematicas que de sentido a la educacion y sea enriquecedora a nivel personal,
social y académico. En esta parte se realizan propuestas para trabajar las conexio-
nes con otras disciplinas, se consideran los desafios de la sociedad actual, como los
Objetivos de Desarrollo Sostenible o la perspectiva de género y las experiencias de
matematicas fuera del aula. Para ello, es fundamental el uso de materiales y recursos
manipulativos y entornos tecnoldgicos, que ayuden a los aprendices. Somos cons-
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ciente de la dificultad, didactica y de disponibilidad, del uso de materiales y recursos,
asi, como de la necesidad de conocer con claridad la secuencia de aprendizaje que
se genera en cada caso. Este uso, ademas, debe realizarse en el aula y fuera de ella ya
que es fundamental la complementariedad de las actividades regladas y no regladas
desarrolladas en el entorno inmediato. Termina la tercera parte con una referencia a la
resolucion de problemas y modelizacion, consideradas desde diferentes perspectivas
e incidiendo en su papel como contexto necesario para desarrollar el aprendizaje y
para dar sentido matematico de los diferentes saberes que se indican en el curriculo.

La dltima parte presenta una estructura diferenciada y, en ella, abordamos la forma-
cién inicial del profesorado de infantil, primaria y secundaria, el acceso a la profesion
docente y mostramos situaciones de aprendizaje en relacién a su desarrollo profesio-
nal. Obviamente, considerando los pasos anteriores como un proceso continuo de
aprendizaje y formacion, que permita al sujeto ir adaptandose a las necesidades que
la sociedad va originando. Se pretende dar respuesta a la demanda de la formacién
de profesores a través del modelo de competencias profesionales docentes, a partir
de la identificacion del conocimiento especifico de los profesores de matematicas
orientado a la practica profesional, y de las practicas profesionales especificas que
configuran la actividad de ensefiar matematica y que se especifican en el texto. Las
propuestas de desarrollo profesional inciden en la idea de la reflexion sobre la propia
practica y en el necesario uso de referencias tedricas procedentes de la Didactica de
la Matematica para organizar la reflexion.



Parte 1

El Curriculum de Matematicas
The Mathematics Curriculum
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INTRODUCCION

SE DICE EN NUMEROSAS OCASIONES que quien no conoce su historia estd condenado
a repetirla. No sé si es necesariamente asi, pero el estudio de la historia de la educa-
cién matematica nos muestra algunas constantes en su desarrollo, tanto en relacion
con las preguntas basicas que subyacen en la actividad profesional del profesor de
matematicas, como a las dificultades que estos encuentran en su practica docente
cotidiana, algunas de las cuales se mantiene demasiado tiempo.

De esta manera, hay preguntas que siempre estaran en la base de cualquier propuesta
curricular en referencia a qué matematicas ensefar y como ensefarlas, que, también,
son objeto de reflexién al hablar de la evaluacion al preguntarnos qué y como evaluar.
Obviamente, estas y otras preguntas han encontrado diferentes respuestas en cada
época condicionadas por cuestiones sociales, econdémicas y culturales. Pero, también,
vienen sugeridas por los objetivos marcados para la educaciéon en general y por la
concepcidn asumida sobre la naturaleza de la propia matematica. Consecuentemente,
tampoco ha sido facil dar una respuesta clara sobre qué significa lograr una ensefianza
eficaz o mejorar la educacién matematica.

El desarrollo de la sociedad provoca que la educacion, también la educacién ma-
tematica, tenga que ir adaptandose a las necesidades, personales y sociales, en cada
época, con repuestas diferenciadas en cada momento y realidad social, pero con un
objetivo permanente de luchar por una sociedad mas justa que permita el desarrollo
de todas las personas.

De ahi el contenido de esta primera parte que se inicia con una mirada a las re-
flexiones y aportaciones sobre la ensefianza de las matematicas desde la mitad del
siglo pasado tratando de sintetizar aquellas ideas que han permitido la evolucién de
la educacién y que subyacen en diferentes propuestas curriculares realizadas. Ello
nos ha permitido sefialar algunas pautas necesarias para la enseflanza y aprendizaje
que fundamentaria algunas de las propuestas actuales y que se reflejan en los dos
primeros capitulos.

También, el segundo capitulo se marca como objetivo fundamentar una nueva
propuesta curricular en la ensefianza obligatoria reflexionando, ademas, sobre algunas
dificultades que obstaculizarian su puesta en marcha. Asi, se refiere al papel, real y
pretendido, de la matematica en la escuela y a una nueva visiéon sobre ella. Trata de
responder a una pregunta recurrente de ¢para qué enseflamos matematicas?, teniendo
en cuenta la importancia de los docentes, los materiales curriculares y los recursos
en el desarrollo del curriculo, en cualquier situacion escolar.

El tercer capitulo considera la nueva propuesta curricular centrindose en la
fundamentacién y significado de los sentidos matematicos y sobre la pertinencia
de su inclusién en el curriculo. En la idea de orientar la actividad en el aula de los
profesores de todos los niveles educativos (infantil, primaria, secundaria, bachille-
rato, universidad, formacién profesional y educacion de adultos) se describen cada
uno de los sentidos considerado en los decretos: sentido numérico, espacial, de la
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medida, estocastico y algebraico. Por ello, es importante la lectura de este capitulo
para entender los capitulos que aparecen en la parte segunda.

Finalizamos esta parte con un capitulo dedicado a la evaluacién que es uno de
los organizadores del curriculo que menos ha evolucionado en la practica real del
aula, segun los resultados de diferentes investigaciones. Asumiendo la idea general
de ser una aportacion util al profesorado se muestran nueve situaciones reales, en
diferentes niveles educativos, que serfan punto de partida para reflexionar sobre el
sentido de la evaluacién, aportando algunos instrumentos y tareas conctretas y una
gufa de evaluacién. Todo ello, entendiendo que la evaluaciéon es una parte mas del
proceso de ensefianza y aprendizaje.

Blanco Nieto, Lorenzo J. (Coord.).
Universidad de Extremadura
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Resumen

Mejorar los resultados en la ensefianza de las Matematicas ha sido una de las procu-
paciones de la comunidad educativa desde hace muchos afios. Una breve mirada al
pasado reciente nos muestra reflexiones y aportaciones interesantes que nos ayudan
a profundizar sobre los problemas de la educacién matematica, a comprender mejor
dénde estamos y qué es lo que deberia considerarse en el futuro.
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Abstract
Improving the results in the teaching of Mathematics has been one of the concerns
of the educational community for many years. A brief look at the recent past shows
us interesting reflections and contributions that help us delve into the problems
of mathematics education, to better understand where we are and what should be

considered in the future.
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INTRODUCCION

A comienzos de los afios cincuenta, e incluso antes, todo el mundo estaba de acuerdo
en que la ensefianza de las matematicas era insastifactoria. El nivel de los estudiantes
en matemdticas era mas bajo que en las otras asignaturas. La aversion e incluso el
terror estudiantil a las matematicas estaba muy extendido. Los adultos no recordaban
casi nada de las matematicas que habfan aprendido y no sabian efectuar operaciones
sencillas con fracciones. De hecho, no vacilaban en decir que no habian sacado nada
limpio de sus cursos de matematicas.

(Kline, 1978, p. 21)

LLA CITA INICIAL MUESTRA QUE LOS PROBLEMAS de la ensefianza y aprendizaje (E/A) de
las Matematicas no son nuevos, ni consecuencia de leyes modernas de educacion. De
manera similar, en la década de los 80’, el préologo a la edicién espafiola del Informe
Cockroft indicaba: "El alto nimero de suspensos en Matemadticas y la conciencia
de que los alumnos no aprenden en la medida esperada, esta extendiendo entre los
profesores, los alumnos y los padres la idea de que "algo va mal", manifestada unas
veces como sensacion de fracaso, otras como desconcierto, a menudo como frus-
tracién" (Cockroft, 1985, p. XII).

Estudios recientes inciden en los pobres resultados escolares y en el desarraigo
de la poblacion estudiantil y adulta respecto de los contenidos matematicos. Son
multiples los aspectos a estudiar en relaciéon con su E/A, muchos de ellos conte-
nidos en diferentes capitulos de este libro, que pueden abordarse desde diferentes
perspectivas que, lejos de contraponerse, se complementan, estableciéndose una
panoramica mas precisa que nos ayuda a comprender mejor el complejo mundo de
la educacion matematica.

Revisar la historia de la educaciéon matematica nos permite profundizar sobre
algunos de sus problemas. Estas referencias no son reliquias historicas sino fuentes
depositarias de ideas y debates interesantes, que nos ayudan a reflexionar sobre la
actividad docente, dando sentido a la educaciéon matematica en el siglo XXI y al
trabajo profesional del profesor de matematicas. El periodo considerado fue testigo
de cambios profundos en la ensefanza de las matematicas para encontrar modelos
adecuados para su aprendizaje.

LA EDUCACION MATEMATICA A PARTIR DE LOS CINCUENTA

En los 50 se desarrollaron, en EE.UU.,, diferentes proyectos con objeto de ela-
borar un nuevo plan de matemadticas, en un movimiento que llamaron "revolution in
mathematics” (National Council of Teacher of Mathematics, 1980). Algunos autores
(Kline, 1978; Putnam et al., 1990; Castelnuovo, 1999) sefialaron el lanzamiento por
los rusos del Sputnik, en 1957, como el acontecimiento decisivo que generalizé
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reacciones de cambio en aspectos importantes en la investigacién y desarrollo de la
enseflanza de las Matematicas.

Este acontecimiento convencio al gobierno y al pais de que los EE.UU. estaban detras
de los rusos desde el punto de vista de las matematicas y la ciencia, y tuvo el efecto
de aflojar 1a bolsa de los organismos gubernamentales y de las fundaciones. Puede
que fuese una coincidencia, pero en ese momento otros muchos grupos decidieron
participar en la consideraciéon de un nuevo plan.

(Kline, 1978, p. 23)

Al margen del contexto concreto y anecdotico, las décadas de los 50 y 60, fue-
ron un perfodo de reflexiéon y cambio importante en las concepciones y métodos
desarrollados en la educacién matematica. Se consideraba que la ensefianza de las
matematicas tenfa que ir mds alla de la ensefianza del calculo aritmético y la apli-
cacién de férmulas y desarrollo de procedimientos algoritmicos. Se justificaba el
fracaso de las matematicas porque el plan de ensefianza era anticuado y no acorde a
las necesidades del momento.

Muchas de estas ideas se plasmaron en publicaciones especificas y en las recomenda-
ciones de la Conferencia Internacional de Instruccion Publica, convocada en Ginebra,
en 1956. por la Organizacién de las Naciones Unidas para la Educacion, la Ciencia y la
Cultura y por la Oficina Internacional de Educacion, y de las que se hacen eco Puig Adam
(1960) y Hernandez (1978) en su recopilacion de 24 articulos y documentos de la época.

La preocupacion por la educacion matematica se consideraba desde una doble
dimension. En primer lugar, en relacién con los contenidos de la propia matematica
en los diferentes niveles educativos: ¢gué matemiticas enseiiar® En segundo lugar, se
consideraban las aportaciones de psicélogos, pedagogos y docentes: ¢cdmo enseniarlas?
Las aportaciones de Jean Piaget (Piaget, 1965) y otros, recogidos en Hernandez (1978),
eran adecuadas e importantes, y debieran haber provocado la colaboracion entre espe-
cialistas en educacién matematica y especialistas en educacién, lo que no se produjo
en la intensidad adecuada (Malaty, 1988). Aun hoy, algunos sectores influyentes en
la educacién matematica, recelan de las aportaciones de la psicologia, pedagogia y
otras areas, incluso de las mas especificas consideradas en el area de conocimiento
de Didactica de la Matematica, presente en todas las universidades espafiolas.

Cambios en los contenidos matematicos y en las matematicas escolares

“Si todo el programa que propongo se tuviera que condensar en un soélo eslogan yo
dirfa: jabajo euclides! jabajo el tridngulo!”.

Con estas palabras ]. Dieudonné terminé su intervencién en el seminario de
matematicas celebrado en Royaumont (Francia), en 1959. Formaba parte del
grupo de matematicos franceses agrupados con el nombre de Nicolas Bourbaki
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(Bourbaki, 1972), que influyeron notablemente en el desarrollo de la matematica
desde la primera mitad del siglo XX hasta los afios 70. Su objetivo era revisar los
fundamentos y resultados basicos de la matematica, sistematizar y ordenar los
contenidos matematicos que se habfan desarrollado enormemente en décadas an-
teriores, y “suministrar a los lectores herramientas matematicas tan robustas y tan
universales como sea posible” (Bombal, 2011, p. 80). Su influencia en la ensefianza
de las matematicas en los niveles universitarios fue clara e inmediata, influyendo
en la introduccion de nociones de la teoria de las estructuras y de los conjuntos en
la ensefianza escolar (Castelnuovo, 1999).

Aparecieron importantes publicaciones mostrando la diversidad y utilidad de las
matematicas, a partir del estudios sobre su naturaleza, uso, historia, fundamentos
y filosofia, en relacién con el arte, musica y aplicaciones a los problemas sociales y
econémicos, y otros muchos campos del conocimiento. Parte de estas contribuciones
fueron recogidas en la antologia de 132 textos realizada por Newman (1963). Incluso
Poincaré (1963) invoca la sensibilidad con motivo de demostraciones matematicas
haciendo alusion “al sentimiento de la belleza matematica, de la armonia de los nu-
meros, de las formas, de la elegancia geométrica. Un sentimiento estético que todos
los verdaderos matematicos conocen" (p. 48).

Importante fue el trabajo La matemdtica: su contenido, método y significado (Aleksandrov
etal., 1973) que fue considerada una obra maestra para la enseflanza de la matematica,
en el nivel elemental y en el nivel avanzado. Los autores examinaban el desarrollo
historico de la disciplina desde sus origenes, logrando una muy buena organizacién
de la matematica y marcando algunas ideas sobre el probable desarrollo futuro. Asu-
mian una matemdtica “en continuo desarrollo; los principios de la matematica no
se han congelado de una vez para siempre, sino que tienen su propia vida y pueden
incluso ser objeto de discusiones cientificas” (Aleksandrov et al., 1973, p. 20). Era
evidente que se considera la actividad matematica y su ensefianza como una actividad
compleja, dindmica y cambiante.

R. Thom (1978) realiza un “balance sucinto de las transformaciones hechas en los
programas” (p. 1106), sefialando dos objetivos fundamentales: la renovacion pedago-
gica y la modernizacién de los programas. En 1961, Stone (1978) habia sefialado la
necesidad de modificar el nucleo de contenido matematico a ensefiar y aspectos de
su enseflanza, como consecuencia de la importancia que la matematica iba tomando
en la sociedad. Ello deberia provocar una nueva organizacion de la ensefianza en
un programa bien concebido, que tuviera en cuenta las aportaciones de la psico-
logia moderna al estudio del desarrollo intelectual, la formacién de conceptos y la
teorfa del aprendizaje. Hoy dia asumirfamos esta idea para sefialar la importancia
de las aportaciones de la didactica de la matematica que consideran, ademas de los
contenidos especificos, aspectos emocionales y socioculturales, la neurociencia en
relacion al desarrollo del pensamiento matematico, la aparicion de las tecnologias y
la consideracién del pensamiento computacional, y otras aportaciones que marcan
el desarrollo personal e intelectual en este siglo.



Reflexiones curriculares desde la historia de la Educacién Matematica, en la segunda mitad del siglo XX 21

El problema, como en la actualidad, era delimitar un marco curricular que consi-
derara las necesidades de la nueva sociedad, y el aprovechamiento e integracién en la
enseflanza de las Matematicas de las aportaciones de otras ciencias. Para ello, habria
que resolver "el problema principal que domina todos los demds sobre el conteni-
do de los estudios: saber cuiles son las Matemdticas que deben ensefiarse hoy dia"
(Markusievitch, 1978, p. 196).

En Espafia, Puig Adam (1960) realizaba cuatro preguntas: i. sobre los objetivos, ;qué
nos proponemos con la ensefianza de la Matematica?; ii. sobre el método, ¢por dénde
vamos?; iil. sobre el modo, ;cémo vamos? y iv. sobre el contenido ¢qué cogeremos en
el camino? Sefialaba que la manera de jerarquizar y contestar estas preguntas marcatia
la propuesta sobre la ensefianza de las matematicas. Estas referencias funcionaron
como organizadores del curriculo, trasladables a cualquier época ya que la sociedad
esta en constante evolucion con nuevas necesidades e incorporando constantemente
herramientas intelectuales y materiales.

El cambio fundamental en el curriculum fue la introduccién de las llamadas mate-
maticas modernas o los conjuntos, en palabras de la época. Se pensaba que servirfan
de conexién entre las diferentes partes de las matematicas, al asumir que el uso de
los conjuntos, del lenguaje matematico y los conceptos del algebra abstracta podian
dar mas coherencia y unidad al plan de ensefianza secundaria.

En palabras de Guzman (1992) el movimiento hacia la ‘matemadtica moderna’
provoco una honda transformacion de la ensefianza. Recuerda que se subrayaron
las estructuras abstractas, lo que condujo al énfasis en la fundamentacion a través
de la teorfa de conjuntos y al cultivo del dlgebra, profundizandose en el rigor 16gico,
en la comprensiéon y contraponiendo ésta a aspectos operativos y manipulativos.
Segun Bombal (2011) esta nueva estructura del conocimiento matematico fue intro-
duciéndose en los programas educativos de diferentes pafses, desde mediados de los
50. En Espafa aparece la Coleccion de Textos Piloto de Bachillerato, editado por la
Comisiéon Nacional para el Mejoramiento de Enseflanza de la Matematica en 1964,
que inicia la introduccién a las operaciones basicas con subconjuntos y la geometria
intuitiva a partir de las transformaciones geométricas. Se produjo un cambio acerca
de lo que se debia ensefiar en matematicas desde los primeros niveles educativos, que
no produjo el resultado esperado. Se quiso imponer un nuevo curriculo sin contar
con el profesorado.

Los cambios constituyeron una revolucién en la enseflanza de las Matematicas
provocando una gran polémica sobre la oportunidad de su consideracién en la en-
seflanza primaria y secundaria, y un enorme fracaso asumido por los implicados en
el sistema educativo. Su implantacion en el nivel de primaria provoc una corriente
contraria (back fo basics movement) en el que se traté de definir lo fundamental de las
Matematicas con objeto de recuperar aspectos mas tradicionales como los referen-
tes, por ejemplo, al calculo aritmético. De cualquier manera, no fue la opinién de
los especialistas lo que potencié el movimiento de volver a lo basico y tradicional,
mas bien fueron la opinién publica y los medios de comunicaciéon. Los padres no
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aceptaron que el nuevo curriculo no les fuera familiar puesto que ponia el énfasis en
otra matematica desconocida, lo que les imposibilitaba ayudar a sus hijos puesto que
era un curriculo diferente del que habian estudiado y que, obviamente, desconocian
(Thom, 1978, Malaty, 1988).

El sugerente titulo del libro de Kline (1978) sPor qué Juanito no sabe sumar? expre-
saba el sentimiento de fracaso de la enseflanza de las matematicas modernas. En su
critica sefialaba el “uso de un vocabulario pedantesco e innecesariamente abundante,
empleo injustificado y mas frecuente de lo necesario de ciertos simbolos, pobreza
de ejercicios ...” (p. 38). El error fue admitido por todos y las llamadas matematicas
modernas fueron desapareciendo de los primeros niveles de escolaridad, volviéndose
a un curriculo mas tradicional.

Pasado un tiempo, Malaty (1988) analiz6 lo que signific6 este movimiento sefialando
algunas cuestiones, que recojo por su interés. Sefialaba que los especialistas traba-
jaron con entusiasmo y muy deprisa, se evidencié poca cooperacioén entre expertos
en educacién matematicas y en educacion y se dedicod poco tiempo e intensidad a
la evaluacion de los programas. El uso de los libros de textos se extendi6 antes de
haber sido adecuadamente examinados, y las conexiones entre los diferentes capitu-
los mostraba que el curriculo no habia sido suficientemente estructurado. También,
hacia referencia a la importancia de la formacién permanente del profesorado, en
todos los niveles.

Critica a la ensefnanza tradicional de las matematicas

No llegaban a comprender la significacion real de los conceptos matematicos
(Dienes, 1970, p. 5).

En general, “se tenfa la impresién que los alumnos aprendian en clase a manejar las
operaciones aritméticas basicas y los algoritmos mas frecuentes y poco mas" (Scho-
enfeld, 1985, p. 20), lo que provocaba que profesores e investigadores consideran la
necesidad de un cambio en los programas de las matematicas escolares. Entendfan,
ademas, que algunos de los contenidos, principalmente algoritmicos, habian perdido
importancia en el desarrollo matematico. Esta reflexion sigue siendo muy pertinente
actualmente ya que las necesidades de la sociedad del siglo XXI y el desarrollo de
tecnologias educativas, entre otras variables, tienen que llevar aparejado una reno-
vacion en los programas, provocando la pérdida de importancia o desaparicion de
algunos de contenidos y la revalorizacion de otros.

Cambiar aspectos metodolégicos en las aulas se consideraba esencial para poder
llevar a cabo una renovacion en la ensefianza. Es decir, la renovacion de contenidos,
aunque necesaria, no es suficiente si no va acompafiada de una nueva practica peda-
gbgica. "Demasiados ensayos educativos incurren en la triste paradoja de pretender
enseflar las matematicas modernas con métodos arcaicos, es decir, esencialmente
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verbales y basados sélamente en la transmision mas que en la reinvencién o redescu-
brimiento" (Piaget, 1978, p. 185). Esta paradoja fue recordada 25 afios después por
Romberg (1991) al sefialar que el movimiento de las matematicas modernas realizo
algunos cambios en los contenidos pero muy pocos en las tradicionales practicas
metodoldgicas en las aulas. Algo similar sucede con la consideracion de la resolu-
cién de problemas como contexto para el aprendizaje matematico, que aparecia en
los curriculos de los 90°, y que no se refleja en la practica docente. Creo que, en la
actualidad, esta consideracion es especialmente importante. De alguna manera, la
paradoja sefialada por Piaget se observa en algunas practicas actuales, incluso con el
uso de las nuevas tecnologias, donde el estudiante observa y repite lo que el profesor
muestra en la pantalla.

Los autores se manifestaban contundentes en su critica al plan de enseflanza tra-
dicional y a la practica en el aula con argumentos que podrian ser motivo de investi-
gaciones educativas actuales y que nos sirven para reconsiderar aspectos importantes
en cualquier propuesta curricular. Recojo algunas aportaciones al respecto.

En primer lugar, recordaremos el interesante debate sobre el uso de #éfodos in-
ductivos y deductivos en el anla, donde habia un predominio de las llamadas clases magistrales.
Se criticaba el excesivo énfasis en la demostracién deductiva de los teoremas que
provocaba que los estudiantes se aprendieran de memoria las demostraciones. Se
desarrolla una interesante polémica, ain vigente, sobre la conveniencia de utilizar
métodos expositivos y deductivos en la ensefianza de las Matematicas en los niveles
escolares y la ventaja de introducir una enseflanza mds motivadora que permita
la construccion del conocimiento, dandole significado a aprender y a aprehender.
Decidir cuando y cémo ir introduciendo métodos deductivos en la ensefianza sigue
siendo un aspecto de reflexién importante, relacionado con el proceso de abstrac-
cién y los niveles de maduracion de los aprendices. Recordemos la frase tipica de
los estudiantes “profe, con numeros que con letras no me entero”. Actualmente,
son muchos los profesores que en la practica se acercan mas al conductismo que
al constructivismo o al aprendizaje significativo, probablemente, porque el proce-
so de construccion del conocimiento matematico es algo poco comprendido por
el profesorado novel. Son mas los que asumen, consciente o inconscientemente,
los métodos que experimentaron como aprendices eludiendo otros métodos que
consideran, en teoria, mas adecuados pero que su implementacion en el aula les
causa dudas e inseguridad. Este aspecto muestra la importancia de la formacién,
inicial y permanente, del profesorado.

Eran frecuentes las referencias para modificar la enseflanza a base de lecciones
magistrales, donde el papel del estudiante era fundamentalmente escuchar y copiat,
para luego estudiar, en muchas ocasiones de memoria. La manera tradicional de
impartir clases de matematicas inducia a una actitud pasiva de los estudiantes y daba
pleno sentido la expresion: ‘dar matematicas’. La dinamica del profesor impartiendo su
docencia y el alumno estatico en su asiento, se ha mantenido, aunque haya cambiado
el aspecto formal de la comunicacion, que ha evolucionado del discurso hablado, al
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uso de la tiza y la pizarra, las transparencias, el PowerPoint o la pizarra digital. En
todos los casos, se evidencia un tipo de educacién conductista cuya superacion por
otros modelos se pide desde hace muchos afios.

Al mismo tiempo, criticaban la enseiianza mecanicista y memoristica con procedimientos
desconectados entre si: “se les pide que imiten lo que el maestro y el libro hacen. Los
alumnos se enfrentan a una variedad desconcertante de procedimientos que aprenden
de memoria. Casi siempre el aprendizaje es completamente memotistico” (Kline, 1978,
pp- 9-10). A este respecto, se sefialaba el “contraste injustificado entre el aprendizaje
mecanico y calculista del algebra y el axiomatico de la geometria” (Hernandez, 1978,
p- 38). También, en Espafia se criticaba el aprendizaje memoristico, sefialando que
“interesa ensefiar a discurrir, mejor que a adquirir gran maestria y rapidez en el de-
sarrollo de un proceso, que puede memorizarse. Debemos evitar que el aprendizaje
de “recetas de cocinas” para hacer problemas o aprender de memoria teoremas mas
o menos importantes” (Roanes, 1969, p. 14). R. Godement fue mas radical en sus
comentarios al sefialar que

el primer deber de los matematicos serfa proporcionar cosas que no les piden: hom-
bres capaces de reflexionar por si mismos, de despreciar argumentos falsos y frases
ambiguas, a los ojos de los cuales la difusién de la verdad importe muchisimo mas
que, por ejemplo, la television planetaria en colores y en relieve: hombres libres y no
tecnocratas-robot

(Godement, 1974, p.21).

Puig Adam (1960) expresaba magnificamente su idea sobre los procesos deductivos
y el uso de la memoria al sefialar que

las exposiciones l6gicas impecables no satisfacen las apetencias analizadoras del nifio,
ni siquiera sirven para cultivar en ¢l habitos de sintesis, ya que tampoco se desarrolla
precisamente esta capacidad dando la sintesis hecha. jQué engafiosa complacencia la
de nuestros viejos profesores al oirnos repetir demostraciones estereotipadas! jQué
candido espejismo al imaginar que asi aprendiamos a discurrir! El resultado conseguido
es la mayor parte de los casos eran tan sélo el cultivo obsesionante de la memoria
para lograr una pura y simple imitacion, bajo la falsa apariencia de un raciocinio de
prestado (p. 103).

Conviene recordar que investigaciones de este siglo, sefialan el uso de la memoria
en el aprendizaje de las matematicas en diferentes niveles educativos. Asi, por ejemplo,
Barrantes y Blanco (2006) sefialan que los estudiantes consideran dificil la ensefianza
de la geometria porque tienen que aprender férmulas y demostraciones de memoria.
Hidalgo et al., (2013) sefialan que hasta los problemas tipicos de los libros de texto
se los aprenden de memoria. Es decir, sigue vigente el recurso de los estudiantes a
memorizar las definiciones, demostraciones y las formas de resolver los problemas
tipos, como la mejor manera para aprobar los eximenes y pasar de nivel.
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Una de las consecuencias de este modelo y que se indicaba como defecto muy
grave era la falta de motivacidn. Los aprendices estudiaban porque se les obligaba a ello
y argumentaban que defender los contenidos matematicos “diciendo que se utilizaran
después en la vida. ... Esta motivacién es como ofrecer la luna” (Kline, 1978, p.
13). Ya reconocian que gran parte del fracaso en la ensefianza de las matematicas se
debia a la falta de motivacion, junto a factores afectivos, por ello la motivacion del
estudiante debe buscarse desde un punto de vista mas amplio, mas alla del posible
interés intrinseco de la matematica y sus aplicaciones (Guzman, 1992). Es evidente que
la motivacién es un elemento que promueve o inhibe la conducta de los aprendices
y que en su consideracién se reflejan aspectos individuales y sociales.

Los enunciados de los problemas “son desesperadamente artificiales y no convenceran
a nadie de que el algebra es util” (Kline, 1978, P. 16), destacando la repeticién mas
que la variacién (Romberg, 1991). Los enunciados de los problemas (vocabulario,
contexto, formato, etc.) es importante porque “la forma en que se presenta el enuni-
cado es uno de los factores del éxito o del fracaso del resolutor” (Mialaret, 1986, p.
67). Los enunciados, contextos y tipos de problemas siguen siendo en los materiales
actuales muy tradicionales y alejados de las inquietudes y necesidades de la poblacién
escolar, la mayorfa inciden en la repeticion de situaciones explicadas para memorizar
algoritmos y pocos donde se les planteen situaciones nuevas que tengan que investigar
(Alvarez y Blanco, 2015).

La falta de adaptacion de los textos y materiales escolares a las reformas curriculares, fue
puesta de manifiesto en Dorfler y Mclone (1986), incidiendo en su importancia por
cuanto determinan las matematicas escolares por el uso y la dependencia que los
profesores tienen de ellos para su actividad docente, y la falta de adaptacion. Los
libros de texto son mediadores entre el curriculo y el aula y, en muchos casos, son
el tnico nexo de unién entre estos (Alvarez y Blano, 2015). Anteriormente, Kline
(1978) reproché su la falta de calidad y de originalidad y la repeticion de los mismos
y la influencia del mercado y su distribucion comercial en su contenido, estructura
y difusion. Consecuentemente, la elaboracion y revision de los materiales escolares
(en papel o digitales) y su adaptacion a la nueva propuesta curricular debiera con-
siderarse con rigor por las administraciones educativas. Sin esta revision sera dificil
que el nuevo curriculo se lleve a cabo con éxito.

Objetivos de la educacion matematica

No queremos ser solo matematicos, queremos ser hombres
(Markusievitch, 1978, p. 200).

En el periodo que nos ocupa hubo numerosos argumentos para justificar las Mate-
maticas como asignatura fundamental en el curriculum escolar y "el convencimiento
general de que todos los nifios deben estudiar Matematicas" (Cockroft, 1985, p. 1).
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Se revisaron y establecieron los objetivos de su enseflanza asumiendo unas “Mate-
maticas para todos”, entendiendo que aporta una herramienta conceptual necesatia
para la participacion activa e inteligente en la sociedad contemporinea (Krygowska,
1979). Se asumia que las matematicas se construyen sobre conocimientos intuitivos
y convenciones consensuadas, que no estan fijadas para siempre, ya que son una ac-
tividad humana desarrollada a partir de experimentos, descubrimientos, conjeturas,
y de multiples problemas no resueltos.

Se consideraban las matematicas “como un cuerpo utilitario de técnicas y habi-
lidades, pensado y diseflado para satisfacer las necesidades sociales" (D'Ambrosio,
1979, p. 220), permitiendo profundizar en la interaccion entre matematicas y realidad
en el doble sentido de resolver situaciones cotidianas con herramientas especificas
y modelizar fenémenos sociales. Al mismo tiempo, se incidié en el desarrollo in-
dividual significando que la orientacién “formativa debe tener prioridad frente a la
utilitaria, ya que la mayoria de los alumnos elegiran profesiones desconectadas de
la Matematica, pero todos, sin excepcion, necesitaran muchas veces de su inteligen-
cia” (Roanes, 1969, p. 14) pudiendo ser utiles para cualquier persona sinceramente
interesada (Romberg, 1991).

Se consideraban tres ejes para definir los objetivos de la educacién matematica: los
aprendices y los procesos mentales que intervienen en el pensamiento matematico,
el desarrollo de la propia matematica y, finalmente, suministrar un instrumento para
aplicar en la realidad (Gattegno, 1965; Mialaret, 1986). Los objetivos se centraban en
el desarrollo de la personalidad del individuo, en su relaciéon con la sociedad y en la
propia ciencia Matemadtica, y se expresaron en términos de conseguir conocimien-
tos y habilidades, intra y extramatematicas, y subrayando comportamientos sociales
como la actitud critica, la importancia de la comunicacion y la participacién en una
obra colectiva. “Incluso al ensefiar matematicas se puede, por lo menos, tratar de
dar a las personas el gusto de la libertad y de la critica, y habituarlas a verse tratadas
como seres humanos dotados de la facultad de comprender” (Godement, 1974, p.
21). Se sugirié un nuevo enfoque hacia la importancia del desarrollo del estudiante y
de la actitud de este como eje del sistema educativo, ya que los objetivos sefialaban
directamente al proceder de los estudiantes.

Se querfa superar una ensefianza generada de manera unidireccional del profesor al
estudiante, en la idea de lograr un docente que ayude al estudiante a ser responsable
de su aprendizaje, lo que implica que la educacién matematica tiene que ir mas alla
de los aprendizajes de los contenidos. Asumiendo la individualidad del estudiante y
la diversidad de las aulas, el aprendiz no puede considerarse un saco para llenar de
conocimientos, sino que debe responsabilizarse y construir su propio aprendizaje,
siendo ayudado por el profesor, en su papel del guia. Esto nos cuestiona, directamente,
la cantidad y calidad de los conocimientos a considerar en el curriculo.

Su formulacién como habilidades basicas (de manipulacién, de descubrimiento,
de critica y comunicacion y coperacion) estarfan directamente relacionados con
las competencias que se definen en el nuevo curriculo. A modo de recordatorio,
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hacemos una sintesis de los objetivos, propuestos como habilidades, realizadas por
la Association des Professeurs de I'Enseignement Public, (UNESCO, 1979) y por Mclone
(1979), comentados en ambos casos en Dorfler y Mclone (1986) y reflejados en
Romberg (1991).

Asumfan la importancia de la formulacién y resoluciéon de problemas como el
proceso basico en la E/A de las matemdticas y la construccién de modelos ante
diferentes contextos, familiares y no familiares. A este respecto, sefialaban, a modo
de objetivos operativos, la importancia de usar herramientas matematicas y de
elegir estrategias adecuadas para analizar y resolver la situacion a abordar, predecir
resultados y generalizarlos, reconocer situaciones analogas y abstraer lo que tienen
en comun. Daban importancia a la reflexién durante todo este proceso, en el que la
comunicacién de ideas y resultados, de forma oral y escrita, era fundamental. Asi,
consideraban esencial hacerse entender por otros al traducir e interpretar resultados
en formas no matematicas, al utilizar y valorar diferentes sistemas de representacion
para organizar y comprender la informacion utilizada y al construir y exponer sus
deducciones, simples o complejas. Se pretendia generar nuevo e integrado conoci-
miento matematico, entendiendo que las matematicas son un poderoso medio de
comunicacién. Finalmente, incidian en la importancia de la educacién matematica
en el desarrollo personal y social al sugerir participar reflexivamente en el desarrollo
de la sociedad como una obra colectiva, la cooperacién en grupo o tener una actitud
critica, tanto para cuestionar los argumentos matematicos, propios y ajenos, y los
resultados y repercusiones del hacer matematico. Se asumia, en definitiva, que el
saber hacer es mas importante que el saber.

Paralelamente, se empieza a considerar que el profesor debe entrar en un proceso
de actualizacién permanente que le permita reconsiderar los avances de la ciencia y de
la matematica, y los avances sociales que repercuten directamente en las necesidades,
cognitivas y afectivas, y los comportamientos de los estudiantes. Por ello, no es casual
que en la década de los 80 tuvieran mucha difusién los trabajos de L. S. Shulman,
R. Marks, entre otros, sobre el Pedagogical Content Knowledge para caracterizar
el conocimiento y desarrollo profesional de los profesores, que han sido objeto de
numerosas investigaciones en los grupos de investigacion integrados en la Sociedad
Espafiola de Investigacién en Educacion Matematica (SEIEM).

Construir el conocimiento matematico y esquemas de accién en el aula

Somos conscientes de la existencia de profesores que desearfan que les sefialdsemos el
método mas idéneo para ensefiar matematicas, pero esto no es posible ni deseable. ...
Debido a la diferencia de personalidad y circunstancias, métodos que pueden resultar
eficientes con un profesor o grupo de alumnos, acaso no lo sean tanto en otros casos.
Con todo, consideramos que hay ciertos elementos que deben estar presentes en la
ensefianza acertada de las matematicas.

(Cockroft, 1985, p. 87)
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En esa época se realizaron propuestas interesantes que, salvando el tiempo, si-
guen teniendo validez y debieran ser estudiadas en los centros de formacion de los
profesores. Eran esquemas de accion en las aulas en los que, basicamente, se asumia
la epistemologia genética y se criticaba el divorcio en la ensefianza tradicional del
“proceso de génesis de los conocimientos y el proceso de transmisién de los mismos”
(Puig Adam, 1960, p. 104), sugiriendo que el educando debe pasar “un proceso de
formacion de conceptos analogos al experimentado por la humanidad” (Puig Adam,
1960, p. 105). Se consideraba las Matematicas como una ciencia que evoluciona
constantemente, lo que no se reflejaba en los curriculos de los primeros niveles de
enseflanza (Mialaret, 1986). Empezaba a considerarse la didactica de la matematica
como arte, como ciencia y como técnica, que va mas alla de la simple transmision
de conocimiento, para procurar una huella formativa en el educando, primando el
acto de aprender sobre el acto de ensefiar y poniendo al aprendiz en el centro de la
enseflanza (Puig Adam, 1960).

El proceso de construccion del conocimiento se basarfa en dos pilares importan-
tes: la maduracién del pensamiento en los estudiantes y la evolucién de la propia
matematica. P. Puig Adam lo explica muy acertadamente, sefialando implicitamente
diferentes tareas para la E/A.

El hombre, en un principio impotente ante la inmensidad de las fuerzas naturales, y
atonito ante la complejidad de los fenémenos que a su alrededor se desarrollaban, se
limité a observar y a retener, a comparar y a asociar. En cuanto pudo, experimento por
su cuenta, es decir, promovié fenémenos nuevos en condiciones favorables para su
estudio. Colecciond observaciones y experiencias, y, luego de ordenarlas por afinidades,
indujo leyes comunes para fendmenos semejantes. Para descubrir tales semejanzas
hubo de abstraer, es decir, hubo de prescindir de caracteres accesorios y atender a los
esenciales en cada estudio, con lo cual esquematizo, reduciendo la complejidad de las
cosas y fenémenos reales a la sencillez de unos entes de razén que los representaran
y sobre los cuales pudieran discurrit comodamente el razonamiento puro. De este
razonamiento, ya en esencia matemdtica, sacé consecuencias que, proyectadas de
nuevo en el campo de la realidad, le permitieron obtener nuevas leyes, esta vez no ya
inducidas, sino deducidas de las anteriores; con ellas empezé a predecir resultados
de experiencias no realizadas, pudo prevenir, precaverse, defenderse de las fuerzas
naturales y conducirlas mas tarde, para su provecho. Al hacer tales deducciones y
predicciones, el hombre llegaba a la plenitud de su categoria racional; su razoén, al
convertirse de potencia en accion, le brindaba su primera conquista del mundo natural:
el conocimiento cientifico.

(Puig Adam, 1960, p. 31-32)

Mas adelante, sefialard que el origen de la matematica no escapa a este proceso
genético que es tan experimental como pueda setlo cualquier ciencia.

Asumiendo esta aportacién, tiene sentido la afirmacion de Romberg (1991)
que sefiala que “las matematicas son un producto social” (p. 328), al considerar
que han sido creadas por humanos a lo largo de la historia, como respuesta a los
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problemas sociales y contribuyendo al desarrollo de la sociedad. Al asumir que el
aprendizaje va mas alla de la simple recepcion pasiva del conocimiento, la actividad
docente priorizara el acto de aprender sobre el de ensefiar, poniendo en centro de
la ensefianza al alumno.

Ligado a las ideas anteriores algnos autores (Tabla 1) disefiaron acciones para las
aulas que irfan desde lo concreto a lo abstracto, asumiendo la importancia de la ex-
perimentacién, observacién y analisis y sintesis, asi como del lenguaje (oral y grafico,
natural y simbolico) para las acciones fisicas y las l6gico-matematicas, en un proceso
inductivo/deductivo, donde lo primero predominari en la escuela.

Tabla 1. Algunas etapas en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas

Describe seis etapas (Adaptacion; Estructuracion; Abs-
traccion-Juegos de Isomorfismo; Representacion grafica o
Zoltan Paul Dienes. esquematica y Formalizacion) y cuatro principios (Dinamico,
Dienes (1970a; 1970b). Constructividad, Variabilidad matematica y Concretizacion
multiple) que ayudarfan a los alumnos en la comprension de
los conceptos matematicos.

. Sefiala seis etapas (Accion real con recuperacion; Accion
Gaston Mialaret. N . L
acompafada de lenguaje; Conducta del relato; Accién con

Mialaret (1986). . . ., , S
( ) objetos simples; Traduccién grafica y Traducccion simbélica).
Centrados en la geometria describieron cinco niveles de
conocimiento (Reconocimiento o visualizacion; Analisis; Cla-
Dina y Pierre Van Hiele. sificacién o Deduccién informal u orden; Deduccion y Rigor)
(Crowley, 1987). y cinco fases de aprendizaje a considerar en cualquiera de los

niveles: Discernimiento o informacion; Orientacion Dirigida;
Explicitacion; Orientacion libre e integracion.

Se centra en el contrato didactico, la nocién de obstaculo
Guy Brousseau.

Brousseau (1997). epistemolégico y la teorfa de las situaciones didacticas (Situa-

cion de accién, de formulacion y de validacion).

El punto de partida para el aprendizaje sera el juego, la accién y el reconocimien-
to, dando mucha importancia a la relacion entre la accion y el lenguaje, ya que la
formulacién y representacién son importantes en la construcciéon progresiva del
conocimiento. "El nifio no inventa el edificio matematico, pero lo descubre pro-
gresivamente y las diferentes partes elaboradas se estructuran, se reestructuran, en
funcién de los conocimientos ya adquiridos" (Mialaret, 1986, p. 20). Los simbolos
y representaciones suministran una materializacién sencilla del concepto vy, junto
con la experiencia en las tareas, le lleva a hacerse una imagen mental que ayudara al
aprendizaje y, en algunos casos, la dificultara, y por ello sera necesario su considera-
ci6én en el proceso de E/A. Los trabajos de D. Tall y S. Vinner (Tall y Vinner, 1981)
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profundizaron sobre la importancia de la imagen del concepto (representaciones
internas y externas) e influenciaron numerosas investigaciones, pero no tanto los
trabajos en el aula y los libros de texto.

Partir de la experiencia y acciéon tendrd como consecuencia inmediata la gene-
racion de recursos didacticos, muchos de los cuales son valorados por profesores
actuales cuando acceden a ellos (Figura 1). A través de los materiales, el aprendiz
inspecciona, descubre, construye, genera imagenes y establece semejanzas y va-
riaciones de las situaciones, etc. lo que sugiere un proceso de aprendizaje que su
mente debe controlar.

Tabla 2. Recursos didacticos para la ensefianza de las matematicas

Bloques logicos. Khote, 1978.
Bloques multibases. Dienes, 1971a.
Geoplano de C. Gattegno

Regletas de G. Cuisenaire o nimeros en color

de G. Cuisenaire y C. Gattegno. Gategno, 1962; 1965.

Plaquetas de Herbiniere Leber. Mialaret, 1967.

ill icul Algoti
Varillas engarzadas y articuladas y Algoritmo Puig Adam, 1960.

Biguenet, 1967.

manipulativo para la rafz cuadrada.

Mecanos.

Johnson y Wenninger, 1975.
Plegado de papel.
Recta y Franja numérica; Tarjetas plegables para Escalona y Noriega, 1974.

combinaciones basicas; Cartel numérico del 100

Se asumia que la manipulaciéon era un primer paso motivador para estimular la
accion mental de los aprendices sobre los objetos y con los objetos. Después de estas
actividades y experiencias manipulativas deberan introducirse de manera progresiva,
otros recursos que faciliten la entrada en la abstraccion matematica. A este respecto, es
interesante observar la validez de estas propuestas en la ensefianza actual (Alsina, 2004).

Aunque, actualmente, lo virtual predomina sobre lo material, reivindicamos los dos
caminos (manipulativo y virtual) en la E/A de las matematicas, pero advirtiendo que
la secuencia de aprendizaje es diferente en cada caso. También, la experimentacion y
analisis de estos materiales deberia formar parte de los cursos de formacion, inicial
y permanente, de profesores de matematicas.
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LA RESOLUCION DE PROBLEMAS EN EL CURRICULO

Hay quien se pregunta si la parte principal del estudio matematico no debe ser la
soluciéon del problema en lugar del estudio del libro de texto. Hacer de los proble-
mas un suplemento indica un fallo en la verdadera funcién del trabajo matematico.
Si concedemos que el 'poder’ y no el 'saber’, el 'pensar’ y no el 'memorizar’ son los
aspectos beneficiosos de la matematica, la importancia de los problemas es indudable.

(Royo, 1953, 253)

En las propuestas anteriores subyacia la idea de que las matematicas se han cons-
truido a partir de la resolucién de problemas concretos que surgifan de necesidades de
la sociedad y se abordaban con las herramientas matematicas que se iban conociendo.
Asi, es facil entender que algunos autores trasladaran esta idea al ambito curricular
para facilitar la construccién del conocimiento en los estudiantes, asumiendo que la
resolucion de problemas debia ser el contexto parala E/A de las matematicas, lo que
se plasmara en algunas directrices a partir de los 80 (NCTM, 1980) y cuyo desarrollo
ha sido objeto de multiples aportaciones y reflexiones.

Asumir la resolucién de problemas como actividad esencial en la ensefianza
y aprendizaje de las Matematicas implica relacionar los aspectos esenciales de la
naturaleza de la disciplina y de sus aplicaciones. Deberia, para ello, favorecerse la
realizacién de experiencias de trabajo escolar para que los estudiantes llegaran a
dominar conceptos y procesos que se reflejan en distintas situaciones matemati-
zables, para que pudieran ser capaces de pensar matematicamente, aplicando sus
conocimientos matematicos a otras disciplinas y realidades, sociales y personales.
Al mismo tiempo, se sefialaban tres perspectivas necesarias y complementarias para
la resolucién de problemas: como via para la E/A, como un contenido especifico
y como aplicacién a la realidad. Eran muchas las dificultades para trasladar esta
propuesta a la practica docente y, ademas, la falta de documentos concretos para
facilitar la propuesta sobre la resolucion de problemas dificultaba su implementa-
cién en el aula (Putnam et al., 1990). Asi, por ejemplo, se senalaba la diversidad de
significado del vocablo ‘problema’ y la expresion ‘resolucién de problemas’, tanto
en los diferentes textos escolares como en las concepciones y creencias de los pro-
fesores. Era evidente que traducir esta propuesta de accién en el aula a las clases
practicas no iba a ser facil, y a menudo causa de ansiedad tanto a los estudiantes
como a los profesores (NCTM, 1980). Las investigaciones actuales muestran que
aun persisten numerosas dudas, preocupaciones y resistencia para desarrollar esta
recomendacion curricular.

En el XII Simposio de la SEIEM (2008) se analizé el desarrollo de la resolucion de
problemas en los dltimos 30 afios, mostrando que su presencia e importancia, como
contenido y como metodologfa, se habfa mantenido y acrecentado en las propuestas
curriculares, tanto nacionales como internacionales, pero ello no acababa de reflejarse
de manera clara en la practica docente. Informes recientes de evaluaciones periédicas
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desarrollados por diferentes instituciones internacionales muestran, reiteradamente,
los pobres resultados obtenidos en Matematicas e inciden en poner de manifiesto
la importancia de la resolucién de problemas de matematicas en la ensefianza obli-
gatoria. A pesar del camino recorrido y de la importancia que se le da a la RP en
el nuevo curriculo debiéramos insistir en la formacién y desarrollo profesional del

profesorado considerando diferentes variables que influyen en su implementacién
(Blanco et al., 2015).

SOBRE LOS CURRICULOS DE MATEMATICAS EN ESTE PERIODO

Obviamente, en los 60 y 70 se modificaron los curriculos. Romberg (1991) realizé
una critica oportuna al curriculo anglosajon, valida en nuestro entorno, sefialando que
la limitacién del contenido de las matematicas escolates originé que la administracién
educativa hiciera una clasificacion jerarquica del conocimiento matematico, fragmen-
tando y secuenciando las ideas matematicas, con el objetivo de que los estudiantes
dominaran secuencialmente uno tras otros diferentes conceptos o procedimientos.
Senalé que las matematicas

Se segmentaron en materias y temas y finalmente en sus componentes minimos (objeti-
vos procedimentales). Se estableci6 una jerarquia para demostrar como se relacionaban
estos objetivos para crear finalmente un producto acabado. Se mecanizaron los pasos
que se daban en este proceso mediante libros de texto, hojas de ejercicios y pruebas.
Ademas, se deshumanizo la ensefianza hasta el punto de que el profesor poco tenfa
que hacer excepto dirigir la cadena de produccion.

(Romberg, 1991, 361)

Ello provoco una division de las matematicas en multiples compartimentos estancos
que se ensefian independientemente de los demas, lo que llev6 a un orden parcial de
la disciplina, perdiendo el caracter global de la materia.

El curriculo presentaba las matematicas escolares como un sistema unificado
y cerrado que contiene un producto ya desarrollado y elaborado. En este marco,
tenfa plenamente sentido una concepcién conductista de la ensefianza, en la que
el papel del profesor es el de transmisor del conocimiento (‘yo doy matematicas’),
que el estudiante recibird y mostrara cuando se lo piden en los exdmenes, (aunque
digamos evaluacién). El papel de los estudiantes serd a menudo rutinario y pasivo,
permitiéndole continuar su progresién, y a la administracién mantener el sistema.
Esta perspectiva obvia la recomentacién de que “conocer matematicas es hacer ma-
tematicas” (Putnam et al., 1990, p. 62).

Gaulin et al. (1992) analizaron los curriculos iberoamericanos del ultimo tercio
del siglo XX de los que decian que no recogian los aspectos socioculturales, psico-
pedagogicos y epistemoldgicos que deben condicionar y fundamentar la ensefianza/
aprendizaje, por lo que recomendaron su revision. Percibfan una visiéon excesivamente
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cerrada y fija de la matematica, basada en la estructuracién y en la organizacion
l6gico-deductiva que hizo de esta ciencia la llamada matematica moderna, y no
como un proceso en el que los sujetos van construyendo el sentido y el significa-
do de sus propios aprendizajes, a la vez que adquieren estrategias de pensamiento
cuyo alcance va més alld de los conceptos o de los procedimientos asimilados. Los
autores, consideraban simplista la concepcién de la E/A basada en la transmisién
de conocimientos descontextualizados, deductivamente ordenados y desconecta-
dos de su evolucion histérica, y que el estudiante aprende mediante una practica
rutinaria y memortistica.

Es interesante recordar, por la relacién que pudiera tener con el uso de los
sentidos matematicos en el curriculo actual, la aportaciéon de Guzman (1992) en
relacién con la complejidad de la actividad matematica proveniente del uso numé-
rico y del espacio, asi como la necesidad de enfrentar la complejidad del simbolo
(algebra), la complejidad del cambio y de la causalidad deterministica (calculo), la
complejidad proveniente de la incertidumbre en la causalidad multiple incontrolable
(probabilidad y estadistica) y la complejidad de la estructura formal del pensamiento
(l6gica matematica).

A MODO DE EPILOGO

A finales del siglo XX muchas de las ideas renovadoras se plasmaron en curricu-
los en numerosos paises. También en Espafa la Ley General del Sistema Educativo
(LOGSE) supuso un cambio en la enseflanza y aprendizaje de las matemadticas, y
sus ideas basicas siguen teniendo significado actualmente, pero ello no es objeto de
este capitulo.

La revision anterior nos sugiere, en primer lugar, que la accién docente debe con-
templar, simultineamente, el desarrollo de los términos ‘educacién’ y ‘matematicas’,
que al igual que los vocablos enseflanza y aprendizaje son diferentes, pero comple-
mentarios e interaccionan entre si. Dado el significado de educar como preparacién
para la vidad, el resultado de la unién de ambos vocablos vendra condicionado por
el tipo de ciudadano que queremos preparar, por la sociedad que deseamos cons-
truir y, también, por la concepcién que tengamos sobre la naturaleza y el uso de las
matematicas. L.as matematicas son una herramienta creada por hombres y mujeres
que debe ser utilizada para comprender y mejorar el mundo, como nos muestra el
sentido de evolucién y de interaccién con la sociedad que el conocimiento matema-
tico ha tenido desde su origen. La educacién - matematica no puede ser neutral a
los valores que deben prevalecer en nuestra sociedad como son la participaciéon en
la vida social, cultural, politica o econémica, la capacidad de decisién de critica, la
creatividad, la coeducacion y la solidaridad. En definitiva, al desarrollo integral de
todos los ciudadanos independientemente de su nivel social, raza, religiéon sexo o
cualquier otra circunstancia personal o social.
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No debemos olvidar que como educadores nuestra misioén es preparar a los es-
colares para adaptarse e intervenir en la sociedad del siglo XXI, para desenvolverse
con comodidad y eficacia en el entorno con el que se van a encontrar al terminar el
periodo escolar. A este respecto, es necesario entender que los actuales estudiantes
de educacion obligatoria alcanzaran la madurez mas alld del 2040, y a partir de esa
fecha sera cuando tengan que utilizar sus conocimientos, habilidades y competen-
cias adquiridas en el periodo escolar, como ciudadanos activos en la segunda mitad
del siglo XXI. Siguen siendo valida las palabras de L. A. Santalé en el I Congreso
Iberoamericano de Educacién Matematica en 1984.

LLa mision de los educadores es preparar a las nuevas generaciones para el mundo que
tendran que vivir. Impartir las ensefianzas necesarias para que adquieran las destrezas
y habilidades que van a necesitar para desenvolverse con comodidad y eficiencia en el
seno de la sociedad con que se van a encontrar al terminar el periodo escolar.
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Resumen

En este capitulo presentamos una perspectiva fundamentada desde la que entende-
mos que se deberfa interpretar una nueva propuesta curricular de las matematicas de
la ensefianza obligatoria. Muchas de las ideas que exponemos aqui no son nuevas;
afios de reformas curriculares y la propia investigaciéon en educacién matematica
han puesto de relieve muchas de ellas, en muchos casos recogidas en las propuestas
oficiales, pero la realidad de las aulas no permite verlas convertidas en acciéon. En el
capitulo volvemos a ponerlas sobre la mesa, justificamos su necesidad, e intentamos
reflexionar sobre los elementos que dificultan su puesta en marcha focalizando el papel
de sus mediadores principales. Las peguntas clave que gufan nuestra reflexion son
qué deberfan ser las matematicas escolares y por qué hemos de ensefiar matematicas.

Palabras Clave: Curriculo, Orientacion de matematicas escolares, Practica matematica,
Cambios en el paradigma dominante.

Abstract

In this chapter we present an informed perspective from which we understand that a
new curricular proposal for mathematics in compulsory education should be interpre-
ted. Many of the ideas we present here are not new; Years of curricular reforms and
research in mathematics education itself have highlighted many of them, in many cases
included in official proposals, but the reality of the classroom does not allow them to
be turned into action. In the chapter we put them back on the table, we justify their
need, and we try to reflect on the elements that hinder their implementation, focusing
on the role of their main mediators. The key questions that guide our reflection are
what school mathematics should be and why we should teach mathematics.

Keywords: Syllabus, Orientation of school mathematics, Mathematical practice, Change
in the dominant paradigm.
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INTRODUCCION

EN UN LIBRO EN EL QUE SE ABORDA de forma extensa el curticulo y sus concreciones en
cada uno de los niveles educativos de la ensefianza no universitaria, parece adecuado
mostrar al lector la perspectiva general de lo que entendemos por enseflar y aprender
matematicas, sin entrar en detalle en los contenidos especificos que formaran parte de
esa enseflanza y aprendizaje. Este es el lugar para abordar los elementos atemporales
de los estandares curriculares, aquellos que se mantienen permanentes frente a los
profundos cambios que la sociedad va teniendo a lo largo del tiempo. Nos situamos
ante un momento en el que el acceso a la informacion por parte de los estudiantes
es mas facil que nunca, en el que es mas importante discriminar que almacenar, mas
util disponer de estrategias de pensamiento flexible que estrategias mecanicas y ru-
tinarias (Levy y Murnane, 2012); una era en la que los medios tecnoldgicos estan al
alcance de todos y se hace necesario utilizarlos en la formacion. Siempre ha sido mas
necesario formar para adaptarse a situaciones nuevas, que focalizar la formacién en
lo contingente y coyuntural, y ese sera el enfoque de este capitulo.

Trataremos de reflexionar acerca de lo que se ha denominado la agenda de la
educaciéon matematica a lo largo de la vida, en la que el pensamiento critico’, la ca-
pacidad de plantear y resolver problemas, las estrategias de trabajo colaborativo y la
capacidad de comunicacién ocupan un lugar prominente (Gravemeijer et al., 2017).
Naturalmente, esta reflexion pasa por tener en cuenta no solo el gu#é es necesario
aprender, sino también y principalmente ¢dzo debe abordarse ese aprendizaje (Wag-
ner, 2014). La propia naturaleza que tienen las matematicas escolares depende de las
opciones que toma el profesorado acerca de qué y cémo deben ensefarse, de cémo
secuenciar los contenidos y de cémo evaluarlos (Ernest, 2000). Por ello, el papel del
profesorado, como uno de los mediadores esenciales en el aprendizaje, debe formar
parte de nuestra reflexion. En este sentido, parece razonable pensar en aulas como
espacios de trabajo de diferentes caracteristicas a lo que hoy es usual, otorgando
importancia a las estrategias personales de calculo, contextualizando el contenido en
problemas realistas relacionados con la biologia, la fisica o la ingenieria (Mills, 2012).

Por ello, este capitulo abordara aspectos generales de la ensefianza y aprendizaje de
las matematicas desde una perspectiva del momento que nos ocupa. No entraremos
en detalle en los contenidos especificos del curriculo, pero si en los elementos que,
desde nuestra perspectiva, caracterizan lo que significa construir matematicas. Y lo
haremos comenzando con una reflexién retrospectiva de otros momentos en los que
la educacién matematica se ha planteado estas mismas cuestiones. Ello nos llevara a
plantear qué son o qué deberfan ser las matematicas escolares y, unido a ello, argu-
mentaremos después razones para la presencia de las matematicas en la ensefianza

1. Hoyles et al. (2013) muestran cémo las enfermeras son mds eficientes cuando usan estrategias
personales, que lo aprendido en razonamiento proporcional, cuando ajustan una dosis de medica-
mento.
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obligatoria. Trataremos después el papel de los mediadores en el aprendizaje, los
vehiculos entre lo pretendido y lo que se hara en las aulas, y cerraremos con unas
reflexiones finales que recogen nuestras inquietudes ante este reto.

POR QUE NOS VOLVEMOS A PREGUNTAR SOBRE ESTO CADA CIERTO TIEMPO

No es la primera vez que nos encontramos con un escenario internacional en el que
se reflexiona acerca de lo que debe constituir el contenido matematico a desarrollar
en las aulas de la educacién obligatoria. Desde hace décadas, y de forma ciclica, este
planteamiento ocupa el trabajo de docentes, investigadores y responsables politicos
de distintos paises, casi siempre provocado por lo que se ha venido en llamar “fracaso
escolar” en matematicas. Es bastante improbable que esto ocurriera si la mayoria de
los estudiantes, de la mayoria de los pafses, mostrara un alto rendimiento académico
en nuestra materia. Afortunadamente, cada periodo de catarsis ha venido acompafiado
de sustanciosos progresos que han emergido desde el ambito académico. Por citar
uno, particularmente relevante, recordemos las aportaciones de la investigaciéon en
resolucion de problemas desde mediados del siglo pasado.

Casi siempre, los estandares curriculares han recogido esas aportaciones académicas,
sin embargo, los argumentos que sustentan el comienzo de cada uno de estos ciclos
parecen ser los mismos. Asi, siguiendo con el ejemplo de la resolucién de problemas,
de forma periddica volvemos a encontrar argumentos que ponen de relieve que las
recomendaciones de su uso no se han convertido en una realidad en las aulas. Po-
driamos indagar si las razones de que eso haya sido asi se deben a la forma piramidal
que sustenta la aplicacién de cada reforma curricular, a la ausencia o insuficiencia
de la implicacién de las reformas en la formacién y desarrollo profesional de los y
las docentes o a otros motivos. Sin embargo, la reflexién que guiara este capitulo
no pondra el énfasis en esos aspectos y si lo hard, empero, sobre la propia filosofia,
estructura y organizacion de lo que supone el contenido matematico escolar.

Por ejemplo, nos quejamos de que la matematica escolar se presenta como algo
terminado, desde una perspectiva fundamentada en el contexto de justificacién, en el
mas puro estilo platonico, dificilmente compatible con el contexto de descubrimiento
(que defendiera Reichenbach, 1938), de corte mas aristotélico, y que podtia decirse
que sustenta la resolucién de problemas o el aprendizaje por investigacion. Y es en
realidad su bella estructura la que domina una organizacién curricular sustentada en
temas o topicos, en bloques de contenido, que proporcionan una visiéon de comparti-
mentos estancos a cualquiera que no posea una visiéon integrada de lo que supone, de
hecho, la rica red de relaciones que da consistencia a las matematicas como ciencia.
Y esa vision parcelada, algunas propuestas curriculares han pretendido superarla con
llamadas a que los bloques de contenido no son un temario, sino mas bien algo que
admite transversalidad, pretensiones claramente insuficientes.

¢Y si el problema radicara justamente en esto? ¢Son las matematicas esos bloques de
contenido? ¢(Doénde quedan el planteamiento y resolucién de problemas, la formulacion
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de conjeturas, la validacion, la generalizacion, la modelizacién, entre otras capacidades
netamente matematicas? ¢Tienen los contenidos un fin en sf mismos o pueden servir
de vehiculo para lo anterior? :Se soluciona el dilema considerando declarativamente
esos aspectos como transversales o caracterizadores de la metodologia, o deben ser
realmente los organizadores del curriculo?

UN CAMBIO EN LA VISION DE LA MATEMATICA ESCOLAR

Las matematicas, mds alla de un conjunto estructurado de elementos, reglas,
propiedades y procedimientos, son (o al menos deberfan ser consideradas como)
un derecho de nacimiento para todos los seres humanos, con independencia de su
género, etnia, grupo social, o estatus socioeconémico, de la misma forma que lo es
el lenguaje. Esta vision es compartida con el informe del CEMat (2021), que plantea
que las matematicas son una actividad humana, indispensable para la sociedad, lo
que implica que toda la ciudadania tiene el derecho de acceder a ella. Actualmente,
las matematicas tienen una funcién de filtro social, dado que discriminan, en muchos
casos, a los nifios a los que se hace sentir que tienen menos capacidad, abocandolos
a evitarlas. Una implicaciéon inmediata de esta segregacion es que los estudiantes
pierden el acceso a estudios que desembocan en profesiones bien remuneradas (e.g.
ingenierfas). Ademds, las matematicas permiten mirar el mundo con sentido, y negar
esta mirada a ciertos colectivos de estudiantes supone imponer una limitacién a su
desarrollo como ciudadanos: ¢quién no ha oido alguna vez a una persona ya adulta
decir algo similar a “yo estos numeros no los entiendo, soy de letras”?

Esto sucede, en muchos casos, debido a que se da al alumnado el papel de sujeto
pasivo en la construccién de conocimiento matematico, debiendo replicar aquello que
sus docentes hacen, y no permitiéndoles empoderarse como sujetos matematicamente
activos. De esta forma, y dado el énfasis profundamente procedimental que suele darse
a las matematicas, se les limita la capacidad de critica, discusion y ulterior reconstruccion
del propio conocimiento matematico. En este sentido, aunque el propio curriculo espafiol
(al igual que la mayoria de los estandares curriculares) establece que la ensefianza de las
matematicas debe realizarse a #ravés de la resolucion de problemas, es habitual que esto se
interprete como que en las asignaturas de matematicas debe ensefiarse a resolver problemas.
Asimismo, dado el amplio uso que se hace de los libros de texto (en muchos casos como
unico material curricular), cabe plantearse qué problemas proponen estos que resuelvan
los y las aprendices. Diversas investigaciones (e.g. Jider et al., 2020) muestran que existe
una escasa vatiabilidad en los problemas que proponen los libros, por lo que, en cierto
modo, el objetivo de la escolarizacion, respecto de los problemas, acaba convirtiéndose
en saber resolver determinados tipos de problemas, con una estructura determinada (los
comuinmente llamados “problemas tipo”).

Asi, emergen de forma recurrente cuestiones como qué contenidos deben prio-
rizarse, o la habitual dicotomia entre poner el énfasis en lo procedimental, o en lo
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conceptual. Estas discusiones redundan, como hemos sefialado, en una visién de las
matematicas centrada en contenidos matematicos tratados como compartimentos
estancos, frente a visiones que la tratan como una red estructurada de conceptos.
Sin embargo, consideramos que este tipo de visién sobre la matematica escolar
debe trascender, de forma que pasemos de una visién centrada en los temas o su
organizacién, a fijarnos en la actividad matemadtica como centro de atencioén en la
organizacién del curriculo, asumiendo la existencia de elementos profundamente
interrelacionados dentro de esa actividad, incluyendo aspectos locales, estructurales,
y sintacticos, asi como otros con una naturaleza transversal a la actividad matematica
escolar. En este sentido, Kilpatrick et al. (2001) proponen una visiéon de la matema-
tica escolar, centrada en primaria, pero extensible a cualquier nivel de educaciéon
obligatoria, que trasciende la polarizacién sobre un elemento concreto propio de la
actividad matematica. Desde esta perspectiva, el desarrollo de habilidades matematicas
implica cinco componentes interrelacionadas e interdependientes: Entendimiento
conceptual, asociada a la comprensién de conceptos matematicos, operaciones,
y relaciones entre los anteriores; Fluidez Procedimental, centrada en la habilidad
para desarrollar procedimientos de forma precisa, eficiente, apropiada y flexible;
Competencia Estratégica, entendida como la habilidad para formular, representar y
resolver problemas matematicos; Razonamiento adaptativo, esto es, la capacidad de
pensamiento légico, reflexion, explicacion, y justificacion, y; Disposicion Productiva,
que consiste en la inclinacién hacia percibir las matematicas como sensible, util y
valiosa, que lleva aparejada la autopercepcion sobre las propias capacidades, asi como
la gestiéon de emociones. Estas cinco componentes deben ser atendidas y desarro-
lladas sin privilegiar una sobre otra, dado que un menor desarrollo de cualquiera de
ellas generarfa un alumnado matematicamente disfuncional. Sin embargo, la habitual
dicotomia en el discurso sobre la matematica escolar se centra en los dos primeros,
dado que suelen ser los elementos mas explicitos en el quehacer matematico que se
invita a desarrollar a los estudiantes.

Desde nuestra perspectiva, y coincidiendo con Noss (1989), lo que tiene mayor
impacto en el aprendizaje es la forma en la que se pretende que aprendan, y no lo
que se pretenden que aprendan. Esta “forma” incluye tanto aspectos vinculados a
cémo el profesorado gestiona el discurrir de la sesién, que son los que vienen dados
por las orientaciones curriculares, como elementos matematicos que estructuran la
orientacion de la actividad matematica del aula, que son los que habitualmente se
relacionan con el contenido curricular. Asi, proponemos un enfoque del curriculo
no reproductivo, sino centrado en la creacion de matematicas (Ernest, 1991), que
multiples resultados de la investigacion demuestran que promueve un pensamiento
no solo mas complejo (Schoenfeld, 1985; Silver, 1994; Lehrer y Schauble, 2000;
Bills et al., 2006; Mariotti et al., 2018; Hanna, 2020), sino también mas adaptado
a las caracteristicas del aprendiz (e.g. en dinamicas de formulacién de problemas
matematicos). Este tipo de enfoque no sélo permite que el profesorado promueva
una participacion activa de los estudiantes en las sesiones, sino que, ademas, la parti-
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cipacion de los estudiantes se torna en matematicamente activa, permitiéndoles por
tanto empoderarse matematicamente, es decir, ganar poder en el dominio del lenguaje
matematico, de los conceptos y estructuras conceptuales disciplinares, asi como de
las habilidades y practicas propias de las matematicas (Ernest, 2002).

Por tanto, proponemos organizar el curriculo no en funciéon de los clasicos
bloques de contenido, que acaban tratandose como estancos en la practica esco-
lar, sino en funcién de las destrezas transversales que permiten construir y crear
matematicas, desde una perspectiva critica y accesible para todos los aprendices.
Esta propuesta refleja una concepcién dual de las matematicas, siendo tanto como
conjunto estructurado de elementos, reglas, propiedades y procedimientos, como
una serie de practicas matematicas a desarrollar por parte de los estudiantes. Estas
practicas abarcan, entre otras, la resolucidn de problemas, la formulacion de problemas, la
¢gjemplificacion, la validacion y la refutacion como forma de demostracion y argumen-
tacidn, la modelizacion, la generalizacion, o la comunicacion matemdtica. Todas ellas son
transversales a los bloques de contenido, e implican destrezas a ser desarrolladas
por parte del estudiantado, asi como orientaciones metodologicas a ser seguidas
por el profesorado.

El ser humano se desarrolla, tanto a nivel individual como a nivel colectivo, for-
mulando y resolviendo problemas adaptados a su interaccion con la sociedad y el
entorno. En particular, la resolucién de problemas matematicos es, desde hace mas de
treinta aflos, un eje vertebrador de los documentos curriculares tanto espafioles como
internacionales, como ya hemos sefialado. Cualquier problema, independientemente
de si es escolar o no, y silo fuera, de forma independiente del contenido o contenidos
a los que pueda estar vinculado, requiere de transitar, y no de forma necesariamente
lineal, por las fases propuestas por Polya (1945): comprender el problema, desarrollar
planes para dar respuesta al requerimiento que este plantee, ejecutar dichos planes,
y revisar la resolucion, tanto para buscar soluciones por otros caminos, como pata
buscar extensiones del problema. Asimismo, en los tltimos afios se ha dado valor a
una quinta fase de revisién metacognitiva, centrada en que el resolutor se autoevalte
en su gestion de la resoluciéon a nivel emocional (Caballero, 2013). Asi, aprender
resolviendo problemas contribuye al desarrollo, por parte de los estudiantes, tanto
de habilidades matematicas, como de una actitud ante el desafio que propone un
problema. Asimismo, resolver problemas implica movilizar el conocimiento que
se posee y (re)organizarlo para enfrentarse a una situacion nueva, lo cual implica
desarrollar las propias capacidades matematicas. Por otra parte, formular problemas
supone una actividad genuinamente matematica, que exige al formulador articular
la informacién que se proporciona, un contexto que tenga sentido y una demanda
o requerimiento, habitualmente en forma de pregunta, todo ello en el seno de un
determinado entorno matematico que dara sentido a la resolucion. Esta actividad,
si bien es cognitivamente compleja (Silver, 1994), promueve el aprendizaje de las
matematicas de forma integral, abarcando aspectos conceptuales, procedimentales,
y dotando al aprendiz de un papel matematicamente activo.
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La ejemplificacion, por su parte, es una actividad humana esencial. Nos comunicamos
esencialmente usando ejemplos. En los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, esta actividad ha de ocupar un papel relevante. Los conceptos y procesos
matematicos adquieren poder en la medida que son dotados de significados ricos y
esa riqueza puede vincularse a los espacios de ejemplos que se construyan en torno
a esos conceptos y procedimientos. Hay dos aspectos basicos a considerar en el am-
bito de la ejemplificacion: la transparencia y la variacion. Los espacios de ejemplos
que han de construir los estudiantes han de contemplar todas las dimensiones de
variacién de un concepto o procedimiento y, para ello, es preciso que cada una de
las dimensiones se muestre, frente a las demads, de forma transparente. Imaginemos
que queremos que un estudiante de Primaria construya el concepto de cuadrilatero
para que sepa reconocer cualquier representante de este concepto a través de sus
caracteristicas o propiedades. Es necesario identificar ese elenco de caracteristicas
(longitud de los lados, valores de sus angulos, paralelismo o posicion relativa de sus
diagonales) de forma que los ejemplos que vaya construyendo generen imdagenes
mentales potentes vinculadas a cada una de esas caracteristicas, centrando la atencion
en cada momento en una de ellas para relacionarlas después.

La capacidad de ejemplificar estd también vinculada a la capacidad de demostrar y
de definir. Un estudiante ha de conocer el poder limitado de un ejemplo a la vez que
reconocer el poder de un buen contraejemplo para refutar una conjetura. La practica
matematica, esencia del proceso de construccion del conocimiento matematico, suele
tener un papel retérico en las diversas propuestas curriculares. Saber definir, compren-
diendo las caracteristicas criticas de una definicion para permitir una clara diferenciacién
del ente matematico que se define, saber elegir una forma de validar o refutar lo que se
conjetura, saber elaborar argumentos para estos procesos y saber utilizar los elementos
basicos del lenguaje matematico para comunicarlo, son herramientas fundamentales
a desarrollar en las aulas si realmente apostamos por una construccion efectiva del
conocimiento por nuestros estudiantes, y estas herramientas requieren entrenamiento.
Bass (2007) nos muestra coémo nifios de Primaria abordan cuestiones matematicas
elementales con practicas matematicas que trascienden los tradicionales bloques de
contenido y como una bésica discusion acerca de conjeturas sobre paridad de suma de
numeros de igual o diferente paridad puede alcanzar altas cotas conceptuales, pasando
de la aritmética médulo 2 a la aritmética médulo 4, por ejemplo.

Estos dos ejemplos, la resolucién y formulaciéon de problemas y la ejemplifica-
cién, evidencian el enorme poder que tiene una aproximacion basada en practicas
matematicas para el aprendizaje. Asi, tiene sentido, desde esta perspectiva, asumir
una organizacién del curriculo transversal a los tradicionales bloques de contenido,
de forma que las diferentes practicas matematicas vehiculen el aprendizaje de los
conceptos para dar lugar a estudiantes que no s6lo posean conocimiento matemati-
co, sino que, ademds, sepan qué hacer con él. Aqui se han desarrollado dos de estas
practicas matematicas, y se han mencionado otras cuatro, que podrian constituir una
primera aproximacion a estos organizadores del curriculo.
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¢ PARA QUE ENSENAMOS MATEMATICAS?

Ernest (2000) dice que una respuesta a esta pregunta esta condicionada a tres
principios. El primero de ellos se refiere al hecho de que las matematicas esco-
lares estan estrechamente vinculadas a valores sociales y culturales, por tanto, es
preciso reconocer la multiplicidad de matematicas que ello implica. El segundo
principio estd determinado por el sesgo que el valor utilitarista ha concedido a
las matematicas, aportando una sobrevaloracién implicita de su papel en los cu-
rriculos y una visién opuesta al sentido para el que surgieron, como constructo
humano, hace miles de afios. El tercer principio, de alguna forma vinculado al
primero, establece que los objetivos de la ensefianza de las matematicas no pueden
enunciarse fuera del contexto social en el que se realizan. El primero de estos
principios nos invita a pensar en un curriculo adaptativo, lo que no esta en la
linea de estandares universales; el segundo sugiere buscar respuestas en los ori-
genes del conocimiento matematico, en los que la sistematizacion de los métodos
y problemas matematicos llevé a la creacién de la matematica como disciplina
académica (Hoyrup, 1987); el tercero nos conduce a la necesaria revisiéon de lo
tradicionalmente admitido como objeto de ensefianza y su reorientaciéon hacia
elementos curriculares atemporales.

Desde estos principios, las matematicas escolares tienen que considerarse como
un instrumento al servicio de la ciudadania, como un conjunto de herramientas
para explorar la realidad, para representar e interpretar datos empiricos y para
efectuar predicciones, de ahi que actividades que fomentan la resolucién de pro-
blemas, la busqueda de analogfas, la formulaciéon de conjeturas y la generacion
de estrategias o técnicas deben ser sus elementos vertebradores, contribuyendo a
que aspectos coadyuvantes del desarrollo del pensamiento humano, como son el
razonamiento deductivo y la curiosidad por plantear y resolver problemas, sean
sus generadores. Unido a ello, sigue teniendo vigencia la respuesta dada desde el
informe Cockcroft (1985), que justificaba su presencia curricular sobre la base
de su consideraciéon como poderoso medio de comunicacion, universal (CEMat,
2021), conciso y libre de ambigtiedades, que nos permite representar, explicar y
predecir.

Compartimos una “concepcién global del curriculo, mas alla de los contenidos,
[que] nos permite también mirar las matematicas desde un punto de vista superior

. [senalando] la existencia de las denominadas grandes ideas matematicas ... que
vertebran estos contenidos en niveles superiores y permiten apreciar la continuidad
y las conexiones intra matematicas” (CEMat, 2021, p. 5).

Esta forma de caracterizar el curriculo matematico no es nueva, aunque ha ido
ganando fuerza en las reformas de los tltimos afios. Nos parece que, antes de prose-
guir, merece la pena hacer una revision de los elementos transversales de los ultimos
estandares curriculares.
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Las matematicas en el curriculo

En los dltimos treinta afos hemos vivido en Espafia seis cambios en las leyes de
educacién. No todos han tenido un impacto directo en los curriculos, pero al menos
tres de ellos, sin contar con el Gltimo que aun esta en proceso de implantacién, han
supuesto modificaciones que no han mutado la esencia de como se entiende la ense-
flanza y el aprendizaje de las matematicas e igualmente, no han provocado cambios
significativos en el modo de desarrollar el curriculo en las aulas, como veremos a
continuacion.

La Ley Organica de Ordenacion General del Sistema Educativo (LOGSE), aprobada
en el 1990, es la que introdujo la estructura actual de tres niveles educativos: Infantil,
Primaria y Secundaria, incluyendo este dltimo la Educacion Secundaria Obligatoria
(ESO), el Bachillerato y los ciclos formativos. Después de ella han sucedido la Ley
Organica de Participacion, Evaluacién y Gobierno de los centros docentes, o LO-
PEG, de 1995, la Ley Organica de Calidad de la Ensefianza, o LOCE, de 2002, Ley
Organica de la Educacién, o LOE, del 2006, Ley Organica de Mejora de la Calidad
Educativa, o LOMCE, del 2013 y la actual Ley Organica de Modificacién de la Ley
Organica de Educacién, o LOMLOE, del 2020. Amén de la impronta que en estas
leyes han supuesto las diferentes tendencias politicas que han ostentado el poder, en
este punto queremos destacar los elementos que han permanecido invariantes, total
o parcialmente, en relacién con la ensenanza y el aprendizaje de las matematicas,
aquello que estd asociado a la estructura de las matematicas y a un modo de entender
su enseflanza y aprendizaje.

Los distintos curriculos se han organizado en torno a bloques de contenido que, en
general, rigen la estructura de los libros de texto en las etapas educativas de Primaria
y Secundaria, con la consiguiente influencia en el aprendizaje cuando el libro de texto
es el principal recurso que emplea el profesorado en el aula. Sin embargo, se reitera
la idea, que mas tarde se concretaria en las competencias, de que las matematicas
se deben aprender de forma integrada, no solo formando parte del aprendizaje de
otras areas de conocimiento, sino de las propias areas dentro de la matematica, que
son las que se inducen los bloques de contenido de los curriculos.

La resolucién de problemas es el eje que gufa, curricularmente, cémo se debe en-
seflar y como se debe aprender la matematica en Educacion Primaria y Secundaria,
pero su papel en el curriculo ha variado ligeramente seguin las diferentes leyes. Si nos
remontamos a finales del siglo pasado, en el curriculo de la LOGSE de la etapa de
Primaria la resolucion de problemas ya se presenta como el contexto en el que deben
ensefarse los contenidos matematicos, haciendo mencién explicita a la necesidad
de vincular estos contenidos con el entorno del alumnado y al papel utilitario de la
matematica por su “posibilidad de abstraccién, simbolizacién y formalizacion” (Real
decreto 1344/1991, p. 31). En este curriculo organizado por contenidos, procedi-
mientos y actitudes, se indica que las matematicas deben atender a tres objetivos sin
prevalencia por parte de ninguno de ellos: formativo, funcional e instrumental. En
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las subsiguientes leyes, esos objetivos se mantienen, aunque el modo de organizar el
curticulo no se haya mantenido constante en cada uno de ellos: objetivos, competencias
basicas, contenidos y criterios de evaluacion en la LOE; competencias, contenidos,
resultados de aprendizaje, criterios de evaluacién y estandares de aprendizaje en la
LOMCE; y de nuevo objetivos, competencias, contenidos y criterios de evaluacion
(en el caso de la formacién profesional se incluyen los resultados de aprendizaje) en
la reciente LOMLOE.

Los curriculos aprobados en los mas recientes reales decretos han compartido
una vision del aprendizaje a partir del desarrollo de competencias. En el caso de las
matematicas, coinciden también en la razén por la que su aprendizaje es necesario
para todos los individuos y en el papel de la resolucién de problemas como motor
de ese aprendizaje, con lo que ello implica. A pesar de ello, tradicionalmente el curti-
culo se ha desarrollado en las aulas centrado en el listado de contenidos, sin apenas
integracion de las diferentes areas de la matematica, cuanto menos de otras areas de
conocimiento, y de forma secuencial, contrario al caracter holistico que promueven
los curriculos.

De manera explicita, en los diferentes curriculos se alude a la necesidad de listar
contenidos, junto con estandares de aprendizaje o criterios de evaluacion, segun el
caso, como forma de mostrar los contenidos que se deben trabajar en cada ciclo en
un contexto de resolucién de problemas. Hablar de ensefiar a través de la resoluciéon
de problemas, no de ensefiar a resolver problemas, conlleva asumir el desarrollo de
multiples destrezas matematicas, la integracién de distintos elementos de las mate-
maticas y el trabajo interdisciplinar con otras materias del curriculo. Estos elementos
comunes en las diferentes normativas se asocian con una visiéon de las matematicas
como instrumento esencial en el progreso de otras areas de conocimiento, no solo
las habituales ciencias experimentales, sino también las ciencias sociales e incluso
areas humanisticas y artisticas. Ademads, se destaca también, de manera mas o menos
explicita segun el caso, su caricter formativo y funcional.

Una lectura del curriculo evitando las tablas y listas de contenidos, deja entrever unas
matematicas que se aprenden y se enseflan a partir de la accion, el cuestionamiento,
el didlogo argumentado, de la toma de decisiones en situaciones de incertidumbre,
entre otros, y todo ello con una actitud positiva hacia la disciplina. Es cierto que no
en todos los niveles educativos ni en todos los curriculos desde el de la LOGSE de
1990 se percibe ese modo de entender la ensefianza y el aprendizaje de la Matematica.
Sin embargo, si se percibe una evolucién hacia esta vision que se hace explicita en
los cambios introducidos en la dltima ley del 2020.

El nuevo curriculo, que adn estd en proceso de implantacién, supone un cambio
significativo, respecto de los anteriores, y un avance en la visiéon de las matematicas
como actividad humana, ligada al desarrollo integral de la sociedad y comprometida
con los retos del siglo XXI reconocidos por diferentes asociaciones mundiales. El
desarrollo y adquisicion de competencias sigue siendo el reto del sistema educativo,
con la distincion entre competencias clave y especificas. Por ejemplo, en el borrador
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del curriculo de la etapa de Educacién Primaria, a través de la organizacién de estas
competencias especificas en cinco ejes, se reconoce el cambio sustantivo introduci-
do en este curriculo con el eje de las destrezas socioemocionales. La resolucion de
problemas, el razonamiento y prueba, las conexiones, y la comunicacién y repre-
sentacién, configuran los otros cinco ejes. También la estructuracién de los saberes
basicos en seis sentidos presentes en el sentido matematico recoge la nueva visién
humanistica de las matematicas: sentido socioemocional, numérico, de la medida,
espacial, algebraico y pensamiento computacional y sentido estocdastico. De manera
analoga, con las variaciones pertinentes propias de la etapa, se observa esta nueva
visién en el borrador del curriculo de Secundaria.

Celebramos estos cambios en la orientacion del curriculo, en particular en lo relativo
a las matematicas, a pesar de que reconocemos insuficiente la permuta de los listados de
contenidos de los curticulos antetriores por los de saberes basicos del nuevo curticulo.

MEDIADORES EN EL APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS

En los apartados anteriores hemos mostrado nuestra posiciéon acerca de los ele-
mentos organizadores del curriculo. Cabe ahora reflexionar acerca de los mediadores
del mismo, de los vehiculos que comunican el curticulo pretendido y el desarrollado.
Hay, a nuestro entender, dos mediaciones esenciales, el docente y los materiales cu-
rriculares, entre ellos el libro de texto y los recursos tecnolégicos.

Como propone Chevallard (2017), la supervivencia de la ensefianza de las matema-
ticas depende de un cambio radical en nuestra concepcion de qué y como ensenarlas;
de poco sirve un cambio curricular si este no es compatible con el paradigma domi-
nante. Por eso, el debate no debe centrarse solo en establecer qué y como ensefiar,
se debe considerar también como contribuir a un cambio de paradigma y conseguir
que una mayoria del profesorado se implique en él.

Los modelos de educacién matematica que sustentan muchas de las reformas cu-
rriculares se encuentran dentro de lo que Ellis y Berry (2005) denominan paradigma
procedimental-formalista, que sostiene que las matematicas son un conjunto objetivo
de hechos, habilidades y procedimientos organizados logicamente y optimizados a
lo largo del tiempo. Esta perspectiva de existencia independiente de la experiencia
humana convierte la matematica escolar en algo intrinsecamente dificil de aprender.

En este paradigma dominante, la utilidad formativa de las matematicas se ha
entendido desde la perspectiva intrinseca o inmanente, sobre todo fundamentado
en la utilidad del conocimiento matematico para la formacién cientifica. Pero, cu-
riosamente, los cientificos para los que supuestamente trabajamos solo suponen un
reducido porcentaje de la poblacién. Una consecuencia no esperada de esto es que
la aversién que ese tipo de matematicas produce en nuestro estudiantado es en parte
responsable de un analfabetismo funcional en el ambito matematico. Del profesorado
depende el paso de lo que Chevallard denomina “paradigma de las visitas a las obras”
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(que supone avanzar secuencialmente por un itinerario ya marcado) al “paradigma
de cuestionamiento del mundo” para que la forma en que el estudiantado tropiece
con las matematicas esté “motivado intrinsecamente por las necesidades del estudio:
se trata de un estudio funcional, justificado por el problema por resolver. El trabajo
de indagacion sobre la cuestion estudiada lleva a las y los estudiantes a encontrar
varios contenidos en un recorrido principalmente determinado por la direccion de
dicha indagacion” (p. 168).

Como sefialan Ellis y Berry (2005) “es la integracion de un nuevo pensamiento
sobre la cognicién y el mayor reconocimiento de la cultura lo que ha permitido
a los educadores matematicos enmarcar preguntas y conceptualizar soluciones
de maneras que era poco probable que se desarrollaran desde el paradigma
procedimental-formalista” (p.12). Esta nueva perspectiva, surgida de la sintesis de
la investigacién cognitiva, se enmarca en un nuevo paradigma cognitivo-cultural,
que entiende el conocimiento matematico como una red de conceptos logicamente
organizados e interconectados que surgen de la experiencia, el pensamiento y la
interaccion humana.

Los fundamentos de este paradigma son radicalmente diferentes a los del for-
malista procedimental. Al enfatizar el conocimiento matematico como parte de la
experiencia y la interaccién humanas, orienta su enseflanza de forma que los y las
estudiantes realmente comprendan las matematicas a través de oportunidades de
compartir experiencias y significados, de establecer conexiones entre conceptos e
ideas relevantes, y ser capaces de aplicarlas de forma critica y reflexiva a situaciones
de su vida cotidiana. Como afirma Philipp (2001), el reto ya no es hacer llegar las
matemadticas a los estudiantes, es llevar a los estudiantes hacia las matematicas.

En esta nueva forma de mediacién, el pensamiento critico, la resolucién de pro-
blemas, la colaboracion a través de redes, la agilidad y adaptabilidad, la iniciativa y el
espiritu empresarial, la comunicacién eficaz, el acceso y el analisis de informacion,
la curiosidad e imaginacién (Wagner, 2014) deben ser las estrategias esenciales y,
para ello, el profesorado deberd ser capaz de orquestar discusiones de toda la clase,
hacer preguntas profundas y plantear tareas que ayuden al estudiantado a reflexio-
nar y desarrollar su pensamiento actual, dando oportunidad para que la educacién
matematica prepare a los estudiantes para aplicar las matematicas en todo tipo de
situaciones laborales y de la vida cotidiana.

Como sefialan Gravemeijer et al. (2017), dado que las matematicas que usamos
en el ambito laboral difieren significativamente de las matematicas que trabajamos
en la escuela, los profesores y profesoras han de intentar extraer las caracteristicas
esenciales de las primeras, a fin de obtener una imagen de la actividad matematica
para la que los estudiantes deben estar preparados. Si queremos anticiparnos a
las demandas del siglo XXI, debemos contemplar que se trabajard en un entorno
informatizado, por lo que debemos intentar identificar las competencias matema-
ticas que complementan ese tipo de trabajo; de la misma forma que serd preciso
analizar como los temas matematicos adquieren relevancia bajo la influencia del
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uso de la tecnologia de la informacion para identificar qué contenido matematico
habra que perseguir.

Es preciso pasar de tratar las matematicas escolares influenciadas por practicas
profesionales formales de los matematicos y de docentes que aprendieron desde
este enfoque, a unas matematicas inspiradas por problemas practicos utilizando he-
rramientas, practicas y discursos culturalmente especificos (Wake y Williams, 2001).

ILa mediacién se torna esencial en la forma de abordar un contenido. El cambio de
paradigma implica, por ejemplo, enfatizar la comprensién conceptual de los elementos
de un procedimiento frente al exclusivo uso del procedimiento en si, entendiendo
ambos aspectos como no dicotémicos. Como afirma Kieran (2013), ambos aspectos
han de convivir e interactuar de forma que la comprension conceptual acompafie a
la elaboracion y uso de técnicas, a la vez que el propio proceso de generacién de esas
técnicas se torne en un proceso de enriquecimiento conceptual.

Las matematicas, como sefialan Kilpatrick et al. (2001), implican comprension
conceptual, fluidez procedimental, competencia estratégica, razonamiento adaptativo
y disposiciéon productiva. Esto significa que los procedimientos deben verse como
oportunidades de generar nueva comprension conceptual en la medida que pueden
ser adaptados, refinados y extendidos, desde una perspectiva que supone avanzar
hacia flexibilidad y conocimiento procedimental profundo (Star, 2005), entendido
como un conocimiento de procedimientos asociado con comprension, flexibilidad y
juicio critico, diferente, aunque relacionado con el conocimiento de conceptos (que
el autor re-denomina como conceptos y principios).

En ese mismo sentido se manifiestan Li y Shoenfeld (2019), para quienes no se
puede seguir presentando las matematicas como un cuerpo de contenidos para ser
aprendido y un listado de procedimientos para ser aplicados. Es preciso situar el
conocimiento en un contexto con sentido a través de practicas que incluyan plan-
teamiento y resolucién de problemas, razonamiento, comunicacion y modelling en un
marco de experiencias para los estudiantes. Asi, aunque la eleccién del qué ensefiar es
relevante, lo es mas el como ensefiatlo; es desde esa perspectiva desde la que intro-
ducen el TRU (Teaching for Robust Understanding) basado en 5 principios: un contenido
rico (conceptualizado como algo conectado y vinculado a experiencias significativas),
la demanda cognitiva (que consiste en dar oportunidades de dar sentido a lo que se
hace), que permita un acceso igualitario (en sentido de oportunidades para todos),
agencia, propiedad e identidad (ayudar a los estudiantes a implicarse disciplinada-
mente en la bisqueda de sentido) y evaluacién formativa, coherente con el modelo
de aprendizaje que valore el saber hacer por encima del saber en si. Propugnan asi
una matematica con un sentido mas aristotélico (enfatizando el razonamiento 16gi-
co y la actividad empirica sobre los objetos matematicos accesibles a los sentidos)
que platonico (poca o nula experiencia se puede adquirir si se considera como algo
preexistente, que solo unos pocos pueden comprender). Ha de verse como algo que
el humano puede producir, como una actividad humana. Para ello, el rol del docente
es generar un clima de indagacién, donde las matematicas contemple exploracion



50 M. MONTES / M. CODES / L. C. CONTRERAS

y comprensién, con tareas que permitan a los estudiantes desarrollar, compartir y
refinar sus ideas, articuladas sobre las grandes ideas matematicas (que los contenidos
no impidan una perspectiva mas amplia) y donde el pensamiento de los estudiantes
sea central para el discurso en el aula (Li y Shoenfeld, 2019).

Uno de los problemas que cualquier reforma tiene es cémo conseguir que los pro-
fesores y profesoras se adapten al nuevo paradigma que las ampara (Lampert, 2001).
Lejos de formulaciones prescriptivas de la practica, este cambio pasa por que los y las
docentes aprendan a estructurar ambientes de aprendizaje que permitan el discurso
matematico y la conexion de ideas matematicas. Desde nuestra perspectiva, la clave
esta en que el conocimiento matematico que han de tener ha de ser mas extenso y
profundo, potenciando las ideas matematicas relevantes y las interconexiones entre
ellas (Ma, 1999; Sfard, 2003). Ello supone que los cambios curriculares efectivos no
es esperable que se produzcan como efecto de cambios legislativos y que requeriran
la comprension de sus fundamentos y la implicacién por parte de los y las docentes
que han de ejecutarlos.

El otro gran mediador del aprendizaje es el libro de texto. Elegimos este, entre el
resto de los materiales curriculares pues, sin duda, es el de uso mas extendido entre el
profesorado. La seleccion y uso del libro de texto en el aula de matematicas requiere
hoy la atencién de parte importante de los investigadores en educacién matematica
(Fan et al., 2013; Rezat et al., 2021). No entraremos en profundidad en ello, sélo
queremos centrar la atencion sobre su influencia como mediador curricular, dado que
su papel esencial es convertir las abstracciones de la politica curricular en un recurso
operativo para profesores y estudiantes (Valverde et al., 2002).

Lepik et al. (2015) distinguen cuatro usos diferentes que el profesorado atribuye al
libro de texto: hay quienes lo usan de forma sistematica a lo largo de todo el curso,
quienes no lo consideran como su herramienta principal y lo combinan con otros
recursos, aquellos que solo los utilizan para la realizacion de ejercicios y tareas que
contienen, y aquellos que los consideran como un material complementario de am-
pliacion de lo trabajado en clase y como recurso del trabajo personal del alumnado. La
primera opcién, que parece ser la mas extendida, es también la mas acritica; las otras
implican toma de decisiones acerca de las posibilidades que el libro puede ofrecer en
funcién de los objetivos de aprendizaje que el profesorado tenga.

Hs preciso tener en cuenta que, independientemente de la calidad educativa e
idoneidad de un libro de texto, su propia organizacién suele conducir a una visién
estatica y acabada del contenido y a una secuencia compartimentada de temas y tareas.
Si las propuestas curriculares advierten que los bloques de contenido no suponen
un temario, el libro de texto se encarga de hacer ver justo lo contrario; si el curriculo
apuesta por contemplar elementos trasversales como la resolucién de problemas,
los recursos tecnologicos y la dimension histérica y cultural de las matematicas, los
libros de texto tienden a convertir la transversalidad en pura anécdota.

Por otro lado, la matematica escolar debe organizarse desde un doble continuo
que va de la simplicidad a la complejidad y de la singularidad a la multiplicidad de
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relaciones. LLa matematica escolar puede entenderse como una malla de conceptos
interrelacionados en una estructura helicoidal, y los libros de texto, en el mejor de los
casos, solo ofrecen secciones planas de dicha estructura, impidiendo la necesaria vision
holistica (vertical y horizontal) que el docente ha de tener del curriculo, y promoviendo
por tanto una construccién reduccionista y parcelada del conocimiento matematico.

Los recursos tecnolégicos conforman el otro grupo importante de mediadores
curriculares. Puede patrecer ocioso que, avanzado el siglo XXI, sigamos recordando
el papel esencial del software educativo en la funcién de movilizar conocimiento.
Sin embargo, conviene destacar los avances que software de acceso libre, como
Geogebra, ha permitido experimentar en los procesos de ensefianza y aprendizaje
de las matematicas. Los recursos tecnoldgicos, no obstante, no cumplen solo su
funcion potenciadora del aprendizaje, son también y, quizas hoy principalmente, un
medio para el acceso democritico y universal a la informacion. Por ello, la educacion
matematica ha de contemplar su uso como elemento transversal del conocimiento
y como medio de acceso al mismo.

REFLEXIONES FINALES

Este capitulo propone una vision fundamentada de la matematica escolar con un
marcado caracter social, y que huye de las estériles dicotomias y discusiones que du-
rante varias décadas han llevado a un profundo inmovilismo de las matematicas que
se enseflan, en general, en las aulas de los centros escolares. Esto supone un cambio
de calado en la forma de concebir las matematicas tanto a nivel curricular, donde este
cambio de perspectiva ha sido ampliamente considerado, como a nivel escolar, donde
estas propuestas de cambio no han terminado de calar. Por eso mismo, asumiendo que
este tipo de cambios no es inmediato ni sencillo de realizar, hemos profundizado en
sus claves y hemos puesto de relieve que requieren de un profundo compromiso que
abarca tanto a los y las docentes y centros, como a agentes sociopoliticos. Asi, si se
pretende un cambio real, profundo y no de forma, en la realidad educativa espafiola,
y pretendiendo que impacte en la sociedad de forma significativa, entendemos que
s6lo puede suceder a través de un compromiso estable en el tiempo y en el conte-
nido de dicho cambio, compromiso que nuestra sociedad de investigacion puede y
debe liderar. Asimismo, un cambio profundo (aunque insistimos que no nuevo) en
la forma de concebir la actividad matematica escolar no s6lo pasa por cambiar las
leyes educativas del curriculo en la escolarizacion obligatoria, sino que debe afectar
profundamente a todos los agentes que actian como mediadores y, fundamentalmente
a la formacién de profesorado, de todos los niveles educativos, y tanto de formacion
inicial como continua. Esta ultima nos proporciona un contexto privilegiado para
fomentar el cambio en la forma de concebir la matematica escolar con cierta rapidez,
dado que el profesorado en activo es, en gran medida, el responsable de dar forma
al éxito o fracaso de las reformas educativas.
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Sentido matematico Escolar

School Mathematics Sense

Ruiz-Hidalgo, J. F. y Flores, P.
Departamento de Diddctica de la Matemdtica, Universidad de Granada

Resumen

La nocién de sentido matematico y sentidos matematicos escolares se ha incorpo-
rado en la redaccion de los nuevos documentos curriculares en Espafia, pasando a
tener un papel importante en la organizaciéon de los mismos. Por tanto, es necesario
para un docente profundizar en la nocién de sentido matematico, conociendo cudl
es su fundamentacién, reflexionando sobre la pertinencia de su inclusion en el cu-
rriculo e informandose sobre las consecuencias que tendra en futuros procesos de
enseflanza y aprendizaje. En este capitulo, tratamos de orientar a los profesionales
de la ensefianza a través de los elementos curriculares y cognitivos que soportan la
nocion de sentido matematico y presentamos una descripcion general de cada uno
de los sentidos matematicos escolares en los que se divide: sentido algebraico, es-
pacial, estocastico, de la medida y numérico. Para cada uno de ellos describimos las
principales componentes que lo organizan.

Palabras clave: Competencia matematica, Enfoque funcional del curriculo, Matematica
escolar.

Abstract

The notion of mathematical sense and school mathematical senses has been incor-
porated into the writing of the new Mathematics curricula in Spain, coming to play
a fundamental role in their structure. Therefore, it is necessary for a teacher to delve
into the notion of mathematical sense, knowing what its foundation is, reflecting
on the relevance of its inclusion in the curriculum and orienting itself on the con-
sequences it will have in future teaching and learning processes. In this chapter, we
try to guide teaching professionals through the curricular and cognitive elements
that support the notion of mathematical sense as well as a general description is
presented of each school mathematical senses into which it is divided: algebraic,
spatial, stochastic, measurement and numerical. For each of them we describe the
main components that organize them.

Keywords: Curricular functional approach, Mathematics literacy, School mathematics.
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INTRODUCCION

LA POSTURA EXPRESADA POR LAS SOCIEDADES de profesoras y profesores de matematicas
y por las sociedades cientificas que componen el Comité espafiol de Matematicas
(CEMAT, 2021) adopta la nocién de sentido matematico y lo sitia como elemento
central que organiza la ensefianza del conocimiento matematico escolar longitudinal-
mente, desde la educacion infantil hasta el bachillerato. Esta postura ha sido adoptada
en el nuevo desarrollo curricular (Ministerio de Educacién y Formacion Profesional,
2022a, 2022b), en el que la nocién de sentido matematico permite estructurar los
saberes basicos que se asocian al desarrollo de las competencias clave.

Los seres humanos buscamos sentido en el mundo esperando que las cosas no
sean arbitrarias ni fruto del azar y las intentamos categorizar constantemente, como
seflala desde la psicologia cognitiva Smith (2005). Bruner (2009) reconocia que la
fuerza motriz de las actividades intelectuales es la cultura y la necesidad de buscar
significados, que hay que integrar en la enseflanza de las matematicas.

Ayudar a los estudiantes a dar sentido a los contenidos matematicos orienta su
ensefianza, buscando que ganen competencias relativas a dichos contenidos, a través
de oportunidades de compartir experiencias y significados, de establecer conexiones
entre conceptos e ideas relevantes, y ser capaces de aplicarlas de forma critica y re-
flexiva a situaciones de su vida cotidiana (Montes et al., 2022, p. 48)

La vision del aprendizaje que se reflej6 en la nocién de competencia y de curriculo
funcional, ampli6 la expectativa de aprendizaje a la capacitacion para utilizar esos
contenidos aprendidos en situaciones del entorno. Pero la formulacion de compe-
tencias matematicas de manera transversal a los contenidos tal como hizo la OCDE
en 2005 (Pensar y razonar, Argumentar, Comunicar, Modelar, Plantear y resolver
problemas, Representar, Utilizar lenguaje simbolico, formulas y operaciones, Emplear
soportes y herramientas tecnoldgicas), provoca que deba repensarse la organizacion
del contenido matematico. Esta idea se expresa en el capitulo anterior (Montes et
al., 2022) donde, especificamente, se indica que la organizacién curricular de las
matematicas escolares debe basarse en “funcién de las destrezas transversales que
permiten construir y crear matematicas, desde una perspectiva critica y accesible
para todos los aprendices” (p. 42). La idea de sentido matematico proporciona esta
reorganizacion y respeta los bloques de contenido, centrandose en los elementos
que le atribuyen significado.

La palabra sentido forma parte del vocabulario habitual. Existen diversas expre-
siones relacionadas con sentido en el lenguaje cotidiano “tener sentido”, “dotar de
sentido”, “doble sentido”, “sin sentido”, ... En el diccionario de la Real Academia
de la Lengua aparece con 12 acepciones inmediatas y otras pocas mas relacionas.
De ellas, algunas se refieren al sentimiento, otras a los sentidos perceptivos y otras
a diversas capacidades cognitivas.

De todas ellas, algunas acepciones tienen usos convenidos en educacién y en
matematicas:
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1. “Significado de una palabra o grupo de palabras”. En matematicas, el sentido
de un concepto matemadtico es parte inherente de su significado semantico y
se centra en los modos de usos, las situaciones, los contextos y los fenémenos
que forman parte del significado de dicho concepto.

2. “Habilidad o destreza para hacer algo o para juzgar bien en ello”. Desde el
punto de vista del aprendizaje, el sentido aparece como conjunto de habili-
dades asociadas a contenidos matematicos concretos que el estudiante debe
desarrollar.

3. “Modo de enfocar, de entender o juzgar algo”. El docente debe ensefiar con
sentido, entendiendo por esto proporcionar oportunidades para que sus estu-
diantes aprendan matematicas con sentido, esto es, implicar a los estudiantes
en el desarrollo de instrumentos propios, no rutinizados en la resoluciéon de
problemas.

En este capitulo se realiza una aproximacién didactica que describe la nocién de
sentido atendiendo a los dos primeros usos convenidos anteriores. Por un lado, desde
las matematicas, como el sentido de los contenidos matematicos escolares, que proporciona
una organizaciéon fenomenologica del contenido matematico escolar. Por otra, desde
el aprendizaje escolar, como los sentidos matematicos escolares, que son los conjuntos
de capacidades generales que enlazan los elementos del contenido matematico con
aspectos cognitivos de su aprendizaje y con la nocién de competencia matematica.
A partir de la conexién de las componentes necesarias para poner en acciéon los res-
pectivos bloques de contenido matematicos surge el desglose del sentido matematico
correspondiente a la enseflanza obligatoria en: sentido algebraico, sentido espacial,
sentido estocastico, sentido de la medida y sentido numérico.

SENTIDO Y SENTIDO MATEMATICO
Significado y sentido de un contenido matematico escolar

Desde una aproximacién semantica, consideramos el sentido como uno de los
elementos constituyentes del significado de un concepto. Un concepto matematico
escolar lo consideramos constituido por: (1) una estructura formal, que incluye
conceptos, propiedades, relaciones, algoritmos, ...; (2) unos signos y unas reglas que
permiten expresatlo y que lo identifican y; (3) un sentido o sentidos que corresponden
a un conjunto de situaciones, contextos, fenémenos y modos de uso que permiten
usarlo y emplearlo (Rico, 2012, 2013, 2016b; Rico et al., 2015).

Esta vision de sentido de un contenido matematico escolar es muy cercana a la que
Freudenthal (2002) defiende, en la que los conceptos matematicos son los modos de
organizaciéon de los fenémenos, que son los objetos de la experiencia matematica de
las personas. La dualidad fenémenos-organizacion de fenémenos permite construir
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nuevos conceptos matematicos que, a su vez, son fenémenos que se organizan para
construir nuevos conceptos. Entendida la construcciéon de conceptos matematicos
de esta manera, las personas que aprenden parten de fenémenos (o de situaciones
0 contextos) que permiten experimentar (usat e interpretar) determinado concepto
de manera que tenga sentido y produzca nuevos significados utilizables en nuevas
situaciones en las que se necesite dicho concepto (Puig, 1997).

Estos sentidos de los contenidos matematicos, basados en las formas en las que
se pueden usar los contenidos matematicos, se ajustan a la competencia matematica,
tanto la defendida en los estudios PISA, como la que promueve la actual legislacion
educativa, ya que ambas subrayan la funcionalidad de la matematica escolar vy, asi,
enfatizan el interés en los fendmenos del mundo real que requieren y desencadenan
un tratamiento matematico. Los contenidos pasan a ser una herramienta con una
funcién y su organizacién disciplinar basada en la estructura matematica de los
mismos deja paso a una organizacion “fenomenoldgica” (Rico, 2016a). Esta nueva
clasificacién selecciona y organiza los contenidos en relaciéon con los fenémenos
que organizan y los tipos de problemas de los que surgieron, esto es, organiza los
contenidos atendiendo al sentido de los mismos.

En resumen, atendemos a la necesidad de reorganizar el contenido matematico
mediante la propuesta de que el sentido de los contenidos matematicos escolares
proporciona una organizacion “fenomenolégica” del contenido matematico escolar
que atiende la disposién en funcién de los clasicos bloques de contenido y que se
realiza en términos de las capacidades que permiten comunicar, aplicar, usar en con-
texto y profundizar en los contenidos matematicos, desde una perspectiva critica y
accesible para todos los aprendices.

Aprender matematicas con sentido. Sentido matematico

Desde la perspectiva didactica, el concepto de sentido numérico arranca en los
aflos 80 del s. XX, concebido por Howden (1989) como una buena intuiciéon sobre los
numeros y sus relaciones, que se desarrolla gradualmente como resultado de exaltar
los nimeros, visualizarlos en una variedad de contextos y relacionarlos de maneras
que van mas alld de los algoritmos tradicionales. Con su introduccién se pretende
abrir la idea de numero que debe adquirir el estudiante, implicindose en la resolucion
de problemas con instrumentos propios que no se limiten a los tradicionalmente
empleados en la escuela (Mason, 1996).

Si bien podemos considerar que ensefiar los contenidos matematicos con senti-
do equivale a lo que Ausubel llamé enseflanza para un aprendizaje significativo, el
concepto de sentido matematico corresponde al resultado final de ese aprendizaje,
que lleve a desarrollar maneras flexibles de pensar sobre el contenido para usatlo en
diversos contextos, proporcionando los elementos culturales que caracterizan ese
contenido (Llinares, 2001).
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Por tanto, la idea de sentido matematico retne tres cualidades importantes:
su caracter idiosincratico, es decir, dependiente del que aprende; comprende una
diversidad de capacidades relacionadas, que permitan actuar con flexibilidad en
situaciones en las que se aplica el contenido; y es posible estudiar las componentes
que deben actuar de manera coordinada, para delimitar una cierta definicién del
aprendizaje final deseable, que sera alcanzado en diverso nivel y profundidad por
cada sujeto.

Como sefiala Smith (2005), es el aprendiz el que alcanzara cierto nivel de cada
sentido matematico, impulsado por la curiosidad hacia el entorno, pero también por
el grado en que maneje las componentes de cada sentido y las relacione entre si. La
cantidad y calidad de estos logros le dard mayor o menor flexibilidad para identificar
situaciones en que se aplica el contenido, para llevar a cabo esta aplicacién y resolver
los problemas afrontados.

En la Didactica de la Matematica se han empleado diversos procesos para llegar a
caracterizar y definir los diferentes sentidos. Bien analizar las respuestas de los estu-
diantes a tareas que requieren poner en marcha los sentidos, como ha hecho Arcavi
(1994) con el sentido de simbolo, o realizar delimitaciones estructurales, a partir de un
estudio fenomenolégico de las tareas que comportan las situaciones en que se usan
los contenidos y las habilidades que se requieren para trabajarlas coordinadamente
(p. ee NCTM, 2001; Sowder, 1992).

De manera simplificada, se desarrolla sentido matematico cuando se da sentido a
los contenidos, elaborando significados, usando los contenidos en contexto, identifi-
cando las situaciones en que es importante emplear dicho contenido, y proponiendo
soluciones a las cuestiones que los usos en contexto puedan generat. Este aprendizaje
requiere interaccién, negociaciéon y comunicaciéon con otras personas (Rico et al,,
2015; Ruiz-Hidalgo, 2016).

El aprendizaje con sentido concreta las maneras de comprender y usar las matema-
ticas necesarias para el desarrollo de la competencia matematica y, a diferencia de la
competencia, enfatiza habilidades concretas que se pueden desarrollar con elementos
del contenido. De esta forma, el sentido se puede entender como una forma de pensar
asociada a un contenido particular o, como se expresa en algunos documentos, como
un conocimiento dentro de un dominio conceptual (Greeno, 1991).

Sintesis sobre sentido

Hemos presentado, por un lado, el sentido de un contenido matematico como una
dimensién de su conocimiento y parte integrante del significado de dicho contenido,
que nos facilita una manera de organizar el contenido matematico escolar. Esta organi-
zacion es compatible y se enriquece con la combinacién del criterio cognitivo (Hiebert
y Lefevre, 1986) que organiza por campos de conocimiento conceptual y procedimental
y del criterio disciplinar que la organiza por bloques, nimeros, medida, espacio, ...
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Por otro lado, el sentido matematico es el resultado de un aprendizaje coordinado
de las componentes que lo integran, que identificamos a partir de una profundizacion
como profesores sobre el significado de dicho contenido. Por tanto, para caracterizar
cada sentido tenemos que arrancar de examinar cudl es la funcién social del aprendi-
zaje del contenido correspondiente, y posteriormente qué significa dicho contenido
(elementos matematicos estructurales, signos y situaciones), con lo que podremos
determinar las componentes del sentido que tenemos que abordar en su desarrollo.

Presentamos asi cinco sentidos matematicos escolares de la ensefianza obligatoria:
algebraico, espacial, estocastico, de la medida y numérico, atendiendo a los contenidos
matematicos de esta fase educativa, que comienza enfocandose en la cantidad, para
abrirse al espacio y sus posibilidades de medida, posteriormente a la diferenciacion
del empleo matematico en situaciones aleatorias, y finalmente la introduccién al
lenguaje matematico de niveles superiores, como es el dlgebra. Cada uno de ellos
organizado en componentes o dominios de habilidades que, a su vez, se describen
mediante habilidades mas especificas.

SENTIDO ALGEBRAICO

El objetivo final del aprendizaje algebraico es ampliar el lenguaje matematico a
la inclusiéon de términos no numéricos, promover su uso para expresar relaciones
numeéricas, generalizar resultados particulares y disponer de recursos para expresar
relaciones entre magnitudes.

Uno de los grandes logros de la cultura humana es la introduccion de letras y
simbolos en los razonamientos matematicos (Radford y Puig, 2007). El lenguaje
simbolico esta tan arraigado que muchas personas identifican el algebra escolar con
la simplificacion de expresiones y la resolucién de ecuaciones. De hecho, en muchos
pafses ha dominado un punto de vista del algebra escolar como manipulacién de
simbolos y su enseflanza se ha reservado para las etapas de secundaria y bachillerato
(Kaput, 2008; NCTM, 2001).

Sin embargo, la consideracion del sentido algebraico amplia esta vision del algebra
en la que no solo se tiene que tener en cuenta la parte estructural simbolica, sino que
se incluyen aspectos de la utilidad del 4lgebra en la cultura, su papel en la historia, su
influencia en otras areas de conocimiento y su papel propedéutico dentro de la propia
matematica. En otras palabras, el dlgebra tiene dos identidades: por un lado, la manipulacién
sintdcticamente guiada dentro de un sistema de organizado de simbolos. Por otro lado,
el algebra se presenta como la generalizacion y la expresion de generalizaciones que hace
uso de un sistema convenido de simbolos, junto con el uso de la cantidad desconocida
para expresar relaciones conocidas con las que obtener dicha cantidad (Kaput, 2008).

Para los aspectos simbodlicos y su manipulacion, algunas de las habilidades que ma-
nifiestan usarlos con su sentido son: identificar situaciones donde usar los simbolos,
ejecutar calculos simbolicos con fluidez y de diversas maneras, conectar el algebra
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con la geometria, elegir simbolos con eficiencia, ... (Arcavi, 1994; NCTM, 2009). Para
los aspectos aplicados del 4lgebra, se pueden destacar habilidades como generalizar
patrones, relacionar las propiedades de los nimeros con la manipulacion algebraica,
relacionar las familias de funciones con determinadas expresiones algebraicas, ana-
lizar el efecto de los parametros en las expresiones algebraicas, ... (NCTM, 2009).

Existe cierto consenso en investigaciéon en educacién matematica en las clases de
situaciones que conducen a que emerja y se desarrolle la comprension algebraica y
el sentido de los conceptos algebraicos y su uso (Berdnarz et al., 19906), que permite
organizar el sentido algebraico en torno a cuatro componentes: Generalizacién de
patrones numéricos, geométricos y de las leyes que gobiernan las relaciones numéri-
cas; Resolucién de problemas; Situaciones funcionales; Modelizacion de fendmenos
fisicos y matematicos.

Generalizacién de patrones numéricos, geométricos y de las leyes que
gobiernan las relaciones numéricas

Desde muy pequefios, los escolares resuelven tareas de clasificaciéon y ordenacion
en las que aparecen secuencias de objetos. Al principio solo son expresadas ver-
balmente (rojo, azul, rojo, azul, ...) y posteriormente seran descritas con patrones
regulares. Mediante expresiones numéricas, la descripcion se puede hacer sobre
la regularidad (2, 4, 6, 8, ... van de dos en dos) o sobre la secuencia (los numeros
pares). En secundaria se pueden utilizar las letras para buscar expresiones que
describan las secuencias como términos generales o relaciones entre variables.
El uso de elementos geométricos ayuda a la traduccion entre diferentes sistemas
de representacion y permite realizar justificaciones y demostraciones visuales de
relaciones numéricas.

Resoluciéon de problemas

La resolucién de problemas ha tenido un papel fundamental en el desarrollo del
algebra y, ademas, es un elemento principal en su enseflanza. Los estudiantes que
se enfrentan a problemas que requieren el razonamiento algebraico en secundaria
poseen un bagaje de resolucién de problemas aritméticos adquirido en la educacién
primaria. La transicion entre aritmética y algebra debe tener en cuenta la aparicién
del simbolismo algebraico, pero mucho mas debe considerar las semejanzas y di-
ferencias entre los razonamientos que se utilizan para plantear los problemas. Este
analisis, ademas, permite descubrir las situaciones que ponen al limite la capacidad
de los estudiantes para resolver problemas aritméticos y utilizarlas para motivar la
evolucion hacia el uso de las estrategias algebraicas o para evolucionar dentro de la
propia algebra (Bednarz et al., 1996).
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Situaciones funcionales

Esta componente agrupa las habilidades relacionadas con el proceso de gene-
ralizacién de situaciones que dan lugar a relaciones funcionales entre magnitudes,
donde expresar la generalizacién se puede pensar como la descripcion de variaciones
sistematicas de casos a lo largo de un dominio (Kaput, 2008).

Usar maltiples representaciones de funciones

Incluyendo la simbdlica, tabular y grafica, hacer conversiones entre ellas y
tomar decisiones de cudl utilizar en cada momento.

Identificar familias de funciones

Conocer caracterfsticas y comportamientos de algunas familias para aplicarlas a
situaciones contextualizadas.

Andlisis del efecto de los pardmetros

Manipulacién de parametros en familias de funciones y el efecto que estos tienen
en el comportamiento de las funciones de la familia.

Andlisis del cambio

Prestando atencion a la descripcion de cambios, cualitativos y cuantitativos, desde
los primeros cursos.

Modelizacién de fenébmenos fisicos y matematicos

El proceso de modelado se basa en cierta verbalizacion que proporciona signi-
ficado al simbolismo matematico que los estudiantes desarrollan gradualmente. El
desarrollo de la habilidad de modelizacion favorece la introduccion al algebra a través
de la nocién de variable (Bednarz et al., 1996).

La modelizacion consiste en identificar las relaciones que existen en los datos de
los problemas y situaciones, y de la expresion en diversos grados de simbolizacion de
las cantidades que se relacionan. Se puede desarrollar en todos los niveles ofreciendo
situaciones apropiadas: situaciones reales con objetos fisicos (fichas, material mani-
pulativo, ...) o con representaciones orales o escritas (“cosa”, modelos cardinales,
modelos lineales, ...). Manejar estas representaciones permitira expresar las relaciones
para buscar las soluciones de las situaciones, interpretarlas o entenderlas mejor. Las
situaciones iran aumentando su complejidad hasta que, en secundaria, utilicen las
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expresiones algebraicas para modelarlas. Mas adelante, los simbolos se convertirin
en funciones o en familias de funciones (NCTM, 2001).

Sintesis del sentido algebraico

El 4dlgebra es un importante aporte cultural y tiene gran importancia en la formacion
de todos los ciudadanos. Ademas de su faceta simbdlica, curricularmente aceptada y
restringida a la secundaria y bachillerato, tiene otra faceta de generalizacion que hace
énfasis en su utilidad y que puede ser desarrollada desde los primeros cursos de la
educacion primaria. LLos componentes que organizan las habilidades a desatrollar son:

1. Generalizacién de patrones numéricos, geométricos y de las leyes que gobiernan
las relaciones numéricas

2. Resolucién de problemas

3. Situaciones funcionales

4. Modelizacién de fenémenos fisicos y matematicos.

Para lograr desarrollar este sentido, Kieran (2004) propone tres tipos de tareas:
tareas de generacién (en las que situaciones, propiedades, patrones y relaciones se
representan o interpretan algebraicamente), tareas de transformacién (manipulacién
algebraica) y tareas globales, que no son exclusivamente algebraicas, sino que se
relacionan con el contexto en el que se estan usando las herramientas algebraicas.

SENTIDO ESPACIAL

La geometria abstrae los objetos reales y construye modelos ideales que analiza en
un espacio sin imperfecciones y obtiene resultados que proporcionan informacién
de utilidad en el mundo real. En general, es considerada la disciplina de las formas
del espacio y las formas y sus medidas. Con su estudio escolar, se pretende que los
estudiantes ganen destrezas para ubicarse en el espacio, para captar las posiciones y
formas que lo constituyen, y con ello resolver situaciones que se plantean con relacion
a posiciones y formas. Se vale de modelos geométricos, apoyados en el razonamiento,
la visualizacién y la orientacion. Con ello, la persona puede identificar su posicion y
orientarse para localizar objetos en el espacio.

La construccién del pensamiento espacial se ha descrito con precisiéon de manera
jerarquica (Van Hiele, 1986). Parte de un nivel visual en el que los estudiantes iden-
tifican y operan con formas y objetos geométricos de acuerdo con su apariencia.
En un segundo nivel, descriptivo/analitico, los estudiantes reconocen y caracterizan
formas de acuerdo con sus propiedades. En el tercer nivel, abstracto/relacional, los
estudiantes pueden elaborar definiciones abstractas y utilizarlas de manera légica para
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caracterizar conjuntos de objetos. Finalmente, en el nivel de la deduccién formal,
los estudiantes estan capacitados para establecer teoremas dentro de un sistema
axiomatico (Clements y Battista, 1992).

Alo largo de todos los niveles, la identificacion de elementos y relaciones geomé-
tricas a partir de una adecuada visualizacién, son herramientas fundamentales para
evolucionar, pues el desarrollo de las habilidades del sentido espacial requiere gene-
rar una red de imagenes mentales de los conceptos geométricos. Estas imdgenes se
construyen mediante el trabajo con elementos formales como las propiedades, pero
también con la actividad de mirar y explorar cuerpos geométricos reales. Siguiendo
los niveles descritos, reconocemos: el papel de la manipulacién de objetos fisicos,
mediante materiales como papel o juegos de espejos; la construccion de figuras, con
regla y compas y materiales de construccion; la realizacién de teselados o mosaicos;
la representacion de cuerpos mediante la transformacién de cuerpos geométricos en
su desarrollo plano; la realizacion de croquis, lectura de mapas, etc.

El sentido espacial se puede definir como “la competencia de un sujeto para
registrar y representar formas y figuras, reconocer sus propiedades, identificar rela-
ciones entre ellas, ubicatlas y describir sus movimientos. Por ello, el sentido espacial
se refiere a las capacidades de un individuo para trabajar e interactuar en un entorno
amplio, elaborar o descubrir imagenes de formas y figuras, clasificarlas, relacionarlas
y razonar con ellas” (Flores et al., 2015, p. 129).

Las habilidades del sentido espacial se organizan en dos grandes componentes: el
manejo de conceptos geométricos y de las representaciones del espacio y la visua-
lizacion espacial.

Manejo de conceptos geométricos y de las representaciones del espacio

El manejo de conceptos geométricos hace referencia a la identificacion de elementos
geométricos, conocimiento de sus propiedades, pero también las relaciones entre sus
elementos que permitan realizar clasificaciones o descripciones, y la comprension
de los movimientos.

Analizar las propiedades de las figuras y los cuerpos geométricos

Incluye la identificacion, la construccion, la caracterizacion, ... de formas geomé-
tricas usando con rigor el vocabulario apropiado y las representaciones con precision
mediante el uso de diversos materiales. En los primeros cursos, se puede fomentar
la descripcion de objetos reales usando términos geométricos y la identificacion de
similitudes y diferencias entre los objetos que permitan clasificarlos. Las descripciones
deben ir siendo cada vez mas precisas y los atributos cada vez mds abstractos hasta
llegar a un uso del vocabulario preciso y riguroso, a entender las definiciones y hacer
justificaciones convincentes ajenas a los casos particulares.



Sentido matematico escolar 65

Reconocer y establecer relaciones geométricas y razonar matemdticamente sobre
estas relaciones

Un estudiante que termine la educacién secundaria debe ser capaz de utilizar
todo el vocabulario relativo a las relaciones geométricas en su vida cotidiana, bien
para dar posiciones relativas de objetos reales como para razonar y justificar ma-
tematicamente.

Aplicar transformaciones geométricas y usarlas para analizar situaciones

Se trata de desarrollar habilidades de descripcion, construccion y representacion
que permitan analizar situaciones en las que hay que comparar objetos por su for-
ma y su tamafio, asi como identificar qué transformaciones se han realizado en un
objeto para generar uno nuevo. Ademas del trabajo matematico y las habilidades de
descripcion, el trabajo con transformaciones debe ir acompafiado de la utilidad real,
como el analisis de la influencia de la geometria en el arte.

Orientacion espacial

Comprende las destrezas de determinacion de lugares, la descripcion de relaciones
espaciales y concluye con la utilizacién de referentes, como las coordenadas geomé-
tricas. Comienza, en los primeros cursos con la identificacién de la posicion relativa
de objetos usando referentes, “estar cerca de ...”, “dentro de...” y la familiarizacion
con el vocabulario especifico. Mas adelante, el trabajo con mapas y escalas, permite
relacionar la geometria con la medida. En los ultimos cursos de primaria y en la
educacion secundaria, los sistemas de representacion se van haciendo mas variados
y las tecnologias de la informacién y la comunicacién favorecen experiencias reales
de lectura, interpretacion y toma de decisiones en las que se aprecia el sentido de
estas habilidades.

Visualizacion

La componente de visualizacién se refiere al conjunto de habilidades y des-
trezas que permiten identificar los elementos en el espacio. La visualizaciéon es
“el conjunto de tipos de imagenes, procesos y habilidades necesarios para que
los estudiantes de geometria puedan producir, analizar, transformar y comunicar
informacion visual relativa a objetos reales, modelos y conceptos geométricos”
(Gutiérrez, 2000, p. 38).

Estas destrezas se desarrollan con la manipulacién de objetos, moviéndolos,
comparandolos, giraindolos, ... y discutiendo semejanzas y diferencias en sus propie-
dades. Dada la naturaleza abstracta de los elementos geométricos, la visualizacién se
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requiere para identificarlos y manejatlos. En los primeros afios de escolarizacion, la
visualizacién se basa en la manipulacién con objetos, y al avanzar en los cursos, se
iran creando representaciones diferentes de los objetos, empleando materiales como
geoplanos, cuadriculas o aplicaciones de geometria dinamica. LLa visualizacion se hace
mas necesaria para pasar de las tres a las dos dimensiones, valiéndose de diferentes
representaciones, como las diferentes vistas de un objeto (planta, alzado y perfil),
los desarrollos planos de los cuerpos, o el uso de materiales de construccion, que
enlazan los elementos espaciales con los planos.

Sintesis del sentido espacial

El sentido espacial se organiza alrededor de dos componentes y sus respectivas
habilidades, que lejos de ser independientes, estan intimamente enlazadas:

1. Manejo de conceptos geométricos
2. Visualizacién

El desarrollo de las destrezas se consigue con la propuesta de tareas escolares que
fomenten tres acciones basicas: construir, representar y describir. Estas acciones
se han de realizar tanto con objetos formales como con variedad de objetos mani-
pulables, donde la tecnologia adquiere un papel fundamental en la ensefianza de la
geometria. Las herramientas de geometria dinimica proporcionan una modelizacién
de gran diversidad de figuras de dos y tres dimensiones y permiten una manipula-
cién sencilla, facilitando entornos de trabajo e infinidad de ejemplos para enunciar y
probar conjeturas, lo que favorece el aprendizaje de la generalizaciéon y demostracion

(NCTM, 2001).

SENTIDO EsTocAsTicoO

Las ideas de cultura estadistica, alfabetizacién estadistica, competencia estadistica, y
en este caso de sentido estadistico, pretenden delimitar que el aprendizaje estadistico
debe ir mas alla del dominio de los elementos que se emplean, para comprender su
funcién como rama imprescindible del razonamiento cientifico experimental. Por tanto,
el objetivo debe comenzar por identificar la naturaleza aleatoria de los fenémenos,
para posteriormente examinar qué tipo de razonamientos y modelos matematicos
pueden ponerse en juego para afrontar este tipo de estudios.

En la sociedad del s. XXI, las herramientas que proporcionan la estadistica y la
probabilidad son necesarias para una ciudadania competente (Ben-Zvi y Garfield,
2004). Ser capaz de gestionar y evaluar datos de manera apropiada y tomar decisiones
basadas en ellos es una destreza que todos los estudiantes que terminan la educacién
secundaria deberfan poseer.
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El sentido estocastico recoge el conjunto de capacidades “para hacer frente a una
amplia gama de situaciones cotidianas que implican el razonamiento y la interpretacion
de datos, la elaboracién de conjeturas y la toma de decisiones a partir de la informa-
cion estadistica, su valoracion critica y la comprensioén y comunicacion de fendmenos
aleatorios, y la capacidad de realizar algunas predicciones” (CEMAT, 2021, p. 35).

En los dltimos afios, las investigaciones en educacién matematica han logrado
cierto acuerdo en la organizacién de los contenidos y en los elementos del razo-
namiento estadistico (Batanero et al., 2013). En este capitulo, escrito desde una
base curricular, adoptamos una postura que distingue la estadistica sin probabilidad
o estadistica descriptiva y la estadistica con probabilidad o estadistica inferencial
(Burrill y Biehler, 2011). Asi, consideramos que las componentes que organizan el
sentido estocastico son: identificacion de la aleatoriedad, estudio de datos, com-
prensién y aplicacion de los conceptos basicos de la probabilidad, percepcion de
la variabilidad y razonamiento con modelo estadisticos y desarrollo, y evaluacién
de inferencias y predicciones.

Identificacion de la aleatoriedad

A diferencia del resto de sentidos, los contenidos del sentido estocéstico tienen un
punto de partida claro: la incertidumbre. Hay, por tanto, una componente transversal
del sentido estocastico es la de reconocer la incertidumbre. La incertidumbre puede
mostrarse de diferentes maneras y puede ser debida a multiples causas, por lo que es
importante que los estudiantes diferencien los fenémenos de naturaleza determinista
de los de naturaleza aleatoria, para que el estudio de la estadistica y la probabilidad
se realice en situaciones en las que tenga sentido.

Estudio de datos

El estudio de los datos incluye un grupo amplio de habilidades que permiten
comprender como se distribuyen los mismos y favorecen su descripcion con el fin
de tomar decisiones basadas en los mismos.

Formular preguntas y reconocer la necesidad de los datos

La curiosidad por el mundo que los rodea lleva a las personas a hacerse preguntas
que, en muchos casos solo pueden ser respondidas mediante el andlisis de datos, pues
los casos particulares no son fiables. La orientacion de las preguntas debe evolucio-
nar con los intereses del alumnado a lo largo de la etapa escolar, teniendo siempre
presente que solamente tendra sentido abordar desde la estadistica preguntas cuyas
respuestas estén sujetas a variabilidad o incertidumbre.
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Recoger, organizar y presentar los datos

La recogida, organizacién de los datos y la presentacion de su distribucion estd rela-
cionada con la habilidad del razonamiento estocastico conocida como transnumeracion.

Los instrumentos de recogida al inicio seran proporcionados por el docente hasta
que, al final de la etapa secundaria, sean los estudiantes quienes tomen decisiones
sobre los procesos de recogida datos a través de encuestas, registros, estudios de ob-
servacion y de experimentos. Al mismo tiempo que el alumnado desarrolla estrategias
de recogida de datos, debe crecer su conocimiento sobre el significado de la muestra.

El alumnado debera ir construyendo la nocion de variabilidad de los datos y su
distribucién a la par que desarrolla formas de representacién con diferentes niveles
de complejidad idoneas al tipo de variable y el conocimiento de las mismas y de las
herramientas digitales o no usadas para su creacion. El uso de medidas esta asocia-
do a ver el conjunto de datos como un todo y a la descripcion del conjunto en su
totalidad sin necesidad de enumerar todos los elementos.

Comparar, asociar y correlacionar variables

Por ultimo, y aunque se trata de una herramienta de los tltimos cursos, es impor-
tante el uso de técnicas de correlacion para tomar una decision razonada sobre si
dos variables estadisticas estan asociadas.

Comprension y aplicacion de los conceptos basicos de la probabilidad

Basandose en la cuantificacién del grado de incertidumbre de las situaciones
aleatorias, el alumnado deberfa ser capaz de interpretar, realizar predicciones y to-
mar decisiones acordes con los valores cualitativos y/o cuantitativos asignados a las
probabilidades en las diferentes situaciones de aprendizaje.

Comenzando con una valoracion cualitativa y una familiarizacién con el vocabulario,
el inicio de la cuantificacién puede partir del uso de la frecuencia en situaciones en
las que se dispongan de datos. La nocién frecuentista de probabilidad se consolida
mediante el uso de herramientas tecnolégicas que permiten realizar simulaciones.

Percepcién de la variabilidad y el razonamiento con modelos estadisticos

Cuando los datos no pueden ajustarse a un modelo hablamos de variabilidad alea-
toria. Es necesario percibir la variabilidad e identificar fuentes que la producen. En
los ultimos cursos de primaria los estudiantes al interpretar los datos en contexto y
tomar decisiones o hacer predicciones a partir de la informacién, deben ser conscien-
tes de que la variabilidad influird en sus inferencias. En bachillerato, la variacion se
concreta en el calculo de intervalos de confianza y su uso para interpretar situaciones.
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La comprension de dichos modelos debe centrarse en la integracion y transferencia
de las ideas de distribucion (de datos, de probabilidad, muestral).

Desarrollo y evaluacién de inferencias y predicciones

Alolargo de la educacién escolar deben proponerse situaciones de aprendizaje que
permitan construir y reconstruir de forma conjunta las ideas de inferencia informal,
muestra y prediccion. Desde los inicios donde el alumnado se plantee las primeras cues-
tiones en situaciones de incertidumbre y con pequefias muestras realice predicciones,
hasta bachillerato donde los calculos asociados de las distribuciones probabilisticas
permitan apoyar las hipétesis de prediccion e iniciarse en la inferencia estadistica.

Sintesis del sentido estocastico

El desarrollo de habilidades de estadistica y probabilidad es necesario para el
ciudadano actual. A lo largo del perfodo escolar, los contenidos se organizan segin
las siguientes componentes del sentido estocastico:

1. Identificacién de la aleatoriedad

2. Manipulacién de datos

3. Comprensién y aplicacion de los conceptos basicos de la probabilidad
4. Percepcién de la variabilidad y el razonamiento con modelo estadisticos
5. Desarrollo y evaluacién de inferencias y predicciones

Para enfatizar estos usos, se debe trabajar con datos cercanos al estudiante, facilitar
su interpretacion, apoyarse en herramientas tecnologicas y fomentar el aprendizaje
activo mediante: sesiones de exposicion y discusion de resultados o elaboracién de
proyectos y puestas en comun.

SENTIDO DE LA MEDIDA

Medir es un procedimiento que nos permite organizar nuestro entorno mediante
la comparacion y la cuantificacién. Desde la aparicion de la geometria como medida
de la tierra a la actual cuantificacién de datos para su procesamiento por inteligencias
artificiales, la medida es una necesidad de nuestra sociedad y el desarrollo cientifico y
tecnologico. También, en la vida cotidiana, desde muy pequefios, comparamos nuestros
logros con los de los demas, “quién gana mas”. Escolarmente, en matematicas, esta
intimamente relacionada con la cantidad, las operaciones, los conceptos geométricos,
la probabilidad, la estadistica y con las funciones. Ademas, tiene vinculos cercanos
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con otras areas de conocimiento: las ciencias sociales, el arte o la educacion fisica y,
por supuesto, con todas las ciencias, la tecnologia y la ingenieria.

Su cotidianidad y su potencial de conexiones subrayan dos caracteristicas del pro-
ceso de ensefianza de la medida. Por un lado, requiere comprender las cualidades que
la ciencia ha establecido como magnitudes interesantes para resolver los problemas,
y por otro, familiarizarse con los procedimientos de medida de las magnitudes mas
comunes, las unidades y los instrumentos.

Esto implica que su enseflanza se vincule a la deteccion de cualidades a partir de
la manipulacién de materiales y objetos especificos, y promueva la realizacion de me-
didas, antes de operar con medidas de una magnitud para obtener medidas de otras.

El sentido de la medida se evidencia cuando se posee una comprensiéon amplia
de todo el proceso de medir en la que se manifiestan multiples conexiones, con las
que el estudiante dispone de estrategias variadas y de criterios de decisién sobre la
manera mas apropiada de realizar una medida y de usatla en situaciones concretas
(Shaw y Cliatt, 1989; Moreno et al. 2015). El sentido de la medida relaciona el cono-
cimiento de los conceptos que caracterizan a las magnitudes mds usuales (longitud,
supetficie, etc.) con los de sus medidas (unidades, instrumentos, procedimientos
directos s indirectos)

El proceso de medir parte de la identificacién de las cualidades de los objetos que
permiten cuantificarlos, se continua con procesos de comparacién y ordenacion de
cantidades, antes de pasar a elegir unidades de medida no estindares para terminar
en las reconocidas en el mundo cientifico. S6lo entonces se estard en disposicion
de estimar medidas de objetos, familiarizarse con los instrumentos apropiados para
proporcionar un resultado sensato de la medida en el contexto en el que esté traba-
jando. Este proceso sugiere unos grupos de habilidades que organizan el sentido de
la medida: reconocimiento de cualidades comparables y medibles, comprension del
proceso de medir, estimar en medida y medida del cambio.

Reconocimiento de cualidades comparables y medibles

El primer paso para aprender a medir es identificar y diferenciar cualidades com-
parables o atributos observables de los objetos, como son la longitud, la capacidad,
la masa, la temperatura, ctc.

La elecciéon de una cualidad y su comparaciéon directa permite iniciarse en la
medida a través del uso de expresiones como “mas largo”, “mas ligero” o “menos
frio”. Algunas comparaciones son visuales o perceptivas, como la temperatura, y
otras necesitan manipulacion de objetos, como la comparacién de longitudes por
superposiciéon. Gracias a la comparacion se podra llegar a la ordenacién de canti-
dades de magnitud.

LLa evolucién del reconocimiento de las cualidades debe ir orientada hacia la nocién

de magnitud y la identificacion de diferentes aspectos de los objetos que representan
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una misma magnitud, como el perimetro de las figuras, el ancho y alto de los objetos,
etc. En cursos posteriores apareceran las magnitudes derivadas, como la velocidad
o las magnitudes adimensionales como la amplitud angular.

Comprension del proceso de medir

El proceso de medir es basico en las matematicas escolares, y en él intervienen las
unidades, los instrumentos y las estrategias de medida.

Conocimiento de las unidades de medida

Para determinar una medida de un atributo de un objeto se necesita un referente,
la unidad de medida. La seleccién de unidades no estandar y su uso para obtener la
medida da sentido al proceso de medir, pues lo vincula al uso de las cosas. La evo-
lucién escolar debe guiar a los estudiantes a familiarizarse con las unidades conven-
cionales, como referentes para compartir las medidas realizadas. Con ello se llegara
al conocimiento del sistema internacional de medida y del sistema métrico, que se
iran ampliando progresivamente.

Aplicacién de técnicas, instrumentos y formulas apropiados para medir

Las técnicas directas, como la comparacion directa y la reiteracion de la unidad,
son las mas apropiadas para comenzar a medir, pues proporcionan significado al
proceso de medir. En los primeros cursos se usaran instrumentos de medida directa
especificos y también unidades cuadradas, como cuadraditos, para la medida de areas,
o cubos para la del volumen.

Cuando se trabaje con objetos complejos, se vera la necesidad de emplear técnicas
indirectas, primero mediante estrategias manipulativas, como descomponer objetos
en formas mas simples antes de comprender las relaciones que permiten obtener
medidas de una magnitud en funcién de operaciones con medidas de otras (uso de
férmulas).

En secundaria se debe fomentar la toma de decisiones para seleccionar magnitu-
des, unidades e instrumentos mds apropiados para resolver la situacién a la que se
enfrentan. Las asignaturas como fisica y quimica suministran contextos apropiados
para trabajar las habilidades de medida.

Medida de una cantidad de magnitud
La medida de una cantidad de magnitud consta de un nimero y una unidad. Es

importante que los estudiantes aprecien la importancia de compartir los resultados
de manera que sean comparables, precisos y reproducibles.
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Estimar en situaciones de medida

La estimacién es una habilidad que se debe desarrollar en todas las etapas
educativas. Para ello deberfa estimularse a los estudiantes a realizar predicciones
sobre medidas, antes de llevar a cabo su medida directa. Se desarrolla mediante
la comunicacién y justificacién durante puestas en comun sobre las estimaciones
realizadas. Progresivamente se orientara hacia el conocimiento de estrategias de
estimacion: internalizacion de unidades estandar (tener una imagen o idea de
cuanto es un metro, cuanto pesa un kilo, ...), familiarizacién con referentes o
conocimiento de medidas de objetos cotidianos (como que un cartén de leche es
1 dm’, cual es tu altura, ...), dominio de técnicas indirectas que permitan realizar
calculos aproximados, habilidad para comparar con objetos conocidos, y habilidad
para aplicar estrategias de composicién y descomposicion para transformar las
formas en otras mas faciles de medit.

Medida del cambio

La nocién de tasa de variacion aparece asociada a las funciones. Su comprension
y su medida son aprendizajes propios de la secundaria y el bachillerato. L.a medida
de la variacion y su interpretacion en situaciones cientificas es un paso indispensable
para avanzar hacia las nociones de limite y de derivada.

Sintesis del sentido de la medida

El sentido de la medida organiza habilidades y destrezas de gran utilidad en la vida
cotidiana, que son necesarias para el aprendizaje de otras areas de conocimiento y
que permiten establecer conexiones con otros dominios de la matematica, como los
nimeros o la probabilidad. Esta organizacién esta dada por cuatro componentes:

1. Reconocimiento de las magnitudes como cualidades comparables y medibles

2. Comprension del proceso de medir, que incluye el conocimiento de las unidades
de medida, la aplicacién de técnicas, instrumentos y féormulas y la medida de
una cantidad de magnitud

3. Estimacion en situaciones de medida

4. Medida del cambio

Su ensefianza con sentido debe fomentar la manipulacion de objetos que per-
mitan comparar cualidades y el de las unidades e instrumentos apropiados para
las magnitudes habituales, antes de llevar al aprendizaje de técnicas de calculo
indirectas.
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SENTIDO NUMERICO

El nimero es, sin duda, el contenido con mas influencia en el curriculo de ma-
tematicas. La mayorfa de las tareas que podemos encontrar en los libros de texto y
que se proponen en una clase de matematicas estan basadas en el numero. El fin de
su enseflanza es que los estudiantes se familiaricen con las situaciones que modeliza
la aritmética y desarrollen destrezas que les permitan afrontar estas situaciones, tan
comunes en nuestra sociedad.

Los contenidos curriculares referidos a los nimeros son muy extensos a lo largo de la
educacion no universitaria, como lo son las situaciones que permiten comprender y resolver.

No hay una definiciéon consensuada de sentido numérico, pero se aceptada ge-
neralmente la expresada por Howden (1989), para el que el “sentido numérico se
desarrolla gradualmente como resultado de explorar los numeros, visualizarlos en
variedad de contextos y relacionarlos de manera que no se limiten por los algoritmos
tradicionales” (p. 11). Esta idea de sentido numérico subraya, por un lado, que se
trata de una competencia cognitiva, como una forma de pensar y razonar; y, por otro,
que esta focalizado en el dominio de los nimeros y las relaciones (Castro y Segovia,
2015; Llinares, 2001).

Algunas de las caracteristicas del sentido numérico son (Sowder, 1992):

1. Teje una red conceptual que permite a las personas relacionar nimeros con
propiedades de las operaciones.

2. Permite emitir juicios cuantitativos y cualitativos sobre la razonabilidad de
resultados de problemas numéricos.

3. Se manifiesta cuando se utilizan formas de resolucion flexibles y creativas al
resolver problemas que involucran nimeros y cuando se generan o utilizan
algoritmos no convencionales.

Siguiendo la caracterizacion de Sowder (1992), lo importante del sentido numérico
es relacionar, emitir juicios, actuando con flexibilidad, frente a problemas que per-
miten emplear los nimeros. Por tanto, aunque son muchas las habilidades deseables
para ello, lo importante es el trabajo coordinado de sus componentes. Tres grandes
componentes permiten organizar el sentido numérico: la comprension de los numeros
y las relaciones numéricas; la comprension de las operaciones; la flexibilidad en el
calculo mental y estimado.

Comprensién de los numeros, los sistemas numéricos y las relaciones numéricas
Se han elaborado muchas habilidades que tienen que ver con comprender qué es el

numero, que se manifiestan de manera diferente dependiendo del sistema numérico
que se esta considerando y del curso en el que se quieran desarrollar.
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Reconocer cémo y cudndo usar los nimeros y qué numeros usar

Se trata de familiarizarse y diferenciar los usos que tienen los numeros. El numero
natural, se usa para contar, para medir, para ordenar, ... e incluso para escribir codigos.
Los estudiantes deben identificar que uso se esta haciendo y qué propiedades tienen:
no tiene sentido sumar nimeros de teléfono, aunque sean numeros.

En los niveles superiores se manifiesta mediante la eleccién del conjunto numérico
a usar en cada momento, a relacionar diferentes conjuntos numéricos y las propie-
dades que se conservan al pasar de un sistema a otro.

Percibir la magnitud de los numeros

Si se refiere a la magnitud absoluta, abarca hacerse una idea de la dimension de
una cantidad numérica, lo que le permite apreciar si es razonable un dato (¢pueden
asistir 10 millones de espectadores a un concierto?) o un resultado. Pero también
la necesidad de precisiéon en el problema (¢qué cantidad de decimales es necesario
considerar para este problema?).

Cuando se refiere a la magnitud relativa de los nimeros, incluye las habilidades
para comparar y ordenar niumeros, por lo que es pertinente en casi todos los niveles
educativos. Se considera dentro de esta habilidad la comprensiéon de la densidad
de los racionales y de la nocién de continuo para nimeros reales, teniendo que ver
también con la comprension de los procesos infinitesimales.

Habilidad para usar referentes

Se trata de desarrollar habilidades asociadas al uso de elementos de referencia o
el conocimiento de hechos numéricos. Se usan elementos de referencia cuando se
parte de que la suma de dos nimeros menores que uno siempre sera menor que 2.
Ejemplos de hechos numéricos son que se conozca que un nimero natural de dos
digitos siempre es menor que uno de tres digitos, que automatiza la divisién entre
potencias de diez es lo mismo que desplazar la coma decimal, o que la suma de un
real con un numero complejo es un numero complejo. Pero también lo es conocer
resultados de operaciones numéricas, como que 2''=1024.

Conocer distintas representaciones de los numeros y usar la mds adecuada

Los estudiantes deben conocer que un numero se puede expresar de diversas
formas y decidir cual es mas apropiada en cada situacion.

El uso de materiales manipulativos o de modelos numéricos es una forma de
representacién y manipulacion de los numeros que permite asociar el empleo
del material al uso del nimero en determinadas situaciones, especialmente en
los primeros cursos de primaria. Asi, por ejemplo, cuando se trabaje con una
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situacion de orden de los numeros enteros, la representacién de los numeros
como recta o linea numérica permite la asociacién del orden numérico con la
posicion izquierda-derecha.

Comprension de las operaciones

La comprension de las operaciones se refiere a asociar las operaciones con las ac-
ciones que le corresponden para poder decidir qué operacion realizar para resolverla.

Comprender el efecto de las operaciones sobre los niimeros

Cuando se trabaja con nimeros naturales la suma aumenta, mientras que la resta
disminuye la primera cantidad. Como esto no ocurre en los enteros, los estudiantes
deben aprender comportamientos diferentes respecto a las operaciones.

Elegir el procedimiento mds sencillo para operar y usar algoritmos
diferentes al estdndar

Esta habilidad enfatiza el conocimiento de los significados de las operaciones y
permite a los estudiantes tomar decisiones sobre qué manera es mas eficiente para
operar en cada situacion.

En los primeros cursos, la suma y resta pueden centrarse en propiedades del sis-
tema de numeracion y la composicion y descomposicién de los numeros. En cursos
intermedios, se fomenta el uso de algoritmos no estandar para obtener resultados
rapidos y correctos. Mas adelante, se anima al estudiante a que decida qué algoritmo
es mas eficiente para la situacion. Una evolucién adecuada de esta habilidad lleva
al uso eficiente de la calculadora discutiendo sus resultados, y apreciandola como
herramienta mas efectiva, pero no necesariamente mas util en todas las situaciones.

Aceptar diferentes estrategias para resolver problemas que involucren niimeros

Fomentar el uso de procedimientos diferentes para la resolucién de un problema y
aceptarlo hace que el estudiante desarrolle diversidad de razonamientos y estrategias
para resolver problemas. Esta habilidad favorece interpretaciones personales, asi
como la importancia de los significados de los conceptos mas que los procedimientos.

Flexibilidad en el cadlculo mental y estimado

Frente a la rigidez del calculo tradicional de lapiz y papel, la flexibilidad en el cal-
culo mental y estimado, recoge aquellas habilidades que amplian la conexién entre
la comprensién de los numeros y las operaciones.
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Habilidad para realizar cdlculos mentales

Enfatiza el uso de diversas destrezas para realizar cdlculos mentales aprovechando
las propiedades de los nimeros y las operaciones. Por ejemplo, extender los hechos
numéricos basicos a numeros de mayor cantidad de cifras, aplicar estrategias parti-
culares a nimeros determinados, descomposiciones y composiciones, etc.

Habilidad de usar nimeros de forma flexible para estimar cdlculos

Comenzar por estimar el resultado de una operacién, mediante métodos de
aproximacion, redondeo, traslacién, compensacion, etc., especialmente en situaciones
contextualizadas, es de mucha importancia para poder apreciar la coherencia con los
procesos de calculo que se realicen.

Discernir en qué ocasiones se ha de dar un valor exacto y cudndo es posible dar
un valor aproximado

Un elemento clave de la flexibilidad de calculo, y del sentido en general, es la toma
de decisiones. En la vida real, salvo en situaciones profesionales o cientificas, es muy
limitado la necesidad de resultados precisos. Entre amigos no se utilizan cantidades
exactas, sino que aproximamos casi siempre. El trabajo con problemas y situaciones
contextualizadas permite discutir y adaptar las respuestas dependiendo del contexto.

Sintesis del sentido numérico

Las componentes del sentido numérico resumen aspectos que deben contemplarse
de manera coordinada. El desarrollo de cada una de ellas debe apoyarse en las ha-
bilidades de las otras. Desde un punto de vista cognitivo, resulta muy dificil que un
estudiante avance en una de ellas sin hacerlo en otras. Por tanto, cuando se desarrolla
el sentido numérico, se desarrolla:

1. La comprension de los nimeros, los sistemas numéricos y las relaciones numé-
ricas

2. La comprension de las operaciones

3. La flexibilidad en el calculo mental y estimado

No se debe olvidar que se trata de conseguir enlazar la numeracion, las ope-
raciones y los simbolos de manera flexible que permita que los numeros tengan
sentido para los estudiantes, mediante la interpretacién de cantidades, operatoria
variada y, sobre todo, toma de decisiones en situaciones contextualizadas, bien
identificando las cantidades y las operaciones con las que resolver o interpretar
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un problema, o bien, en caso de que no dispongan de un modelo matematico de
resolucion, buscando estrategias de resolucion variadas y siendo conscientes de la
validez de las soluciones.
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Resumen

En este capitulo se introducen algunas situaciones reales que invitan a reflexionar sobre
la evaluaciéon en matematicas. Se explica de manera practica la informacion necesaria
para seguir el capitulo; se sugieren y ejemplifican practicas de evaluacion, entre ellas, el
uso de instrumentos como el portafolios y las ribricas de valoracién o la incorporacion
de algunas tareas que permitan valorar algo mas que el mero uso del concepto o del
algoritmo; también se presenta una gufa de evaluacion que puede ser de ayuda para
mejorar esta practica. El capitulo finaliza con algunas reflexiones sobre las cuestiones
planteadas al inicio y ofrece un decalogo, junto a unos puntos de partida, que intentan
facilitar la planificacion y puesta en practica de una evaluacion formativa que involucre
a los estudiantes y promueva el avance de su aprendizaje matematico.

Palabras clave: Evaluacién formativa, Matematicas, Criterios de evaluacién, Métodos
de evaluacién, Portafolios, Rubrica.

Abstract

This chapter introduces some real situations that invite reflection on the assessment
in mathematics. From this, the necessary information to follow the chapter is ex-
plained in a practical way; some assessment practices are suggested and exemplified,
among them, the use of instruments such as portfolios and assessment rubrics or
the inclusion of tasks that allow evaluating something more than the mere use of
the concept or the algorithm; an assessment guide is also presented that can be of
help to improve this practice. The chapter ends with some reflections on the ques-
tions raised at the beginning and offers a decalogue, along with some starting points,
which try to facilitate the planning and implementation of a formative assessment
that involves students and promotes the advancement of their mathematical learning.

Keywords: Formative assessment, Mathematics, Assessment criteria, Assessment
methods, Portfolios, Rubric.
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ANTES DE EMPEZAR: ALGUNOS SUCEDIDOS REALES Y ALGUNAS PREGUNTAS

SE INCLUYEN ALGUNOS SUCEDIDOS reales relacionados con evaluacién en matemati-
cas, surgidos en diversos contextos y niveles educativos. Unos estan centrados en la
actuacion del docente, otros en la de los estudiantes y otros en los instrumentos de
evaluacion. Algunas preguntas pueden ayudar a reflexionar.

Sucedido 1: En un curso universitario del Grado de Ingenieria, un profesor

estaba preparando el examen final de una asignatura de matematicas y pidi6 a

un compaflero cercano:

— “Necesito una integral interesante para el examen, ni muy facil ni muy diffcil.

— “¢Vas a incluir una integral entre las preguntas del examen final? ¢Es impor-
tante saber resolver integrales para ser ingeniero?

— “No sé. Nunca lo habia pensado. Cuando estudiaba siempre ponian una in-
tegral en el examen de esta asignatura y ya, como profesor, llevo haciéndolo
as{ desde hace mas de 20 afios. Los estudiantes lo esperan”.

Pregunta: ¢Hay que poner una pregunta en el examen por costumbre o porque
otros profesores lo hacian antes? ¢No se trata de relacionar la evaluacién de una
asignatura con los objetivos de aprendizaje, conectandola con los objetivos globales
del Grado correspondiente?

Sucedido 2: En una ocasién, un maestro de Primaria estaba calificando los tra-
bajos de matematicas de los estudiantes. Tras corregir algunos, se dio cuenta de
que habian entendido mal la explicacion que él habfa dado en el aula. Quizas él
lo habia explicado mal. Reflexioné sobre ello. “Lo hecho, hecho esta y hay que
avanzar en el curso”.

Pregunta: ;Como se valorarfa a un estudiante que respondiese una pregunta mal
pero que recogiera lo que el profesor dijo que, por circunstancias o error, lo explico
mal? Aunque quizas el maestro fuera el responsable, las respuestas indicaban que
los estudiantes no lo tenfan asimilado, algo que podria repercutir en aprendizajes
posteriores.

Sucedido 3: En un aula de Secundaria varios estudiantes discutian sobre un
examen cercano de matematicas. Uno de ellos dijo: “No sé si sabré hacerlo bien.
Lo intentaré, pero, en cualquier caso, voy a escribir todos los pasos de manera
ordenada. Al profesor le gusta que todo esté ordenado y estoy seguro de que,
de esa forma, conseguiré aprobar”.

Pregunta: Una respuesta, ¢se debe confeccionar segin el criterio del estudiante o
intentando agradar el pensamiento del profesor?
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Sucedido 4: Un estudiante de segundo de Bachillerato no confiaba en sus
capacidades en matematicas, pero tenia interés en superar la asignatura. Dijo:
“En las pruebas finales escritas de cada evaluacion, que deciden la calificacion
final, siempre hay 5 preguntas: dos tedricas y tres problemas, uno resuelto en
clase, otro similar a los resueltos en clase, pero con los datos cambiados, y uno
diferente a los realizados en clase. Lo tengo claro, de memoria, me estudio la
teorfa y todos los problemas realizados en clase. Asi, en el examen, primero
completo la teorfa y el problema resuelto en clase; después, intento resolver el
problema con los datos cambiados; el problema diferente ni lo miro. Siempre
consigo entre 6 y 8, dependiendo de lo que sea capaz de hacer en el problema
con los datos cambiados, aunque realmente no entiendo nada”.

Pregunta: Si el estudiante no entiende nada, ¢sesa valoracién realmente valora el
aprendizaje del estudiante?

Sucedido 5: En una reunién de evaluacion en un centro de Secundaria, dos
profesores de matematicas discutian sobre las valoraciones de varios estudiantes
que tenfan dificultades para superar la asignatura. De repente, uno de ellos dijo:
“Hay cuatros y cuatros”.

Pregunta: ¢Hay cuatros y cuatros? ¢No es un 4 siempre un 4? ;Quizas ese 4 no
refleje todo lo que conlleva y, previamente, habria que haber utilizado una rubrica
de valoracién mas precisa?

Sucedido 6: En un curso universitario del Grado de Estadistica, el docente,
cansado de responder las preguntas de los estudiantes en la revision de califica-
ciones, decidi6 realizar la prueba final de calificacién de la asignatura en forma
de cuestionario de respuesta multiple de manera que las respuestas de los estu-
diantes se puntuaran mecanicamente. De esa forma, la calificacion era objetiva
y evitaba apreciaciones personales. De repente, Ana, una estudiante, acudi6 a
la revision de calificaciones, revisé su trabajo, lo compard con las respuestas
correctas y pregunto al profesor: “Tengo un 4,95. ¢Es suspenso o aprobado?
Supongo que suspenso, ¢no?”. “Tt lo has dicho” contesté el profesor.

Pregunta: ¢ Valorar que el aprendizaje de un estudiante es suficiente para superar
una asignatura puede ser 5 y no serlo 4,95?

Sucedido 7: En un curso universitario del Grado de Psicologia, el docente rea-
lizaba la prueba final de calificacién de la asignatura de matematicas en forma
de test. Carlos, un estudiante que habia seguido escasamente el desarrollo de la
asignatura durante el curso, pero que habia estudiado duro en las dltimas semanas,
salié muy contento de la prueba final diciendo: “Apruebo seguro y, quizas, con
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nota”. Al hacerse publicas las calificaciones, Carlos estaba suspenso. Carlos fue
ala revision de calificaciones y el profesor le explicé que ponia las calificaciones
en funcion de las respuestas correctas de todos los estudiantes segun un criterio
establecido al inicio del curso, del que se habia informado publicamente. Se
consideraban las calificaciones finales ordenadas de todos los estudiantes y el
22% mas bajo era suspenso, el 25% siguiente era aprobado, el 25% posterior
era notable, el siguiente 22% sobresaliente y el 6% restante, matricula de honor.
Carlos tuvo 36 respuestas correctas de las 40 posibles, pero, a pesar de ello, su
calificacién estaba en el 22% inferior de las de todos los estudiantes del curso.

Pregunta: ¢Se debe evaluar en funcién del nivel de los estudiantes? ¢No se trata
de valorar el aprendizaje de cada estudiante?

Sucedido 8: En una ocasién, un estudiante de Primaria le dijo a su padre:

— “He sacado un 1 en el examen de matematicas”.

— “¢Un 1? :Qué ha pasador Lo sabias bien. Lo estudiamos juntos.
Si, lo sabia bien y lo hice todo bien. Pero el maestro dijo que, si después de
poner la solucién del problema se nos olvidaba afiadir al resultado si eran
centimetros, metros o0 manzanas, lo calificaria con 0 y se me olvid6 ponetlo.

Pregunta: Si el estudiante tenfa suficiente conocimiento, ¢podria tener como
calificacién un 1? ¢No se trata de valorar el aprendizaje del estudiante? ¢Quizas el
docente utilizé el examen para fomentar el aprendizaje de algunos aspectos que
consideraba importantes?

9. Sucedido 9: En un master de formacién de profesorado de matematicas de
Secundaria, el profesor presentd 5 proyectos realizados por estudiantes de
Secundaria. Los estudiantes, en pequefios grupos, debian establecer criterios
propios de valoracion del proyecto para decidir qué estaba bien o estaba mal,
y hasta qué punto lo estaba. Posteriormente debfan calificar cada uno de ellos.
Finalmente, ya con todo el grupo, el profesor escribi6 en la pizarra las valora-
ciones de cada grupo a cada uno de los proyectos. {En algunos proyectos habia
valoraciones que variaban de 4 a2 9, de suspenso a sobresaliente!

Pregunta: Si un trabajo de un estudiante estd bien, ¢deberia estar bien para todos
los profesores, aunque variase en detalles? ;O puede depender de cada profesor?
INTRODUCCION

En los inicios de un curso de Grado en Maestro de Infantil, Grado en Maestro
de Primaria y Master en profesorado de Secundaria, especialidad de matematicas, se
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propuso a los futuros docentes, que respondieran la siguiente pregunta: ;Qué en-
tiendes por evaluacion en general y en matematicas en particular? Casi la totalidad de
las respuestas consideraban la evaluacién como un instrumento para emitir un juicio
sobre el rendimiento y las capacidades de los estudiantes. Posteriormente, a pesatr
de los esfuerzos desarrollados durante el curso por hacer entender que la funcién
de la evaluacién durante un proceso formativo es algo mas que calificar, cuando los
estudiantes tuvieron que planificar una propuesta didactica en el area de matematicas,
en cada caso, planteaban el desarrollo de la evaluacién unicamente en la Gltima sesién
de clase y algunos, incluso, olvidaban considerarla.

La evaluacién es mucho mas que la calificacién de un producto final. Evaluamos
constantemente a lo largo de cada dfa cuando, por ejemplo, leemos este texto, cono-
cemos a una persona, estamos preparando una comida, tomamos un café, decidimos
como pasar un dia festivo, leemos un libro o vemos una pelicula. En cada caso, no
s6lo se evalua al final del proceso sino también en otros momentos, y, en algunos
casos, esa valoracion permite generar cambios para tratar de mejorar el resultado.
Algo similar sucede con la evaluacién en matematicas.

La evaluacién se realiza a partir del conocimiento y las expectativas que se tiene
sobre lo que se evalua. En el caso de la evaluacion en matematicas, se lleva a cabo
desde la mirada de un especialista que muestra sus concepciones sobre la ensefianza
y aprendizaje de las matematicas, asi como los conocimientos y herramientas que se
ponen en juego. En la evaluacidn del aprendizaje se destaca lo que el docente consi-
dera importante para el conocimiento y coémo influye en la ensefianza y aprendizaje.

Entendemos la evaluacion en matematicas como un elemento del proceso for-
mativo que no s6lo muestra dénde esta cada estudiante respecto a la adquisicion del
conocimiento, sino que también, permite identificar dificultades y generar alterna-
tivas para modificar, ampliar o profundizar en el mismo y, en consecuencia, puede
utilizarse para el aprendizaje. Por tanto, la evaluacion forma parte de la regulacion
de un tipo de aprendizaje constructivo. En este sentido podriamos decir que el papel
del docente se acerca mas al papel de un médico que al de un juez.

LA EVALUACION EN MATEMATICAS COMO ELEMENTO DEL PROCESO DE ENSENANZA Y APRENDIZAJE

Entendemos que la planificacion del disefio de un programa de formacion en ma-
tematicas, en los diferentes niveles educativos, deberia incluir un aprendizaje activo
que permita la construccion del conocimiento por el estudiante y que implique el
desarrollo de una variedad de tareas que permitan, por ejemplo, trabajar de manera
colaborativa, preguntar y responder preguntas, reflexionar sobre su aprendizaje y
sobre el aspecto instrumental de las matematicas, razonar y discutir criticamente, y
aplicar el conocimiento en situaciones reales. Todo ello, adaptado a las edades y pe-
culiaridades de los estudiantes y atendiendo a la formacion en valores, la diversidad,
la colaboracion, la reflexién critica y el desarrollo sostenible.
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En esa forma de ensefianza-aprendizaje, el papel del profesor debe ser mas es-
peranzador que la tradicional interaccién ‘paso a paso’ controlada por el docente
pues debe permitir que el estudiante siga diversos caminos, de la misma forma que,
como ciudadano, en el futuro tendra que hacer frente a diversos problemas que no
tengan un método establecido o solucién exacta o que le haran tomar una decision
que difiera de la del experto (cuando, por ejemplo, tenga que contratar un seguro
de vida, organizar sus impuestos o planificar unas vacaciones) o como profesional,
cuando tenga que afrontar un problema o tarea que se le haya planteado.

Para ello, el docente debe actuar como mediador e informar a los estudiantes de
los objetivos de ensefianza-aprendizaje, metodologia y criterios y forma de evalua-
cién. Ademas, debe planificar el trabajo para que el estudiante reflexione, se haga
preguntas, busque informacion, identifique problemas, valore diferentes aspectos y
manifieste un criterio propio que debe defender de manera argumentada, tanto de
forma oral como escrita. Para ello hay que tener en cuenta las concepciones de los
estudiantes y su conocimiento, y el docente debe plantear preguntas y, ante las dudas
o errores, la mejor respuesta es una buena pregunta. Es decir, a lo largo del proceso
formativo, debe tener un papel dinamizador y crear oportunidades de revision del
trabajo y discusiones entre estudiantes, y entre ellos y el profesor, a la vez que debe
llevar un riguroso proceso de seguimiento y analisis de lo acontecido en el desarrollo
del proceso. El material de trabajo debe ser cuidadosamente seleccionado de manera
que se plantee en forma de reto, reto asumible, aunque sea parcialmente.

En ese contexto, patece conveniente que el estudiante construya el conocimiento y
sea participante activo en el proceso de enseflanza-aprendizaje de forma que adquiera el
conocimiento por si mismo y desatrolle distintas habilidades y competencias. Para ello, en
el aula de matematicas se debe atender a las capacidades de cada estudiante, que son dife-
rentes en unos y otros, y plantear actividades que vayan mas alld de la mera reproduccion
y que requieran el uso de capacidades o habilidades de un alto nivel de reflexién cognitivo,
con cierto grado de complejidad de las operaciones mentales implicadas y que obliguen
a conectar conceptos y estructuras, sintetizar informaciones y establecer deducciones
(Cardenas et al., 2016). Un ejemplo de ello podtian ser proyectos o tareas abiertas que
permitan que haya varias soluciones al mismo problema. Ademas, se deberfa promover el
trabajo en equipo y reconocer la importancia de la comunicacién, reflexién y discusion.

Para conseguirlo hay que tener en cuenta la evaluacién. Sus objetivos y métodos
ejercen mas influencia en cémo y qué aprenden los estudiantes que cualquier otro
elemento del proceso formativo. Decide lo que los estudiantes consideran importante,
afecta su comprension y participacion en las tareas de aprendizaje y a la transferencia
de los conocimientos al aprendizaje futuro. Deberfa ser un proceso que permita a los
estudiantes conocer qué son capaces de hacer, qué deberfan mejorar y cudles son los
errores cometidos. Esto significa que la evaluacion deberfa incluir métodos de analisis
e interpretacién que faciliten que los estudiantes construyan su propio conocimiento
individual y colectivo, y valore no solo las tareas desarrolladas en el aula sino también
las que se realizan fuera de ella y, en general, todos los aspectos que contribuyen al
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aprendizaje del estudiante. Los estudiantes deberian conocer claramente los criterios
que se van a utilizar para su evaluacién de manera que un indicador importante de
su formacién es que ellos mismos fueran capaces de valorar su trabajo de la misma
forma que lo hacen los profesores ya que, ademas de aportar un sentido de justicia,
les permitirfa mejorar su aprendizaje y entender mejor los objetivos con los que se
estan formando. No se puede olvidar que la autoevaluacion tiene una funcién mo-
tivacional que mejora el aprendizaje (Caceres y Chamoso, 2015).

CONTEXTO TEORICO, QUE INTENTA SER PRACTICO
Algunos apuntes tedricos

Un factor clave en cualquier reforma curricular es el desarrollo de practicas de
evaluacién que cumplan con los objetivos curriculares. Estas practicas de evaluacion
impulsan, en gran medida, el disefio de los libros de texto y la practica docente. Si se
consideran unas directrices curriculares basadas en el desarrollo de competencias, la
evaluacién puede ser mas compleja que si tiene otros objetivos. Hay que considerar
que se puede producir un desajuste entre el objetivo curricular y la evaluacion de
competencias de pensamiento matematico o modelado, por ejemplo.

Los curriculos actuales plantean una evaluacion global, continua, formativa e
integradora. Para ello se aconseja favorecer situaciones de aprendizaje en las que se
planteen tareas y actividades significativas y relevantes para resolver problemas de
manera creativa y cooperativa, reforzando la autoestima, la autonomia, la reflexiéon y
la responsabilidad, asf como el uso generalizado de variados instrumentos de evalua-
cién, accesibles y adaptados a las distintas situaciones de aprendizaje que permitan
la valoracién objetiva de cada estudiante.

¢En qué momentos del proceso de ensefianza-aprendizaje se evalda? ;Para qué se
evalia en cada momento? Imaginemos que queremos organizar un viaje de vacaciones
con nuestra pareja o un grupo de amigos. Para ello habra que hacer una evaluacion inicial
o diagnostica para valorar si nuestra pareja o grupo de amigos, por ejemplo, querran ir,
el lugar apropiado, posibilidades econémicas, nimero de dias, peculiaridades y prefe-
rencias de los que van, tipo de alojamiento o en qué se va a dedicar esos dias que puede
conllevar comprar algo necesario como material para esquiar y crema solar. Una vez en
el lugar decidido, habra que hacer una evaluacién formativa para ajustar las previsiones
realizadas al desarrollo real, donde pueden producirse cambios previstos e imprevistos
que no se habifan considerado como, por ejemplo, si el alojamiento no es el que se
prevefa, si llueve de manera que impide realizar alguna excursién prevista o si alguien
se pone enfermo. Finalmente, la evaluaciéon sumativa tendra en cuenta la valoracion de
cada uno de los aspectos considerados como lugar elegido, gasto ocasionado, numero
de dfas dedicados, alojamiento, comidas, excursiones y planificacién y peculiaridades de
los viajeros. La evaluacion auténtica tiene en cuenta todos los aspectos considerados.
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Esa metafora puede ayudar a reflexionar sobre la evaluacion en matematicas. Cuando
se planifica la evaluacion de una asignatura, unidad didactica o sesiéon de matematicas
se incluye una evaluacion inicial de tipo diagnéstico de, por ejemplo, caracteristicas,
contenidos, contexto, necesidades individuales de los estudiantes, posibilidades del
centro y aula o calendario escolar. Posteriormente, en el desarrollo, habra que hacer una
evaluacién formativa como estrategia de regulacion del proceso formativo para, por
ejemplo, valorar el progreso de los estudiantes no sélo en la adquisicién de contenidos
conceptuales y procedimientos, sino también en la adquisicién de capacidades y el desa-
rrollo de las competencias basicas, corregir errores o valorar el avance de los contenidos
tratados respecto a la prevision realizada. Finalmente, una evaluacién sumativa tendra
en cuenta la valoracién de cada uno de los aspectos considerados que pueden estar
relacionados con el profesor, los estudiantes u otras cuestiones. La evaluacién auténtica
tiene en cuenta todos los aspectos del proceso de ensefianza-aprendizaje considerados.

En las ultimas décadas, la terminologia utilizada para considerar la evaluacion
educativa y su relacion con el aprendizaje ha evolucionado y los términos evaluacion
formativa y evaluacion sumativa son ampliamente utilizados. En funcion del propésito,
se entiende que la evaluacién formativa sirve para apoyar y mejorar el aprendizaje de
los estudiantes, mientras que la evaluacion sumativa trata de rendir cuentas, clasificar
o certificar la competencia sobre el rendimiento de los estudiantes. De esta forma se
puede hablar de tres tipos de evaluacién: la evaluacion del aprendizaje (evaluacion
sumativa), la evaluacién para el aprendizaje y la evaluacién como aprendizaje (ambas
consideradas como evaluacién formativa). Tanto la evaluacién para el aprendizaje
como la evaluaciéon como aprendizaje se consideran parte de la practica diaria de
estudiantes y docentes, y buscan el aprendizaje continuo, aunque la segunda centra
principalmente su atencion en la autoevaluacién (Schellekens et al., 2021).

La evaluacion debe ir intimamente relacionada con la ensefianza-aprendizaje. Por ello,
en este capitulo entendemos los tres tipos de evaluacién como entidades integradas en
coherencia con todo el modelo educativo para facilitar al maximo el aprendizaje. Un
disefio apropiado de la evaluacién permitira que los estudiantes puedan comprobar
si consiguen resultados de aprendizaje adecuados o puedan utilizar la informacién
proporcionada para llegar a conseguitlos, detectar carencias en el procedimiento que
obligue a realizar cambios y que tanto el profesorado como los estudiantes se puedan
organizar para el trabajo que se requiere (Benjumeda et al., 2010)

Para ello es necesatio establecer unos claros objetivos de ensefianza que puedan
ser traducidos en resultados de aprendizaje y permitan definir criterios de evalua-
cién. Los objetivos de ensefianza son declaraciones que indican lo que el profesor
propone hacer. Sin embargo, los objetivos de aprendizaje indican lo que se pretende
que aprendan los estudiantes. Su descripcién, concreta y precisa, permite identificar
y petfilar los criterios de evaluacién, es decir, los indicadores de aprendizaje que han
de mostrar los estudiantes.

Los objetivos de ensefianza deben ir dirigidos a los objetivos de la asignatura, uni-
dad didactica o sesion en el contexto general del plan de estudios correspondiente.
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Deben tener en cuenta aspectos referidos tanto al conocimiento matematico como
a otros aspectos. Por ejemplo, se pueden considerar el conocimiento y aplicacion de
contenidos, el pensamiento matematico, el razonamiento matematico, la resolucién
de problemas, la valoracién de modelos, la argumentacién matematica, la comunica-
cién, la representacion, el formalismo matematico, la comprension de enunciados,
el uso de herramientas de dibujo, el uso de la calculadora y de tecnologia, el sentido
numérico, la autonomia e iniciativa personal del estudiante, la creatividad, la reflexion,
la capacidad de aprender algo nuevo, la participacion e interés, la relacion con otras
areas de conocimiento, la atencién al desarrollo sostenible, la bisqueda de los propios
errores, la atencién a la educacion en valores, el trabajo cooperativo, el pensamiento
critico u otros. Decidir cuales de esos aspectos se pretende que nuestros estudiantes
aprendan condicionaria los objetivos de aprendizaje, la metodologia y la evaluacion.

Cuando se planifica la evaluacién conviene definir y acotar los contenidos y
comprobar si se retoman de nuevo. Ademads, se debe elaborar un listado de las des-
trezas y habilidades alcanzables que se pretenden desarrollar. Estas habilidades y
conocimientos deben ser adecuadas al nivel de estudio, al grupo de estudiantes y al
contexto. También hay que delimitar si se trata de ensefiar explicitamente todas las
capacidades y habilidades necesarias para lograr los resultados de aprendizaje o se
asume directamente alguna de ellas. Esto permitira concretar los diferentes niveles
de logro para los criterios de evaluacién y decidir cuales se consideraran en las dife-
rentes tareas de evaluacién que se propongan, a la vez que evitara desviar el foco de
atencion a cuestiones que no sean objetivo de aprendizaje.

Para realizar una evaluacién formativa es necesatio utilizar algo mas que el tradicional
examen escrito. Una variedad de métodos de evaluacion clarifica las habilidades de
los estudiantes, se adapta a cada uno de ellos y puede mejorar el compromiso con la
tarea. Por ello es importante decidir qué instrumentos y técnicas son mas apropiados
y en qué momento debemos utilizarlos, qué actividades permitiran realizar un mejor
seguimiento y, ademas, qué instrumentos facilitaran la valoraciéon de las diversas
actividades que se utilicen a lo largo del proceso. También hay que considerar la
relacién coste-beneficio que suponen en el proceso educativo (Beesley et al., 2018).

Hacer participes a los estudiantes del proceso de evaluacion requiere una comuni-
cacion constante en diversos sentidos y con canales de comunicacién adecuados. Una
plataforma virtual, por ejemplo, puede ayudar a ello. Por ejemplo, antes de evaluar
conviene que estén informados de los conocimientos y habilidades que se consideran
objetivo de aprendizaje, as{ como de los criterios de evaluacion que puede ayudarles
a monitorizar su aprendizaje. Ello podra favorecerse con procesos de autoevaluacion
y coevaluacion. Durante el proceso formativo, es esencial crear diferentes momentos
de revision en los que los estudiantes puedan reconocer en qué punto estin y qué
pueden hacer para ampliar, profundizar o mejorar su propio trabajo. Este tipo de
acciones ayudan a la autoevaluacién y a la metacognicion. Las rabricas de evaluacion
son un medio adecuado para desarrollar estas practicas de evaluacién ya que permiten
detallar indicadores precisos de niveles de logro.
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La evaluacion puede apoyar e impulsar el aprendizaje de los estudiantes no solo in-
dicando, o reconociéndolo ellos mismos, el nivel en el que se encuentran respecto a la
adquisicion de cierto conocimiento o el desarrollo de alguna habilidad o destreza, sino,
ademas, para dotar de vias de accidén que ayuden a avanzar en el aprendizaje. Para ello,
conviene que la informacién que se ofrezca como retroalimentacion, ya sea por parte del
docente o de los compafieros, sea til para los estudiantes, llegue a tiempo y sea relevante
para alcanzar los objetivos de aprendizaje propuestos en las tareas de evaluacion.

La informacién que se obtiene durante el proceso puede ayudar al docente a la
reflexién y toma de decisiones sobre su propia practica y realizar los ajustes oportu-
nos. Permite valorar sila metodologia de ensefianza y los instrumentos de evaluacién
fueron adecuados o se deben considerar alternativas. También facilita reflexionar
sobre aspectos como, por ejemplo, la atencién que se esta dando a estudiantes con
dificultades de aprendizaje, talento matematico o alguna otra necesidad de adaptacion.
Y ajustar los tiempos de evaluacién y retroalimentacion para permitir que los estu-
diantes reflexionen y utilicen la informacién recibida. Ademas, permite reflexionar,
por ejemplo, sobre el desarrollo general del proceso, la motivacion a los estudiantes,
el fomento del aprendizaje reflexivo o la correccién de errores.

Para facilitar la compleja tarea de valorar las diversas tareas que compongan el proceso
evaluativo se pueden utilizar matrices de valoracién, que se suelen llamar ribricas o
listas de valoracion. Estas matrices facilitan la calificacion, pero, sobre todo, permiten
que los estudiantes conozcan con antelacion los criterios con los que seran valorados,
lo que proporciona una valiosa informacion cualitativa para la mejora del proceso
de aprendizaje. Reflejan los criterios de evaluacién y establecen distintos niveles de
consecucién para cada uno de ellos. En funcién del tipo de evaluacion que se desee
realizar y los criterios que se consideren para ello, se pueden considerar rubricas de
evaluacién holisticas o analiticas. Las rubricas holisticas, generalmente, se utilizan para
valorar la adquisicién de un conocimiento concreto o la calidad global de actividades
abiertas donde no haya una respuesta correcta definitiva y pueda permitir errores en
el proceso. Las analiticas se suelen utilizar para una evaluacién mas pormenorizada de
los diversos aspectos que se consideran fundamentales en el proceso. Estas ultimas
son mas costosas de construir y de aplicar que las holisticas, pero, a la vez, permiten
un alto grado de retroalimentacion para los estudiantes (Caceres y Chamoso, 2015).

Algunas posibilidades de evaluacién que se pueden considerar

St se pretende desarrollar una evaluacion global, continua, formativa e integradora,
la evaluacion debe integrarse como un elemento del proceso de ensefianza-aprendizaje.
Para ello sera necesario disponer de una variedad de técnicas e instrumentos que aporten
informacion de distinta naturaleza y en diferentes momentos del proceso formativo.

Uno de los instrumentos mas completos para realizar una evaluacion de ese tipo es
el portafolios de aprendizaje. Se entiende portafolios de aprendizaje a la compilacion de
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trabajos realizados por el estudiante que aporta evidencias de su conocimiento, destrezas,
disposicion y reflexion sobre el trabajo realizado. Puede concretarse en propuestas de
trabajo que cada estudiante desarrolla a lo largo del proceso formativo, que pueden
ser de distinta naturaleza o con diferentes objetivos como, por ejemplo, voluntarias u
obligatorias, individuales o en grupos, para recordar, mejorar el aprendizaje o profun-
dizar en el mismo. Esas propuestas de trabajo deberian ser planificadas adecuadamente
y, ademas, cada una de ellas deberfa tener su propia rubrica de valoracién. Todo ello
deberia conocetlo el estudiante con antelacion (Caceres y Chamoso, 2015).

Una caracteristica interesante del portafolios es que no s6lo muestra un trabajo
final del proceso formativo sino, también, el progreso del aprendizaje del estudian-
te, las responsabilidades que asume, como participa en el proceso de diagnéstico y
evaluacién, cémo percibe los incidentes criticos, sus actitudes, sus habitos de inde-
pendencia y reflexion, la voluntad de aceptar los propios errores, la consideracion de
los errores como oportunidades de aprendizaje y sus habilidades tanto en resolucion
de problemas como en comunicacién, razonamiento y analisis. El uso del portafolios
obliga a tomar decisiones que se deben justificar. Ademas, puede incluir posibilidad
de revisién y mejora ya que, la revisioén y reflexion del propio trabajo, favorece la
autorregulacion del aprendizaje. Para conseguirlo, los trabajos que incluya deben
ayudar a conseguirlo (ejemplos en Figura 1 y Figura 2).

En un curso de formacion de docentes de matematicas de Primaria, se organizo6 un portafo-
lios de aprendizaje basado en unas propuestas de trabajo para el estudiante, en grupos de 2,
en tres sentidos: Eyervicios (voluntarios; para hacerlos fuera del aula), Actividades (obligatorios;
para hacerlos en el aula) y Proyectos (obligatorios; para hacerlos fuera del aula). Todas las pro-
puestas de trabajo tenfan posibilidad de mejora.

En concreto, cada uno de los proyectos tenia como objetivo, referido a la ensefianza de
matemaiticas en Primaria: disefio de un contenido, conocimiento del contenido matematico
y metodolégico, reflexion sobre la practica y creatividad. Cada uno se valoré en funciéon
de la profundizacion y calidad del objetivo considerado, y su implicacion en el proceso de
ensefianza-aprendizaje del estudiante:

Nivel 1 (Descripcion): Cuando participa en el proceso con una vision externa.
Nivel 2 (Argumentacion): Cuando participa de forma activa en el proceso.

Nivel 3 (Aportacién): Cuando, ademas de participar, se involucra en el proceso, y
toma decisiones propias.

Por ejemplo, cada grupo de estudiantes entregé el proyecto de disefio de un contenido ma-
tematico para Primaria al inicio del curso y volvié a entregarlo al final del mismo mejorado,
para lo cual el desarrollo del curso se dirigi6 a formar en aspectos, en diversos sentidos, que
pudieran facilitar esa mejora. La Tabla 1 recoge la ribrica para valorar el proyecto referido a
creatividad (Caceres et 4l., 2010, Chamoso y Caceres, 20106)

Figura 1. Practica de evaluacion de un portafolio
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Tabla 1. Plantilla de valoracién del proyecto de creatividad

Niveles Indicadores

0 (Generalidad): Toma los contenidos e El contexto, el argumento y las actividades
directamente de otras fuentes y los no son validos.

estructura sin criterio aparente. e No se adapta al trabajo pedido

1 (Descripcion): Conoce lo que utiliza e El contexto, el argumento y las actividades
sin relacionarlo entre si para explicar son validos.
los

contenidos, el desarrollo global, y los el P

graficos.
2 (Argumentacion): Argumenta lo e El contexto, el argumento y las actividades
que realiza relacionandolo entre si y son vilidos, apropiados y motivadores.

siguiendo una secuencia légica para

. . e Las aportaciones son variadas.
explicar los contenidos, el desarrollo P

global, y los graficos.

e El contexto, el argumento y las actividades
son validos, apropiados, motivadores y
3 (Aportacion): Utiliza argumentos creativos.

ropi i delos original r
PrOpIOS y crea MOCelos OLginales para Adapta el trabajo a distintos niveles de

explicar los contenidos, el desarrollo dificultad.

global, y los graficos.
e Las aportaciones son muy variadas en
diferentes sentidos.

0: Carece de los aspectos fundamentales y
no se aprecia coherencia aparente.

Valoracion global de la estructura del 1: Presenta algunos aspectos fundamentales.

trabajo escrito (esquema, desarrollo,
2: Incluye la mayor parte de aspectos funda-

objetivos, conclusion, bibliografia,
mentales.

reflexion personal)

3: Incluye todos los aspectos fundamentales
con coherencia.
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En un curso de formacién de docentes de matematicas de Primaria, se organiz6 un por-
tafolios de aprendizaje basado en el desarrollo de un Proyecto Estadistico (PE) que los
estudiantes, en grupos, debfan presentar, oralmente y por escrito, al final del curso. Los
estudiantes conocian, desde el principio del curso, la ribrica de valoracién que se iba a
utilizar (Tabla 2).

Como parte de su portafolios, y para favorecer el adecuado desarrollo del PE, cada grupo
de estudiantes, hacia la mitad del curso, en sesiones sucesivas de aula:

1. Present6 sus Avances del Proyecto Estadistico (APE), oralmente y por escrito.

2. Aplicé la rubrica a su propio APE (Autoevaluacion). Después, aplicé la rabrica a
5 APE desarrollados por sus compafieros (Coevaluacion). Finalmente, cada grupo
validé o modificé la valoracién de su propio APE. Las valoraciones de cada APE
referidas a Autoevaluacién y Coevaluacion, unido a la valoracién del profesor, se
pudieron a disposicién de los estudiantes.

3. Present6 sus Mejoras de los Avances del Proyecto Estadistico (MAPE) por escrito,
que fueron las que se consideraron para valoracion final (Caceres y Chamoso, 2019).

Figura 2. Practica de evaluacion de una tarea del portafolios para favorecer
el desarrollo de un Proyecto Estadistico considerando la reflexion, la
autoevaluacion y la coevaluacion

Tabla 2. Rubrica de valoracion de un Proyecto Estadistico

4 3 2 1
Planteamien-  El tema es perti-  El tema es El tema es El tema no es
to y justifi- nente, el proble-  pertinente, pertinente pero  pertinente y no
cacion del ma se justifica el problema no se justifica se justifica su
problema y adecuadamente  se justifica adecuadamente  eleccién. No
objetivos y se formulan vagamente o se  su eleccion o se  se formulan
objetivos medi-  formulan ob- formulan ob- objetivos o se
bles estadistica-  jetivos que no jetivos paralos  formulan objeti-
mente son medibles que no es nece-  vos ambiguos
estadistica- sario aplicar la
mente estadistica
Busquedade  Se utilizan sufi-  Se utilizan Se utilizan No se muestran
informacion cientes fuentes algunas fuentes  algunas fuentes  evidencias de

de informacién
adecuadas al
tema de estudio
y se incluyen en
la bibliografia

de informacién
adecuadas al
tema de estudio
y se incluyen en
la bibliografia

de informacién
adecuadas al
tema de estudio
y no se incluyen
enla

bibliografia

haber utilizado
fuentes de infor-
macion.
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4 3 2 1
Recogida y Se indica cémo  Seindica como  Unicamente se ~ No se indica
organizacion  se recogen se recogen indica cémo se el proceso de
de datos los datos, los los datos ylos  han recogido recoleccion de
instrumentos instrumentos los datos datos

de recogidayla  de recogida,
explicacion clara  pero no cémo
de su organiza- se organizan
cion

En cualquier caso, el portafolios recoge las respuestas de estudiantes a tareas
propuestas para el aprendizaje. Se entiende que el tipo de tareas que los docentes
proponen a los estudiantes tiene gran influencia en su aprendizaje, lo que ellos en-
tenderan por "matematicas” y el medio con el que construyen su aprendizaje. Pueden
ser de diversos tipos como, por ejemplo, creacion o resolucioén de tareas matematicas,
elaboracién de proyectos, mapas conceptuales, pruebas escritas, autoevaluaciones o
coevaluaciones, deteccion de errores, reflexiones, modificaciones del propio trabajo,
realizacion de videos, resolucion de tareas en contextos reales o crear problemas
matematicos. A continuacion, se detallan alguna de ellas.

Se entiende como mapa conceptual a un grafico de nodos en el que se situan
conceptos, que se unen mediante flechas que suelen ir acompanadas de palabras o
frases de enlace formando proposiciones. Los mas utilizados son los jerarquizados
y de arafia. En los primeros, un concepto principal se sitia en la parte superior vy,
debajo, los subconceptos en filas; en los segundos, el concepto principal se coloca
en el centro y se enlaza con subconceptos a su alrededor. Su elaboracion puede ser
mas o menos guiada, en funcion de los objetivos que se pretendan y las caracterfsti-
cas de los estudiantes; es decir, se puede considerar desde una lista no jerarquizada
de conceptos o términos conceptuales para construir un mapa conceptual con un
listado de conexiones guiado por el profesor con la participacién de los estudiantes,
hasta la elaboracion libre por parte del estudiante (Figura 3). Admite otras variantes
y posibilidades como, por ejemplo, la elaboracién del mapa conceptual de un mismo
concepto en diferentes momentos del curso para descubrir la evolucién del cono-
cimiento del concepto por los estudiantes. Se suele valorar mediante una plantilla
de control en la que se indican las conexiones correctas, incorrectas o inexistentes.
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Una forma de evaluar mapas conceptuales es la que estudiantes de 3° de ESO elaboraron
libremente, atendiendo a los siguientes aspectos:

1. ¢Qué diferencias se observan a la hora de presentar los conceptos en los diferentes
mapas conceptuales? (dirigido a analizar la forma en que se organizan los concep-
tos y las palabras o frases de enlace).

2. ¢Qué conceptos no se introducen? ¢Qué relaciones no se establecen? (dirigido a
identificar conceptos incluidos, omitidos y repetidos).

3. ¢Qué conceptos estan mal asentados o mal relacionados? (dirigido a descubrir
posibles errores cometidos).

Hstos aspectos no solo los debe considerar el profesor, sino que también lo deben hacer los
estudiantes con sus propias producciones y las de sus compafieros. Esto les permitira ser
conscientes de la profundidad de su produccién, de hacer una autoevaluacién al preguntar-
se, por ejemplo: ¢qué dificultades he tenido al hacer el mapa conceptual? ;qué he aprendido
con el mapa conceptual? (Azcarate, 20006).

Figura 3. Una propuesta para evaluar mapas conceptuales

Otra posibilidad es la resolucién de problemas abiertos. Los problemas abiertos
permiten que haya mas de una solucién correcta para resolverlos, lo que favorece
la creatividad, la iniciativa, la toma de decisiones y la aplicaciéon del conocimiento
matematico. Pueden estar relacionados con la modelizacién, que busca resolver un
problema real y donde las matematicas se convierten en una herramienta que ayuda
a organizar, sintetizar y representar datos, tomar decisiones, resolver el problema e
interpretar el resultado. Esto ultimo puede realizarse en forma de tarea pero, usual-
mente, se hace como proyecto en grupos colaborativos durante un cierto periodo de
tiempo. Generalmente requiere de frecuente retroalimentacion ya sea, por ejemplo,
por parte del docente, mediante didlogos grupales o evaluacion por pares. Este tipo
de tareas se suelen valorar mediante ribricas de evaluacion (Figura 4).
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El proyecto “El Agua” pretende que el estudiantado de Secundaria sea consciente del gasto
de agua que se genera en su vivienda y en el municipio, y adopte medidas de ahorro.

Las capacidades que se consideran son: Comunicacién (C), Matematizaciéon (M), Represen-
tacién (R), Razonamiento y Argumentacion (A), Diseflo de estrategias para resolver pro-
blemas (RP), Utilizaciéon de operaciones y lenguaje formal y técnico (O) y Utilizacion de
herramientas matematicas (7T).
Los procesos que se consideran son:
1. Formulacién matematica de las situaciones:
1.1. Paso de situacion real a modelo o esquema.
1.2. Modelo o formulacién matematica.
2. Empleo de conceptos, datos, procedimientos y razonamientos matematicos.
3. Interpretacion, aplicacion y valoracion de los resultados matematicos.
3.1. Validar soluciones.

3.2. Exponer conclusiones del estudio.

El trabajo se realiza en grupos y se divide en tres etapas:

1. Delimitacion de los aspectos que ayudan a determinar el gasto de agua diario que se
produce en la propia vivienda. Decision, justificada, del método mas adecuado para
medir el consumo, asi como las matematicas que ayudan, por ejemplo, a representar
el gasto de agua o la frecuencia de uso.

2. Elaboracién de una encuesta para realizar un estudio estadistico mas amplio sobre
los habitos de consumo en las viviendas del barrio.

3. Recoleccion de resultados de las encuestas, recuento de respuestas, elaboracion y
seleccion de tablas de frecuencias y de graficos, eleccion de la informacion para pre-
sentar los resultados. Interpretacion de resultados.

El instrumento para evaluar el proyecto es una plantilla de valoracién atendiendo a las ca-
pacidades y procesos considerados (un detalle de la plantilla referida al proceso “Paso de
situacion real a modelo o esquema” se incluye en la Tabla 3; Benjumeda et al., 2015).

Figura 4. Practica de evaluacién por proyectos
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Tabla 3. Plantilla de valoracion del proceso “Paso de situaciéon real a modelo
0 esquema” del proyecto “El Agua”

Capacidades

Criterio Indicador
C M R A RP

Justificacion de la elec- 0  No da razones

cion del método para
p 1  Razones no

calcular el agua consu- L.
g4 matematicas X X X

mida en cada una de las
situaciones acordadas en 2  Razones matematicas
grupo clase

0  Predominio de
esquemas incompletos
Explicacion de como o inadecuados

se utiliza el agua en el 1 Esquemas

incompletos o X X X X
inadecuados para

caso elegido (esquema)
e identificacion de limi-

taciones y supuestos de .
algunas situaciones

cada uno
2 Esquemas adecuados
y razonables
0  Se contemplan muy
pocos aspectos de los
Reconocimiento de necesarios

los aspectos necesarios
. 3 1 Faltan algunos

para el estudio estadfs-

tico (preguntas de la

encuesta) 2 Se contemplan

aspectos importantes

todos los aspectos
necesarios

La creacién de tareas matematicas por los estudiantes, o la adaptaciéon de tareas
en algun sentido, requiere una alta demanda cognitiva, incrementa el conocimiento
matematico y la capacidad de disefio matematico-didactico. Se puede realizar de di-
ferentes formas en funcion del objetivo de ensefianza. Por ejemplo, estudiantes de
Educacién Secundaria y Bachillerato crearon tareas vinculadas con la vida real para
una evaluacion inicial, con el objetivo de descubrir tanto potencialidades como grandes
dificultades matematicas (Mercado Hurtado, 2007). En otro sentido, en formacién
de docentes se han desarrollado experiencias en las que no solo se crean tareas, sino
que también se mejoran a partir de la formacién (Figura 5).
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En una sesion de aula de 2 horas de duracion futuros docentes de primaria, en grupos,
crearon tareas matemdticas. En concreto, inicialmente, debian crear tres tareas en contextos
reales que se pudieran plantear a un estudiante de Primaria. A continuacién, cada grupo
analizo la autenticidad de las tareas creadas a partir de una rubrica de valoracion que se les
proporciond, para descubrir aspectos que podian mejorarse. Después de una discusion for-
mativa general sobre el grado de autenticidad de algunas tareas creadas por algunos grupos
con el fin de proponer, entre todos, sugerencias de mejora, cada grupo modifico sus tres
tareas iniciales para proponer tres nuevas tareas finales con un mayor nivel de autenticidad.

Cada tarea final se valoré como correcta si cumplia todas las dimensiones de autenticidad,
suficiente si se mejoraba al menos una de ellas y mejorable si no se mejoraba ninguna (Ca-
ceres et al., 2015).

Figura 5. Practica de evaluacién para crear tareas y mejorarlas

Existen otras muchas posibilidades de evaluacién en diferentes sentidos depen-
diendo de los objetivos que se pretendan (Azcdrate, 2006; Serradé y Azcarate, 2006;
Serradé, 2009); también el cuestionario KPSI (Knowledge and Prior Study Inventory),
para favorecer la autopercepcion y la autorregulacion del aprendizaje del estudiante
cuando valora su percepcién sobre su grado de conocimiento, competencias y co-
nocimientos previos.

ALGUNAS SUGERENCIAS. PAUTAS PARA UNA BUENA EVALUACION EN MATEMATICAS

La evaluaciéon en matematicas de una asignatura, una unidad didactica o una se-
sién de clase, por ejemplo, se puede organizar de diversas formas. Una posibilidad
es hacerlo en funcién del desarrollo del proceso formativo en el aula para lo que se
pueden considerar tres momentos, antes, durante y después. En esencia:

Planifica tu evaluacién (antes)

1. Considera las directrices oficiales para ajustar la planificacion de la asignatura.
Valora el contexto y las peculiaridades que pueden condicionarla. Valora la
necesidad de realizar una evaluacion inicial o diagnéstica directamente con los
estudiantes.

2. Clarifica tus objetivos de ensefianza, tanto los referidos al conocimiento
matematico como otros que entiendas que se deben considerar. Traslada tus
objetivos de enseflanza a resultados de aprendizaje.

3. Redacta los criterios de evaluacién de cada objetivo de ensefianza con precision
y claridad indicando los diferentes niveles de logro para cada uno de ellos.

4. Elige instrumentos de evaluacién que permitan obtener informacién sobre el
aprendizaje y decide los momentos y formas en que los utilizaras.
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5. Disefa las tareas de evaluacién que formaran parte de esos instrumentos y
las rubricas que permitiran valorar el nivel de logro. Para ello, ademds, ten en
cuenta, por ejemplo, estudiantes con dificultades de aprendizaje o de altas
capacidades.

6. Organiza un calendario que recoja los momentos de evaluacién, de retroali-
mentacién y entrega del trabajo revisado, adecuado para que no suponga una
presion que perjudique el proceso.

7. Dialoga y acuerda con los compafieros el desarrollo del proceso formativo.

Implementa tu evaluacién (durante)

1. Consensua la evaluaciéon con los estudiantes.
Facilita las rubricas de evaluacion de cada tarea previamente a su realizacion
para favorecer la regulacion del aprendizaje.

3. Ajustala evaluacion si fuera necesatrio dependiendo del desarrollo del proceso
formativo o imprevistos.

4. Facilita a los estudiantes sus resultados con detalle, incluyendo orientaciones
que permitan revisar el propio trabajo y profundizar sobre éL

5. Solicita reflexiones sobre el propio aprendizaje. Facilita la revision del propio
trabajo, ya sea personalmente o entre compafieros.

Reflexiona sobre el proceso (después)

1. Valora el proceso formativo en el que se incluye la evaluacion.
Realiza la calificacion del aprendizaje de cada estudiante segun la planificacion
del proceso formativo efectuada.

3. Valora si la evaluacién desarrollada sirvié para obtener informacion sobre los
resultados de aprendizaje propuestos.

4. Valora si te has sentido cémodo durante el proceso y como se podria haber
hecho mejor. Considera instrumentos de evaluacion alternativos si lo estimas
conveniente.

REFLEXIONES FINALES

En este capitulo se aportan ideas sobre la evaluacién en matematicas, experiencias
y ejemplos que pueden ayudar a desarrollarla y sugerencias para realizar una adecua-
da evaluacion. Pero lo que principalmente se ha pretendido es reflexionar sobre la
evaluacién. Cada docente debe gestionatla segin su concepcion de la ensefianza y
aprendizaje, atendiendo al contexto y estudiantes.

Los sucedidos reales iniciales posibilitan algunas reflexiones. Por ejemplo, Sucedido
1 permite reflexionar sobre la relacién que debe tener la evaluacion con los objetivos
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de aprendizaje; Sucedidos 2 y 4 recuerdan que, en las aulas de matematicas, el objetivo
es aprender matematicas; Sucedidos 3, 5, 8 y 9 reflejan la importancia de la rabrica de
valoracién, acordada entre docentes y alumnos, y la necesidad de su uso apropiado;
Sucedidos 6 y 7 indican que no siempre el sentido de justicia o de objetividad de
la evaluacién esta en consonancia con la valoracién del aprendizaje adquirido. Pero
el lector puede realizar otras reflexiones en cualquier sentido. Asi es la evaluacién,
algo vivo que depende de cada docente, aunque siempre ajustindose a las directrices
educativas, objetivos de enseflanza, contexto y estudiantes.

Algo para terminar. A continuacién, se muestran respuestas de estudiantes a dos
tareas de evaluacion:

1. Enuna clase de secundaria de estudiantes de talento matematico se propuso la
siguiente actividad: “Describe el trayecto de tu casa al colegio que haces cada
dia para que alguien pueda seguirlo sin equivocarse sin que estés tu delante.
Puedes hacer un dibujo, mapa u otras posibilidades que te parezcan. Incluye
lugares significativos y relevantes que puedan ayudar (por ejemplo, parque,
kiosko, parada del autobus, semaforos, contenedores, paso de peatones, tienda
del pan). Puedes hacer lo mismo con la vuelta del colegio a tu casa”.

Se adjuntan respuestas de dos estudiantes (Figura 6 y 7)
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Figura 6. Plano del trayecto de tu casa al colegio
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Figura 7. Descripciéon del trayecto de tu casa al colegio

El docente comprobé que las dos respuestas eran correctas.

Pregunta: Aunque las dos respuestas sean correctas, suna puede ser mas correcta
que otra?

2. En un aula de matematicas de secundaria cuyo objetivo es aprender la media
aritmética, se pidio a los estudiantes que calcularan la media aritmética del
peso de 3 personas. La respuesta de un estudiante fue 489,7 kilogramos.

Pregunta: Quizas el estudiante sabia calcular la media aritmética, pero tuvo un error
al colocar la coma. ;Qué hacer? Si sabe calcular la media aritmética, la respuesta se
le podia valorar casi bien debido al error en calculo. Pero, ¢se puede permitir que un
estudiante, después de conseguir un resultado, no reflexione sobre lo obtenido en
el contexto de la tarea solicitada y valorar que no es posible que la media aritmética
del peso de 3 personas sea 489,7 kilogramos?

Reflexione sobre ellas. Seguro que no todos los docentes coincidirfan en la misma
respuesta en cada caso. Eso puede abrir posibilidades futuras de continuar este trabajo.
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Recuerda que la evaluacion:

1. Es un elemento del proceso de ensenanza-aprendizaje.
2. Dirige el aprendizaje del estudiante.

3. Debe valorar los objetivos de ensefianza y aprendizaje.
4

Debe mostrar el aprendizaje del estudiante atendiendo a los objetivos de
enseflanza y aprendizaje.

5. Muestra el desarrollo del proceso formativo que, ademas del aprendizaje
del estudiante, incluye otros aspectos como, por ejemplo, el trabajo del
profesor.

Decalogo para una adecuada evaluacién:
1. Convierte la evaluacién en un elemento para aprender.
2. Planifica la evaluacién en diferentes momentos del proceso formativo.

3. Disena criterios de valoracion o rdbricas, precisos y adecuados, y ponlos a
disposicion de los estudiantes con antelacion.

4. Considera diferentes instrumentos de evaluacion. No olvides la autoeva-
luacién y la coevaluacion.

5. Adecua la evaluacion al contexto y las capacidades de los estudiantes aten-
diendo especialmente, por ejemplo, a los que tienen dificultades de apren-
dizaje y a los que tienen talento matematico.

6. Facilita la reflexion sobre el aprendizaje para mejorar el propio trabajo y
la evaluacion.

7. Favorece la retroalimentacion.
8. Haz tu evaluacién justa y objetiva.

9. Trata de eliminar la tradicional presién por la evaluacién. Anima construc-
tivamente a los estudiantes para que consigan una evaluacién adecuada.

10. Haz que tu evaluacién motive, sea util e interesante.
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INTRODUCCION

EN LA ENSENANZA Y APRENDIZAJE de las matematicas en los diferentes niveles es-
colares existe la conviccién de que es necesario enfrentar el proceso de ensefianza
y aprendizaje desde una nueva perspectiva, es decir, repensar los métodos didac-
ticos que brindan un aprendizaje significativo a los estudiantes para apoyarlos en
el desarrollo de un vasto conjunto de habilidades necesarias para desempefiarse
eficientemente en la sociedad actual. A lo largo de los diferentes niveles escolares
el alumnado debera desarrollar el razonamiento matematico y la comunicacion,
una comprensiéon profunda de los conceptos matematicos, y la capacidad para
reconocer la aplicacién del conocimiento matematico en el mundo real.

Ademas, en la sociedad actual, en la que se tiene facil acceso a instrumentos y apli-
caciones que realizan calculos matematicos de todo tipo, no es necesario que el alum-
nado dedique tiempo a memorizar y reproducir técnicas. La sociedad necesita formar
personas con sentido critico, con capacidad para comunicar y argumentar con logica,
y que usen con criterio las tecnologfas que estan a su alcance para resolver problemas.

El desarrollo de la competencia matematica se lleva a cabo mediante la movili-
zacién de contenidos que integran conceptos, procedimientos y actitudes. Estos
contenidos se van a organizar entorno a la idea cognitiva de sentido matematico
que a lo largo del libro se ha venido interpretando como el conjunto de destre-
zas relacionadas con el dominio en contexto de contenidos métricos, numéricos,
algebraicos, geométricos y estocasticos. Esta idea de sentido matematico subraya
el caracter funcional del aprendizaje de las matematicas y las posibilidades de es-
tablecer conexiones entre los diferentes contenidos de los sentidos matematicos.

En la propuesta de CEMAT (2021) el conocimiento matematico que debe adquirir
el alumnado a lo largo de los diferentes niveles escolares se ha estructurado, como
acabamos de mencionar, en cinco sentidos matematicos: algebraico, espacial, estocas-
tico, de la medida y numérico. El orden en el que se nombran estos sentidos es orden
alfabético, no indica prioridad o importancia en el aprendizaje de las matematicas.

El sentido algebraico se caracteriza por ver lo general en lo particular, reconociendo
patrones y relaciones de dependencia entre variables expresando estas regularidades
mediante diferentes representaciones, y modelizar situaciones matematicas o del
mundo real con expresiones simbolicas. Para que el aprendizaje del algebra sea
significativo para el estudiante debe centrarse en cuatro enfoques: Generalizaciéon
de patrones numéricos, geométricos y de las leyes que gobiernan las relaciones
numéricas, Resolucion de problemas, Situaciones funcionales, Modelizacién de
fenémenos fisicos y matematicos (Stacey et al., 2000). Estos enfoques abarcan las
componentes basicas del algebra en la escuela.

El sentido espacial se refiere a las capacidades de un individuo para trabajar
e interactuar en un entorno amplio, elaborar o descubrir imagenes de formas y
figuras, clasificarlas, relacionarlas y razonar con ellas (NCTM, 2000). El sentido
espacial debe ir acompafiado del sentido de la medida y el descubrimiento de
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patrones, y en la educacion secundaria también se puede relacionar con el con-
cepto de funcion.

El sentido estocastico estd ligado a la intuicién sobre la incertidumbre, y es la
capacidad para hacer frente a una amplia gama de situaciones cotidianas que implican
el razonamiento y la interpretacion de datos, la elaboracion de conjeturas y la toma
de decisiones a partir de la informacion estadistica, la comprension y comunicacién
de fenémenos aleatorios, y la capacidad de realizar algunas predicciones.

El sentido de la medida es necesario para comprender y comparar atributos de
los objetos y los seres vivos de nuestro mundo. Este sentido se caracteriza por la
capacidad del sujeto para estimar y cuantificar magnitudes. Se reconoce esta capacidad
en el individuo que entiende y elige las unidades adecuadas para estimar, medir y
comparar atributos y utiliza las herramientas adecuadas para realizar mediciones. En
la etapa de Bachillerato el salto al limite permitird medir el cambio de los procesos
e incorporar el calculo integral como herramienta para la medida de superficies.

El sentido numérico se caracteriza por la aplicacién del conocimiento sobre
numeracion y calculo en distintos contextos, y por el desarrollo de habilidades y
modos de pensar basados en la comprensién, la representacion y el uso flexible
de los nimeros y las operaciones.

En esta parte 2, hemos dedicado un capitulo a cada uno de los distintos niveles
escolares (Hducacion Infantil, Educacion Primaria, Educacién Secundaria Obliga-
toria, Bachillerato) Y en ellos hemos ejemplificado el trabajo de aula cada uno de
los sentidos matematicos (algebraico, espacial, estocastico, de la medida y numérico)
considerados en el curriculo para orientar al profesorado de esta etapa a desarrollar
las propuestas curriculares. Ademas, por las caracteristicas diferentes de su alumnado
también se ha dedicado un capitulo a las matematicas en la Universidad, Formacién
Profesional, Educacién para Personas Adultas y, un ultimo capitulo, a la educacion
matematica del alumnado con necesidades especificas de apoyo educativo.
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Resumen

En la Educacion Infantil, el aprendizaje de las matematicas se inicia con los conoci-
mientos intuitivos e informales que los niflos traen a la escuela. En estas edades, las
practicas docentes deben favorecer el desarrollo de los procesos infantiles de resolu-
ci6n de problemas y razonamiento, representacion, comunicacion y conexién de ideas
matematicas, asi como facilitar que los nifios interactien con ideas matematicas clave.
El enfoque de ensefianza se basa en el juego, la exploracion, y la manipulacion, en
proporcionar tiempo suficiente, materiales manipulativos, y apoyo para que los nifios se
desenvuelvan en situaciones de la vida en las que necesiten conocimientos matematicos.

Palabras clave: Educacion infantil, Metodologia didactica, Recursos didacticos, Sentido
algebraico, Sentido espacial, Sentido estocastico, Sentido de la medida, Sentido numérico.

Abstract

In Early Childhood Education, the learning of mathematics begins with the intuitive
and informal knowledge that children bring to school. At these ages, teaching practices
should favor the development of children's problem-solving and reasoning processes,
representation, communication and connection of mathematical ideas, as well as favoring
for children to interact with key mathematical ideas. The teaching approach is based
on play, exploration, and manipulation, on providing enough time, manipulatives, and
support for children to face life situations in which they need mathematical knowledge.

Keywords: Early childhood education, Educational methodology, Educational resources,
Algebraic sense, Measurement sense, Number sense, Spatial sense, Stochastic sense.
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EL APRENDIZAJE Y LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS EN EDUCACION INFANTIL

EN rAs UrTiMAS DECADAS, ha ido aumentando considerablemente la visibilidad de 1a
Educacion Matematica Infantil. Muestra de ello, es el desarrollo de diversas agendas
de investigacion en este campo (Alsina, 2020a; Elia et al., 2021). En el contexto inter-
nacional, por ejemplo, se esta realizando una importante labor en el grupo Early Years
Mathematics (EYM) dentro del Congress of European Research in Mathematics Education
(CERME), con la presencia de estudios de autores espafioles. Edo (2016) sefiala que
entre los temas que se han tratado en las diferentes ediciones aparece el analisis de
las oportunidades de aprendizaje matematico en contextos informales, el papel de
los materiales, las diferentes formas de comunicacién y representacion matematica
de los nifios pequefios o las evidencias de aprendizaje sobre contenidos especificos,
entre otros. Existen otras iniciativas a nivel internacional, como las POEM Conferences
on Early Mathematics Learning, que cubren cuestiones relacionadas con el desarrollo del
pensamiento matematico a través de investigaciones sobre la ensefianza y el aprendizaje
de los procesos matematicos y el contenido matematico, el impacto del entorno social,
con estudios sobre las transiciones para nifilos pequefos entre el hogar y la escuela o
bien la profesionalizacion de los maestros de la primera infancia, con una amplia va-
riedad de enfoques tedricos y metodolégicos innovadores que establecen unas bases
interesantes para futuras investigaciones en esta area (Alsina, 2020; Carlsen et al., 2020).

En el contexto espafiol se ha producido también un aumento considerable de la
produccion cientifica desde la reactivacion del Grupo de Investigacion en Educacion
Matematica Infantil IEMI) en 2011, dentro de la Sociedad Espafola de Investigacion
en Educaciéon Matematica (SEIEM). En este caso, los intereses de investigacion se
han orientado principalmente a tres grandes temas: la adquisicion y el desarrollo del
pensamiento matematico infantil, la formacién inicial de maestros de Educacion
Infantil y el uso de recursos o contextos de aprendizaje para favorecer el desarrollo
del pensamiento matematico (Alsina, 2013; Salinas, 20106).

A continuacion, se resaltan aspectos clave sobre el aprendizaje y la ensefianza de las
Matematicas en Educacion Infantil organizados en tres dimensiones (Alsina, 2020):
1) las finalidades de la ensefianza (¢para qué se ensefia? y ¢por qué se ensefa?); 2) la
organizacion de la ensefianza (¢qué se ensena? y scuando se ensefia?); y 3) las practicas
de ensenanza (¢;cémo se ensena?). Con ello, se pretende promover un debate sobre
la calidad de la Educacion Matematica Infantil y la influencia en el aprendizaje de las
matematicas en etapas educativas posteriores.

Finalidades de la ensefianza de las matematicas en Educacion Infantil
Sobre esta dimension, se destacan dos cuestiones fundamentales: el papel rele-

vante que tiene la Educaciéon Infantil para desarrollar las habilidades matematicas y
la entidad propia de la etapa.



Matematicas en la Educacion Infantil 109

En el marco del desarrollo integral, es fundamental reconocer en el papel de las
matematicas intuitivas ¢ informales. Los conocimientos matematicos intuitivos se
refieren a un tipo de conocimiento autoevidente, basado en la certeza intrinseca,
mas global, metaférico, no analitico (Fischbein, 1987); adicionalmente, los conoci-
mientos matematicos informales tratan sobre las nociones y procesos aprendidos
en la dindmica diaria no escolar, los cuales se desarrollan a partir de las interaccio-
nes con el medio fisico y social, donde se presentan escenarios como los juegos
que generan aprendizajes de una manera mas natural y espontanea (Alsina, 2015;
Baroody, 2005; Clements y Sarama, 2015; Geist, 2014; Ginsburg y Baroody, 2007;
Vanegas et al., 2021). Estos conocimientos informales son el eslabon necesatio
para el acceso a la matematica formal, que se refiere a las habilidades y conceptos
que se aprenden en las escuelas y suele caracterizarse por una matematica mas
simbdlica y escrita (Baroody, 2000). De acuerdo con Ginsburg et al. (1998), estas
formas de aprendizaje se relacionan entre si para ir dando un sentido al desarrollo
de los conocimientos matematicos.

En relacién a la entidad propia de la etapa, es importante precisar que la Educa-
cién Infantil #o es una etapa pre-escolar, tampoco en lo que se refiere a la enseflanza de
las matematicas. Desde este prisma, las matemadticas que se aprenden en esta etapa
tienen por objeto que los nifios puedan desenvolverse en diversas situaciones de la
vida cotidiana en las que necesitan conocimientos matematicos, en una clara alusion
al enfoque competencial (NCTM, 2003).

Organizacion de la ensefianza de las matematicas en Educaciéon Infantil

Geist (2014), Clements y Sarama (2015) y Alsina (2006, 2015), han realizado diver-
sos estudios que les han permitido establecer qué conocimientos matematicos son
importantes abordarlos en toda la etapa de Infantil. Anteriormente, otros organismos
y autores habian propuesto los conocimientos matematicos que deberian aprender
los nifios a partir de los 3 afios. Canals (1989), por ejemplo, habia realizado una
propuesta de organizacion de los conocimientos matematicos de 3 a 6 afios a partir
de tres tipos distintos de actividades matematicas: identificar, relacionar y operat.
Esta autora inclufa los bloques de l6gica, nimeros y calculo, medida y geometria. El
NCTM (2003) se refiere a conocimientos relativos tanto a los contenidos (nimeros y
operaciones, algebra, geometria, medida, datos y azar) como a los procesos (resolucion
de problemas, razonamiento y prueba, comunicacién, conexiones y representacion).
Otros autores realizan aportaciones que van consolidando la disciplina, como por
ejemplo Chamorro (2005), quién desarroll6 los bloques de légica, el nimero y la
aritmética, la geometria y la medida, ademas de la resolucién de problemas; Castro
y Castro (2016), en cuya obra colectiva se hace referencia al pensamiento légico-
matematico, el espacio y la geometria, los nimeros y las operaciones, y la medida;
o bien el libro de Mufioz-Catalan y Carrillo (2018), en el que participan diversos
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autores y que tratan el numero y las operaciones, las magnitudes, la estadistica y la
probabilidad, el espacio y las figuras geométricas. En estas propuestas, mas alld de
explicitar los contenidos que se deben abordar por edades, se remarca que las ma-
tematicas infantiles deben incorporar la exploracion de una gran variedad de ideas
matematicas (numéricas, geométricas, de medida, de estadistica, del algebra tempra-
na) y el desarrollo de procesos matematicos (conexiones, resoluciéon de problemas,
razonamiento, comunicacion y representacion).

Las practicas de ensefianza de las matematicas en Educacion Infantil

En diversas declaraciones de posicién se han descrito algunas recomendaciones
esenciales acerca de las practicas de enseflanza de las matematicas en Infantil, que
aqui se reproducen de forma sintetizada. Asi, por ejemplo, la Asociacién Nacional
para la Educacién Infantil y el Consejo Nacional de Profesores de Matematicas de
Estados Unidos (NAEYC y NCTM, 2013), sefialan que es necesario potenciar el
interés natural de los nifios en las matematicas y su disposicién a utilizarlas para
dar sentido a su mundo fisico y social; aprovechar las experiencias y conocimientos
previos de los nifios; utilizar practicas docentes que fortalezcan los procesos infan-
tiles de resoluciéon de problemas y razonamiento, asi como los de representacion,
comunicacién y conexion de ideas matematicas; facilitar que los nifios interactien con
ideas matematicas clave; proporcionar tiempo suficiente, materiales, y apoyo patra que
los nifios se impliquen en el juego; o introducir activamente conceptos matematicos,
métodos y lenguaje a través de una variedad de experiencias y estrategias de ense-
flanza apropiadas; entre otras. También la Asociacién Australiana de Profesores de
Matematicas e Infancia en Australia (2012) propone diversas recomendaciones, por
ejemplo, atraer la curiosidad natural de los nifios; utilizar enfoques aceptados para
la educacion en la primera infancia como el juego para facilitar el desarrollo infantil
de las ideas matematicas; animar a los nifios a verse a si mismos como matematicos,
estimulando su interés y habilidad en la resolucién de problemas y la investigacion a
través de actividades relevantes para ellos, que supongan un reto, y exijan mantener
el esfuerzo; proporcionar materiales apropiados, espacio, tiempo y otros recursos
para animar a los nifios a implicarse en su aprendizaje matematico; animar a los pe-
queflos a justificar sus ideas matematicas a través de la comunicacion de estas ideas,
de un modo desarrollado por los nifios, que muestren niveles adecuados de rigor
matematico; etc.

Con base en las dimensiones descritas, en los apartados siguientes se profundiza
en distintos conocimientos matematicos que se deben potenciar en la Educacién
Infantil. Se resaltan avances de la investigaciéon en Educacion Matematica Infantil
y se ejemplifican practicas que se espera enriquezcan el trabajo de aula y, con ello
disponer, ademas del estado actual, de una base para analizar escenarios de futuro
de la Educacién Matematica Infantil en nuestro contexto.
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EDucACION MATEMATICA EN 0-3

En los ultimos 20 afios, se ha observado un interés creciente por el aprendizaje y
la ensefianza de las matematicas desde el nacimiento a los 3 afios. Observamos esta
tendencia en documentos curriculares (Clements, 2004; National Research Council,
2014), en investigaciones y experiencias en el aula (Alsina, 2015; De Castro, 2011;
De Castro et al., 2015; De Castro y Quiles, 2014; Edo, 2012; Lee, 2012), y en libros
para la formacion inicial de maestras y maestros de Educacion Infantil (Alsina, 20006;
Clements y Sarama, 2015; Geist, 2009).

Los nifios de 0 a 3 afios comienzan a desarrollar intuiciones matematicas que
seran la base para sus posteriores aprendizajes, todavia dentro de la Educacion In-
fantil (3 a 6 aflos), asi como después, en la Educacion Primaria. En estas edades, el
aprendizaje se desarrolla a través del juego, casi siempre muy poco dirigido, con la
creacion de entornos de aprendizaje, en que se organizan el espacio y los materiales
para proporcionar experiencias, gracias a las cuales, los pequefios puedan desarrollar
estas intuiciones matematicas.

Oportunidades de aprendizaje de las matematicas, de 0 a 3 afios,
durante una jornada escolar

Las rutinas proporcionan oportunidades para el aprendizaje matematico. Empezamos
la jornada con el recibimiento. Después, recogemos el aula tras jugar, esperando a los
demads miembros del grupo. Aqui aparece el pensamiento matematico al guardar los
juguetes realizando agrupamientos, seleccionando objetos de un tipo, o elaborando
clasificaciones sencillas que atienden al tipo de objeto. Al tiempo, se deben coordinar
el tipo de objetos a guardar con el nimero y caracteristicas de los recipientes que se
usan para guardarlos, orientarse en el espacio y distribuir correctamente los materia-
les en recipientes. A veces, incluso, utilizar algin tipo de simbolizacién, guardando
objetos en un cesto con un dibujo o una foto del objeto (De Castro et al., 2015).

En el corro, o asamblea, cada dia, el encargado del dia en el aula de 2 a 3 afios
puede contar a los compaferos que han venido. La disposicién de los pequefios en
el corro facilita un orden para el conteo. El objetivo, mas que contar correctamente,
es ofrecer una situacion significativa que da sentido a la practica del conteo para
determinar cuantos somos, si falta alguien, o cudntos faltan. Ir despacio, tocando
a cada compafiero, al contar (con una varita, en la actividad de “contar cabezas”,
Figura 1) ayuda a hacer la correspondencia uno a uno. Este conteo emergente va
acompafado de errores, al tratar con cantidades muy grandes para ellos. Son habi-
tuales los errores en el recitado de la secuencia de palabras-nimero: “uno, dos, tres,
cuatro, cinco, ocho, nueve, cinco, seis, ...”. Tampoco los nifios son conscientes que el
ultimo numeral recitado representa el nimero de compaferos contados, o principio
de cardinalidad. En este contexto, los nifios pueden “escribir” cuantos compaferos
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han venido, desarrollando sus propias notaciones numéricas. Con el paso del tiempo,
se observan sistemas de notaciéon que denotan la intencién de representar cantida-
des mediante marcas, una representacion iconica del numero basada en el uso de la
correspondencia uno a uno (Figura 1). Estas actividades introducen a los pequefios
en el ambito de la cuantificacion, y, mas en concreto, del conteo y la estimacion.
Cuando les damos pistas “hoy faltan muchos compafieros” o “hoy estamos todos”,
sus notaciones varian, haciendo mas o menos marcas.

HOY CUENTA
CABEZAS:
= LUCIA

Figura 1. Contar “cabezas”y estrategias para repartir cubiertos

En la comida, aparecen de nuevo oportunidades para aprender matematicas
con el reparto de platos, cubiertos o baberos. Aparecen distintas estrategias:
reparto de uno en uno, llevar un plato, colocarlo en la mesa, y volver por el si-
guiente; llevar todos los elementos, el cesto de las cucharas, y devolver el cesto
tras el reparto; o realizar una estimacién, tomando varios objetos, y devolviendo
sobrantes o volviendo a buscar mas (Figura 1, derecha). Los propios nifios y ni-
fias, en caso de error, suelen alertar al responsable. En el almuerzo, nifias y nifios
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toman uno o varios trozos de fruta. Fsta se preparada en un cuenco y un nifio
la reparte entre sus compafieros. También en este momento pueden generarse
errores, dejar algun nifio sin fruta, tipicos de situaciones de correspondencia uno
a uno, de enumeracién, conteo o estimaciéon. Aqui la colocacion de los nifios
influye de manera notable. El maestro, en este caso, puede incidir en hacer ver
la importancia de seguir el orden y fijarse en que cada nifio tenga fruta. Para que
sea una situacién manejable por el nifio, seran cantidades pequefias (hasta tres,
por ejemplo) y se apoyard en comentarios como “tienes que tract uno para... y
otro para...” (De Castro y Flecha, 2018).

Matematicas y juego sensorial

En el aula de bebés, 0-1 afios, las matematicas hacen su aparicién a través
del juego sensorial, con recursos como el “cesto de los tesoros”, propuesto por
Goldschmied (2000) (Alsina, 2006; Edo, 2012). El conocimiento de los objetos, a
través de la exploracion de sus propiedades fisicas y sonoras, abre la puerta a los
agrupamientos y a las clasificaciones, que podemos ver ya en el aula de un 1-2 afios,
en variantes del juego heuristico (Alsina, 2006; Edo, 2012; Goldschmied, 2000).
Para los bebés, se suele proponer la creacién de diferentes cestos de materiales,
con una temiatica concreta, como un cesto con instrumentos musicales, de frutas,
etc. (De Castro y Flecha, 2018)

Algunas situaciones de juego se plantean en el ciclo de 0 a 3 a partir de instala-
ciones (Alsina y Leon, 2016). En ellas, los materiales no se disponen al azar; hay un
“orden”, una estructura y una intencionalidad de estimular el pensamiento mate-
matico. La tela sobre el suelo, con los materiales en el borde, delimitan un espacio.
En la disposicién, también se aprecia una simetria aproximada. Los materiales, en
cada parte del espacio de juego, se presentan agrupados. Hay recipientes de distin-
tos tamafos para explorar la magnitud capacidad, para ordenar por tamafios, para
trasvasar contenidos y para hacer comparaciones. Abundan las equivalencias en
forma, cilindros, pero también las diferencias (materiales de plastico, madera, metal,
o cart6n). Seguimos la linea de Geist (2014) al plantear que, en la intervencién en
estas edades, es fundamental la organizacién del entorno de juego. En la Figura 2,
observamos la organizacién del entorno y una situacién de trasvasado de un reci-
piente a otro, que partia de un agrupamiento de tapones amarillos y del llenado de
un vaso. A la derecha, una intervencioén del maestro haciendo ver la diferencia de
capacidad entre dos recipientes. Los nifios utilizan las latas de atin para establecer
correspondencias uno a uno entre colecciones de latas y troncos, y los vasos para
llenarlos de materiales y hacer trasvases. El tipo de actividad matematica es dirigida
indirectamente por los maestros a través de una cuidada seleccién de materiales y

la organizacién del entorno de juego, que se traduce después en “acciones mate-
maticas” (Alsina y Ledn, 2016; De Castro y Flecha, 2018).
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Figura 2. Disposicion de los materiales en la propuesta, trasvasados e intervencién

Otras propuestas adecuadas para el aprendizaje de las matematicas de 0 a 3 afios son
las bandejas de experimentacién, para nifias y nifios de 1 a 3 afios (Alsina, 2015; Edo,
2012) y las transformaciones de espacios (Edo, 2012). También el juego en el exterior,
en el jardin, puede estimular el pensamiento matematico. Los matetiales mas comunes
son los cubos, palas y arena; elementos ideales para iniciarse en intuiciones relativas a
la cantidad, peso o capacidad, en el camino hacia la medicién de magnitudes. Dispo-
ner de diferentes contenedores para la arena, facilita la comparacion de capacidades,
al introducir unos dentro de otros, o a través del trasvase del contenido (Lee, 2012).

Juego de construccion de 0 a 3 afos

Otra situacién privilegiada para la emergencia de intuiciones matematicas es el
juego de construccion. Los nifios, desde muy temprano (1-2 afios), comienzan a reco-
rrer una trayectoria de aprendizaje en la construcciéon que ha sido descrita por Gura
(1992). Comienzan formando apilamientos lineales verticales (torres) y horizontales
(caminos), después pasan a los apilamientos bidimensionales, formando embaldosados
y paredes (Figura 3, izquierda), a los cerramientos, los puentes, y acaban formando
patrones y simetrfas. La evolucion a lo largo de estos hitos es rapida y depende mas
de la experiencia con la construccion que de la edad, apareciendo simetrfas ya en el
aula de 2-3 afios (Figura 3, derecha).
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Figura 3. Elementos matematicos en el juego de construccién
infantil de 0 a 3 afos

En el juego de construccion se dan multiples oportunidades para el aprendizaje de
las matematicas. Se construyen formas geométricas a partir de otras, como el rectan-
gulo de la Figura 3 (izquierda), aparece la longitud en los apilamientos horizontales,
y la altura en las torres, también con situaciones de comparacién directa, bien con
la altura de los nifios, o entre dos torres. También, al formar puentes, se compara
la distancia de los pilares con la longitud de la pieza superior. Finalmente, aparecen
esquemas de construccion que se repiten, como patrones, y construcciones simétri-
cas que surgen de forma espontinea (De Castro, 2011; De Castro y Quiles, 2014).

SENTIDO NUMERICO

El desarrollo del sentido numérico en la Educacién Infantil implica un gran na-
mero de conocimientos y procesos matematicos. Aunque el conteo, la iniciacién a la
suma y la resta, y el desarrollo de notaciones numéricas, han recibido una atencién
mayor en Educacién Infantil, hay otros contenidos que cada vez requieren mayor
atencion. Por ejemplo, la subitizacidn, o reconocimiento inmediato (sibito) de una
cantidad sin necesidad de contar, gracias a que se trate de una cantidad muy pequefia
de hasta 3 o 4 objetos (subitizacién perceptiva), o a que la cantidad se organice segin
un patrén visual (como en los dados, las manos, los naipes) y utilicemos la relacién
parte-todo (subitizaciéon conceptual) (Clements y Sarama, 2015). En la actualidad, hay
diferentes materiales manipulativos que proponen una iniciacién visual a la aritmética,
complementaria del conteo, como el rekenrek (un abaco holandés), las placas del
Numicon (adaptacién de las placas de Herbiniere Lebert), o los marcos de diez (zen
frames). Estos y otros materiales manipulativos (regletas de Cuisenaire, cubos encaja-
bles) facilitan también el aprendizaje de otros contenidos, como la descomposicién
aditiva, que es un contenido adecuado para la edad de 5 afios en Educacion Infantil
con materiales manipulativos y en contextos de resolucién de problemas (Dacey
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et al.,, 1999) y serd un requisito basico para el aprendizaje de estrategias de calculo
mental en la Educacién Primaria.

El aprendizaje del conteo y la iniciacion a la aritmética

Desde los 2 afios, hasta los 6, se van desarrollando muchos aspectos interrela-
cionados del conteo. La recitaciéon de la secuencia de palabras nimero comienza en
torno alos 2 afios, con recitados hasta 5. Poco a poco, el recitado va avanzando hasta
el 10 (3 afios) y hasta el 20 (4 afos), alcanzando el recitado hasta 100 en torno a los
6 afos, para lo cual es necesario aprender a contar de 10 en 10 y hacer la conexién
entre décadas (saber qué palabra nimero va después del 29, 39, etc.). También, en
torno a los 6 afios, se aprende a contar hacia atrds desde 10 (Clements y Sarama,
2015). El recitado de palabras nimero no es algo puramente memoristico, pues las
palabras nimero siguen ciertos patrones en su formacién, como la ley de formacion
a partir del 16 o del 20 (veinti+uno, veinti+dos, etc.), la similitud entre las palabras
para las unidades y las decenas (tres, cuatro, cinco... treinta, cuarenta, cincuenta...).
Ademas, la lista de las palabras nimero que usamos para contar se va convirtiendo
en un instrumento matematico, segin pasamos por diferentes niveles de elaboracion
de la parte de la secuencia adquirida (Fuson, 1992).

La resolucion de problemas aritméticos verbales

Los problemas aritméticos verbales de estructura aditiva recomendados para
Educacion Infantil son los correspondientes a las categorias semanticas de cambio,
creciente y decreciente, con incognita en la cantidad final y los de combinacién con
incégnita el total. Un segundo grupo de problemas, accesibles en dltimo curso de
Educacién Infantil, en torno a los 6 afios, son los de cambio con incégnita en la
cantidad de cambio, los de combinacién con incognita en una parte, y los de compa-
racién con incognita en la diferencia (Clements y Sarama, 2015). Los nifios resuelven
estos problemas utilizando estrategias informales de modelizacion directa. En ellas,
se representan las cantidades, las relaciones entre cantidades o las acciones que se
relatan en el enunciado, y finalmente se utiliza el conteo para determinar la solucién
del problema (Fuson, 1992).

Realmente, segtn la investigacion (ver revision en De Castro y Hernandez, 2014),
los nifios y nifias de 4 a 6 afios pueden resolver una variedad mucho mas amplia de
problemas aritméticos verbales, incluyendo problemas de estructura multiplicativa, de
multiplicacién, division reparto y division medida y otros problemas. Las condicio-
nes que se deben cumplir para que los pequefios resuelvan estos problemas son: (1)
Que el enunciado sea breve y evoque una situacion familiar; (2) Que las cantidades
que aparecen en el problema sean accesibles a las capacidades de conteo infantiles;
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(3) Que el enunciado sea facil de modelizar. Un ejemplo de esta situacion es el pro-
blema, basado en el cuento “A remainder of one”, de Elinor J. Pinczes, en el que los
nifios deben organizar un ejército de 21 insectos en una disposicién rectangular, en
filas iguales. Se trata de un problema de descomposicion factorial que admite varias
soluciones. En la Figura 4, vemos las estrategias de modelizacién directa que utili-
zan nifias y nifios de 5 aflos para resolver este problema. La estrategia base es crear
contando una coleccién de 21 objetos e ir formando, por ensayo y error, grafica o
manipulativamente, grupos de 2, de 3 (una de las soluciones, Figura 4, en el centro),
de 5, de 6, de 7 (la segunda solucién, Figura 4, izquierda). Al final de la sesion de
resolucion de problemas, los nifios pueden compartir y explicar sus soluciones.

Figura 4. Estrategias de modelizacién directa, y soluciones, en un problema
de descomposicion factorial

Situaciones de aula como las descritas en el ejemplo de la Figura 4, ilustran que,
mas alla de los contenidos, en la Educacion Infantil se pueden desarrollar procesos
matematicos (INCTM, 2003) y los distintos momentos del ciclo de construccion de
modelos matematicos, abarcando desde el planteamiento de un problema “real”,
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como la organizacién de una coleccion de objetos en una disposicion rectangular, la
elaboracién de un modelo matematico con objetos o dibujos, la obtencién de solu-
ciones matematicas (21=3X7, 21=7X3, 21=21x1, 21=1X21), su interpretacién en
contexto (incluyendo 1 fila de 21 soldados o 21 filas de 1 soldado), y su valoracién
como posible solucién del problema inicial, descartando algunas de las soluciones
matematicas (21=21X1, 21=1X21).

Las representaciones numéricas y el aprendizaje de los numerales
escritos con cifras

Las notaciones numéricas van evolucionando, en la Educacién Infantil, desde
representaciones iconicas, en que el nimero se representa mediante una coleccién
de dedos, marcas, u objetos, cuantificados mediante subitizacién o correspondencia
uno a uno, hasta las representaciones simbolicas con cifras que llegan a implicar el
conocimiento del principio del conteo de cardinalidad. Alsina (2011), al estudiar las
notaciones numéricas de nifias y nifios de 3 a 6 afios, en dictados de nimeros, encuentra
que hay una evolucién desde la ausencia de cédigo simbdlico, con representaciones
icénicas (un 69,9% en 3 afios), al uso de cédigo simbdlico (un 89% a los 5 afios).
Muchos nifios, de 2-3 afios, ya son capaces de representar hasta 3 objetos, mediante
marcas (Clements y Sarama, 2015; De Castro et al., 2015).

En la Figura 5 vemos tres actividades cuya finalidad es el desarrollo de la representa-
ci6n numérica. En la primera, a la izquierda, los nifios de 3 afios se inician en los juegos
de tablero. Lanzan un dado y deben colorear la cantidad de casillas obtenida en la tirada.
Ahf aparece una primera representacion numérica, en que la configuracion del dado, y
la relacién parte-todo, permiten la subitizacién conceptual (Clements y Sarama, 2015)
de la cantidad de puntos. Después, el nifio determina las casillas a colorear, y hace una
marca en la cifra correspondiente del camino numérico, mediante el conteo. Finalmente,
copia el numeral en el espacio intermedio. Los cambios de color en cada tirada permiten
evaluar el desarrollo de la partida. En el centro de la Figura 5, observamos el desarrollo
de una partida de bingo. Los pequefios comienzan copiando los nimeros de los cartones
en su propio carton, en el cuaderno. Se pueden utilizar los nimeros hasta 15 en 4 afios, y
hasta 30 en 5 afios. Durante la partida, se van escribiendo los “nimeros que han salido”
y redondeando los que tenemos en el cartén. Cuando un nifio no sabe leer el nimero
que tiene que “cantar” al extraer una bola del bombo, o consigue escribir el nimero que
canta un compafiero, utiliza un camino numérico, o una tabla 100, contando casillas, para
saber como “se llama” cada numero escrito con cifras en el camino numérico. Finalmente,
a la derecha, vemos la actividad del “numero misterioso”. En ella, cada dia tenemos que
averiguar qué numero esta escondido tras cada dibujo, bien examinando e interpretando
la representacion numérica de cada casilla, o bien buscando pautas en los nimeros co-
rrespondientes a los dias anteriores. En esta actividad, para nifias y nifios de 5 afios, se
discute primero por parejas, y después se elige a tres alumnos, que deben explicar a los
demas sus hipétesis sobre cual es el numero secreto del difa.
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Figura 5. Actividades de representacion numérica

Las actividades de la Figura 5, pretenden mostrar que, a cualquier edad, dentro
de la Educacion Infantil, podemos aprender a usar distintas notaciones numéricas,
incluyendo la lectoescritura de nimeros hasta 30. Esto se puede hacer, a través del
juego, v en diferentes situaciones de aula tipicas en estas edades: la partida de bingo
se desarrolla en gran grupo; el juego de tablero, en el trabajo por rincones; y el nd-
mero misterioso, en la asamblea. En esta dltima actividad, el alumnado de 5 afios se
aproxima a las ideas sobre el sistema de numeracién decimal, incluyendo las decenas,
que seran tan importantes en los primeros cursos de Educacién Primaria, trabajando
con representaciones graficas de materiales manipulativos que usan en el aula, que
enfatizan los agrupamientos de 10: marcos de diez (ten frames), bloques de base 10,
y palillos agrupados de 10 en 10.

Con estos ejemplos, tratamos de ilustrar el principio didactico de que, en la Edu-
cacién Infantil, es viable articular las propuestas matemadticas basadas en el juego y
adecuadas al desarrollo cognitivo, fisico y emocional de los pequefios, logrando un
desarrollo del sentido numérico apropiado para afrontar los retos que supondra el
cambio de etapa educativa a los 6 afios.
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SENTIDO ALGEBRAICO

El algebra se ha vinculado tradicionalmente al lenguaje simbolico con el que se
comunican las Matematicas (Alsina, 2020). Sin embargo, hay que considerar que existe
también una larga tradicién de promover conocimientos de naturaleza algebraica
previos al simbolismo ya desde la Educacion Infantil, como los distintos tipos de
relaciones, los patrones o los cambios.

Autores como Montessori, Piaget o Dienes situaron estos conocimientos dentro
de la Ldgica, la Ldgica Matemitica o el Razonamiento 1.dgico-matemdtico. Alsina (2019b)
indica que los curriculos de infantil de paises como Estados Unidos, Australia, Sin-
gapur o Nueva Zelanda han empezado a sustituir paulatinamente estas nociones
por el término Early Algebra (Algebra Temprana), que intenta introducir habilidades
propias del pensamiento algebraico como la prediccion o la generalizacion desde las
primeras edades. A partir del analisis de contenido de estos curriculos, Pincheira y
Alsina (2021) han caracterizado el algebra temprana en infantil como:

La capacidad de desarrollar modos de pensamiento algebraico durante las primeras
edades en situaciones vinculadas tanto al algebra propiamente como a otras areas del
curriculo de matemdticas, tales como nimeros, geometria, medida, etc. Para empo-
derar estos modos de pensamiento algebraico, se deberfa capacitar a todos los nifios
y nifias de Educacién Infantil para experimentar con elementos u objetos a partir del
reconocimiento de atributos con el propésito de establecer relaciones (clasificaciones,
ordenaciones, correspondencia, etc.), realizar seriaciones a partir de patrones de repe-
ticién (identificacion, construccion y representacion del patrén) y describir cambios
cualitativos y cuantitativos (p. 175-176).

Considerando estos antecedentes, se presenta una sintesis de los principales cono-
cimientos matematicos y didacticos que deberfa movilizar el profesorado de infantil
para promover el desarrollo del sentido algebraico en esta etapa educativa.

Conocimientos matematicos y didacticos para promover el desarrollo del
sentido algebraico en educacion infantil

Con base en la caracterizacién del dlgebra temprana, el profesorado de infantil
deberfa tener un conocimiento de las matematicas asociadas al sentido algebraico
que puede movilizar un nifio de esta etapa, asumiendo que deberfa conocerlas de
una manera profunda y diferente a como debe saberlo un alumno (Alsina y Delgado,
en prensa). Desde este punto de vista, Alsina (2022) se refiere a tres conocimientos
importantes:

— Reconocimiento de atributos para establecer relaciones: el reconocimiento
de atributos es un conocimiento fisico acerca de las caracteristicas de los
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objetos del entorno (color, tamafio, tipo de material, olor, etc.) que, a su vez,
es imprescindible para promover el conocimiento matematico propiamente,
estableciendo diversos tipos de relaciones: relaciones binarias de equivalencia
(clasificaciones), que cumplen las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva;
relaciones binarias de orden (ordenaciones), que cumplen las propiedades
antireflexiva, antisimétrica y transitiva; y las correspondencias, que son una
ley que asocia determinados elementos de una agrupacién A con uno o mas
elementos de otra agrupacion B.

— Patrones: la identificacién de patrones implica la observacion y reconocimiento
de regularidades o secuencias iterativas en objetos o datos. Rittle-Johnson et
al. (2013), Wijns, et al. (2019) y Litkken (2020) han determinado que las tareas
de modelado mds frecuentes son: a) duplicar el mismo patrén; b) ampliar la
secuencia; ¢) encontrar elementos faltantes; y d) construir el mismo patrén con
diferentes materiales; siendo copiar, extender, interpolar y generalizar respec-
tivamente, las principales habilidades.

— Descripcién de cambios: el cambio es una idea matematica importante que
se refiere a una transformacion que, desde una perspectiva genérica, se puede
entender como una operaciéon que consta de un estado inicial, el cambio o
transformacién propiamente dicha a través de un operador, y un estado final
(Alsina, 2000).

En relacion a los conocimientos didacticos, que se focalizan en la organizacion y
las practicas ensefianza, Alsina (2015) y Alsina y Berciano (2020), entre otros, han
identificado que los nifios menores de tres aflos ya empiezan a realizar acciones
vinculadas a los conocimientos descritos. Asimismo, diversos autores han planteado
trayectorias de aprendizaje y/o propuestas de distribuciéon de contenidos para nifios
de 3 a 6 afios que contribuyen a desarrollar el sentido algebraico. Para el caso de
los patrones, por ejemplo, Clements y Sarama (2015) y Rittle-Johnson et al. (2015)
afirman que alrededor de los tres-cuatro afios los nifios son capaces de copiar un
patrén. Las habilidades de extender e interpolar emergen a los cuatro afios (Liken,
2020; Rittle-Johnson et al., 2013); y a partir de los 5-6 afios identifican la unidad de
repeticién y transfieren dicho conocimiento para generalizar un patrén (Clements y
Sarama, 2015; Rittle-Johnson et al. 2015).

Para promover el desarrollo progresivo del sentido algebraico, las experiencias
informales de exploracién del entorno, manipulacién, experimentacioén y juego son
imprescindibles en la Escuela Infantil (0-3 afios). Autores como Goldschmied (2000),
Alsina (20006, 2015) o Edo (2012), entre otros, describen propuestas como el cesto
de los tesoros, el juego heuristico o las bandejas de experimentacion, que permiten a
los nifios menores de 3 afios descubrir de qué estan hechos los objetos, qué acciones
se pueden realizan con ellos, plantear hipétesis y conjeturas, etc. y, de este modo,
iniciar el aprendizaje de conocimientos matematicos intuitivos e informales que son
la base del sentido algebraico.
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Respecto al segundo ciclo, Alsina (2019, en prensa) propone itinerarios de ense-
flanza, es decir, secuencias intencionadas a partir de diversos recursos y estrategias
didicticas organizadas en tres niveles:

— Recursos informales, que permiten visualizar las ideas matematicas de manera
concreta: situaciones reales, materiales manipulativos y juegos; p. €j., en la Figura
6 los nifios descubren un patron de repeticion AB en una plaza (columna-farola),
clasifican piezas por un criterio de forma y observan cambios de color a partir

de la maquina de cambiar cualidades.

Figura 6. Recursos informales para desarrollar el sentido algebraico
de 3 a6 anos

— Recursos intermedios, que permiten avanzar hacia la esquematizacion y la ge-
neralizacion progresiva: recursos literarios y tecnolégicos; p. €j., en la Figura 7
se muestra el cuento “La Ratita Presumida”, cuya estructura sigue siempre el
mismo patrén, pero con un cambio al final que advierte que, aunque los patrones
sirven para predecir lo que va a suceder, hay que estar atentos a los cambios y
comprobar si las predicciones se cumplen o no; junto con un robot educativo
programable para trabajar patrones que, a su vez, permite desarrollar el pen-
samiento computacional. Para Wing (2006), el pensamiento computacional se
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vincula principalmente a la resolucién de problemas haciendo uso de los con-
ceptos fundamentales de la informatica. Las principales habilidades asociadas
son: formular problemas que permitan usar un ordenador u otras herramientas
para encontrar la solucidn; organizar y analizar légicamente datos; representar
datos a través de abstracciones, como modelos y simulaciones; automatizar so-
luciones mediante la secuenciacién de pasos ordenados: identificar, implementar
y analizar posibles soluciones para conseguir la mas eficiente; y generalizar y
transferir un proceso de resolucion a una amplia variedad de problemas (ISTE

y CSTA, 2011).

Figura 7. Recursos intermedios para desarrollar el sentido algebraico
de 3 a 6 anos

Como se aprecia en la segunda imagen de la Figura 7, al resolver la tarea de pa-
trones se ponen en juego algunas de las habilidades indicadas, sin que ello signifique
que el pensamiento computacional sirva exclusivamente para desarrollar el sentido
algebraico. Desde este punto de vista, Alsina y Acosta (2018) establecen unos prime-
ros vinculos entre la educaciéon matematica infantil y el pensamiento computacional
a partir de los procesos del NCTM (2003).

— Recursos formales, que permiten trabajar la representacion y formalizacion del
conocimiento matematico con procedimientos y notaciones convencionales:
recursos graficos; p. ¢j., en la Figura 8 se muestra un ejemplo de WODB (W hzch
Omne Doesn’t Belong?), un recurso creado por un profesor estadounidense en el
que, a partir de cuatro situaciones representadas graficamente, los nifios deben
pensar cual no pertenece y argumentar por qué a partir de caracteristicas como
el color, el tipo de alimento, la cantidad de elementos, etc.
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Figura 8. Recursos formales para desarrollar el sentido algebraico
de 3 a6 afnos

La planificacién y gestién de la enseflanza del algebra temprana en infantil a partir
de estos itinerarios de enseflanza permite completar el aprendizaje desde lo concreto
hasta lo simbdlico y, lo que es mds importante, empezar a desarrollar habilidades
imprescindibles del sentido algebraico como la prediccién y la generalizacién, que
son una puerta de entrada a las matemadticas superiores.

SENTIDO ESPACIAL

El desarrollo del razonamiento espacial en las edades iniciales, no sélo se constituye
en una base para que los nifios puedan explicar el mundo que les rodea, sino también
para generar conexiones entre diferentes ideas matematicas y entre las matematicas y
otras disciplinas como el arte, las ciencias, la tecnologfa, el disefio, las ciencias sociales,
etc. (Moss et al., 2016). De acuerdo con Newcombe y Frick (2010) el pensamiento
espacial se refiere a la ubicacién de los objetos, sus formas, sus relaciones entre si y las
trayectorias que siguen cuando se mueven. El razonamiento espacial involucra diferentes
acciones: visualizacion, localizacidn, orientacion, cambio de dimensiones, elaboracién
de mapas, transformaciones, diseflo, composiciéon y descomposicion, entre otras (Davis
y Spatial Reasoning Study Group, 2015). A continuacién, se resaltan varios aspectos
que es importante considerar en el fomento del sentido espacial en Educacién Infantil.

Contextos y sentido espacial

Los nifios se desarrollan en un contexto social que le brinda multiples informacio-
nes, que generalmente percibe por la propia exploracién de lo que tiene alrededor.
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El nifio hace exploraciones y progresivamente crea formas de representacion de
los diferentes contextos: imagenes, disefios, y lenguaje verbal (Stocco et al., 2003).
En consecuencia, es necesario brindar oportunidades para que los nifios vivencien
diversos tipos de contextos. No es lo mismo la experiencia de ver formas al subir
una montafia que usar un conjunto de piezas de madera para hacer una construc-
cién. No es lo mismo reconocer formas de la naturaleza que identificar formas en
la cocina. Tampoco es lo mismo hablar del movimiento de un columpio o el que se
produce en la elaboracién de la masa para hacer pan. Todas estas situaciones ofrecen
posibilidades diversas que junto con preguntas adecuadas pueden ayudar a agudizar
el sentido espacial.

Si se posibilita que los nifios vivencien experiencias en diferentes espacios, po-
dran identificar no sélo las formas en el universo sino también las transformaciones
asociadas a acciones, como: cerrar/abrir; inflar/desinflar; estirar/apretar; encajar/
apilar/entrelazar; vaciar/llenar; balanceatr/saltar; etc. Las experiencias en el suelo
deben complementarse con la mirada del cielo, la pantalla del ordenador, o ver es-
tructuras de realidad virtual. El trabajo con el mundo del arte permite hablar tanto
de lo que se ve como de la funcién de los objetos como representaciones de ideas,
sentimientos o vivencias.

Es necesario usar diferentes contextos y analizar sus potencialidades para desarrollar
ideas geométricas. Empezar por los mds cercanos, hasta proponer situaciones desco-
nocidas a partir de videos o noticias televisivas. Otros escenarios como el juego y el
cuento pueden situar a los nifios para “viajar’” en mundos diferentes pero necesarios
para explorar su idea de espacio.

Una mirada cultural sobre el sentido espacial

La Geometria ha formado y forma parte de la cultura de nuestra sociedad. Des-
de que se habla de migracion, o de traslado se habla de movimiento en el espacio.
O bien cuando jugamos a la gallinita ciega o el cuatro en raya pensamos en situar
objetos en el espacio (Bishop, 1999). Fenémenos como la observacién de cambios
en sombras, analizar qué pasa cuando se observan reflejos en espejos naturales, o
construidos, son observaciones que consideran este elemento cultural. Experimentar
con espejos cilindricos -como han hecho algunos artistas como Dali-, implica intro-
ducir invenciones culturales que sorprenden a los nifios y sirven como elemento de
provocacion para razonar y hablar de la forma, la medida, la posicion, la repeticion,
entre otras nociones. Imaginar puntos de vista diferentes con ayuda de materiales
manipulativos o medios tecnolégicos como google-earth es otra experiencia cultural.
Separar regiones como la tierra y el cielo mediante la linea del horizonte o linea del
cielo, son experiencias clave para entender el nacimiento de la astronomia, y asociar
elementos turisticos de la arquitectura.
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Reconocer propiedades como la rodadura, el empaquetamiento, el equilibrio
e identificar sus conexiones con ciertas relaciones geométricas (p.e. paralelismo,
perpendicularidad, etc.) es importante para explicar el funcionamiento de mu-
chos objetos y enriquece el sentido espacial. Por ejemplo, se puede asociar los
balones/pelotas a objetos que ruedan pero que no lo hacen de la misma manera
que los objetos con forma de cono. También se puede explorar la idea de es-
tabilidad de formas arquitecténicas asociada a la simetria, de hecho, los nifios
lo hacen de manera intuitiva en sus construcciones libres (De Castro y Quiles,
2014). Otro caso puede ser el analisis de la repeticion en el mundo artistico, el
cual permite iniciar la mirada a los mosaicos y las transformaciones. Con estas
observaciones, mostramos a los nifios que el pensamiento visual es importante
en muchos dominios del conocimiento actual: desde la ingenierfa, la arqueologia,
la arquitectura, el disefio, etc.

Hablar del sentido espacial, implica reconocer que se trata de una reflexion cultural.
Muchos juegos tradicionales tienen su base en observaciones espaciales. Reconocer
el porqué de la forma de los iglus y/o las inclinaciones de los techos en pafses con un
clima predominantemente frio es hacer conscientes a los nifios de los modelos de la
geometria en distintas culturas.

Construccion de un lenguaje asociado al sentido espacial

Promover sentido espacial implica desarrollar capacidades diversas en cada
persona. Supone un largo proceso, que requiere: explorar, comparar, expresar
verbalmente e interiorizar (Canals, 1997). Requiere de un lenguaje adecuado para
describir relaciones y descubrimientos. Los nifios necesitan disponer de referen-
cias que les permitan explicar cémo es su casa, su clase, su barrio, su ciudad,
etc. Actualmente los nifios ven el mundo a través de cuentos, dibujos, pinturas,
TV, videojuegos, etc., y, desde alli incorporan expresiones/palabras como arriba,
abajo, grande, estrecho, gira, mueve, entre muchas otras, las cuales se debe ayudar
a significar con el trabajo que se haga de ellas en el aula. El lenguaje asociado
al sentido espacial, ademas de implicar el uso de referentes, debe permitir a
los nifios hablar de diversas situaciones desde describir donde estin, donde se
encuentra un objeto que quieren, donde encontrar determinado producto en el
supermercado hasta hablar de la proximidad o lejania de sus casas a la de sus
seres queridos y/o amigos.

El sentido espacial no se adquiere recibiendo informacion, ni consiste sélo en recono-
cer visualmente determinadas formas y saber su nombre correcto. El lenguaje se debe
ir incorporando de manera progresiva, incidiendo especialmente en la comprension
que los nifios van construyendo de las nociones y explorando diferentes formas de
representacion y comunicacion de las ideas espaciales.
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La dimensionalidad y referencialidad

El desarrollo del razonamiento espacial en los nifios implica trabajar la orientacién
espacial. Esto supone, saber situarse; establecer relaciones entre los objetos respecto
a uno mismo como referencia segin donde estan situados; y, por ultimo, situar obje-
tos en el entorno. Todo ello comporta hablar de posicién, movimiento, localizacion,
distancias, medidas, etc., aspectos clave en la comprension de los sistemas de refe-
rencia (Clements, 2004). Aqui entran en juego experiencias como la elaboracion e
interpretaciéon de mapas, el seguimiento o planteamiento de instrucciones para seguir
un itinerario, pero considerando que los nifios deberian iniciar recreando situaciones
de orientacion usando materiales concretos, luego hacer dibujos de la organizacion
de dichos objetos, para finalmente elaborar mapas que incluyan el uso de codigos y
la utilizacién de simbolos (Vanegas, 2018).

La comprension y representacion de las relaciones espaciales es uno de los desafios
de formacién en las edades iniciales. El sentido de localizaciéon implica reconocer
sistemas de referencia propios o externos; ubicar objetos, seguir estrategias de
orientacién, interpretar instrucciones de navegacién y construir representaciones
como los mapas, itinerarios o una maqueta. Todas estas actividades son complejas
(involucran diferentes procesos y nociones), pero de gran riqueza para fomentar el
sentido espacial.

Promover habilidades espaciales

Una actividad geométrica que busca un aprendizaje significativo involucra diversas
habilidades (de dibujo, de construcciéon, de comunicacion, de aplicacion y transferencia,
entre otras), por ello es importante potenciar procesos cognitivos como la visuali-
zacion, el razonamiento y la representacion (Clements, 2004; Giménez y Vanegas,
2007). Ademas, las habilidades de pensamiento espacial y el razonamiento geométrico
desempefian un papel fundamental en el desarrollo de procesos como la resolucion
de problemas; el aprendizaje matematico y la comprension lectora de los nifios (Van
den Heuvel-Panhuizen y Buys, 2008). Como educadores es primordial conocer y
promover actividades que potencien dichas habilidades en los nifios. Y, generar un
entorno de aprendizaje que les permita discutir y evidenciar sus progresos sobre las
ideas geométricas (Clements et al., 2018). Para finalizar y concretar algunas de las
ideas expresadas en este apartado en la Tabla 1 se describen ejemplos de actividades
seflalando algunas de las habilidades que potencian.
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Tabla 1. Ejemplos de actividades que potencian el sentido espacial

piezas o acotar si se quiere foca-
lizar en un aspecto (cierta forma,
una cantidad de piezas, etc.).

El disefio puede ser libre o aso-
ciado a una tematica que se esté
abordando en el aula. También
se pueden pedir disefios relacio-
nados a objetos y/o personajes
de una historia en particular.
Generar un didlogo para que el
nifio describa qué ha querido
representar con su diseflo.

Descripcion Habilidades
¢Hacemos un disefio? e Se presentaa los nifios el material @ Visualizacion
e Dependiendo del material dispo- ® Composicion fi-
nible, se puede pedir a los nifios, guras de 3D
que usen en su disefio, todas las e Comunicacién

L CQUEL HAS UTidizASS?

¢Dibujamos?

W+ i
A :

Se presenta un disefio a los nifios
(Puede ser uno de los que ha-
yan realizado en la actividad
anterior)
Se pide a los nifios analizar el
disefio y determinar cuales y
cuantas piezas se han utilizado
Se pide a los nifios hacer un dibujo
de las partes del disefio en papel

e Visualizacién

Composicion y
descomposicién
de figuras de “D
y 3D

Representacion

¢«Hacemos un dictado

Se da a los niflos instrucciones

e Visualizacion

geomeétricor orales para construir una figura ® Composicién y
en 2D o 3D. descomposicién
e Se da un tiempo para que los de figuras de “D
“Toma 4 cubos, 2 o2 9
azules, 2 verdes, niflos construyan una imagen y 3D
arma una torre. Al mental de la figura descrita en ® Representacion
lado de uno de los . . sy
cubos verdes afiade las instrucciones e Comprension del

un cubo rojo a la
a

PRUIR T

Los nifios dibujan o construyen
la figura del dictado.

Se muestran cada una de las
elaboraciones a toda la clase

Se discute/razona sobre las
similitudes y/o diferencias que
tienen los dibujos/figuras cons-
truidas por los nifios

lenguaje espacial




Matematicas en la Educacion Infantil 129

Actividad Descripcion Habilidades
,"‘ e Se plantea a los nifios una situa- ® Representacion
L4 .z .
}. cién en la que se debe ayudara  ® Uso del lenguaje
1 ¢Cémo ir del aula al un alumno nuevo i/o invitado espacial
comedor? para que pueda dirigirse de un e Orientacion

lugar a otro de la escuela (p.e. ® Razonamiento

de la clase al comedor). visual-espacial
e Sc pide a los nifios que indivi- @ Localizacion

dualmente realicen un dibujo

que describa el recorrido que

ellos hacen para ir de la clase
al comedor de la escuela.

e Se comparte en la clase las di-
ferentes propuestas elaboradas
por los nifos. Se analiza el tipo
de informacién que se presenta.

* e Se pide a un nifio que interprete
& el dibujo propuesto por otro.

Se aprovecha para hablar si

g contiene toda la informacién

necesaria para que la persona
sepa llegar al comedor.

e Se pide a los nifios que afiadan,
modifiquen para mejorar su
propuesta.

SENTIDO DE LA MEDIDA

El sentido de la medida es fundamental para la comprensién del mundo que nos
rodea. Su desarrollo es lo que nos permite describir los objetos y situaciones en las
que nos encontramos: el edificio es grande, el juguete es pequefio, el colegio esta
cerca, o lejos, de casa, ..., y uno de sus fines puede ser asignar un valor numérico a
un atributo como puede ser la longitud o el peso de un objeto.

La nocién de medida estd estrechamente relacionada con la geometria y la arit-
mética y, en ocasiones, se presenta mediante aplicaciéon de métodos e instrumentos
de medida estructurados, cuyo uso supone entender los procesos de medida y el
concepto de unidad de medida.

Sin embargo, hasta llegar a este nivel de comprension, el desarrollo del sentido
de la medida ha de pasar, especialmente en la etapa de Educacién Infantil, por:
comprender cudles de los atributos de un objeto son susceptibles de ser medidos;
establecer comparaciones entre los objetos para decidir “cudl es mds largo o mas

2 <«

corto”,

<

cual pesa mas”, “cual es mas grande”,...; comprender como medir o esti-
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mar medidas con medidas no estindar y estandar; o saber elegir el instrumento y la
unidad apropiados para medir.

Mediante la manipulacién y la experimentacion, que son actividades habituales en
esta etapa, y partiendo de la comprensién intuitiva que las experiencias previas de
medir proporcionan, se construye el significado de la medida.

La ensefanza de la medida en Educacion Infantil

Los estandares que plantea el NCTM (2003) para la medida indican que todo el
alumnado deberia: comprender los atributos mensurables de los objetos, y las uni-
dades, sistemas y procesos de medida; y aplicar técnicas, instrumentos y férmulas
apropiados para obtener medidas. L.a concrecion de estos estandares coincide con las
recomendaciones del Comité Espafiol de matematicas (CeMat, 2021) al plantear que
en Bducaciéon Infantil todo el alumnado deberfa: reconocer los atributos mensura-
bles de los objetos (volumen, longitud, masa, capacidad, grosor, tiempo); componer
y descomponer atributos mensurables de un objeto; clasificar, ordenar y establecer
correspondencias entre objetos segun sus atributos mensurables.

Asi mismo, la nueva ordenacién curricular contempla la inclusion de determi-
nados aspectos del sentido de la medida en las tres areas en las que se organiza:
crecimiento en armonia, descubrimiento y exploracién del entorno, y comunicacién
y representacion de la realidad, si bien es en la segunda en la que mas se mencio-
nan. Concretamente, la primera de las competencias especificas asociadas a esta
area consiste en:

Identificar las caracteristicas de materiales, objetos y colecciones y establecer rela-
ciones entre ellos, mediante la exploracién, la manipulacion sensorial, el manejo de
herramientas sencillas y el desarrollo de destrezas l6gico-matematicas para descubrir
y crear una idea cada vez mds compleja del mundo.

Mas especificamente, tanto en el primer ciclo como en el segundo, aparece men-
cién expresa a establecer relaciones entre los objetos atendiendo a sus cualidades
o atributos (entre los que podemos considerar el tamafio), ubicarse en los espa-
cios habituales (relacionado con nociones de proximidad o lejania), o identificar
situaciones en las que es preciso medir, utilizando el cuerpo u otros materiales y
herramientas.

Atendiendo a las ya mencionadas recomendaciones de NAEYC y NCTM (2002) y
el propio cutticulum de Educacién Infantil establecido en el Real Decreto 95/2022,
se sugiere el desarrollo de una metodologia activa, articulada en torno a situaciones
de aprendizaje.

Para el disefio de estas situaciones de aprendizaje que favorezcan el desarrollo
adecuado del sentido numérico podemos basarnos en las trayectorias de aprendizaje
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de Sarama y Clemens (2009), que describen no solamente los conceptos matemati-
cos que niflos y nifias son capaces de comprender sino el proceso que siguen en su
comprension y las acciones de la persona adulta que les acompana en el aprendizaje
que pueden favorecerlo.

Una secuencia de ensefianza debe contemplar:

— Identificacién de la magnitud: reconocimiento de la magnitud. La descripcién
de los objetos, y las preguntas que se les planteen, permite fijar su atencién en
determinada caracteristica del objeto y no en otras (haciendo énfasis por ejemplo
en la longitud y no en el color).

— Comparacién de magnitudes. Comparacion directa, con o sin desplazamiento de
los objetos, comparacion indirecta, con objetos intermedios, partes del propio
cuerpo o con objetos auxiliares.

— Otrdenacién de cantidades de magnitud.

— Medida de magnitudes con unidades no estandar y estandar, identificaciéon de
un valor numérico con la magnitud medida.

El uso y la comprensién del sistema de medida decimal y los cambios de uni-
dades, asi como las cuestiones relativas a la precision en la medida, quedan para
niveles educativos superiores.

La magnitud que primero se hace evidente para los nifios y nifias de educacion
infantil es la longitud. Son propensos a realizar comparaciones entre sus alturas,
ordenarse de mayor a menor, colocarse los altos atras, y querer ponerse “mas
cerca”. Esto nos permite tomar en consideracion dos aspectos de la longitud
como dimension de un objeto y como distancia entre dos objetos, este ultimo
mas dificil de comprender.

Un ejemplo de aparicién de la idea de longitud se puede observar en la secuen-
cia siguiente. Se habia pedido a los niflos y nifias que llevaran a clase almuerzos
naranjas durante la semana. Partiendo de una situacidn inicial en la que el objetivo
era clasificar los distintos almuerzos en funcién de sus caracteristicas geométricas
y contar cuantos habia de cada clase, del grupo surgio la idea de organizarlos en
fila. Para saber si habfa “muchos o pocos” se les ocurrié comparar “scuantos
de largo somos?” y se tumbaron sobre las mesas para hacer una comparacion
directa. La siguiente pregunta que se plantearon es “si los ponemos en una fila
en el suelo ¢cabe en la clase? ¢hasta donde llegard?”. La maestra se pregunta si
es facil poner todos los almuerzos en fila en el suelo o si es conveniente, y si no
habra otra forma de responder a las preguntas. Mediante una lana colocada a lo
largo de la fila se puede transportar la longitud y hacer comparaciones con el
largo de la clase o la altura de la maestra. El resultado de la actividad se registra
individualmente (Figura 9).
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Figura 9. Desarrollo de actividad de longitud en 3 afios

Una secuencia similar podemos plantear para trabajar el volumen. Partiendo de un
obsequio traido a clase por el padre de un nifio, un recipiente de dulce de membrillo
elaborado por €l, se presenta en asamblea y se pregunta ¢cuanto hay? ¢chay mucho?
¢hay poco? ¢como podemos representar cuanto hay? Surge la idea de utilizar los
multicubos encajables para “hacer un trozo igual”. Esta idea es aprovechada por la
maestra para plantear preguntas como “sigual en qué? ¢de color? ¢de forma?” “noooo,
de grande”. Se facilitan cubos suficientes para que cada persona pueda construir
su “pieza de membrillo” y a medida que lo van construyendo pueden acercarse al
modelo las veces que necesiten (Figura 10).

Figura 10. Desarrollo de actividad de volumen en 4 afios
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Para favorecer la comprension del peso planteamos preguntas relativas a objetos
cotidianos como la bolsa de la compra, la mochila del cole “spesa mucho? ¢es facil
de levantar?” para continuar con comparaciones “squé cuesta mas levantar, el balon
o la sandia?”. Para ordenar la cantidad de peso podemos estimar la cantidad de agua
que hay en una coleccién de botellas. La primera aproximacion permite a los nifios y
nifias levantar cada botella y comparar unas con otras para hacer una ordenacion. El
uso de un peso les permite asignar un valor numérico a cada recipiente, que depen-
dera de la cantidad de agua que contiene, y les llevara a una ordenacién que puede
coincidir, o no, con la estimada previamente (Figura 11).

Figura 11. Desarrollo de actividad de peso en 5 afnos

SENTIDO ESTOCASTICO

La incorporacién de la ensefianza de la estadistica y la probabilidad en Educaciéon
Infantil es reciente. A principios del siglo XXI, por ejemplo, el National Conncil of
Teachers of Mathematics NCTM, 2003) propone estandares de contenido de “Analisis
de datos y probabilidad” a partir de los 3 afios. Desde entonces, algunos paises han
empezado a incluir la estadistica y la probabilidad de forma explicita en los curricu-
los de Infantil, a medida que han reconocido la importancia de que se empiecen a
desarrollar progresivamente los primeros conocimientos para interpretar los datos
de manera critica y tomar decisiones en situaciones de incertidumbre, que son habi-
lidades imprescindibles para los ciudadanos del siglo XXI (Alsina, 2022).

Considerando estos antecedentes, este apartado se organiza en torno a las tres
dimensiones para caracterizar la ensefianza de la estadistica y la probabilidad en Edu-
cacién Infantil propuestas por Alsina (2021): las finalidades (¢para qué se ensefia? y
épor qué se ensefia?), la organizacion de la ensefanza (¢qué se ensefia? y ccuando se
ensefiar) y las practicas de enseflanza (¢.como se ensefiar).
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Finalidades de la ensefianza de la estadistica y la probabilidad
en Educacién Infantil

Alsina (2017) sefiala que la presencia explicita de contenidos de estadistica y pro-
babilidad en las primeras edades trata de dar respuesta a una necesidad social, ya que
la ciudadania se ve enfrentada constantemente a una gran cantidad de datos recibidos
a través de diversos medios. Desde esta perspectiva, la primera finalidad es iniciar el
desarrollo de la alfabetizacion estadistica y probabilistica que se refieren, respectiva-
mente, a la capacidad de las personas para interpretar datos, evaluarlos criticamente
y, cuando sea pertinente, expresar sus opiniones respecto a la informacion estadistica,
los argumentos relacionados con los datos o fenémenos estocasticos (Gal, 2002);
y a la capacidad de acceder, utilizar, interpretar y comunicar informacion e ideas
relacionadas con la probabilidad, con el fin de participar y gestionar eficazmente las
demandas de las funciones y tareas que implican incertidumbre y riesgo del mundo
real (Gal, 2005).

Otra finalidad relevante es poner de manifiesto, desde los primeros niveles, que
la estadistica y la probabilidad mantienen estrechas conexiones en el marco de la
estocastica (Alsina, 2021), que incluye lo que esta sometido al azar y que es objeto
de analisis estadistico. Asi, cuando tenemos un experimento aleatorio con resultados
equiprobables, podemos intentar predecir el resultado con cierto grado de certidum-
bre, por ejemplo, al lanzar un dado. Después de realizar el experimento, el resultado
se habra producido o no, pero una sola repeticién no respalda ni refuta el grado de
certidumbre. En consecuencia, serfa necesario tener un gran numero de repeticiones
para poder revisar dicha probabilidad, y ahi es donde interviene la estadistica descrip-
tiva para recopilar, organizar y analizar los datos del resultado de ese experimento
cuantas veces haya sido realizado. De este modo, en el ejemplo indicado, el hecho de
sacar un cinco no implica que siempre se obtenga este mismo valor al lanzar un dado,
pot lo que se puede estudiar el comportamiento del azar mediante una investigacion
estadistica (p. ¢j., al lanzar 30 veces un dado).

Organizacién de la enseflanza de la estadistica y la probabilidad
en Educacién Infantil

EI NCTM (2003) tiene el mérito de haber explicitado los conocimientos en esta-
distica y probabilidad que deberfan aprender los nifios a partir de los 3 afios, como
se ha indicado. Estos conocimientos se organizan alrededor de tres estandares de
contenido: formular preguntas que puedan abordarse con datos y recoger, organizar
y presentar datos relevantes para responderlas; seleccionar y utilizar métodos estadis-
ticos apropiados para analizar datos; desarrollar y evaluar inferencias y predicciones
basadas en datos; y comprender y aplicar conceptos basicos de probabilidad. Mas
en concreto, para las primeras edades recomiendan proponer preguntas y recoger
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datos relativos a ellos y su entorno; ordenar y clasificar datos de acuerdo con sus
atributos y organizar datos relativos a aquellos; representar datos mediante objetos
concretos, dibujos y graficos; describir parte de los datos y el conjunto total de los
mismos para determinar lo que muestran los datos; y, finalmente, discutir sucesos
probables e improbables relacionados con las experiencias del alumnado.

A partir de estos estandares, principalmente, (Alsina, 2022) hace una propuesta
de organizacion de los contenidos de estadistica y probabilidad para el 2° ciclo de
Educacion Infantil (3-6 afios), alrededor de dos tipos de actividades: identificacion y
comparacion de datos y hechos. Siguiendo el ciclo de investigacion estadistica pro-
puesto por Wild y Pfannkuch (1999), estas actividades se refieren a la recogida y la
organizacién de datos (p. ¢j., a través de tablas de recuento y de frecuencias), junto
con la representacion a través de graficos concretos (con materiales manipulativos)
y su posterior interpretacion. Se trata de datos cercanos a la propia experiencia, que
pueden ser propuestos por el profesorado o bien por el alumnado.

Con relacion a la probabilidad, diversos autores (e. g., Alsina, 2021, 2022; Batanero
et al., 2021) proponen que las nifias y los nifios menores de 6 afios establezcan un
primer contacto con el significado intuitivo de la probabilidad y empiecen a usar de
forma comprensiva lenguaje probabilistico elemental en el marco de una escala cua-
litativa que vaya desde “imposible” hasta “seguro”, en situaciones de incertidumbre
que forman parte de su entorno y que permitan ir desarrollando progresivamente el
razonamiento probabilistico.

Practicas de ensefianza de la estadistica y la probabilidad
en Educacién Infantil

El NCTM (2003), por ejemplo, recomienda presentar un enfoque experimental
que permita proporcionar una experiencia estocastica desde Infantil. También el Pro-
yecto GAISE (Bargagliotti, 2020; GAISE College Report ASA Revision Committee,
2016; Franklin et al. 2005), aunque no se centra en Infantil, recomienda ensefiar el
pensamiento estadistico como un proceso investigativo de resolucion de problemas
y toma de decisiones, centrarse en la comprensiéon conceptual, integrar datos reales
con un contexto y proposito, fomentar el aprendizaje activo o usar tecnologia para
explorar conceptos y analizar datos.

Batanero y Diaz (2011) ubican estos planteamientos en el enfoque del trabajo con
proyectos, que pretende que el alumnado sea capaz de aplicar sus conocimientos a la
resolucion de problemas que sean significativos para ellos, para su entorno, siguiendo
los pasos de un ciclo de investigacion estadistica (Wild y Pfannkuch, 1999). Estos
proyectos otorgan protagonismo al alumnado, ademas de “favorecer el aprendizaje
significativo, promueven el trabajo en grupo y desarrollan capacidades como la re-
flexién y la autonomia del alumno” (Anasagasti y Berciano, 2016, p. 33). De forma
complementaria al trabajo con proyectos, Godino et al. (1987) promueven también
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el uso de materiales manipulativos y otros recursos para la ensefianza de la estadistica
y la probabilidad desde Educacion Primaria.

Considerando estas distintas estrategias y recursos didacticos, las actividades que
planteemos desde Educacion Infantil en estadistica y en probabilidad, atendiendo a los
conocimientos que se pueden movilizar, deben estar encaminadas a la argumentacién
y a la toma de decisiones en ambientes de incertidumbre de contextos proximos a
los nifios y las nifias, que les permitan manejarse progresivamente con cierta soltura
respecto a qué informacién se maneja en cada caso, antes o después de realizar un
experimento aleatorio (Alsina et al., 2021).

Asi, tomando como referencia el ejemplo anterior del dado, una practica de aula
con alumnado de 3, 4 o 5 afios podria seguir la siguiente secuencia:

1) Contexto asociado a una rutina cercana al alumnado, por ejemplo, la cocina:
“imaginad que colocamos un dado en una sartén, la movemos y tras un par
de vueltas la cara superior del dado ha cambiado, esto es, la parte de arriba
del dado... ¢qué cantidad de puntos aparece ahora? (Figura 12, izda.).

2) Todo el alumnado interactia con los dados y la sartén y a partir de la ob-
servacion de lo que ocurre en cada lanzamiento gracias a las preguntas de la
maestra (¢qué veis?, spuntos?, ¢cantidad?), se observan varias caras del dado
y se establece una relacién entre los puntos de cada una y la cantidad que re-
presentan. A partir de la observacion y comparacion de elementos concretos,
se trata de abstraer y representar la cantidad (Figura 12, centro).

3) Posteriormente, la maestra gufa por medio de preguntas la secuencia asociada
ala repeticion de los lanzamientos (¢qué numero te ha salido?, ¢cual es mayor?,
¢cudl es menor?, scudnto mayor es?, jcudnto menorr, etc.).

4) Finalmente, todo el alumnado registra y observa los resultados extraidos tras
cada lanzamiento, recogiendo as{ la informacién en tablas de recuento (Hoong
etal.,, 2015; Rodriguez-Mufiiz et al., 2021); para, posteriormente, establecer una
conversacién con la maestra que invita a hablar de casos posibles, imposibles,

qué es el azar, etc. (Figura 12, derecha).

Figura 12. Deteccién e identificacién de las caracteristicas de las caras del
dado (izdo.). Correspondencia entre la cantidad y sus representaciones
(centro). Recoleccién de datos en una tabla de recuento (dcha.)
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RECURSOS Y ASPECTOS METODOLOGICOS. ; DONDE, CUANDO Y COMO APRENDER
MATEMATICAS EN INFANTIL?

Empezamos afirmando que en la Educacion Infantil se puede aprender matematicas
en_y de cualquier situacién. Sélo es necesario que las maestras y maestros dominen
los contenidos matematicos, detecte la presencia de estos en cualquier situacion,
escoja posibles objetivos de aprendizaje para sus alumnos, y comparta preguntas,
reflexiones, retos y actividades con su grupo para conocer mejor algin tema, resolver
alguna pregunta u organizar alglin evento, entre otros.

Actualmente, existe una gran diversidad de situaciones didacticas escolares para el
aprendizaje y la ensefilanza de las matematicas en Educacién Infantil, por ejemplo:
proyectos, rincones, sesiones en gran grupo, talleres, ambientes, espacios, microes-
pacios, provocaciones, rutinas, el dfa a dfa del aula, la gamificacion, etc. Ademas, a
menudo no se define cada una de estas dinamicas de la misma forma, por ejemplo,
en un centro proponen una serie de actividades concretas en los ‘rincones’ y en otro
centro planten las mimas propuestas en sus ‘espacios’. Asf que, vamos a intentar hacer
un recorrido por distintas situaciones didacticas de Infantil, aunque no focalicemos
en los nombres en concreto.

Los aspectos que nos ayudaran a presentar y discriminar estas situaciones didac-
ticas son: las caracteristicas de la propuesta y el tipo de participacion de las personas
implicadas, es decir, el rol del maestro y el tipo de participaciéon del alumnado.

Rutinas

Las rutinas son actividades que se repiten de forma regular en el aula, indepen-
dientemente del resto de situaciones didacticas que se hayan seleccionado (Edo y
Revelles, 2004). Las rutinas cumplen funciones de organizacién del grupo con la
intencién de ayudar a conocer la secuencia de dinamicas en el aula, poder antici-
par qué va a pasar y as{ aumentar la seguridad y la autonomia del alumnado. En
Infantil, estas son actividades de aprendizaje y ensefianza y varias de ellas tienen
gran relaciéon con contenidos matematicos curriculares. Ejemplos de estas acti-
vidades son: Pasar lista y recuento de los compafieros ausentes. Sefialar el dia en
el calendario y escribir la fecha. Sefialar dfas especiales en el calendario. Repartir,
distribuir y reponer materiales. Organizar los alumnos en filas o grupos. Organi-
zar y distribuir mesas y sillas en el aula o en los rincones. Registrar y comparar el
tiempo meteorolégico, etc. En estas actividades los maestros conducen las dina-
micas y con el tiempo, van cediendo el control de las mismas a los alumnos (Coll
et al.,, 1999) El uso regular del calendario puede ser una poderosa herramienta
para aprender a leer y nombrar numeros, para situarse y estructurar conceptos
temporales, para aplicar pequenos calculos, resolver interrogantes, comparar can-
tidades, etc. (ejemplo en Edo, 2005).
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Hechos puntuales en el dia a dia escolar

En este caso nos referimos a aprovechar alguna situacion imprevista para com-
partirla, estudiarla o resolverla conjuntamente con el grupo. Por ejemplo, una nifia
ha encontrado un ‘bicho palo’ en el patio, animal que suscita interés y desean cono-
cerlo mas. Asi que buscan informacioén y descubren que es un insecto, que tienen 6
patas, 3 a cada lado, que es simétrico, que tiene 2 antenas, que suelen medir de 7 a
10 centimetros, que las hembras ponen 3 o 4 huevos cada dfa, etc. Otro ejemplo, hay
un dia que desean cambiar la disposicion de las mesas en el aula, la maestra invita a
los alumnos a estudiar posibles composiciones: ¢Cémo las colocarfais vosotros? A
medida que los nifios y nifias van representando y mostrando arreglos de mesas van
apareciendo los ‘condicionantes’. Si las colocamos asi ¢todo el mundo podra ver la
pizarra? ;Podremos pasar entre las mesas? Si tocan a la pared ¢podremos sentarnos
todos?, etc. (Carbé y Gracia, 2009). En estas situaciones, es realmente importante
que la decision final sea por votacion de todo el grupo y que esta se lleve a cabo.
Implicar el alumnado en la toma de decisiones que les afectan es muy interesante
y productivo pero los maestros deben estar dispuestos a ceder, al grupo, la ultima
decision y a aplicar lo que el grupo elija.

Sesiones en gran grupo

Hay centros que organizan el trabajo matematico (siguiendo alguna editorial, o
no), realizando sesiones (una o mas por semana) de forma regular. Estas sesiones en
gran grupo focalizan principalmente en algin contenido matematico concreto. En
este caso existe una programacion a priori y ésta asegura que se presentan todos los
contenidos curriculares a lo largo del curso. El rol del maestro es el de disefar un
conjunto de actividades, preparar los materiales y guiar el desarrollo de la sesion. El
alumnado sigue las consignas del maestro. Esta dinamica puede ser constructiva si,
durante el desarrollo de la sesion, se alternan actividades en las que el adulto expone,
pregunta o gufa un dialogo con otras en las que el alumnado debe enfrentarse, en
pequefios grupos o individualmente, a retos o propuestas que deben llevar a cabo
sin practicamente ayuda del maestro. Una buena secuencia de actividades para estas
sesiones serfa: se inicia la sesién con un dialogo, sigue una actividad en pequefio
grupo, a continuacion, se realiza una actividad de representacion individual y apa-
rece un nuevo dialogo conjunto como conclusién final. Veamos un ejemplo de 14:
La maestra desea que los alumnos practiquen pequefos calculos (+1, +2, +0) y la
composicion de pequenos niameros (entre 0 y seis). Les presenta el juego ‘cuadrado y
angulo’ (Figura 13). Para ello se dibuja en el suelo un cuadrado de 1,5m. de lado y un
cuadrado mas pequefo (40cm.) concéntrico al primero. Se marca también una zona
en cada uno de los 4 angulos. Cada jugador, en su turno, se coloca en el cuadrado
central y dispone de 3 piedras o chapas que lanzara haciendo punterfa. Si la piedra
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va dentro de la zona del angulo vale 2 puntos, dentro del cuadrado grande 1 punto
y si va fuera 0 puntos. A continuacion, los nifios y nifias juegan, practican e intentan
llevar los calculos de su puntuaciéon. En un momento determinado la maestra ofrece
una hoja para que anoten sus puntuaciones de la ultima partida. Al volver a clase se
pide a los alumnos que realicen una representacion grafica siguiendo las pautas de
‘la pagina en blanco’ (Edo, 2021).

[

Figura 13.Vemos a un nifo jugando a cuadrado y dngulo. Vemos la hoja
donde han anotado las puntuaciones de cada tiro y el total escrito en el
dorso de sumano. Vemos una hoja en blanco donde interpretamos que
este jugador obtiene un total de dos puntos por haber colocado una
piedra en la zona de un dngulo y dos ceros (escritos con el numeral)
y representados con dos piedras fuera del cuadrado

El trabajo por proyectos

Los proyectos se crean para saber mas sobre algiin tema que ha elegido el grupo y
son necesariamente interdisciplinares. Los alumnos deben escoger, pensar, investigar,
proponer, discutir, argumentar, rectificar y consensuar. .. competencias que les ayudan
a ser mas autonomos y criticos. Suele hacerse un dialogo inicial sobre ¢Qué sabemos?
del tema elegido y ¢qué queremos saber? A partir de aqui, se busca informacién que
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se va compartiendo con los demds compafieros para llegar a consensos. En esta
dindmica los maestros: gufan los alumnos en sus descubrimientos, proporcionan
recursos para que sean los ellos los que construyan sus conocimientos. Los alumnos
buscan y aportan datos y conocimientos que comparten, discuten con los demas.
(Serrano, 2012). Muchos centros aprovechan la elecciéon del nombre de la clase para
realizar un proyecto de estas caractet{sticas, que a grandes rasgos contiene estas fases:
eleccién del tema de estudio, ¢Qué sabemos y qué debemos saber? Comunicacion y
recogida de las ideas previas. Busqueda de fuentes de informacion. Organizacion y
puesta en marcha del trabajo. Desarrollo de propuestas. Dialogo de conclusion. En
Educacion Infantil suelen aparecer temas, como: las ballenas, los volcanes, las mari-
quitas, el bicho palo, los planetas y el universo, etc. En cualquiera de estos temas, y
otros que podamos nombrar, siempre hay algin aspecto del tema que conecta con
el contenido de nimero y cantidad (cuantas aletas, patas...); también aparecen as-
pectos de medida (cuanto pesa, mide de longitud, de altura....); también intervienen
contenidos de relacién y cambio como agrupar y clasificar por categorias universales
(mamifero - no mamifero, insecto — no insecto, estrellas - planteas, etc.); en ocasiones
contenidos geométricos de forma o de posicién (el volcan tienen forma conica; el
bicho palo es simétrico; los planetas tienen forma de esfera). Asi que, solo podemos
invitar a los maestros a estar atentos, al realizar un proyecto, y evidenciar y compartir
los contenidos matemadticos que nos ayudan a conocer mejor cualquier tema.

Rincones y talleres

El trabajo por rincones consiste en organizar el aula en varios espacios donde
los alumnos, distribuidos en pequefios grupos, realizan actividades simultaneas de
manera auténoma. Esta organizacién posibilita que cada pequefio grupo realice
una tarea determinada y distinta a las demads. Segun el tipo de actividad algunos
rincones pueden requerir la presencia de la maestra; en otros los nifios actian con
gran autonomia. Los rincones crean una dindmica que favorecen el aprendizaje de
todos los nifios ya que, se respeta el ritmo de cada uno, se basan en la exploracion
directa de materiales, potencian la autonomia y la seguridad en uno mismo, y los
nifios adquieren responsabilidades como, por ejemplo, el cuidado de los materiales.
El maestro decide el nimero de rincones simultaneos, los contenidos y objetivos
de aprendizaje de cada uno, prepara los espacios y los materiales, decide la forma
que los alumnos escogeran los rincones y cuando y como se cambia de rincén. La
rotacion de cada alumno por los distintos rincones varfa segun el centro, desde la
permanencia de cada alumno a un dnico rincén por sesion hasta los centros en los
que la maestra marca los momentos de cambio de forma regular, cada 15 minutos.
Para promover realmente la iniciativa y la autonomia seria recomendable que los
nifios y nifias pudieran escoger algo, el rincén al cual ir, la tarea que desean realizar
o cuando quieren cambiar.
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Figura 14. Una de las propuestas de un rincon. Hay varias plantillas y
piezas de colores. Los niflos pueden cubrir y reproducir un modelo,
pueden cubriry completar o construir la imagen en otra cuadricula

de distinto tamafio (homotecia)

Ambientes, espacios, microespacios, provocaciones

Los ambientes son espacios de aprendizaje, de relacién y de comunicacion pre-
parados por los adultos, con materiales bien seleccionados, bien dispuestos y pen-
sados para satisfacer las necesidades evolutivas de los nifios (Silvente, 2017). Cada
ambiente cuenta con una serie de propuestas que ofrecen nuevos retos a los niflos.
La caracteristica fundamental de los ambientes, espacios o provocaciones es que
la actividad que realiza cada alumno es autébnoma y se permite la libre circulacién
entre espacios o ambientes. Son actividades no directivas y que responden al interés
genuino de cada alumno. En estos ambientes los alumnos realizan sus actividades
a partir de su motivacién intrinseca (sin necesidad de ningun incentivo externo ni
esperar ninguna recompensa). Esta motivacion, la que surge de su interés natural, es
la que produce mayores aprendizajes al dar respuesta a las necesidades reales de cada
individuo. La funcién de los maestros es preparar bien los materiales y los espacios
y hacer de organizadoras, de mediadoras que faciliten el proceso de aprendizaje. Los
nifios disponen de un tiempo de experiencia activa, no directiva; preparada por el
adulto, pero reconstruida por ellos mismos, donde se reunen para explorar diversas
posibilidades de juego y de los materiales.
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Figura 15. Ambiente con geoplanos, gomas, tarjetas y papel pautado.
Acceso libre -si no supera el nimero maximo de participantes-
y cada cual decide qué desea hacer

Gamificacion, ludificacién

La gamificacion en el aprendizaje consiste en la incorporacion de elementos y
dinamicas propias de los juegos en entornos de aprendizaje, todo ello con el objetivo
de potenciar la motivacién, promover el esfuerzo e inspirar al alumnado a través del
juego y del compromiso. Sin embargo, debemos vigilar porqué entre los elementos
propios del juego a menudo se destacan la competitividad y los premios, aspectos
que no serfan muy adecuados en Infantil. Por otra parte, el ’juego’ puede y debe
estar presente en cualquiera de las otras dinamicas enunciadas hasta ahora, asi que,
no creemos necesario disefiar dinamicas de ‘gamificacion’ extra. Por el contrario,
recomendamos vivamente el uso de juegos en sesiones de gran grupo, en el trabajo
por rincones, en los ambientes, e incluso en las rutinas.

Hasta aqui un breve repaso a las dindmicas mas frecuentes. A estas deberfamos
afiadir los espacios de juego simbdlico, los espacios de construccién, las propuestas
relacionadas con arte, cuentos, danzas, canciones, psicomotricidad, etc. Al ser im-
posible ser exhaustivo pasamos a las recomendaciones finales.

Reflexiones y recomendaciones sobre la pregunta inicial

Luego ... ¢Dénde, cuando y como aprender matematicas escolares? Una vez
revisadas las dindmicas mas frecuentes, recomendariamos:
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— No centrarnos en una sola dindmica. Diversificar las situaciones didacticas con
contenidos matematicos. Procurar alternar propuestas mas guiadas con otras
con alto grado de autonomia infantil.

— Cuanto mds pequefios son los alumnos mas presencia de tareas abiertas, explo-
ratorias y no directivas. Las sesiones en gran grupo funcionan mejor con los
alumnos mayores (14 y I5).

— No preocuparse mucho del ‘nombre’ de la dinamica escogida y reflexionar sobre
aspectos metodolégicos como:

— Diversificar las agrupaciones de los alumnos (individual, parejas, pequefio
grupo, media clase, gran grupo).

— Oftrecer retos y resolucion de problemas en cualquiera de las dinamicas.

— Crear espacios y propuestas autonomas y no directivas donde pueda aflorar
la motivacion intrinseca.

— Aprovechar las rutinas, los imprevistos, los proyectos para evidenciar las
matematicas y compartirlas con los pequefios.

— Usar ‘el juego’ como recurso inestimable, en cualquiera de sus variaciones:
exploratorio, reglado de motricidad gruesa, juegos de mesa, juegos verbales,
etc.
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Resumen

En este capitulo se concretan las definiciones de los diferentes sentidos, algebraico,
espacial, estocastico, de medida y numérico, expuestas en capitulos previos, a la
etapa de educacion primaria. Se identifican y describen las principales componentes
de estos sentidos cuyo desarrollo puede abordarse en esta etapa, dandose ejemplos
de tipos de tareas y de recursos que pueden ser utiles. En algunos casos nos apo-
yamos en investigaciones previas para dar ejemplos de posibles dificultades que
puede manifestar el alumnado.

Palabras clave: Sentido matematico, Primaria, Tareas matematicas, Curriculo.
Abstract

In this chapter we specify the definitions of the different senses, algebraic, spacial,
estocastic, measurement and numeric, in the case of primary education. We iden-
tify and describe the main component of these senses whose development can be
addressed at this stage and provide examples of type of tasks and resources that
can be of use. In some cases we use previous studies to give examples of posible
difficulties that students can encounter.

Keywords: Mathematical sense, Primary, Mathematical tasks, Curriculum.
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INTRODUCCION

EN ESTE CAPITULO RETOMAMOS la idea de sentido matematico desarrollada en ca-
pitulos previos, considerando cada uno de los diferentes sentidos previamente
definidos: algebraico, espacial, estocastico de medida y numérico. El objetivo es
ejemplificar el trabajo de cada uno de estos sentidos en el aula de primaria expli-
citando sus principales componentes y dando sugerencias de tareas a considerar.
En todos los casos la propuesta es trabajar de forma contextualizada, favore-
ciendo la experimentacion, apoyandose en recursos concretos y representaciones
pictoricas, y explicitando la funcionalidad que ha de caracterizar los aprendizajes
matematicos de esta etapa.

SENTIDO ALGEBRAICO

En linea con la definicién de sentido algebraico propuesta en este libro, el de-
sarrollo de pensamiento algebraico requiere (Kaput, 2008):

— Pensar y operar en términos de cantidades desconocidas (como si fueran cono-
cidas) y sus relaciones. En este contexto las cantidades indeterminadas pueden
tener el significado de incognitas, variables, parametros, constantes o numeros
generalizados, y pueden ser representadas de muy diversas formas (ej., un ma-
terial fisico como una caja, lenguaje verbal, letras, representaciones pictoricas
como una mancha o una nube).

— Generalizar (reconocer estructura) y expresarlo a través de representaciones
que van ganando en formalismo. Esta dimensién del trabajo algebraico es la
mas relevante para abordar el desarrollo del sentido algebraico en educacion
primaria. Tareas de tipo numérico, geométrico o de medida pueden enriquecerse
al preguntar por otros casos similares y buscar la generalidad.

— Razonar y manipular expresiones simbélicas de forma sintacticamente guiada.
No solo se considera la notacién algebraica, también otros sistemas de sim-
bolos como graficos, rectas numéricas, tablas y lenguaje natural. La tecnologia
ha logrado un desarrollo del lenguaje simbdlico accesible y eficiente. Las hojas
de calculo, las calculadoras graficas o las aplicaciones de geometria dinamica
proporcionan métodos mas accesibles para la manipulacion simbélica.

Para hacer recomendaciones para su trabajo en el aula de primaria, retomamos
aqui las cuatro componentes identificadas en el capitulo del Sentido Matematico
Hscolar que nos permiten diferenciar enfoques para abordar el desarrollo del sentido
algebraico en el aula: Generalizacién de patrones numéricos, geométricos y de las
leyes que gobiernan las relaciones numéricas; Resolucién de problemas; Situaciones
funcionales; Modelizacién de fenémenos fisicos y matematicos.
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Generalizacién de patrones numéricos, geométricos y de las leyes que
gobiernan las relaciones numéricas

Este componente se refiere a tareas dénde hay una estructura desconocida que
el alumnado debe identificar y representar. Las siguientes recomendaciones de la
CEMAT (2021) para el desarrollo de sentido algebraico conectan con este enfoque:

— Identificar las caracterfsticas variantes e invariantes en una coleccién de objetos.

— Describir regularidades (entre ellas, las propiedades de las operaciones aritmé-
ticas) de manera generalizada con palabras, graficos o tablas.

— Crear patrones.

— Extender regularidades determinando un elemento concreto de una sucesion
(patrones de repeticién, de crecimiento ...): el elemento siguiente, uno lejano,
uno genérico ...

En Primaria, el alumnado deberfa investigar patrones numéricos y geométricos
y expresarlos matemdticamente con palabras o simbolos. Los aspectos de la sim-
bologia algebraica tradicional no deberfan ser una limitaciéon en esta etapa para el
trabajo del desarrollo del pensamiento algebraico.

Se pueden realizar trabajos con patrones geométricos donde tengan que analizar
su estructura y el modo en que cambia. Pidiéndoles posteriormente que describan
los patrones que observan. Por ejemplo, el alumnado podria identificar el patrén
subyacente al ejemplo de la figura 1.

] | [ |

Figura 1. Patron geométrico

Para encontrar la estructura de los patrones geométricos, es interesante copiar
el siguiente elemento a uno dado y observar fisicamente lo que se hace con el
cuerpo. Es decir, expresar qué hacia tu cuerpo para establecer la regla de como
crecen los cuadrados de la figura en filas y columnas (Mason, 2017).

En el trabajo con patrones ofrecer siempre los primeros términos impide el de-
sarrollo de todas las capacidades de los estudiantes (Mason, 2017). Es conveniente
considerar también términos intermedios o términos no secuenciales.

En el contexto de la aritmética, el propio cilculo es un contexto muy rico para
trabajar la percepcién de una estructura al dirigir la atencién hacia propiedades
aritméticas (ej., compensacion, asociativa, elemento opuesto) cuyo uso es habitual
en estrategias de cilculo pensando (ej., 284+ 46 = 30 + 44 = 30 + 40 + 4 = 70
+ 4 = 74). Compartir estrategias diferentes y pedir su justificacién permite hacer
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explicitas las propiedades aritméticas que dan estructura a la aritmética y al algebra
y alejarse del foco del cilculo aritmético.

Resoluciéon de problemas

La naturaleza aritmética o algebraica de un problema depende de coémo este se
resuelva. En la etapa de primaria podemos considerar diversos tipos de problemas
verbales relativos a relaciones cuantitativas. La propuesta desde este enfoque del
algebra es centrar la atencién en representar las relaciones descritas en el problema,
provocando asi pensar y representar cantidades desconocidas, y también traducir
entre representaciones de relaciones cuantitativas. Ante problemas como “He com-
prado una caja de lapices de colores. En casa tenfa 15 lapices. Ahora tengo 20 en
total. ¢Cuantos lapices hay en la caja?” y “Tengo una cesta con manzanas. Dentro
de la cesta hay 20 manzanas verdes y otras rojas, ;Cudntas manzanas hay en la
cestar”, el alumnado puede representar el enunciado mediante representaciones
pictéricas o mediante ecuaciones sencillas (haciendo uso de una letra o algin otro
simbolo para representar la cantidad desconocida). La comparacién de expresiones
diferentes propuestas por el alumnado permitird abordar la nocién de equivalencia
y centrar la atencién en las relaciones cuantitativas que describe el problema en
vez de en los calculos necesarios para su resolucién. Si bien no es un objetivo de
esta etapa, la propuesta de uso de letras para representar cantidades desconocidas
es accesible al alumnado en este contexto. En su caso pueden escribir ecuaciones
sencillas (ej., y+15=20 y 15+x=20; 20 + a = ? y 20 + y = b) y mediante su com-
paracién iniciarse en las normas sintacticas que regulan el simbolismo algebraico
(ej., cantidades diferentes han de estar representadas mediante diferentes letras).
La resolucién de los problemas en esta etapa no ha de requerir operar con repre-
sentaciones simbdlicas, siendo mis adecuado utilizar recursos como el modelo de
barras, estrategias de conteo o métodos de calculo.

Situaciones funcionales

Esta perspectiva del algebra supone reconocer y describir una relaciéon funcional.
En esta etapa, el trabajo con funciones depende (de) y promueve la comprension
de variables, el establecimiento de relaciones y el uso de diversas representaciones
para expresar esas relaciones.

En el aula de primaria podrian plantearse situaciones como la siguiente. Dibuja-
mos un punto en el centro de una hoja de papel o en papel cuadriculado. Luego,
y cada minuto, dibujamos 4 puntos mas alrededor del primer punto. Esta imagen
crece cada minuto. ;Cudntos puntos crece la figura cada minuto? Si continuamos
dibujando puntos correspondientes a los minutos 2 y 3: ;:Cémo es esta imagen?
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¢Qué esta pasando en esta imagen? ;Cémo esta pasando? ;Coémo lo sabes? ¢Ves un
patrén? ¢Cuantos puntos crece cada vez? ;Como se relacionan estos puntos entre si?

El alumnado propondra diferentes interpretaciones. Cuando sea apropiado, se
puede dibujar un cuadro que conecte los cuatro puntos para cada minuto. Después
de un minuto, la imagen crece hasta tener 5 puntos. Después de dos minutos, tiene
9 puntos, etc. Es el momento de proponer al alumnado la construccion de una tabla
con dos columnas, una para los minutos y otra para el nimero total de puntos. Esta
es una herramienta util para que establezcan posteriormente una relaciéon funcional.

El trabajo finaliza cuando después de discutir las respuestas que proporciona la
clase para explicar cémo ellos obtienen la relacion entre las dos variables, respon-
den a la siguiente cuestién: ;Como podriamos averiguar la cantidad de puntos que
habria para cualquier cantidad de minutos? Es el momento de guiar al alumnado
para que expresen la relacién entre los minutos y los puntos.

Una funcién puede ser representada de multiples formas. El lenguaje verbal
es el punto de partida para la comprension de las funciones y permite hacer una
descripcién generalmente cualitativa. Una representacion tabular permite organizar
los pares de elementos que relaciona la funcién y ayuda a identificar y describir los
cambios entre las variables (Blanton, 2008). Las representaciones simbélicas brindan
una vision cualitativa y cuantitativa general de la funcién, permitiendo hacer un
analisis del comportamiento de la funciéon de manera abstracta.

Para representar la indeterminacion y las relaciones identificadas entre las varia-
bles, el alumnado puede recurrir a diversos tipos de representaciones tales como
lenguaje natural, representaciones visuales (e.g. dibujos y material manipulativo),
simbolos matematicos e incluso gestos. La profundidad de la comprension de las
funciones dependerd de cémo ellos desarrollen la habilidad de usar variedad de
representaciones y sean capaces de relacionarlas.

Modelizacién de fendmenos fisicos y matematicos

En esta etapa educativa se pretende modelar situaciones cotidianas o representables
con objetos y usar representaciones como graficas, tablas, expresiones numéricas e
incluso ecuaciones sencillas, para extraer conclusiones. El alumnado de primaria puede
formular enunciados generales sobre como se relacionan una variable con otra. Por
ejemplo, puede estudiarse el dinero gastado en un parque de atracciones y el numero
de viajes disfrutados (asumiendo que todas las atracciones tienen el mismo coste
y pudiéndose afiadir un coste fijo de entrada) o entre el numero de paradas de un
tren y el numero de personas a bordo suponiendo que en cada parada suben dos
pasajeros (puede afiadirse personal fijo en el tren como el conductor y algun revisor).

Para ayudar al alumnado a modelizar la situacion se puede iniciar preguntando
por casos particulares ((Cuanto dinero necesito para 3 viajes en las atracciones?
¢Y para 5 viajes?) sugiriéndoles organizar los datos en una tabla. Posteriormente se
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puede dar mayor generalidad a las cuestiones preguntando por el caso de muchas
personas: ¢Coémo puedes saber cuanto dinero necesitas para muchos viajes en las
atracciones? ;Como le explicarias a un amigo cuanto dinero se necesita para mu-
chos viajes? El trabajo puede ampliarse considerando la relacién inversa: si me he
gastado una determinada cantidad de dinero ¢cudntos viajes he realizado?

SENTIDO ESPACIAL

Las ideas que se presentan para desarrollar en los escolares el sentido espacial
a lo largo de los diferentes niveles se basan en dos ideas principales. Por un lado,
el disefio de tareas que favorezcan la conexién entre las componentes, trabajando
todas ellas desde una visién global. Por otro lado, el enfoque funcional que resalte
la resolucién de problemas en contextos de utilidad en el mundo real. Se presentan
distintas tareas relativas al concepto de cuadrado y cémo se va enriqueciendo a lo
largo de las etapas. Se plantean como reflexién al lector para analizar las compo-
nentes, su conexion y aplicabilidad a la resolucién de problemas. Ejemplificaremos
también como la visualizacién conecta distintas componentes.

Conectando los conceptos geométricos (propiedades y relaciones)

Imagina que estas jugando al tabu. El juego consiste en describir a tus compafieros
de equipo unas tarjetas en la que aparece la palabra a definir y unas cuantas palabras
prohibidas que no puedes utilizar. Ademas no puedes dibujar nada ni hacer gestos. :Cémo
podrias describir “cuadrado” sin utilizar las palabras cuatro, lados, iguales o angulos?

En este juego no podriamos describir el cuadrado a partir de la definicién (po-
ligono regular de cuatro lados y cuatro angulos iguales) puesto que utilizariamos
palabras prohibidas. Las distintas posibles respuestas ponen de manifiesto distintas
componentes del sentido espacial.

Es interesante reflexionar con el alumnado sobre la diferencia entre la definicién
de un objeto geométrico y la descripcién a través de propiedades que se observan
y pueden caracterizar a un cuadrado. Por ejemplo, ¢se podria utilizar la definicién
“cuadrilatero con las dos diagonales iguales y perpendiculares”? o ¢El tnico rec-
tangulo que es a su vez un rombo? Este tipo de tareas conecta las componentes
relativas al conocimiento de las propiedades y el reconocimiento de relaciones
geométricas, principalmente a través de la habilidad de percepcion de relaciones
espaciales (viendo dos o mas objetos relacionados con otro o entre si).

Las definiciones de cuadrado que conoce el alumnado han podido variar desde
las distintas etapas, pero el reconocimiento de propiedades se ha ido enriquecien-
do al incrementarse su manejo de conceptos geométricos. En Educacion Infantil
se suelen presentar ejemplos de cuadrados con representaciones manipulables y a
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partir de ellas se describen las propiedades: la cantidad de lados, que sean iguales
y que los angulos sean rectos. En Educaciéon Primaria, al conocer otros tipos de
cuadrilateros, se pueden matizar las diferencias del cuadrado con el rectaingulo (no
todos los lados son iguales) o con el rombo (no todos los angulos son iguales), asi
como analizar caracterizaciones de los cuadrilateros atendiendo a sus diagonales.

Para conectar las distintas componentes relativas a conceptos geométricos, juega
un papel relevante la visualizacion, tanto por la riqueza de representaciones con las
que el estudiante pueda explorar las propiedades, como por la variedad de habilida-
des de visualizacién que son necesarias. Por ejemplo, el estudiante debe percibir las
relaciones espaciales en un cuadrado (igualdad de longitudes, paralelismo, perpendi-
cularidad...) y discriminar visualmente las caracteristicas que lo diferencian de otras
figuras geométricas. En las distintas representaciones, especialmente en los cursos
inferiores, conviene desarrollar la habilidad de coordinacién ojo motor (coordinar
la visién con el movimiento del cuerpo), presentando y construyendo diferentes
representaciones como pueden ser distintas perspectivas o desarrollos planos.

HEs importante resaltar que la caracterizacién de cuadrado ha de ir mas alla de una
imagen estereotipada. Por ejemplo, en una investigacién con estudiantes de 6° de
Primaria y Primer ciclo de ESO (Urefia et al., 2022), se detectd que eran minoritatios
los estudiantes que reconocian los cuadrados cuando no estaban apoyados sobre la
base. En un contexto de siembra de semillas, al peditles que identificaran cuadrados
en los 15 puntos marcados en la Figura 2, mostraban la habilidad de percepcion
de la figura-contexto para reconocer los 8 cuadrados pequefios de area 1 y los 3
grandes de area 4. Sin embargo, muy pocos estudiantes contabilizaron los otros
tres que no se apoyaban en la base y cuya area es 2. Incluso al percibirlos, hubo
estudiantes que no los contabilizaron justificando que eran rombos y no cuadrados.

Figura 2. Determinar cuadrados en el problema de las semillas
(Ureha et al,, 2022)

Siademis se pretende que el manejo de conceptos geométricos sea funcional para
la resolucién de problemas, conviene que se favorezcan los aspectos fenomenolégi-
cos, identificando situaciones en las que se utilizan cuadrados. Cuando se utiliza un
cuadrado en el mundo real, ¢qué propiedad se esta utilizando? Y del mismo modo,
en otras situaciones en las que no se utilicen cuadrados, pero sf otros tipos de cua-
drilateros: sPor qué las baldosas son cuadradas? ¢Y las caras de un dado? ¢Por qué
las televisiones y los méviles son rectangulares y no cuadrados? ¢Y los folios?
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Para la identificacién de cuadrados en el entorno se ponen en juego habilidades
como la percepcién de la figura-contexto (reconociéndolos en un fondo complejo) y
la discriminacion visual de los elementos que lo caracterizan (identificando diferencias
y similitudes). Se puede analizar la funcionalidad de tener dngulos rectos, que implica
la propiedad de teselacién del plano. Esta propiedad la cumplen tanto los rectangulos
como los cuadrados, para diferenciarlos es necesario afiadir las propiedades relativas
ala igualdad de lados, que pueden aportar funcionalidades relativas al mayor nimero
de simetrfas del cuadrado o las invarianzas por giros. Interviene asf la componente
relativa a movimientos, por ejemplo, al identificar los giros, simetrias o traslaciones
en un suelo enlosado con cuadrados.

Retomando el juego de las palabras prohibidas, podriamos proponer a los estudian-
tes que verifiquen las siguientes descripciones del cuadrado: “la forma geométrica de
las caras de un cubo”, “cuadrilatero con cuatro ejes de simetria”, “es un cuadrilatero
que al unir los puntos medios de sus lados, se vuelve a obtener la misma figura”.

Conectando los conceptos geométricos: movimientos y orientacion

En la trama cuadrada de un geoplano se plantean las siguientes cuestiones: ¢Se
pueden construir dos rectangulos diferentes con perimetro 16 unidades de medida?
En caso afirmativo, ¢tienen la misma area? ¢Cudl de ellos tiene mayor area? ;De todos
los rectangulos de igual perimetro es el cuadrado el de mayor area?

En esta tarea es interesante profundizar en el concepto de area (conectando con
el sentido de la medida), mas alla de la utilizacién de férmulas, utilizando medidas
directas a partir de los propios cuadrados determinados por los puntos del geoplano.
Es decir, si consideramos como unidad de medida el iarea del cuadrado base de la
trama cuadrada del geoplano, podemos calcular el area de los distintos cuadrados a
partir de descomposiciones (ver Figura 3). Es importante que el estudiante manifieste
habilidades como la conservacion de la percepcion o la percepcion de las relaciones
espaciales para reconocer que un objeto tiene propiedades invariantes como el ta-
mafio y la forma; por ejemplo, comprobar que el area de un rectangulo se mantiene
aunque cambie de posicidn o se aplique alguna isometria.
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Figura 3. Célculo de area del cuadrado mediante descomposicion
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De un nivel mas avanzado se pueden plantear cuestiones relativas a la construc-
cién de cuadrados de una determinada area. ¢Es posible construir cuadrados de area
cualquier numero natural? Es importante favorecer la construcciéon de cuadrados en
posiciones giradas y contrastar el area obtenida mediante descomposicién y mediante
la fé6rmula a partir de la longitud de su lado. Nuevamente la componente de movi-
mientos se ve reforzada por las habilidades relativas a la conservacion de propiedades,
como el area o la perpendicularidad, al realizar isometrias.

En esta tarea se aporta un elemento fenomenolégico del cuadrado en su utiliza-
cién como unidad de medida y al generarse conexiones con elementos del sentido
de la medida. ;Qué significa que una figura tenga de drea 7 metros cuadrados? En
el geoplano se ve la utilidad de esta unidad de medida al “rellenar de cuadrados” la
supetficie de la figura. ;Qué ocurre si en vez de un geoplano de trama cuadrada se
utiliza una trama isométrica utilizando como unidad de medida de superficie el area
de un tridngulo equilatero? En este caso, se puede cuestionar al alumnado sobre la
conveniencia de usar esta medida triangular para comprobar que todos los poligo-
nos construidos en el geoplano de la Figura 4 tienen la misma area y perimetro sin
necesidad de utilizar férmulas ni medidas basadas en cuadrados.

Figura 4. Poligonos con igual area y perimetro en la trama isométrica
del geoplano

El propio geoplano admite el uso de coordenadas para identificar puntos. Por
ejemplo, se pueden construir figuras geométricas y comunicar a los compafieros las
coordenadas de los vértices para que los reproduzcan. Si les pedimos que determi-
nen las coordenadas de un mismo objeto desde cuatro puntos de vista diferentes
atendiendo a los cuatro lados del geoplano, se favorecen las habilidades asociadas a
la orientacién espacial, como la percepcion de la posicion en el espacio (determinar
la relacién de un objeto con otro objeto o con el observador). Una estrategia para
reconocer la perspectiva del compafiero puede ser aplicar un movimiento que lleve
un observador al otro, asi se conectan las componentes de visualizacion, orientacién
y movimientos.
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Conectando el sentido espacial con otros sentidos

Como se ha evidenciado en tareas anteriores, el sentido espacial esta estrechamente
relacionado con el sentido de la medida. También se pueden establecer conexiones
con el sentido numérico o con determinadas propiedades geométricas y graficas
asociadas al sentido estocastico. A lo largo de las etapas educativas, en la resolucion
de problemas geométricos va adquiriendo un papel protagonista la utilizacion de
térmulas, ecuaciones y notacion algebraica y pueden perder valor los razonamientos
mas visuales, especialmente cuando se tratan de tareas de generalizacion o argumen-
tacion. Asi, es importante mostrar tareas en las que la conexion del sentido espacial
con el sentido algebraico aporta un enriquecimiento a la resolucién de problemas.
Lo ejemplificaremos con la tarea de la siembra de semillas. Esa tarea describe un
contexto en el que un agricultor siembra cada dia tres semillas en linea recta, en una
linea paralela a la del dia anterior y distante un metro. Se pregunta por el nimero
de cuadrados que pueden construirse de forma que las semillas sean sus vérticesy
por el area de estos. Tras trabajar con algunos casos particulares (ej., dfa 3 o dfa 5),
se puede estudiar el caso del dia 100. La cuantificacién de patrones geométricos
como el caso de estos cuadrados, permite dirigir la atencién hacia la relacién entre
las variables cuantificadas implicadas (ej. en este caso el nimero de dia y el nimero
de cuadrados) y nos traslada a un problema de modelizacion.

SENTIDO ESTOCASTICO

Las actividades propuestas para esta etapa deben permitir que el alumnado empiece
a desarrollar el sentido estocastico a partir de estudiar datos en contextos cotidianos,
interpretarlos dentro de él, dar sentido a los procedimientos de analisis de los datos,
y reconocer la incertidumbre inherente cuando se estima una poblacién mediante
una muestra. Desde una perspectiva investigadora, el alumnado deberd interpretar
informacién procedente de diferentes fuentes y relativa a diferentes contextos con
el fin de elaborar inferencias, hacer predicciones y tomar decisiones fundamentadas
en los datos.

Las primeras actividades pueden enunciarse como pequefias cuestiones de investi-
gacion relativas a experiencias cotidianas sobre las cuales el alumnado carece de datos
para poder darles respuesta, por ejemplo: [Me duele la espalda! 3 Pesa demasiado mi mochila?

Esta actividad, adaptada de Mintz et al. (2002), tiene como objetivo estudiar cémo
la rutina diaria de llevar la mochila cargada con mucho peso conlleva problemas serios
de salud en la espalda, dolor de cabeza y dolor de hombros. La secuencia didactica
para dar respuesta a la pregunta puede iniciarse con el estudio documental sobre
qué relacion existe entre el dolor de espalda y el peso de la mochila y cual el peso
adecuado de una mochila para el alumnado de primaria. Ello debe permitir identificar
las primeras situaciones de aleatoriedad al valorar que la respuesta a l]a misma no esta
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determinada para toda la poblacion espafiola, ni tan solo para cada uno de los alumnos
o alumnas de la clase. También permitira identificar que las dos cuestiones basicas a
responder son: ¢cuanto pesamos? y ¢cudl es el peso de nuestras mochilas? Ademas,
supone la identificaciéon de dos variables: peso de cada uno y peso de la mochila.

Tal y como indica Konold (2007) el estudio de dichos datos (recogida, organizacién
en tablas y presentacion mediante graficos) usando medios tecnolégicos es suficien-
te para que el alumnado empiece a desarrollar las capacidades de razonamiento e
interpretacion de datos. Si en dicha recogida de datos se afiade la variable género,
el alumnado puede enfrentarse a realizar las primeras comparaciones, interpretar
las cuestiones previas del estudio en funcién del género vy, asi, realizar las primeras
inferencias informales. Sin embargo, el alumnado se puede enfrentar al dilema de no
saber si estan razonando sobre los datos como si fueran toda la poblacién o sobre
una poblacién subyacente de la que los datos son una muestra (Pratt y Ainley, 2008).
Empezando, asi, a percibir la variabilidad de la muestra y las fuentes que la producen.
Es mis, considerando la necesidad de un crecimiento a la par en la comprension
de los conceptos de variabilidad, distribucién de los datos y muestreo, este tipo de
estudios les ha de permitir reconocer la incertidumbre asociada a la muestra del
alumnado que se estudie (Pfannkuch et al., 2015).

En una dltima fase, y sabiendo que la Asociacién Espafiola de Pediatria (AEP)
indica que el peso de la mochila de los nifios y nifias nunca debe superar el 10-15%
del peso de los mismos, podrian tomarse decisiones individuales sobre qué objetos
necesitamos llevar cada uno de nosotros en la mochila diariamente segun nuestro
género y peso, tomar decisiones conjuntas para el grupo clase, nivel educativo o cen-
tro escolar sobre como preparar la mochila diaria e incluso, en caso de sobrepeso de
algunas mochilas, realizar predicciones sobre los problemas de espalda que puedan
tener cuando vayan creciendo.

Siguiendo las recomendaciones de Ben-Zvi et al. (2015), se aconseja que en los
primeros niveles de primaria la muestra se reduzca al alumnado del grupo clase. Pos-
teriormente se puede ampliar la muestra al alumnado de un mismo nivel. Finalmente
la muestra se puede ampliar a todo el colegio. L.a ampliacién del tamafio de la muestra
conlleva que el alumnado trabaje con la variable nivel educativo o edad ademas de
las tres variables sefialadas con anterioridad (género, peso del nifio o nifia, y peso de
la mochila), que les permiten distinguir entre variables cualitativas y cuantitativas.

Los estudios de investigacion sobre la lectura de graficos indican la existencia de
cuatro niveles de lectura de los graficos (Diaz-Levicoy et al., 2015). La actividad de
la mochila, u otras actividades disefiadas bajo los mismos principios, permiten que el
alumnado se adentre en tres niveles de lectura de los graficos: leer los datos (lectura
literal), lectura dentro de los datos (leer para comparar, es decir, extraer informacion
implicita en el grafico mediante operaciones o comparaciones), leer mas alla de los
datos (leer para predecir). Sin embargo, se necesitan actividades de mayor complejidad
que favorezcan una lectura detras de los graficos (analisis critico de la informacién
y del contexto al que refiere). Estas pueden surgir de la necesidad de usar el soporte



Matematicas en la Educacion Primaria 159

grafico para comparar distribuciones en funcién de su centro y su dispersion e ini-
ciar asf al calculo de los primeros parametros de centralizacién y posicion. Para una
lectura detras de los datos, proponemos la siguiente actividad: ;Cudl es el mejor diseiio
de un avion de papel 10x15 cni’ 0 20x30 eni’?

Fielding-Wells y Hillman (2018) proponen esta actividad auténtica para introducir
al alumnado del tercer ciclo en la modelizacién de datos y provocar que razonen y
piensen estadisticamente sobre el significado y el sentido que tiene el uso de medidas
de centralizacion, posicién y dispersion. La actividad se inicia mediante la introduc-
cién de la pregunta que guiara el proceso de modelizacion de cual de esos dos es el
mejor tamafio para fabricar aviones de papel. Para ello, el alumnado debe construir
los aviones, probarlos, recolectar los datos del experimento asociados al tamafio del
papel y la distancia que recorren y representar graficamente los mismos.

La lectura de los datos del grafico debe permitirles en un primer momento iden-
tificar los valores atipicos y como se distribuyen los datos en dicha representacion.
Se sugiere agrupar los datos segun el tamafio del avion en diferentes intervalos de
distancia recorrida, permitiéndoles distinguir dos tipos de variables: cualitativas (tipo de
avion: 10x15 o 20x30) y cuantitativas continuas (distancia recorrida). Posteriormente
puede analizarse graficamente la dispersion de los datos para cada uno de los tipos
de avién con el fin de intentar inferir cudl es el mejor disefio de avion. Sin embargo,
el estudio de la dispersién en el grafico no permitird al alumnado tomar una deci-
sién sobre el mejor modelo. Una lectura detrds de los datos permitira valorar dénde
hay mas datos (densidad), qué valor tiene mayor frecuencia (moda), donde estin su
centrados (media) o cudl es su punto medio (mediana). Posteriormente se pueden
traducir numéricamente los intervalos de mayor densidad, la moda, mediana y media.
Hstos analisis del centro, la dispersion, la densidad y de la asimettia, favoreceran pasar
del estudio de los valores individuales de los datos a la nocién de distribucién de
los datos (Bakker y Gravemeijer, 2004). Finalmente, el alumnado puede responder
al problema de modelizacion estadistica tomando decisiones sobre cudl es el mejor
disefio para el avion.

Desde un punto de vista probabilistico, el alumnado puede predecir la distancia a
la que llegara un avion si se vuelve a lanzar. Pueden ir mas alld y mediante el grafico
asignar probabilidades a los diferentes intervalos de lanzamiento usando palabras
como seguro, imposible, poco probable, etc. Y, en consecuencia, realizar predicciones
usando el lenguaje probabilistico. Los diferentes resultados de estas predicciones fa-
cilitaran la comprension de la incertidumbre asociada, la aleatoriedad de la situacion
y de cémo el estudio estadistico favorece dicha prediccion.

Asi pues, la participaciéon en el proceso de modelizacion de los aviones de papel,
en el que se han establecido unas primeras hipdtesis e inferencias, favorecera la
maduracién cognitiva del pensamiento hipotético en un primer nivel descrito como
las percepciones sobre qué ocurre en la realidad (Serradé, 2014). Pero, también
surgira el reto de conectar las primeras intuiciones cotidianas del alumnado sobre el
azar, expresadas con su lenguaje natural, y el lenguaje académico de la probabilidad.
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En este sentido, proponemos que las actividades se trabajen desde la progresion
del conocimiento probabilistico informal al formal. Debido a la multiculturalidad
de nuestras aulas, usar el lenguaje natural para expresar la idea de azar puede ser
problematico ya que hay paises que no tienen una palabra natural para expresar la
idea de probabilidad o en otras culturas contextualizan esta idea utilizando pala-
bras, frases y expresiones diferentes. Por ello, proponemos una actividad en que el
alumnado debe explicar qué significan para ellos frases como las siguientes: a) Lo
mas probable es que mafiana llueva; b) Ocho de cada diez veces llovera mafiana; c)
La posibilidad de que llueva mafiana es del 80%, d) La probabilidad de que llueva
mafiana es de 0,8.

HEsta actividad adaptada de los trabajos de Dvofakova et al. (2017) favorecera la
evolucion del lenguaje probabilistico informal al lenguaje académico, progresando
desde el concepto de posibilidad expresada en porcentajes hasta el concepto de pro-
babilidad usando la fraccién o decimal. También permitird que el alumnado razone
sobre el papel de la probabilidad en relacién con su medida de la incertidumbre en
contextos cotidianos en los que no sea aplicable la regla de Laplace o no sea posible
la repeticion del experimento aleatotio.

SENTIDO DE LA MEDIDA

El desarrollo del sentido de la medida en esta etapa requiete, en primer lugar, identificar
las caracteristicas de los objetos que son susceptibles de ser cuantificables y establecer
relaciones cualitativas y cuantitativas que permitan distinguir igual, menor y mayor can-
tidad de una misma magnitud en diferentes objetos. De este modo podra provocarse
la necesidad de medir. La construccion de la nocién de unidad de medida permite dar
paso al aprendizaje del proceso de medida, la seleccion y empleo de estrategias y de
instrumentos adecuados para realizar mediciones y la realizacién de estimaciones, todo
ello mediante procesos de experimentacion en contextos cotidianos.

El aprendizaje de las magnitudes y su medida se desarrolla a lo largo de toda a etapa
de primaria, continudndose en secundaria. Para describir su evolucion se destacan
5 propiedades. La conservacién y la composicion aditiva hacen referencia a que la
cantidad de magnitud permanece estable cuando el objeto se somete a movimientos
isométricos o se fragmenta en partes. La transitividad implica que si un objeto es
mayor que otro y este es mayor que un tercero, el primer es mayor que el tercero. Las
restantes propiedades, iteracién de la unidad e igualdad de tamafio de las unidades,
hacen referencia a la unidad de medida, la cual debe ser igual cuando se reitera para
cubrir por completo un objeto.

A continuacién centramos la atencion en las magnitudes geométricas longitud,
superficie y volumen, las cuales pueden trabajarse en conexion con el sentido espacial.
Para el caso del aprendizaje de la longitud y su medida, mostramos una propuesta
basada en niveles de desarrollo identificados en investigaciones previas (Sarama y
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Clements, 2009) y una seleccion de tareas que secuenciadas pretenden promover que
el alumnado de un nivel concreto de comprension construya habilidades y conceptos.

Proceso de aprendizaje de la magnitud longitud y su medida
en Educaciéon Primaria

Sarama y Clements (2009) describen un proceso de aprendizaje para la magnitud
longitud y su medida a partir de 8 elementos: el reconocimiento de la longitud, la
conservacion, la transitividad, la equiparticion, la unidad de medida y su unicidad,
la iteracion, la acumulacion de la distancia y la aditividad, el origen y relacién entre
numero y la unidad de medida. Partiendo de estos elementos Szilagyi, Clements y
Sarama (2013) indican una secuencia a través de la cual el alumnado puede progresar
en el aprendizaje de la longitud y su medida. Esta se muestra en la tabla 1.

Tabla 1'. Niveles de desarrollo de la comprensién de la magnitud longitud
y su medida (adaptado de Sarama y Clements, 2009)

Nivel Caracteristicas

Reconocen la magnitud longitud como un atributo de los
objetos: identifican las cualidades de la magnitud longitud.

Realizan comparaciones directas considerando la longi-
tud de forma intuitiva.

Del reconocimiento
de la magnitud longi-
tud como un atributo

Reconocen la conservacion de la longitud (compren-
den que, si se mueve un objeto, su longitud no cambia,

tampoco si modificamos su forma). .
de los objetos hasta

2 Realizan comparaciones directas por desplazamiento la propiedad tran-

de los objetos para clasificar los objetos por su longi-
tud (pero tienen dificultades para ordenar por longitud
cuando hay mas de dos objetos, lo que evidencia dificul-
tades con la transitividad)

sitiva

Utilizan la propiedad transitiva para ordenar tres o mas
objetos por su longitud mediante comparaciones indirectas

1. Esta adaptacion ha sido parcialmente publicada en: Sinchez-Matamoros Garcia, G., Moreno
Moreno, M., Pérez Tyteca, P., y Callejo de la Vega, M. L. (2018). Trayectoria de aprendizaje de la
longitud y su medida como instrumento conceptual usado por futuros maestros de educaciéon infan-
til. Revista latinoamericana de investigacion en matemadtica educativa, 21(2), 203-228.
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Nivel Caractetisticas

Identifican una unica unidad de medida, como parte de

la longitud de un objeto que se mide y son conscientes
de que deben

realizar iteraciones de la unidad a lo largo de la longitud
sin superposiciones ni saltos, y

reconocer la propiedad de acumulacion: reconocer que
cuando se itera una unidad a lo largo de la longitud de
un objeto y se cuentan las iteraciones, la palabra-nume-
ro significa el espacio cubierto por todas las unidades
contadas desde ese punto.

Reconocen la relacion inversa entre las unidades (su me-
dida) y el numero de unidades medida, es decir, a mayor
longitud de la unidad de medida, menor nimero de ite-
raciones de esta (Relacion entre nimero y medida). De la propiedad
transitiva a la consti-
5 Reconocen la necesidad de utilizar una tnica unidad de tucién de la idea de
medida para medir y que debe ser universal (universali- | unidad de medida de
dad de la unidad de medida). longitud y su uso

Empiezan a realizar estimaciones de la longitud de obje-
tos usando el metro como unidad de medida.

Reconocen los submultiplos del metro (decimetro,
centimetro, milimetro).

Miden longitudes usando como unidades de medida
los submultiplos del metro (decimetro, centimetro,
milimetro).

Establecen equivalencias entre los multiplos y submulti-
plos del sistema métrico decimal.

Conocen y usan instrumentos de medida de longitud
(regla, cinta métrica, etc.)

Con el interés de que el alumnado progrese a lo largo de los citados niveles, se les
han de proponer diferentes tipos de tareas secuenciadas tales como las siguientes:

— Comparacién de dos objetos por desplazamiento (comparacion directa).
— Comparaciéon de tres o mas objetos usando un intermediario (comparacion
indirecta).



Matematicas en la Educacion Primaria 163

— Clasificacién de objetos.

— Otrdenacién de objetos segun su longitud (con subdivisiones).

— Comparacion de las longitudes de un objeto con la de otro que lo contiene un
numero exacto de veces (iteracion).

— Iterar distintas unidades de medida sobre una misma longitud.

— Subdivisiéon de una longitud en partes iguales.

— Uso de una regla graduada que no tiene el cero para medir una longitud.

— Seleccién de la unidad de medida mds adecuada.

— Estimacién y comprobacion de longitudes de objetos.

— Medicién usando diferentes procedimientos.

— Manejo de instrumentos de medida: uso y lectura.

— Calculo del error de la medida.

Algunas investigaciones indican que los nifios no siempre desarrollan la conser-
vacion de la magnitud antes de aprender algunas ideas de medicién (Sarama y Cle-
ments, 2009) y ello implica dificultades en el desarrollo de la nocién de acumulacion
(Stephan et al., 2003), en entender la unicidad en la unidad de longitud (Ellis et al.,
2003), en realizar inferencias sobre el largo de los objetos independientemente del
tamafio de la unidad (Nunes y Bryant, 1996), y finalmente en relacionar un nimero
con una longitud e indicar su significado (Skoumpourdi, 2015).

Este hecho hace que en algunas ocasiones proponer tareas que conllevan el uso
de elementos tanto de la magnitud como de la medida puede ayudarnos a identificar
diferentes dificultades de aprendizaje que pueden estar dandose en nuestros estudian-
tes. En el siguiente ejemplo se propone al alumnado hacer collares usando diferentes
materiales (cuentas de colores y distintos tipos de macarrones) y cordones de varios
tamafios (A, B y C) (ver figura 5, adaptado de Moreno et al., 2021).

Figura 5. Accesorios para los collares en la tarea

Al preguntarles ¢quién ha hecho el collar mas largo?, pueden partir de la longitud
de la cuerda que elijan y emplear la propiedad de conservacion al reconocer que la
longitud de la cuerda no cambia, aunque esté doblada o estirada. También pueden
decidir cual es el mas largo si todos han usado el mismo abalorio (misma unidad) y
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las iteraciones de la unidad realizadas no presentan huecos entre ellas, contando el
numero de abalorios utilizados para indicar la medida (largo) de este.

La resolucion de la tarea por parte de los estudiantes nos permitird interpretar
diferentes caracteristicas de la comprension de estos. Por ejemplo, puede darse el
siguiente didlogo entre dos estudiantes:

Estudiante 1: El mio es mas largo, tiene 12 macarrones [ha utilizado todos del mismo
tipo] y he cogido la cuerda que tiene forma de ensaimada [cuerda B], pero es mas
largo que el de Mario [usa la cuerda C y 13 macarrones de distintos tipos| porque la
cuerda es mas larga.

Estudiante 2: No, yo no estoy de acuerdo con Luis, porque el mio tiene mas macarrones.

Por el didlogo entre ambos estudiantes, se puede inferir que el estudiante 2 no
reconoce la conservacion de la longitud al usar el numero de abolorios de sus co-
llares, en lugar de la forma de las cuerdas, para comparar la longitud de estos (nivel
1 de la Tabla 1), esto hace que el estudiante 2 muestre dificultades en relacion con
la medida de la longitud (unicidad de la unidad de medida). En cuanto al estudiante
1, se encuentran, al menos, en el nivel cuatro de desarrollo de la comprension de
la magnitud longitud y su medida (Tabla 1) porque dadas las caracteristicas de la
situacion de ensefianza - aprendizaje hay evidencias, en relacién con la magnitud, de
que tiene adquirido el reconocimiento y la conservacion de la longitud. En relacion
con la medida de longitud, este estudiante tiene adquirida la unicidad de medida, la
iteracién y la acumulacién, dado que usa una dnica unidad de medida, macarrones
del mismo tipo, la itera sin dejar huecos y ha utilizado el nimero de abalorios usados
para indicar el largo del collar (acumulacién).

Se debe tener en cuenta que, en funcién de los niveles de comprension inferidos
para cada estudiante, las decisiones instruccionales que debe plantear el docente para
favorecer la progresion en el aprendizaje deben ser diferentes para cada estudiante. Asi,
para el estudiante 2 que se encuentran en el nivel uno de desarrollo de la comprension
de la magnitud longitud y su medida (Tabla 1), se deberfa plantear como objetivo
de aprendizaje adquirir la conservacion de la longitud y proponer como tarea, por
ejemplo, comparar objetos con diferentes longitudes y formas. Para el estudiante 1,
que se encuentran en el nivel cuatro de desarrollo de la comprension de la magnitud
longitud y su medida (Tabla 1), al no tener evidencia de si comprende la relacion entre
numero y medida, se podtia proponer como objetivo de aprendizaje adquirir esta
relacion y plantear, por ejemplo, la tarea de medir la longitud de un objeto primero
con una unidad y después con otra de distinto tamafio.

Sobre el aprendizaje de las magnitudes superficie y volumen y su medida

Al igual que ocurre en el caso de la longitud, el alumnado percibe la idea de
superficie manipulando objetos y comparandolos, primero de forma directa
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(superponiéndolos) y mas adelante mediante un intermediario, lo que les ayuda
a desarrollar la nocién de transitividad. La comparacién de objetos de diferente
aspecto e igual superficie (ver ejemplo en Figura 6) contribuye a desarrollar la
idea de conservacion de la superficie y composicion aditiva. Partiendo de estos
conocimientos el alumnado podra emplear la unidad cuadrada para medir por
reiteracion sobre los objetos. En este momento los geoplanos asi como las mallas
cuadriculadas en papel son de gran utilidad para contribuir a la comprension de
la unidad de medida cuadrada y del proceso de medida directa por iteraciéon de
la unidad. La consideracion de figuras mas complejas da lugar a la necesidad de
descomponer la figura en otras cuyas areas sean mas facilmente medibles (como se
ha mostrado al referirnos al sentido espacial) o a razonar estableciendo relaciones
entre areas de figuras relacionadas. Por ejemplo, en la Figura 2 puede obtenerse
el area del cuadrado sombreado a partir de su descomposicion en un cuadrado
de 4rea 1 y cuatro tridngulos de area 1 o, por el contrario, razonando a partir del
cuadrado mayor que lo contiene cuya area es 9 y restandole las areas de los cuatro
triangulos de area 1 que se muestran en blanco.

Figura 6. Figuras de diferente aspecto e igual superficie

El geoplano es también un recurso de gran utilidad para trabajar la relacién entre
perimetro y superficie y abordar las suposiciones erroneas que el alumnado tiende a
desarrollar sobre la relacién entre ambas magnitudes. Posteriormente sera el momento
de introducir las férmulas del area cuya validez puede razonarse para casos sencillos
como es el ejemplo del rectangulo o del romboide.

En lo que respecta a las magnitudes volumen y capacidad el proceso a seguir es
similar siendo en este caso esencial la experimentacion rellenando objetos con cubos
o liquidos. La consideracion de figuras tridimensionales compuestas por cubos favo-
rece la comprensién de la unidad de medida cubica y la comprensién de la medida
del volumen y contribuird a reducir dificultades relativas con la visualizacién de las
unidades cubicas que quedan dentro de la figura.

Sentido numérico

En los primeros cursos es fundamental poner la atencién en una buena alfabetiza-
cién numérica que lleve al alumnado a tomar conciencia de cada nimero natural en



166 M.A MOLINA / N. ADAMUZ / M.C. CANADAS / E. FERNANDEZ / M.T. GARCIA / A. MORENO /
G. SANCHEZ-MATAMOROS / R. RAMIREZ / A. SERRADO

si mismo como representacion de una cantidad, del lugar que ocupa en la secuencia
numérica y de las relaciones que mantiene con el resto de nimeros. En este proceso
debemos utilizar modelos cardinales que acojan las cantidades reales y modelos or-
dinales que muestren la serie ordenada de simbolos. Ambos modelos han de estar en
constante conexion, ser muy estructurados y orientarse a la emergencia de estrategias
eficaces para el calculo.

En el trabajo con las cantidades, la caja de numeracion u otros materiales si-
milares como los bloques de base diez (preferiblemente encajables), son recursos
imprescindibles para construir los ndimeros, apreciar su tamafio y comprender
las leyes del Sistema de Numeracién Decimal (Ver Figura 7). De uno en uno,
el alumnado va construyendo los nueve primeros numeros, la decena, la cen-
tena y las cantidades hasta el novecientos noventa y nueve. El trabajo con los
citados recursos produce un salto cualitativo en la comprensién del ndmero, ya
que proporciona un modelo concreto y fiel a la realidad visible, que da sentido
al uso de los simbolos escritos y a los conceptos relativos al valor posicional.
En este contexto se trabaja con facilidad y de forma significativa el conteo y la
comprension del nimero como cantidad.

Figura 7. Caja de numeraciéon y bloques de base diez

En lo que respecta al céalculo, se debe evitar el uso del algoritmo estandar en los
primeros aflos de aprendizaje. El desarrollo del sentido numérico se favorece apo-
yando el célculo en el uso de la caja de numeracién o los bloques de base diez ya que
conecta directamente con estrategias por descomposicién y facilita la transcripcién
grafica que se deriva de la manipulacién de las cantidades. En la Figura 8 se muestran
ejemplos de calculo haciendo uso de la caja de numeracién en los que el alumno
expresa numéricamente como ha resuelto la operacion.
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63 - 2L =
63-3-20-1-14

ML+ oq
TS 4+1D+5+U= 34

Pone seis decenas y tres unidades (63);
quita de ella las tres unidades sueltas
(-3) y dos decenas (-20); deshace una
decena para tomar una unidad (-1) y
pone en su lugar las nueve unidades
restantes; hace recuento y comprue-
ba que quedan tres decenas y nueve
unidades (39).

Afade una decena (+10), otra decena (+10) y
cinco unidades (+5) con las que forma una nue-
va decena que debera agrupar y llevar a su lugar.
Por dltimo, afiade las cuatro unidades restantes
(+4), hace recuento y escribe el resultado (74).

Figura 8. Célculos resueltos con la caja de numeracion

Mas adelante, en ausencia de la caja, el alumno recrea mentalmente la actividad
manipulativa y expresa cada paso. Cuando el calculo le resulta dificil une las cantidades
que corresponden a cada calculo parcial, como puede verse en la Figura 9.
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b5 t2p+2 %%
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Ed

H87 +2T6=
por ™ 2

927 1946 =

71 3440+83= Q€3
88, 3+

40

q

Figura 9. Operaciones realizadas sin la caja de numeracién

El empleo de las centenas, decenas y unidades fuera de la caja de numeracién
o con los bloques de base diez permite un conocimiento aun mas flexible de las
cantidades. Por e¢jemplo se pueden realizar descomposiciones de una cantidad (ej.,
descomposicién del 58 como 40+18, 11+47, 10+20+28, 24+50+6) o representaciones
de la suma repetida de cantidades para conectarla con la multiplicacién (Figura 10).

Cuatro veces 222:
4x222=
4x200=800
4x20=80

4x2=8

Figura 10. Representacién de la multiplicacién
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La cinta numérica y la tabla 100 (ver Figura 11) son otros dos recursos a destacar
por su utilidad para conectar las representaciones concretas de cantidades con el

simbolo que les corresponde.
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Figura 11. Cinta numérica y panel numérico

La cinta numérica facilita la apropiacién de los nimeros del cero al cien como
una secuencia linealmente ordenada, continua y ampliable. Para el alumnado, la cinta
se asemeja a los juegos de recorrido tradicionales en los que el cero es el punto de
partida y cada nimero tiene su lugar ocupando una casilla. Siempre podemos verla y
recurrir a ella para consultar dudas o efectuar comprobaciones. Ademas, contribuye a
enriquecer el contexto de aprendizaje, ya que cada nimero aporta informacién sobre
si mismo en relacidén con los demas: vemos los que le anteceden y le siguen, si esta
situado al principio, en la parte central o al final de la serie, podemos compararlo
con la posicidén que ocupan otros y cuantificar la distancia entre ambos. También es
un excelente soporte para recoger informacién numérica de sucesos, situaciones o
acontecimientos que afecten al aula, o para representar datos referidos a problemas
que debamos resolver.

Apoyandonos en este “mapa lineal”, cada nifio y nifia podra ir construyendo su
propia linea mental para pensar y operar con los numeros. En este aspecto, la cinta
conecta directamente con estrategias secuenciales (a saltos) para el cilculo pensado
(Figura 12) y con representaciones graficas como la Linea Numérica Vacfa (Figura
13). Es un recurso muy eficaz para aplicar las primeras estrategias de calculo basadas

en desplazamientos convenientes.

uﬁﬁﬁﬂ” )12 ]3]
i 5

Figura 12. Conexion entre la cinta numérica y el calculo simbdlico
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Figura 13. Cdlculo en la linea numérica vacia

La tabla 100 o panel numérico permite trabajar las operaciones de suma y resta
como desplazamientos por las filas y las columnas (ver Figura 14). Es de utilidad para
poner de manifiesto distintas formas de resolver una misma operacién (Ver Figura
15). Se deben realizar muchas actividades para conocer y asimilar este mapa hasta
que constituya un soporte fiable para el calculo mental.

Figura 14. Representacién del recorrido 4 + 30 + 3 + 60 + 1= 98 en el panel

S58% 4 396 = EM:_ o
| Q146>
3837 + 300 vy 204 72016=-9873 -
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i%uo“"!’O«\-}l'B—q%%
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Figura 15. Operacion 587+396 usando diferentes estrategias
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El trabajo con los patrones aritméticos en el contexto de calculos que comparten
cierta estructura (ej., 10000-143, 10000-9143, 5000-4143) también favorece el desa-
rrollo del sentido numérico.
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Resumen

El desarrollo de la competencia matematica a lo largo de la etapa de Secundaria se
lleva a cabo mediante la movilizacién de contenidos que integran conceptos, proce-
dimientos y actitudes. Estos contenidos se van a organizar en este capitulo en torno
a la idea cognitiva de sentido matematico que a lo largo del libro se ha venido inter-
pretando como el conjunto de destrezas relacionadas con el dominio en contexto de
contenidos métricos, numéricos, algebraicos, geométricos y estocasticos. Esta idea de
sentido matematico subraya el caracter funcional del aprendizaje de las matematicas
y las posibilidades de establecer conexiones entre los diferentes contenidos de los
sentidos matematicos. A lo largo del capitulo se ofrecen propuestas de tareas para
el desarrollo de cada uno de los sentidos para orientar al profesorado de esta etapa
a desarrollar las propuestas curriculares.

Palabras clave: Sentido matematico, Secundaria, Tareas matematicas, Curriculo.
Abstract

The development of mathematical competence throughout this stage is carried out
through the mobilization of content that integrates concepts, procedures and atti-
tudes. These contents are going to be organized in this chapter around the cognitive
idea of mathematical sense that throughout the book has been interpreted as the set
of skills related to mastery in the context of metric, numerical, algebraic, geometric
and stochastic contents. This idea of mathematical sense undetlines the functional
nature of learning mathematics at this educational stage and the possibilities of es-
tablishing connections between the different contents of the mathematical senses.
Throughout the chapter, proposals for tasks are offered for the development of each
of the senses to guide the teachers at this stage to develop the curricular proposals.

Keywords: Mathematical sense, Secondary, Mathematical tasks, Curriculum.
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LAS MATEMATICAS EN LA ENSENANZA SECUNDARIA OBLIGATORIA

EL APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS en la Ensefianza Secundaria Obligatoria se ca-
racteriza por ser competencial, auténomo, significativo y reflexivo. El desarrollo de
la competencia matematica a lo largo de esta etapa se lleva a cabo mediante la mo-
vilizacién de contenidos que integran conceptos, procedimientos y actitudes. Estos
contenidos se van a organizar en este capitulo en torno a la idea cognitiva de sentido
matematico que a lo largo del libro se ha venido interpretando como el conjunto de
destrezas relacionadas con el dominio en contexto de contenidos métricos, numéricos,
algebraicos, geométricos y estocasticos. Esta idea de sentido matematico subraya el
caracter funcional del aprendizaje de las matematicas en esta etapa educativa y las
posibilidades de establecer conexiones entre los diferentes sentidos matematicos.

El profesorado es el intermediario entre los planteamientos curriculares y su aula. Por
tanto, todo cambio debe contar con la responsabilidad del profesorado. Su participacion,
bien como participante del proceso de cambio curricular o como usuario del curriculo
final, demanda la comprension de los procesos de cambio que tiene lugar en él. A conti-
nuacion, se resaltan aspectos clave sobre el aprendizaje y la enseflanza de las matematicas
en Secundaria Obligatoria relacionados con los distintos sentidos matematicos.

SENTIDO ALGEBRAICO

El algebra escolar se ha venido introduciendo en los curriculos de muchos paises
como manipulacion de simbolos y su enseflanza se ha reservado para las etapas de
Secundaria y Bachillerato (Kaput, 2008; NCTM, 2003). El dlgebra, asi entendida, ha
sido tradicionalmente introducida como generalizacion de la aritmética y las repre-
sentaciones algebraicas tratadas como representaciones de las operaciones aritméticas
(Kieran, 1992).

Sin embargo, el profesorado es consciente de que buena parte del alumnado posee
una escasa comprension de las relaciones y estructuras matematicas y muestran una
falta de relacion entre sus conocimientos aritméticos y sus conocimientos algebraicos.

El algebra tiene sus raices historicas en el estudio de métodos de resolucion de
ecuaciones. Incluso antes de la introduccién de los simbolos alfanuméricos, como
sefiala Sessa (2005), las construcciones geométricas de Euclides tuvieron una influencia
perdurable en el dlgebra. En esa convivencia del algebra y la geometria escolar, “pensar
la geometria como herramienta para validar las leyes y resolver problemas algebrai-
cos y concebir al algebra como herramienta para resolver problemas geométricos
constituyen dos facetas de una misma problematica que permitirfa a los alumnos la
construccion de sentidos potentes para ambos campos” (Sessa, 2005, p. 63).

El sentido algebraico, estudia las relaciones entre cantidades, la generalizacién de
propiedades y la representacion de las relaciones matematicas. La caracterizacion del
sentido algebraico desarrollada en este libro nos lleva a mirar el dlgebra escolar desde
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tres perspectivas: algebra como el estudio de estructuras y sistemas abstraidos de los
calculos y las relaciones; algebra como el estudio de funciones, relaciones y variacion
conjunta; y, algebra como la aplicaciéon de un grupo de lenguajes de modelizacién
para expresar y apoyar el razonamiento sobre las situaciones que se modelan.

El dlgebra como el estudio de estructuras y sistemas abstraidos de los
calculos y las relaciones

Esta perspectiva del dlgebra considera los aspectos simbolicos y su manipulacion.
Es decir, la identificaciéon de situaciones donde usar los simbolos, la ejecucion de
calculos simbdlicos con fluidez y de diversas maneras, la conexion del algebra con
la geometria y la eleccién de simbolos de manera eficiente.

Un ejemplo de esta forma de abordar el algebra se muestra en la siguiente tarea
tomada de Mason (2017). Escribe cuatro niimeros en una tabla de dos por dos:

5 3
7 4

Escribe el producto de las filas y el de las columnas y abora suma la suma de las columnas y
réstale la suma de las filas

35+12-15-28 =4

En una nueva tabla y siguiendo las mismas instrucciones elige niimeros para que el resultado
sea 3 (0 el niimero que se eljja previamente)

La propiedad que se esconde tras esas operaciones es el producto de las diferencias
de las diagonales y la identificacién de esa estructura, aunque dificil de reconocer de in-
mediato, permitira resolver la tarea para cualquier resultado que asignemos previamente.
Evidentemente, si el alumnado esta familiarizado con el uso de letras, pueden hacerlo
utilizando el algebra simbélica, pero no es una condicién imprescindible, ya que pueden
desarrollar el pensamiento algebraico con esta actividad sin lenguaje simbélico y empleando
otras representaciones. Lo que si necesitaran es estar familiarizados con propiedades de
la aritmética como la conmutatividad, la asociatividad y la propiedad distributiva.

Esta tarea se enriquece si planteamos dos variantes para practicar la busqueda de
la propiedad desconocida. Esta propuesta se presenta como paso intermedio entre
el uso de la aritmética con numeros concretos y el uso del simbolismo con letras.
La primera de las variantes setia: spor qué el resultado signe siendo el mismo si se elige dos
niimeros mds, sumo el primer nimero a las celdas superior izquierda e inferior derecha y resto el
segundo niimero a los nimeros inferior izquierdo y superior derecho?

La otra variante seria: Leyendo en el sentido de las agujas del reloj desde la esquina superior
izquierda, forme dos niimeros de dos digitos. En nuestro caso obtenemos 53 y 47. Haz, lo mismo
en sentido antihorario para obtener 57 y 43. Ahora haz, la diferencia de los productos: 53 x 47
— 57 x43 =40.
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Modifiquemos la cnadricula restando 1 a los niimeros de la diagonal principal y sumando 2 a
los niimeros fuera de la diagonal. Se obtiene la cuadricula que se muestra a continnacion, y 45 x
39 — 49 x 35 = 40 también. ;Podria ser esto una coincidencia?

En definitiva, se trata de tareas donde hay una estructura desconocida que el
alumnado debe identificar y representar. El camino hacia la representacion alfanu-
mérica cada vez mas compleja puede transitar por las representaciones disponibles
en el alumnado.

Algebra como el estudio de funciones, relaciones y variacién conjunta

Esta perspectiva del algebra desarrolla habilidades como generalizar patrones,
relacionar las propiedades de los ndimeros con la manipulacién algebraica, relacionar
las familias de funciones con determinadas expresiones algebraicas y analizar el efecto
de los parametros en las expresiones algebraicas.

La siguiente tarea' y sus posibles extensiones permiten el desarrollo del sentido
algebraico con la perspectiva anterior:

E/ profesor presenta las siguientes casitas con niimeros y pide a los estudiantes que averigiien
qué estd sucediendo.

4 10 8
s[o| [4]14] [10]18]
14 18 28

Esta tarea incluye varias relaciones numéricas que pueden ser identificadas por el
estudiantado y formalizadas con lenguaje simbélico o no segun lo familiarizados que
estén con el uso de letras. Sin embargo, sea cual sea la estrategia de representaciéon que
se emplee, se potenciara el sentido algebraico porque estaran generalizando patrones
y estableciendo las propiedades numéricas desconocidas en la tarea.

Esta tarea puede enriquecerse si planteamos variantes como la siguiente donde el
estudiantado tendra que deducir los términos precedentes a uno dado conociendo
la ley de transformacién:

16
| ? | ? 10|26
36

1 http://www.mrbartonmaths.com/index.html
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Incluso podemos desarrollar la capacidad de justificar argumentos si preguntamos:

Algunas veces... sPor qué ha

ocurrido
sto?
7 14 14
7 114 7 121 14 | 28
21 28 42

Puedes repetir el nUmero del tejado
Si....

Algebra para expresar y apoyar las situaciones de modelizacion

Las matematicas que principalmente se trabajan hoy tienen como objetivo modelizar

situaciones del mundo real para hacer predicciones futuras y para explicar aconteci-

mientos pasados. La modelizacién incluye la identificacion de patrones, situaciones
del mundo real y experimentos cientificos (NCTM, 2003).
Tareas (Schmittau, 1993) como la siguiente son especialmente interesantes en este

nivel educativo:

A las 8.00 de la mafiana del domingo, un nifio se fija en una pequena planta que crece
cerca de su casa. Decide medirla y descubre que mide 3 cm de alto. I.a mide de nuevo
el lunes por la mafiana a las 8:00 y encuentra que mide 9 cm de alto. Decide medirla
a la misma hora en las mafianas siguientes. L.a medida del martes es 27 cm y la del
miércoles 81 cm. Suponiendo que este patrén de crecimiento es descriptivo de todo
el historial de crecimiento de la planta:

1. ¢Qué altura tenia el sabado anterior a las 8:00? ¢Por qué no se fijo?

2.¢Qué altura tenfa el viernes anterior a las 8:00 am? ¢El jueves anterior a las 8 am?

3.Si etiquetamos el domingo como el Dia 1, el primer dia en que el nifio midi6 la planta
y quiere ser coherente con nuestro esquema de numeracion, ¢como deberfamos numerar
los siguientes dias: sabado, viernes, jueves? Si denotamos la altura de la planta el domingo
a las 8.00 a.m. como 31 cm, ¢como podriamos expresar las alturas de la planta los otros
dias?

4.:Qué altura tenfa la planta a las 8:00 de la noche del sabado anterior? ¢A las 8:00 de la
noche del domingo? ¢ A las 4:00 pm del sabado? (:Encontraste la altura en otro dia u hora?)
5.¢Cuando tendra la planta 46,765 cm de altura?

El contexto de esta tarea ofrece un modelo matematico para su resolucién que

se introduce inicialmente mediante la reflexién sobre lo que ocurre en el contexto

real (pregunta 1y 2) y se va formalizando en la cuestiéon 3 para terminar con su ex-
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presion algebraica. Especialmente interesante es la cuestion 4 porque permite que
el alumnado reflexione sobre la necesidad de trabajar con valores no positivos y no
enteros de la variable independiente. Finalmente, la cuestién 5 anima a trabajar con
la relaciéon inversa entre las variables.

Mais que reflejar la realidad botanica, Schmittau (1993) dice que esta tarea, que
sugiere introducir después de potencias con nimeros enteros positivos, implica el
movimiento entre secuencias aritméticas y geométricas (situando los datos en ejes de
dia y altura) a través del desarrollo de la funcion exponencial y=3% y se desarrollan
soluciones para x en varios intervalos, no solo para nimeros enteros positivos, sino
también exponentes cero, negativos y fraccionarios. Debido a la naturaleza continua
del crecimiento de las plantas, se puede ver como posible, en determinados intervalos
de tiempo, que las alturas de estas involucren exponentes irracionales.

SENTIDO ESPACIAL

En el capitulo 3 de este libro se describe que el sentido espacial se organiza alrededor
de dos componentes y sus respectivas habilidades, que lejos de ser independientes,
estan intimamente enlazadas: manejo de conceptos geométricos y visualizacion.

El desarrollo de las destrezas asociadas a este sentido se consigue con la propues-
ta de tareas escolares que fomenten tres acciones basicas: construir, representar y
describir objetos geométricos. Estas acciones se han de realizar tanto con objetos
formales como con variedad de objetos manipulables, donde la tecnologia adquiere
un papel fundamental en la ensefianza de la geometria. Las herramientas de geome-
tria dinamica proporcionan una modelizacion de gran diversidad de figuras de dos
y tres dimensiones y permiten una manipulacion sencilla, facilitando entornos de
trabajo e infinidad de ejemplos para enunciar y probar conjeturas, lo que favorece el
aprendizaje de la generalizaciéon y demostraciéon (NCTM, 2001).

Conectando los conceptos geométricos

En este sentido, y para resaltar la funcionalidad de las descripciones geométricas para
comunicar informacién sobre las formas del espacio, se pueden utilizar tareas como
la presentada en el trabajo de Gutiérrez et al. (2018) que se describe a continuacion.

La tarea consistia en ubicar unos determinados edificios en la plantilla de la Figura
4. Los estudiantes trabajaban colaborativamente por parejas. El jugador A tenfa la
informacioén de la Figura 5, correspondiente a dos perspectivas de los edificios y
algunas pistas. Del mismo modo el jugador B disponia de la informacién de otras
dos perspectivas y otras pistas diferentes (Figura 6). Los jugadores podian intercam-
biar todo tipo de informacién verbalmente, pero no podian ensefiar al compafiero
sus perspectivas. El objetivo era colocar los edificios en la cuadricula y justificar la
existencia y unicidad de la solucién.
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NORTE

ESTE
OESTE -

SUR

Figura 4. Plantilla para ubicar los edificios (Gutiérrez et al. 2018)

El nombre de las calles horizon-

tales (las que van en direccion

oeste-este) son NUMeros romanos
desde el T hasta el VII, ordenadas
de manera creciente desde el sur

hasta el norte.

Cuando un edificio ocupa un cua-

drito, no hay otro edificio en nin-
gun cuadrito que tenga un lado o
un vértice en comun con €L

_ - - - Hay un total de 9 edificios.

VISTA NORTE .
Los azules tienen tres plantas

Conoces las perspectivas de los
edificios desde el norte y desde

el este

n v v vi il
VISTA ESTE

Figura 5. Informacion del Jugador A en el problema de los edificios
(Gutiérrez et al., 2018)
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El nombre de las calles verti-
cales (las que van en direccion

norte-sur) son numeros desde el
1 hasta el 9, ordenadas de manera
creciente desde el oeste hasta el

este.
Los edificios coinciden con
cuadrados de la cuadricula. Estan

separados, no se tocan en ningdin
punto y los edificios de la misma

altura tienen el mismo color.

1 2 3 4 5 6 7

VISTASUR

8 9 Hay edificios de cuatro colores:
T sabes que hay un edificio

amarillo, dos verdes y tres rojos
Conoces las perspectivas de los
edificios desde el sur y desde el

oeste

VISTA OESTE

Figura 6. Informacion del Jugador B en el problema de los edificios
(Gutiérrez et al., 2018)

Las respuestas de los estudiantes mostraron distintas habilidades de visualiza-
cién segun varias fases como la colocacion de los edificios, la comunicaciéon de la
informacién o la comprobacién de las vistas. Los estudiantes de mejor rendimiento
manifestaron importantes elementos de la visualizacion como los procesos para
transformar informacién de representaciones visuales en verbales y viceversa, siste-
mas de referencia y habilidades de visualizacion y orientacion.

Conectando el sentido espacial con otros sentidos
Para ejemplificar cbmo conectar el sentido espacial con otros sentidos presentamos

la siguiente tarea: ¢Qué poligonos regulares pueden obtenerse al cortar un cubo por
un plano?
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En niveles inferiores se pueden abordar versiones simplificadas de esta pregunta,
como trabajar secciones de diferentes objetos utilizando bloques de plastilina y seccio-
nes de objetos familiares (rebanadas de pan, rodajas de embutido...). En Educacién
Primaria se puede trabajar secciones de cuadrados y rectangulos e identificar los
cortes de las caras en el desarrollo plano. En esta tarea intervienen las habilidades
de visualizacion para percibir la figura-contexto y las relaciones espaciales. Estas ha-
bilidades conectan los conocimientos geométricos relativos a los conceptos con las
propiedades que se visualizan. Ademas de razonar con las representaciones obtenidas,
se puede favorecer la conexién con otros sentidos al peditles que justifiquen mas alla
de lo obtenido empiricamente e intentar argumentar para el caso general. Por ejem-
plo, ¢Qué seccién rectangular tiene mayor area? En la Figura 7 pueden argumentar
sobre la mayor longitud de los lados en los rectangulos obtenidos, comparandolos
con la longitud de la diagonal de la cara del cubo e incluso compararlos aplicando
movimientos.

\

~—)

Figura 7. Comparaciones de areas de rectangulos obtenidos por secciones
planas de un cubo

En cursos superiores se pueden plantear cuestiones relativas a justificaciones, por
ejemplo, ¢cuando la seccion es el rectangulo con mayor area? ¢Es posible obtener un
paralelogramo que no sea un rectangulo? Para abordarlas el estudiante puede utilizar
distintas representaciones, como dibujos en perspectiva o desarrollos planos, ademas
de modelos fisicos que les permita explorar y visualizar propiedades empiricamente.
Los argumentos analiticos y la notacién algebraica pueden apoyarse en las represen-
taciones visuales y aportar generalidad.

En Educacion Secundaria se pueden utilizar distintas representaciones para reconocer
las propiedades de las secciones. Para motivar que es posible obtener un hexagono
regular, se pueden marcar los puntos (Figura 8) y pedirles que justifiquen si estan en
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un mismo plano. Los argumentos pueden ser variados, desde los mas visuales a los
mas algebraicos: ver que todos los puntos se obtienen girando uno de ellos respecto
al centro del cubo y un eje perpendicular al plano, aplicando simetrias u obteniendo
las coordenadas de los puntos. La imposibilidad de obtener pentigonos regulares
conjuga la visualizacién con razonamientos analiticos sobre las propiedades de las
secciones planas de un cubo como que los lados en caras paralelas son paralelos, y
por tanto no pueden ser los lados de un pentagono regular. Ademas, el hecho de
que no puede tener mas de seis lados, imposibilita la obtencion de poligonos de mas
de seis lados.

Figura 8. Hexagono regular como seccién plana de un cubo

SENTIDO ESTOCASTICO

Las actividades que deben favorecer el desarrollo del sentido estocastico en secundaria
tienen que anclarse en los aprendizajes previos del alumnado que le habria capacitado
para iniciarse en el estudio de datos contextualizados y reconocer la incertidumbre
inherente cuando se estima una poblacién mediante una muestra significativa y cercana
a sus intereses que les permita realizar las primeras inferencias, predicciones o tomas
de decisiones. En esta etapa, deberan avanzar en el desarrollo de dichas capacidades
a partir de la reflexion sobre como las investigaciones estocasticas aportan sentido a
la variabilidad, predictibilidad e incertidumbre a la muestra de datos estudiada. Parti-
cularmente, la necesidad actual de formar ciudadanos criticos que dispongan conoci-
mientos que les permitan interpretar, seleccionar y comunicar informacion, requiere
un desarrollo y manejo de conocimientos estocasticos, esto implica la necesidad de
una comprension de los principios del proceso inferencial y una concientizacion de
los riesgos de ignorar la variabilidad (Behar y Grima Cintas, 2003).
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El alumnado debe desarrollar, a través de las actividades, actitudes de curiosidad
por el mundo que le rodea y que lleva a las personas a hacerse preguntas que pet-
miten desarrollar las competencias globales, como el pensamiento creativo y ctitico.

Por ejemplo:

Un grupo de alumnos decide iniciar una campafa de sensibilizacién ambiental acerca
de las maneras que contribuye su centro a la gestioén de residuos y la contaminacién
a escala local y global (OECD, 2018).

El inicio de la campafia podria partir del estudio: gedmo se gestionan los residuos en el
centro?

Aunque esta pregunta estd contextualizada, no es una “buena pregunta de in-
vestigacién”. Una buena pregunta de investigacion es aquella que permita una rica
exploracion de los datos en cuestion, el descubrimiento y el pensamiento estadistico
(Arnold y Pfannkuch, 2018).

Por ello, en los primeros niveles de la etapa, el profesorado debe orientar al alum-
nado para que plantee preguntas de investigacion ricas. Es decir, preguntas en las
que las variables de interés son claras y estan disponibles, la poblacién (o muestra) de
interés es clara, la intencién de la pregunta es clara, la pregunta puede responderse
con los datos, la pregunta merece la pena ser investigada, tiene un propésito y la
pregunta permite hacer un analisis de toda la muestra.

HEs decir, un primer acercamiento a la respuesta de la pregunta anterior podria ser
la elaboracién de una encuesta a realizar en el centro con preguntas como:

¢Tiras al suelo desperdicios, envoltorios o basura?
¢Tiras al contenedor adecuado los envases, papeles, vidrio, pilas, ...?
¢Traes el desayuno en un envase de usar y tirar?

El alumnado a la par que desarrolla la capacidad de interrogar se ve involucrado
en diferentes ciclos de investigacion que permite desarrollar la capacidad de for-
mular preguntas, reconocer la necesidad de los datos, la variabilidad de los mismos
y la incertidumbre inherente. En los dltimos afios de la etapa de secundaria deben
ser capaces de reflexionar sobre la idoneidad de las preguntas que se plantean. Por
ejemplo, participando en actividades como:

Para cada una de las preguntas, razona si es rica para llevar a cabo una investiga-
cién estadistica:

a) ¢Tienen las chicas brazos mas largos que los chicos?

b) ¢Quién tiene el peroné mas largor

¢) ¢Cuales son las longitudes tipicas del cuello del alumnado?
d) ¢Cual es el deporte mas popular que se practicar?
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La actividad, adaptada de la investigacion llevada a cabo por Arnold y Pfannkuch
(2018) sobre el estudio de preguntas de investigacion, debe permitir identificar que:
no esta definida la poblacién (o muestra) que se estudia, que las preguntas tienen
diferentes propésitos (el estudio de la anatomia y los deportes que se practican), que
la respuesta de la pregunta b solo incluye un individuo, etc.

El didlogo sobre la adecuaciéon de dichas preguntas, les permitird pensar como
estadisticos al plantearse cuestiones de caricter tedrico. Por ejemplo:

¢como los diferentes elementos de un ciclo de interrogacién (generar, buscar, intet-
pretar, criticar y juzgar) inciden en el desarrollo del ciclo de investigacién (problema,
plan, datos, analisis, conclusiones)?

Por ello, Gould et al. (2017) sugieren que el planteamiento y andlisis de preguntas
de investigacion es fundamental para el éxito en el analisis, la interpretacion y la ex-
traccion de conclusiones de los datos. Si bien el alumnado de primaria ya debe haberse
iniciado en el estudio de datos, se propone que las actividades de secundaria favorez-
can el analisis exploratorio de la distribuicion de los datos a partir de la visualizacion
y representacion de graficos y el calculo de medidas de centralizacion y dispersion
para comparar variables. Sin embargo, este andlisis exploratorio no debe reducir la
estadistica al calculo de las medidas de centralizacion y dispersion descontextualizadas
del proceso de investigacién (CeMAT, 2021). As{ pues, proponemos actividades que
capaciten al alumnado para calcular y otorgar sentido a los paramentros de posicion,
centralizacion y dispersién, mediante situaciones como:

ElLLE.S. Antonio Muro premia cada curso escolar al mejor alumno o alumna de 4° de
secundaria en funcién de las calificaciones de sus asignaturas. Por ello, desde direccion
les han solicitado a los representantes de las cinco clases que establezcan los criterios
para elegir cual es el/la mejor, tomen la decision de cudl es el mejor candidato en
funcién de estos criterios y redacten el acta de concesion de un premio.

Si solo saben las calificaciones de cinco candidatos, jayudales a realizar el encargo de
direccion!

Candidato 1: 9,5; 9.,5; 9,5; 9,5; 9,5; 9,5; 9.,5; 9,5; 9,5; 9,5

Candidato 2: 9,0; 9,1; 9,2; 9,3; 9,4 ;9,6; 9,7; 9,8; 9,9; 10

Candidato 3: 9,0; 9,0; 9,1; 9,2; 9,3; 9,7; 9,8; 9,9; 10; 10

Candidato 4: 9,0; 9,1; 9,2; 9,4; 9.4; 9,6; 9,6; 9,8; 9,9; 10

Candidato 5: 9,0; 9,1; 9,2; 9,2; 9.4; 9,6; 9,8; 9,8; 9,9; 10

La actividad esta propuesta para que el alumnado deba plantearse cuestiones que
gufen su toma de decisiones. En su inicio, pueden calcular los parametros de centra-
lizacién y posicion. Pero, los datos estan preparados para que: (a) si proceden a un
analisis de la centralizacién de los datos todos tengan la misma media; (b) del analisis
de los parametros de posicion concluyan que todos tienen la misma mediana y cuatro
de ellos tienen la misma calificacion minima y maxima. Al no poder concluir y tomar
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decisiones con estos parametros, el alumnado debe plantearse el analisis de la densidad
de los datos, concluyendo que cuatro de ellos tienen la mayoria de calificaciones entre
el segundo y tercer cuartil. Al no poder tomar decisiones, deben formular preguntas
e hipotesis asociadas a la dispersion de los datos y a la consideracion académica de
quién es el mejor alumno o alumna (el que tenga las calificaciones mas o menos dis-
persas). Si abogan por la constancia del alumnado entonces tomaran la decision de
que la mejor opcidn es la 1, ya que su rango, desviacion media y tipica es cero. Por
el contrario, si abogan por alumnos o alumnas con una mayor dispersién y mayor
valor en el tercer cuartil, entonces tomaran la decisiéon de que la mejor opcion es la
numero 2. En este caso, sugerimos que el alumnado use GeoGebra para construir un
diagrama de cajas y bigotes que le permitird comparar las cinco distribuciones de datos
a la par que valoran cémo la forma de la distribucién esta influenciada por diferentes
aspectos y, a su vez, sintetiza la informacion de los parametros de centralizacion,
posicion, dispersion y los intervalos de mayor densidad. Es mas, debe permitir que el
alumnado construya la idea de la distribuciéon como entidad conceptual que surge de
la integracion de los conceptos de centro, distribucion, densidad y simetria (Bakker
y Gravemeijer, 2004).

Este tipo de actividades favorece que el alumnado se inicie en la realizacion de
inferencias informales sobre cual es la mejor candidatura ya que se encuentran bajo
dos hipétesis para tomar la decision: dispersion nula o maxima dispersion de califica-
ciones. Sin embargo, no podemos hablar de inferencia en sentido estricto, dado que
la inferencia a una poblacién contiene elementos de incertidumbre, las inferencias
estadisticas deben contener un lenguaje probabilistico que implique una tendencia
estadistica y/o un nivel de confianza o incertidumbre en una prediccién. Asi pues, es
interesante que en este proceso de crecimiento que supone la etapa de secundaria el
alumnado realice predicciones con muestras grandes de datos que permitan concluir
sobre la poblacién en cuestion. Un ejemplo, serfa plantear la investigacion:

¢Estd envejeciendo la poblacién europea?

El uso de la base de datos EwroStat proveera de tablas y graficos para analizar
las tendencias de crecimiento de la poblaciéon y las predicciones que realiza dicho
organismo. Este problema, se podtia reducir a investigar:

¢Cuiles son las tendencias de proyeccion de la poblacién europea en funcién de las
variables edad y género?

Las tablas de datos, los graficos y mapas europeos se pueden encontrar en la base
de datos de EwroStar (https://ec.curopa.cu/eurostat/data/database), y facilitaran la
interpretacion y conclusiones de las mismas para dar respuesta al interrogante. El
trabajo con estas bases de datos reforzard la comprensiéon de la utilidad de los cen-
sos de poblacién y los procesos de muestreo estratificado y aleatorio. Es mas, este
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tipo de actividades es una herramienta pedagogica util para sensibilizar e introducir
lentamente al alumnado en la variabilidad decreciente de las sefiales aparentes de las
distribuciones en muestras de tamafio creciente (Ben-Zvi et.al., 2012). El software
permite realizar diferentes tipos de predicciones asociadas a otras variables como la
baja o alta tasa de natalidad, la alta o baja tasa de mortalidad. Asi pues, el alumnado
puede asociar ciertas tendencias de proyeccion a otras variables. Esta asociacion puede
ser un motivador a la necesidad de analizar la correlacién existente entre variables.
En este mismo problema de investigacién sobre si esta envejeciendo la poblaciéon
europea, se pueden responder preguntas como:

Considerando los condicionantes de salud en el envejecimiento de la poblacién euro-
pea, ¢existe alguna correlacion entre la salud auto-percibida del sujeto a cierta edad y
la esperanza de vida saludable que tenga?

El diagrama de dispersién como el grafico de burbujas que se pueda construir son
muy utiles para interpretar la relacion entre las variables en estudio, ya que permite
visualizar su intensidad (a través de la mayor o menor dispersion de la nube de pun-
tos), su sentido (si la relacion es directa o inversa) y el tipo (lineal o no), observando
su tendencia (Gea et al., 2014).

Podriamos ir mas alld y, con el fin de profundizar en los modelos matematicos,
otorgar al mismo tiempo sentido matematico y algebraico a dicha investigacion y ver
cual es la mejor modelizaciéon funcional. Ejemplos de estas actividades, ya sugeridas
en los marcos teéricos PISA2018 para el desarrollo de la competencia globalizada
(OCDE, 2018), son:

¢Son las funciones lineales o las exponenciales las que ajustan mejor a los datos de
crecimiento de la poblacién europea?

¢Cudl es el mejor modelo de regresion que ajuste la edad y las tasas de fecundidad
por edad en Europa?

La variabilidad aleatoria se manifiesta mediante la dispersion de la nube de pun-
tos respecto al modelo de regresién. Asi pues, el modelo de regresion tendra como
principal finalidad la prediccién de una de las variables en funcion de la otra, y la
evaluacion de la variabilidad latente en los datos. Posteriormente, esta “variabilidad”
de los puntos alrededor del modelo se medira mediante la covarianza y el coeficiente
de correlacion (Gea et al., 2014). Permitiendo asi que el alumnado identifique una
nueva fuente de aleatoriedad y no reducir exclusivamente su estudio en contextos
de juegos.

El contexto de los juegos de azar ha sido tradicionalmente una fuente de experien-
cias para reconocer la naturaleza aleatoria de la situacién y la medicién de la incerti-
dumbre mediante la asignacion de probabilidades. E1 GAISE II report (Bargagliotti
et al., 2020) propone dos actividades:
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1. Asume que el dado no esta trucado. Si lanzamos el dado 10 veces, ;cndntas veces veremos el
niimero 2 en la cara superior?

2. Asume que el dado no estd trucado. Si lanzamos el dado 10 veces, ;cudl es la probabilidad
de que en cada langamiento el valor de la cara superior sea el nimero 22

3. Coge un dado, sestd trucado? Es decir, stiene cada cara la misma probabilidad de aparicion?

La respuesta a la pregunta 1 tiene un acercamiento meramente matematico en el
sentido que parte de la afirmacién que el dado no esta trucado y podemos asumir
que salir cada uno de los posibles valores de un dado es equiprobable. Es cierto que
tal y como esta enunciado el problema su respuesta se reduce a la determinacion del
espacio muestral y la contabilizacién del nimero de sucesos que sea dos en la cara
superiof.

El espacio muestral determinado en el problema 1, permite resolver el problema
2 calculando la probabilidad aplicando la regla de Laplace al considerar que todos
los sucesos elementales son equiprobables al ser un dado justo. Si en lugar de consi-
derar las actividades como una secuencia de aprendizaje, el problema 2 se presenta
de forma aislada dicho problema se resuelve considerando la independencia de los
sucesos correspondientes a cada uno de los lanzamientos y la equiprobabilidad de
los sucesos elementales correspondientes al lanzamiento de un unico dado.

Sin embargo, el problema 3 es un problema con un acercamiento estadistico, en
que llegamos a las conclusiones pertinentes a través de resultados experimentales. La
solucion del problema comienza con un dado desconocido, del que no sabemos si
esta trucado o no. La busqueda de una respuesta experimental deberfa pasar por varias
fases: (a) se tira el dado, se ve lo que ocurre para examinar los datos resultantes para
ver si parecen proceder de un dado trucado o no. Este andlisis es interesante ya que
el alumnado puede desarrollar el sentido de la aleatoriedad pero caer en la tentacion
de pensar en patrones reiterados asociados a una muestra inadecuada, (b) se tira el
dado 10 veces, para elaborar las primeras hipotesis que guiaran el estudio inferencial
de las tendencias (HO: el dado estd trucado, H1: el dado no esta trucado), (c) repetir
el proceso de lanzar el dado, ahora 100 veces, y notar las frecuencias relativas de
las tiradas con numeros pares para cada una de estas 100 pruebas, (d) comparar los
resultados de estas frecuencias relativas con las frecuencias predichas por el modelo
matematico que se ha trabajado en el problema 1 para la hipétesis H1 vy, (e) si las
frecuencias relativas empiricas son bastante diferentes de las probabilidades numé-
ricas para un dado no trucado y no es probable que se deba a la variabilidad azarosa,
entonces podemos concluir que el dado esta trucado (Bargagliotti et al., 2020).

Estas dos actividades permiten que el alumno se enfrente a la comprension de la
probabilidad desde un punto de vista frecuencial y el clasico. Es mas, en el significado
frecuencial, la probabilidad se estima a partir de la frecuencia relativa de aparicion
del suceso, apoyandose en la ley de los grandes numeros. Las ideas de representati-
vidad y variabilidad muestral estin implicitas en este significado, y la precision de la
estimacion de la probabilidad depende del tamafio de la muestra (Begué et al., 2018)
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Se da por sentado, que el experimento del lanzamiento del dado se puede dar
exactamente en las mismas condiciones. Sin embargo, en la mayoria de situaciones a
modelizar el alumnado se debe enfrentar a situaciones en que el experimento no es
repetible o no se puede repetir en las mismas condiciones. Pensemos en la actividad:

Estamos organizando en el centro escolar una salida al campo para el préximo mes,
¢debemos poner un paraguas o impermeable en la mochila?

La cuestién que plantea una situacion cotidiana que responde a un fenémeno
aleatorio que tiene por finalidad que el alumnado trabaje la predictibilidad, analice
la incertidumbre asociada al fenémeno meteoroldgico y realice inferencias para que
pueda tomar la decisién de poner o no un paraguas o impermeable en la mochila. Para
su resolucion, podemos partir del estudio del grado de creencia que el dia previsto
para la salida al campo llueva. El recuento entre todo el alumnado nos permitirfa dar
una aproximacion a la probabilidad subjetiva. En un segundo momento, se podrian
investigar diferentes fuentes de datos (servicios meteorologicos, apps, ...). El hecho
que puedan aportar datos diferentes puede ser un motivo para analizar la calidad y
cantidad de datos para realizar dichas predicciones. Asi como, las diferentes variables
que estudian para realizar dichas predicciones. En particular, los datos que aportan
sobre la “probabilidad de lluvia”. Los datos observados de afios anteriores permi-
tirfan un estudio de la distribucion de los mismos y realizar estimaciones sobre la
proporcion de dias lluviosos y no lluviosos. Ademds, se podria realizar el estudio de
las tendencias en intervalos de tiempo y reflexionar sobre si la estimacion a través
de la observacién de estas tendencias tiene una fiabilidad alta o no.

En resumen, esta pregunta tan simple por su cotidianeidad, permite que el alum-
nado realice inferencias estocésticas no formales, consistentes en: (1) la generaliza-
cién, incluyendo predicciones, estimaciones de parametros y conclusiones, que van
mas alld de la descripcion de los datos; (2) el uso de los datos como prueba de estas
generalizaciones; y, (3) el empleo de un lenguaje probabilistico de la generalizacion,
incluida la referencia informal a los niveles de certeza sobre las conclusiones extraidas
(Makar y Rubin, 2028).

SENTIDO DE LA MEDIDA

El aprendizaje de una magnitud y su medida sigue resultando dificil para el alum-
nado de educacién secundaria, por ello debemos prestarle especial atencién a lo largo
de toda la ensefianza obligatoria, por las dificultades que este aprendizaje conlleva y
por la importancia que la magnitud y su medida tiene en la vida cotidiana.

El aprendizaje de la medida implica ir mds alla de la mera medida de una magni-
tud, del uso de féormulas o de la utilizacion mecanica del sistema métrico decimal.
Segun Piaget en el caso de las magnitudes y de su medida el alumnado debe superar
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diferentes estadios que le llevara a conocer y manejar estas nociones de forma co-
rrecta. Estos estadios y su relacién se muestran en el esquema que presentamos a
continuacién (Figura 9).

parael imi y jo de una

1. Consideracion y percepcion de una magnitud

2. Conservacion de una magnitud

Estadios sobre desarrollo evolutivo de medida
3. Ordenacion respecto a una magnitud dada 1. Comparacion directa

2. Desplazamiento de objetos

Constitucion de la unidad
1. Ausencia de unidad

2 Unidad objetal

4. Relacién entre la magnitud y el numero 3. Comparacion indirecta: propiedad transitiva

3. Unidad situacional
4. Unidad figural

5. Unidad propiamente dicha

Figura 9. Adaptacion de los Estadios de Piaget para el conocimiento de una
magnitud y su medida (Sanchez-Matamoros, et. al., 2016)

También deben conocer y dominar técnicas e instrumentos de medida que se
pueden emplear para medir de manera directa (longitud, superficie, amplitud,
masa, volumen, capacidad y tiempo) o bien de manera indirecta (medidas basa-
das en proporcionalidad, en las relaciones entre magnitudes y en estrategias de
estimacion).

Proceso de ensefanza y de aprendizaje de una magnitud y su medida en
educacion secundaria

El proceso de ensefianza y de aprendizaje debe apoyarse en la idea de una trayectoria
de aprendizaje de la magnitud y su medida, es decir, conocer cémo se desarrolla la
comprension de la magnitud y su medida para poder tomar decisiones de ensefianza
adecuadas a los objetivos de aprendizaje. Apoyarse en una trayectoria de aprendizaje
en la planificacién e implementacion de una leccién facilitara al profesorado la inter-
pretacion y diagnéstico de posibles dificultades del alumnado en la adquisicién de
un determinado contenido matematico (Wilson, Mojica y Confrey, 2013), en nuestro
caso, la nocién de magnitud y su medida.

Una trayectoria de aprendizaje tiene tres componentes (Clements y Sarama, 2004):

— Un objetivo de aprendizaje.

— La descripcién de un proceso de aprendizaje: niveles de desarrollo de la com-
prension, obstaculos que deben ser superados.

— Un conjunto de tareas.



Matematicas en la Ensefianza Secundaria Obligatoria 189

En el aprendizaje de una magnitud y su medida, el alumnado debe distinguir entre
magnitud y medida. L.a magnitud es considerada como una caracteristica de un ob-
jeto que puede ser cuantificable, y medir es asignar un valor numérico a un atributo
de un objeto, por ejemplo, a la duraciéon de un suceso, a la longitud de un lapiz o a
la capacidad de una piscina. Medir una magnitud conlleva reconocer una unidad de
medida (Freudenthal, 1983).

El aprendizaje de una magnitud y su medida comienza realizando comparaciones
cualitativas y ordenando objetos segin la magnitud considerada. El siguiente logro
implica cuantificar la magnitud mediante la asignacién de un valor numérico, y luego
utilizar instrumentos de medicién, por ejemplo, la regla en el caso de la magnitud
de longitud.

Sin embargo, debemos ser conscientes de que algunas investigaciones (Tabla I)
indican que el alumnado de educacién secundaria muestra dificultades en el apren-
dizaje de diferentes magnitudes y su medida, como en el uso de la regla en la medida

de la magnitud longitud o en la conservacion de las areas en figuras con distintas
formas (Hart et al., 1981).

Tabla I. Ejemplos de tareas de medidas de las magnitudes longitud y
superficie de la investigacion de Hart et al. (1981) y posibles respuestas de
estudiantes mostrando diferentes caracteristicas de comprensién

Tipo de tarea: De Manejo de instrumentos de medida (regla): uso y lectura

Ejemplo Respuesta del estudiante 1
¢Cuanto mide el segmento AB? El segmento AB mide 6 cm. Porque el
A 8 extremo A del segmento esta situado en

T T T T T T T T T lcm de la regla graduada, y el extremo B
o 1 2 s 4 s s 1 8 @& en 7cm de la regla graduada

Respuesta del estudiante 2

El segmento AB mide 7 cm., porque el
extremo B del segmento esta sobre el 7
de la regla graduada

Analisis de las respuestas: dificultades de los estudiantes

El estudiante 1, hace un uso correcto del instrumento de medida de la longitud (regla) al
considerar que el extremo derecho del segmento (B) se encuentra en los 7 cm. de la regla,
y el extremo izquierdo del segmento (A) se encuentra en 1 cm. de la regla. Esto le ha per-
mitido percibir la medida de la longitud del segmento AB y dar una respuesta correcta.

El estudiante 2, tiene dificultades para hacer un uso correcto del instrumento de medida de
la longitud (regla) al considerar sélo que el extremo derecho del segmento (B) se encuentra

en los 7 cm. para responder.
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Tipo de tarea: De comparacién de superficie de objetos (Reconocimiento de la equivalen-
cia de superficies)

Ejemplo 1 Respuesta del estudiante 1

¢Tiene la figura inicial y final la misma canti- | Si, porque he obtenido la figura final cor-
dad de superficie (area)? tando la figura inicial por la mitad y a con-
tinuacion una de las dos mitades en las que

he dividido la figura, la he vuelto a cortar,

ahora por la diagonal, y los dos tridngulos

que he obtenido los he pegado uno a cada
lado de la otra mitad que dejé sin cortar.
Porque dos supetficies son equivalentes si
una supetficie puede descomponerse en
los mismos trozos que la otra.

Respuesta del estudiante 2

No, porque la figura inicial es mas alta, y la

figura final es mas larga y estrecha.

Analisis de las respuestas: dificultades de los estudiantes

El estudiante 1 hace transformaciones del tipo cortar mover y pegar que le permiten perci-
bir que la cantidad de superficie (area) de la figura inicial y final es la misma (Conservacion de
la magnitud superficie) y dar una respuesta correcta.

El estudiante 2 tiene dificultades para establecer que figuras de formas diferentes pueden
ser equivalentes en cantidad de superficie (area).

Las dificultades mostradas por los estudiantes en estas tareas deben ser tenidas
en cuenta en la planificacién de la ensefianza pues un mal uso en el instrumento de
medida de la longitud puede conllevar dificultades en areas y volimenes en figuras
planas y tridimensionales, en las representaciones planas de objetos tridimensionales
para su visualizacion y resolucion de problemas de dreas, o en las representaciones
de objetos geométricos con propiedades fijadas, como las longitudes de los lados o
las medidas de los angulos (Espafia, Ministerio de Educacién y Formacién Profesio-
nal, 2022 Pag. 41733). Y dificultades similares a la mostradas por el estudiante en la
comparacion de superficies en las que le influye la forma de la figura para apreciar
la equivalencia de cantidad de superficie pueden darse en relacion con otras mag-
nitudes como, por ejemplo, la capacidad en las que la forma del recipiente puede
influir. Ademas, el hecho de saber descomponer figuras planas, como en este caso
un trapecio isosceles, en figuras de areas conocidas como rectangulo y tridangulos
podran favorecer que los estudiantes sean capaces de deducir cual es el area de la
figura inicial (trapecio) y aplicarlo en nuevas situaciones.

Para finalizar, indicar que las diferentes magnitudes y su medida aparecen fre-
cuentemente cuando se aborda en el aula de Matematicas problemas realistas, o en
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trabajos interdisciplinares. Por ello, se puede considerar el sentido de la medida como
un contexto excepcional para apreciar la utilidad de las Matematicas.

Asi, en el curriculo de educacién secundaria en la materia de Fisica y Quimica se
menciona la predicciéon y comprobacion, utilizando la experimentacion y el razona-
miento matematico, de las principales magnitudes, ecuaciones y graficas que describen
el movimiento de un cuerpo, relacionandolo con situaciones cotidianas (Espafa,
Ministerio de Educacién y Formacion Profesional, 2022 Pag. 88-89). Analizando
la relacion existente entre las Matematicas y la Fisica, observamos que problemas
concretos de Fisica, como pueden ser aquellos de Cinematica (rama de la Fisica que
estudia el movimiento, sin tener en cuenta las causas que lo produce), han sido cru-
ciales en el desarrollo histérico de las Matematicas (Azcarate, 1984).

Generalmente, las dificultades de las Matematicas en los contextos de Fisica se sue-
len vincular a la falta de habilidades para transferir el conocimiento de Matematicas a
las clases de Fisica (Redish y Kuo, 2015). Sin embargo, también es cierto que nuestro
sistema educativo tampoco favorece que el estudiante pueda llegar a establecer dicha
relacién. Asi, conceptos de Cinemadtica como son velocidad media (vinculado a la Tasa
de Variacion Media (TVM) en Matematicas), velocidad instantanea (vinculado a la Tasa
de Variacion Instantanea (TVI) y a la derivada de una funcién en Matematicas) o la
aceleracion (vinculado a la segunda derivada de una funciéon en Matematicas) comien-
zan a estudiarse en la Educacién Secundaria Obligatoria (13-14 afios) en la asignatura
de Fisica. Sin embargo, el concepto de Derivada no se introduce en la asignatura de
Matematicas hasta primero de Bachillerato (16- 17 afios). Esto conlleva, que a los estu-
diantes les resulte muy complejo establecer la relacién de los conceptos de velocidad y
aceleracion con los de espacio y tiempo, y esto los lleva a tener problemas a la hora de
enfrentar enunciados de Mecanica (Azcarate, 1984). Este hecho se pone de manifiesto,
en algunas ocasiones, cuando los estudiantes tienen dificultades en las medidas basadas
en las relaciones entre magnitudes como espacio y tiempo o en estrategias de estimacion.

Sin embatgo, y si tenemos en cuenta lo que recoge el Real Dectreto 217/202, de
29 de marzo por el que se establece la ordenacion y las ensefianzas minimas de la
Educacion Secundaria Obligatoria, en Matematicas se debe prestar atencion al estu-
dio grafico de funciones en contextos de la vida cotidiana y a las tasas de variacion
absoluta, relativa y media (Espafia, Ministerio de Educacién y Formacién Profesional,
2022 Pag. 41738). Por tanto, la posibilidad de que en clase de Matematicas se planteen
problemas contextualizados en Cinematica, facilitara que el estudiante empiece a
establecer relaciones entre Matematicas y Fisica desde la Educacién Secundaria Obli-
gatoria. Asi, un ejemplo de problemas que se podrian abordar en clase de Matematicas
son los relativos a la tasa de variacion media (T.V.M.) contextualizada en Fisica en la
velocidad media en diferentes modos de representacion analitico y grafico (Figura
10). Las relaciones que se establecen entre las Matematicas y la Fisica en la resolucion
de este tipo de problemas pueden observarse en la medida en la que los estudiantes
identifican las dos magnitudes covariantes e interpretan el significado fisico de lo
que le piden, es decir, de la velocidad media. Ademas, los estudiantes deben mostrar
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que son capaces de trabajar con las tres magnitudes (posicion, tiempo y velocidad)
haciendo uso de las unidades de medida correspondientes a estas magnitudes.

Asi, en la resolucién de las dos tareas de la figura 10 el estudiante deberd asociar
la velocidad media pedida (contexto fisico) con la T.VM. (contexto matematico) en
cada intervalo en la tarea 1, o con la pendiente de la linea secante en la tarea 2. El
estudiante usara la tabla de valores del enunciado (posiciéon-tiempo), en la tarea 1, o
los puntos de la grafica, en la tarea 2, para resolver el problema, dando como resul-
tado el valor numérico de la velocidad media expresada en “m/s” como unidad de
magnitud en cada uno de los intervalos de tiempo que aparecen en los enunciados
de estas tareas. Ademads, tanto los datos de la tarea 1 como los de la tarea 2, no se
corresponde con un movimiento rectilineo uniforme ni con un movimiento rectilineo
uniformemente acelerado, que son los tipos de movimientos estudiados en Fisica por
estos estudiantes, por lo que estos no podran usar ninguna de las férmulas aprendi-
das para resolverlos, teniendo que hacer uso del significado de TVM en el modo de
representacion analitico (tarea 1) o grafico (tarea 2) en el contexto de Cinematica.

TAREA 1:
Indica la velocidad media de un movil que se mueve en una tinica dimension en los intervalos

temporales [0,10], [10,20], [20,30] v [0,40] a partir de su posicion en los distintos momentos:

Tiempo [s] [9) 10 20 30 40
Posicién [m] [9) 33 a1 56 100
TAREA 2:

A) Indica la velocidad media de un movil que se mueve en una tinica dimension en los siguientes
intervalos temporales:

De 0 a 17 segundos.

De 0 a 11 segundos.

De 0 a 5 segundos.

De 0 a 2 segundos.
B)
a) ;Hay algun intervalo doénde la velocidad media es nula? Si lo hubiera dibijalo sobre la grdfica.
Justifica tu respuesta.

. Posicion [m]

Tiempo (+]

Figura 102 Tareas relativas a la tasa de variacién media contextualizadas en
Fisica (Bermejo-Luna y Sdnchez-Matamoros, 2021)

2. Estas tareas analizadas han sido publicadas en: Bermejo-Luna, M.V,, y Sanchez-Matamoros
Garcfa, G. (2021). Evidencias de conocimiento entre Matematicas y Fisica sobre velocidad media.
Revista Chilena de Educacion Matemdtica, 13(1), 5-16.
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En la gestién de aula, el uso del Geogebra como recurso informatico para resolver
diferentes tipos de tareas puede ser de gran utilidad, al facilitar a los estudiantes la
coordinacion entre los modos de representacion (analitico y grafico).

Sentipo NumERico
El sentido numérico tiene la base tedrica en las siguientes capacidades generales:

— Comprender los nimeros, sus representaciones, relaciones entre nimeros y las
propiedades del sistema de numeracion.

— Conocer los significados de las operaciones y como se relacionan.

— Realizar cilculos con fluidez y realizar estimaciones razonables.

Estas capacidades al interpretarse en los saberes que se integran en el curticulo
pueden trabajarse como se sugiere a continuacion.

Habilidad para realizar calculos mentales con estrategias “inventadas”

La habilidad para realizar calculos mentales puede abordarse en el aula presen-
tando, en primer lugar, las operaciones de fracciones y a continuacién se le pide al
alumnado que dé una respuesta en el tiempo indicado. Posteriormente, se les pide
que razonen como han llegado a su respuesta. Esta segunda parte da pie a que aflo-
ren las estrategias inventadas por los estudiantes y que el docente proponga otras.

jEstimaciones en 5 segundos! jEstimaciones en 10 segundos!
7 1 , 3 3 ’

-+t— >0<1? --=  >0<1?

8 10 2 4

1 4 , 3 1 7 1

-+-  >0<1? --=  >0<Z?

4 5 4 3 2

Discernir en qué ocasiones se ha de dar un valor exacto y cuando es posible
dar un valor aproximado. Actividades que favorezcan el uso de referentes
para realizar estimaciones

Se plantea una actividad para que estimen cantidades de diversa indole. Poste-
riormente, se les pide que indaguen e investiguen para conocer el valor exacto de la
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cantidad previamente estimada. Se finaliza con un debate para que discutan cuando
es necesario el valor exacto o cuando una aproximacion es un valor mds atil.

— Poblacién de Espafa.

— Poblacion de Madrid/Barcelona/Valencia/Bilbao/Sevilla.

— Numero de estudiantes matriculados en tu centro educativo.

— Numero de estudiantes que han elegido la asignatura optativa de Robética.
— Peso de un elefante.

— Peso de un loro.

— Peso de una hormiga.

Representar numeros reales en la recta numérica

Para abordar la representacion de los nimeros reales en la recta numérica se pueden
plantear las siguientes tareas:

Representa en la recta numérica V3 y V4. :Cuéntos nimeros hay entre V3 yV4?
Justifica tu respuesta

L o . 7 .
Representa en la recta numérica los siguientes nimeros: — 3 —2,3,—V 2. Explica
cémo lo has hecho.
Las justificaciones dadas por el alumnado nos permitiran observar las estrategias usadas.

Comprension de las operaciones

Para poder observar la comprension de las operaciones por parte del alumnado,
nos sera util plantear cuestiones como las siguiente

Marfa esta resolviendo un problema en el que tiene que hacer una multiplicacién

de dos numeros decimales, pero se le ha olvidado poner la coma en el resultado final,
¢podrias ponérsela? Explica por qué decides ponerla en el lugar que has elegido.

237,23 x 1,23 = 2917929

Las justificaciones dadas por los estudiantes, nos va a permitir observar las estra-
tegias usadas.
Conocer distintas representaciones de los nimeros

El juego puede ser un recurso para que el alumnado conozca diferentes represen-
taciones de los numeros. Un ejemplo de ello lo tenemos en el blog de Ana Garcia
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Azcarate (Figura 11). En él se proponen plantillas para disefiar dominés que podrian
ser interesantes para el trabajo con las diferentes representaciones de los numeros. A
continuacion, describimos la dinamica de un dominé para trabajar la representacion
de fracciones decimales que se encuentra disponible en el blog citado.

El objetivo de este juego es que el alumnado maneje las fracciones decimales, con
denominadores 10 y 100 y traduzca a su expresion decimal. Su construccion se basa
en la estructura de los dominds clasicos, 8 veces el 0, 8 veces el 1, etc., hasta 8 veces
el 6, obteniéndose las 28 fichas del dominé mediante todas las posibles combina-
ciones de 7 resultados, tomados de dos en dos, mas las siete fichas de dobles, se ha
reproducido en las 28 fichas que se presentan, cambiando las cifras de un dominé
clasico por fracciones decimales y sus equivalencias.

— —~
ﬁ 00L 00, 0L

o | ¢ 65 06

Figura 11. Domind de representacién de fracciones y decimales. Fuente: Blog
de Ana Garcia Azcarate

Los siete decimales que se han utilizado para las fichas del juego son: 0,49; 2,49;
4,9; 9,04; 9,1; 9,4; 42,9. Estos nimeros no estin escogidos aleatoriamente, sino que
comparten las mismas cifras para dificultar algo mas la identificacién de los valores.
Cada fraccion se representa como aparece en la figura siguiente (Figura 12).

Figura 12. Representacién de cada fraccion.
Fuente: Blog de Ana Garcia Azcarate
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REFLEXION FINAL

El desarrollo competencial de las matematicas requiere del trabajo de las conexiones
entre sentidos matematicos. Como hemos visto en el capitulo se pueden conectar el
sentido numérico y algebraico, éste con el sentido espacial y con el estocastico. De
tal manera que las diversas perspectivas a una misma situacién desde los diferentes
sentidos matematicos, enriquezca el desarrollo de la competencia matematica.

El trabajo desde los sentidos matematicos permite apreciar que la matematica
es una ciencia cultural, que permite pensar, entender y actuar en los problemas del
entorno que tienen que ver con la cantidad, la forma, el tamafio y la incertidumbre
aleatoria. Esta idea es fundamental para transitar de manera coherente y continua de
la Educacién Primaria a la Educacion Secundaria.

Por otro lado, cobra especial importancia la resoluciéon de problemas y el trabajo
con tareas contextualizadas porque permite desarrollar una enseflanza funcional de las
matematicas que hara predominar y dar sentido a los conceptos frente al aprendizaje
de destrezas o algoritmos en situaciones descontextualizadas.

El paso de una situacion real, contextualizada, a un problema matematico bien
definido exigira el desarrollo del razonamiento matematico. En las propuestas pre-
sentadas en este capitulo se ha insistido en a necesidad de conectar los diferentes
sentidos, realizar preguntas pertinentes que inviten y apoyen la reflexiéon del alum-
nado y el uso de software y otras herramientas que le permitan el aprendizaje y la
investigacion auténoma.
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Resumen

El Bachillerato es la etapa postobligatoria de la Educacion Secundaria en la que se
produce la transicion de la escuela a la universidad. Esta transicion incluye no sé6lo
cambios en las formas de ensefianza o en las estrategias de ensefianza aprendizaje
utilizadas sino también cambios en el punto de vista sobre las matematicas. Cuando
los estudiantes ingresan en la universidad, los conceptos estudiados en el bachille-
rato vuelven a aparecer, sin ofrecerles la oportunidad de conectar con lo aprendido
anteriormente. El docente debe ser consciente de estos problemas para que no se
produzcan conflictos en el aprendizaje de los estudiantes. Las investigaciones en
educacion matematica puede ser una via para lograrlo. En este capitulo se resaltan
aspectos clave sobre el aprendizaje y la ensefianza de las Matematicas en Bachillerato
organizados en relacion a los distintos sentidos matematicos.

Palabras clave: Bachillerato, Sentidos matematicos, Tareas matematicas, Trayectoria
de aprendizaje.

Abstract

Baccalaureate is the post-compulsory stage of Secondary Education in which the tran-
sition from school to university takes place. This transition includes not only changes
in the forms of teaching or in the teaching-learning strategies used, but also changes
in the point of view about mathematics. When students enter university, the concepts
studied in high school reappear, without offering them the opportunity to connect with
what they learned previously. The teacher must be aware of these problems so that
conflicts do not occur in student learning. Research in mathematics education can be a
way to achieve this. This chapter highlights key aspects of the learning and teaching of
Mathematics in High School organized in relation to the different mathematical senses.

Keywords: High School, Mathematics senses, Mathematical tasks, Learning trajectory.



200 G. SANCHEZ-MATAMOROS / N. ADAMUZ / MC. CANADAS / E.FERNANDEZ /
M.T. GARCIA / A. MORENO / R. RAMIREZ / A. SERRADO

EL APRENDIZAJE Y LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS EN BACHILLERATO

EL BACHILLERATO ES LA ETAPA POSTOBLIGATORIA de la Educacion Secundaria en la
que se produce la transicién de la escuela a la universidad. En las tltimas décadas,
podemos encontrar varios estudios que tratan temas relacionados con la transicién
de las matematicas escolares a las universitarias, hecho que, a nivel internacional, se
ha visto reflejado en las conferencias que se celebran desde el afio 2016 en la Red
Internacional para la Investigacion en Didactica de las Matematicas Universitaria
(INDRUM) reconocidas como conferencias tematicas del ERME (Sociedad Europea
para la Investigacion en Educacion Matematica) o en los Congresos Internacionales
de Educacién Matematica (ICME). En estos estudios se han identificado tensiones
en relacién con las desconexiones entre las matematicas, las actitudes, las practicas
y los rendimientos de los estudiantes a nivel escolar y universitario. La transicion
de la escuela a la universidad incluye cambios en las formas de ensefianza, en los
enfoques de la instruccion, en las estrategias de enseflanza aprendizaje, en el punto
de vista sobre las matematicas, y en los objetivos de aprendizaje (Biza et al., 2010).

Ademais, los conceptos matematicos, muy frecuentemente, se introducen a nivel
escolar y vuelven a tratarse de nuevo a nivel universitario. Un ejemplo de ello lo
tenemos en los conceptos de limite de funciones o de funcién derivada. En el Ba-
chillerato, la ensefianza de estos conceptos se centra principalmente en las técnicas
relacionadas con el calculo de limites o con el calculo de derivadas. Cuando los estu-
diantes ingresan en la universidad estos conceptos vuelven a aparecer en los cursos
de Calculo y se introducen desde cero, sin prestar atencion a lo que los estudiantes
han aprendido anteriormente en el Bachillerato, sin darles la oportunidad de conectar
lo que han aprendido en la escuela con los nuevos conocimientos introducidos a
nivel universitario. Esta desconexion suele generar conflictos en el aprendizaje de los
estudiantes, convirtiéndose en muchas ocasiones en un obstaculo para el aprendiza-
je. Problemas similares podemos apreciar en otros conceptos de Célculo, Algebra,
Geometria o Numeros.

Lo mismo sucede con las practicas matematicas, mientras que en las matematicas
escolares el alumnado, muy a menudo, se centra mas en la aplicacién de procedi-
mientos y menos en el razonamiento sobre estos, en las matematicas universitarias
a los estudiantes se les pide que se involucren en practicas matematicas nuevas para
ellos, centradas mas en el razonamiento y menos en la aplicaciéon de procedimientos,
resultandoles dificil ver cudl es el proposito de las mismas.

El docente tanto de Bachillerato como de Universidad debe ser consciente de estos
problemas para que se dé una transicion efectiva de la escuela a la universidad y no
lleguen a producirse conflictos en el aprendizaje de los estudiantes, las investigaciones
en educaciéon matematica puede ser una via para lograrlo.

A continuacion, se resaltan aspectos clave sobre el aprendizaje y la ensefianza de
las Matematicas en Bachillerato organizados en relacién con los distintos sentidos
matematicos.



Matematicas en el Bachillerato 201

SENTIDO ALGEBRAICO

El algebra escolar se ha venido introduciendo en los curriculos de muchos paises
como manipulacion de simbolos y su ensefianza se ha reservado para las etapas de
Secundaria y Bachillerato (Kaput, 2008; NCTM, 2003). La construccion en los dife-
rentes planes de estudios del algebra escolar ha sido reflexionada profundamente por
el profesorado. Sin embargo, tradicionalmente se mantiene una forma de ensefiar los
temas que enfatiza la manipulaciéon de simbolos. Actualmente, no deberfa ignorarse
algunas otras vias como la tecnolégica.

Algebra como el estudio de estructuras y sistemas abstraidos de los
calculos y las relaciones

La fluidez con el simbolismo algebraico y el conocimiento de las herramientas
matematicas adecuadas para la resoluciéon de cada problema ayuda a la resolucion de
problemas de diversas areas curriculares, asi como contenidos propios de este nivel,
por ejemplo, las matrices. El conocimiento y comprension de los objetos algebraicos
que se trabajan en este nivel es fundamental para poder ligarlos a fenémenos de la
realidad. El uso de elementos geométricos ayuda a la traduccion entre diferentes sis-
temas de representaciéon y permite realizar justificaciones y demostraciones visuales
de relaciones numéricas.

La siguiente tarea' sigue este planteamiento involucrando la accién de matrices
sobre vectores de tres dimensiones.

En las siguientes preguntas: R, S son matrices de rotacion; P, Q son matrices de re-
flexién; M no es ni una rotacién ni una reflexion.

¢Cual de los diferentes tipos de matrices no puede dejar direcciones vectoriales fijas?
¢Cual de los diferentes tipos de matrices puede dejar fija exactamente una direccién
vectorial?

¢Cual de los diferentes tipos de matrices puede dejar fija mas de una direccién vectorial?
¢Se da alguna vez el caso de que RS pueda dejar un vector invariante?

¢Se da alguna vez el caso de que PQ pueda dejar un vector invariante?

¢Sucede alguna vez que M dejara invariable la direccién de un vector?

¢Puede una matriz con determinante cero dejar un vector fijo?

¢Puede una matriz con determinante mayor que 1 dejar fijo un vector?

¢Puede una matriz dejar exactamente dos vectores fijos?

El vector v esta fijado por la matriz M si Mv = v. Al estudiar las respuestas de cada
pregunta, podemos utilizar argumentos geométricos o algebraicos, segun corresponda

1. https://nrich.maths.org/6877
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e incluso dibujar diagramas y construir ejemplos particulares de matrices y vectores
si el alumnado lo considera necesario. Si ellos no obtienen una respuesta definitiva
a una parte dada, podemos animarlos a que traten de dar ejemplos de cuando la
pregunta planteada es o no cierta.

HEste problema plantea una serie de preguntas disefiadas para provocar la reflexion
de los estudiantes sobre las matrices que dejan vectores fijos y las propiedades que
tendrian dichas matrices y vectores.

Puede ser interesante comenzar con un trabajo preliminar sobre matrices en tres
dimensiones. Los estudiantes podrian encontrar algunos ejemplos de matrices de 3X3
que representan rotaciones y reflexiones simples, que podtian usarse para resolver el
problema. Las preguntas se dividen claramente en tres secciones: preguntas 1-3, 4-6
y 7-9. Los estudiantes podrian abordar estas preguntas en esas tres secciones, tal vez
trabajando con un compafiero, y retroalimentar ideas al resto de la clase después de
que se responda cada seccion.

Para cada seccion de preguntas, se pide al alumnado que piense en lo que se les
pide que hagan, use su intuicién para hacer comentarios iniciales, luego piense en la
geometria de la situacién y finalmente use algunos ejemplos para apoyar su razona-
miento algebraicamente.

ALGEBRA COMO EL ESTUDIO DE FUNCIONES, RELACIONES Y VARIACION CONJUNTA

La experiencia con el algebra de Bachillerato deberia capacitar al alumnado para
comprender las relaciones y funciones con mayor complejidad que las vistas en las
etapas anteriores, representarlas de diferentes formas, seleccionar la mas adecuada y
pasar con flexibilidad de una a otra.

Ademas, el trabajo con las tareas algebraicas en esta etapa educativa deberia de-
sarrollar la capacidad de (CEMAT, 2021):

— Comprender y realizar transformaciones con funciones, como combinarlas
aritméticamente, componer las de uso comun, y obtener sus inversas. Utilizar
la tecnologia para realizar las operaciones con las expresiones simbélicas mas
complicadas.

— Comprender y comparar las propiedades de las clases de funciones, incluyendo,
polinémica, exponencial, racional, logaritmica y periddica.

— Interpretar las representaciones de las funciones de dos variables.

— Usar el algebra simbdlica para representar y explicar relaciones matematicas.

— Usar una variedad de representaciones simbdlicas, incluyendo ecuaciones re-
cursivas y paramétricas, para las funciones y las relaciones.

Por ejemplo, las caracteristicas de la funcién que aparece en la situacion presentada
a continuacion.
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Algunas veces los médicos prescriben «farmacos hipnéticos» (p. ¢j. pastillas para dor-
mir) a pacientes que no pueden dormir a causa de dolor fisico o tensién emocional.
Otros son usados como sedantes o anestésicos durante las operaciones. Hay muchos
tipos diferentes de farmacos que pueden ser prescritos. Un requisito importante es
que su efecto desaparezca antes de la mafiana siguiente, de lo contrario el paciente se
encontrara somnoliento durante todo el dia. Esto podria ser peligroso si, por ejemplo,
tiene que conducir para trabajar. Por supuesto, para alguien confinado a guardar cama
en un hospital esto no serfa tan importante.

Imagina que un doctor ha prescrito un firmaco llamado Triazolam (Halcion). Des-

pués de tomar algunas pastillas, el firmaco alcanza un nivel de 4 [lg/1 en el plasma
sanguineo. ¢Con qué rapidez desaparecera el farmaco? (Shell Center, 1990). Para que
puedan contestar a la pregunta se le facilita la siguiente informacion:

Nombre del fiarmaco Formula aproximada
Triazolam (Halcion) y=Ax 0,84)
Methobexitona (Brietal) y=Ax05)

CLAVE A = tamasio de la dosis inicial
) = cantidad de farmaco en la sangre

x = tiempo en horas desde que el farmaco llega a la sangre

Después de facilitar que el estudiante emplee sus potencialidades para una primera
incursion en el problema como podria ser utilizar la calculadora para realizar una tabla,
le avanzamos las siguientes cuestiones.

Haz una grafica exacta para mostrar como desaparece el efecto del Triazolam.
¢Después de cuantas horas se ha reducido a la mitad la cantidad de farmaco en la sangre?
¢Cémo depende esa vida media del tamafo de la dosis inicial? Escribe y explica tus
resultados.

Investiga el efecto de tomar una dosis de 4 pg de Methohexitone cada hora.

Dibuja una grafica exacta y escribe sobre sus implicaciones.

Este trabajo podria realizarse con el uso de aplicaciones informaticas que faciliten
el desarrollo de estructuras algebraicas y la conexion entre el problema, su modelo
como funcién en forma simbélica y la representacion grafica de dicha funcién.

Se podria generalizar el trabajo del alumnado pidiéndoles que establezcan entre
todos la forma de la grafica de la funcién. La formulaciéon de preguntas como las
siguientes ayudarian a ello:

¢Cuando aumenta o disminuye?

¢Es siempre y mayor que 0? sPor qué?

¢Qué significa a cuando x no es un numero entero?
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Algebra como la aplicacion de un grupo de lenguajes de modelizaciéon para
expresar y apoyar el razonamiento sobre las situaciones que se modelan

Modelizar supone identificar las relaciones cuantitativas esenciales en una situaciéon
del mundo real y usar expresiones simbolicas, incluyendo formas iterativas y recur-
sivas, para representar las relaciones derivadas de diferentes contextos. Finalmente,
sacar conclusiones razonables acerca de una situaciéon que esta siendo modelada y
considerar las limitaciones del modelo.

La tarea que se muestra a continuacién (Labrafia et al., 1995) permite trabajar
todas las fases del proceso de modelizacién y si se trabaja con herramientas in-
formaticas no resultara tedioso y podra ponerse el énfasis en sacar conclusiones
del modelo.

E175% de la poblacion laboral de un pais tiene trabajo y el resto estd en paro. Se prevé que
cada ano se destruiran un 10% de los empleos, por lo que el gobierno emprende un programa de
reactivacion econdmica con el que promete emplear annalmente al 20% de los parados.

Cumpliéndose la prevision, ;serd mejor o peor la sitnacion al afio signiente?

¢ Qué sucederia al cabo de dos anos?

¢Crees que es casnal esta sitnacion? ;Como prevés que evolucionard y hasta cudndo o donde?

87 las condiciones se mantienen, caleular la evolucion del empleo en los proximos dieg anios.

87 las cifras iniciales fuesen de un 60% de empleo y un 40% de paro, ;como evolucionaria la
situacion?

¢A qué podemos atribuir que distintas situaciones iniciales de paro-empleo nos conduzean a
un mismo resultado?

Esta tarea describe el producto reiterado de una matriz por si misma. Se trata de
una cadena de Markov y tiene como particularidad que los elementos de la matriz se
expresan como probabilidades.

En la pregunta a) se introduce la reflexion sobre la evolucion del empleo a partir
del producto de matrices.

(0,9 0,2) x (75) _ (72,5)
0,1 08 25/ \27,5

En la pregunta b) el alumnado podria conjeturar sobre la tendencia que puede
seguir la poblacién de empleo.

(o1 08)x(75) = (72)

En la pregunta d) podria utilizarse un programa de calculo para que resulte menos
tedioso. El resultado de ir sustituyendo la segunda matriz (poblacion laboral) por el
resultado de los sucesivos productos (situacién de la poblacion de empleo cada afio
posterior) permitira ver a los estudiantes una de las caracteristicas de las cadenas de
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Markov: tienden a converger a un estado estacionario. Este hecho ratifica las previ-
siones de estabilidad si realizamos el calculo a 20 afios.

SENTIDO ESPACIAL

El sentido espacial se puede caracterizar por la competencia del sujeto para regis-
trar y representar formas y figuras, reconocer sus propiedades, identificar relaciones
entre ellas, ubicarlas y describir sus movimientos (CEMAT, 2021). Como principales
referencias para desarrollar este sentido se han tomado los Principios y Estandares
para la Educacién Matematica del NCTM y el Marco teérico de PISA para la eva-
luacién de la competencia matematica 2021, segun las cuales el sentido espacial se
refiere a las capacidades de un individuo para trabajar e interactuar en un entorno
amplio, elaborar o descubrir imagenes de formas y figuras, clasificarlas, relacionarlas
y razonar con ellas.

Asi, este sentido lo vamos a abordar a partir del enunciado de un problema y de
las posibles manifestaciones, en su resolucién, de la geometria plana de Primero
de Bachillerato, y posteriormente los matices afiadidos en la geometria espacial de
Segundo de Bachillerato.

Partimos del problema siguiente: Dadas dos rectas paralelas y un punto A en r,
construid un cuadrado que tenga como vértice A y otro vértice en la recta s. sCudntas
soluciones distintas hay?

En un posible proceso de resolucion, si partimos de que uno de los lados del
cuadrado esté contenido en la recta 1, las habilidades de percepciéon de la figura-
contexto y de las relaciones espaciales, conectaran las propiedades y relaciones
asociadas a la componente de los conceptos geométricos. Al estar un lado sobre
la recta 1, el punto A se corresponde a uno de los angulos rectos. Por lo tanto, la
longitud del lado debe ser igual a la distancia entre las dos rectas paralelas (Figura
1). En este razonamiento van implicitas propiedades relativas a que la distancia
entre dos rectas paralelas es igual a la longitud del segmento que las une perpendi-
cularmente. En este caso, aplicando simetrias a una de las soluciones, se obtendrian
las dos soluciones posibles.

Figura 1. Una de las soluciones con el lado contenido en las rectas
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Sin embargo, el problema adquiere matices interesantes cuando el lado del cuadrado
no esta contenido en la recta r. Por ejemplo, si partimos de las soluciones anteriores
y vamos desplazando el punto B por la recta s conservando que sea un cuadrado,
vamos obteniendo infinitas soluciones (Figura 2). Esta construccion es especialmente
clarificadora al utilizar la herramienta de arrastre de Geogebra al ir desplazando B por
s. La habilidad de discriminacion visual, puede reconocer como equivalentes aquellas
que sean simétricas. Al ser A un punto fijo, al variar B en el mismo sentido siempre se
obtienen medidas diferentes y, por lo tanto, soluciones diferentes por tener distinta area.

Figura 2. Una solucion con dos vértices consecutivos en cada recta

En todos los casos anteriores, A y B determinan un lado del cuadrado solucién. Vamos
a analizar el caso en que determinen una diagonal. La construccién de un cuadrado dada
la diagonal, implica el reconocimiento de propiedades del cuadrado asociadas a la per-
pendicularidad y longitud de las diagonales. Nuevamente se ponen en juego habilidades
relativas a las relaciones espaciales para conectar las propiedades y las relaciones métricas.
Dado un punto B cualquiera en la recta s, se determinarfa el punto medio del segmento
AB y serfa el centro del cuadrado (Figura 3). Sabiendo que en los cuadrados las diagonales
son perpendiculares y con la misma longitud, se podrfan hallar los otros dos vértices. Para
comparar el area de estos cuadrados con los anteriores, se puede relacionar la férmula
del cuadrado del lado con la de la mitad del cuadrado de la diagonal.

Figura 3. Una solucién con dos vértices no consecutivos en cada recta
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La busqueda de todas las soluciones, implica la determinacién de un criterio para
considerarlas distintas. Si unicamente se determina la forma, la componente de
movimientos permite establecer que todos los cuadrados son semejantes, puesto
que se obtienen uno del otro por combinaciones de isometrias (giros, traslaciones,
simetrias) y homotecias. Pero se pueden determinar otros criterios relativos a la me-
dida (que tengan distinta area) o la posicion respecto a las rectas (que tengan vértices
diferentes). En estos casos la habilidad de percepcion de la posicion en el espacio y
la conservacion de la percepcién podrian discriminar que las figuras obtenidas por
isometrias mantienen el area.

El procedimiento implicarfa un trabajo con las respectivas ecuaciones y coordena-
das, lo que conecta el sentido espacial con otros sentidos como el de la medida y el
algebraico. Asi, el problema en geometria espacial difiere esencialmente en considerar
coordenadas tridimensionales y las correspondientes ecuaciones en el espacio. Sin
embargo, al afiadir una nueva dimension, surgen nuevas soluciones al aplicar giros
respecto al segmento AB en el espacio tridimensional (Figura 4). Nuevamente, es
necesario conectar las propiedades y los movimientos con las imagenes mentales,
representaciones y habilidades de visualizacion.

Figura 4. Cuadrado en el espacio tridimensional

SENTIDO ESTOCASTICO

Las actividades a las que el alumnado se habran enfrentado en cursos anteriores
les deben haber permitido el desarrollo del sentido estocastico, reconociendo cémo
las investigaciones estocasticas aportan sentido a la variabilidad, predictibilidad e
incertidumbre de la muestra de datos estudiada. Deben haberse iniciado al estudio
de la inferencia informal, consistente en la capacidad de realizar generalizaciones de
las investigaciones llevadas a cabo en situaciones de incertidumbre, reconociendo
el papel que tienen los pardmetros de centralizacién, posicion y dispersion en el
estudio de la distribucién, el uso de datos como prueba de las generalizaciones de
los modelos de regresion y de tendencias de proyecciones y el empleo del lenguaje
probabilistico de la generalizacién, incluida la referencia informal a los niveles de
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certeza sobre las conclusiones extraidas. El empleo de este lenguaje probabilistico
ayudard a la comprension del significado de las aproximaciones clésicas, subjetivas y
frecuenciales de la probabilidad.

Asi pues, las actividades a las que el alumnado se tendra que enfrentar en Bachille-
rato le deberan permitir, segin CEMAT (2021), por un lado, ahondar en las grandes
ideas de variabilidad, distribucién, muestreo, inferencia, aleatoriedad y probabilidad
y, por otro lado, desarrollar un sentido estocastico de estas ideas “para hacer frente
a una amplia gama de situaciones cotidianas que implican el razonamiento y la in-
terpretacién de datos, la elaboracién de conjeturas y la toma de decisiones a partir
de la informacién estadistica, su valoracion critica y la comprensién y comunicacion
de fenémenos aleatorios, y la capacidad de realizar algunas predicciones”. Este co-
mité defiende el caracter instrumental de las matematicas para la mayorfa de areas
de conocimiento, que en Bachillerato se concretan en las diferentes modalidades.
Y, aunque las actividades que se presentan en este documento se han seleccionado
para que puedan ser usadas en cualquier modalidad debe tenerse en cuenta que al
transferirlas al aula estas adecuen el contexto a la modalidad y al papel que tienen
las herramientas estocdsticas en s{ mismas para cada modalidad (consumidores,
productores y difusores de datos estocasticos).

La primera actividad que presentamos tiene por finalidad la realizacién de pre-
dicciones y la toma de decisiones asociadas a la determinacién de la probabilidad
condicionada asociada al contexto médico:

Susana ha encontrado una anormalidad en su pecho y decide consultar al doctor. El
doctor le indica que es necesario que se realice una estudio de mamas. Susana, antes
de acudir al médico y ante el miedo que le supone tener la enfermedad, busca infor-
macién en Internet y encuentra la siguiente tabla que muestra el numero de personas
sanas y enfermas en una muestra de 10000 personas segun el resultado del examen
mamario (prevalencia=0,001).

Estado de salud
Resultado del estudio Enferma Sana Total
Positivo 99 4995 5094
Negativo 1 94905 | 94906
Total 100 99900 | 100000

En funcién de la informacién encontrada en Internet:

Pregunta 1: :Qué riesgo tiene Susana de que la traten por un cancer de mama si esta sanar
Pregunta 2: :Cual es el riesgo que tiene Susana de que no la traten por el cancer de
mama si esta enferma?

Pregunta 3: ;:Cémo deberia tomar la decisiéon de ser o no ser tratatada? Razona ma-
tematicamente.
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La situacién se presenta como un analisis de las probabilidades condicionadas
estableciendo los sucesos:

A="esta enferma” y B="el test es positivo”. En la pregunta 1, en funcién de
los sucesos establecidos podemos asociar el riesgo a la probabilidad que tiene

Susana de que la traten por un cancer de mama si esta sana. Hs decir:

= p(BNA) _ 4995 _
P(B|A) P(A) 99900 0,05.

En la pregunta 2, podemos asociar el riesgo a la probabilidad que tiene Susana
de que no la traten de un cancer de mama (porque el test ha dado negativo) si esta
p(BN4A) _ 1

o) 00" 0,01.

enferma. En este caso, tendriamos que calcular: P(B|A)=
Finalmente la tercera pregunta, podemos valorar la probabilidad de estar enferma
y, en conclusién, iniciar un tratamiento. En este caso deberfamos calcular la proba-

bilidad total considerando los resultados del test:

P(A) = P(B) - P(B|A) + P(B|A)=0,02

En funcién de la informacién encontrada en Internet la probabilidad de que esté
enferma es de un 0,02 un valor bajo para tener miedo ante esta situaciéon. Debe es-
perar que se confirmen los valores con su propio test para tomar una decisiéon que
no esté basada en las probabilidades muestrales encontradas en Internet.

El planteamiento de este problema en el contexto de riesgo es un elemento motivador
al significado que adquieren los calculos probabilisticos en situaciones de dependencia,
independencia y condicionamiento para el alumnado (Batanero y Gea, 2018). Se han pre-
sentado los datos usando tablas de contingencia y frecuencias naturales como facilitadores
de la comprensiéon de la probabilidad condicionada. Los diferentes problemas asociados
al mismo deben permitir que el alumnado distinga entre la probabilidad conjunta y la
probabilidad condicionada. El tercer problema es un facilitador de la comprension de
en qué contextos tiene interés aplicar la probabilidad total. El problema podria utilizarse
para introducir y validar el signifidao del Teorema de Bayes, al plantearse cual es la pro-
babilidad de que Susana esté enferma si sabe que el test es positivo o usar la simulacién
para comprender qué le puede ocurrir a Susana al realizarse sucesivos tests.

Tal y como indican estas autoras, en la simulacién se lleva a cabo una actividad de
modelizacién. Por ello, el alumnado de bachillerato debe desarrollar estrategias de
modelizacién que le permitan evolucionar de los acercamientos al estudio de datos
descriptivos a los inferenciales. Por ello, proponemos que el alumnado resuelva ac-
tividades de modelizacién como:

Los restaurantes han descubierto que, de media, el 5% de las reservas telefénicas que
se realizan no se personan en el dia y hora solicitado. Como consecuencia de este
fenémeno, los restaurantes han decidido aplicar una practica de overbooking (parecida
a la de los aviones). Si un restaurante de tamafio medio tiene plaza para 75 comensa-
les, ¢cuantas plazas adicionales debe reservar para aumentar sus beneficios sin causar
insatisfaccion a los comensales por no tener su reserva a punto?
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Los trabajos previos de Paparistodemou et al. (2017) permiten establecer una
estrategia para resolver dichas situaciones de modelizacién:
Matematizacién de la situacion

=

¢Cuiles podrian ser algunas de las razones por las que algunos clientes de los
restaurantes no se presentan al restaurante en el dfa y hora solicitado?
Aproximadamente, ¢cudntos pasajeros podrian ir a comer al restaurante un
determinado dia y en un determinado turno (mediodia/noche)?

¢Cuantas reservas adicionales serfa razonable aceptar?

¢Qué consecuencias puede tener el exceso de reservas?

¢Qué consecuencias puede tener no aplicar la practica de overbooking (como
en los vuelos)?

Modelado de las reservas

11.
12.

Modelar reservas usando software educativo (Geogebra, TinkerPlots) para
simular el nimero de comensales que no llegan (o llegan) al restaurante.
¢Qué suposiciones debe realizarse sobre la situacién que se va a modelar?
¢Cudl debe ser el tamafio de la muestra? :Cudl es el valor de la probabilidad
de éxito (es decir, que pueda usar la reserva realizada)? ¢Cuantas iteraciones
quieres realizar (es decir, diferentes reservas)?

Repetir el experimento y explicar como y por qué difieren los resultados que
se obtienen respecto a la simulacién anterior.

Repetir la simulacién con un gran numero de iteraciones.

. Construir un diagrama adecuado de la distribucién del numero/porcentaje de

comensales que no se presentan a un restaurante y describir la distribucion.

¢Hay algo de la distribucién obtenida en la simulacion que llama la atencién?
Si es necesario, realice cambios en el modelo (por ejemplo, especificando un
valor diferente para el nimero de reservas realizadas) y repetir la simulacion.

Ajuste del modelo

13.
14.
15.

Reconocer el modelo tedrico binomial que se ajusta a la simulacion.
Generar los valores teéricos de dicho modelo teérico.

Comparar la distribucion probabilistica binomial con el modelo obtenido de
la simulacién experimental.

Aplicar el modelo a la realidad

16.

¢Qué recomendaciones realizarfa al restaurante sobre la cantidad extra de re-
servas que debe aceptar para que sus beneficios sean maximos y no perjudique
a los comensales?
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La adopcién de enfoques informales de la inferencia estadistica como el propuesto
en la fase de modelizacién por simulacién puede ayudar a promover el razonamiento
estadistico, mientras se desarrolla el proceso de toma de decisiones (Paparidostemou
et al., 2017). Eso no significa que puedan superar todas las dificultades que supone
la aproximacién de los modelos experimentales a los modelos tedricos, en este caso
binomial. Siendo una de las ideas mas importantes, es la menos comprendida por
el alumnado (Gatfield y Ben-Zvi, 2008). Este tipo de actividades debe permitir que
el alumnado integre y transfiera las ideas de distribucién (de datos, de probabilidad
y muestral).

SENTIDO DE LA MEDIDA?

El sentido de la medida supone un proceso complejo que se inicia con la pet-
cepcién y comparacion de cualidades medibles y se completa con técnicas de me-
dicién y estrategias de estimacion en situaciones contextualizadas. Asimismo, los
instrumentos de medida y las férmulas de medicién indirecta son centrales en este
sentido de la medida, siendo mas importantes los primeros en Educacion Primaria
y los segundos en Educacién Secundaria. Propio de la etapa de Bachillerato es la
medida de superficies o volumenes, lo que supone integrar el estudio del limite de
una funcién, e incorporar la integral o la derivada como herramienta para calcular
la medida de superficies o volumenes (CEMAT, 2021). Por tanto, el sentido de la
medida en Bachillerato requiere del aprendizaje de los conceptos de limite, derivada
e integral, conceptos claves del Calculo en Bachillerato.

El aprendizaje de los conceptos fundamentales del Calculo en Bachillerato, a
pesar de su potencialidad como marco para modelar problemas relacionados con la
variacién, presenta muchas dificultades en los estudiantes. Un ejemplo de este tipo
de dificultades se pone de manifiesto en la resolucién de problemas de optimizacion
de superficies o volumenes donde los estudiantes deben usar el calculo diferencial
(Tabla 1) para su resolucién. En este tipo de problemas los estudiantes suelen usar
el siguiente método:

2. Algunos de los ejemplos analizados han sido parcialmente publicados en revistas del area:
“Fuentealba, C.; Sanchez-Matamoros, G.; Badillo, E. (2016). Analisis de tareas que pueden promo-
ver el desarrollo de la comprension de la derivada. UNO-Revista de Diddctica de las Matematicas, 71,
72-77; Fuentealba, C.; Sanchez-Matamoros, G.; Badillo, E.; Trigueros, M. (2017). Thematization of
the derivative schema in university students: a study about the existence of nuances in constructing
relations between a function's successive detivatives. International Journal of Mathematical Education in
Science and Technology (IIMEST), 48(3), 374-392; Sanchez-Matamoros, G., Garcfa, M., y Llinares, S.
(20006). El desarrollo del esquema de derivada [The development of derivative schema|. Enseiianza de
las Ciencias, 24(1), 85-98; Sanchez-Matamoros, G. y Fernandez, C. (2016). Secuencia de actividades
para el aprendizaje de la derivada desde una trayectoria de aprendizaje. En: UNO-Revista de Diddctica
de las Matematicas, 72. 40-45).



212 G. SANCHEZ-MATAMOROS / N. ADAMUZ / MC. CANADAS / E.FERNANDEZ /
M.T. GARCIA / A. MORENO / R. RAMIREZ / A. SERRADO

— Plantear la funcién f que debe optimizarse (maximizar o minimizar).

Calcular la derivada de la funcién f.

Buscar los puntos ctiticos de f igualando a 0 la derivada f'.

— Evaluar la segunda derivada en los puntos ctiticos, si es positiva serd un minimo

y si es negativa serd un maximo.

Los profesores, en ocasiones, creemos que, sin necesidad de que se promueva
explicitamente la reflexién por su parte, los estudiantes de manera espontanea cons-
truyen las relaciones entre los elementos matematicos que conforman un concepto,
en este caso el concepto de funcidon derivada, en la resoluciéon de problemas. Sin
embargo, los resultados de investigaciones sobre la comprensiéon de dicho concepto
muestran la complejidad de su aprendizaje (Garcia et al., 2011). Un ejemplo de ello se
pone de manifiesto en la forma en que resuelve el problema el estudiante (Tabla 1).

Tabla 1. Ejemplo de tarea de derivada y respuestas de un estudiante que
muestra dificultades de aprendizaje

Tipo de tarea: problema de optimizacion de calculo diferencial

Estudiante 1

Tarea 1 Proceso de resolucion

. . .. N= tages = ALTO 5 Ancho
Se quiere construir una caja sin tapa
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LTo=x 460602 ANCHD = £0- 2
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P ] v‘Cﬁ)_—x@u_zx) (Go-
v
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;T = b6op - Y <
dx Tox 412 x Ponms cxiTies AV
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Analisis de la respuesta: dificultades del estudiante

El estudiante 1 plantea correctamente la funcion volumen, calcula la derivada de la funcion

volumen, busca los puntos ctiticos igualando a cero la primera derivada de la funcién volu-
men. Sin embargo, considera que el volumen maximo pedido se encuentra en aquel valor
donde la segunda derivada sea positiva, lo que pone de manifiesto la desvinculacion, en este
estudiante, del significado de las derivadas sucesivas de una funcion con la funciéon dada, y
de las relaciones que se establecen entre el comportamiento local y global de esta.
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Asi, la ensefianza del Calculo generalmente se centra en un aprendizaje procedimental,
basado en la resolucion de problemas con célculos algoritmicos (Artigue, 1995). Si el
estudiante del ejemplo (Tabla 1), en lugar de haber usado un procedimiento aprendido
de memoria en la instruccién previa, hubiera hecho uso del significado de la primera
derivada y su relacién con el crecimiento y decrecimiento de la funcién, entorno a
los puntos criticos, hubiera llegado a la conclusién de que el volumen maximo esta
en aquellos puntos donde la segunda derivada es menor que cero y no mayor que
cero. Estudiar la monotonia de la funcién (creciente (primera derivada mayor que
cero) o decreciente (primera derivada menor que cero)) en los intervalos que gene-
ran los puntos ctiticos le permite determinar el tipo de extremos. Por este motivo
surge la necesidad de crear situaciones de ensefianza, a través del disefio de tareas,
donde se promueva la construccion del significado de los elementos matematicos
que conforman el concepto y de las relaciones que pueden establecerse entre estos
en distintos modos de representacion y las conversiones entre ellos (Garcia et al.,
2011; Badillo et al., 2011).

Una propuesta de ensefianza de estos conceptos que puede permitir superar estas
dificultades es que el docente en sus tareas profesionales de planificar e implementar
una leccién considere una secuenciaciéon de tareas o problemas que tengan en cuenta
como los estudiantes progresan en su aprendizaje. En este sentido, consideramos
que una trayectoria de aprendizaje puede ser dtil en este proceso puesto que puede
facilitar al docente la interpretacién del nivel de comprension del estudiante de un
determinado contenido matematico (Sanchez-Matamoros y Fernandez, 2016; Wilson
et al., 2013).

En general, una trayectoria de aprendizaje tiene tres componentes: el objetivo de
aprendizaje, la descripcidn del progreso en el aprendizaje y un conjunto de tareas
(Clements y Sarama, 2004). A modo de ejemplo, y por ser la derivada un concepto
fundamental en el estudio de fenémenos que involucran el cambio o variacion de
magnitudes, presentamos a continuaciéon una trayectoria de aprendizaje de dicho
concepto.

Una trayectoria de aprendizaje del concepto derivada

Las tres componentes de la trayectoria de aprendizaje del concepto de derivada
que vamos a considerar son:

— Un objetivo de aprendizaje: Comprender el concepto de derivada a través de
la coordinacién de diferentes modos de representacion, analitico (algebraico-
numérico) y grafico.

— Ladescripcion de una progresion en el aprendizaje del concepto de derivada que
se pone de manifiesto a través del uso progresivo, por parte del estudiante, de
un mayor numero de elementos matematicos que conforman dicho concepto,
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entendiendo por elementos matematicos tanto los relativos a la definicion de
derivada (por ejemplo, la derivada en un punto como limite del cociente in-
cremental) como los relativos a propiedades, teoremas, lemas y corolarios (por
ejemplo, el corolario: si £'<0 en el intervalo (a, b) implica que f es decreciente
en el intervalo (a, b)) en los diferentes modos de representacion tanto analitico
como grafico; y de las relaciones que se establecen entre dichos elementos en
la resolucién de tareas o problemas. Esta caracterizacion se ha realizado a partir
de los resultados de las investigaciones previas en el area (Sanchez-Matamoros
et al., 20006).

— Un conjunto de tareas secuenciadas a partir de la progresion en el aprendizaje
descrita.

Nos referiremos a una aproximacion a la derivada desde una perspectiva o modo
de representacion analitica cuando esta vinculada al limite del cociente incremental
y desde una perspectiva o modo de representacion grafico cuando esta vinculada a
la pendiente de la recta tangente a la curva en un punto de abscisa x=a. Una de las
dificultades en el aprendizaje de este concepto identificada por investigaciones previas
es que los estudiantes tienden a comprender la derivada de una funcién desde una
sola perspectiva o modo de representacion, y mayoritariamente es la perspectiva o
modo de representacion analitico el que domina en la comprension de los estudiantes
(Habre y Abboud, 20006). En consecuencia, tienen dificultades para resolver proble-
mas relacionados con diferentes modos de representacion (Sanchez-Matamoros et
al., 2000), o para relacionar el significado de la pendiente de la recta tangente a la
grafica de una funcién en un punto con la derivada de dicha funcién en ese punto.
Estas dificultades en muchas ocasiones hacen que el estudiante no sea capaz de es-
bozar el grafico de la derivada de una funcién (Ferrini-Mundy y Graham, 1994), o
de relacionarlo con la expresion analitica.

Por tanto, el docente tiene que ser consciente cuando planifica la leccién sobre
el concepto de derivada que para que los estudiantes lleguen a conseguir el obje-
tivo planteado es necesario que coordinen los modos de representacion analitico
y grafico a través del establecimiento de relaciones entre elementos matematicos
vinculados a la derivada de una funcién tanto con caracter puntual, es decir, en
un punto; como global, es decir, considerar las relaciones entre una funcién y
su funcién derivada en un intervalo (a, b). Desde investigaciones previas se ha
identificado que una de las formas de progresar en el aprendizaje del concepto
de derivada y de esta manera llegar a la comprension de dicho concepto, se pone
de manifiesto a través del uso de los elementos matematicos vinculados al modo
de representacioén analitico con cardcter puntual en primer lugar y posteriormente
con caracter global (en un intervalo) para finalizar coordinando o relacionando
elementos matematicos en ambos modos de representacion analitico y grafico
(Figura 5).
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Figura 5. Progresién en el aprendizaje de una trayectoria de aprendizaje de la
derivada para estudiantes de Bachillerato (Sanchez-Matamoros et al., 2006)

A continuacién, mostramos a modo de ejemplo una secuencia de tareas vinculada
a esta progresion en el aprendizaje (Figura 5). En la tabla 2, se presentan las tareas 1
y 2 que posibilitan la primera transicién sefialada en la Figura 5. En la tarea 1 se da
la expresion analitica de una funcion fy se pide la tasa de variaciéon media (TVM) en
un intervalo, asf como su paso al limite (T'VI) en el punto de abscisa x=1. En la tarea
2, se presenta una tabla de valores de una cierta funcién f continua y se pide que a
partir de estos valores indique el valor de la derivada de fen x=2 y si la informacién
proporcionada por la tabla permitirfa afirmar si la funcidn es derivable en x=1.

Tabla 2. Ejemplos de tareas de derivada (Sanchez-Matamoros et al., 2006)

Tipo de tarea: derivada de una funcién con caricter puntual y global en modo de repre-
sentacion analitico

Tarea 1
Calcula la tasa de variacién media (TVM) de

f(x)=

x+3
x+2
en el intervalo [1, 2] ¢qué sucede con la tasa de vatiacion instantanea (T'VI) de f (x) en el
punco (1, f (1)?

Tarea 2
De una cierta funcién f continua conocemos algunos valores dados en la siguiente tabla:

X 09 1099 10999 (05599 [09%9% 11 100001 |1.0000 j0ool j1o0  fur |
£ |21 200 [2000 20000 [-200000]2 200002120002 |-2002 |20 |22 |

X 19 19 (199 [19% (19999 (2 (200000 20001 2001 200 21 |
fix)  |360  [39601 [3996001 (399960001 (39995 (4 [4.00004 400080001 (4004001 40401 441 |

a) Usa esta tabla para aproximar el valor de la derivada de / en x=2.
b) A partir de la informacion que te da esta tabla, crees que f{x) es derivable en x=1?

A continuacion, en la tabla 3, se muestran tres tareas. La tarea 3 se presenta la
grafica de una funcién [y se pide el valor de la funcién en x=5 y de su derivada
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/ ‘en x=5 (la pendiente de la recta tangente en x= 5). Esta tarea permite hacer
uso del significado grafico de la derivada con caracter puntual lo que favorece la
segunda transicion. Esta transicion en la progresion en el aprendizaje se da cuando
los estudiantes amplian el significado de la derivada desde la perspectiva analitica
a la grafica en primer lugar con caricter puntual para posteriormente hacerlo con
caracter global, es decir, la relacién entre la funcién y su derivada en un intervalo.
La tarea 4, en la que se pide emparejar graficas de funciones con las de su derivada,
sin tener las expresiones analiticas de dichas funciones, permitira al estudiante esta-
blecer relaciones en la interpretacion grafica de la derivada lo que posibilitara dicha
transiciéon con caracter global. Para finalizar, la tarea 5, en la que se proporciona
informacién en modo de representacion analitico sobre una funcién y sus derivadas
primera y segunda, y se pide esbozar la grafica de la funcién, también permitira que
el estudiante pueda progresar en su aprendizaje a través de esta segunda transicién
estableciendo relaciones entre elementos matematicos en los modos de representacion
analftico y grafico en una situacién nueva para él. La situacion que plantea esta tarea
5 requiere, en su resolucion por parte del estudiante, del uso del significado de los
elementos matematicos lo que llevara al estudiante al desarrollo de una comprensién
conceptual del concepto de derivada. Ademas, las caracteristicas de las funciones
que consideremos en este tipo de tareas, como la existencia de puntos angulosos y
cuspides, o la condicién de continuidad, también ayudaran al estudiante a consolidar
el conocimiento construido. En la Tabla 4 se presenta otra tarea (tarea 6) dada en
modo de representaciéon grafico que también promueve este tipo de construccion.

Tabla 3. Ejemplos de tareas de derivada (Sanchez-Matamoros et al., 2006)

Tipo de tareas: relaciones entre la funcion y su funcién detivada con caricter puntual y
global en modos de representacion analitico y grafico

Tarea 3
Suponer que la linea L es tangente a la grafica de la funcién f en el punto (5, 4) como aparece

en la figura, encontrar el valor de la funcién en x = 5, f (5) y el de la funcién derivada en el
mismo punto, f '(5)

y=1ix) 1
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Tarea 4
Analiza las graficas siguientes:

a) b) c) d) €) f

Y\ | ' >

1

B

- |

¢Cuantas parejas producirias de cada funcién con su derivada?

Tatea 5

Esboza la grafica de una funcién que satisface las condiciones siguientes:

a) fes continua en sudominio b)f(2)=0 <¢)f’(5)=0 d)limfix)=-4
X— -0
e)limfAx)=-o f)f’(x)<0cuando5<x<8 g)f’ (x)>0cuandox <5
x— &
h) f7’(x) <0 cuando 3 <x<8 1) f’(x) > 0 cuando x <3

En dicha tarea (Tabla 4), se pide construir la grafica de fa partir de la grafica de /.
La grafica de f° contempla varios cambios de signo, crecimiento, ceros, puntos de
tangencia horizontal y un punto anguloso. En la resolucién de la tarea el estudiante
debera establecer relaciones entre elementos matematicos que vinculan los ceros y
valores extremos de /” con los valores extremos y puntos de inflexién de £ el signo
de /'’ con la monotonia de /; y el crecimiento de f’ con la convexidad de /. Por tanto,
en este tipo de tareas es necesario establecer relaciones entre la funcién, su derivada
y su derivada segunda para llegar a su resolucion (Fuentealba et al., 2016).

Tabla 4. Ejemplo de tarea de construccién de una funcion f a partir de la
grafica de su funcién derivada (Spivak (1974) citado en Garcia et al. (2011)
y respuestas de dos estudiantes

Tipo de tarea: establecer relaciones entre la funcién, su derivada primera y su de-
rivada segunda

Tarea 6 La grifica corresponde a la derivada de f, esboza las posibles grificas de /.
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Analisis de las respuestas: dificultades de los estudiantes

El Estudiante 1, para esbozar la grafica de la funcién £, ha podido realizar un cam-
bio de modo de representacion grafico al analitico para obtener informacién sobre
la funcién. De caricter global sobre la monotonia de f f” es positiva (f’>0) en los
intervalos (-, 1), (3,4) y (4, + ), entonces fes estrictamente creciente en dichos
intervalos. /” es negativa (/°<0) en los intervalos (1,2) y (2,3), luego fes estrictamente
decreciente en dichos intervalos. Ademas, de los ceros de f” obtiene informacién
puntual sobre los posibles valores extremos o puntos de inflexion de f/: f~ tiene
ceros en los puntos de abscisa x=1, x=2, x=3 y x=4, por lo tanto, puede que f tenga
un valor extremo (maximo o minimo) o punto de inflexién en los puntos con di-
chas abscisas. También ha establecido relaciones de la informacién global y puntual
obtenida antetiormente, y considera que si /~ tiene signos distintos a la izquierda y
a la derecha de los puntos de abscisa x=1 y x=3, es porque ftiene un maximo local
en x=1 y un minimo local en x=3. Sin embargo, el estudiante muestra dificultades
en realizar el esbozo correcto de fal no tener en cuenta el comportamiento de la

segunda derivada de f.

El Estudiante 2, ademas de usar la informacién con caracter global y puntual con-
siderada por el estudiante 1, también ha tenido en cuenta el comportamiento de /™
a partir de la grafica de /” de la tarea, obteniendo informacion sobre la curvatura de
/ (concava o convexa), y considera los intervalos en los que /7 es positiva o negati-
va. Para ello este estudiante ve /7 como la derivada de f” (escribe (f7)’) y establecer
relaciones entre ellas: /7 es estrictamente decreciente en los intervalos (-, 3/2),
(2,5/2) y (7/2, 4), luego f’<0 por lo tanto fes concava en dichos intervalos; /” es
estrictamente ctreciente en los intervalos (3/2, 2), (5/2,7/2) y (4, + ), luego />0,
por lo tanto, fes convexa en dichos intervalos. De la informacién global obtenida
deduce la informacién puntual relativa a los puntos de abscisas x=3/2, x=2, x=5/2,
x=7/2 y x=4 en los que hay cambios de curvatura en la funcién /. Lo que le lleva
a deducir que fposee puntos de inflexion en (3/2, f (3/2)), 2, f (2)), (5/2, /(5/2))
(7/2,f (7/2)) y (4, /(4)). De esta forma, y considerando en conjunto la informacién
global y puntual proporcionada por las relaciones entre £, /7y £ el estudiante 2
realiza el esbozo correcto de la grafica de /.
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En general, un estudiante de Bachillerato considerara que la grafica realizada por el
estudiante 1 (Tabla 4) es correcta, aunque no lo es, ya que no tiene en cuenta el estudio
de la curvatura de fen los distintos intervalos de su dominio. Para hacer un esbozo
de la grafica de fcorrecto no solo se deben establecer relaciones entre /'y /7, sino
que también es fundamental establecer relaciones entre /”y f” y coordinarlas, para
ello deberan considerar f” como una funcién y /”” como su derivada. En este sentido,
la gestion del docente es fundamental durante la resolucion de la tarea por parte del
estudiante, para que no llegue a convertirse en un obstaculo para la comprension del
concepto de derivada en niveles superiores de ensefianza (Fuentealba et al., 2017).

Finalmente, también considerar en la gestiéon del aula el uso de recursos infor-
maticos como software de matematicas gratuitos ya que estos pueden facilitar a los
estudiantes el poder establecer relaciones entre los diferentes modos de representacion
en la resolucion de las tareas o problemas.

SENTIDO NUMERICO

El sentido numérico se desarrolla gradualmente como resultado de explorar
situaciones que requieren el empleo de numeros y operaciones con flexibilidad y
comprension. Las actividades que promueven el desarrollo del sentido numérico
plantean situaciones en las que hay que estimar y aproximar, componer y descom-
poner nimeros, comunicar e interpretar informacién numérica, buscar relaciones y
patrones en los nimeros, reconocer errores al operar con numeros, usar diferentes
niveles de precisién con los nimeros, inventar formas de calcular un resultado o usar
un resultado numérico para tomar una decision (CEMAT, 2021).

En este sentido, en Bachillerato se deben ver los conjuntos numéricos desde una
perspectiva mas global. El alumnado deberia aprender las diferencias entre los dis-
tintos conjuntos numéricos y qué propiedades se conservan y cudles no al pasar de
un conjunto a otro, operar con fluidez nimeros reales y tener cierta competencia
con vectores y matrices para resolver problemas, utilizando la tecnologia cuando sea
apropiado, y saber decidir inteligentemente qué herramientas usar y cuando usarlas
para realizar calculos con fluidez, asi como saber elegir entre el calculo mental, es-
trategias de lapiz y papel, la estimacion y el uso de la calculadora. Las tareas que se
planteen deben ir enfocadas a la activacion de procesos cognitivos de conexion y
reflexion, de forma que los procesos de reproduccion tengan menor protagonismo.
Un conjunto de tareas que podrian ser tutiles para que el alumnado pueda conseguirlo
son las siguientes:

Consideremos tres puntos A, By C. A es Z,B es yCes 1 Sin encontrar la distancia exacta,
8 18 2
elige quién esta mas cerca de C. Justifica tu respuesta.



220 G. SANCHEZ-MATAMOROS / N. ADAMUZ / MC. CANADAS / E.FERNANDEZ /
M.T. GARCIA / A. MORENO / R. RAMIREZ / A. SERRADO

Probablemente el estudiantado habra realizado actividades de representacion de
fracciones con cierta frecuencia en cursos inferiores, el objetivo de esta actividad no
es poner en practica esa habilidad (proceso cognitivo de reproduccion), sino poner de
manifiesto como es el conocimiento de los estudiantes en relacién con los nimeros
racionales, ya que para justificar la respuesta dada, necesitan ser capaces de estimar
el tamafo de esos nimeros racionales cuando el tamafio de los nimeros enteros
que componen esas fracciones son de tamafios muy diferentes. Tratandose de tres
numeros racionales, no enteros, lo que denotarfa un mayor desarrollo de sentido
numérico setfa, sin ni siquiera tener que representarlos o calcular las distancias de

A, By C, o pasarlos a fracciones con el mismo denominador, pensar en qué nimero
, , . 1
decimal estan representado esas fracciones. En el caso de 5 esta bastante claro (0,5),
7 | .

en el caso de 3 puedo pensar que debe ser un numero cercano a 1 ya que 7 esta muy
7 .

cerca de 8. Y en el caso de = puedo pensar que es un numero algo menos que 0,5
1

puesto que 18 es algo mas del doble de 7. Por lo que podriamos decir BKC<A y que

B esta mas cerca de C que A.

En relacién con el conjunto de los nimeros complejos proponemos un par de
tareas, en la primera de ellas se pretende que el estudiante relacione diferentes modos
de representacion y en la segunda que construya con significado el conjunto de los
numeros complejos:

Dado el nimero complejo Z = \/§ — 1, represéntalo grificamente y exprésalo en
forma polar. ¢Podrias obtener su opuestos y su conjugado?

En un posible proceso de resolucion, el estudiante tendra que considerar que
el opuesto de un nimero complejo z = a + bi, es -z = —a — bi, y el conjugado
Z = a — bi. En nuestro caso:

—z=—V3+i - Zz=+3+i
Graficamente:

—z2==-Vv3—-1i

1 E=V3+i

05

Eje real

-2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 25

-05

-1 z=v3—i

Eje imaginario
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Si al nimero complejo z = 2 + i le sumamos 3, ¢qué tipo de nimero obtendremos?
Justifica tu respuesta

a) Un nimero complejo.
b) Un numero entero.
¢) Un nimero racional.

El estudiante para poder contestar la tarea debe considerar que al sumarle a un
nimero complejo un nimero real, la parte imaginaria permanece invariable, y que
lo que se obtiene es un nimero complejo, por tanto, la opcidn correcta serfa a. En
nuestro caso:

z=2+i » z+3=5+1i €C

Otro tipo de tareas que se debe considerar en este nivel educativo son las relacionadas
con las propiedades de los conjuntos numéricos. A modo de ejemplo, mostramos la
siguiente tarea que permite apreciar la densidad del conjunto de los nimeros reales:

Escribe tres numeros reales que estén entre 1__\/1)/ 1

1-Va,

una expresion equivalente que le pueda ayudar a estimar mejor, en este caso podria

En un posible proceso de resoluciéon el estudiante puede transformar en

ser _ 1. Luego, el estudiante debe encontrar tres nimeros reales que estén entre — X
3

3 ) . , g
y 1. Por la densidad del conjunto de los nimeros reales, entre dos nimeros reales
podemos encontrar infinitos numeros reales, el estudiante sélo debe elegir tres de
entre las infinitas posibles soluciones que tiene, por ejemplo:

1 1 1
3 <0< 3 < > <1
Para finalizar, considerar también que el estudiante de Bachillerato debe realizar
calculos con fluidez, asi como saber elegir entre el calculo mental, estrategias de lapiz
y papel, la estimacion y el uso de la calculadora. Un ejemplo de este tipo de tareas
es la siguiente:

Estima el resultado de la siguiente multiplicacion 2 5. 107 x 0,5-107%.

En un posible proceso de resolucion, el estudiante puede aplicar la propiedad
asociativa y multiplicar 2,5 - 0,5 , y usar que multiplicar por 0,5 es lo mismo que
dividir por 2, obteniendo que el resultado es la mitad, es decir, 1,25. Y por otro lado,
efectuar el producto de potencias de la misma base obteniendo que 107+ 10* = 10*

Por dltimo, hacer uso del cilculo mental de 1,25 por 10°%: 1,25 - 10° = 1250

Las justificaciones dadas por el alumnado nos permitiran observar las estrategias
usadas y el nivel de desarrollo del sentido numérico.
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REFLEXION FINAL

Un aspecto del Bachillerato que debe tenerse en cuenta por parte del docente
de este nivel educativo es el papel que tienen estos dos cursos en la transicién de
los estudiantes a la universidad. Estos cursos deben preparar a los estudiantes para
sus estudios posteriores y capacitarlos para las pruebas de acceso a la universidad.
Estos dos objetivos pueden parecer complementarios: los estudiantes que superan
esos examenes deben estar mejor preparados para sus estudios universitarios. Sin
embargo, en la practica, las experiencias de la mayoria de los estudiantes de estos
cursos es que no son necesariamente lo que necesitan para sus estudios univer-
sitarios. La preparaciéon para los examenes hace que la enseflanza se enfoque en
procedimientos y no prepara a los estudiantes para el rigor, el razonamiento y la
abstraccion que necesitan para sus estudios universitarios de matematicas (Biza et
al., 2016). El docente debe ser consciente de ello para que estos cursos no terminen
sirviendo unicamente para preparar a los estudiantes para las pruebas de acceso
a la universidad.
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Resumen

En este capitulo se presenta una aproximacion hacia la enseflanza de las Matematicas
en el nivel Universitario, tomando como referencia algunos resultados obtenidos en
el ambito de la investigacién realizada en nuestro pafs. Se comienza haciendo una
reflexion inicial sobre los resultados principales obtenidos en los ultimos 25 afios,
para continuar con una discusién en torno a la transicion desde la Educacion Secun-
daria hasta la Universidad, las dificultades que emergen en ese contexto, relacionadas
principalmente con la adaptacién de los contenidos y metodologia empleadas, y el
impacto que deberfan tener las tecnologias digitales y la resolucion de problemas en
la ensefanza de los conocimientos que demanda actualmente la Sociedad. El capitulo
finaliza mostrando algunos ejemplos de actividades para trabajar conceptos matema-
ticos propios del ambito universitario, surgidos y adaptados de investigaciones en las
que han participado los autores.

Palabras clave: Matematicas universitarias, Tecnologia, Resolucion de problemas.
Abstract

This chapter presents an approach for teaching Mathematics at the university level,
taking as a reference some results obtained in the field of research carried out in our
country. It begins by making an initial reflection on the main results obtained in the
last 25 years, and then continues with a discussion on the transition from secondary
education to university, the difficulties that emerge in this context, mainly related to
adapting the content and methodology used, and the impact that digital technologies
and problem solving should have on teaching the knowledge that society currently
demands. The chapter concludes with some examples of activities for practicing
mathematical concepts typical of a university environment, resulting and adapted
from research in which the authors have participated.

Keywords: University mathematics, Technology, Problem solving.
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INTRODUCCION

Hablar de la ensefianza y aprendizaje de las Matematicas en la Universidad no es
una tarea sencilla, por lo que se requiere hacer unas precisiones iniciales para situar
los elementos que daran lugar a este capitulo. Se tratara aqui de establecer algunas
recomendaciones y presentar algunos ejemplos que emergen de la investigacion que
se ha llevado a cabo en los ultimos afios en este campo, que ha permitido encontrar
pequefios avances que los sustentan. Desde la SEIEM, se ha prestado atencion a este
ambito de investigacién (aunque menos que en otros niveles educativos), de modo
que algunos resultados de esas investigaciones han sido presentados en diversos Se-
minarios de Investigacion y publicados en sus correspondientes actas. Bien es verdad
que, en ningun caso, se puede decir que esas actas recogen todos los resultados de
investigacion, pero sf se ha tratado de presentar un panorama mas o menos extenso
(Camacho-Machin, 2005, 2011 y 2021) directamente relacionado con las matematicas
universitarias. Recientemente, la revista Avances de Investigacién en Educacién Ma-
tematica, publicada en el seno de la SEIEM, ha publicado un monografico titulado
“El aprendizaje y la enseflanza de las matematicas en la Universidad” (Vol 21, 2022)
que incluye seis trabajos de investigacién situados en el ambito de las Matematicas
universitarias.

Se podtia decir que, en términos generales, la mayor parte de avances de la inves-
tigacién en los niveles universitarios en los ultimos veinticinco afios se ha producido
en el ambito del grupo GIDAM' que, en el ano 2015, publicé el libro Diddctica del
Abndlisis Matematico: Una revision de las investigaciones sobre su enseiianza y aprendizaje en el
contexcto de la SEIEM (Azcarate et al., 2015). Este libro se organiza en torno a cuatro
bloques, cada uno de los cuales contiene diversos capitulos donde se presentan los
marcos teéricos que fundamentan las diferentes investigaciones en el campo, los
conceptos matematicos como eje central de las investigaciones sobre ensefianza y/o
aprendizaje, el papel de la tecnologia en las investigaciones que se han realizado y
la figura del profesor. En lineas generales, y en palabra de los editores, se tratd de
proporcionar una visién lo mas completa posible sobre:

Las actuales tendencias de investigacion de esta drea, tanto en el ambito nacional
como internacional.

El conocimiento generado y los principales resultados de investigacién en didactica
del andlisis matematico en el seno del grupo de investigacién GIDAM.

1. GIDAM es el acrénimo del Grupo de Investigacion de Analisis Matematico de la Sociedad Es-
pafiola de Investigacion en Educacién Matematica (SEIEM) (https://www.sciem.es/grp/gidam.shtml).
La Didactica del Analisis Matematico no es el Gnico tépico de investigacion en este grupo, aunque si
ha sido el mayoritario. Existen otros grupos de trabajo en nuestro pafs que realizan investigaciones
relevantes en el dambito internacional, relacionados con Estadistica y Probabilidad, Algebra... pero
no se tratardn en este capitulo, por falta de espacio y tiempo.
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Las caracteristicas de los procesos de transferencia del conocimiento, tanto por las
aportaciones de los resultados de las investigaciones en torno a la ensefianza, el curriculo,
la formacién de profesores, etc., como por la influencia de los avances tecnolégicos en
el disefio de propuestas innovadoras para la enseflanza del analisis matematico. (p. 12)

En el simposio de la SEIEM, celebrado en 2021, se desarrollé un Seminario de
Investigacion titulado “La ensefanza-aprendizaje de las matematicas en la Universidad”
en el que se presentaron tres ponencias. Henriques (2021) mostré los resultados obte-
nidos haciendo uso de lo que denominan “tareas de practicas exploratorias haciendo
uso de tecnologfa”, indicando que repercuten positivamente en el aprendizaje de los
estudiantes respondiendo con ello a los retos y necesidades actuales. Por otra parte,
Biza (2021) destaco la singularidad de la Educacion Matematica Universitaria como
area que depende en gran medida de las instituciones y de los contenidos que deciden
tratar esas instituciones, lo que hace que la Educaciéon Matematica Universitaria no
dependa solamente de la investigacion sobre su ensefianza y aprendizaje, sino de las
diferentes instituciones involucradas. Finalmente, Camacho-Machin (2021) presento
una agenda de investigacion que recoge diferentes aspectos que se deberfan tener en
cuenta en la investigacion, y a los que se deberia prestar atencion en nuestro pais, de
cara a mejorar la ensefianza y aprendizaje de las Matematicas universitarias, como
los siguientes:

— Habria que potenciar los estudios centrados en la ensefanza y aprendizaje de
estudiantes de las diferentes ingenierfas, ciencias experimentales, econémicas
y otras ciencias que requieran una formacion matematica diferente a la de los
matematicos. En particular, es necesario dar un impulso a la investigacién sobre
la modelizacién matematica analizado desde otras perspectivas diferente a las
epistemoldgicas.

— Deberia darse un papel mas importante a las investigaciones relacionadas con el
campo afectivo, estudiar las creencias y concepciones que tanto los estudiantes
como los docentes universitarios tienen sobre las matematicas, la ensefianza y
sobre su propia naturaleza.

— Se requiere también que la investigacion se oriente hacia las practicas docentes
tanto de los profesores como de los estudiantes y las instituciones.

También se destaca la importancia de mejorar los cursos de matematicas relacionados
con la transicion de la Educacion Secundaria a la Universidad, asi como la necesidad
de utilizar las tecnologfas digitales y la resolucion de problemas como elementos
que contribuyan al desarrollo del aprendizaje de las matematicas universitarias. En
ese sentido, Camacho-Machin (2021) sefiala que las TIC estan a la disponibilidad de
todos los estudiantes universitarios, por lo que es fundamental seguir desarrollando
investigaciones en torno al uso de esos recursos como materiales de apoyo para el
aprendizaje.
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La resolucion de problemas haciendo uso de tecnologias digitales es también esen-
cial. Hay una escasez de proyectos de investigaciéon que emplean para su desarrollo
entornos dinamicos de trabajo como GeoGebra (p. 42).

Y también hace mencién especifica al aspecto concreto de la demostracion y la
prueba, que cada vez mas estd siendo olvidado sobre todo en los cursos de matematicas
universitarias en las Ingenierfas y en general en las Ciencias (Quimica, Ambientales,
de la Salud, etc.) e indica que:

Es también importante determinar el papel de la prueba y la argumentacion en
el aprendizaje de las matematicas en el nivel universitario. El uso de los diferentes
teoremas matematicos sin entender y distinguir la hipétesis de la tesis y el desarrollo
de argumentos que los justifiquen requieren también de mayor atencion. (p. 42)

En relacién con la Agenda de Investigacion que establece en su ponencia Camacho-
Machin (2021), destaca lo que sefiala Artigue (2019) quien habla de la necesidad del
desarrollo de “cursos puente” de matematicas, la promocién del trabajo colabora-
tivo entre estudiantes, profesores, matematicos e investigadores en Didactica de las
Matematicas, la utilizacién de la amplia gama de recursos disponibles, asi como la
importancia de desarrollar acciones dirigidas hacia la formacién de tutores acadé-
micos universitarios.

No es facil abordar soluciones a los retos sefialados debido a vatios factores (Cama-
cho-Machin, 2021) entre los que se encuentran, la escasa valoracién de la docencia en
la promocion de los docentes universitarios y su escasa formacion didactica. Creemos
que es importante la formacién inicial del profesorado universitario de Matematicas
dado que su formacion actual no los prepara para enfrentarse al amplio abanico de
dificultades que se encontraran cuando ejerzan su labor de ensefianza.

La concepcién tradicional de separar la teorfa y la practica en la ensefianza uni-
versitaria de las matematicas es otro de los problemas que destaca Artigue (2019).
Esa divisién fomenta una separacién que no es real en el propio ambito de la inves-
tigacion que se realiza en el campo de las Matematicas, dado que cada vez mds se
busca la interpretacion real de los avances de la investigacion. La constatacion de la
poca atencidn que se le ha prestado tradicionalmente a la difusién y transferencia
de los resultados de investigacion en el area de Didactica de la Matematica es otro
de los puntos débiles en el ambito universitario, por lo que la colaboracién entre los
diversos colectivos que se ocupan de la ensefianza de las matematicas universitarias
(didactas de las matematicas, investigadores y docentes) resulta fundamental para
trabajar conjuntamente para la mejora de la enseflanza universitaria.

La Encyclopedia of Mathematics Education (Lerman, 2020) incorpora diez entradas
asociadas al dmbito de la Didactica de las Matematicas relacionados con la Universi-
dad. La que podemos considerar “primera entrada” es aquella que elaboran Winslow
y Rasmussen (2020) y que denominan Unizversity Mathematics Education (UME), y en
la cual establecen los elementos clave de estas Matematicas. En este capitulo nos
referiremos en ocasiones como Educacién Matematica Universitaria y también con
su acrénimo original. Las otras nueve entradas estan relacionadas con la ensefianza y
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aprendizaje de tépicos concretos: Algebra Abstracta, Analisis Matematico, Ecuacio-
nes diferenciales y Algebra Lineal. También hay una entrada dedicada al estudio de
la Légica y dos entradas mas relacionadas con la formacion y desarrollo profesional
del profesorado universitario de matematicas. Presenta también la Encyclopedia un
espacio dedicado a la transicién entre las matematicas de la Educacién Secundaria
y de la Universidad, asi como otro dedicado a las practicas de ensefianza de las ma-
tematicas universitarias.

En este capitulo trataremos de dar una vision general de algunos de los aspectos
que hemos mencionado. Para ello, dedicaremos los siguientes apartados a presentar
un breve analisis de la realidad que se constata en la transiciéon de los estudiantes
desde la Educacién Secundaria hasta la Universidad. Posteriormente haremos una
revision de algunos proyectos internacionales que atienden tanto a la problematica
de esta transicién como a la mejora, mediante la practica, del aprendizaje de los con-
ceptos matematicos en los primeros cursos universitarios, principalmente a través
de proyectos auspiciados por Erasmus+. Finalmente, se presentan dos ejemplos de
secuencias de actividades que muestran cémo se pueden usar las tecnologias digita-
les y la resolucién de problemas para la ensefianza de las matematicas en los cursos
iniciales de la Universidad.

LA TRANSICION ENTRE EDUCACION SECUNDARIA Y UNIVERSIDAD

El debate sobre el paso de las Matematicas de la Educacion Secundaria a las Mate-
maticas universitarias es muy antiguo. Klein (2016) lo hace explicito en la introduccién
de su libro “Matematica elemental desde un punto de vista superior”, presentando
lo que denomina el problema didactico de la doble discontinuidad, que se relaciona
con el salto que existe de la matematica y su forma de ensefiarla en los cursos de
la Educacién Secundaria y la formaciéon matematica que reciben en la Universidad
(primera discontinuidad) y la matematica con la que los profesores de Secundaria se
vuelven a encontrar cuando entran nuevamente en la escuela para ensefarlas (segunda
discontinuidad) después de haber recibido su formacién universitaria. Parafraseando
a Klein, en relaciéon con la “primera” discontinuidad, el estudiante universitario se
encuentra con problemas de matematicas que no ha tratado en la Secundaria, olvi-
dandose asi de muchos aspectos de esas matematicas. Cuando termina sus estudios
universitarios y vuelve o al aula como profesor o a la vida profesional aparece esa
otra discontinuidad con la matematica que volvera a necesitar para desenvolverse.

Desde los afios 70 del siglo pasado, las distintas Universidades exigen unas prue-
bas de acceso que los estudiantes que deseen entrar en sus facultades deben superar.
Estas pruebas han ido recibiendo distintas denominaciones a lo largo de los afios
(Selectividad, 1975, PAU, 2006, y EBAU, 2017, incluso cambiando de una comunidad
auténoma a otra). A pesar de estos cambios, la impresion que se tiene de la propia
experiencia, es que todas estas versiones tienen algo en comun: se pueden preparar



Matematicas en la Universidad 229

y superar aprendiendo una serie de rutinas para la resoluciéon de las actividades que
componen la prueba.

Después del analisis realizado comparando los resultados obtenidos en la PAU
y la EBAU en varios afios, Nortes et al (2021) concluyen que los estudiantes (de 2°
curso de Bachillerato que habfan cursado la materia de Matematicas aplicadas a las
Ciencias sociales II) se sienten mejor cuando aplican una férmula que aplicando un
razonamiento, que les falta rigor y precisiéon en los calculos. También indican los
autores que se sigue preparando al alumnado para resolver los problemas rutinarios
tipicos de las pruebas, las cuales siguen estando alejadas del curriculo oficial y en
definitiva, se repiten los problemas con ligeras variaciones.

Otro aspecto que destacan en su andlisis de las pruebas de acceso es que existe
una escasa diferencia entre los examenes propuestos en las PAU y los eximenes de
EBAU, pese al cambio de modelo.

En ese mismo articulo, los autores indican que los resultados obtenidos son si-
milares a los obtenidos en estudios anteriores. En las pruebas de EBAU que ellos
analizan, la media obtenida es un 4,32 (p. 224), siendo similares a los de otros estudios
realizados con anterioridad.

Todo esto conduce a multitud de interrogantes que forman parte de las proble-
maticas de interés en el ambito de la investigacién en Didactica de la Matematica:
¢Qué informacién aportan las pruebas de acceso universitario sobre el desarrollo de
la competencia matematica de los estudiantes? ;Cémo se relaciona el éxito en dichas
pruebas con el éxito en la Universidad, en particular en los primeros cursos? ¢Reflejan
esas pruebas el conocimiento matematico que los estudiantes necesitan para enfrentar
con garantias los primeros cursos universitarios? ;Son esos conocimientos iguales,
independientemente del Grado que los estudiantes vayan a cursat?

Por otra parte, el entorno socioeconémico que rodea a la Universidad no es ajeno a
lo que se hace en sus aulas, laboratorios y salas de reuniones. El alumnado, sus familias,
los gobernantes, los empleadores, los emprendedores, ..., es decir, todos los actores
de nuestro sistema, solicitan a la Universidad que sea parte de las soluciones de los
problemas que le preocupan (bienestar, salud, medio ambiente...), pero especialmente
se le exige uno: que proporcione a sus alumnos verdaderas herramientas para tener
una vida mejor (el conocido lema de “mejor vida que sus padres”).

Puede costar encajar como podemos atender esta realidad socio-econémica en la
ensefanza de las Matematicas. Nuestro punto de vista es simple: haciendo todo lo
posible, de manera continuada e innovadora, para reducir las tasas de abandono y
fracaso asociadas a las asignaturas de Matematicas.

Esta dindmica repercute positivamente en la satisfaccion de todos los actores
(alumnos, profesores, administradores y familias):

— el profesorado ensefiara de forma mas satisfactoria.
— el alumnado se enfrentard a procesos de aprendizaje novedosos, motivantes y
que atajan con antelacion dificultades comunes y propias de la etapa.
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— los administradores veran mejorados los indicadores académicos que determinan
las acreditaciones de titulos por las agencias de calidad correspondientes.

— la sociedad en general (familias, empleadores, emprendedores, etc.) percibira
mayor satisfacciéon en sus graduados, motivacién y confianza, necesarias para
afrontar los altos niveles de fracaso y abandono, especialmente en las asignaturas
de Matemiticas.

Muchos grados de las enseflanzas cientifico-técnicas, principalmente las ingenie-
rias?, presentan indicadores de fracaso muy altos, y las tasas de abandono en dichos
grados son tales que se hace necesario mantener una especial atencién sobre ellos.

Entre las y los estudiantes que abandonan, mas de la mitad lo hace después del
primer afio, lo que demuestra que el inicio del grado es el momento mas delicado de
cara a la continuidad en los estudios.

El tratamiento de esta situacién requiere un continuo proceso de deteccion de
problemas, analisis de la situacion, generacion de herramientas de intervencion, y
analisis de impacto de las mismas.

En esta direccion, y por tener las Matematicas un protagonismo tal vez excesivo
en la causa de estos indicadores, las Universidades instauraron hace décadas los
denominados Cursos Cero pre-universitarios para los alumnos de nuevo ingreso.
Incluso algunos grados ya lo han introducido en sus programaciones como parte
de su calendario oficial, siguiendo las sugerencias de mejora de las renovaciones de
acreditacién o procesos de modificacién de los titulos.

Desde nuestro punto de vista son insuficientes por las siguientes razones:

— Reducen las causas del fracaso al déficit de conocimientos de Bachillerato, despro-
blematizando los procesos de ensefianza-aprendizaje implementados en los grados.

— Buscan la homogeneizacién del alumnado en escenarios cada vez més diversos.
De forma mas concreta, pretenden modelar al alumno medio que deseamos en
nuestras aulas, pero no analiza el estado del alumno que recibimos para saber
qué necesita realmente para afrontar la nueva etapa educativa.

— Esto se refleja especialmente en la oferta de un curso cero similar para todos
los grados cientifico-técnicos, sin distinguir qué requiere cada uno de ellos. No
podemos reducir todo a que sepan resolver sistemas de ecuaciones y derivar.

— Permanecen en el tiempo sin adaptarse a los cambios de Educacién Secundaria
y Bachillerato, por lo que incluso no atienden al verdadero déficit de conoci-
mientos del alumnado.

— De forma casi insultante, plantean que en dos semanas pueden “subsanar” lo
que el Bachillerato no ha conseguido en dos cursos académicos.

2. Datos y cifras del Sistema Universitario Espafiol - Publicaciéon 2019-2020
https:/ /www.educacionyfp.gob.es/servicios-al-ciudadano/estadisticas/ universitatia/ datos-cifras-copia.html



Matematicas en la Universidad 231

Pero ademas de todo esto, los Cursos Cero no atacan a la raiz del problema, ni
mucho menos atienden al alumno en riesgo de abandono una vez impartidos. Los
Cursos Cero son medidas preventivas, casi profilacticas, centrados en asegurar al
profesor que su clase de alumnos de nuevo ingreso es homogénea en conocimientos
del contenido matematico, pero sin atender los déficits de competencias que posean
para acceder a los estudios universitarios.

La ilusién de aumentar el porcentaje de poblacion que haya completado estudios
terciarios (los que se hacen justo después de la etapa obligatoria, ciclos formativos
y/o Universidad) es comun para todos los paises. Es el vehiculo para la moderniza-
cién, diversificacion econdémica e innovacion. En Espafia, los titulados en educacion
terciaria tienen de media sueldos un 45% mas elevados que los que han completado
la segunda etapa de Educacién Secundaria. Los que no han completado este dltimo
nivel de educacién cobran, de media, un 18% menos.

A inicios del curso 2021/22, la tasa de graduacién en Educacién Secundaria
postobligatoria en Espafia -el porcentaje de poblacion que se espera que se gradie
a lo largo de su vida en esa etapa-, crecié 8,5 puntos porcentuales en los ultimos
seis aflos, hasta situarse en el 74,7%. No obstante, seguimos por debajo de la media
OCDE (80,3%) y UE22 (80,6%).

En la etapa de Educacion Secundaria, la OCDE apunta también a la alta tasa de
repeticion del sistema espafiol, con un 8,7% de escolares repetidores en primera etapa
de Educacion Secundaria (1° a 3° de ESO), cuando la media OCDE es del 1,9% y la
media UE22 del 2,2%. En segunda etapa de Educaciéon Secundaria (4° ESO, Bachi-
llerato, Formacién Profesional Bésica y de Grado Medio), repiten curso el 7,9% del
alumnado en Espafia, cuando la media OCDE es del 3% y la media UE22 del 3,3%.

La preocupacion por el fracaso en el sector terciario es logica porque afecta al
crecimiento socio-econémico general y el bienestar de los ciudadanos. La nueva Ley
de Educacion (LOMLOE —2020) se ha aprobado con una gran controversia alrededor
de un tema casi tabt en este pais hasta el momento: pasar de curso, e incluso titular
etapa, sin haber aprobado todas las asignaturas.

Esta reforma otorga a los equipos docentes de Educacién Primaria y Educacion
Secundaria la capacidad de decidir si un alumno puede pasar de curso o merece el
titulo de ESO o Bachillerato, sin estar condicionados por el nimero de materias
suspendidas. Aunque pudiera parecer que el cambio implica una relajacion del rigor
educativo, no es asi. El objetivo es reducir el nimero de repetidores y alcanzar los
objetivos por otras vias.

Estos alumnos llegaran a la Universidad, algunos con asignaturas sin aprobar, con
un nuevo curriculo mas orientado a las competencias que a los contenidos. El nuevo
curriculo de Bachillerato, que pasa de tres a cinco modalidades, estrenando asignaturas,
permitird pasar de primero a segundo hasta con dos suspensos y obtener el titulo con
una materia pendiente. La evaluacién del aprendizaje del alumnado serd continua y
diferenciada segin las distintas materias. El profesorado de cada asignatura decidira,
a final de curso, si el joven ha logrado las competencias adecuadas.



232 M. CAMACHO / J. PERDOMO / R. TRUJILLO

Tenemos por tanto un nuevo escenario educativo que debe afrontar la Univer-
sidad, pero no desconocido después de ocho leyes de educacién en los 40 afios de
democracia (desde la LOECE de 1980 hasta la LOMLOE de 2020). No obstante, la
rigidez del sistema imposibilita atender estos cambios con agilidad y destreza. Los
Grados no pueden adaptar rapidamente sus asignaturas a las nuevas modalidades de
Bachillerato, el flujo de informacion desde Secundaria a la educacion superior es lenta
y entrecortada (cuando existe), y tristemente la Universidad atiende la necesidad de
cambio esencialmente cuando ve los fracasos.

El gran reto de la ensefianza universitaria de las Matematicas es asumir, en parte o
totalmente, los principios que le vienen desde hace tiempo de la Educacién Secun-
daria: introducir la ensefianza centrada en el estudiante y orientar la formacién a la
adquisicion de las competencias fundamentales del siglo XXI, las que les demanda
el mercado laboral. Aqui el lector puede elegir el listado de competencias que mas le
satisfaga, pero para gusto de los matematicos que no suelen sentirse cémodos con
los términos competenciales al englobarlas todas en la resoluciéon de problemas, las
llamadas «4C» son comunes a casi todas estas listas. Estas “4C” establecen las habi-
lidades cognitivas que facilitan la resoluciéon de problemas complejos: Creatividad,
Pensamiento Critico, Colaboracién y Comunicacion... a las que habria que afiadir
también las habilidades de resolucién de problemas y de razonamiento.

No nos referimos a cambiar contenidos para adaptarnos al nuevo curriculo de
Educacién Secundaria y Bachillerato, hablamos de cambiar la forma de ensefiar y los
objetivos. Los contenidos son el medio, no el fin. El fin son las competencias, y las
herramientas son las TIC y las dinamicas innovadoras en los métodos de enseflanza-
aprendizaje (clase invertida, aprendizaje basado en proyectos, docencia hibrida,
gamificacion, talleres ...).

La generacién de conocimiento, por s{ misma, esta justificada para cualquier
area cientifica, pero la investigacién en areas como la Didactica de la Matematica se
convierten en cruciales para lanzar hacia la mejora y la excelencia uno de los tesoros
mas preciados de cualquier sociedad, la Educacion. La investigacion y la formacion
de docentes se conjugan en un sitio ideal, la Universidad, luego no hay justificacion
para dilatar por parte de los gobiernos el aumento de la inversién en la investigacion
en Didéctica de las areas cientificas y en mejora de la formacién del profesorado,
cosas que van de la mano en las Universidades de todo el mundo, y que es emblema
de Universidades en muchas areas.

Todo lo expuesto anteriormente nos ayuda a postular uno de los mensajes cen-
trales de este capitulo: la investigacién en Didactica de las Matematicas en el ambito
universitario es absolutamente necesaria y justificada.

El origen de los grupos de investigacion, enormemente ligado a las antiguas Es-
cuelas de Magisterio, acompafiado por la enorme predisposicion del profesorado de
esos niveles a las innovaciones y la mejora de los procesos de enseflanza-aprendizaje,
e incentivado por la atencién a la diversidad, la ampliaciéon de edad de la obligato-
riedad del nivel de estudios, y asi un largo etcétera han fundamentado la tradicién
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y alta calidad de la investigaciéon en Didactica en los distintos niveles educativos en
Espafia, patron de muchas escuelas iberoamericanas.

En lo que sigue del capitulo presentamos algunas investigaciones que consideramos
que muestran el valor de futuro para la mejora de la ensefianza de las matematicas
en educacion superior. Debemos romper las reticencias del pasado, las clasificacio-
nes artificiales de las areas de investigacién, y acercarnos mas a las demandas reales
de la sociedad (mejores ciudadanos y con mas competencias para el empleo) y de
las propias Universidades (mejor investigaciéon y mejor docencia). Posiblemente las
areas de didacticas son las que mejor se ajustan a estos objetivos comunes a todos
los paises y Universidades.

PROYECTOS DE INVESTIGACION SOBRE MATEMATICA UNIVERSITARIA

Para situar en un contexto metodologico y conceptual los proyectos sobre ma-
tematica universitaria que citaremos a continuacién, conviene mencionar algunos
proyectos europeos no universitarios que han resultado ser fuente de inspiracién
para los primeros.

En la Educacion Primaria y Secundaria se han desarrollado en la pasada década
dos proyectos importantes para el desarrollo profesional de profesores en ciencia y
matemaiticas: El proyecto Fibonacci® y el proyecto PRIMASY, elaborando materiales
para la educacién preuniversitaria, tomando como referencia la Educacién Basada
en la Indagacion® (EBI)

El proyecto PRIMAS, entre cuyas publicaciones se encuentran algunos moédulos
traducidos a diferentes idiomas (por ejemplo, al espafiol), considera que los elementos
fundamentales a tener en cuenta deben ser los resultados y el entorno de aprendizaje,
el papel tanto de los profesores como de los estudiantes, y la cultura de la clase. De
esta forma, como resultados de aprendizaje se pretende conseguir: mentes criticas y
creativas, comprension de la naturaleza de las ciencias y las matematicas y preparacion
para el aprendizaje a lo largo de la vida. También tratan de conseguir una cultura de la
clase en las que se compartan las indagaciones y se valoren los errores como fuentes
de aprendizaje, Los entornos de aprendizaje que se promueven son entornos en los
que debe tratar de ir desde los problemas a las explicaciones y no de los ejemplos a la
practica y se debe conseguir que los estudiantes sean capaces de inventar problemas
y colaborar en la busqueda de sus soluciones. El papel del profesorado debe apoyarse
en valorar los razonamientos de los alumnos, conectar sus experiencias y fomentar
el aprendizaje en la indagacién y la investigacion.

3. http://www.fibonacci-project.cu

4. https://primas-project.eu

5. En original es Inquiry-Based Education (IBE). Se considerard aqui Consideraremos el término
Inquiry como Indagacion.
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El Proyecto Fibonacci, que también esta bastante extendido a nivel europeo, tiene
como principales objetivos: disefiar, implementar y evaluar la Educacién Basada en
la Indagacion en Ciencias y Matematicas, extendiendo la EBI con elementos propios
de la innovacién y sostenibilidad del entorno que rodea a los estudiantes y los pro-
fesores. En su fundamentacién considera tres pilares basicos en torno al IBSME y
nueve patrones de comportamiento que van desde el desarrollo de la cultura basada
en la resolucion de problemas hasta el aprendizaje auténomo, promoviendo el trabajo
cooperativo y empleando el método cientifico.

Ambos proyectos estan dirigidos por un modelo de aprendizaje complementario
basado en la indagacién o investigaciones dirigiéndose hacia el uso de la modelizacién
y la resolucion de problemas matematicos.

Como complemento a estos proyectos centrados en la Secundaria, la Unién
Europea ha mostrado su interés en intentar reducir el fracaso universitario en las
asignaturas de matemadticas financiando proyectos del programa Erasmus+. Los
proyectos iTEM - innovative Teaching Educating in Mathematics®, Pythagoras’
y PLATINUMS son ejemplos de ello.

iTEM presta atencién a la mejora de la ensefianza de las asignaturas basicas (calculo
y algebra lineal) en los grados de ingenierfa, introduciendo problemas de la vida real,
modelos de ensefianza basado en el Aprendizaje Basado en Proyectos y el uso de sis-
temas dinamicos y méviles. El Aprendizaje Basado en Proyectos es una metodologia
centrada en la resoluciéon de tareas que deben ser propuestas por el profesor o los
mismos alumnos (supervisados) que deben ser resueltas para alcanzar los aprendizajes
previamente establecidos. La generacién de herramientas para la deteccion de alumnos
en riesgo (via las técnicas de analiticas de aprendizaje tan de moda en los dltimos afios),
la preparacion de materiales de ejemplo de uso de problemas reales en formato de ac-
tividades de Aprendizaje Basado en Proyectos, el uso de herramientas dinamicas (CAS
y mobile-tools) y el disefio de materiales de atenciéon de alumnos con dificultades de
seguir las asignaturas han sido los ejes fundamentales de trabajo para reducir los indica-
dores de fracaso en los grados de ingenierfa en centros de Israel, Kosovo y Uzbekistan.

Pythagoras es un proyecto recién iniciado en el momento de redacciéon de este libro
y centra su atencion en el disefio de procesos innovadores en varios aspectos. Por un
lado, pretende seguir la iniciativa de la UNESCO de promover, con la ensefianza de las
Matematicas, el logro y soporte de los Objetivos de Desarrollo Sostenible por medio
de la Educacion’. Se postula asi el aprendizaje de matematicas basado en proyectos,
que implica la introduccién de problemas desafiantes que hacen fluir la creatividad,
la investigacion y la construccion de conocimiento. El aprendizaje basado en proyectos

https:/ /item.chania.teicrete.gr/

https:/ /www.pythagoras-grant.cu/

https://platinum.uia.no

Mathematics for action: supporting science-based decision-making - UNESCO (2022)
https:/ /unesdoc.unesco.org/ark: /48223 /pf0000380883.1ocale=en

©® o
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puede ser una instruccion auténtica en su maxima expresion, donde a los estudiantes se
les permite experimentar problemas de la vida real, utilizando su propio enfoque tnico;
fomentando asi el desarrollo de competencias transversales fundamentales. Por otro
lado, el proyecto considerara la gamificacién en los procesos de enseflanza-aprendizaje
y, de manera transversal, siempre pondra especial interés en la atencién a los alumnos en
riesgo de abandono, una de las mayores preocupaciones de la UE.

PLATINUM

Este proyecto, cuyo nombre original es Partnerships for Learning And Teaching in
University Mathematics (PLATINUM)", es un proyecto en el que participa un grupo
de 8 Universidades europeas de un total de siete pafses, entre las que se encuentra, re-
presentando a Espafia, la Universidad Complutense de Madrid. Este proyecto reune a
profesores de distintos ambitos académicos (ingenietfas, ciencias,...), interesados por
mejorar la enseflanza y el aprendizaje de las matematicas en el nivel universitatio. Qui-
zas, la caracteristica mds importante de Platinum es que esta sustentado por un marco
conceptual validado por la investigacion en el ambito de la Didactica de la Matematica.
La caracteristica mas importante es que el desarrollo de este proyecto ha servido como
contexto en el que seguir avanzando en el establecimiento de la Educacién Matematica
Basada en la Indagacion (IBME)! como un Marco Conceptual, basado en la experi-
mentacion, para la ensefianza de las Matematicas de la Universidad. EMBI constituye un
modelo de enseflanza tanto de la matematica como de la ciencia en el que se plantea que
los estudiantes deben reproducir el quehacer de los cientificos e ingenieros en general y
los matematicos en particular (Artigue y Blomhoj, 2013; Dotier y Maal3, 2020). Para ello,
deben observar fendmenos, hacerse interrogantes y preguntas, y buscar respuestas a tales
cuestionamientos, interpretando, evaluando y comunicando los resultados obtenidos. Para
responder a las preguntas surgidas a partir de la observacion de los fenémenos, deben
basarse en la experimentacion, controlando sistematicamente las vatiables que intervienen
en ellos, utilizando diagramas, haciendo calculos especificos, buscando patrones y relacio-
nes y estableciendo las respuestas como consecuencia de las investigaciones realizadas.

Las tareas que se proponen en este marco metodologico se interrelacionan entre si
y deben suponer retos a los estudiantes, propiciando un trabajo colaborativo. El papel
del profesor se modifica sustancialmente con esta metodologia, dado que debe pasar
de ser transmisor de conocimientos mediante explicaciones, con ejemplos ilustrativos
y diestro en la resolucién de ejercicios, a poseer unas capacidades diferentes, tales
como provocar el uso de los conocimientos previos de los estudiantes, manejar con

10. Se podria traducir por “Asociados para la ensefianza y aprendizaje de las matematicas universi-
tarias”.

11. Consideraremos el término Inquiry como Indagaciéon con lo que podriamos hablar, en la co-
munidad latina, de Educacién Matematica Basada en la Indagacion (EMBI).
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cierta destreza las discusiones en pequefio y gran grupo, set capaz de buscar retos
para que los estudiantes aprendan a justificar sus argumentos, complementar los dis-
tintos puntos de vistas que se presenten en las discusiones y ayudar a los estudiantes
a establecer conexiones entre las diferentes ideas que surjan.

Goémez-Chacon, etal., (2021), en una publicacién que recoge un informe bastante
completo, tanto de la metodologia como de los fundamentos tedricos y ejemplos
concretos del proyecto Platinum, especifica la manera de desarrollar el trabajo de los
diferentes “socios” del proyecto mediante lo que ellos denominan “Comunidades
de Indagacion”'?) asi como su funcionamiento y avances. Todo esto se establece a
partir de un modelo que consta de tres niveles de concrecién.

En el capitulo trece™ de Gémez Chacon et al. (2021) se presentan de manera explicita
algunas tareas que fueron experimentadas en la Universidad de Masaryk, en la Republica
Checa (Brno), en tres cursos diferentes: Estadistica, Analisis Matematico 1 y Matematicas
2, en clases magistrales y seminarios. Se disefiaron tres tipos de actividades EMBI: tareas
cortas (Estadistica), tareas grupales (Matematicas 2) y unidades de enseflanza completas
(Analisis Matematico 1). Las tareas utilizadas en los dos primeros cursos son tareas cortas
y proyectos pata desarrollar en equipo con el propésito de introducir nuevos conceptos.
En el curso de Analisis Matematico 1 son disefiadas con el objetivo de reforzar los con-
ceptos basicos y profundizar en la comprension por parte de los estudiantes con unidades
de ensefianza basadas en EMBI mas completas. El seguimiento y evaluacién también
varfa desde observaciones por parte de los profesores y el andlisis detallado por parte
de los profesores de los informes y presentaciones de las actividades realizadas por los
estudiantes. Por ejemplo, en relacién con las tareas para el curso de Analisis Matematico
1 (propuestas para permitir que los estudiantes refuercen los conocimientos adquiridos
con anterioridad), se presenta a modo de “juego” la siguiente tarea:

Instrucciones de la tarea: Configurar grupos de entre 2 y 4 miembros. Uno de los grupos deter-
minara las condiciones de limite o los requisitos de continuidad de una funcién desconocida.
Los demas trataran de encontrar un ejemplo de una funcién que cumpla los requerimientos.
El profesor puede cambiar los roles de los mismos. Ejemplos de requerimientos:

a)  Determina una funcion f{x) tal que lim___f{x) = 5.
b) Determina una funcién f{x) tal que lim __f{x) = 5, pero no es
continua en x=3.

c) Determina una funcion f(x) tal que lim__ f(x) = -o0.

Figura 1. Tarea de refuerzo en la que se pide que justifiquen sus soluciones
mediante software o incluso con representaciones propias.
(Gomez Chacon et al, 2021, p. 243)

12. Communities of Inquiry (Col).
13. https://doi.org/10.5817/CZ.MUNI.M210-9983-2021-13
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Como ejemplo del tercer tipo de tareas, los autores disefiaron dos Fichas de Tra-
bajo (para dos sesiones de trabajo y pautando el tiempo dedicado al trabajo practico
con y sin los profesores) para estudiar la monotonia/convexidad y concavidad de
funciones, en términos de aplicaciones de los conocimientos previos adquiridos. En
ambas actividades, se les pide el manejo del SGD GeoGebra para resolver algunas
de las cuestiones.

Para el estudio de la monotonia de una funcién, se trabaja con la funcién poli-
némica f(x) = ix“ —x3 — 2x? + 3. En la Figura 2 se presentan las actividades
propuestas:

(a) Dibuja con GeoGebra la grafica de la funcién.

(b) Determina los intervalos en los cuales la funcién crece o decrece; escribelo
todo en la siguiente tabla:

(=o0,-1) (=1,0) 04 (4, 0)

1
fO) =gxt —x°
—2x%+3

(c) Calcula la derivada de la funcién.

(d) Determina la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcién en los
puntos de la siguiente tabla;:Escriba aqui la ecuacién.

(e) Dibuja con GeoGebra la grafica de la funcioén derivada.

4 0,5 3 5

Xo
!
f(x)
(f) Determina los intervalos donde la primera derivada es positiva o negativa,
expresandolos en la siguiente tabla:

Intervalo
')
® Caleula: f'(~1), £/(0), f'(4)

Tarea final: Resume las conclusiones de todas las indagaciones hecha con esta funcion.

Figura 2. Actividad de Gbmez Chacén et al. (2021, p. 244)

En relacién con la concavidad y convexidad, se propone una tarea para el estudio de la

, 3+x2
funcion racional f y su derivada, dadas explicitamente f(x) = 3_xx2 vk = ﬁ,

, con diferentes apartados en los que se pide como en el caso anterior, estudiar los
intervalos donde varia el signo de la derivada segunda habiendo pedido previamente
la representacion grafica de la funciéon hecha con GeoGebra. Finalmente, se pide a

los estudiantes que obtengan y representen, en la misma figura, las ecuaciones de las
rectas tangentes y comprueben su posiciéon conectindola con el signo de la segunda
derivada. En esta experiencia, se crearon grupos de discusion que celebran semina-
rios para revisar el trabajo realizado durante el desarrollo de las lecciones disefiadas.
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EL uso DE LA TECNOLOGIA EN LA UNIVERSIDAD: ALGUNOS EJEMPLOS

En este apartado se tratara de responder a la siguiente pregunta: ;En qué modo
es posible adaptar materiales curriculares innovadores a los nuevos avances en tec-
nologfas digitales? ¢Es posible?

Se presenta a continuacién una adaptaciéon de dos materiales disefiados en el
contexto de sendas investigaciones. El uso de dichos materiales mostré buenos
resultados, por lo que consideramos que su adaptacion al uso de tecnologias mas
actuales puede resultar atil de cara a la practica de la ensefianza de las matematicas
universitarias. Se incluyen dos ejemplos de secuencias de ensefianza, una dedicada
al concepto de integral definida y otra hacia la introduccién de las Ecuaciones Di-
ferenciales Ordinarias (EDO).

Ejemplo 1: La enseflanza y aprendizaje de la integral definida

En la investigacién de Depool (2004) se analizaron las potencialidades y difi-
cultades que aparecen cuando se establece una modificacion en el orden en el que
habitualmente se trabaja el concepto de integral definida. La idea fue la de introducir
el concepto como area limitada por una curva con el eje OX, combinando una pers-
pectiva grafica y numérica, partiendo de la idea de aproximacion y posponiendo el
estudio del calculo de primitivas, el Teorema Fundamental del Célculo y la regla de
Barrow a la ultima parte del proceso de ensefianza y aprendizaje. Se elaboraron en
aquel momento diversos Programas de Utilidades con el Computer Algebra System
(CAS) Derive, que los estudiantes manipulaban a partir del disefio de una serie de
practicas de laboratorio. Dado que los resultados obtenidos fueron relativamente
buenos, se presentara aqui una actividad de las utilizadas en la parte experimental de
su investigacion, adaptada al uso de GeoGebra.

Depool fundamenta su trabajo en dos elementos principales: por una parte,
un modelo de competencia que se adapta del que establece Socas (2001) en el
caso del estudio del papel de los sistemas matematicos de signos para la com-
prension de objetos matematicos relacionados con los pensamientos numérico
y algebraico. El segundo elemento considerado lo constituye el empleo de
tecnologia, en particular Derive, como elemento facilitador de la formacion de
conceptos matematicos.

El modelo de competencia se utilizé6 como un marco de referencia para analizar
las actuaciones de los estudiantes, y mediante su uso, se determiné el grado de com-
prension del concepto (Camacho et al., 2010).

El segundo elemento que ya hemos indicado, tiene que ver con el uso herramien-
tas tecnologicas como mediadores entre el proceso de instruccién y el aprendizaje.

La parte experimental del trabajo se desarroll6 en el aula siguiendo tres fases
(Camacho-Machin, 2005):
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Fase 1: Clases habituales: El profesor hace una presentacioén de los contenidos usando
los métodos y medios habituales de ensefianza, es decir, se emplea el libro de texto
oficial (Stewart, 1999), tomando como soporte para las explicaciones el retroproyector,
la tiza y la pizarra.

Fase 2: Pricticas en el Laboratorio de ordenadores: 1os estudiantes realizan por parejas, en
el laboratorio de ordenadores, las Practicas de Laboratorio que conforman el Médulo
Instruccional. Las parejas de estudiantes llevan a cabo las practicas correspondientes
y presentan un informe en soporte informatico del trabajo realizado. Se utiliza un
cafi6on de proyeccion para hacer la presentacion de la practica y para aclarar dudas en
su desarrollo.

Fase 3: Puesta en comiin: Se discute lo realizado en las Practicas de Laboratorio con
todos los estudiantes, tomando como referencia el trabajo desarrollado por ellos en
los informes de las practicas que presentaron (p. 101)

Las practicas de laboratorio, nicleo central del médulo instruccional, se desatrolla-
ban a partir de un comentario general y un protocolo de actuacién que los estudian-
tes debian seguir como instruccién. Los contenidos se proyectaban en una pantalla
con un canén de proyeccidn, y se entregaban a los estudiantes con el objetivo de
aclarar los puntos que fueran necesarios. Ademas, cada practica nueva se comenzaba
abriendo el archivo que contiene la practica anterior en la que los estudiantes lefan las
observaciones de ésta y la calificacién respectiva. Una vez terminado el médulo, se
realizaba una evaluacién final que contiene los puntos mas importantes tratados en
las practicas. El siguiente problema, adaptado de un libro de texto clasico (Edwards
y Penney 1996, pp. 370-371), constituy6 una de las practicas utilizadas:

Un fabricante necesita hacer hojas de metal de 36 pulgadas (90 cm) de ancho con secciones trans-
versales con la forma de la curva (Figuras 6y 7)

1
y =§sennx,0 <x <36

s Qué ancho deben fener las hojas originales extendidas para que el fabricante produzca estas laminas?

¥ » Cileulo Simbélico (CAS) 5 s Vista Grifica
010

3 sentex) s
s
z 1
Dervads: 3 contrn) e

sqre{L+ Derivada(g L2 . it
3

1 i .

4 |12 san(r costa)? 4 4)
Lz Integral: 7 f
€ = (05,05
€ - 05,23) -
D, = (15,-0.5)

Figura 3. Ldmina de metal

Figura 4. Representacion iconica de las
funciones y = %semrx; v = %semrx +ael
deslizador a representa un ancho variable de

la ldmina de metal
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Se considera que la longitud de un arco de curva entre dos puntos cualesquiera a
y b viene dada por la férmula

se tiene en este caso

Tl RG]
S(x) = f 1+ (=) cos?mxdx = 36J 1+ (=) cos?mxdx
0 2 0 2

El texto indica ademas que Estas integrales no pueden ser evaluadas en términos de funcio-
nes elementales (p. 370) y remite al lector al capitulo del libro que se dedica a métodos
numéricos de integracion. Sefiala que la solucién al problema sera:

2

f 1+(§) cos?mx dx = 1,46

Indicando a continuacion que la solucion del problema es: 36.(1,46) = 52,56
pulgadas.

En nuestro caso, la resoluciéon con GeoGebra permitira obtener una solucién desde
los puntos de vista grafico y numérico. E1 SGD GeoGebra nos permitira aproximar
la solucion de diferentes maneras:

1.- Mediante segmentos, debido a las propias caracteristicas de la funcién (Fig. 5).

Funcién

Funcion

" 2 f 2
SR L R ® f(x) = /14 (f) cos? (7 x) hd
E V
) 2
Muam:nf iz i Némero
b=233 ® a= 1463695464 T

Punt
Pl (Namero b: f+h + i +] "

® B=(1,0)
® C=(05,0.5) c 2

® D= (15,-0.5) o5
®E=(2,0) / \
Segmento A A B=(10) ¢ f/\/\/\/
=071 ' s 1
' S v 7
a= ‘1.463695464

3 -2 -1 0 1 2

Figura 5. La aproximacion Figura 6. Calculo de la longitud del
con segmentos en el intervalo (0,1) arco de la curva buscado, mediante
es 1.42 el drea limitada

2.- Entender que, pese a que el calculo de la longitud del arco de curva viene re-
presentado mediante el valor de una integral definida, esto es el area de la superficie
limitada por una curva. La integral definida representara la medida lineal de la longi-
tud del arco, algo que genera dificultades de interpretaciéon no solo para la longitud
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sino para multiples conceptos fisicos relacionados con integrales definida, como por

ejemplo fuerza,

GeoGebra nos facilita varias formas de calcular esa integral definida:

presion, ete. (Figura 6)

La Figuras 3 y 4 muestran la forma de la hoja a la que se refiere el problema. La
figura 4 recoge la representacion grafica de la funcién correspondiente. En la pri-
mera casilla de la Tabla 1, se puede observar los diferentes comandos predefinidos
por GeoGebra. Las siguientes casillas presentan todos los calculos para 10, 20 y 30
subintervalos de igual amplitud del intervalo (0,1).

Se obtienen:

Tabla 1. Representaciones graficas y numeéricas de las distintas opciones
de GeoGebra: (el orden de izquierda a derecha y de arriba abajo
es el mismo que el de la Tabla 2)

- [P Funcion
Sumalnferior 2 — i
Sumalzquierda ® a0 = 14(3) wsfry)
SumaRectingulos Nams
15 Sumasuperior * 32 Lizossarsse ;
SumaTrapezoidal € - 14349590002
TrigCombina
TrigDesarrolla i
" TrigSimplifica
VectorCurvatura :
= GeoGebra
ACamolain.
0.5 Sumalzquierda( <Funcién>, o
<Extremo inferior del
intervalo>, <Extremo 11 13ppsrene
superior del intervalo>, i T X O 05 T
<Numero de
1 05 0 05 rectngulos> )
== Funcion
® ) =/ Lt 2 (% f 3
1) = (/14 (F) eos?(mx) - ® )= \.l+(:) (7 x) 25
Neinsro Nimero
® a= 14636953158 ® a= 14636953158
i b = 14636954724
S adeansnres 2 © = 14636954724 >
d = 14636953158
€= 14636954724
15
4 1
1
s
opepsanse
T o 0 5 T 15
7y s e
-as
TIPS U ST W VR = + wista Aigeoraica » visa uranica
+ Vista Algebraica % Vista Gréfica % Funcin ) 2z
/. w2
Funcién ®fix) = \“H(EJ cos? (mx) A
[ )
. =l L3 2 Nimera
fi) = 1+ (3) o (xx) ; o'a- Las3cs3158 T
Mimero b = 14636954724

® a= 15499048624
b = 1.5068002233
€ = 1.4924318999

©=1.4636954724

= 1.4635¢

ia iz a

s

0e 08 08
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36(1.4636954724) = 56,693

Utilizando la matriz con 10, 20 y 30 subintervalos en la que aparecen las diferentes
aproximaciones tenemos que la integral es aproximadamente 1.46370.

Tabla 2. Valores de las diferentes aproximaciones

Suma

Sumalnferior ~Sumalzquierda SumaRectangulos SumaSuperior

Trapezoidal

10 | 1.3774857029 | 1.4636953158 1.4636953158 1.5499048624 | 1.4636953158
20 | 1.4205907356 | 1.4636954724 1.4636954724 1.5068002233 | 1.4636954724

30 | 1,4349590002 | 1.4636954724 1.4636954724 1.4924318999 | 1.4636954724

El estudiante concluird en definitiva que, el fabricante debe utilizar hojas extendidas
de aproximadamente 36(1.4636954724) = 56,693 pulgadas de ancho.

El siguiente enlace presenta los applets de las diferentes aproximaciones hechas
con GeoGebra que se muestran en las Tablas 1y 2.

https://www.geogebra.org/m/kkgexmo6d

Ejemplo 2. La ensefanza y aprendizaje de las EDO en un escenario de
resolucién de problemas, haciendo uso de herramientas tecnolégicas

En esta seccién se presenta una propuesta para la introduccién del concepto
de Ecuacién Diferencial Ordinaria (EDO), desde una perspectiva de resolucién
de problemas, y donde se utiliza el GeoGebra como herramienta tecnolédgica que
favorece la indagacion y la reflexion profunda, tanto en torno al concepto de EDO,
con en relacion con las situaciones problematicas planteadas. Esta propuesta es una
adaptacion de un Médulo de Ensefianza disefiado en el contexto de una investigacién
realizada con estudiantes universitarios del Grado de Quimica (Perdomo-Diaz, 2010).
En una primera fase de dicha investigacion se identificé un conjunto de dificultades
que los estudiantes presentaban en relacion con el concepto de EDO y que tenfan
tres origenes principales:

(a) las limitaciones en el reconocimiento y uso de los diferentes significados
asociados al concepto de derivada (Camacho, et al., 2010). En este sentido,
(Thurston, 1994) sefiala los siguientes significados para la derivada de una
funcion:

(1) Infinitesimal: la relacién entre el cambio infinitesimal en el valor de una
funcién y el cambio infinitesimal en la funcién.
(2) Simbdlico: la derivada de x” es nx""', la derivada de sin x es cos x, etc.
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(3) Logica: f'(x) = d si y solo si para todo € hay un 0 tal que cuando

0< |4x| <86,
fera-r@ ol o .
Ax

(4) Geométrico: la derivada es la pendiente de la recta tangente a la grafica de
la funcién, si la grafica tiene tangente.

(5) Velocidad: la velocidad instantanea de f(t), cuando t es el tiempo.

(6) Aproximacioén: la derivada de una funcién es la mejor aproximacion lineal
a la funcién, cerca de un punto.

(7) Microscopico: la derivada de una funcién es el limite de los que se observa
mirando cada vez con un microscopio mas potente. (p. 3)

(b) la falta de conexioén entre el concepto de EDO y el concepto de derivada y

(c) el escaso desarrollo de procesos cognitivos y estrategias efectivas para la re-
solucion de problemas (Camacho et al., 2010). A partir de estos resultados se
tomaron las siguientes decisiones sobre el disefio del Médulo de Ensefianza:

— Plantear actividades que contribuyan a robustecer la red de significados que los
estudiantes asocian al concepto de derivada, introduciendo las EDO a través de
su relacién con dicho concepto, como un significado mas de esa red conceptual.

— Utilizar un enfoque basado en la resolucién de problemas, haciendo explicitas
diferentes etapas que permiten avanzar en el proceso de resolucion y distintas
estrategias.

— Emplear recursos tecnolégicos que favorezcan que el estudiante pueda cen-
trarse en el analisis de los procesos de resolucion, las respuestas obtenidas y su
conexion con la situacion planteada.

Desde este punto de vista, la alternativa pedagdgica que se plantea consiste en
construir los nuevos conceptos matematicos a partir de conceptos ya conocidos
por los estudiantes, tratando asi de disminuir las discontinuidades que se producen
en el aprendizaje de las matematicas (Artigue, 2001; Raychadhuri, 2007; Guerrero-
Ortiz et al., 2016); en particular, haciendo mas natural la transiciéon entre conceptos
matematicos tan cercanos entre si como el de derivada de una funcién y Ecuacién
Diferencial Ordinaria.

El Médulo de Ensefianza, presentado en detalle en Perdomo-Diaz (2010), esta
formado por cuatro problemas, tres de ellos disefiados para ser trabajados en pareja
y el ultimo de forma individual, en un total de 11 sesiones de clase, de una hora de
duracién. Puesto que la investigacion se iba a realizar con estudiantes universitarios
del Grado de Quimica, los problemas se plantearon en contextos cercanos a su for-
macién: la descomposicion de elementos quimicos, la mezcla de sustancias quimicas
y la dindmica de poblaciones. En el primero, de caricter introductorio, se analizan
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diferentes situaciones de variacién y sus representaciones en lenguaje matematico,
lo que se vio que era necesario a partir de los resultados de una investigacion previa
(Camacho et al., 2009) y se finaliza con la introduccién del concepto de EDO, orden
y solucién de la misma. La estructura de los siguientes dos problemas es similar: se
comienza con el planteamiento de una situacién y, a continuacién, se plantean una
serie de cuestiones divididas en distintas etapas. El ultimo de los problemas se utiliz6
como instrumento para evaluar los aprendizajes de los estudiantes.

Los resultados de la investigacion realizada con los estudiantes del Grado en Qui-
micas (Camacho, et al. 2012) reflejaron que este Médulo de Ensefianza permitié que
los estudiantes mostraran, de forma explicita, procesos que habitualmente quedan
escondidos para el docente, como son el analisis de las situaciones planteadas, la
interpretacion que daban a la informacion o la forma de generalizar los resultados.
Por otra parte, la interaccion entre los estudiantes favorecio la generacion de ideas,
as{ como la reflexion y el andlisis en torno a las mismas. Asimismo, el uso de una
herramienta tecnoldgica, en este caso la calculadora Voyage 200, permitié que los
estudiantes pudieran analizar la situacion a través de diferentes representaciones,
lo que resultd especialmente util en el proceso de generalizaciéon de los modelos
matematicos.

HEstos resultados nos motivaron a incorporar en este capitulo una adaptaciéon de
uno de los problemas de este M6dulo de Ensefianza, como ejemplo de un tipo de
actividad que podtia realizarse en el ambito universitario. Aunque la actividad esta
disefiada para estudiantes del Grado de Quimica, es facilmente adaptable a otros
grados universitarios en los que se estudien las EDO.

El problema se denomina “Dinamica de poblaciones” (Figura 7) y es el tercero de
los problemas del Médulo de Ensefianza. Esta disefiado para ser trabajado durante 4
sesiones de una hora y tiene dos caracteristicas principales: la importancia que se da
al sistema de representacion grafico y el significado asociado al concepto de EDO
que se utiliza, fuertemente ligado al concepto de derivada de una funcién. Se trata
de un problema que podemos considerar de dinaimica poblacional y cuya resolucién
pasa por el planteamiento y resolucion de una EDO que puede resolverse por el
método de variables separables.
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A la atencion del Colegio Oficial de Quinicos de Canarias.

La piscifactoria “La mar de bueno” solicita sus servicios para buscar una manera sencilla
de comunicar a sus inversores como varfa la cantidad de peces que hay en uno de los

recintos que utilizan para la cria de doradas.

Los altimos recuentos del numero de peces que hay en uno de los recintos han mostrado
que el nimero de peces esta disminuyendo considerablemente. Los técnicos de nutricion
y de epidemiologfa no han detectado ningun problema relacionado con la alimentacion
o alguna enfermedad, pero me apuntan que quizas el problema esté en la cantidad de

peces que hay dentro del recinto.

Necesito que realice un estudio sobre cémo varfa el nimero de peces que hay en el re-

cinto a lo largo del tiempo y que analice cual puede ser el problema.

Para presentar el informe a los inversores, serfa conveniente que este se presentara en un
formato de facil comprensién como, por ejemplo, una representacion grafica que refleje

cudl es la situacion en cualquier instante de tiempo.

Le adjunto cierta informacion recogida por nuestros trabajadores que podrian serle de

utilidad en su trabajo.

- La tasa de nacimiento de doradas es de 410 por cada mil, cada afio.

- La tasa de mortalidad de doradas es de 220 por cada mil, cada afio.

Figura 7. Enunciado inicial del problema “Dindmica de poblaciones”

El disefio del problema trata de guiar a los estudiantes en el analisis de la situacién,
as{ como en la construccién y generalizaciéon del modelo matematico y el analisis
del propio proceso de resolucion. Para ello se plantea un conjunto de preguntas,
organizadas en torno a cinco etapas. Dichas etapas se disefiaron tomando como
referencia las etapas del modelo propuesto por Polya (1945), algunas de las cudles
se enriquecieron a partir de las ideas de autores como Schoenfeld (1992) o Santos-

Trigo (2007) (Figura 8).
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Etapa 1 . EtapaZ
Comprensién del problema Analisis de la situacién y
construccion del modelo
Etapa 5§
Analisis retrospectivo del
Etapa 3 Etapa 4 proceso de solucién
Solucién de casos Planteamiento y solucion de
particulares casos generales

Figura 8. Etapas consideradas en la resolucion del problema

Estas etapas ya habian sido trabajadas con los estudiantes en el segundo problema
del Médulo de Ensefianza. En este problema, la intencién es continuar haciéndolas
explicitas, a la vez que se disminuye el nimero de preguntas gufa formuladas por el
docente, de manera que sean los propios estudiantes quienes comiencen a formularse
dichas cuestiones.

A continuacién, presentamos una descripciéon de cada una de esas ctapas y la
adaptacion de las actividades al uso de GeoGebra.

Etapa 1. Comprensién del problema

Se plantea a los estudiantes una serie de preguntas (Figura 9) cuyo objetivo es que
reflexionen acerca de la situacién que se trata de abordar, asi como guiatlos en la iden-
tificacién de informacion relevante y el andlisis del significado de dicha informacién.

En esta etapa contestaremos a una serie de preguntas que nos ayudaran a comprender la
situacién planteada. Anade cualquier otra pregunta que consideres relevante.

. Qué fendémeno estamos estudiando?

- ;Qué solicita el cliente?

- ;Qué significa que la tasa de nacimiento es de 410 peces por cada mil?
- (Qué significa que la tasa de mortalidad es de 220 peces por cada mil?

- En la situacién considerada, ;qué estd cambiando?

Figura 9. Preguntas planteadas en la Etapa 1

Reflexionar en torno a estas preguntas ayudara a los estudiantes en el proceso de
analisis y la busqueda de posibles vias de resoluciéon. Se trata de que identifiquen
los aspectos mas relevantes que le acerquen a elaborar un modelo matematico que
resuelva el problema.
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Esta es una etapa que conviene hacer explicita cuando se comienza a trabajar bajo
un enfoque de resolucion de problemas. De esta manera se muestra a los estudiantes
algunos ejemplos del tipo de preguntas que, en el futuro, deberian hacerse de forma
auténoma al enfrentar un nuevo problema. A medida que se avanza, el docente puede
ir haciendo esta etapa cada vez mas implicita, a fin de promover que sea cada alumno
quien formule las preguntas que necesita.

Etapa 2. Analisis de la situacién y construccién del modelo

Se pide explicitamente a los estudiantes que completen una tabla, indicando la
variacién en el nimero de peces que se produce en un afio, para distinto numero de
peces (Figura 10). El objetivo es guiar a los estudiantes en el proceso de construccién
del modelo matematico. En los dos primeros problemas del Modulo, los alumnos
interpretaban la variacién en términos de la derivada en funcién del tiempo. Con
esta tabla, se les gufa para que expresen dicha variacién como la diferencia entre
el numero de peces que nacen y mueren en un determinado perfiodo de tiempo.
Asi, si P(t) representa la cantidad de peces en un instante cualquiera de tiempo t,
se trata de que los estudiantes, completando esta tabla, lleguen a la expresion de la

EDO (% = 0,19P(t))

Llamemos P(¢) a la cantidad de peces que hay en cualquier instante.

Analicemos cémo varia el nimero de peces que hay en el recinto.

Variacion en el
) Peces que nacen Peces que mueren .
Numero de peces - ~ numero de peces,
en un aio en un aio _
en un aio
1000
2000
3000
P(1)

- Escribe la EDO que modela la situacién.

Figura 10. Actividades de la segunda etapa de resolucion
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Etapa 3. Solucion de casos particulares

La etapa comienza pidiendo a los estudiantes que resuelvan la EDO obtenida ante-
riormente. En el segundo problema del Médulo se les ha explicado el procedimiento
algebraico que permite resolver este tipo de ecuaciones. En este punto, conviene
animar a los estudiantes a comprobar su respuesta apoyandose en GeoGebra, el
cual dispone de un entorno CAS (Computer Algebra System) que permite resolver
EDOs, entre muchas otras cosas (Figura 14).

En esta etapa no se indican condiciones iniciales, de forma que la solucién de la
EDO queda expresada en términos de un parametro. La actividad continta planteando
alos estudiantes un conjunto de preguntas que les lleven a analizar la expresion obte-
nida: sLa constante de integracion puede ser negativa? ;Por gué? Con los datos que tienes, ;puedes
calenlar el valor de la constante de integracion? ;Qué necesitarias conocer para poder calenlarlo?
Con esta discusion se analiza la relacion entre la expresion algebraica de la solucion y
la situacién planteada y, ademas, surge la necesidad de disponer de unas condiciones
iniciales, concepto que ya se habria discutido en el segundo problema del Médulo.

Seguidamente, se plantea a los estudiantes un conjunto de preguntas dirigidas al
analisis de las soluciones de la EDO: E/ nsimero de peces, ;anmenta, disminuye o se mantiene
constante? Excplica tu respuesta. ;Hasta qué valor? ;' Te parece que la informacion obtenida a través
de la representacion grdfica se ajusta a lo que ocurre en la realidad? GeoGebra incorpora en la

solucién un deslizador, €1 para la constante de integracion, lo que facilita el andlisis de
las soluciones obtenidas y permite responder a las preguntas formuladas (Figura 11).

e e GeoGebra Classic §
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Funcign = _ -
ey i, TR 1 f:mResuelveEDO(' - 0.19y = 0] PR |
Niimero 8~ f:y=c;e"h ﬁ I

® c, =1 Funcion f: f

2

Entrada:

Figura 11. Resolucion algebraica de una EDO usando GeoGebray
representacion grafica de la solucién

Una vez analizado el caso anterior, se introduce un nuevo caso, donde se incorpora
un término de competicion entre las especies (Figura 12). Se pide a los estudiantes



Matematicas en la Universidad 249

que expresen matemadticamente esta nueva situacién, lo que les conduce a la EDO

P _ 0'19P — pP2, y analicen dicha expresion.

at

Cuando el nimero de peces que hay en el recinto es muy grande, empiezan a
escasear recursos como el espacio vital, los alimentos, etc. por lo que los
peces comienzan a competir entre ellos. Esto hace que el nimero de peces
sufra cierta disminucién debido a esta causa. Recuerda que el duefio de la

piscifactoria ya apuntaba a este hecho como la posible causa de la muerte
de los peces. Pe forma experimental se ha visto que el término de
competicion entre las especies es proporcional al cuadrado de la poblacién
en cada instante, es decir que este hecho hace que la poblacién disminuya
segtin el término b-P.

- Teniendo en cuenta este hecho, indica la variacion de la poblacion de doradas
conforme pasa el tiempo.

- ;Tendria sentido que el término de competicion fuera negativo? ;Por qué?
- Analiza para qué valores de P la poblacion
(a) Aumenta

(b) Disminuye

() Se mantiene constante

Figura 12. Planteamiento del caso con un término de competicion
entre especies

Las dos ultimas preguntas tienen como objetivo que el estudiante se apoye en la
expresion de la EDO para responder, puesto que no dispone de informacion suficiente
para poder representar graficamente las soluciones. Por tanto, la opcién que les queda
es utilizar la EDO para obtener informacién acerca de la monotonfa de la funcién
solucion, surgiendo asi una nueva interpretacion del concepto EDO, relacionada di-
rectamente con uno de los multiples significados asociados al concepto de derivada,
el significado geométrico (Thurston, 1994). Este tipo de preguntas contribuye a que
los estudiantes construyan una red de significados en torno a un mismo concepto
matematico, en este caso las EDO. Se les muestra que pueden obtener informacién
de la funcién solucién, no solo resolviendo la ecuacion, sino también a través del
analisis de dicha ecuacion.

El problema contintia preguntando a los estudiantes lo siguiente: jQué sucede con la
poblacion a lo largo del tiempo? Para responder, se puede pedir a los alumnos que con-
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sideren un caso particular para esta nueva situacioén, donde b=0,001, y se apoyen en
el uso de GeoGebra (Figura 16). Moviendo el deslizador que GeoGebra presenta,
asociado a la constante de integracién que aparece en la expresiéon de la solucién
de la EDO, se puede observar que la forma de las soluciones cambia cuando dicha
constante es menot, igual o mayor que 0 (Figura 13 (a), (b) y (c), respectivamente),
pero que, en todas ellas, la solucién tiende al valor P(t)=190.
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Figura 13. Soluciones para valores de la constante de integraciéon
menor (a), igual (b) y mayor que 0 (c).

Figura 13 (c)
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A partir de esta representacion se puede plantear a los estudiantes diversidad de
preguntas como, por ejemplo: ;Cudl tendria que ser la poblacion inicial de peces para que
la poblacidn se mantenga siempre constante? ;Y para que siempre anmente? Ademas, se puede
pedir a los estudiantes que profundicen en el andlisis de la situacién planteada, por
ejemplo, solicitindoles que analicen las soluciones para distintos valores de la po-
blacién inicial de peces. Se les puede proponer, por ejemplo, que analicen cual sera
la solucién si inicialmente hubiese una poblacién de (a) 100 peces y (b) 280 peces
(Figura 14), que son dos casos con comportamientos diferentes.
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Figura 14. Solucién de dos problemas de valores iniciales con diferentes
comportamientos

Con las preguntas anteriores se ha profundizado en el analisis de la situacion, para
distintos valores de la poblacion inicial de peces, es decir para distintas condiciones
iniciales de la EDO. A continuacién, puede plantearse a los estudiantes un conjunto
de cuestiones que les permitan estudiar la situacion en funcion del término de com-
peticion (b), por ejemplo: 87 e/ término de competicion anmenta, ;qué ocurre con el valor del
limite de la poblacion? ;Y con la poblacion? sY si el término de competicion disminnye? Haciendo
uso de GeoGebra, los estudiantes pueden resolver EDOs con valores de 4 mayores
y menores que 0.001 y analizar las representaciones graficas de las soluciones, apro-
vechando los deslizadores (Figura 15).
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Figura 15. Estudio del caso b=0.01

En esta etapa convendria, ademas, dejar espacio para que los estudiantes planteen
sus propias preguntas. Se les puede animar a formular preguntas a sus compafieros,
que luego puedan resolver y discutir juntos.

Las preguntas en torno a las condiciones iniciales y al término de competicion,
ademas de permitir que los estudiantes profundicen en el analisis de la situacion, les
conducen a modelos cada vez mas generales, foco de la siguiente etapa.

Etapa 4. Planteamiento y solucién de casos generales

En esta etapa se analiza y discute en torno al tercer parametro que interviene en la
situacion planteada a los estudiantes, la tasa de crecimiento de la poblacién de peces.
Se comenzaria con un conjunto de preguntas que lleven al estudiante a reflexionar
sobre el significado de dicho valor y formular conjeturas (Figura 16):
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dp
La EDO con la que trabajamos en la etapa anterior era T 0'19P — bP2.

- ¢A qué hacia referencia el término 0’192 Recuerda cémo lo calculamos.

- Supongamos ahora que la tasa de crecimiento de la poblacién es @. Escribe la
EDO que modela la situacion.

- ¢Qué significa, en términos de los nacimientos y las muertes de los peces, que la
tasa de crecimiento, a, sea positiva?

- ¢Qué significa que sea negativa?
- ¢Qué ocurrira en ese caso, con la poblacion de peces, a medida que pase el tiempor
- ¢Qué significa que la tasa de crecimiento sea cero?

- ¢Qué ocurrira en ese caso, con la poblacion de peces, a medida que pase el tiempor

Figura 16. Preguntas para reflexionar sobre la tasa de variacién

A estas preguntas pueden afiadirse otras que ya fueron formuladas en etapas
anteriores y que permiten retomar la relacion del concepto de EDO con el signifi-
cado geométrico de la derivada de una funcion, como Analiza para qué valores de P la
poblacion, aumenta, disminuye y se mantiene constante.

Una vez mas, el uso de GeoGebra permite que los estudiantes puedan resolver
EDOs con valores de « menores y mayores que 0.19 y analicen las representaciones
graficas de las soluciones, aprovechando los deslizadores (Figura 17), lo que les per-
mitira verificar si sus conjeturas eran correctas o no.
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Figura 17. Estudio del caso a=-0.19y b=0.01

Etapa 5. Andlisis retrospectivo del proceso de solucion

En esta etapa se pide a los estudiantes elaborar dos informes (Figura 18). El objetivo
es que revisen el proceso de resolucion que han seguido y los resultados obtenidos.
Al docente, esta etapa le permitira observar qué procesos y resultados han conside-
rado mas relevantes los estudiantes, si han establecido conexiones correctas entre
los dos contextos de trabajo (matematico y no matematico), asi como los errores y
dificultades que puedan haber presentado.
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En esta etapa deberas elaborar dos informes, uno dirigido al cliente que ha requerido tus
servicios y otro dirigido al Colegio Oficial de Quimicos de Canarias. En dichos informes
debes reflejar, al menos, la siguiente informacion:

Para el cliente

- Cuidl es la EDO que modela la variacién en el nimero de peces que hay dentro de
su recinto.

- Qué factores estan involucrados en esta variacion y qué significa el término de
competicion que has tenido que afiadir.

- Cudl puede ser la razén de que el nimero de peces que hay dentro del recinto esté
disminuyendo.

- Si, en su caso, hay un valor limite para la cantidad de doradas que habra en su
recinto.

- Una representacién grafica de lo que ocurre con el nimero de peces que hay den-
tro del recinto, dependiendo del numero inicial de peces que haya y del término
de competencia.

- Una posible solucién a su problema para que el numero de doradas no siga dis-
minuyendo.

Para el Colegio Oficial de Quimicos de Canarias

- Por qué has necesitado utilizar una EDO para modelar la situacién.

- Por qué tuviste que considerar un elemento que el cliente no te proporcionaba (el
término de competicion).

- Un ejemplo de como utilizar la informaciéon que has obtenido para resolver cual-
quier situacion analoga a esta, en la que el cliente te indique Unicamente las tasas de
nacimiento y mortalidad de la especie y el término de competencia.

- Representaciones graficas que ilustren los distintos casos que pueden presentarse
dependiendo de las tasas de natalidad y mortalidad y del término de competencia.

Figura 18. Actividad final con foco en andlisis retrospectivo

Los dos ejemplos presentados, son tareas que se transfieren de resultados obtenidos
en dos investigaciones cuyo enfoque es esencialmente distinto. En ambos casos, se
ha realizado una adaptacién de estas actividades para GeoGebra. En el primer caso
se interpreta, en un ambito contextualizado, el significado de la integral definida
cuando no soélo se utiliza como para calcular 4reas sino longitudes de curvas vy, ade-
mds, en esta situaciéon no se puede encontrar una primitiva de la funcién sino que
obligatoriamente debe ser calculada aproximadamente. En el segundo caso se trata
de, a partir de ciertos protocolos elaborados para las cinco etapas de resolucion de
problemas, trabajar en un proyecto contextualizado via el planteamiento y resolucién
de Ecuaciones diferenciales elementales.
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Discusion final

Los procesos de ensefianza y aprendizaje de la matematica en el nivel universitario
presentan muchos aspectos en comin con el resto de niveles educativos; sin em-
bargo, también presentan algunas particularidades. Identificar y ser conscientes de
estas particularidades permitira, a los distintos actores involucrados, tomar mejores
decisiones que contribuyan a disminuir el fracaso y las tasas de abandono en este
nivel educativo.

Segun el Informe de Datos y Cifras del Sistema Universitario Espafiol correspon-
diente al curso 2019-2020" muchos grados del ambito cientifico-técnico, especial-
mente las Ingenierfas, presentan indicadores de fracaso muy altos que se manifiestan,
entre otras formas, con unas elevadas tasas de abandono al finalizar el primer curso
universitario. Las asignaturas relacionadas con las matematicas, en muchas ocasiones,
son consideradas como uno de los factores que interviene en dicho fracaso. ;Qué
se puede hacer, considerando la investigacién en Didactica de la Matematica, para
contribuir a mejorar estos datos que preocupan por igual a educadores, gestores, y
también a los estudiantes y sus familias?

La innovacién, la personalizacion de las ensefianzas, al menos a las necesidades
e intereses de cada uno de los Grados, y la adaptaciéon a los cambios que se han
ido incorporando en el resto de niveles educativos son algunos de los retos que la
investigacion en Didactica de la Matematica Universitaria puede ayudar a afrontar
en mejores condiciones, no de forma aislada y personalizada, dependiente de la
buena voluntad de un nimero limitado de docentes, sino de manera informada,
estructurada y alineada con los objetivos curriculares y el disefio de los programas
educativos universitarios.

En la actualidad existe una amplia cantidad y diversidad de resultados de investi-
gacion en el ambito de la Didactica de la Matematica Universitaria. Si bien es cierto
que aun existen muchos problemas de investigacion sin abordar, o sobre los que
es necesario profundizar, hay un reto principal que atender si realmente se quiere
mejorar los resultados de los estudiantes: ¢Cémo hacer llegar los resultados de las
investigaciones al aula? ;:Coémo generar instancias de transferencia efectivas, desde
la investigacion hasta la docencia universitaria?

Algunos de los principales resultados que ha mostrado la investigacién en Didactica
de la Matematica y que afectan directamente al ambito universitario tienen que ver con:

La transicién entre la Educacion Secundaria y la Universidad: Qué diferencias
existen entre los contenidos matematicos de estas etapas, las metodologfas que se
emplean o los procesos de evaluacion, las caracteristicas y el rol de las pruebas
de acceso a la Universidad, las caracteristicas y objetivos de los “Cursos Cero”,
etc.

14. https:/ /www.Universidades.gob.es/stfls/Universidades/Estadisticas/ ficheros/Datos_y_Cifras_2020-21.pdf
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Las caracteristicas particulares y la complejidad de ciertos conceptos matematicos
propios de la etapa universitaria: Discontinuidades que se producen entre el apren-
dizaje de conceptos matematicos conceptualmente relacionados de forma estrecha,
importancia de establecer redes de significado entre los diferentes conceptos mate-
maticos, priorizando lo conceptual a lo procedimental, etc.

El aporte que supone trabajar desde una perspectiva basada en la resoluciéon de
problemas: Plantear a los estudiantes situaciones relacionadas con el Grado que
estan cursando, hacer explicitas las diferentes etapas del proceso de resolucion de
problemas, especialmente aquellas que tienen que ver con aspectos metacognitivos
o el analisis y reflexion en torno a la situacién planteada, los procesos de resolucion,
las soluciones obtenidas y las posibles extensiones de la situacién abordada, etc. Esto
incluye mostrar la no linealidad de las etapas de resolucién, generar un ambiente de
trabajo donde haya espacio para la reflexion y el analisis por parte de los estudiantes,
el error, y la discusion entre pares, desterrando asi la idea de que los problemas deben
resolverse en poco tiempo. Por parte del docente, esto incluye, ademas, la importan-
cia de plantear “buenas preguntas” que promuevan la indagacion, la reflexion, etc.

El uso de la tecnologia como herramienta que contribuye tanto al proceso de re-
solucion de problemas como a la construccion de esa red de significados asociados
a los distintos conceptos matematicos. Ciertas herramientas tecnologicas permiten
dedicar mas tiempo al analisis y la reflexién en torno a los conceptos matematicos,
los procesos de resolucion, las soluciones obtenidas y su interpretaciéon en las si-
tuaciones problematicas, asi como a la formulacion de conjeturas y su verificacion.
Tal y como se ha podido observar en los ejemplos presentados en este capitulo, a
medida que evoluciona la tecnologia que tenemos a nuestra disposicion, emergen
nuevas opciones de enfrentarse a un mismo problema.

El reto es generar acciones que contribuyan a que estos conocimientos lleguen a
los docentes universitarios y se produzcan los cambios necesarios en sus creencias
y concepciones acerca de la ensefianza y aprendizaje de la matematica, en este nivel
educativo, que les lleven a la accion. Este reto nos conduce a un tema central: la
formacién del docente de Universidad.

Por otra parte, atender a la problematica general del fracaso y abandono en los primeros
cursos universitarios requerirfa de un proceso continuo de deteccién de problemas, andlisis
de la situacion, generacion de herramientas de intervencién y evaluacion del impacto de
las mismas. En este contexto resultarfa interesante, y quizas imprescindible, la creacién
de comunidades de colaboracion, donde participen investigadores en Didactica de la
Matematica y profesores de matematicas, tanto de Secundaria como del nivel universitatio.
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Resumen

En este capitulo se presenta una vision amplia de la necesidad y el papel de las matematicas
en la Formacion Profesional (FP). Para ello se situa la FP ante los retos sociales como
una pieza clave de aprendizaje, innovacién y transformacion. Se recogen ejemplos de
la aplicacién concreta de contenidos matematicos en diversas profesiones y se analiza
la presencia de asignaturas especificas de matematicas en esta etapa en distintos pafses.
Se muestra un estudio exploratorio diagnostico de las matematicas en la FP espafiola,
que pone de manifiesto que las matematicas que se aprenden en la secundaria obliga-
toria no cubren las exigencias de los Ciclos Superiores. Por ultimo, se dan una serie de
perspectivas y orientaciones centradas en aprovechar el caracter interdisciplinar de los
médulos de FP para desarrollar propuestas STEM que permitan tanto promover las
competencias del alumnado como mejorar sus afectos hacia las matematicas.

Palabras clave: Didactica, Matematicas, Formacién profesional, Competencia mate-
matica, FP superior.

Abstract

This chapter presents a broad view of need and role of mathematics in Vocational
Education and Training (VE). For this purpose, VET is positioned in the face of
social challenges as a key piece for learning, innovation, and transformation. Exam-
ples of the application of specific mathematical content in different professions
are collected, and the presence of mathematics subjects at this stage at different
countries is analysed. A diagnostic example of mathematics in the Spanish VET is
presented, showing that secondary school mathematics does not necessarily cover
the demands of Higher VET. Finally, a series of perspectives and orientations are
given, focused on taking advantage of the interdisciplinary nature of VET modules
to develop STEM proposals allowing both to promote the skills of students and to
improve their affections towards mathematics.

Keywords: Didactics, Mathematics, Vocational education and training, Mathematical
competence, Higher VET.



Matematicas en la Formacién Profesional 261

INTRODUCCION

La DipActicA DE LA MATEMATICA se ha movilizado principalmente alrededor
de la ensefianza académica, dejando en segundo plano la ensefianza para el tra-
bajo. Desempenar con éxito la vida profesional también requiere el desarrollo
de una sélida competencia matematica. Esto es especialmente importante en
los Ciclos Superiores de Formacién Profesional, donde el nivel teérico de los
modulos (asignaturas) aumenta considerablemente respecto a la parte técnica y
practica con relacién a los Ciclos Medios. Muchos de los conceptos impartidos
se construyen a partir de conocimientos matematicos importantes implicados en
la resolucién de problemas como, por ejemplo, c6digos de numeracién, algebra
de Boole, nimeros complejos, funciones trigonométricas, funciones sinusoidales
o derivadas e integrales (Fernandez Solo de Zaldivar, 2017; Ozdemir y Onder-
Ozdemir, 2017).

La Formacién Profesional (FP) es hoy en dia considerada entre los pilares
fundamentales para el desarrollo econémico y social, convertida en una estra-
tegia politica prioritaria en momentos de crisis financiera. Entre los Objetivos
de Desarrollo Sostenible de la Agenda 2030, se espera (meta 4.4 del objetivo
4) aumentar considerablemente el nimero de jévenes y adultos que tienen las
competencias necesarias, en particular técnicas y profesionales, para acceder
al empleo, el trabajo decente y el emprendimiento, y (meta 8.6 del objetivo 8)
reducir considerablemente la proporcion de jovenes que no estan empleados y
no cursan estudios ni reciben capacitacién. En términos globales, la respuesta a
estos objetivos debe tener en cuenta necesariamente el actual modelo econémi-
co basado en el conocimiento, que demandara una adecuada formacién de los
ciudadanos para responder a las exigencias del nuevo mercado laboral (Lorente
Garcfa, 2015), que parece que se sustentara en los avances de la cuarta revolu-
cién industrial, dirigidos hacia la inteligencia artificial, aprendizaje automatico,
robodtica, nanotecnologfa, impresion 3D, genética y biotecnologia (Echeverria y
Martinez, 2018).

En el informe de Bakhshi et al. (2017), que presenta las competencias claves re-
lacionadas con el trabajo del futuro, se consideran en particular como capacidades
cognitivas la visualizacion, el razonamiento légico y el razonamiento matematico.
Los resultados de esta investigacion tienen implicaciones tanto para las empresas
como para los sistemas educativos, en la linea de la promocion de aprendizajes mas
competenciales, por un lado, y de itinerarios mas flexibles y adaptados a las demandas
de desarrollo y acreditaciéon profesional, por otro.

Todo lo anterior sitia a la FP como el espacio donde intervienen, ademas de
los agentes que lo hacen en el Bachillerato y en la ESO (estudiantes, profesorado,
centros educativos y familias), las empresas, conformando un espacio en el que la
interconexion y retroalimentacién de estos componentes deben promover flujos de
aprendizaje profesional y de innovacion (Echeverria y Martinez, 2019).
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LA FP ANTE LOS RETOS SOCIALES

Echeverria y Martinez (2019) destacan el papel de la FP en la Revolucién 4.0
como clave de aprendizaje, innovacién y transformacioén, y hacen una llamada de
atencién a la sociedad espafiola para que considere que la FP no ha de ser una via
solo para los jovenes con las peores calificaciones escolares. Su informe sobre esta
vertiente educativa recoge un incremento del 77% en la matriculacién en FP desde
el comienzo de la crisis del 2008 hasta nuestros dfas. Por otra parte, el informe In-
foempleo Adecco 2019 muestra que un 42,3% de las ofertas de trabajo publicitadas
en 2018 requerfan un grado de FP (Medio: 17,8%; Superior 24,4%), superando por
primera vez en nuestro pafs a las que demandaban un titulo universitario (38,5%).
A pesar de ello, Espafia sigue teniendo una de las tasas mas bajas de matriculacién
en FP entre los paises de la OCDE. El 47% de los jévenes de 15 a 19 afios estan
matriculados en programas generales de secundaria mientras que el promedio de
la OCDE es del 36%; y solo el 12% en programas de FP en comparacién con el
promedio del 26% de la OCDE. Asi, Espafia se encuentra, por detras de Irlanda,
entre los pafses del mundo con mayor porcentaje de estudiantes escolarizados en
Bachillerato y por encima de Brasil en menor proporciéon de alumnado de Forma-
cién Profesional Inicial (Echevarria y Martinez, 2019a).

Gamboa et al. (2020) consideran la FP como el espacio adecuado para cubrir el
reto prioritario de reduccion del abandono educativo temprano. Espafia se distingue
por tener la tasa mas alta de abandono escolar temprano (17,9%) de la UE, cuya
media es del 10,6%, a pesar de haberse reducido ostensiblemente desde 2009. Se-
gln estos autores, constituye una alternativa muy relevante para la capacitacion de
estos jovenes y de aquellos que ni estudian ni trabajan (NINIS) hacia su transicion
al empleo cualificado. El tanto por ciento de jovenes entre 15 y 29, que no estudian
ni trabajan es del 19,1%, solo superado por Grecia e Italia. Solo el 33,3% de quienes
se graduan por primera vez en la segunda etapa de Educacion Secundaria se titulan
en FP, mientras que la media de la OCDE es de 40,1% y la de la UE es de 46,3%.
Sin embargo, la tasa de acceso a la Educacion Terciaria en HEspafia es del 78,9% (no
universitaria 31,1%, universitaria 48,9%) superando a la de las medias de la OCDE
(64,9%) y de 1la UE (62,9%).

También resulta el espacio adecuado para la capacitaciéon de grupos vulnerables
como las personas extranjeras, desempleadas y con bajo nivel educativo (Sancha y
Gutiérrez, 2018) y para adultos de mayor edad, aumentando asf su capacidad para
afrontar los cambios en el mundo del trabajo (Cedefop, 2020). Los paises con pro-
gramas educativos bien establecidos, que combinan la actividad en un centro for-
mativo con el trabajo en una empresa, han sido los mas eficaces en la lucha contra el
desempleo juvenil. Entre ellos, cabe destacar Suiza, Austria y Alemania, que desde
hace afios sobresalen por el desarrollo de la Formaciéon Profesional Dual (FPD)
entre las personas de 25 a 34 afos. Un promedio del 17% de alumnado de ensefian-
za secundaria superior de los pafses de la OCDE estan matriculados en programas
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educativos que combinan escuela y trabajo, frente al 0,4% de jovenes espafioles del
mismo nivel educativo.

En la actualidad, el impulso de iniciativas basadas en proyectos STEM se ha con-
vertido en un pilar fundamental de la planificacién educativa, como se puede ver en
convocatorias STEM realizadas desde diversas consejerias de Espafia. Siguiendo esta
linea, empresas punteras en diversos sectores se han aliado con las administraciones
publicas para desarrollar programas de fomento de las vocaciones tecnoldgicas entre
los jovenes y asi construir un modelo de ensefianza STEM para la Educacién Técnico
Profesional (Dougherty y Harbaugh Macdonald, 2019; Durando, 2013). En esta linea,
otro de los retos de la sociedad se dirige hacia la brecha de género que existe en los
estudios y profesiones consideradas dentro de la familia STEM (Smyth y Steinmetz,
2015), que se extiende también al ambito de la formacién profesional. Entre los
afios 2015 y 2019 menos de un 15% de las personas matriculadas en grados STEM
eran mujeres, siendo ademas estos grados en los que la tasa de abandono femenina
es mayor. Por otro lado, la tasa de desempleo entre las mujeres con una titulacion
de formacién profesional es mayor que la masculina (Fundacién Bankia, 2020).
Ademas, los grados STEM son, junto con los industriales (en los que también hay
infrarrepresentacién femenina), los que presentan mayor empleabilidad. Se presenta
por tanto como un objetivo social fomentar la representaciéon femenina dentro de
los grados de la familia STEM, y poner medios para evitar el abandono prematuro
(Fundacién Bankia, 2020).

La Revolucién 4.0 ha dado pie a la transformacion de las instituciones de Edu-
cacién Superior con nuevos modelos de aprendizaje y la necesidad de desarrollar
competencias para poder atender a los desafios del siglo XXI (WEF, 2015). Uno
de esos desafios es la incorporaciéon de estudiantes con distintas trayectorias de
aprendizaje que ya no provienen solo de la educacion secundaria (Schuetze, 2014).
El profesorado ha de redefinir sus funciones y adaptarse a una nueva concepcion
de aprendizaje apoyado en las nuevas tecnologias para ayudar a que su alumnado
desarrolle las competencias que esta sociedad tan cambiante requiere. Parte de esos
cambios estan ligados directamente con herramientas y conocimientos matematicos,
y, por tanto, la competencia matemadtica sera necesaria para que los estudiantes se
adapten a las exigencias de los nuevos mercados laborales (Paris Mafias et al., 2014;
Tejada Fernandez, 2012).

MATEMATICAS PARA EL TRABAJO

Las matemadticas que se requieren en un contexto de formacién profesional no
son faciles de definir (Straesser, 2007). Estando vinculados a la profesiéon o campo
en el que se va a desarrollar el trabajo, los conocimientos matematicos especificos
que son importantes en un ambito de la formacién profesional pueden no ser utiles
en otros ambitos (Bakker et al., 2011; Jorgensen, 2020; Salé i Nevado y Pehkonen,
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2018; Straesser, 2015). El estudio de Bakker et al. (2011) muestra, por ejemplo, que
la medida estd mas presente en las ocupaciones que exigen una cualificacion de grado
medio en los sectores de ingenietfa y tecnologia que en los de economia y salud. Los
propésitos de la medicidn en este nivel se centran en el cumplimiento de normas
de calidad, hacer que algo encaje (muebles, textiles, ensamblaje), la supervision, la
seguridad y la resolucién de problemas. Por su parte, Straesser (2015) recoge que los
conocimientos matematicos especificos como el teorema de Pitdgoras pueden ser
relevantes para los trabajadores del metal y los carpinteros que trabajan en el sector
de la construccion, sin embargo, la geometria raramente se utiliza en el comercio y
la administracién.

La sociedad actual, altamente tecnolégica, demanda destrezas diferentes a las que
eran necesarias durante la Revolucién Industrial (Redmer y Dannath, 2020), entre
ellas el pensamiento critico, la resoluciéon de problemas y la toma de decisiones
(Jang, 2016). Estas destrezas requieren, en variedad de contextos, la aplicacion de
conocimiento matematico para expresar situaciones matematicamente y desarrollar
distintas estrategias de resolucion (Jang, 2016; Kilbrink y Bjurulf, 2013; Lindberg y
Grevholm, 2013). Este conocimiento incluye generalmente a la aritmética e incorpora
en funcion de la profesion contenidos de geometria, medida o estadistica (Bakker et
al., 2011; FitzSimons, 2001; Lindberg y Grevholm, 2013; Salé i Nevado y Pehkonen,
2018; Straesser, 2015). Profesionales de la ebanisteria, el maquillaje y la peluqueria
utilizan conocimientos geométricos como trigonometria, area, volimenes, proyec-
ciones y proporciones. Por ejemplo, para hacer prototipos a escalas (Cuendet et al.,
2014; Sal6 1 Nevado y Pehkonen, 2018), para lograr un efecto simétrico del rostro
cuando se aplican técnicas de maquillaje (Boistrup y Hillback, 2021), para realizar
un peinado con tizos o para calcular el volumen del champu y estimar el coste de un
lavado (Boistrup y Hillback, 2021; Frejd y Muhrman, 2020). En muchas ocasiones
las matematicas aparecen mediadas por la tecnologia, tanto para el uso de instru-
mentos de medida como para enfrentarse a graficos estadisticos (Bakker et al., 2011;
Frejd y Muhrman, 2020). Por ejemplo, la hoja de célculo interviene en el analisis de
la calidad de un producto quimico (Bakker et al., 2011), as{ como en la estimacion
del coste de un lavado de pelo (Frejd y Muhrman, 2020). A veces es necesaria una
tecnologia mas avanzada que posibilite la toma de datos, como en el caso del analisis
de un producto quimico (Bakker et al., 2011).

Por otro lado, existen discrepancias sobre la importancia de las matematicas en
la FP. Una parte del personal investigador, el profesorado y el personal trabajador
reconoce la necesidad de una formaciéon matematica solida para garantizar el éxito
en el desempefio profesional (FitzSimons, 2015; Gongalves et al., 2018; Jorgensen,
2020; Redmer y Dannath, 2020; Sal6 i Nevado y Pehkonen, 2018). Bynner y Parsons
(1998) mostraron de hecho que el personal con una baja competencia matematica
tiene mas dificultades para encontrar un empleo estable, estando ocupados de media
durante menos tiempo. Existen también evidencias de que poseer conocimientos
matematicos mas avanzados ayuda a resolver problemas de manera mas eficiente,
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sin malgastar tiempo ni recursos, en profesiones como la de ebanista (Sal6 i Nevado
y Pehkonen, 2018). Las personas capaces de aplicar sus conocimientos matematicos
obtienen mejores resultados en el mundo laboral e incluso una mayor autonomia,
segin Boistrup y Hillback (2021) y Sal6 i Nevado y Pehkonen (2018), que identifi-
caron también que aquellas con baja cualificacién en matematicas recurrian a otras
para ejecutar determinados pedidos.

No obstante, hay quien no percibe la relevancia de esta disciplina en la formacién
profesional, incluido personal académico en el area de educacion matematica (Bakker
etal., 2011; FitzSimons, 2014; Lindberg y Grevholm, 2013). Esto podtia deberse, entre
otros factores, a una falta de conocimiento de las complejidades de los trabajos que
exigen matematicas (FitzSimons, 2014; Sal6 i Nevado y Pehkonen, 2018), asi como a
una falta de identificacién de la disciplina (Bakker et al., 2011; Lindberg y Grevholm,
2013; Sal6 i Nevado y Pehkonen, 2018; Straesser, 2015). En este sentido, Bakker et
al. (2011) y Sal6 i Nevado y Pehkonen (2018) observaron que algunos trabajadores
expresaron que unicamente utilizaban conocimientos de quimica y ebanisteria, res-
pectivamente, sin percibir que también empleaban matematicas.

FORMACION MATEMATICA EN LA FP

El alumnado de la FP representa una muestra singular. No es esta la via seguida
tradicionalmente por el grupo de mayor éxito académico en la etapa de secundaria
(Berger, 2012; Koreshnikova et al., 2018; Rosvall et al., 2017; Weileno et al., 2010).
Generalmente, se asume que la transicién de la formacién académica, que incluye la
secundaria obligatoria y en ocasiones bachillerato, a la profesional no supone ningin
problema para los estudiantes. De esta forma, las matematicas que se aprenden a lo
largo de la formacién obligatoria serian facilmente aplicadas en etapas postetiores
(FitzSimons, 2014). Sin embargo, una investigacion reciente de Blanco y Franco-Ferreira
(2021) revel6 que profesorado de FP de grados superiores encuentra dificultades para
instruir a los estudiantes debido a sus carencias en matematicas. Resultados similares
arrojo la investigacion de Kilbrink y Bjurulf (2013) con personal docente y supervi-
sores de practicas en Suecia. Este hecho podria influir en la instruccién que se ofrece,
como sugieren Suarez Salas y Celis Guzman (2021), que insintan que los profesores
plantean un nimero escaso de situaciones que requieren demandas cognitivas altas
debido a la percepcién que tienen del conocimiento matematico de los estudiantes.

Diferentes estudios han identificado carencias relacionadas con la falta de conoci-
miento matematico elemental (Blanco y Franco-Ferreira, 2021; Ewing, 2017; Kilbrink
y Bjurulf, 2013; Jorgensen, 2020; Voss et al., 2021), la incapacidad para aplicar las
matematicas en contexto (Blanco y Franco-Ferreira, 2021; Kilbrink y Bjurulf, 2013;
FitzSimons y Boistrup, 2017), y la baja disposicion hacia la disciplina (Berger, 2012;
Blanco y Franco-Ferreira, 2021; Dalby y Noyes, 2015; Kelly, 2019). Estas tres carencias
son normalmente manifestadas en las personas que estudian FP superior segin su
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perfil académico, como se vera en el apartado 5. En este sentido, FitzSimons (2014)
sugiere un replanteamiento de las vias de acceso a la formacién profesional para
lograr un buen desempefio profesional.

En lo que respecta a la idoneidad de asignaturas exclusivamente de matematicas
en la formacién profesional, esta ha sido cuestionada por algunos investigadores.
Segun Weilleno et al. (2016), por ejemplo, la competencia matematica de estudiantes
alemanes matriculados en un curso de formacion prevocacional no cambi6 tras cursar
durante un afio matematicas. En ocasiones se sugiere que el éxito en estas asignaturas
esta relacionado con la metodologia de ensefianza seguida (Dalby, 2021), y mas en
concreto con el rol que desempefia el profesorado. Las asignaturas de matematicas
suelen ser impartidas con una percepcion poco practica de la disciplina, dominando
las clases expositivas y los consecuentes ejercicios con lapiz y papel (Dalby y Noyes,
2015; Lindberg y Grevholm, 2013). La instruccién del profesorado fomenta ademas
un numero insuficiente de oportunidades para generar interacciones que requieren
un nivel cognitivo alto (Rosvall et al., 2017; Sudrez Salas y Celis Guzman, 2021). En
algunas ocasiones se estimula la colaboracion entre el profesorado de matematicas y
el de otra asignatura de la formacién profesional, de manera que este Gltimo se centra
en las actividades practicas, y el de matematicas en destacar los aspectos matematicos
de estas actividades (Boistrup y Hillback, 2021; Frejd y Muhrman, 2020).

Las matematicas en la FP de otros paises

La integracion de los estudios de matematicas dentro de la formacion profesional
en cada paifs es muy dispar. Hay paises, como Suecia o Noruega, que incluyen pro-
gramas especificos de matemadticas, mientras que hay otros como Brasil en los que se
integran esencialmente de forma transversal. Hay que tener en cuenta, ademas, que en
algunos de ellos existe la posibilidad de acceder a estudios superiores universitarios
a través de ciclos formativos, por lo que se pone énfasis en alcanzar una formacion
matematica académica que permita este paso. Esta disparidad tanto de enfoque como
de tratamiento curricular dificulta la realizacion de un analisis global. A continuacion,
se presenta una pequefla muestra de diferentes modelos de enseflanza matematica
integrada en estudios de formacion profesional en varios paises que permite observar
fortalezas y debilidades de cada uno de los modelos presentados.

La formacion profesional sueca cubre tanto conocimientos especificos de la profesion
en cuestién como conocimiento general de asignaturas como inglés y matematicas
(Boistrup y Hillback, 2021). La asignatura de matematicas, con 100 horas de duracién,
tiene un objetivo doble: preparar a los estudiantes para la ocupacioén que ejerceran
en el futuro y formarlos para la educacién superior (Frejd y Muhrman, 2020). Las
matematicas que se imparten se basan en las de la educacién obligatoria y dependen
del programa formativo que se siga (Lindberg y Grevholm, 2013). Aunque hasta 1994
los estudiantes eran formados por profesores de formacion profesional, actualmente
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las matematicas son impartidas por profesores de matematicas (Rosvall et al., 2017).
En algunos centros, el profesor de matematicas y el de formaciéon profesional co-
laboran impartiendo una clase una vez a la semana (Boistrup y Hillback, 2021). En
Noruega, se sigue un esquema similar al sueco, se cursan tres tipos de asignaturas:
académicas, vocacionales y especificas. Las matematicas se incluyen dentro de las
académicas el primer aflo y deben estar relacionadas con el programa de formacion
profesional (Hiim, 2020; Sundtjonn, 2021). El primer afio de formacién profesional
se cursa uno de los nueve programas que conducen a una variedad de profesiones
dentro de cada campo y el segundo afio permite especializarse en una profesion
especifica (Hiim, 2020). Ademas, en el curriculo de educacién secundaria noruego
se incluyen optativas en las que se percibe la posibilidad de orientar a los estudiantes
hacia la formacion profesional. En concreto, en todos los centros de secundaria se
ofrece una asignatura sobre el mundo del trabajo. Esta asignatura pretende que los
estudiantes adquieran conocimiento acerca de las profesiones y desarrollen tareas
profesionales de diferentes ocupaciones que producen servicios y productos. Ademas,
hay otras asignaturas optativas orientadas a la formacion profesional que pueden ser
propuestas (Luimes y Karseth, 2019).

Dalby y Noyes (2018, 2022) recogen el interés politico en Inglaterra por mejorar
la formacién matematica de estudiantes en la formacién profesional. Los estudiantes
que hayan obtenido una calificacién menor o igual que 4 sobre 9 en matematicas en
la evaluacién nacional (Certificado General de Educacion Secundaria) deben cursar
una asignatura de matematicas en la formacién profesional. El objetivo de esta ma-
teria de matematicas es volver a examinarse de la prueba general de secundaria. Por
otra parte, los sindicatos obreros ofrecen programas de formacion en matematicas e
inglés dirigidos a trabajadores poco cualificados y socialmente desfavorecidos (Kelly,
2019). En linea con las demandas de la sociedad actual, estos programas promueven
el aprendizaje colaborativo, separandose del enfoque tradicional que impera en los
colegios, donde las matematicas, al igual que la lengua, no son consideradas como
una disciplina aislada, sino que estan contextualizadas en el mundo laboral.

La formacion profesional en Brasil basa su curriculo en la interdisciplinariedad con
el fin de superar la fragmentacién de contenidos e integrarlos para la consecucion
de competencias relacionadas con el médulo laboral. Asi, las matematicas aparecen
en diferentes materias como base tecnoldgica para alcanzar los objetivos de estas,
o si aparecen como materias individuales se muestran especificamente relacionadas
con las competencias del médulo correspondiente (Gongalves y Pires, 2014; da Silva
Pimentel et al., 2021). Al no aparecer como materia independiente, en muchas ocasio-
nes esta impartida por profesores sin una profesion especificamente matematica. De
hecho, la formacion del profesorado varfa desde personas con formacién académica
en matematicas y en didactica hasta personas sin formacion académica, pasando por
profesorado que proviene de carreras técnicas o de formacion profesional (da Silva
Pimentel et al., 2021). A pesar de que existen indicios que indican que el profesorado
con formacién estrictamente matematica se aleja del principio basico de interdisci-
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plinariedad (Gongalves et al., 2018), también se encuentra profesorado que si enfoca
sus programaciones en este sentido (da Silva Pimentel et al., 2021).

Debido a la organizacién sociopolitica estadounidense, en la que los estados actian
en muchos aspectos de forma independiente unos de otros, su sistema educativo esta
fuertemente descentralizado, sin un curriculum global para todo el pais (Gongalves
et al., 2018). En el afio 2010 las autoridades educativas federales establecieron unas
directrices curriculares para los dltimos cursos de la educacién preuniversitaria (high
school), dentro de los que se encuadra la career and technical education (CTE), o
formacion profesional en EE. UU. (Gongalves et al., 2018, Asunda et al., 2015). Estas
directrices, Common Core State Standards conocidas por sus siglas CCSS, marcan
objetivos globales sobre el aprendizaje de las matematicas y la lengua inglesa, haciendo
hincapié en aspectos competenciales y aplicados. L.a mayoria de los estados se adhirieron
a las CCSS (Asunda et al., 2015), con lo que la integracién de las matematicas en los
curriculos de los estudios CTE se cohesionan esencialmente a través de ellas. Asi, el
trabajo de los contenidos matematicos se da de manera transversal y poniendo énfasis
en tareas de tipo modelizacion (Gongalves et al., 2018). Sin embargo, y dado que los
estudios CTE dan acceso a la educacion superior, estas tareas deben resaltar la conexion
con las matematicas académicas. Puesto que el profesorado de los estudios CTE ha-
bitualmente no esta especializado en matematicas, se aconseja una colaboracion entre
éste y especialistas en educacion matematica. Ademds, para llevar a cabo el proceso de
enseflanza-aprendizaje de las matematicas se sugiere una metodologia, Math-in-CTE,
similar al enfoque STEAM en este tipo de enseflanzas (Asunda et al., 2015).

Los parrafos anteriores han puesto de manifiesto que, a pesar de la gran disparidad
de sistemas educativos y del tratamiento del conocimiento matematico, en todos los
paises analizados existe la caracteristica comun de buscar su enseflanza desde y para
los médulos especificos de formacién profesional.

LAS MATEMATICAS EN LA ESTRUCTURA DE LA FP ESPANOLA

La finalidad de la Formacién Profesional en el sistema educativo es “preparar al
alumnado para la actividad en un campo profesional y facilitar su adaptacion a las
modificaciones laborales que pueden producirse a lo largo de su vida, contribuir a su
desarrollo personal y al ejercicio de una ciudadania democratica y pacifica, y permitir
su progresion en el sistema educativo, en el marco del aprendizaje a lo largo de la
vida.” (LOMLOE, 2020, p. 122900). En el Real Decreto 217/2022 se recoge que el
desarrollo curricular de las matematicas debe prestar especial atencién a la adquisicion
de las competencias clave establecidas en el perfil de salida del alumnado al término de
la ensefianza basica, siendo las lineas principales en la definicién de las competencias
especificas de matematicas la resolucion de problemas y las destrezas socioafectivas, y
proponiéndose para su adquisicién la movilizacion de un conjunto de saberes basicos
que se estructuran en torno al concepto de sentido matematico, y se organizan en
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dos dimensiones: cognitiva y afectiva. Los sentidos se entienden como el conjunto de
destrezas relacionadas con el dominio en contexto de contenidos numéricos, métricos,
geométricos, algebraicos, estocasticos y socioafectivos, y permiten emplear los saberes
basicos de una manera funcional, proporcionando la flexibilidad necesaria para establecer
conexiones entre ellos, bajo una idea de competencia matematica que significa poseer
habilidad para comprender, juzgar, hacer y usar las matematicas en una variedad de
contextos intra- y extra-matematicos y situaciones en las que las matematicas pueden
tener protagonismo (Caraballo et. al, 2013; Niss, 1999).

La LOMCE (2013), en relacién con la Formacion Profesional, se propuso como
objetivo revitalizar la opcién del aprendizaje profesional e introdujo una mayor fle-
xibilidad en el acceso y en las relaciones entre los distintos subsistemas de la FP. Se
crea un nuevo titulo, la Formacién Profesional Basica (FPB) de dos afios que sustituye
a los programas de Cualificacion Profesional Inicial anteriores. Se mantienen los ci-
clos de Grado Medio y Grado Superior, con una organizacién modular que integra
los contenidos tedrico practicos adecuados a los diversos campos profesionales y se
incluye como novedad la Formacién Profesional Dual (FPD), que alterna la distribu-
cién horaria entre el centro educativo y la empresa. Los titulos y los curriculums de la
FP estan referidos al Catalogo Nacional de Cualificaciones Profesionales INCUAL)
y la mayoria son curriculos de la LOE del 2006, que no sufrieron variacién con la
LOMCE. Todos los ciclos tienen una duracién de dos afios y se puede acceder a los
ciclos de Grado Medio desde la ESO, la Formacién Profesional Basica y por prueba
de acceso y a los ciclos de Grado Superior desde el Bachillerato, desde los Ciclos de
Grado Medio y por prueba de acceso. En la Figura 1 se muestra el organigrama de
las vias de acceso para los ciclos formativos de Grado.

Titulo de Bachiller
Bachillerato

Titulo de
Graduado Eso

il N I

* EE Académicas o Aplicadas

Titulo de FP Basica Titulo de Técnico

Ciclos Formativos de -

Titulo de Téchico Superior

O>»0—-—0aAam< —ZC

H

Ciclos Formativos de Ciclos Formativosde

FP Basica

; Grado Superior de
Grado Medio de FP = F
Examende accesoa Examende accesoa
Grado Medio Grado Superior

Figura 1. Organigrama de las vias de acceso a los Ciclos Formativos de Grado
(Blanco y Franco-Ferreira, 2021, p. 156)

En el caso de la FPB, se trata de una medida dirigida a alumnado de entre 15y 17
afios que, habiendo cursado tercero de ESO o, excepcionalmente, segundo, estd en
riesgo de fracaso escolar o haya fracasado, con una doble finalidad: facilitar su pet-
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manencia en el sistema educativo y ofrecer mayores posibilidades para su desarrollo
personal y profesional. Hablamos por tanto de un colectivo especialmente vulnerable
que esta practicamente ante su ultima oportunidad formativa para una insercion
laboral efectiva (Sarceda-Gorgoso y Barreira-Crujeiras, 2021). Para contribuir a que
el alumnado adquiera o complete las competencias clave, los ciclos de FPB incluyen,
ademas de los médulos de Formacion Profesional especifica, médulos de formacion
basica de caracter general. Estos son el Médulo de Ciencias Aplicadas I en el primer
curso, y el Médulo de Ciencias Aplicadas II en el segundo curso. Al principio de cada

uno de estos modulos se incorporan los contenidos de matematicas que se detallan
en la Tabla 1.

Tabla 1. Contenidos matematicos de los médulos de ciencias aplicadas

MODULO CIENCIAS APLICADAS I

Resolucion de problemas mediante operaciones basicas

Reconocimiento y diferenciacion de los distintos tipos de numeros. Representacion en la
recta real.

Utilizacion de la jerarquia de las operaciones
Interpretacion y utilizacién de los numeros reales y las operaciones en diferentes contextos.
Propotcionalidad directa e inversa.

Los porcentajes en la economia

Resolucion de ecuaciones sencillas

Progresiones aritméticas y geométricas.

Traduccion de situaciones del lenguaje verbal al algebraico.
Transformacioén de expresiones algebraicas.

Desarrollo y factorizacion de expresiones algebraicas.
Resolucion de ecuaciones de primer grado con una incégnita.

MODULO CIENCIAS APLICADAS II

Resoluciéon de ecuaciones y sistemas en situaciones cotidianas

Transformacion de expresiones algebraicas.

Obtencion de valores numéricos en férmulas.

Polinomios: raices y factorizacion.

Resolucién algebraica y grafica de ecuaciones de primer y segundo grado.

Resolucién de sistemas sencillos.
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Realizacion de medidas en figuras geométricas

Puntos y rectas.

Rectas secantes y paralelas.

Poligonos: descripcion de sus elementos y clasificacion.
Angulo: medida.

Semejanza de triangulos.

Circunferencia y sus elementos: calculo de la longitud.

Interpretacion de graficos

Interpretacion de un fenémeno descrito mediante un enunciado, tabla, grafica o
expresion analitica.

Funciones lineales. Funciones cuadraticas.

Estadistica y calculo de probabilidad.

Uso de aplicaciones informaticas para la representacion, simulacion y analisis de

la grafica de una funcion.

LA COMPETENCIA MATEMATICA EN LOS CicLOS SUPERIORES: UN EJEMPLO DIAGNOSTICO

En la seccién 3 se ha dado una breve panoramica sobre la investigacién en ma-
tematicas en diversas profesiones. La mayor parte de los estudios se han centrado
en profesiones que requieren de un titulo de FPB o de Grado medio, sin abordar
aquellas situaciones que requieren profesionales de Grado Superior. También se
ha visto que la estructura de la FP en Espafia no contempla formaciéon matematica
especifica ni en los ciclos de Grado Medio ni en los Ciclos de Grado Superior (Sec-
cién 4.2). Debido al nimero tan elevado de familias profesionales y médulos dentro
de cada una no sera posible detallar en este espacio las matematicas que necesitan
cada uno de ellos. En lo que sigue, a modo de ejemplo, se presentara dos estudios
que tratan de poner en relieve la competencia matematica de los estudiantes de
Ciclos Superiores de FP, uno desde la percepcion de los profesores y otro desde
la autopercepcion de los estudiantes. Para poder entender esta competencia se ha
relacionado con la via de acceso a la que acceden los estudiantes a los ciclos de
Grado Superior. El acceso a los ciclos de Grado Superior se puede realizar desde el
Bachillerato, desde los Ciclos de Grado Medio y por prueba de acceso (Ver figura
1 en la seccién 4.2).
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Percepcién de la competencia matematica por el profesorado

El primer estudio (Blanco y Franco-Ferreira, 2021) aborda la percepcion del pro-
fesorado de FP sobre la competencia matematica con la que llega el alumnado a los
Ciclos Superiores, centrado en el nivel de competencia en funcién de la via de acceso
a dichos ciclos y en los conocimientos y destrezas matematicas previas que requieren
los distintos médulos formativos. Se realizaron entrevistas semiestructuradas al pro-
fesorado de un médulo de primer curso de cada uno de los ocho ciclos superiores
de FP que se imparten en el CIFP Politécnico de Santiago de Compostela (Tabla 2).

Tabla 2. Médulos analizados en Blanco y Franco-Ferreira (2021)

Ciclo Superior Moédulo

Sistemas Electrotécnicos Sistemas y Circuitos Eléctricos

Técnicas y Procesos en
Sistemas de Telecomunicacion e Informaticos
Infraestructuras de Telecomunicacion

Automatizaciéon y Roboética Industrial Sistemas de Potencia

Mantenimiento Electrénico Circuitos Electronicos Analégicos
Construcciones Metalicas Disefio de Construcciones Metalicas
Disefio y Amueblamiento Representacion en Carpinterfa y Mobiliario

Muestreo y Preparacion de la
Laboratotio de Anilisis y Control de Calidad
Muestra

Automocion Motores Térmicos y sus Sistemas Auxiliares

Los profesores consideran que solo el 30% tendria una base tedrica adecuada
para lo que exige el médulo. El punto mas alarmante lo encuentran en que un 20%
de los estudiantes posee conocimientos y destrezas muy bajas en calculo mental y
operaciones basicas, resolucion de ecuaciones y utilizaciéon y conversioén de unida-
des de medida. Este alumnado procede principalmente de Ciclos Medios, habiendo
recibido su ultima formacién matematica en la ESO. También se aprecia una ca-
rencia importante de conocimientos avanzados necesarios en los médulos Sistemas
y Circuitos Eléctricos, Sistemas de Potencia, Disefio de Construcciones Metalicas,
Motores térmicos y sus sistemas auxiliares; y Circuitos Electrénicos Analégicos como
numeros complejos o calculo integral y diferencial. Los estudiantes procedentes del
Bachillerato conocen esos conceptos muy por encima, sin saber su aplicacién real
para manejarse con soltura. Los estudiantes que provienen de Ciclos Medios no los
han dado y en la prueba de acceso no se exigen. Atendiendo a la via de acceso y con
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respecto a contenidos tedricos, los profesores sitian primero a los procedentes del
Bachillerato, después los de los Ciclos Superiores, seguido de los de las pruebas de
acceso y por dltimo los de Ciclos Medios. Sin embargo, los profesores resaltan que
son los estudiantes de otros Ciclos Superiores y Medios los que tienen mayor des-
treza a la hora de aplicar conceptos y procedimientos matematicos en las cuestiones
practicas y en los talleres y laboratorios. El alumnado procedente del Bachillerato
domina la teotfa, pero tienen grandes dificultades para aplicar esos conocimientos
en situaciones concretas y con problemas reales.

Las respuestas de los profesores apuntan a que hay un porcentaje alto de estudian-
tes que acceden a la FP pensando que no van a necesitar las matematicas y que se
desmotivan al encontrarse con problemas que requieren procedimientos largos o al
ver que no tienen o no recuerdan los conocimientos necesarios para su resolucion.
Los estudiantes de Bachillerato son a los que mas les gustan las matematicas y tienen
una mejor predisposicion hacia ellas, seguidos los que acceden desde otros Ciclos
Superiores, a continuacion, los que acceden por prueba de acceso y, por ultimo, los
de Ciclos Medios. Sustentando la investigacién de Cents-Boonstra et al. (2019), los
profesores consideran que, en general, el alumnado no otorga importancia a las mate-
maticas y que no se motivan hasta que ven la aplicacion y utilidad en su vida laboral,
sobre todo a través de las practicas realizadas. El profesorado subraya de manera
unanime la importancia de la competencia matematica durante la formacioén y, mas
adn, en el desempefio laboral. Justifican su respuesta en base al soporte matematico
del que precisan las profesiones técnicas y tecnologicas y al continuo cambio al que
estas estan sometidas, cuya repercusion se plasma también en la enseflanza superior.

Autopercepcién de la competencia matematica del alumnado

El estudio de Blanco y Franco-Ferreira (2021) se ha completado con otro para-
lelo sobre la autopercepcion de la competencia matematica de los estudiantes que
accedieron a los ciclos superiores. La muestra estuvo formada por 20 estudiantes,
todos hombres, del médulo de Circuitos Eléctricos y Electronicos, de primer curso
del Ciclo Superior de Sistemas Electrotécnicos, del CIFP Politécnico de Santiago
de Compostela. Para ello se disefié un cuestionario tipo Likert (escala 1 a 5) con 19
items enfocados a recoger informacién sobre la autopercepcion hacia las matema-
ticas y la opinién del papel de las matematicas en el desarrollo profesional propio,
29 enfocados a la autopercepcion de la competencia matematica en relacién con los
contenidos del médulo formativo, agrupados en 4 bloques: nimeros complejos, fun-
ciones sinusoidales, derivadas e integrales, y algebra de Boole y cédigos. La recogida
de datos se hizo de forma anénima el primer dia de clase del médulo.

La importancia de estos conocimientos matematicos avanzados se puede ver en
la tecnologia y en la industria. Por ejemplo, los nimeros complejos, las derivadas e
integrales son necesarias en los calculos de circuitos eléctricos de corriente alterna
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y campos electromagnéticos. Los numeros complejos intervienen en el lenguaje para
describir las sefiales y las herramientas para analizarlas. Las funciones sinusoidales jue-
gan un papel muy importante en areas de ciencia y tecnologia como la electricidad, la
electronica, las comunicaciones, la acustica, los sistemas de generacion y distribucion
de energfa, el control de procesos quimicos y el procesamiento de voz. Las magnitudes
eléctricas (voltaje, intensidad, diferencia de potencial) que caracterizan a los elementos
de un circuito de corriente alterna, se expresan utilizando la notacién exponencial de
los nimeros complejos, para definir sus amplitudes y sus desfases relativos, facilitando
considerablemente el calculo y dimensionamiento de las propiedades del circuito. Se
emplean operaciones algebraicas con fasores o vectores que representan dichas mag-
nitudes. Las derivadas se utilizan en campos tan diversos como la fisica, la electricidad,
la electrénica y la quimica ya que permiten evaluar la evolucion y cambio de muchos
fenémenos fisicos mediante las funciones que los describen (velocidad, aceleracion,
flujos y concentracion) respecto a las variables de las que dependen (tiempo, espacio,
etc.). Asi, se puede calcular sus maximos y minimos, sus intervalos de crecimiento o
decrecimiento y buscar puntos 6ptimos. Las integrales se emplean para calcular areas y
volimenes, para analizar circuitos RLC, para calcular el valor medio de una sefial en un
intervalo de tiempo, pata el tratamiento digital de sefiales (mediante la Transformada de
Fourier), para calcular la densidad y la masa de materiales, la densidad de carga eléctrica,
etc. Los cédigos y sistemas de numeracion (binario, octal, decimal, hexadecimal, BCD)
son esenciales en computacion, electrénica digital e informatica, en microprocesadores
y microcontroladores. Por ultimo, el dlgebra de Boole se emplea ampliamente en el
analisis y disefio electronico, sistemas operativos, comunicaciones, procesos industriales
y sistemas automatizados y de control.

Atendiendo a la distribucién segun las vias de acceso se tiene que el 50% de los
estudiantes accedieron al Ciclo Superior directamente desde un Ciclo Medio, el
35% desde el Bachillerato y un 15% del alumnado aprobé las pruebas de acceso. En
cuanto a los contenidos especificos de matematicas para la asignatura, ninguno de
los estudiantes tiene un dominio alto de las funciones sinusoidales, siendo los de la
prueba de acceso los que menos saben. Los estudiantes de Bachillerato consideran
que dominan mas el calculo diferencial que el integral y esa tendencia se da también
en los de Grado Medio que tienen alguna nocién de lo que han necesitado y usado en
los médulos que cursaron anteriormente. Los del examen de acceso no conocen esos
contenidos. No ocurre lo mismo en los bloques de Algebra de Boole y de cédigos
de numeracién, donde los estudiantes provenientes de Ciclo Medio se consideran los
que mas saben siguiéndoles los de la prueba de acceso y Bachillerato. En general, el
35% de los estudiantes considera que sabe poco de matematicas, un 45% que sabe
algo, un 15% que bastante y s6lo un 5% sabe mucho. En cuanto a la autoeficacia y
a la calidad de la ensefianza recibida, los estudiantes de Bachillerato se encuentran
en primer lugar seguidos de los de la prueba de acceso y, por ultimo, los de Grado
Medio. Es de destacar que el 95% cree que necesita que le repasen los conocimientos
matematicos necesarios para la asignatura.
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Contrastando la percepcion de los profesores con la autopercepcion de los es-
tudiantes, los resultados generales muestran que la competencia matematica de los
estudiantes que acceden a los Ciclos Superiores de Formacion Profesional, en los
casos analizados, se caracteriza por situar a los estudiantes de Bachillerato con mejor
base tedrica, incluyendo conceptos matematicos avanzados, pero sus conocimientos
son muy mecanicos y tienen bastantes dificultades para ver su aplicacion real y utili-
zarlos para resolver problemas de las asignaturas técnicas. Los estudiantes de otros
Ciclos Superiores y Ciclos Medios se manejan mejor aplicando las matematicas en
situaciones reales, aunque sus conocimientos no son ni tan sélidos ni tan avanzados.
Los de la prueba de acceso no conocen gran parte de los contenidos que necesitan
los médulos de los Ciclos Superiores.

El punto mas alarmante se encuentra en que el 20% de los estudiantes tienen
dificultades importantes en el calculo mental, operaciones basicas, resolucién de
ecuaciones y utilizacion y conversion de unidades de medida. Este alumnado procede
principalmente de Ciclos Medios que solo han recibido formacién matematica en
la ESO. Se aprecia una carencia considerable en las dreas de nimeros complejos y
calculo diferencial e integral. Los que provienen de Bachillerato algunos lo han dado
por encima y nunca en profundidad para manejarse con soltura, y los que vienen de
Ciclos Medios o prueba de acceso no los han visto nunca.

Estas carencias traen como consecuencia la necesidad de realizar un esfuerzo
adicional para paliar esas lagunas matematicas, tanto por parte del profesorado como
de los estudiantes. La mayoria de los profesores deciden invertir una o dos semanas
al inicio del médulo para explicar los conceptos matematicos que van a necesitar
y que se supone que los estudiantes deberian tener adquiridos anteriormente. Esta
situacion reduce el tiempo dedicado a aspectos especificos del médulo de aprendizaje
ademas de poner a los profesores en la tesitura de explicar contenidos matematicos
sin conocimientos didactico-disciplinares especificos. En algunos casos esta carencia
trata de cubrirse proporcionando manuales de referencia y ejercicios para el tiempo
de trabajo auténomo de los estudiantes.

Por su parte, los estudiantes tienen que hacer un esfuerzo adicional en conocimientos
matematicos que desconocen y asimilatlos en poco tiempo para poder centrarse en el
aprendizaje de los contenidos propios del médulo y del ciclo que estan estudiando. Los
profesores centran su atencion en proponer un aumento de la exigencia matematica
en los Ciclos de FPB y en el Bachillerato en el sentido de competencia matematica,
orientando la formacion hacia situaciones reales, auténticas y contextualizadas, que
fomenten el aprendizaje significativo y el aprender a aprender.

PERSPECTIVAS DE FUTURO Y ORIENTACIONES

Echeverria y Martinez (2019) han analizado el desarrollo de la produccién cien-
tifica publicada en el territorio nacional sobre la Formacién Profesional Inicial del
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sistema espafiol, desde el perfodo anterior a la crisis financiera (2005) hasta el inicio
de la recuperacion (2017). Entre los temas urgentes que no se estan abordando y que
requieren una investigacién mas profunda se encuentran la mejora de la formacién
y el desarrollo profesional del profesorado de FP, soluciones para los jévenes des-
motivados en la FP y la prevencién del abandono escolar de FP.

Con respecto al primero de ellos, autores como Lorente Garcfa (2015), Patfs
Mafias et al. (2014), Ros-Garrido y Marhuenda-Fluixa (2019) y Tejada Fernandez
(2012) consideran fundamental que la FP cuente con un profesorado formado y
continuamente actualizado. Ros-Garrido y Marhuenda-Fluixa (2019) indican que un
problema importante de la FPB tiene que ver con que la formacion del profesorado
es académica y no profesional, lo que tiende a ampliar la distancia que existe entre la
educacioén y el trabajo, a pesar de los esfuerzos que se han realizado para recortarla,
como la formacién en alternancia y la formacién en el lugar de trabajo. El problema
se extiende también al otro lado en la FP no formal, en donde lo que ocurre es lo
contrario y la experiencia es a menudo el sustituto de una educaciéon adecuada y de
una buena cualificacion.

Desde la perspectiva particular de las matematicas, la idea es romper con el caracter
academicista que impera en las clases. Segun Dalby y Noyes (2015), las clases de ma-
tematicas en la formacién profesional que siguen un enfoque tradicional no motivan
a los estudiantes, que necesitan ver la aplicabilidad de las matematicas que estudian
(Berger, 2012; Frejd y Muhrman, 2020). Por tanto, el profesorado debe proponer
actividades que muestren la utilidad de la disciplina, evidenciando los vinculos entre
lo que se aprende en las aulas y lo que se requiere en el lugar de trabajo (Berger,
2012), y tal entendimiento podtia lograrse a través de actividades que promuevan la
integraciéon de contenido de distintas disciplinas (Bakker et al., 2011; Dalby, 2021;
Diego-Mantecén et al., 2019; Gongalves y Pires, 2014). Las actividades integradas,
como las actividades STEAM, pueden favorecer este aspecto ya que posibilitan la
reproduccién de condiciones reales en situaciones concretas (Diego-Mantecédn et
al., 2021a, 2021b, 2022) y ademas han mostrado que pueden llegar a modificar las
actitudes de estudiantes de secundaria hacia las matematicas, ademas de motivarlos en
el proceso de aprendizaje (Diego-Mantecon et al., 2019). Dichas actividades permiten
ademas incorporar la tecnologia, aspecto recomendado en la formacién profesional
por Cuendet et al. (2014), LaCroix (2014), y Lee (2020) con el objetivo de adquirir
conocimientos matematicos complejos. Como advierten Gongalves y Pires (2014), la
implementacion de la educacién integrada en la formacion profesional no es directa,
al igual que en otras etapas educativas y requiere formar al profesorado y dotarlo de
recursos educativos. Algunos estudios de la formacién profesional han tratado de
establecer relaciones entre el entorno de aprendizaje y el aprendizaje de las matemati-
cas. Los estudiantes puede que contextualicen las matematicas mejor cuando realizan
actividades en espacios que simulan el lugar de trabajo (Dalby y Noyes, 2015; Frejd
y Muhrman, 2020; Sal6 i Nevado y Pehkonen, 2018), y que ademads se implementan
en grupo (Frejd y Muhrman, 2020; Kelly, 2019).
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Las directrices anteriores no implican que el conocimiento enseflado a lo largo de
la formacion profesional deba estar orientado exclusivamente hacia la aplicacion de
las matematicas, sino que se deben considerar los aspectos emocionales junto a los
tedricos para atender a la desmotivacion (Berger, 2012; Jorgensen, 2020; Sal6 i Neva-
do y Pehkonen, 2018). El aprendizaje de las matematicas no debe ser solo estimulado
en el centro educativo, sino también durante la estancia en el lugar de trabajo donde
culminara la formacién (Kelly, 2019; LaCroix, 2014). Dirigiendo la mirada a la FPB, el
estudio de Sarceda-Gorgoso et al. (2017), en el que se realiza un diagnéstico de su con-
tribucién para paliar el fracaso escolar, concluye que este objetivo no se alcanza. Entre
otras evidencias, se constata que en la transicion de 1° a 2° se pierde a practicamente la
mitad del alumnado. En lo que respecta al médulo cientifico-matematico, es plausible
pensar que su caracter academicista, continuista respecto a la dinamica de la ESO en la
que el alumnado que acoge ha fracasado, tenga que ver en buena parte con ello. Parece
claro en este caso, mds aun si cabe, la necesidad (y la oportunidad) de aprovechar el
caracter interdisciplinar del médulo para desarrollar propuestas STEM que permitan
tanto promover las competencias del alumnado como mejorar sus afectos hacia las
matematicas y las ciencias, y el propio sistema educativo. En esta linea, experiencias
como la del programa de estimulo matematico con adolescentes en riesgo de exclusion
social de Blanco et al. (2021) pueden ser aprovechadas.

En particular, se debe incidir en la necesidad de implementar directrices encamina-
das a favorecer la afectividad de las chicas y las nifias en las materias STEM, y en las
matematicas en particular (UNESCO, 2019). Es destacable sefialar que las directrices
metodolégicas encaminadas a acortar la brecha de género y favorecer la afectividad
son coherentes con las sefialadas para el tratamiento de las matematicas en la FP:
presentarlas de modo aplicado, mediante aprendizaje colaborativo y fomentando la
autonomia del alumnado (Dalby y Noyes, 2015; FitzSimons, 1997). Otro aspecto
que se debe tener en cuenta es el enfoque curricular (FitzSimons, 1997), prefiriendo
curriculums abiertos en los que se deje lugar a una aproximacioén a la matematica
desde un punto de vista humanista, en particular en los médulos de FPB. Debemos
hacer hincapié, ademas, en la necesidad de crear referentes positivos mostrando las
profesiones STEM lejos de estereotipos masculinos y acercarlos a identidades reales
y mas proximas a la socializaciéon femenina (uso de las STEM para la mejora de la
sociedad, trabajos cooperativos) mediante programas de mentorizacién (Redmond
v Gutke, 2020). Finalmente, se recomienda, en coherencia con lo observado por
Fennema (2002), la formacién especifica en perspectiva de género por parte del
profesorado para evitar los sesgos de género en el proceso de ensefianza-aprendizaje.

Centrandonos en la diagnosis, en clave exploratoria, de las matematicas en la FP
espafiola, una de las conclusiones en clave curricular que se puede derivar de los dos
estudios que se han incluido en la seccién 5, asi como de la revisiéon de modelos para
la FP de otros paises incluida en 4.1, remitirfa al andlisis de la viabilidad de introducir
en el itinerario formativo de los Ciclos Medios y Superiores un médulo obligato-
rio de Matematicas. Este médulo, con un curriculum especifico para cada familia
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profesional, estarfa impartido por profesorado de la especialidad de matematicas.
Esto permitiria al profesorado de los restantes médulos centrarse en la docencia de
su asignatura, por un lado, y facilitar, por otro, que el profesorado de matematicas
pudiese implementar en el aula métodos de formacién matematica centrados en el
alumnado y en su aprendizaje, basados en proyectos y en actividades integradoras y
contextualizadas. Si bien esta no parece una posibilidad que vaya a estar en la agenda
educativa a corto plazo.

La alternativa deberfa partir en cualquier caso del analisis de las matematicas pre-
sentes en los distintos titulos del Catalogo Nacional de Cualificaciones Profesionales.
Ademas, dada la variedad de factores que pueden influir en las matematicas necesatias
en el trabajo, serfa conveniente que la comunidad de educacién matematica colaborase
con la industria local para caracterizar las matematicas de los grados de formacion
profesional (Espinas et al., 2020; FitzSimons, 2001; Hogan y Morony, 2000; LaCroix,
2014). A partir de ahi, se podria abrir una linea de investigacioén que persiguiera como
producto el disefio de recursos para la enseflanza de las matematicas profesionales
y acciones formativas dirigidas al correspondiente profesorado. Asi mismo, pare-
cerfa oportuno adaptar el examen de matematicas de la prueba de acceso a Ciclos
Superiores, en funcion de la familia profesional. Como se ha visto en el apartado 5
para las familias profesionales analizadas, serfa pertinente considerar, por ejemplo,
contenidos relativos a nimeros complejos, derivadas e integrales.

El estudio de Blanco y Franco-Ferreira (2021) al que nos hemos referido muestra
la percepcion subjetiva, aunque bien fundamentada en la experiencia, del profesorado
de Formacién Profesional sobre la competencia matematica del alumnado que accede
a Ciclos Superiores. Al no existir estudios previos de referencia, no es posible com-
parar los resultados. Estando limitado a un centro de formacién profesional concreto
y a unas familias profesionales determinadas, abre la puerta a un estudio similar mas
exhaustivo en cuanto a area geografica y familias profesionales, pudiendo incorporar
una componente mas cuantitativa sobre la competencia matematica del alumnado que
accede a la FP desde las diferentes vias de acceso y contribuir a apuntalar un mapa de
necesidades especificas en matematicas segun los distintos ciclos y familias profesionales.
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Las Matematicas en la educacion de
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Teaching mathematics in the Adults Mathematics Education field
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Resumen

La ensefianza de las matematicas en la educacién de personas adultas se ha ido trans-
formando desde una aproximacién basada en los conceptos basicos de la aritmética
hasta estar basada en un concepto de la alfabetizacién numérica como practica so-
cial. Las matematicas forman parte de nuestras vidas. Las personas adultas también
somos muy diversas. El curriculo de matematicas en las enseflanzas iniciales y en
la secundaria, asi como en la educacién de personas adultas, parte de todas estas
especificidades para desarrollar la competencia matematica y tecnolégica. Existen
dos modelos de educacién de personas adultas: el escolar y el social. La investigacion
en el ambito sugiere que el segundo produce mejores resultados de aprendizaje. A
nivel internacional, la tendencia es hacia incluir las voces de las personas adultas,
contextualizar las situaciones de aprendizaje, y presentar la matematica integrada en
la vida cotidiana de las personas.

Palabras clave: Alfabetizacién numérica, Aprendizaje dialégico, Cognicién situada,
pensamiento critico, Practica social, Didlogo igualitario.

Abstract

Teaching of mathematics in adult education has changed from basic arithmetic a con-
cept of numeracy as a social practice. Mathematics is part of our lives. Adults are also
very diverse. The curriculum in mathematics for beginners and middle school, as in
adult education, draws on these specificities in order to develop the mathematical and
technological competence. There are two models of adult education: the “schooling”
model and the social model. Research in the field suggests that the latter produces
better learning outcomes. At the international level, the trend is towards including the
voices of adults, contextualizing the learning situations, and presenting mathematics
as integrated into people's daily lives.

Keywords: Numeracy, Dialogic learning, Situated cognition, Critical thinking, Social
practice, Egalitarian dialogue.
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(_A QUE NOS REFERIMOS CUANDO HABLAMOS DE LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS
EN LA EDUCACION DE PERSONAS ADULTAS?

Actualmente existe un esfuerzo a nivel internacional por mejorar la enseflanza
de las matematicas que ofrecemos a las personas adultas. La educacién de perso-
nas adultas (EpA) es un ambito en si mismo, diferenciado de otros “niveles” del
sistema educativo, que tiene que ver con la propia especificidad de las personas
adultas, como tales. La EpA tiene una estructura similar al sistema educativo es-
tandar, que comienza con los nifios y las nifias en educacién infantil, y llega hasta
la formacion superior (estudios universitarios de grado y de postgrado). Cuando
hablamos de EpA, nos estamos refiriendo a las enseflanzas que corresponden a
la educacion primaria y la educacién secundaria obligatoria (que conducen a la
obtencién del Graduado de Educacién Secundaria, o GES). A partir de aqui se
abren las opciones para obtener el grado de bachillerato (de personas adultas),
o bien para realizar las pruebas de acceso a la universidad (o ambas opciones), o
los ciclos de formacion.

La investigacion previa aporta evidencias que justifican que las metodologfas de
trabajo con las personas adultas sean diferentes de las que se emplean en el caso
de los nifios/as o de los/as jévenes. Mientras que la investigacion educativa y en
ciencias del aprendizaje sugiere que existe una “evolucién” en el desarrollo de los
niflos/as, desde que son bebés hasta que alcanzan la madurez, cuando hablamos
de las personas adultas estamos trabajando ya con personas con plena capacidad
de accién, de pensamiento, de habla, de argumentacion, etc.

Como afirma Freire, las personas adultas somos, ante todo, seres de transfor-
macion. Toda experiencia nos sirve para cambiar nuestras estructuras cognitivas.
La “plasticidad”, que Kandel define como la capacidad de las neuronas para ge-
nerar nuevas sinapsis (nuevas conexiones) y nuevas redes neuronales (KKandel et
al., 2000), es siempre vigente a lo largo de toda la vida de las personas. Siempre
estamos creando nuestras sinapsis; por tanto, siempre estamos aprendiendo. To-
das nuestras experiencias, sean las que sean, producen cambios fisicos en nuestro
cerebro (nuevas sinapsis), que son permanentes en el tiempo, y forman parte de
nuestra identidad (de nuestro yo en términos de Mead -2015-).

Los procesos psicologicos superiores (el habla, el conteo, el calculo, el razona-
miento, la planificacién, la anticipacién, entre otros) ya se han desarrollado, como
resultado de multiples interacciones que se han ido encadenando a lo largo de la
vida, en diferentes contextos. Todas estas interacciones previas nos dotan de un
cimulo de conocimientos que hemos ido aprendiendo a lo largo de nuestras vidas,
cada vez que resolvemos un problema, cada vez que vemos a otra persona resolver
un problema, cada vez que hablamos, preguntamos, discutimos, compartimos,
nuestros pensamientos, nuestros saberes, nuestros conocimientos, nuestras conje-
turas, nuestras hipoétesis, con otras personas (presentes o a través de algiin medio
de comunicacién, como los libros, las paginas web, los medios audiovisuales, etc.).
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LA ALFABETIZACION NUMERICA

En el ambito del aprendizaje y ensefianza de las matematicas a las personas adultas
(adults learning mathematics) el concepto clave es el de numeracy. Durante las tltimas
cuatro décadas la investigacion sobre alfabetizaciéon numérica ha avanzado mucho.!
Hemos pasado de entenderla como un conjunto de habilidades aritméticas, a una
practica social integrada en nuestra vida cotidiana (Hoogland, Auer, Diez-Palomar,

O’Meara, y van Groenestijn, 2019).

Desarrollo conceptual de la alfabetizacién numérica
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Figura 1. Desarrollo conceptual del concepto de numeracy elaborado en
el marco del proyecto CENF (Common European Numeracy Framework)
(ERASMUS +, 2018-21)

Actualmente el consenso en torno a la encuesta internacional PIAAC define

nupzeracy COmMo:

La alfabetizacién numérica consiste en acceder, utilizar y razonar ctiticamente con
contenido matematico, informacién e ideas representadas de multiples maneras para
participar y gestionar las demandas matematicas de una variedad de situaciones en la

vida adulta. (Tout et al., 2021, p. 93)

La alfabetizacion numérica de las personas adultas presenta cuatro dimensiones clave:

— Procesos cognitivos
— Contenidos

1. Para mas informacién sobre la evolucién del concepto de numeracy se puede consultar van
Groenestijn (2002), Hoogland, Diez-Palomar (2021), o Tout (2020). Se han realizado varias encuestas
internacionales que han establecido el marco conceptual de este término, entre las que destacan YALS
(1986), NALS (1992), IALS (1992), ALL (1999), PIAAC (2011-2012, 2014-2015, 2017, 2019-2023).
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— Representaciones
— Contextos

El concepto de comportamiento numérico (numerate behavionr) creado por el ALL
Numeracy Group en 1999 fue redefinido recientemente por el Numeracy Expert Group
encargado de desarrollar el marco actual para la alfabetizacion numérica de las per-
sonas adultas (Tout et al., 2021), en base a esas cuatro dimensiones.

Tabla 1. Practicas y comportamientos de alfabetizacion numérica. Factores
clave y sus componentes. PIAAC. (OECD, 2021, p. 94-95)

1. Accedert, usar y razonar criticamente

Acceder y evaluar situaciones matematicamente (evaluar, identificar, acceder y
representar)
Actuar sobre y usar las matematicas (ordenar, contar, estimar, computar, medit,
graficar, y dibujar)
Evaluar, reflexionar de manera critica, emitir juicios (evaluar, reflexionar, justifi-
car, y explicar)

2. Con contenido matematico

Cantidades y nimeros
HEspacio y forma
Relaciones y cambio
Datos y azar
3. Representar en multiples formas

Texto o simbolos

Imagenes de objetos fisicos

Informacién estructurada

Aplicaciones dinamicas
4. Para involucrar en y gestionar las demandas matematicas de diversas situaciones de la
vida cotidiana en la vida adulta:

Personales
Laborales

Societales / comunitarias

La capacidad de alfabetizaciéon numérica de una persona adulta se basa en la activacion
de algunos factores y procesos habilitadores:

Conocimiento contextual/del mundo y familiaridad
Habilidades de alfabetizacion (/teracy)
Disposiciones, creencias y actitudes

Practicas relacionadas con la alfabetizacion numérica y experiencia
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Cualquier curriculum de matematicas en EpA tendria que servir para lograr pro-
mover ese comportamiento numérico de las personas adultas, de manera critica.

RETOS DE LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS EN LA EDUCACION DE PERSONAS ADULTAS

Cuando un docente (o futuro docente) tiene que planificar sus clases para ensefiar
matematicas en un centro de educacion de personas adultas, se enfrenta a varios retos,
de naturalezas diferentes. Como hemos visto antes, las personas adultas cuando llegan al
centro educativo no lo hacen como Zabula rasa; al contrario, todas las personas tenemos
multiples experiencias en un mundo que esta repleto de nimeros, cantidades, formas,
en el que nos tenemos que ubicar en el tiempo y en el espacio, tomar decisiones, realizar
previsiones, y otros muchos procesos que facilmente podemos relacionar con las matema-
ticas y el pensamiento matematico. Ademas, en el caso del Estado Espafiol, las personas
que se dedican (o se van a dedicar) a la docencia en la educacién de personas adultas se
enfrentan a una gran disparidad de contextos, publicos, etc., puesto que la ensefianza de
adultos en nuestro pais se encuentra muy fragmentada y existen grandes diferencias entre
regiones, ¢ incluso entre centros ubicados en un mismo municipio, en todos los sentidos.

Actualmente, algunos de los principales retos que nos podemos encontrar son:

— El contenido
— La evaluacién
— El uso de las tecnologias

;Qué contenido tenemos que ensehar?

Como hemos visto mas arriba, existe un consenso general en torno a lo que se
considera “alfabetizacién numérica.” Desde finales de los afilos noventa en todos
los marcos de alfabetizacion numérica de los programas internacionales que se han
sucedido hasta la fecha siempre aparecen los siguientes contenidos (Tout, 2000):

— Cantidades y numeracién (p.e., sentido numérico, conteo, cantidades, sistemas
de numeracién como el romano, el arabe-hindd, propiedades de los nimeros,
agrupacion, concepto de base numérica, relaciones numéricas, operaciones
aritméticas, la divisibilidad, reparto, tipos de nimeros, nimeros en contexto,
redondear cantidades, proporcionalidad, etc.)

— Dimensién, forma y medida (p.e., identificaciéon de poligonos, de cuerpos
geométricos, la medida como geometria, medicion, unidades de superficie, de
volumen, medidas en contexto, conversioén de unidades, érdenes de magnitud,
relaciones, representaciones espaciales, escalas, visualizacién, movimiento sobre
el plano y en el espacio, etc.)
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— Patrones y relaciones (p.e., series, sucesiones, regularidades, generalizaciones, etc.)

— Datos y azar (p.e., uso de tablas, graficos, estadistica descriptiva, sucesos alea-
torios, predicciones, distribuciones de probabilidad, pensamiento estocastico,
inferencia, etc.)

— Cambio (p.e., variables, igualdades y desigualdades, relaciones y funciones, etc.)

En cada programa estos ambitos generales han sido revisados (algunos se han
presentado conjuntamente) y quizds la nomenclatura se ha actualizado, pero los
ambitos matemdticos son, esencialmente, los mismos.

A la hora de pensar en cémo planificar las unidades didacticas para cubrir todos
esos contenidos, la investigacién en el ambito de la alfabetizacion matematica de las
personas adultas sugiere poner el énfasis en la utilidad y la conexién de los contenidos
matematicos con la vida cotidiana de las personas. En ese sentido, se acostumbran
a destacar la enseflanza de las matematicas para cuatro usos principales (a partir de
los que crear las situaciones de aula, por ejemplo):

— Para propésitos practicos (p.e., para disefiar, para medir, para co