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Introduccid

Presentem en aquest document un material per a la formacio inicial i permanent
del professorat d’educacid primaria, on es mostren propostes didactiques per tre-
ballar els continguts referents a geometria 1 a estadistica 1 probabilitat en aquesta
etapa educativa, com a continuacio de les publicacions referides a nombres natu-
rals (col-leccio Sapientia, nimeros 89 1 90, en valencia i castella, respectivament)
1a Nombres enters i racionals, magnituds i mesura (col-leccid Sapientia, nimeros
96 1 97, també en valencia 1 castella, respectivament), les quals és convenient
coneixer per a una millor comprensi6 dels continguts que es desenvolupen en el
present text.

Encara que els esmentats continguts estan treballats en publicacions d’altres au-
tors, en aquesta pretenem oferir-los de manera unificada als nostres lectors en un
text estructurat al voltant de les capacitats matematiques que cal treballar amb
I’alumnat d’educacio primaria, per a completar aixi tots els blocs de continguts
que es desenvolupen en aquesta etapa.

Cadascun dels temes compta amb una introduccid que ens permet reflexionar res-
pecte de dues qiiestions que considerem importants. Una €s 1’evolucio historica
dels continguts que estudiem: respecte de la geometria, el seu naixement com a
resposta a necessitats derivades de situacions reals i el seu desenvolupament al
llarg dels anys fins arribar a la materia abstracta que €s en la actualitat; 1 quant a
I’estadistica 1 la probabilitat, el seus origens a partir de la necessitat de treballar
amb moltes dades o quantificar la incertesa, fins convertir-se en una gran branca
de les matematiques d’avui en dia. L’altra és I’aspecte tedric d’aquests conceptes,
que s’exposa per tal de recordar-los 1 apropar-los al lector.

A continuacio, com a part més important del text 1 com a nucli que justifica aquesta
publicaci6, s’inclou en cada tema un extens apartat referent al tractament didactic
dels diferents continguts per tal de treballar-los en 1’aula de primaria i aconseguir,
d’aquesta manera, el desenvolupament de la competéncia matematica de 1’alumnat.

En I’esmentat apartat didactic es presenten els continguts matematics a partir de
la realitat i1 per a ser aplicats en ella. Com a conseqiiencia i atorgant-li la impor-
tancia maxima a aquesta qiiestio, totes les situacions que s’enuncien acompanyant
el contingut didactic del text formen part d’altres situacions més complexes que
es treballen en 1’aula, en les quals els conceptes matematics son essencials per a
la seua interpretacid i resoluci6. De vegades les activitats matematiques sorgiran
del desenvolupament d’alguns projectes de treball globalitzats, en altres ocasions
es plantejaran a partir de les necessitats que generen les altres materies del cur-
riculum. Sols quan es detecten alguns continguts que no hagen aparegut en cap
activitat com les esmentades abans, el docent afavorira de manera intencionada
I’aparici6 de situacions que provoquen les incognites que els portaran al seu des-
cobriment.

@ G. Lorenzo [ M. Alcalde / I. Pérez - ISBN: 978-84-16356-32-4 5 La geometria i I'estadistica en I'aula de primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia110



En tots els casos, partirem de les idees previes de I’alumnat sobre cadascun dels
conceptes a treballar i, en particular, de les seues propostes personals 1 emergents
de resolucio de les diferents situacions que s’hi plantegen. Continuarem amb la re-
cerca dels procediments generals de conceptualitzacié geometrica, de tractament
de dades i1 de modelitzacio de I’atzar, com a forma d’oferir-los les eines matemati-
ques que socialment s’utilitzen per resoldre les situacions en les quals intervenen.
Atenent les recomanacions del Parlament Europeu i del Consell d’Europa sobre
les competencies clau per a 1’aprenentatge permanent, entenem que la compe-
téncia matematica sols es concreta i cobra sentit en la mesura que els elements i
raonaments matematics que s’estudien son utilitzats per enfrontar-se a aquelles
situacions quotidianes que els necessiten. Per aixo, el seu desenvolupament en
I’escola s’aconseguira partint d’una amplia varietat d’activitats reals, derivades
d’altres camps del coneixement, de les situacions habituals que es donen en 1’au-
la i de les propies experiencies i viveéncies de I’alumnat. Es tracta, en definitiva,
d’aconseguir que els xiquets 1 les xiquetes sapiguen aplicar les destreses 1 actituds
que els permeten raonar matematicament, comprendre una argumentacié mate-
matica i expressar-se 1 comunicar-se en el llenguatge matematic per a donar una
millor resposta a les situacions de la vida de diferent nivell de complexitat.

L’objectiu del material és proporcionar una eina per als professionals de la do-
cencia i per I’estudiantat del Grau en Mestre, que els ajude a reflexionar sobre els
fenomens educatius que ocorren a 1’aula escolar i els permeta enfrontar-se a ells
des d’un plantejament que considera I’ensenyament-aprenentatge de les Matema-
tiques com una tasca interdisciplinaria i globalitzadora, que parteix d’una concep-
ci6 sociocultural de I’educacid en general i de I’educacié matematica en particular.

Respecte a I’estudiantat de Grau en Mestre d’Educacio Primaria de la Universitat
Jaume I, aquest document representa un material complementari per les classes
presencials, en les quals s’aprofundeix en el text relacionant la fonamentaci6é ma-
tematica dels conceptes 1 la seua didactica, mitjancant la realitzaci6 de diferents
activitats que es desenvolupen al llarg del curs académic.

Pressuposem que, en les aules de primaria on es treballen els continguts d’aquest
document, es troben els materials didactics estructurats que descriurem més en-
davant o altres semblants ideats i fabricats pels docents i/o 1’alumnat, que hauran
de compartir en la seua esséncia allo que és fonamental per a la construccio dels
continguts matematics que es desenvolupen en aquesta publicacid. Els esmentats
materials constitueixen un suport imprescindible per al treball en I’aula referent
als conceptes estudiats.

El present document no esgota les activitats que els mestres i les mestres han de
realitzar a les aules. La gran varietat de possibles dispositius didactics que poden
oferir als xiquets 1 a les xiquetes és impossible de reflectir-la en qualsevol publica-
cid. El nostre interes és posar 1’atencio en el que han de treballar per fonamentar
matematicament els procediments emprats per 1’alumnat i donar indicacions de
com han de fer-ho. Mai esgotarem la creativitat didactica que un docent ha de tenir
en la seua tasca diaria.

@ G. Lorenzo [ M. Alcalde / I. Pérez - ISBN: 978-84-16356-32-4 6 La geometria i I'estadistica en I'aula de primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia110



TEMA 1

Geometria

En aquest tema es treballa la relaci6 que I’alumnat estableix amb I’espai i el conei-
xement 1 caracteritzacio de tots els objectes que en ell hi trobem. Comenga el tema
amb una referéncia historica sobre la geometria, seguida d’un recull teoric sobre
els conceptes corresponents que necessitara el docent de primaria. Finalitza amb
un extens tractament didactic dels continguts geometrics per al seu desenvolupa-
ment en aquesta etapa educativa.

1. Introduccio

1.1. Historica

Del grec gea, terra, 1 metron, mesura, la geometria, des dels seus origens, va estar
I’encarregada de resoldre problemes de la realitat. Un tipus de problemes es cen-
trava en la mesura 1 reconstruccio de terrenys 1 camps de cultiu. Un altre es referia
a la necessitat de fer construccions arquitectonicament estables, el que es podia
aconseguir dotant-los d’una certa estructura geometrica. La cerca de solucid a
aquests problemes proporcionava a la humanitat eines matematiques per contro-
lar ’entorn 1 servir-se’n. Els grecs combinaren aquesta utilitat de la geometria
purament practica, amb altres aspectes de caire teoric (Argiielles, 1989) 1 artistic
(frisos, mosaics, sanefes, etc.).

Tot 1 que filosofs com Aristotil (segle 1v aC) sostenen que la geometria va néixer a
Egipte, grafics 1 dibuixos del Neolitic ja mostren interes per les distribucions espa-
cials. Concretament en aquest pais trobem el Papir Rhind, que es va publicar I’any
1700 aC. Conté una col-lecci6 de 84 problemes de caracter aplicat, com ara calcul
d’arees de terra, capacitat de magatzems, etc. En el problema 50 s’indica com
calcular I’area d’un cercle amb una aproximacié molt precisa de m; en el 51, I’area
d’un triangle 1, en el 52, I’area d’un trapezi isosceles. En el problema 56 es demana
calcular el volum d’una piramide regular de base quadrangular, coneguts el costat
de la base 1 I’altura. En aquestes 1 altres troballes egipcies s’observen patrons co-
muns per resoldre alguns tipus de problemes, encara que no hi ha evidéncia de cap
document que sistematitze 1 justifique els processos emprats.

La civilitzaci6 mesopotamica i en concret els babilonis (molt avangats en matema-
tiques), disposaven de molts coneixements geometrics que els permetien resoldre
problemes practics, com per exemple calculs d’arees de diferents superficies. De
la mateixa manera que en el cas dels egipcis, tampoc no es coneix cap escrit que
generalitze els diferents procediments de resolucid d’aquests problemes.
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Els matematics grecs van recollir el llegat dels egipcis i1 dels mesopotamics i pro-
gressaren fins a elaborar un cos de coneixements que sistematitzava els anteriors,
justificant 1 demostrant els diferents processos 1 generalitzant els conceptes geo-
meétrics necessaris per desenvolupar-los. Foren els seus maxims exponents Tales
de Milet (segle vi aC) i Pitagores (segles vi-v aC), amb els seus coneguts resultats
pel que fa a I’estudi dels triangles.

Plato (segle 1v aC), deixeble de Socrates (segle v aC) 1 mestre d’ Aristotil, va optar
per la utilitzacio de la matematica pura en la geometria. Va ser el fundador del que
es coneix com I’Escola Platonica, i a aquesta li devem:

» La classificacio dels poliedres regulars (poliedres convexos determinats per
poligons regulars iguals, en els vértexs dels quals s’uneix la mateixa quan-
titat de cares, és a dir, vertexs uniformes). El mot poliedre prové del grec
polyhedros; de polys, molt, 1 hédra, cara. Atesa la importancia que I’Escola
Platonica els hi va donar, avui en dia es coneixen com a solids platonics.
Aquests son el tetraedre, el cub o hexaedre, I’octaedre, el dodecaedre i 1’ico-
saedre, tots aquests regulars. Platd associa a aquests solids els elements foc,
terra, aire, el material amb el qual es van formar les constel-lacions i el cel
(Univers), 1 I’aigua, respectivament.

* Ladeterminacio de successives aproximacions a ’area del cercle mitjangant
el metode exhaustiu o per esgotament que, posteriorment, consolidara Arqui-
medes.

Euclides va recopilar la matematica que es coneixia fins aquell moment en els
tretze llibres que componen Els elements, al voltant de I’any 300 aC. Es, possible-
ment, I’obra matematica més llegida (per ser la més editada) al llarg de la historia.
En els volums dedicats a la geometria va descriure, entre d’altres continguts, com
construir figures amb regla 1 compas, i va enunciar que només hi ha cinc poliedres
regulars.

A finals del segle xvi, Kepler imagina una relacid entre els cinc poliedres regulars
1 les orbites dels planetes del sistema solar aleshores coneguts (Mercuri, Venus,
Mart, Jupiter 1 Saturn). Segons ell, cada planeta es movia en una esfera separada
de la contigua per un solid platonic.

D’altra banda, els solids arquimedians, també coneguts com semiregulars (po-
liedres convexos formats per poligons regulars de dos o més tipus amb vertexs
uniformes) deuen el nom a Arquimedes que els va descobrir i estudiar al segle 1 aC.
Tot 1 que el seu treball es va perdre, en tenim constancia per un altre de Pappus
d’Alexandria. Sera Kepler al segles xvi 1 xvil qui va demostrar que només poden
haver-hi tretze poliedres amb aquestes caracteristiques (Dorce, 2013).

La geometria exposada és només una part de I’anomenada descriptiva, que s’ha de-
senvolupat al llarg dels segles mencionats. A partir del segle xvi comenga a introdu-
ir-se la situacio de les figures en el pla 1 ’espai mitjangant coordenades. Aquest fet
¢és molt important, perque origina una geometria més analitica i comenga a abando-
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nar-se la representacid grafica com a tnic suport dels calculs. Tot aquest coneixe-
ment de la matematica més geometrica s’articula a partir de cinc axiomes exposats
per Euclides, que cal considerar com a veritats absolutes. Mai no s’havien qiiestio-
nat, perd tampoc demostrat. Un en concret, el cinque, o axioma del paral-lelisme, diu
que «per un punt exterior a una recta, es pot tragar nomeés una paral-lela a ella». Fins
al segle x1x, no es va posar en dubte aquest postulat, i seran Gauss (1777-1855),
Bolyai (1775-1856) 1 Lobachewski (1792-1856), els quals, de manera separada,
no només no 1’asseveren, sind que encaminen els seus estudis suposant la seua
falsedat, i creen, aixi, la geometria hiperbolica.

Amb els treballs de Riemann (1826-1866) sobre la geometria esférica i la teoria de
la relativitat d’Einstein (1879-1955) incloent-hi el temps en la concepcié geome-
trica de I’Univers, es produeix 1’explosi6 de les geometries no euclidianes.

L’existéncia d’aquestes geometries no euclidianes va provocar 1’interrogant al
voltant de que és la geometria. En 1872, el matematic alemany Felix Klein (1849-
1925) va respondre a aquest interrogant amb la publicacié del seu Programa d’Er-
langen, on classifica les diferents geometries a partir de grups de transformacions
geometriques (Stewart, 2008: Dorce, 2014).

Actualment, aquesta part de la matematica investiga nous coneixements en els
camps de la topologia i la geometria algebraica.

1.2. Al tema

L’objectiu del tema és, d’una banda, donar a coneixer tots els conceptes, elements
notables, propietats i caracteristiques de les figures geométriques corresponents a
educacid primaria i, de I’altra, com s’ha de fer la transposici6 didactica d’aquesta
part de la geometria en ’aula escolar.

2. Els primers passos per la geometria

2.1. Preliminars

L’evolucié dels primers conceptes geometrics, basada en el procés d’abstraccid
que la humanitat fa de les formes de 1’entorn 1 de la seua idealitzacio, ha produit
la immensitat de ramificacions geomeétriques que hi ha en I’actualitat. Son moltes
les persones que han investigat i investiguen en la branca de les matematiques
dedicada a la geometria, i que fan gran inversi6 d’hores en linies d’investigacio de
tal potencial d’abstraccio, que ni tan sols podriem imaginar.

Pero, I’esséncia més primitiva, intuitiva o descriptiva d’aquesta primera geome-
tria, la que s’encarrega del coneixement de 1’espai (considerat com el conjunt de
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tots els punts existents) 1 de les figures geometriques, és la que ens interessa per
a I’aula de primaria. I la rad és ben senzilla, cal dotar I’alumnat d’eines per a sa-
ber-se orientar al seu voltant (que, a més, esta en continua transformacio), i per a
ser capag de descriure 1 classificar allo que I’envolta.

Si s’assumeix, com a punt de partida, la definici6 de figura geomeétrica, com qual-
sevol conjunt de punts en l’espai, sembla logic pensar que I’evolucio natural dels
conceptes matematics hauria de ser estudiar els punts, després les linies, més tard
les superficies 1, per a finalitzar, els cossos geometrics.

Aquesta concepcid s’enfronta amb la percepcié que hi ha en els xiquets i les xique-
tes d’educacid infantil i primaria de la seua realitat i I’aproximaci6 que poden fer
a aquesta. Si s’atén a qiiestions de psicomotricitat, de desenvolupament cognitiu 1
de coneixement general del medi on viuen, 1’aproximacié didactica hauria d’adre-
car-se primer als cossos geometrics (poden agafar-los, manipular-los...), després a
les figures geometriques planes que els limiten, com els llindars d’aquestes figures
1 cossos, més endavant a les linies (costats o arestes) i, per a finalitzar, com a in-
tersecciod d’aquestes linies, als punts. En ’ambit de la matematica formal, cal fer
el recorregut contrari per a poder definir un objecte geomeétric de més envergadura
a partir de I’anterior.

Pero I’estudi en espiral de la geometria en infantil i primaria (tal com ocorre en
altres blocs de continguts de matematiques), implica fer aproximacions a diferents
tipus de conceptes geometrics en qualsevol moment evolutiu de 1’alumnat. I aixi,
es podra parlar de quadrilaters, per exemple, en diferents cursos i amb diferents
intensitats de dificultat, i permetre una integraci6 d’aquestes figures molt més pro-
gressiva que no pas I’estudi exhaustiu i absolut del concepte en un sol moment
determinat.

En tot el treball que s’ha de desenvolupar en 1’aula, cal tenir en compte la impos-
sibilitat de materialitzar les figures geometriques de menys de tres dimensions.
Les rectes o triangles que es poden dibuixar o observar en un objecte, només
son representacions perceptibles dels conceptes matematics abstractes. Perque una
recta, com a concepte, és un ens infinit i il-limitat que no té grossor i, per tant, no
es pot construir fisicament. Per la segona rad (la inexisténcia de grossaria) s’arriba
també a la impossibilitat de poder construir materialment un triangle, un cercle i,
en general, qualsevol figura plana.

2.2. Geometries

Els canvis que afecten 1’entorn dels xiquets i les xiquetes vénen donats per les mo-
dificacions de les figures geometriques que s’hi troben. El que fa que unes figures
geometriques es transformen en unes altres son les transformacions geométriques.
En la realitat, una transformacio és una deformacid, una projeccid, un despla-
cament, etc. Matematicament, aquestes transformacions les podem abstraure en
aplicacions bijectives de 1’espai en si mateix que agafen una figura geometrica i la
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transformen en una altra. Pero, quines propietats de la figura original es conserven
en la figura transformada o homologa? Dit d’una altra manera, quines seran les
caracteristiques invariables de la figura geomeétrica original, per aquestes transfor-
macions?

D’acord amb el Programa d’Erlangen, publicat per Felix Klein en 1872, I’estudi
d’aquestes propietats invariables el fa la geometria i, com que hi ha diversos tipus
de transformacions, podem parlar de diferents geometries.

Si estudiem més detingudament les transformacions que hi poden apar¢ixer, te-
nim:

1. Transformacions topologiques. Si es pot parlar d’una escala d’intensitat en
les transformacions a les quals poden estar sotmeses les figures geometri-
ques, les que ocupen uns dels llocs més alts en aquella escala serien les
transformacions topologiques, que deformen, estiren o contrauen, i provo-
quen grans canvis en la figura original pero sense produir-li trencaments,
per la qual cosa s’anomenen tamb¢ bicontinues. Exemples d’aquestes trans-
formacions serien les que es poden apreciar en la figura 1.
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Figura 1. Exemples de transformacions topologiques

Com s’hi pot observar, aquestes transformacions no conserven longituds, ni
angles, ni mesures de cap tipus, pero si que hi ha unes altres propietats que
es conserven. Per exemple, el caracter d’obert o tancat d’una figura; el seu
interior 1 el seu exterior; I’ordre dels seus punts.

2. Projeccions. Si ara es compara una figura plana amb 1’ombra que produeix
sobre un pla (per obtenir sols una aproximacio intuitiva a estes transformaci-
ons), observarem que, segons on estiga el focus de llum (prop o en I’infinit) 1
com estiga el pla (paral-lel o no al que ocupa la figura) on es projecta aquesta
ombra, hi trobarem diferents tipus de transformacions, anomenades projec-
cions o transformacions projectives.

Totes elles conserven les linies rectes 1 corbes 1 també la convexitat, com es
pot veure a la figura 2.
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Figura 2. Exemples de projeccions

Algunes projeccions conserven a més el paral-lelisme 1 la proporcionalitat 1
s’anomenen transformacions afins o afinitats (figura 3).

Figura 3. Exemples de transformacions afins

Dins de les afinitats, existeixen projeccions que augmenten o disminueixen la
mida, pero no canvien la forma. Son les anomenades semblances 1 tenim un exem-
ple en el grafic de la figura 4.

Figura 4. Exemples de semblances
3. Moviments rigids. Si comparem dues figures geometriques iguals, una al

costat de Dl’altra, podem considerar que s’ha produit un desplagament. En
tenim dos exemples en els grafics de la figura 5.

@ G. Lorenzo [ M. Alcalde / I. Pérez - ISBN: 978-84-16356-32-4 12 La geometria i I'estadistica en I'aula de primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia110



eix

r e 2 2
B ——L-:E A € c! Al
v J . o =
ATaE R Eall)
= // i’) =5
< —

Figura 5. Exemples d’un gir i una simetria axial en figures planes

Observem que totes les dimensions d’una figura i de la transformada d’aquesta son
iguals. En cada cas podem donar una explicacié a I’obtenci6 de la segona figura,
com el resultat de transformar la primera per un moviment rigid en I’espai, a con-
seqiiéncia del qual hi ha un desplagament, perd no un canvi de dimensions, €s per
aixo que aquestes transformacions s’anomenen també isometries. Dins dels mo-
viments rigids podem trobar tres tipus de transformacions diferents: translacions,
girs 1 simetries axials (els grafics anteriors corresponen als dos darrers).

Si agrupem les diferents propietats de les figures que es conserven en aplicar-hi les
transformacions, es generen els segiients camps d’estudi en la geometria:

ToroLoGIA

Es la part de la geometria que estudia les propietats de les figures que es conser-
ven quan se’ls hi aplica una transformacio topologica, €s a dir, 1’ordre dels punts,
I’interior i I’exterior de les figures, si son tancades o obertes, la frontera i la inte-
reseccio.

Aleshores, des del punt de vista topologic, un cercle és equivalent o homoleg a un
quadrat, un triangle o un pentagon..., per exemple. En tres dimensions, una esfera
seria topologicament homologa a un tetraedre o a un cub.

GEOMETRIA DE LES PROJECCIONS

Es pot definir com la geometria que s’encarrega d’estudiar les propietats de les fi-
gures geometriques que es mantenen invariants quan se’ls hi aplica una projeccio,
¢s a dir, una transformacio projectiva, una transformacio afi o una semblanga:

* Quan s’aplica una transformacio projectiva a una figura geometrica, les pro-
pietats especifiques que es mantenen invariants son el caracter de linia recta
o corba i la convexitat de les figures.

* Quan s’aplica una transformacioé afi a una figura geometrica, les propietats
especifiques que es mantenen invariants son el paral-lelisme, el punt migila
proporcionalitat entre els segments d’una mateixa recta.
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* Quan la transformacid que s’aplica a una figura geometrica és una semblan-
ca, les propietats especifiques que es conserven son els angles i la proporcio-
nalitat, i per tant, la forma de la figura.

El treball de I’estudi de les propietats invariants abans esmentades es pot consi-
derar de manera global dins de I’anomenada geometria de les projeccions o, de
manera individual, donant origen a tres camps geometrics anomenats geometria
projectiva, geometria afi i geometria de la semblanga, respectivament.

(GEOMETRIA EUCLIDIANA

Aquesta branca de la geometria, també anomenada metrica, s’encarrega d’estudiar
les propietats de les figures geometriques que es mantenen invariants quan se’ls hi
aplica un moviment rigid (gir, translacié o simetria axial). Les figures homologues
mantenen invariants les propietats de mesura de longituds i, com a conseqiiéncia,
de superficies i volums.

2.3. Referents psicoevolutius

Una vegada s’ha presentat, a grans trets, quines son les matisacions de les diferents
geometries, caldra recorrer a elles cada volta que es presente una connexi6 amb el
treball que es fara a les aules escolars i que en el cas d’educaci6 primaria es desen-
volupa al punt 4 d’aquest tema.

Tampoc podem oblidar, el moment evolutiu de I’alumnat que hi tindrem al davant,
1 com aquest afecta a 1’adquisicié dels conceptes geometrics. Jean Piaget (1896-
1980), amb els seus quatre estadis del desenvolupament cognitiu dels xiquets 1
xiquetes de zero a quinze anys, estableix una connexio de la geometria amb la
concepcid espacial de 1’alumnat.

En I’escola comencarem estudiant els conceptes de la topologia per construir 1’es-
pai topologic, passant després als de les geometries projectiva i metrica amb la
finalitat de construir els espais projectiu i euclidia, respectivament.

Abans de desenvolupar els continguts i les capacitats geomeétriques en 1’aula de
primaria, es fa necessari fonamentar matematicament els conceptes corresponents.
Per donar resposta a aquesta necessitat es presenta a continuacié una introduccio
teorica de tot alld que el docent de primaria pot requerir per portar a terme la seua
tasca.
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3. Fonamentacio teorica

3.1. Linies en el pla

Qualsevol linia oberta que es puga tracar sobre una superficie és una representa-
ci6 d’una transformada d’una recta o d’algun dels seus segments. De la mateixa
manera, qualsevol linia tancada sera una representacidé d’una transformada d’una
circumferéncia.

L’expressio analitica d’una recta o una circumferéncia (amb coordenades, dins
d’un sistema de referéncia) sorgeix de la necessitat de controlar matematicament
aquestes manifestacions de la realitat on, de manera natural, apareixen.

Sera, doncs, util con¢ixer minimament aquestes consideracions de caracter més for-
mal, per a després connectar-les amb el que s’ha d’explicar en I’aula de primaria.

3.1.1. Antecedents: pla, punts 1 vectors

Es considera el pla, com la porci6 de I’espai determinada per dues rectes diferents
paral-leles o secants, on situarem dos eixos de coordenades perpendiculars (eix X i
eix Y, o d’abscisses i d’ordenades, respectivament), 1 en el qual podem representar
totes les figures geometriques planes, entre d’altres: punt, vector, recta, circumfe-
réncia..., que son les que estudiarem. Es considera de dimensié dos, precisament
per ser dos els eixos necessaris per a determinar-lo, i s’anomenen habitualment
amb lletres gregues (7, a, B...). En el pla trobem un punt important en el qual es
tallen els dos eixos, que s’anomena origen de coordenades 1 que es fa correspondre
amb la posicio del 0 en aquests. A partir d’aquest punt i a intervals de la mateixa
longitud se situen cap a la dreta i cap a dalt els nombres enters positius i en els
altres sentits els negatius.

Qualsevol punt que es vulga situar en el pla ha de contenir informacié ordenada
respecte d’aquests dos eixos, primer de I’eix X 1 després de I’eix Y (figura 6).

Y

('2a'1)

Figura 6. Representacio6 dels eixos de coordenades amb la situacié de dos punts
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El punt és la minima figura geometrica. Analiticament es representa per un parell
de nombres separats per una coma i a dintre d’un paréntesi, anomenats coorde-
nades del punt. Per exemple, 1’origen de coordenades es representaria per (0,0).
El primer nombre indica el valor corresponent a I’eix X, i el segon, a I’eix Y. La
representacio grafica d’aquest parell de nombres és una marca petita que se situara
en la intersecci6 de dues rectes imaginaries perpendiculars entre si, 1 paral-leles
cadascuna d’elles a un dels eixos, que tallaran I’altre pels valors que hi apareixen
al parell de coordenades (per exemple, el (3,2)). El punt no té grandaria, ni forma i,
per tant, no es pot deformar per cap transformacié geometrica, si es pot desplacar,
perd només aixo. Usualment s’anomena amb una lletra majuscula (4, B, C...).

Un vector fix en el pla, AB, és un segment orientat que té I’origen en el punt A4 i
I’extrem en el punt B. Si posem coordenades als punts, A=(a,a')i B=(b,b'), les
del vector seran, AB=(b-a,b'-a').

» Elements d’un vector:

— Direccio: Es defineix com la recta sobre la qual es troba el vector. Totes
les rectes paral-leles a aquesta tenen la mateixa direccio.

— Sentit: Es el del recorregut de la recta quan ens traslladem de A a B. Es
evident que cada direcci6 admet dos sentits, el de 4 a Biel de B a A. Per
tant, la manera de determinar-los sera diferent, aixi AB=(b-a,b'-a') i
analogament BA=(a-b,a'-b").

— Modul: Es la distancia entre 4 i B, és a dir, la longitud del segment AB
. Es representa per |AB| i es calcula a partir del teorema de Pitagores

segons: ‘TB ‘ = \/(b— a)2 +(b'- a')z. Direm que un vector és unitari si el

seu modul és 1.

» Egquipol-léncia de vectors: Dos vectors fixos, no nuls, son equipol-lents
si tenen els mateixos modul, direccid i sentit. Graficament, dos vectors
son equipol-lents si quan unim els seus origens i extrems s’obté un paral-
lelogram (figura 7).

Figura 7. Representacid de dos vectors equipol-lents
Aquesta relacio entre vectors €s una relacid binaria d’equivaléncia (vegeu annex).
Cadascuna de les classes d’equivaléncia determinades per ella rep el nom de vec-

tor lliure (figura 8).

Quan volem fer s d’un vector podem escollir, en comptes d’aquest, qualssevol dels
que li soén equipol-lents. Aquesta €s la idea intuitiva del concepte de vector lliure.
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Figura 8. Representacio d’alguns elements de la classe d’equivaléncia d’un vector lliure

Representarem els vectors lliures mitjancant un dels elements de la seua classe,
que denotarem per lletres minuscules amb una fletxa horitzontal a sobre, U,v,w...
o bé mitjancant I’origen 1 I’extrem del vector elegit, AB. En qualsevol dels casos,
es pot acompanyar aquesta representacié amb les coordenades del vector, que son
les del vector equipol-lent que té 1’origen en el punt (0,0).

3.1.2. Larecta

Una recta en el pla queda determinada vectorialment per un punt (a,b) i un vector
(V,w) que marcara la direccid de la recta i que s’anomena vector director. Usual-
ment les rectes s’anomenen amb una lletra mintscula (1, s, t...), com s’observa a
la figura 9. La mateixa recta també quedara determinada si agafem com a vector
director el de sentit contrari a I’inicial, (-v,-w). D’aquesta manera s’observa que en
la direccié que determina una recta trobem també dos sentits oposats.

Qualsevol punt (x,y) de la recta s’obtindra traslladant (vegeu 3.4.1.1) el punt fix
(a,b), segons un vector multiple de (v,w).

Aixi:

(x,y) =(a,b) + k- (v,w), kER

(xy})

(v.w)

Figura 9. Representacio de la determinacid vectorial d’una recta
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Nota: Lexpressio anterior s’anomena equacié vectorial de la recta, i forma part
del llistat que rep el nom «equacions de la recta». En particular, el nom d’aquesta
expressio ve donat pel marcat caracter vectorial (de parell de valors, basicament)
que té la propia configuracié de 1’expressio.

Les variacions purament analitiques que es fan d’aquesta expressio reben noms
diferents que, d’alguna manera, recullen la caracteristica principal per la qual
tradicionalment s’ha usat o s’identifica aquesta expressid en concret.

Aixi, si a partir de I’expressio anterior se separen les coordenades, apareixen
dues equacions, anomenades equacions parametriques de la recta:

x=a+kv
y=b+kw, kKER

El pas segiient és intentar eliminar el parametre, per la qual cosa s’ha d’aillar de
les dues expressions i s’han d’igualar els resultats, s’obté aixi I’equacié continua

de la recta:
xX—a
=k
v L X-a_ -b
y—b=k % w
w

Per I’Gs estés que en té, hi ha una expressio que s’obté quan es manipula mini-
mament I’expressio anterior, i que s’anomena equacié punt pendent de la recta:

w
y=>b . (x a)

També hi ha una expressio molt utilitzada que s’obté bé d’aquesta, bé de I’equa-
cié continua, i que se’n diu equacio6 explicita de la recta. Cal fer notar que fins
aquesta, sempre estan molt localitzats els valors de les coordenades dels punts
o els vectors. Només si sabem com ¢és ’expressio tedrica, s’identifiquen. Una
vegada s’ha superat la darrera equacio 1 s’arriba a I’explicita, aquesta intuicio
és perd 1 cal fer alguna mena de calculs per a reconstruir els valors del vector o
el punt. Aixi, I’expressio que s’obté t¢ la forma de y = m - x + n, pero realment, el
que s’ha calculat és:

w w w .
y=—:x—-—-a+b,on m=— rep el nom de pendent de la recta i
v 1% 1%

w , .
n=-—-a+b, és el valor de la ordenada en I’origen.
%

Unicament ens queda I’equacié general o implicita de la recta, que només ¢és

una reordenaci6 de 1’anterior. Usualment s’escriu com A-x+B-y+C =0, pero

s, W w
realment I’expressio és: —x—-y—-—-a+b=0.
v v
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Qualsevol punt d’una recta la divideix en dues semirectes que tenen aquest punt
com a origen i que s’anomenen oposades.

Totes les semirectes que tenen origen en un punt donat d’un pla (feix de semirec-
tes) el recobreixen i permeten orientar-lo en dos sentits diferents. Si a partir d’una
semirecta concreta recorrem el feix seguint el sentit de les agulles del rellotge,
s’haura orientat el pla en un sentit anomenat negatiu. En cas contrari el sentit sera
positiu.

Qualsevol parell de punts d’una recta, 4 1 B, determina un segment AB format
per tots els punts de la recta que es troben situats entre 4 1 B, 1 per aquests dos
punts (extrems del segment) si €s tancat. Si el segment no inclou cap dels extrems
¢€s obert 1 si no inclou un d’aquests és semiobert. En general, quan es parla de seg-
ments ens referirem a segments tancats.

La longitud d’un segment AB es calcula mesurant la distancia entre els seus ex-
trems 1 es representa per ‘AB‘=d(A,B) , tal com s’ha especificat en el cas dels
vectors en el punt 3.1.1.

La recta perpendicular a un segment pel seu punt mig s’anomena mediatriu.

Dos segments qualssevol poden tenir o no punts en comu. Direm que dos seg-
ments sOn concatenats quan tenen un extrem comu i s6n consecutius quan tenen
un extrem comu i estan alineats.

Si considerem dues linies rectes al pla, les posicions que hi poden tenir son:

1. Rectes secants: tenen sols un punt en comi. Analiticament 7Ms = {P} (fi-
gura 10).

~

Figura 10. Representacio de rectes secants en el pla

2. Rectes paral-leles no coincidents: no tenen cap punt en comu. Analiticament
rNs=¢ (figura 11).

Figura 11. Representacio de rectes paral-leles no coincidents
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3. Rectes paral-leles coincidents: tenen tots els punts comuns. Analiticament
rNs=r=s (figura 12).

Figura 12. Representaci6 de rectes paral-leles coincidents

Nota: Si considerem dues linies rectes en 1’espai, caldria afegir un nou cas a
aquests tres: Rectes que es creuen en [’espai, tampoc tenen punts en comu i no

pertanyen al mateix pla. Analiticament r Ns = ® (figura 13).

Figura 13. Representacio de rectes que es creuen en 1’espai

3.1.3. La circumferéncia

Definim circumferéncia com el lloc geometric de tots els punts del pla que equi-
disten d’un punt fix anomenat centre. Aquesta distancia fixa s’anomena radi. Cal
notar que amb la paraula radi, ens referim també a cadascun dels segments que
uneixen el centre amb un punt qualsevol de la circumferéncia.

La circumferéncia més senzilla possible seria aquella que esta centrada al (0,0)
(figura 14). Partirem d’aquesta i si anomenem (X,y) a qualsevol punt de la circum-
feréncia i r al radi, aleshores la definici6 anterior es tradueix a llenguatge formal

com d((x.y),(0,0))=r.

(xy)

0,0

Figura 14. Representacié d’una circumferéncia centrada en (0,0)

Com que la distancia entre dos punts sempre ¢s el modul del vector que els uneix,
calculem el vector entre els punts (x,y) i (0,0). Al restar les coordenades, el vector

obtingut, seria (x,y). Calculem el seu modul J**+? i substituim aquesta expres-
si6 en I’anterior:
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i 4y =r=x"+y*=r"

Si el centre de la circumferéncia és qualsevol punt, C (c, ,cz) iel radi r (figura 15),
el procediment seria igual, i I’equacio a la qual s’arribaria seria:

(x—c1)2+(y—c2)2 =7’

Figura 15. Representaci6 d’una circumferencia centrada en (c,,c,)

Per a ampliar el coneixement de la circumferéncia, definim a continuacié alguns
dels seus elements basics:

Corda: segment que uneix dos punts qualssevol de la circumferéncia.
Diametre: corda que passa pel centre de la circumferéncia.

Arc: tram o porcid de la circumferéncia comprés entre dos punts d’aquesta.
Quan els punts son els extrems d’un diametre, 1’arc s’anomena semicircum-
feréncia.

Quan calga calcular la longitud d’una circumferéncia de radi r, utilitzarem la ex-

pressio L=2-m-r.

Si considerem ara dues circumferencies distintes en el pla, les posicions relatives
que hi poden tenir son:

1. Quan no tenen cap punt en comu (figura 16). Aquestes se situaran de dos
possibles maneres, o bé exteriors o bé interiors. Un cas particular de les
ultimes serien les circumferéncies que comparteixen el mateix centre, ano-
menades concéntriques.

2. Quan tenen punts en comu (figura 16). Trobem ara dues possibilitats, un sol
punt en comu o dos punts de contacte. En el primer cas poden ser tangents
interiors o exteriors i, en el segon, s’anomenen secants.
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Figura 16. Representacio de circumferéncies exteriors (dalt, esquerra), interiors (dalt, centre),
concentriques (dalt, dreta), tangents interiors (baix, esquerra), tangents exteriors (baix, centre)
i secants (baix, dreta)

Si es considera una circumferéncia 1 una recta, les posicions relatives que poden
tenir en el pla son les seglients (figura 17):

a) Recta tangent: la recta 1 la circumferéncia sols tenen un punt en com1l.
b) Recta secant: larecta i la circumferéncia tenen dos punts en comu.
¢) Recta exterior: larecta i la circumferéncia no tenen punts en comu.

tangent

)
N

exterior

Figura 17. Representaci6 de les posicions relatives d’una circumferéncia i una recta en el pla

De tots els tipus de linies que podem trobar en el pla, ens interessen particularment
les obertes 1 les tancades simples (aquelles que no tenen cap punt per on la linia
passa dues vegades). En el cas de les obertes, els principi i final d’aquestes son
dos punts diferenciats, mentre que en les tancades, son el mateix punt. En general,
obtindrem linies obertes simples a I’aplicar una transformacio topologica a una
recta, una semirecta o un segment i linies tancades simples a I’aplicar-la a una cir-
cumferencia.

3.2. Superficies en el pla
Una superficie plana és una figura geomeétrica que resulta de considerar una part

del pla determinada per linies d’aquest. En particular, qualsevol recta d’un pla el
divideix en dues regions anomenades semiplans que inclouen la recta.
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Una superficie plana és convexa (figura 18) quan conté tots els segments que unei-
xen qualsevol parell de punts d’aquesta. I concava (figura 19) quan algun d’aquests
segments no estiga contingut en la superficie.

\

Figura 18. Representacio d’una superficie plana convexa

P

Figura 19. Representacié d’una superficie plana concava

3.2.1. Angles

Les primeres superficies planes que s’han d’estudiar son les anomenades angles.

Quan dues rectes son secants, defineixen quatre regions en el pla. S’anomena an-
gle a cadascuna d’aquestes regions, incloent-hi les semirectes d’origen comu que
les defineixen. A aquest origen se I’anomena vertex de 1’angle i les semirectes son
els seus costats (figura 20).

Figura 20. Representacié d’una regi6 angular
Simbolitzem I’angle de dues maneres diferents: mitjangant només el vértex, O, o
bé amb una terna de punts composada per un punt de cada costat de I’angle i el seu

vértex entre aquests, 40B.

Quan les quatre regions son iguals, els angles s’anomenen rectes, i la seua ampli-
tud angular és de 90°. Quan les semirectes que determinen I’angle son oposades,
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aquest s’anomena angle pla. La seua amplitud és igual a dos angles rectes, ¢és a
dir, 180°.

Els angles que tenen una amplitud menor que el recte s’anomenen aguts.

Els angles la amplitud dels quals esta compresa entre un angle recte i un angle pla,
s’anomenen obtusos.

Quan les dues semirectes que determinen 1’angle son coincidents, I’angle que es
forma s’anomena complet. La seua amplitud ¢€s igual a quatre angles rectes, és a

dir, 360°.

Aquests cinc tipus d’angles son convexos. Seran concaus la resta d’angles, ¢s a dir,
els que mesuren més de 180° i menys de 360°.

Dos angles s’anomenaran complementaris quan la seua suma de les amplituds és
igual a 90°; seran suplementaris quan sumen 180° i conjugats quan sumen 360°.

En qualsevol angle, s’anomena bisectriu a la semirecta continguda en ell que té
I’origen en el vertex de 1’angle 1 el divideix en dues parts iguals.

3.2.2. Poligons
Definim linia poligonal com una col-lecci6 de segments concatenats no consecutius.

Una linia poligonal sera simple (figura 21) si no hi ha cap punt diferent dels ex-
trems dels segments que pertanya a dos d’ells a la vegada. En cas contrari, s’ano-
mena no simple (figura 22).

Figura 21. Representacié d’una linia poligonal simple

Figura 22. Representaci6 d’una linia poligonal no simple
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Si el primer i darrer segment d’una linia poligonal de més de dos segments tenen
un extrem comdu, aquesta sera tancada. En cas contrari sera oberta.

A partir d’aquests conceptes, definim poligon com la porcid del pla limitada per
una linia poligonal tancada simple, incloent-hi aquesta linia.

Cada segment de la linia poligonal s’anomena costat del poligon i si sumem les
longituds de tots els costats d’un poligon, obtenim el perimetre d’aquest. Els ex-
trems dels costats s’anomenen vértexs del poligon. El segment que uneix dos ver-
texs no consecutius d’un poligon s’anomena diagonal d’aquest.

Anomenarem els costats d’un poligon amb lletres mindscules: a, b, c...; i els ver-
texs amb lletres majuscules: A, B, C... En el cas dels triangles, s’acostuma a utilit-
zar la mateixa lletra per a un costat i per al vertex oposat.

Les semirectes que contenen dos costats concurrents d’un poligon 1 que tenen
I’origen en el vertex coml a aquests costats determinen dos angles (figura 23).
L’angle que conté al poligon s’anomena angle interior del poligon. Usualment
s’anomenen angles del poligon als seus angles interiors.

Figura 23. Representacié d’un angle interior d’un poligon

La suma dels angles interiors d’un triangle és de 180°. Per a qualsevol poligon que
tinga n costats, aquesta sera (n-2) - 180° (es comprova facilment si descomponem
el poligon en triangles).

L’angle convex determinat per la semirecta que conté a un costat del poligon i
la que prolonga un dels costats concurrents i té el seu origen en el vertex comd,
s’anomena angle exterior del poligon (figura 24).

g,

Figura 24. Representacié d’alguns angles exteriors d’un poligon

La suma de tots els angles exteriors d’un poligon convex (obtinguts prolongant
els costats en un mateix sentit del contorn), sempre fa 360°. En efecte, cada angle
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exterior €s adjacent d’un del poligon, és a dir, suma amb aquest un angle pla. La
suma dels angles exteriors i interiors val, per tant, tants angles plans com costats,
1 com els interiors sumen dos angles plans menys, aquesta €s precisament la suma
dels exteriors.

Un poligon es diu equilater quan té els costats de la mateixa longitud. Es diu equi-
angle quan els angles interiors tenen la mateixa amplitud i es diu regular quan és
equilater i1 equiangle. Els poligons regulars tenen en I’interior un punt equidistant
de tots els vertexs que s’anomena centre del poligon.

Els poligons s’anomenen pel nombre dels costats o angles. Aixi trobem: triangles,
quadrilaters, pentagons, hexagons, heptagons, octogons, enneagons o nonagons,
decagons, hendecagons (endecagonos en castella), dodecagons, triskaidecagons, te-
tradecagons, pentadecagons, hexadecagons, heptadecagons, octodecagons, ennea-
decagons, icosagons..., triacontagons (30)..., hectagons (100), quiliogons (1.000)...,
miriagons (10.000). Per a construir el nom d’un poligon de més de 20 costats, pero
menys de 100, cal utilitzar la segiient taula:

i Unitats Sufix final
Desenes

1 | -hena-
20 Icosi- 2 -di-
30 | Triaconta- 3 -tri-
40 | Tetraconta- 4 | -tetra-
50 | Pentaconta- 5 | -penta-
60 | Hexaconta- | -kai- | 6 | -hexa-

-gon

70 | Heptaconta- 7 | -hepta-
80 | Octaconta- 8 | -octa-
90 | Enneaconta- 9 | -ennea-

Per exemple, el nom de un poligon de 42 costats seria: tetracontakaidigon.

A continuacio, estudiem més detalladament alguns poligons, per la rellevancia que
tenen en les aules d’infantil 1 primaria.

3.2.2.1. Triangles

Un triangle és un poligon determinat per una linia poligonal simple tancada de tres
segments. Tindra, per tant, tres costats, tres angles 1 tres vertexs.

Podem anomenar els triangles en funcio6 dels seus angles i dels seus costats.

Si atenem els angles, 1a denominacié produeix la segiient classificacio:
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A. Triangles acutangles, son els que tenen els tres angles aguts (figura 25).

Figura 25. Representacié d’un triangle acutangle

B. Triangles rectangles, son els que tenen un angle recte (figura 26). Els costats
que determinen 1’angle recte s’anomenen catets i el tercer costat, hipotenusa.

Figura 26. Representacioé d’un triangle rectangle

C. Triangles obtusangles, un dels tres angles ¢s obtus (figura 27).

Figura 27. Representacio d’un triangle obtusangle
Si atenem els costats, les denominacions son:

A. Triangles equilaters, son aquells que tenen els tres costats d’igual longitud
(figura 28).

Figura 28. Representacio d’un triangle equilater
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B. Triangles isosceles, tenen dos costats d’igual longitud (figura 29).

Figura 29. Representacio de dos triangles isosceles

C. Triangles escalens, els tres costats tenen diferent longitud (figura 30).

Figura 30. Representacié d’un triangles escalé

Si ens fixem en els costats dels triangles en podem obtenir dues classificacions
diferents. Una seria excloent i una altra inclusiva. La classificacié excloent és
aquella que presenta tantes classes d’equivaléncia (vegeu annex) com denomina-
cions diferents hi ha. La inclusiva permet que en una mateixa classe puga haver-hi
elements corresponents a més d’una denominaci6. La diferéncia es troba en la
manera de definir els elements.

Per exemple: si es diu que «els triangles isosceles son aquells que només tenen
dos costats igualsy, un triangle equilater no és isdsceles. Per tant I’hem exclos. Es
a dir, aconseguim una classificacié excloent dels triangles que es pot representar
de la segiient manera:

Pero si la definicio considerada és «els triangles isosceles son aquells que tenen
almenys dos costats iguals», un triangle equilater si que és isosceles. Per aixo,
aquest tipus de classificacid s’anomena inclusiva, perqué inclou. En aquest cas,
obtenim dues classes d’equivaléncia, la dels triangles que tenen alguns costats
iguals 1 la dels que els tenen tots diferents, és a dir, la dels isosceles, que conté els
equilaters com a subconjunt, i la dels escalens, respectivament:
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ISOSCELES EQUILATERS

ESCALENS

A més d’interessar-nos la mesura dels costats, dels angles o del contorn d’un trian-
gle, també ens pot interessar mesurar la seua superficie. Ja coneixem I’expressio
que calcula el valor d’aquesta mesura (Pérez, Alcalde 1 Lorenzo, 2014), ¢s a dir,

. . base x altura . . .
I’area del triangle: — on base sera la longitud del costat del triangle
sobre del qual es recolza la figura, 1 altura sera la longitud del segment de la per-
pendicular a la recta que conté la base, pel vertex oposat (figura 31).

Figura 31. Representaci6 d’algunes altures de dos triangles

Resoldre un triangle significa coneixer les mesures dels costats 1 dels seus angles.
De vegades, aquests calculs poden resultar complicats i requereixen 1’ajuda de la
trigonometria. En uns altres, se simplifiquen i s’utilitzen relacions entre els costats
de triangles, com per exemple la que expressa el teorema de Pitagores per als tri-

angles rectangles: @’ = b’ + ¢?, on a és la longitud de la hipotenusa, i b i ¢ les dels
catets. La comprovaci6 grafica és molt evident (figura 32).

Figura 32. Representacié geométrica del teorema de Pitagores

Es a dir, ’area del quadrat de costat la hipotenusa, coincideix amb la suma de les
arees dels quadrats els costats dels quals son els catets.
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3.2.2.2. Quadrilaters

Un quadrilater és un poligon determinat per una linia poligonal simple tancada de
quatre segments. Tindra, per tant, quatre costats, quatre vertexs i quatre angles.

Hi ha diferents tipus de quadrilaters. Segons les caracteristiques que hi considerem
per cadascun d’ells, n’obtindrem diferents classificacions.

Aixi, si atenem el paral-lelisme dels costats trobem tres grans classes de quadrila-
ters: paral-lelograms (tenen els dos parells de costats oposats paral-lels), trapezis
(tenen sols un parell de costats oposats paral-lels, que s’anomenen bases) i trape-
zoides (no tenen cap costat paral-lel a un altre).

Els quadrilaters que componen cadascuna d’aquestes classes es poden determinar
per les segiients definicions:

A. Paral-lelograms. En funci6 de la igualtat dels costats i/0 dels angles, obte-
nim les quatre subclasses segiients:

A.1. Quadrats (figura 33).
 Els quatre angles son d’igual amplitud (equiangle). I, a més, son de
90°.
 Els quatre costats son d’igual longitud (equilater).

Figura 33. Representacié d’un quadrat

A.2. Rectangles (figura 34).
 Els quatre angles son d’igual amplitud (equiangle). I, a més, son de
90°.
* Els costats oposats son d’igual longitud. Els consecutius no ho son.

Figura 34. Representacio d’un rectangle

A.3. Rombes (figura 35).
 Els angles oposats son de la mateixa amplitud. Els no oposats no ho
son.
 Els quatre costats son d’igual longitud (equilater).
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Figura 35. Representacié d’un rombe

A.4. Romboides (figura 36).
 Els angles oposats son de la mateixa amplitud. Els no oposats no ho
son.
 Els costats oposats son d’igual longitud. Els consecutius no ho sén.

L

Figura 36. Representacié d’un romboide

B. Trapezis. En funci6 de la igualtat dels costats i/o dels angles, obtenim les
dues subclasses seglients:

B.1. Trapezis isosceles (figura 37).
» Les longituds dels costats no paral-lels son iguals.
 Els angles que comparteixen un mateix costat basic son iguals dos a
dos.

Figura 37. Representacio d’un trapezi isosceles

B.2. Trapezis escalens (figura 38).
* Les longituds dels costats no paral-lels son diferents.

Figura 38. Representacio d’un trapezi escale

Quan en un trapezi escalé un dels costats no paral-lels és perpendicular a
les bases, s’anomena trapezi rectangle (figura 39).

Figura 39. Representaci6 d’un trapezi rectangle
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C. Trapezoides. No tenen cap costat paral-lel i no s’exigeix igualtat de costat ni
d’angles (figura 40).

Figura 40. Representacié d’un trapezoide

Amb aquestes definicions s’aconsegueix una classificacio excloent dels quadrila-
ters, que es pot representar de la segiient manera:

PARAL-LELOGRAMS TRAPEZIS
QUADRATS
T. ISOSCELES
RECTANGLES
TRAPEZOIDES
ROMBES
T. ESCALENS
ROMBOIDES

Si es vol obtenir una classificacio inclusiva dels paral-lelograms hem d’incorporar
alguns canvis en les definicions anteriors. Per a facilitar la comprensié de la nova
classificacid, ens inclinem per mantenir les tres grans classes de la classificacio
inicial dels quadrilaters, modificar les definicions dels paral-lelograms 1 deixar
sense canvis les dels trapezis 1 trapezoides.

Aixi considerarem:
Romboide com el quadrilater que té els costats oposats d’igual longitud.
Rombe com el que té els quatre costats d’igual longitud.
Rectangle com el que té els quatre angles rectes.

Quadrat com el que té els quatre costats d’igual longitud i els quatre angles
rectes.

Segons les definicions exposades, la idea general de paral-lelogram s’identifica
amb el concepte de romboide. A més, els quadrats estan inclosos en les classes de
rectangles 1 de rombes. Aleshores la representacio grafica d’aquesta classificacid
inclusiva sera:
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PARAL-LELOGRAMS (ROMBOIDES) TRAPEZIS

T. ISOSCELES

ROMBES TRAPEZOIDES

T. ESCALENS

3.2.2.3. Pentagons

Un pentagon és un poligon determinat per una linia poligonal simple tancada de
cinc segments. Tindra, per tant, cinc costats, cinc angles 1 cinc vertexs. Podem
considerar pentagons regulars 1 irregulars. Encara que habitualment s’associa la
idea d’aquest poligon a un pentagon regular, hem de tenir en compte que existei-
xen també altres pentagons que no ho son, tant convexos com concaus (figura 41).

0ad

Figura 41. Representacié de pentagons: regular convex (esquerra), irregular convex (centre)
i irregular concau (dreta)

El pentagon regular ha estat molt utilitzat al llarg de la historia en els ambits de la
construccid, la religio, les creences 1 I’art.

Les rectes que contenen els costats del pentagon regular es tallen en punts exte-
riors a aquest, determinant una figura que s’anomena pentacle (figura 42) i que
correspon al tipus de poligons coneguts com estrellats. Si unim els punts de tall
esmentats trobem un nou pentagon.

Figura 42. Representacié d’un pentacle
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En D’art, el pentacle també s’ha utilitzat durant tota la historia. Un dels casos més
significatius és el quadre de Dali, Leda atomica de 1949, on I’harmonia de les
formes s’aconsegueix per la inscripci6 de totes les figures en un pentacle regular,
com es mostra en la figura 43.

Figura 43. Representacio de I’esbos i el quadre Leda atomica de Dali, 1949

3.2.2.4. Hexagons

Un hexagon és un poligon determinat per una linia poligonal simple tancada de sis
segments. Tindra, per tant, sis costats, sis angles i sis vertexs. Podem considerar
hexagons regulars i irregulars. Encara que habitualment s’associa la idea d’aquest
poligon a un hexagon regular, hem de tenir en compte que existeixen també altres
hexagons que no ho son, tant convexos com concaus (figura 44).

Figura 44. Representacié d’hexagons: regular convex (esquerra), irregular convex (centre)
i irregular concau (dreta)

Una caracteristica que es repeteix en tots els poligons regulars és que es poden

dividir en triangles isosceles iguals unint el centre amb tots els vertexs del poligon.
Particularment, en I’hexagon regular, aquests triangles son equilaters (figura 45).
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Figura 45. Representaci6é d’un hexagon dividit en triangles equilaters
L’hexagon és un poligon amb molta preséncia en la natura. La imatge més comuna

¢s la xarxa de cel‘les de seccid hexagonal que formen les abelles als ruscs o les
facetes dels ulls d’alguns insectes (figura 46).

Figura 46. Representacio de formes hexagonals a la natura: facetes de 1’ull d’un insecte
(esquerra), ruscs d’abelles (dreta)

En I’ambit de la quimica, I’hexagon apareix tamb¢ en moltes de les formes en les
quals el carboni es presenta en la natura, en particular la coneguda com carboni 60
que presenta una estructura tridimensional semblant a la d’un bal6 de futbol com
la que mostra en la figura 47.

Figura 47. Representacio de I’estructura tridimensional del carboni 60
(imatge proporcionada per www.pdm.com.co)

Una vegada estudiats exemples de poligons amb un nombre parell 1 imparell de

costats es fa innecessari detenir-se en 1’estudi detallat de poligons amb més cos-
tats, atés que els conceptes vistos fins ara es repeteixen de manera semblant.
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3.2.3. Consideracions sobre els poligons
3.2.3.1. Mosaics

Els mosaics son imatges composats per peces que tradicionalment han estat uti-
litzats per ’art. El seu origen se situa en construccions de civilitzacions antigues
(Grecia, Roma, figura 48) i posteriorment se n’han trobat també¢ en altres cultures
arribant fins als nostres dies.

Figura 48. Imatge d’un mosaic roma en Carranque: La Casa de Materno
(proporcionada per flickr.com)

Estan compostos per peces de ceramica o vidre, I’objectiu de les quals és formar
una figura plana sense deixar cap fragment de superficie per cobrir. Cadascuna
d’aquestes peces s’anomena tessel-la, i per aquesta rad als mosaics tamb¢ se’ls
coneix com tessel-lacions.

Matematicament, s’han estudiat els possibles recobriments del pla quan les tessel-
les son poligons regulars. Les conclusions d’aquest estudi son:

1. Si utilitzem només poligons regulars d’un sols tipus, les xarxes que es poden
obtenir son les que es mostren a la figura 49.

INONIN/N
NN
\VAVAVAV/

Figura 49. Xarxes de tessel‘les d’un sol poligon: triangle equilater (esquerra), quadrat (centre)
i hexagon regular (dreta)

Cal notar que només es troben aquestes tres xarxes perque per a recobrir el pla és

necessari que en un punt donat els angles dels poligons que concorren sumen 360°,
1 aixd només passa amb aquests tres poligons regulars.
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2. Si s’utilitza més d’un tipus de poligon regular, sols es compleix la condicid
anterior en els casos de les combinacions de la figura 50.
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Figura 50. Xarxes de tessel-les amb formes de diferents poligons regulars

3.2.3.2. Circumferencia circumscrita i inscrita en un poligon

Direm que una circumferencia esta circumscrita a un poligon regular quan és exte-
rior al poligon, 1 els punts de contacte amb aquest son els vertexs del mateix. També
es pot dir que el poligon regular esta inscrit en la circumferencia (figura 51).

De la mateixa manera, la circumferéncia estara inscrita en el poligon regular quan
¢s interior al poligon 1 els punts de contacte d’una i I’altre son el punt mig de cada
costat. Podem dir també que el poligon regular esta circumscrit a la circumferencia.

En els dos casos, el centre de la circumferéncia i el del poligon regular coincideixen.

La circumferéncia esta present en la construccio de qualsevol poligon regular 1 ha
estat I’eina usual per a construir-los inscrits en ella al llarg de la historia.
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Figura 51. Representacio de circumferencies: circumscrita a un pentagon (esquerra)
i inscrita en un pentagon (dreta)

3.2.3.3. Poligons regulars: simetries

Una figura sera simétrica quan, a partir d’un eix de simetria, es desenvolupe d’igual
manera a cada costat d’aquest. L’eix de simetria és una recta que no existeix en
la realitat, pero que la podem imaginar. Els poligons regulars, per ser equilaters i
equiangles, tenen igual nombre d’eixos de simetria que de costats. Les dues figu-
res segiients ens serviran per a il-lustrar els casos generals:

1. Quan el nombre de costats és imparell, els eixos de simetria son les bisec-
trius dels angles interns, que passen pel punt mig dels costats oposats al ver-
tex de cada angle. Com que hi ha tants angles com costats, el nombre d’eixos
de simetria coincideix amb el de costats. Un exemple pel cas d’un triangle
equilater, el trobem en la figura 52.

-~ ™~

Figura 52. Representacio dels eixos de simetria d’un triangle equilater

2. Quan el nombre de costats és parell, hi ha dos tipus d’eixos de simetria. Les
bisectrius dels angles interns, que en aquest cas coincideixen per cada parell
d’angles oposats, i les rectes que passen pels punts mitjans de costats opo-
sats. Per aquest fet, el nombre d’eixos de simetria que son bisectrius, sera la
meitat del nombre d’angles del poligon i el nombre d’eixos de simetria que
passen pel centre dels costats oposats, sera la meitat del nombre de costats.
Si sumem aquestes dues quantitats, obtindrem el nombre total d’eixos que
coincidira amb el nombre de costats, novament. Un exemple pel cas d’un
quadrat, el trobem en la figura 53.

@ G. Lorenzo [ M. Alcalde / I. Pérez - ISBN: 978-84-16356-32-4 38 La geometria i I'estadistica en I'aula de primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia110



Figura 53. Representacio dels eixos de simetria d’un quadrat

Quan el poligon no ¢és regular, no es pot garantir el nombre d’eixos de simetria,
pero aixo no nega que en tinga.

3.2.3.4. Perimetre i area d’'un poligon regular

Aquestes mesures son necessaries a I’hora d’estudiar els poligons regulars. Ja es
coneix el perimetre d’un poligon que, en el cas dels regulars es pot calcular mul-
tiplicant el nombre de costats per la longitud d’un d’aquests, i1 1’area, que és la
mesura de la superficie del poligon.

Per a calcular I’area d’un poligon qualsevol cal dividir-lo en triangles, i sumar les
arees de cadascun d’ells. Com ja s’ha comentat en el punt 3.2.2.4, en el cas dels po-

ligons regulars els triangles son iguals 1 isOsceles. Aquest fet facilita la construccio
perimetro x apotema

de I’expressio per a calcular I’area d’un poligon regular:

, (s . L2
on I’apotema del poligon és 1’altura de cadascun dels triangles isosceles en els
quals s’ha descompost (considerant els costats del poligon com a bases dels trian-

gles).

3.2.4. Cercle

Definim cercle com la porcio6 del pla limitada per una circumferencia, incloent-hi
també aquesta linia. També es podria definir com el lloc geométric dels punts del
pla la distancia dels quals a un punt anomenat centre, C, €s menor o igual que un
valor r anomenat radi. Analiticament i per analogia amb el cas de la circumferén-
cia, I’equacio del cercle que té com a centre el punt C (01,02) 1 com aradi r, és:

(x—cl)2+(y—cz)2 <r’

Per a calcular ’area d’un cercle, utilitzarem 1’expressié 4 = 7.

Tenint en compte les definicions dels elements basics de la circumferéncia inclo-
ses en el punt 3.1.3, podem definir algunes superficies notables relacionades amb
el cercle:
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* Angle central, és el que determinen dues semirectes que contenen dos radis
i té el vertex en el centre del cercle (figura 54). Cal adonar-se que hi ha dos
angles centrals representats en la figura: el que es troba ombrejat que és con-
vex 1 el seu conjugat que és concau.

Figura 54. Representacié d’un angle central

* Sector circular, és la interseccié d’un cercle amb qualsevol angle central del
mateix (figura 55). Quan I’angle central és un angle pla el sector circular és
Trion
360°
¢s el nombre de graus de 1’angle central que determina el sector circular.

un semicercle. Per a calcular I’area d’aquesta figura usem: 4 =

b

Figura 55. Representacio d’un sector circular

» Segment circular, és la porcio de cercle compresa entre una corda i I’arc cor-
responent (figura 56). Cal notar que qualsevol corda determina dos segments
circulars, ja que els seus extrems delimiten dos arcs en la circumferéncia.
Quan la corda és un diametre, el segment circular s’anomena semicercle,
que també es pot definir com la porcid de cercle compresa entre una semi-
circumferéncia i el diametre que la defineix.

Per a calcular I’area d’aquesta figura distingirem dos casos: (a) quan el sec-
tor circular associat al segment és convex, haurem de restar a I’area del sector
la del triangle determinat pel centre del cercle i els extrems de la corda;
(b) quan el sector circular associat és concau, cal afegir a la seua area la de
I’esmentat triangle.

Figura 56. Representacio dels dos segments circulars d’un cercle determinats
per la mateixa corda

» Corona circular, és la porcio del pla delimitada per dues circumferéncies

concentriques (figura 57), I’area de la qual es calcula restant-ne les dels cor-
responents cercles.
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Figura 57. Representacié d’una corona circular

3.3. Figures en I’espai

Com s’ha comentat en el punt 3.1.1, dues rectes secants determinen un pla. Si es
considera una tercera recta no coplanaria amb aquestes i que siga perpendicular a
les dues, apareix una nova dimensio que completa les que ja tenia el pla. Aquestes
tres dimensions configuren 1’ens geomeétric anomenat espai, que €s el conjunt de
tots els punts existents, introduit en 2.1.

Qualsevol pla de I’espai el divideix en dues regions anomenades semiespais, que
inclouen el pla.

3.3.1. Angles en ’espai
Si considerem dos plans en 1’espai, les posicions que hi poden tenir son:

1. Plans secants, tenen només una recta en comu (figura 58). Analiticament
TN, =r.

Figura 58. Representacié de dos plans secants en I’espai

2. Plans paral-lels no coincidents, no tenen cap punt en comu (figura 59). Ana-
liticament 7, N, = .

Figura 59. Representacio de dos plans paral-lels no coincidents

3. Plans paral-lels coincidents, tenen tots els punts en comu (figura 60). Anali-
ticament m, N, =7, = 71,.
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Figura 60. Representacié de dos plans paral-lels coincidents

Quan dos plans son secants, determinen quatre regions a 1’espai. S’anomena angle
diedre o simplement diedre, a cadascuna d’aquestes regions, incloent-hi els semi-
plans que les delimiten (figura 61). La recta comu als dos semiplans s’anomena
aresta de I’angle diedre. Obtenim la mesura d’aquest angle si mesurem 1’ampli-
tud de I’angle pla que determinen dues semirectes d’origen comu contingudes
en cadascun dels semiplans 1 que siguen perpendiculars a la recta d’interseccid
d’aquests.

Figura 61. Representacio dels elements d’un angle diedre

Quan el nombre de plans que considerem en 1’espai és superior a dos, la quantitat
de posicions en les quals ens els podrem trobar augmenta considerablement. Ens
fixarem unicament en les situacions on tots els plans tenen sols un punt en comu
1 considerarem les semirectes d’origen comu en eixe punt, de manera que el pla
determinat per cada dues semirectes consecutives deixa a totes les altres al mateix
semiespai. Anomenarem angle poliedre convex la intersecci6 de tots els semies-
pais determinats pels plans que cada parella d’aquestes semirectes consecutives
defineix (figura 62).

L’origen comu de les semirectes ¢s el vertex de 1’angle, cadascuna d’elles és una
aresta de I’angle poliedre i la porcid de superficie plana limitada per cada dues
semirectes consecutives (I’angle bidimensional que determinen) s’anomena cara
de I’angle.

Figura 62. Representacié d’un angle poliedre

En el cas de tres plans amb un punt en comu, I’angle rep el nom d’angle triedre o
simplement triedre. Quan el nombre de plans que determinen 1’angle, n, és igual
0 superior a quatre, s’anomenara bé amb les arrels gregues o bé amb ’expressiod
angle poliedre amb n cares.
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La mesura d’un angle poliedre s’obté al sumar les amplituds de tots els angles bi-
dimensionals que determinen les parelles d’arestes consecutives del mateix. L’am-
plitud de I’angle ha de ser menor que 360°, doncs si s’arribara a aquesta quantitat
de graus, la superficie que formarien les cares de 1’angle poliedre seria un pla en
I’espai 1 deixaria de limitar un angle poliedre.

3.3.2. Cossos geometrics

A més de les superficies planes, en I’espai podem trobar superficies que no ho sén
1 que s’anomenen corbes. A diferéncia de les superficies planes finites, que sempre
son obertes, les superficies finites corbes poden ser obertes o tancades (quan no
envolten o si envolten una zona de I’espai, respectivament).

Un cos geometric és una figura geometrica que resulta de considerar una part de
I’espai limitada per una superficie tancada simple (la que sols delimita una regio
interior en ’espai) incloent aquesta superficie. Aquestes figures també s’anome-
nen solids.

Analogament a superficie plana, concava i convexa, es poden definir cossos geo-
metrics concaus i convexos.

Per al treball que es realitza a dintre de I’aula de primaria, considerarem dos tipus de
cossos geometrics: els poliedres i els cossos redons. Els primers estaran delimitats
per poligons, i els segons per superficies corbes /o superficies planes no poligonals.

3.3.2.1. Poliedres

Sén els cossos geométrics limitats per superficies tancades simples composats per
poligons. A cadascun d’aquests poligons se I’anomena cara del poliedre. Els cos-
tats dels poligons s’anomenen arestes del poliedre i els seus vertexs son també
vertexs del poliedre. En cadascuna de les arestes es forma un angle diedre, i en
cadascun dels vertexs, un angle poliedre.

Qualsevol poliedre convex té, almenys, quatre cares, quatre vertexs i sis arestes.
Un vertex d’un poliedre pertany, almenys, a tres cares i a tres arestes. En qualsevol
poliedre convex es compleix la férmula d’Euler, que relaciona el nombre de cares
(C), de vertexs (V) i d’arestes (A), segons 1’expressio: C+V=A+2.

Podem classificar els poliedres en funcio de les segiients caracteristiques: la re-
gularitat de les cares, la igualtat d’aquestes 1 la igualtat dels angles del mateix
tipus que es formen en el poliedre. Aixi obtindrem dues classes, la dels poliedres
regulars 1 la dels que no ho son. Si un poliedre verifica les tres condicions anteriors
direm que és regular o platonic. Si no verifica alguna de les condicions anteri-
ors, direm que és irregular. En particular, si verifica la primera i la tercera pero
no la segona, direm que és arquimedia.
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POLIEDRES REGULARS

Estudiarem quins soén els poliedres regulars que existeixen i com es construeixen
a partir dels poligons que els delimiten.

Tenint en compte que la mesura d’un angle poliedre ha de ser menor que 360° 1
que, com a minim, en cada vértex han de concorrer tres cares, ens apareixen els
seglients solids platonics:

Nombre Suma dels , .
CARES de cares Poliedre Representacio
. angles
per vertex
3 TETRAEDRE
3 60°=180° REGULAR
4 OCTAEDRE
Triangles 4-60° =240 REGULAR
equilaters
5 ICOSAEDRE
5 60°=300° REGULAR
6 6 - 60° = 360° No existeix
CUBO
3 3.900=270c | HEXAEDRE-
Quadrats REGULAR
4 4 - 90° = 360° No existeix
3 DODECAEDRE
Pentagons 3108 =324° REGULAR
regulars
4 4 - 108° = 432° No existeix
Hexagons .
regulars 3 3-120° = 360° No existeix

I com es veu, a partir de I’hexagon regular, no es pot formar cap angle poliedre
perque la suma de tres angles de qualsevol altre poligon regular sempre sera
superior a 360° 1, per tant, no es podra determinar cap poliedre. Aleshores,
només es poden formar poliedres regulars amb triangles equilaters, quadrats,
1 pentagons regulars.

Cal fixar-se un poc en la construccid d’aquests cossos:
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Quan son triangles equilaters:

A partir de la xarxa que ja s ha estudiat de triangles equilaters (vegeu 3.2.3.1), ens
fixem en una part només, la que forma un hexagon (figura 63).

Figura 63. Representacio d’una xarxa de triangles equilaters (esquerra)
iuna selecci6 de sis (dreta)

Es clar que aquest hexagon no es pot doblegar per a formar una figura susceptible
de ser un cos geometric (com es pot veure en el quadre anterior). Caldra, doncs,
llevar triangles per a poder fer- ho.

Si es lleva un dels triangles, aleshores el cos que es pot formar tindra vertexs en els
quals confluiran cinc cares que son triangles equilaters. Perque el cos acomplisca
totes les condicions per a ser regular, necessitem quinze triangles equilaters més, i
el que s’obté rep el nom d’icosaedre regular (figura 64).

Figura 64. Representacio de la construccio d’un icosaedre regular

Si es lleven ara dos triangles equilaters, el cos que es pot formar tindra vertexs
en els quals conflueixen quatre triangles equilaters. Per a completar el cos regular en
aquest cas, necessitem quatre triangles equilaters més, i el que s’obté és un octae-
dre regular (figura 65).
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Figura 65. Representacio de la construccié d’un octaedre regular

Per ultim, si son tres els triangles que es lleven, el cos que es pot formar tindra
vertexs en els quals confluiran tres triangles equilaters. Sols necessitarem un altre
per a completar el cos geometric que s’anomena tetraedre regular (figura 66).

Figura 66. Representacio de la construccio d’un tetraedre regular

Nota: En general, qualsevol poliedre, les cares del qual siguen totes triangles
equilaters, s’anomena deltaedre.

Quan son quadrats:

A partir de la xarxa formada per quadrats (figura 67) i agafant-ne només quatre, es
pot seguir un procediment semblant.

|
'

Figura 67. Representaci6 d’una xarxa de quadrats
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Com que necessitem tres cares per a aconseguir un vertex, nomeés es pot llevar un
dels quadrats. Faran falta tres quadrats més per a completar el cos geomeétric que
s’anomena hexaedre regular o cub (figura 68).

s 9-

Figura 68. Representacio de la construccio d’un cub

!
|
I
yo-
”

Quan son pentagons regulars:

En aquest cas no es pot partir d’una xarxa plana, no existeix, ja que amb penta-
gons regulars no es pot recobrir el pla, perd si que es pot formar un poliedre. En
construir el vertex fent coincidir tres cares en aquest, la suma dels angles que el
formen és menor que 360°, doncs cadascun dels angles interiors d’un pentagon
regular mesura 108°.

En aquest cas necessitarem nou pentagons més per a completar el cos que s’ano-
mena dodecaedre regular (figura 69).

Sopt

Figura 69. Representaci6 de la construccioé d’un dodecaedre regular

Dins del conjunt de tots els poliedres, trobem unes families molt particulars, la
dels prismes 1 la de les piramides que, per la gran varietat de cossos que contenen
1 per la seua preséncia en la realitat, seran les primeres que estudiarem.

PRISMES

Un prisma ¢és un poliedre limitat per dos poligons iguals 1 paral-lels (homolegs en
una translacid —vegeu 3.4.1.1-) i tants paral-lelograms com costats tinguen aquells
(figura 70). Els poligons esmentats s’anomenen cares basiques o bases i els paral-
lelograms, cares laterals. L’altura del prisma ¢és el segment de la perpendicular a
les dues bases compres entre elles.
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Figura 70. Representacio de prismes de diferents bases

Si les bases del prisma son poligons concaus o convexos, el prisma s’anomena
concau o convex, respectivament.

Si totes les cares laterals son rectangles, seran perpendiculars a les bases, 1 és per
aixo que s’anomena prisma recte. Si les cares laterals no son perpendiculars a les
bases, es denomina prisma oblic (figura 71).

Figura 71. Representaci6é d’un prisma oblic
Si les bases d’un prisma recte son poligons regulars, el prisma s’anomena regular.

Les arestes laterals d’un prisma son segments iguals i1 paral-lels entre si. En els
prismes rectes son perpendiculars a les bases.

Segons que les bases siguen triangles, quadrilaters, pentagons, etc., el prisma es
denomina triangular, quadrangular, pentagonal, etc.

El desenvolupament pla d’un prisma és el resultat de desplegar 1 col-locar damunt
d’un pla totes les seues cares de manera que cada dues contigiies estiguen unides
per una aresta. Vegem, per exemple, a la figura 72, el cas d’un prisma regular he-
xagonal.

Figura 72. Representacioé del desenvolupament pla d’un prisma regular hexagonal
(imatge proporcionada per narceaeduplastica.weebly.com)
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Es important destacar que 1’expressio «desenvolupament pla d’un cos geometricy»
es refereix sols al de la superficie que limita el cos i no al del cos complet que és
solid 1 macis 1 que, evidentment, no es pot desenvolupar en un pla.

Paral-lelepipedes:

Un paral-lelepipede és un prisma les cares del qual son totes paral-lelograms. Cada
dues cares oposades son iguals (figura 73).

Si les bases son quadrats, aquest paral-lelepipede seria un prisma quadrangular, ja
esmentat abans.

Si totes les cares son rectangles, s’anomena ortoedre. Si son quadrats, s’anomena
hexaedre regular o cub, també esmentat abans. Si sén rombes, s’anomena rombo-
edre.

Figura 73. Representacié d’un ortoedre

Per a calcular I’area total d’un prisma, cal sumar I’area de les dues bases i I’area
lateral (suma de les arees de les cares laterals). Amb aquesta idea, calcularem tam-
bé I’area total d’un ortoedre i d’un cub.

Pel que fa al volum, caldra només calcular I’area d’una de les bases i multiplicar-la
per I’altura.

PIRAMIDES

Una piramide és un poliedre que té com a cara basica o base un poligon qualsevol,
i com a cares laterals triangles amb un veértex comu, que es denomina vertex, cispide
o apex de la piramide, en el qué tots els triangles formen un angle poliedre. L’altura
¢s el segment de la perpendicular a la base tragada pel vértex de la piramide, que té
per extrems el propi vértex i la intersecci6 d’aquesta perpendicular amb el pla que
conté la base de la piramide.

Si la base de la piramide és un poligon concau o convex la piramide s’anomena
concava o convexa, respectivament.

Si les cares laterals son triangles isosceles (poden ser també equilaters), la pirami-
de s’anomena recta. En cas contrari, sera obliqua (figura 74).
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Figura 74. Representacié d’una piramide quadrangular recta (esquerra) i d’una obliqua (dreta)

Si la base d’una piramide recta és un poligon regular, aquesta s’anomena piramide
regular. El vértex de la piramide regular es projecta sobre el centre de la seua base.

En una piramide regular totes les arestes laterals son de la mateixa longitud 1 les
cares laterals son triangles isosceles iguals. Les altures dels triangles es denomi-

nen apotemes de la piramide.

Segons les bases siguen triangles, quadrilaters, pentagons, etc., la piramide es de-
nomina triangular, quadrangular, pentagonal...

Veiem en la figura 75 un exemple del desenvolupament pla d’una piramide regular
quadrangular.

Figura 75. Representacié del desenvolupament pla d’una piramide quadrangular

Pel que fa a I’area total de la piramide, cal sumar 1’area de la base i 1’area lateral
(suma de les arees de les cares laterals).

1
En el cas del volum de la piramide, caldra multiplicar per 3 el volum d’un prisma

que tinga la seua mateixa altura i les bases del qual siguen poligons iguals a la base
de la piramide.

Tronc de piramide

Quan es trunca una piramide per un pla paral-lel al de la base, el cos comprés entre
els dos plans es denomina tronc de piramide (figura 76).
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Un tronc de piramide té dues bases que son poligons semblants (homolegs en una
semblanca —vegeu 3.3.2.4—). L’altura del tronc és el segment de la perpendicular
als plans que contenen les dues bases, comprés entre aquestes.

Si la piramide és regular, el tronc de piramide corresponent també s’anomena re-
b

gular. Les cares laterals son trapezis isosceles iguals. L’altura de cadascun d’ells

es denomina apotema del tronc de piramide.

Figura 76. Representacié d’un tronc de piramide regular hexagonal

Pel que fa a I’area total del tronc de piramide, cal sumar les arees de les bases 1
I’area lateral (suma de les arees de les cares laterals). Si el que es vol calcular és
el volum, cal observar les dades proporcionades i, si €s necessari, s’ha d’usar el
teorema de Tales per a obtenir aquest volum com la diferéncia entre el volum de la
piramide completa i el de la que es lleva per aconseguir el tronc.

3.3.2.2. Cossos redons

Seran aquells cossos geometrics limitats per superficies tancades simples on totes
les cares siguen superficies corbes i/0 planes no poligonals.

Encara que existeixen molts cossos d’aquest tipus, ens interessarem particular-
ment per aquells que deriven del cercle o que contenen cercles entre les superficies
que els delimiten.

Comencarem parlant dels cossos de revolucid que son els solids que resulten en
girar una figura plana al voltant d’un eix, anomenat eix de revolucid. En funcio6 de
com siga aquesta figura, obtindrem diferents cossos. Estudiarem a continuacio els
més representatius per a I’aula de primaria: el cilindre 1 el con rectes, i I’esfera.

CILINDRE
Si es fa girar una recta, anomenada generatriu, al voltant d’un eix paral-lel a ella,

es genera una superficie infinita, en forma de tub, que denominem superficie ci-
lindrica circular recta.
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El cilindre circular recte, d’ara endavant cilindre recte, és el cos geomeétric que
s’obté en fer girar un rectangle al voltant d’un dels seus costats, o bé el cos que queda
delimitat en tallar una superficie cilindrica per dos plans paral-lels entre si 1 per-
pendiculars a I’eix de revoluci6. La interseccio dels plans amb la superficie cilin-
drica dona lloc a dues circumferéncies que determinen dos cercles.

Aquests dos cercles son les bases del cilindre 1 a la superficie cilindrica compresa
entre aquestes se I’anomena superficie o cara lateral del cilindre. L’altura, A, és
el segment de la perpendicular als plans que contenen les bases comprés entre
aquests, i el radi de les bases ¢és el radi del cilindre, r.

De manera analoga als poliedres, podem obtenir el desenvolupament pla d’un cos
redod. En la figura 77 es mostra un cilindre recte i el seu desenvolupament pla.

Figura 77. Representacié d’un cilindre recte i el seu desenvolupament pla d’aquest

Els calculs de les mesures de la superficie i el volum d’aquests cossos s’han de
realitzar d’acord amb les indicacions que a continuaci6 s’especifiquen.

Si el que es vol és calcular 1’area total, caldra sumar 1’area lateral i I’area de les
bases, segons les expressions:

o Arealateral:2-mw-r-h
« Areade les bases: 2 - 7 - r?

Si el que es vol és calcular el volum, cal multiplicar 1’area d’una base per ’altura,
aixi I’expressio sera: 7w - r2- h

Quan la generatriu del cilindre circular no és perpendicular a les bases, el cilindre
s’anomena oblic, com es mostra en la figura 78.

Figura 78. Representacio d’un cilindre oblic
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Es pot estendre la idea de cilindre, tant recte com oblic, a uns altres cossos redons
les bases del quals no son cercles, sind superficies planes que poden estar delimi-
tades per el-lipsis o altres tipus de linies corbes tancades planes (figura 79).

Figura 79. Representacio d’un cilindre el-liptic

La superficie cilindrica també es pot entendre com la superficie generada per una
recta que es desplaca paral-lela a si mateixa i tangent a una linia corba tancada que
s’anomena directriu.

ConN

Si fem girar una recta anomenada generatriu al voltant d’un eix, al qual talla, es
genera un superficie infinita, en forma de dos cucurutxos amb el vertex comu, que
denominem superficie conica.

Si fem girar un triangle rectangle al voltant d’un dels seus catets, obtenim un cos
geometric anomenat con circular recte, o simplement, con recte. També podem
aconseguir aquest cos si considerem 1’espai que queda delimitat al tallar la super-
ficie conica anterior pel vertex i per un pla perpendicular a 1’eix de revolucid. La
interseccio d’aquest pla amb la superficie conica dona lloc a una circumferéncia
que determina un cercle.

Aquest cercle €s la base del con i a la superficie conica compresa entre aquesta i
el vertex se I’anomena superficie o cara lateral del con. El segment de la genera-
triu comprés entre el vertex 1 la base és la generatriu del con, g. L’altura, A, és el
segment de la perpendicular al pla que conté la base del con tragcada pel vertex 1
comprés entre aquest 1 I’esmentat pla. El radi de la base ¢és el radi del con, r. En
el cas dels cons rectes, I’altura uneix el vertex amb el centre del cercle de la base.

De manera analoga al cilindre, podem obtenir el desenvolupament pla d’un con,
com es mostra en la figura 80.

Figura 80. Representacié d’un con circular recte i el seu desenvolupament pla
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Els calculs de les mesures de la superficie i el volum d’aquests cossos es realitzen
d’acord amb les indicacions que a continuacio s’especifiquen.

Si el que es vol és calcular I’area total, cal sumar I’area lateral i I’area de la base,
segons les expressions:

« Arealateral: m-r-g
e Areade labase: - r?

Analogament al cas del volum de la piramide, per a calcular-ne el d’un con, cal
multiplicar per 0 el volum d’un cilindre que tinga la seua mateixa altura i les ba-

ses del qual siguen cercles iguals a la base del con. Es a dir: 1/3 - - r2- h.

Quan el pla que conté la base del con circular no és perpendicular a I’eix de revo-
lucid, el con s’anomena oblic (figura 81). En aquest cas, 1’altura del con no passa
pel centre de la base.

Figura 81. Representacié d’un con oblic

Es pot estendre la idea de con, tant recte com oblic, a uns altres cossos redons la
base del quals no és un cercle, sind una superficie plana que pot estar delimitada
per el-lipsis o uns altres tipus de linies corbes tancades planes.

La superficie conica també es pot entendre com la superficie generada per una
recta que es desplaga mantenint fix un dels seus punts i de manera tangent a una
linia corba tancada que s’anomena directriu.

TRONC DE CON

Si es talla un con per un pla paral-lel al que conté la base, el cos geométric comprés
entre els dos plans, es denomina tronc de con (figura 82).

El tronc de con recte és un cos de revolucid que es genera fent girar un trapezi
rectangle al voltant del costat perpendicular a les bases. T¢ dues cares basiques cir-
culars 1 I’altura és el segment de la perpendicular als plans que contenen les bases
comprés entre aquests. La generatriu, g, és el segment que ha generat la superficie
lateral 1, per tant, és el costat del trapezi no perpendicular a les bases.

@ G. Lorenzo [ M. Alcalde / I. Pérez - ISBN: 978-84-16356-32-4 54 La geometria i I'estadistica en I'aula de primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia110



Figura 82. Representacio d’un tronc de con recte i el seu desenvolupament pla

Per calcular I’area total, cal sumar 1’area lateral a més de 1’area de les bases, se-
gons les expressions:

« Arealateral: - (r+r’)- g
 Area de les bases: i - r2+ 1t - (r)?

Si el que es vol calcular €s el volum, caldra observar les dades proporcionades 1 si
¢s necessari s’ha d’usar el teorema de Tales per a obtenir-lo com la diferéncia entre
el volum del con que es trunca i el del que es lleva per aconseguir el tron de con.

ESFERA

L’esfera es genera fent girar un semicercle al voltant d’un eix que conté el dia-
metre que el determina. També es pot definir com el lloc geometric dels punts de
I’espai la distancia dels quals a un punt anomenat centre és menor o igual que un
valor R anomenat radi.

La superficie de ’esfera, anomenada superficie esferica, es genera en fer girar una
semicircumferéncia al voltant del diametre. Només es pot desenvolupar sobre el
pla aproximadament, perd no de manera exacta. No obstant aix0, es pot mesurar
I’area mitjangant una formula senzilla: 4 - 7t -R2.

Curiosament, si imaginem un cilindre que s’hi ajusta per complet a I’esfera, I’area
lateral d’aquest cilindre és 2 t R - 2R =4 - 7 - R? i coincideix amb 1’expressio
anterior (figura 83).

= S

2R

B e, )

Figura 83. Representacié d’una esfera ajustada per un cilindre circular recte
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Pel que fa al volum, aquest coincideix amb les dues terceres parts del volum del
cilindre: 2/3 - w- R*- 2R =4/3 - - R%.

A continuaci6 es defineixen algunes figures derivades de 1’esfera i la superficie
esferica.

Anomenem casquet esferic (figura 84) cadascuna de les dues parts de la superficie
esferica que resulten de tallar-la amb un pla. Si el que es talla és una esfera, les
dues parts resultants s’anomenen segments esferics d’una base. Si el pla secant
passa pel centre, obtindrem, respectivament, dues semisuperficies esferiques o
dues semiesferes.

Figura 84. Representaci6 d’un casquet esferic

A la porciod de superficie esferica compresa entre dos plans paral-lels que la tallen,
se I’anomena zona esferica (figura 85). Si el que es talla és una esfera, la figura
resultant s’anomena segment esferic de dues bases.

Figura 85. Representacié d’una zona esferica

Si es considera un angle diedre, 1’aresta del qual conté el diametre de 1’esfera, la
seua interseccid amb la superficie esférica s’anomena fus esféric. La interseccid
amb I’esfera s’anomena tasco esferic, falca esférica o cuny esferic (figura 86).

Figura 86. Representaci6 d’un tascé esferic
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3.4. Transformacions geometriques en el pla

Com ja s’ha explicat en el punt 2.2, una transformaci6 geometrica €s una aplicacid
bijectiva de I’espai en si mateix que pren una figura geomeétrica 1 la transforma en
una altra. En aquest apartat treballarem algunes de les transformacions geometri-
ques planes que es poden definir. Concretament veurem les isometries i les trans-
formacions equiformes en el pla.

3.4.1. Moviments rigids o isometries

Un moviment rigid o isometria és una transformacié geometrica que conserva
les dimensions de les figures. Dit d’un altra manera, és una transformacié que
compleix la seglient condicio: la distancia entre els punts de la figura original €s
la mateixa que la que hi ha entre els seus corresponents homolegs en la figura
transformada. Quan dues figures son homologues per una isometria es diu que so6n
congruents.

3.4.1.1. Translacions

Una translacio de vector v, T, és un moviment rigid en el pla en el qual tots els
seus punts es desplacen seguint aquest vector, que s’anomena vector de translacio.
Per a veure el comportament d’aquestes transformacions, treballem amb 1’exem-
ple de la figura 87, on la translacié esta determinada pel vector lliure v = AA'.

1]
|
| ¢l | C
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/
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| O X

Figura 87. Representacié de dos triangles homolegs per una translacid

En aquest cas T;(A)= A' i la figura homologa del triangle ABC és el triangle
A’B’C’, és a dir, T- (A A.BC')= A A B'. Es pot comprovar també que d(A4,C) =
diA’,C°), d(A,B) = J(A "B’) 1d(B,C) =d(B’,C’), o el que és el mateix, es conserven
les distancies; per tant, €s una isometria.

Com es veu en la figura 87, el sentit d’orientacio del pla que determinen el punts
A, B i C és el mateix que el determinat pels respectius homolegs d’aquests A’, B’
1 C’, és a dir, la translaci6 és una isometria que conserva el sentit d’orientaci6 del
pla. Per aquesta ra¢ les translacions s’anomenen moviments directes.
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Quan el vector v = 0 la translacio és la transformacio identitat, 1 aleshores per
qualsevol punt P del pla: T,(P)=P.

3.4.1.2. Girs o rotacions

Un gir o rotacié de centre O i angle a, G, ,, és un moviment rigid en el pla segons
el qual un punt qualsevol d’aquest P distint de O, es transforma en un altre punt P’
de manera que POP'= a, d(0,P)=d(0,P’) i el centre de gir O és un punt fix que es
transforma en ell mateix: G, ,(0)=0.

L’angle de gir ve determinat per la seua amplitud i1 un sentit de gir. Aquest sentit
sera negatiu quan coincidisca amb el moviment de les busques del rellotge 1 posi-
tiu en cas contrari.

Per a veure un exemple de gir, treballem amb la figura 88, on el centre de gir és
I’origen de coordenades i I’angle de gir és o = +90°.

A

A\

Figura 88. Representacid de dos triangles homolegs per un gir
En aquest cas G4 (B)=B' ila figura homologa del triangle ABC és el triangle
A’B’C’, és a dir, G, 4. (AABC)=AA'B'C'. Es pot comprovar també que d(A,C)
=d4’,C’), d(A,B) =d(A’,B’) 1d(B,C) =d(B’,C’), el que vol dir que es conserven
les distancies; per tant, €s una isometria.

Com es veu en la figura 88, el sentit d’orientaci6 del pla que determinen el punts
A, B i C és el mateix que el determinat pels respectius homolegs d’aquests 4°, B’ 1
C’, és a dir, el gir és una isometria que conserva el sentit d’orientaci6 del pla. Per
aquesta rad els girs s’anomenen també moviments directes.

Quan I’angle és 0° el gir és la transformacio identitat, i per a qualsevol punt P del
pla: G, .(P)=P.

I quan I’angle és 180°, el gir s’anomena simetria central: G, 4. =S, . Un exemple
d’aquestes transformacions es veu en la figura 89, on O és el punt (0,+1).
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Figura 89. Representacié de dos triangles homolegs per una simetria central (gir de 180°)
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3.4.1.3. Simetries axials

Una simetria axial d’eix e, S, és un moviment rigid en el pla en el qual un punt
d’aquest P, exterior a la recta e, es transforma en un altre punt P’ de manera que
la recta e és la mediatriu del segment PP'i qualsevol punt Q de I’eix de simetria
es transforma en aquest mateix, S, (Q) =(Q, és a dir, ’eix de simetria és homoleg
d’ell mateix, S, (e)=e.

Per a veure un exemple de simetria axial, treballem amb la figura 90, on I’eix de
simetria ¢és la recta vertical e.

+C 2
‘. /\
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i e |
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Figura 90. Representaci6 de dos triangles homolegs per una simetria axial

En aquest cas S,(A)=A'i la figura homologa del triangle ABC és el triangle
A’B’C’, és adir S, (A ABC) =AA'B'C'. Es pot comprovar que d(A4,C) = d(A’,C’),
d(A,B) =d4’,B’°) 1d(B,C) =d(B’,C’), o el que és el mateix es conserven les dis-
tancies, per tant és una isometria.

Com es veu en la figura 90, el sentit d’orientaci6 del pla que determinen el punts
A, B 1 C, ¢s el contrari del determinat pels respectius homolegs d’aquests A°, B’ 1
C’. La simetria axial €s, per tant, un moviment que canvia el sentit d’orientacié del
pla. Per aquesta rad les simetries axials s’anomenen moviments inversos.

3.4.1.4. Composicio de moviments en el pla

Si apliquem successivament dos moviments a una figura geomeétrica plana obte-
nim com a resultat una figura congruent amb la primera. Direm que aquestes dues
figures son homologues mitjangcant una composicié de moviments. Intuitivament
el que s’hi fa és desplagar 1 girar la figura original, o desplagar-la dues vegades, o
girar-la 1 després desplacar-la...

Quan componem dues simetries axials obtenim com a resultat translacions o girs

segons els eixos de les simetries siguen, respectivament, paral-lels o secants. Po-
dem observar aquestes composicions en la figura 91.
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Figura 91. Representaci6 de dos composicions de simetries axials:
eixos paral-lels (esquerra) i eixos secants (dreta)

En el cas dels eixos paral-lels, el punt P s’ha traslladat a P”’, d’acord amb el vector
de translacié PP", que ve determinat per la seua direccid, perpendicular als eixos

de les simetries, pel sentit, origen P i extrem P” que té, i pel seu modul |PP'"|=2

~d(r,s).

Si els eixos es tallen en el punt O i formen un angle agutb o, el punt P s’ha trans-
format en P”’, segons un gir de centre O 1 d’angle POP"=2 - a.

3.4.2. Transformacions equiformes

Una transformacié geometrica equiforme ¢és la que transforma una figura en una
altra de la mateixa forma 1 dimensions proporcionals a les de 1’original. Quan dues
figures son homologues per una transformacié equiforme es diu que sén sem-
blants.

3.4.2.1. Proporcionalitat de segments

Donats dos segments AB i CD, definim ra6 entre aquests com la ra6 numérica
entre les respectives longituds, calculades respecte d’una unitat de mesura comu.
AB d(A,B)

Es a dir, =
CD d(C,D)

Si tenim dos parells de segments AB i CD, PQ i RS, direm que son proporcionals
. o . .. AB PQ

si les raons entre els segments de cada parell son iguals, és a dir: 5 = R=§ A

aquest valor se I’anomena ra6 de proporcionalitat entre els parells de segments.
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3.4.2.2. Teorema de Tales

Una aplicacio directa de la definicié de proporcionalitat entre segments que acabem
de veure ¢és el conegut teorema de Tales: «Si tres rectes paral-leles a, b i ¢ tallen dues
rectes secants r 1 r’, els segments que es determinen en elles son proporcionalsy.
Una representacio geometrica d’aquest teorema s’ofereix en la figura 92.

Figura 92. Representacié geomeétrica del teorema de Tales

De la representaci6 anterior, es desprén la segiient relacié entre les mesures dels
segments:

iB _BC AC

A'B' B'C' A'C'

Aquest teorema ¢s molt important per a treballar la semblanga de figures en gene-
ral 1 en particular la de triangles.

3.4.2.3. Homotecies
Una homotecia de centre O irad k € R, H,,, €s una transformacio geometrica en
el pla en la qual un punt qualsevol d’aquest P distint d’0, es transforma en un altre

punt P’, situat sobre la recta OP tal que OP'=k-OP 1 el punt O roman fix.

Com s’observa en la figura 93, H,, (4) =A’i com k > 0 el punt 4’ pertany a la semi-
recta OA. La figura homologa del pentagon ABCDE ¢és el pentagon A’B’C’D’E’.

Figura 93. Representaci6 de dos pentagons homolegs per una homotécia de ra6 positiva
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Analogament, si k& < 0 el punt 4’ pertany a la semirecta oposada a OA, com s’ob-
serva en la figura 94.

Figura 94. Representacio de dos pentagons homolegs per una homotecia de rad negativa

Cal notar que si |k| >1 les longituds que es puguen mesurar en la figura homologa
son proporcionalment majors que les corresponents de la figura original, és a dir,
la figura homologa és una ampliaci6 de I’original.

Si0< |k | <1 les longituds de la figura homologa son proporcionalment menors que
les corresponents de la figura original, €s a dir, la figura homologa és una reduccio
de I’original.

En les figures anteriors es pot veure una ampliacio6 en el primer cas i una reduccio
en el segon.

3.4.2.4. Semblances

Una semblanga és una transformaci6é geometrica en el pla que resulta de la com-
posici6é d’una homotécia i un moviment rigid o a I’inrevés.

Com ja s’ha esmentat, dues figures son semblants quan tenen la mateixa forma 1
les dimensions dels segments homolegs son proporcionals (figura 95).

Figura 95. Representacio de dos triangles semblants

D’aquesta definici6 es dedueix que qualsevol homotécia és una semblanga on el
moviment rigid utilitzat en la composicié de transformacions ¢és la identitat.

De la mateixa manera es pot deduir també que un moviment és una semblanga
I’homotécia de la qual és de rad +1.
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3.5. Transformacions geometriques en 1’espai
Totes les transformacions vistes en el pla tenen les seues corresponents en 1’espai.

La definici6 de translacio espacial és idéntica a la que s’ha donat per al cas del pla,
tenint en compte que les figures i els vectors son tridimensionals.

La definici6 de gir en I’espai es analoga a la de gir en el pla, amb la diferéncia que,
en I’espai, es gira al voltant d’un eix que es manté fix, en lloc de girar al voltant
d’un punt.

Una simetria axial en I’espai és un gir espacial I’eix del qual és el de la simetria 1
I’amplitud de I’angle de gir és de 180°.

La definici6 d’homotecia espacial és analoga a la que s’ha donat en el cas del pla,
tenint en compte que les figures son tridimensionals.

La definicié de semblanca espacial és idéntica a la que s’ha donat per al cas del
pla, tenint en compte que les figures son tridimensionals.

Com que la simetria especular en I’espai €s una transformacidé que no procedeix
de la generalitzacio a I’espai de cap transformacié plana, és la que es va a tractar de
manera més detallada.

3.5.1. Simetria especular

Una simetria especular respecte del pla wt, S, €s una transformaci6 geometrica en
’espai segons la qual un punt d’aquest, A, exterior al pla mt, es transforma en un
altre punt A’ de manera que x €s el pla «mediatriu» del segment AA'i qualsevol
punt Q del pla de simetria es transforma en aquest mateix, S, (Q) =0, ésadir el
pla de simetria és homoleg d’ell mateix, S, (/) =7. Un exemple de simetria espe-
cular el trobem en la figura 96.

Figura 96. Representacid de dos prismes triangulars homolegs per una simetria especular
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4. Capacitats per desenvolupar en 1’aula
de primaria

4.1. Llistat de capacitats

El treball en educacié primaria referent al bloc de geometria t¢€ com a objectiu
contribuir a desenvolupar en I’alumnat les capacitats que s’expressen en el segiient
llistat, que tenen com a finalitat afavorir I’adquisicié de la competéncia matemati-
ca dels xiquets i les xiquetes 1 representar una ajuda per a la resta de competeéncies
d’aquesta etapa eductiva.

1. Aplicar les nocions d’orientacid espacial en la situacié del propi cos 1 dels

objectes.

2. Recorrer, organitzar i1 dibuixar trajectes 1 laberints. Interpretar i representar

croquis 1 planols senzills. Escales.

Reconéixer 1 reproduir I’ordre espacial: lineal i ciclic.

4. Adquirir intuitivament les nocions de punt, linia, superficie 1 espai 1 recon¢i-
xer-les en el seu entorn.

5. Linies 1 superficies obertes i tancades. Aprofundir en les nocions «dins» i
«foray relacionant-les amb els conceptes de frontera i regio.

6. Linies rectes 1 corbes. Posicions de la linia recta. Paral-lelisme i1 perpendicu-
laritat de rectes.

7. Distingir 1 construir superficies planes 1 corbes.

8. Identificar, construir 1 dibuixar angles en el pla. Classificacid i posicions dels
angles.

9. Localitzacié de punts en el pla utilitzant coordenades cartesianes. Punts car-
dinals i referéncies en mapes.

10. Distingir, construir 1 representar linies poligonals obertes 1 tancades.

11. Identificar, descriure, construir i dibuixar poligons. Recon¢ixer els seus ele-
ments basics: costats, vértexs, bases, diagonals, angles. Classificar poligons.

12. Classificacions de triangles 1 quadrilaters.

13. Relacions entre els costats 1 entre els angles d’un triangle.

14. Identificar, descriure, construir i dibuixar circumferéncies 1 cercles. Reco-
neixer els seus elements basics: centre, radi, diametre.

15. Posicions relatives de circumferéncies i cercles amb rectes: tangent, secant,
corda, arc 1 sector circular.

16. Mesura del contorn i de la superficie de figures geometriques planes: peri-
metre 1 area.

17. Identificar, descriure i construir poliedres i cossos redons. Reconeixer els
seus elements basics: arestes, vertexs, bases, cares laterals. Classificar cos-
s0s geometrics.

18. Compondre 1 descompondre figures planes 1 cossos geometrics. Completar
trencaclosques, puzles, mosaics, maquetes, etc.

19. Adquirir nocions de transformacions geomeétriques: simetries, girs, transla-
cions, semblances. Identificar-les en I’entorn familiar 1 en la natura. Com-
pondre i dibuixar figures simétriques.

[98)
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4.2. Desenvolupament de les capacitats

L’objectiu d’aquest apartat €s treballar alguns dels continguts geometrics presen-
tats en la part teorica, de manera que els xiquets 1 les xiquetes puguen assimilar-los
naturalment, identificar-los i recon¢ixer-los a partir de I’observacio en la realitat 1
la seua manipulacid, construccio i representacio.

Com a criteri general, amb el treball es persegueix que I’alumnat puga verbalitzar 1
intercanviar informacié sobre tots aquests conceptes, aixi com utilitzar un vocabu-
lari clar 1 precis que determine inequivocament cadascun dels objectes matematics
estudiats. Es considera també com a referent els nivells 1 les fases d’aprenentatge
del model de Van Hiele (1957, 1986).

1. Aplicar les nocions d’orientacio espacial a la situacio del propi cos i dels
objectes

Aquesta capacitat es considera el primer pas per a congixer 1’espai 1 relacionar-se
amb ell. Es pretén trobar respostes a les seglients preguntes que la realitat ens plan-
teja: On ens trobem? On es troben els altres elements en ’espai?

Es fa necessari, per tant, coneixer les diferents posicions espacials que pot ocupar
qualsevol persona o objecte en un context determinat. Cal insistir en els tres ni-
vells de dificultat treballats en educacid infantil:

1. El punt de referéncia €s el propi cos del xiquet 1 s’observen posicions espaci-
als d’altres xiquets o d’objectes respecte d’ell: «La joguina esta lluny de tuy.

2. El punt de referéncia és un element ali¢ al xiquet 1 s’observen posicions es-
pacials del nen respecte d’alguns objectes: «Posa’t al costat de la portay.

3. El punt de refereéncia és novament un element ali¢ al xiquet, 1 ara s’observen
posicions espacials d’uns altres elements també¢ aliens al xiquet: «Deixa la
motxilla sobre la taulay.

En Ir de primaria, s’han de revisar els dos primers nivells de dificultat i s’ha de pres-
tar més atencid al tercer, aixi com fer referéncia a les seglients nocions d’orientacid
espacial:

e Davant/darrere

» Dalt/baix

* Esquerra/dreta

* Prop/lluny

* Junt/separat

» Estar entre

e Estar al voltant de

* Estar enfront de o davant de
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El treball s’ha de fer amb moviments i escenificacions, verbalment i amb repre-
sentacions grafiques.

Insistirem especialment en les nocions de lateralitat (esquerra i dreta) amb la fi-
nalitat d’aconseguir un domini d’aquesta al llarg del dos primers cursos. S’ha de
tenir molt present la gran dificultat que per al xiquet o xiqueta representa la iden-
tificaci6 de la lateralitat d’unes altres persones, quan aquestes no tenen la mateixa
orientacio6 en I’espai que ell o ella.

La dificultat augmenta quan es tracta de reconeixer la lateralitat d’alguns objectes
inanimats, sobre tot d’aquells la lateralitat dels quals no ve donada clarament per
la forma, per exemple: «Posa’t a la dreta de la pilota». En general, la lateralitat de
I’objecte es construeix a partir de la lateralitat del xiquet/a, per la qual cosa és im-
prescindible que aquesta estiga ben construida (perqué el xiquet o la xiqueta estiga
a la dreta de la pilota, aquesta ha d’estar situada a ’esquerra de 1’infant).

En 3r curs de primaria I’alumnat ha de dominar les esmentades nocions d’orienta-
ci6 espacial i les seues combinacions amb seguretat, per a ser capagos de localitzar
de manera precisa tots els elements de I’espai.

2. Recorrer, organitzar i dibuixar trajectes i laberints. Interpretar i representar
croquis i planols senzills. Escales

En aquesta capacitat s’amplia el coneixement de 1’orientaci espacial, treballada
en ’anterior, amb el de 1’orientacid espacial dinamica que considera les diferents
possibilitats de moviment dins de I’espai.

Comengarem amb la revisid dels continguts d’educaci6 infantil relatius als con-
ceptes de trajectes i laberints d’acord amb les segiients aproximacions intuitives:
entendrem com a trajecte, recorregut o itinerari un cami que es pot recorrer des
d’un punt inicial a un final sense necessitat de retrocedir en cap moment, i com
a laberint el recorregut en el qual s’hi poden trobar obstacles que obliguen a re-
trocedir 1 buscar un tram del cami alternatiu. Es podria considerar el treball amb
laberints com una manera d’aplicar les possibilitats de moviment per I’espai que
s’aprenen amb el treball de trajectes o recorreguts.

Es continua I’ampliacié del coneixement dels xiquets 1 xiquetes amb els contin-
guts especifics d’educacio primaria: croquis, planols, mapes i el concepte d’escala.
Entendrem com a croquis un disseny fet sense precisio ni detall que I’individu ha
de realitzar per a oferir una informaci6 aproximada referent a un trajecte, paisatge,
terreny o objecte.

Quan es vol precisar la informaci6 apareix el concepte d’escala. Es 1’expressio nu-
merica d’una proporcid que ens permet representar en un mapa, planol o maqueta,
les distancies i dimensions dels trajectes, terrenys, edificis, maquines o objectes
originals amb total precisio.
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Per mapa s’entén la representacié geografica de la Terra o part d’aquesta en una
superficie plana, i com a planol es considera la representacid esquematica, també
en una superficie plana, d’un terreny, poblacid, maquina, construccio, etc.

En Ir i 2n curs de primaria es reprén el que s’ha vist en infantil. Es important no
tant sols que hagen de recorrer camins i laberints, sind també que els hagen de
construir. Cal que siguen capagos d’interpretar itineraris i d’utilitzar vocabulari
geométric per a descriure’ls. A més, també és important que interpreten, descri-
guen 1 elaboren croquis. Hi ha moltes activitats a fer, cal intentar que combinen
I’aspecte ludic del treball amb 1’objectiu que es vol aconseguir.

Es poden organitzar recorreguts i laberints a dintre de I’aula, en ’edifici del col-
legi o en el pati, en el barri o en el poble, integrats en algun projecte globalitzat o
en alguna eixida relacionada amb el treball de I’aula. En el cas dels recorreguts, hi
ha diferents maneres de treballar:

1. Recoérrer un cami real sense prendre nota del que s’ha recorregut, simple-
ment senyalitzant amb cordes o linies el trajecte per on es passa i verbalit-
zant els diferents moviments i canvis de direccio.

2. Completar I’activitat anterior amb la representaci6 grafica del recorregut en
el planol de manera simultania al desplagament.

3. Recorrer un cami a partir de les indicacions verbals o escrites (planol) que
han estat proporcionades pel mestre o un altre grup de companys.

4. Recorrer un cami en la realitat 1, després de realitzar 1’activitat, assenyalar
el trajecte sobre el planol corresponent verbalitzant els diferents moviments
realitzats.

5. Recorrer un cami en la realitat i, després de realitzar I’activitat, representar
el trajecte o recorregut sobre paper en blanc, elaborar-ne el croquis corres-
ponent i verbalitzar els diferents moviments realitzats.

En el cas dels laberints, hi trobem:

1. Recorrer un laberint real, fet a classe per la mestra o el mestre, amb taules i
cadires, amb caixes buides (per exemple d’electrodomestics), etc.

2. Completar I’activitat anterior amb la representacio grafica del laberint en el
planol de manera simultania al desplagament.

3. Recorrer un laberint en la realitat i, després de realitzar 1’activitat, senyalar
el recorregut seguit sobre 1’esquema del laberint i verbalitzar els diferents
moviments realitzats.

4. A partir d’un laberint representat graficament, marcar en aquest el cami ade-
quat per a arribar del punt d’eixida al punt d’arribada, i verbalitzar els dife-
rents moviments realitzats.

També cal que ells i elles puguen arribar a construir els seus propis laberints (tant
en la realitat com graficament); per exemple, en grups, per a resoldre’ls indivi-
dualment o per part d’un altre grup. Aixo els motivara a fer-los complicats, si més
no que costen de recorrer i aconseguirem que s’involucren més en les activitats.
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Un material didactic que ens pot ajudar a desenvolupar aquest treball és el geopla.
Consisteix en una superficie plana quadrada i rigida en la qual hi ha una xarxa de
pivots als quals es poden enganxar gomes elastiques per a representar-hi diferents
figures geometriques planes. Segons les disposicions dels pivots, els geoplans po-
den ser de xarxa quadrada (els pivots hi ocupen vertexs de quadrats iguals), de xar-
xa triangular (els pivots hi ocupen vertexs de triangles equilaters iguals) i de xarxa
circular (els pivots hi ocupen punts d’una o de varies circumferéncies concéntriques)
(figura 97).

Figura 97. Representacio de tres geoplans: xarxa quadrada (esquerra), xarxa triangular
(centre) i xarxa circular (dreta)

Amb la utilitzaci6 d’aquest material, els i1 les alumnes poden construir diferents
trajectes 1 laberints amb els elastics 1, posteriorment, recérrer-los amb el dit.

Durant els cursos segiients es reprodueixen activitats semblants a les anteriors,
amb un major grau de dificultat en la interpretaci6 i elaboracié de mapes, planols
1 croquis.

En 6¢ curs de primaria, 1 una vegada treballades la proporcionalitat directa i la
regla de tres en el bloc de nombres 1 operacions, es pot fer us d’aquests conceptes
per a construir el d’escala i utilitzar-lo per a millorar el treball amb croquis, planols
1 mapes amb més precisio que en els cursos anteriors.

Per a transformar una figura de dues dimensions en una altra també de dues, ini-
ciarem el treball amb escales d’una manera molt senzilla; per exemple, a partir
d’algunes situacions de transformar determinades representacions grafiques en el
seu doble, meitat, triple, terg, etc., d’aquestes (ampliar un dibuix d’una revista per
a fer un mural, reduir un dibuix d’un cartell per a posar-lo al quadern, etc.).

Continuarem aquest treball i els plantejarem unes altres situacions problematiques
reals amb escales de major dificultat, per exemple la distribucié d’un mobiliari en
un planol d’un habitatge (escala 1:100 o 1:50); el calcul de la longitud d’un recor-
regut a partir d’un planol de la ciutat o d’un mapa de carreteres.

En ultim cas 1 per a relacionar els objectes de tres dimensions amb la representa-
ci6 plana d’aquests, podem desenvolupar activitats en les quals els xiquets 1 les
xiquetes intenten dibuixar a escala alguns objectes reals senzills: la taula d’estudi,
la paperera, un armari de classe, etc.
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3. Reconeixer i reproduir [’ordre espacial: lineal i ciclic

Aquests conceptes s’han iniciat en educacié infantil i es refereixen al reconeixe-
ment i reproduccié de I’ordre espacial de punts, que complementen, en 1r curs de
primaria, la idea de localitzacid en I’espai, que es treballa en unes altres capacitats.
En aquest sentit, cal recordar que 1’ordre lineal es refereix a punts situats sobre una
linia oberta, 1 I’ordre ciclic, sobre una tancada.

El treball consistira a reproduir aquest ordre, pero en situacions diferents, per a fer-
los conscients d’allo que representa ordenar en I’espai. Podem relacionar aques-
tes activitats amb les transformacions topologiques que, malgrat les deformacions
produides, mantenen 1’ordre dels punts.

Es repassa el treball realitzat en educacio infantil amb les situacions més senzilles
d’ordre lineal i ciclic, 1 es completen aquests conceptes amb qiiestions més espe-
cifiques d’educaci6 primaria.

Aixi, s’ha de prestar una especial atenci6 a I’ordre lineal en direccions perpendi-
culars, a les transformacions d’ordre lineal en ciclic 1 a I’inrevés i a I’ordre invers
tant lineal com ciclic.

Treballarem activitats en les quals 1’alumnat haja de reproduir 1’ordre d’una linia
horitzontal sobre una linia vertical, i a ’'inrevés. En qualssevol dels casos és impor-
tant que els xiquets 1 les xiquetes decidisquen el primer i darrer element per a repro-
duir I’ordenacié adequadament. Per exemple, a I’aula han arribat paquets de cartoli-
nes de colors. Volem endrecar-los en una prestatgeria vertical seguint el mateix ordre
de colors de les pastilles de plastilina que hi ha en un altra prestatgeria horitzontal.

Quan es tracta de transformar els tipus d’ordre, cal reproduir 1’ordre d’una linia
tancada en una altra oberta i a I’inrevés. Cal decidir-hi el primer element i el sentit
de I’ordre pels punts que se situen sobre la linia tancada. Un exemple de transfor-
mar 1’ordre ciclic en lineal sera I’elaboracié d’un collar amb boles de colors que
s’han d’enfilar en un cord6 seguint el model tancat proposat. Per a transformar
un ordre lineal en un altre ciclic podem demanar a un xiquet que pose al voltant
d’una taula els noms ordenats dels seus companys i companyes que es troben en
una filera.

Igualment, es pot treballar la inversi6 de 1’ordre tant en el cas lineal com en el
ciclic. Han de reproduir I’ordre dels punts, pero en sentit invers, la qual cosa els
obliga a modificar les posicions de primer i darrer i les relacions espacials que
s’estableixen entre els punts.

Es considera finalitzat el treball d’aquesta capacitat en el 1r curs de primaria. No-

més si es detecta que €s necessari s’ha de treballar en el comencament del curs
seglient.
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4. Adquirir intuitivament les nocions de punt, linia, superficie i espai
i reconéixer-les en el seu entorn

En educaci6 infantil es va iniciar la diferenciaci6 entre els elements geomeétrics
punt, linia, superficie i espai, a partir del contacte directe dels xiquets i xiquetes
amb les seues aproximacions reals i de la reflexi6 sobre les possibilitats d’aquestes
experiéncies.

En educaci6 primaria, i donada la importancia que tenen les esmentades nocions
per a la construccid de tots els altres conceptes geometrics, es repren el contacte
amb elles per a adquirir-les més matematicament.

En aquest sentit, és important que els 1 les docents tinguen clara la diferéncia entre
les dimensions dels elements geométrics que estem estudiant. L’abstraccid que
exigeix entendre aquestes qiiestions no ¢és adequada per 1’alumnat de primaria,
pero coneixer-les ajudara els mestres a mesurar la dificultat que presenten. Mate-
maticament un punt té dimensio 0, una linia t¢ dimensio6 1, una superficie plana 2
i ’espai, dimensio 3.

La percepcio dels xiquets i les xiquetes d’educaci6 infantil 1 primaria ¢és global,
per tant hem de comengar amb una aproximacid a I’espai i als cossos o solids que
ocupen parts d’aquest, posteriorment a les superficies i, per Ultim, a les linies 1
els punts. Cal orientar I’alumnat cap a la intuici6é d’aquestes abstraccions a través
d’objectes de la realitat, per a saber distingir un cos d’una superficie o d’una linia.

S’inicia aquesta capacitat en el 1r curs de primaria, perd no es desenvolupa pun-
tualment en ell. Es reprén mitjangant el treball geométric desenvolupat en la resta
de capacitats que es fa durant tota 1’etapa, gracies al qual es reforca la conceptu-
alitzaci6 matematica de les nocions que ens ocupen. Aixi es podra parlar de parts
d’espai ocupat, superficies, linies i punts al treballar diferents cossos geomeétrics 1
figures planes (cares, arestes, costats, vertexs, etc.).

Per a interioritzar aquestes nocions geometriques es fa necessari representar-les,
tenint en compte les restriccions esmentades en el punt 2.1, respecte a les figures
d’1 i 2 dimensions.

5. Linies i superficies obertes i tancades. Aprofundir en les nocions «dins» i
«foray relacionant-les amb els conceptes de frontera i regio

Intuitivament, en educacid infantil, s’han treballat els conceptes d’obert i tancat
aplicats a linies 1 superficies, i s’han relacionat amb I’existéncia o no d’extrems
perfectament determinats en les figures (obertes, corda i cara d’un full; tancades,
vora d’un cércol, superficie exterior d’una pilota, per exemple).

Al voltant d’aquests conceptes s’han d’experimentar els de dins i fora en situa-
cions que ho permeten: linia tancada d’un dibuix, caixa oberta, habitaci6 tancada,
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etc.; pintar dins de la linia del dibuix, trobar-se dins o fora d’una caixa, de 1’aula,
de ’edifici del col-legi...

Tots aquests conceptes estan relacionats amb les transformacions topologiques
que deformen els objectes sense trencar-los, i es conserven, per tant, les nocions
d’obert i tancat i les de regid interior i regié exterior. Es fa necessari parlar del con-
cepte de frontera com un conjunt de punts que separa en dues regions clarament
diferenciades una linia, una superficie o I’espai i que és necessari travessar per a
anar d’una regi6 a ’altra.

Pero, ¢és clar, la definicié anterior va irremeiablement unida a I’element geometric
del qual siga frontera, per aixo, si parlem de I’espai, la frontera sera una superficie
tancada (una caixa tapada, un armari tancat, etc.). En el cas de les superficies, la
frontera la determina una linia tancada (la circumferéncia del cercle central d’un
camp de futbol, un diagrama de Venn, etc.). Podem trobar superficies sobre les
quals algunes linies tancades no siguen frontera. Per exemple, en la superficie
d’un flotador o de la camera d’un pneumatic, que matematicament s’anomenen
superficies toroidals i no son objecte d’estudi en aquesta etapa, cadascuna de les
linies tancades representades en la figura 98 no forma frontera per si mateixa.

Figura 98. Representacio d’una superficie toroidal

Per tltim, quan es tracte de linies (figura 99), la frontera la determina un punt, en
el cas de les obertes i dos punts no consecutius, en el de les tancades (establir dos
trams en les boles d’un collar obert o tancat, etc.).
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Figura 99. Representacio de fronteres en dues linies: oberta (esquerra) i tancada (dreta)

En 1r curs de primaria es reprenen les activitats realitzades en educacié infantil,
relacionades amb aquests conceptes. Aixi, els xiquets 1 les xiquetes continuaran
amb el reconeixement de diferents superficies obertes i tancades 1 se situaran dins
o fora d’aquestes, 1 perfeccionaran el vocabulari referent a aquestes posicions es-
pacials. A més, s’ha d’insistir en situacions en les quals existeix més d’una frontera
amb la intenci6 que puguen reconeixer relacions espacials amb més d’un referent
(fora de la caixa pero a dintre de ’aula, dins del col-legi pero fora del menjador,
etc.).
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El treball es continua amb fronteres en superficies, que treballarem directament
amb activitats sobre aquestes (acolorir un dibuix fet sense eixir-se’n de la vora,
dibuixar elements dins del diagrama d’un conjunt...) o realitzant representacions
sobre de paper de posicions reals de diferents elements en 1’espai (per exemple,
dibuixar les seues posicions o les de determinats objectes respecte d’algunes fron-
teres en un planol del col-legi...).

Amb exemples analegs al de I’establiment de trams en un collar, es pot treballar el
concepte de frontera bé en linies obertes, bé en tancades (determinar dos trams en
una filera o en un rogle de persones...).

Amb el treball desenvolupat en aquest curs, I’alumnat ha de dominar els conceptes
d’interior i exterior, dins 1 fora, frontera i regid que s’utilitzaran en la resta de cur-
sos sense necessitat de tornar a treballar-los de manera especifica.

6. Linies rectes i corbes. Posicions de la linia recta. Paral-lelisme
i perpendicularitat de rectes

En educacid infantil els xiquets i les xiquetes ja distingeixen entre una linia recta
1 una corba a partir del seu propi moviment i també per la vista i el tacte. Aquesta
distinci6 és intuitiva i no hi ha molts problemes per a arribar a recon¢ixer que €és
recte 1 que no ho és.

En 1r curs de primaria cal aprofundir un poc més en tot ago i reflexionar al vol-
tant del fet que un seguit de passos sobre una linia recta o un grapat de reglets
col-locats en filera indiquen alineaci6 en una unica direccio. Quan les activitats
es relacionen amb linies corbes les reflexions ens condueixen a concloure que la
direccid no es manté constant al llarg de tota la linia.

De manera simultania al treball amb activitats en la realitat, cal representar amb
llapis 1 paper aquestes linies. Aixi, han de descobrir que per a dibuixar les rectes
cal ajudar-se d’algun instrument (per exemple, un regle) que els permeta construir
la linia correctament. Si el que volen és representar-la en un lloc concret del full,
previament caldra indicar per on ha de passar la linia recta marcant dos punts en
el paper, sobre els quals podrem col-locar un regle i dibuixar-la. Evidentment,
mai no podrem representar la infinitud d’una recta, per tant seran segments el que
realment plasmem en els dibuixos.

Si volem representar linies corbes, les possibilitats es multipliquen, atesa la gran
quantitat de tipus diferents de linies corbes que hi ha.

En educaci6 infantil s’han treballat les posicions de la linia recta: vertical, horit-
zontal 1 obliqua (inclinada) a partir de les posicions del cos de I’alumnat i d’alguns
altres referents (per exemple, persona dreta, arbre, persona gitada, horitzo, perfil
d’una escala o tobogan, respectivament). En 1r de primaria cal revisar aquests
conceptes i relacionar-los amb les direccions espacials determinades per de dalt a
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baix per la vertical, d’esquerra a dreta per I’horitzontal 1 marcar la diferéncia en
qualsevol altra direccio que genericament es denominara obliqua.

S’ha de completar el treball amb el seu reconeixement en objectes reals i la repre-
sentacid d’algunes linies especials, aixi com el domini del seu vocabulari associat.
Aixi treballarem:

» Linia trencada: formada per segments de recta concatenats no consecutius.
Poden ser obertes o tancades com es pot veure en la figura 100.

N <>

Figura 100. Representacio de dues linies trencades: oberta (esquerra) i tancada (dreta)

» Linia mixta: formada per segments de recta i de corba que s’uneixen per un
dels extrems d’aquests. Poden ser obertes o tancades, com es pot veure en la
figura 101.

)

Figura 101. Representacio de dues linies mixtes: oberta (esquerra) i tancada (dreta)

» Linia espiral: linia corba descrita per un punt que gira al voltant d’un altre
punt o d’un eix del qual s’allunya continuament i uniformement, com es
mostra en la figura 102.

Figura 102. Representacié d’una linia espiral

Per a completar el coneixement de la linia recta i les posicions individuals d’aques-
ta, en 3r 14t curs de primaria, hem de treballar també les posicions relatives de més
d’una recta situades en el mateix pla (coplanaries), a partir de I’observacié de re-
ferents reals i/o grafics i la reflexio sobre ells (costats paral-lels o no d’una taula o
d’un full, voreres d’una carretera, rails del ferrocarril, encreuaments de carrers...).
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Aixi, direm que dues rectes son paral-leles, quan no tenen cap punt en comu i que
son secants quan es tallen en un punt.

Una vegada treballats els angles i diferenciats els rectes dels que no ho son, intro-
duirem el concepte de rectes perpendiculars, com les que es tallen formant angles
rectes 1 obliqiies com les que es tallen formant angles que no son rectes.

El concepte de paral-lelisme resulta complicat pels xiquets i1 xiquetes, ja que esta
associat al concepte d’infinit i exigeix sempre que pensen en la prolongacio de les
linies que estan observant i aventuren si es tallaran o no més enlla del que es veu,
per no poder-se representar mai la linia completament.

Les activitats especifiques per treballar tots aquests conceptes (reproduir i clas-
sificar figures planes, dibuixar i construir maquetes, reproduir planols, recorrer
diferents itineraris, representar trajectes...) poden trobar-se immerses en altres ja
descrites o que es descriuran posteriorment. En elles s’ha d’insistir en la verbalit-
zaci6 correcta dels esmentats termes i en el treball amb llapis i paper, aixi com amb
programes informatics de geometria dinamica, que ajudaran a fixar-los.

En 5¢ 1 6¢ curs de primaria es completa el coneixement de les linies rectes paral-
leles i perpendiculars amb la utilitzacio d’instruments de dibuix per a construir-les

correctament. En la figura 103 es veuen exemples de processos respectius de cons-
trucci6 d’aquestes rectes amb 1’ajut de I’escaire i el cartabo.

W
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Figura 103. Representacio d’un procés per dibuixar paral-leles i d’un altre per a perpendiculars

Un cas particular del tragat de linies rectes perpendiculars €s la construccio de la
mediatriu d’un segment (vegeu 3.1.1), trobant el punt mig d’aquest amb un regle i
tracant la perpendicular amb I’escaire i el cartabo.

Amb compas i regle també podrem construir la mediatriu, fent centre en els ex-
trems del segment i dibuixant dos arcs de circumferéncia amb el mateix radi (ma-
jor que la meitat del segment), que es tallen en dos punts. La recta que uneix
aquests dos punts és la mediatriu del segment, com s’observa en la figura 104.
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Figura 104. Representacio d’un procés per dibuixar perpendiculars

7. Distingir i construir superficies planes i corbes

Aquesta capacitat s’ha treballat en educacio6 infantil de manera molt intuitiva, pas-
sant la ma per sobre dels dos tipus de superficies i observant les diferéncies de
contacte amb elles.

En 1r i 2n curs de primaria s’ha de continuar el refor¢ d’aquestes idees i s’ha d’ar-
ribar a 1’abstraccié matematica de les diferéncies anteriors a partir de la possibi-
litat o impossibilitat de dibuixar linies rectes en qualsevol direccio damunt de les
superficies planes o corbes, respectivament.

Tot aix0 s’ha de realitzar de manera manipulativa, les han de recon¢ixer al seu vol-
tant a partir de I’observacio d’objectes reals (superficies d’una pissarra, d’un pot
de refresc, de la part superior d’una taula, d’un got o ampolla, de caixes, dun balo...)
1 construir-les amb diferents materials (paper, cartro, cartolina, tela, argila, plastilina,
etc.) han d’associar aquesta tasca a la confeccié d’objectes, maquetes i construcci-
ons. També se representaran graficament quan siga necessari, dins de les possibi-
litats dels xiquets i1 xiquetes d’aquests cursos.

8. Identificar, construir i dibuixar angles en el pla. Classificacio i posicions
dels angles

En educaci¢6 infantil i en 1r i 2n curs de primaria, quan es treballen experiéncies
d’exploracid de ’espai i de coneixement de figures planes, els xiquets i les xique-
tes han pres contacte amb els angles i1 han utilitzat aquest concepte per a referir-se
a cantons o puntes (vertexs) dels cossos i de les figures planes.

A partir de 3r de primaria podem partir d’alguns treballs amb rectes secants per
a fixar ’atencié de I’alumnat en les quatre regions que es determinen en el pla
sempre que s’hi tallen dues rectes. Algunes situacions d’aquest tipus poden estar
relacionades, per exemple, amb la representacié esquematica de dos camins que
creuen un parc i que es tallen en el seu punt central, amb la representacio grafica
d’itineraris coincidents en algun punt o de les linies divisories d’un camp d’es-
ports, o del planol d’un edifici...

En el procés d’identificar i diferenciar aquestes regions apareix un nou concepte

anomenat angle que, com es definia en el punt 3.2.1 d’aquest tema, coincidira amb
cadascuna de les regions incloent-hi les semirectes que la determinen.
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Analogament amb el que passa amb les rectes i les semirectes, el concepte d’angle
també porta implicit el d’infinit. Aixo produeix que siga impossible representar un
angle realment i que calga treballar amb la superficie limitada del paper, la pissarra
o les pantalles dels dispositius electronics.

Com que les regions seran diferents en cadascuna de les situacions, apareixeran
distints tipus d’angles 1, per tant, cal definir-los i classificar-los com a rectes, aguts,
obtusos, plans, concaus i complets, com s’ha fet en I’esmentat punt 3.2.1.

Per a treballar amb ’alumnat aquestes definicions i les seues diferéncies cal ob-
servar els distints angles que poden formar els bragos amb el tronc del cos, les
cames, les busques d’un rellotge, una tisora oberta, les varetes d’un ventall... Po-
dem ajudar els xiquets i les xiquetes a estudiar els tipus d’angles amb la utilitza-
ci6 d’activitats de construccié (amb cordes, amb plegat de paper...) i de la seua
representacié en un geopla o mitjancant programes informatics de geometria, que
possibiliten visualitzar diferents conceptes (angles, paral-lelisme, etc.), sense la
necessitat de dibuixar, que a aquestes edats, ¢és una dificultat afegida. En totes
aquestes activitats cal insistir-hi que 1’angle és la porcid de la superficie limitada
pels costats, i no només aquestes dues semirectes.

Alguns dels exemples esmentats es poden veure en la figura 105.

Figura 105. Representacio de visualitzacions d’angles en objectes reals

A més, hem de treballar els angles en les activitats de disseny i1 construcci6 de
maquetes 1 figures planes que s’han de desenvolupar també en la capacitat 18. To-
tes aquestes activitats cal completar-les amb la utilitzaci6 correcta del vocabulari
associat per part dels infants.

De la mateixa manera que s’estudien les posicions de dues rectes, a partir de 5¢
cal també parar atenci6 a les posicions de dos angles i trobar angles consecutius,
adjacents o oposats pel vertex. Aixi, direm que dos angles son consecutius quan
tenen el vertex 1 un costat comu i els altres dos costats estan en distinta regio del
plarespecte a la recta de I’esmentat costat comu; direm que son adjacents quan son
consecutius i els costats no comuns pertanyen a la mateixa recta, i que so6n oposats
pel vértex quan tenen en comu aquest punt i els costats d’un angle son semirectes
oposades als costats de I’altre (figura 106).
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Figura 106. Representacio dels costats de dos angles consecutius (esquerra), adjacents (centre) i
oposats pel vertex (dreta)

Podem trobar contextos concrets on 1’alumnat de primaria visualitze aquests tipus
d’angles en el treball de construccid de sanefes i mosaics, 1 en 1’observaci6 dels
planols d’algunes vivendes. En la figura 107 es mostren alguns exemples.

Figura 107. Representacié d’exemples reals d’angles consecutius,
adjacents i oposats pel vértex

A partir de 5¢ de primaria es completen tots aquests conceptes i s’associen els di-
ferents tipus d’angles amb la seua amplitud angular, els mesuraments i les unitats
de la qual s’hauran estudiat en el bloc de continguts de mesura.

Novament, cal tornar a reflexionar al voltant de la idea d’angle com una superficie
i no com les dues semirectes que el limiten.

Cap al final de I’etapa, també es pot introduir el concepte de bisectriu d’un angle
(vegeu 3.2.1) i construir-la mitjancant diferents procediments.

Un molt elemental consisteix en plegar un paper en el qué hi ha dibuixat un an-
gle, fent coincidir els seus costats i obtenint aixi un eix de simetria plana (vegeu
3.4.1.3) de la figura, que és la bisectriu de 1’angle.

Un altre utilitza un semicercle graduat. Amb aquest instrument es mesura 1’am-
plitud angular, es divideix per la meitat i es marca a I’interior de I’angle un punt
que correspon a aquesta quantitat de graus. La recta que uneix aquest punt amb el
vertex de I’angle és la bisectriu que es buscava.

Amb compas i regle també podrem construir la bisectriu, fent centre en el vertex
de I’angle i trobant dos punts, un en cada costat, equidistants del vertex. Fent cen-
tre en aquests dos punts es dibuixen dos arcs de circumferéncia amb el mateix radi,
que es tallen en un punt. La recta que uneix aquest punt amb el vertex de I’angle
¢s la seua bisectriu, com s’observa en la figura 108.
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Figura 108. Representaci6 de la construccio de la bisectriu d’un angle amb regle i compas

9. Localitzacio de punts en el pla utilitzant coordenades cartesianes. Punts
cardinals i referéncies en mapes

Perqué I’alumnat aprenga com localitzar la situacié d’un punt determinat (el col-
legi, sa casa, el parc, una muntanya, un llac, el naixement d’un riu...) en un planol
d’una ciutat o poble, o en un mapa d’una zona geografica, cal introduir els xiquets
1 xiquetes en la utilitzacid de les coordenades cartesianes.

A partir de 3r curs de primaria podem aprofitar el joc «d’enfonsar la flota» o una
activitat d’orientaci6 amb planol quadriculat per a fer-los veure que necessitem
dues informacions, una referent a la direccid horitzontal 1 una altra a la vertical,
per a trobar un punt concret en el pla. Habitualment, en els dos casos presentats,
les dades vénen donades en forma de lletres majuscules i nombres, com es mostra
en la figura 109.
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Figura 109. Representacio d’un joc i d’un planol en els que s’usen coordenades en el pla

Com que el coneixement de les coordenades ¢és intuitiu a partir del joc o del planol,
cal aproximar-los, en 5¢ de primaria, a la seua matematitzacio, amb la introduccid
de les coordenades cartesianes (René Descartes, 1596-1650).

El sistema de referéncia es construeix a partir de dues rectes perpendiculars, ano-
menades eixos, com es va especificar en el punt 3.1.1 del tema.

Com els xiquets 1 les xiquetes no coneixen els nombres enters fins al darrer curs
de I’etapa, treballarem fins eixe moment sols amb la part positiva dels eixos, és a
dir, considerarem unicament el primer quadrant del pla cartesia, com es mostra en
la figura 110.
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Figura 110. Representaci6 del Ir quadrant del pla cartesia

A partir d’activitats variades en les quals calga trobar indrets o objectes en alguns
planols o bé representar en el pla diferents llocs trobats a la realitat, treballarem
aquest contingut, sabent que en el primer cas els xiquets 1 les xiquetes utilitzaran
un sistema de coordenades ja creat, mentre que en el segon, en el moment de repre-
sentar la realitat, cal que establisquen un sistema de coordenades que els permeta
situar-hi els punts considerats.

En 6¢ curs es pot completar el treball amb planols i mapes introduint els punts car-
dinals i I’aplicaci6 d’aquests per a localitzar diferents punts o llocs en les represen-
tacions de la realitat que s’estiguen utilitzant. Aixi, I’alumnat podra desplagar-se
per un planol o mapa tot seguint indicacions que es puguen referir a moviments en
direcci6 horitzontal o vertical, matisats pel punt cardinal cap al qual es dirigeixen.
Un exemple de mapa amb els punts cardinals assenyalats el podem trobar en la
figura 111.
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Figura 111. Representacioé d’un mapa de la provincia de Castell6 amb indicacio
dels punts cardinals

De manera interdisciplinaria 1 en activitats que puguen requerir orientacid a camp
obert, es pot completar la construccidé d’aquest coneixement amb la utilitzacid 1
maneig de la bruixola.

En aquest curs 1 aprofitant el coneixement dels nombres enters, es pot ampliar la
representacio dels eixos cartesians amb la incorporacid de les semirectes correspo-
nents als nombres negatius, completant aixi els quatre quadrants que representen
el pla, com es mostra en la figura 112. D’aquesta manera, els xiquets 1 les xiquetes
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disposaran d’una ajuda que els permetra representar qualsevol punt del pla les co-
ordenades del qual siguen nombres enters i preparar, aixi, les representacions pos-
teriors en educacid secundaria, que puguen integrar coordenades racionals i reals.
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Figura 112. Representacio dels eixos cartesians

10. Distingir, construir i representar linies poligonals obertes i tancades

En 1r i 2n curs de primaria, i relacionat amb el treball de trajectes i laberints
desenvolupat en la capacitat 2, podem demanar que I’alumnat faca recorreguts
compostos per trams rectes que van canviant de direccié en diferents moments.
Quan ho fan en la realitat han d’assenyalar el cami recorregut amb un fil o corda
que indique per on han passat (intentant que el fil es quede fix en els punts en els
que canvie la direccid). Si representen un desplagament determinat en un croquis,
planol o mapa, han de dibuixar correctament els trams rectes que constitueixen el
cami o itinerari seguit.

Continuant amb la nomenclatura de la capacitat 6, les linies originades en aquests
recorreguts s’anomenen trencades. En aquest moment i com a preparacio6 del con-
cepte de poligon, introduirem una nova denominaci6 per a elles: linies poligonals.
D’acord amb el punt 3.2.2, hem de treballar amb els xiquets i les xiquetes, tant
en la realitat com en representacions planes, linies poligonals obertes i tancades
1 linies poligonals simples i no simples, aixi com el seu vocabulari corresponent.

Simple No simple

Oberta /S

Tancada
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A més, per a treballar els diferents tipus de linies poligonals, podem ajudar-nos
també¢ de la construccié d’aquestes amb geoplans.

Tanmateix podem fer servir un material didactic manipulatiu anomenat llistons geo-
metrics (figura 113), compost per llistons de plastic o fusta de distintes longituds
i colors, foradats en diferents punts de la seua llargaria, que s’articulen uns amb
altres per mitja d’enquadernadors o de tornavisos i rosques.

Figura 113. Llistons geomeétrics (Geo Strip, fabricat per Invicta Plastics Ltd.)

11. Identificar, descriure, construir i dibuixar poligons. Reconéixer els seus
elements basics: costats, vertexs, bases, diagonals, angles. Classificar
poligons

En educaci¢ infantil s’ha treballat la identificacid, descripcid, construccid i re-
presentacid de triangles, quadrats, rectangles i cercles, dins de les possibilitats de
I’alumnat d’aquesta etapa educativa.

Emmarcat en ’estudi de les figures planes, en aquesta capacitat ens centrem en els
poligons i en la 14 dediquem atencid a la circumferéncia i al cercle.

En 1r curs de primaria, i continuant amb activitats semblants a les realitzades en
infantil, els xiquets i les xiquetes han d’identificar triangles, quadrats i rectangles
en objectes reals (caixes de diferents tipus, senyals de trafec, aliments, etc.). Es
repassaran també els noms de les figures, el recompte dels costats i vertexs i les
diferéncies essencials entre elles (nombre de costats i la seua longitud).

A partir dels objectes reals en els quals s’haja detectat la preseéncia d’aquestes
figures 1 per a apropar-nos a la bidimensionalitat dels poligons, cal realitzar repre-
sentacions grafiques, situant sobre el paper els esmentats objectes i bordejant el
seu contorn amb un llapis de manera que aquest quede dibuixat. Per a completar la
representacié acolorirem I’interior del contorn i reconeixerem la figura represen-
tada com la porcid pintada del paper.

Després d’aquest treball amb els tres tipus de figures esmentades, reflexionarem
amb I’alumnat sobre les linies que les limiten amb la intencié de descobrir que
totes son linies poligonals tancades simples. Aquest descobriment ens permet in-
corporar el nom de poligon per a referir-nos a qualsevol dels tipus de figures an-
teriors 1 introduir-hi el concepte de poligon com la porcid de pla limitada per una
linia poligonal tancada simple, incloent-hi la linia. En aquest moment, cal donar
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a coneixer els termes costat 1 vertex i relacionar-los amb els segments de la linia
poligonal i els extrems d’aquests segments, respectivament.

Dins de I’observacio dels objectes reals en 2n curs, caldra posar-los en contac-
te amb poligons de quatre costats que no siguen quadrats ni rectangles. S’ha de
procedir de manera analoga que en els casos anteriors, per introduir els rombes,
romboides, trapezis i trapezoides i1 recon¢ixer-los també dins del concepte general
de poligons. Per a presentar aquestes noves figures el mestre o la mestra ha d’ele-
gir una de les dues classificacions presentades en el punt 3.2.2.2 i utilitzar les
definicions corresponents. Aquesta eleccio s’hauria de prendre en consens amb
la resta de docents del centre, perque afecta a tots els cursos d’educaci6 primaria.

Si fixem I’atencié en el nombre de costats d’aquests darrers poligons, ens ado-
narem que coincideix amb el dels quadrats i rectangles estudiats anteriorment i
introduirem el nom de quadrilaters per a referir-nos a tots ells.

Les activitats d’identificaci6 1 descripcid dels poligons s’han comengat a partir
d’objectes reals. Hem de continuar amb la manipulacié de materials didactics es-
tructurats que els representen (figura 114) i observar amb ells la superficie, els
costats 1 els vertexs que corresponen a cada poligon.

Figura 114. Figures geometriques planes (Geometric Shapes, fabricat per Ness Arnold Ltd.)

Relacionat amb la confeccio de puzles, trencaclosques, mosaics, maquetes... hem
de treballar la construccié de poligons. A més, amb diferents materials: fils, cordes,
furgadents, llistons geométrics, geoplans, etc., podem representar el seu contorn 1
insistirem que quan ens referim als poligons cal considerar sempre la superficie li-
mitada per la linia poligonal, aixi com observar les condicions que han de complir
els «segments» utilitzats per a construir cadascun d’ells.

Cal dedicar atencié tamb¢ a la representacié grafica d’aquestes figures planes. Es
pot utilitzar en un principi un model perque el puguen copiar i més endavant dei-
xar-los dibuixar les figures lliurement a partir de la imatge mental que se n’hagen
format.

En 3r 1 4t de primaria cal reforcar i completar el coneixement dels quadrilaters i

comprovar que els coneixen i diferencien adequadament en funcié de la classifi-
cacio elegida.
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Relacionant el concepte de quadrilater amb el de paral-lelisme de rectes que es
treballa en els mateixos cursos, cal recongixer el paral-lelisme de costats oposats
en alguns d’aquests poligons. Aixi, observarem que els trapezis tenen sols un pa-
rell de costats paral-lels mentre que els quadrats, rectangles, rombes i romboides
en tenen dos. Per aquest fet agrupem els darrers quatre quadrilaters amb el nom de
paral-lelograms (vegeu 3.2.2.2).

Per a ampliar el coneixement a la resta de poligons, seguirem un procediment
analeg a I’utilitzat per a introduir els triangles i els quadrilaters. Aixi, cercarem
objectes reals (caixes, senyals de circulacid, aliments, parterres d’alguns parcs,
cartells, faganes d’edificis, etc.) que ens apropen als poligons sense delimitar la
quantitat de costats 1, a partir de la representacio en el paper de la vora de la figura,
trobarem poligons amb diferent nombre de costats. Per anomenar-los introduirem
el vocabulari corresponent, que ve donat etimologicament pel nombre d’angles
de la figura (vegeu 3.2.2), encara que usualment es relaciona amb el nombre de
costats (la qual cosa no planteja problemes atesa la coincidéncia d’aquestes dues
quantitats). Aixi, utilitzarem els mots: pentagon, hexagon, heptagon, etc.

Hi ha aproximacions de poligons que son dificils de trobar en la realitat (heptagon,
enneagon, etc.). Per a aquests casos i per a completar la informacio al voltant dels
poligons es pot recorrer a material didactic (figura 114) on es poden trobar aques-
tes figures.

El treball amb materials didactics manipulatius i programes informatics de geo-
metria que utilitzem per representar i construir poligons, s’ha de desenvolupar en
aquests cursos amb els mateixos criteris que en els anteriors. A més s’han de tre-
ballar els conceptes de diagonal (vegeu 3.2.2) i d’eixos de simetria (vegeu 3.2.3.3)
dels poligons (la simetria s’estudiara en la capacitat 19).

L’alumnat també ha d’identificar com a base d’un poligon el costat que ocupa una
posicio horitzontal inferior respecte de 1’observador. En principi, qualsevol costat
pot actuar com a base. Excepcionalment, en el cas del trapezi sols es consideren
bases els costats paral-lels.

Tant en les activitats de reconeixement com en les de construccié dels poligons,
cal que els xiquets 1 les xiquetes observen la igualtat o desigualtat de les longituds
dels costats o de les amplituds dels seus angles. Aixi, hi ha alguns que tenen iguals
només les longituds dels costats (rombe comu), altres que tenen iguals només les
amplituds dels angles (rectangle comu) i altres que acompleixen les dues igualtats
(quadrat). Introduirem en 4t de primaria el nom de poligons regulars (vegeu 3.2.2)
per a referir-nos als darrers i han de recongixer, construir i dibuixar poligons de di-
ferents nombres de costats, tant regulars com irregulars. Cal tenir en compte les li-
mitacions de I’alumnat d’aquest curs a I’hora de dibuixar manualment els regulars.

Un altre criteri per a classificar els poligons, a partir de 3r de primaria, ha de tenir

en compte la seua concavitat i convexitat (vegeu 3.2). Una activitat intuitiva per a
iniciar el treball dels esmentats conceptes pot incloure la mobilitat de les xiquetes

@ G. Lorenzo [ M. Alcalde / I. Pérez - ISBN: 978-84-16356-32-4 83 La geometria i I'estadistica en I'aula de primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia110



i els xiquets. En recorrer la linia exterior del camp de futbol o basquet del pati del
seu col-legi, que €s un poligon convex, el sentit de gir en els veértexs sempre és el
mateix (figura 115).

P meros ——  minimos metes, )

L1

Figura 115. Representacio d’un camp de futbol

Quan la linia que es recorre €s la del contorn de 1’edifici del col-legi o d’un altre
proper (caldra que la planta siga concava) s’observara que hi ha alguns veértexs en
els quals s’ha de canviar el sentit de gir respecte al del veértex anterior (figura 116).

Figura 116. Representacio del planol d’un col-legi

Després de descobrir que hi ha dos tipus de poligons, els concaus i els convexos,
caldra que els construisquen (amb paper, cartolina, fils, cordes, geoplans...), els
dibuixen i els anomenen afegint el cognom concau o convex a la paraula que els iden-
tifica pel seu nombre d’angles o de costats (pentagon convex, heptagon concau...).
Observaran també que en els poligons concaus podem trobar almenys un angle
interior major que un angle pla, és a dir, un angle concau (figura 117).

Figura 117. Representacié d’un poligon concau
En 5¢ 1 6¢ de primaria, a partir de I’experimentacio, cal prestar una atencié més ma-

tematica als conceptes sobre poligons treballats en els cursos anteriors, repassar-los
i reforcar-ne el coneixement, intentant elaborar expressions dels conceptes que
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s’aproximen a les definicions, també cal tenir en compte el desenvolupament ma-
tematic 1 cognitiu de I’alumnat.

A I’hora de treballar la construccid i la representacio grafica dels poligons hem de
considerar que, en aquests cursos, els xiquets i les xiquetes estudien la mesura de
I’amplitud angular i que, amb el coneixement de la suma dels angles interiors d’un
poligon (es treballa en la capacitat 13) i la utilitzacié del transportador d’angles a
més de la del regle i el compas, poden dibuixar poligons regulars seguint un pro-
cediment adient a les seues possibilitats.

Per a complementar tots aquests aspectes (o qiiestions) hem d’intentar que 1’alum-
nat arribe a comprovar que en un poligon convex tots els segments que uneixen
qualsevol parell de punts de la figura, estan continguts en ella, pero en els concaus
existeixen alguns dels esmentats segments que no ho estan (vegeu 3.2).

12. Classificacions de triangles i quadrilaters

En 3r i 4t curs de primaria, en les activitats d’identificacid, descripcid, construc-
ci6 1 dibuix dels triangles (necessaries per a la realitzacié d’algunes activitats de
confeccid de maquetes, mosaics, murals..., i d’altres treballs en 1’aula) els xiquets
1 les xiquetes trobaran distints tipus d’aquestes figures i observaran les diferéncies
entre elles (vegeu 3.2.2.1).

Aixi, en referéncia als costats apareixeran triangles que tenen tres costats iguals,
dos costats iguals o cap costat igual. Els anomenarem triangles equilaters, isosce-
les 1 escalens respectivament. L’exigencia d’igualtat d’almenys dos costats o de
sols dos costats en un triangle isosceles determina si ens referim a la classificacio
inclusiva o a I’excloent.

Respecte als angles trobaran triangles que tenen els tres angles aguts, un angle
recte o un angle obtus. En aquest cas, els noms corresponents seran triangles acu-
tangles, rectangles i obtusangles, respectivament.

En observar tots aquests tipus de triangles, I’alumnat comprovara per superposicié
la igualtat dels angles de qualsevol triangle equilater, per la qual cosa han de reco-
neixer aquests triangles també com a equiangles, és a dir, com a poligons regulars.

En el treball corresponent als quadrilaters i de manera analoga al desenvolupat
pels triangles, els xiquets i les xiquetes reflexionaran sobre la igualtat o desigualtat
de les longituds dels costats de les diferents figures i de les amplituds dels angles
(vegeu 3.2.2.2).

Aixi, han de recon¢ixer la igualtat dels quatre costats en els quadrats i els rombes
1 la de cada parell de costats oposats en els rectangles i romboides. Han de rela-
cionar aquest fet amb el paral-lelisme dels costats oposats 1 amb el concepte de
paral-lelograms esmentat en la capacitat anterior.
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Respecte als angles han d’observar que els quadrats i els rectangles tenen els qua-
tre angles rectes i que els rombes i romboides més comuns tenen dos oposats aguts
i els altres dos obtusos.

Totes aquestes consideracions ens permetran identificar el quadrat com 1’Unic qua-
drilater regular.

En 5¢ 1 6¢ curs hem de procedir al refor¢ de tots els conceptes anteriors amb les
classificacions de triangles 1 quadrilaters inclusives o excloents, segons 1’eleccio
feta pel claustre de mestres del col-legi (vegeu 3.2.2.113.2.2.2).

En el cas dels triangles hem d’insistir en que la classificacié en funcid dels angles
¢és excloent. Si ens fixem en els costats hem d’aprofundir en el fet que cada classe
de triangles ¢s independent de les altres si treballem amb la classificacid excloent,
mentre que tots els triangles equilaters son també isosceles, si ho fem amb la in-
clusiva.

Per a ajudar els xiquets i les xiquetes a deduir aquest darrer fet podem dur a terme
la segiient experiencia: agafem tres llistons geomeétrics de la mateixa longitud 1
unim cadascun dels dos extrems d’un d’aquests amb un extrem dels altres dos,
com es mostra a la part esquerra de la figura 118 (assenyalat amb la lletra A 1’ex-
trem lliure d’un dels Ilistons).

Si per a aconseguir el triangle que determinen els tres llistons iguals desplacem el
punt A al llarg de I’horitzontal, obtindrem successius triangles isosceles (imatges
centrals de la figura 118) abans d’arribar al triangle equilater que s’aconseguira
quan el punt A coincidisca amb I’extrem lliure del llistd horitzontal (part dreta de
la figura 118). Aleshores, el triangle equilater és un dels infinits triangles isosceles
que podem trobar.

SLAA

Figura 118. Representacié d’un triangle equilater com element de la classe dels isosceles

Pel que fa a la classificacié dels quadrilaters si atenem el paral-lelisme dels seus
costats, refor¢arem la idea de 1’existéncia de tres classes independents: paral-
lelograms, trapezis i trapezoides.

En referéncia als paral-lelograms, hem de treballar I’existéncia de quatre classes
independents, si hem optat per la classificacio excloent, i d’una classe general, els
romboides, que conté les classes dels rectangles i dels rombes que tenen en comu
la familia dels quadrats, si hem elegit la classificacio inclusiva.
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Es poden visualitzar les relacions inclusives anteriors mitjancgant activitats de pro-
jeccions d’ombres produides per diferents figures a I’exposar-les a la llum del sol
(vegeu 2.2). Aixi, si partim d’un romboide comu i modifiquem la seua posicio res-
pecte del pla de projeccio de I’ombra, obtindrem un rectangle o un rombe, segons
el cas. D’altra banda, si partim d’un rectangle o d’un rombe i procedim de manera
analoga, podem obtenir un quadrat en qualssevol dels dos casos.

13. Relacions entre els costats i entre els angles d’un triangle

A partir de 5¢ de primaria i com a complement del coneixement dels triangles
treballarem les relacions entre els costats d’aquests. L’alumnat comprovara que la
longitud d’un costat sempre és menor que la suma de les longituds dels altres dos
1 major que la diferéncia (desigualtat triangular).

Ho podriem veure experimentalment utilitzant llistons geometrics o altres mate-
rials per a construir els contorns dels triangles (trossos de corda de distintes mides,
pals de fusta...) i comprovant que no es pot portar a terme ’activitat si les longi-
tuds previstes pels costats no acompleixen les condicions anteriors.

Per exemple, se’ls proporcionarien cordes per a tancar un recinte triangular al pati
(disseny d’un jardi triangular, o de I’hort escolar...). Les longituds de les cordes
d’uns grups de xiquets podrien ser 3,415 mid’altres de 2, 101 7 m. La possibi-
litat o impossibilitat de construir els contorns dels triangles amb aquestes mesures
permet comprovar les relacions inicials. Posteriorment, en classe, s’ha de refor¢ar
aquesta idea 1 treballar amb ternes de llistons de diferents longituds, unes perme-
tran la construcci6 de les vores dels triangles i1 d’altres no.

Un altre exemple podria ser davant d’una situacié de calcul de la longitud d’un
recorregut en un mapa de carreteres, 1’alumnat pot comprovar que la distancia en
linia recta entre dues ciutats és sempre menor que la que es recorre si es passa per
una altra ciutat no alineada amb elles. Aquest fet ens permet reforcar la primera de
les relacions entre els costats d’un triangle que hem enunciat abans.

Com a conseqiiéncia d’aquestes activitats cal aconseguir que només coneixent les
longituds dels tres costats siguen capacos d’afirmar raonadament si es pot 0 no
construir el triangle 1 que basen la seua afirmacio en les relacions numeriques entre
aquestes longituds.

Relacionada amb les esmentades activitats es pot també comprovar que, a més de
les relacions anteriors, perqué el triangle que han de construir siga rectangle s’ha
de complir la igualtat anomenada teorema de Pitagores: la suma dels quadrats de
les longituds dels costats que formen I’angle recte, catets, sera igual al quadrat
de la longitud de l’altre costat, hipotenusa (vegeu 3.2.2.1).
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En els angles interiors d’un triangle, i també en 5¢ o 6¢ curs de primaria, 1’alumnat
ha de comprovar manipulativament que la suma de les amplituds dels tres angles
és 180°.

Per a realitzar aquesta activitat necessitem paper o cartolina, retoladors 1 tisores.
En un primer moment cada xiquet o xiqueta dibuixa un triangle sense indicacions
de com han de ser les longituds dels costats. A continuacié marquen els angles
interiors i tallen la figura en tres trossos, cadascun dels quals ha de contenir un
dels angles del triangle. Per ultim, cal que posen com a consecutius els tres angles
assenyalats 1 s’adonen que formen un angle pla, per tant de 180°. En la figura 119
es mostra aquest procés.

Figura 119. Representacié del procés manipulatiu per comprovar que la suma
dels angles interiors d’un triangle és 180°

També podrien arribar a descobrir el mateix fet relacionant el bloc de continguts
de mesura amb el de geometria, mesurant els angles interiors d’un triangle amb el
transportador d’angles o semicercle graduat 1 sumant-los després.

Nota: Es podria usar aquest resultat per a comprovar la relacié entre el nombre
de costats d’un poligon convex i la suma dels seus angles interiors. Per recolzar
I’explicacié usarem la figura 120, que representa el cas particular d’un pentagon.
Cal adonar-se que el poligon es pot descompondre en tants triangles com cos-
tats té (elegint un punt del seu interior 1 unint-lo en tots els vertex). Per calcular
la suma dels angles interiors del poligon, caldra multiplicar els 180° de cada
triangle pel nombre de triangles que hi ha i restar a aquesta quantitat els 360°
(2 x 180°) de I’angle complet format pels angles de tots els triangles que tenen
el vertex en el punt interior elegit anteriorment. Aixi comproven la relacié co-
neguda com «la suma dels angles interiors d’un poligon convex de n costats és
(n-2)-180°.
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Figura 120. Representacio d’un pentagon descompost en triangles

14. Ildentificar, descriure, construir i dibuixar circumferencies i cercles.
Reconeéixer els seus elements basics: centre, radi, diametre

En 1r curs de primaria i com a continuaci6 del treball fet a educacié infantil, s’ha
de treballar el cercle, a partir de la identificacié d’aquest en objectes reals que ro-
den (galetes redones, monedes, ampolles o pots...). De manera analoga al procés
que es va fer amb els poligons i1 per a apropar-nos a la bidimensionalitat del cercle,
cal fer un treball de representacid grafica traslladant sobre el paper els esmentats
objectes 1 recorrent el seu contorn amb un llapis de manera que quede dibuixat.
Per a completar la representacid acolorirem I’interior del contorn i reconeixerem
el cercle com la porcio6 pintada del paper.

El coneixement d’aquesta figura es treballara també utilitzant materials didactics
estructurats (blocs logics, figures geometriques planes, etc.), perque s’adonen que
no ni ha vertexs ni costats rectes, sind que tot el contorn és corbat 1, per tant, el
permet rodar. Cal verbalitzar totes aquestes descobertes, perque siguen capagos de
descriure les caracteristiques del cercle 1 expressar les seues diferencies amb els
poligons.

També cal treballar la construccié (amb cordes, geoplans de xarxa circular, etc.)
1 la representaci6 grafica (amb dibuixos a ma al¢ada) del cercle, reconeixent les
limitacions de I’alumnat a I’hora de fer-ho.

A partir de 2n curs, quan repassem el concepte de cercle, hem de fixar I’atenci6 en
el seu contorn. Introduirem el nom d’aquesta figura, circumferencia, i la reconei-
xerem com una linia tancada corba plana i simple. Per a treballar la representaciéd
de la circumferencia, sense utilitzar encara el compas, podem ajudar-nos de la
seglient activitat: es lliga un llapis a cada extrem d’un cordell no elastic, es fixa un
d’aquests en un punt del paper i es fa rodar I’altre al voltant del primer mantenint
tens el cordell 1 representant algunes de les posicions que ocupa aquest. En fina-
litzar 1’acci6 obtindrem el punt que ha marcat el llapis fix, anomenat centre de la
circumfereéncia, la linia marcada per 1’altre llapis, que és la circumferéncia 1 alguns
segments que uneixen el centre amb punts de la circumferencia 1 que s’anomenen
radis (figura 121). Cal notar que el radi 1 el centre d’una circumferéncia també son
el radi 1 el centre del cercle que aquesta determina.
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Figura 121. Representaci6 del procés per construir una circumferéncia
i els seus elements amb llapis i cordell

La reflexio amb I’alumnat sobre aquesta activitat ens permetra obtenir, com a con-
seqiiéncia, que la distancia dels punts de la circumferéncia al seu centre es manté
constant i recongixer aquesta corba com la determinada per tots els punts del pla que
equidisten del centre. Qualsevol segment que uneix dos d’aquests punts i que passa
pel centre de la circumferéncia, s’anomena diametre.

En els segiients cursos es repassen els conceptes estudiats i a més, a 4t de primaria
s’hi introdueix 1’us del compas i el regle per a construir i dibuixar circumferéncies,
cercles 1 els seus elements basics.

15. Posicions relatives de circumferéncies i cercles amb rectes: tangent, secant,
corda, arc i sector circular

Una vegada treballades la linia recta, la circumferencia i el cercle de manera indi-
vidual, hem d’estudiar les posicions relatives que poden ocupar en el pla les linies
rectes en relacid a les circumferéncies 1 cercles, 1 els elements geométrics que
determinen.

A partir de 3r curs de primaria i per a completar el treball realitzat en la capacitat
anterior, s’ha d’ampliar-hi el coneixement de la circumferéncia amb els conceptes
de recta secant, corda i arc, que es generen quan una recta talla una circumferéncia
en dos dels seus punts (vegeu 3.1.3).

Un exemple per a visualitzar en la realitat aquests conceptes el podem trobar en
les linies que delimiten les diferents zones d’un camp de futbol, en col-laboracid
interdisciplinaria amb 1’assignatura d’Educaci6 Fisica. L’activitat consistiria en
observar les linies al camp del pati del col-legi i adonar-nos que podem dibuixar-hi
una circumferéncia si fem centre en el punt de penal que, en intersecar-se amb la
linia de I’area de penal, determina un arc i una corda (figura 122). De la mateixa
manera, en la circumferéncia central del camp s’observa 1’existéncia d’una corda
que passa pel centre i, per tant, €s un diametre, i conseqlientment de dos arcs que
son dues semicircumferéncies.
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Figura 122. Representacio dels elements geométrics presents en 1’area
d’un camp de futbol

Una vegada observats i treballats aquests conceptes, els poden usar en el moment
de fer construccions o representacions grafiques en les quals intervinguen (disse-
nyar un jardi, un parc, reproduir el croquis d’un objecte o d’un lloc, els xamfrans
dels carrers que conflueixen en una rotonda, etc.).

També a partir de 3r curs el treball s’ha d’ampliar amb els conceptes de recta tan-
gent 1 sector circular (vegeu 3.1.3 1 3.2.4). Els animarem a cercar aquestes figures
en la realitat.

Per a apropar-nos a la idea de recta tangent a una circumferencia, es pot observar
la linia recta que descriuria un ciclista en la cal¢ada 1 el punt de contacte amb la
circumferéncia de cada roda (com es veu en la figura 123). En el moment que
vulguen representar una situacid semblant amb 1’ajut d’un compas 1 un regle, cal
que s’adonen que la circumferencia i la recta sols han de tenir en comu un punt,
anomenat punt de tangencia.

Figura 123. Representacio de la tangéncia de dues rodes d’una bicicleta
amb la linia que descriu el seu recorregut

Per a trobar sectors circulars han d’observar figures que els continguen, com per
exemple una porci6 de pizza, de formatge, de pastis... Per apropar-nos a la seua
bidimensionalitat, cal traslladar els esmentats objectes sobre el paper 1 dibuixar-ne
el seu contorn, acolorint el seu interior. Convé recordar que el sector circular és
tota la figura dibuixada i acolorida, no només el contorn.

Seguidament, cal trobar aquests sectors en representacions de dues dimensions,

com per exemple el recorregut d’una porta en un planol d’una casa, un diagrama de
sectors (estadistica descriptiva), la zona de posicionament del bal6 en el llangcament
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de corner del futbol, etc., i hem d’insistir que el sector circular el determinen, en
un cercle, dos dels seus radis i I’arc de la circumferéncia del contorn que uneix
els extrems no comuns dels radis. En alguns d’aquests exemples trobaran sectors
circulars convexos i altres que son concaus (vegeu 3.2.4).

A partir d’exemples que poden apareixer en 1’aula (diagrames de sectors on un
d’ells representa una freqiiencia del 50 % (figura 124), mitja pizza, mig format-
ge...) es pot introduir el concepte de semicercle com el sector circular que es de-
termina quan els dos radis es troben alineats formant un diametre.

@ SALAT
O DOLG
@ AciD

Figura 124. Representacio d’un semicercle a partir d’un diagrama de sectors

16. Mesura del contorn i de la superficie de figures geometriques planes:
perimetre i area

A partir de 2n curs de primaria cal fer un treball relacionat amb la magnitud longi-
tud que conduesca I’alumnat cap a la noci6 de perimetre i, a partir de 3r, ’equiva-
lent amb la superficie i I’area.

Hi ha una part de manipulacio d’aquests conceptes que I’han poguda experimentar
en el treball indicat dins del tema de «Magnituds 1 mesura» (Pérez, Alcalde 1 Lo-
renzo, 2014). Exemples de tot a¢d poden ser: trobar la quantitat de corda suficient
per a tancar un recinte, saber la longitud d’un cable que ha de recorrer les parets
d’una habitacié..., calcular la superficie de paper continu necessari per a cobrir el
terra en una activitat concreta, etc.

Per construir el concepte de perimetre, en un primer moment hem de treballar la
mesura de la longitud del contorn en poligons i recordar totes aquestes activitats
previes. Com que saben utilitzar el regle, els podem plantejar una activitat en la
qual es necessite saber la mesura de la longitud dels costats d’una figura poligonal;
per exemple, les parets d’una casa en un planol. Cal que prenguen nota de cadas-
cuna de les mesures dels costats 1, per a saber la quantitat final, han de sumar-les.
La conclusio d’aquesta i altres activitats semblants ha de ser que el perimetre d’un
poligon és la suma de les mesures de les longituds dels seus costats.

En els darrers cursos de primaria, ens plantegem mesurar la longitud del contorn

d’una figura circular, per exemple, d’un bido cilindric que es troba al pati. Usarem
una corda o una cinta metrica flexible per a trobar-la 1 el resultat 1’obtindran de
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manera relativament senzilla. Pero, quan 1’activitat és amb llapis i paper hi ha una
dificultat afegida: és molt complicat envoltar una circumferéncia representada en
un paper amb un instrument de mesura de longitud, quan aquesta té, per exemple,
3 cm de radi. Després de deixar-los que intenten resoldre el dubte de manera au-
tonoma 1, evidentment, no trobar una manera fiable de fer-ho, els hem d’indicar
que deu d’haver-hi una drecera en les matematiques que ens ajude a trobar aques-
ta mesura. Hem de realitzar una recerca en diferents fonts d’informacié (llibres
de text, Internet...) 1 hi trobarem una expressioé un poc innovadora per a calcular
aquesta longitud: 2 - 7 - r, on r és el radi de la circumferencia, i @ = 3,141592...
Sembla que m €s un valor constant, que no ¢és fruit de I’observacié o de la mesura
d’una circumferéncia concreta. Per a comprovar-ho hem de resoldre dos dubtes.
El primer €s veure si funciona, recalculant amb aquesta expressio les mesures que
si que haviem pogut obtenir, com el de I’exemple del bidoé cilindric. El segon és
saber si it val sempre igual, independentment de la circumferéncia.

Per a contestar a la primera de les preguntes, s’hi ha de trobar el radi del bid6. Cal
que experimenten i arriben a la conclusio que trobar el diametre és una tasca molt
més senzilla que no pas la de trobar el radi quan es desconeix el centre (sols és ne-
cessari trobar la distancia més llarga entre dos punts de la circumferéncia amb una
corda o cinta métrica). Una vegada trobat el valor del diametre, només cal dividir
per dos aquesta mesura per a saber-ne el radi. En el moment que usen I’expressio
de la longitud de la circumferéncia, s’adonaran que cal multiplicar per dos el pro-
ducte del radi i de m, aixi que rapidament veuran que cal multiplicar el diametre
per m. En fer el calcul i comprovar que els resulta, aproximadament, el mateix que
havien mesurat amb la cinta flexible, obtindran la resposta a la primera pregunta.

Per a contestar a la segona, la del valor fix de &, els podem proposar 1’activitat
segiient: cal que porten a classe objectes, la base d’algun dels quals siga un cercle.
També han de portar fil, regle i calculadora. Han d’ajustar-hi el fil al contorn del
cercle 1 I’han d’estirar i mesurar-ne la longitud amb el regle, n’obtindran, aixi, la
longitud de la circumferéncia contorn del cercle. Com que poden calcular amb el
regle el diametre de les circumferéncies manipulades, han de dividir la longitud
estimada anterior pel valor del diametre calculat.

Cada alumne ha fet els calculs amb circumferéncies diferents i, aproximadament,
tots obtindran el mateix valor de m. Aixi hauran comprovat (dins de les seues
possibilitats) que aquest valor és sempre constant i la relacié numérica de pro-
porcionalitat entre la longitud de la circumferencia i la longitud del diametre és
precisament el valor trobat, .

Com a comentari final, els hem de fer relacionar aquest contingut amb el de nom-
bres racionals i cal que s’adonen que aquest nombre té infinites xifres decimals no
periodiques. Si tenen curiositat poden consultar en Internet per a trobar-hi expres-
sions de t amb la quantitat de decimals que vulguen.

Per a aproximar-nos al calcul de I’area de figures planes, el treball ha de partir, no-
vament, del que s’ha fet per a la mesura de superficies (Pérez, Alcalde i Lorenzo,
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2014). Es pot recordar, per exemple, com es mesurava la superficie d’una habita-
ci6 rectangular, és a dir, que si tenim un rectangle, I’area d’aquest s’obtindra amb
el producte de les mesures de les longituds dels costats. Cal fer la reflexio que en
el cas del quadrat, la manera de calcular la seua area és semblant. També¢ s’hi havia
introduit I’area d’un triangle, com el producte de les longituds de la base per la de
I’altura dividit entre dos.

Una vegada recordats aquests coneixements previs respecte de 1’area, els podem
proposar I’activitat d’haver de mesurar la superficie d’una figura poligonal irregu-
lar (inicialment, pero, que es puga descompondre en triangles rectangles, quadrats
i/o rectangles). Aquesta activitat pot estar emmarcada en saber la superficie d’un
pis en un planol, d’un parc on aniran d’excursio, etc. Per grups i de manera auto-
noma, cal que troben les seus descomposicions en figures d’arees conegudes. Com
que cada grup pot fer-ne unes de diferents, sera interessant la tasca posterior de de-
bat i fer una critica constructiva dels resultats de cada grup, per a adonar-nos que la
mesura de la superficie final és la mateixa. En activitats successives cal que, en les
descomposicions de les figures, hi apareguen triangles que no siguen directament
rectangles 1 que hagen de resoldre el dilema de trobar 1’altura amb perpendiculars
(vegeu 3.2.2.1).

Només ens queda fer alguna reflexié respecte dels poligons regulars de més de
quatre costats. Es evident que poden dividir-los en figures conegudes de moltes
maneres, pero s’ha d’encaminar el dialeg cap a I’obtenci6 d’una forma de dividir
els poligons que simplifica enormement la tasca. Es tracta de dividir-los en triangles
iguals 1 que tots tinguen un vértex en el centre del poligon regular. Se’ns plantegen
dos casos en el moment de trobar aquest centre:

a) Quan el poligon regular té un nombre parell de costats, per exemple, I’he-
xagon, han de trobar-hi dues diagonals que siguen alhora eixos de simetria
de la figura. El punt en comu d’aquestes dues diagonals ¢és el centre. Una
vegada trobat el centre, cal unir aquest punt amb els vertexs del poligon. Ja
el tenen dividit en triangles isosceles, cadascun dels quals esta format per
dos triangles rectangles. Treballant diferents exemples els farem arribar a
la conclusié que només en el cas de I’hexagon aquests triangles son també
equilaters.

b) Quan el poligon regular t¢ un nombre imparell de costats, el fet de trobar
el centre implica intersecar dos eixos de simetria del poligon. Han d’in-
vestigar-hi diferents possibilitats i arribaran a trobar-lo de manera practica,
utilitzant qualsevol dels segiients metodes (encara que desconeguen formal-
ment els conceptes geometrics que estan usant): (b.1) coneixen el concepte
d’eix de simetria (recta que uneix un vertex amb el punt mitja del seu costat
oposat) i I’apliquen, (b.2) troben el centre com a punt d’interseccio de les
bisectrius de qualssevol dos angles interiors del poligon, o (b.3) el troben
com a punt d’intersecci6 de les mediatrius de qualsevol parell de costats del
poligon.
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Quan el que es vol és mesurar la superficie d’un cercle, el problema de no poder
trobar una descomposicio en figures la superficie de les quals siga facil de calcular
ens porta, necessariament, a introduir I’expressio x * r? per a utilitzar-la en el calcul
de I’area d’aquesta figura (probablement els xiquets i les xiquetes ’han trobat ja en
el treball previ de descoberta de ’expressio de la longitud de la circumferencia).
La comprovaci6 experimental d’aquesta formula implica I’aproximacié a 1’area
del cercle per successions d’arees de poligons inscrits i circumscrits a la circumfe-
réncia contorn del cercle, la qual cosa queda fora de les possibilitats de 1’alumnat
de primaria.

17. Identificar, descriure i construir poliedres i cossos redons. Reconéixer els
seus elements basics: arestes, vertexs, bases, cares laterals. Classificar cossos
geometrics

En educacio infantil, s’ha treballat la identificacio i1 descripci6 de cubs i esferes a
partir d’objectes reals 1 d’alguns materials didactics, dins de les possibilitats dels
xiquets 1 les xiquetes d’aquesta etapa educativa.

En Ir i 2n curs de primaria i mitjangant un treball semblant al realitzat en 1’etapa
anterior, I’alumnat ha d’observar i manipular objectes reals presents en 1’aula o
que puguen dur de sa casa. Trobaran objectes on totes les cares siguen poligons
(caixes de medecines, de sabates, de llet o suc, de joguines, de galetes, de xocola-
ta, objectes de decoracid...) i d’altres on totes les cares siguen superficies corbes
i/o planes no poligonals (pot de tomata, de refrescs, ampolles de diferents liquids,
gots, carmanyoles...). Els xiquets i les xiquetes verbalitzaran les caracteristiques
que diferencien un tipus d’objectes de I’altre, i arribaran al descobriment de dos
grans grups de solids geométrics: els poliedres i els cossos redons, que poden di-
ferenciar més clarament observant-los amb materials didactics especifics que els
reprodueixen amb exactitud (figura 125).

Figura 125. Figures geomeétriques en I’entorn (fabricat per Akros)
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Cap a 2n curs respecte dels poliedres es revisara el coneixement d’aquests cos-
sos 1 s’ha de fixar 1’atencié en dos grans grups: els prismes 1 les piramides. Han
d’observar i manipular novament diversos objectes reals per trobar i verbalitzar
les seues diferéncies pel que fa al nombre de bases i al tipus de cares laterals que
presenten, i distingir-ne clarament les cares que son basiques de les que no ho son.
Completarem aquest treball amb la construcci6 dels esmentats cossos utilitzant ar-
gila, plastilina..., dins de les possibilitats dels xiquets 1 les xiquetes d’aquesta edat
1 amb la manipulacio i estudi dels materials didactics estructurats corresponents.

Per a realitzar aquesta feina amb 1’alumnat és imprescindible introduir el voca-
bulari associat als poliedres i comencar a utilitzar les paraules: cara, base, aresta,
vertex, sense que siga necessari que els alumnes el dominen. Els ensenyarem la
manera d’anomenar els prismes i les piramides en funcio6 de les seues bases 1 se-
gons els poligons coneguts, com un primer pas cap a I’ampliacioé d’aquests conei-
xements en cursos posteriors.

En I’estudi dels prismes i en referéncia a un dels objectes que s’ha manipulat molt
freqiientment en la realitat (caixa de sabates, medecines...), introduirem el nom
d’ortoedres per a referir-nos als prismes que tenen totes les cares rectangulars.

També en 2n de primaria i com a continuaci6 del treball realitzat en els cursos
anteriors, han de trobar-ne, a més de les esferes, dos grans grups de cossos redons:
els cilindres 1 els cons. Han d’observar i manipular novament diversos objectes
reals per a trobar 1 verbalitzar les seues diferéncies respecte al nombre de bases i
al tipus de cares laterals que presenten i han de reforgar també aquest treball amb
la manipulaci6 i estudi dels materials didactics corresponents.

A partir dels objectes reals 1 dels materials didactics en els quals s’han visualitzat
aquestes figures 1 per a apropar-nos a la seua tridimensionalitat, cal fer-hi un treball
aproximat de construcci6é. Podem usar com a ajuda materials que existeixen en el
mercat, com els que es mostren en les figures 126 y 127, que els permeten visualitzar
alhora el cos compacte i el seu desenvolupament pla.

Figura 126. Cossos geométrics compactes
(Set of 10 Geometric Shapes, fabricat per Learnings Resources Ltd)
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Figura 127. Cossos geométrics desplegables
(Folding Geometric Shapes, fabricat per Learnings Resources Ltd)

També es poden utilitzar uns altres materials didactics que proporcionen els ele-
ments per a poder-se enganxar, necessaris per a muntar els cossos a partir de les se-
ues cares (per exemple, els poligons trepats, que ens permeten construir poliedres,
perd no cossos redons), com es pot apreciar en la figura 128. Una vegada finalitzat
el muntatge s’ha de tornar a reflexionar al voltant de ’activitat realitzada i d’allo
que els ha semblat interessant: arestes, vertexs, cares..., i recordar que el cos és tot
I’espai que envolten les cares que hem ajustat.

Figura 128. Poligons Trepats

En 3r i 4t de primaria, i de manera analoga al treball realitzat en els dos cursos
anteriors, s’ha de revisar el coneixement dels cossos ja treballats 1 ampliar 1’es-
tudi als prismes 1 piramides les bases dels quals son poligons que s’estudiaran en
aquests cursos (pentagon, hexagon...). S’ha d’insistir en les diferéncies entre els
poliedres 1 els cossos redons i dins de cadascun d’aquests dos grups en les dels
distints cossos que contenen: prismes i piramides, cons i cilindres, respectivament,
a més, és clar, del cub i I’esfera.

Cal reforcar totes aquestes qiiestions amb materials didactics especifics (manipu-
latius 1 informatics) 1 la utilitzacio correcta, per part dels xiquets 1 les xiquetes, del
vocabulari associat a aquests cossos: bases, cares, veértexs, arestes, per a aconse-
guir la identificacié 1 la descripcio correcta dels mateixos.
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Una vegada coneguts els conceptes de radi i diametre d’un cercle, s’han d’intro-
duir aquests elements en referéncia als cossos redons. Aixi, parlarem de radi d’un
cilindre i d’un con, com el de les seues bases. Els conceptes de diametre i radi
d’una esfera s’han de construir generalitzant els corresponents conceptes referits
al cercle.

Completarem el treball amb la construcci6 d’alguns dels cossos estudiats i usarem
els mateixos materials descrits en els cursos anteriors, ampliant-los amb la utilitza-
ci6 d’altres on la dificultat per a enganxar-hi les peces és major, pero els solids que
en resulten s’assemblen més al cossos teorics i fins 1 tot permeten la construccid de
cossos redons. En el cas dels poliedres es pretén que preparen els desenvolupaments
plans dels cossos 1 a partir d’aquests que els construisquen. En el dels cossos redons
no es podra fer d’aquesta manera, ja que hi ha peces que no son planes (figura 129).

Figura 129. Polydron (fabricat per Polydron International Ltd.)

Cal tornar a fer la reflexi6 sobre el fet que el cos geométric no €s buit, sind massis,
¢s a dir, que no ¢és sols la superficie que el delimita, €s la porcid de 1’espai envol-
tada per I’esmentada superficie.

Per a reforgar aquesta qiiestio intentarem realitzar construccions d’aquests cossos
amb materials que completen la idea de solid que volem transmetre (plastilina, ar-
gila...). Per a distingir que seria la frontera del cos, es podria pintar la figura amb un
color diferent al de la plastilina, 1 una vegada pintada tota la superficie exterior del
cos, tallar-lo 1 comprovar que només hi ha una finissima capa pintada i per dins
del cos el color és I’inicial de la plastilina.

En 5¢ 1 6¢ de primaria, s’hi ha d’aprofundir en el treball realitzat en els cursos
anteriors 1 des de la manipulacié de materials didactics especifics introduir I’alum-
nat en reflexions un poc més profundes al voltant dels elements basics del cossos
geomeétrics que treballem.

Aixi, respecte dels vertexs cal que observen que hi ha cossos geometrics on tots
ells son igual d’importants, pero hi ha d’altres on hi ha un vertex que és més sig-
nificatiu (piramides) 1 altres cossos que en tenen sols un (cons). En els dos darrers
casos, aquest punt s’anomena vertex de la figura corresponent.

Analogament, trobaran que hi ha figures on totes les arestes son de la mateixa lon-
gitud (cas de tots els poliedres regulars) i unes altres en les quals no ocorre aixo.
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En aquest darrer cas, de vegades existeixen arestes d’igual longitud que delimiten
cares caracteristiques (cas de poligons regulars en les cares basiques de prismes 1
piramides).

Han d’observar també que en els prismes sempre trobem parells de cares enfronta-
des que son paral-leles, mentre que en les piramides mai no podem trobar-hi cares
que ho siguen. A més, en els cossos redons, es pot diferenciar entre les cares planes que
segueixen sent-ho quan es treballa el desenvolupament pla del cos que delimiten
1 les cares corbes que es converteixen en planes en el mateix cas (cilindres i cons)
o les que no poden fer-ho (la superficie esférica no es pot desenvolupar en dues
dimensions).

Totes aquestes reflexions completen la idea que I’alumnat construeix de les figures
estudiades i ens permeten reforgar el seu coneixement, aixi com tenir cada vegada
més clara la classificacio de les figures en poliedres i cossos redons i en les dife-
rents classes que trobem dins de cadascun d’aquests grups: prismes i piramides per
al primer cas i cilindres, cons i esferes per al segon.

Podem completar aquesta classificaci6 estudiant amb els xiquets i les xiquetes el
grup particular de prismes que reben el nom de paral-lelepipedes (vegeu 3.3.2.1) 1
classificar-ne els diferents tipus que existeixen, seguint patrons semblants als que
vam utilitzar per a classificar els paral-lelograms.

Aixi, trobarem els paral-lelepipedes generals (les seues cares son paral-lelograms),
els cubs (totes les cares quadrades), els ortdedres (totes les cares rectangulars) i els
romboedres (totes les cares rombiques). Aquesta classificacié ha de ser inclusiva
o excloent en funci6 de I’elegida per als paral-lelograms. En el cas de I’excloent
cada classe sera disjunta amb les altres. En el de la inclusiva els cubs estan en la
interseccid de la classe dels ortoedres amb la dels romboedres.

Per a complementar tot aquest treball, hauriem d’intentar que 1’alumnat arribe a
comprovar que un poliedre també pot ser convex o concau, amb un treball sem-
blant al fet en els poligons.

Aprofitant les observacions dels xiquets i les xiquetes sobre cares i arestes i ba-
sant-nos en la regularitat del cub, podem introduir els altres quatre poliedres re-
gulars existents: tetraedre, octaedre, dodecaedre i icosaedre, i utilitzar les seues
representacions amb materials didactics adequats.

En aquests cursos hem d’aconseguir que utilitzen el vocabulari corresponent als
cossos geometrics amb precisid i seguretat, i que siguen capagos d’aproximar-se
de manera clara a les definicions académiques dels conceptes estudiats.

El treball d’aquesta capacitat hauria de ampliar-se amb el calcul de les arees late-
ral i total dels cossos geometrics estudiats, partint del coneixement previ del cal-
cul d’arees de figures planes estudiades anteriorment (triangle, paral-lelograms i
cercle).
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A partir de I’estudi de les unitats de volum tractades en el bloc de mesura de mag-
nituds i relacionant la magnitud volum amb les tres dimensions que la defineixen
podem treballar amb 1’alumnat, al final de I’etapa, el calcul dels volums d’alguns
dels cossos esmentats en el paragraf anterior. Cal insistir en les idees de construc-
ci6 de I’expressio del volum tant en prismes i cilindres, com en piramides i cons.
Pel que fa als primers, s’ha de fixar la mirada en la construcci6 de la idea de volum
a partir de la multiplicacié de I’area de la base per la seua altura. Pel que fa als
segons, es pot observar experimentalment la relacié d’1/3 que hi ha entre el volum
d’una piramide respecte d’un prisma i d’un con respecte d’un cilindre, quan tin-
guen les mateixes base 1 altura, respectivament.

18. Compondre i descompondre figures planes i cossos geomeétrics. Completar
trencaclosques, puzles, mosaics, maquetes, etc.

En educaci6 infantil s’ha iniciat la composici6 i descomposiciod de figures pla-
nes, dins de les possibilitats dels xiquets i les xiquetes d’aquesta etapa educativa.
Aquestes activitats les podem emmarcar dins del treball relacionat amb mosaics i
trencaclosques, que desenvolupen la visié espacial i el reconeixement d’una imatge
a partir de fragments.

En I’etapa de primaria es continua amb aquest treball 1 s’aprofundeix en la linia de
compondre 1 descompondre figures planes.

Pel que fa a la descoberta en la realitat dels continguts que volem treballar, els
farem observar el seu voltant per a descobrir-hi situacions on la superficie haja
estat recoberta per figures planes (taulells del terra, dibuixos en catifes, cortines,
paper pintat...).

Per manipular i crear diferents composicions amb figures geometriques planes,
usarem materials didactics que ens proporcionen peces de diferents mesures i co-
lors com, per exemple, el que apareix en la figura 130.

Figura 130. Mosaic multiple (Playshapes, fabricat per Invicta Plastics Ltd.)
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Del treball lliure que puga realitzar 1’alumnat, hauran de treure conclusions:

1. Quan componem dos quadrats de la mateixa mida per qualsevol dels costats
(col-locar-los I’un al costat de I’altre), obtenim un rectangle. Si els fem coin-
cidir per dos veértexs qualssevol, obtenim una figura plana, que no en t¢ nom
conegut, pero que es concava.

2. Quan componem un quadrat amb un rectangle, hi ha diverses possibilitats:
a) Si hi ha dos costats d’igual mesura i els fem coincidir, s’obté un nou rec-
tangle.
b) Sino hi ha dos costats d’igual mesura, es compon una figura concava, que
no en té de nom.
¢) Si els fem coincidir per dos vertexs, novament la figura composta és con-
cava.

3. Si son dos rectangles:
a) Sino tenen costats d’igual mesura: la figura resultant és una figura plana
concava sense nom.
b) Si tenen dos costats d’igual mesura: la figura resultant és un altre rectangle.
¢) Si son dos rectangles iguals:
i. Si els componem per costats de la mateixa mida, obtenim rectangles
novament.
ii. En el cas que el costat curt del rectangle siga, exactament, la meitat de
longitud del costat llarg, al composar pels dos costats llargs, obtindrem
un quadrat.

4. Amb dos triangles el treball és semblant.
a) Sitenen costats de la mateixa mida i els fem coincidir per aquests costats,
la figura composta és un quadrilater convex.
b) Sino en tenen de la mateixa mida, o els fem coincidir pel veértex, la figura
resultant és concava.

Hi ha més combinacions, pero la idea és reflexionar amb ells i elles al voltant de
les figures que componen i incidir en les condicions que han de donar-se per a for-
mar una nova figura geomeétrica coneguda per ells. A partir de 3r curs de primaria
aprofitarem algunes d’aquestes activitats per a treballar els conceptes de concavi-
tat i convexitat per a figures planes.

El segiient pas és traslladar al paper les activitats d’observaci6 i manipulacio6 fetes.
En un primer moment els proposarem compondre figures lliurement, fent refe-
réncia a I’aspecte artistic del treball (tria de colors, sanefes, mosaics...) i amb la
condici6 que la composicié forme una figura continua (sense forats) que, en el cas
de les sanefes, es puga repetir indefinidament. Es important el treball de verbalit-
zaci6 que facen, per a saber en que estan posant la mirada: si s en una composicio
artistica on la motivacié és I’aspecte final de I’obra, si han buscat regularitats en
la seua expressio geometricoartistica, o si pel contrari han realitzat una compo-
sicio irregular i perque expliquen als seus companys i companyes totes les seues
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motivacions, que a ben segur seran interessants. Més endavant, realitzaran activi-
tats semblants incloent-hi I’exigéncia que les seues composicions siguen regulars,
¢s a dir, que es repetisca un patro.

L’anterior treball ens serveix també per a educar la mirada del nostre alumnat cap
a la descomposici6 de figures planes. En aquest tipus d’activitats els proporcio-
narem imatges la forma de les quals siga una composici6 de figures geometriques
conegudes pero que no es distingeixen directament i tractaran de trobar-les dins de
la proporcionada. En aquesta linia d’accio, hi ha un material molt conegut, el Tan-
gram, compost per les peces que es poden apreciar en la part esquerra de la figura
131, amb el qual podem potenciar I’habilitat d’imaginar composicions i descom-
posicions de figures, sempre al nivell corresponent a cada curs de primaria, 1 que
es pot comengar a utilitzar indicant als xiquets i les xiquetes els contorns de les fi-
gures que componen la imatge (com es pot veure en la part dreta de la figura 131).
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Figura 131. Representacio de peces d’un Tangram (esquerra) i de les descomposicions
d’algunes figures (dreta)

A mesura que es va avancant en 1’etapa, es poden realitzar activitats semblants a
les anteriors, amb un major grau de dificultat, ells mateixos poden estudiar noves
possibilitats 1 confeccionar les peces utilitzant diferents materials, com per exem-
ple paper, cartrd, cartolina, goma Eva... Amb elles es reforca el coneixement de
les nocions d’orientacié espacial 1 s’incideix en un resultat geometric important:
qualsevol poligon es pot descompondre en triangles. En el cas dels poligons regu-
lars, aquests triangles son isosceles 1 només en el cas de I’hexagon regular, a més
d’isosceles son equilaters (vegeu la capacitat 16).

En el desenvolupament de tot aquest treball podran trobar situacions on les figures
que utilitzen recobrisquen tot el pla 1 d’altres en les que no. L’interes se centrara
en les primeres, amb la intenci6 de concloure que les tniques figures planes que
recobreixen el pla repetint-les indefinidament son alguns triangles, alguns quadri-
laters 1 els hexagons regulars.

En alguns casos, la composicio de figures planes, pot constituir el desenvolupa-
ment pla d’un cos geometric. Per tant, a partir de la composicio de figures de dues
dimensions podem arribar també¢ a la construcci6 d’altres tridimensionals (vegeu
la capacitat 17).
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D’una manera semblant al que hem realitzat per a les figures planes i al llarg de
tota I’etapa d’educaci6 primaria, es presta també atencié a la composicid i des-
composicid de figures tridimensionals. Caldra trobar en la realitat cubs, prismes,
piramides, esferes, cilindres i cons. Per exemple, caixes de diferents tipus, pilo-
tes, pots, barrets de mag... Ens fixarem en les composicions que poden haver-hi
d’aquestes figures en qualsevol conjunt arquitectonic, de decoracid, de mobles...
En aquest moment, el treball pot refor¢ar-se amb la construccié de maquetes que
puguen reproduir situacions espacials senzilles del seu entorn.

Amb I’ajuda de material didactic continuarem el treball de descoberta d’aquestes
composicions observades en la realitat. Amb un ventall de material suficientment
extens trobarem relacions de composicié de figures tridimensionals:

1. Amb dos cubs:
a) Si son d’igual aresta, n’obtindran un prisma.
b) Si son de diferent aresta, un cos tridimensional concau.

2. Amb un cub i un prisma (de qualsevol base), cal distingir:
a) Si qualsevol cara del cub és igual a la base del prisma quadrangular i els
componem per aquestes, obtenim un prisma més alt.
b) Amb qualsevol altra combinacid, s’obté un cos tridimensional concau.

3. Amb un cub o prisma i una piramide (de qualsevol base), cal distingir:

a) Si qualsevol cara del cub o la base del prisma quadrangular és igual a la
base de la piramide quadrangular i els composem per aquestes, obtenim
un cos convex.

b) Amb qualsevol altra combinacid, s’obté un cos tridimensional concau.

4. Amb dues piramides (de qualsevol base), cal distingir:
a) Si les bases son poligons iguals, i les fem coincidir per aquestes, obtenim
un cos convex.
b) Si les piramides son triangulars i iguals i les componem per les seues
cares laterals, podem trobar casos de cossos concaus i convexos.
¢) Amb qualsevol altra combinacid, s’obté un cos tridimensional concau.

5. Amb un cilindre i un con (amb base de qualsevol radi), cal distingir:
a) Si el radi de la base del cilindre és igual al radi de la base del con i els
componem per aquestes, obtenim un cos convex.
b) Amb qualsevol altra combinacid, s’obté un cos tridimensional concau.

6. Amb dos cons (de base de qualsevol radi), cal distingir:
a) Si el radi de les bases dels cons son iguals i els composem per aquestes,
obtenim un cos convex.
b) Amb qualsevol altra combinacid, s’obté un cos tridimensional concau.

Cal observar la dificultat de compondre ’esfera amb qualsevol altre cos, per la

seua forma geometrica, i sempre es trobara un cos concau en qualsevol combina-
ci6é amb els cossos estudiats en primaria.
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Novament, hi ha més combinacions, pero la idea és reflexionar amb ells i elles al
voltant dels cossos que es componen i incidir en les condicions que han de do-
nar-se per a formar un nou cos conegut. Si no ocorre aixi, a partir de 5¢ curs
de primaria hem d’aprofitar aquestes activitats per a treballar els conceptes de
concavitat i convexitat per a figures tridimensionals.

Una vegada treballades la proporcionalitat directa i la regla de tres en el bloc de
nombres 1 operacions, es pot fer is d’aquests conceptes per a construir el d’escala
1 utilitzar-lo per a millorar el treball amb mosaics i maquetes amb més precisio
que als cursos anteriors. D’aquesta manera, s’ha de treballar la transformacio de
figures de dues o tres dimensions en unes altres de dues o tres, respectivament, a
més d’intentar dibuixar figures de tres dimensions sobre del paper.

Si el que es vol és treballar tres dimensions, es pot fer una maqueta a escala d’ob-
jectes del seu voltant: la taula d’estudi, la paperera, un armari de classe... per a
acabar podent fer la maqueta d’un conjunt arquitectonic concret del seu barri o
poble, on préviament s’hagen assabentat de les dimensions reals. Caldra relaci-
onar aquesta tasca amb el concepte de semblanca (vegeu 3.4.2.3 i 3.4.2.4), on
les longituds dels segments homolegs son proporcionals i I’amplitud dels angles
homolegs es conserva.

En Ultim cas, 1 per a relacionar els objectes de tres dimensions amb la seua re-
presentacid plana, podem desenvolupar activitats en les quals els xiquets i les xi-
quetes intenten dibuixar a escala alguns objectes reals senzills: una bicicleta, una
televisio...

19. Adquirir nocions de transformacions geometriques: simetries, girs,
translacions, semblances. Identificar-les en [’entorn familiar i en la natura.
Compondre i dibuixar figures simetriques

En educacio6 infantil s’ha treballat la lateralitat i les direccions vertical, horitzontal
o obliqua, d’una manera molt intuitiva, amb un component gran de joc, i s’ha in-
cidit en la simetria del nostre cos, a partir d’un eix vertical.

A partir de Ir curs de primaria, cal continuar amb 1’estudi de la simetria plana. I
per aixo es reprenen les activitats amb el propi cos, ja que podem considerar que
la seua imatge és simétrica. Ells i elles han d’arribar a descobrir I’eix de simetria
a través de la seua imatge en un espill o qualsevol altre tipus de representacio,
ajudant-se de la seua propia lateralitat.

També es treballa el descobriment de la simetria plana en 1’entorn, buscant-la en

diferents objectes 1 imatges; caldra reconéixer la seua preséncia i trobar a partir de
quin eix es desenvolupa la simetria en cada cas (figura 132).
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Figura 132. Representacié d’imatges simétriques en objectes i figures

Es pot treballar la construccid de figures simétriques utilitzant alguns materials

didactics que permeten disposicions simetriques de peces o fitxes per a formar-les
(figura 133).

Figura 133. Symétricolor (fabricat per Nathan)

Posteriorment, cal dibuixar figures simétriques, dins de les seues possibilitats.
S’ha de treballar amb figures planes senzilles 1 s’ha d’utilitzar com a ajuda una
quadricula que els puga permetre trobar facilment els punts homolegs respecte
de I’eix de simetria, que coincideix amb una de les direccions de les rectes de la
quadricula (figura 134).

Figura 134. Representacio de la meitat d’una imatge simétrica

A partir de 3r curs ens ocuparem de les translacions, els girs i les simetries. En un
primer moment caldra trobar aquests moviments (vegeu 3.4.1) en la realitat.

Quan es produeix un desplagament en linia recta i es conserven les formes i mesu-
res dels objectes, s ha realitzat una translacio.
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Buscarem girs en la realitat, tot sabent que es pot girar I’objecte sobre si mateix o
al voltant d’un eix extern (imaginari o no), que s’anomena eix de gir. Els exemples
son abundants i molts els poden trobar en les atraccions de la fira, en el tambor
d’una rentadora, el volant d’un vehicle...

Continuarem el treball de la simetria dels cursos anteriors al voltant del seu reco-
neixement en la realitat i utilitzarem material didactic per a la descoberta de re-
gularitats. Han de poder identificar si un objecte, figura, o dibuix és simétric o no.
Poden utilitzar espills per tal d’esbrinar rapidament si ho és o observar com seria
la simetria d’un objecte donat. A més, es continua amb la representacio de figures
planes simetriques amb ajuda de la quadricula mentre siga necessaria.

La aplicacié de determinats girs a algunes figures planes simetriques els ha de
portar a relacionar aquests dos tipus de moviments. Aixi, per exemple, per a rotar
objectes plans es fixaran pel seu centre a una superficie, en la qual haurem marcat
el seu contorn. Cal observar quan la figura torna a coincidir amb la silueta dibui-
xada en la superficie. Les simétriques, en donar una volta completa coincidiran
amb el contorn dibuixat tantes vegades com eixos de simetria tenen (per exemple,
el rectangle dues vegades, com es pot comprovar fent girar la tapa d’una caixa de
sabates) 1, més concretament, els poligons regulars (quadrats, triangles equilaters
..., com es pot comprovar amb una tapa quadrada d’una caixa o un trévol) tantes
vegades com costats tenen (figura 135).

Figura 135. Representacio dels eixos de simetria d’un rectangle (superior)
i un quadrat (inferior)

En la resta de poligons, en completar la volta, la figura sols coincideix una vegada
amb el seu contorn; per exemple, el trapezi de la imatge 136.

Figura 136. Representaci6 d’un trapezi rectangle
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Mencid especial en aquest estudi ha de tenir el cercle, on I’experimentacié (amb
la tapa d’una cassola, per exemple) permet comprovar que per molts girs diferents
que li apliquem sempre coincideix amb el contorn dibuixat inicialment (figura
137). La conclusio que I’alumnat hauria de traure és que el cercle té infinits eixos
de simetria.

Figura 137. Representaci6 d’alguns eixos de simetria d’un cercle

A partir de 4t de primaria continuarem el treball iniciat en els cursos anteriors i
sera el moment de quantificar el desplagament mesurant en el cas de les translaci-
ons la longitud del vector de translacio (vegeu 3.4.1.1 1 3.5) i, en el cas dels girs,
I’amplitud de I’angle de gir (vegeu 3.4.1.2 1 3.5), que son continguts corresponents
al bloc de mesura.

També cal seguir representant amb llapis i paper figures planes que siguen sime-
triques respecte d’un eix. Es poden repassar activitats amb 1’ajuda de paper qua-
driculat, tenint en compte la dificultat que representa per als xiquets i les xiquetes
la utilitzaci6 d’eixos de simetria que no coincidisquen amb cap de les direccions
de les linies de la quadricula. Posteriorment, cal utilitzar paper sense quadricular,
aleshores 1’alumnat haura de servir-se dels instruments de dibuix (regle, compas
1 transportador d’angles) per a mesurar distancies i angles en la figura original i
reproduir-les a I’altre costat de ’eix.

En 6¢ curs s’han de treballar les reduccions i ampliacions proporcionals de figures.
Es un treball ja introduit amb les escales aplicades a croquis, mapes i planols en
la capacitat 2 i amb els mosaics i maquetes en la capacitat anterior. Cal relacionar la
semblanca amb el concepte de proporcionalitat (vegeu 3.4.2.313.4.2.4), i observar
que hi ha un valor en aquestes transformacions que sempre es manté, la constant
de proporcionalitat, i que serveix per a trobar les mesures lineals que caldra aug-
mentar o reduir. Un exemple amb heptagons concaus es pot trobar en la figura 138.

Figura 138. Representaci6 d’heptagons concaus semblants
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TEMA 2

Estadistica, atzar | probabilitat

1. Introduccio

1.1. Historica

La paraula estadistica té el mateix origen que la paraula estat. Els estats tenen la
necessitat de formular programes per a resoldre, de manera intel-ligent, els pro-
blemes que plantegen les administracions dels seus paisos. Caldra confeccionar
taules numeriques que recullen les dades d’interés 1, a partir del seu estudi 1 ana-
lisi acceptar o rebutjar els programes a plantejar 1 aquestes son les anomenades
estadistiques. No només els estats, diferents empreses 1 organismes tenen també
necessitats semblants.

L’estadistica, com totes les ciéncies, no va sorgir d’improvis, sind mitjangant un
procés llarg de desenvolupament 1 evolucid, des de fets de simple recol-leccio de
dades, fins la diversitat i rigorosa interpretacidé d’aquests que se’n fa avui en dia.
Aixi, I’origen de ’estadistica el podem trobar al comencament de la historia i ago
se sap tant a través de croniques 1 dades escrites, com de restes arqueologiques, 1 €s
explicable per la inherent necessitat de la societat de conéixer aspectes elementals
de la seua vida quotidiana. Aquests aspectes podien ser quants habitants t¢ una
tribu o poble, de quants béns en disposa, etc.

L’origen de I’estadistica comenga possiblement a 1’illa de Sardenya, on hi ha mo-
numents prehistorics que consten de blocs de basalt superposats sense morter. A
les parets d’aquests blocs es troben gravats toscos signes que han estat interpretats
amb molt d’encert com a mosses que servien per a portar el compte del ramat i la
caca. A poc a poc, a mesura que va evolucionar la societat, aquests registres van
ser més freqlients 1 ajustats a la realitat.

La civilitzacid egipcia portava el compte dels moviments poblacionals 1 continua-
ment feien censos. Fins 1 tot tenien Safnkit com a deessa dels llibres 1 els comptes.

A la Biblia observem, en un dels llibres del Pentateuc sota el nom de Numeros, el
cens que va realitzar Moises després de I’eixida d’Egipte.

A la Xina, Confuci, en un dels seus textos classics, Shu-King, escrit cap a I’any

550 aC, ens narra com el rei Yao, I’any 2238 aC, va manar fer una estadistica agri-
cola, industrial 1 comercial.
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En la Grécia classica també es van realitzar importants estudis estadistics pel que
fa a distribucid de terrenys, servei militar, etc. Aixi mateix, cal citar entre els grecs
principalment a Socrates, Herodot i Aristotil, els quals a través dels seus escrits
van estimular 1’estadistica per la seua importancia per a I’estat.

A Roma, la seua perfecta organitzaci6 politica, juridica i administrativa va afavorir
el desenvolupament d’una manera de fer, que es podria dir ara que era estadistica.
Amb Carlemany, a Franca, van tornar les estadistiques a Europa, amb un carac-
ter netament financer i administratiu. A Anglaterra, Guillem el Conqueridor, va
encomanar la realitzacié d’una espécie de cadastre, que constitueix un document
estadisticoadministratiu.

Cap a la meitat del segle xvi, gracies a Vito Seckendorff i sobretot a German Con-
ring, a qui se’l coneix com el fundador de 1’estadistica, es defineix aquesta com la
descripcio de fets notables d’un estat. El millor dels seus seguidors va ser Gott-
fried Achenwall, qui va consolidar definitivament els postulats de la nova ciéncia i
li va donar el nom d’estadistica. Von Scholer va separar la teoria de I’estadistica de
la seua aplicaci6 practica. Tots aquests estudiosos van formar part de la tendéncia
de I’estadistica universitaria alemanya, coneguda com estadistica descriptiva i que
es correspon amb la manera actual de treballar-la (Mufioz, 2004).

Els conceptes d’atzar i incertesa son tan antics com la propia civilitzacio. La hu-
manitat sempre ha hagut de suportar la incertesa envers el clima, la provisi6 d’ali-
ments 1 d’altres aspectes del medi ambient i ha hagut d’esforcar-se per a reduir
aquesta incertesa i els seus efectes. Aproximadament, cap a I’any 3500 aC, els jocs
d’atzar es practicaven a Egipte amb objectes d’os, considerats com els precursors
dels daus. Sabem que el joc amb daus ha estat molt popular des d’aleshores 1 que
fou part important en el primer desenvolupament de la teoria de la probabilitat.
Tot 1 que no va ser fins a finals del segle xv1, el xvii i principis del xvii, quan es va
desenvolupar aquesta teoria. Girolano Cardano i Galileu Galilei van introduir els
conceptes relacionats amb la probabilitat numerica. A meitat del segle xvii, mate-
matics com ara Blaise Pascal i Pierre Fermat iniciaren la teoria matematica de la
probabilitat 1 van aconseguir obtenir probabilitats exactes per a certs problemes
relacionats amb els jocs de daus. Un poc més tard, Christiaan Huygens va publicar
el primer text sobre les probabilitats.

Ja més avangat el segle xvii, Jakob Bernouilli 1 Joseph-Louis Lagrange fan evi-
dent la relaci6 entre els jocs d’atzar i els fenomens aleatoris en ciéncies com fi-
sica, medicina, biologia i ciéncies socials i introdueixen, també, un bon nombre
de nocions basiques de combinatoria que es van utilitzar com a aplicacions en el
calcul de probabilitats. Abraham de Moivre descobreix i desenvolupa el concepte
de distribucié normal que, posteriorment, repreén Pierre-Simon Laplace publicant
en 1812 la Théorie analytique des probabilités.

Aquesta branca de les matematiques pren la forma actual a partir de 1930, quan

Andrey Kolmogorov estableix, amb els seus axiomes per al calcul de probabili-
tats, les bases matematiques per a establir-ne la teoria. Emile Borel proporciona
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una demostraci6 de la llei dels grans nombres on ja maneja la noci6 de probabilitat
amb les propietats additives (Arribas et al., 2012).

1.2. Model estadistic

Amb el nom de model estadistic es fa referéncia al seguit de grans passos que
constitueixen un procediment. En primer lloc, ha d’haver-hi un problema suscepti-
ble de ser resolt amb técniques estadistiques. Una vegada delimitat aquest proble-
ma es pot treballar de diferents maneres. Els passos segiients no pretenen indicar
que sempre s’haja de passar per cadascun d’ells; un estudi estadistic podria ser
d’un, dos o tres passos.

Ir pas: Trobar tota la informacio possible sobre el problema (recollida de da-
des). Dins d’aquest pas, que es desenvolupara en el segiient capitol del tema,
es trobaria la confecci6 de I’enquesta i la posada en practica.

2n pas: Organitzar les dades. Es tracta de fer aquesta organitzacié de manera
que aporte la major quantitat d’informacid possible i que descriga clarament
el problema. També entraria dins d’aquest pas calcular mesures o indexs
d’aquestes dades amb la mateixa intencid, aportar informacié directa de la
recollida (estadistica descriptiva).

3r pas: Generalitzar. Quan es fan molts experiments o estudis estadistics i
s’aconsegueix obtenir regularitats i generalitzar els problemes, s’arriba al
concepte de probabilitat. Si es continua amb aquest procés es poden obtenir
models que recullen les caracteristiques comunes a conjunts de problemes
semblants (models de probabilitat).

4t pas: Extraure informaci6 del conjunt sobre el qual s’havia fet un estudi, pero
sense que aquesta informacid estiga de manera expressa en les dades recolli-
des. Si és sobre la mostra utilitzada (subconjunt de la poblacio), s’anomena
regressio 1 només s’hi usen técniques descriptives. Perd podem voler obtenir
informacio6 de la poblaci6 de la qual s’havia tret una mostra i aleshores ens
caldra la probabilitat i els models de probabilitat (inferéncia estadistica).

1.3. Al tema

L’objectiu del tema ¢és fer una primera aproximacio als conceptes basics de ’es-
tadistica descriptiva i la probabilitat, aixi com el seu tractament en una aula de
primaria. Del model estadistic anterior, ens interessen els passos 1ri2n i, a banda,
part del 3r.
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2. Fonamentaci0 teorica

2.1. Recollida de dades

S’entén per recollida de dades el procés segons el qual s’obté la informaci6 ne-
cessaria per a fer un estudi descriptiu o qualsevol altre tipus d’estudi estadistic
(Nortes, 1987).

2.1.1. Aspectes generals
2.1.1.1. Que és una enquesta?

Abans de comengar la recollida de dades cal tenir perfectament definits quins han de
ser els elements que integren la poblacio objecte d’estudi. A més, €s important escollir
la manera de procedir. Deu ser ordenada, sobretot si el nombre de dades és elevat 1
cal tenir préviament preparat el material necessari, com ara qiiestionaris, impresos,
persones encarregades, etc. Malgrat tot, s’ha de tenir en compte que sempre es poden
produir errades humanes, fallades en la transcripci6 de dades, dades inexactes, etc.
Es denomina treball de camp el conjunt de tot allo relacionat amb la recollida de les
dades: dates, preparaci6 del material, seleccié de personal (si escau), etc.

La tecnica d’obtenci6 de dades més utilitzada és I’enquesta, estudi d’investigaciéd
que permet obtenir informaci6 de la poblaci6 a partir d’uns metodes estandar-
ditzats. En I’estudi estadistic es poden recollir dades de tota la poblaci6 o fer-ne
una mostra (que pot ser o no representativa). Un exemple d’enquesta a tots els
individus afectats per una variable d’estudi €s el cens poblacional, altre el cens
electoral...

Dues qiiestions a tenir en compte a I’hora de realitzar aquests tipus d’estudis son
les segiients:

1. L’objectiu:

a) Descriure 1 comparar. Tant si €s de tota la poblacid (cens), com si n’€s
d’una mostra, es pot tenir només 1’objectiu de presentar uns resultats
que descriguen el problema que es vol estudiar dels individus i comparar
aquest estudi amb uns altres que s’hagen pogut fer en un altre moment
(passos 1r 1 2n del model estadistic).

b) Obtenir conclusions d’un col-lectiu major. En aquest cas, cal triar una
mostra i estudiar les caracteristiques de les seues dades. A partir d’elles
s’inferira informacié del col-lectiu major (pas 4t del model estadistic,
aquest punt no s’estudia en el tema).

2. La definici6 dels caracters dels individus de la poblacio. Els individus han
de presentar una caracteristica que es vulga estudiar, anomenada variable 1
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les preguntes sobre aquesta sempre deuen tenir una possible resposta. Tam-
bé cal preveure-hi de quin tipus son aquestes variables: qualitatives (no es
pot precisar numericament, per exemple, el color del cabell) o quantitatives
(determinades per una quantitat numerica) i, en aquest cas, poden ser con-
tinues (la variable pot prendre molts valors diferents 1, per tant, és recoma-
nable agrupar-los, com el pes de les persones, per exemple) o discretes (pot
prendre pocs valors i no cal I’agrupament, com ¢€s el cas del nombre de fills
i filles d’una familia).

2.1.1.2. Poblacio i mostra

Qualsevol investigacid estadistica ha d’estar referida a un conjunt de persones o
coses que presenten una propietat determinada. Aquests col-lectius reben el nom
de poblacié. Cadascun dels elements que la formen s’anomenen individus. La
dimensio6 de la poblaci6 es defineix com el nombre d’elements que la componen
(finit o infinit) i normalment es representa amb la lletra «N». Les propietats o qua-
litats que presenten tots els elements de la poblaci6 son les variables definides en
el punt anterior.

Una subpoblaci6 €és un subconjunt de la poblacid on tots els individus reuneixen
certes caracteristiques que no tenen la resta dels elements de la poblacio.

Es defineix una mostra com un subconjunt de la poblaci6. La dimensi6 de la mos-
tra es defineix com el nombre d’elements que la componen i normalment es repre-
senta amb la lletra «n». Hi ha diferents metodes per a seleccionar una mostra, els
quals es coneixen com tipus de mostratge.

A. REPRESENTATIVITAT D UNA MOSTRA

Perqué una mostra represente la poblacio deu garantir una serie de condicions, tant
pel que fa al moment del mostratge, com a la seleccié adequada dels individus de
la mostra.

En el mostratge es poden cometre dos tipus d’errades: mostrals (pel fet de no
comptar amb tots els elements de la poblacié 1 és clar que sempre es produira
aquest tipus d’errada, si utilitzem mostres) i de biaix (per no haver agafat els ele-
ments de manera aleatoria).

B. Tipus DE MOSTRATGE
* Opinatic. Els elements de la mostra es trien a criteri de 1’investigador. No

¢€s representatiu perque no es pot mesurar la diferéncia que existeix entre el
valor observat en la mostra 1 el vertader valor en la poblacio.
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» Aleatori o probabilistic. Qualsevol element de la poblaci6 té la mateixa pro-
babilitat de ser escollit, és a dir, els individus es trien a 1’atzar. Per tant, la
representativitat de la mostra es garanteix totalment. Pot ser:

— Simple: qualsevol element té la mateixa probabilitat de ser triat durant tot
el procés.

— Irrestricte: a I’inici del procés, qualsevol element té la mateixa probabili-
tat de ser triat, perd una vegada escollit no es pot tornar a triar.

 Estratificat. Els elements de la poblaci6 es divideixen per estrats (aquets po-
den estar determinats per edats, nivell economic, professions, per exemple).
La mostra s’agafa amb la tria d’un nombre d’elements de cadascun dels
estrats. Aixi, s’aconsegueix utilitzar mostres de menor dimensio i, per tant,
més fiables. La dimensi6 de cadascun dels estrats de la mostra és proporci-
onal a la dels estrats corresponents de la poblacid. La representativitat de la
mostra es garanteix ates que a cadascun dels estrats se li aplica un mostratge
aleatori.

* Per arees o conglomerats. Els elements de la mostra s’agrupen per conglo-
merats (habitualment relacionats amb la distribuci6 territorial de la pobla-
ci6), dins de cadascun s’aplica mostratge aleatori. Un conglomerat pot ser,
per exemple, el conjunt de nimeros d’un carrer d’una determinada ciutat o
diferents pobles d’una comarca. La representativitat de la mostra ve garanti-
da pel fet d’haver triat els conglomerats per un metode aleatori.

+ Sistematic. El primer element de la mostra es tria a I’atzar, la resta se selec-
ciona d’acord amb una regla predeterminada. També rep el nom de mos-
tratge amb comencgament aleatori. En aquest procediment es té la mateixa
representativitat que en el mostratge simple si la llista utilitzada és aleatoria
respecte de la variable objecte d’estudi.

* Seqiiencial. Es pren una decisio per cada unitat (o grup d’unitats) d’un lot
d’elements. Aquesta decisio és d’acceptacio, rebuig o continuaci6 de la ins-
peccid i es fa d’acord amb unes especificacions préviament establertes. Fo-
namentalment, proporciona una gran disminuci6 en el volum de la mostra,
tot 1 que pot provocar una lleugera perdua de representativitat.

2.1.1.3. Passos en la realitzacio d’una enquesta

1. A partir de la deteccio d’un problema susceptible de ser estudiat estadistica-
ment, cal formular-lo clarament, indicar els objectius de I’enquesta i expres-
sar-los amb la major precisio possible.

2. Definici6 de la poblacio a la qual s’aplicara ’enquesta. En triar una mostra,
aquesta ho sera de la poblacio sobre la qual desitgem obtenir informacio.

3. Determinaci6 de les preguntes per efectuar. La quantitat deu ser la menor
possible i en consonancia amb ’intercs de les dades que es desitja obtenir.
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Les preguntes han de ser de facil comprensio6 i, a més, les més decisives cal
situar-les al principi o al final del qliestionari.

4. Meétodes d’enregistrament. Les maneres de registrar les preguntes i les seues
respostes poden permetre codificar les dades, la qual cosa simplifica el pos-
terior tractament dels resultats.

5. Elecci6 d’unitats de mostratge, és a dir, organitzar els elements de la pobla-
ci6 en classes disjuntes. El conjunt de les unitats i les informacions de les
quals es disposa per a realitzar I’enquesta s’anomena marc de 1’enquesta.

6. Eleccié d’un tipus de mostratge.

7. Seleccio de la mostra.

8. Enquesta pilot, és a dir, provar-la a un grup reduit abans de passar-la a tota
la mostra.

9. Organitzacio del treball de camp.

10. Tabulacio i depuracié de dades. Cal fer una revisié dels qiiestionaris obtin-
guts i una valoraci6 de les respostes desestimades pels enquestats.

2.1.1.4. Tipus d’enquestes
Les enquestes poden classificar-se de diverses maneres:

a) Segons I’ambit que abasteixen:
« Exhaustives: es disposa de tot el col-lectiu per a fer-les, és a dir, de la
poblacio.
+ Parcials: s’utilitza una mostra que hauria de representar tot el col-lectiu.

b) Per la manera d’obtenir les dades:
» Directes: les dades s’obtenen de manera especifica i directament dels in-
dividus del problema concret que es vol tractar.
 Indirectes: les dades es poden obtenir a partir de bancs de dades correspo-
nents a uns altres estudis.

¢) Segons I’interes de I’estudi:
* D’opinid: les preguntes pretenen coneixer 1’opinié d’una poblacid res-
pecte d’un tema.
» De fets: les preguntes pretenen recollir dades d’un esdeveniment.
* Mixta: inclou preguntes que abasten opinions i fets.
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2.1.2. Elaboraci6 de la recollida 1 planificacio de les accions
a realitzar

2.1.2.1. El giiestionari

Es podria definir com un conjunt de preguntes al voltant dels fets o aspectes in-
teressants per a la investigacid i que responen els enquestats. Aquestes preguntes
poden presentar-se en diversos formats (paper, digital, etc.). Podem classificar els
qiiestionaris en:

* Qiiestionari individual. En aquesta modalitat la tasca d’enregistrament de les
respostes la realitza 1’enquestat.
* Qiiestionari llista. Hi ha una persona, I’enquestador, que recull les respostes.

Els tipus de preguntes que poden aparcixer en el qiiestionari, segons la resposta,
son:

* Obertes. No esta especificada la resposta en opcions.
» Tancades. S ofereixen les possibles respostes, dicotomiques o de multiples
opcions. Aquestes han de ser excloents 1 exhaustives.

Les recomanacions a I’hora de redactar les preguntes del qliestionari son:

1. Han de ser comodes per als enquestats: poques, curtes, que no impliquen es-
for¢os de memoria, consultes documentals, ni calculs numeérics complicats,
etc.

2. Deuen ser precises per evitar confusions: que proporcionen informacid de
només una idea, preferiblement tancades, amb llenguatge senzill i sense pa-
raules ambigiies, plantejades de manera concreta, que provoquen respostes
directes 1 inequivoques, etc.

3. Cal que eviten la diversificacio excessiva de les respostes i si son obertes no
donar opci6 alternativa.

4. Han de formular-se de manera neutral, evitant preguntes indiscretes, amb
carrega emocional o que provoquen prejudicis en els enquestats.

Quan es prepara el qliestionari, es deurien de respectar les seglients etapes:

1. Formular hipotesis generals i especifiques per a determinar alldo que es pre-

tén mesurar i, amb les preguntes que s’hi facen, intentar contestar a aquestes

hipotesis. Tot el qiiestionari ha de tendir a validar-les.

Determinar les variables o caracteristiques a mesurar.

Planificar el contingut del qiiestionari.

Redactar les preguntes.

Presentar el qiiestionari, amb dues consideracions:

a) teécnica, ha de poder tabular-se després.

b) material, si és qliestionari individual o qiiestionari llista, si ha d’haver-hi
notes aclaridores o no...

kv
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En la distribuci6 del qiiestionari, cal tenir en compte:

1. Ladata. Si, per exemple, es fa per correu, cal evitar els moments de vacances.
2. Les formes de fer-la:

a) correu postal

b) repartidor

¢) enquestador

Finalment, la recollida s’ha de fer per les mateixes vies utilitzades en la distribucio.

2.1.2.2. L’entrevista

L’entrevista és I’acte que reuneix dues o més persones, una de les quals és la que
pregunta i anota les respostes.

La importancia de I’entrevista rau en que és concreta (en eixe moment, el centre
d’atenci6 és I’enquesta mateixa), personal, directa i de respostes immediates.

L’entrevista amb qiiestionari €¢s més dirigida, les preguntes estan ja disposades i
teoricament, no se’n poden fer altres. En canvi, sense qliestionari, no esta tan diri-
gida, pero és més espontania.

Podem considerar que hi ha avantatges en utilitzar qiiestionari amb enquestador,
per exemple, que és més compromes el fet de respondre, perqué mentre que una
enquesta rebuda per correu pot ser oblidada o trencada en 1’acte, aquesta modali-
tat, no. Permet obtenir més respostes 1, com que hi ha una persona que llegeix les
preguntes 1 anota les respostes, pot ser dirigida a persones analfabetes o no. Com
a desavantatge, la preséncia o influéncia de I’enquestador pot condicionar les res-
postes de I’individu.

Quan es vol executar I’entrevista, €s bo avisar, propiciar un clima agradable i no
involucrar 1’opini6 del propi enquestador en la que puga tenir I’enquestat. I aixo
s’hauria d’acompanyar amb altres caracteristiques que deu tenir aquesta persona,
com ara qualitats etiques (per a realitzar-la correctament, sense manipular les da-
des), qualitats socials (que no indiquen sentiments que perjudiquen les respostes)
1 qualitats técniques (saber un poc del treball que desenvolupa).

L’ultim pas és el buidatge de les dades de les entrevistes. S’han de comptabilitzar
les respostes quantitatives. Si son qualitatives, cal codificar-les 1, per ltim, detec-
tar les errades que s’hagen pogut produir, la qual cosa és important amb vistes a
les properes realitzacions.

En aquest moment, el terreny esta preparat perque siga I’estadistica descriptiva la
que s’encarregue de descriure i organitzar les dades.
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2.2. Estadistica descriptiva

2.2.1. Organitzaci6 de dades

L’estadistica descriptiva s’encarrega de la recollida 1 posterior representacio, or-
denacid 1 tabulaci6 de les dades obtingudes en les diferents observacions, €s a dir,
¢s la part de I’estadistica que s’ocupa d’una primera fase, en la qual s’ha de sinte-
titzar la informacio6 1 descriure-la. Com que les dades poden estar agrupades o no i
correspondre a una variable o a més d’una, la presentacio haura de ser de manera
diferent segons siguen aquestes. Per descriure-les podem disposar de dues vies: la
numerica (taules de freqiiéncies 1 mesures estadistiques) i la grafica (diagrames de
barres, histogrames, diagrama de sectors, etc.).

2.2.1.1. Taules de freqiiencies
L’objectiu de les taules de freqiiencies €s facilitar la lectura de les dades recolli-

des. Es una manera ordenada de presentar-les i poder recomptar-les sense gaire
dificultat.

A. TAULA DE FREQUENCIES PER DADES NO AGRUPADES

Si es volen presentar les dades d’una variable de manera individualitzada, cal op-
tar per un tipus de taula com la que es mostra a continuacid, on k és el nombre de
valors o modalitats diferents de la variable 1, per tant, i € {1,..., k}:

xi ni fl‘ ]\fl Fi
xi ni 'fl‘ ]\Il Fi

xZ nZ 'ﬁ N2 FZ
- n 1 - -

On els elements que hi intervenen son:

x.: Valors o modalitats diferents de la variable. Els valors han d’estar ordenats
de menor a major.
n: Freqiiéncia %bsoluta de x,. Es el nombre d’elements amb valor o modalitat x..

Aleshores Eni =n,

i=1

fi= ﬂ: Freqiiéncia relativa de x,. Expressa la freqliéncia absoluta d’eixe valor
" 5 modalitat en la seua relacié amb n, per tant, la relativa esta referida a
la unitat. Si es multiplica per 100, s’obté el percentatge d’elements de

la mostra amb valor o modalitat x,.
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N.=n,+... +n;: Freqiiéncia absoluta acumulada de x. Es la suma de les freqiién-
cies absolutes dels valors < x, o de les modalitats anteriors o coinci-
dents amb x..

F=f +..+f: Freqiiéncia relativa acumulada de x,. Es la suma de les freqiién-
cies relatives dels valors < x,0 de les modalitats anteriors o coincidents
amb x.. Si es multiplica per 100 s’obté el percentatge d’elements de la
mostra amb valor < x, o de modalitats anteriors o coincidents amb x..

La taula, amb aquestes columnes, es considera una taula de freqiiéncies completa
per dades sense agrupar.

B. TAULA DE FREQUENCIES PER DADES AGRUPADES

Si volem presentar les dades d’una variable de manera agrupada, classificarem
els seus valors en intervals que anomenarem classes. Cal dir que els criteris 1 les
decisions d’agrupaci6 son de la persona que estiga confeccionant la taula, encara
que poden haver-hi algunes indicacions objectives:

* Les classes deuen estar acotades.

* Han de ser disjuntes i1 exhaustives. Per tant, els intervals hauran de ser tan-
cats per I’esquerra i oberts per la dreta, per exemple. En el cas que el darrer
valor de la variable coincidisca amb 1’extrem superior del darrer interval,
s’ha de tancar aquest per la dreta.

* S’hi ha d’establir un nombre adient d’intervals. Una manera d’aproximar
aquest nombre ¢€s la formula de Nordiffe, Jn , on n és el nombre de dades.

* Anomenem ¢; a I’amplitud dels intervals. Quan es decideix que tots els in-

. : . . e
tervals siguen de la mateixa amplitud, aquesta sera: a, =—, on Re =x
1 I max

—x_. ¢€s el recorregut de la variable i I ¢s el nombre d’intervals elegit.
* SiL_, és I’extrem inferior de I'interval i L, el superior, s’anomena marca de

i-1

. L +L . .
classe al seu punt mitja, ¢, = T’ , que sera el representant de I’interval.

La taula de freqiiencies completa per una variable agrupada és:

(L L) ¢ n, S, N, F,

[LO’LI) ct nt 'fl' i Fi

[Ll’LZ) ) n, fz 2 Fz
- n 1 - -

On les columnes de freqiiencies tenen el mateix significat que a la taula de 1’apar-
tat anterior.
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C. TAULA DE FREQUENCIES PER DADES BIDIMENSIONALS

Si tenim dues variables per cada individu, les dades es recullen en una taula de do-
ble entrada que s’anomena taula de correlaci6 (variables quantitatives) o de con-
tingeéncia (variables qualitatives). La taula segilient mostra el cas de dues variables
no agrupades. Encara que no s’hi veura, en el cas de ser-ne una o les dues agrupa-
des, el tractament seria per intervals de la mateixa manera que en el cas anterior.

Y
Y Y, n, | f. N. | F.
n..
x Y
i fij
n.,. n
J
/5 1 - -
N. -
J
F. -
J

On els elements que hi intervenen son:

(x,, y): Valors de les variables quantitatives o modalitats dels atributs en les
variables qualitatives. Els valors de cada variable han d’estar ordenats de
menor a major o agrupats en intervals, si escau.

n,: Freqiiencia absoluta conjunta. Es el nombre de vegades que es presenta en
la mostra la parella (x,, y). Separada per una diagonal representarem també
la freqiiéncia relativa conjunta f; . ’

n,: Freqiiencia absoluta marginal del valor o modalitat x,. Es el nombre de ve-
gades que es repeteix el valor x, sense tenir en compte elys valors de Y.

n.: Freqiiéncia absoluta marginal del valor o modalitat y,. Es el nombre de ve-
gades que es repeteix el valor Y, sense tenir en compte els valors de X.

/. 1. Freqiiéncies relatives marginals dels valors o modalitats d’una de les
variables, sense tenir en compte els valors o modalitats de ’altra.

De la mateixa manera que en les taules d’una variable finalitzem amb les fre-
qliéncies acumulades, en aquest cas marginals: N, i F, i les corresponents
N_j i1F .

2.2.1.2. Representacions grafiques

e Diagrama de barres: Es la representacié grafica més usual per a variables
quantitatives amb dades sense agrupar o per a variables qualitatives. En 1’eix
d’abscisses representem els diferents valors o modalitats de la variable. So-
bre cada valor o modalitat alcem una barra d’altura igual a la seua freqiiéncia

(figura 139).
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Figura 139. Representacié d’un diagrama de barres

* Histograma: Es la representacio grafica equivalent al diagrama de barres
per a dades agrupades de la variable. En 1’eix d’abscisses representem les
classes 1, sobre cada classe, alcem rectangles units entre si, d’area equivalent
a la freqiiencia de la classe (figura 140).
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Figura 140. Representacio d’un histograma

* Poligon de freqiiéncies: Es una de les representacions habituals de les fre-
qliencies per a variables quantitatives amb dades agrupades. En el cas de
freqiiéncies no acumulades es construeix unint amb segments els punts
mitjans dels costats superiors dels rectangles de 1’histograma, obtenint aixi
la linia poligonal corresponent (figura 141).

v

0 6 70 8 9 100 110 120

Figura 141. Representacio d’un poligon de freqiiéncies no acumulades
El de freqiiencies acumulades es construeix unint els vertexs superiors drets dels

rectangles. En el primer rectangle, cal unir I’extrem esquerre inferior amb 1’extrem
superior dret (figura 142).
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Figura 142. Representacio d’un poligon de freqiiéncies acumulades

També es pot utilitzar per a dades sense agrupar. Les representacions seran analo-
gues, amb la diferéncia que les barres estan separades.

* Diagrama de sectors: Es el més usual per a variables qualitatives. Es repre-
senta mitjangant un cercle. A cada modalitat o valor de la variable se li asso-
cia el sector circular, ’angle del qual és proporcional a la seua freqiliencia o
percentatge (figura 143).

Figura 143. Representacié d’un diagrama de sectors

* Pictograma: Expressa, amb dibuixos al-lusius al tema d’estudi, les freqiien-
cies de les modalitats o valors de la variable. Generalment, 1’algada de les
figures representades coincideix amb les freqiiéncies corresponents. També
es pot utilitzar la superficie dels dibuixos com representacié de les esmenta-
des freqiiéncies (figura 144).

i 1 14 &

1597 1558 1559 z000

Figura 144. Representaci6 d’un pictograma relatiu a la venda de bombetes

* Piramides de poblacio: S6n un cas molt concret de grafic estadistic. S’ utilit-
zen per a estudiar conjuntament la variable edat i ’atribut sexe, 1 aixi es pot
analitzar la distribuci6 de la poblacio d’acord amb aquestes caracteristiques
i les conseqiiencies d’una guerra o con¢ixer el control demografic, entre
d’altres (figura 145).
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Figura 145. Representacié d’una piramide de poblacio

* Niwol de punts o diagrama de dispersié: Es el grafic més utilitzat per a variables
bidimensionals. Consisteix a representar cada parella de valors per un punt
del pla. Quan una parella esta repetida, s’indica, junt a la representacio6 cor-
responent, el valor de la freqiiéncia (figura 146).

Figura 146. Representacié d’un nivol de punts

Altres representacions grafiques que es poden trobar, perd que son molt menys
freqiients serien: grafics amb columnes dividides, amb columnes dobles, de séries
cronologiques, grafics en espiral, estereogrames, etc.

2.2.1.3. Tendenciositat i errades més comunes

En un estudi estadistic és important que 1’informe que d’aquest es faga siga sufici-
entment clar i expresse amb precisio i exactitud els resultats obtinguts, de manera
que no puguen ser mal interpretats.

Les causes que provoquen la inutilitat d’un informe estadistic poden ser molt di-
verses 1 en ocasions son degudes a errades durant la presa de dades o en la seua
expressio.

Essencialment, se’n poden descriure de tres tipus:
* Errades en la presa de dades. Solen ser degudes a que la mostra triada no
¢és representativa de la poblacid, a que la técnica d’obtenci6 de les dades

d’alguns elements de la mostra no és 1’adequada o a no haver-los depurat
adientment.
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e Errades en ’expressio de les dades. Per exemple, quan I’informe es fa de
manera grafica, que aquest no siga interpretable, o que no apareguen les
unitats de mesura en cadascuna de les representacions... En el cas de valors
agrupats de la variable, I’error més comu ¢és la tria incorrecta dels intervals
d’agrupacid, és a dir, que aquests no constitueixen una particio del recorre-
gut de la variable a estudiar.

« Tendenciositat de 1’expressio de les dades. Es un dels principals problemes
que es pot presentar en un informe estadistic, ja siga de manera intenciona-
da o no. Consisteix en que la informacid, tot i ser vertadera, es presenta de
manera que pot induir a error. Un clar exemple pot ser retallar un grafic, o a
I’hora de representar-ho graficament, prendre una escala inadequada.

2.2.2. Calcul de mesures de les dades de la variable

Generalment, en un estudi estadistic no interessa la informacio de tots els ele-
ments de la poblacid, sind que I’interés rau sobre un element tipic d’aquesta que
es caracteritzara per una s€rie de nombres, que anomenem mesures 0 parametres
estadistics, i que s’extrauen de la massa de les dades. Aquestes mesures permeten
resumir-ne un gran nombre en uns pocs valors que proporcionen una idea apro-
ximada de la poblaci6. Evidentment, com passa en qualsevol procés de sintesi,
es produeix una pérdua en la quantitat d’informacid, perod aquesta es compensa
amb la facilitat de maneig d’aquests nombres. Els esmentats parametres, a més,
serveixen per a comparar dues distribucions de freqiiencies. N’hi ha de tres tipus,
de centralitzacid, de posicid i de dispersio.

2.2.2.1. Mesures de centralitzacio

Les mesures de centralitzacid, posicid central o localitzacid central s’expressen
amb les mateixes unitats que les observacions i determinen una quantitat central
en la distribucid6 al voltant de la qual es troben repartits els valors de la variable.
Les més importants son les segiients:

A. MITJANA ARITMETICA

Es una mesura que pretén representar tots els valors de la distribucié. Es un nom-
bre calculat i, per tant, pot no coincidir amb cap valor de la distribuci6. Es defineix
com el resultat de dividir la suma de totes les dades pel nombre d’aquestes i es
representa per x . En el moment de calcular-la distingirem dos casos:

* Dades no agrupades de la variable. La mitjana aritmética d’una serie de
valors x, X,,***, X,_que pren una variable estadistica X, quan les dades no es
troben agrupades es calcula de la manera anteriorment esmentada:

k
i=1

X =
n
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* Dades agrupades de la variable. Es pren com a valors de la variables les mar-
ques de classe de cadascun dels intervals (¢,) i es procedeix com si les dades
no estigueren agrupades, per tant 1’expressio quedara:

k

;=iﬂ

n
Avantatges de la utilitzaci6 de la mitjana aritmética:
* Es determina de manera objectiva i és unica.
* Té un significat interpretatiu molt clar.
« Es senzilla de calcular.
* Al cas de dades no agrupades de la variable, s’utilitzen tots els valors de la
distribuci6 per a calcular-la.

Inconvenients:

» Els valors extrems de la distribucio, molt dispars, influeixen de manera no-
table en el valor de la mitjana aritmética, la qual cosa pot fer-li perdre repre-
sentativitat.

* Al cas de dades agrupades de la variable, no s’utilitzen tots els valors de la
distribucio, sin6 els representants dels intervals, ¢, i, per tant, es perd part
d’informacio.

B. Moba

Es representa per Mo i es defineix com el valor o valors de la variable amb la ma-
jor freqliencia absoluta (analogament modalitats de la variable si és qualitativa).
De la mateixa manera que en el cas anterior, per a calcular-la distingirem:

* Dades no agrupades de la variable. El seu calcul és molt senzill en aquest
cas, nomg¢s cal mirar la columna n, ila x; associada al major d’aquests valors,
sera la moda (pot haver més d’una).

» Dades agrupades de la variable. Seguirem dos passos:

1. Trobar I’interval modal (pot haver més d’un): sera aquell al qual li cor-
respon la major freqiiéncia absoluta. A aquest interval 1’anomenarem
Uﬂvh)-

2. Fer un calcul per a obtenir, no el valor exacte de la moda, sin6 una apro-
ximacid que vindra determinada per les segiients hipotesis:

— Hi ha una moda en cada interval modal.

— Eninterior de I’esmentat interval, la moda és el punt que equilibra les
freqiliencies absolutes dels intervals adjacents, suposant que els valors
es reparteixen en I’interior dels intervals de manera uniforme. Per tant,
si els intervals tenen la mateixa amplitud, la moda es calcula com:

ni+1 -d.

l

M0=Li_1 +b— n,_.- b=(ai_b).ni+l —b=
i+ Ny
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1, per tant,

n.
Mo=L_ +—" q
n_.+n

i-1 i+l

Una representacid geometrica de la moda per dades agrupades la podem trobar en
la figura 147.

— ni+1

Li-l MO Li

Figura 147. Representacio geometrica de la moda

Si els intervals tenen distinta amplitud, hem de trobar, en primer lloc, la densitat de
freqiiéncia de cada interval, d;, que es defineix com el quocient entre la freqiiéncia

absoluta 1 ’amplitud de I’interval, d, = ™ Linterval modal [L, ,L) sera ara el de
a.

major densitat de freqliéncia i per a trobar la moda apliquem de nou la formula
anterior, pero substituint les freqliéncies per les densitats de freqiiéncia, €s a dir:

d,
Mo=L,  +—*—aq,
d_+d
i-1 i+l

Avantatges de la utilitzaci6 de la moda:
» Essenzilla de calcular.
* Té¢ una interpretacidé molt facil.

Inconvenients:

« Es menys representativa que les altres mesures de centralitzacio. Es 1til,
majoritariament, si es tracta de distribucions amb dades qualitatives, perque
no es pot calcular la mitjana aritmética, per no prendre valors numerics la
variable.

* En el calcul de la moda no s’utilitzen tots els valors de la distribuci6 i, per
tant, es pot perdre representativitat.

* Es pot trobar propera a valors extrems.

* Podem trobar distribucions anomenades bimodals, trimodals..., segons tro-
bem dues, tres 0 més modes.
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C. MEDIANA

Representa el valor de la variable que es troba en la posicio central de la distribu-
cio (si les dades es troben ordenades de menor a major) i podem trobar-la tant en
variables qualitatives com quantitatives. Pot ocorrer que en les quantitatives calga
fer un calcul per a obtenir-la i, per tant, que no coincidisca amb cap valor de la dis-
tribuci6. Cal notar que en el cas de les qualitatives aquesta mesura depen totalment
del criteri d’ordenacio que es trie.

Es representa per Me i es defineix com el valor de la variable (real o calculat) que
deixa el mateix nombre d’observacions a la seua dreta i a la seua esquerra, quan
les observacions estan ordenades de menor a major. El procediment per a obtenir
aquest parametre ¢s diferent si els valors de la variable es troben agrupats o no:

* Dades no agrupades de la variable. En el cas d’una variable quantitativa, si
el nombre de dades és imparell, la mediana sera el valor central. Per tal de

n .
trobar-la, s’ha de calcular ) 1 es compara aquest valor amb els de la colum-

na N, de la taula de freqiiencies. S’ha de triar el primer valor de V, igual o su-

perior a 5 La mediana €s el valor x; associat a aquesta freqiiéncia absoluta

acumulada.

Si el nombre de dades ¢€s parell, hem de prendre com a mediana la mitjana
aritmetica dels dos valors centrals. Sera un nombre calculat i, per tant, no
coincidira amb cap valor de la distribucid.

En el cas d’una variable qualitativa amb un nombre imparell de dades, el
procediment és analeg a la mateixa situacio per a variable quantitativa. Quan
el nombre de dades siga parell i les dues modalitats que ocupen els llocs
centrals siguen diferents, no es pot trobar la mediana.

» Dades agrupades de la variable. Per a obtenir la mediana, seguirem dos pas-
SOS:

1. Trobar I’interval media. Per tal de trobar-lo, s’ha de calcular g 1 com-
parar aquest valor amb els de la columna N, de la taula de freqiiencies.
S’ha de triar el primer valor de XV, igual o superior a g . L’interval media
[L.,.L;) és I’associat a aquesta freqiiéncia absoluta acumulada.

2. Calcular la mediana. En primer lloc, construim el poligon de freqiiéncies
absolutes acumulades 1 busquem la interseccido amb la recta d’equacio
y =g tal com indica la figura 148. La mediana és 1’abscissa del punt

d’interseccio del poligon amb la recta i es pot calcular mitjangant la formula:
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n a. 5‘ Ni—]
Me=L_ +b— ——— =;,_>b= a,
n n.
E - Nt—l !
1, per tant,
n
A Vial
Me=L,_ + a
ni
Nl
n/2
Ni.l
L,y Me L,

Figura 148. Representaci6 geometrica de la mediana

Si es vol establir una relacid entre la mitjana aritmetica, la moda i la mediana, es
pot observar:

 Si la distribuci6 és simetrica (ho €s quan en un diagrama de barres o un his-
tograma, a partir de la vertical en la qual se situaria la mitjana aritmetica, el
grafic es desenvolupa igual a dreta i esquerra) 1 unimodal, els tres parametres
coincideixen.

* Si la distribucié és moderadament asimetrica, s’ha comprovat de manera
empirica que ‘x - Mo ‘ < 3-‘x - Me ‘ , expressid que es coneix com desigual-
tat de Pearson.

2.2.2.2. Mesures de posicio: quantils

Son parametres no centrals que divideixen en parts els valors de la distribucio
ordenats de menor a major.

Per a obtenir qualsevol quantil, els calculs necessaris son semblants als que s’han
explicat pel cas de la mediana.

Si els valors de la variable no estan agrupats, el calcul inicial de g s’ha de substi-
tuir per I’adequat al quantil que es vulga trobar.

Si els valors de la variable estan agrupats, el primer pas ha de ser trobar I’interval
on se situara el quantil. En el segon pas s’ha d’utilitzar una expressié semblant a

la de la mediana, en la qual hem de substituir g pel calcul associat a cada quantil.
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Els més importants son:

* Quartils. Divideixen la distribuci6 de dades en quatre parts iguals, que cor-
responen cadascuna d’elles a un 25 % de les dades. Normalment es repre-
senten per @, @, Q, i s’anomenen habitualment primer, segon i tercer quar-
til.

* Decils. Valors que divideixen la distribucié de dades en deu parts iguals,
corresponents ara a un 10 % de les dades. Normalment es representen per
D, D, D, Generalment s’anomenen decil 1, 2...

» Percentils. Valors que divideixen la distribucio de dades en cent parts iguals,
que en aquest cas contindran un 1 % de les dades. Normalment es represen-
ten per P, P,,..., P,. De manera analoga al cas anterior s’anomenen percentil
1, 2.

Cal notar que entre els diferents quantils 1 altres mesures de posicio, es donen les
segiients relacions:

* 0,=P;

* 0,=D.,=P,,=Me
© 0,=P;

* D, =Py, D, =Py,

2.2.2.3. Mesures de dispersio

Son els parametres estadistics que intenten mesurar la major o menor concentra-
cio de les dades al voltant dels valors centrals de la distribucid, és a dir, al voltant
d’una de les mesures de centralitzacid que en aquest cas sera la mitjana aritmetica.
Les principals son:

A. RECORREGUT
Es defineix com la diferéncia entre el major i el menor valors de la variable. Es
representa per Re i també es coneix com rang mostral. Com menys siga el recorre-

gut, major sera la concentracio dels valors de la variable, al voltant d’una mesura
central.

B. VARIANCA 1 DESVIACIO TIPICA
La varianga, anomenada tamb¢ variancia, €s la mesura de dispersio més utilitzada

1 es defineix com la mitjana aritmetica dels quadrats de les desviacions respecte a
la mitjana aritmética. Es representa per S i es calcula de la segiient manera:
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* Per a dades no agrupades de la variable: S = 4L
n

Com que aquesta expressio pot ser complicada a I’hora de realitzar els cal-

k
2
i

. 2 . . N 4
culs, normalment s’usa: Sf =il (x) ,1s’obviara la seua demostracio
n

per no ser objecte d’estudi en aquest apartat.

» Si els valors es troben agrupats utilitzarem qualssevol de les expressions
anteriors, substituint x, por c,.

L arrel quadrada positiva de la varianga, S, , s’anomena desviacio tipica.

C. COEFICIENT DE VARIACIO DE PEARSON

Es defineix com el quocient entre la desviacio tipica i el valor absolut de la mitjana

aritmetica, sempre que aquesta siga distinta de zero, CV = S_x . Es una quantitat
| %]

que no té unitats i, per tant, és invariant front als canvis d’unitat de mesura de les
dades de la distribucio.

Serveix per a comparar la representativitat de x en mostres diferents. Si tenim el
CV de dues distribucions, la de menor CV té menor dispersid, per la qual cosa la
seua mitjana aritmetica representa millor la distribucié corresponent.

2.2.2.4. Mesura de simetria

S’utilitza per a estudiar la simetria de la distribuci6 respecte de la mitjana aritmetica.

—\3
(xl. —x) ‘n,
Definim el coeficient de Fisher com g, ==L que mesura aquesta sime-
n-S.
X

tria 1 que permet extreure’n les segiients conclusions:

k
=1

* Sig =0, la distribucié de freqiiencies €s simetrica.
* Sig, >0, la distribucio de freqliéncies presenta una asimetria cap a la dreta
(figura 149).
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Figura 149. Representacio d’un histograma asimeétric cap a la dreta

» Sig, <0, ladistribucio de freqiiencies presenta una asimetria cap a I’esquerra
(figura 150).
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Figura 150. Representacié d’un histograma asimétric cap a I’esquerra

2.3. Atzar 1 probabilitat

2.3.1. Espais mostrals. Successos

Els fenomens deterministes es caracteritzen perqué sempre que es repeteix un ex-
periment en idéntiques condicions, se n’obtenen els mateixos resultats.

La probabilitat és la ciéncia encarregada d’estudiar els fenomens no deterministes,
anomenats aleatoris, aquells per als quals no es pot predir el resultat de I’experi-
ment.

Es defineix 1’espai mostral d’un experiment aleatori com el conjunt de tots els seus
possibles resultats. Aquest conjunt es representa per Q.

Qualsevol subconjunt de I’espai mostral s’anomena succés.
Donat I’espai mostral d’un experiment aleatori, €2, aleshores:

* S’anomena succés segur a Q, ¢és a dir, aquell que es verifica sempre.

» S’anomena succés impossible a ¢, €s a dir, el que no es verifica mai.

» S’anomena succés elemental a qualsevol constituit per un Unic element, és a
dir, al succés que no es pot descompondre com a unié d’altres successos.

* S’anomena espai mostral simple aquell que esta format inicament per suc-
cessos elementals.
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2.3.2. Definici6 de probabilitat i propietats

Donat un succés 4 de I’espai mostral Q, es defineix la probabilitat de A4 i es repre-
senta per P(A) com el nombre real que verifica els segiients axiomes:

* Axioma 1: VACQ, P(A)ZO
* Axioma 2: P(Q) =1
* Axioma 3: Per a qualsevol successio infinita de successos disjunts, {Ai}i=1

de Q, es verifica: P(i:LJlA,-) = ZP(A,).

PROPIETATS:
1. P(p)=0
2. P(LHJIA,») = EP(A,») ,on tots els A, son disjunts entre ells
= i=1
3. VACQ, P(AC) =1-P(A), on A° és el complementari de A respecte a W
4. VACQ, 0= P(A)=1
5. VAL BCQ:ACB—P(A)=<P(B)
6. YA BCQ:P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

2.3.3. Espais mostrals finits

Suposem que tenim experiments per als quals I’espai mostral € conté només
un nombre finit de resultats. Siguen S,,S,,--,S, tots els successos elemen-

n

tals d’aquest espai. Cadascun d’aquests successos S, té€ una probabilitat p, on

p;=P(S;). D’acord amb la definicié de probabilitat, p,20 i E p=1.

i=1
Direm que els successos son equiprobables si la probabilitat de cadascun d’ells €s

la mateixa, és a dir, si p, =—. En aquest cas, I’espai mostral direm que és simple
i equiprobable. n

Siun succés 4 d’aquest espai mostral conté exactament m resultats, aleshores:
PA)=P($) -4 P(5,)= S P(S)= 3 p =
= = n

Aquesta manera de calcular probabilitats es coneix com regla de Laplace i enuncia
que la probabilitat d’un succés és el quocient entre el nombre de casos favorables
1 el de casos possibles.

De vegades aquesta regla s’utilitza com definicid de probabilitat.
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2.3.4. Lleis de I’atzar

A. LLEI DELS GRANS NOMBRES

Si les proves necessaries per a calcular la freqiiéncia relativa d’un succés es realit-
zen en idéntiques condicions i, a més, en cadascuna d’aquestes proves, el nombre
d’experiments €s suficientment gran, la freqiiencia relativa tendeix a I’estabilitat,
¢s a dir, tendeix a aproximar-se a un nombre real fix, que coincideix amb la proba-
bilitat del succés. Aquesta propietat es coneix com llei de I’ Atzar o llei dels Grans
Nombres. Aquesta llei ens permet definir el concepte de probabilitat en funcio de
la freqiiéncia relativa.

La probabilitat d’un succés A és el nombre al voltant del qual s’estabilitza la fre-
quiencia relativa d’aquest succés.

La definicid classica de probabilitat suposa que el nombre de resultats possibles
d’un experiment €s finit 1 que, a més, els successos son equiprobables. Quan no es
verifica alguna de les dues condicions, utilitzem la llei dels Grans Nombres per al
calcul de probabilitats.

B. EsSpPAI PROBABILISTIC O ESPAI DE PROBABILITAT

Un espai probabilistic sera un espai mostral on tots els successos tenen assignada
una probabilitat d’ocorrer.

Dos successos qualssevol de 1’espai mostral €2 sén mutuament excloents si 1’apa-

ricio d’un d’ells exclou I’aparicio de I’altre en un mateix experiment. En aquest
cas P(AﬂB) =0 i, per tant, P(AUB) = P(A)+P(B)_

Dos successos qualssevol de I’espai mostral Q sén independents quan la proba-
bilitat que un d’ells ocorra no esta afectada per I’aparicié o no de 1’altre succés.
En aquest cas, es verifica: P(ANB)=P(A)P(B). En cas contrari, direm que els
successos son dependents.

C. PROBABILITAT CONDICIONADA

En un espai probabilistic, tenim un succés A i un altre B del qual en sabem el re-

sultat. S’anomena probabilitat de A condicionada a B i es representa per P (A/ B ) ,al
P(ANB)
valor: P (A/ B) = W , €s a dir, a la probabilitat que ocorrega el succés A4 si

sabem que ha ocorregut el succés B.
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Nota: Una eina molt util per al calcul de probabilitats condicionades €s el diagra-
ma d’arbre. El seu esquema ¢és el que es mostra en la figura 151 i en ell també es
poden apreciar i calcular facilment totes les possibilitats de probabilitat condicio-
nada on intervenen els successos A, A4, B, B¢.

P(A/B) A
P(B) B~<:
P(AT/B) AC
P(A/B A
PE9 Be —<:
P(AC/BO

AC

Figura 151. Representaci6 del diagrama d’arbre d’una probabilitat condicionada

3. Capacitats per desenvolupar en ’aula
de primaria

3.1. Llistat de capacitats

El treball en educacié primaria referent al tema d’estadistica, atzar i probabilitat, té
com a objectiu contribuir a desenvolupar en I’alumnat les capacitats que s’expres-
sen en el segiient llistat, que tenen com a finalitat afavorir el desenvolupament de
la competéncia matematica i representar una ajuda per a la resta de competéncies
d’aquesta etapa educativa. L’ordre és seqiiencial, €s a dir, progressiu i d’intensitat
de dificultat creixent:

1. Descobrir la necessitat de recollir dades sobre un fet objecte d’interes, mit-
jancgant experiencies senzilles. Elaborar qiiestionaris per a replegar aquestes
dades. Reconéixer diferents tipus de variables.

2. Organitzar dades en taules de freqiliéncies absolutes i relatives. Interpretacid
de taules.

3. Representar dades amb diagrames de barres, pictogrames, poligons de fre-
qiiéncies, histogrames, diagrames de sectors i nivols de punts. Interpretacio
de grafics.

4. Necessitat de concentrar la informacié amb mesures que la representen: mit-
jana aritmética, mediana, moda i rang.

5. Recong¢ixer I’atzar en la vida diaria. Diferenciar successos segons la seua possi-
bilitat d’ocorrer. Successos elementals i compostos. Elaborar arbres de possibi-
litats.

6. Construir el concepte de probabilitat a partir de la freqiiéncia relativa i de
I’arbre de possibilitats.

7. Relacionar els conceptes de probabilitat i percentatge.
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3.2. Desenvolupament de les capacitats

L’objectiu d’aquest apartat €s treballar alguns dels continguts d’estadistica, atzar 1
probabilitat presentats en la part teorica, de manera que I’alumnat puga assimilar-los
naturalment, identificar-los i recon¢ixer-los en situacions reals.

Com a criteri general, amb el treball es persegueix que puguen verbalitzar 1 inter-
canviar informacid sobre tots aquests conceptes, aixi com utilitzar un vocabulari
clar 1 precis que determine inequivocament cadascun dels objectes matematics
estudiats.

1. Descobrir la necessitat de recollir dades sobre un fet objecte d’interes,
mitjangant experiencies senzilles. Elaborar qiiestionaris per a replegar
aquestes dades. Reconéixer diferents tipus de variables

Per a saber més sobre alguns fets interessants del nostre entorn, també per a recor-
dar-los, analitzar-los, comunicar-los, etc., hem de treballar en 1’aula la necessitat
de recollir dades al seu voltant.

Es una tasca que ha iniciat el seu desenvolupament durant I’educacié infantil. Per
exemple, cada dia es fa el recompte 1’alumnat que hi ha a classe 1 dels que s’han
quedat a casa, s’arrepleguen dades respecte del temps meteorologic, dels tipus
d’aliments que duen els xiquets 1 les xiquetes per esmorzar, etc.

En 1r 1 2n curs de primaria es pot continuar amb aquesta recollida de dades diaria
1 fer també¢ altres tipus d’activitats que necessiten 1’elaboracié d’un qiiestionari
molt elemental. Per exemple, es poden recollir dades de la familia de cada xiquet
0 xiqueta per a construir el seu propi arbre genealogic immediat, elaborar unes
preguntes basiques de nombre de germans, d’avis, d’oncles... Convé que aquestes
preguntes es pensen en classe 1 siga decisid de la majoria fer-les.

En general, es deu d’intentar que els contextos en els quals es treballe siguen
propers a I’alumnat 1 que els nombres que apareguen relacionats amb les dades
respecten els coneixements numerics dels xiquets 1 les xiquetes.

A mesura que s’avanga en aquests primers cursos i milloren la seua comprensio 1
expressio oral 1 escrita, es poden plantejar recerques amb qiiestionaris més elabo-
rats o amb més preguntes.

En els primers anys de primaria es pot treballar amb situacions de variable quan-
titativa i/o qualitativa. Es evident que han pogut aparéixer amb antelacié aquests
dos tipus de variables, pero no s’ha insistit en les diferéncies entres elles. En aquest
moment s’ha d’observar que en les variables quantitatives les dades sempre son
numeriques (nombre de germans, edats dels companys de classe, qualificacions,
graus de temperatura...), mentre que en les qualitatives no ho son (color preferit,
llocs per fer una excursio, pel-licules per veure, contes favorits...). Cap a 3r 0 4t de
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primaria, es poden introduir els noms dels dos tipus de variables sense pretendre
que els xiquets i les xiquetes els utilitzen quotidianament.

Si en el desenvolupament d’aquest treball es fa necessari elaborar algun qiiestio-
nari, en el cas de les variables qualitatives, es pot donar per a cada pregunta una
bateria de possibles respostes, per a evitar la seua dispersio.

Cap al final de primaria, el major coneixement numeric de I’alumnat, possibilitara
la introduccid d’estudis sobre fets on la variable prenga una gran quantitat de va-
lors, per exemple 1’altura o el pes de cada xiquet o xiqueta. L’objectiu és trobar
valors candidats a ser agrupats per a fer la distincié amb els no agrupats que son
els que es venien usant fins aquest moment.

En un principi tractariem les dades de manera semblant al treball realitzat en els
cursos anteriors. En observar la dificultat que suposa la gran quantitat de valors de
la variable, proposarem a 1’alumnat una reflexi6 al voltant d’altres maneres més
comodes, més rapides d’obtenir la informacié que busquem, amb la intencid de
concloure que és necessari agrupar els valors en intervals per a poder treballar amb
les dades més facilment.

Caldra explicar als xiquets i les xiquetes, d’acord amb el seu nivell evolutiu, la
idea matematica d’interval. En aquest cas ens interessa aclarir que una dada con-
creta només pot estar en un Unic interval, per tant s’ha de pactar I’extrem de I’in-
terval pel qual es tancara aquest i aquell pel qual romandra obert.

Es posa ’atenci6 en la diferéncia de tractament entre les dues classes de variables
quantitatives 1 s’incorpora la manera d’anomenar-les com a variables de dades
agrupades 1 no agrupades.

Generalment, els valors de variables de dades no agrupates correspondrien a nom-
bres naturals o enters i els d’agrupats a nombres racionals, encara que pot haver-hi
excepcions en ambdds casos.

En tot el treball d’elaboraci6 de qiiestionaris realitzat en I’etapa, s’ha d’intentar
seguir les normes que s’han indicat en 1’apartat 2.1.2.1, perd evidentment han
d’adaptar-se al desenvolupament cognitiu i matematic dels xiquets 1 les xiquetes.

2. Organitzar dades en taules de freqiiencies absolutes i relatives. Interpretacio
de taules

L’organitzaci6 de dades és el pas natural una vegada s’ha fet la recollida d’aques-
tes. No tindria sentit recollir dades, si després no es fa res amb elles. Es a dir, el
desenvolupament d’aquesta capacitat esta intrinsecament lligat al de 1’anterior.

De fet, ja en I’educaci6 infantil, es treballa una organitzacié de dades de manera

molt intuitiva, posant-les en una taula que els alumnes construeixen. En I’exemple
de la rutina diaria de passar llista, s’obtindria una com la que es veu a continuacio:
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Dies de la setmana Recompte Vénen a classe
Dilluns ):9.9:9.9.9.9.9.9.0.9.9:4 12
Dimarts XXXXXXXXXXXXXKK 15
Dimecres ):9.9:9.9.9.:0.9.9.9.4 10
Dijous XXXXXXXKXKX 11
Divendres ).0:9.0:0:0:0:0:4 8

Durant tota I’etapa d’educacid primaria, I’organitzacio de les dades es realitza mit-
jangant taules de freqiiencies absolutes. S’ha d’intentar que el nombre de valors de
la variable permeta treballar amb les dades sense necessitat d’agrupar-les.

Les columnes de la taula corresponent a aquests casos seran les que apareixen en
la taula segiient:

X | 14 Ni

n =

A partir de 5¢ de primaria cal treballar també les taules de doble entrada. Amb
exemples facils organitzarem les dades a partir de la col-locaci6 en una fila i una
columna dels valors de les dues variables (vegeu 2.2.1.1). Per exemple, un llistat
d’alumnes de la classe en la primera columna i els possibles llocs d’una excursio
en la primera fila. Els xiquets 1 les xiquetes han d’emplenar les caselles de la taula en
funcio de les preferéncies i de les instruccions acordades en assemblea (triar un sol

lloc, triar diversos llocs, triar llocs amb ordenacio6 de preferéncia...). Una represen-
tacio semblant podria ser:

X Y Y1 ¥ ¥s o Vi ;.
) iy My 1y . 1y,
Xy iy dlgy Myy o I,
X3 iy My My e Ay,
Xn Hnl HJIQ Hns ac Hm
n,,

En 6¢ curs es pot continuar el treball amb els mateixos tipus de taules dels cursos
anteriors, a més d’introduir la utilitzacié de les freqiiéncies relatives. En aquest
cas, les taules tindrien 1’aspecte segiient:
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X |n | N | §|F

n|- 1

Quan I’alumnat conega el concepte de percentatge, es pot relacionar amb les noves
freqiiencies 1 estudiar els diferents nivells d’informaci6 que ens ofereixen aquestes
quantitats (vegeu 2.2.1.1-A).

En aquests darrers cursos de primaria, també es interessant que apareguen exem-
ples on siga convenient agrupar els valors de la variable quantitativa (edats dels
membres de les families dels xiquets 1 les xiquetes, altures dels mateixos...).

Quan calga fer calculs amb aquest tipus de taula, per exemple, per a trobar la mit-
jana aritmetica, 1 davant la impossibilitat de poder realitzar-los amb tot I’interval,
apareix la necessitat de triar un valor que el represente. En aquest moment s’intro-
dueix la idea de marca de classe (c,) 1 la manera de calcular-la (vegeu 2.2.1.1-B) i
s’amplia la taula amb una columna, immediatament a la dreta de la dels intervals,
que conté aquests nous valors. En aquest cas, I’aspecte de la taula és el segiient:

[Li,Li) | ci | ni | N; | £ | F

ni- |1

A mesura que I’alumnat vaja adquirint domini de les Tic aprofitarem aquestes fer-
ramentes per a la realitzacio de taules dels estudis estadistics que es plantegen.

Al llarg de tota I’etapa hem de treballar amb els xiquets 1 les xiquetes sobre 1’ob-
tencio d’informacio, 1’analisi 1 la interpretaci6 de taules, tant elaborades per ells
mateixos com obtingudes de diferents fonts d’informacié. L’objectiu d’aquesta
tasca ¢és extraure de les taules la major quantitat de conclusions possible referents
a I’interes de I’estudi 1 a les raons per les quals s’ha realitzat.
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3. Representar dades amb diagrames de barres, pictogrames, poligons de
freqiiencies, histogrames, diagrames de sectors i niivols de punts.
Interpretacio de grafics

En educacid infantil ja s’ha pogut estudiar una primera representacié molt ele-
mental del diagrama de barres a partir de la taula de freqiiencies absolutes (per
exemple, la utilitzada en la capacitat anterior):

Dies de la setmana Recompte Vénen a classe
Dilluns XXXXXXXXXXKX 12
Dimarts )16:0:6:0:0:0:6:6:0:0:6:6:0:0:4 15
Dimecres XXXXXXXINX 10
Dijous ):9:0:9.0:0.0:0.0:0.0:¢ 11
Divendres XXXXXXXX 8

Fent un gir de 90°, cap a I’esquerra, d’una part de la taula, trobem que sobre cadas-
cun dels dies de la setmana, hi ha una columna d’altura proporcional a la freqiien-
cia, el que es podria considerar una aproximacio6 a un diagrama de barres:

Dilluns
Dimarts
Dimecres
Dijous
Divendres

En Ir curs d’educacié primaria es continua amb un treball semblant. Es poden
utilitzar representacions en dues i tres dimensions similars a diagrames de barres,
is’hi utilitzen dades properes a I’alumnat (nombre de germans, de cosins, d’amics
del carrer...). En dues dimensions es poden construir bé representant i pintant bar-
res que expressen un conjunt de dades, bé amb gomets adhesius que cada alumne
col-locara sobre la seua marca en 1’eix horitzontal, de manera que conseguira una
columna. En tres dimensions, les columnes es poden construir amb caixes iguals
que cada alumne haura decorat i que es col-locaran una damunt de 1’altra formant
una torre que seria la barra del diagrama.

En qualssevol d’aquestes representacions, es pot afegir la numeracié que corres-
pon a I’eix vertical (freqiiencies absolutes) amb I’objectiu d’oferir més informacio
de la que proporcionen les barres. Amb la incorporaci6 dels nombres, com es mos-
tra en la taula segiient, obtenim una grafica que s’assembla més al que posterior-
ment es presentara com a diagrama de barres.
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15
14
13
12
11

AXXXXXXXEXEXXXXX

XXXXXXXXXXXX
XXXXXXXXXX
XXXXXXXXXXX
XEXXXEEX

SR W Ao o

Dilluns
Dimarts

Dimecres
Dijous
Divendres

Com a complement dels diagrames de barres podem utilitzar els pictogrames. El
seu funcionament és semblant, pero cal substituir cada barra per un dibuix al-lusiu
a la variable tractada, 1’altura del qual ha de ser proporcional a la freqiiencia (ve-
geu 2.2.1.2).

A partir de 2n es continua el treball iniciat en els cursos anteriors 1 s’amplia el
coneixement dels diagrames de barres introduint progressivament també¢ el voca-
bulari associat. L’utilitzarem per dades no agrupades de la variable i sempre amb
les barres separades.

S’ha de reflexionar amb els xiquets 1 les xiquetes sobre el fet diferenciador dels
diagrames de barres enfront de les taules de freqiiéncies, arribant a concloure que,
al primer cop d’ull, amb aquesta representacio grafica es capta la informacié més
rapidament que amb la taula.

En 5¢ 1 6¢ d’educaci6 primaria es continua amb el treball de diagrames de barres
realitzat en cursos anteriors 1 s’amplia el coneixement dels tipus de representacions
grafiques, posant els xiquets 1 les xiquetes en contacte amb elles a partir de situa-
cions reals 1 de diferents fonts d’informacio (premsa, televisio, Internet, factures
de llum, aigua, gas...).

Cal que representen els diagrames de barres de manera adequada, incorporant
habitualment les freqiiencies en 1’eix vertical. Per a poder realitzar correctament
aquest treball, reflexionarem amb ells 1 elles sobre la necessitat d’establir una esca-
la ajustada a les quantitats que apareixen en la columna de les freqiiéncies que vo-
lem representar i a I’espai que hi ha per a construir el diagrama. Per exemple, com
es pot veure en la taula anterior, en 1’eix vertical s’han representat tots els nombres
des de 1’1 fins al 15, pero també¢ podriem haver-los indicat sols de cinc en cinc. En
un altre exemple, en el qual apareguen quantitats molt elevades, al voltat de 1000,
podriem indicar-les de 100 en 100 o de 200 en 200, d’acord amb les condicions
particulars amb les quals es vol realitzar el diagrama.

@ G. Lorenzo [ M. Alcalde / I. Pérez - ISBN: 978-84-16356-32-4 139 La geometria i I'estadistica en I'aula de primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia110



Quan en aquests cursos es treballe amb variables on els valors d’aquestes es troben
agrupats, la representacié semblant al diagrama de barres s’anomena histograma
(vegeu 2.2.1.2). El procediment per aquesta nova grafica és analeg al realitzat pels
diagrames anteriors, tenint en compte que quan es representen les barres no s’ha
de deixar cap separacio entre elles. La justificaci6 es troba en la idea de continuitat
que es dedueix de I’agrupacio6 d’aquests valors.

Una altra manera de plasmar la idea de continuitat es pot aproximar en 6¢ curs
amb els poligons de freqiliencies, constituits per segments els extrems dels quals
son els punts mitjans dels costats superiors dels rectangles dels histogrames, quan
les freqiiéncies no s6n acumulades. En algunes ocasions, poden no estar repre-
sentats aquests rectangles, en altres, si. Habitualment, els poligons de freqiiencies
expliquen molt intuitivament 1’evolucié temporal dels fenomens. Si son de caire
econdomic o empresarial s’usen amb les freqiiéncies acumulades i els segments van
indicant I’augment de la freqliencia en cada interval (vegeu 2.2.1.2).

També pot apareixer aquest darrer tipus de representacions per a variables on les
dades no es troben agrupades, encara que es transmet una idea de continuitat que
pot no existir.

Una altra forma grafica que podem utilitzar en 6¢ curs son els diagrames de sec-
tors (vegeu 2.2.1.2) on es poden representar situacions comunes de la classe, per
exemple, preferéncies per realitzar un esport (20 % patinar, 30 % bicicleta 1 50 %
futbol), en triar un lloc on anar d’excursio, etc. Per construir aquests diagrames és
necessari haver treballat préviament amb els xiquets i les xiquetes els conceptes de
proporcionalitat, percentatge, amplitud angular i1 sector circular, a més a més del
maneig del compas i del transportador d’angles (Pérez, Alcalde y Lorenzo, 2014).

= bicicleta patinar = futbol

Figura 152. Representacié d’un diagrama de sectors per esports

Per ampliar I’oferta de representacions grafiques presentades fins ara, introduirem
també, en 5¢ de primaria, una molt senzilla per a variables bidimensionals, el nu-
vol de punts (vegeu 2.2.1.2), per exemple, en estudiar la relacid entre les hores que
passa I’alumnat veient la televisio i les qualificacions que obté o les temperatures
maxima i minima d’un poble en diferents dies. Per a construir aquesta representa-
ci6 és necessari haver treballat préviament amb els xiquets i les xiquetes la localit-
zaci6 de punts en el pla utilitzant coordenades cartesianes.
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Aprofitarem el domini que 1’alumnat vaja adquirint de les Tic per a la realitzacio
de diferents diagrames dels estudiats.

Al llarg de tota I’etapa hem de treballar amb els xiquets i les xiquetes sobre 1’ob-
tencio d’informacio, 1’analisi i la interpretaci6 de grafics, tant elaborats per ells
mateixos com obtinguts de diferents fonts d’informacié. L’objectiu d’aquesta tas-
ca ¢és extraure dels grafics la major quantitat possible de conclusions referents a
I’interes de I’estudi i a les raons per les quals s’ha realitzat.

4. Necessitat de concentrar la informacio amb mesures que la representen:
mitjana aritmetica, mediana, moda i rang

En I’analisi de les taules 1 grafics comentada en les capacitats anteriors hi ha infor-
macions que no es poden extreure directament. Ens referim a valors que concen-
tren la informaci6 de tota la distribucid. Es fa necessari trobar mesures estadisti-
ques que donen resposta a aquestes qiiestions.

Des de 1r d’educaci6 primaria, s’han realitzat estudis senzills a partir de les taules
i/o grafics, com ja s’ha comentat. Sera en 6¢ quan s’han d’introduir la mitjana
aritmetica, la mediana, la moda i el rang i els calculs necessaris per a obtenir-les.

Per a treballar aquestes mesures cal tenir en compte la variable sobre la qual es
calculen, aixi sera diferent la tasca a realitzar si parlem d’una variable qualitativa
0 quantitativa i, en aquest darrer cas, si les dades d’aquesta variable es troben
agrupades o no.

A partir d’una situacié problematica d’una variable quantitativa sense agrupar, per
exemple nombre de germans dels companys de classe, ens plantegem alguna pre-
gunta que ens encamine cap la mitjana aritmetica: «Davant una acollida de xiquets
1 xiquetes sahrauis, per algunes families d’alumnat del col-legi, volem saber si en
general en tenen més germans ells que no nosaltresy». Haurien de pensar en contes-
tar la pregunta de manera autonoma i adonar-se’n que no es pot comparar de ma-
nera individual, és a dir, el nombre particular de germans de cada alumne o alumna
amb els que tenen els de I’intercanvi. Es tracta d’arribar a pensar que necessitem
trobar un valor que represente, en cada cas, els del col-lectiu corresponent. S’esta
gestant la idea de mitjana aritmetica.

Per a trobar aquest valor, particularitzarem en un exemple amb tres xiquets o xi-
quetes que tinguen 1, 2 1 3 germans. La pregunta que els fariem és: quin nombre
de germans representa els tres casos? Intuitivament arribaran a que aquest valor és
el 2 1 aprofitarem aquesta situacio per a reflexionar quines son les operacions que
cal fer per a trobar aquest 2. Si no s’arriba directament a que és la suma dels tres
valors dividida entre 3, caldra agafar un cas en el qual intervinguen més valors, per
exemple 0, 4, 3, 1 12. Si en I’exemple anterior la compensaci6 era molt evident, en

aquest cas no ho és tant. Cal continuar pensant fins arribar a la conclusié definitiva:

sumar i dividir w _2.
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Una vegada treballat aquest exemple, I’extensi6 al cas de tot I’alumnat de la classe
¢s evident. S’haura de sumar ara el nombre de germans de tots els xiquets 1 xique-
tes de la classe 1 dividir el resultat per la quantitat de companys de 1’aula. De la
mateixa manera, caldra trobar la mitjana aritmetica del nombre de germans dels
visitants sahrauis. En aquest moment introduirem el nom de la mesura calculada,
mitjana aritmetica, i el seu simbol, x.

Quan I’alumnat haja adquirit aquest coneixements pot ser el moment de reflexio-
nar sobre el significat de la mitjana aritmética i la seua posicid en una linia imagi-
naria on el primer valor de la variable se situaria a I’esquerra i el darrer a la dreta.
Habitualment la mitjana ocuparia una posici6é cap al centre d’aquesta linia (no
necessariament en el centre), és per aix0 que s’anomena mesura de centralitzacio.

Per a introduir la moda, els podem formular la segiient pregunta: «La quantitat
habitual de germans dels sahrauis coincideix amb la que tenim aci?». Aquesta pre-
gunta es contesta rapidament si tenen la taula de freqiiencies de la variable. Només
cal mirar la columna de les freqiiencies absolutes 1 trobar la major. El valor de la
variable associat a aquest nombre ¢€s la resposta a la pregunta en qualssevol dels
dos casos. Novament, s’ha d’introduir el nom de la mesura obtinguda, moda, i el
seu simbol, Mo.

Si observem les taules segiients, ens adonem que els nombres de germans en un
cas van de 4 a 8 i en I’altre de 0 a 4. Els resulta curids aquest fet perque les colum-
nes de freqiiencies en les taules tenen la mateixa quantitat de files amb nombres
distints de 0. Com és possible que arribant en un cas a 8 germans tinguem nomes
5 files amb nombres diferents de 0, igual que en [’altre cas on sols arribem a 4
germans? Seria una de les possibles preguntes que es podrien fer.

Sahrauis: nombre Nombre Espanyols: nombre Nombre
de germans de families de germans de families
0 0 0 2
1 0 1 5
2 0 2 6
3 0 3 3
4 7 4 1
5 5 5 0
6 2 6 0
7 2 7 0
8 1 8 0

Es la diferéncia entre els nombres de germans, major i menor, en ambdos casos,
la que ens permet donar la resposta. Com que el valor que resulta és el mateix, es
justifica que les taules tinguen la mateixa quantitat de files amb nombres distints
de 0. A aquest valor I’anomenem recorregut o rang dels valors de la variable, i el
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seu simbol és Re. Es pot reflexionar amb ells i elles que aquesta mesura quantifica
la variabilitat dels valors de la variable, és a dir, ens aporta informaci6 sobre la
dispersi6 de la variable.

A partir d’una situacid problematica d’una variable quantitativa amb dades agrupa-
des, s’ha de procedir de manera analoga al cas anterior per a la mitjana aritmetica.

Per al cas de la moda, hem de tenir en compte que el seu calcul formal es deuria
realitzar amb 1’expressio que figura en el punt 2.2.2.1-B. Pero com aquesta resulta
inassequible per I’alumnat, usarem les marques de classe com si foren els valors
de la variable sense agrupar i es procedira com en aquests casos. L’aproximaci6 de
la moda que obtenim treballant amb les marques de classe és un resultat acceptable
pels nivells educatius en els quals estem treballant.

Per a obtenir el rang s’ha de calcular la diferéncia entre I’extrem superior del dar-
rer interval 1 I’extrem inferior del primer.

En una situacié problematica amb variable qualitativa, per exemple colors prefe-
rits pels xiquets i les xiquetes 1 a partir de la seua taula de freqiiencies, ens plante-
gem un estil de pregunta semblant a la que ens conduia abans a la moda. Desco-
brim que per a trobar-la hem de seguir el mateix procediment que s’ha descrit per
a les variables quantitatives.

Si plantegem una pregunta referent a la mitjana aritmetica, han d’arribar a la con-
clusi6 que és impossible el calcul de I’esmentada mesura a partir de les modalitats
de la variable.

En el cas de variable qualitativa, cal trobar una mesura que puga substituir I’ante-
rior. Necessariament s ha de recorrer a 1’ordre de posicio establert per a les moda-
litats, perque és el criteri que les diferencia, havent decidit préviament quin sera
el criteri d’ordenaci6. Per a trobar la mesura de posicié central buscada, cal triar
aquella que deixe la mateixa quantitat de modalitats a la seua esquerra que a la
seua dreta. Com en els casos anteriors, s’ha d’introduir el nom de la mesura obtin-
guda, mediana, i el seu simbol, Me.

En el cas excepcional de tenir una quantitat parella de dades no hi ha posicid cen-
tral. Trobarem aleshores dues modalitats susceptibles d’ocupar aquesta posicio.
Si les dues coincideixen, aquesta modalitat és la mediana. Si sén diferents, no
existeix aquest parametre.

Es pot fer extensiu el concepte de mediana per a variables quantitatives, tant amb
valors agrupats com no agrupats. El procediment per a obtenir-la és semblant al
descrit per a variables qualitatives (quan les dades de la variable estiguen agrupa-
des es treballara amb les marques de classe). Només canvia quan el nombre total
de dades siga parell i que en la posicio central hi haja dos valors diferents de la
variable. En aquest cas, cal fer la semisuma d’aquests i el nombre que s’obtinga
com a resultat sera la mediana.
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5. Reconeixer ’atzar en la vida diaria. Diferenciar successos segons la seua
possibilitat d’ocorrer. Successos elementals i compostos. Elaborar arbres
de possibilitats

Des de 1r d’educacié primaria cal treballar amb ’alumnat el descobriment de
situacions senzilles d’atzar al seu voltant. Aquestes poden fer referéncia al temps
atmosferic que fara en els dies segiients, a la llista d’assisténcia de companys de
classe en els propers dies... L’objectiu €s encaminar-los a que facen la descoberta
que les esmentades situacions no es poden predir amb seguretat, per tant, estem
creant el concepte de fenomen aleatori.

El segiient pas ¢és provocar situacions d’atzar recreades, ¢s a dir, no observables
habitualment al seu voltant, com per exemple, els jocs d’atzar. El ventall de possi-
bilitats és molt gran i esta relacionat amb daus, cartes, recipients amb boles...

Treballant només amb successos elementals, cal comencar a introduir un vocabu-
lari adequat, com succés possible (obtenir un 2 al llangar un dau ctbic usual, en
endavant, un dau), impossible (obtenir un 7 al llancar un dau), segur (obtenir un
nombre entre 1’1 i el 6 al llancar un dau) (vegeu 2.3.1), realitzant posteriorment
I’experiéncia per comprovar-ho. Per a aquests primers cursos, no s’exigira 1’0s
normalitzat del vocabulari per part de I’alumnat, encara que el mestre 1’usara de
manera habitual.

En 3r 1 4t curs cal continuar treballant els continguts relacionats amb [’atzar ini-
ciats en els nivells escolars anteriors 1 intensificar-ne la dificultat i completar-los
amb nous conceptes. Aixi, introduirem les idees de successos elementals i com-
postos, per exemple, en llancar un dau obtenir un 2 en el primer casoun 1,un 3 o
un 5 en el segon cas (vegeu 2.3.1).

Realitzarem experiments aleatoris, els resultats dels quals recolliran en taules els
xiquets 1 les xiquetes. El mestre o la mestra ha d’analitzar amb 1’alumnat la cor-
reccid de les taules, tenint en compte: la preséncia de tots els resultats possibles,
una disposicié ordenada dels mateixos, la freqiiencia de cadascun d’aquests i el
nombre total de repeticions de 1’experiment. Aixi, podran traure conclusions al
respecte de les prediccions fetes (poc probable, probable, molt probables, possi-
ble, impossible...).

En 5¢ 1 6¢ d’educacid primaria hem d’ampliar el treball realitzat en els cursos
anteriors, podent usar jocs d’atzar amb més dificultat, no en el material, sind en el
que es fa amb aquest, com per exemple «llangar ordenadament dos daus i sumar
els resultatsy. En un primer moment, els xiquets i les xiquetes han de pensar en
tots els resultats que es poden obtenir en aquest cas i reflexionar sobre la dife-
réncia amb els obtinguts quan es llanga un sol dau. Hem d’aprofitar aquest mo-
ment per a introduir la idea d’espai mostral i observar que per a un dau, aquest és
Q = 1,2,3,4,5,6}’ mentre que en el cas que ens trobem és 2, = {2,3,---, 12}. Cal
fer I’aclariment per al lector que Q, és un espai mostral simple, mentre que €,
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no ho és. Si al cas dels dos daus es volgués treballar amb un espai mostral simple
hauriem de considerar Q = {(1,1),(1,2),(1,3),...,(6,6)} )

Una vegada determinats tots els valors de 1’espai mostral, cal que comencen a
llangar els daus i anotar els resultats. Hauria de repetir-se I’experiment un nombre
elevat de vegades, almenys 100. S’adonaran que hi ha successos de I’espai mostral
que en els 100 llangaments es produeixen més vegades. Per que?

En un primer moment, per analogia amb el cas d’un sol dau, els sembla que tots els
resultats haurien d’apareixer un nombre paregut de vegades, perd no ¢és aixi. Cal
que observen els sumands que determinen cada succés elemental. Aixi trobaran
que hi ha diverses combinacions que provoquen sumes iguals. Per exemple, per
a aconseguir el 6 poden eixir diferents nombres en els daus (1,5), (2,4), (3,3)...,
mentre que per a aconseguir el 12, només hi ha una possibilitat (6,6) 1 aixo és el
que ha condicionat la quantitat de vegades que han obtingut un resultat o altre.

Per a pensar de manera exhaustiva i ordenada en totes les possibles combinacions
de sumands, ens podem ajudar dels diagrames d’arbre per a representar-hi el re-
compte i visualitzar-lo (vegeu nota del 2.3.4-C).

1 (1+1=2)
2 (142=3)

6 (1+6=7)

1

1 (2+1=3)
2‘< 2 (2+2=4)
3 s (2+6=8)
4 “w
5
6

Figura 153. Representacio en un diagrama d’arbre del succés de llancar ordenadament
dos daus i sumar el resultat

Podem reforgar aquest treball amb situacions reals de recompte, per exemple, ma-
neres de formar grups de cinc companys amb els alumnes de classe, o bé de triar
delegat i subdelegat..., 1 construir I’arbre en tots aquests casos.

En general, cal preguntar-se si totes les branques de cada arbre son iguals de pos-
sibles 0 no. Per exemple, si en el cas de I’eleccio del delegat 1 subdelegat s’ exigeix
que els dos siguen xics o xiques, 0 un Xic 1 una xica, I’arbre de possibilitats els
ajudara a detectar que totes les branques no son igual de possibles, a diferéncia de
I’exemple anterior del llangament de dos daus (figura 153) en el qual si que ho son.

A partir d’aquest punt s’ha creat ’interrogant per a introduir-hi el concepte de
probabilitat d’un succés.
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6. Construir el concepte de probabilitat a partir de la freqiiencia relativa i de
[’arbre de possibilitats

En els quatre primers cursos d’educacio6 primaria i per a aproximar-nos al concepte
de probabilitat, cal acompanyar algunes activitats quotidianes en les quals intervé
I’atzar amb les expressions «més probable», «menys probable» o «igual de pro-
bable (equiprobables)», per a verbalitzar els resultats de les comparacions entre
successos amb més, menys o igual possibilitats d’ocorrer, respectivament.

En 4t curs s’ha d’acabar de construir el concepte de probabilitat i arribar a la quan-
tificacié numerica de la possibilitat d’ocorrer d’un succés aleatori.

Per a fer aquest cami connectarem el concepte de freqiiencia relativa amb el de
probabilitat, introduit per la regla de Laplace (vegeu 2.3.3). Continuarem amb el
mateix exemple que s’estava utilitzant abans, «llancar ordenadament dos daus i
sumar el resultat». Si es tria un altre exemple, cal comprovar que els successos
simples siguen equiprobables en 1’espai mostral simple, condici6 necessaria per a
poder aplicar aquesta regla. Observem que en 1’espai mostral simple de I’exemple
expressat en la capacitat anterior Q = {(1,1),(1,2),(1,3),...,(6,6)}, tots els succes-
sos simples son equiprobables.

Calcularem les freqiiéncies relatives dels diferents valors de la variable en les 100
repeticions 1 les anotarem en la corresponent columna de la taula de freqiiéncies
que s’ha treballat a la capacitat 2. Per exemple, ens fixarem que la freqiiéncia re-
lativa del succés «llancar ordenadament dos daus i1 sumar els resultats, obtenint el

valor 3» és —.
100

En analitzar I’arbre de possibilitats (construit en la capacitat anterior) els xiquets 1
les xiquetes observaran que la relaci6 entre el nombre de camins que ens porten al

. : : , 2
resultat 3 i el nombre total de camins que apareixen a 1’arbre és 3%

Per comparar les dues fraccions podem recorrer als quocients que representen. Si
aquests no foren molt aproximats seria convenient augmentar el nombre de llan-
caments fins que ho siguen.

En aquest cas i1 en la resta de cassos de I’espai mostral de I’experiment, cal ado-
nar-se’n que la primera fraccid pot variar i que, en funcié de I’augment del nombre
total de llangaments que realitzem, s’aproximara cada vegada més a la segona
fraccio, que és constant i independent del nombre de llancaments (conclusié de la
«Llei dels Grans Nombres», vegeu 2.3.4-A). Aquesta condici6 de la segona frac-
cid, la invariabilitat del seu valor, ens permet utilitzar-la per a expressar la quanti-
ficacié numerica de la possibilitat d’ocorrer d’un succés aleatori. A aquest valor se
I’anomena probabilitat d’un succés segons la regla de Laplace, i s’obté en dividir
el nombre de casos favorables de qué es produisca aquest succés pel nombre total
de casos possibles de I’experiment.
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S’han de treballar més exemples similars per a afermar el concepte de probabilitat
1 comprovar que tots els valors que obtenim per les diferents probabilitats es tro-
ben sempre entre 0 (probabilitat del succés impossible) i 1 (probabilitat del succés
segur).

7. Relacionar els conceptes de probabilitat i percentatge

A partir de 4t d’educaci6 primaria i una vegada estiguen treballats els percentatges
en el bloc de nombres i també les freqiieéncies relatives en la part d’estadistica,
podem relacionar el nou concepte de probabilitat i el ja conegut de percentatge.
Aquesta connexi6 permet una aproximacid més intuitiva a la probabilitat, per ex-
pressar-la mitjangant un percentatge en compte d’utilitzar un nombre entre 0 i 1.
Es important aclarir que no han d’identificar-se ambdues expressions numériques
igualant la probabilitat d’un succés amb el seu percentatge. La probabilitat sempre
sera un valor que pertany a I’interval [0,1], mentre que el percentatge sera un valor
de I’interval [0,100].

A partir d’exemples semblants als desenvolupats en les capacitats anteriors i de
manera similar al treball realitzat per a calcular un percentatge des d’una freqii¢n-
cia relativa, arribem a calcular un percentatge a partir d’una probabilitat multipli-

cada per 100. Per exemple, en el cas anterior «llangar ordenadament dos daus 1
. de L, 2 z

sumar els resultats, obtenint el valor 3», la probabilitat és % =0,05, mentre que

el percentatge que suposa aquest succes respecte de tots els successos de 1’espai

mostral simple és % x 100 % =0,05 x 100 % =5,5 %.

D’aquesta manera tenim dues quantitats que expressen la mesura d’incertesa d’un
succés aleatori.
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ANNEX

Presentem a continuacio alguns conceptes basics de la Teoria de Conjunts, neces-
saris per fonamentar els continguts referents als Nombres Naturals que es treballen
en aquesta publicaci6. No son objecte d’estudi pels futurs mestres, pero tenen la
finalitat de facilitar la seua consulta als lectors que ho necessiten.

1. Formalitzacio de conceptes
de Teoria de Conjunts

La Teoria de Conjunts €s I’encarregada de simbolitzar el llenguatge matematic.
Es per aixo que formant conjunts expressem alguns conceptes que componen el
curriculum escolar i afavorim el seu aprenentatge.

Presentem a continuacid una breu formalitzaci6 dels conceptes de Teoria de Con-
junts, necessaris per treballar els continguts d’aquesta publicacio.

1.1. Introduccid

El concepte de conjunt és intuitiu 1 es podria entendre com «una agrupacio d’ele-
ments feta amb qualsevol criteri». El criteri pot no ser una propietat caracteristica
comuna, sind simplement el desig o la necessitat d’agrupar certs elements. Aixi,
podem parlar d’un conjunt de persones, de ciutats, de boligrafs, o del conjunt
d’objectes que hi ha en un moment determinat damunt d’una taula.

Un conjunt esta ben determinat si se sap si un element donat pertany o no al
conjunt; aixi, el conjunt dels boligrafs blaus esta ben definit, perque en veure un
boligraf podem saber si €s blau o no. El conjunt de les persones altes no esta ben
definit, perque en veure una persona, no sempre es podra dir si és alta o no, o pot
haver-hi diferents persones que opinen si aquella persona és alta o no ho és.

Els conjunts es representen, normalment, amb una lletra majascula: 4, B, K...

Anomenarem element cadascun dels objectes (fisics o abstractes) que formen part
d’un conjunt. Aquests elements tenen caracter individual, qualitats que ens perme-
ten diferenciar-los 1 cadascun és tnic, de manera que no hi ha elements duplicats o

repetits. Els representarem generalment amb una lletra minuascula: a, b, k...

Es defineix cardinal d’'un conjunt com «la quantitat d’elements que hi ha en el
conjunty.
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S’anomena conjunt universal o referencial, que habitualment representarem amb
la lletra U, al conjunt de totes les coses de les quals s’estiga tractant; aixi, si parlem
de Nombres Naturals, U és el conjunt dels Nombres Naturals; si parlem de ciu-
tats, U és el conjunt de totes les ciutats; aquest conjunt universal pot esmentar-se
explicitament o, en la majoria dels casos, es dona per conegut atés el context que
s’estiga treballant.

Sempre ha estat molt utilitzada la idea de conjunt al llarg de la historia, en qual-
sevol representacid o explicacid matematica. Perd no sera fins al segle xix quan
se li atorgara rigor. En aquest segle, Cantor, posa les bases per la construccio de
la Teoria de Conjunts: definicions, introduccid a cardinals, conjunt ben ordenat...

Apareixen escletxes en aquesta teoria, com ara la paradoxa de Russell, que sorgeix
quan se suposa un conjunt A ={C conjunts/ C & C}, a partir del qual es fa la pre-
gunta de la pertinenca de A a si mateix, és adir, AE A <= A& A. Laresposta ens
du a la conclusio que ;A€ A 0o A& A?, que constitueix la paradoxa esmentada.

Per tal de resoldre aquests problemes de la Teoria de Conjunts es creen els siste-
mes axiomatics corresponents (sén conjunts d’afirmacions admeses com a verta-
deres sense necessitat de demostracio) i aixi tenim els de Zermelo-Frenkel, els de
Newman...

1.2. Conjunts

En aquest apartat es fa un recorregut per alguns conceptes (operacions, relacions...)
que es poden definir en relacio als conjunts.

1.2.1. Definicions i1 conceptes basics

Com s’ha esmentat al punt anterior, s’admet la idea de conjunt com I’agrupacio en
un tot de determinats objectes ben caracteritzats i1 diferenciats els uns dels altres.

* Conjunts iguals: aquells que, element a element, son iguals.

* Determinacions d’un conjunt:
— Per comprensid: explicitant la propietat caracteristica dels seus elements.
— Per extensid: enumerant, un per un, tots els elements que el componen.

* Representacions d’un conjunt:

— Representacio grafica: diagrama lineal, diagrama de Venn (linia corba
tancada que delimita els elements del conjunt) o qualsevol altra linea tan-
cada.

— Representacié simbolica: com s’ha esmentat abans, s’utilitzaran lletres
en minuscula per tal de representar els elements d’un conjunt i en majis-
cula per representar els conjunts.
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* Subconjunts: ACC<>VYa€EA—a€cC.
* Conjunt universal o referencial: es representa amb la lletra U.

* Conjunt complementari d’un subconjunt:

ACU: A ={xEU/x¢ A}

* Conjunt buit: ®, aquell que no té cap element.

* Conjunt de parts d’un conjunt: és un conjunt que esta format per tots els
subconjunts d’un conjunt donat, és a dir: P(A)={B /B C A}. Es important
notar que d’aquesta definicio es dedueix que A € P(A)1 P € P(A).

Utilitzant nombres combinatoris es pot demostrar que el conjunt P(4) té com a
cardinal 2¢?@: card [ P( A)] _ eard(4)

1.2.2. Operacions entre conjunts
 Uni6: AUB={x/xEAvxEB}

« Interseccio: ANNB={x/xE A A xE B}. Sila intersecci6 de dos conjunts és
el conjunt buit, aquests s’anomenen conjunts disjunts.

Propietats de la unio i de la interseccio:

1. Commutativa: AUB=BUAiANB=BNA

2. Associativa: AUBUC)=(AUB)UCi ANBNC)=(ANB)NC

3. Idempotencia: AUA=Ai ANA=A

4. Absorcio: AU(ANB)=Ai AN(AUB)=A

5. Distributiva:
AUBNCO)=AUBNMAUO) i ANBUC) =(ANBUANC)

6. AUA=U i AUD=4

7. ANA =01 AN DP=

Nota: Lleis de De Morgan:

- (AUB) = A°NB°
- (ANB) =A°UB°

 Partici6 d’un conjunt: {Nl, N,,..., Nn}és una particié d’un conjunt 4, si i
només si (en endavant sii):
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I.N,CAAN,=®Vi=1,.,n

2. ONi=A

i=1

3. NiﬂNj= q)sVl;é.]

« Diferéncia de conjunts: A-B={xE A/ x & B}
« Producte cartesia: A x B = {(a, b)/a EANDE B}

Propietats:

card(AxB) =card(A)-card(B)
AxB=BxA
A'CA,B'CB<>A'xB'CAxB
AxB=p<>A=PVv B=]
Ax(BUC)=(AxB)U(AxC)
Ax(BNC)=(AxB)N(AxC)
Ax(B-C)=(AxB)-(AxC)

1.3. Correspondencies

Una correspondéncia f és una terna (A, B, G), on:

* A,Bsoénconjuntsi f:A— B associa elements de A amb elements de B,
anomenant-se A conjunt inicial i B conjunt final.

« D(f)={x€A/IyEB: f(x)=y}, és el conjunt domini de la correspondén-
cia 1 esta format pels elements (anomenats origen o antiimatge) del conjunt
inicial que tenen algun element corresponent en el conjunt final.

« Im(f)={yEB/IxE A: f(x) =y} és el conjunt imatge de la correspondén-
cia 1 esta format pels elements (anomenats imatge) del conjunt final que es
corresponen amb algun element del domini de la correspondencia.

* G CAx B, s’anomena Graf de la correspondencia i esta format pels parells
(x,y) on *ED(f) i yEIm(f):
G(f)={(x.y)E AxB/ xED(f) A yEIm(f) A f(x)=y}
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* Qualsevol correspondéncia f ens permet definir la seua correspondéncia re-
ciproca o inversa, de la manera segiient:

f1iB—A/D(f)=Im(f) i Im(f™) = D(f)-
Algunes correspondéncies poden ser:

* Univoca: a cada element de A li correspon un element o cap de B.

* Biunivoca: tant f, com f~, son univoques.

« Aplicacio: tot element de A té imatge en B i aquesta és unica. Es a dir,
VYa€ A, AbEB/ f(a)=>b.

Algunes aplicacions poden ser:

— Suprajectiva: tot element de B és imatge d’algun element de A:
VbEB,IaEA/ f(a)=>b

— Injectiva: elements distints de A tenen imatges distintes en B:
Ya,beEA:a=b— f(a)= f(b)

— Bijectiva: suprajectiva 1 injectiva al mateix temps.

» Composicio d’aplicacions: donada una aplicacio f:A— B, i una al-
tra g:B—C de forma que Ya€A f(a)=b A YbEB g(b)=c,
es defineix la composicio d’aplicacions com una altra aplicacio
gof:A—C, i es compleix que Va€ A gOf(a)=g(f(a))=g(b) =C.
Si les aplicacions /1 g son bijectives, la seua composicid /o g també ho és.

1.4. Relacions binaries

Una relacid binaria €s una associacidé o connexid que s’estableix entre parelles
d’elements d’un conjunt. Pot haver-hi moltes definides en un mateix conjunt. Ana-
liticament, podem dir que una relacié R és una terna (A, A, G),on GC Ax A, com
ocorre al punt anterior, aleshores direm que xRy sii (x,y) pertany a G.

Propietats: Vx,y,zE€ A

1. Reflexiva: xRx

2. Antirreflexiva: X no és relaciona amb si mateix.

3. Simétrica: xRy — yRx

4. Antisimétrica: XRy A yRx = x=y o0 bé, x#y A xRy — yRx
5. Transitiva: XRy A yRz — xRz

6. Circular: xRy A yRz — zRx

7. Connexa: XRy v yRx
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Nota: Si una relacio binaria definida en un conjunt compleix algunes de les pro-
pietats anteriors, rep el nom de:

* Relacio binaria d’equivalencia: compleix reflexiva, simétrica i transitiva.

* Relacio binaria de preordre: compleix reflexiva i transitiva.

* Relacio binaria d’ordre (també anomenada d’ordre ampli): compleix reflexi-
va, antisimetrica i transitiva.

* Relacio binaria d’ordre estricte: compleix antireflexiva, antisimétrica i transi-
tiva.

* Qualsevol relacio d’ordre definida anteriorment s ‘anomenen de ordre parcial,
perque no se I’hi ha exigit que complisca la propietat connexa. Si aquesta

propietat es compleix, les relacions d’ordre s’ anomenen de ordre total.

1.4.1. Classes d’equivaléncia

Una relacid binaria d’equivaléncia definida en un conjunt, organitza els seus ele-
ments en subconjunts que constitueixen una particido del conjunt (vegeu annex
1.2.2). Aquesta organitzaci6 s’anomena classificacio i cadascun dels subconjunts
s’anomena classe d’equivalencia i esta format pels elements del conjunt que es
relacionen mitjangant la relacio.

1.4.2. Conjunt quocient

Una vegada establerta una classificacio, les classes d’equivaléncia formen un con-
junt que s’anomena conjunt quocient. Si A és el conjunt on tenim definida la rela-
ci6 d’equivaléncia R, el conjunt quocient es representa per 4 /R.

1.5. Estructures algebraiques

Quan s’estudien les propietats de les operacions en els diferents conjunts nume-
rics, s’observen algunes que es repeteixen de manera regular en tots, 1 d’altres que
es presenten de manera especifica. Aquestes contribueixen a determinar I’estruc-
tura algebraica dels esmentats conjunts numerics.

En general, quan parlem d’estructura algebraica ens referim a les propietats que
compleixen les operacions definides entre els elements d’un conjunt. D’acord amb
aquestes s’estableix una classificacid dels conjunts, en la qual cadascuna de les
classes d’equivaléncia correspon a una de les estructures que es recullen a conti-
nuacio.
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Les operacions necessaries per determinar una estructura poden ser internes o ex-
ternes:

« Es defineix operaci6 interna, com una aplicacio (*) : A x A — A. Es a dir,
operant elements d’un conjunt A, obtenim elements del mateix conjunt.

« Es defineix operacio externa, com una aplicacio (- ) : K x A — A. Es a dir,
operant elements d’un conjunt A amb elements d’un altre conjunt K, anome-
nat d’escalars, obtenim elements del conjunt A.

Les operacions definides poden complir algunes de les propietats segiients:

 Associativa (asso): Va, b, cEA: (a*b)*c = a*(b*c)

« Commutativa (com): Va, bEA: a*b =b*a

* Element neutre (en): 3InEA/VaEA: a*n=n*a=a

* FElement simetric (es): VaEA,Ja'EA/ a*a’=a*a’=n

+ Distributiva de * respecte de *: Va,bE A A VKEK: k « (a*b)=(k * a) * (k * b)
Les principals estructures son:

Per a I’operacio interna:

. . Element Element
Associativa | Commutativa o
neutre simetric
Semigrup X
Sengrup. x X
commutatiu
Monoide X X
Monoide ' x X x
commutatiu
Grup X X X
Grup . X X X X
commutatiu o abelia
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Per a dues operacions internes:

Primera operacio Segona operacio Distributiva
de la 2a
respecte

asso | com | en | es asso | com | en | es
dela la

Semianell X X X X X
Semianell . X x x X x x
commutatiu
Semianell
commutatiu X X X X X X X
unitari
Anell X X X | X X X
Anell X | X | x|x X | X X
commutatiu
Anell
commutatiu X X X | X X X X X
unitari
Cos X | X | X|X X X (X) X
Cos X

. X X | X | X X X | X |4 X
commutatiu ()

(*): Exceptuant I’element neutre de la primera, tots els elements del conjunt tenen
simétric per a la segona operacio.

Caldria afegir, finalment, les definicions de semimodul i espai vectorial:

Un conjunt (M, *, -), amb una operaci6 interna (*) 1 una altra externa (), definida
amb I’ajuda d’un semianell (A, +, X) , €s un semimodul si:

e (M, *) és un semigrup commutatiu.
grup

* Ya, BEA A VYa, b E M es compleixen les propietats segiients:
— (a+p) a=(a-a)*(Ba)
a*b)=(a-a)*(a-b)

a-(p-a)=(axp)*a

—_ a-(
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Un conjunt (V, *, - ), amb una operacid interna (*) i una altra externa (-) definida
amb 1’ajuda d’un cos (K, +, x) és un espai vectorial si:

* (V, *) és un grup abelia.
* Vu,vEV, VA, u, 1€ K es compleixen les propietats segiients:

- (Atwev=>v)*F ()
— A@U*v)y=(h-u)*(A-v)
— A (W v)=(Axw-v

- 1l-v=yv
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