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Introduccidon

Presentamos en este documento un material para la formacion inicial y perma-
nente del profesorado de educacion primaria, en el que se muestran propuestas
didacticas para trabajar los contenidos referentes a geometria y estadistica y pro-
babilidad en esta etapa educativa, como continuacion de las publicaciones refe-
ridas a numeros naturales (coleccion Sapientia, nimeros 89 y 90, en valenciano
y castellano, respectivamente) y a Los numeros enteros y racionales, magnitudes y
medida (coleccidon Sapientia, nimeros 96 y 97, también en valenciano y castella-
no, respectivamente), las cuales es conveniente conocer para una mejor compren-
sion de los contenidos que se desarrollan en el presente texto.

Aunque dichos contenidos estan trabajados en publicaciones de otros autores, pre-
tendemos ofrecerlos en esta de manera unificada a nuestros lectores en un texto
estructurado en torno a las capacidades matematicas que se deben trabajar con el
alumnado de educacion primaria, para completar asi todos los bloques de conteni-
dos que se desarrollan en dicha etapa.

Cada uno de los temas cuenta con una introduccidon que nos permite reflexionar
respecto de dos cuestiones que consideramos importantes. Una es la evolucion
histérica de los contenidos que estudiamos: respecto de la geometria, su nacimien-
to como respuesta a necesidades derivadas de situaciones reales y su desarrollo a
lo largo de los afios hasta llegar a la materia abstracta que es en la actualidad; y en
cuanto a la estadistica y la probabilidad, sus origenes a partir de la necesidad de
trabajar con muchos datos o cuantificar la incertidumbre, hasta convertirse en una
gran rama de las matematicas de hoy en dia. La otra es el aspecto tedrico de estos
conceptos, que se expone para recordarlos y acercarlos al lector.

A continuacion, como parte mas importante del texto y como nuacleo que justifica
esta publicacion, se incluye en cada tema un extenso apartado referente al trata-
miento didactico de los diferentes contenidos para trabajarlos en el aula de prima-
ria y conseguir, de esta manera, el desarrollo de la competencia matematica de los
nifos y las nifas.

En dicho apartado didactico se presentan los contenidos matematicos a partir de la
realidad y para ser aplicados en ella. Como consecuencia y otorgandole la maxima
importancia a esta cuestion, todas las situaciones que se enuncian acompafiando
el contenido didactico del texto forman parte de otras situaciones mas complejas
que se trabajan en el aula, en las que los conceptos matematicos son esenciales
para su interpretacion y resolucion. A veces las actividades matematicas surgiran
del desarrollo de algunos proyectos de trabajo globalizados, en otras ocasiones se
plantearan a partir de las necesidades que generan las otras materias del curriculo.
Solo cuando se detecten algunos contenidos que no hayan aparecido en ninguna
actividad como las mencionadas antes, el docente favorecera de manera intencio-
nada la aparicidon de situaciones que provoquen las incognitas que les llevaran a
su descubrimiento.
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En todos los casos, partiremos de las ideas previas del alumnado sobre cada uno de los
conceptos por trabajar y, en particular, de sus propuestas personales y emergentes de
resolucion de las diferentes situaciones que se planteen. Continuaremos con la bisque-
da de los procedimientos generales de conceptualizacion geométrica, de tratamiento
de datos y de modelizacion del azar, como forma de ofrecerles las herramientas mate-
maticas que socialmente se utilizan para resolver las situaciones en las que intervienen.

Atendiendo a las recomendaciones del Parlamento Europeo y del Consejo de Europa
sobre las competencias clave para el aprendizaje permanente, entendemos que la
competencia matematica solo se concreta y cobra sentido en la medida en que los
elementos y razonamientos matematicos que se estudian son utilizados para enfren-
tarse a aquellas situaciones cotidianas que los necesitan. Por ello, su desarrollo en la
escuela se conseguira partiendo de una amplia variedad de actividades reales, deri-
vadas de otros campos del conocimiento, de las situaciones habituales que se dan en
el aula y de las propias experiencias y vivencias del alumnado. Se trata, en definitiva,
de conseguir que los nifios y las nifias sepan aplicar las destrezas y actitudes que les
permitan razonar matematicamente, comprender una argumentacion matematica y
expresarse y comunicarse en el lenguaje matematico para dar una mejor respuesta a
las situaciones de la vida de distinto nivel de complejidad.

El objetivo del material es proporcionar una herramienta para los profesionales de la
docencia y para los estudiantes del Grado en Maestro, que les ayude a reflexionar so-
bre los fendmenos educativos que ocurren en el aula escolar y les permita enfrentarse
a ellos desde un planteamiento que considera la ensefianza-aprendizaje de las Mate-
maticas como una tarea interdisciplinaria y globalizadora, que parte de una concepcion
sociocultural de la educacion en general y de la educacion matemética en particular.

Respecto a los estudiantes del Grado en Maestro de Educacion Primaria de la
Universitat Jaume I, este documento representa un material complementario para
las clases presenciales, en las que se profundiza en el texto relacionando la funda-
mentacion matematica de los conceptos y su didactica, mediante la realizacion de
diferentes actividades que se desarrollan a lo largo del curso académico.

Presuponemos que, en las aulas de primaria donde se trabajan los contenidos de
este documento, se encuentran los materiales didécticos estructurados que descri-
biremos mas adelante u otros similares ideados y fabricados por los docentes y/o
el alumnado, que deberan compartir en su esencia lo que es fundamental para la
construccion de los contenidos matematicos que se desarrollan en esta publica-
cién. Los mencionados materiales constituyen un apoyo imprescindible para el
trabajo en el aula referente a los conceptos estudiados.

El presente documento no agota las actividades que los maestros y las maestras
deben realizar en las aulas. La gran variedad de posibles dispositivos didacticos
que pueden ofrecer a los nifios y las nifias es imposible de reflejar en cualquier
publicacion. Nuestro interés es poner la atencion en lo que han de trabajar para
fundamentar matematicamente los procedimientos empleados por el alumnado y
dar indicaciones de como deben hacerlo. Nunca agotaremos la creatividad didac-
tica que un docente debe tener en su tarea diaria.
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TEMA 1

Geometria

En este tema se trabaja la relacion que el alumnado establece con el espacio y el
conocimiento y caracterizacion de todos los objetos que en €l encontramos. Co-
mienza el tema con una referencia histérica sobre la geometria, seguida de una
recopilacion tedrica sobre los conceptos correspondientes que necesitara el do-
cente de primaria. Finaliza con un extenso tratamiento didactico de los contenidos
geométricos para su desarrollo en esta etapa educativa.

1. Introduccion

1.1. Historica

Del griego gea, tierra, y metron, medida, la geometria, desde sus origenes, ha sido
la encargada de resolver problemas de la realidad. Un tipo de problemas se centra-
ba en la medida y reconstruccion de terrenos y campos de cultivo. Otro se referia a
la necesidad de hacer construcciones arquitectonicamente estables, lo que se podia
conseguir dotdndolos de una cierta estructura geométrica. La busqueda de solu-
cion a estos problemas proporcionaba a la humanidad herramientas matematicas
para controlar el entorno y servirse de este. Los griegos combinaron esta utilidad
de la geometria puramente practica, con otros aspectos de caracter tedrico (Argiie-
lles, 1989) y artistico (frisos, mosaicos, cenefas, etc.).

Aunque fil6sofos como Aristoteles (siglo 1v a. C.) sostienen que la geometria nacid
en Egipto, graficos y dibujos del Neolitico ya muestran interés por las distribucio-
nes espaciales. Concretamente en este pais encontramos el Papiro Rhind, que se
publicé en 1700 a. C. Contiene una coleccion de 84 problemas de caracter aplica-
do, como célculo de areas de tierra, capacidad de almacenes, etc. En el problema
50 se indica como calcular el rea de un circulo con una aproximacién muy precisa
de m; en el 51, el drea de un tridngulo y, en el 52, el area de un trapecio isdsceles.
En el problema 56 se pide calcular el volumen de una piramide regular de base
cuadrangular, conocidos el lado de la base y la altura. En estos y otros hallazgos
egipcios se observan patrones comunes para resolver algunos tipos de problemas,
aunque no hay evidencia de ningin documento que sistematice y justifique los
procesos utilizados.

La civilizacién mesopotamica y en concreto los babilonios (muy avanzados en
matematicas), disponian de muchos conocimientos geométricos que les permitian
resolver problemas practicos, como por ejemplo calculos de areas de diferentes
superficies. Del mismo modo que en el caso de los egipcios, tampoco se conoce
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ningln escrito que generalice los diferentes procedimientos de resolucion de estos
problemas.

Los matematicos griegos recogieron el legado de los egipcios y los mesopota-
micos y progresaron hasta elaborar un cuerpo de conocimientos que sistematiza
los anteriores, justificando y demostrando los diferentes procesos y generalizando
los conceptos geométricos necesarios para desarrollarlos. Fueron sus maximos
exponentes Tales de Mileto (siglo vi a. C.) y Pitdgoras (siglos vi-v a. C.), con sus
conocidos resultados en cuanto al estudio de los triangulos.

Platon (siglo 1v a. C.), discipulo de Socrates y maestro de Aristoteles, optd por la
utilizacion de la matemadtica pura en la Geometria. Fue el fundador de lo que se
conoce como Escuela Platonica, y a ella le debemos:

* La clasificacion de los poliedros regulares (poliedros convexos determina-
dos por poligonos regulares iguales, en cuyos vértices se une la misma can-
tidad de caras, es decir, los vértices son uniformes). La palabra poliedro
proviene del griego polyhedros; de polys, mucho, y hédra, cara. Dada la
importancia que la Escuela Platonica les dio, hoy en dia se conocen como
solidos platonicos. Estos son el tetraedro, el cubo o hexaedro, el octaedro, el
dodecaedro y el icosaedro, todos ellos regulares. Platon asocia a estos soli-
dos los elementos fuego, tierra, aire, el material con el que se formaron las
constelaciones y el cielo (Universo), y el agua, respectivamente.

+ La determinacion de sucesivas aproximaciones al area del circulo mediante
el método exhaustivo o por agotamiento que, posteriormente, consolidara
Arquimedes.

Euclides recopil6 la matemadtica que se conocia hasta ese momento en los trece li-
bros que componen Los elementos, alrededor del afio 300 a. C. Es, posiblemente, la
obra matematica mas leida (por ser la mas editada) a lo largo de la historia. En los
volimenes dedicados a la geometria describio, entre otros contenidos, como cons-
truir figuras con regla y compds, y enuncid que solo hay cinco poliedros regulares.

A finales del siglo xvi, Kepler imagin6 una relacion entre los cinco poliedros regu-
lares y las orbitas de los planetas del sistema solar entonces conocidos (Mercurio,
Venus, Marte, Jupiter y Saturno). Segun €1, cada planeta se movia en una esfera,
separada de la contigua por un sélido platonico.

Por otro lado, los solidos arquimedianos, también conocidos como semirregulares
(poliedros convexos formados por poligonos regulares de dos o mas tipos con
vértices uniformes) deben el nombre a Arquimedes que los descubrid y estudid
en el siglo m a. C. Aunque su trabajo se perdio, tenemos constancia de ¢l por otro
de Pappus de Alejandria. Sera Kepler en los siglos xvi y xvi quien demuestre que
solo puede haber trece poliedros con estas caracteristicas (Dorce, 2013).

La geometria expuesta es solo una parte de la geometria denominada descriptiva
y que se ha desarrollado a lo largo de las centurias mencionadas. A partir del
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siglo xvi empieza a introducirse la situacion de las figuras en el plano y el espacio
mediante coordenadas. Este hecho es muy importante, porque origina una geome-
tria mas analitica y empieza a abandonarse la representacion grafica como unico
apoyo de los calculos. Todo este conocimiento de la matematica mas geométrica
se articula a partir de cinco axiomas, expuestos por Euclides, considerandolos
verdades absolutas. Nunca se habian cuestionado, pero tampoco demostrado. Uno
en concreto, el quinto o axioma del paralelismo, dice que «por un punto exterior
a una recta, se puede trazar solo una paralela a ella». Hasta el siglo xix, no se
pone en duda este postulado, y seran Gauss (1777-1855), Bolyai (1775-1856) y
Lobachewski (1792-1856), quienes, de manera separada, no solo no lo aseveran,
sino que encaminan sus estudios suponiendo su falsedad, creando asi la geometria
hiperbolica.

Con los trabajos de Riemann (1826-1866) sobre la geometria esférica y la teoria
de la relatividad de Einstein (1879-1955), incluyendo el tiempo en la concepcion
geométrica del universo, se produce la explosion de las geometrias no euclidianas.
La existencia de estas geometrias no euclidianas provoc¢ el interrogante sobre qué
es la geometria. En 1872, el matematico aleman Felix Klein (1849-1925) respon-
dio a este interrogante con la publicacion de su Programa de Erlangen, donde cla-
sifica las diferentes geometrias a partir de grupos de transformaciones geométricas
(Stewart, 2008; Dorce, 2014).

Actualmente, esta parte de la matematica investiga nuevos conocimientos en los
campos de la topologia y la geometria algebraica.

1.2. Al tema

El objetivo del tema es, por un lado, dar a conocer todos los conceptos, elementos
notables, propiedades y caracteristicas de las figuras geométricas correspondientes
a educacion primaria y, por otro, como debe hacerse la transposicion didactica de
esta parte de la geometria en el aula escolar.

2. Los primeros pasos por la geometria

2.1. Preliminares

La evolucion de los primeros conceptos geométricos, basada en el proceso de
abstraccion que la Humanidad hace de las formas del entorno y de su idealizacion,
ha producido la inmensidad de ramificaciones geométricas que existen en la ac-
tualidad. Son muchas las personas que han investigado e investigan en la rama de
las matematicas dedicada a la geometria, y que invierten gran cantidad de horas
en lineas de investigacion de tal potencial de abstraccion, que ni tan siquiera po-
driamos imaginar.
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Pero la esencia mdas primitiva, intuitiva o descriptiva de esta primera geometria,
la que se encarga del conocimiento del espacio (considerado como el conjunto de
todos los puntos existentes) y de las figuras geométricas, es la que nos interesa
para el aula de primaria. Y la razén es muy sencilla, hay que dotar al alumnado de
herramientas para que se sepa orientar a su alrededor (que ademas est4 en continua
transformacion), y para que sea capaz de describir y clasificar lo que le rodea.

Si se asume, como punto de partida, la definicion de figura geométrica, como
cualquier conjunto de puntos en el espacio, parece 16gico pensar que la evolucion
natural de los conceptos matematicos deberia ser estudiar los puntos, después las
rectas, mas tarde las superficies y, por tltimo, los cuerpos geométricos.

Esta concepcion se enfrenta con la percepcion que tienen los niflos y las ninas de
educacion infantil y primaria de su realidad y la aproximacion que pueden hacer
a ella. Atendiendo a cuestiones de psicomotricidad, de desarrollo cognitivo y de
conocimiento general del medio donde viven, la aproximacion didactica deberia
dirigirse primero a los cuerpos geométricos (pueden cogerlos, manipularlos...),
después a las figuras geométricas planas que los limitan, como fronteras de estas
figuras y cuerpos, mas adelante a las lineas (lados o aristas) y, por tltimo, como
interseccion de estas lineas, a los puntos. En el ambito de la matematica formal,
hay que hacer el recorrido contrario para poder definir un objeto geométrico de
mas envergadura a partir del anterior.

Pero el estudio en espiral de la geometria en infantil y primaria (al igual que ocurre
en otros bloques de contenidos de matematicas), implica tener que hacer apro-
ximaciones a diferentes tipos de conceptos geométricos en cualquier momento
evolutivo del alumnado. Y asi, se podra hablar de cuadrilateros, por ejemplo, en
diferentes cursos y con diferentes intensidades de dificultad, permitiendo la in-
tegracion de estas figuras mucho mas progresiva que no el estudio exhaustivo y
absoluto del concepto en un solo momento determinado.

En todo el trabajo que se desarrolle en el aula, deberemos tener en cuenta la im-
posibilidad de materializar las figuras geométricas de menos de tres dimensiones.
Las rectas o tridngulos, que se pueden dibujar u observar en un objeto, solo son
representaciones perceptibles de los conceptos matemadticos abstractos. Porque
una recta, como concepto, es un ente infinito e ilimitado que no tiene grosor y, por
tanto, no se puede construir fisicamente. Por la segunda razon (la inexistencia de
grosor) se llega también a la imposibilidad de poder construir materialmente un
triangulo, un circulo y, en general, cualquier figura plana.

2.2. Geometrias

Los cambios que afectan al entorno de los nifios vienen dados por las modificacio-
nes de las figuras geométricas que se encuentran en ¢él. Lo que hace que unas figu-
ras geométricas se transformen en otras son las transformaciones geométricas.
En la realidad, una transformacion es una deformacion, una proyeccion, un des-
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plazamiento, etc. Matematicamente, estas transformaciones las podemos abstraer en
aplicaciones biyectivas del espacio en si mismo que toman una figura geométrica
y la transforman en otra. Sin embargo, ;qué propiedades de la figura original se
conservan en la figura transformada u homologa? Dicho de otra manera, (cua-
les seran las caracteristicas invariables de la figura geométrica original, por estas
transformaciones?

De acuerdo con el Programa de Erlangen, publicado por Felix Klein en 1872, el
estudio de estas propiedades invariables lo hace la geometria y, como hay distintos
tipos de transformaciones, podemos hablar de diferentes geometrias.

Al estudiar més detenidamente las transformaciones que pueden aparecer, tenemos:

1. Transformaciones topoldgicas. Si se puede hablar de una escala de inten-
sidad en las transformaciones a las que pueden estar sometidas las figuras
geométricas, las que ocupan unos de los lugares mas altos en esa escala
serian las transformaciones topologicas, que deforman, estiran o contraen,
provocando grandes cambios en la figura original, pero sin producir roturas,
por lo que se denominan también bicontinuas. Ejemplos de estas transfor-
maciones serian los que se pueden apreciar en la figura 1:
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{ | o
\ [
N\ o

Figura 1. Ejemplos de transformaciones topologicas

Como se puede observar, estas transformaciones no conservan longitudes,
ni angulos, ni medidas de ningun tipo, pero si que hay otras propiedades que
se conservan. Por ejemplo, el caracter de abierto o cerrado de una figura, su
interior y su exterior, el orden de sus puntos.

2. Proyecciones. Si ahora se compara una figura plana con la sombra que la
misma produce sobre un plano (para obtener solo una aproximacion intuiti-
va a estas transformaciones), observaremos que, segun donde esté el foco de
luz (cerca o en el infinito) y como esté el plano (paralelo o no al que ocupa la
figura) en el que se proyecta esta sombra, encontraremos diferentes tipos de
transformaciones, llamadas proyecciones o transformaciones proyectivas.
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Todas ellas conservan las lineas rectas y curvas y también la convexidad,
como se puede ver en la figura 2.

Figura 2. Ejemplos de proyecciones

Algunas proyecciones conservan ademas el paralelismo y la proporcionali-
dad y se denominan transformaciones afines o afinidades (figura 3).

Figura 3. Ejemplos de transformaciones afines

Dentro de las afinidades existen proyecciones que aumentan o disminuyen el
tamafo, pero no cambian la forma. Son las llamadas semejanzas y tenemos
un ejemplo en el grafico de la figura 4.

Figura 4. Ejemplos de semejanzas
3. Movimientos rigidos. Si comparamos dos figuras geométricas iguales, una al

lado de la otra, podemos considerar que se ha producido un desplazamiento.
Tenemos dos ejemplos en los graficos de la figura 5:
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Figura 5. Ejemplos de un giro y una simetria axial en figuras planas

Observamos que todas las dimensiones de una figura y de su transformada son
iguales. En cada caso podemos dar una explicacion a la obtencion de la segunda
figura, como el resultado de transformar la primera por un movimiento rigido en
el espacio, consecuencia del cual hay un desplazamiento, pero no un cambio de
dimensiones, por eso estas transformaciones se llaman también isometrias. Den-
tro de los movimientos rigidos podemos encontrar tres tipos de transformaciones
diferentes, traslaciones, giros y simetrias axiales (los graficos anteriores corres-
ponden a los dos ultimos).

Si agrupamos las diferentes propiedades de las figuras que se conservan al apli-
carles las transformaciones, se generan los siguientes campos de estudio en la
geometria:

ToproLoGiA

Es la parte de la geometria que estudia las propiedades de las figuras que se con-
servan cuando se les aplica una transformacion topoldgica, es decir, el orden de los
puntos, el interior y el exterior de las figuras, si son cerradas o abiertas, la frontera
y la interseccion.

Entonces, desde el punto de vista topologico, un circulo es equivalente u homolo-
go a un cuadrado, un tridngulo o un pentdgono..., por ejemplo. En tres dimensio-
nes, una esfera seria topologicamente homologa a un tetraedro o a un cubo.

(GEOMETRIA DE LAS PROYECCIONES

Se puede definir como la geometria que se encarga de estudiar las propiedades
de las figuras geométricas que se mantienen invariables cuando se les aplica una
proyeccion, es decir, una transformacion proyectiva, una transformacion afin o
una semejanza:

* Cuando se aplica una transformacion proyectiva a una figura geométrica, las

propiedades especificas que se mantienen invariables son el carcter de linea
recta o curva y la convexidad de las figuras.

@ G. Lorenzo [ M. Alcalde | I. Pérez - ISBN: 978-84-16356-31-7 13 Lageometria y la estadistica en el aula de primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia109



* Cuando se aplica una transformacion afin a una figura geométrica, las pro-
piedades especificas que se mantienen invariables son el paralelismo, el
punto medio y la proporcionalidad entre los segmentos de una misma recta.

* Cuando la transformacion que se aplica a una figura geométrica es una se-
mejanza, las propiedades especificas que se conservan son los angulos y la
proporcionalidad y, por tanto, su forma.

El trabajo del estudio de las propiedades invariantes antes mencionadas se puede
considerar, de manera global, dentro de la denominada geometria de las proyec-
ciones 0, de manera individual, dando origen a tres campos geométricos llamados
geometria proyectiva, geometria afin y geometria de la semejanza, respectivamente.

(GEOMETRIA EUCLIDEA

Esta rama de la geometria, también denominada métrica, se encarga de estudiar
las propiedades de las figuras geométricas que se mantienen invariables cuando se
les aplica un movimiento rigido (giro, traslacion o simetria axial). Las figuras ho-
mologas mantienen invariables sus propiedades de medida de longitudes, y como
consecuencia de superficies y volimenes.

2.3. Referentes psicoevolutivos

Una vez se ha presentado, a grandes rasgos, cuales son las matizaciones de las di-
ferentes geometrias, habra que recurrir a ellas cada vez que se presente una cone-
xi6n con el trabajo que se hard en las aulas escolares y que en el caso de educacion
primaria se desarrolla en el punto 4 de este tema.

Tampoco podemos olvidar el momento evolutivo del alumnado que tendremos
delante, y como este afecta a la adquisicion de los conceptos geométricos. Jean
Piaget (1896-1980), con sus cuatro estadios del desarrollo cognitivo de los nifios
y nifias de cero a quince afios, establece una conexion de la geometria con la con-
cepcidn espacial del alumnado.

En la escuela empezaremos estudiando los conceptos de la topologia para construir
el espacio topoldgico, pasando después a los de las geometrias proyectiva y mé-
trica con el fin de construir los espacios proyectivo y euclidiano, respectivamente.

Antes de desarrollar los contenidos y las capacidades geométricas en el aula de
primaria, se hace necesario fundamentar matematicamente los conceptos corres-
pondientes. Para dar respuesta a esta necesidad se presenta a continuacion una
introduccion teodrica de todo lo que el docente de primaria puede requerir para
llevar a cabo su tarea.
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3. Fundamentacion teorica

3.1. Lineas en el plano

Cualquier linea abierta que pueda trazarse sobre una superficie es la representa-
cion de una transformada de una recta o de alguno de sus segmentos. De la misma
forma, cualquier linea cerrada sera una representacion de una transformada de una
circunferencia.

La expresion analitica de una recta o una circunferencia (con coordenadas, dentro
de un sistema de referencia), surge de la necesidad de controlar matematicamente
estas manifestaciones de la realidad en las que, de manera natural, aparecen.

Sera, pues, util conocer minimamente estas consideraciones de cardcter mas for-
mal, para después conectarlas con lo que se explicaré en el aula de primaria.

3.1.1. Antecedentes: plano, puntos y vectores

Se considera el plano como la porcion del espacio determinada por dos rectas
diferentes, paralelas o secantes, donde situaremos dos ejes de coordenadas perpen-
diculares (eje X y eje Y, o de abscisas y de ordenadas, respectivamente), y en el
que podemos representar todas las figuras geométricas planas, entre otras: punto,
vector, recta, circunferencia, etc., que son las que estudiaremos. Se considera de
dimension dos, precisamente por ser dos los ejes necesarios para determinarlo, y
se denominan habitualmente con letras griegas (s, o, f...). En el plano encontra-
mos un punto importante en el que se cortan los dos ejes, que se denomina origen
de coordenadas y que se hace corresponder con la posicion del 0 en ellos. A partir de
este punto y a intervalos de igual longitud, se sitiian hacia la derecha y hacia arriba
los niimeros enteros positivos y en los otros sentidos, los negativos.

Cualquier punto que se quiera situar en el plano, debe contener informacion or-
denada respecto de estos dos ejes, primero del eje X, después del eje Y (figura 6).

Y

3.2)

(‘21'1)

Figura 6. Representacion de los ejes de coordenadas con la situacion de dos puntos
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El punto es la minima figura geométrica. Analiticamente se representa por un par
de numeros separados por una coma y dentro de un paréntesis, llamado coordena-
das del punto. Por ejemplo, el origen de coordenadas se representaria por (0,0). El
primer numero indica el valor correspondiente al eje X, y el segundo, al eje Y. La
representacion grafica de este par de nimeros es una marca pequeia que se situara
en la interseccion de dos rectas imaginarias perpendiculares entre si, y paralelas
cada una de ellas a uno de los ejes, que cortaran al otro por los valores que apare-
cen en el par de coordenadas (por ejemplo, el (3,2)). El punto no tiene tamafio, ni
forma y, por lo tanto, no se puede deformar por ninguna transformacién geomé-
trica, si que se puede trasladar, pero solo eso. Usualmente se le denomina con una
letra mayuscula (4, B, C...).

Un vector fijo en el plano,TB , €s un segmento orientado que tiene el origen en
el punto 4 y el extremo en el punto B. Si ponemos coordenadas a los puntos,
A=(a,a")i B=(b,b"), las del vector seran AB =(b-a,b'-a)).

* Elementos de un vector:

— Direccion: Se define como la recta sobre la que se encuentra el vector.
Todas las rectas paralelas a ella tienen la misma direccion.

— Sentido: Es el del recorrido de la recta cuando nos trasladamos de 4 a
B. Es evidente que cada direccion admite dos sentidos, el de 4 a By
el de B a A. Por tanto, la manera de determinarlos sera diferente, asi
AB=(b-a,b'-a"), y andlogamente BA = (a—b,a'-b").

— Moddulo: Es la distancia entre A y B, es decir, la longitud del segmento
AB. Se representa por | AB|y se calcula a partir del teorema de Pitagoras

- 2 2 . . . .
segun: ‘ AB ‘ = \/(b—a) +(b'—a') . Diremos que un vector es unitario si

sumodulo es 1.

» Egquipolencia de vectores: Dos vectores fijos, no nulos, son equipolentes si
tienen los mismos moédulo, direccion y sentido. Graficamente, dos vectores
son equipolentes si cuando unimos sus origenes y extremos se obtiene un
paralelogramo (figura 7).

Figura 7. Representacion de dos vectores equipolentes
Esta relacion entre vectores es una relacion binaria de equivalencia (véase anexo).

Cada una de las clases de equivalencia determinadas por ella recibe el nombre de
vector libre (figura 8).
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Cuando queremos hacer uso de un vector podemos escoger, en su lugar, cualquiera
de los que son equipolentes a él. Esta es la idea intuitiva del concepto de vector
libre.

/7

Figura 8. Representacion de algunos elementos de la clase de equivalencia de un vector libre

Representaremos los vectores libres por medio de uno de los elementos de su
clase, que denotaremos por letras minusculas con una flecha horizontal encima,
u,v,w...o bien mediante el origen y el extremo del vector elegido, AB. En cual-
quiera de los casos, se puede acompafar esta representacion con las coordenadas
del vector, que son las del vector equipolente que tiene su origen en el punto (0,0).

3.1.2. Larecta

Una recta en el plano queda determinada vectorialmente por un punto (a,b) y un
vector (v,w) que marcara la direccion de la recta y que se denomina vector direc-
tor. Usualmente las rectas se designan con una letra minuscula (1, s, t...), como se
observa en la figura 9. La misma recta también quedara determinada si tomamos
como vector director el del sentido contrario al inicial, (-v,-w). De esta forma se
observa que en la direccion que determina una recta encontramos también dos
sentidos opuestos.

Cualquier punto de la recta (x,y) se obtendra trasladando (véase 3.4.1.1) el punto
fijo (a,b), seguin un vector multiplo de (v,w).

Asi:
(X,Y) =(a,b) +k - (v,w), kER
(xy)

(vw)

Figura 9. Representacion de la determinacion vectorial de una recta
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Nota: La expresion anterior se llama ecuacion vectorial de la recta, y forma parte
de la lista que se denomina «ecuaciones de la recta». En particular, el nombre de
esta expresion viene dado por el marcado caracter vectorial (de par de valores,
basicamente) que tiene la propia configuracion de la expresion.

Las variaciones puramente analiticas que se hacen de esta expresion reciben nom-
bres diferentes que, de alguna manera, recogen la caracteristica principal por la
que tradicionalmente se ha usado o se identifica esta expresion en concreto.

Asi, si a partir de la expresion anterior se separan las coordenadas, aparecen dos
ecuaciones, llamadas ecuaciones paramétricas de la recta:

x=a+kv
y=b+kw, kKER

El paso siguiente es intentar eliminar el parametro, por lo que se despejara de las
dos expresiones y se igualaran los resultados, obteniendo la ecuacion continua

de la recta:
xX—a
=k
V L X-a_ -b
y-b_. v w
w

Por su uso extendido, hay una expresion que se obtiene manipulando minimamen-
te la expresion anterior, y que se denomina ecuacion punto pendiente de la recta:

También existe una expresion muy utilizada que se obtiene bien de esta, bien
de la ecuacion continua, y que se llama ecuacion explicita de la recta. Hay que
destacar que hasta esta Gltima, siempre estan muy localizados los valores de las
coordenadas de los puntos o los vectores. Solo conociendo como es la expresion
teorica, se identifican. Una vez se ha superado la tltima ecuacion y se llega a la
explicita, esta intuicion se pierde y hay que hacer algunos célculos para recons-
truir los valores del vector o del punto. Asi, la expresion que se obtiene es de la
forma y = m - x + n, pero realmente, lo que se ha calculado es:

y= Yo Yasb , donde m = Y tecibe el nombre de pendiente de la recta 'y
v v v

w .
n=-—-a+b,es el valor de la ordenada en el origen.
\%

Unicamente nos queda la ecuacion general o implicita de la recta, que solo es una

reordenacion de la anterior. Usualmente se escribe comoA*x+B-y+C =0,

., w w
pero realmente la expresion es: —x—-y—-—-a+b=0.
v v
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Cualquier punto de una recta la divide en dos semirrectas que tienen a este punto
como origen, y que se llaman opuestas.

Todas las semirrectas que tienen origen en un punto dado de un plano (haz de se-
mirrectas) lo recubren y permiten orientarlo en dos sentidos diferentes. Si a partir
de una semirrecta concreta recorremos el haz siguiendo el sentido de las agujas del
reloj, se habra orientado el plano en un sentido llamado negativo. En caso contra-
rio, el sentido sera positivo.

Cualquier par de puntos de una recta, 4 y B, determina un segmento AB formado
por todos los puntos de la recta que se encuentren situados entre 4 y B, y por es-
tos dos puntos (extremos del segmento) si es cerrado. Si el segmento no incluye
ninguno de los extremos es abierto y si no incluye uno de ellos es semiabierto. En
general, cuando se hable de segmentos nos referiremos a segmentos cerrados.

La longitud de un segmento@ se calcula midiendo la distancia entre sus extre-

mos y se representa por ‘A_B‘=d(A,B), tal como se ha especificado en el caso de
los vectores en el punto 3.1.1.

La recta perpendicular a un segmento por su punto medio se denomina mediatriz.
Dos segmentos cualesquiera pueden tener o no puntos en comun. Diremos que dos
segmentos son concatenados cuando tienen un extremo comun y son consecutivos
cuando tienen un extremo comun y estan alineados.

Si consideramos dos lineas rectas en el plano, las posiciones que pueden tener son:

1. Rectas secantes: tienen solo un punto en comun. Analiticamente (s = {P}
(figura 10).

~

Figura 10. Representacion de rectas secantes en el plano

2. Rectas paralelas no coincidentes: no tienen ningin punto en comun. Anali-
ticamente rMs =@ (figura 11).

Figura 11. Representacion de rectas paralelas no coincidentes
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3. Rectas paralelas coincidentes: tienen todos los puntos comunes. Analitica-
mente 7Ms=r=s(figura 12).

Figura 12. Representacion de rectas paralelas coincidentes

Nota: Si consideramos dos lineas rectas en el espacio, se tendria que anadir un
nuevo caso a estas tres: Rectas que se cruzan en el espacio, tampoco tienen pun-

tos en comun y no pertenecen al mismo plano. Por tanto, »r N s = @ (figura 13).

Figura 13. Representacion de rectas que se cruzan en el espacio

3.1.3. La circunferencia

Definimos circunferencia como el lugar geométrico de todos los puntos del plano
que equidistan de un punto fijo llamado centro. Esta distancia fija se denomina ra-
dio. Debemos advertir que con la palabra radio, nos referimos también a cada uno
de los segmentos que unen el centro con un punto cualquiera de la circunferencia.
La circunferencia mas sencilla posible seria aquella que estd centrada en el (0,0)
(figura 14). Partiremos de ella y si llamamos (x,y) a cualquier punto de la circun-
ferencia y r al radio, entonces la definicidon anterior se traduce al lenguaje formal
como d((x,y),(0,0)) =r.

(%y)

(0,0)

Figura 14. Representacion de una circunferencia centrada en (0,0)

Como la distancia entre dos puntos siempre es el mdédulo del vector que los une,
calculamos el vector entre los puntos (x,y) y (0,0). Al restar las coordenadas, el

vector obtenido, seria (x,y). Calculando el médulo de este vector: /X +y”, y sus-
tituyendo esta expresion en la anterior:
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Xy =r=x*+y"=r"

Si el centro de la circunferencia es cualquier punto,C (CI,CZ) y el radio r (figura
15), el procedimiento seria igual, y la ecuacion a la que se llegaria seria:

2

(x_cl)2+(y_cz)2 =r

Figura 15. Representacion de una circunferencia centrada en (c,,c,)

Para ampliar el conocimiento de la circunferencia, definimos a continuacion algu-
nos de sus elementos basicos:

* Cuerda: segmento que une dos puntos cualesquiera de la circunferencia.

» Diametro: cuerda que pasa por el centro de la circunferencia.

* Arco: tramo o porcion de la circunferencia comprendido entre dos puntos de
esta. Cuando los puntos son los extremos de un diametro, el arco se llama
semicircunferencia.

Cuando haya que calcular la longitud de una circunferencia de radio r, utilizare-
mos la expresion L=2-mw-r.

Si consideramos ahora dos circunferencias en el plano, las posiciones relativas que
pueden tener son:

1. Cuando no tienen ningln punto en comun (figura 16). Estas se situaran de
dos posibles maneras, exteriores o interiores. Un caso particular de las ul-
timas serian las circunferencias que comparten el mismo centro, llamadas
concéntricas.

2. Cuando tienen puntos en comun (figura 16). Encontramos ahora dos posi-
bilidades, un solo punto en comun o dos puntos de contacto. En el primer
caso pueden ser tangentes interiores o exteriores y, en el segundo, se llaman
secantes.
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Figura 16. Representacion de circunferencias exteriores (arriba, izquierda), interiores (arriba,
centro), concéntricas (arriba, derecha), tangentes interiores (abajo, izquierda),
tangentes exteriores (abajo, centro) y secantes (abajo, derecha)

Si se considera una circunferencia y una recta, las posiciones relativas que pueden
tener en el plano son las siguientes (figura 17):

a) Recta tangente: la recta y la circunferencia solo tienen un punto en comun.

b) Recta secante: la recta y la circunferencia tienen dos puntos en comun.
¢) Recta exterior: la recta y la circunferencia no tienen puntos en comun.

tangente

secante

exterior

Figura 17. Representacion de las posiciones relativas de una circunferencia
y una recta en el plano

De todos los tipos de lineas que podemos encontrar en el plano, nos interesan
particularmente las abiertas y las cerradas simples (aquellas que no tienen ninglin
punto por donde la linea pasa dos veces). En el caso de las abiertas, sus principio
y final son dos puntos diferenciados, mientras que en las cerradas son el mismo
punto. En general, obtendremos lineas abiertas simples al aplicar una transfor-
macion topoldgica a una recta, una semirrecta o un segmento y lineas cerradas
simples al aplicarla a una circunferencia.

3.2. Superficies en el plano
Una superficie plana es una figura geométrica que resulta de considerar una parte

del plano determinada por lineas del mismo. En particular, cualquier recta de un
plano lo divide en dos regiones denominadas semiplanos, que incluyen la recta.
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Una superficie plana es convexa (figura 18) cuando contiene todos los segmentos
que unen cualquier par de puntos de ella. Y concava (figura 19) cuando alguno de
estos segmentos no esta contenido en la superficie.

<

Figura 18. Representacion de una superficie plana convexa

P>

Figura 19. Representacion de una superficie plana concava

3.2.1. Angulos

Las primeras superficies planas que estudiaremos seran las que se denominan an-
gulos.

Cuando dos rectas son secantes, definen cuatro regiones del plano. Se llama angu-
lo a cada una de estas regiones, incluidas las semirrectas de origen comun que las
definen. A este origen se le llama vértice del angulo y a las semirrectas, lados del
mismo (figura 20).

Figura 20. Representacion de una region angular
Simbolizamos el angulo de dos maneras diferentes: solo mediante el vértice, O, o
bien con una terna de puntos compuesta por un punto de cada lado del angulo y su

vértice entre ellos, AO0B .

Cuando las cuatro regiones son iguales, los angulos se llaman rectos, y su amplitud
angular es de 90°. Cuando las semirrectas que determinan el angulo son opuestas,
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este se llama angulo llano, su amplitud es igual a dos dngulos rectos, es decir, 180°.
Los angulos que tienen una amplitud menor que el recto se llaman agudos.

Aquellos angulos cuya amplitud estd comprendida entre un dngulo recto y un an-
gulo llano, se llaman obtusos.

Cuando las dos semirrectas que determinan el d&ngulo son coincidentes, el angulo
que se forma se llama completo. Su amplitud es igual a cuatro angulos rectos, es

decir 360°.

Estos cinco tipos de dngulos son convexos. Seran concavos los restantes angulos,
es decir, los que miden mas de 180° y menos de 360°.

Dos angulos se llaman complementarios cuando la suma de sus amplitudes es
igual a 90°; seran suplementarios cuando sumen 180° y conjugados cuando sumen

360°.

En cualquier angulo, se denomina bisectriz a la semirrecta contenida en ¢l que
tiene su origen en el vértice del angulo y lo divide en dos partes iguales.

3.2.2. Poligonos

Definimos linea poligonal como una coleccion de segmentos concatenados no
consecutivos.

Una linea poligonal sera simple (figura 21) si no hay ningtn punto diferente de los
extremos de los segmentos que pertenezca a dos de ellos a la vez. En caso contra-
rio se denomina no simple (figura 22).

Figura 21. Representacion de una linea poligonal simple

Figura 22. Representacion de una linea poligonal no simple
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Si el primero y el ultimo segmento de una linea poligonal de mas de dos segmen-
tos tienen un extremo comun, esta sera cerrada. En caso contrario, sera abierta.

A partir de estos conceptos, definimos poligono como la porcion del plano limita-
da por una linea poligonal cerrada simple, incluyendo esta linea.

Cada segmento de la linea poligonal se denomina lado del poligono y si sumamos
las longitudes de todos los lados de un poligono, obtenemos su perimetro. Los
extremos de los lados se llaman vértices del poligono. El segmento que une dos
vértices no consecutivos de un poligono se llama diagonal del mismo.

Designaremos los lados de un poligono con letras mintsculas, a, b, c..., y sus vér-
tices con letras mayusculas, A, B, C... En el caso de los triangulos, se acostumbra
a utilizar la misma letra para un lado y para su vértice opuesto.

Las semirrectas que contienen dos lados concurrentes del poligono y que tienen
su origen en el vértice comun a estos lados determinan dos angulos. El angulo que
contiene al poligono se llama angulo interior del poligono. Usualmente, se llaman
angulos del poligono a sus angulos interiores.

Figura 23. Representacion de un angulo interior de un poligono

La suma de los angulos interiores de un triangulo es 180°. Para cualquier poligono
que tenga n lados, esta sera (n-2) - 180° (se comprueba facilmente descomponien-
do el poligono en triangulos).

El angulo convexo determinado por la semirrecta que contiene un lado del poligo-
no y la que prolonga uno de sus lados concurrentes y tiene su origen en el vértice
comun, se llama angulo exterior del poligono (figura 24).

"y

Figura 24. Representacion de algunos angulos exteriores de un poligono

La suma de todos los angulos exteriores de un poligono convexo (obtenidos pro-
longando los lados en un mismo sentido del contorno), siempre resulta 360°. En
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efecto, cada angulo exterior es adyacente de uno del poligono, es decir, suma con
¢l un angulo llano. La suma de los 4ngulos exteriores e interiores vale, por tanto,
tantos angulos llanos como lados, y como los interiores suman dos angulos llanos
menos, esta es precisamente la suma de los exteriores.

Un poligono es equilatero cuando tiene sus lados de la misma longitud. Se dice
que es equidangulo cuando sus angulos interiores tienen la misma amplitud y se
dice que es regular cuando es equilatero y equidngulo. Los poligonos regulares
tienen en su interior un punto equidistante a todos los vértices que se denomina
centro del poligono.

Los poligonos se nombran por el numero de los lados o dngulos. Asi, encontra-
mos: tridngulos, cuadrilateros, pentdgonos, hexdgonos, heptagonos, octdégonos,
eneagonos o nonagonos, decagonos, endecagonos, dodecagonos, tridecagonos, te-
tradecadgonos, pentadecagonos, hexadecagonos, heptadecagonos, octodecagonos,
eneadecagonos, icosdgonos..., triacontdgonos (30)..., hectdgonos (100), kilidgonos
(1.000)..., miridgonos (10.000). Para construir el nombre de un poligono de méas de
20 lados, pero menos de 100, hay que utilizar la siguiente tabla:

y Unidades | Sufijo final
Decenas

1 | -hena-
20 Icosi- 2 -di-
30 | Triaconta- 3 -tri-
40 | Tetraconta- 4 | -tetra-
50 | Pentaconta- 5 | -penta-
60 | Hexaconta- | -kai- | 6 | -hexa-

-gono

70 | Heptaconta- 7 | -hepta-
80 | Octaconta- 8 | -octa-
90 | Eneaconta- 9 | -enea-

Por ejemplo, el nombre de un poligono de 42 lados seria: tetracontakaidigono.

A continuacion, se estudiardn mas detalladamente algunos poligonos, por su rele-
vancia en las aulas de infantil y primaria y por su facilidad para ser imaginados.

3.2.2.1. Triangulos

Un triangulo es un poligono determinado por una linea poligonal simple cerrada
de tres segmentos. Tendrd, por tanto, tres lados, tres angulos y tres vértices.

Podemos nombrar los triangulos en funcién de sus angulos y de sus lados.

Si atendemos a los dngulos, 1a denominacion produce la siguiente clasificacion:
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A. Triangulos acutangulos, son aquellos que tienen los tres dngulos agudos

(figura 25).

Figura 25. Representacion de un tridngulo acutangulo

B. Triangulos rectangulos, los que tienen un angulo recto (figura 26). Los la-
dos que determinan el angulo recto se denominan catetos y el tercer lado,

hipotenusa.

Figura 26. Representacion de un triangulo rectangulo

C. Triangulos obtusangulos, uno de los tres angulos es obtuso (figura 27).

N

Figura 27. Representacion de un tridangulo obtusangulo

Si atendemos a los lados, las denominaciones son:

A. Triangulos equilateros, son aquellos que tienen los tres lados de igual lon-

gitud (figura 28).

Figura 28. Representacion de un tridangulo equilatero
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B. Triangulos isosceles, tienen dos lados de igual longitud (figura 29).

Figura 29. Representacion de dos triangulos isdsceles

C. Triangulos escalenos, los tres lados tienen diferente longitud (figura 30).

Figura 30. Representacion de un triangulo escaleno

Si nos fijamos en los lados de los triangulos podemos obtener dos clasificaciones
diferentes. Una seria excluyente y otra inclusiva. La clasificacion excluyente es
aquella que presenta tantas clases de equivalencia (véase anexo) como denomina-
ciones diferentes hay. La inclusiva permite que en una misma clase pueda haber
elementos correspondientes a mas de una denominacion. La diferencia se encon-
trara en la manera de definir los elementos.

Por ejemplo: si se dice que «los triangulos isosceles son aquellos que solo tienen
dos lados iguales», un tridngulo equilatero no es isdsceles. Por tanto, lo hemos
excluido. Es decir, conseguimos una clasificacion excluyente de los tridngulos que
se puede representar de la siguiente manera:

EQUILATEROS

Pero si la definicion considerada es «los tridngulos isdsceles son aquellos que
tienen al menos dos lados iguales», un tridngulo equilatero si que es isosceles.
Por eso, este tipo de clasificacion se denomina inclusiva, porque incluye. En este
caso obtenemos dos clases de equivalencia: la de los isosceles, que contiene a los
equilateros como un subconjunto, y la de los escalenos:
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ISOSCELES EQUILATEROS

ESCALENOS

Ademas de interesarnos las medidas de los lados, de los d&ngulos o del contorno de
un tridngulo, también nos puede interesar medir su superficie. Ya conocemos la
expresion que calcula el valor de esta medida (Pérez, Alcalde y Lorenzo, 2014), es

decir, el area del tridngulo: base x altura , donde la base sera la longitud del lado

del tridngulo sobre el que se apoya la figura, y la altura es la longitud del segmento de
la perpendicular a la recta que contiene la base, por el vértice opuesto (figura 31).

Figura 31. Representacion de algunas alturas de dos triangulos

Resolver un triangulo significa conocer las medidas de sus lados y de sus angulos.
En ocasiones, estos calculos pueden resultar complicados y requieren la ayuda
de la trigonometria. En otras, se simplifican usando relaciones entre los lados de
triangulos, como por ejemplo la que expresa el teorema de Pitagoras para los tridn-
gulos rectangulos: @’ = b’ + ¢?, donde a es la longitud de la hipotenusa, y b y ¢ las
de los catetos. La comprobacion grafica es muy evidente (figura 32):

Figura 32. Representacion geométrica del teorema de Pitagoras

Es decir, el area del cuadrado de lado la hipotenusa, coincide con la suma de las
areas de los cuadrados cuyos lados son los catetos.
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3.2.2.2. Cuadrilateros

Un cuadrilatero es un poligono determinado por una linea poligonal simple cerra-
da de cuatro segmentos. Tendra, por tanto, cuatro lados, cuatro vértices y cuatro
angulos.

Hay diferentes tipos de cuadrilateros. Segun las caracteristicas que consideremos
para cada uno de ellos, obtendremos diferentes clasificaciones.

Asi, si atendemos al paralelismo de los lados encontramos tres grandes clases de
cuadrilateros: paralelogramos (tienen los dos pares de lados opuestos paralelos),
trapecios (tienen solo un par de lados opuestos paralelos, que se llaman bases) y
trapezoides (no tienen ningtn lado paralelo a otro).

Los cuadrilateros que componen cada una de estas clases se pueden determinar
por las siguientes definiciones:

A. Paralelogramos. Atendiendo a la igualdad de los lados y/o de los angulos,
obtenemos las cuatro subclases siguientes:

A.1. Cuadrados (figura 33).
* Los cuatro angulos son de igual amplitud (equidngulo). Y ademas,
son de 90°.
* Los cuatro lados son de igual longitud (equilatero).

Figura 33. Representacion de un cuadrado

A.2. Rectangulos (figura 34).
* Los cuatro angulos son de igual amplitud (equidngulo). Y ademas,
son de 90°.
* Los lados opuestos son de igual longitud. Los consecutivos no lo
son.

Figura 34. Representacion de un rectangulo

A.3. Rombos (figura 35).
* Los angulos opuestos son de la misma amplitud. Los no opuestos no
lo son.
* Los cuatro lados son de igual longitud (equilatero).

@ G. Lorenzo [ M. Alcalde | I. Pérez - ISBN: 978-84-16356-31-7 30  Lageometriay la estadistica en el aula de primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia109



Figura 35. Representacion de un rombo

A.4. Romboides (figura 36).
* Los angulos opuestos son de la misma amplitud. Los no opuestos no
lo son.

* Los lados opuestos son de igual longitud. Los consecutivos no lo

Qp—

Figura 36. Representacion de un romboide

B. Trapecios. Atendiendo a la igualdad de los lados y/o de los angulos, obtene-
mos las dos subclases siguientes:

B.1. Trapecios isosceles (figura 37).
» Las longitudes de los lados no paralelos son iguales.
* Los angulos que comparten un mismo lado basico son iguales dos a
dos.

Figura 37. Representacion de un trapecio isosceles

B.2. Trapecios escalenos (figura 38).
+ Las longitudes de los lados no paralelos son diferentes.

Figura 38. Representacion de un trapecio escaleno

Cuando en un trapecio escaleno uno de los lados no paralelos es perpen-
dicular a las bases se le denomina trapecio rectangulo (figura 39).

Figura 39. Representacion de un trapecio rectangulo
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C. Trapezoides. No tienen ningln lado paralelo y no se exige igualdad de lados
ni de angulos (figura 40).

Figura 40. Representacion de un trapezoide

Con estas definiciones se consigue una clasificacion excluyente de los cuadrilate-
ros, que se puede representar de la siguiente manera:

PARALELOGRAMOS TRAPECIOS
CUADRADOS
T. ISOSCELES
RECTANGULOS
TRAPEZOIDES
ROMBOS
T. ESCALENOS
ROMBOIDES

Si se quiere obtener una clasificacion inclusiva de los paralelogramos tendremos
que incorporar algunos cambios en las definiciones anteriores. Para facilitar la
comprension de la nueva clasificacion, nos inclinamos por mantener las tres gran-
des clases de la clasificacion inicial de los cuadrilateros, modificar las definiciones
de los paralelogramos y dejar sin cambios las de los trapecios y trapezoides.

Asi, consideraremos:
Romboide como el cuadrilatero que tiene los lados opuestos de igual longitud.
Rombo como el que tiene los cuatro lados de igual longitud.
Rectangulo como el que tiene los cuatro angulos rectos.

Cuadrado como el que tiene los cuatro lados de igual longitud y los cuatro an-
gulos rectos.

Segun las definiciones expuestas, la idea general de paralelogramo se identifica
con el concepto de romboide. Ademads, los cuadrados estan incluidos en las clases
de rectangulos y de rombos. Entonces, la representacion grafica de esta clasifica-
cion inclusiva seré:
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PARALELOGRAMOS TRAPECIOS
ROMBOIDES

T. ISOSCELES

TRAPEZOIDES

ROMBOS

»OoUpr®ROEaO

T. ESCALENOS

3.2.2.3. Pentagonos

Un pentagono es un poligono determinado por una linea poligonal simple cerrada
de cinco segmentos. Tendrd, por tanto, cinco lados, cinco d&ngulos y cinco vértices.
Podemos considerar pentagonos regulares e irregulares. Aunque habitualmente se
asocia la idea de este poligono a un pentagono regular, deberemos tener en cuenta
que existen también otros pentagonos que no lo son, tanto convexos como conca-
vos (figura 41).

0dad

Figura 41. Representacion de pentagonos: regular convexo (izquierda), irregular convexo
(centro) e irregular céncavo (derecha)

El pentagono regular ha sido muy utilizado histéricamente en los &mbitos de la
construccion, la religion, las creencias y el arte.

Las rectas que contienen los lados del pentagono regular se cortan en puntos ex-
teriores a este, determinando una figura que se llama pentaculo (figura 42) y que
corresponde al tipo de poligonos conocidos como estrellados. Uniendo los puntos
de corte mencionados encontramos un nuevo pentagono.

Figura 42. Representacion de un pentaculo
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En el arte, el pentaculo también se ha utilizado durante toda la historia. Uno de los
casos mas significativos es el cuadro de Dali, Leda atomica, donde la armonia de las
formas se consigue por la inscripcion de todas las figuras en un pentaculo regular,
como se muestra en la figura 43.

Figura 43. Representacion del boceto y el cuadro Leda atomica de Dali, 1949

3.2.2.4. Hexagonos

Un hexagono es un poligono determinado por una linea poligonal simple cerra-
da de seis segmentos. Tendra, por tanto, seis lados, seis dngulos y seis vértices.
Podemos considerar hexagonos regulares e irregulares. Aunque habitualmente se
asocia la idea de este poligono a un hexagono regular, debemos tener en cuenta
que existen también otros hexagonos que no lo son, tanto convexos como conca-
vos (figura 44).

Figura 44. Representacion de hexagonos: regular convexo (izquierda), irregular convexo (centro)
e irregular concavo (derecha)

Una caracteristica que se repite en todos los poligonos regulares es que se pueden
dividir en tridngulos isosceles uniendo el centro con todos los vértices del poli-
gono. Particularmente, en el hexadgono regular, estos tridngulos son equilateros
(figura 45).
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Figura 45. Representacion de un hexagono dividido en triangulos equilateros
El hexagono es un poligono con mucha presencia en la naturaleza. La imagen

mas comun es la red de celdas de seccion hexagonal que forman las abejas en los
panales o las facetas de los ojos de algunos insectos (figura 46).

Figura 46. Representacion de formas hexagonales en la naturaleza: facetas del ojo de un insecto
(izquierda), panales de abejas (derecha)

En el ambito de la quimica, el hexdgono aparece también en muchas de las formas
con las que el carbono se presenta en la naturaleza, en particular la conocida como
carbono 60 que presenta una estructura tridimensional semejante a la de un balén
de futbol, como la que se muestra en la figura 47.

Figura 47. Representacion de la estructura tridimensional del carbono 60
(imagen proporcionada por www.pdm.com.co)

Una vez estudiados ejemplos de poligonos con nimero par ¢ impar de lados, es
innecesario detenerse en el estudio detallado de poligonos con mas lados, dado
que los conceptos vistos hasta ahora se repiten de manera semejante.
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3.2.3. Consideraciones sobre los poligonos
3.2.3.1 Mosaicos

Los mosaicos son imagenes compuestas por piezas que tradicionalmente han sido
utilizados por el arte. Su origen se sitia en construcciones de civilizaciones an-
tiguas (Grecia, Roma, figura 48) y posteriormente se han encontrado también en
otras culturas llegando hasta nuestros dias.

Figura 48. Imagen de un mosaico romano en Carranque: La Casa de Materno
(proporcionada por flickr.com)

Estan compuestos por piezas de cerdmica o vidrio, cuyo objetivo es formar una
figura plana sin dejar ningtin fragmento de superficie por cubrir. Cada una de estas
piezas se llama tesela, y por esta razon los mosaicos también se conocen como
teselaciones.

Matematicamente, se han estudiado los recubrimientos del plano cuando las tese-
las son poligonos regulares. Las conclusiones de este estudio son:

1. Si utilizamos solo poligonos regulares de un unico tipo, las redes que se
pueden obtener son las que se muestran en la figura 49:

INONINN
INONINGN/
\VAVAVAV

Figura 49. Redes de teselas de un solo poligono: tridngulo equilatero (izquierda), cuadrado
(centro) y hexagono regular (derecha)

Hay que destacar que solo se encuentran estas tres redes porque para recubrir

el plano es necesario que en un punto dado los dngulos de los poligonos que
concurren sumen 360°, y eso solo pasa con estos tres poligonos regulares.
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2. Si se utiliza mas de un tipo de poligono regular, solo se cumple la condicion
anterior en los casos de las combinaciones de la figura 50:

Figura 50. Redes de teselas con formas de diferentes poligonos regulares

3.2.3.2. Circunferencia circunscrita e inscrita en un poligono

Diremos que una circunferencia esta circunscrita a un poligono regular cuando es
exterior al poligono, y los puntos de contacto con ¢l son sus vértices. También se
puede decir que el poligono regular estd inscrito en la circunferencia (figura 51).

De la misma manera, la circunferencia estara inscrita en el poligono regular cuan-
do sea interior al poligono y los puntos de contacto de una y el otro sean el punto
medio de cada lado. Podemos decir también que el poligono regular esta circuns-
crito a la circunferencia.

En los dos casos el centro de la circunferencia y el del poligono regular coinciden.
La circunferencia esta presente en la construccion de cualquier poligono regular

y ha sido la herramienta usual para construirlos inscritos en ella a lo largo de la
historia.
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Figura 51. Representacion de circunferencias: circunscrita a un pentagono (izquierda)
e inscrita en un pentagono (derecha)

3.2.3.3. Poligonos regulares: simetrias

Una figura sera simétrica cuando a partir de un eje de simetria se desarrolle de
igual manera a cada lado de este. El eje de simetria serd una recta, que no existe en
la realidad, pero que podemos imaginar. Los poligonos regulares, por ser equilé-
teros y equiangulos, tienen igual nimero de ejes de simetria que de lados. Las dos
figuras siguientes nos serviran para ilustrar los casos generales:

1. Cuando el numero de lados es impar, el eje de simetria es la bisectriz de
un angulo interno y pasa por el punto medio del lado opuesto al vértice del
angulo. Como hay tantos angulos como lados, el nimero de ejes de simetria
coincide con el de lados. Un ejemplo para el caso de un triangulo equilatero,
lo encontramos en la figura 52.

-~

Figura 52. Representacion de los ejes de simetria de un triangulo equilatero

2. Cuando el numero de lados es par, hay dos tipos de ejes de simetria. Las
bisectrices de los angulos internos, que en este caso coinciden para cada par
de angulos opuestos, y las rectas que pasan por los puntos medios de lados
opuestos. Por ello, el nimero de ejes de simetria que son bisectrices, serd la
mitad del numero de angulos del poligono y el nimero de ejes de simetria
que pasan por el centro de los lados opuestos, sera la mitad del numero de
lados. Sumando estas dos cantidades, obtendremos el nimero total de ejes
que coincidird nuevamente con el nimero de lados. Un ejemplo para el caso
de un cuadrado, lo encontramos en la figura 53.
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Figura 53. Representacion de los ejes de simetria de un cuadrado

Cuando el poligono no es regular, no se puede garantizar el nimero de ejes de
simetria, pero eso no niega que pueda tenerlos.

3.2.3.4. Perimetro y drea de un poligono regular

Estas medidas son necesarias a la hora de estudiar los poligonos regulares. Ya se
conoce el perimetro de un poligono, que en el caso de los regulares se puede cal-
cular multiplicando el nimero de lados por la longitud de uno de estos, y el area,
que es la medida de su superficie.

Para calcular el area de un poligono cualquiera hay que dividirlo en tridngulos, y
sumar las areas de cada uno de ellos. Como ya se ha comentado en el punto 3.2.2.4,
en el caso de los poligonos regulares los tridngulos son iguales e isosceles. Este
hecho facilita la construccion de la expresion para calcular el rea de un poligono

perimetro x apotema

regular: donde la apotema del poligono es la altura de cada

uno de los triangulos isésceles en los que se ha descompuesto (considerando los
lados del poligono como bases de los triangulos).

3.2.4. Circulo

Definimos circulo como la porcion del plano limitada por una circunferencia, in-
cluyendo también esta linea. También se podria definir como el lugar geométrico
de los puntos del plano, cuya distancia a un punto, llamado centro, C, es menor
o igual que un valor r, denominado radio. Analiticamente y por analogia con el
caso de la circunferencia, la ecuacion del circulo que tiene como centro el punto

C(Clacz) y como radio r, es:
2 2
(x=c)) +(y-¢,) =r?
’ , .y , 2
Para calcular el area de un circulo, utilizaremos la formula A = 7w-r".
Teniendo en cuenta las definiciones de los elementos basicos de la circunferencia

incluidas en el punto 3.1.3, podemos definir algunas superficies notables relacio-
nadas con el circulo:
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« Angulo Central: es el que estd determinado por dos semirrectas que contie-
nen dos radios y tiene su vértice en el centro del circulo (figura 54). Es ne-
cesario observar que hay dos angulos centrales representados en la figura: el
que se encuentra sombreado que es convexo y su conjugado que es concavo.

Figura 54. Representacion de un angulo central

» Sector circular: es la interseccion de un circulo con cualquier angulo central
del mismo (figura 55). Cuando el angulo central es un angulo llano el sector
circular es un semicirculo. Para calcular el area de esta figura usaremos:

2
Tron

360°
el sector circular.

, donde n es el nimero de grados del d&ngulo central que determina

Figura 55. Representacion de un sector circular

» Segmento circular: es la porcion de circulo comprendida entre una cuerda y
su arco correspondiente (figura 56). Se ve claramente que cualquier cuerda
determina dos segmentos circulares, ya que sus extremos delimitan dos arcos
en la circunferencia. Cuando la cuerda es un didmetro, el segmento circular
se llama semicirculo, que también se puede definir como la porcion de circulo
comprendida entre una semicircunferencia y el didmetro que la define.

Para calcular el area de esta figura distinguiremos dos casos: (a) cuando el
sector circular asociado al segmento es convexo, tendremos que restar al
area del sector la del tridngulo determinado por el centro del circulo y los
extremos de la cuerda; (b) cuando el sector circular asociado es concavo,
hay que afiadir a su area la de dicho tridngulo.

Figura 56. Representacion de los dos segmentos circulares de un circulo
determinados por la misma cuerda

» Corona circular: es la porcion del plano delimitada por dos circunferencias

concéntricas (figura 57), cuya area se calcula restando las de los correspon-
dientes circulos.
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Figura 57. Representacion de una corona circular

3.3. Figuras en el espacio

Como se ha comentado en el punto 3.1.1 dos rectas secantes determinan un plano.
Si se considera una tercera recta no coplanaria con ellas y que sea perpendicular
a las dos, aparece una nueva dimension que completa las que ya tenia el plano.
Estas tres dimensiones configuran el ente geométrico denominado espacio, que es
el conjunto de todos los puntos existentes, introducido en 2.1.

Cualquier plano del espacio lo divide en dos regiones denominadas semiespacios,
que incluyen el plano.

3.3.1. Angulos en el espacio
Si consideramos dos planos en el espacio, las posiciones que pueden tener son:

1. Planos secantes: tienen solo una recta en comun (figura 58). Analiticamente
N, =r,

Figura 58. Representacion de dos planos secantes en el espacio

2. Planos paralelos no coincidentes: no tienen ningiin punto en comun (figura 59).
Analiticamente 7, N7, = @.

Figura 59. Representacion de dos planos paralelos no coincidentes

3. Planos paralelos coincidentes: tienen todos los puntos en comun (figura 60).
Analiticamente 7, N, =, = 7,.
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Figura 60. Representacion de dos planos paralelos coincidentes

Cuando dos planos son secantes, determinan cuatro regiones en el espacio. Se
denomina angulo diedro o simplemente diedro a cada una de estas regiones, in-
cluidos los semiplanos que las delimitan (figura 61). La recta comun a los dos se-
miplanos se llama arista del angulo diedro. Obtendremos la medida de este angulo,
midiendo la amplitud del angulo plano que determinan dos semirrectas de origen
comun contenidas en cada uno de los semiplanos y que sean perpendiculares a la
recta de interseccion de estos.

Figura 61. Representacion de los elementos de un dngulo diedro

Cuando el nimero de planos que consideramos en el espacio es superior a dos, la
cantidad de posiciones en las que nos los podremos encontrar aumenta considera-
blemente. Nos fijaremos Gnicamente en aquellas situaciones en las que todos los
planos tienen solo un punto en comun y consideraremos las semirrectas de origen
comun en ese punto, de manera que el plano determinado por cada dos semirrectas
consecutivas deja a todas las demds en el mismo semiespacio. Llamaremos angulo
poliedro convexo a la interseccion de todos los semiespacios determinados por los
planos que cada pareja de estas semirrectas consecutivas define (figura 62).

El origen comun de las semirrectas es el vértice del angulo, cada una de estas es
una arista del angulo poliedro y la porcion de superficie plana limitada por cada
dos semirrectas consecutivas (el &ngulo bidimensional que determinan) se llama
cara del angulo.

Figura 62. Representacion de un angulo poliedro

En el caso de tres planos con un punto en comun, el &ngulo recibe el nombre de an-
gulo triedro o simplemente triedro. Cuando el nimero de planos que determinan el
angulo, n, es igual o superior a cuatro, se llamara o bien usando las raices griegas
o bien usando la expresion angulo poliedro con n caras.

@ G. Lorenzo [ M. Alcalde | I. Pérez - ISBN: 978-84-16356-31-7 42 lageometriay la estadistica en el aula de primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia109



La medida de un angulo poliedro se obtendra sumando las amplitudes de todos los
angulos bidimensionales que determinan las parejas de aristas consecutivas del
mismo. Esta medida debera ser menor de 360°, pues si se llegara a esa cantidad de
grados, la superficie que formarian las caras del angulo poliedro seria un plano en
el espacio y dejaria de limitar un angulo poliedro.

3.3.2. Cuerpos geométricos

Ademés de las superficies planas, en el espacio podemos encontrar superficies que
no lo son y que se llaman curvas. A diferencia de las superficies planas finitas,
que siempre son abiertas, las superficies finitas curvas pueden ser abiertas o cerra-
das (cuando no rodean o si rodean una zona del espacio, respectivamente).

Un cuerpo geométrico es una figura geométrica que resulta de considerar una parte
del espacio limitada por una superficie cerrada simple (aquella que solo delimita
una region interior en el espacio) incluyendo esta superficie. Estas figuras también
se llaman solidos.

Anélogamente a superficie plana, concava y convexa, se podran definir cuerpos
geométricos cOncavos y convexos.

Para el trabajo que se realiza en el aula de primaria, consideraremos dos tipos de cuer-
pos geométricos: poliedros y cuerpos redondos. Los primeros estaran delimitados por
poligonos, y los segundos por superficies curvas y/o superficies planas no poligonales.

3.3.2.1. Poliedros

Seran aquellos cuerpos geométricos limitados por superficies cerradas simples
compuestas por poligonos. A cada uno de estos poligonos se le llama cara del
poliedro. Los lados de los poligonos se llaman aristas del poliedro y sus vértices
son también vértices del poliedro. En cada una de las aristas se forma un angulo
diedro, y en cada uno de los vértices, un angulo poliedro.

Cualquier poliedro convexo tiene, por lo menos, 4 caras, 4 vértices y 6 aristas. Un
vértice de un poliedro pertenece, por lo menos, a 3 caras y a 3 aristas. En cualquier
poliedro convexo se cumple la férmula de Euler, que relaciona el nimero de caras
(C), de vértices (V) y de aristas (A), segln la expresion: C+V =A + 2.

Podemos clasificar los poliedros atendiendo a las siguientes caracteristicas: la re-
gularidad de sus caras, la igualdad de estas y la igualdad de los angulos del mismo
tipo que se forman en el poliedro. Obtendremos asi dos clases, la de los poliedros
regulares y la de los que no lo son. Si un poliedro verifica las tres condiciones ante-
riores diremos que es regular o platonico. Si no verifica alguna de las condiciones
anteriores, diremos que es irregular. En particular, si verifica la primera y la tercera
pero no la segunda, diremos que es arquimediano.
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POLIEDROS REGULARES

Estudiaremos cuales son los poliedros regulares que existen y cdmo se construyen
a partir de los poligonos que los delimitan.

Teniendo en cuenta que la medida de un angulo poliedro debe ser menor de 360°
y que, como minimo, en cada vértice deben concurrir tres caras, aparecen los si-

guientes solidos platonicos:

Niimero Suma de los
CARAS de caras , Poliedro Representacion
e angulos
por vértice
TETREDRO
. 3-60"=180" | REGULAR
4 OCTAEDRO
Tridangulos 4-60° =240 REGULAR
equildteros
ICOSAEDRO
> 5:60°=300" | REGULAR
6 6 - 60° = 360° No existe
CUBO O
3 3-90°=270° HEXAEDRO
Cuadrados REGULAR
4 4 - 90° = 360° No existe
DODECAE-
Pentdagonos 3 3-108°=324° DRO
regulares REGULAR
4 4 - 108° = 432° No existe
Hexdgonos .
regulares 3 3 - 120° = 360° No existe

Y como se ve, a partir del hexdgono regular no se puede formar ningiin angu-
lo poliedro, porque la suma de tres dngulos de cualquier otro poligono regular
siempre sera superior a 360° y, por tanto, no se podra determinar ningun poliedro.
Entonces, solo se pueden formar poliedros regulares con tridngulos equilateros,
cuadrados y pentdgonos regulares.

Nos fijaremos ahora en la construccion de estos cuerpos:
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Cuando son triangulos equilateros:

A partir de la red que ya se ha estudiado de tridngulos equilateros, nos fijamos en
una parte sola, la que forma un hexagono (figura 63).

Figura 63. Representacion de una red de triangulos equilateros (izquierda)
y una seleccion de seis (derecha)

Esté claro que este hexagono no se puede doblar para formar una figura suscep-
tible de ser un cuerpo tridimensional (como puede verse en el cuadro anterior).
Tendremos, por tanto, que quitar tridangulos para poder hacerlo.

Si se elimina uno de los tridangulos, entonces el cuerpo que se puede formar tendra
vértices en los que confluyan cinco caras que son tridangulos equilateros. Para com-
pletar el cuerpo regular, necesitamos quince triangulos equilateros mas, y el que se
obtiene recibe el nombre de icosaedro regular (figura 64).

Figura 64. Representacion de la construccion de un icosaedro regular

Si se quitan ahora dos tridngulos equilateros, el cuerpo que se puede formar ten-
dra vértices en los que confluyan cuatro tridangulos equilateros. Para completar el
cuerpo regular, necesitamos cuatro triangulos equilateros mas, y lo que se obtiene
es un octaedro regular (figura 65).
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Figura 65. Representacion de la construccion de un octaedro regular

Por ultimo, si son tres los tridangulos que se quitan, el cuerpo que se puede formar ten-
dra vértices en los que confluiran tres tridangulos equilateros. Solo necesitaremos otro
para completar el cuerpo geométrico que se denomina tetraedro regular (figura 66).

Figura 66. Representacion de la construccion de un tetraedro regular

Nota: En general, a cualquier poliedro cuyas caras sean todas tridngulos equila-
teros se le denomina deltaedro.
Cuando son cuadrados:

A partir de la red formada por cuadrados (figura 67) y tomando solo cuatro, se
puede seguir un procedimiento semejante.

i

Figura 67. Representacion de una red de cuadrados
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Como necesitamos tres caras para conseguir un vértice, solo se puede quitar uno
de los cuadrados. Necesitaremos tres cuadrados mds para completar el cuerpo
geométrico que se llama hexaedro regular o cubo (figura 68).

—

I
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Figura 68. Representacion de la construccion de un cubo

Cuando son pentagonos regulares:

En este caso no se puede partir de una red plana, no existe, ya que con pentdgonos
regulares no se puede recubrir el plano, pero si que se puede formar un poliedro.
Al construir el vértice haciendo coincidir tres caras en ¢l, la suma de los angulos
que lo forman es menor de 360°, pues cada uno de los angulos interiores de un
pentagono regular mide 108°.

En este caso necesitaremos nueve pentagonos mas para completar el cuerpo que se
llama dodecaedro regular (figura 69).

S -@-

Figura 69. Representacion de la construccion de un dodecaedro regular

Dentro del conjunto de todos los poliedros, encontramos unas familias muy parti-
culares, la de los prismas y la de las pirdmides, que por la gran variedad de cuerpos
que contienen, seran las primeras que estudiaremos.

PRrISMAS

Un prisma es un poliedro limitado por dos poligonos iguales y paralelos (homolo-
gos en una traslacion —véase 3.4.1.1-) y tantos paralelogramos como lados tengan
aquellos (figura 70). Los poligonos mencionados se denominan caras basicas o
bases y los paralelogramos, caras laterales. La altura del prisma es el segmento de
la perpendicular a las dos bases comprendido entre ellas.
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Figura 70. Representacion de prismas de diferentes bases

Si las bases del prisma son poligonos concavos o convexos, el prisma se denomina
concavo o convexo, respectivamente.

Si todas las caras laterales son rectangulos, seran perpendiculares a las bases y
por eso se le llama prisma recto. Si las caras laterales no son perpendiculares a las
bases, se denomina prisma oblicuo (figura 71).

Figura 71. Representacion de un prisma oblicuo

Si las bases de un prisma recto son poligonos regulares, el prisma se denomina
regular.

Las aristas laterales de un prisma son segmentos iguales y paralelos entre si. En los
prismas rectos son perpendiculares a las bases.

Segun que las bases sean tridngulos, cuadrilateros, pentdgonos... el prisma se de-
nomina triangular, cuadrangular, pentagonal...

El desarrollo plano de un prisma es el resultado de desplegar y colocar sobre un
plano todas sus caras de modo que cada dos contiguas estén unidas por una arista.
Veamos, por ejemplo, en la figura 72, el caso de un prisma regular hexagonal.

Figura 72. Representacion del desarrollo plano de un prisma regular hexagonal
(imagen proporcionada por narceaeduplastica.weebly.com)

@ G. Lorenzo [ M. Alcalde / I. Pérez - ISBN: 978-84-16356-31-7 48 La geometria y la estadistica en el aula de primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia 109



Es importante destacar que la expresion «desarrollo plano de un cuerpo geomé-
trico» se refiere solo al de la superficie que limita el cuerpo y no al del cuerpo
completo que es s6lido y macizo y que, evidentemente, no se puede desarrollar en
un plano.

Paralelepipedos:

Un paralelepipedo es un prisma cuyas caras son todas paralelogramos. Cada dos
caras opuestas son iguales (figura 73).

Si las bases son cuadrados, este paralelepipedo seria un prisma cuadrangular, ya
mencionado antes.

Si todas las caras son rectangulos, se le llama ortoedro. Si son cuadrados, se le lla-
ma hexaedro regular o cubo, también mencionado antes. Si son rombos, se le llama
romboedro.

Figura 73. Representacion de un ortoedro

Para calcular el area total de un prisma, hay que sumar el 4rea de las dos bases y el
area lateral (suma de las areas de las caras laterales). Con esta idea, calcularemos
también el area total de un ortoedro y de un cubo.

Por lo que respecta al volumen, tendremos que calcular solo el area de una de las
bases y multiplicarla por la altura.

PIRAMIDES

Una pirdmide es un poliedro que tiene como cara basica o base un poligono cual-
quiera, y como caras laterales tridngulos con un vértice comun, que se denomina
vértice, cispide o apice de la pirdmide. La altura es el segmento de la perpendicu-
lar a la base trazada por el vértice de la pirdmide, que tiene por extremos el propio
vértice y la interseccion de esta perpendicular con el plano que contiene la base de
la piramide.

Si la base de la pirdmide es un poligono concavo o convexo la piramide se deno-
mina concava o convexa, respectivamente.

Si las caras laterales son triangulos is6sceles (pueden ser también equilateros), la
piramide se llama recta. En caso contrario, sera oblicua (figura 74).
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Figura 74. Representacion de una piramide cuadrangular recta (izquierda)
y de una oblicua (derecha)

Si la base de una piramide recta es un poligono regular, esta se denomina pirdmide
regular. El vértice de la piramide regular se proyecta sobre el centro de su base.

En una piramide regular todas las aristas laterales son de la misma longitud y las
caras laterales son triangulos isdsceles iguales. Las alturas de los tridngulos se

denominan apotemas de la pirdmide.

Segun las bases sean triangulos, cuadrilateros, pentagonos, etc., la pirdmide se
denomina triangular, cuadrangular, pentagonal...

Vemos en la figura 75 un ejemplo del desarrollo plano de una piramide regular
cuadrangular:

Figura 75. Representacion del desarrollo plano de una piramide cuadrangular

Por lo que respecta al area total de la piramide, hay que sumar el area de la base y
el area lateral (suma de las areas de las caras laterales).

En el caso del volumen de la pirdmide, habrd que multiplicar por ! el volumen

de un prisma que tenga su misma altura y cuyas bases sean poligonos iguales a la
base de la piramide.

Tronco de piramide

Cuando se trunca una pirdmide por un plano paralelo al de la base, el cuerpo com-
prendido entre los dos planos se denomina tronco de pirdmide (figura 76).
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Un tronco de piramide recta tiene dos bases que son poligonos semejantes (homo-
logos en una semejanza —véase 3.3.2.4—). La altura del tronco es el segmento de la
perpendicular a los planos que contienen las dos bases, comprendido entre estas.
Si la piramide es regular, el tronco de pirdmide correspondiente también se llama
regular. Las caras laterales son trapecios isdsceles iguales. La altura de cada uno
de ellos se denomina apotema del tronco de pirdmide.

Figura 76. Representacion de un tronco de piramide regular hexagonal

Por lo que respecta al 4rea total del tronco de pirdmide, hay que sumar las areas
de las bases y el area lateral (suma de las areas de las caras laterales). Si lo que se
quiere calcular es el volumen, se tienen que observar los datos proporcionados y, si
es necesario, se debera usar el teorema de Thales para obtener este volumen como
la diferencia entre el volumen de la pirdmide completa y el de la que se quita para
conseguir el tronco.

3.3.2.2. Cuerpos redondos

Son aquellos cuerpos geométricos limitados por superficies cerradas simples en
las que todas las caras sean superficies curvas y/o planas no poligonales.

Aunque existen muchos cuerpos de este tipo, nos interesaremos particularmente
por aquellos que derivan del circulo o que contienen circulos entre las superficies
que los delimitan.

Empezaremos hablando de los cuerpos de revolucion que son los s6lidos que re-
sultan al girar una figura plana alrededor de un eje, denominado eje de revolucion.
Dependiendo de como sea esta figura, se obtendran diferentes cuerpos. Estudiare-
mos a continuacion los mas representativos para el aula de primaria: el cilindro y
el cono rectos, y la esfera.

CILINDRO
Si se hace girar una recta denominada generatriz, alrededor de un eje paralelo a

ella, se genera una superficie infinita, en forma de tubo, que denominamos super-
ficie cilindrica circular recta.
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El cilindro circular recto, a partir de ahora cilindro recto, es el cuerpo geométrico
que se obtiene al hacer girar un rectangulo alrededor de uno de sus lados, o bien
el cuerpo que queda delimitado al cortar una superficie cilindrica por dos planos
paralelos entre si y perpendiculares al eje de revolucion. La interseccion de los
planos con la superficie cilindrica da lugar a dos circunferencias que determinan
dos circulos.

Estos dos circulos son las bases del cilindro y a la superficie cilindrica compren-
dida entre ellas se le llama superficie o cara lateral del cilindro. La altura, A, es el
segmento de la perpendicular a los planos que contienen las bases comprendido
entre estos, y el radio de las bases es el radio del cilindro, r.

De manera analoga a los poliedros, podemos obtener el desarrollo plano de un
cuerpo redondo. En la figura 77 se muestra un cilindro recto y su desarrollo plano:

Figura 77. Representacion de un cilindro recto y su desarrollo plano

Los célculos de las medidas de la superficie y el volumen de estos cuerpos se rea-
lizaran de acuerdo con las indicaciones que a continuacion se especifican.

Si lo que se desea es calcular el area total, habra que sumar el area lateral y el area
de las bases, segun las expresiones:

o Arealateral:2-m-r-h
« Areabases:2 -7 - r?

Si lo que se desea es calcular el volumen, habra que multiplicar el area de una base
por la altura; asi, la expresion sera: it - r?- h.

Cuando la generatriz del cilindro circular no es perpendicular a las bases, el cilin-
dro se llama oblicuo, como se muestra en la figura 78.

Figura 78. Representacion de un cilindro oblicuo

@ G. Lorenzo [ M. Alcalde / I. Pérez - ISBN: 978-84-16356-31-7 52 La geometria y la estadistica en el aula de primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia 109



Se puede extender la idea de cilindro, tanto recto como oblicuo, a otros cuerpos
redondos cuyas bases no son circulos, sino superficies planas que pueden estar
delimitadas por elipses u otro tipo de lineas curvas cerradas planas (figura 79).

Figura 79. Representacion de un cilindro eliptico

La superficie cilindrica también se puede entender como la superficie generada por
una recta que se desplaza paralela a si misma y tangente a una linea curva cerrada
que se denomina directriz.

ConNo

Si hacemos girar una recta, denominada generatriz, alrededor de un eje, al que
corta, se genera una superficie infinita, en forma de dos cucuruchos con el vértice
comun, que denominamos superficie conica.

Si hacemos girar un tridngulo rectdngulo alrededor de uno de sus catetos, obtene-
mos un cuerpo geométrico llamado cono circular recto, o simplemente, cono rec-
to. También podemos conseguir este cuerpo si consideramos el espacio que queda
delimitado al cortar la superficie conica anterior por su vértice y por un plano
perpendicular al eje de revolucion. La interseccion de este plano con la superficie
conica da lugar a una circunferencia que determina un circulo.

Este circulo es la base del cono y a la superficie conica comprendida entre ella y el
vértice se le llama superficie o cara lateral del cono. El segmento de la generatriz com-
prendido entre el vértice y la base es la generatriz del cono, g. La altura, A, es el seg-
mento de la perpendicular al plano que contiene la base del cono trazada por el vértice
y comprendido entre este y dicho plano. El radio de la base es el radio del cono, r. En
el caso de los conos rectos, la altura une el vértice con el centro del circulo de la base.

De manera andloga al cilindro, podemos obtener el desarrollo plano de un cono,
como se muestra en la figura 80:

Figura 80. Representacion de un cono circular recto y su desarrollo plano
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Los célculos de las medidas de la superficie y el volumen de estos cuerpos se rea-
lizan de acuerdo con las indicaciones que a continuacion se especifican.

Si se quiere calcular el 4rea total, habrd que sumar el area lateral y el area de la
base, seglin las expresiones:

* Arealateral: m-r-g
* Areabase: i - r?

Anélogamente al caso del volumen de la pirdmide, para calcular el de un cono se
. .. 1 - .
tiene que multiplicar por — el volumen de un cilindro que tenga la misma altura

que este y cuyas bases sean circulos iguales a la base del cono. Es decir: 1/3 * & -
r’- h.

Cuando el plano que contiene la base del cono circular no es perpendicular al eje
de revolucion, el cono se llama oblicuo (figura 81). En este caso, la altura del cono
no pasa por el centro de la base.

Figura 81. Representacion de un cono oblicuo

Se puede extender la idea de cono, tanto recto como oblicuo, a otros cuerpos re-
dondos cuya base no es un circulo, sino una superficie plana que puede estar deli-
mitada por elipses u otro tipo de lineas curvas cerradas planas.

La superficie conica también se puede entender como la superficie generada por
una recta que se desplaza manteniendo fijo uno de sus puntos y de manera tangente
a una linea curva cerrada que se denomina directriz.

TRONCO DE CONO

Si se corta un cono por un plano paralelo al que contiene a la base, el cuerpo geomé-
trico comprendido entre los dos planos, se denomina tronco de cono (figura 82).

El tronco de cono recto es un cuerpo de revolucion que se genera haciendo girar un
trapecio rectangulo alrededor del lado perpendicular a las bases. Tiene dos caras
basicas circulares y la altura es el segmento de la perpendicular a los planos que
contienen las bases comprendido entre estos. La generatriz, g, es el segmento que ha
generado la superficie lateral y, por tanto, es el lado del trapecio no perpendicular
a las bases.
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Figura 82. Representacion de un tronco de cono recto y su desarrollo plano

Para calcular el area total se tienen que sumar el area lateral y el area de las bases,
segun las expresiones:

* Arealateral: m-(r+r’)-g
« Area de las bases: m - r2+ 1 - (r)?

Si lo que se quiere calcular es el volumen, se tienen que observar los datos pro-
porcionados y, si es necesario, se debera usar el teorema de Thales para obtenerlo
como la diferencia entre el volumen del cono que se trunca y el del que se quita
para conseguir el tronco de cono.

ESFERA

La esfera se genera haciendo girar un semicirculo alrededor de un eje que contiene
al diametro que lo determina. También se podria definir como el lugar geométrico
de los puntos del espacio cuya distancia a un punto denominado centro es menor
o igual que un valor R llamado radio.

La superficie de la esfera, llamada superficie esférica, se genera al hacer girar una
semicircunferencia alrededor del diametro. Solo se puede desarrollar sobre el pla-
no aproximadamente, pero no de manera exacta. No obstante, se puede medir el
area mediante una formula sencilla: 4+ 7t - R~

Curiosamente, si imaginamos un cilindro que se ajusta por completo a la esfera,
el area lateral de este cilindro es 2nR - 2R =4 - 7w - R? y coincide con la expresion
anterior (figura 83).

e=rRe——r

2R

B R e T, o)

Figura 83. Representacion de una esfera ajustada por un cilindro circular recto
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Por lo que respecta al volumen, este coincide con las dos terceras partes del volu-
men del cilindro 2/3 - - R*- 2R=4/3 - - R®.

A continuacion se definen algunas figuras derivadas de la esfera y la superficie
esférica.

Llamamos casquete esférico (figura 84) a cada una de las dos partes de la superfi-
cie esférica que resultan de cortarla con un plano. Si lo que se corta es una esfera,
las dos partes resultantes se llaman segmentos esféricos de una base. Si el plano
secante pasa por el centro, obtendriamos respectivamente, dos semisuperficies es-
féricas o dos semiesferas.

Figura 84. Representacion de un casquete esférico

A la porcion de superficie esférica comprendida entre dos planos paralelos que
la cortan, se le llama zona esférica (figura 85). Si lo que se corta es una esfera, la
figura resultante se llama segmento esférico de dos bases.

Figura 85. Representacion de una zona esférica

Si se considera un angulo diedro, cuya arista contiene el diametro de la esfera, su
interseccion con la superficie esférica se llama huso esférico. La interseccion con
la esfera se llama cuna esférica (figura 86).

Figura 86. Representacion de una cufia esférica
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3.4. Transformaciones geomeétricas en el plano

Como ya se ha explicado en el punto 2.2, una transformacidon geométrica es una
aplicacion biyectiva del espacio en si mismo que a una figura geométrica le hace
corresponder otra. En este apartado se trabajaran algunas de las transformaciones
geométricas planas que se pueden definir. Concretamente se veran las isometrias y
las transformaciones equiformes en el plano.

3.4.1. Movimientos rigidos o isometrias

Un movimiento rigido o isometria es una transformacidén geométrica que conserva
las dimensiones de las figuras. Dicho de otra manera, es una transformacion que
cumple la siguiente condicion: la distancia entre los puntos de la figura original
es la misma que la que hay entre sus correspondientes homologos en la figura
transformada. Cuando dos figuras son homologas por una isometria se dice que
son congruentes.

3.4.1.1. Traslaciones

Una traslacion de vector v, T, es un movimiento rigido en el plano seglin el cual
todos sus puntos se desplazan siguiendo este vector, que se llama vector de tras-
lacion.

Para ver el comportamiento de estas transformaciones, trabajamos con el ejemplo

de la figura 87, en el que la traslacion esta determinado por el vector libre v=AA".

cl | | | ¢]

- 1 \;
AN 5 | AT B

= |

Figura 87. Representacion de dos triangulos homologos por una traslacion

En este caso 7.(4)=4'y la figura homodloga del triangulo ABC es el tridngulo
A’B’C’, es decir, T-(A ABC )= A A B'C'. Se puede comprobar también que
d(A4,C) =diA’,C°), d?A,B) =d(A’,B’) y d(B,C) =d(B’,C’), o lo que es lo mismo,
se conservan las distancias, por tanto, es una isometria.

Como se ve en la figura 87, el sentido de orientacion del plano que determinan
los puntos 4, B 'y C es el mismo que el determinado por sus respectivos homolo-
gos A’, B’y C’, es decir, la traslacion es una isometria que conserva el sentido de
orientacion del plano. Por esta razon las traslaciones se denominan movimientos
directos.

@ G. Lorenzo [ M. Alcalde | I. Pérez - ISBN: 978-84-16356-31-7 57  lageometriay la estadistica en el aula de primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia 109



Cuando el vector v = 0 la traslacion es la transformacion identidad, y entonces pa-
ra cualquier punto P del plano: T,(P)=P .

3.4.1.2. Giros o rotaciones

Un giro o rotacion de centro O y angulo a, G, , es un movimiento rigido en el
plano segtn el cual un punto cualquiera de este P distinto de O, se transforma en
otro punto P’ de manera que POP'= a, d(0,P)= d(0,P’) y el centro de giro O es
un punto fijo que se transforma en ¢l mismo: G, ,(0)=0.

El 4ngulo de giro viene determinado por su amplitud y un sentido de giro. Este
sentido sera negativo cuando coincida con el movimiento de las agujas del reloj y
positivo en caso contrario.

Para ver un ejemplo de giro, trabajamos con la figura 88, en la que el centro de giro
es el origen de coordenadas y el angulo de giro es o = + 90°.

A

»
»

Figura 88. Representacion de dos triangulos homologos por un giro

En este caso G, . (B)=B'y la figura homéloga del triangulo ABC es el triangulo
A’B’C’, es decir, G, 4. (AABC)=AA'B'C'. Se puede comprobar también que
d(4,C) =d(A’,C°), d(A,B) =d(A’,B’) y d(B,C) =d(B’,C’), lo que quiere decir que
se conservan las distancias, por tanto es una isometria.

Como se ve en la figura 88, el sentido de orientacion del plano que determinan los
puntos A, B 'y C es el mismo que el determinado por sus respectivos homologos
A’, B’y C’, es decir, el giro es una isometria que conserva el sentido de orientacion
del plano. Por esta razon los giros se denominan también movimientos directos.

Cuando el angulo es 0° el giro es la transformacion identidad, y para cualquier
punto P del plano: G, . (P) = P.

Y cuando el angulo es 180°, el giro se denomina simetria central: G, 4. = S,,.Un
ejemplo de estas transformaciones se ve en la figura 89, en la que O es el punto (0,+1).
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Figura 89. Representacion de dos triangulos homoélogos por una simetria central (giro de 180°)
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3.4.1.3. Simetrias axiales

Una simetria axial de eje e, S, es un movimiento rigido en el plano en el que un
punto de este P, exterior a larecta e, se transforma en otro punto P’ de manera que
la recta e es la mediatriz del segmento PP'y cualquier punto Q del eje de simetria
se transforma en él mismo, S, (Q) =0, es decir, el eje de simetria es homdlogo de
si mismo, S, (¢) =e.

Para ver un ejemplo de simetria axial, trabajamos con la figura 90, en la que el eje
de simetria es la recta vertical e.

Figura 90. Representacion de dos tridngulos homologos por una simetria axial

En este casoS,(A)=A'y la figura homéloga del triangulo ABC es el triangulo A’
B’C’, es decir, S, (A ABC) =AA'B'C'. Se puede comprobar que d(A4,C) =d(A4’,C’),
d(A,B) = d(A’,B’) y d(B,C) = d(B’,C’), o lo que es lo mismo, se conservan las
distancias, por lo tanto es una isometria.

Como se ve en la figura 90, el sentido de orientacion del plano que determinan los
puntos A, By C, es el contrario del determinado por sus respectivos homoélogos A°,
B’y C’. La simetria axial es, pues, un movimiento que cambia el sentido de orien-
tacion del plano. Por esta razon las simetrias axiales se denominan movimientos
inversos.

3.4.1.4. Composicion de movimientos en el plano

Si aplicamos sucesivamente dos movimientos a una figura geométrica plana ob-
tenemos como resultado una figura congruente con la primera. Diremos que estas
dos figuras son homodlogas mediante una composicion de movimientos. Intuitiva-
mente lo que se estd haciendo es desplazar y girar la figura original, o desplazarla
dos veces, o girarla y después desplazarla...

Cuando componemos dos simetrias axiales obtenemos como resultado traslacio-

nes o giros segun los ejes de las simetrias sean, respectivamente, paralelos o secan-
tes. Podemos observar estas composiciones en la figura 91.
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Figura 91. Representacion de dos composiciones de simetrias axiales:
ejes paralelos (izquierda) y ejes secantes (derecha)

En el caso de los ejes paralelos, el punto P se ha trasladado a P”°, de acuerdo con el
vector de traslacion PP", que viene determinado por su direccion, perpendicular a
los ejes de las simetrias, por su sentido, origen Py extremo P”, y por su mddulo

PP =2 d(r.5).

Si los ejes se cortan en el punto O formando un angulo agudo o, el punto P se ha
transformado en P”’, segun un giro de centro O y de angulo POP"=2 - q.

3.4.2. Transformaciones equiformes

Una transformacion geométrica equiforme es aquella que transforma una figura en
otra de la misma forma y dimensiones proporcionales a las de la original. Cuando
dos figuras son homologas por una transformacion equiforme se dice que son se-
mejantes.

3.4.2.1. Proporcionalidad de segmentos

Dados dos segmentos AB y CD, definimos razon entre ellos como la razén numé-
rica entre sus respectivas longitudes, calculadas respecto de una unidad de medida

comun. Es decir, £ = M .

CD d(C,D)

Si tenemos dos parejas de segmentos, AB y CD, PO y RS, diremos que son pro-
porcionales si las razones entre los segmentos de cada par son iguales, es decir,
% = % A este valor se le denomina razon de proporcionalidad entre los pares

de segmentos.
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3.4.2.2. Teorema de Tuales

Una aplicacion directa de la definicion de proporcionalidad entre segmentos que
acabamos de ver es el conocido teorema de Thales: «Si tres rectas paralelas a, b
y ¢ cortan a dos rectas secantes r y r’, los segmentos que se determinan en ellas
son proporcionales». Una representacion geométrica de este teorema se ofrece en
la figura 92.

Figura 92. Representacion geométrica del teorema de Tales

De la representacion anterior, se desprende la siguiente relacion entre las longitu-
des de los segmentos:

iB _BC AC

AIBI BIC‘ AIC‘

Este teorema es muy importante para trabajar la semejanza de figuras en general y
en particular la de tridngulos.

3.4.2.3. Homotecias

Una homotecia de centro O y razon k € R, H,, es una transformacion geométrica
en el plano en la que uno cualquiera de sus puntos P, distinto de O, se transforma

en otro punto P’, situado sobre la recta OP tal que OP'=k-OP y el punto O per-
manece fijo.

Como se observa en la figura 93, H,, (4) =A’y como k >0 el punto A’ pertenece
a la semirrecta OA. La figura homologa del pentdgono ABCDE es el pentagono
A’B’C’D’E’.

Figura 93. Representacion de dos pentagonos homoélogos por una homotecia de razon positiva
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Anélogamente, si k < 0 el punto 4’ pertenece a la semirrecta opuesta a OA, como
se observa en la figura 94.

Figura 94. Representacion de dos pentagonos homologos por una homotecia de razon negativa

Cabe resaltar que si |k | >1 las longitudes que se pueden medir en la figura homolo-
ga son proporcionalmente mayores que las correspondientes de la figura original;
es decir, la figura homoéloga es una ampliacion de la original.

Si0< |k| < 1las longitudes de la figura homologa son proporcionalmente menores
que las correspondientes de la figura original; es decir, la figura homologa es una
reduccion de la original.
En las figuras anteriores se puede ver una ampliacion, en el primer caso, y una
reduccion en el segundo.

3.4.2.4. Semejanzas

Una semejanza es una transformacioén geométrica en el plano que resulta de la
composicion de una homotecia y un movimiento rigido o al revés.

Como ya se ha comentado, dos figuras son semejantes cuando tienen la misma for-
may las dimensiones de los segmentos homologos son proporcionales (figura 95).

Figura 95. Representacion de dos tridngulos semejantes
De esta definicion se deduce que cualquier homotecia es una semejanza en la que
el movimiento rigido utilizado en la composicion de transformaciones es la iden-

tidad.

Del mismo modo se puede deducir también que un movimiento es una semejanza
cuya homotecia es de razon +1.
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3.5. Transformaciones geométricas en el espacio

Todas las transformaciones vistas en el plano tienen sus correspondientes en el
espacio.

La definicién de traslacion espacial es idéntica a la que se ha dado para el caso del
plano, teniendo en cuenta que las figuras y los vectores son tridimensionales.

La definicion de giro en el espacio es analoga a la de giro en el plano, con la dife-
rencia que, en el espacio, se gira alrededor de un eje que se mantiene fijo, en lugar
de girar alrededor de un punto.

Una simetria axial en el espacio es un giro espacial cuyo eje es el de la simetria y
la amplitud del angulo de giro es de 180°.

La definicidon de homotecia espacial es analoga a la que se ha dado para el caso del
plano, teniendo en cuenta que las figuras son tridimensionales.

La definicidon de semejanza espacial es idéntica a la que se ha dado para el caso del
plano, teniendo también en cuenta que las figuras son tridimensionales.

Como la simetria especular en el espacio es una transformacion que no procede
de la generalizacion al mismo de ninguna transformacion plana, vamos a tratarla de
manera mas detallada.

3.5.1. Simetria especular

Una simetria especular respecto del plano , S, es una transformacion geométri-
ca en el espacio segin la cual un punto de este, 4, exterior al plano m, se transfor-
ma en otro punto A’ de manera que  es el plano «mediatrizy» del segmento AA'y
cualquier punto Q del plano de simetria se transforma en él mismo, S, (Q) =0;es

decir, el plano de simetria es homoélogo de si mismo, S, (Jr) =7 . Un ejemplo de
simetria especular lo encontramos en la figura 96.

Figura 96. Representacion de dos prismas triangulares homologos por una simetria especular
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4. Capacidades a desarrollar en el aula
de primaria

4.1. Listado de capacidades

El trabajo en educacion primaria, referente al bloque de geometria, tiene como
objetivo contribuir a desarrollar en el alumnado las capacidades que se expresan
en la siguiente lista, cuya finalidad es favorecer la adquisicion de la competencia
matematica de los nifios y las nifias y servir de ayuda para el resto de competencias
de esta etapa educativa.

1. Aplicar las nociones de orientacion espacial a la situacion del propio cuerpo
y de los objetos.

2. Recorrer, organizar y dibujar trayectos y laberintos, usando el vocabulario
adecuado. Interpretar y representar croquis y planos sencillos. Escalas.

3. Reconocer y reproducir el orden espacial: lineal y ciclico.

4. Adquirir intuitivamente las nociones de punto, linea, superficie y espacio y
reconocerlas en su entorno.

5. Lineas y superficies abiertas y cerradas. Profundizar en las nociones «den-
tro» y «fueray, relacionandolas con los conceptos de frontera y region.

6. Lineas rectas y curvas. Posiciones de la linea recta. Paralelismo y perpendi-
cularidad de rectas.

7. Distinguir y construir superficies planas y curvas.

8. Identificar, construir y dibujar angulos en el plano. Clasificacion y posicio-
nes de los angulos.

9. Localizacidn de puntos en el plano utilizando coordenadas cartesianas. Pun-
tos cardinales y referencias en mapas.

10. Distinguir, construir y representar lineas poligonales abiertas y cerradas.

11. Identificar, describir, construir y dibujar poligonos. Reconocer sus elemen-
tos basicos: lados, vértices, bases, diagonales, angulos. Clasificar poligonos.

12. Clasificaciones de triangulos y cuadrilateros.

13. Relaciones entre los lados y entre los angulos de un tridngulo.

14. Identificar, describir, construir y dibujar circunferencias y circulos. Recono-
cer sus elementos basicos: centro, radio, diametro.

15. Posiciones relativas de circunferencias y circulos con rectas: tangente, se-
cante, cuerda, arco y sector circular.

16. Medida del contorno y de la superficie de figuras geométricas planas: peri-
metro y area.

17. Identificar, describir y construir poliedros y cuerpos redondos. Reconocer
sus elementos basicos: aristas, vértices, bases, caras laterales. Clasificar
cuerpos geometricos.

18. Componer y descomponer figuras planas y cuerpos geométricos. Completar
rompecabezas, puzles, mosaicos, maquetas...

19. Adquirir nociones de transformaciones geométricas: simetrias, giros, trasla-
ciones, semejanzas. Identificarlas en el entorno familiar y en la naturaleza.
Componer y dibujar figuras simétricas.
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4.2. Desarrollo de las capacidades

El objetivo de este apartado es trabajar algunos de los contenidos geométricos pre-
sentados en la parte tedrica, de manera que los nifios y las nifias puedan asimilarlos
naturalmente, identificandolos y reconociéndolos a partir de su observacion en la
realidad y de su manipulacién, construccion y representacion.

Como criterio general, con el trabajo se perseguira que el alumnado pueda verba-
lizar e intercambiar informacidn sobre todos estos conceptos, asi como utilizar un
vocabulario claro y preciso que determine inequivocamente cada uno de los obje-
tos matematicos estudiados. Se considera también como referente los niveles y las
fases de aprendizaje del modelo de Van Hiele (Van Hiele, 1957; 1986).

1. Aplicar las nociones de orientacion espacial a la situacion del propio cuerpo
y de los objetos

Esta capacidad se considera el primer paso para conocer el espacio y relacionarse
con ¢l. Se pretende encontrar respuestas a las siguientes preguntas que la realidad
nos plantea: ;donde nos encontramos? ;donde se encuentran los otros elementos
en el espacio?

Se hace necesario, por lo tanto, conocer las diferentes posiciones espaciales que
puede ocupar cualquier persona u objeto en un contexto determinado. Insistiremos
en los tres niveles de dificultad trabajados en educacion infantil:

1. El punto de referencia es el propio cuerpo del nifio y se observan posicio-
nes espaciales de otros nifios o de objetos respecto de ¢l: «El juguete esta
lejos de ti».

2. El punto de referencia es un elemento ajeno al nifio y se observan posi-
ciones espaciales del nifio respecto de algunos objetos: «Ponte al lado de
la puertay.

3. El punto de referencia es de nuevo un elemento ajeno al niflo, y ahora
se observan posiciones espaciales de otros elementos también ajenos al
nino: «Deja la mochila encima de la mesay.

En 1.° de primaria, se repasaran los dos primeros niveles de dificultad y se prestara
mas atenciodn al tercero, haciendo referencia a las siguientes nociones de orienta-
cion espacial:

e Delante/detras

* Arriba/abajo

* Izquierda/derecha

* Cerca/lejos

* Junto/separado

» Estar entre

* Estar alrededor de

» Estar frente a o enfrente de
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El trabajo se realizard con movimientos y escenificaciones, verbalmente y con
representaciones graficas.

Insistiremos especialmente en las nociones de lateralidad (izquierda y derecha)
con la finalidad de conseguir su dominio a lo largo de los dos primeros cursos.
Se tendrda muy presente la gran dificultad que para el nifio o la nifia representa la
identificacion de la lateralidad de otras personas, cuando estas no tienen la misma
orientacion en el espacio que €l o ella.

La dificultad aumenta cuando se trata de reconocer la lateralidad de algunos obje-
tos inanimados, sobre todo de aquellos cuya lateralidad no viene dada claramente
por su forma, por ejemplo: «Ponte a la derecha de la pelotay». En general, la latera-
lidad del objeto se construye a partir de la del nifio/a, por lo que es imprescindible
que esta esté bien construida (para que el nifio/a esté a la derecha de la pelota, esta
debera estar situada a la izquierda del nifio/a).

En 3. curso de primaria el alumnado debe dominar las mencionadas nociones de
orientacion espacial y sus combinaciones con seguridad, para ser capaces de loca-
lizar de manera precisa todos los elementos del espacio.

2. Recorrer, organizar y dibujar trayectos y laberintos usando el vocabulario
adecuado. Interpretar y representar croquis y planos sencillos. Escalas

En esta capacidad se amplia el conocimiento de la orientacion espacial estatica
trabajada en la anterior, con el de la orientacion espacial dinamica que considera
las diferentes posibilidades de movimiento en el espacio.

Empezaremos revisando los contenidos de educacion infantil relativos a los con-
ceptos de trayectos y laberintos, de acuerdo con las siguientes aproximaciones
intuitivas: entenderemos como trayecto, recorrido o itinerario un camino que se
puede recorrer desde un punto inicial a uno final sin necesidad de retroceder en
ninglin momento, y como laberinto el recorrido en el que se pueden encontrar
obstaculos que nos obligan a retroceder y buscar un tramo del camino alternativo.
Podriamos considerar el trabajo con laberintos como una manera de aplicar las
posibilidades de movimiento por el espacio que se aprenden con el trabajo de tra-
yectos o recorridos.

Se continua ampliando el conocimiento de los nifios y las nifias con los contenidos
especificos de educacion primaria: croquis, planos, mapas y el concepto de escala.
Consideraremos un croquis como un disefio hecho sin precision ni detalle que el
individuo debe realizar para ofrecer una informacion aproximada referente a un
trayecto, paisaje, terreno u objeto.

Cuando se quiere precisar la informacion, aparece el concepto de escala. Es la
expresion numérica de una proporcion que nos permite representar en un mapa,
plano o maqueta, las distancias y dimensiones de los trayectos, terrenos, edificios,
maquinas u objetos originales con total precision.
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Por mapa se entiende la representacion geografica de la Tierra o parte de ella en una
superficie plana, y por plano se considera la representacion esquematica, también en
una superficie plana, de un terreno, poblacion, maquina, construccion, etc.

En 1.y 2.° curso de primaria se retoma lo que se ha visto en infantil. Es importante
no tan solo que deban recorrer caminos y laberintos, sino también que los constru-
yan. Es necesario que sean capaces de interpretar itinerarios y de utilizar vocabula-
rio geométrico para describirlos. Ademas, también es importante que interpreten,
describan y elaboren croquis. Hay muchas actividades a realizar, hemos de intentar
que combinen el aspecto ludico del trabajo con el objetivo que se quiere conseguir.

Se pueden organizar recorridos y laberintos dentro del aula, en el edificio del co-
legio o en el patio, en el barrio o en el pueblo, integrados en algin proyecto glo-
balizado o en alguna salida relacionada con el trabajo del aula. En el caso de los
recorridos hay diferentes maneras de trabajar:

1. Recorrer un camino real sin tomar nota de lo recorrido, simplemente se-
nalizando con cuerdas o lineas el trayecto por donde se pasa y verbalizan-
do los diferentes movimientos y cambios de direccion.

2. Completar la actividad anterior con la representacion gréafica del recorri-
do en el plano de manera simultanea al desplazamiento.

3. Recorrer un camino a partir de las indicaciones verbales o escritas (plano)
que han sido proporcionadas por el maestro u otro grupo de compaieros.

4. Recorrer un camino en la realidad y, después de realizar la actividad,
sefialar el trayecto sobre el plano correspondiente verbalizando los dife-
rentes movimientos realizados.

5. Recorrer un camino en la realidad y, después de realizar la actividad, repre-
sentar el trayecto o recorrido sobre papel en blanco, elaborando el croquis
correspondiente y verbalizando los diferentes movimientos realizados.

En el caso de los laberintos, encontramos:

1. Recorrer un laberinto real, hecho en clase por la maestra, con mesas y
sillas, con cajas vacias (por ejemplo, de electrodomésticos), etc.

2. Completar la actividad anterior con la representacion grafica del laberinto
en el plano de manera simultanea al desplazamiento.

3. Recorrer un laberinto en la realidad y, después de realizar la actividad,
sefialar el recorrido seguido sobre el esquema del laberinto verbalizando
los diferentes movimientos realizados.

4. A partir de un laberinto representado graficamente, marcar en €l el cami-
no adecuado para llegar del punto de salida al punto de llegada, verbali-
zando los diferentes movimientos realizados.

También es necesario que el alumnado pueda llegar a construir sus propios labe-
rintos (tanto en la realidad como graficamente), por ejemplo por grupos, para ser
resueltos individualmente o por otro grupo. Esto los motivara a hacerlos compli-
cados, como minimo que cuesten de recorrer, y conseguiremos que se involucren
mas en las actividades.
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Un material didactico que nos puede ayudar a desarrollar este trabajo es el geo-
plano. Consiste en una superficie plana cuadrada y rigida en la que hay una red de
pivotes en los que se pueden enganchar gomas elasticas para representar diferentes
figuras geométricas planas. Segln la disposicion de los pivotes los geoplanos
pueden ser de malla cuadrada (los pivotes ocupan vértices de cuadrados iguales),
de malla triangular (los pivotes ocupan vértices de triangulos equildteros igua-
les) y de malla circular (los pivotes ocupan puntos de una o de varias circunfe-
rencias concéntricas) (figura 97).

Figura 97. Representacion de tres geoplanos: malla cuadrada (izquierda), malla triangular
(centro) y malla circular (derecha)

Utilizando este material, el alumnado puede construir diferentes trayectos y labe-
rintos con los elésticos y posteriormente recorrerlos con el dedo.

Durante los cursos siguientes se reproducen actividades semejantes a las anterio-
res, con un mayor grado de dificultad en la interpretacion y elaboracion de mapas,
planos y croquis.

En 6.° curso de primaria, y una vez trabajadas la proporcionalidad directa y la regla
de tres en el bloque de nimeros y operaciones, se podra hacer uso de estos con-
ceptos para construir el de escala y utilizarlo para mejorar el trabajo con croquis,
planos y mapas con mas precision que en los cursos anteriores.

Para transformar una figura de dos dimensiones en otra también de dos, iniciare-
mos el trabajo con escalas de una manera muy sencilla, por ejemplo a partir de
algunas situaciones de transformar determinadas representaciones graficas en su
doble, mitad, triple, tercio, etc. (ampliar un dibujo de una revista para hacer un
mural, reducir un dibujo de un cartel para ponerlo en el cuaderno, etc.).

Continuaremos este trabajo plantedndoles otras situaciones problematicas reales
con escalas de mayor dificultad; por ejemplo, la distribucion de un mobiliario en
el plano de una vivienda (escala 1:100 o 1:50), el calculo de la longitud de un re-
corrido a partir de un plano de la ciudad o de un mapa de carreteras...

Por tltimo, y para relacionar los objetos de tres dimensiones con su representacion
plana, podemos desarrollar actividades en las que los nifios intenten dibujar a es-
cala algunos objetos reales sencillos: la mesa de estudio, la papelera, un armario
de clase...
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3. Reconocer y reproducir el orden espacial: lineal y ciclico

Estos conceptos se han iniciado en educacion infantil y se refieren al reconoci-
miento y reproduccion del orden espacial de puntos, que complementan, en 1.«
curso de primaria la idea de localizacion en el espacio, que se trabaja en otras
capacidades.

En este sentido, es preciso recordar que el orden lineal se refiere a puntos situados
sobre una linea abierta, y el orden ciclico, sobre una cerrada.

El trabajo consistira en reproducir este orden, pero en situaciones diferentes, para
hacerlos conscientes de lo que representa ordenar en el espacio. Podemos rela-
cionar estas actividades con las transformaciones topologicas que, a pesar de las
deformaciones producidas, mantienen el orden de los puntos.

Se repasa el trabajo realizado en educacion infantil con las situaciones mas senci-
llas de orden lineal y ciclico, y se completan estos conceptos con cuestiones mas
especificas de educacion primaria.

Asi, se prestard una atencion especial al orden lineal en direcciones perpendi-
culares, a las transformaciones de orden lineal en ciclico y viceversa, y al orden
inverso tanto lineal como ciclico.

Trabajaremos actividades en las que el alumnado tenga que reproducir el orden
marcado en una linea horizontal sobre otra linea vertical, y al revés. En cualquiera
de los casos es importante que los nifios y las nifias decidan el primer y Gltimo
elementos para reproducir la ordenacion adecuadamente. Por ejemplo, al aula han
llegado paquetes de cartulinas de colores, debemos organizarlas en una estanteria
vertical siguiendo el mismo orden de colores que las pastillas de plastilina que hay
en otra estanteria horizontal.

Cuando se trata de transformar los tipos de orden, hay que reproducir el orden de
una linea cerrada en otra abierta y al revés. Serd necesario decidir el primer ele-
mento y el sentido del orden para los puntos que se sitlian en la linea cerrada. Un
ejemplo de transformacion del orden ciclico en lineal seria la elaboracion de un
collar con bolas de colores que se deben enhebrar en un cordén siguiendo el mo-
delo cerrado propuesto. Para transformar un orden lineal en otro ciclico podemos
pedir a un nifio que ponga alrededor de una mesa los nombres ordenados de sus
compafieros que se encuentran en una fila.

Del mismo modo, se puede trabajar la inversion del orden tanto en el caso lineal
como en el ciclico. Deben reproducir el orden de los puntos pero en sentido inver-
so, lo que les obliga a modificar las posiciones primera y tltima y las relaciones
espaciales que se establecen entre los puntos.

Se considera finalizado el trabajo de esta capacidad en 1.° de primaria. Solo si se
detecta que es necesario se repasara al comienzo del curso siguiente.
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4. Adquirir intuitivamente las nociones de punto, linea, superficie y espacio, y
reconocerlas en su entorno

En educacion infantil se inicid la diferenciacion entre los elementos geométricos
punto, linea, superficie y espacio, a partir del contacto directo de los nifios y las
nifias con sus aproximaciones reales y de la reflexion sobre las posibilidades de
estas experiencias.

En educacion primaria, y dada la importancia que tienen las mencionadas nocio-
nes para la construccion de todos los demds conceptos geométricos, se reanuda el
contacto con ellas para adquirirlas mas matematicamente.

En este sentido, es importante que los y las docentes tengan clara la diferencia
entre las dimensiones de los elementos geométricos que estamos estudiando. La
abstraccion que exige entender estas cuestiones no es adecuada para el alumnado
de primaria, pero conocerlas ayudara a los maestros a medir la dificultad que pre-
sentan. Matematicamente un punto tiene dimension 0, una linea tiene dimension
1, una superficie 2 y el espacio, dimension 3.

La percepcion de los nifios y las nifias de educacion infantil y primaria es global,
por tanto empezaremos aproximandonos al espacio y a los cuerpos o solidos que
ocupan partes de €1, posteriormente a las superficies y, por Ultimo, a las lineas y
los puntos. Hay que orientar al alumnado hacia la intuicion de estas abstracciones
a través de objetos de la realidad, para saber distinguir un cuerpo de una superficie
o de una linea.

Se inicia esta capacidad en primer curso de primaria, pero no se desarrolla pun-
tualmente en él. Se retoma por medio del trabajo geométrico realizado en el resto
de capacidades que se hace durante toda la etapa, gracias al cual se refuerza la con-
ceptualizacion matematica de las nociones que nos ocupan. Asi, se podra hablar
de partes de espacio ocupado, superficies, lineas y puntos, al trabajar diferentes
cuerpos geométricos y figuras planas (caras, aristas, lados, vértices...).

Para interiorizar estas nociones geométricas se hace necesario representarlas, te-
niendo en cuenta las restricciones mencionadas en el punto 2.1, respecto a las
figuras de 1 y 2 dimensiones.

5. Lineas y superficies abiertas y cerradas. Profundizar en las nociones «dentroy
v «fueray relacionandolas con los conceptos de frontera y region

Intuitivamente, en educacion infantil, se han trabajado los conceptos de abierto
y cerrado, aplicados a lineas y superficies, y se han relacionado con la existencia
o no de extremos perfectamente determinados en las figuras (abiertas, cuerda y
cara de una hoja; cerradas, borde de un aro, superficie exterior de una pelota, por
ejemplo).
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Asociados a ellos se deben experimentar los de dentro y fuera en situaciones que
lo permitan: linea cerrada de un dibujo, caja abierta, habitacion cerrada...; pintar
dentro de la linea del dibujo, encontrarse dentro o fuera de una caja, del aula, del
edificio del colegio...

Todos estos conceptos estan relacionados con las transformaciones topoldgicas
que deforman los objetos sin romperlos, conservando por tanto las nociones de
abierto y cerrado y las de region interior y region exterior. Se hace necesario hablar
del concepto de frontera como un conjunto de puntos que separa en dos regiones
claramente diferenciadas (interior y exterior) una linea, una superficie o el espacio
y que es necesario atravesar para ir de una region a la otra.

Sin embargo, evidentemente, la definicion anterior va irremediablemente unida
al elemento geométrico del que sea frontera; por eso, si estamos hablando del
espacio, la frontera serd una superficie cerrada (una caja tapada, un armario cerra-
do...). En el caso de las superficies, la frontera vendra determinada por una linea
cerrada (la circunferencia del circulo central de un campo de fltbol, un diagrama
de Venn, etc.). Podemos encontrar superficies en las que algunas lineas cerradas
no sean frontera. Por ejemplo, en la superficie de un flotador o de la cdmara de un
neumatico, que matematicamente se llaman superficies toroidales y no son objeto
de estudio en esta etapa, cada una de las lineas representadas en la figura 98 no
forma frontera por ella misma.

Figura 98. Representacion de una superficie toroidal

Por ultimo, cuando se trate de lineas (figura 99), la frontera vendra determinada
por un punto, en el caso de las abiertas y por dos puntos no consecutivos, en el de
las cerradas (establecer dos tramos en las bolas de un collar abierto o cerrado, etc.).
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Figura 99. Representacion de fronteras en dos lineas: abierta (izquierda) y cerrada (derecha)
En 1. curso de primaria se reanudan las actividades realizadas en educacion infantil,

relacionadas con estos conceptos. Asi, los nifios y las nifias continuaran reconocien-
do diferentes superficies abiertas y cerradas y se situaran dentro o fuera de ellas
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perfeccionando el vocabulario referente a estas posiciones espaciales. Ademas, se
insistira en situaciones en las que exista mas de una frontera con la intencion de
que puedan reconocer relaciones espaciales con mas de un referente (fuera de la
caja pero dentro del aula, dentro del colegio pero fuera del comedor, etc.).

El trabajo se continua con fronteras en superficies, que trabajaremos directamente
con actividades sobre estas (colorear un dibujo hecho sin salirse del borde, dibujar
elementos dentro del diagrama de un conjunto...) o realizando representaciones en
el papel de posiciones reales de diferentes elementos en el espacio (por ejemplo,
dibujar sus posiciones o las de determinados objetos respecto de algunas fronteras
en un plano del colegio...).

Con ejemplos analogos al del establecimiento de tramos en un collar, se puede
trabajar el concepto de frontera tanto en lineas abiertas, como en cerradas (deter-
minar dos tramos en una fila o en un corro de personas...).

Con el trabajo desarrollado en este curso, el alumnado debe dominar los conceptos
de interior y exterior, dentro y fuera, frontera y region, que se utilizaran en el resto de
cursos sin necesidad de volver a trabajarlos de manera especifica.

6. Lineas rectas y curvas. Posiciones de la linea recta. Paralelismo
y perpendicularidad de rectas

En educacion infantil los nifios y las nifas ya distinguen entre una linea recta y
una curva a partir de su propio movimiento y también por la vista y el tacto. Esta
distincion es intuitiva y no hay muchos problemas para llegar a reconocer qué es
recto y qué no lo es.

En 1. curso de primaria debemos profundizar un poco maés en todo esto y re-
flexionar sobre el hecho de que una serie de pasos encima de una linea recta o
unas cuantas regletas colocadas en fila indican alineacién en una Unica direccion.
Cuando las actividades se relacionan con lineas curvas, las reflexiones nos condu-
cen a concluir que la direccién no se mantiene constante a lo largo de toda la linea.

De manera simultanea al trabajo con actividades en la realidad, hay que repre-
sentar con lapiz y papel estas lineas. Asi, deberan descubrir que para dibujar las
rectas tienen que ayudarse de alglin instrumento (por ejemplo, una regla) que les
permita construir la linea correctamente. Si lo que quieren es representarla en un lu-
gar concreto de la hoja, previamente habra que indicar por donde debe pasar la linea
recta marcando dos puntos en el papel, sobre los que podremos colocar una regla y
dibujarla. Evidentemente, nunca podremos representar la infinitud de una recta; por
lo tanto, seran segmentos lo que realmente plasmemos en los dibujos.

Si queremos representar lineas curvas, las posibilidades se multiplican, dada la
gran cantidad de tipos diferentes de estas lineas que existe.

En educacion infantil se han trabajado las posiciones de la linea recta: vertical, ho-
rizontal y oblicua (inclinada) a partir de las posiciones del cuerpo del alumnado y
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de algunos otros referentes (por ejemplo, persona de pie, arbol, persona acostada,
horizonte, perfil de una escalera o tobogan, respectivamente). En 1.° de primaria
hay que revisar estos conceptos y relacionarlos con las direcciones espaciales de-
terminadas por de arriba a abajo para la vertical, de izquierda a derecha para la
horizontal y marcar la diferencia con cualquier otra direccion que, genéricamente,
se denominara oblicua.

Se completard el trabajo con su reconocimiento en objetos reales y la representa-
cion de algunas lineas especiales, asi como el dominio del vocabulario asociado a

ellas. Asi trabajaremos:

» Linea quebrada: formada por segmentos de recta concatenados no consecu-
tivos. Pueden ser abiertas o cerradas como puede verse en la figura 100.

N <>

Figura 100. Representacion de dos lineas quebradas: abierta (izquierda) y cerrada (derecha)

» Linea mixta: formada por segmentos de recta y de curva que se unen por uno
de sus extremos. Pueden ser abiertas o cerradas como se ve en la figura 101.

i

Figura 101. Representacion de dos lineas mixtas: abierta (izquierda) y cerrada (derecha)

* Linea espiral: linea curva descrita por un punto que gira alrededor de otro
punto o de un eje del que se aleja continua y uniformemente, como se mues-
tra en la figura 102.

Figura 102. Representacion de una linea espiral

Para completar el conocimiento de la linea recta y de sus posiciones individuales,
en 3. y 4.° curso de primaria, debemos trabajar también las posiciones relativas de
mas de una recta situadas en el mismo plano (coplanarias), a partir de la observacion
de referentes reales y/o gréaficos y de la reflexion sobre ellos (lados paralelos o no
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de una mesa o de un folio, orillas de una carretera, railes del ferrocarril, cruces de
algunas calles...). Asi, diremos que dos rectas son paralelas, cuando no tienen nin-
gun punto en comun y que son secantes cuando se cortan en un punto.

Una vez trabajados los angulos y diferenciados los rectos de los que no lo son,
introduciremos el concepto de rectas perpendiculares como aquellas que se cortan
formando angulos rectos y oblicuas como las que se cortan formando angulos que
no son rectos.

El concepto de paralelismo resulta complicado para los nifios y las nifas, ya que
estd asociado al concepto de infinito y exige siempre que piensen en la prolonga-
cion de las lineas que estan observando y aventuren si se cortaran o no mas alla de
lo que se ve, por no poderse representar nunca la linea completamente.

Las actividades especificas para trabajar todos estos conceptos (reproducir y clasi-
ficar figuras planas, dibujar y construir maquetas, reproducir planos, recorrer dife-
rentes itinerarios, representar trayectos...) pueden encontrarse inmersas en otras ya
descritas o que se describiran posteriormente. En ellas se debe insistir en la verba-
lizacion correcta de los mencionados términos y en el trabajo con lapiz y papel, asi
como con programas informaticos de geometria dindmica, que ayudaran a fijarlos.
En 5. °y 6.° curso de primaria se completa el conocimiento de las lineas rectas
paralelas y perpendiculares con la utilizacion de instrumentos de dibujo para cons-
truirlas correctamente. En la figura 103 se ven ejemplos de procesos respectivos de
construccidn de estas rectas con la ayuda de la escuadra y el cartabon.

1 2

A

\

Figura 103. Representacion de un proceso para dibujar paralelas y de otro para perpendiculares

Un caso particular del trazado de lineas rectas perpendiculares es la construccion
de la mediatriz de un segmento (véase 3.1.1), encontrando su punto medio con una
regla y trazando la perpendicular con la escuadra y el cartabon.

Con un compas y una regla también podemos construir la mediatriz, haciendo
centro en los extremos del segmento y dibujando dos arcos de circunferencia con
el mismo radio (mayor que la mitad del segmento), que se cortan en dos puntos.
La recta que une estos dos puntos es la mediatriz del segmento, como se observa
en la figura 104.
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Figura 104. Representacion de un proceso para dibujar perpendiculares

7. Distinguir y construir superficies planas y curvas

Esta capacidad se ha trabajado en educacion infantil de manera muy intuitiva,
pasando la mano sobre los dos tipos de superficies y observando las diferencias de
contacto con ellas.

En 1.=y 2.° curso de primaria se ha de continuar el refuerzo de estas ideas y se
debe llegar a la abstraccion matematica de las diferencias anteriores a partir de la
posibilidad o imposibilidad de dibujar lineas rectas en cualquier direccion sobre
las superficies planas o curvas, respectivamente.

Todo ello se realizara de manera manipulativa, reconociéndolas a su alrededor a
partir de la observacion de objetos reales (superficies de una pizarra, de un bote de
refresco, de la parte superior de una mesa, de un vaso o botella, de cajas, de un ba-
l6n...) y construyéndolas con diferentes materiales (papel, carton, cartulina, tela,
arcilla, plastilina, etc.) asociando esta tarea a la confeccion de objetos, maquetas
y construcciones. También se representaran graficamente, cuando sea necesario,
dentro de las posibilidades de los nifios y las nifias de estos cursos.

8. Identificar, construir y dibujar angulos en el plano. Clasificacion y posiciones
de los angulos

En educacioén infantil y en 1.y 2.° curso de primaria, cuando se trabajan experien-
cias de exploracion del espacio y de conocimiento de figuras planas, los nifios y
las nifias han tomado contacto con los dngulos y han utilizado este concepto para
referirse a esquinas o puntas (vértices) de los cuerpos y de las figuras planas.

A partir de 3. de primaria podemos partir de algunos trabajos con rectas secantes
para fijar la atencion del alumnado en las cuatro regiones que se determinan en el
plano siempre que se cortan dos rectas. Algunas situaciones de este tipo pueden
estar relacionadas, por ejemplo, con la representacion esquematica de dos caminos
que cruzan un parque cortdndose en su punto central, con la representacion grafica
de itinerarios coincidentes en algiin punto o de las lineas divisorias de un campo de
deportes o del plano de un edificio...

En el proceso de identificar y diferenciar estas regiones aparece un nuevo concep-

to denominado angulo que, como se definia en el punto 3.2.1 de este tema, coin-
cidira con cada una de las regiones, incluyendo las semirrectas que la determinan.
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Analogamente a lo que ocurre con las rectas y las semirrectas, el concepto de an-
gulo también lleva implicito el de infinito. Ello provoca que sea imposible repre-
sentar un angulo realmente y que haya que trabajar con la superficie limitada del
papel, la pizarra o las pantallas de los dispositivos electronicos.

Como las regiones seran diferentes en cada una de las situaciones, apareceran
distintos tipos de angulos y, por tanto, habra que definirlos y clasificarlos como
rectos, agudos, obtusos, llanos, concavos y completos, como se ha hecho en el
mencionado punto 3.2.1.

Para trabajar con el alumnado estas definiciones y sus diferencias se pueden obser-
var los distintos dngulos que forman los brazos con el tronco del cuerpo, las pier-
nas, las agujas de un reloj, una tijera abierta, las varillas de un abanico... Podemos
ayudar a los nifios y las nifias a estudiar los tipos de dngulos utilizando actividades
de construccion (con cuerdas, con plegado de papel...) y de su representacion en
un geoplano o por medio de programas informaticos de geometria, que posibilitan
la visualizacion de diferentes conceptos (dngulos, paralelismo, etc.) sin necesidad
de dibujarlos, que a esas edades es una dificultad anadida. En todas estas activida-
des hay que insistir en que el angulo es la porcion de la superficie limitada por los
lados, y no solo esas dos semirrectas.

Algunos de los mencionados ejemplos se pueden ver en la figura 105.

Figura 105. Representacion de visualizaciones de angulos en objetos reales

Ademas, hemos de trabajar los angulos en las actividades de disefio y construccion
de maquetas y figuras planas que se desarrollaran también en la capacidad 18.
Todas estas actividades se completaran con la utilizacién correcta del vocabulario
asociado por parte de los nifios.

De la misma manera que se estudian las posiciones de dos rectas, a partir de 5.°
habré que prestar atencion también a las posiciones de dos angulos y encontrar
angulos consecutivos, adyacentes u opuestos por el vértice. Asi, diremos que dos an-
gulos son consecutivos cuando tienen el vértice y un lado comun y los otros dos
lados estan en distinta region del plano con respecto a la recta del mencionado
lado comun; diremos que son adyacentes cuando son consecutivos y los lados no
comunes pertenecen a la misma recta, y que son opuestos por el vértice cuando
tienen este punto en comun y los lados de un angulo son semirrectas opuestas a los
lados del otro (figura 106).
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Figura 106. Representacion de los lados de dos angulos consecutivos (izquierda),
adyacentes (centro) y opuestos por el vértice (derecha)

Podemos encontrar contextos concretos en los que el alumnado de primaria visua-
lice estos tipos de dngulos en el trabajo de construccion de cenefas y mosaicos, y
en la observacion de los planos de algunas viviendas. En la figura 107 se muestran
algunos ejemplos.

Figura 107. Representacion de ejemplos reales de angulos consecutivos,
adyacentes y opuestos por el vértice

A partir de 5.° de primaria se completan todos estos conceptos y se asocian los
diferentes tipos de angulos con su amplitud angular, cuyas mediciones y unidades
se habran estudiado en el bloque de contenidos de medida.

De nuevo hemos de volver a reflexionar sobre la idea de &ngulo como una super-
ficie y no como las dos semirrectas que lo limitan.

Hacia el final de la etapa se puede introducir el concepto de bisectriz de un angulo
(véase 3.2.1) y construirla por medio de diferentes procedimientos.

Uno muy elemental consiste en plegar un papel en el que se ha dibujado un angu-
lo haciendo coincidir sus lados y obteniendo asi un eje de simetria plana (véase
3.4.1.3) de la figura, que es la bisectriz del angulo.

Otro utiliza un semicirculo graduado. Con este instrumento se mide la amplitud
angular, se divide por la mitad y se marca en el interior del angulo un punto que
corresponde a esta cantidad de grados. La recta que une este punto con el vértice
del angulo serd la bisectriz que se buscaba.

Con regla y compds también podremos construir la bisectriz, haciendo centro en
el vértice del angulo y encontrando dos puntos, uno en cada lado, equidistantes del
vértice. Haciendo centro en estos dos puntos se dibujan dos arcos de circunferen-
cia con el mismo radio, que se cortan en un punto. La recta que une este punto con
el vértice del angulo es su bisectriz, como se observa en la figura 108.
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Figura 108. Representacion de la construccion de la bisectriz de un angulo con regla y compas

9. Localizacion de puntos en el plano utilizando coordenadas cartesianas.
Puntos cardinales y referencias en mapas

Para que el alumnado aprenda cémo localizar la situacion de un punto determina-
do (el colegio, su casa, el parque, una montafia, un lago, el nacimiento de un rio...)
en el plano de una ciudad o pueblo, o en un mapa de una zona geografica, hay que
introducir a los nifios y nifas en la utilizacion de las coordenadas cartesianas.

A partir de 3. curso de primaria podemos aprovechar el juego de «Hundir la flota»
o una actividad de orientacion con un plano cuadriculado para hacerles ver que
necesitamos dos informaciones, una referente a la direccion horizontal y otra a la
vertical, para encontrar un punto concreto en el plano. Habitualmente, en los dos
casos presentados, los datos vienen dados en forma de letras mayusculas y nime-
ros, como se muestra en la figura 109.

Figura 109. Representacion de un juego y de un plano en los que se usan coordenadas en el plano
Como el conocimiento de las coordenadas es intuitivo a partir del juego o del plano,
habra que aproximarlos, en 5.° de primaria, a su matematizacion, con la introduccion

de las coordenadas cartesianas (René Descartes, 1596-1650).

El sistema de referencia se construye a partir de dos rectas perpendiculares, llama-
das ejes, como se especifico en el punto 3.1.1 del tema.

Como los nifios y las nifias no conocen los nimeros enteros hasta el Gltimo curso
de la etapa, trabajaremos hasta entonces solo con la parte positiva de los ejes; es
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decir, consideraremos tnicamente el primer cuadrante del plano cartesiano como
se muestra en la figura 110.

Figura 110. Representacion del 1. cuadrante del plano cartesiano

A partir de actividades variadas en las que haya que encontrar lugares u objetos
en algunos planos o bien representar en el plano diferentes lugares de la realidad,
trabajaremos este contenido, sabiendo que en el primer caso, los nifios y nifias
utilizaran un sistema de coordenadas ya creado, mientras que en el segundo, en el
momento de representar la realidad, tienen que establecer un sistema de coordena-
das que les permita situar sobre el mismo los puntos considerados.

En 6.° curso se puede completar el trabajo con planos y mapas introduciendo los
puntos cardinales y su aplicacion para localizar diferentes puntos o lugares en las
representaciones de la realidad que se estén utilizando. Asi, el alumnado podra
desplazarse por un plano o mapa siguiendo indicaciones que se puedan referir a
movimientos en direccion horizontal o vertical, matizados por el punto cardinal
hacia el que se dirigen. Un ejemplo de mapa con los puntos cardinales sefialados
lo podemos encontrar en la figura 111.
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Figura 111. Representacion de un mapa de la provincia de Castellon con indicacion
de los puntos cardinales

De manera interdisciplinar y en actividades que puedan requerir orientacion en cam-
po abierto, se puede completar la construccion de este conocimiento con la utiliza-

cion y manejo de la brajula.

En este curso, y aprovechando el conocimiento de los nimeros enteros, se puede am-
pliar la representacion de los ejes cartesianos incorporando las semirrectas correspon-
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dientes a los numeros negativos, completando asi los cuatro cuadrantes que represen-
tan el plano como se muestra en la figura 112. De esta manera, los nifios y las nifias
dispondran de una ayuda que les permitira representar cualquier punto del plano cuyas
coordenadas sean niimeros enteros y preparar, asi, las representaciones posteriores en
educacion secundaria, que puedan integrar coordenadas racionales y reales.
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Figura 112. Representacion de los ejes cartesianos

10. Distinguir, construir y representar lineas poligonales abiertas y cerradas

En 1.°y 2.° curso de primaria, y relacionado con el trabajo de trayectos y laberin-
tos desarrollado en la capacidad 2, podemos pedir que el alumnado haga recorri-
dos compuestos por tramos rectos que van cambiando de direccion en diferentes
momentos. Cuando lo hagan en la realidad deben sefialar el camino recorrido con
un hilo o cuerda que indique por donde han pasado (intentando que el hilo se
quede fijo en los puntos en los que cambia la direccion). Si representan un despla-
zamiento determinado en un croquis, plano o mapa, han de dibujar correctamente
los tramos rectos que constituyen el camino o itinerario seguido.

Siguiendo con la nomenclatura de la capacidad 6, las lineas originadas en estos re-
corridos se llaman quebradas. En este momento, y como preparacion del concepto
de poligono, introduciremos una nueva denominacion para ellas: lineas poligonales.

De acuerdo con el punto 3.2.2, trabajaremos con los nifios y las nifias, tanto en la
realidad como en representaciones planas, lineas poligonales abiertas y cerradas y
lineas poligonales simples y no simples, asi como su vocabulario correspondiente.

Simple No simple

Abierta /S

Cerrada
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Ademas, para trabajar los diferentes tipos de lineas poligonales, podemos ayudar-
nos de su construccién con geoplanos.

También podemos utilizar un material didactico manipulable Ilamado listones
geométricos (figura 113), compuesto por listones de plastico o madera de distintas
longitudes y colores, agujereados en diferentes puntos de su longitud, que se arti-
culan unos con otros por medio de encuadernadores o de tornillos y tuercas.

Figura 113. Listones geométricos (Geo Strip, fabricado por Invicta Plastics Ltd.)

11. Identificar, describir, construir y dibujar poligonos. Reconocer sus elementos
basicos: lados, vértices, bases, diagonales, angulos. Clasificar poligonos

En educacioén infantil se ha trabajado la identificacion, descripcion, construccion
y representacion de tridngulos, cuadrados, rectangulos y circulos, dentro de las
posibilidades del alumnado de esta etapa educativa.

Enmarcado en el estudio de las figuras planas, en esta capacidad nos centraremos
en los poligonos y en la 14 dedicaremos atencion a la circunferencia y al circulo.

En 1.7 curso de primaria, y continuando con actividades semejantes a las realiza-
das en infantil, los nifios y las nifias deben identificar tridngulos, cuadrados y rec-
tangulos en objetos reales (cajas de diferentes tipos, sefiales de trafico, alimentos,
etc.). Se repasaran también los nombres de las figuras, el recuento de sus lados y
vértices y las diferencias esenciales entre ellas (nimero de lados y su longitud).

A partir de los objetos reales en los que se ha detectado la presencia de estas figu-
ras y para acercarnos a la bidimensionalidad de los poligonos, es necesario realizar
representaciones graficas, situando sobre el papel estos objetos y bordeando su
contorno con un lapiz de manera que este quede dibujado. Para completar la repre-
sentacion colorearemos el interior del contorno y reconoceremos la figura represen-
tada como la porcion pintada del papel.

Después de este trabajo con los tres tipos de figuras mencionadas, reflexionaremos
con el alumnado sobre las lineas que las limitan con la intencidén de descubrir que
todas ellas son lineas poligonales cerradas simples. Este descubrimiento nos per-
mite incorporar el nombre de poligono para referirnos a cualquiera de los tipos de
figuras anteriores e introducir el concepto de poligono como la porciéon de plano
limitada por una linea poligonal cerrada simple, incluyendo la propia linea. En
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este momento habrd que dar a conocer los términos lado y vértice y relacionarlos
con los segmentos de la linea poligonal y los extremos de estos segmentos, res-
pectivamente.

Asociado a la observacion de los objetos reales y en 2.° curso, los pondremos en
contacto con poligonos de cuatro lados que no sean cuadrados ni rectangulos.
Se debe proceder de manera andloga a los casos anteriores, para introducir los
rombos, romboides, trapecios y trapezoides y reconocerlos también en el marco
del concepto general de poligonos. Para presentar estas nuevas figuras el maestro
o la maestra deberd elegir una de las dos clasificaciones presentadas en el punto
3.2.2.2 y utilizar las definiciones correspondientes. Esta eleccion deberia tomarse
en consenso con el resto de docentes del centro, porque afecta a todos los cursos
de educacion primaria.

Si fijamos la atencion en el nimero de lados de estos ultimos poligonos, nos daremos
cuenta que coincide con el de los cuadrados y rectangulos estudiados anteriormente
e introduciremos el nombre de cuadrildteros para referirnos a todos ellos.

Las actividades de identificacion y descripcion de los poligonos se han iniciado
a partir de objetos reales. Hemos de continuar manipulando materiales didacticos
estructurados que los representen (figura 114) y observar con ellos la superficie,
los lados y los vértices que corresponden a cada poligono.

Figura 114. Figuras geométricas planas (Geometric Shapes, fabricado por Ness Arnold Ltd.)

Relacionado con la confeccion de puzles, rompecabezas, mosaicos, maquetas...
debemos trabajar la construccion de poligonos. Ademas, con diferentes materiales:
hilos, cuerdas, palillos, listones geométricos, geoplanos, etc., podemos representar
su contorno e insistiremos en que cuando nos referimos a los poligonos hemos
que considerar siempre la superficie limitada por la linea poligonal y observar las
condiciones que deben cumplir los «segmentos» utilizados para construir cada
uno de ellos.

Debemos dedicar atencion también a la representacion grafica de estas figuras
planas. Se puede utilizar, en principio, un modelo para que lo puedan copiar y mas
adelante dejarlos dibujar las figuras libremente a partir de la imagen mental que se
hayan formado de ellas.
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En 3.°y 4.° de primaria hay que reforzar y completar el conocimiento de los cua-
drilateros y comprobar que los conocen y diferencian adecuadamente en funcion
de la clasificacion elegida.

Relacionando el concepto de cuadrilatero con el de paralelismo de rectas que se
trabaja en los mismos cursos, deben reconocer el paralelismo de lados opuestos en
algunos de estos poligonos. Asi, observaremos que los trapecios tienen solo un par
de lados paralelos, mientras que los cuadrados, rectangulos, rombos y romboides
tienen dos. Por este hecho agrupamos los tltimos cuatro cuadrilateros con el nom-
bre de paralelogramos (véase 3.2.2.2).

Para ampliar el conocimiento al resto de poligonos seguiremos un procedimiento
analogo al utilizado para introducir los tridngulos y los cuadrilateros. Asi, buscare-
mos objetos reales (cajas, sefiales de trafico, alimentos, parterres de algunos parques,
carteles, fachadas de edificios, etc.) que nos acerquen a los poligonos sin delimitar
la cantidad de lados y, a partir de la representacion en el papel del borde de la figura,
encontraremos poligonos con diferente nimero de lados. Para designarlos introdu-
ciremos el vocabulario correspondiente, que viene dado etimoldgicamente por el
numero de dngulos de la figura (véase 3.2.2), aunque usualmente se relaciona con
el nimero de lados (lo cual no plantea problemas dada la coincidencia de estas dos
cantidades). Asi utilizaremos las palabras: pentdgono, hexagono, heptagono, etc.

Hay aproximaciones de poligonos que son dificiles de encontrar en la realidad
(heptagono, enedgono...). Para estos casos y para completar la informacion alrede-
dor de los poligonos se puede recurrir a materiales didacticos (figura 114) en los
que se pueden encontrar estas figuras.

El trabajo con materiales didacticos manipulables y programas informaticos de
geometria que utilizamos para representar y construir poligonos, se desarrollara en
estos cursos con los mismos criterios que en los anteriores. Ademas, se trabajaran
los conceptos de diagonal (véase 3.2.2) y de ejes de simetria (véase 3.2.3.3) de los
poligonos (la simetria se estudiard en la capacidad 19).

El alumnado también debe identificar como base de un poligono el lado que ocupa
una posicion horizontal inferior respecto del observador. En principio, cualquier
lado puede actuar como base. Excepcionalmente, en el caso del trapecio solo se
consideran bases los lados paralelos.

Tanto en las actividades de reconocimiento como en las de construccion de los po-
ligonos, serd necesario que los nifios y las nifias observen la igualdad o desigualdad
de las longitudes de sus lados o de las amplitudes de sus angulos. Asi, encontraran
algunos que tienen iguales solo las longitudes de los lados (rombo comun), otros
que tienen iguales solo las amplitudes de sus angulos (rectangulo comtn) y otros que
cumplen las dos igualdades (cuadrado). Introduciremos en 4.° de primaria el nombre
de poligonos regulares (véase 3.2.2) para referirnos a los tltimos y deben reconocer,
construir y dibujar poligonos de diferente nimero de lados, tanto regulares como
irregulares. Debemos tener en cuenta las limitaciones del alumnado de este curso a
la hora de dibujar manualmente los regulares.
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Otro criterio para clasificar los poligonos, a partir de 3.° de primaria, tendrd en
cuenta su concavidad y su convexidad (véase 3.2). Una actividad intuitiva para
iniciar el trabajo de los mencionados conceptos puede incluir la movilidad de los
nifios y las nifias. Cuando se recorre la linea exterior del campo de futbol o balon-
cesto del patio de su colegio, que es un poligono convexo, el sentido de giro en los
vértices siempre es el mismo (figura 115).

Figura 115. Representacion de un campo de futbol

Cuando la linea que se recorre es la del contorno del edificio del colegio o de otro
préoximo (es necesario que la planta sea codncava) se observara que hay algunos
vértices en los que se debe cambiar el sentido de giro con respecto al del vértice
anterior (figura 116).

- |-H

| i

Figura 116. Representacion del plano de un colegio

Después de descubrir que hay dos tipos de poligonos, los concavos y los convexos,
sera necesario que los construyan (con papel, cartulina, hilos, cuerdas, geopla-
nos...), los dibujen y los nombren afiadiendo el apellido concavo o convexo a la
palabra que los identifica por su nimero de angulos o de lados (pentdgono con-
vexo, heptagono concavo...). Observaran también que en los poligonos concavos
podemos encontrar por lo menos un angulo interior mayor que un angulo llano, es
decir, un angulo concavo (figura 117).

Figura 117. Representacion de un poligono concavo
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En 5.° y 6.° de primaria, partiendo de la experimentacion, prestaremos una aten-
cidon mas matematica a los conceptos sobre poligonos trabajados en los cursos
anteriores, repasandolos y reforzando su conocimiento, intentando elaborar expre-
siones de los conceptos que se aproximen a las definiciones, teniendo en cuenta el
desarrollo matematico y cognitivo del alumnado.

A la hora de trabajar la construccion y la representacion grafica de los poligonos
debemos tener en cuenta que, en estos cursos, los nifios y las nifias estudian la me-
dida de la amplitud angular y que, con el conocimiento de la suma de los angulos
interiores de un poligono (se trabaja en la capacidad 13) y la utilizacion del trans-
portador de dngulos, ademas de la regla y el compds, podran dibujar poligonos
regulares siguiendo un procedimiento adecuado a sus posibilidades.

Para complementar todos estos aspectos, intentaremos que el alumnado llegue a
comprobar que en un poligono convexo todos los segmentos que unen cualquier
par de puntos de la figura, estan contenidos en ella, pero en los concavos existen
algunos de los mencionados segmentos que no lo estan (véase 3.2).

12. Clasificaciones de triangulos y cuadrilateros.

En 3.y 4.° curso de primaria, en las actividades de identificacion, descripcion,
construccion y dibujo de los tridngulos (necesarias para la realizacion de algunas
actividades de confeccion de maquetas, mosaicos, murales..., y otros trabajos del
aula) los nifios y las nifias encontraran distintos tipos de estas figuras y observaran
las diferencias entre ellas (véase 3.2.2.1).

Asi, en referencia a los lados apareceran triangulos que tienen tres lados igua-
les, dos lados iguales o ninglin lado igual. Los llamaremos tridngulos equilateros,
isosceles y escalenos, respectivamente. La exigencia de igualdad de al menos dos
lados o de solo dos lados en un tridngulo isésceles determinara si nos estamos re-
firiendo a la clasificacion inclusiva o a la excluyente.

Con respecto a los angulos, encontrardn tridngulos que tienen los tres angulos agu-
dos, un angulo recto o un dngulo obtuso. En este caso los nombres correspondien-
tes seran triangulos acutdngulos, rectdngulos y obtusangulos, respectivamente.

Al observar todos estos tipos de triangulos, el alumnado comprobara por super-
posicion la igualdad de los angulos de cualquier tridngulo equilétero, por lo que
reconoceran estos triangulos también como equidngulos, es decir, como poligonos
regulares.

En el trabajo correspondiente a los cuadrilateros y de manera anéloga al desarro-
llado con los triangulos, los nifos y las nifas reflexionaran sobre la igualdad o des-
igualdad de las longitudes de los lados de las diferentes figuras y de las amplitudes
de sus angulos (véase 3.2.2.2).
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Asi, reconoceran la igualdad de los cuatro lados en los cuadrados y los rombos y
la de cada par de lados opuestos en los rectdngulos y romboides. Relacionaran este
hecho con el paralelismo de los lados opuestos y con el concepto de paralelogra-
mos mencionado en la capacidad anterior.

Con respecto a los angulos observaran que los cuadrados y los rectangulos tienen
cuatro angulos rectos y que los rombos y romboides mas comunes tienen dos opues-
tos agudos y los otros dos, obtusos.

Todas estas consideraciones nos permitiran identificar el cuadrado como el unico
cuadrilatero regular.

En 5.°y 6.° curso debemos reforzar todos los conceptos anteriores con las clasifi-
caciones de tridngulos y cuadrilateros inclusivas o excluyentes, segtn la eleccion
hecha por el claustro de profesores del colegio (véanse 3.2.2.1y 3.2.2.2).

En el caso de los triangulos insistiremos en que la clasificacion en funcidn de sus
angulos es excluyente. Si nos fijamos en los lados profundizaremos sobre el hecho
de que cada clase de tridngulos es independiente de las otras si trabajamos con la
clasificacion excluyente, mientras que todos los tridngulos equilateros son también
isosceles si lo hacemos con la inclusiva.

Para ayudar a los nifios y las nifias a deducir este Gltimo hecho podemos llevar
a cabo la siguiente experiencia: cogemos tres listones geométricos de la misma
longitud y unimos cada uno de los dos extremos de uno de ellos con un extremo
de los otros dos, como se muestra en la parte izquierda de la figura 118 (sefialamos
con la letra A el extremo libre de uno de los listones).

Si para conseguir el tridangulo que determinan los tres listones iguales desplazamos
el punto A a lo largo del horizontal, obtendremos sucesivos tridngulos isosceles
(imégenes centrales de la figura 118) antes de llegar al tridngulo equilatero que se
conseguird cuando el punto A coincida con el extremo libre del liston horizontal
(parte derecha de la figura 118). Entonces, el tridngulo equildtero es uno de los
infinitos tridngulos isésceles que podemos encontrar.

A N ANAN

Figura 118. Representacion de un tridangulo equilatero como elemento de la clase de los isosceles

Por lo que respecta a la clasificacion de los cuadrilateros atendiendo al paralelismo
de sus lados reforzaremos la idea de la existencia de tres clases independientes:
paralelogramos, trapecios y trapezoides.

En referencia a los paralelogramos trabajaremos la existencia de cuatro clases in-
dependientes, si hemos optado por la clasificacion excluyente, y de una clase ge-
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neral, los romboides, que contiene las clases de los rectangulos y de los rombos
que tienen en comun la familia de los cuadrados, si hemos elegido la clasificacion
inclusiva.

Se pueden visualizar las relaciones inclusivas anteriores mediante actividades de
proyecciones de sombras producidas por diferentes figuras al exponerlas a la luz
del sol (véase 2.2). Asi, si partimos de un romboide comiin y vamos modificando
su posicion respecto del plano de proyeccion de la sombra, obtendremos un rec-
tangulo o un rombo, seglin el caso. Por otra parte, si partimos de un rectangulo o
de un rombo, procediendo de manera analoga, podemos obtener un cuadrado en
cualquiera de los dos casos.

13. Relaciones entre los lados y entre los angulos de un triangulo

A partir de 5.° de primaria y como complemento del conocimiento de los triangu-
los trabajaremos las relaciones entre sus lados. El alumnado comprobara que la
longitud de un lado siempre es menor que la suma de las longitudes de los otros
dos y mayor que su diferencia (desigualdad triangular).

Lo podriamos ver experimentalmente utilizando listones geométricos u otros ma-
teriales para construir los contornos de los tridngulos (trozos de cuerda de distintas
medidas, palos de madera...) y comprobando que no se puede llevar a cabo la activi-
dad si las longitudes previstas por los lados no cumplen las condiciones anteriores.

Por ejemplo, se les proporcionan cuerdas para cerrar un recinto triangular en el
patio (disefio de un jardin triangular, o del huerto escolar...). Las longitudes de las
cuerdas de unos grupos de nifios podrian ser 3,4y Smyotrasde 2, 10y 7m. La
posibilidad o imposibilidad de construir los contornos de los tridngulos con estas
medidas permitird comprobar las relaciones iniciales. Posteriormente, en clase, se
reforzard esta idea trabajando con ternas de listones de diferentes longitudes, unas
permitirdn la construccion de los bordes de los tridngulos y otras no.

Otro ejemplo podria ser ante una situacion de calculo de la longitud de un reco-
rrido en un mapa de carreteras, el alumnado puede comprobar que la distancia en
linea recta entre dos ciudades es siempre menor que la que se recorre si se pasa por
otra ciudad no alineada con ellas. Este hecho nos permite reforzar la primera de las
relaciones entre los lados de un tridngulo que hemos enunciado antes.

Como consecuencia de estas actividades debemos conseguir que solo conociendo
las longitudes de los tres lados sean capaces de afirmar razonadamente si se pue-
de o no construir el tridngulo, basando su afirmacion en las relaciones numéricas
entre estas longitudes.

Asociado a las mencionadas actividades se podra también comprobar que, ademas

de las condiciones anteriores, para que el triangulo que van a construir sea rectan-
gulo se debera cumplir la igualdad denominada teorema de Pitdgoras: la suma de
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los cuadrados de las longitudes de los lados que forman el angulo recto, catetos,
sera igual al cuadrado de la longitud del otro lado, hipotenusa (véase 3.2.2.1).

En referencia a los dngulos de un tridngulo y también en 5.° 0 6.° curso de prima-
ria, el alumnado comprobara manipulativamente que la suma de las amplitudes de
los tres angulos es 180°.

Para realizar esta actividad necesitaremos papel o cartulina, rotuladores y tijeras.
En un primer momento, cada nifio o nifia dibuja un tridngulo sin indicaciones de
cémo deben ser las longitudes de los lados. A continuacién, marcan los angulos
interiores y cortan la figura en tres trozos, cada uno de los cuales debe contener
uno de los angulos del tridngulo. Por ultimo, es necesario que dispongan como
consecutivos los tres angulos sefialados y se percaten de que forman un angulo
llano, por tanto, de 180°. En la figura 119 se muestra este proceso:

Figura 119. Representacion del proceso manipulativo para comprobar que la suma de los angulos
interiores de un tridangulo es 180°

También podrian llegar a descubrir el mismo hecho relacionando el bloque de
contenidos de medida con el de geometria, midiendo los dngulos interiores de un
triangulo con el transportador de angulos o semicirculo graduado y sumandolos
después.

Nota: Se puede usar este resultado para comprobar la relacion entre el numero de
lados de un poligono convexo y la suma de sus dngulos interiores. Para apoyar
la explicacion usaremos la figura 120, que representa el caso particular de un
pentagono. Hay que observar que el poligono se puede descomponer en tantos
triangulos como lados tiene (eligiendo un punto de su interior y uniéndolo con
todos los vértices). Para calcular la suma de los dngulos interiores del poligono
habra que multiplicar los 180° de cada triangulo por el nimero de triangulos que
hay y restar a esta cantidad los 360° (2 x 180°) del angulo completo formado
por los angulos de todos los triangulos que tienen el vértice en el punto interior
elegido anteriormente. Asi comprueban la relacion conocida como «la suma de
los angulos interiores de un poligono de » lados es (n-2)-180%.
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Figura 120. Representacion de un pentagono descompuesto en triangulos

14. Identificar, describir, construiry dibujar circunferencias y circulos. Reconocer
sus elementos basicos: centro, radio, diametro

En 1. curso de primaria y como continuacion del trabajo realizado en educacion
infantil, se trabajaré el circulo, a partir de su identificacion en objetos reales que
ruedan (galletas redondas, monedas, botellas o botes, relojes...). De manera analo-
ga al proceso que se hizo con los poligonos y para acercarnos a la bidimensionali-
dad del circulo, haremos un trabajo de representacion grafica trasladando sobre el
papel los mencionados objetos y recorriendo con un ldpiz su contorno de manera
que este quede dibujado. Para completar la representacion colorearemos el interior
del contorno y reconoceremos el circulo como la porcion pintada del papel.

El conocimiento de esta figura se trabajard también utilizando materiales didacti-
cos estructurados (bloques 16gicos, figuras geométricas planas...), para percatarse
de que no hay vértices ni lados rectos, sino que todo el contorno es curvado y, por
tanto, le permite rodar. Habra que verbalizar todos estos descubrimientos, para que
sean capaces de describir las caracteristicas del circulo y expresar sus diferencias
con los poligonos.

También debemos trabajar la construccidon (con cuerdas, geoplanos de malla cir-
cular, etc.) y la representacion grafica (con dibujos a mano alzada) del circulo,
reconociendo las limitaciones del alumnado para hacerlo.

A partir de 2.° curso, al repasar el concepto de circulo, fijaremos la atencidn en su
contorno. Introduciremos el nombre de esta figura, circunferencia, y la recono-
ceremos como una linea cerrada curva plana y simple. Para trabajar su represen-
tacion sin utilizar ain el compds, podemos ayudarnos de la siguiente actividad:
se ata un lapiz a cada extremo de un cordel no elastico, se fija uno de ellos en un
punto del papel y se hace girar el otro alrededor del primero, manteniendo tenso
el cordel y dibujando algunas de las posiciones que va ocupando este. Al finalizar
la accion obtendremos el punto que ha marcado el lapiz fijo, denominado centro
de la circunferencia, la linea marcada por el otro lapiz, que es la circunferencia
y algunos segmentos que unen el centro con puntos de la circunferencia y que se
llaman radios (figura 121). Hay que destacar que el radio y el centro de una circun-
ferencia también son el radio y el centro del circulo que esta determina.
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Figura 121. Representacion del proceso para construir una circunferencia
y sus elementos con lapiz y cordel

La reflexion con el alumnado sobre esta actividad nos permitird obtener como con-
secuencia que la distancia de los puntos de la circunferencia a su centro se mantie-
ne constante y reconocer esta curva como la determinada por todos los puntos del
plano que equidistan del centro. Cualquier segmento que una dos de estos puntos,
pasando por el centro de la circunferencia, se llama didmetro.

En los cursos siguientes se repasan los conceptos estudiados y ademas, en 4.° de
primaria se introduce el uso del compas y la regla para construir y dibujar circun-
ferencias, circulos y sus elementos basicos.

15. Posiciones relativas de circunferencias y circulos con rectas: tangente,
secante, cuerda, arco y sector circular

Una vez trabajadas la linea recta, la circunferencia y el circulo de manera in-
dividual, pasaremos a estudiar las posiciones relativas que pueden ocupar en el
plano las lineas rectas en relacion a las circunferencias y circulos, y los elementos
geométricos que determinan.

A partir de 3. curso de primaria y para completar el trabajo realizado en la capa-
cidad anterior, se ampliara el conocimiento de la circunferencia con los conceptos
de recta secante, cuerda y arco, que se generan cuando una recta corta a una cir-
cunferencia en dos de sus puntos (véase 3.1.3).

Un ejemplo para visualizar en la realidad estos conceptos lo podemos encontrar
en las lineas que delimitan las diferentes zonas de un campo de futbol, en cola-
boracion interdisciplinar con la asignatura de Educacion Fisica. La actividad con-
sistiria en observar las lineas en el campo del patio del colegio, dandonos cuenta
de que podemos dibujar una circunferencia haciendo centro en el punto de penalti
que al intersecarse con la linea del area de penalti determina un arco y una cuerda
(figura 122). De la misma manera, en la circunferencia central del campo se obser-
va la existencia de una cuerda que pasa por el centro y por tanto es un didmetro, y
consecuentemente de dos arcos que son dos semicircunferencias.
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Figura 122. Representacion de los elementos geométricos presentes en el drea
de un campo de fatbol

Una vez observados y trabajados estos conceptos, los pueden usar en el momento
de hacer construcciones o representaciones graficas en los que intervengan (di-
sefar un jardin, un parque, reproducir el croquis de un objeto o de un lugar, los
chaflanes de las calles que confluyen en una rotonda...).

También a partir de 3.* curso el trabajo se ampliard con los conceptos de recta
tangente y sector circular (véanse 3.1.3 y 3.2.4). Los animaremos a buscar estas
figuras en la realidad.

Para aproximarnos a la idea de recta tangente a una circunferencia, se puede ob-
servar la linea recta que describiria un ciclista en la calzada y el punto de contacto
con la circunferencia de cada rueda (como se ve en la figura 123). En el momento
que quieran representar una situacion semejante con la ayuda de un compas y una
regla, sera necesario que se percaten de que la circunferencia y la recta solo deben
tener en comun un punto llamado punto de tangencia.

Figura 123. Representacion de la tangencia de dos ruedas de una bicicleta
con la linea que describe su recorrido

Para encontrar sectores circulares deberan observar figuras que los contengan,
como por ejemplo una porcién de pizza, de queso, de pastel... Para acercarnos a
su bidimensionalidad, hay que trasladar los mencionados objetos sobre el papel
y dibujar su contorno, coloreando su interior. Convendré recordar que el sector
circular es toda la pieza dibujada y coloreada, no solo el contorno.

Seguidamente habrd que encontrar estos sectores en representaciones de dos di-

mensiones como, por ejemplo, el recorrido de una puerta en un plano de una casa,
un diagrama de sectores (estadistica descriptiva), la zona de posicionamiento del
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balon en el lanzamiento de corner del futbol, etc., e insistiremos en que el sector
circular viene determinado, en un circulo, por dos de sus radios y el arco de la
circunferencia del contorno que une los extremos no comunes de los radios. En
algunos de estos ejemplos encontraran sectores circulares convexos y otros con-
cavos (véase 3.2.4).

A partir de ejemplos que pueden aparecer en el aula (diagramas de sectores en los
que uno de ellos representa una frecuencia del 50 % (figura 124), media pizza,
medio queso,...) se puede introducir el concepto de semicirculo como el sector
circular que se determina cuando los dos radios se encuentran alineados formando
un diametro.

@ sALAaDO
[0 DULCE
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Figura 124. Representacion de un semicirculo a partir de un diagrama de sectores

16. Medida del contorno y de la superficie de figuras geométricas planas: peri-
metro y drea.

A partir de 2.° curso de primaria debemos hacer un trabajo relacionado con la mag-
nitud longitud que conduzca al alumnado hacia la nocidon de perimetro y, a partir
de 3.° su equivalente con la superficie y el area.

Hay una parte de manipulacion de estos conceptos que han podido experimentar
en el trabajo indicado en el tema de Magnitudes y Medida (Pérez, Alcalde y Lo-
renzo, 2014). Ejemplos de todo ello pueden ser: encontrar la cantidad de cuerda
suficiente para cerrar un recinto, saber la longitud de un cable que debe recorrer
las paredes de una habitacion..., calcular la superficie de papel continuo necesario
para cubrir el piso en una actividad concreta, etc.

Para construir el concepto de perimetro, en un primer momento, trabajaremos la
medida de la longitud del contorno en poligonos, recordando todas estas activida-
des previas. Como saben utilizar la regla, les podemos plantear una actividad en
la que se necesite conocer la medida de la longitud de los lados de una figura poli-
gonal, por ejemplo, las paredes de una casa en un plano. Serd necesario que vayan
tomando nota de cada una de las medidas de los lados, y para saber la cantidad
final, tendran que sumarlas. La conclusion de esta y otras actividades semejantes
debe ser que el perimetro de un poligono es la suma de las medidas de las longi-
tudes de sus lados.
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En los tltimos cursos de primaria, nos planteamos medir la longitud del contorno
de una figura circular, por ejemplo, de un bidén cilindrico que se encuentra en
el patio. Usaremos una cuerda o una cinta métrica flexible para encontrar esta
medida y obtendran el resultado de manera relativamente sencilla. Pero cuando
la actividad es con lapiz y papel, hay una dificultad afiadida: es muy complicado
rodear una circunferencia representada en un papel con un instrumento de medida
de longitud, cuando esta tiene, por ejemplo, 3 cm de radio. Después de dejarlos
que intenten resolver la duda de manera auténoma y, evidentemente, no encontrar
una manera fiable de hacerlo, les indicaremos que debe haber una atajo en las
matematicas que nos ayude a averiguar esta medida. Realizaremos una busqueda
en diferentes fuentes de informacion (libros de texto, Internet...) y encontraremos
una expresion un poco innovadora para calcular esta longitud: 2 - & - r, donde r es
el radio de la circunferencia, y w = 3,141592... Parece que & es un valor constante,
que no es fruto de la observacion o de la medida de una circunferencia concreta.
Para comprobarlo deberemos resolver dos dudas. La primera es ver si funcio-
na, recalculando con esta expresion las medidas que si habiamos podido obtener,
como por ejemplo las del bidon cilindrico. El segundo es saber si & vale siempre
igual, independientemente de la circunferencia.

Para contestar a la primera de las preguntas, habra que encontrar el radio del bi-
don. Es necesario que experimenten y lleguen a la conclusion de que encontrar el
didmetro es una tarea mucho mas sencilla que la de encontrar el radio cuando se
desconoce el centro (solo es necesario encontrar la distancia mas larga entre dos
puntos de la circunferencia con una cuerda o cinta métrica). Una vez encontrado
el valor del diametro solo habra que dividir entre dos esta medida para saber el
radio. En el momento que usen la expresion de la longitud de la circunferencia,
se percataran de que deben multiplicar por dos el producto del radio y de =, asi
que rapidamente se daran cuenta de que hay que multiplicar el didmetro por m.
Haciendo el calculo y comprobando que les resulta, aproximadamente, lo mismo
que habian medido con la cinta flexible, tendran contestada la primera pregunta.

Para contestar a la segunda, la del valor fijo de m, les podemos proponer la si-
guiente actividad: tienen que llevar a clase objetos, cuya base en algunos casos sea
un circulo. También deberan llevar hilo, regla y calculadora. Ajustaran el hilo al
contorno del circulo y estirdndolo y midiendo su longitud con la regla, obtendran
la longitud de la circunferencia contorno del circulo. Como pueden calcular con la
regla el didmetro de las circunferencias manipuladas, dividiran la longitud estima-
da anterior por el valor del didmetro calculado.

Cada alumno ha hecho los célculos con circunferencias diferentes y, aproximada-
mente, todos obtendran el mismo valor de mt. Asi habran comprobado (dentro de
sus posibilidades) que este valor es siempre constante y la relacion numérica
de proporcionalidad entre la longitud de la circunferencia y la longitud del diame-
tro es precisamente el valor encontrado, .

Como comentario final, les haremos relacionar este contenido con el de nimeros
racionales y deben darse cuenta de que este nimero tiene infinitas cifras decimales
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no periddicas. Si tienen curiosidad pueden consultar en Internet para encontrar
expresiones de 7 con la cantidad de decimales que quieran.

Para aproximarnos al calculo del area de figuras planas, el trabajo partird, nueva-
mente, del que se ha hecho para la medida de superficies (Pérez, Alcalde y Lo-
renzo, 2014). Se puede recordar, por ejemplo, como se media la superficie de una
habitacion rectangular, es decir, que si tenemos un rectangulo, su area se obtendra
como el producto de las medidas de las longitudes de los lados. Reflexionaremos
que en el caso del cuadrado la manera de calcular su area es semejante. También
se habia introducido el area de un tridngulo, como el producto de la longitud de la
base por la de la altura dividido entre 2.

Una vez recordados estos conocimientos previos respecto del area, les podemos
proponer la actividad de medir la superficie de una figura poligonal irregular (ini-
cialmente, sin embargo, que se pueda descomponer en tridngulos rectangulos, cua-
drados y/o rectangulos, por ser figuras cuya area es facil de calcular). Esta actividad
puede estar enmarcada en la de conocer la superficie de un piso en un plano, de
un parque donde irdn de excursion, etc. Por grupos y de manera autobnoma, es
necesario que vayan encontrando sus descomposiciones en figuras de areas cono-
cidas. Como cada grupo puede hacerlo de diferentes maneras, sera interesante la
tarea posterior de debate, haciendo critica constructiva de los resultados de cada
grupo, para llegar a comprobar que la medida de la superficie final es la misma.
En actividades sucesivas es necesario que, en las descomposiciones de las figuras,
aparezcan triangulos que no sean directamente rectangulos y que deban resolver el
problema de encontrar la altura usando perpendiculares (véase 3.2.2.1).

Solo nos quedaria hacer alguna reflexion respecto de los poligonos regulares de
mas de cuatro lados. Es evidente que pueden dividirlos en figuras conocidas de mu-
chas maneras, pero se debera encaminar el didlogo hacia la obtencion de una for-
ma de dividir los poligonos que simplifica enormemente la tarea. Se trata de divi-
dirlos en triangulos iguales y que todos tengan un vértice en el centro del poligono
regular. Se nos plantean dos casos en el momento de encontrar este centro:

a) Cuando el poligono regular tiene un nimero par de lados, por ejemplo, el
hexdgono, deben encontrar dos diagonales que sean al mismo tiempo ejes de
simetria de la figura. El punto en comun de estas dos diagonales sera el cen-
tro. Una vez encontrado el centro, habra que unir este punto con los vértices
del poligono. Ya lo tienen dividido en tridngulos isésceles, cada uno de los
cuales estd formado por dos tridngulos rectangulos. Trabajando diferentes
ejemplos les haremos llegar a la conclusion de que solo en el caso del hexa-
gono estos triangulos son también equilateros.

b) Cuando el poligono regular tiene un niimero impar de lados, el hecho de en-
contrar el centro implica intersecar dos ejes de simetria del poligono. Deberan
investigar diferentes posibilidades y llegaran a encontrarlo de manera practica,
utilizando cualquiera de los siguientes métodos (aunque desconozcan formal-
mente los conceptos geométricos que estan usando): (b.1) conocen el concep-
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to de eje de simetria (recta que une un vértice con el punto medio de su lado
opuesto) y lo aplican, (b.2) encuentran el centro como punto de interseccion
de las bisectrices de cualesquiera dos angulos interiores del poligono, o (b.3)
lo encuentran como punto de interseccion de las mediatrices de cualquier par
de lados del poligono.

Cuando lo que se quiere es medir la superficie de un circulo, el problema de no poder
encontrar una descomposicion en figuras cuya superficie sea facil de calcular nos
lleva, necesariamente, a introducir la expresion  « r* para utilizarla en el calculo del
area de esta figura (probablemente los nifios y las nifias la habran encontrado en el tra-
bajo previo de descubrir la expresion de la longitud de la circunferencia). La compro-
bacion experimental de esta formula implica la aproximacion al area del circulo por
sucesiones de areas de poligonos inscritos y circunscritos en la circunferencia con-
torno del circulo, lo cual queda fuera de las posibilidades del alumnado de primaria.

17. Identificar, describir y construir poliedros y cuerpos redondos. Reconocer
sus elementos basicos: aristas, vértices, bases, caras laterales. Clasificar
cuerpos geométricos

En educacion infantil se ha trabajado la identificacion y descripcion de cubos y
esferas a partir de objetos reales y de algunos materiales didacticos, dentro de las
posibilidades de los nifios y las nifias de esta etapa educativa.

En 1.y 2.° curso de primaria y por medio de un trabajo semejante al realizado en
la etapa anterior, el alumnado debe observar y manipular objetos reales que estén
presentes en el aula o que puedan traer de sus casas. Encontraran objetos en los que
todas las caras sean poligonos (cajas de medicinas, de zapatos, de leche o zumo,
de juguetes, de galletas, de chocolate, objetos de decoracion...) y otros cuyas caras
sean superficies curvas y/o planas no poligonales (bote de tomate, de refresco,
botellas de diferentes liquidos, vasos, fiambreras...). Los nifios y las nifias verba-
lizaran las caracteristicas que diferencian un tipo de objetos del otro y llegaran al
descubrimiento de dos grandes grupos de s6lidos geométricos: los poliedros y los
cuerpos redondos, que pueden diferenciar mas claramente observando materiales
didacticos especificos, que los reproducen con exactitud (figura 125).

Figura 125. Figuras geométricas en el entorno (fabricado por Akros)
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Hacia 2.° curso y respecto de los poliedros, se revisara el conocimiento de estos
cuerpos y se fijara la atencidon en dos grandes grupos: los prismas y las pirdmides.
Deben observar y manipular de nuevo diversos objetos reales para encontrar y
verbalizar sus diferencias en cuanto al nimero de bases y al tipo de caras laterales
que presentan, y distinguir claramente las caras que son bésicas de las que no lo
son. Completaremos este trabajo con la construccion de los mencionados cuerpos
utilizando arcilla, plastilina, etc., teniendo en cuenta las posibilidades de los nifios
y las nifias de esta edad y con la manipulacion y estudio de los materiales didécti-
cos estructurados correspondientes.

Para realizar esta tarea con el alumnado es imprescindible introducir el vocabu-
lario asociado a los poliedros y empezar a utilizar las palabras: cara, base, arista,
vértice, sin que sea necesario que los alumnos lo dominen. Introduciremos la ma-
nera de nombrar los prismas y las piramides en funcion de sus bases y seglin los
poligonos conocidos, como un primer paso hacia la ampliacion de estos conoci-
mientos en cursos posteriores.

En el estudio de los prismas y en referencia a uno de los objetos que se ha ma-
nipulado muy frecuentemente en la realidad (cajas de zapatos, de medicinas...),
introduciremos el nombre de ortoedros para referirnos a los prismas que tienen
todas sus caras rectangulares.

También en 2.° de primaria y como continuacion del trabajo realizado en cursos
anteriores, deben encontrar, ademas de las esferas, dos grandes grupos de cuer-
pos redondos: los cilindros y los conos. Observaran y manipularan varios objetos
reales para encontrar y verbalizar sus diferencias con respecto al nimero de bases
y al tipo de caras laterales que presentan y reforzardn también este trabajo con la
manipulacion y estudio de los materiales didacticos correspondientes.

A partir de los objetos reales y de los materiales didacticos con los que se han vi-
sualizado estas figuras y para acercarnos a su tridimensionalidad, tendremos que
hacer un trabajo aproximado de construccién. Podemos usar como ayuda materiales
existentes en el mercado, como los que se muestran en las figuras 126 y 127, que
les permiten visualizar al mismo tiempo el cuerpo compacto y su desarrollo plano.

Figura 126. Cuerpos geométricos compactos
(Set of 10 Geometric Shapes, fabricado por Learnings Resources Ltd)
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Figura 127. Cuerpos geométricos desplegables
(Folding Geometric Shapes, fabricado por Learnings Resources Ltd)

También se pueden utilizar otros materiales didacticos que proporcionan elemen-
tos que se unen, necesarios para montar los cuerpos a partir de sus caras (por
ejemplo, los poligonos troquelados, que nos permiten construir poliedros, pero no
cuerpos redondos), como puede verse en la figura 128. Una vez finalizado el mon-
taje, se volvera a reflexionar sobre la actividad realizada y lo que les ha interesado:
aristas, vértices, caras..., recordando que el cuerpo es todo el espacio que limitan
las caras que hemos ajustado.

Figura 128. Poligonos troquelados

En 3.y 4.° de primaria, y de manera andloga al trabajo realizado en los dos cursos
anteriores, se revisard el conocimiento de los cuerpos ya iniciados ampliando el
estudio a los prismas y pirdmides cuyas bases son poligonos que se estudiaran en
estos cursos (pentagono, hexagono...). Se insistird en las diferencias entre los po-
liedros y los cuerpos redondos y dentro de cada uno de estos dos grupos en los
distintos cuerpos que contienen: prismas y piramides, conos y cilindros, respecti-
vamente, ademas, claro, del cubo y la esfera.

Se reforzardn todas estas cuestiones con materiales didacticos especificos (ma-
nipulativos e informaticos) y la utilizacién correcta por parte de los nifios y las
nifias del vocabulario asociado a estos cuerpos: bases, caras, vértices, aristas, para
conseguir su identificacion y su descripcion correcta.
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Una vez conocidos los conceptos de radio y didmetro de un circulo, se introduci-
ran estos elementos en referencia a los cuerpos redondos. Asi, hablaremos de radio
de un cilindro y de un cono, como los de sus bases. Los conceptos de diametro y
radio de una esfera se construiran generalizando los correspondientes conceptos
referidos al circulo.

Completaremos el trabajo con la construccion de algunos de los cuerpos estu-
diados y usaremos los mismos materiales descritos en los cursos anteriores, am-
plidndolos con la utilizacién de otros cuya dificultad para unir piezas es mayor,
pero con los que se obtienen solidos que se parecen mas a los cuerpos teoricos e
incluso permiten la construccion de cuerpos redondos. En el caso de los poliedros
se pretende que preparen los desarrollos planos de los cuerpos y, a partir de ellos,
que los construyan. En el de los cuerpos redondos, no se podra hacer asi, ya que
hay piezas que no son planas (figura 129).

Figura 129. Polydron (fabricado por Polydron International Ltd.)

Debemos volver a reflexionar sobre el hecho de que el cuerpo geométrico no esté
vacio, sino macizo, es decir, que no es solo la superficie que lo delimita, sino la
porcidn del espacio rodeada por la mencionada superficie.

Para reforzar esta cuestion intentaremos realizar construcciones de estos cuerpos
con materiales que completen la idea de solido que queremos transmitir (plasti-
lina, arcilla...). Para distinguir qué seria la frontera del cuerpo, se podria pintar la
figura con un color diferente al de la plastilina, y una vez pintada toda la superficie
exterior del cuerpo, cortarlo y comprobar que solo hay una finisima capa pintada
y por dentro del cuerpo el color es el inicial de la plastilina.

En 5.° y 6.° de primaria profundizaremos en el trabajo realizado en los cursos
anteriores y desde la manipulacion de materiales didacticos especificos introduci-
remos al alumnado en reflexiones un poco mas profundas acerca de los elementos
basicos de los cuerpos geométricos con los que estamos trabajando.

Asi, respecto de los vértices observaran que hay cuerpos geométricos en los que
todos ellos son igual de importantes, pero hay otros en los que un vértice es mas
significativo (piramides) y otros cuerpos que solo tienen uno (conos). En los dos
ultimos casos este punto se llama vértice de la figura correspondiente.

Analogamente, encontraran que hay figuras cuyas aristas son todas de la misma
longitud (caso de todos los poliedros regulares) y otros en los que no ocurre eso.
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En este ultimo caso, a veces existen aristas de igual longitud que delimitan caras
caracteristicas (caso de poligonos regulares en las caras basicas de prismas y pi-
ramides).

Observaran también que en los prismas siempre encontramos pares de caras enfren-
tadas que son paralelas, mientras que en las pirdmides nunca podemos encontrar
caras que lo sean. Ademas, en los cuerpos redondos se puede diferenciar entre las ca-
ras planas que siguen siéndolo cuando se trabaja el desarrollo plano del cuerpo que
delimitan, y las caras curvas que se convierten en planas en el mismo caso (cilindros
y conos) o las que no pueden hacerlo (la superficie esférica no se puede desarrollar
en dos dimensiones).

Todas estas reflexiones completan la idea que el alumnado construye de las figuras
estudiadas y nos permiten reforzar su conocimiento, asi como tener cada vez mas
clara su clasificacion en poliedros y cuerpos redondos y en las diferentes clases
que encontramos dentro de cada uno de estos grupos: prismas y piramides para el
primer caso, y cilindros, conos y esferas para el segundo.

Podemos completar esta clasificacion estudiando con los nifios y las nifias el grupo
particular de prismas que recibe el nombre de paralelepipedos (véase 3.3.2.1) y
clasificando los diferentes tipos que existen, siguiendo patrones semejantes a los
que utilizamos para clasificar los paralelogramos.

Asi, encontraremos los paralelepipedos generales (sus caras son paralelogramos),
los cubos (todas las caras cuadradas), los ortoedros (todas las caras rectangulares)
y los romboedros (todas las caras rombicas). Esta clasificacion serd inclusiva o ex-
cluyente dependiendo de la elegida para los paralelogramos. En el caso de la exclu-
yente, cada clase sera disjunta con las otras. En el de la inclusiva, los cubos estaran
en la interseccion de la clase de los ortoedros con la de los romboedros.

Para complementar todo este trabajo, intentaremos que el alumnado llegue a com-
probar que un poliedro también puede ser convexo o cdncavo, con un trabajo
semejante al realizado en los poligonos.

Aprovechando las observaciones de los nifios y las nifias sobre caras y aristas y
basédndonos en la regularidad del cubo, podemos introducir los otros cuatro polie-
dros regulares existentes: el tetraedro, el octaedro, el dodecaedro y el icosaedro,
utilizando sus representaciones con materiales didacticos adecuados.

En estos cursos hemos de conseguir que utilicen el vocabulario correspondiente a
los cuerpos geométricos con precision y seguridad, y que sean capaces de aproxi-
marse de manera clara a las definiciones académicas de los conceptos estudiados.

El trabajo de esta capacidad deberia ampliarse con el célculo de las areas lateral
y total de los cuerpos geométricos estudiados, partiendo del conocimiento previo
del calculo de éareas de figuras planas estudiadas anteriormente (tridngulo, parale-
logramos y circulo).
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A partir del estudio de las unidades de volumen, tratado en el bloque de medida
de magnitudes y relacionando la magnitud volumen con las tres dimensiones que
la definen podemos trabajar con el alumnado, al final de la etapa, el calculo de los
volimenes de algunos de los cuerpos mencionados en el parrafo anterior. Hay que
insistir en las ideas de construccion de la expresion del volumen tanto en prismas y
cilindros, como en pirdmides y conos. Por lo que respecta a los primeros, se centrara
la atencion en la construccion de la idea de volumen a partir de la multiplicacion del
area de la base por su altura. Por lo que respecta a los segundos, se puede observar
experimentalmente la relacion de 1/3 que hay entre el volumen de una pirdmide res-
pecto de un prisma y de un cono respecto de un cilindro, cuando tengan las mismas
base y altura, respectivamente.

18. Componer y descomponer figuras planas y cuerpos geométricos. Completar
rompecabezas, puzles, mosaicos, maquetas, eftc.

En educacion infantil se ha iniciado la composicion y descomposicion de figuras
planas, dentro de las posibilidades de los nifios y las nifias de esta etapa educativa.
Podemos enmarcar estas actividades en el trabajo relacionado con mosaicos y
rompecabezas, que desarrollan la vision espacial y el reconocimiento de una ima-
gen a partir de fragmentos.

En la etapa de primaria se contintia en este campo, profundizando en la composi-
cioén y descomposicion de figuras planas.

Por lo que respecta al descubrimiento en la realidad de los contenidos que quere-
mos trabajar, les haremos observar a su alrededor para que descubran situaciones
en las que la superficie haya sido recubierta por figuras planas (azulejos en el piso,
dibujos en alfombras, cortinas, papel pintado...).

Para manipular y crear diferentes composiciones con figuras geométricas planas,
usaremos materiales didacticos que nos proporcionen piezas de diferentes medi-
das y colores como, por ejemplo, el que aparece en la figura 130.

Figura 130. Mosaico multiple (Playshapes, fabricado por Invicta Plastics Ltd.)
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Del trabajo libre que pueda realizar el alumnado, tendran que sacar conclusiones:

1. Cuando componemos dos cuadrados de la misma medida por cualquiera de
sus lados (colocarlos el uno al lado del otro), obtenemos un rectangulo. Si
los hacemos coincidir por dos vértices cualesquiera, obtenemos una figura
plana que no tiene nombre conocido, pero que es concava.

2. Cuando componemos un cuadrado con un rectangulo, hay varias posibilidades:
a) Si hay dos lados de igual medida y los hacemos coincidir, se obtiene un
nuevo rectangulo.
b) Si no hay dos lados de igual medida, se compone una figura concava, que
no tiene nombre.
¢) Si los hacemos coincidir por dos vértices, nuevamente la figura compues-
ta es concava.

3. Si son dos rectangulos:
a) Sino tienen lados de igual medida: la figura resultante es una figura plana,
concava, sin nombre.
b) Si tienen dos lados de igual medida: la figura resultante es otro rectangulo.
¢) Si son dos rectangulos iguales:
i. Si los componemos por lados de la misma medida, obtenemos rectan-
gulos nuevamente.
ii. En caso de que el lado corto del rectangulo sea, exactamente, la mitad
de longitud del lado largo, al componer por los dos lados largos, ob-
tendremos un cuadrado.

4. Con dos triangulos el trabajo es semejante:
a) Si tienen lados de la misma medida y los hacemos coincidir por estos
lados, la figura compuesta es un cuadrilatero convexo.
b) Si no tienen de la misma medida, o los hacemos coincidir por el vértice,
la figura resultante es concava.

Hay mas combinaciones, pero la idea es reflexionar con ellos y ellas alrededor de
las figuras que se van componiendo, incidiendo en las condiciones que deben dar-
se para formar una nueva figura geométrica conocida por ellos. A partir de 3.° de
primaria aprovecharemos algunas de estas actividades para trabajar los conceptos
de concavidad y convexidad de figuras planas.

El siguiente paso es trasladar al papel las actividades de observacion y manipu-
lacion realizadas. En un primer momento les propondremos componer figuras li-
bremente, haciendo referencia al aspecto artistico del trabajo (eleccion de colores,
cenefas, mosaicos...) y con la condicion de que la composicion forme una figura
continua (sin agujeros) que, en el caso de las cenefas, se pueda repetir indefini-
damente. Es importante el trabajo de verbalizacion que hagan, para saber en qué
estan fijando su atencion: si es en una composicion artistica en la que la motiva-
cion es el aspecto final de la obra, si han buscado regularidades en su expresion
geométrica-artistica, o si por el contrario han realizado una composicion irregular
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y para que expliquen a sus compafieros todas sus motivaciones que, con seguri-
dad, serdn interesantes. Mas adelante, realizaran actividades semejantes en las que
incluiremos la exigencia de que sus composiciones sean regulares, es decir, que se
repita un patron.

El anterior trabajo nos servird también para educar la mirada de nuestro alumnado
hacia la descomposicion de figuras planas. En este tipo de actividades les propor-
cionaremos imagenes cuyas formas se hayan obtenido por composicion de figuras
geométricas conocidas, pero que no se distinguen directamente y tendran que en-
contrarlas dentro de la proporcionada. En esta linea de accion, existe un material
muy conocido, el Tangram, compuesto por las piezas que se pueden apreciar en
la parte izquierda de la figura 131, con el que podemos potenciar la habilidad de
imaginar composiciones y descomposiciones de figuras, siempre en el nivel co-
rrespondiente a cada curso de primaria y que se puede empezar a utilizar indicando
a los nifios y las nifias los contornos de las figuras que componen la imagen (como
puede verse en la parte derecha de la figura 131).
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Figura 131. Representacion de piezas de un Tangram (izquierda) y de las descomposiciones
de algunas figuras (derecha)

A medida que se avanza en la etapa, se pueden realizar actividades semejantes a
las anteriores, con un mayor grado de dificultad, estudiando nuevas posibilidades
y confeccionando las piezas ellos mismos utilizando diferentes materiales, como
por ejemplo papel, cartdn, cartulina, goma Eva... Con ellas se refuerza el conoci-
miento de las nociones de orientacion espacial y se incide en un resultado geomé-
trico importante: cualquier poligono se puede descomponer en triangulos. En el
caso de los poligonos regulares, estos tridngulos son isdsceles y solo en el caso del
hexagono regular, ademas de is6sceles son equilateros (véase la capacidad 16).

En el desarrollo de todo este trabajo podran encontrar situaciones en las que las
figuras que utilicen recubran todo el plano y otras en las que no. El interés se cen-
trara en las primeras, con la intencién de concluir que las unicas figuras planas que
recubren el plano repitiéndolas indefinidamente son algunos triangulos, algunos
cuadrilateros y los hexdgonos regulares.

En algunos casos, la composicion de figuras planas puede constituir el desarrollo
plano de un cuerpo geométrico. Por lo tanto, a partir de la composicion de figuras
de dos dimensiones podemos llegar también a la construccion de otras tridimen-
sionales (véase la capacidad 17).
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De manera semejante a lo realizado para las figuras planas y a lo largo de toda la
etapa de educacion primaria, se presta también atencion a la composicion y descom-
posicion de figuras tridimensionales. Tendran que encontrar en la realidad cubos,
prismas, pirdmides, esferas, cilindros y conos. Por ejemplo, cajas de diferentes tipos,
pelotas, botes, sombreros de mago... Nos fijaremos en las composiciones que puede
haber de estas figuras en cualquier conjunto arquitecténico, de decoracion, de mue-
bles... En este momento, el trabajo puede reforzarse con la construccién de maquetas
que reproduzcan situaciones espaciales sencillas de su entorno.

Con la ayuda de material didactico continuaremos el trabajo de descubrir estas com-
posiciones observadas en la realidad. Con un abanico de material suficientemente
extenso encontraremos relaciones de composicion de figuras tridimensionales:

1. Con dos cubos:
a) Si son de igual arista, obtendran un prisma.
b) Si son de diferente arista, un cuerpo tridimensional concavo.

2. Con un cubo y un prisma (de cualquier base), hay que distinguir:
a) Si cualquier cara del cubo es igual a la base del prisma cuadrangular y los
componemos por estas, obtenemos un prisma mas alto.
b) Con cualquier otra combinacion, se obtiene un cuerpo tridimensional
concavo.

3. Con un cubo o prisma y una pirdmide (de cualquier base), hay que distinguir:
a) Si cualquier cara del cubo o la base del prisma cuadrangular es igual a la
base de la pirdmide cuadrangular y los componemos por estas, obtene-
MOS un Cuerpo convexo.
b) Con cualquier otra combinacion, se obtiene un cuerpo tridimensional
concavo.

4. Con dos piramides (de cualquier base), hay que distinguir:
a) Si las bases son poligonos iguales, y las hacemos coincidir por estas, ob-
tenemos un cuerpo convexo.
b) Si las pirdmides son triangulares e iguales y las componemos por sus caras
laterales, podemos encontrar casos de cuerpos concavos y de convexos.
c¢) Con cualquier otra combinacion, se obtiene un cuerpo tridimensional
concavo.

5. Con un cilindro y un cono (con base de cualquier radio), hay que distinguir:
a) Si el radio de la base del cilindro es igual al radio de la base del cono y
los componemos por estas, obtenemos un cuerpo convexo.

6. En cualquier otra combinacion, se obtiene un cuerpo tridimensional concavo
Con dos conos (de base de cualquier radio), hay que distinguir:
a) Si los radios de las bases de los conos son iguales y los componemos por
estas, obtenemos un cuerpo convexo.
b) Con cualquier otra combinacion, se obtiene un cuerpo tridimensional
concavo.
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Deberan observar la dificultad de componer la esfera con cualquier otro cuerpo,
por su forma geométrica, concluyendo que siempre se encontrard un cuerpo con-
cavo en cualquier combinacion con los cuerpos estudiados en primaria.

De nuevo hay mas combinaciones, pero la idea es reflexionar con ellos y ellas
acerca de los cuerpos que se van componiendo, incidiendo en las condiciones que
deben darse para formar un nuevo cuerpo conocido. Si no ocurre asi, a partir de 5.°
curso de primaria aprovecharemos estas actividades para trabajar los conceptos de
concavidad y convexidad de figuras tridimensionales.

Una vez trabajadas la proporcionalidad directa y la regla de tres en el bloque de
nimeros y operaciones, se podrd hacer uso de estos conceptos para construir
el de escala y utilizarlo para mejorar el trabajo con mosaicos y maquetas con mas
precision que en los cursos anteriores. De esta manera, se trabajara la transforma-
cion de figuras de dos o tres dimensiones en otras de dos o tres, respectivamente,
ademas de intentar dibujar figuras de tres dimensiones sobre el papel.

Si lo que se quiere es trabajar tres dimensiones, se podra hacer una maqueta a esca-
la de objetos de su alrededor: la mesa de estudio, la papelera, un armario de clase...
para acabar con la posibilidad de hacer la maqueta de un conjunto arquitectoénico
concreto de su barrio o pueblo, del que previamente se hayan informado de las
dimensiones reales. Habra que relacionar esta tarea con el concepto de semejanza
(véanse 3.4.2.3 y 3.4.2.4), donde las longitudes de los segmentos homologos son
proporcionales y la amplitud de los dngulos homdlogos se conserva.

En ultimo caso, y para relacionar los objetos de tres dimensiones con su represen-
tacion plana, podemos desarrollar actividades en las que los nifios intenten dibujar
a escala algunos objetos reales sencillos: una bicicleta, una television. ..

19. Adquirir nociones de transformaciones geométricas. simetrias, giros,
traslaciones, semejanzas. Identificarlas en el entorno familiar
v en la naturaleza. Componer y dibujar figuras simétrica

En educacion infantil se ha trabajado la lateralidad y las direcciones vertical, hori-
zontal u oblicua de una manera muy intuitiva, con un gran componente de juego,
incidiendo en la simetria de nuestro cuerpo, a partir de un eje vertical.

A partir de 1.° de primaria hemos de continuar con el estudio de la simetria. Y para
ello se retoman las actividades con el propio cuerpo, ya que podemos considerar
que su imagen es simétrica. Ellos y ellas deben llegar a descubrir el eje de simetria
a través de su imagen en un espejo u otro tipo de representacion, ayudandose de
su propia lateralidad.

También se trabaja el descubrimiento de la simetria plana en el entorno, buscando-

la en diferentes objetos e imagenes; tendran que reconocer su presencia y encon-
trar a partir de qué eje se desarrolla la simetria en cada caso (figura 132).
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Figura 132. Representacion de imagenes simétricas en objetos y figuras

Se puede trabajar la construccion de figuras simétricas utilizando algunos mate-
riales didacticos que permitan disposiciones simétricas de piezas o fichas para
formarlas (figura 133).

Figura 133. Symétricolor (fabricado por Nathan)

Posteriormente, tendran que dibujar figuras simétricas, dentro de sus posibilida-
des. Se trabajara con figuras planas sencillas y se utilizara, como ayuda, una cua-
dricula que les permita encontrar facilmente los puntos homologos respecto del eje
de simetria, que coincidira con una de las direcciones de las rectas de la cuadricula
(figura 134).

Figura 134. Representacion de la mitad de una imagen simétrica
A partir de 3. curso nos ocuparemos de las traslaciones, los giros y las simetrias.

En un primer momento tendremos que encontrar estos movimientos (véase 3.4.1)
en la realidad.

Cuando se produce un desplazamiento en linea recta y se conservan las formas y
medidas de los objetos, se ha realizado una traslacion.
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Buscaremos giros en la realidad, aun a sabiendas de que se puede girar el objeto
sobre si mismo o alrededor de un eje externo (imaginario o no), que se llama eje
de giro. Los ejemplos son abundantes y muchos los pueden encontrar en las atrac-
ciones de la feria, en el tambor de una lavadora, en el volante de un vehiculo...

Continuaremos el trabajo de la simetria de los cursos anteriores alrededor de su re-
conocimiento en la realidad y utilizaremos material didactico para descubrir regu-
laridades. Deben ser capaces de identificar si un objeto, figura o dibujo es simétrico
o no. Pueden utilizar espejos para averiguar rapidamente si lo es u observar como
seria la simetria de un objeto dado. Ademas, se continlia con la representacion de
figuras planas simétricas con la ayuda de la cuadricula mientras sea necesaria.

La aplicacion de determinados giros a algunas figuras planas simétricas debe lle-
varlos a relacionar estos dos tipos de movimientos. Asi, por ejemplo, para poder
rotar objetos planos se fijaran por su centro a una superficie, en la que habremos
marcado su contorno. Tendran que observar cudndo la figura vuelve a coincidir
con su silueta dibujada en la superficie. Las simétricas, al dar una vuelta completa
coincidiran con el contorno dibujado tantas veces como ejes de simetria tienen
(por ejemplo, el rectdngulo dos veces, como se puede comprobar haciendo girar la
tapa de una caja de zapatos) y, mas concretamente, los poligonos regulares (cua-
drados, triangulos equilateros..., como se observa con la tapa cuadrada de una caja
o con un trébol) tantas veces como lados tienen (figura 135).

Figura 135. Representacion de los ejes de simetria de un rectangulo (superior)
y un cuadrado (inferior)

En el resto de poligonos, al completar la vuelta completa, la figura solo coincide
una vez con su contorno; por ejemplo, el trapecio de la imagen 136.

Figura 136. Representacion de un trapecio rectangulo

@ G. Lorenzo [ M. Alcalde | I. Pérez - ISBN: 978-84-16356-31-7 106  La geometriay la estadistica en el aula de primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia 109



Mencion especial en este estudio debe tener el circulo, donde la experimentacion
(con la tapa de una cazuela, por ejemplo) permite comprobar que por muchos
giros diferentes que le apliquemos siempre coincide con el contorno dibujado ini-
cialmente (figura 137). La conclusion que el alumnado deberia obtener es que el
circulo tiene infinitos ejes de simetria.

Figura 137. Representacion de algunos ejes de simetria de un circulo

A partir de 4.° de primaria continuaremos el trabajo iniciado en los cursos ante-
riores y sera el momento de cuantificar el desplazamiento, midiendo en el caso de
las traslaciones la longitud del vector de traslacion (véanse 3.4.1.1 y 3.5) y, en el
caso de los giros, la amplitud del angulo de giro (véanse 3.4.1.2 y 3.5) que son
contenidos correspondientes al bloque de medida.

También hay que seguir representando con lapiz y papel figuras planas que sean
simétricas respecto de un eje. Se pueden repasar actividades con la ayuda de papel
cuadriculado, teniendo en cuenta la dificultad que representa para los nifios y las
nifias la utilizacion de ejes de simetria que no coincidan con ninguna de las direc-
ciones de las lineas de la cuadricula. Posteriormente utilizaremos papel sin cua-
dricular, entonces el alumnado tendra que servirse de los instrumentos de dibujo
(regla, compas y transportador de angulos) para medir distancias y angulos en la
figura original y reproducirlas al otro lado del eje.

En 6.° curso se deben trabajar las reducciones y ampliaciones proporcionales de
figuras. Es un trabajo ya introducido con las escalas aplicadas a croquis, mapas y
planos en la capacidad 2 y con los mosaicos y maquetas en la capacidad anterior.
Debemos relacionar la semejanza con el concepto de proporcionalidad (véanse
3.4.2.3y 3.4.2.4), observar que hay un valor en estas transformaciones que siem-
pre se mantiene, la constante de proporcionalidad, y que sirve para encontrar las
medidas lineales que habran de aumentar o disminuir. Un ejemplo con heptagonos
concavos se puede encontrar en la figura 138.
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Figura 138. Representacion de heptagonos concavos semejantes
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TEMA 2

Estadistica, azar y probabilidad

1. Introduccion

1.1. Historica

La palabra estadistica tiene el mismo origen que la palabra estado. Los estados
tienen la necesidad de formular programas para resolver, de manera inteligente,
los problemas que plantean las administraciones de sus paises. Habra que confec-
cionar tablas numéricas que recojan los datos de interés y, a partir de su estudio
y analisis, aceptar o rechazar los programas a plantear y estas son las llamadas
estadisticas. No solo los estados, diferentes empresas y organismos tienen también
necesidades parecidas.

La estadistica, como todas las ciencias, no surgié de improviso, sino mediante
un proceso largo de desarrollo y evolucion, desde hechos de simple recoleccion
de datos, hasta la diversidad y rigurosa interpretacion de los mismos que se dan
hoy en dia. Asi, podemos encontrar el origen de la estadistica a comienzos de la
historia y esto se sabe tanto a través de cronicas y datos escritos, como de restos
arqueologicos, y es explicable por la inherente necesidad de la sociedad de cono-
cer aspectos elementales de su vida cotidiana. Estos aspectos podian ser cudntos
habitantes tiene una tribu o pueblo, de cuantos bienes dispone, etc.

El origen de la estadistica empieza posiblemente en la isla de Cerdefia, donde
hay monumentos prehistéricos que constan de bloques de basalto superpuestos sin
mortero. En las paredes de estos bloques se encuentran grabados toscos signos que
han sido interpretados con mucho de acierto como muescas que servian para llevar
la cuenta del rebafio y la caza. Poco a poco, a medida que evoluciono la sociedad,
estos registros fueron mas frecuentes y ajustados a la realidad.

La civilizacion egipcia llevaba la cuenta de los movimientos poblacionales y continua-
mente hacia censos. Incluso tenian a Safnkit como diosa de los libros y las cuentas.

En la Biblia observamos, en uno de los libros del Pentateuco bajo el nombre de
Numeros, el censo que realizdé Moisés después de la salida de Egipto.

En China, Confucio, en uno de sus textos clasicos, Shu-King, escrito hacia el afo

550 a. C., nos narra cémo el rey Yao, en 2238 a. C., mandd hacer una estadistica
agricola, industrial y comercial.
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También en la Grecia clésica se realizaron importantes estudios estadisticos en
cuanto a distribucion de terrenos, servicio militar, etc. Asi mismo, hay que citar
entre los griegos principalmente a Socrates, Herodoto y Aristoteles, quienes a tra-
vés de sus escritos estimularon la estadistica por su importancia para el Estado.

En Roma, su perfecta organizacion politica, juridica y administrativa favoreci6 el
desarrollo de una manera de hacer, que se podria decir ahora que era estadistica.

Con Carlomagno, en Francia, volvieron las estadisticas a Europa, con un caracter
netamente financiero y administrativo. En Inglaterra, Guillermo el Conquistador,
encomendo la realizacion de una especie de catastro, que constituye un documento
estadistico-administrativo.

Hacia la mitad del siglo xvi, gracias a Vito Seckendorft y sobre todo a German
Conring, a quien se conoce como el fundador de la estadistica, se define esta como
la descripcion de hechos notables de un Estado. El mejor de sus seguidores fue Gott-
fried Achenwall, quien consolidé definitivamente los postulados de la nueva ciencia
y le dio el nombre de estadistica. Von Scholer separo la teoria de la estadistica de
su aplicacion practica. Todos estos estudiosos formaron parte de la tendencia de la
estadistica universitaria alemana, conocida como estadistica descriptiva y que se
corresponde con la manera actual de trabajarla (Mufioz, 2004).

Los conceptos de azar e incertidumbre son tan antiguos como la propia civiliza-
cién. La humanidad siempre ha tenido que soportar la incertidumbre del clima,
la provision de alimentos y otros aspectos del medio ambiente y ha tenido que
esforzarse para reducir esta incertidumbre y sus efectos. Aproximadamente, ha-
cia el afio 3500 a. C., los juegos de azar se practicaban en Egipto con objetos de
hueso, considerados como los precursores de los dados. Sabemos que el juego
con dados ha sido muy popular desde entonces y que fue parte importante en el
primer desarrollo de la teoria de la probabilidad. A pesar de que no fue hasta fi-
nales del siglo xvi, el xvii y principios del xvi cuando se desarrolld esta teoria.
Girolano Cardano y Galileo Galilei introdujeron los conceptos relacionados con
la probabilidad numérica. A mitad del siglo xvi, matematicos como Blaise Pascal
y Pierre Fermat iniciaron la teoria matematica de la probabilidad y consiguieron
obtener probabilidades exactas para ciertos problemas relacionados con los juegos
de dados. Un poco mas tarde, Christiaan Huygens publicé el primer texto sobre
las probabilidades.

Ya mas adelantado el siglo xvii, Jakob Bernouilli y Joseph-Louis Lagrange hacen
evidente la relacion entre los juegos de azar y los fenémenos aleatorios en ciencias
como fisica, medicina, biologia y ciencias sociales e introducen, también, un buen
nimero de nociones basicas de combinatoria que se utilizaron como aplicaciones
en el célculo de probabilidades. Abraham de Moivre descubre y desarrolla el con-
cepto de distribucion normal que, posteriormente, retoma Pierre-Simon Laplace
publicando en 1812 la Théorie analytique des probabilités.

Esta rama de las matematicas toma la forma actual a partir de 1930, cuando An-
drey Kolmogorov establece, con sus axiomas para el calculo de probabilidades, las
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bases matematicas para establecer la teoria. Emile Borel proporciona una demos-
tracion de la ley de los grandes numeros donde ya maneja la nocioén de probabili-
dad con las propiedades aditivas (Arribas et al., 2012).

1.2. Modelo estadistico

Con el nombre de modelo estadistico se hace referencia a la secuencia de gran-
des pasos que constituyen un procedimiento. En primer lugar, tiene que haber un
problema susceptible de ser resuelto con técnicas estadisticas. Una vez delimitado
este problema, se puede trabajar de diferentes maneras. Los pasos siguientes no
pretenden indicar que siempre se tenga que pasar por cada uno de ellos; un estudio
estadistico podria ser de uno, dos o tres pasos.

1.°: Encontrar toda la informacion posible sobre el problema (recogida de datos).
Dentro de este paso, que se desarrollara en el siguiente capitulo del tema, se
encontraria la confeccion de la encuesta y la puesta en practica.

2.°: Organizar los datos. Se trata de hacer esta organizacion de forma que aporte
la mayor cantidad posible de informacion y que describa claramente el pro-
blema. También entraria dentro de este paso calcular medidas o indices de
estos datos con la misma intencidn, aportar informacion directa de la reco-
gida (estadistica descriptiva).

3.°: Generalizar. Cuando se hacen muchos experimentos o estudios estadisticos
y se consigue obtener regularidades y generalizar los problemas, se llega al
concepto de probabilidad. Si se contintia con este proceso se pueden obtener
modelos que recogen las caracteristicas comunes a conjuntos de problemas
parecidos (modelos de probabilidad).

4.°: Extraer informacion del conjunto sobre el cual se habia hecho un estudio,
pero sin que esta informacion esté de manera expresa en los datos recogidos.
Si es sobre la muestra utilizada (subconjunto de la poblacion), se denomina
regresion y solo se usan técnicas descriptivas. Pero podemos querer obtener
informacion de la poblacion de la cual se habia sacado una muestra y enton-
ces nos hara falta la probabilidad y los modelos de probabilidad (inferencia
estadistica).

1.3. Al tema

El objetivo del tema es hacer una primera aproximacion a los conceptos basicos
de la estadistica descriptiva y la probabilidad, asi como su tratamiento en un aula de
primaria. Del modelo estadistico anterior, nos interesan los pasos 1.°y 2.° y, ade-
mas, parte del 3.°.
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2. Fundamentacion teorica

2.1. Recogida de datos

Se entiende por recogida de datos el proceso por el que se obtiene la informaciéon
necesaria para hacer un estudio descriptivo o cualquiera otro tipo de estudio esta-
distico (Nortes, 1987).

2.1.1. Aspectos generales
2.1.1.1 ;Qué es una encuesta?

Antes de empezar la recogida de datos hay que tener perfectamente definidos los
elementos que integran la poblacion objeto de estudio. Ademas, es importante es-
coger la manera de proceder. Debe ser ordenada, sobre todo si el nimero de datos
es elevado y hay que tener previamente preparado el material necesario, como por
ejemplo: cuestionarios, impresos, personas encargadas, etc. A pesar de todo, ha-
bremos de tener en cuenta que siempre se pueden producir errores humanos, fallos
en la transcripcion de datos, datos inexactos, etc. Se denomina trabajo de campo al
conjunto de todo aquello relacionado con la recogida de los datos: fechas, prepa-
racion del material, seleccion de personal (si procede), etc.

La técnica de obtencion de datos mas utilizada es la encuesta, estudio de investi-
gacion que permite obtener informacion de la poblacion a partir de unos métodos
estandarizados. En el estudio estadistico se pueden recoger datos de toda la pobla-
cion o de una muestra de esta (que puede ser o no representativa). Un ejemplo de
encuesta a todos los individuos afectados por una variable de estudio es el censo
poblacional, otro el censo electoral...

Dos cuestiones a tener en cuenta a la hora de realizar estos tipos de estudios son
las siguientes:

1. El objetivo:

a) Describir y comparar. Tanto si es de toda la poblacién (censo), como si es
de una muestra, se puede tener solo el objetivo de presentar unos resul-
tados que describan el problema que se quiere estudiar de los individuos
y comparar este estudio con otros que se hayan podido hacer en otro mo-
mento (pasos 1.°y 2.° del modelo estadistico).

b) Obtener conclusiones de un colectivo mayor. En este caso, hay que elegir
una muestra y estudiar las caracteristicas de sus datos. A partir de ellas se
inferird informacion del colectivo mayor (4.° del modelo estadistico, este
punto no se estudia en el tema).

2. La definicién de los caracteres de los individuos de la poblacion. Los indivi-
duos tienen que presentar una caracteristica que se quiera estudiar, llamada
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variable y las preguntas sobre esta siempre deben tener una posible respues-
ta. También hay que prever de qué tipo son estas variables: cualitativas (no
se puede precisar numéricamente, por ejemplo, el color del cabello) o cuan-
titativas (determinadas por una cantidad numérica) y, en este caso, pueden
ser continuas (la variable puede tomar muchos valores diferentes y, por lo
tanto, es recomendable agruparlos, como el peso de las personas, por ejem-
plo) o discretas (puede tomar pocos valores y no hace falta el agrupamiento,
como es el caso del nimero de hijos e hijas de una familia).

2.1.1.2. Poblacion y muestra

Cualquier investigacion estadistica tiene que estar referida a un conjunto de per-
sonas o cosas que presentan una propiedad determinada. Estos colectivos reciben
el nombre de poblacion. Cada uno de los elementos que la forman se denomina
individuos. La dimension de la poblacion se define como el niimero de elementos
que la componen (finito o infinito) y normalmente se representa con la letra «N». Las
propiedades o cualidades que presentan todos los elementos de la poblacion son
las variables definidas en el punto anterior.

Una subpoblacion es un subconjunto de la poblacion donde todos los individuos
reunen ciertas caracteristicas que no tienen el resto de los elementos de la poblacion.

Se define una muestra como un subconjunto de la poblacion. La dimension de la
muestra se define como el nimero de elementos que la componen y normalmente
se representa con la letra «n». Hay diferentes métodos para seleccionar una mues-
tra, los cuales se conocen como tipos de muestreo.

A. REPRESENTATIVIDAD DE UNA MUESTRA

Para que una muestra represente a la poblacion debe garantizar una serie de con-
diciones, tanto en el momento del muestreo, como en la seleccion adecuada de los
individuos de la muestra.

En el muestreo se pueden cometer dos tipos de errores: muestrales (por el hecho
de no contar con todos los elementos de la poblacion y esta claro que siempre se
producira este tipo de error, si utilizamos muestras) y de sesgo (por no haber cogi-
do los elementos de manera aleatoria).

B. TiroS DE MUESTREO
* Opinatico. Los elementos de la muestra se eligen a criterio del investigador.

No es representativo porque no se puede medir la diferencia que existe entre
el valor observado en la muestra y el verdadero valor en la poblacion.
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+ Aleatorio o probabilistico. Cualquier elemento de la poblacion tiene la mis-
ma probabilidad de ser escogido, es decir, los individuos se eligen al azar.
Por lo tanto, la representatividad de la muestra se garantiza totalmente. Pue-
de ser:

— Simple: cualquier elemento tiene la misma probabilidad de ser elegido
durante todo el proceso.

— Irrestricto: al inicio del proceso, cualquier elemento tiene la misma pro-
babilidad de ser elegido, pero una vez escogido no se puede volver a
elegir.

 Estratificado. Los elementos de la poblacion se dividen por estratos (estos
pueden estar determinados por edades, nivel econdmico, profesiones, por
ejemplo). La muestra se forma con la eleccion de un nimero de elementos
de cada uno de los estratos. Asi, se consigue utilizar muestras de menor di-
mension y, por lo tanto, més fiables. La dimension de cada uno de los estra-
tos de la muestra es proporcional a la de los estratos correspondientes de la
poblacion. La representatividad de la muestra se garantiza dado que a cada
uno de los estratos se le aplica un muestreo aleatorio.

* Por areas o conglomerados. Los elementos de la muestra se agrupan por
conglomerados (habitualmente relacionados con la distribucion territorial
de la poblacion), dentro de cada uno se aplica muestreo aleatorio. Un con-
glomerado puede ser, por ejemplo, el conjunto de nimeros de una calle de
una determinada ciudad o diferentes pueblos de una comarca. La represen-
tatividad de la muestra viene garantizada por el hecho de haber elegido los
conglomerados por un método aleatorio.

+ Sistematico. El primer elemento de la muestra se elige al azar, el resto se se-
lecciona de acuerdo con una regla predeterminada. También recibe el nom-
bre de muestreo con comienzo aleatorio. En este procedimiento se tiene la
misma representatividad que en el muestreo simple si la lista utilizada es
aleatoria respecto de la variable objeto de estudio.

* Secuencial. Se toma una decision por cada unidad (o grupo de unidades) de
un lote de elementos. Esta decision es de aceptacion, rechazo o continuacion
de la inspeccion y se hace de acuerdo con unas especificaciones previamente
establecidas. Fundamentalmente, proporciona una gran disminucion en el
volumen de la muestra, a pesar de que puede provocar una ligera pérdida de
representatividad.

2.1.1.3. Pasos en la realizacion de una encuesta
1. A partir de la detecciéon de un problema susceptible de ser estudiado es-

tadisticamente, hay que formularlo claramente, indicar los objetivos de la
encuesta y expresarlos con la mayor precision posible.
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2. Definicion de la poblacion a la cual se aplicard la encuesta. Al elegir una
muestra, esta lo serd de la poblacion sobre la cual deseamos obtener infor-
macion.

3. Determinacion de las preguntas a efectuar. La cantidad debe ser la menor
posible y en consonancia con el interés de los datos que se desea obtener.
Las preguntas tienen que ser de facil comprension y, ademas, las mas deci-
sivas hay que situarlas al principio o al final del cuestionario.

4. Métodos de grabacion. Las maneras de registrar las preguntas y sus res-
puestas pueden permitir codificar los datos, lo cual simplifica el posterior
tratamiento de los resultados.

5. Eleccion de unidades de muestreo, es decir, organizar los elementos de la
poblacion en clases disjuntas. El conjunto de las unidades y las informacio-
nes de las cuales se dispone para realizar la encuesta se denomina marco de
la encuesta.

6. Eleccion de un tipo de muestreo.

Seleccion de la muestra.

8. Encuesta piloto, es decir, probarla a un grupo reducido antes de pasarla a
toda la muestra.
9. Organizacion del trabajo de campo.
10. Tabulacion y depuracion de datos. Hay que hacer una revision de los cues-
tionarios obtenidos y una valoracion de las respuestas desestimadas por los
encuestados.

~

2.1.1.4. Tipos de encuestas
Las encuestas pueden clasificarse de varias maneras:

a) Segun el ambito que alcanzan:
» Exhaustivas: se dispone de todo el colectivo para hacerlas, es decir, de la
poblacion.
+ Parciales: se utiliza una muestra que deberia representar a todo el colec-
tivo.

b) Por la manera de obtener los datos:
* Directas: los datos se obtienen de manera especifica y directamente de los
individuos del problema concreto que se quiere tratar.
 Indirectas: los datos se pueden obtener a partir de bancos de datos corres-
pondientes a otros estudios.

¢) Segun el interés del estudio:
* De opinion: las preguntas pretenden conocer la opinién de una poblacion
respecto de un tema.
* De hechos: las preguntas pretenden recoger datos de un acontecimiento.
* Mixta: incluye preguntas que alcanzan opiniones y hechos.
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2.1.2. Elaboracion de la recogida y planificacidon de las acciones
a realizar

2.1.2.1. El cuestionario

Se podria definir como un conjunto de preguntas alrededor de los hechos o as-
pectos interesantes para la investigacion y que responden los encuestados. Estas
preguntas pueden presentarse en varios formatos (papel, digital, etc.). Podemos
clasificar los cuestionarios en:

* Cuestionario individual. En esta modalidad la tarea de registro de las res-
puestas la realiza el encuestado.
» Cuestionario lista. Hay una persona, el encuestador, que recoge las respuestas.

Los tipos de preguntas que pueden aparecer en el cuestionario, segun la respuesta,
son:

» Abiertas. No esta especificada la respuesta en opciones.
» Cerradas. Se ofrecen las posibles respuestas, dicotomicas o de multiples op-
ciones. Estas deben ser excluyentes y exhaustivas.

Las recomendaciones a la hora de redactar las preguntas del cuestionario son:

1. Tienen que ser comodas para los encuestados: pocas, cortas, que no impli-
quen esfuerzos de memoria, consultas documentales, ni calculos numéricos
complicados, etc.

2. Deben ser precisas para evitar confusiones: que proporcionen informacion
de solo una idea, preferiblemente cerradas, con lenguaje sencillo y sin pa-
labras ambiguas, planteadas de manera concreta, que provoquen respuestas
directas e inequivocas, etc.

3. Hace falta que eviten la diversificacion excesiva de las respuestas y si son
abiertas, no dar opcién alternativa.

4. Tienen que formularse de manera neutral, evitando preguntas indiscretas,
con carga emocional o que provoquen prejuicios en los encuestados.

Cuando se prepara el cuestionario, se deberian respetar las siguientes etapas:

1. Formular hipdtesis generales y especificas para determinar lo que se preten-

de medir y, con las preguntas que se hagan, intentar contestar a estas hipote-

sis. Todo el cuestionario tiene que tender a validarlas.

Determinar las variables o caracteristicas a medir.

Planificar el contenido del cuestionario.

Redactar las preguntas.

Presentar el cuestionario, con dos consideraciones:

a) técnica, tiene que poder tabularse después.

b) material, si es cuestionario individual o cuestionario lista, si tiene que
haber notas aclaratorias o no...

kv
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En la distribucion del cuestionario, hay que tener en cuenta:

1. La fecha. Si, por ejemplo, se hace por correo, deben evitarse los momentos
de vacaciones.
2. Las formas de hacerla:
a) correo postal
b) repartidor
¢) encuestador

Finalmente, la recogida se debe hacer por las mismas vias utilizadas en la distri-
bucion.

2.1.2.2. La entrevista

La entrevista es el acto que retine a dos o mas personas, una de las cuales es la que
pregunta y anota las respuestas.

La importancia de la entrevista recae en que es concreta (en ese momento, el cen-
tro de atencion es la encuesta misma), personal, directa y de respuestas inmediatas.
La entrevista con cuestionario es mas dirigida, las preguntas estan ya dispuestas
y tedricamente, no se puede salir de estas. Esto provoca poca espontaneidad pero,
por el contrario, mucha fiabilidad. En cambio, sin cuestionario no esté tan dirigida,
pero es mas espontanea, a pesar de que menos fiable.

Podemos considerar que hay ventajas al utilizar cuestionario con encuestador, por
ejemplo, que es mas comprometido el responder, porque mientras que una en-
cuesta recibida por correo puede ser olvidada o rota en el acto, esta modalidad,
no. Permite obtener mas respuestas y, como hay una persona que lee las preguntas
y anota las respuestas, puede ser dirigida a personas analfabetas o no. Como des-
ventaja, la presencia o influencia del encuestador puede condicionar las respuestas
del individuo.

Cuando se quiere ejecutar la entrevista, es bueno avisar, propiciar un clima agra-
dable y no involucrar la opinion del propio encuestador en la que pueda tener el
encuestado. Y esto se tendria que acompanar con otras caracteristicas que debe tener
esta persona, como por ejemplo, cualidades éticas (para realizarla correctamente, sin
manipular los datos), cualidades sociales (que no generen sentimientos que perjudi-
quen las respuestas) y cualidades técnicas (saber un poco del trabajo que desarrolla).

El ultimo paso es el vaciado de los datos de las entrevistas. Se tienen que contabi-
lizar las preguntas con respuestas cuantitativas. Si son cualitativas, hay que codi-
ficarlas y, por ultimo, detectar los errores que se hayan podido producir, lo cual es
importante con vistas a las proximas realizaciones.

En este momento, el terreno esta preparado para que sea la estadistica descriptiva
la que se encargue de describir y organizar los datos.
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2.2. Estadistica descriptiva

2.2.1. Organizacion de datos

La estadistica descriptiva se encarga de la recogida y posterior representacion,
ordenacion y tabulacion de los datos obtenidos en las diferentes observaciones,
es decir, es la parte de la estadistica que se ocupa de una primera fase, en la cual
se debe sintetizar la informacion y describirla. Como los datos pueden estar agru-
pados o0 no y corresponder a una variable o a mas de una, la presentacion tendra
que ser de manera diferente segun sean estas. Para describirlos podemos disponer
de dos vias: la numérica (tablas de frecuencias y medidas estadisticas) y la grafica
(diagramas de barras, histogramas, diagrama de sectores, etc.).

2.2.1.1. Tablas de frecuencias

El objetivo de las tablas de frecuencias es facilitar la lectura de los datos recogi-
dos. Es una manera ordenada de presentarlos y poder recontarlos sin demasiada
dificultad.

A. TABLA DE FRECUENCIAS PARA DATOS NO AGRUPADOS

Si se quieren presentar los datos de una variable de manera individualizada, hay
que optar por un tipo de tabla como la que se muestra a continuacioén, donde k
es el nimero de valores o modalidades diferentes de la variable y, por lo tanto,

ie{l,..k}-:
xl nl -f; ]Vt Fi
xl nl f; ]Vt Fi
xZ nZ L NZ FZ
- n 1 - -

Donde los elementos que intervienen son:

x;: Valores o0 modalidades diferentes de la variable. Los valores tienen que estar
ordenados de menor a mayor.

n: Frecuencia absoluta de x,. Es el nimero de elementos con valor o modalidad

k
x,. Entonces En,. =n.
i=1
f; =— Frecuencia relativa de x. Expresa la frecuencia absoluta de ese valor o
" modalidad en su relacion con n, por tanto, la relativa esta referida a la
unidad. Si se multiplica por 100, se obtiene el porcentaje de elementos
de la muestra con valor o modalidad x..
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N.=n,+... +n;: Frecuencia absoluta acumulada de x,. Es la suma de las frecuencias
absolutas de los valores < x, o de las modalidades anteriores o coincidentes
con x;,.

F.=f, +... + f: Frecuencia relativa acumulada de x.. Es la suma de las frecuencias
relativas de los valores < x, o de las modalidades anteriores o coincidentes
con x,. Si se multiplica por 100 se obtiene el porcentaje de elementos de la
muestra con valor < x, o de modalidades anteriores o coincidentes con x,.

La tabla, con estas columnas, se considera una tabla de frecuencias completa para
datos sin agrupar.

B. TABLA DE FRECUENCIAS PARA DATOS AGRUPADOS

Si queremos presentar los datos de una variable de manera agrupada, clasificare-
mos sus valores en intervalos que denominaremos clases. Hay que decir que los
criterios y las decisiones de agrupacion son de la persona que esté confeccionando
la tabla, aunque puede haber algunas indicaciones objetivas:

» Las clases deben estar acotadas.

+ Tienen que ser disjuntas y exhaustivas. Por lo tanto, los intervalos habran de
ser cerrados por la izquierda y abiertos por la derecha, por ejemplo. En el su-
puesto de que el ultimo valor de la variable coincida con el extremo superior
del ultimo intervalo, se tiene que cerrar este por la derecha.

* Se debe establecer un nimero adecuado de intervalos. Una manera de aproxi-
mar este nimero es la formula de Nordiffe,\/; , donde n es el nimero de datos.

* Llamamos @; a la amplitud de los intervalos. Cuando se decide que todos
. . . , e
los intervalos sean de la misma amplitud, esta sera: ¢, = — , donde Re =x_

ax

—x_.es el recorrido de la variable e I es el nimero de intervalos elegido.
* SiL_, esel extremo inferior del intervalo y L, el superior, se llama marca de

1

. L +L , .
clase al punto medio, ¢, = T, que sera el representante del intervalo.

La tabla de frecuencias completa para una variable agrupada es:

[Ll—l ? Ll ) ci nl f; ]\71 Fl

[LO > Ll ) cl nl f; i Fl

[Ll ’L2) 6 n, fz 2 F 2
- n 1 - -

Donde las columnas de frecuencias tienen el mismo significado que en la tabla del
apartado anterior.
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C. TABLA DE FRECUENCIAS PARA DATOS BIDIMENSIONALES

Si tenemos dos variables por cada individuo, los datos se recogen en una tabla de
doble entrada que se denomina tabla de correlacion (variables cuantitativas) o
de contingencia (variables cualitativas). La tabla siguiente muestra el caso de dos
variables no agrupadas. Aunque no se vera, en el caso de ser una o las dos agru-
padas, el tratamiento seria por intervalos del mismo modo que en el caso anterior.

Y
Y Y, n, | f. N. | F.
n..
x Y
i fij
n.,. n
J
/5 1 - -
N. -
J
F. -
J

Donde los elementos que intervienen son:

x,y): Valores de las variables cuantitativas o modalidades de los atributos en
las variables cualitativas. Los valores de cada variable tienen que estar orde-
nados de menor a mayor o agrupados en intervalos, si procede.

n,: Frecuencia absoluta conjunta. Es el namero de veces que se presenta en la
muestra la pareja (x,, ). Separada por una diagonal representaremos tam-
bién la frecuencia relativa conjunta f; .

n,: Frecuencia absoluta marginal del valor o modalidad x,. Es el nimero de
veces que se repite el valor x; sin tener en cuenta los valores de Y.

n.: Frecuencia absoluta marginal del valor o modalidad Yy Es el nimero de ve-
ces que se repite el valor Y, sin tener en cuenta los valores de X.

f.. 1. Frecuencias relativas marginales de los valores o modalidades de una de
las variables, sin tener en cuenta los valores o modalidades de la otra.

Del mismo modo que en las tablas de una variable finalizamos con las frecuencias
acumuladas, en este caso marginales: N, y F, y las correspondientes N,y F..

2.2.1.2. Representaciones grdficas

* Diagrama de barras: Es la representacion grafica mas usual para variables
cuantitativas con datos sin agrupar o para variables cualitativas. En el eje de
abscisas representamos los diferentes valores o modalidades de la variable.
Sobre cada valor o modalidad levantamos una barra de altura igual a su fre-
cuencia (figura 139).
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Figura 139. Representacion de un diagrama de barras

* Histograma: Es la representacion grafica equivalente al diagrama de barras
para datos agrupados de la variable. En el eje de abscisas representamos las
clases y, sobre cada clase, levantamos rectangulos unidos entre si, de area
equivalente a la frecuencia de la clase (figura 140).

Figura 140. Representacion de un histograma

* Poligono de frecuencias: Es una de las representaciones habituales de las
frecuencias para variables cuantitativas con datos agrupados. En el caso de fre-
cuencias no acumuladas se construye uniendo con segmentos los puntos me-
dios de los lados superiores de los rectangulos del histograma, obteniendo
asi la linea poligonal correspondiente (figura 141).

i

0 6 70 8 9% 100 110 120

Figura 141. Representacion de un poligono de frecuencias no acumuladas
El de frecuencias acumuladas se construye uniendo los vértices superiores dere-

chos de los rectangulos. En el primer rectangulo, hay que unir el extremo izquier-
do inferior, con el extremo superior derecho (figura 142).
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Figura 142. Representacion de un poligono de frecuencias acumuladas

También se puede utilizar para datos sin agrupar. Las representaciones seran ana-
logas, con la diferencia de que las barras estaran separadas.

* Diagrama de sectores: Es lo mas usual para variables cualitativas. Se re-
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presenta mediante un circulo. A cada modalidad o valor de la variable se
le asocia el sector circular, cuyo angulo es proporcional a su frecuencia o
porcentaje (figura 143).

Figura 143. Representacion de un diagrama de sectores

Pictograma: Expresa, con dibujos alusivos al tema de estudio, las frecuen-
cias de las modalidades o valores de la variable. Generalmente, la altura
de las figuras representadas coincide con las frecuencias correspondientes.
También se puede utilizar la superficie de los dibujos como representacion
de las mencionadas frecuencias (figura 144).

iy 1 1

1597

1558

Figura 144. Representacion de un pictograma relativo a la venta de bombillas

Piramides de poblacion: Son un caso muy concreto de grafico estadistico.
Se utilizan para estudiar conjuntamente la variable edad y el atributo sexo,
y asi se puede analizar la distribucion de la poblacion de acuerdo con estas
caracteristicas y las consecuencias de una guerra o conocer el control demo-
grafico, entre otros (figura 145).
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Figura 145. Representacion de una pirdmide de poblacion

* Nube de puntos o diagrama de dispersion: Es el grafico mas utilizado para
variables bidimensionales. Consiste en representar cada pareja de valores
por un punto del plano. Cuando una pareja esta repetida, se indica, junto a la
representacion correspondiente, el valor de la frecuencia (figura 146).
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Figura 146. Representacion de una nube de puntos

Otras representaciones graficas que se pueden encontrar, pero que son mucho me-
nos frecuentes serian: graficos con columnas divididas, con columnas dobles, de
series cronologicas, graficos en espiral, estereogramas, etc.

2.2.1.3. Tendenciosidad y errores mas comunes

En un estudio estadistico es importante que el informe que de este se haga sea
suficientemente claro y exprese con precision y exactitud los resultados obtenidos,
de forma que no puedan ser malinterpretados.

Las causas que provocan la inutilidad de un informe estadistico pueden ser muy
diversas y en ocasiones son debidas a errores durante la toma de datos o en su
expresion.

Esencialmente, se pueden describir tres tipos de errores:

» Errores en la recogida de datos. Suelen ser debidas a que la muestra elegida
no es representativa de la poblacion, a que la técnica de obtencion de los
datos de algunos elementos de la muestra no es la adecuada o a no haberlos
depurado adecuadamente.
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» Errores en la expresion de los datos. Por ejemplo, cuando el informe se hace
de manera grafica, que este no sea interpretable, o que no aparezcan las uni-
dades de medida en cada una de las representaciones... En el caso de valores
agrupados de la variable, el error méas comun es la eleccion incorrecta de los
intervalos de agrupacion, es decir, que estos no constituyan una particion del
recorrido de la variable a estudiar.

+ Tendenciosidad de la expresion de los datos. Es uno de los principales pro-
blemas que se puede presentar en un informe estadistico, ya sea de manera
intencionada o no. Consiste en que la informacion, a pesar de ser verdadera,
se presenta de forma que puede inducir a error. Un claro ejemplo puede ser
recortar un grafico, o a la hora de representar graficamente, tomar una escala
inadecuada.

2.2.2. Calculo de medidas de los datos de la variable

Generalmente, en un estudio estadistico no interesa la informaciéon de todos los
elementos de la poblacion, sino que el interés recae sobre un elemento tipico suyo
que se caracterizara por una serie de niimeros, que denominamos medidas o pa-
rametros estadisticos, y que se extraen de la masa de los datos. Estas medidas
permiten resumir un gran nimero de ellos en unos pocos valores que proporcionan
una idea aproximada de toda la poblacion. Evidentemente, como pasa en cualquier
proceso de sintesis, se produce una pérdida en la cantidad de informacion, pero
esta se compensa con la facilidad de manejo de estos nimeros. Los mencionados
paradmetros, ademas, sirven para comparar dos distribuciones de frecuencias. Hay
de tres tipos, de centralizacion, de posicion y de dispersion.

2.2.2.1. Medidas de centralizacion

Las medidas de centralizacion, posicion central o localizacion central se expresan
con las mismas unidades que las observaciones y determinan una cantidad central
en la distribucion alrededor de la cual se encuentran repartidos los valores de la
variable. Las mas importantes son las siguientes:

A. MEDIA ARITMETICA

Es una medida que pretende representar todos los valores de la distribucion. Es
un namero calculado y, por lo tanto, puede no coincidir con ningun valor de la
distribucion. Se define como el resultado de dividir la suma de todos los datos por
el nimero de estos y se representa por x . En el momento de calcularla distingui-
remos dos casos:

* Datos no agrupados de la variable. La media aritmética de una serie de valo-
res X, X,,"**, X, que toma una variable estadistica X, cuando los datos no se

@ G. Lorenzo [ M. Alcalde | I. Pérez - ISBN: 978-84-16356-31-7 123 lageometriay la estadistica en el aula de primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia 109



encuentran agrupados se calcula de la manera anteriormente sefialada:
k

» Datos agrupardos de la variable. Se toma como valores de la variables las
marcas de clase de cada uno de los intervalos (¢,) y se procede como si los

datos no estuvieron agrupadas, por lo tanto la expresion quedara:
k

_ 261"”1‘
i= .

X =
n

Ventajas de la utilizacion de la media aritmética:
* Se determina de manera objetiva y es unica.
* Tiene un significado interpretativo muy claro.
» Es sencilla de calcular.
* En el caso de datos no agrupados de la variable, se utilizan todos los valores
de la distribucion para calcularla.

Inconvenientes:

* Los valores extremos de la distribucion, muy dispares, influyen de manera
notable en el valor de la media aritmética, lo cual puede hacerle perder re-
presentatividad.

* En el caso de datos agrupados de la variable, no se utilizan todos los valores
de la distribucion, sino los representantes de los intervalos, ¢, y, por lo tanto,
se pierde parte de informacion.

B. Moba

Se representa por Mo y se define como el valor o valores de la variable con la
mayor frecuencia absoluta (andlogamente modalidades de la variable si es cuali-
tativa). Del mismo modo que en el caso anterior, para calcularla distinguiremos:

» Datos no agrupados de la variable. Su calculo es muy sencillo en este caso,
solo hay que mirar la columna n, y la x, asociada al mayor de estos valores,
sera la moda (puede haber mas de una).

» Datos agrupados de la variable. Seguiremos dos pasos:
1. Encontrar el intervalo modal (puede haber més de uno): serd aquel con la
mayor frecuencia absoluta. Nombraremos este intervalo como| L, L;).
2. Hacer un célculo para obtener, no el valor exacto de la moda, sino una
aproximacion que vendra determinada por las siguientes hipotesis:
— Hay una moda en cada intervalo modal.
— En el interior del mencionado intervalo, la moda es el punto que equi-
libra las frecuencias absolutas de los intervalos adyacentes, suponien-
do que los valores se reparten en el interior de los intervalos de manera
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uniforme. Por lo tanto, si los intervalos tienen la misma amplitud, la
moda se calcula como:

ni+l -d.

Mo=L_ +b—n_- b=(al.—b)-n,.+1 —b= :
ni—l + ni+1

Yy, por tanto,

n.
Mo=L  +— q,
n_.+n

i-1 i+l

Una representacion geométrica de la moda para datos agrupados la podemos en-
contrar en la figura 147.

—— ni+1

Li-l MO Li

Figura 147. Representacion geométrica de la moda

Si los intervalos tienen distinta amplitud, tenemos que encontrar, en primer lugar,

la densidad de frecuencia de cada intervalo, d,, que se define como el cociente en-
tre la frecuencia absoluta y la amplitud del intervalo,d, = —. El intervalo modal

a.
4 . . 1
[L, ,L) sera ahora el de mayor densidad de frecuencia y para encontrar la moda
aplicamos de nuevo la formula anterior, pero sustituyendo las frecuencias por las
densidades de frecuencia, es decir:

Mo=1,, +—S__q
i-1 + di+l
Ventajas de la utilizacion de la moda:
» Es sencilla de calcular.

 Tiene una interpretacion muy facil.

Inconvenientes:

* Es menos representativa que las otras medidas de centralizacion. Es util,
mayoritariamente, si se trata de distribuciones con datos cualitativos, porque
no se puede calcular la media aritmética, al no tomar valores numéricos la
variable.

* En el célculo de la moda no se utilizan todos los valores de la distribucion vy,
por lo tanto, se puede perder representatividad.

» Se puede encontrar cercana a valores extremos.

* Podemos encontrar distribuciones llamadas bimodales, trimodales..., segiin
encontremos dos, tres 0 mas modas.
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C. MEDIANA

Representa el valor de la variable que se encuentra en la posicion central de la
distribucion (si los datos se encuentran ordenados de menor a mayor) y podemos
encontrarla tanto en variables cualitativas como cuantitativas. Puede ocurrir que
en las cuantitativas haya que hacer un calculo para obtenerla y, por lo tanto, que no
coincida con ningun valor de la distribucion. Es necesario resaltar que en el caso
de las cualitativas esta medida depende totalmente del criterio de ordenacion que
se elija.

Se representa por Me y se define como el valor de la variable (real o calculado) que
deja el mismo numero de observaciones a su derecha y a su izquierda, cuando las
observaciones estan ordenadas de menor a mayor. El procedimiento para obtener
este parametro es diferente si los valores de la variable se encuentran agrupados
0 no:

» Datos no agrupados de la variable. En el caso de una variable cuantitativa,
si el nimero de datos es impar, la mediana sera el valor central. Para encon-

. n
trarla, se tiene que calcular 5 y se compara este valor con los de la columna
N, de la tabla de frecuencias. Se ha de elegir el primer valor de W, igual o
superior a —. La mediana es el valor x; asociado a esta frecuencia absoluta

acumulada.

Si el nimero de datos es par, tomaremos como mediana la media aritmética
de los dos valores centrales. Sera un niumero calculado, y por lo tanto, no
coincidira con ningtn valor de la distribucion.

En el caso de una variable cualitativa con un numero impar de datos, el
procedimiento es andlogo a la misma situacion para variable cuantitativa.
Cuando el numero de datos sea par y las dos modalidades que ocupan los
lugares centrales sean diferentes, no se puede encontrar la mediana.

* Datos agrupados de la variable. Para obtener la mediana, seguiremos dos
pasos:

1. Encontrar el intervalo mediano. Para hallarlo, se tiene que calcular g y
comparar este valor con los de la columna N, de la tabla de frecuencias.
Se ha de encontrar el primer valor de »V, igual o superior a g El intervalo
mediano [Li_l,Li) es el asociado a esta frecuencia absoluta acumulada.

2. Calcular la mediana. En primer lugar, construimos el poligono de fre-
cuencias absolutas acumuladas y buscamos la interseccion con la recta de

ecuaciony =§ tal y como indica la figura 148. La mediana es la abscisa
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del punto de interseccion del poligono con la recta y se puede calcular
mediante la formula:

n
n a. ‘" i-1
Me:Li_1+b—>—’=_’—>b=2—ai
"N, b n;
2 -
y, por tanto,
n
A Vil
Me=L,_ + a
n;
Nl
n/2
Ni_1
LH Me L

Figura 148. Representacion geométrica de la mediana

Si se quiere establecer una relacion entre la media aritmética, la moda y la media-
na, se puede observar:

* Si la distribucion es simétrica (lo es cuando en un diagrama de barras o un
histograma, a partir de la vertical en la que se situaria la media aritmética, el
grafico se desarrolla igual a derecha e izquierda) y unimodal, los tres para-
metros coinciden.

* Sila distribucioén es moderadamente asimétrica, se ha comprobado de mane-
ra empirica que ‘x—Mo‘s&‘x—Me , expresion que Sse conoce como

desigualdad de Pearson.

2.2.2.2. Medidas de posicion: cuantiles

Son parametros no centrales que dividen en partes los valores de la distribucion
ordenados de menor a mayor.

Para obtener cualquier cuantil los calculos necesarios son parecidos a los que se
han explicado para el caso de la mediana.

Si los valores de la variable no estan agrupados, el célculo inicial de — se tiene
que sustituir por el adecuado al cuantil que se quiera encontrar.

Si los valores de la variable estan agrupados, el primer paso tiene que ser encontrar
el intervalo donde se situard el cuantil. En el segundo paso se utilizard una expre-
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sion parecida a la de la mediana, en la que hemos de sustituir 5 por el calculo
asociado a cada cuantil.

Los mas importantes son:

* Cuartiles. Dividen la distribucion de datos en cuatro partes iguales, que co-
rresponden cada una de ellas a un 25 % de los datos. Normalmente se re-
presentan por C,, C,, C, y se denominan habitualmente primero, segundo y
tercer cuartil.

* Deciles. Valores que dividen la distribucion de datos en diez partes iguales,
correspondientes ahora a un 10 % de los datos. Normalmente se representan
por D, D,,..., D,. Generalmente se llaman decil 1, decil 2...

» Percentiles. Valores que dividen la distribucion de datos en cien partes igua-
les, que en este caso contendran un 1 % de los datos. Normalmente se repre-
sentan por P, P,..., P, De manera analoga al caso anterior se denominan
percentil 1, 2...

Hay que destacar que entre los diferentes cuantiles y otras medidas de posicion, se
establecen las siguientes relaciones:

* CI :P25

« C,=D.,=P,=Me
* C3 :P75

« D,=P,.,D,=P,

2.2.2.3. Medidas de dispersion

Son los parametros estadisticos que intentan medir la mayor o menor concentra-
cion de los datos alrededor de los valores centrales de la distribucion, es decir,
alrededor de una de las medidas de centralizacion que en este caso sera la media
aritmética. Las principales son:

A. RECORRIDO
Se define como la diferencia entre el mayor y el menor valores de la variable. Se
representa por Re y también se conoce como rango muestral. Cuanto menor sea el

recorrido, mayor sera la concentracion de los valores de la variable alrededor de
una medida central.
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B. VARIANZA Y DESVIACION TiPICA
La varianza es la medida de dispersion mas utilizada y se define como la media
aritmética de los cuadrados de las desviaciones respecto a la media aritmética. Se
representa por S y se calcula de la siguiente manera:
» Para datos no agrupados de la variable: Sf =
Como esta expresion puede ser complicada a la hora de realizar los célculos,

k
2.
S

i=1

normalmente se usa: Sf == (x)z, y se obviard su demostracion por

no ser objeto de estudio en este apartado.

+ Silos valores se encuentran agrupados utilizaremos cualquiera de las expre-
siones anteriores, sustituyendo x, por c,.

La raiz cuadrada positiva de la varianza, S, se conoce como desviacion tipica.

C. COEFICIENTE DE VARIACION DE PEARSON

Se define como el cociente entre la desviacion tipica y el valor absoluto de la me-

dia aritmética, siempre y cuando esta sea distinta de cero, CV = == . Es una can-
X

tidad que no tiene unidades y, por lo tanto, es invariante frente a los cambios de
unidad de medida de los datos de la distribucion.

Sirve para comparar la representatividad de x en muestras diferentes. Si tenemos el
CV de dos distribuciones, la de menor CV tiene menor dispersion, por lo cual su
media aritmética representa mejor la distribucion correspondiente.

2.2.2.4. Medida de simetria

Se utiliza para estudiar la simetria de la distribucion respecto de la media aritmética.
k -
E (‘xi -X )3 n

. . . (=1

Definimos el coeficiente de Fisher como g, = - RE
n-

X

tria y que permite extraer las siguientes conclusiones:

que mide esta sime-

+ Sig, =0, la distribucion de frecuencias es simétrica.
+ Sig, >0, la distribucion de frecuencias presenta una asimetria hacia la dere-
cha (figura 149).
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Figura 149. Representacion de un histograma asimétrico hacia la derecha

+ Sig, <0, la distribucion de frecuencias presenta una asimetria hacia la iz-
quierda (figura 150).

i
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Figura 150. Representacion de un histograma asimétrico hacia la izquierda

2.3. Azar y probabilidad

2.3.1. Espacios muestrales. Sucesos

Los fendmenos deterministas se caracterizan porque siempre que se repite un ex-
perimento en idénticas condiciones, se obtienen los mismos resultados.

La probabilidad es la ciencia encargada de estudiar los fenomenos no determi-
nistas, los fenomenos llamados aleatorios, aquellos para los cuales no se puede

predecir el resultado del experimento.

Se define el espacio muestral de un experimento aleatorio como el conjunto de
todos sus posibles resultados. Este conjunto se representa por Q.

Cualquier subconjunto del espacio muestral se denomina suceso.

Dado el espacio muestral de un experimento aleatorio, 2, entonces:
* Se llama suceso seguro a Q, es decir, aquel que se verifica siempre.
* Se llama suceso imposible a ¢, es decir, al que no se verifica nunca.

* Se denomina suceso elemental a cualquiera constituido por un unico elemen-
to, es decir, al suceso que no se puede descomponer como unidn otros sucesos.
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* Se denomina espacio muestral simple aquel que estd formado Unicamente
por sucesos elementales.

2.3.2. Definicion de probabilidad y propiedades

Dado un suceso A4 del espacio muestral €2, se define la probabilidad de 4 y se re-
presenta por P(A) como el nimero real que verifica los siguientes axiomas:
- Axioma 1: VACQ, P(A)=0
* Axioma?2: P(Q)=1
* Axioma 3: Para cualquier sucesion infinita de sucesos disjuntos,{Ai}i=l de
Q, se verifica: P(UA,.) = EP(A,.).
i=1 il

Propiedades:

—_

. P(p)=0

2. P (UIA,-) = EP(A,») , donde todos los 4, son disjuntos entre ellos.
= i=1

VACQ, P(AC) =1-P(A),donde A° es el complementario de A respecto a Q.
VACQ, 0=P(A)=1

VA, BCQ:ACB—P(A)<P(B)
VA,BCQ:P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

SN kW

2.3.3. Espacios muestrales finitos

Supongamos que tenemos experimentos para los cuales el espacio muestral Q

contiene solo un numero finito de resultados. Sean S, S,,..., S, todos los sucesos

elementales de este espacio. Cada uno de estos sucesos S, tiene una probabilidad
p, donde p;=P (S.). De acuerdo con la definicién de probabilidad, p,=0y
n

zpi =1.

Diremos que los sucesos son equiprobables si la probabilidad de cada uno de ellos

es la misma, es decir, si p, =—. En este caso, el espacio muestral diremos que es
simple y equiprobable. n

Si un suceso A de este espacio muestral contiene exactamente m resultados, en-

tonces: P(A)=P(Sl)+---+P(Sm)= 2P<Si): gpi =%.
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Esta manera de calcular probabilidades se conoce como regla de Laplace y enun-
cia que la probabilidad de un suceso es el cociente entre el nimero de casos favo-
rables y el de casos posibles.

A veces esta regla se utiliza como definicién de probabilidad.

2.3.4. Leyes del azar

A. LEY DE LOS GRANDES NUMEROS

Si las pruebas necesarias para calcular la frecuencia relativa de un suceso se rea-
lizan en idénticas condiciones y, ademads, en cada una de estas pruebas, el nimero
de experimentos es suficientemente grande, la frecuencia relativa tiende a la es-
tabilidad, es decir, tiende a aproximarse a un numero real fijo, que coincide con
la probabilidad del suceso. Esta propiedad se conoce como ley del Azar o ley de
los Grandes Numeros. Esta ley nos permite definir el concepto de probabilidad en
funcién de la frecuencia relativa.

La probabilidad de un suceso A es el nimero alrededor del cual se estabiliza la
frecuencia relativa de este suceso.

La definicion clésica de probabilidad supone que el nimero de resultados posibles
de un experimento es finito y que, ademas, los sucesos son equiprobables. Cuando
no se verifica alguna de las dos condiciones, utilizamos la ley de los Grandes Nu-
meros para el calculo de probabilidades.

B. ESPACIO PROBABILISTICO O ESPACIO DE PROBABILIDAD

Un espacio probabilistico serd un espacio muestral donde todos los sucesos tienen
asignada una probabilidad de ocurrir.

Dos sucesos cualesquiera del espacio muestral Q son mutuamente excluyentes si

la aparicién de uno de ellos excluye la aparicion del otro en un mismo experimen-
to. En este caso P(ANB) =0y, por tanto, P(AUB) = P(A)+P(B).

Dos sucesos cualesquiera del espacio muestral € son independientes cuando la
probabilidad de que uno de ellos ocurra no esta afectada por la aparicion o no del

otro suceso. En este caso, se verifica: P(ANB)=P(A)-P(B). En caso contrario,
diremos que los sucesos son dependientes.
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C. PROBABILIDAD CONDICIONADA

En un espacio probabilistico, tenemos un suceso A y otro B del que sabemos el
resultado. Se denomina probabilidad de A condicionada a B y se representa por

P(A/B), al valor: P(A/B)= w, es decir, a la probabilidad de que ocurra

el suceso A si sabemos que ha ocurrido el suceso B.

Nota: Una herramienta muy util para el calculo de probabilidades condicionadas
es el diagrama de arbol. Su esquema es el que se muestra en la figura 151 y en
¢l también se pueden apreciar y calcular facilmente todas las posibilidades de
probabilidad condicionada donde intervienen los sucesos A4, A B, B.

P(A/B) A
P(B) B‘<:
PACE) AC
P(A/B A
P(BO) BC —<:
P(AC/BO)

AC

Figura 151. Representacion del diagrama de arbol de una probabilidad condicionada

3. Capacidades a desarrollar en el aula
de primaria

3.1. Listado de capacidades

El trabajo en educacion primaria referente al tema de estadistica, azar y probabi-
lidad, tiene como objetivo contribuir a desarrollar en el alumnado las capacidades
que se expresan en el siguiente listado, que tienen como finalidad favorecer el
desarrollo de la competencia matematica y representar una ayuda para el resto de
competencias de esta etapa educativa. El orden es secuencial, es decir, progresivo
y de intensidad de dificultad creciente:

1. Descubrir la necesidad de recoger datos sobre un hecho objeto de interés,
mediante experiencias sencillas. Elaborar cuestionarios para recoger estos
datos. Reconocer diferentes tipos de variables.

2. Organizar datos en tablas de frecuencias absolutas y relativas. Interpretacion
de tablas.

3. Representar datos con diagramas de barras, pictogramas, poligonos de frecuen-
cias, histogramas, diagramas de sectores y nubes de puntos. Interpretacion de
graficos.
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4. Necesidad de concentrar la informacién con medidas que la representan:
media aritmética, mediana, moda y rango.

5. Reconocer el azar en la vida diaria. Diferenciar sucesos segtin su posibilidad
de ocurrir. Sucesos elementales y compuestos. Elaborar arboles de posibili-
dades.

6. Construir el concepto de probabilidad a partir de la frecuencia relativa y del
arbol de posibilidades.

7. Relacionar los conceptos de probabilidad y porcentaje.

3.2. Desarrollo de las capacidades

El objetivo de este apartado es trabajar algunos de los contenidos de estadistica,
azar y probabilidad presentados en la parte tedrica, de forma que el alumnado pue-
da asimilarlos naturalmente, identificarlos y reconocerlos en situaciones reales.

Como criterio general, con el trabajo se persigue que puedan verbalizar e inter-
cambiar informacion sobre todos estos conceptos, asi como utilizar un vocabulario
claro y preciso que determine inequivocamente cada uno de los objetos matema-
ticos estudiados.

1. Descubrir la necesidad de recoger datos sobre un hecho objeto de interés,
mediante experiencias sencillas. Elaborar cuestionarios para recoger estos
datos. Reconocer diferentes tipos de variables

Para saber mas sobre algunos hechos interesantes de nuestro entorno, también
para recordarlos, analizarlos, comunicarlos, etc., hemos de trabajar en el aula la
necesidad de recoger datos sobre ellos.

Es una tarea que ha iniciado su desarrollo durante la educacion infantil. Por ejem-
plo, cada dia se hace el recuento el alumnado que hay en clase y de los que se han
quedado en casa, se recogen datos respecto del tiempo meteoroldgico, de los tipos
de alimentos que llevan los nifios y las nifias para almorzar, etc.

En 1. y 2.° curso de primaria se puede continuar con esta recogida de datos dia-
ria y hacer también otros tipos de actividades que necesiten la elaboracion de un
cuestionario muy elemental. Por ejemplo, se pueden recoger datos de la familia de
cada nifio o nifia para construir su propio arbol genealdgico inmediato, elaborar
unas preguntas basicas de numero de hermanos, de abuelos, de tios... Conviene
que estas preguntas se piensen en clase y sea decision de la mayoria hacerlas.

En general, se debe intentar que los contextos en los cuales se haya trabajado sean

cercanos para el alumnado y que los nimeros que aparezcan relacionados con los
datos respeten los conocimientos numéricos de los nifios y las nifias.
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A medida que se avanza en estos primeros cursos y mejoran su comprension y
expresion oral y escrita, se pueden plantear investigaciones con cuestionarios mas
elaborados o con mas preguntas.

En los primeros anos de primaria se puede trabajar con situaciones de variable
cuantitativa y/o cualitativa. Es evidente que han podido aparecer con antelacion
estos dos tipos de variables, pero no se ha insistido en las diferencias entre ellas.
En este momento se debe observar que en las variables cuantitativas los datos
siempre son numéricos (nimero de hermanos, edades de los compaifieros de clase,
calificaciones, grados de temperatura...), mientras que en las cualitativas no lo son
(color preferido, lugares para hacer una excursion, peliculas a ver, cuentos favori-
tos...). Hacia 3.° 0 4.° de primaria, se pueden introducir los nombres de los dos ti-
pos de variables sin pretender que los nifios y las nifias los utilicen cotidianamente.

Si en el desarrollo de este trabajo se hace necesario elaborar algun cuestionario, en
el caso de las variables cualitativas, se puede dar para cada pregunta una bateria de
posibles respuestas, para evitar su dispersion.

Hacia el final de primaria, el mayor conocimiento numérico del alumnado, posibi-
litard la introduccion de estudios sobre hechos en los que la variable tome una gran
cantidad de valores, por ejemplo la altura o el peso de cada nifio o nifia. El objetivo
es encontrar valores candidatos a ser agrupados para hacer la distincion con los no
agrupados que son los que se venian usando hasta este momento.

En un principio tratariamos los datos de manera parecida al trabajo realizado en
los cursos anteriores. Al observar la dificultad que supone la gran cantidad de va-
lores de la variable, propondremos al alumnado una reflexion alrededor de otras
maneras mas comodas, mas rapidas de obtener la informacion que buscamos, con
la intencion de concluir que es necesario agrupar los valores en intervalos para
poder trabajar con los datos mas facilmente.

Habra que explicar a los ninos y las nifias, de acuerdo con su nivel evolutivo, la
idea matematica de intervalo. En este caso nos interesa aclarar que un dato concre-
to solo puede estar en un unico intervalo, por lo tanto se tiene que pactar el extre-
mo del intervalo por el cual se cerraré este y aquel por el que permanecerd abierto.
Se pone la atencion en la diferencia de tratamiento entre las dos clases de variables
cuantitativas y se incorpora la manera de denominarlas como variables de datos
agrupados y no agrupados.

Generalmente, los valores de las variables de datos no agrupados corresponderian
a numeros naturales o enteros y los de agrupados a numeros racionales, aunque
puede haber excepciones en ambos casos.

En todo el trabajo de elaboracion de cuestionarios realizado en la etapa, se debe
intentar seguir las normas que se han indicado en el apartado 2.1.2.1, pero eviden-
temente tienen que adaptarse al desarrollo cognitivo y matematico de los nifios y
las nifas.
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2. Organizar datos en tablas de frecuencias absolutas y relativas. Interpretacion
de tablas

La organizacion de datos es el paso natural una vez se ha hecho la recogida de
estos. No tendria sentido recoger datos, si después no se hace nada con ellos. Es
decir, el desarrollo de esta capacidad esta intrinsecamente ligado al de la anterior.
De hecho, ya en la educacion infantil se trabaja una organizaciéon de datos de
manera muy intuitiva, poniéndolos en una tabla que los alumnos construyen. En
el ejemplo de la rutina diaria de pasar lista, se obtendria una como la que se ve a
continuacion:

Dias de la semana Recuento Vienen a clase
Lunes X { ¢ { 12
Martes { { { { { 15
Miércoles { { { 10
Jueves X { ¢ ¢ 11
Viernes { { { 8

Durante toda la etapa de educacion primaria, la organizacion de los datos se rea-
liza tinicamente mediante tablas de frecuencias absolutas. Se ha de intentar que el
numero de valores de la variable permita trabajar con los datos sin necesidad de
agruparlos.

Las columnas de la tabla correspondiente a estos casos seran las que aparecen en
la tabla siguiente:

N | I Ni

n -

A partir de 5.° de primaria hay que trabajar también las tablas de doble entrada.
Con ejemplos faciles organizaremos los datos a partir de la colocacion en una fila
y una columna de los valores de las dos variables (véase 2.2.1.1). Por ejemplo,
un listado de alumnos y alumnas de la clase en la primera columna y los posibles
lugares de una excursion en la primera fila. Los nifios y las nifas tienen que re-
llenar las casillas de la tabla en funcion de las preferencias y de las instrucciones
acordadas en asamblea (elegir un solo lugar, elegir varios lugares, elegir lugares
con ordenacion de preferencia...). Una representacion parecida podria ser:
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En 6.° curso se puede continuar el trabajo con los mismos tipos de tablas de los
cursos anteriores, ademas de introducir la utilizacion de las frecuencias relativas.
En este caso, las tablas tendrian el aspecto siguiente:

x| Iy Ni f, Fi

n - |1

Cuando el alumnado conozca el concepto de porcentaje, se puede relacionar con
las nuevas frecuencias y estudiar los diferentes niveles de informacion que nos
ofrecen estas cantidades (véase 2.2.1.1-A).

En estos ultimos cursos de primaria, también es interesante que aparezcan ejem-
plos donde sea conveniente agrupar los valores de la variable cuantitativa (edades
de los miembros de las familias de los nifios y las nifias, alturas de los mismos...).

Cuando haya que hacer calculos con este tipo de tabla, por ejemplo, para encontrar
la media aritmética, y ante la imposibilidad de poder realizarlos con todo el inter-
valo, aparece la necesidad de elegir un valor que lo representa. En este momento
se introduce la idea de marca de clase (¢,) y la manera de calcularla (véase 2.2.1.1-B)
y se amplia la tabla con una columna, inmediatamente a la derecha de la de los
intervalos, que contiene estos nuevos valores. En este caso, el aspecto de la tabla
es el siguiente:

[Li,L) | ci|n [ Ni | §i | Fi

n|- |1
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A medida que el alumnado vaya adquiriendo dominio de las Tic aprovecharemos
estas herramientas para la realizacion de tablas de los estudios estadisticos que se
plantean.

A lo largo de toda la etapa tenemos que trabajar con los nifios y las nifias sobre la
obtencion de informacion, el andlisis y la interpretacion de tablas, tanto elaboradas
por ellos mismos cémo obtenidas de diferentes fuentes de informacion. El objeti-
vo de esta tarea es extraer de las tablas la mayor cantidad de conclusiones posible
referentes al interés del estudio y a las razones por las cuales se ha realizado.

3. Representar datos con diagramas de barras, pictogramas, poligonos
de frecuencias, histogramas, diagramas de sectores y nubes de puntos.
Interpretacion de grdficos

En educacion infantil ya se ha podido estudiar una primera representacion muy
elemental del diagrama de barras a partir de la tabla de frecuencias absolutas (por
ejemplo, la utilizada en la capacidad anterior):

Dias de la semana Recuento Vienen a clase
Lunes { { { { 12
Martes { X { ( { 15
Miércoles ¢ ¢ ¢ 10
Jueves ¢ { ¢ ¢ 11
Viernes { { ’ 3

Haciendo un giro de 90°, hacia la izquierda, de una parte de la tabla, encontramos
que sobre cada uno de los dias de la semana, hay una columna de altura proporcio-
nal a la frecuencia, lo que se podria considerar una aproximacién a un diagrama
de barras:

Lunes
Martes
Miércoles
Jueves
Viernes
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En 1.* curso de educacion primaria se contintia con un trabajo parecido. Se pueden
utilizar representaciones en dos y tres dimensiones similares a diagramas de ba-
rras, y se utilizan datos cercanos al alumnado (nimero de hermanos, de primos, de
amigos de la calle...). En dos dimensiones se pueden construir bien representando
y pintando barras que expresen un conjunto de datos, o bien con gomets adhesivos
que cada alumno colocaré sobre su marca en el eje horizontal, de forma que con-
seguird una columna. En tres dimensiones, las columnas se pueden construir con
cajas iguales que cada alumno habra decorado y que se colocaran una encima de
la otra formando una torre que seria la barra del diagrama.

En cualquiera de estas representaciones, se puede afiadir la numeracion que co-
rresponde al eje vertical (frecuencias absolutas) con el objetivo de ofrecer més in-
formacion de la que proporcionan las barras. Con la incorporacion de los niimeros,
como se muestra en la tabla siguiente, obtenemos una grafica que se parece mas a
lo que posteriormente se presentara como diagrama de barras.

XXXXXXXXXXXX
XXXXXXXX.
XXXXXXXXXX
XXXXXXXXXXX
XXXXXXXX

Lunes
Martes
Miércoles
Jueves
Viernes

Como complemento de los diagramas de barras podemos utilizar los pictogramas.
Su funcionamiento es semejante, pero hay que sustituir cada barra por un dibujo
alusivo a la variable tratada, cuya altura debe ser proporcional a la frecuencia
(véase 2.2.1.2).

A partir de 2.° se continua el trabajo iniciado en los cursos anteriores y se amplia el
conocimiento de los diagramas de barras introduciendo progresivamente también
el vocabulario asociado. Lo utilizaremos para datos no agrupados de la variable y
siempre con las barras separadas.

Se debe reflexionar con los nifios y las nifias sobre el hecho diferenciador de los
diagramas de barras frente a las tablas de frecuencias, llegando a concluir que, al
primer golpe de vista, con esta representacion grafica se capta la informacion mas
rapidamente que con la tabla.

En 5.°y 6.° de educacion primaria se continta con el trabajo de diagramas de ba-
rras realizado en cursos anteriores y se amplia el conocimiento de los tipos de repre-
sentaciones graficas, poniendo a los nifos y las nifias en contacto con ellas a partir
de situaciones reales y de diferentes fuentes de informacion (prensa, television,
Internet, facturas de luz, agua, gas...).
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Hace falta que representen los diagramas de barras de manera adecuada, incorporan-
do habitualmente las frecuencias en el eje vertical. Para poder realizar correctamente
este trabajo, reflexionaremos con ellos y ellas sobre la necesidad de establecer una
escala ajustada a las cantidades que aparecen en la columna de las frecuencias que
queremos representar y al espacio que hay para construir el diagrama. Por ejemplo,
como se puede ver en la tabla anterior, en el eje vertical se han representado todos
los nimeros desde el 1 hasta el 15, pero también podriamos haberlos indicado solo
de cinco en cinco. En otro ejemplo, en el cual aparezcan cantidades muy elevadas,
alrededor de 1000, podriamos indicarlas de 100 en 100 o de 200 en 200, de acuerdo
con las condiciones particulares con las que se quiere realizar el diagrama.

Cuando en estos cursos se trabaja con variables cuyos valores se encuentran agru-
pados, la representacion parecida al diagrama de barras se denomina histograma
(véase 2.2.1.2). El procedimiento para esta nueva grafica es andlogo al realizado
para los diagramas anteriores, teniendo en cuenta que cuando se representan las
barras no se tiene que dejar ninguna separacion entre ellas. La justificacion se en-
cuentra en la idea de continuidad que se deduce de la agrupacion de estos valores.

Otra manera de plasmar la idea de continuidad se puede aproximar en 6.° curso con
los poligonos de frecuencias, constituidos por segmentos cuyos extremos son los
puntos medios de los lados superiores de los rectangulos de los histogramas, cuando
las frecuencias no son acumuladas. En algunas ocasiones, pueden no estar represen-
tados estos rectangulos, en otras, si. Habitualmente, los poligonos de frecuencias ex-
plican muy intuitivamente la evolucion temporal de los fenémenos. Si son de cariz
econdmico o empresarial se usan con las frecuencias acumuladas y los segmentos
van indicando el aumento de la frecuencia en cada intervalo (véase 2.2.1.2).

También puede aparecer este ultimo tipo de representaciones para variables cuyos
datos no se encuentran agrupados, aunque se transmite una idea de continuidad
que puede no existir.

Otra forma gréfica que podemos utilizar en 6.° curso son los diagramas de sectores
(véase 2.2.1.2) en los que se pueden representar situaciones comunes de la clase,
por ejemplo, preferencias en la realizacion de un deporte (20 % patinar, 30 % bi-
cicleta y 50 % futbol), al elegir un lugar donde ir de excursion, etc. Para construir
estos diagramas es necesario haber trabajado previamente con los nifios y las nifias
los conceptos de proporcionalidad, porcentaje, amplitud angular y sector circular,
ademas del manejo del compas y del transportador de angulos (Pérez, Alcalde y
Lorenzo, 2014).

= bicicleta patinar = futbol

Figura 152. Representacion de un diagrama de sectores para deportes
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Para ampliar la oferta de representaciones graficas presentadas hasta ahora, intro-
duciremos también, en 5.° de primaria, una muy sencilla para variables bidimen-
sionales, la nube de puntos (véase 2.2.1.2), por ejemplo, al estudiar la relacion entre
las horas que pasa el alumnado viendo la television y las calificaciones que obtiene
o las temperaturas maxima y minima de un pueblo en diferentes dias. Para cons-
truir esta representacion es necesario haber trabajado previamente con los nifios y
las nifias la localizacion de puntos en el plano utilizando coordenadas cartesianas.

Aprovecharemos el dominio que el alumnado vaya adquiriendo de las Tic para la
realizacion de diferentes diagramas de los estudiados.

A lo largo de toda la etapa tenemos que trabajar con los nifios y las nifias sobre
la obtencion de informacion, el andlisis y la interpretacion de graficos, tanto ela-
borados por ellos mismos como obtenidos de diferentes fuentes de informacion.
El objetivo de esta tarea es extraer de los graficos la mayor cantidad posible de
conclusiones referentes al interés del estudio y a las razones por las cuales se ha
realizado.

4. Necesidad de concentrar la informacion con medidas que la representan:
media aritmética, mediana, moda y rango

En el analisis de las tablas y graficos comentados en las capacidades anteriores
hay informaciones que no se pueden extraer directamente. Nos referimos a valores
que concentran la informacién de toda la distribucion. Se hace necesario encontrar
medidas estadisticas que den respuesta a estas cuestiones.

Desde 1.° de educacion primaria, se han realizado estudios sencillos a partir de
las tablas y/o los gréaficos, como ya se ha comentado. Serd en 6.° cuando se deban
introducir la media aritmética, la mediana, la moda y el rango y los calculos nece-
sarios para obtenerlas.

Al trabajar estas medidas hay que tener en cuenta la variable sobre la que se cal-
culan, asi sera diferente la tarea a realizar si hablamos de una variable cualitativa
o0 cuantitativa y, en este ultimo caso, si los datos de esta variable se encuentran
agrupados o no.

A partir de una situacion problematica de una variable cuantitativa sin agrupar, por
ejemplo numero de hermanos de los comparieros de clase, nos planteamos alguna
pregunta que nos encamine hacia la media aritmética: «Ante una acogida de nifios
y niflas saharauis, por algunas familias de alumnado del colegio, queremos saber
si en general tienen mas hermanos ellos que nosotros». Tendrian que pensar en
contestar la pregunta de manera autébnoma y darse cuenta de que no se puede com-
parar de manera individual, es decir, el nimero particular de hermanos de cada
alumno o alumna con los que tienen los del intercambio. Se trata de llegar a pensar
que necesitamos encontrar un valor que represente, en cada caso, los del colectivo
correspondiente. Se esta gestando la idea de media aritmética.
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Para encontrar este valor, particularizaremos en un ejemplo con tres nifios o nifias
que tengan 1, 2 y 3 hermanos. La pregunta que les hariamos es: «;Qué niimero de
hermanos representa a los tres casos?». Intuitivamente llegaran a que este valor es
el 2 y aprovecharemos esta situacion para reflexionar cuéles son las operaciones
que deberiamos hacer para encontrar este 2. Si no se llega directamente a que es
la suma de los tres valores dividida entre 3, habra que coger un caso en el cual
intervengan mas valores, por ejemplo 0, 4, 3, 1 y 2. Si en el ejemplo anterior la

compensacion era muy evidente, en este caso no lo es tanto. Deben continuar pen-

sando hasta llegar a la conclusion definitiva: sumar y dividir 0+4+—53+1+2 =2.

Una vez trabajado este ejemplo, la extension al caso de todo el alumnado de la
clase es evidente. Tendran que sumar ahora el nimero de hermanos de todos los
nifios y nifias de la clase y dividir el resultado por la cantidad de compafieros del
aula. Del mismo modo, deberan encontrar la media aritmética del nimero de her-
manos de los visitantes saharauis. En este momento introduciremos el nombre de
la medida calculada, media aritmética, y su simbolo, x .

Cuando el alumnado haya adquirido este conocimiento puede ser el momento de
reflexionar sobre el significado de la media aritmética y su posicion en una linea
imaginaria en la que el primer valor de la variable se situaria a la izquierda y el
ultimo a la derecha. Habitualmente la media ocuparia una posicion hacia el centro
de esta linea (no necesariamente en el centro), por eso se denomina medida de
centralizacion.

Para introducir la moda, les podemos formular la siguiente pregunta: «;La can-
tidad habitual de hermanos de los saharauis coincide con la que tenemos aqui?».
Esta pregunta se contesta rapidamente si tienen la tabla de frecuencias de la va-
riable. Solo hay que mirar la columna de las frecuencias absolutas y encontrar la
mayor. El valor de la variable asociado a este nimero es la respuesta a la pregunta
en cualesquier de los dos casos. Nuevamente, se tiene que introducir el nombre de
la medida obtenida, moda, y su simbolo, Mo.

Si observamos las tablas siguientes, nos damos cuenta de que los numeros de
hermanos en un caso van de 4 a 8 y en el otro de 0 a 4. Les resulta curioso este
hecho porque las columnas de frecuencias en las tablas tienen la misma cantidad
de filas con numeros distintos de 0. ; Como es posible que llegando en un caso a 8
hermanos tengamos solo 5 filas con numeros diferentes de 0, igual que en el otro
caso donde solo llegamos a 4 hermanos? Seria una de las posibles preguntas que
se podrian hacer.

Saharauis: nimero Numero Espafioles: nimero Numero
de hermanos de familias de hermanos de familias
0 0 0 2
1 0 1
2 0 2 6
3 0 3 3
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Saharauis: numero Numero Espaiioles: nimero Numero
de hermanos de familias de hermanos de familias
4 7 4 1
5 5 5 0
6 2 6 0
7 2 7 0
8 1 8 0

Es la diferencia entre los nimeros de hermanos, mayor y menor, en ambos casos,
la que nos permite dar la respuesta. Como el valor que resulta es el mismo, se jus-
tifica que las tablas tengan la misma cantidad de filas con niimeros distintos de 0.
A este valor lo denominamos recorrido o rango de los valores de la variable, y su
simbolo es Re. Se puede reflexionar con ellos y ellas que esta medida cuantifica la
variabilidad de los valores de la variable, es decir, nos aporta informacion sobre
la dispersion de la variable.

A partir de una situacioén problematica de una variable cuantitativa con datos agru-
pados, se tiene que proceder de manera andloga al caso anterior para la media
aritmética.

Para el caso de 1a moda, hemos de tener en cuenta que su calculo formal se deberia
realizar con la expresion que figura en el punto 2.2.2.1-B. Pero como esta resulta
inasequible para el alumnado, usaremos las marcas de clase como si fueran los va-
lores de la variable sin agrupar y se procedera como en estos casos. La aproxima-
cioén de la moda que obtenemos trabajando con las marcas de clase es un resultado
aceptable para los niveles educativos en los que estamos trabajando.

Para obtener el rango se tiene que calcular la diferencia entre el extremo superior
del tltimo intervalo y el extremo inferior del primero.

En una situacion problematica con variable cualitativa, por ejemplo colores prefe-
ridos por los nifios y las nifias, y a partir de su tabla de frecuencias, nos planteamos
un estilo de pregunta parecida a la que nos conducia antes a la moda. Descubrimos
que para encontrarla tenemos que seguir el mismo procedimiento que se ha descri-
to para las variables cuantitativas.

Si planteamos una pregunta referente a la media aritmética, han de llegar a la
conclusion de que es imposible el calculo de la mencionada medida a partir de las
modalidades de la variable.

En el caso de variable cualitativa, hay que encontrar una medida que pueda sus-
tituir a la anterior. Necesariamente se tiene que recurrir al orden de posicion es-
tablecido para las modalidades, porque es el criterio que las diferencia, habiendo
decidido previamente cual serd el criterio de ordenacion. Para encontrar la medida
de posicion central buscada, hay que elegir aquella que deje la misma cantidad
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de modalidades a su izquierda que a su derecha. Como en los casos anteriores, se
introducira el nombre de la medida obtenida, mediana, y su simbolo, Me.

En el caso excepcional de tener una cantidad par de datos no hay posicion central.
Encontraremos entonces dos modalidades susceptibles de ocupar esta posicion. Si
las dos coinciden, esta modalidad es la mediana. Si son diferentes, no existe este
parametro.

Se puede hacer extensivo el concepto de mediana para variables cuantitativas,
tanto con valores agrupados como no agrupados. El procedimiento para obtenerla
es parecido al descrito para variables cualitativas (cuando los datos de la variable
estén agrupados se trabajara con las marcas de clase). Solo cambia cuando el nu-
mero total de datos sea par y en la posicion central haya dos valores diferentes de
la variable. En este caso, hay que hacer la semisuma de estos y el nimero que se
obtenga como resultado sera la mediana.

5. Reconocer el azar en la vida diaria. Diferenciar sucesos segun su posibilidad
de ocurrir. Sucesos elementales y compuestos. Elaborar arboles de
posibilidades

Desde 1.° de educacion primaria hay que trabajar con el alumnado el descubri-
miento de situaciones sencillas de azar a su alrededor. Estas pueden hacer referen-
cia al tiempo atmosférico que hara en los dias siguientes, a la lista de asistencia
de compaiieros de clase en los proximos dias... El objetivo es encaminarlos a que
descubran que las mencionadas situaciones no se pueden predecir con seguridad,
por lo tanto, estamos creando el concepto de fendémeno aleatorio.

El siguiente paso es provocar situaciones de azar recreadas, es decir, no observa-
bles habitualmente a su alrededor, como por ejemplo, los juegos de azar. El abani-
co de posibilidades es muy grande y est4 relacionado con dados, cartas, recipientes
con bolas...

Trabajando solo con sucesos elementales, hay que empezar a introducir un vo-
cabulario adecuado, como suceso posible (obtener un 2 al lanzar un dado cubico
usual, en adelante, un dado), imposible (obtener un 7 al lanzar un dado), seguro
(obtener un numero entre el 1 y el 6 al lanzar un dado) (véase 2.3.1), realizando
posteriormente la experiencia para comprobarlo. Para estos primeros cursos, no
se exigira el uso normalizado del vocabulario por parte del alumnado, aunque el
maestro lo usard de manera habitual.

En 3.* y 4.° curso hemos de continuar trabajando los contenidos relacionados con
el azar iniciado en los niveles escolares anteriores e intensificar la dificultad y
completarlos con nuevos conceptos. Asi, introduciremos las ideas de sucesos ele-
mentales y compuestos, por ejemplo, al lanzar un dado obtener un 2 en el primer
casooun 1,un 3 oun 5 en el segundo caso (véase 2.3.1).
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Realizaremos experimentos aleatorios, cuyos resultados recogeran en tablas los
nifios y las nifias. El maestro o la maestra tiene que analizar con el alumnado la
correccion de las tablas, teniendo en cuenta: la presencia de todos los resultados
posibles, una disposicion ordenada de los mismos, la frecuencia de cada uno de
estos y el nimero total de repeticiones del experimento. Asi, podran sacar con-
clusiones al respecto de las predicciones hechas (poco probable, probable, muy
probables, posible, imposible...).

En 5.° y 6.° de primaria tenemos que ampliar el trabajo realizado en los cursos
anteriores, pudiendo usar juegos de azar con mas dificultad, no en el material, sino
en lo que se hace con este, como por ejemplo «lanzar ordenadamente dos dados
y sumar los resultados». En un primer momento, los nifios y las nifias tienen que
pensar en todos los resultados que se pueden obtener en este caso y reflexionar so-
bre la diferencia con los obtenidos cuando se lanza un solo dado. Hemos de apro-
vechar este momento para introducir la idea de espacio muestral y observar que
para un dado, este es L, = {1,2,3,4,5,6}, mientras que en el caso que nos encon-
tramos es Q, ={2,3,...,12} . Hace falta clarificar al lector que €, es un espacio
muestral simple, mientras que €2,no lo es. Si en el caso de los dos dados
se quisiera trabajar con un espacio muestral simple deberiamos considerar

Q={(L1),(1,2),(1.3).....(6.6)}

Una vez determinados todos los valores del espacio muestral, hace falta que empie-
cen a lanzar los dados y anotar los resultados. Tendria que repetirse el experimento
un numero elevado a veces, al menos 100. Se dardn cuenta que hay sucesos del
espacio muestral que en los 100 lanzamientos se producen mas veces. ;Por qué?

En un primer momento, por analogia con el caso de un solo dado, les parece que
todos los resultados deberian aparecer un ntimero parecido de veces, pero no es asi.
Hace falta que observen los sumandos que determinan cada suceso elemental. Asi
encontraran que hay varias combinaciones que provocan sumas iguales. Por ejem-
plo, para conseguir el 6 pueden salir diferentes nimeros en los dados (1,5), (2,4),
(3,3)..., mientras que para conseguir el 12, solo hay una posibilidad (6,6) y esto es
lo que ha condicionado la cantidad de veces que han obtenido un resultado u otro.

Para pensar de manera exhaustiva y ordenada en todas las posibles combinaciones
de sumandos, nos podemos ayudar de los diagramas de arbol para representar el
recuento y visualizarlo (véase nota del 2.3.4-C).

1 (1+1=2)
(1+2=3)

N

6 (1+6=7)

1 (2+41=3)
2 > 2 (242:=4)

3 6 (2+6=8)

&

6

Figura 153. Representacion en un diagrama de arbol del suceso de lanzar ordenadamente
dos dados y sumar el resultado
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Podemos reforzar este trabajo con situaciones reales de recuento, por ejemplo,
maneras de formar grupos de cinco compafieros con los alumnos de clase, o bien
de elegir delegado y subdelegado..., y construir el arbol en todos estos casos.

En general, hay que preguntarse si todas las ramas de cada arbol son igual de
posibles o no. Por ejemplo, si en el caso de la eleccion del delegado y subdelega-
do se exige que los dos sean chicos o chicas, o un chico y una chica, el arbol de
posibilidades les ayudara a detectar que todas las ramas no son igual de posibles,
a diferencia del ejemplo anterior del lanzamiento de dos dados (figura 153) en el
cual si que lo son.

A partir de este punto se ha creado el interrogante para introducir el concepto de
probabilidad de un suceso.

6. Construir el concepto de probabilidad a partir de la frecuencia relativa y del
arbol de posibilidades

En los cuatro primeros cursos de educacion primaria y para aproximarnos al con-
cepto de probabilidad, debemos acompanar algunas actividades cotidianas en las
cuales interviene el azar con las expresiones «mads probable», «menos probable»
o «igual de probable (equiprobables)», para verbalizar los resultados de las com-
paraciones entre sucesos con mas, menos o igual posibilidades de ocurrir, respec-
tivamente.

En 4.° curso se tiene que acabar de construir el concepto de probabilidad y llegar
a la cuantificacion numérica de la posibilidad de ocurrir de un suceso aleatorio.

Para hacer este camino conectaremos el concepto de frecuencia relativa con el de
probabilidad, introducido por la regla de Laplace (véase 2.3.3). Continuaremos
con el mismo ejemplo que se estaba utilizando antes, «lanzar ordenadamente dos
dados y sumar el resultado». Si se elige otro ejemplo, hay que comprobar que los
sucesos simples sean equiprobables en el espacio muestral simple, condicion ne-
cesaria para poder aplicar esta regla. Observamos que en el espacio muestral sim-
ple del ejemplo expresado en la capacidad anterior Q = {(1,1),(1,2),(1,3),...,(6,6)},
todos los sucesos simples son equiprobables.

Calcularemos las frecuencias relativas de los diferentes valores de la variable en
las 100 repeticiones y las anotaremos en la correspondiente columna de la tabla de
frecuencias que se ha trabajado en la capacidad 2. Por ejemplo, nos fijaremos en
que la frecuencia relativa del suceso «lanzar ordenadamente dos dados y sumar los

resultados, obteniendo el valor 3» es % .

Al analizar el arbol de posibilidades (construido en la capacidad anterior) los nifios
y las nifias observaran que la relacion entre el nimero de caminos que nos llevan

al resultado 3 y el numero total de caminos que aparecen al arbol es % .
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Para comparar las dos fracciones podemos recurrir a los cocientes que represen-
tan. Si estos no fueran muy aproximados seria conveniente aumentar el nimero de
lanzamientos hasta que lo sean.

En este caso y en el resto de casos del espacio muestral del experimento, hay que
darse cuenta que la primera fraccion puede variar y que, en funcioén del aumento
del ntimero total de lanzamientos que realizamos, se aproximara cada vez mas a
la segunda fraccidn, que es constante e independiente del nimero de lanzamientos
(conclusion de la «Ley de los Grandes Numerosy, véase 2.3.4-A). Esta condicion
de la segunda fraccion, la invariabilidad de su valor, nos permite utilizarla para
expresar la cuantificacion numérica de la posibilidad de ocurrir de un suceso alea-
torio. A este valor se le denomina probabilidad de un suceso segin la Regla de
Laplace, y se obtiene al dividir el nimero de casos favorables de que se produzca
este suceso por el numero total de casos posibles del experimento.

Se tienen que trabajar mas ejemplos similares para afianzar el concepto de pro-
babilidad y comprobar que todos los valores que obtenemos para las diferentes
probabilidades se encuentran siempre entre 0 (probabilidad del suceso imposible)
y 1 (probabilidad del suceso seguro).

7. Relacionar los conceptos de probabilidad y porcentaje

A partir de 4.° de educacion primaria y una vez estén trabajados los porcentajes en
el bloque de numeros y también las frecuencias relativas en la parte de estadistica,
podemos relacionar el nuevo concepto de probabilidad y el ya conocido de porcen-
taje. Esta conexion permite una aproximacion mas intuitiva a la probabilidad, al
expresarla mediante un porcentaje en lugar de utilizar un nlimero entre 0 y 1. Es
importante aclarar que no han de identificarse ambas expresiones numéricas igua-
lando la probabilidad de un suceso con su porcentaje. La probabilidad siempre
sera un valor que pertenece al intervalo [0,1], mientras que el porcentaje sera un
valor del intervalo [0,100].

A partir de ejemplos parecidos a los desarrollados en las capacidades anteriores
y de manera similar al trabajo realizado para calcular un porcentaje desde una
frecuencia relativa, llegamos a calcular un porcentaje a partir de una probabilidad
multiplicada por 100. Por ejemplo, en el caso anterior «lanzar ordenadamente dos

dados y sumar los resultados, obteniendo el valor 3», la probabilidad es % =0,05 ,
mientras que el porcentaje que supone este suceso respecto de todos los sucesos
del espacio muestral simple es % x 100 % =0,05 x 100 %=5,5 %.

De este modo tenemos dos cantidades que expresan la medida de incertidumbre
de un suceso aleatorio.
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ANEXO

Presentamos a continuacion algunos conceptos basicos de la Teoria de Conjuntos,
necesarios para fundamentar los contenidos referentes a los Numeros Naturales
que se trabajan en esta publicacion. No son objeto de estudio por los futuros maes-
tros, pero tienen la finalidad de facilitar su consulta a los lectores que lo necesiten.

1. Formalizacion de conceptos
de Teoria de Conjuntos

La Teoria de Conjuntos es la encargada de simbolizar el lenguaje matematico. Por
eso formando conjuntos expresamos algunos conceptos que componen el curricu-
lum escolar y favorecemos su aprendizaje.

Presentamos a continuacién una breve formalizacion de los conceptos de Teoria
de Conjuntos, necesarios para trabajar los contenidos de esta publicacion.

1.1. Introduccién

El concepto de conjunto es intuitivo y se podria entender como «una agrupacion
de elementos hecha con cualquier criterio». El criterio puede no ser una propiedad
caracteristica comun, sino simplemente el deseo o la necesidad de agrupar ciertos
elementos. Asi, podemos hablar de un conjunto de personas, de ciudades, de boli-
grafos, o del conjunto de objetos que hay en un momento determinado encima de
una mesa.

Un conjunto esta bien determinado si se sabe si un elemento dado pertenece o no
al conjunto; asi, el conjunto de los boligrafos azules esta bien definido, porque al
ver un boligrafo podemos saber si es azul o no. El conjunto de las personas altas no
esta bien definido, porque al ver una persona, no siempre se podra decir si es alta o
no, o puede haber diferentes personas que opinen si esa persona es alta o no lo es.

Los conjuntos se representan, normalmente, con una letra mayuscula: 4, B, K...

Llamaremos elemento a cada uno de los objetos (fisicos o abstractos) que forman
parte de un conjunto. Estos elementos tienen caracter individual, cualidades que
nos permiten diferenciarlos y cada uno de ellos es unico, de manera que no hay
elementos duplicados o repetidos. Los representaremos generalmente con una le-
tra minuscula: a, b, k...
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Se define cardinal de un conjunto como «la cantidad de elementos que hay en el
conjuntoy.

Se denomina conjunto universal o referencial, que habitualmente representaremos
con la letra U, al conjunto de todas las cosas de las cuales se esté tratando; asi, si
hablamos de Numeros Naturales, U es el conjunto de los Nimeros Naturales; si ha-
blamos de ciudades, U es el conjunto de todas las ciudades; este conjunto universal
puede mencionarse explicitamente o, en la mayoria de los casos, se da por conocido
segun el contexto en el que se esté trabajando.

Siempre ha sido muy utilizada la idea de conjunto a lo largo de la historia, en cual-
quier representacion o explicaciéon matematica. Pero no serd hasta el siglo xix cuan-
do se le otorgara rigor. En este siglo, Cantor, pone las bases para la construccion
de la Teoria de Conjuntos: definiciones, introduccién a los cardinales, conjunto
bien ordenado...

Aparecen fisuras en esta teoria, como la paradoja de Russell, que surge cuando se
supone un conjunto A = {C conjuntos / C & C} , a partir del cual se hace la pre-
gunta de la pertenencia de A a si mismo, es decir, AE A <= A& A . La respuesta
nos lleva a la conclusion que ;A€ A 0 A€ A?, que constituye la paradoja men-
cionada.

Para resolver estos problemas de la Teoria de Conjuntos se crean los sistemas
axiomaticos correspondientes (son conjuntos de afirmaciones admitidas como ver-
daderas sin necesidad de demostracion) y asi tenemos los de Zermelo-Frenkel, los
de Newman...

1.2. Conjuntos

En este apartado se hace un recorrido por algunos conceptos (operaciones, relacio-
nes...) que se pueden definir en relacion a los conjuntos.

1.2.1. Definiciones y conceptos basicos

Como se ha dicho en el punto anterior, se admite la idea de conjunto como la agru-
pacion en un todo de determinados objetos bien caracterizados y diferenciados los
unos de los otros.

» Conjuntos iguales: aquellos que, elemento a elemento, son iguales.
* Determinaciones de un conjunto:
— Por comprension: explicitando la propiedad caracteristica de sus elementos.

— Por extension: enumerando, uno por uno, todos los elementos que lo
componen.
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* Representaciones de un conjunto:
— Representacion grafica: diagrama lineal, diagrama de Venn (linea curva ce-
rrada que delimita los elementos del conjunto) o cualquier linea cerrada.
— Representacion simbolica: como se ha dicho antes, se utilizaran letras en
minuscula para representar los elementos de un conjunto y en mayuscula
para representar los conjuntos.

* Subconjuntos: ACC<>Va€EA—a€EC
» Conjunto universal o referencial: se representa con la letra U.

* Conjunto complementario de un subconjunto:
ACU: A ={xEU/x¢& A}

* Conjunto vacio: @, aquel que no tiene elementos.

* Conjunto de partes de un conjunto: es un conjunto que esta formado por to-
dos los subconjuntos de un conjunto dado, es decir: P(A) = {B / BC A}. Es
importante notar que de esta definicion se deduce que A€ P(A)y ® € P(A).

Utilizando niumeros combinatorios se puede demostrar que el conjunto P(4) tiene
como cardinal 2¢@: card[ P(A)]=2""""

1.2.2. Operaciones entre conjuntos
« Unién: AUB={x/xEAvxEB}

+ Interseccion: A(1B = {x/ XEAANXE B} . Si la interseccion de dos conjun-
tos es el conjunto vacio, estos se denominan conjuntos disjuntos.

Propiedades de la union y de la interseccion:
1. Conmutativa: AUB=BUAyANB=BNA
2. Asociativa: AUBUC)=(AUB)UCyANBNC)=(ANB)NC
3. Idempotencia: AUA=Ay ANA=A
4. Absorcion: AU(AﬂB)=AYAﬂ(AUB)=A
5. Distributiva:
AUBNCO) =AUB)NAUC)y ANBUC)=(ANBUANC)
6. AUA=U y AUD=4
7. ANA =0y AN P=

Nota: Leyes de De Morgan:

- (AUB) = A°NB°
- (ANB) = A“UB°
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* Particién de un conjunto: {Nl, N,,..., Nn} es una particion de un conjunto 4,
siy solo si (en adelante sii):

I.N,CAAN,=®Vi=l,.,n

2. ONi =A
il

3. NiﬂNj= D, Vi=j

« Diferencia de conjuntos: A-B={xEA/x & B}
« Producto cartesiano: A x B = {(a, b)laEANDE B}

Propiedades:

card(Ax B) = card(A)-card(B)
AxB=BxA

A'CA,B CB<A'xB'CAxB
AxB=p<>A=dv B=®
Ax(BUC)=(AxB)U(AxC)
Ax(BNC)=(AxB)N(AxC)
Ax(B-C)=(AxB)-(AxC)

1.3. Correspondencias
Una correspondencia f es una terna (A, B, G), donde:

* A,Bsonconjuntosy f:A— B asociaelementos de A con elementos de B,
denominandose A conjunto inicial y B conjunto final.

« D(f)={xEA/IyEB: f(x)=y}, es el conjunto dominio de la correspon-
dencia y esta formado por los elementos (llamados origen o antiimagen) del

conjunto inicial que tienen algun elemento correspondiente en el conjunto
final.

« Im(f)={yEB/IxEA: f(x)=y} es el conjunto imagen de la correspon-
dencia y estd formado por los elementos (Illamados imagen) del conjunto
final que se corresponden con algin elemento del dominio de la correspon-
dencia.

* G C AxB, se denomina Grafo de la correspondencia y estd formado por
pares (x, y) donde xED(f) e yEIm(f):

G(f)={(x.y)E AxB/ xED(f) A yEIm(f) A f(x)=y}
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* Cualquier correspondencia f nos permite definir su correspondencia recipro-
ca o inversa, de la siguiente manera:

S iB—=A/D(f)=Im(f) i Im(f™)=D(f).
Algunas correspondencias pueden ser:

* Univoca: a cada elemento de A le corresponde un elemento o ninguno de B.

* Biunivoca: tanto f, como [, son univocas.

» Aplicacion: todo elemento de A tiene imagen en B y esta es unica. Es
decir, Vae€ A,A'bE B/ f(a)=b.

Algunas aplicaciones pueden ser:

— Suprayectiva: todo elemento de B es imagen de alglin elemento de A:
VbEB,IaEA/ f(a)=>b

— Inyectiva: elementos distintos de A tienen imagenes distintas en B:
Ya,beEA:a=b— f(a)= f(b)

— Biyectiva: suprayectiva i inyectiva al mismo tiempo.

» Composicion de aplicaciones: dada una aplicacion f:A— B, y
otra g:B—C de forma que YaEA f(a)=b A YVbEB g(b)=c,
se define la composicion de aplicaciones como otra aplicacion
gof:A—C, cumpliéndose que Vac€A gof(a)= g(f(a))= g(b) =cC,
Si las aplicaciones /'y g son biyectivas su composicion f'o g también lo es.

1.4. Relaciones binarias

Una relacion binaria es una asociacion o conexion que se establece entre parejas
de elementos de un conjunto. Puede haber muchas definidas en un mismo con-
junto. Analiticamente, podemos decir que una relacion R es una terna (A, A, G),
donde G C Ax A, como ocurre en el punto anterior, entonces diremos que xRy sii
(x,y) pertenece a G.

Propiedades: V¥x,y,z € A

1. Reflexiva: xXRx

2. Antirreflexiva: X no se relaciona consigo mismo.

3. Simétrica: xRy — yRx

4. Antisimétrica: XRy A yRXx — x =y o bien, x#y A xRy — yRx
5. Transitiva: XRy A yRz — xRz

6. Circular: XRy A yRz — zRx

7. Conexa: xRy v yRx
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Nota: Si una relacion binaria definida en un conjunto cumple algunas de las
propiedades anteriores, recibe el nombre de:

* Relacion binaria de equivalencia: cumple reflexiva, simétrica y transitiva.

* Relacion binaria de preordren: cumple reflexiva y transitiva.

* Relacion binaria de orden (también llamada de orden amplio): cumple re-
flexiva, antisimétrica y transitiva.

* Relacion binaria de orden estricto: cumple antireflexiva, antisimétrica y
transitiva.

* Cualquier relacion de orden definida anteriormente se denominan de orden
parcial, porque no se le ha exigido que cumpla la propiedad conexa. Si esta

propiedad se cumple, las relaciones de orden se denominan de orden total.

1.4.1. Clases de equivalencia

Una relacion binaria de equivalencia definida en un conjunto, organiza sus ele-
mentos en subconjuntos que constituyen una particion del conjunto (véase anexo
1.2.2). Esta organizacion se denomina clasificacion y cada uno de los subcon-
juntos se denomina clase de equivalencia y esta formado por los elementos del
conjunto que se relacionan mediante la relacion.

1.4.2. Conjunto cociente

Una vez establecida una clasificacion, las clases de equivalencia forman un con-
junto que se denomina conjunto cociente. Si A es el conjunto donde tenemos de-
finida la relacion de equivalencia R, el conjunto cociente se representa por A/R.

1.5. Estructuras algebraicas

Cuando se estudian las propiedades de las operaciones en los diferentes conjuntos
numéricos, se observan algunas que se repiten de manera regular en todos ellos,
y otras que se presentan de manera especifica. Estas contribuyen a determinar la
estructura algebraica de dichos conjuntos numéricos.

En general, cuando hablamos de estructura algebraica nos referimos a las propie-
dades que cumplen las operaciones definidas entre los elementos de un conjunto.
De acuerdo con estas se establece una clasificacion de los conjuntos, en la cual
cada una de las clases de equivalencia corresponde a una de las estructuras que se
recogen a continuacion.
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Las operaciones necesarias para determinar una estructura pueden ser internas o
externas:

* Se define operacion interna, como una aplicacion ( * ): A x A — A. Es de-
cir, operando elementos de un conjunto A, obtenemos elementos del mismo
conjunto.

* Se define operacion externa, como una aplicacion (- ) : K x A — A. Es de-
cir, operando elementos de un conjunto A con elementos de otro conjunto K,
llamado de escalares, obtenemos elementos del conjunto A.

Las operaciones definidas pueden cumplir algunas de las siguientes propiedades:

 Asociativa (aso): Va, b, cEA: (a*b)*c =a*(b*c)

« Conmutativa (conm): Va, bEA: a*b =b*a

* Elemento neutro (en): 3n€EA/VaEA: a* n=n*a=a

* FElemento simétrico (es): VaEA,Ja'EA/ a*a’=a*a’=n

+ Distributiva de * respecto de *: Va,bE A A VKEK:k«(a*b)=(k*a) * (k* b)

Las principales estructuras son:

Para la operacion interna:

.. . Elemento Elemento
Asociativa | Conmutativa o
neutro simetrico
Semigrupo X
Semigrupo
. X X
conmutativo
Monoide X X
Monoi
onozde' x x x
conmutativo
Grupo X X X
G
o . X X X X
conmutativo o abeliano
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Para dos operaciones internas:

Primera operacion Segunda operacion Distributiva
de la 2.¢
respecto de
aso | conm | en | es aso | conm | en | es la 1.
Semianillo X X X X X
Semzamll? X X X X X x
conmutativo
Semianillo
conmutativo X X X X X X X
unitario
Anillo X X X | X X X
Anillo— X | X | x|x X | X X
conmutativo
Anillo
conmutativo X X X | X X X X X
unitario
Cuerpo X | X [ X|X X x| X X
Cuerpo X | X | X|X X | x| x|X X
conmutativo ()

(*): Exceptuando el elemento neutro de la primera, todos los elementos del con-
junto tienen simétrico para la segunda operacion.

Habria que anadir, finalmente, las definiciones de semimodulo y espacio vectorial:

Un conjunto (M, *, -), con una operacion interna (*) y otra externa (-), definida con
la ayuda de un semianillo (A, +, x), es un semimoédulo si:

* (M, *) es un semigrupo conmutativo.
e Va,BEA A Ya, bE M se cumplen las siguientes propiedades:

a)

— (a+pB) -a=(a-a)*(B
* b)

(a*b)=(a a)*(a
(ﬁ-a)=(ax,3)*a

o
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Un conjunto (V, *, * ), con una operacion interna (*) y otra externa (-) definida con
la ayuda de un cuerpo (K, +, X) es un espacio vectorial si:

* (V, *) es un grupo abeliano.
* Vu,vEV, VYA, u, 1€ K secumplen las siguientes propiedades:

— Atw v=>Av)*F (V)
— A @U*v)y=(h-u)*(A-v)
— A (W v)=(Axurv

- 1l-v=yv
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