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Introduccidon

Presentamos en este documento un material para la formacion inicial y permanen-
te del profesorado de Educacion Primaria, donde se muestran propuestas didacti-
cas para trabajar los contenidos referentes a los Numeros Naturales en esta etapa
educativa.

Aunque los mencionados contenidos estan trabajados en otras publicaciones, pre-
tendemos con esta ofrecerlos de manera unificada a nuestros lectores en un texto
estructurado alrededor de las capacidades matematicas que es necesario desarro-
llar en el alumnado de Educacion Primaria.

El desarrollo de los temas cuenta con una introduccion que nos permite reflexionar
sobre dos cuestiones que consideramos importantes. Una es la evolucion historica
de los contenidos que estudiamos: los Numeros Naturales y los diferentes sistemas
numéricos de representacion, asi como las operaciones que se pueden realizar en-
tre estos numeros y las relaciones que se dan entre ellos. Creemos que, cuando el
estudiantado de Grado conoce el momento en el que ha aparecido ese concepto en
la historia y también cémo se ha desarrollado hasta nuestros dias, le afiade entidad
y le dota de una perspectiva que va mas alla del trabajo que se hace en el aula. La
otra es el aspecto teorico de los conceptos trabajados que se expone en un resumen
para fundamentarlos matematicamente y que parte de la Teoria de Conjuntos de
G. Cantor, para aproximar al lector al concepto de numero natural de manera mas
intuitiva.

A continuacion, como parte mas importante del texto y como nucleo que justifica
esta publicacion, se incluye un extenso desarrollo del tratamiento didactico de los
diferentes contenidos para trabajarlos en el aula de Primaria y conseguir, de esta
manera, el desarrollo de la competencia matematica del alumnado.

En el mencionado tratamiento didactico se trabajan los contenidos matematicos a
partir de la realidad y para ser aplicados en ella. Como consecuencia y otorgan-
dole la importancia maxima a esta cuestion, todas las situaciones que se enuncian
acompanando el contenido didéctico del texto forman parte de otras situaciones
mas complejas que se presentan en el aula, en las cuales los contenidos matema-
ticos son esenciales para su interpretacion y resolucion. A veces las actividades
matematicas surgiran del desarrollo de algunos proyectos de trabajo globalizados,
en otras ocasiones se plantearan a partir de las necesidades que surjan de las otras
materias del curriculum. Solo cuando se contemplen algunos contenidos que no
hayan aparecido en ninguna situacion como las mencionadas, el maestro favore-
cera de manera intencionada la aparicion de situaciones que provoquen las incog-
nitas que les llevaran al descubrimiento de los mencionados contenidos.

En todos los casos, partiremos de las ideas previas del alumnado sobre cada uno

de los conceptos a trabajar y, en particular, de sus propuestas personales y emer-
gentes de resolucion de las diferentes situaciones que se planteen. Procederemos
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mas adelante a la busqueda de los procedimientos generales de representacion nu-
mérica y de calculo con nimeros naturales, como forma de ofrecerles las herramien-
tas matematicas que socialmente se utilizan para representar estos numeros y las
diferentes actividades en las que intervienen.

Quiza sea en este punto en el que nuestra publicacion va mas alld que otras ya
existentes, al ofrecer a los lectores los pasos ordenados y estructurados que justifi-
can y fundamentan matematicamente todos los algoritmos de las operaciones ele-
mentales y que son desconocidos para muchos estudiantes del Grado en Maestro
(como hemos podido comprobar a través de nuestra experiencia de muchos afios
en la docencia en esta titulacion). Estos pasos faltan, en muchas ocasiones, en pu-
blicaciones que presentan el inicio del trabajo matematico en el planteamiento de
algunos casos concretos con nifios y nifias, pero no avanzan hasta la culminacion
matematica de los contenidos.

Atendiendo a las recomendaciones del Parlamento Europeo y del Consejo de Europa
sobre las competencias clave para el aprendizaje permanente, entendemos que la
competencia matematica solo se concreta y cobra sentido en la medida en que los
elementos y razonamientos matematicos que estudian son utilizados para enfrentar-
se a aquellas situaciones cotidianas que los necesitan. Por ello, su desarrollo en la
escuela se conseguira partiendo de una amplia variedad de actividades reales, deri-
vadas de otros campos del conocimiento, de las situaciones habituales que se dan en
el aula y de las propias experiencias y vivencias del alumnado. Se trata, en definitiva,
de conseguir que los nifios y las nifias sepan aplicar las destrezas y actitudes que les
permitan razonar matematicamente, comprender una argumentacion matematica y
expresarse y comunicarse en el lenguaje matematico para dar una mejor respuesta a
las situaciones de la vida de distinto nivel de complejidad.

El objetivo del material es proporcionar una herramienta para los profesionales de
la docencia y para el estudiantado del Grado en Maestro, que les ayude a reflexio-
nar sobre los fenémenos educativos que ocurren en el aula escolar y les permita
enfrentarse a ellos desde un planteamiento que considera la ensefianza-aprendizaje
de las Matematicas como una tarea interdisciplinaria y globalizadora que parte de
una concepcion sociocultural de la educacion en general y de la educacion mate-
matica en particular.

Es preciso indicar que las orientaciones didacticas, dentro de cada capacidad, es-
tan organizadas por ciclos y no por cursos independientes, porque desde el punto
de vista del desarrollo cognitivo del alumnado es asi como hay que considerar la
adquisicion de los conocimientos en esta etapa educativa (NcT™, 2003).

Presuponemos que en las aulas de Primaria en las que se trabajen los contenidos de
este documento, se encuentran los materiales estructurados que describiremos mas
adelante u otros semejantes ideados y fabricados por los docentes y/o el alumnado,
que deberan compartir en su esencia aquello que es fundamental para la construc-
cion de los contenidos matematicos que se persiguen en esta publicacion. Estos ma-
teriales constituyen una ayuda imprescindible para el trabajo en el aula referente a la
construccion de los Numeros Naturales y a las operaciones que con ellos se trabajan.
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Este documento no agota la actividad que el maestro ha de realizar en el aula.
La infinidad de posibilidades de dispositivos didacticos que puede ofrecer a sus
alumnos es imposible de reflejar en cualquier publicacion. Nuestro interés esta
en poner la atencion en lo que ha de trabajar para fundamentar matematicamente
los procedimientos utilizados por el alumnado y dar indicaciones de como ha de
hacerlo. Nunca agotaremos la creatividad didactica que un docente debe tener en
su tarea diaria.

Al finalizar los tres temas comentados, se incluye un anexo que cierra esta publi-
cacion, en el cual se recogen algunos conceptos basicos de la Teoria de Conjuntos,
necesarios para fundamentar los contenidos referentes a los Nimeros Naturales
que se trabajan en el libro. Se ofrece este anexo como una guia consultiva para el
lector interesado que le permita ampliar sus conocimientos, entendiendo que no
son objeto de estudio obligatorio en las aulas de formacidn inicial de maestros.
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TEMA 1
Numeros Naturales.
Sistemas de numeracion

1. Introduccion

En este tema se trabaja la construccidon del concepto de numero natural a partir
de la Teoria de Conjuntos y la del Sistema de Numeracion Decimal a partir de la
idea de base y de los diferentes 6rdenes de unidades. Comienza el tema con una
reflexion inicial sobre el concepto de numero natural, continua con la formaliza-
cion de este, la evolucion de su representacion y un extenso tratamiento didactico
en el aula de Primaria de estos contenidos.

1.1. Reflexion sobre el concepto de nimero natural

Si la pregunta que nos hicieron es si sabemos qué es un numero, todo el mundo
podria afirmar que, efectivamente, sabe qué es un niamero. Incluso también nos po-
driamos atrever a explicarlo, pero a la hora de definirlo claramente, comienzan las
dificultades (Gomez, 1988).

Hay muchas definiciones que proporcionan el concepto de nimero, pero ninguna
de ellas es totalmente independiente:

» Entidad abstracta que representa una cantidad especifica.

* Simbolos que se utilizan para representar los nimeros: numerales.

* Elementos que forman los sistemas numéricos.
El concepto de nimero varia de una persona a otra, segun la edad y la formacion.
Para los nifios y nifias indica cantidades o ubicaciones (cardinal y ordinal respec-

tivamente), o también los simbolos para representarlas.

Si volviéramos a la pregunta ;qué es un numero?, encontrariamos posibles respuestas,
por ejemplo a la pregunta ;qué es el nimero uno?: @, 1, uno, sonido del nombre.

Analizando:

— @ referente intuitivo, una marca, un simbolo, un punto..., indicara una unidad,
una sola cosa. Para representar el dos, serian dos simbolos como este: @ @
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— 1, signo o guarismo que en nuestra sociedad indica una unidad, una sola
cosa. Con este signo se simbolizan cantidades, se opera... La inica intuicion
es que es un unico simbolo para el uno, pero el 2, también es un simbolo,
mientras que la cantidad que representa es dos, lo mismo pasaria con 3...
Entonces, es una representacion abstracta.

— uno, nombre escrito que en nuestra lengua indica una unidad, una sola cosa.
Con esta se habla, se escribe o se lee. No se opera. No es intuitivo a priori,
porque en diferentes lenguas se expresa de maneras distintas (castellano:
uno, palabra con tres letras; inglés: one, también tres letras; catalan: u o un,
una o dos letras...).

— sonido del nombre, se debe identificar una palabra concreta con una canti-
dad, y ese sonido también es diferente seglin el idioma con el que se hable.

Los nifios, en el periodo de 2.° ciclo de Educacion Infantil (3-6 afios), utilizan pro-
cesos de identificacion de la cantidad. Al principio quizas no saben qué representa
un nimero ni cémo es la cifra, pero saben si tienen mas o0 menos objetos para jugar
que el compaiero, porque la idea de cantidad es intuitiva.

Por lo tanto, ;cudl es el proceso de introduccion de los nimeros? Como en mu-
chos otros momentos de la ensefianza, este es un proceso en espiral, al que se
puede acceder desde distintos puntos. Nuestra sociedad estd rodeada de cifras, de
nimeros, de palabras que significan niumeros, y cuando hablamos utilizamos los
nimeros indiscriminadamente. Por tanto, en el mismo aprendizaje natural del nifio
aparecen numeros. En la escuela se empezara por lo que es mas intuitivo, como
agrupaciones de elementos que indican la cantidad a la que se ird asociando poco
a poco los nombres de los numeros. El uno se referird a un objeto, el dos, a dos
objetos y asi sucesivamente. Posteriormente se introducirdn las cifras y en una fase
posterior los nombres escritos.

En el 2.° ciclo de Educacion Infantil, se introduce del 1 al 9. Ademas del contacto
con los nimeros que el alumnado tendra a partir de sus experiencias en la realidad,
se pueden utilizar algunos materiales didacticos como ayuda (figuras 1, 2, 3 y 4).
En la figura 1, se muestra un material llamado Aros de Colores (fabricado por
Goula), consta de una base de madera con unos pilares fijos, de anillas de colores
que se han de colocar en los pilares y de unas fichas cuadradas donde aparecen
los numeros representados por cantidades de puntos en unos casos y por cifras en
otros. Segun el momento en el que se encuentre el nifio, podremos utilizar solo los
puntos, los puntos y las cifras o solo las cifras para asociarlos con las anillas.
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Figura 1. Imagenes del material Anillas de Colores

Es muy evidente y no necesita demasiada psicomotricidad fina. Por el contrario,
no lleva los nombres de los nimeros escritos y, como los pilares son fijos y su
altura es la que corresponde a la cantidad de anillas que hay que poner, los nifios
pueden llenarlos con anillas sin reflexionar mucho en su numero correcto de uni-
dades. Si queremos comprobar que conocen bien los nimeros, podemos alterar la
posicion de las fichas cuadradas asocidndolas con pilares que no les corresponden.

Otro material, llamado Aprendo a contar (fabricado por Lado), es el que se descri-
be a continuacién. Estd formado por fichas de plastico de dos colores que tienen
impresa la grafia o el nombre de los nimeros del 1 al 10, varillas de pléstico de
diez longitudes diferentes adaptadas a las cantidades y bolas de colores que suben
en cada una de ellas. En este material (figuras 2, 3 y 4), todas las piezas estan suel-
tas y se puede montar como un rompecabezas.

Figura 2. Imagenes del material Aprendo a contar (a)
Para utilizar este material, hay que tener una cierta psicomotricidad fina, porque

todas las piezas deben ser colocadas en su lugar y el agujero de las bolas no es muy
grande (esto no ocurre en el material anterior) (figura 3).
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Figura 3. Imagenes del material Aprendo a contar (b)

Al principio cada varilla se emparejara con su nimero correspondiente y mas ade-
lante las colocaremos de manera desordenada para comprobar si conocen real-
mente los numeros trabajados. Segiin el momento evolutivo, se puede afiadir el
nombre escrito o no (figura 4).

Figura 4. Imagenes del material Aprendo a contar (c)

1.2. Usos del nimero natural

Los Numeros Naturales son N: 0, 1, 2, 3... y los utilizamos:

Para contar: 5 nifios en un grupo de trabajo, 3 personajes en un cuento...
Para ordenar: la 1.* planta de la escuela, el 3. alumno que llega a clase...
Para medir: 84 cm de altura, el jarron hace 4 vasos de jugo...

Para operar: 3 nifios y 4 nifias hacen 7 alumnos, come 2 galletas de 5 y quedan 3...
Para identificar o codificar: el teléfono de la ui es 964728000, el aula 1117...
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Hay funciones que el nifio ya tiene integradas antes de saber contar, porque son
intuitivas. Estas funciones (Gomez, 1988) y el trabajo que realizaremos con ob-
jetos del entorno nos permitiran conseguir que el alumnado llegue a considerar el
nimero natural como cardinal y como ordinal. Cardinal en el sentido de contar
una cantidad de objetos y ordinal en el sentido de ordenarlos.

La definicion actual de nimero que incluye estos dos aspectos se basa en la in-
tuicion y esta relacionada intimamente con el concepto de conjunto y cantidad de
elementos de un conjunto. Esta formalizacion de la idea de nimero no ha estado
presente siempre a lo largo de la historia y no aparece hasta el siglo xix cuando
G. Cantor define formalmente los conjuntos numeéricos, el primero de los cuales
es el de los Numeros Naturales. Hay otras definiciones, como la axiomatica de
Peano, pero nos centraremos en la de Cantor por estar mas cerca de la mente del
alumnado escolar.

2. Formalizacion del conjunto
de los Numeros Naturales

Como paso previo al trabajo didactico y al desarrollo profesional del docente en
el aula, consideramos necesario incluir las bases formales de la construccion del
conjunto de los Numeros Naturales, para que estén al alcance de cualquier lector
que los quiera consultar. Obviamente este tratamiento formal de la construccion de
los numeros no se ha de realizar en el aula de Primaria.

2.1. Definicion de niimero natural

De acuerdo con los conceptos de la Teoria de Conjuntos tratados en el anexo, se
desarrolla a continuacion la construccion del conjunto de los Numeros Naturales.

Consideremos un conjunto X formado por todos los conjuntos finitos existentes,
definimos la siguiente relacion binaria entre sus elementos: si 4 y B son dos con-
juntos finitos arbitrarios que pertenecen a X, diremos que son coordinables, equi-
potentes o equipolentes (4 R B) siy solo si existe una aplicacion biyectiva entre
ellos.

Esta es una relacion binaria de equivalencia porque cumple las propiedades si-
guientes:

* Entre un conjunto y ¢l mismo siempre existe la identidad como aplicacion
biyectiva (4 R A; propiedad reflexiva).
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* Sientre los conjuntos 4 y B existe una aplicacion biyectiva £, su inversa /™~ es
una aplicacion biyectiva entre By 4 (4 RB — B RA; propiedad simétrica).

* Si entre los conjuntos 4 y B existe una aplicacion biyectiva f, y al mismo
tiempo entre los conjuntos By C existe otra biyeccion g, entre los conjuntos
Ay C queda también definida una biyeccion por la composicion de las apli-
caciones f/ y g anteriores (4 RBy B RC — A R C; propiedad transitiva).

Por ser una relacion de equivalencia, origina una clasificacion de los elementos de
X en clases de equivalencia. «La propiedad comun de todos los conjuntos finitos
de una clase de equivalencia determinada por esta relacion de equipotencia» reci-
be el nombre de numero natural.

Pero, ;cOmo se puede concretar esta propiedad comun?

La existencia de una aplicacion biyectiva entre 4 y B nos indica que cada elemen-
to del conjunto inicial (4) recibe en el conjunto final (B) una imagen o elemento
con el que se corresponde de manera Uinica, y cada elemento del conjunto final se

asocia también de manera Unica con un elemento del conjunto inicial (figura 5).

A B

manzana

platano

naranja

Figura 5. Aplicacion biyectiva

Esta asociacion uno a uno entre los elementos de los dos conjuntos nos asegura
que los conjuntos coordinables, equipotentes o equipolentes, por ser biyectivos
tienen el mismo cardinal y, por tanto, serd el cardinal comun la propiedad que es-
tabamos buscando y la que caracteriza a todos los conjuntos finitos de una misma
clase de equivalencia. Asi, el nimero cero representa la clase de equivalencia de
los conjuntos vacios, el nimero uno a la clase de equivalencia de los conjuntos
equipotentes, por ejemplo, al conjunto A = {el Sol} (si nos permitimos usar uno
en la definicion de uno, se puede redactar: el nlimero uno representa a la clase de
equivalencia de los conjuntos con un elemento), el dos representaria todos los con-
juntos equipotentes, por ejemplo, al conjunto A = {la Tierra, la Luna} (si acepta-
mos usar dos en la definicion del dos, se puede redactar: el nimero dos representa
a la clase de equivalencia de los conjuntos con dos elementos), etc. En general, un
conjunto 4 pertenece a la clase del nimero natural m si card(4) = m.
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Una vez queda claro que todos los conjuntos equipotentes, coordinables o equipo-
lentes tienen el mismo cardinal, con uno que utilicemos para representar a todos
nos bastaria. Es decir, todos los conjuntos con 5 elementos contienen la misma in-
formacidn con respecto al cardinal, por tanto, con un conjunto que los represente,
es suficiente. Ocurre lo mismo para todos los nimeros naturales y, por tanto, con
un solo conjunto finito podemos representar cualquiera de estos niimeros.

2.2. Operaciones en N

Sean a y b dos niimeros naturales y 4 y B dos conjuntos finitos, arbitrarios y dis-
juntos, de manera que a = card(4) y b = card(B). Se define la adiciéon de a y b,
como el cardinal de la unién de 4 y B. Es decir:

Va, bE NAVA,BE X/ a=card(A),b=card(ByN A(N\B=® :a+b=card(AUB).

A partir de las propiedades de las operaciones entre conjuntos se puede demostrar
que la adicion de nameros naturales cumple las siguientes propiedades:

e Asociativa
e Conmutativa
* Elemento neutro (0)

Por tanto, el conjunto N con la operacion que se acaba de definir (N, +) tiene es-
tructura de monoide conmutativo (véase anexo).

Sean a y b dos nimeros naturales y A y B dos conjuntos finitos, arbitrarios, de ma-
nera que a = card(4) y b = card(B). Se define la Multiplicacién de a y b, como el
cardinal del producto cartesiano de 4 y B. Es decir:

VYa, bE NAVA,BE X/ a=card(A),b=card(B):axb=card(AxB).

A partir de las propiedades de las operaciones entre conjuntos se puede demostrar
que la multiplicacién de numeros naturales cumplen las propiedades:

* Asociativa
e Conmutativa
* Elemento neutro (1)

Asi pues, el conjunto N con la operacion que se acaba de definir, (N, x), tiene es-
tructura de monoide conmutativo (véase anexo).

Como ademas se cumple la propiedad distributiva de la multiplicacion respecto

de la adicion, (N, +, X) tiene estructura de semianillo conmutativo y unitario (véase
anexo).
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2.3.Ordenen N

Si en este conjunto definimos la relacion «ser menor o igual» de la siguiente manera:

Ya bVa,bEN:a<b <3IAnEN/a+n=>b.

se puede comprobar que es una relacion binaria de orden total porque cumple las
propiedades siguientes:

* Cualquier nimero natural siempre es menor o igual que ¢l mismo, porque
J0E N/a+0=a (asa; propiedad reflexiva).

* Siun numero natural es menor o igual que otro y a la vez el segundo es me-
nor o igual que el primero, necesariamente los dos niameros son iguales. Es
decir,

Ya bEN/a<bab<sa—=InEN/a+n=bn EImEN/b+m=a%(b+m)+n=b

—-m+n=0—->m=0=n—>a=>b (a<bab=<a— a=b;propiedad antisimétrica).

* Si un nimero natural es menor o igual que otro y a la vez este es menor o
igual que un tercero, entonces el primero es menor o igual que el tercero. Es
decir:

Ya bcEN/asbabsc—3IAnEN/a+n=bn EImEN/b+m=c—>(a+n)+m=c

—a+(n+m)=c—as=c (asbabsc—>asc; propiedad transitiva).

* Dados dos numeros naturales cualesquiera, o el primero es menor o igual
que el segundo o el segundo es menor o igual que el primero. Es decir,
Ya, bE N:a<bvb < a. Para demostrar esta propiedad tendremos que con-
templar dos casos:

1. Sia = b, esevidente que a<bvb=<a
2. Sia=b, existira siempre otro nimero natural que sumado a uno de estos
dara como resultado el otro, es decir:

dnEN/a+n=bvb+n=a— a=<bvb=a (propiedad conexa).

Diremos entonces que N, con la relacion anterior, (N, +, X, <), es un semianillo
conmutativo y unitario totalmente ordenado y no habra ninguna duda a la hora de
establecer si un nimero natural es mayor, menor o igual que otro (véase anexo).

Aunque hemos definido la relacion de orden «ser menor o igual» con el simbolo <,

se podria definir de manera similar la relacion «ser mayor o igual» con el simbolo
>. En cualquiera de los casos, si eliminamos la posibilidad de igualdad entre los
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nimeros, las relaciones definidas se convierten en otras de orden estricto que se
denominan «ser menor estrictamente» o «ser mayor estrictamente» y se represen-
tan con los simbolos <y >, respectivamente.

En este momento empiezan a tener mas sentido las palabras cardinal y ordinal. El
aspecto cardinal del nimero natural sera el que se refiere a las cantidades, es decir,
los cardinales de los conjuntos, y el ordinal sera el que designa el orden y establece
comparaciones entre los cardinales de los conjuntos al ordenarlos.

3. Sistemas de numeracion

3.1. Evolucidén historica

No sabemos con seguridad cudndo comenzo6 el ser humano a necesitar un sistema
de escritura de numeros, es decir, un sistema de numeracion, pero parece seguro
que uno de los primeros instrumentos utilizados para contar fueron los dedos de la
mano (Ifrah, 2001). Esto implicaria que las primeras representaciones numéricas
se hicieron tomando como referente el cinco y, posteriormente, se refirieron al diez
por el hecho de que se podian utilizar los dedos de ambas manos. Parece que la hu-
manidad usaba el 10 como referente cuando el lenguaje hablado se consolidé. Al
menos, es lo que podemos deducir, en el &mbito indoeuropeo, de nuestro sistema
numérico y del nombre de algunos nimeros como diez, en latin decem; once, en
latin undecim (uno mas diez); doce, en latin duodecim (dos mas diez). Incluso se
podria pensar en una base veinte, contando los dedos de los pies y las manos (en
latin viginti).

Sin embargo, cuando creci6 la necesidad de representar nimeros mas grandes,
era posible escribir grupos de cinco rayas (IIIII) hasta llegar a la cantidad que se
queria. Un ejemplo de este método es un hueso de lobo encontrado en la Republica
Checa donde aparecen 55 incisiones bastante profundas divididas en grupos de
cinco. Este hueso tiene unos 35.000 afios de edad aproximadamente. Huelga decir
que este sistema (de representacion simple) primitivo y antiguo no constituia una
herramienta eficaz para un célculo desarrollado.

A partir del 1 milenio a. C., los egipcios utilizaron un sistema numérico (de agru-
pamiento multiple) procedente de su escritura jeroglifica. Este sistema de base
10 utilizaba signos diferentes para las unidades, las decenas, centenas, etc. En la
figura 6 se ve como una determinada potencia de diez podia tener representaciones
graficas muy parecidas pero no idénticas.
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Figura 6. Cifras en la escritura jeroglifica egipcia (Ifrah, 1988)

Permitia escribir nimeros grandes y ofrecia una gran innovacién con respecto a
los antiguos sistemas. Hay que decir, sin embargo, que el procedimiento de com-
posicion consistia en repetir los simbolos de la misma manera que el hombre pri-
mitivo repetia las rayas. En la escritura jeroglifica se escribia indistintamente de
izquierda a derecha o de derecha a izquierda. Los signos numéricos modificaban
su orientacion en funcién de estos sentidos de escritura. En la figura 7, donde se
representa el 2.425, se ve que la orientacion de los simbolos es diferente a la de la
figura 6.

2425 '|'|' nnN 9999 II

5 20 400 2000

Figura 7. Escritura jeroglifica del nimero 2.425 (Ifrah, 1988)

Los mismos egipcios, poco después, utilizaron un sistema de numeraciéon mas mo-
derno y mas practico relacionado con la escritura hieratica. El sistema continuaba
siendo decimal, pero no era necesario repetir constantemente los caracteres, sino
que se habian introducido unos nuevos que indicaban cuantas veces se repetia
cada simbolo (sistema de agrupamiento multiplicativo).

Este cambio que encontramos en el papiro Rhind (siglo xvi a. C.), también lla-
mado de Ahmes, conservado en el British Museum de Londres, nos muestra un
aspecto que debia ser fundamental para nuestros sistemas de numeracion: la no
necesidad de repetir los simbolos.
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El sistema de numeracion que utilizaban los griegos alrededor del 600 a. C., con-
cretamente los atenienses, cifraba las cantidades con la primera letra del nombre
del numero correspondiente, era un sistema acrofonico. Las unidades hasta al 4 se
representaban por rayas, el nimero 5 se representaba por la letra p mayuscula por
ser PENTE el nombre griego de esta cantidad, el 10 utilizaba la letra DELTA maytscu-
la por ser DEkA el nombre de este nimero, etc. También se crearon simbolos mixtos
a partir del cinco: si se afiadia el simbolo del diez inscrito simbolizaba el 50, si era
el del cien, 500, si el del mil, 5.000 (figura 8).

I 100 H 10.000 M

i 200 HH 20.000 MM

Hi 300 HHH 30.000 MMM
Il 400 HHHH |40.000 MMMM

500 M 50.000
M 600 MH 60.000 ™ M
Mt 700 MHH 70.000 ™ MM

i 800 mHHH |80.000 ™ MMM
o Hnl 900 MHHHH |90.000 ™ MMMM
1.000 x

AA 2.000 XX
AAA 3.000 xxXx
AAAA 14.000 xxXXX
™ 5.000 ®

™A 6.000 e x
*'AA 7.000 prx X
FaAd | 8.000 XXX
FAAAA| 9.000 X XXX

O 0 NN AW R -
)

O~ O h B WD =
Lo R el s [ s s B s e
>

O
=

Figura 8. Representaciones numéricas en la escritura acrofonica griega (Ifrah, 1988)

En la figura 9 se muestra un ejemplo de la representacion del numero 7.699, usan-
do las cifras de la tabla anterior.

XX MHBEAAAATTIL
5000 2000 500 100 50 40 s 4

Figura 9. Escritura acrofonica del nimero 7.699 (Ifrah, 1988)
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Poco después, este sistema numeérico fue sustituido por otro que usaba todas las le-
tras del alfabeto griego (acompafiadas de una barra horizontal en la parte superior
cuando representaban nimeros) y algunos otros simbolos procedentes del alfabeto

fenicio:

A | a |alpha 1] 1 ¢ |iota 10| P p |ro 100
B B | beta 2 K x | kappa 20| = o | sigma 200
r ¥ | gamma 3 A A | lambda 30| T T |tau 300
A 8 | delta 4 | M p [mu 40 | Y | v | upsilon 400
E € | epsilon 5 N v |nu 50| ¢ | ¢ |phi 500
L | & |digamma 6 = £ | ksi 60 | X x | khi 600
V4 { | dzeta 7 o) ¢ | omicron 70 1 ¥ Y| psi 700
H n |eta 8 I T | pi 80 | & w | omega 800
(O] & | théta 9 q ¢ {9oppa 9 | m A |san 900

Figura 10. Numeracion alfabética griega (Ifrah, 1988)

Con este sistema se podrian cifrar los nimeros que van del uno al novecientos
noventa y nueve. Para escribir los miles, afiadian una coma suscrita en la parte iz-
quierda superior de la letra; asi una ‘o indicaba mil, y una ‘i indicaba diez mil. Con
este sistema se podia escribir hasta el novecientos mil novecientos noventa y nueve.

Siguiendo el ejemplo griego, los romanos utilizaron también las letras del alfabeto

para escribir los numeros de acuerdo con los valores de la figura 11.

uno 1 diez X cien C

dos 11 veinte XX doscientos CC
tres 1 treinta XXX trescientos CCC
cuatro v cuarenta XL cuatrocientos CD
cinco \Y cincuenta L quinientos D

seis VI sesenta LX seiscientos DC
siete VII setenta LXX set-cents DCC
ocho VIII ochenta LXXX ochocientos DCCC
nueve IX noventa XC novecientos CM

Figura 11. Numeracion romana

El principio de equivalencias era muy parecido al griego, de modo que la unidad
era simbolizada por una I, y se podia repetir al principio hasta cuatro veces IIII (4).
La siguiente unidad era V, que simbolizaba el 5. Mas adelante se introdujo la regla
segun la cual solo se permite repetir cualquier cifra hasta a tres veces. Asi, para
expresar el nimero 4, se resta una unidad de la cifra siguiente IV (4). En general,
cuando hay dos cifras juntas, la inferior se suma a la superior si va a la derecha
(VI), y se resta si va a la izquierda (IV), teniendo en cuenta que las tnicas cifras
que restan son: [ delante de Vy X, X delante Ly C, y C delante a D y M (mil). Asi,
por ejemplo, el 999 se escribia CMXCIX.
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El mecanismo maés utilizado para escribir nimeros superiores al mil era poner una
raya arriba de cualquier simbolo, que indicaba que este se tenia que multiplicar
por mil, el dos mil, por ejemplo, se escribia I, y el diez mil X. Asi, por ejemplo, el
3749 se escribia bien MMMDCCXLIX, o bien IIIDCCXLIX.

Pero el sistema de numeracion mas moderno y practico nacid en la India alrede-
dor del siglo m a. C. Conservaba la base decimal y el caracter de agrupamiento
multiplicativo del sistema egipcio. Hacia el siglo v de nuestra era se incorpor6 a
este sistema un cambio fundamental respecto de los anteriores, que consistia en la
introduccion de un guarismo para escribir la cifra cero que indicaba la ausencia de
algun orden de unidades en el nimero y obtuvieron asi un sistema de numeracion
donde el valor de cada cifra dependia de la posicidon que ocupaba en la representa-
cion del nimero (sistema de numeracion posicional: de agrupamiento multiplica-
tivo, con valor posicional de las cifras y con uso de la cifra cero).

Estas cifras hindtes fueron extendiéndose y adoptando formas diversas en di-
ferentes lenguas. Los arabes adoptaron los sistemas de escritura numérica que
habian aprendido de los griegos y los hindutes y utilizaron ambos. Pero introdu-
jeron en occidente, alrededor del siglo x, el sistema de numeracion que habria
de triunfar e imponerse sobre los demas, y que recibi6 el nombre de numeracion
arabiga o indoardbiga, las cifras iniciales de la cual eran las que se representan
en la figura 12.

1 C #9°9 ¢ 7 8 9 o
| 2% 5 ¢ 6 T & J ¢
1 2 34 56 7890

Figura 12. Cifras arabes (Ifrah, 1988)

En el mundo cristiano, se adopto este sistema hindu y arabe porque ofrecia grandes
ventajas respecto del romano y aunque se hizo publico en el siglo xi al editarse el
Liber abaci de Leonardo de Pisa Fibonacci, no se utilizd6 de manera normalizada
hasta el siglo xv, en el que la imprenta hizo posible que su conocimiento llegara
a una franja de poblacién mucho mayor que al principio. Las cifras del sistema
hindu han evolucionado a lo largo del tiempo hasta llegar a nuestros dias. En la
figura 13 se ilustran los primeros pasos de esta evolucion:
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Figura 13. Evolucion de las cifras arabes en Europa (Ifrah, 1988)

Otras civilizaciones o sociedades han tenido sistemas de numeracion diferentes.
Algunos ejemplos de los cuales son: el chino el 1500 a. C., el babilonico en el
siglo xi1 a. C. y el maya en el siglo xi1 aproximadamente. Se puede encontrar am-
plia informacion sobre estos y otros sistemas de numeracion en Ifrah 1988 y 2001.

3.2. Definicién y tipos

Un Sistema de Numeracion es un conjunto de normas y convenios para escribir
nimeros utilizando la menor cantidad de simbolos posible.

Habra que volver a la historia, otra vez, para entender cuestiones importantes de
los sistemas de numeracion, y la depuracion que han sufrido por causas de econo-
mia de escritura, de dificultad y en ocasiones religiosas.

Cuando el ser humano comenz6 a contar usé los dedos, piedras, marcas en basto-
nes, nudos en una cuerda y de otras formas para pasar de un numero al siguiente. A
medida que la cantidad crece, se hace necesario un sistema de representacion mas
practico. En diferentes partes del mundo y en épocas diferentes se llegd a la misma
solucidn, cuando se alcanza un determinado numero de unidades (de primer or-
den) se hace una marca diferente, de segunda clase, que las representa a todas (uni-
dades de segundo orden). Este numero es la base. Se contintia afadiendo unidades
hasta que se vuelve a alcanzar por segunda vez el nimero anterior y se aiade otra
marca de la segunda clase y asi se continian afiadiendo unidades de primer orden
hasta llegar a un nimero de marcas de segunda clase iguales a la base. Entonces
se introduce una marca diferente, de tercera clase (unidades de tercer orden), para
representar esta unidad. Procediendo de manera similar y de forma sucesiva se van
construyendo los diferentes drdenes superiores de unidades.

La base que mas se ha utilizado a lo largo de la historia es la base 10, porque este es
el nimero de los dedos de las manos del ser humano. Hay alguna excepcion notable,
como la numeracion babilonica, que usaba 10 y 60 como bases, y la numeracion
maya, que usaba 20 y 5, aunque con alguna irregularidad. Desde hace 5.000 afios,
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la gran mayoria de las civilizaciones han contado en unidades, decenas, centenas,
millares, etc., es decir, de la misma manera como seguimos haciéndolo hoy.

Sin embargo, la forma de escribir los numeros ha sido muy diversa, y muchos pue-
blos han visto impedido su avance cientifico por no disponer de un sistema de nume-
racion que permitiera utilizar unos procedimientos eficaces para el calculo. Casi to-
dos los sistemas utilizados representan con exactitud los nimeros naturales, aunque
en algunos se pueden confundir unos numeros con otros (en el del sistema egipcio
de agrupamiento multiplicativo, por ejemplo). Muchos de ellos no son capaces de
representar grandes cantidades y otros requieren un niimero de simbolos tan grande
que los hace poco practicos. Ademas, no permiten, en general, efectuar operaciones
tan sencillas como la multiplicacidn, y exigen procedimientos muy complicados que
solo estaban al alcance de unos pocos iniciados. En cuanto a la division, es mucho
mas grave, ya que no existian reglas para poder hacerla. De hecho, cuando se co-
menzo6 a utilizar en Europa el sistema de numeracion actual, los abaquistas, profe-
sionales del célculo, se opusieron con las mas peregrinas razones, entre las cuales
esta: «siendo el calculo algo complicado en si mismo, deberia de ser un método
diabdlico aquel que permitiese efectuar las operaciones de forma tan sencillay. El
sistema actual fue inventado por los indios y transmitido a Europa por los arabes,
como ya se ha mencionado anteriormente. Del origen indio del sistema hay sufi-
cientes pruebas en documentos indios y arabes. Leonardo de Pisa (Fibonacci), fue
uno de los introductores del nuevo sistema en la Europa de 1202. El gran mérito de
los indios fue la utilizacion del cero con valor numérico para ocupar diferentes po-
siciones en la representacion de los nlimeros, lo que evita confusiones y permite un
sistema en el que solo diez simbolos pueden representar cualquier nimero aunque
sea muy grande, y simplificar la manera de efectuar las operaciones.

Figura 14. Grabado de principios del siglo xvi que representa el triunfo de los algoritmos sobre
los abacos. Los algoristas, empleando las 9 cifras y el cero, se imponen a los abaquistas, ya que
son capaces de hacer mas rapidamente las operaciones aritméticas. En segundo plano, la dama
Aritmética, con un vestido adornado de cifras, muestra con la mirada cuales
son sus preferencias (Ifrah, 1988)
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La introduccién de este sistema de numeracion que ahora usamos como si hu-
biera existido desde siempre no fue facil. Trescientos afios después de su intro-
duccion en Europa por Fibonacci, en el siglo xvi, atin se hacian competiciones
entre abaquistas, que utilizaban el dbaco, y algoristas, que hacian las cuentas
mas o menos como nosotros ahora (figura 14). Los dbacos resistieron, a pesar
de todo, hasta en el siglo xx, cuando todavia se podian encontrar en los bancos,
comercios, etc.

3.2.1. Sistemas de numeracion aditivos

Para ver como funciona la representacion numérica en un sistema aditivo, conside-
remos el sistema jeroglifico egipcio. Por cada unidad se escribe un trazo vertical,
por cada decena un simbolo en forma de arco y por cada centena, millar, decena y
centena de millar y millon, un jeroglifico especifico. Asi, para escribir 754 usaban
7 jeroglificos de centenas, 5 de decenas y 4 trazos. De alguna manera, todas las
unidades estan fisicamente presentes.

Los sistemas aditivos son aquellos que acumulan los simbolos de todas las unida-
des, decenas..., necesarios hasta completar el nimero. Una de sus caracteristicas
es, por tanto, que se pueden poner los simbolos en cualquier orden, aunque, en
general, es preferible una disposicion determinada. Cada cifra tiene un valor pro-
pio que no depende del lugar que ocupa y se llaman aditivos porque, para conocer
el nimero, se hara una adiciéon. Como ya se ha comentado, las dificultades de
representar nimeros grandes, y las complicaciones que habia a la hora de operar,
hicieron que no prosperase.

3.2.2. Sistemas de numeracion posicionales

Estos sistemas utilizan el principio del valor relativo, es decir, cada cifra repre-
senta valores diferentes dependiendo de la posicion que ocupe en la expresion
del nimero. El ejemplo por excelencia seria el sistema de numeracion decimal
(en adelante sND), pero hay otros que también se utilizan y que se explicaran mas
adelante.

La base (véase 3.2) supone un punto de inflexién en la colocacion de las cifras.
Es decir, si un sistema de numeracion posicional tiene base b significa que «b
unidades de cualquier orden forman una unidad de orden inmediato superior». La
base representa también la cantidad de cifras que el sistema utiliza, es decir, b es el
nimero de simbolos diferentes permitidos en un sistema de numeracion posicional
para escribir los numeros.

En el caso del snp, la base seria el 10 y utiliza como cifras 0, 1, 2, 3,..., 9.

Analicemos el snp. Para representar cantidades inferiores a 10, unidades de primer
orden o unidades, se utiliza una sola cifra.
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Al llegar a la base, es decir, la cantidad que se obtiene al afiadir 1 al 9, el sistema
utiliza el criterio posicional y necesita dos cifras para representar el nimero en el
que hay un grupo y ninguna unidad suelta. Cada uno de estos grupos formados por
10 unidades se llama decena o unidad de segundo orden. Para indicar doce, por
ejemplo, se escribe 12. Utilizamos dos cifras: la que se escribe mas a la izquierda,
el 1, es la cifra de las decenas, mientras que el 2 es la cifra de las unidades. Pero
en el fondo estamos escribiendo:
1 x10+2=12

Tomando otro ejemplo, 72: 7 x 10 +2 =72

De la misma manera, al pasar el escalon siguiente, la centena, se debe recurrir a una
nueva posicion a la izquierda de las anteriores, para escribir cifras que indican grupos
de 10 decenas, por ejemplo 325 : 3 x 100 +2 x 10 + 5 = 325; y asi sucesivamente.

Podriamos poner muchos ejemplos, 8.795: 8 x 1.000 +7 x 100+ 9 x 10+ 5=8.795

Si la cantidad es muy grande, representamos el uno seguido de ceros, utilizando
potencias de 10:

9x10°4+ 6 x10°+ 5 x 10°+ 3 x 10 +2 =9.605.032

Esta manera de representar los numeros se llama descomposicion polinomica. Hay
que notar que cuando en un nimero no existen unidades de un determinado or-
den, se coloca un cero en la posicion correspondiente, pero, en la descomposicion
polinémica no aparece. Simplemente, en el ejemplo anterior, los sumandos que
representarian 0 x 100 0 x 107, se obvian.

En las unidades no hace falta poner potencia de 10, porque seria con exponente 0,
ya que 10° = 1. Tampoco es necesario explicitar el exponente de la potencia 10';
por tanto, 25 =2 x 10" + 5 x 10° lo escribimos 25 =2 x 10 + 5.

El funcionamiento del snD se reproduce en cada sistema posicional sea este de la
base de que sea, exceptuando la utilizacion del punto o cualquier otra marca para
separar los bloques de tres cifras, los nombres de los diferentes 6érdenes de uni-
dades (es decir, unidades, decenas, centenas..., queda reservado Gnicamente para
el snp) y la manera de leer los numeros (por ejemplo, 132 se lee «ciento treinta y
dos», mientras que 132( , S€ lee «uno, tres, dos en base cuatro»).

Si utilizamos diferentes sistemas de numeracidon para representar un nimero ob-
tenemos varias expresiones para €l que se llaman Numerales. Asi, por ejemplo: 7,
215, VIL.., son numerales que corresponden a la cantidad de dias de una semana.
Como generalmente el trabajo con nimeros y operaciones se hace referido a un
solo sistema de numeracion, se asimila la palabra numeral a la palabra numero y

se utilizan indistintamente.

Desarrollamos a continuacion algunos ejemplos de sistemas posicionales en otras
bases.
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Sistema de numeracion en base 5

Es un sistema que se ha utilizado a lo largo de la historia debido a que 5 es el nu-
mero de los dedos de una mano. Utiliza las cifras 0, 1, 2, 3 y 4, y se cambia de or-
den de unidades, afiadiendo una cifra a la izquierda del numeral, cuando se llega a
un agrupamiento de 5 unidades de cualquier orden (por lo que nunca debe aparecer
el valor de la base entre las cifras de un nimero, ni superior a ella).

Cuando tenemos expresada una cantidad en base 5, podemos saber el numeral que
le corresponde en el snD a partir de unas sencillas operaciones de adicion y multi-
plicacion. Supongamos que el nimero, escrito en base 5, es: 23401 ;. Si queremos
saber cudl es su valor en el sND, serd necesario desarrollar su descomposicion po-
lindmica en la base 5, y realizar las operaciones que en esta se indican:

23401(5=2X54+3X53+4X52+1:2X625+3X 125+4x25+1=1.726

El papel de las potencias de 10 en el sND, en este momento, lo hacen las potencias
de 5.

Reciprocamente, también se puede pasar un numeral expresado en el SND a un sis-
tema de base 5. Utilizando los mismos niimeros de antes, supongamos que quere-
mos escribir en base 5 el nimero 1726. Numéricamente, el procedimiento a seguir
consiste en dividir por 5 el nimero 1726 y, sucesivamente, los distintos cocientes
que obtenemos en cada division hasta alcanzar un cociente menor que 5, ordenan-
do a continuacion los resultados de las diferentes divisiones. En el numeral que
buscamos se construye: el tiltimo cociente es la cifra de las unidades del orden mas
alto y los residuos de las divisiones, colocados en orden inverso al de su obtencion,
seran las cifras de los siguientes 6érdenes descendientes.

ultimo 42 3.0 2 I
cociente division resto division resto
1.726 | 5
1 34515 Yoy
0 695 | EE— 1726 =2 = 5*+3 x 33+4 x 52+ 0 x 3+ 1=23401
- A A ¢
4 1315
3 2
40 32 2:9 12
resto division resto division

Manipulativamente, es como si tuviéramos 1726 piezas sueltas y lo que se nos
pide es hacer montones de 5 piezas, después montones de 5 montones, después
de 5 montones de 5 montones, y asi mientras podamos, ordenando los resultados
obtenidos en cada tipo de agrupamiento de manera analoga al caso numérico.

Sistema de numeracion en base 2

Es un sistema que se utiliza mucho en la actualidad en informatica y en tecnologia.
Cualquier informacidn se graba mediante ceros y unos.
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Utiliza las cifras 0 y 1 y se cambia de orden de unidades, afiadiendo una cifra a la
izquierda del numeral, cuando se llega a un agrupamiento de 2 unidades de cual-
quier orden.

Siguiendo un proceso similar al descrito para la base 5, si tomamos el 100 y quere-
mos pasarlo a base 2, dividimos sucesivamente por dos hasta obtener un cociente
menor que este nimero y después ordenamos las cifras. Asi:

100 |2
0 502
0252 100 = 1100100,
1 122
0 62
0 32

1 1

Para averiguar el valor de esta expresion en base 10, escribimos la descomposicion
polindémica correspondiente y realizamos los calculos:

1100100, =1 X260+ 1 x254+1x22=64+32+4=100.

Sistema de numeracion duodecimal

En el siglo xvi, el naturalista francés Georges-Louis Leclerc (1707-1783), conde
de Buffon, propuso la adopcién del sistema duodecimal, de base doce, que ya se
conocia de la antigliedad, para aplicarlo a las unidades de medida (Ifrah, 1988).

La razon es facil de comprender: el 10 es un nimero muy grande para la escasa can-
tidad de divisores enteros que tiene. Descartando los obvios 1 y 10, solo es divisible
por 2 y por 5. En cambio, el doce, un poco mas grande, tiene mas divisores. Ademas
del 1 y el mismo 12, encontramos el 2, el 3, el 4 y el 6. Estos divisores eran impor-
tantes por dos cosas: fraccionar la cantidad de mercancias y el precio de las unidades
de medida de los productos, asi, calcular precios y devolver dinero era una tarea
mas sencilla. La costumbre que hay hoy de contar las mercancias por docenas y de
utilizar en algunos paises unidades de medida que se relacionan entre si de doce en
doce (un pie, 12 pulgadas; un chelin, 12 peniques...) tiene su origen en este sistema.

Sistema de numeracion sexagesimal

Este sistema es heredado de los sumerios y los babilonios. La base es el 60, y en
la actualidad se sigue utilizando para medir el tiempo y los angulos. La represen-
tacion de los numeros del 1 al 59, se obtenia de forma aditiva combinando dos
simbolos, uno para el 1 y otro para el 10. A partir del 60 el sistema de representa-
cion era posicional (Ifrah, 1988). Actualmente utilizamos el sND para representar
las cantidades en cada orden de unidades sexagesimales, y por esta razon hay que
expresar por separado las unidades de los diferentes 6rdenes.
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Se puede considerar que se ha mantenido hasta nuestros dias por la importancia
que tuvieron los calculos astronémicos y trigonométricos de los matematicos an-
tiguos. Al igual que el sistema de numeracion duodecimal, la gran cantidad de
divisores que tiene el 60 (es el menor nimero que se puede dividir a su vez por 2,
3,4, 5y 6) lo hacia 6ptimo para este tipo de calculos.

En la actualidad, este sistema funciona unicamente con tres 6rdenes de unidades:
segundos, minutos y horas o grados, si se estd midiendo tiempo o angulos. De esta
manera, 60 segundos (1. orden) haran 1 minuto (2.° orden), y 60 minutos haran
o bien una hora, o bien un grado (3.« orden). A partir de este orden, las dos mag-
nitudes han evolucionado de manera diferente con el fin de construir las nuevas
unidades. Asi, en el caso del tiempo, los dias, las semanas, los meses, los afos,
etc., ya no se han formado agrupando 60 unidades de la orden anterior. En el caso
de la medida de angulos, no hay unidad de orden superior al grado, salvo la consi-
deracion del angulo completo, que es de 360 grados.

Acusan mas diferencias si observamos las maneras de expresar los 6rdenes de las
unidades. Asi, en el caso del tiempo, escribiremos % para indicar las horas, min
para indicar los minutos y s para indicar los segundos, por ejemplo, 5 h 15 min 43
s. Para el caso de los angulos, escribiremos ° para indicar los grados,  para indicar
los minutos y *’ para indicar los segundos, por ejemplo 5° 15”43,

Cuando se quiere pasar una expresion numérica del sNp a sexagesimal, o al revés,
utilizamos criterios de proporcionalidad, es decir, expresamos con proporciones
las equivalencias entre las agrupaciones decimales y los sexagesimales.

Por ejemplo, queremos saber en el sistema sexagesimal cudntas horas, minutos y
segundos son 3,35 h. En este caso, como la expresion decimal viene dada en horas,
la parte entera del nimero decimal indica la cantidad de estas unidades, es decir,
3 horas. Seguidamente hay que transformar la parte decimal en minutos, teniendo
en cuenta que si en la parte decimal aparecen cifras hasta las centésimas, en el
numerador de la primera fraccion de la proporcion pondremos un 100:

100 60 35x60

— ==X

35 x 100

21.

Como no aparecen decimales en la cantidad de minutos obtenidos, no hay que
buscar segundos; entonces el resultado es: 3 h 21 min.

Nuevamente, si queremos saber en el sistema sexagesimal cuantas horas, minutos
y segundos son 3,38 h, procedemos de la misma manera. Entonces tenemos 3 ho-
ras y debemos transformar 0,38 h en minutos:

100 60 _38x60

— ==X

=228.
38 x 100
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Como ahora si que obtenemos decimales en los minutos, habra separar la par-
te entera, que son 22 minutos, de la parte decimal, 0,8 minutos, y aplicando la
proporcionalidad correspondiente obtener los segundos. Como en el decimal solo
aparecen décimas, en la fraccion inicial colocaremos un 10 al numerador:

10 60 8x 60

8 X

48.

En este caso el resultado es 3 h 22 min 48 s.

En el ultimo ejemplo se pasara del sistema de numeracion sexagesimal al sND.
Para realizar estos célculos, es necesario convertir cada unidad sexagesimal en la
elegida para la expresion en el sNp. Si queremos saber cuantos minutos son 5 h 30
min 22 s, se tendra que operar de la siguiente manera:

5h=5 %X 60 min =300 min

22s = §min= 0,37min
60

Por tanto, 5 h 30 min 22 s son en el snp (300 + 30 + 0,37) min = 330,37 min.

Evidentemente, estos procedimientos son aplicables de manera andloga al caso de
la medida de angulos.

En el uso cotidiano de las expresiones de la medida del tiempo, hay que evitar
interferencias incorrectas entre el SND y el sistema sexagesimal, asi:

* Cinco horas y media no son 5,30 h; son 5,5 o bien 5 h 30 min
e Tres cuartos de hora no son 0,45 h; son 0,75 o bien 45 min
e Un cuarto de horano es 0,15 h; es 0,25 o bien 15 min

4. LLos Numeros Naturales en el aula
de Primaria

4.1. Consideraciones previas

Cuando los alumnos comienzan la etapa de escolarizacion obligatoria, la Educa-
cién Primaria, no es la primera vez que tienen acceso a los nimeros, este hecho
hay que tenerlo muy presente. La cotidianidad con la que el nimero se presenta en
nuestro medio, sea hablado o sea escrito, en cualquiera de las diferentes manifesta-
ciones de comunicacion que establecemos, hace que sea habitual en su consciente,
desde edades muy tempranas, la presencia de unas palabras y de unos signos, gra-
fias o guarismos que representan o cuentan cosas que pasan a su alrededor.

@ M. Alcalde [ I. Pérez [ G. Lorenzo - ISBN: 978-84-695-9565-7 29 Los Numeros Naturales en el aula de Primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia90



(Quiere decir esto que hay una idea formada en su interior de lo que significan
estos numeros? Seguramente ain no, ni incluso cuando hayan cursado la Educa-
cion Infantil, y esa es la tarea que hay que desarrollar en la Educacion Primaria:
que el nimero sea entendido como la invencion que las personas han hecho para
representar, simbolizar, nombrar las cantidades y también ordenarlas. Esto en un
primer momento. Es evidente que hay mas usos del nimero natural, pero estas dos
funciones son uno de los objetivos principales del tema. Estamos hablando de las
funciones cardinal y ordinal, que seguro estan incorporadas de manera intuitiva
al pensamiento de los nifios antes de entrar en la escuela: «tengo cinco juguetesy,
«tengo mas juguetes que tu». Estas dos ideas podemos considerarlas como punto
de partida a la hora de trabajar en Educacion Primaria.

Si nos preguntamos «;qué contenidos se trabajan de los 6 a los 11 afios en este tema
que corresponde al bloque Numeros y Operaciones?», en la respuesta debemos in-
cluir, ademdas de completar la conceptualizaciéon numérica que pueden llevar de la
Educacion Infantil, la introduccion y desarrollo del snp. Para avanzar en este con-
tenido, construiremos a partir de agrupamientos de 10 en 10, las ideas de decena,
centena, unidad de millar, etc., introduciendo las nuevas simbolizaciones correspon-
dientes para resolver un problema, que no es solo el de contar, es también el de acla-
rarnos al representar los numeros cuando son muchos los elementos considerados.
Dejaremos las operaciones para el siguiente tema de esta publicacion.

Y todo ello sin olvidar que la numeracion, como parte de las Matematicas, tiene su
punto de partida y de llegada en la realidad y que nuestro trabajo matematico en el
aula serd significativo, en la medida en que lo contextualizamos socioculturalmen-
te y lo integramos en un trabajo globalizado que no deje como compartimiento
estanco cualquier tipo de saber.

Estas consideraciones se complementan necesariamente con la utilizacién de ma-
teriales didacticos especificos que apoyan la construccion del snp.

4.2. Materiales utilizados para trabajar los sistemas
de numeracion

De la gran cantidad de materiales que nos podemos encontrar en la Educacion Pri-
maria para trabajar el sND, analizaremos a continuacion los tres siguientes: bloques
multibase, abacos y regletas Cuisenaire; aunque utilizaremos preferentemente los
dos primeros por ser los que consideramos que ayudan mejor en la construccion de
los conocimientos relacionados con el sistema de numeracion decimal.

4.2.1. Bloques multibase

Los bloques multibase de Dienes son un recurso matematico disefiado para que los
nifios y las niflas puedan comprender los sistemas de numeracion sobre una base
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manipulativa concreta, a partir de unas piezas de un tamafio determinado que nos
informa de su valor numérico.

Este material consta de una serie de piezas, tradicionalmente de madera, que re-
presentan las unidades de primer, segundo, tercer y cuarto orden en diferentes
sistemas de numeracion posicional (unidades, decenas, centenas y unidades de
millar, en el caso del snD). Se presentan en forma de:

* Cubos de 1 cm de arista, que representan las unidades simples o de primer orden.

* Barras. Prismas cuadrangulares de 1 cm? de seccion y b cm de largo (donde
b es la base del sistema de numeracién). Estan compuestos de tantos cubos
unidos como marque la base del sistema de numeracion, si se utiliza base
diez, la barra constara de diez cubos unidos; cada unidad est4 perfectamente
sefialada por una ranura. Representan las unidades de segundo orden. En el
SND, corresponderian a las decenas.

* Placas. Prismas cuadrangulares de #? cm? de base y 1 cm de altura (donde
b es la base del sistema de numeracion). Estdn compuestas de tantas barras
unidas como marque la base del sistema de numeracion. Representan las
unidades de tercer orden. En el sND corresponderia a las centenas.

* Bloques. Cubos de »* cm’ (donde b es la base del sistema de numeracion).
Estan compuestos de tantas placas unidas como marque la base del sistema
de numeracion. Representan las unidades de cuarto orden. En el snp, el blo-
que tendria 10 x 10 x 10 cubos, es decir 1.000 cubos, y, por tanto, represen-
taria la unidad de millar.

En las imagenes de la figura 15 se muestran en madera las piezas para los materia-
les de base 10 y de base 2.

Figura 15. Bloques multibase de base 10 (izquierda) y base 2 (derecha) (fabricados por Tauvi)

Para averiguar la representacion de un determinado numero con este material se
debe comenzar agrupando los cubos correspondientes a ese niumero y sustituyen-
do cada grupo de b piezas de un tipo por una pieza del tipo siguiente (cada b uni-
dades de un orden por una unidad del orden siguiente).
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En la figura 16, encontramos un ejemplo concreto de la representacion final de un
nimero con bloques multibase (en este caso de pléstico), una vez se ha hecho la
manipulacion y los cambios de piezas necesarios que favorecen la representacion
del numeral.

Figura 16. Representacion del ntimero 1.324 con bloques multibase de base 10
(fabricados por Miniland)

Este material permite ver claramente y comprender el valor de cada una de las uni-
dades de los diferentes 6érdenes que componen un numero. También los podemos
utilizar para:

1. Hacer agrupamientos con los cubos en bases diferentes.
2. Trabajar los conceptos de unidades de orden superior con un apoyo concreto.
Llegar a comprender el valor posicional de las cifras, asi, al cubo se le supo-
ne un valor diferente al de un barra.
Realizar las operaciones de adicion y sustraccion.
Trabajar los conceptos de doble y mitad.
Iniciar de manera manipulativa las operaciones de multiplicacion y division.
Ayudar a la resolucion de problemas cotidianos con las operaciones con n-
meros naturales.
Trabajar las fracciones y nimeros decimales.

9. Afianzar los conceptos introducidos con otros recursos.
10. Utilizar los bloques como unidades de medida de longitud, superficie y vo-

lumen.

(O8]

N wn ks

o

Este material puede ser sustituido por otros de fabricacion propia que permitan la
misma conceptualizaciéon mediante una manipulacién semejante. Hemos de tener
en cuenta que lo que se pretende es tener un soporte manipulable en el que se pueda
distinguir los diferentes 6rdenes del Sistema de Numeracion a partir de su tamafio
o0 aspecto externo. Asi, por ejemplo, los garbanzos pueden recrear las unidades y
con bolsitas se pueden agrupar los 6rdenes superiores (una bolsita de 10 garbanzos
sera una decena, una caja con 10 bolsitas de las anteriores serd una centena...).
Los macarrones (o palitos de plastico del café) representan las unidades y con hilo
se pueden ensartar y agrupar en funcion de los 6rdenes (10 macarrones enhebrados
forman una decena, una bolsa con 10 de los anteriores forma una centena...).
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4.2.2. Abacos

Un é&baco es una herramienta que sirve para representar nimeros de manera posi-
cional y para el calculo manual de operaciones aritméticas. Generalmente, consiste
en un soporte horizontal con varillas verticales por donde se deslizan bolas o aros
o fichas perforadas, etc.; en adelante optaremos por nombrarlas bolas. Se pueden
representar nimeros en la base que se quiera, y cada varilla de bolas representa
de derecha a izquierda las unidades simples o de primer orden, las unidades de
segundo orden y asi sucesivamente.

Para representar un determinado nimero con este material se tienen que colocar
las bolas correspondientes al numero en la primera varilla de la derecha, sustitu-
yendo cada grupo de b bolas de una varilla por una bola en la varilla inmediata
a su izquierda (cada b unidades de un orden por una unidad del orden siguiente).

Hay de diferentes tipos:

1. Abacos cerrados, las varillas de los cuales tienen forma de U invertida. Pue-
den tener 10 o 20 bolas por guia (figura 17).

Figura 17. Abacos verticales cerrados de 10 bolas (izquierda) y 20 bolas (derecha)
(fabricados por Goula)

Los de 10 bolas no permiten realizar operaciones llevadas en el snp, solo se
usan para representar nimeros y para operaciones sin llevar.

Los de 20 bolas si lo permiten, pero debemos tener cuidado en la identifica-
cion erronea de que los nifios pueden hacer del color de las bolas de los dife-
rentes 6rdenes de unidades. Asi, es conveniente utilizar dbacos que no tengan
los mismos colores de bolas para los mismos 6rdenes de unidades o abacos
que utilizan bolas de un mismo color para todos los érdenes de unidades o
abacos que no tengan en cada varilla todas las bolas del mismo color.

2. Abacos abiertos, las varillas de los cuales son completamente verticales y en

las que se pueden poner bolas o aros combinando los colores de forma que
se evitan los problemas mencionados por los dbacos cerrados (figura 18).
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Figura 18. Abaco vertical abierto de 3 varillas en el que se ha representado el nimero 62
(fabricado por Nathan)

Como se puede observar en las figuras 17 y 18, hay abacos de diferente nimero
de varillas. Podemos conseguir expresar cantidades grandes alineando mas de un
abaco.

Muchos de los objetivos que se han descrito para los bloques multibase se pueden
trabajar igualmente con los dbacos que exigen un nivel de abstraccidn numérica
mas elevado, dado que el tamaiio de las bolas no nos informa de su valor, sino que
es necesario tener clara su posicion para conocerlo.

De manera semejante al ultimo apartado de los bloques multibase, los dbacos co-
mercializados pueden ser sustituidos por otros fabricados con materiales propios.
Por ejemplo, en una base de corcho se incrustan verticalmente lapices y se utilizan
anillas (de madera, de plastico, de carton...) para representar las unidades de los
diferentes o6rdenes. También se pueden utilizar dbacos planos mediante el dibujo
de columnas que se rellenan con garbanzos, botones u otros objetos que indican la
cantidad de las distintas unidades. En la parte de arriba o de abajo de cada columna
se escribira la inicial correspondiente al nombre de las unidades de cada orden.

4.2.3. Las regletas Cuisenaire

Las regletas Cuisenaire son un material matematico cuyos objetivos son que los
nifios y las nifias aprendan la composicion y la descomposicion de los nimeros
e iniciarlos en las actividades de calculo, todo ello sobre una base manipulativa.
El material consta de un conjunto de regletas de madera o plastico (prismas cua-
drangulares) de 1 cm? de seccion, de diez longitudes que vande 1 a 10 cm y de 10
colores diferentes asociados cada uno a una determinada longitud. Cada regleta
representa un nimero determinado:

» Laregleta blanca, con 1 cm de longitud, representa el nimero 1.
» Laregleta roja, con 2 cm, representa el nimero 2.

» Laregleta verde claro, con 3 cm, representa el numero 3.

» Laregleta rosa, con 4 cm, representa el nimero 4.

» Laregleta amarilla, con 5 cm, representa el nimero 5.
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» Laregleta verde oscuro, con 6 cm, representa el numero 6.
» Laregleta negra, con 7 cm, representa el numero 7.

» Laregleta marrén, con 8 cm, representa el nimero 8.

» Laregleta azul, con 9 cm, representa el nimero 9.

» Laregleta naranja, con 10 cm representa el nimero 10.
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Figura 19. Regletas Cuisenaire ordenadas del 1 al 10 (fabricadas por Lado)

Los objetivos que queremos conseguir con este material son:

Asociar la longitud con el color correspondiente.
Completar la serie numérica del 1 al 10 de manera ascendente y descendente.
Comprobar la relacion de inclusion de la serie numérica.
Trabajar manipulativamente las relaciones «mayor que», «menor que» los
nimeros basandose en la comparacion de longitudes.
Realizar composiciones y descomposiciones de nimeros.
Construir la décima y trabajar los nimeros de dos cifras.
Iniciar las operaciones de adicion y sustraccion de manera manipulativa.
Comprobar empiricamente las propiedades conmutativa y asociativa de la
adicion.
9. Iniciar la multiplicacién.
10. Comprobar empiricamente las propiedades de la multiplicacion.
11. Iniciar la division.
12. Iniciarlos en los conceptos doble y mitad.
13. Introducir fracciones y decimales.
14. Trabajar la divisibilidad.

=

N

4.3. Capacidades a desarrollar en el aula de Primaria

Como establecer los primeros pasos de una manera secuencial y adecuada a 1. ciclo
de Educacion Primaria respecto de los Numeros Naturales también es el objetivo del
tema, contribuyendo a desarrollar en el alumnado las siguientes capacidades:

1. Clasificar conjuntos segun su cardinal.

2. Ordenar conjuntos segun su cardinal y ordenar los cardinales de estos con-
juntos. Contar progresiva y regresivamente.
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3. Descubrir las reglas de los sistemas de numeracion posicionales a partir de
la agrupacion de objetos. Verbalizar y representar graficamente los agrupa-
mientos realizados.

4. Introducir el snp. Construir las unidades de los diferentes 6rdenes (decenas,
centenas...): cifras y nimeros. Leer y escribir nimeros naturales.

5. Descomponer los nimeros naturales atendiendo al valor posicional de sus
cifras, llegando a expresarlos en forma polindmica.

6. Ordenar nimeros naturales. Introducir el vocabulario y la notacion corres-
pondientes. Contar progresiva y regresivamente.

7. Reflexionar sobre los diferentes usos de los nimeros naturales en situacio-
nes cotidianas.

8. Leer y escribir cantidades en el sistema de numeracion romano.

9. Introducir el sistema de numeracion sexagesimal.

4.4. Desarrollo de las capacidades

En este apartado se recorren por orden creciente de dificultad los procedimientos
para la construccion de los conceptos que se trabajan en el tema, desde el primer
contacto que los nifios tienen con ellos en el aula, hasta al grado de adquisicion de
los mismos que se puede alcanzar al finalizar esta etapa.

En general, trabajaremos a partir de situaciones reales que se plantean y se desa-
rrollan en el aula y en el entorno, y tendremos que aprovechar las experiencias an-
teriores de los nifios y nifias para cogerlas como punto de partida para la construc-
cion de los conceptos matematicos correspondientes. En este proceso deberemos
tener en cuenta la necesidad de partir de actividades manipulativas/experimentales
que, acompafiadas de la necesaria verbalizacion, se dirigiran hacia la representacion
matematica de los conceptos y también hacia la abstraccién que puedan conseguir
estos alumnos.

Los materiales didacticos especificos son una ayuda que siempre hay que tener
en el aula de Educacion Primaria como complemento de las situaciones antes
mencionadas, para que su uso posibilite la creacion de referentes graficos e ima-
genes mentales a los que recurrir cuando se intenta hacer cualquier paso hacia
la abstraccion.

Hay que invertir tiempo para conocer las posibilidades que un material ofrece,
pensar actividades para desarrollar las potencialidades de los alumnos de Educa-
cién Primaria y, evidentemente, trabajar las capacidades que se estudian a conti-
nuacion.

Se conseguira dotar un aula de Educacion Primaria con el material didéactico nece-

sario, bien comprandolo en tiendas especializadas, o bien construyéndolo el pro-
pio docente con ayuda del alumnado y/o de los familiares.
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1. Clasificar conjuntos segun su cardinal

Lo que se pretende ahora es comprobar si tienen interiorizado el concepto de nu-
mero asociado a la idea de cantidad y si son capaces de considerar esta como una
propiedad caracteristica de los conjuntos que les permite agruparlos para formar
clases de conjuntos equivalentes.

Al principio de 1. curso de Primaria se continuara el trabajo iniciado en Educacion
Infantil, porque se trata de profundizar en el conocimiento del concepto de numero,
para conseguir que el alumnado lo integre de manera natural en su pensamiento,
dado que el nimero es un concepto que siempre esta presente en la realidad.

Podemos desarrollar este trabajo a partir de un material preparado, buscado o
construido por nosotros mismos en el que, junto con cualidades como colores,
formas, etc., aparezca también la cantidad como una mas de las caracteristicas de
las piezas que componen el material. Por ejemplo, preparamos 24 bolsas y 24 va-
sos de pléstico transparente, con 3, 4 o 5 caramelos del mismo tipo (con palo o sin
palo) y del mismo sabor (fresa, naranja, lima o sandia) en cada recipiente. Serd ne-
cesario que los clasifiquen de todas las maneras posibles que se les pueda ocurrir.
En un primer momento el criterio elegido sera el sabor, el tipo de caramelo o el
de recipiente, para hacer las clases de equivalencia. Posteriormente, insistiendo
en que contintien clasificando de maneras diferentes a las que ya han hecho, debe
aparecer espontaneamente la clasificacion por cardinales, es decir, la agrupacion
de todos los envases que tengan tres caramelos, por un lado, todos los que tengan
cuatro, por otro y todos los que tengan cinco por otro.

En este momento es cuando ya han considerado el cardinal del conjunto como una
propiedad que puede caracterizar conjuntos y, por tanto, puede servir como crite-
rio para clasificar los conjuntos. Se ha producido de manera natural la asociacién
cantidad y nlimero, por lo tanto se ha identificado el nimero con la cantidad que
le corresponde.

De manera analoga a lo que ocurre en las clasificaciones anteriores (con palo, los
de lima, las bolsas...), podemos poner nombre a cada uno de los conjuntos del
ultimo grupo. Asi, el nombre que corresponde a la clase de equivalencia formada
por todos los envases de tres caramelos podria ser «los de 3». «Los de 4» seria
el nombre de la clase formada por los envases con cuatro caramelos y «los de 5»
seria el de la clase formada por los de cinco caramelos. Hay que darse cuenta de
que estamos haciendo uso de la definicion formal de nimero natural segun Cantor
(véase la introduccion de este tema) y que las clases obtenidas en la tltima clasifi-
cacion se han construido al aplicar la relacion binaria de equivalencia «tener mis-
mo cardinal». Sera pues el nimero natural lo que caracteriza a todos los conjuntos
de una misma clase.

También es conveniente que miren a su alrededor y encuentran situaciones en las

que se clasifican conjuntos por su cardinal: envases con huevos, cajas de lapices
de colores, de gomas de borrar, paquetes de hojas, etc.
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Mas adelante trabajaremos esta capacidad utilizando materiales graficos en los
que aparezca el cardinal como una de las caracteristicas de las piezas del mismo.
Por ejemplo, podemos fabricar un material compuesto por fichas de cartulina con
dibujos de flores, arboles y setas, de tres colores diferentes y con dos, tres o cuatro
dibujos iguales en cada ficha.

Pueden clasificarlas por colores de las figuras de manera bastante facil. Nuestro in-
terés sera que lo hagan también por el nimero de dibujos de cada ficha, para llegar
a los mismos fines que el caso de las actividades manipulativas.

Es imprescindible que el alumnado verbalice todo el trabajo que haga con objetos
reales o graficos y que exprese correctamente las relaciones que se establecen en-
tre las diferentes piezas de los materiales y las igualdades numéricas que se tienen
en cuenta para establecer las clases de equivalencia.

2. Ordenar conjuntos segun su cardinal y ordenar los cardinales de estos
conjuntos. Contar progresiva y regresivamente

Como complemento de la capacidad anterior se pretende ahora comprobar si el
alumnado de 1.° de Primaria es capaz de ordenar los nimeros que se han estudiado
en Educacion Infantil.

Comenzaremos comparando las cantidades de elementos de tres conjuntos que
pueden o no corresponder a nimeros consecutivos y, después de verbalizar sus
desigualdades, se llegard a la expresion del orden entre los nimeros implicados.
Por ejemplo, si en la canasta donde los ninos y las nifias dejan sus almuerzos
tenemos dos bocadillos de paté, cuatro de atun y seis de jamon york, entre otros,
ordenaran los conjuntos correspondientes y verbalizaran: hay menos bocadillos de
paté que de atiin y menos de atin que de jamon york, para poder decir después que
dos es menor que cuatro y cuatro es menor que seis. Evidentemente también se po-
dria realizar la comparacion inversa y ordenar asi los nimeros de mayor a menor.
Estas situaciones, que trabajaremos primero con objetos reales y después con re-
presentaciones graficas, iran complicandose hasta que puedan llegar a ordenar
nueve conjuntos y, con ellos, los nueve nimeros asociados.

Es importante que completemos estas actividades con otras en las que sea necesa-
rio contar ordenadamente diferentes cantidades de objetos para ayudarles a fijar la
ordenacion de los nimeros de manera natural en su pensamiento. Podemos ayu-
darnos de juegos o canciones (los elefantes en la tela de la arafia, las manzanitas,
las botellas...) en las que el conteo se realice tanto progresiva como regresivamen-
te, acompanandolo de la representacion real de lo que estan cantando, para que
no se trate solo de recitar los numeros sin mas, sino de asociarlos a la cantidad de
objetos que les corresponde.
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3. Contar cantidades elevadas de objetos a partir de su agrupacion en conjuntos
del mismo cardinal

Para comenzar este trabajo y mostrar la utilidad de la base para hacer conteos de
nimeros elevados, podemos provocar una situacion de clase en la que los alumnos
estan organizados por grupos y todos los grupos disponen de la misma cantidad
elevada de caramelos, que han de meter en bolsas de pléstico para una fiesta de
bienvenida en el colegio. Se les pide que preparen las bolsas metiendo en ellas
montones del mismo numero de caramelos, que serd superior a uno para evitar
la utilizacion de una bolsa para cada caramelo, y que digan después en asamblea
cudntos caramelos tiene cada grupo expresandolo con ayuda de la cantidad de
montones que han hecho (de bolsas que han utilizado) y de la cantidad de carame-
los que han metido en cada bolsa (que serd la base del sistema que estan utilizando
para contar).

Si el nimero de caramelos que proporcionamos a cada grupo es primo (43, por
ejemplo) no podran hacer todos los montones de la misma cantidad y necesaria-
mente deberdn explicar y expresar lo que ocurre. De esta manera llegaremos a
expresiones del tipo: «tenemos 7 montones de 6 caramelos y nos ha sobrado 1» o
«tenemos 8 montones de 5 caramelos y nos han sobrado 3», que pueden abreviarse
escribiendo respectivamente: 7m6 s1 o 8mS5 s3.

Si el nimero no es primo (40, por ejemplo) podemos encontrar algin grupo de
alumnado al que no le quede ninguna caramelo suelto: «tenemos 6 montones de 6
caramelos y sobran 4» o «tenemos 8 montones de 5 caramelos y no sobra ningu-
no», que pueden expresarse: 6mo6 s4 o 8m5 s0.

En cualquiera de los casos, como saben que cada grupo tenia la misma cantidad
de caramelos, se generara un conflicto al comprobar que cada uno ha obtenido
una expresion diferente. También podemos plantearles dudas si no les avisamos
de que todos los grupos tienen la misma cantidad de caramelos y les pedimos
que nos digan si un grupo tiene mas caramelos que otro, puesto que no sabran
si fijarse en el nimero de montones o en el de elementos de cada monton para
averiguarlo. Podemos encontrar algunos que piensan «7mé6 sl es mayor que
5m8 s3 porque hay mas montones» o de otros que piensan «5m8 s3 es mayor
que 7m6 sl porque los montones son mayoresy.

La reflexion sobre estos conflictos les tiene que llevar a la necesidad de que todos
los grupos hagan los montones de la misma cantidad de caramelos para poder en-
tenderse. Como hace falta que podamos entendernos no solo con los alumnos de
la clase sino con todas las demds personas, les preguntaremos como cuentan los
demas, para llegar a la conclusion de que, de manera universal, las agrupaciones
se hacen de 10 en 10. Esta conclusion abre la puerta a la capacidad siguiente y el
trabajo especifico con el snp.

@ M. Alcalde [ I. Pérez [ G. Lorenzo - ISBN: 978-84-695-9565-7 39 Los Numeros Naturales en el aula de Primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia90



4. Introducir el sNnp. Construir las unidades de los diferentes ordenes (decena,
centena...): cifras y numeros. Leer y escribir numeros naturales

De acuerdo con el trabajo realizado en la capacidad anterior y lo que desarrolla-
remos con esta, el procedimiento para construir el sNp en las aulas de Primaria
recorrera las siguientes fases: descubrir la conveniencia de la eleccion de una base
para conteos; reflexionar sobre la necesidad de la unicidad de la base; introducir
la base 10y, a partir de ella, las unidades de los diferentes drdenes, para llegar a la
generalizacion del funcionamiento del snD.

Una vez hemos llegado al 10 como la cantidad a partir de la cual agrupamos los
objetos que estamos contando, es decir, como la base del sistema de numeracion
que vamos a utilizar, es necesario reflexionar en torno a este nimero que no es solo
el que sigue al 9, sino el primero que necesita dos digitos para escribirlo.

Hasta ahora, siempre que se afiadia una unidad a un numero conocido, aparecia un
nuevo nimero que se representaba con un solo digito. Pas6 asiconel 2=1+1, el 3
=2+1,..,el9=8+ 1. No es el caso del diez. Es evidente que el alumnado ya pue-
de conocerlo por &mbitos exteriores al trabajo realizado en clase, o también dentro,
cuando el 10 ha aparecido por cualquier motivo circunstancial. Pero habra que re-
flexionar que no hay un nuevo digito, diferente a los anteriores, con el fin de expresar
este numero sino que su representacion esta formada por dos digitos ya conocidos,
el 1y el 0, que nos indican el nimero de montones que hemos hecho, el 1, y el de
unidades que han sobrado, el 0, ordenados de la misma manera que hemos ordenado
las expresiones alfanuméricas de los nlimeros que han obtenido cuando han agrupa-
do caramelos, es decir, a la izquierda situamos el digito que indica los montones que
hemos hecho y a la derecha el que indica las unidades que han quedado sueltas. Asi
9 + 1 =10, que también se puede expresar como 1 [10] 0, si se hace necesario para
facilitar la comprension de la estructura de este numeral (donde el 10 dentro de los
corchetes indica el nimero de elementos que componen cada agrupacion).

En estos momentos, cuando llegamos a nimeros que necesitan mas de un digito
para representarlos, debemos introducir el concepto de cifra para referirnos a cada
uno de los digitos individuales que conocemos de Educacion Infantil y que utiliza-
remos a partir de ahora para representar los nimeros mayores que 9.

Para apoyar el aprendizaje de los nimeros podemos utilizar materiales estructura-
dos, como los bloques multibase de Dienes (BM) y los abacos, ya conocidos. Es el
momento de trabajar el funcionamiento de estos materiales cuando representamos
el snD (véase 4.2). Asi en los BM, cuando afadimos un cubo a otros nueve, obtene-
mos diez cubos que se sustituirdn por un barra. Entonces el 10 simbolizara lo que
hay en el material: 1 barra y 0 cubos sueltos (figura 20).

O
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Figura 20. Construccion del 10 con bloques multibase
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Con los 4bacos, cuando afiadimos una bola a las nueve de la primera varilla por
la derecha, obtenemos diez bolas que se sustituiran por una en la siguiente varilla
a la izquierda. No queda ninguna bola en la varilla de la derecha y una en la de la
izquierda. Por lo tanto el paso a la expresion simbolica esta claro: el 10 representa
el material porque hay 1 bola a la izquierda y ninguna en la de la derecha en las dos
primeras varillas contabilizadas de derecha a izquierda (figura 21).
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Figura 21. Construccion del 10 con abacos

Con este trabajo hemos construido una unidad de un nuevo orden, en este caso el
segundo, y por tanto hay que trabajar los cuatro aspectos siguientes:

* Nombre: Decena

e Valor: 10 unidades
e Escritura: 10

e Lectura: Diez

A partir de que los nifios y nifias conozcan la palabra decena, podemos representar
también el diez como 1D 0U, si resulta esclarecedor para el alumnado.

A lo largo de 1.° de Primaria hay que llegar hasta la construccion de la expresion
del 99 asociando el trabajo con situaciones en las que aparezcan los diferentes nu-
meros de dos cifras. Iran construyendo con las ayudas necesarias y se vera como
se escriben, como se leen... Por ejemplo, a partir de la necesidad de saber cuanto
alumnado hay entre las dos clases de 1.° de Primaria para hacer una excursion y
comprar las entradas del museo que se va a visitar, se plantea averiguar la expre-
sion correcta del nimero correspondiente. Ante la dificultad de juntarlos en ese
preciso momento, la maestra les ofrece una cantidad de cubos de BM equipotente
a la cantidad de alumnos que quieren contabilizar (47 en este caso). Les pide que
los agrupen intercambiando cubos por barras cuando sea necesario, hasta llegar a
la expresion buscada. En las figuras 22 a 26 se muestran los pasos sucesivos para
llegar a la expresion final.
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Figura 22. Se disponen los 47 cubos de manera individual
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Figura 23. Resultado de la primera agrupacion: 1 barra 'y 37 cubos sueltos
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Figura 24. Resultado de la segunda agrupacion: 2 barras y 27 cubos sueltos
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Figura 26. Resultado de la cuarta agrupacion: 4 barras y 7 cubos sueltos

En el caso que el material que se utilice en el aula sean los abacos, se partira de
cuarenta y siete bolas y un abaco abierto. Cada vez que sittien 10 bolas en la varilla
de las unidades, las sustituyen por 1 en la de las decenas, hasta llegar a tener la
representacion final. En las figuras 27 a 31 se muestran los pasos sucesivos para
llegar a la expresion final.
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Figura 27. Se disponen las 47 bolas de manera individual al lado de un dbaco
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Figura 28. Proceso y resultado de la primera agrupacion: 1 bola en la varilla de les decenas
y 37 bolas sueltas

@) @7)
®. 0 : . ©
Figura 29. Proceso y resultado de la segunda agrupacion: 2 bolas en la varilla de les decenas
y 27 bolas sueltas
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Figura 30. Resultado de la tercera agrupacion: 3 bolas en la varilla de les decenas
y 17 bolas sueltas

Figura 31. Resultado de la cuarta agrupacion: 4 bolas en la varilla de les decenas y 7 bolas
en la de les unidades
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En todo este proceso de construccion de los nlimeros se puede usar, en los primeros
momentos o cuando aparezcan dificultades, las escrituras intermedias mencionadas
anteriormente que se puedan identificar con los materiales mas intuitivamente que la
representacion estandar y que refuerzan el procedimiento por el que se van agrupando
y creando las expresiones numéricas en el snp. En el ejemplo anterior, el cuarenta y
siete, se puede representar por 4 [10] 7 (usando la 16gica de 4 barras y 7 cubos, o bien
de 4 bolas en la segunda varilla 'y 7 en la primera, si es que se usaron abacos) o bien
por 4D 7U (usando los nombres de las unidades de los diferentes 6rdenes del snp).

Cuando se produce el cambio a la decena siguiente, del 19 al 20, del 29 al 30...,
pueden aparecer dificultades. Es necesario que quede muy claro que, por ejemplo,
al anadir una unidad al 19 obtiene un nuevo grupo de 10 unidades, que nos permite
formar una nueva decena y, por tanto, obtener el 20 (figuras 32 y 33).

Figura 32. Representacion con BM de la construccion de la segunda decena
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Figura 33. Representacion con abacos de la construccion de la segunda decena

En cualquiera de los dos casos, hay que hacer un esfuerzo para trasladar a la es-
critura numérica lo que se esta trabajando con los materiales y se ha verbalizado
con el alumnado, obteniendo de esta manera la representacion del nuevo nimero:

1[10]9
b
1[10]10 = 2[10]0 = 20
Puede haber algun nifio o nifia que tenga dudas para entender que 20 > 19 porque

9 es mayor que 0, hay que reflexionar que lo es porque hay una decena mas, un
agrupamiento mas que en 19. También podrian encontrar ayuda en los materiales
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comparando las piezas que representan cada nimero y pensando sobre su signifi-
cado y su valor: dos barras tienen mds valor que una barra y nueve cubos, o bien
dos bolas en la segunda varilla valen mas que una bola en la segunda y nueve en
la primera (figuras 32 y 33).

A medida que se van construyendo los nimeros se va viendo cdmo se escriben y
como se leen. Hay dos maneras diferenciadas de trabajarlo que realmente son como
dos pasos para llegar a la forma estandar de hacer una escritura y lectura correcta:

1. Escritura y lectura individualizada o por unidades separadas.
2. Escritura y lectura global o estandar.

La primera de las maneras, consiste en denotar cada una de las cifras que componen
el nimero, individualmente segun el valor del orden que ocupa. Ejemplo, en el caso
del 23 escribiremos 2 [10] 3 y leeremos «dos decenas y tres unidades». Si hay cero,
en un primer momento se puede nombrar, pero debemos tender a que no se haga.

En la segunda de las maneras se trata de leer y escribir el nimero de manera glo-
bal. Siguiendo con el ejemplo anterior, escribiremos 23 y leeremos «veintitrésy.

En 2.° de Primaria se introduce el 100, como 99 + 1. Hay que reflexionar en torno
a este nimero que no es solo el que sigue al 99, sino el primero que necesita tres
digitos para escribirlo.

Hasta ahora, siempre que se afiadia una unidad a un niimero conocido de dos ci-
fras, aparecia un nuevo numero que se representaba también con dos cifras. Paso
asiconel 12=11+1, el 24 =23 +1,..., el 99 = 98 +1. No es el caso del cien. Es
evidente que el alumnado ya puede conocerlo por ambitos exteriores al trabajo
realizado en clase, o también dentro, cuando el 100 ha aparecido por cualquier mo-
tivo circunstancial. Pero habra que reflexionar que su representacion esta formada
por tres digitos ya conocidos, un uno y dos ceros.

Para apoyar el aprendizaje de los nimeros podemos utilizar materiales estructura-
dos, como los bloques multibase y los abacos, ya conocidos. Asi en el caso de los
BM, partiremos de 9 barras y 9 cubos y afiadiremos otro cubo. Segiin hemos visto
en la construccion de la decena, al agrupar los diez cubos sueltos obtenemos una
nueva barra. Siguiendo el esquema de funcionamiento del snp, habra que agrupar
las 10 barras que ahora tenemos y sustituirlas por una placa, que representa la
unidad de orden siguiente. Entonces el 100 simbolizara lo que hay en el material:
1 placa, 0 barras y 0 cubos sueltos (figura 34).
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Figura 34. Construccion del 100 con BM
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Con los abacos, partiremos de uno con nueve bolas en la varilla de las decenas y
nueve en la de las unidades. Cuando afiadimos una bola a las nueve de la primera
varilla por la derecha, obtenemos diez bolas que se sustituiran por una en la varilla
de las decenas. Quedan diez bolas en la varilla de las decenas y ninguna en la de
las unidades. De manera analoga al caso de los BM, sustituiremos las 10 decenas
por una nueva bola en la varilla siguiente de la izquierda, que representa una uni-
dad de tercer orden. Por lo tanto el paso a la expresion simbolica estd claro: el
100 representa el material porque hay 1 bola en la tercera varilla, a contar por la
derecha, ninguna en la segunda y ninguna en la primera (figura 35).

g
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Figura 35. Construccion del 100 con abacos

En cualquiera de los dos casos, hay que hacer un esfuerzo para trasladar a la escri-
tura numérica lo que se estd trabajando con los materiales y se ha verbalizado con
el alumnado. En todo este proceso pueden aparecer representaciones similares a
las siguientes:

Como estamos en 2.° curso de Educacion Primaria y se ha trabajado ya la adicion,
no es novedad la simbologia que aparece. Rdpidamente se daran cuenta que no es
una representacion correcta y apoyandose en el material llegamos a:

10[10]0

Continuando con el esquema de funcionamiento del snD, debera sustituirse en la
representacion numérica las diez unidades de segundo orden por una del tercero,
como hemos hecho en el material y expresaremos el 100 con ayuda de las unida-
des separadas, si es necesario, de la siguiente manera:

1[100]0[10] 0
Como es una unidad de orden nueva, de manera analoga a la decena, hay que tra-

bajar los cuatro aspectos siguientes:

* Nombre: Centena

* Valor: 10 decenas (100 unidades)
* Escritura: 100

* Lectura: Cien
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La continuacion del trabajo anterior es construir los numeros siguientes afiadiendo
unidades al 100. A lo largo de 2.° de Primaria hay que llegar hasta la construccion
del 999 asociando el trabajo con situaciones en las que aparezcan los diferen-
tes nimeros de tres cifras. Iran construyendo con las ayudas necesarias y se vera
como se escriben, como se leen... Por ejemplo, a partir de la necesidad de saber
cudnto de alumnado hay entre las seis clases de la etapa de Primaria para encargar
mascaras para el carnaval, se plantea averiguar la expresion correcta del nimero
correspondiente. Ante la dificultad de juntarlos en ese preciso momento, la maes-
tra les ofrece una cantidad de cubos de BM equipotente a la cantidad de alumnos
que quieren contabilizar (147 en este caso). Les pide que los agrupan intercam-
biando cubos por barras y barras por placas cuando sea necesario, hasta llegar a la
expresion buscada, que serd la que aparece en la figura 36.
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Figura 36. Representacion de 147 con BM

En el caso de que el material que se utilice en el aula sea los dbacos, se partird de
ciento cuarenta y siete bolas y un dbaco abierto. Cada vez que sittian 10 bolas en
la varilla de las unidades, las sustituyen por 1 en la de las decenas. De la misma
manera, cuando existan diez bolas en la varilla de las decenas se sustituirdn por
una en la de las centenas, hasta llegar a tener la representacion final, que sera la
que aparece en la figura 37.

Figura 37. Representacion de 147 con ébacos

Habré que tener un especial cuidado en el paso de 109 a 110, y ayudandonos de los
materiales didacticos y las posteriores verbalizacion y simbolizacion se intentara
solucionar. En estos casos, solo es necesario reflexionar con los alumnos sobre la
construccion de una nueva decena. Los siguientes pasos, de 119 a 120, 129 a 130...
no suelen tener problemas.

A lo que si habra que dedicarle tiempo es el paso de 199 a 200, donde se debera
reflexionar con el alumnado la construccion de una nueva centena, que surgird en
el momento que se afiade una unidad al 199 y se genere un grupo de diez decenas.
En las figuras 38 y 39 se muestran las construcciones del 200 con BM y dbacos,
respectivamente.
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Figura 38. Construccién del 200 con Bm
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Figura 39. Construccion del 200 con abacos

En cualquiera de los dos casos, hay que hacer un esfuerzo para trasladar a la es-
critura numérica lo que se esté trabajando con los materiales y se ha verbalizado
con el alumnado, obteniendo de esta manera la representacion del nuevo numero:

1[100] 9[10]9
+ 1

1[100] 10[10] 0 = 2[100]0[10] 0= 200

Las expresiones numéricas con unidades separadas se usaran, mientras sea necesa-
rio, para facilitar al alumnado la comprension de la construccion de los nimeros.
Ademas, se trabajara la escritura y la lectura de los numeros de acuerdo con las
consideraciones mencionadas anteriormente (con unidades separadas y de manera
estandar).

Asi se llegara al final del Primer Ciclo hasta el 999, siendo capaces de escribir
cualquier namero del 0 al 999.

En 3.° de Primaria se introduce el 1000, como 999 + 1. Hay que reflexionar en tor-
no a este nimero que no es solo el que sigue al 999, sino el primero que necesita
cuatro digitos para escribirlo.

Hasta ahora, siempre que se afladia una unidad a un niimero conocido de tres ci-
fras, aparecia un nuevo numero que se representaba también con tres cifras. Paso
asiconel 137=136+1,el245=244+1,..., el 999 = 998 + 1. No es el caso del
mil. Es evidente que el alumnado ya puede conocerlo por ambitos exteriores al
trabajo realizado en clase, o también dentro, cuando el 1.000 ha aparecido por
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cualquier motivo circunstancial. Pero habra que reflexionar que su representacion
esta formada por cuatro digitos ya conocidos, un uno y tres ceros.

De manera analoga a la decena y a la centena, si se considera necesario y para apoyar
el aprendizaje de los nuevos niimeros, podemos utilizar los materiales didacticos
habituales. Asi en el caso de los BMm, partiremos de 9 placas, 9 barras y 9 cubos y
afiadiremos otro cubo. Segliin hemos visto en las construcciones de la decena y la
centena, al agrupar los diez cubos sueltos obtenemos una nueva barra que con las
nueve que ya teniamos forman una placa. Siguiendo el esquema de funcionamiento
del snp, habra que agrupar las 10 placas que hemos conseguido y sustituirlas por un
bloque, que representa la unidad de orden siguiente. Entonces el 1.000 simbolizara
lo que hay en el material: 1 bloque, 0 placas, 0 barras y 0 cubos sueltos (figura 40).
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Figura 40. Representacion del 1.000 con Bm

Con los dbacos, partiremos de uno con nueve bolas en la varilla de las centenas,
nueve en la de las decenas y nueve en la de las unidades. Cuando anadimos una
bola a las nueve de la primera varilla por la derecha, obtenemos diez bolas que
se sustituirdn por una en la de las decenas. Quedan diez bolas en la varilla de las
decenas y ninguna en la de las unidades. De manera analoga al caso de los BM, sus-
tituiremos las 10 decenas por una nueva bola en la varilla siguiente de la izquierda,
que representa una unidad de tercer orden. En este momento hay diez bolas en la
de las centenas. Se hace necesario transformar estas en otra en la siguiente varilla,
obteniendo una unidad de orden siguiente, el cuarto. Por lo tanto el paso a la ex-
presion simbolica esta claro: el 1.000 representa el material porque hay 1 bola en
la cuarta varilla, a contar por la derecha, ninguna bola en la tercera, ninguna bola
en la segunda y ninguna bola en la primera (figura 41).

Figura 41. Representacion del 1.000 con abacos

En cualquiera de los dos casos, hay que hacer un esfuerzo para trasladar a la es-
critura numérica lo que se estd trabajando con los materiales y se ha verbalizado
con el alumnado, obteniendo de esta manera la representacion del nuevo nimero:
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999
+ 1

1.000

Como es una unidad de orden siguiente, de manera analoga a los anteriores, hay
que trabajar de nuevo los cuatro aspectos:

* Nombre: Unidad de Millar

* Valor: 10 centenas (100 decenas o 1.000 unidades)
* Escritura: 1.000

* Lectura: Mil

Matematicamente, para indicar este orden de unidades, se usa un punto entre la
cuarta y la tercera cifra. Hay que notar que una expresion de este tipo dentro de
una oracion escrita puede inducir a error. Por ello desde un punto de vista filologi-
co se recomienda no poner el punto en estos casos.

Anélogamente a lo que se ha desarrollado para las decenas y las centenas se cons-
truyen los numeros de cuatro cifras superiores a 1.000, con la ayuda de los ma-
teriales didacticos cuando sea necesario, y se trabaja la escritura y la lectura de
los numeros de acuerdo con las consideraciones mencionadas anteriormente (con
unidades separadas en su caso y de forma estandar).

A lo largo del 2.° ciclo se debe trabajar también los nimeros de cinco y seis cifras
hasta llegar a 999.999, insistiendo en la formacion de las unidades de los 6rdenes
siguientes a la unidad de millar: decenas de millar y centenas de millar, y con la
ayuda de los materiales didacticos si se considera necesario. En el 3. ciclo se aca-
ba de desarrollar el snp, trabajando los niimeros a partir del millon.

5. Descomponer los numeros naturales atendiendo al valor posicional de sus cifras,
llegando a expresarlos en forma polinomica

Al mismo tiempo que se trabaja la capacidad anterior y relacionado con la lectura
y escritura de los numeros, aprovecharemos el conocimiento de la adicion que el
alumnado va adquiriendo desde el 1.* curso de la etapa para descomponer los ni-
meros usando esta operacion y el valor posicional de las cifras que lo componen.

Esta forma de representar los nimeros nos puede ayudar, durante los primeros
cursos de Primaria, en el trabajo de desarrollo del calculo mental y también en la
ensefianza aprendizaje de los algoritmos de las operaciones.

Asi, empezaremos con los numeros de dos y tres cifras acompanando las diferen-
tes maneras de escribirlos y leerlos trabajadas anteriormente con su representacion
aditiva:

7[10]18=70+8 078 =70+ 8

6[100] 7[10] 8 = 600 + 70 + 8 0 678 = 600 + 70 + 8.
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Los primeros pasos de este trabajo pueden darse con la ayuda de los materiales
didacticos que hemos utilizado. Habra que observar la equivalencia entre los va-
lores de las diferentes piezas de la representacion de los numeros con los BM y las
diferentes representaciones numéricas que les correspondan, asi como entre los
valores de las bolas segtn su posicion en el caso de los dbacos y las representacio-
nes numeéricas asociadas.

En el 2.° ciclo, cuando trabajamos numeros mas grandes, utilizaremos también
esa forma de representacion hasta que el alumnado conozca la multiplicacion por
la unidad seguida de ceros. A partir de este momento, cada cifra ird acompanada
del uno con tantos ceros como sean necesarios para indicar el orden de la unidad
que representa, es decir, para resaltar el valor posicional de cada una de las cifras.
Llegaremos asi a una representacion aditiva-multiplicativa que cambiara una ex-
presion del tipo siguiente:

45.678 = 40.000 + 5.000 + 600 + 70 + 8
por una del tipo:

45.678 = (4 x 10.000) + (5 x 1.000) + (6 x 100) + (7 x 10) + 8.

Trabajaremos con estas expresiones hasta que, en el 3.* ciclo de Primaria, se
introduzca la potenciacion, con la que podremos transformar las ultimas expre-
siones en otras que utilizan las potencias de la base del sND para indicar el valor
posicional de las cifras que componen los nimeros. Asi, la expresion anterior se
convertira en:

45.678 = (4 x 10*) + (5 x 10°) + (6 x 10*) + (7 x 10) + 8.

Como se ha mencionado en el punto 3.2.2, esta expresion se denomina descompo-
sicion polindmica de un niimero y nos sirve para reforzar con el alumnado, de una
manera mas clara y sistematica que las representaciones anteriores, el valor intrin-
seco que tiene cada una de las cifras en un numero cualquiera segin su posicion.

Mientras los nifios y nifias no conozcan la jerarquia de las operaciones, se debera
utilizar los paréntesis para clarificar las expresiones. Una vez se haya trabajado en
el 3. ciclo, se puede prescindir de estos y escribir las expresiones polindmicas de
la siguiente manera:

45678 =4 x10*+5x10°+6x 10°+7 x 10 + 8.

6. Ordenar numeros naturales. Introducir el vocabulario y la notacion
correspondientes. Contar progresiva y regresivamente

En esta capacidad completaremos el conocimiento de los Nimeros Naturales es-
tudiando su aspecto ordinal y trabajando, por lo tanto, cobmo estan ordenados tanto
desde el punto de vista procedimental, como desde el que se refiere a su nomen-
clatura.
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Tendremos que empezar en el 1.« ciclo con el repaso de la ordenacion de los nu-
meros de una cifra que se ha trabajado en Educacion Infantil. Aprovecharemos
situaciones cotidianas de comparacion numérica para trabajar con el alumnado
las reglas de ordenacion de los nimeros. Por ejemplo, hay que repartir hojas con
gjercicios. Hemos hecho 32 fotocopias y hay en clase 23 alumnos. Se les pide que
contesten si sobraran fotocopias para el alumnado que no han venido hoy a clase,
es decir, queremos saber si 32 es mayor o menor que 23.

La manera inicial de averiguarlo serd mediante una correspondencia uno a uno
entre el alumnado y las fotocopias, por la que podrén contestar a la pregunta con
la seguridad de saber que si sobraran fotocopias para los nifios y nifias que no han
venido hoy.

Posteriormente habra que plantearse en clase la siguiente pregunta: «;Podriamos
saber cudl de los dos niumeros es mayor comparando sus expresiones numeéricas?».
Para responder podemos ayudarnos del analisis de la representacion de los dos
nimeros con los BM y/o los dbacos, mediante la cual observaremos las diferentes
cifras que los componen y sus valores en funcion de las posiciones que ocupan,
llegando a la conclusion de que 32 es mayor porque tiene tres decenas, mientras
que 23 solo tiene dos.

La realizacion de mas comparaciones de este tipo y la reflexion sobre los diferen-
tes resultados que van obteniendo nos debe conducir al descubrimiento de las dos
reglas siguientes:

* Si un numero natural tiene mas cantidad de cifras que otro, el primero es
mayor que el segundo, porque contiene unidades de orden superior.

* Si dos nimeros tienen la misma cantidad de cifras, habrd comparar estas
comenzando de izquierda a derecha por las unidades de mayor orden, hasta
llegar a dos cifras que sean diferentes. El nimero que contenga la cifra mas
alta de estas dos sera el mayor.

Estas reglas se repasaran y se utilizaran en los siguientes ciclos de manera habitual
para ordenar parejas de nimeros naturales de cualquier cantidad de cifras. Asi,
siendo capaces de ordenar cualquier pareja de numeros, podremos llegar a tener
ordenada la serie numérica de los nimeros naturales que se trabajan en cada uno
de los cursos de la etapa.

Como complemento de este trabajo, tendremos que introducir, a lo largo de la Eta-
pa, el vocabulario y la notacion asociadas a los ordinales. Por tanto, en el 1. ciclo,
revisaremos con el alumnado los nombres y las notaciones de los nueve primeros
ordinales que conocen de Educacion Infantil y afadiremos los de los siguientes:
décimo (10.°), undécimo (11.°), duodécimo (12.°), decimotercero (13.°), etc., te-
niendo en cuenta que algunos ordinales de las potencias de 10 se pueden escribir
y leer también terminados en -ésimo: centésimo, milésimo... Se debera tener es-
pecial atencion a las diferencias entre el valenciano y el castellano (se suponen
conocidas por el lector). Habra también que introducir los signos que nos permiten
representar las comparaciones entre los nimeros (>, <, =, #).
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Respecto de contar, hay que hacer recuentos de 1 en 1, de 2 en 2,..., de 9 en 9,
que mejoraran su conocimiento de la serie numérica natural y con la intencion de que
posteriormente les valga para memorizar la tabla de multiplicar y de 10 en 10, de
100 en 100..., para reforzar el snD.

7. Reflexionar sobre los diferentes usos de los numeros naturales en situaciones
cotidianas

El objetivo que nos marcamos en el desarrollo de esta capacidad es que el alumna-
do observe la presencia casi constante de los nimeros en su vida y que reconozca
la utilidad de los mismos en cualquier situacion cotidiana.

Trabajaremos a lo largo de todos los cursos de Primaria a partir de conversaciones
entre ellos y ellas, lecturas de diferentes textos, explicaciones de distintas situacio-
nes, producciones escritas por el alumnado..., para hacerles reflexionar acerca del
momento en el que aparecen los numeros y cudl es su importancia en cada caso.
Como actividad complementaria podemos intentar desarrollar el trabajo del aula
durante una mafana sin utilizar ningin nimero, para darse cuenta de la dificultad
que supondria prescindir de ellos.

La intencion ultima es que los nifios y nifias usen los nimeros, que se den cuenta
de que los estan usando y que los sepan encontrar en situaciones en las que pue-
den aparecer, asi como reconocer los diferentes usos que se hace de ellos: contar,
ordenar, medir, operar e identificar o codificar.

8. Leer y escribir cantidades en el sistema de numeracion romano

El sistema de numeracion romano ha perdurado en nuestra sociedad en usos y
contextos muy definidos como son: notacidon de los siglos, capitulos de libros,
eventos (jornadas, congresos...), acompanando los nombres de algunos personajes
importantes, etc.

Esto justifica su introduccion hacia el 3. ciclo de Primaria. Sera necesario que co-
nozcan los simbolos numéricos y los valores correspondientes, asi como las reglas
que rigen su uso en la representacion de los numeros (véase 3.1).

Para poder interpretar y producir representaciones numéricas en las que aparezcan
nimeros romanos, deberdn trabajar en clase la equivalencia entre este sistema y el
sND, siendo capaces de trasladar de un sistema a otro cantidades que llegan hasta
los miles.

9. Introducir el sistema de numeracion sexagesimal

El sistema de numeracion sexagesimal se ha mantenido desde la antigiiedad hasta
nuestros dias en dos contextos muy concretos: la medida del tiempo y la medida

@ M. Alcalde [ I. Pérez [ G. Lorenzo - ISBN: 978-84-695-9565-7 53 Los Numeros Naturales en el aula de Primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia90



de la amplitud angular. Es cierto que, tanto en un &mbito como en el otro, cuando
una medida concreta queda expresada en los diferentes 6rdenes de las unidades,
todas estas no se encuentran en el sistema sexagesimal. Asi por ejemplo, en el caso
del tiempo, si hablamos de 2 dias 4 h 30 min 8 s, los minutos y los segundos se
encuentran expresados en el sistema sexagesimal, pero los dias y las horas no. De
la misma manera 45 ° 23’45, en la medida de la amplitud angular, los minutos y
los segundos estan expresados en el sistema sexagesimal, pero los grados no.

Dentro del bloque de magnitud y medida se encuentran estos ambitos para trabajar
con los alumnos de Primaria, y es por ello que en el 3. ciclo hay que hacer un tra-
bajo del sistema sexagesimal para poder concretarlo en los contextos mencionados
(véase 3.1).

Tanto en el tiempo como en la amplitud angular, las medidas pueden ser expre-
sadas como los ejemplos que se han ilustrado en este apartado (llamada la forma
incompleja), o bien en el snp. Para esta ultima, hay que elegir un orden concreto y
transportado el resto de 6rdenes a este (forma compleja).
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TEMA 2
Operaciones con Numeros
Naturales

En este tema se trabaja el tratamiento didactico de la adicion, sustraccion, multi-
plicacion y division con nimeros naturales en el aula de Primaria mediante una
propuesta didactica de cuatro fases para su desarrollo. De acuerdo con éstas, se
parte de la conexion de la operacion con situaciones reales para darle significado.
Se contintia simbolizando matematicamente el resultado de las correspondientes
acciones con los objetos reales y trabajando los algoritmos a partir de las ideas
previas del alumnado y de sus propuestas personales para las diferentes opera-
ciones aritméticas. También se abordan la resolucion y la invencion de problemas
asociados a cada operacion.

1. Introduccion

Parece 16gico pensar que lo inmediato, una vez se ha introducido el concepto de nui-
meroy el de sND, deberia ser el trabajo de operar con nimeros naturales y signos arit-
méticos. Pero esta tarea requiere un nivel de abstraccion superior al que se necesita
para analizar adecuadamente las acciones con objetos, que pueden ser mas intuitivas
y, probablemente, no se las encuentra el alumnado en la escuela por primera vez.

Se puede afirmar, por tanto, que hay dos tipos de situaciones en referencia con
el hecho «de operar». Unas serian extraescolares, por tanto, naturales, intuitivas
y menudo necesarias (se deberian llamar también estas acciones cdlculo mental,
debido a que no se dispondré en el momento de lapiz y papel). Otras son las esco-
lares, donde muchos de los esfuerzos se encaminan a averiguar mecanismos para
construir y aprender los algoritmos (conjunto sistematico de acciones que condu-
cen a la obtencion de un resultado) que permiten operar. Dos situaciones bien dis-
tintas a priori y con una respuesta también muy diferente por parte del alumnado.

La escuela, por un lado, debe solucionar esta situacion de gran dicotomia, y por
otro, debe ser el lugar donde se canalice y se respete el aprendizaje que el nifio
hace fuera del aula. Al mismo tiempo debe favorecer que este se integre en el
conocimiento o «reconocimiento» de las operaciones aritméticas a desarrollar en
clase. Y, claro, el objetivo es dotar a este alumno de mas herramientas, mas capa-
cidades, con el fin de resolver los nuevos problemas que la realidad extraescolar
le plantea. Por lo tanto, el esquema se simplifica de este modo: hay que partir de
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acciones de la realidad, trabajar las abstracciones de estas acciones para dotar a
los alumnos de capacidades que, una vez alcanzadas, les permiten resolver nuevas
situaciones de la realidad.

El objetivo de la escuela, pues, estard cubierto cuando el alumnado sea capaz de
operar con signos matematicos y reconozca la intima relacion que existe entre las
acciones extraescolares y las escolares. Cabe mencionar que la realidad a veces es
muy diferente y el aprendizaje escolar no garantiza la eliminacion de los obstacu-
los entre estas dos situaciones. Asi, el reto sera encontrar la manera de acercarse al
conocimiento de los nifios y las nifias los procedimientos que les permitiran operar
y que tradicionalmente han podido ser algoritmos oscuros alejados de la intuicion.
Las formalizaciones de la adicion y la multiplicacién de Numeros Naturales se han
tratado ya en el tema anterior. No se presentan las de la sustraccion y la division
porque no son operaciones internas, pero en el desarrollo del tema estudiaremos su
relacion con la complementacion y las particiones de conjuntos.

2. Las operaciones con Numeros
Naturales en el aula de Primaria

2.1. Fases para la ensenanza-aprendizaje de las operaciones

Para el desarrollo del proceso de ensenanza-aprendizaje (en adelante E-a) de las
operaciones con Numeros Naturales en las aulas de Educacion Primaria, propone-
mos las siguientes fases:

1. Exponer el significado de la operacion partiendo de situaciones reales y de
su relacion con la Teoria de Conjuntos, para que la operacion tenga sentido
para el alumnado.

2. Traducir simbolicamente la operacion.

3. Automatizar la operacion. Conocer el algoritmo, saber utilizarlo.

4. Resolver e inventar situaciones problematicas relacionadas con la operacion.

Cuando trabajemos estas fases, la expresion numérica de la operacion sera la
transcripcion de las manipulaciones de los nifios. Hay que tener en cuenta la difi-
cultad que supone para el alumno pasar de una accidon concreta con los objetos a
su expresion simbolica. Por ejemplo, entre la situacion de reunir un conjunto de
tres manzanas y otro de seis, y la expresion 3 + 6, se han de salvar una serie de di-
ficultades debidas a los significados diferentes que tienen para ellos y ellas las dos
acciones. La utilizacion de signos matematicos para escribir las operaciones, para
simbolizarlas, exige una preparacion previa por medio de algunas etapas sucesi-
vas. En primer lugar, repetiremos la manipulacion con los objetos las veces que
consideremos necesarias. Al mismo tiempo, trabajaremos la traslacion al lenguaje
verbal pidiendo a los nifios que nos cuenten qué han hecho, sus reflexiones, sus
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pensamientos. Superado satisfactoriamente este momento, podemos introducir la
traslacion al lenguaje grafico y a su expresion por medio de simbolos y signos
matematicos.

El problema del maestro es conseguir que los alumnos sean capaces de relacionar
las acciones reales o imaginadas con su traduccion al lenguaje matematico, que
utiliza sus signos propios y sus formulas. No se trata, por tanto, de hacer compren-
der a los nifios y nifias el significado de la operacion después de haberles ensefiado
a calcularla, sino al contrario, hace falta que utilicen una operacion, en la medi-
da que comprendan lo que esta expresa y significa. Al mismo tiempo, hemos de
trabajar la reversibilidad de la operacion en el sentido de Piaget, es decir, resulta
necesario que el alumnado sea capaz de inventar situaciones problematicas que se
resuelvan con la operacion propuesta.

En los aspectos referentes a la construccion y descubrimiento de los algoritmos
estandar de las operaciones que se estudian en Primaria, empezaremos analizando
los procesos y estrategias personales de calculo inventadas por el alumnado en las
diferentes situaciones problematicas que se plantean en el aula (Gallego, 2005). A
continuacion y dentro del trabajo de reflexion asociado a este analisis, dirigiremos
la atencion hacia la necesidad de conocer la estructura y el funcionamiento que
tienen universalmente los mencionados algoritmos y que son los que utilizan las
restantes personas que se encuentran en el entorno del alumnado. En este sentido
y para evitar aprendizajes mecdnicos y memoristicos, nuestro trabajo pretende
ayudar a los nifos y nifias a descubrir de manera razonada cudles son las reglas y
cudles los pasos que rigen estos algoritmos, partiendo de situaciones reales y de
la manipulacion de materiales didacticos adecuados para llegar a las expresiones
numeéricas correspondientes poniendo el acento en sus relaciones y en las regula-
ridades de estas.

2.2. Capacidades a desarrollar en el aula de Primaria

El trabajo en Educacion Primaria referente a las operaciones con Numeros Na-
turales, tiene como objetivo contribuir a que el alumnado consiga alcanzar las
capacidades que se expresan en el siguiente listado, cuya finalidad es favorecer el
desarrollo de la competencia matematica de los nifios y las nifias y representar una
ayuda para el del resto de competencias de Educacion Primaria.

Hemos organizado las capacidades en funcion de las cuatro operaciones trabaja-
das. Para cada una de ellas el orden propuesto es secuencial, es decir, progresivo y
de intensidad de dificultad creciente:

A. Adicion
A. 1. Construir el concepto de adicion a partir de la union de dos conjuntos dis-
juntos, expresando los cardinales respectivos.

A. 2. Utilizar los signos «+» e «=» para simbolizar adiciones. Identificar los
términos y signos de la adicion.
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Realizar adiciones de numeros a partir de la unién de conjuntos disjuntos.

Construir la tabla de la adicion de nimeros naturales.

Comprobar experimentalmente las propiedades conmutativa y asociativa

de la adicion. Reconocer y aplicar estas propiedades.

Descubrir el algoritmo de la adicion «sin llevar» y utilizarlo para realizar

adiciones «sin llevar» con los sumandos dispuestos vertical y horizontal-

mente.

A. 7. Descubrir el algoritmo de la adicion «llevandoy y utilizarlo para realizar
adiciones «llevando» con los sumandos dispuestos vertical y horizontal-
mente.

A. 8. Desarrollar la agilidad mental en el calculo de la adicion.

A. 9. Resolver e inventar situaciones problematicas relacionadas con la adicion.

A.10.Realizar ejercicios practicos de adiciones en el sistema de numeracion

sexagesimal.

> >
S

@

B. Sustraccion

B. 1. Construir la idea de sustraccion a partir del complementario de un subcon-
junto de un conjunto dado, expresando los cardinales respectivos.

B. 2. Utilizar los signos «—» e «=» para simbolizar sustracciones. Identificar los
términos y signos de la sustraccion.

B. 3. Realizar sustracciones de nimeros a partir de la complementacion de con-
juntos.

B. 4. Asociar la sustraccion con uniones de conjuntos disjuntos en las que falte
uno de los conjuntos, expresando los cardinales respectivos.

B. 5. Completar adiciones en las que falte un sumando y simbolizar estas adi-
ciones incompletas usando los signos «—» e «=». Repasar los términos y
signos de la sustraccion.

B. 6. Asociar la sustraccion con la comparacion de los cardinales de dos conjun-
tos. Utilizar los signos «—» e «=» para expresar numéricamente la diferen-
cia entre los mencionados cardinales. Repasar los términos y signos de la
sustraccion.

B. 7. Conocer los resultados de las sustracciones basicas (las que se deducen de
la tabla de la adicion).

B. 8. Descubrir el algoritmo de la sustraccion «sin llevar» y utilizarlo para reali-
zar sustracciones «sin llevar», con el minuendo y el sustraendo colocados
vertical y horizontalmente.

B. 9. Descubrir el algoritmo «natural» de la sustraccion «llevando» y utilizarlo
para realizar sustracciones «llevando», con el minuendo y el sustraendo
colocados vertical y horizontalmente.

B.10. Descubrir el algoritmo «estandar» de la sustraccion «llevando» y utilizarlo
para realizar sustracciones «llevando», con el minuendo y el sustraendo
situados vertical y horizontalmente.

B.11. Desarrollar la agilidad mental en el célculo de la sustraccion.

B.12. Resolver e inventar situaciones problematicas relacionadas con la sustraccion.

B.13. Realizar ejercicios practicos de sustracciones en el sistema de numeracion
sexagesimal.
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C. Multiplicacion

C. 1. Construir la idea de multiplicacion a partir de la union de conjuntos disjun-
tos equipotentes, expresando los cardinales respectivos y simbolizando las
adiciones de sumandos iguales realizadas.

C. 2. Utilizar los signos «x» e «=» para expresar, por medio de una multiplica-
cion, una adicidon de sumandos iguales. Identificar y utilizar correctamente
los términos y signos de la multiplicacion.

C. 3. Realizar multiplicaciones de nimeros utilizando adiciones de sumandos
iguales.

C. 4. Construir la tabla de multiplicar.

C. 5. Descubrir el algoritmo de la multiplicacion por una cifra y utilizarlo para
realizar multiplicaciones en las que aumente progresivamente el nimero
de cifras del multiplicando.

C. 6. Identificar nimeros pares e impares.

C. 7. Comprobar las propiedades conmutativa, asociativa y distributiva de la
multiplicacion. Reconocer y aplicar estas propiedades.

C. 8. Descubrir el algoritmo de la multiplicacion por 10, 100, 1.000,.... y utili-
zarlo para realizar grafica y mentalmente multiplicaciones por la unidad
seguida de ceros.

C. 9. Descubrir el algoritmo de la multiplicacion de dos nimeros de varias cifras
y utilizarlo para realizar multiplicaciones de dificultad creciente.

C.10. Desarrollar la agilidad mental en el calculo de la multiplicacion.

C.11. Resolver e inventar situaciones problemadticas relacionadas con la multi-
plicacion.

C.12. Adquirir la nocién de potencia como producto de factores iguales. Identi-
ficar la base y el exponente de una potencia.

D. Division

D. 1. Construir la idea de division exacta utilizando particiones en las que todas
las partes sean equipotentes y expresando los cardinales que intervengan
en ellas. Simbolizar estas particiones utilizando los signos «x» e «=».

D. 2. Cambiar simbolizaciones de multiplicaciones incompletas por otras que
usen los signos «:» e «=». Identificar y utilizar correctamente los términos
y signos de la division exacta.

D. 3. Construir la idea de division entera utilizando particiones en las que todas las
partes menos una sean equipotentes y expresando los cardinales que interven-
gan en ellas. Simbolizar estas particiones usando 10s signos «+», «x» e «=».

D. 4. Simbolizar divisiones enteras usando la representacion habitual. Identifi-
car y utilizar correctamente los términos y signos de la division entera.

D. 5. Realizar divisiones de nimeros utilizando particiones de conjuntos en par-
tes equipotentes.

D. 6. Descubrir el algoritmo de la division exacta y entera por una cifra y utili-
zarlo para realizar divisiones exactas y enteras en las que aumente progre-
sivamente el nimero de cifras del dividendo.
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D. 7. Descubrir el algoritmo de la division por dos cifras y utilizarlo para reali-
zar divisiones en las que aumente progresivamente el nimero de cifras del
dividendo. Automatizar la division en todos los casos.

D. 8. Reconocer las relaciones que existen entre dividendo, divisor, cociente y
resto y utilizarlas como «prueba de la divisiony.

D. 9. Desarrollar la agilidad mental en el calculo de la division.

D.10.Resolver e inventar situaciones problemadticas relacionadas con la divi-
sion.

2.3. Desarrollo de las capacidades
A. Adicion

La nocidn de adicion de nimeros naturales va ligada al concepto de conjunto; por tan-
to, es valido lo que se ha visto en el tema anterior y que hace referencia a este concepto.

Atendiendo a la definicidn, la adicion es la operacion que nos permite calcular la
suma de dos nimeros, entendiendo que esta suma es el cardinal del conjunto que
resulta de unir dos conjuntos disjuntos que tienen como cardinales los niimeros
que vamos a sumar.

A.1. Construir el concepto de adicidn a partir de la union de dos conjuntos
disjuntos, expresando los cardinales respectivos

En esta capacidad desarrollamos el trabajo correspondiente a la primera de las
fases de E-A de la adicion, que se realiza en el 1. curso de la etapa.

Es necesario partir de actividades practicas y manipulativas con la finalidad de
recrear situaciones que los nifios puedan identificar rdpidamente. Las situaciones
que hemos de presentar son aquellas en las que, en el estado final, hay un aumento
de la cantidad de elementos respecto del estado inicial.

Si para pintar una casita les dejamos encima de la mesa en primer lugar tres lapi-
ces de colores y después dos mads, y la pregunta es «;cuantos hay?», lo que haran
es contar 1, 2, 3..., y la respuesta seré «cinco lapices de colores». No han pensado
«dos mas tres igual a cinco», solo han contado.

Verbalmente dirdn «si tengo tres colores y me dan dos mas, entonces tengo cinco
colores». En posteriores repeticiones de las acciones, la verbalizacion ird evolu-
cionando pasando por expresiones como «si tengo tres y me dan dos mas, entonces
tengo cinco» hasta llegar a «tres mas dos son cinco».

Es conveniente que el alumnado acompaifie la manipulacion y la verbalizacion con

una representacion grafica (figura 42) de lo que ha ocurrido con el material, en la
que ademads aparezcan los numeros involucrados.
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Figura 42. Representacion del agrupamiento de 2 y 3

Esta tarea constituird el primer paso para valorar la importancia de aprender a re-
solver estas situaciones solo con los numeros, sin que sea necesario tener siempre
a nuestro alcance los objetos concretos que intervienen en ellas, facilitando asi el
acceso a la fase simbdlica. Se introducira la palabra adicion asociada a las relacio-
nes numéricas que aparecen a partir de estas acciones manipulativas.

El final de la fase sera pedir a los nifios y nifias que sean ellos los que encuentren
o reconozcan situaciones de su vida personal que estén relacionadas con la opera-
cion (dinero de la hucha, golosinas...).

A.2. Utilizar los signos «+» e «=» para simbolizar adiciones. Identificar los tér-
minos y signos de la adicion

Continuando en el 1.* curso, una vez realizadas las acciones anteriores y conocida

la palabra adicion, es el momento de pasar a la segunda fase de E-a de la opera-

cion, introduciendo los signos «+» e «=»; entonces, el enunciado verbal «tres mas

dos son cinco» se cambia por el enunciado numérico «3 + 2 = 5», en un primer

momento de manera horizontal, que cambiaremos posteriormente a la disposicion
3

vertical o para facilitar mas adelante el aprendizaje del algoritmo.

5
Ademas, se debe conocer la nomenclatura especifica: el 3 y el 2, que son los tér-

minos de la operacion, se llaman sumandos, y el 5, que es el resultado, se llama
suma. El signo «+» se lee mas, y el signo «=», igual.

Cuando se conozcan los términos y signos de las restantes operaciones, se debe
comprobar que el alumnado los identifica y diferencia correctamente.

A.3. Realizar adiciones de numeros a partir de la union de conjuntos disjuntos

Es importante que después de haber introducido la expresion simbolica de la ope-
racion, esta no se desconecte de las acciones con las que se relaciona. Por eso,
también en el 1. curso y en momentos posteriores al trabajo de la capacidad an-
terior, serd necesario mostrarles expresiones simbolicas de adiciones que deberan
resolver por medio de uniones de diferentes objetos.

Es este un trabajo inverso al realizado en las dos capacidades anteriores, en las

que el alumnado avanzaba desde las acciones con los objetos hasta las expresiones
numéricas de las situaciones.
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Si los nifios y las nifias son capaces de encontrar los resultados de las adiciones
propuestas sin recurrir a los objetos, pueden resolverlas numéricamente de esta
manera, pero tendremos que reflexionar con ellos y ellas sobre el significado de la
operacion y sobre su relacion inequivoca con situaciones en las que se afiaden unos
elementos a otros obteniendo como resultado un nimero mayor que los iniciales.

A.4. Construir la tabla de la adicion de numeros naturales

Simultaneamente al trabajo de manipulacién de objetos cotidianos, que habran
agrupado, contado, etc., de diversas maneras y con la intencién de recoger los
resultados de las adiciones realizadas, pueden rellenar una cuadricula en la que se
recogen las sumas basicas obteniendo como resultado la tabla siguiente:

+y 7|2 314|567 9
1423456738 10
2934 (5,678 91011
3445|6789 (10]11]|12
4456|789 |10/11]12|13
Sp6 |7 (1819|1011 (12|13 |14
67|89 |10(11|1213]14]|15
798 (9 |1011 (12|13 |14|15|16
19 (10|11 1213 |14 |15]16 |17
91011121314 |15|16|17 |18

Sera necesario conseguir que el alumnado del 1.°" curso sea capaz de memorizar
estos resultados para facilitar los calculos posteriores con la adicion.

A.5. Comprobar experimentalmente las propiedades conmutativa y asociativa de
la adicion. Reconocer y aplicar estas propiedades

Dos propiedades de la adicion que se pueden trabajar muy facilmente son las lla-
madas conmutativa y asociativa. En los dos casos la introduccion en el aula se
llevaria a cabo de manera gradual, con ejemplos de nimeros que representen poca
cantidad y aumentando la dificultad poco a poco.

Es probable que, al construir la tabla, el alumnado de 1.* ciclo observe que las
adiciones con sumandos iguales pero cambiados de orden dan el mismo resultado.
Con la intencion de confirmar estas observaciones y generalizarlas en la medida
de sus posibilidades, comprobaremos que esto ocurre con todas las adiciones que
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podamos hacer. Los ejemplos que se utilizardn tendran en primer lugar una fase
manipulativa, en la que quedara claro que agrupando de diferente manera dos
cantidades de objetos el resultado es el mismo y, posteriormente, una fase sim-
bolica. En el ejemplo «dos pelotas mas tres pelotas es la misma cantidad que tres
mandarinas y dos mandarinasy, resolveran 2 +3 =5y 3 + 2 = 5. A continuacioén
expresaran la igualdad de resultados de la siguiente manera: 2 +3=5=3+2y
por ultimo 2 +3 =3 + 2.

La ausencia de resultado en la expresion simbdlica requiere un esfuerzo mental
mas grande. Hay que tener en cuenta que si la logica de una operacion es obtener
un resultado, en esta Gltima manera de expresar la situacion real parece no tener
importancia. Conseguir que se comprenda que el objetivo no es encontrar un resul-
tado sino que hay dos caminos para llegar a €l, es el reto. Se repetiran mas veces
situaciones parecidas, hasta que se pueda considerar esto como un hecho general.

Introduciremos la denominacion de propiedad conmutativa para referirnos a este he-
cho y trabajaremos su enunciado «el orden de los sumandos no altera la sumay, o lo
que es lo mismo, la operacion de la adicion permite obtener el mismo resultado inde-
pendientemente del orden de colocacion de los sumandos. En lenguaje matematico:

YabEN:a+b=b+a.

Se puede completar el proceso de E-A de esta propiedad realizado con situaciones
reales trabajandola especificamente con materiales didacticos. Las regletas Cuise-
naire pueden ser interesantes para indicar que se consigue la misma longitud final
colocando en diferente orden las regletas que representan los sumandos.

A lo largo del 2.° y 3.« ciclo, se trabajaran actividades interesantes con la finalidad
de reconocer y aplicar esta propiedad. Para reconocerla, se propondra un listado en
el que haya parejas de problemas con el mismo resultado, pero con dos sumandos
iguales en orden de adicion diferente. Se buscarian las soluciones de todos los pro-
blemas, y para acabar se trabajaria la propiedad, haciéndolos conscientes de que no
hacia falta resolver el segundo de cada pareja, porque la operacion ya estaba hecha.

Para comprobar si saben aplicar la propiedad, se planteara un listado semejante al
anterior en el que deberan reconocer las parejas de problemas con los mismos da-
tos ordenados de manera diferente y decidir no resolver el segundo de cada pareja,
porque ya saben la solucion.

Completando el trabajo anterior podemos proponerles dos adiciones y que inven-
ten enunciados o situaciones reales cuyas soluciones sean las maneras indicadas
de agrupar los dos nimeros; posteriormente los alumnos inventaran situaciones
problematicas con la intencion de usar la propiedad conmutativa de la adicion sin
ninguna indicacién de qué adiciones deben aparecer en ellas.

En el 2.° ciclo completaremos las propiedades de la adicion trabajando también la
propiedad asociativa. Hemos de tener en cuenta que esta requiere dos momentos
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cognitivos secuenciados. Habra una situacion que obligard a sumar dos niimeros,
y posteriormente se afiadira un tercero. En una segunda situacion, a la cantidad
que antes ocupaba el primer lugar, habra que anadirle el resultado de sumar las
dos ultimas cantidades.

Trabajaremos a partir de dos situaciones problematicas, por ejemplo:

En el aula hay dos cajas con pelotas de colores. En la primera caja hay 5 pelotas
blancas y 6 negras, ;jcudntas hay en esta caja? En la segunda hay 7 verdes. Se
quieren reunir todas las pelotas en la primera caja. ;Cuantas hay en total?

En el aula hay dos cajas con pelotas de colores. En la primera hay 5 pelotas blan-
cas. En la segunda hay 6 pelotas negras y 7 verdes, ;jcuantas hay en la segunda? Se
quieren reunir todas las pelotas en la primera caja. ;Cuadntas hay en total?

Favoreceremos que el orden respectivo de las operaciones y de los sumandos sea
el siguiente:

e Parala 1.2 situacidén 5+6=11 11+7=18
e Para la 2.? situacidén 6+7=13 5+13=18

En el segundo momento cognitivo y en todos los ejemplos que trabajemos hemos
de llegar a simbolizar las dos adiciones de cada situacion en una sola expresion:

* Parala 1.* situacion 5+6)+7=18
* Parala 2. situacion 5+(6+7)=18

En este momento se introducird por primera vez el uso del paréntesis, que les ser-
vird para indicar la secuencia de realizacion de las operaciones.

A continuacion expresardn la igualdad de resultados de la manera siguiente (5 +6) +
+7=18=5+(6+7),y finalmente (5+ 6)+7 =5+ (6 + 7). La reflexion ird por el
mismo camino que en la propiedad anterior: no es tan importante llegar al 18, sino
descubrir que la manera de asociar los sumandos no altera el resultado. Tendremos
que insistir en que asociar significa «agrupar secuencialmente».

Introduciremos la denominacion de propiedad asociativa para referirnos a este
hecho y trabajaremos su enunciado «la manera de agrupar tres o mas sumandos no
altera la suma». En lenguaje matematico:

Va bcEN:(atb)y+tc=a+(b+c).

El esquema de trabajo de la propiedad asociativa en el aula de Primaria es seme-
jante al de la conmutativa y por tanto el alumnado también debera reconocer y
aplicar esta propiedad. Para reconocerla se propondra un listado en el que haya
parejas de problemas con igual resultado, pero no con la misma secuenciacion de
adiciones. Se buscarian las soluciones de los problemas y se trabajaria la propie-
dad, haciéndoles conscientes de que no era necesario resolver el segundo de cada
pareja, porque estas operaciones ya estaban hechas.
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Para comprobar si saben aplicar la propiedad, se planteara un listado semejante al
anterior en el que habran de reconocer las parejas de problemas con los mismos
datos agrupados de manera diferente y decidir no resolver el segundo de cada pa-
reja, porque ya saben la solucion.

Completando el trabajo anterior podemos proponerles tres datos y que inventen
dos enunciados o situaciones reales en las que las soluciones se obtengan agrupan-
do de manera diferente estos datos como sumandos; finalmente los alumnos inven-
taran situaciones problematicas para usar la propiedad asociativa de la adicion sin
ninguna indicacion de qué datos han de utilizar en ellas.

A.6. Descubrir el algoritmo de la adicion «sin llevary y utilizarlo para realizar
adiciones «sin llevary con los sumandos dispuestos vertical y horizontalmente

En la 3.% fase de E-A de la adicion, y cuando se presente en el aula una situacion en la
que sea necesario sumar con los sumandos de mas de una cifra, serd el momento de
introducir el algoritmo de esta operacion (no se necesita para sumar dos nimeros
de una cifra).

A continuacion se propone la primera parte de una secuencia didactica ordenada
por niveles de dificultad, seglin la cual se deberia introducir el algoritmo de la
operacion en el 1. ciclo de Educacion Primaria.

Comenzaremos por el algoritmo de la adicion «sin llevar» (el resultado no pasara de
9 en ninguno de los 6rdenes de unidades) que puede recorrer los siguientes tramos:

1. Adicion de dos nimeros de dos cifras, por ejemplo: 12 + 24

2. De uno de dos cifras y otro de una: 13 +5

3. De dos nimeros de tres cifras: 325 + 124

4. De uno de tres cifras y otro de una o dos cifras: 325 +4 0 325 + 24

Trabajaremos la construccion de este algoritmo, para su comprension y posterior
automatizacion, con la ayuda de los materiales didacticos que ya conocen (como
son los BM y los dbacos) y la transcripcion escrita de las acciones que realizan.

Supongamos que se presenta en clase una situacion problemadtica como la siguien-
te: «Nos encontramos en la clase de 1.° de Primaria y somos 24. Por la tarde
vendran 12 compafieros de 2.° curso y queremos saber cudntas sillas habra que
preparar para todosy.

Se comentara con ellos y ellas como encontrar la respuesta al problema y conclui-
remos que es necesario resolver la adicion de 12 y 24, pero no la saben calcular
numéricamente alin porque sus sumandos son de dos cifras y ya no se encuentran
en la tabla de la adicion.

Después de que diferentes miembros del alumnado presenten sus propuestas de

resolucion de la operacion y en la busqueda de la manera comtn de hacerlo, intro-
duciremos el algoritmo estandar correspondiente.

@ M. Alcalde [ I. Pérez [ G. Lorenzo - ISBN: 978-84-695-9565-7 65 Los Numeros Naturales en el aula de Primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia90



Haciendo uso de los materiales didacticos, en el caso de los BMm, para el 12 ten-
dran una barra y dos cubos y para el 24, dos barras y cuatro cubos. Si utilizan dos
abacos verticales, en el primero representaran un sumando que serd el 12 y en el
segundo el otro sumando, el 24. Se representa en la figura 43 esta ayuda, por ejem-
plo, con los abacos.

le8

Figura 43. Representacion de 12 y 24 con abacos

Antes de continuar con la manipulacion de los materiales se comenta con el alum-
nado la necesidad de expresar por escrito lo que ocurre numéricamente, para guar-
dar memoria del proceso que se estd desarrollando y del resultado final. Para in-
dicar las decenas y las unidades a la hora de simbolizar la operacion, podemos
utilizar, si es necesario, las expresiones con unidades separadas:

Les preguntamos qué deberian hacer para obtener el resultado final. Con los Bm
reunen las piezas agrupando por una parte los cubos y por otra las barras, y ya pueden
dar el resultado de la operacion: tres barras y seis cubos; por tanto, 36. El proceso ha
consistido en reorganizar el material, verbalizando en todo momento lo que hacen.

Con los abacos, agrupan las bolas por varillas en uno de los dos, empezando por
las unidades. Al finalizar la tarea, encuentran 6 bolas en la varilla de las unidades
y 3 en la de las decenas, como se muestra en la figura 44. Por tanto, el resultado
es el numero 36.

Figura 44. Representacion con abacos del resultado de 12 + 24

@ M. Alcalde [ I. Pérez [ G. Lorenzo - ISBN: 978-84-695-9565-7 66 Los Numeros Naturales en el aula de Primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia90



También podria utilizarse solo un abaco, representando el 12 en ¢l y afiadiendo el
24 encima de esta representacion.

De manera simultdnea a la manipulacion con los materiales y la correspondiente
verbalizacion, trabajaremos la representacion simbolica con las cifras:

110] 2
10
3 [10] 6

+

o
|_|
I_I

N

Cuando el alumnado deje de necesitar las unidades separadas para entender la
12

., . . .y , +24
operacion, se escribira la adicion con la expresion estandar: ———

36
La comprension clara de las cifras que representan cada orden de unidades hara
que la colocacién de los sumandos en columna sea correcta, sin necesitar las ex-
presiones con unidades separadas. No se deberia pasar a la disposicion horizontal
(12 + 24 = 36) hasta que no esté¢ clara la representacion vertical.

Para volver al contexto del trabajo, responderemos a la pregunta de la situacion
problematica de partida: «Nos encontramos en la clase de 1.° de Primaria y somos
24. Por la tarde vendran 12 compaiieros de 2.° curso y tendremos que preparar 36
sillas para todosy.

Se tienen que hacer mas ejemplos de adicion reflexionando con el alumnado sobre
la relacion entre las cifras de los sumandos y las de la suma, ayudandoles a que, por
medio de las situaciones problematicas trabajadas, lleguen a la siguiente conclusion:
«la cifra de las unidades del resultado es la suma de las cifras de las unidades de los
sumandos y la cifra de las decenas del resultado es la suma de las cifras de las dece-
nas de los sumandos». De esta manera el alumnado observa que se ha transformado
una adicion de nimeros de dos cifras en dos adiciones de nimeros de una cifra, que
ya sabian resolver. Y asi descubren como funciona el algoritmo estandar de la adi-
cion sin llevar.

Numéricamente se seguird un procedimiento semejante para sumar sin llevar en
los diferentes tramos de la secuencia didactica propuesta.

En el 1.7 ciclo de Primaria ha de quedar consolidado este algoritmo, y asi no habra
problemas con la adicién sin llevar cuando trabajen con numeros mas grandes en cur-
sos posteriores, tanto si la operacion se realiza en disposicion vertical como horizontal.

El objetivo final serd llegar a usar este algoritmo de la adicién con la expresion es-

tandar de los sumandos como la manera natural de resolver las adiciones asociadas
a la resolucion de situaciones problematicas.
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A.7. Descubrir el algoritmo de la adicion «llevandoy y utilizarlo para realizar
adiciones «llevandoy» con los sumandos dispuestos vertical y horizontalmente

Una vez estd consolidada la adicion sin llevar, y todavia en 1.° de Primaria, es
el momento para superar la barrera que los separa del reto siguiente: resolver el
problema que supone la adicién de nimeros, cuando en algiin orden de unidades
la suma de cifras supera el nueve, lo que quiere decir que se esta haciendo una
adicion «llevandoy.

Proponemos ahora la segunda parte de la secuencia didactica ordenada por niveles
de dificultad, seglin la cual se deberia introducir el algoritmo de la operacion en el
1.e" ciclo de Educacion Primaria y que se refiere a la adicion «llevandoy:

1. Adicion llevando en las unidades, por ejemplo: 15 + 28, 18 + 5, 425 + 439,
325 +28...

2. En las decenas unicamente: 425 + 491, 345 + 82...

3. En las unidades y en las decenas: 137 + 285, 176 + 69...

Continuamos trabajando la construccion de este algoritmo, para su comprension y
posterior automatizacion, con la ayuda de los materiales didacticos y la transcrip-
cién escrita de las acciones que realizan.

Supongamos que se presenta en clase una situacion problemadtica como la siguien-
te: «Para organizar el aperitivo por las fiestas de la Magdalena, el alumnado de
las dos aulas de 1.° de Primaria necesita 15 € para refrescos, agua... y 28 € para
comprar tortas, cacahuetes... ;Cuanto dinero han de recoger en total?».

Se comentara con ellos y ellas como encontrar la respuesta al problema y llegare-
mos a concluir que es necesario resolver la adicion de 15 y 28, pero no la saben
calcular numéricamente atin porque hay una de las columnas (orden de unidades)
cuya suma es mayor que 9.

Después de que diferentes miembros del alumnado presenten sus propuestas de
resolucion de la operacion y en la busqueda de la manera comin de hacerlo, intro-
duciremos el algoritmo estdndar correspondiente.

Utilizando los materiales didacticos, en el caso de los BM™, para el 15 tendran una
barra y cinco cubos y para el 28, dos barras y ocho cubos. Si utilizan dos dbacos
verticales, en el primero representaran un sumando que serd el 15 y en el segundo
el otro sumando, el 28. Se representa en la figura 45 esta ayuda, por ejemplo con
los BM.
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Figura 45. Representacion de 15y 28 con BM

Antes de continuar manipulando los materiales y con la finalidad de tener un re-
gistro del proceso que se va a desarrollar y del resultado final que obtengamos,
simbolizaremos la operacion utilizando las expresiones con unidades separadas,
si es necesario.

Les preguntamos qué deberian hacer para obtener el resultado final. Con los Bm
agrupan por una parte los cubos, obteniendo trece, y por otra las barras, reuniendo
tres, como se muestra en la figura 46.
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Figura 46. Representacion de la agrupacion de 15 y 28 con Bm

Si trabajamos con los &bacos empiezan por las unidades, afiadiendo las 5 bolas
del primero en el segundo, con lo que en la varilla de las unidades hay ahora 13
bolas. Continuan con la varilla de las decenas, afiaden una bola donde habia dos, y
quedan 3 bolas en el segundo abaco.

De manera simultdnea al trabajo con cualquiera de los dos materiales, verbalizan
lo que ha pasado y lo representan numéricamente:
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Se dan cuenta de que la representacion numérica del resultado obtenida no cumple
las reglas del snp. Verbalizan esta situacion y su solucion. Transforman 10 uni-
dades en 1 decena y la afaden a la adicion de las decenas de los sumandos, «han
llevado una». Con los materiales implica sustituir los cubos por barras en el caso
de los BM™ (figura 47) o cambiar bolas y situarlas en las varillas adecuadas, en el
caso de los 4bacos.
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Figura 47. Transformacién de 10 cubos en una barra

Asi, llegan a tener 4 piezas representando las decenas y 3 las unidades, por lo que
la suma total es 43. Se representa en la figura 48 este ejemplo con los Bm.
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Figura 48. Representacion con BM del resultado de 15 + 28

A continuacion mostramos de manera detallada los cambios numéricos que acom-
panan a la manipulacion de los materiales:

1[10]
+ 2[10]
[ ]

3(10

I

[10] 3

Con el alumnado, simultdneamente a la manipulacion con los materiales y la co-
rrespondiente verbalizacion, modificaremos la representacion simbolica del resul-
tado, llegando a la expresion:
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donde la decena que resulta de la suma de las unidades y que se afade a las de-
cenas («hemos llevado unay), se puede recordar de manera grafica con un 1 mas
pequefio encima de la columna de las decenas.

Cuando el alumnado deje de necesitar las unidades separadas para entender la
operacion, se escribira la adicion en la expresion estandar:

1

15
+ 28

43

De nuevo, la comprension clara de las cifras que representan cada orden de unida-
des hara que la colocacion de los sumandos en columna, y del resultado, la suma,
sean correctas, sin necesitar las expresiones con unidades separadas.

No se deberia pasar a la disposicion horizontal (15 + 28 = 43) hasta que no esté
clara la representacion vertical.

Para volver a contextualizar el trabajo de la operacion, responderemos a la pregun-
ta de la situacion problematica de partida: «Para organizar el aperitivo de Magda-
lena el alumnado de las dos aulas de 1.° de Primaria necesita 15 € para refrescos,
agua..., y 28 € para comprar tortas, cacahuetes..., por lo que deben recoger un total
de 43 euros».

Se hardn mas ejemplos de adiciones reflexionando con el alumnado sobre la re-
lacion entre las cifras de los sumandos y las de la suma, ayudandoles a que, por
medio de las situaciones problemadticas trabajadas, lleguen a la conclusion: «se
suma de derecha a izquierda y, como en la adicion de las unidades de los sumandos
obtenemos una decena, tendremos que anadirla («llevar una decenay) a la adiciéon
de las decenas de los sumandosy.

A partir de este momento, y posiblemente sin necesidad de utilizar los materiales,
en las siguientes adiciones aplicaran lo que acaban de aprender y a continuacion
de sumar las unidades, procederan a transformar las 10 unidades en 1 decena («lle-
van una») que afiadiran a la posterior adicion de las decenas de los sumandos. La
representacion simbolica (con unidades separadas, si es necesario) seria:

Los pasos siguientes de este trabajo se desarrollardn de manera semejante a lo
explicado anteriormente (finalizar la operacion, recontextualizar...).
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En la reflexion con el alumnado sobre la relacion de las cifras de los sumandos
y las de la suma, les ayudaremos a que por medio de los ejemplos trabajados
lleguen a una conclusion semejante a: «se suma de derecha a izquierda, la cifra
de las unidades de la suma es la cifra de las unidades del resultado de la adicion de
las unidades de los sumandos y la cifra de las decenas de la suma es el resultado
de la adicion de las decenas de los sumandos mas la decena que llevamos». Han
completado el descubrimiento del algoritmo estandar de la adicion llevando en
unidades.

El objetivo final sera llegar a usar el algoritmo estandar de la adicion con la expre-
sion numérica de los sumandos como la manera natural de resolver las adiciones
en las que la decena que se lleva (llevamos una) se recordard de manera mental.

En 2.° curso de Primaria, se seguird un procedimiento semejante para sumar lle-
vando en las decenas con ntimeros de tres cifras e intentaremos que para sumar
llevando en unidades y en decenas no sea necesaria la utilizacion de los materiales.

A continuacion se muestra un ejemplo de representacion numérica de una de estas
adiciones, 554 + 368, que se realizard con unidades separadas, si es necesario:

1

5[100] 5[10] 4
+3[100] 6[10] 8
9[100] 2[10] 2

554

o directamente con la expresion estandar del algoritmo: +368
922

En 1. ciclo de Primaria ha de quedar consolidado este algoritmo, y asi no habra
problemas con la adicion llevando cuando trabajen con nimeros mas grandes en
cursos posteriores y generalicen su uso, tanto si la operacion se realiza en disposi-
cion vertical como horizontal.

A.8. Desarrollar la agilidad mental en el calculo de la adicion

Utilizaremos la adicion para ejercitar el calculo mental de manera espontanea, en
voz alta, dentro de un juego, en diferentes situaciones..., y siempre en un nivel de
dificultad inferior al que se esté trabajando en clase en el ambito simbolico. Es
necesario realizar el trabajo de sumar sin tener que usar lapiz y papel. De hecho,
es la manera de calcular mas relacionada con la vida real, ya que en situaciones
extraescolares, en la calle, en casa..., es donde mas adiciones haran.

En el 1.* ciclo de Primaria, se trabajaran los resultados de la tabla de la adicion, las

adiciones sencillas de nimeros de dos cifras, empezando con decenas completas
para que les resulte mas facil, y, como en clase se ha trabajado la descomposicion
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polindémica, utilizaremos esta herramienta para el calculo mental. Asi, por ejem-
plo, si se les pide sumar 22 + 5, mentalmente se podran ayudar pensando «22 es
20+ 2 — 5+ 2="7; entonces, 20 + 7 =27».

Hemos de estar atentos también a todas las estrategias emergentes que aparecen en
los nifios y nifias y a la construccion de su propia manera de calcular mentalmente,
asi como a las ayudas que nos pueden ofrecer las propiedades conmutativa y aso-
ciativa de la adicion. Por ejemplo si un nifio o nifia ha de sumar 15 + 9, es posible
que le resulte mas facil sumar 15 + 10 y al resultado quitarle 1; o asumir que el 9
=5+ 4 y por tanto le serd mas facil sumar 15 + 5 y al resultado sumarle 4. Estas
maneras «personales» de sumar comportan conocer la composicion de los nume-
ros de manera aditiva, la utilidad de las propiedades conmutativa y asociativa de la
adicion y que lleguen a ver una determinada cantidad en funcion de algunas des-
composiciones aditivas, mas Utiles, que esta tenga. Por ejemplo el 100 =25 + 25
+ 25 + 25, esas «cuatro veces 25» les hacen llegar rapidamente a 25, 50, 75, 100.
Oel 60=15+ 15+ 15+ 15y por tanto llegar rapidamente a 15, 30, 45, 60, etc.

Hay también estrategias «regladas» que pueden utilizar y que debemos trabajar en
clase por si a alguno o alguna les pueden resultar utiles: la tabla del 100 o la linea
numérica vacia (Barba, 2004).

La primera se encarga de construir una tabla de 10 por 10, en la que de manera
horizontal se van colocando los 100 primeros naturales no nulos (figura 49), de
forma que al tener que sumar 15 + 23, por ejemplo, nos situariamos en el 15 y ten-
driamos que desplazarnos mentalmente sobre la tabla. Si elegimos primero sumar
las dos decenas, el movimiento que deberiamos hacer seria de dos posiciones de
manera vertical, llegando asi al 35. En este punto y de manera horizontal hay que
moverse tres posiciones hacia la derecha, alcanzando el 38. Este recorrido seria
igual de valido si primero nos desplazamos de manera horizontal y después verti-
calmente.

1{2(314]5]6|7|8]9]10
I 1211314 (15|16 |17 |18 |19 20
2122|2324 (25|126(27|28(29] 30
31(32(33|34|35|36[37|38[39] 40
41 142|143 1444546 |47 |48 49| 50
5152|5354 (55|56 |57|58|59]| 60
61 (62|63 |164|65|66|67 |68 69| 70
TV 72|73 |74 |75 (76 |77 78|79 | 80
81 (82|83 84|85 |86 |87 88|89 90
91192 (9319495196 |97 |98 |99 | 100

Figura 49. Tabla del 100
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El objetivo de trabajar con esta técnica es que el alumnado llegue a formarse una
imagen mental de la tabla que le ayude a hacer el recorrido mental de la adicion
sin necesidad de tenerla presente.

Esta técnica tiene limitaciones. Por ejemplo en la adicion 27 + 15, en el momento
de desplazarnos horizontalmente al sumar las unidades, nos saldriamos de la tabla.
Habria que hacer un esfuerzo afiadido para imaginar que hace falta volver a entrar
por el principio de la siguiente fila y es obvio que para cantidades superiores a 100,
o bien nos imaginamos la tabla solo para las decenas y unidades o bien hay que
crear una tabla mas grande.

La linea numérica vacia es una estrategia semejante a la anterior pero intenta so-
lucionar las mencionadas limitaciones. Se trata de representar sobre una linea ho-
rizontal, los saltos mentales que el nifio o nifia hace cuando suma. Recoge las
anteriores estrategias emergentes y por tanto hay varias posibilidades para llegar
al resultado. Por ejemplo, si hay que sumar 27 mas 15 nos situamos en el 27 y a
modo de saltos (de la cantidad de unidades que cada uno quiera, es libre) y que
configuran el 15, nos acercamos al resultado final.

El objetivo, otra vez, es que contribuya al calculo mental, utilizando la linea de
manera mental haciendo cada vez saltos mas adecuados a las cantidades que he-
mos de sumar.

A medida que se vaya dominando este calculo mental y se trabajen las otras opera-
ciones, se puede combinar gradualmente la adicion con ellas para hacer un trabajo
conjunto.

A.9. Resolver e inventar situaciones problematicas relacionadas con la adicion

Es en situaciones reales donde cobra especial sentido el trabajo hecho con la adi-
cion, porque realmente es la realidad la que origina interrogantes cuya respuesta
pasara por saber, en este caso, resolver adiciones.

A pesar de que la resolucion e invencion de problemas aparece como la cuarta fase
para trabajar las operaciones, nos encontramos en ella desde el principio, porque
presentamos las operaciones de manera contextualizada, a partir de situaciones
reales que han de resolverse y, por tanto, que pueden estar relacionadas con cual-
quier bloque de contenidos matematicos.

Trabajaremos la resolucion de problemas tomando como orientacion las cuatro
fases de Polya (entender el problema, elaborar un plan, ejecutar el plan y examinar
la solucion obtenida) y reflexionando con el alumnado sobre la importancia, desa-
rrollo y utilidad de cada una de ellas.

Cuando estén resolviendo los problemas, hemos de aprovechar los errores que pue-
dan surgir para reflexionar con los nifios y las nifias sobre ellos y, como consecuencia,
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potenciar nuevas situaciones de aprendizaje a partir de la reflexion. Es muy impor-
tante diferenciar entre los errores de calculo y los errores de razonamiento dado que
exigen métodos diferentes para su tratamiento.

Hemos de acostumbrarlos a estimar el resultado de la situacion problematica con
la finalidad de practicar el calculo mental y que se hagan una idea del numero que
deben obtener.

Iniciaremos el trabajo en 1.° de Primaria, con problemas que necesiten ser resueltos
con una adicion, seguidos de otros que necesiten dos. Estos problemas seran con
numeros de hasta dos cifras, para pasar en 2.° de Primaria a numeros de tres ciftas.

También, y dentro de este 1. ciclo, se pueden trabajar problemas que necesiten
para su resolucion la combinacion de una adicién y una sustraccion.

Insistiendo en las fases de Polya mencionadas anteriormente y para posibilitar el
correcto desarrollo de la primera de ellas tendremos que trabajar problemas con
diferentes tipos de enunciados:

* En un primer momento, resolveran problemas con enunciados claros, orde-
nados, completos, sin errores...

* Enun segundo momento, problemas con enunciados confusos, incompletos,
con datos que falten, con datos que sobren...

El alumnado ha de trabajar también la invencion de problemas relacionados con
la adicion. Lo que se pretende es comprobar si son capaces de generar situaciones
que se resuelvan con la operacion estudiada. El trabajo de inventar problemas sera
posterior al de resolverlos. No les pediremos nunca que inventen un problema de
un tipo que aln no se haya resuelto.

Cada vez que les propongamos la invencion de un tipo nuevo de problemas segui-
remos los pasos que se muestran a continuacidon y que se encuentran secuenciados
segun nuevas dificultades, independientemente del curso en el que estemos:

* Con ayudas:

— Les daremos los nimeros, las operaciones y el contexto que intervienen
en la situacion (inventa un problema de patos y conejos, con un 15 y un
38, que se resuelva con una adicion, por ejemplo).

— Les daremos los nimeros y las operaciones, pero no el contexto (inventa un
problema conun 15y un 38, que se resuelva con una adicion, por ejemplo).

* Sin ayudas: les daremos solo las operaciones que han de aparecer en la si-
tuacion problematica (inventa un problema que se resuelva con una adicion,

por ejemplo).

En un momento posterior al de inventar las situaciones problematicas, las inter-
cambiardn con los compafieros para que ningln niflo o nifia resuelva la que €l
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mismo ha inventado, con la finalidad de potenciar su capacidad tanto de redaccion
como de expresion matematica, que implicara la exigencia de claridad y de totali-
dad en datos e incognitas.

En los ciclos posteriores se continuara con las tareas de resolucion e invencion de
situaciones problematicas relacionadas con la adicidn, en las que esta operacion se
combinara con las otras tres a medida que vayan dominandolas.

A.10. Realizar ejercicios practicos de adiciones en el sistema de numeracion
sexagesimal

Este tipo de adiciones se trabajaran en el 3. ciclo de Primaria, aprovechando que
pueden encontrarse situaciones problematicas mas complejas relacionadas con la
medida del tiempo o de la amplitud angular. Esta introduccion a la adicion en el
sistema sexagesimal se desarrollard de manera progresiva, haciendo operaciones
sin llevar y posteriormente llevando, en los segundos, en los minutos, en los dos
alavez...

La adicion sin llevar en el sistema sexagesimal se realizard sumando por separado
cada uno de los 6rdenes de unidades como se puede ver en el siguiente ejemplo:

25h 15min 195
+ 10h 40min 20s

35h 55min 39s

Hay que observar que en la operacion conviven las cifras indoarabigas y los or-
denes de las unidades del sistema sexagesimal, y que resulta imprescindible tener
presente este hecho para la comprension del algoritmo de la adicion en este sistema.

Es necesario incidir con el alumnado en que el hecho de llevar ocurre en este caso
cuando sobrepasamos los 60 en alguno de los dos primeros 6rdenes de unidades
y que se hacen las transformaciones de los resultados sin memorizar los procesos
de «llevar una» por la poca frecuencia con la que necesitamos estas operaciones y
para evitar el trabajo mental con numeros tan grandes.

A continuacion presentamos un ejemplo de adicion en el sistema sexagesimal,
llevando en los segundos, en el que representamos de manera numérica el proceso
de la operacion y los cambios necesarios para llegar al resultado final correcto:

25h 15min 19 s
+ 10h 40 min 50 s

35h 55 min 69's

o

+1 min

56 min
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Anélogamente, se muestra ahora un ejemplo de adicion en el sistema sexagesimal,
llevando en los segundos y en los minutos:

25h 15min 19 s
+10h 46 min 50 s

35h

+1h 61 min 68s

36 h

9s

+1 min
bQ{nin

2 min

El procedimiento serd analogo cuando trabajemos con cantidades referentes a la
amplitud angular.

B. Sustraccion

La nocidn de sustraccion de nimeros naturales va ligada, de la misma manera que
la de la adicion, al concepto de conjunto.

Atendiendo a su definicion, la sustraccion es la operacion que nos permite calcular
la resta o diferencia entre dos nimeros, entendiendo que esta resta es el cardinal
del complementario de un subconjunto, cuyo cardinal es el nimero menor, respec-
to de un conjunto, cuyo cardinal es el nimero mayor.

Pero, a diferencia de la adicion que solo estaba relacionada con situaciones «de
afadir y reunir», la sustraccion se asocia con varios tipos de situaciones que le dan
también significados diferentes.

Partiremos de actividades practicas y manipulativas, para recrear situaciones que
nos permitan trabajarlos todos y utilizaremos la sustraccion como herramienta
para resolver los tipos de situaciones siguientes:

* De disminuir: «8 alumnos estan haciendo un dibujo, acaban 5, ;cudntos que-
dan dibujando atn?». Este caso es una aplicacion directa de la definicion.
Hay una situacion final en la que se ha encontrado el complementario del
subconjunto de nifios que ya han acabado el dibujo. Se trata de simbolizar
con una sustraccion lo que ha pasado.

* De afadir para llegar a una nueva cantidad: «Si una nifia necesita 9 piezas

para montar un juguete y solo tiene 3, ;cudntas le faltan?». Esta situacion re-
cuerda a la adicidn, pero en el fondo es una accion contraria a sumar, porque
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consiste en completar una unioén de dos conjuntos en la cual se conoce uno
y el resultado de la union. Por tanto, la simbolizacion partira de una adicion
incompleta para llegar a una sustraccion.

* De comparar cardinales: «Tengo 4 euros y ti 7, ;cudntos tienes mas que
yo?». La accion real es comparar los cardinales de dos conjuntos disjuntos,
pero de nuevo la operacion interna es la sustraccion. Llegaremos a su simbo-
lizacion reflexionando sobre la idea de que los nifios tienen de la operacion
adquirida en las situaciones anteriores.

Por medio de ejemplos clarificadores y utilizando nimeros pequefios, iremos pro-
piciando los tres tipos de situaciones expuestas antes para conseguir una vision
completa de la operacion.

Se puede observar claramente que el fundamento matematico de esta operacion es
siempre el que se ha mencionado en la definicion y que, en cualquiera de los tres
tipos de situaciones reales, estamos encontrando el complementario de un sub-
conjunto: de forma directa en el primer caso; a partir de su unioén con el subconjunto
correspondiente en el segundo; a partir de la inmersién mediante una corresponden-
cia biunivoca del conjuntos con menos elementos en el otro y de su identificacion
con un subconjunto de este, en el tercer caso.

B.1. Construir la idea de sustraccion a partir del complementario de un subconjunto
de un conjunto dado, expresando los cardinales respectivos

En esta capacidad desarrollamos el trabajo correspondiente a la primera de las
fases de E-A de la sustraccion, que se realiza en el 1. curso de la etapa.

Partiremos de actividades practicas y manipulativas con el fin de recrear situa-
ciones que puedan identificar rdpidamente. Tendremos que presentar situaciones
en las que, en el estado final, haya una disminucion de la cantidad de elementos
respecto del estado inicial (prestar, perder, gastar, romper...).

Por ejemplo, si un nifio o una nifia tiene 5 lapices de colores para pintar una casita
y le presta 2 a un compafiero, le podemos preguntar, ;cuantos tienes ahora? Nor-
malmente lo que hard es contar los que le quedan 1, 2, 3, y responder: 3 lapices
de colores. Mentalmente no ha pensado «5 menos 2 es igual a 3», simplemente ha
contado.

Les propondremos que expliquen verbalmente lo que ha pasado con los objetos in-
sistiendo en la utilizacion de los nimeros que han intervenido en la situacion. Asi,
dirdn «tenia cinco colores y he prestado dos, entonces me quedan tres colores». En
posteriores repeticiones de las acciones, la verbalizacion ird evolucionando desde
expresiones como «tenia cinco y he prestado dos, entonces me quedan tres» hasta
llegar a «cinco menos dos son tres».
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Es conveniente que el alumnado acompaiie la manipulacion y verbalizacion con
una representacion grafica (figura 50) de lo que ha ocurrido con el material, en la
que ademas aparezcan los numeros involucrados.

5 nE

Figura 50. Representacion de la manipulacion de 5 menos 2

Esta tarea constituira, igual que en la adicion, el primer paso para valorar la impor-
tancia de aprender a resolver estas situaciones solo con los niimeros, sin que sea
necesario tener siempre a su alcance los objetos concretos que intervienen en ellas,
facilitando asi el acceso a la fase simbolica. Se introducira la palabra sustraccion
asociada a las relaciones numéricas que aparecen a partir de estas acciones mani-
pulativas.

El final de la fase sera pedir a los nifios y nifas que sean ellos y ellas quienes en-
cuentren o reconozcan situaciones de su vida personal que estén relacionadas con
la operacion (libros, cromos...).

B.2. Utilizar los signos «—» e «=» para simbolizar sustracciones. Identificar los
términos y signos de la sustraccion

Continuando en el 1. curso, una vez realizadas las acciones anteriores y cono-

cida la palabra sustraccion, es el momento de pasar a la segunda fase de e-a de

la operacion, introduciendo los signos «—» € «=»; entonces, el enunciado verbal

«cinco menos dos son tresy» se cambia por el enunciado numérico «5 —2 =3», en

un primer momento de manera horizontal, que cambiaremos posteriormente a la
5

disposicion vertical — 2 para facilitar mas adelante el aprendizaje del algoritmo.

3
Ademas, se tendrd que conocer la nomenclatura especifica: el 5y el 2, que son los

términos de la operacion, se llaman minuendo y sustraendo respectivamente, y el
3, que es el resultado, se llama resta o diferencia. El signo «—» se lee menos, y el signo
«=», igual (que ya conocen de la adicion).

En el momento que se conozcan los términos y signos de las restantes operaciones,
tendremos que comprobar que el alumnado los identifica y diferencia correctamente.
B.3. Realizar sustracciones de numeros a partir de la complementacion de

conjuntos

Es importante que después de haber introducido la expresion simbolica de la ope-
racion, esta no se desconecte de las acciones con las que se relaciona. Para eso,

@ M. Alcalde [ I. Pérez [ G. Lorenzo - ISBN: 978-84-695-9565-7 79 Los Numeros Naturales en el aula de Primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia90



también en el 1. curso y en momentos posteriores al trabajo de la capacidad ante-
rior, serd necesario mostrarles expresiones numéricas de sustracciones que debe-
ran resolver por medio de acciones de retirar una determinada cantidad de objetos
de un conjunto y averiguar cuantos quedan después de hacerlo.

Este es un trabajo inverso al realizado en las dos capacidades anteriores, en las
que el alumnado avanzaba desde las acciones con los objetos hasta las expresiones
simbolicas de las situaciones.

Si los nifios y las nifias son capaces de encontrar los resultados de las sustraccio-
nes propuestas sin recurrir a los objetos, pueden resolverlas de esta manera, pero
tendremos que reflexionar con ellos y ellas sobre el significado de la operacion y
sobre su relacion inequivoca con situaciones en las que se retiran unos elementos
de un conjunto de partida obteniendo como resultado un numero menor que el
cardinal inicial de este.

B.4. Asociar la sustraccion con uniones de conjuntos disjuntos en las que falte uno
de dichos conjuntos, expresando los cardinales respectivos

Después de haber introducido las primeras situaciones reales que necesitan la sus-
traccion y aun dentro de la primera fase de E-A de esta operacion en el 1. curso
de la etapa, trabajaremos un nuevo tipo de situaciones que también se resuelven
restando y en las cuales es necesario afiadir elementos a un conjunto inicial para
formar otro con un cardinal mayor.

Por ejemplo, si un nifio o una nifia tiene 5 lapices de colores y necesita 8 para pin-
tar una casita, la pregunta serd, ;jcuantos te faltan? Normalmente, lo que hara es
coger de una bandeja los 3 que le faltan, afiadiéndolos a los 5 iniciales, mientras
va contando desde 5 hasta 8.

Les propondremos que expliquen verbalmente qué ha pasado con los lapices de
colores insistiendo en la utilizacién de los nimeros que han intervenido en la si-
tuacion. Surgiran expresiones del tipo «tenia cinco colorines y he tenido que coger
tres mas para tener ocho», que iremos abreviando hasta llegar a «tenia cinco y he
cogido tres para tener ochoy.

De la misma manera que en la capacidad B.1, es conveniente que el alumnado

acompafie la manipulacion y la verbalizacion con una representacion grafica (fi-
gura 51) de lo que ha ocurrido con el material, en la que, ademads, aparezcan los

numeros involucrados.
D1 | s
5 3

Figura 51. Representacion de la manipulacion de 5 hasta 8
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Esta tarea constituird de nuevo el primer paso para valorar la importancia de apren-
der a resolver estas situaciones solo con los nlimeros, sin que sea necesario tener
siempre a su alcance los objetos concretos que intervienen en ellas, facilitando asi
el acceso a la fase simbolica.

Si les preguntamos cémo se podria escribir lo que ha pasado de una manera mas
rapida, solo con los niimeros, encontraremos que la operacion que se relaciona con
acciones de afiadir elementos es la adicion. Surgira asi una expresion del tipo 5+ =
8, en la que el nimero buscado es uno de los sumandos de una adicion incompleta.

B.5. Completar adiciones en las que falte un sumando y simbolizar estas adiciones
incompletas usando los signos «—» e «=». Repasar los términos y signos de
la sustraccion

Con un trabajo semejante al de la capacidad B.3, propondremos en clase algunas
adiciones numéricas incompletas para que el alumnado las resuelva: 3+ =9, por
ejemplo.

Se pretende que relacionen las expresiones matematicas de las adiciones incom-
pletas con las situaciones reales que las provocan, es decir, situaciones de afiadir
euros, boligrafos, nifios, bocadillos..., a los que tienen al principio, para conseguir
una cantidad mayor. De nuevo es un trabajo inverso al realizado en la capacidad
anterior en la cual se avanzaba de los objetos hasta los niumeros.

Ante esta forma «extrana» de expresar las operaciones que estamos haciendo, les
podemos preguntar qué operacion da el resultado que obtenemos en cada caso par-
tiendo de los datos iniciales, con la intencion de llegar a transformar las adiciones
incompletas en sustracciones, el minuendo de las cuales es el resultado conocido
de la adicion y el sustraendo es el sumando también conocido. Asi nuestra adicion
anterior se transformariaen: 9 -3 =__

Una vez relacionada la sustraccion con estas situaciones, repasaremos los térmi-
nos y los signos correspondientes, revisando sus nombres y significados, y refor-
zando a la vez la asociacion del minuendo con el nimero mayor y del sustraendo
con el menor en cualquiera de los casos que se presente.

A partir de este momento resolveremos las situaciones «de afiadir para llegar a una

nueva cantidad» usando la sustraccion.

B.6. Asociar la sustraccion con la comparacion de los cardinales de dos conjuntos.
Utilizar los signos «—» e «=» para expresar numéricamente la diferencia
entre dichos cardinales. Repasar los términos y signos de la sustraccion

En esta capacidad continuamos todavia en el 1. curso de la etapa, dentro de la pri-
mera de las fases de E-A de esta operacion y trabajaremos un nuevo tipo de situaciones
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que también se resuelven restando y en las cuales es necesario comparar los cardi-
nales de dos conjuntos disjuntos para averiguar la diferencia entre ellos.

Por ejemplo, estamos en la biblioteca del aula e Inés ha cogido 6 cuentos. Si Angel
tiene 4, les podemos preguntar ;cuantos tiene Inés mas que Angel?

Para responder la pregunta se establece una correspondencia biunivoca entre los
conjuntos, que asocia todos los elementos de uno de ellos con algunos del otro y
se cuenta los que quedan sin asociar, en este caso 2.

Analogamente a los casos anteriores les propondremos que nos expliquen verbal-

mente qué han pensado para responder y que hagan un dibujo que lo represente
(figura 52), en el que aparezcan los nlimeros involucrados en la situacion.

———
— |

Figura 52. Representacion de la comparacion entre los cardinales 4y 6

Una vez encontrado el 2 como solucidn, les preguntaremos si es necesario siempre
hacer las correspondencias para resolver este tipo de situaciones o si se pueden
averiguar los resultados directamente con los nimeros. Se trata de saber si alguna
de las operaciones que conocen da como resultado el nimero obtenido partiendo de
los datos iniciales en cada caso. Después de que los nifios respondan refiriéndose
a la sustraccion, el resultado de nuestra comparacion se simbolizaria: 6 — 4 = 2.

Asociaremos entonces la sustraccion con las situaciones de comparacion de car-
dinales trabajadas y, a partir de ahora, siempre la utilizaremos como la operacion
que resuelve este tercer tipo de situaciones.

Representaremos las sustracciones de la forma ya conocida por las capacidades
anteriores y repasaremos la identificacion del minuendo con el cardinal mayor y
del sustraendo con el menor, recordando también los signos de la operacion.

B.7. Conocer los resultados de las sustracciones basicas (las que se deducen de
la tabla de la adicion)

Simultdneamente al trabajo de manipulacion de objetos cotidianos, que habran
retirado, afiadido, comparado cuantitativamente, etc., y con el fin de almacenar los
resultados de las sustracciones realizadas, pueden rellenar una cuadricula en la que
se recojan las sustracciones basicas, con el objetivo de ayudarles en los calculos de
las sustracciones posteriores.
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En 1. curso de Primaria, se representaran solo resultados de sustracciones sin lle-
var y se obtendrd la tabla siguiente (se consideran como minuendos los nimeros
situados en el eje horizontal y como sustraendos los colocados en el vertical):

- 1|2|3|4|5|6|7]|8]9
140 |1 |2(3]4|5|6|7|8
2 011 12(3[4|5]|6|7
3 O[1(12|3]4]5]6
4 01112(3]4]5
5 0|1(12(3|4
6 01123
7 0|12
8 01
9 0

Observaremos que no pueden rellenarse todas las casillas. Las de la parte inferior
izquierda de la tabla se quedan vacias porque el nimero a colocar seria negativo y
aun no conocen numeros de este tipo.

En 2.° curso se empieza a trabajar la sustraccion llevando. Es el momento de am-
pliar la tabla anterior afiadiendo en la parte de los minuendos los nimeros que
aparecen como resultados en la tabla de la adicion y manteniendo los mismos
sustraendos. De esta manera se incorporan a la tabla los resultados de las sustrac-
ciones inmediatas, necesarias para trabajar los algoritmos llevando que desarrolla-
remos a continuacion.

Por tanto, la tabla se extendera hacia la derecha con la incorporacion de las casillas

siguientes:
-V10\ 1112|1314 |15|16|17|18
119
21819
3171819
416 | 71819
5051671819
6145|6789
7131415167819
1213456789
Igl1 1234|5617 9
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También ahora observamos que no se llenen todas las casillas. Las de la parte su-
perior derecha de la tabla se quedan vacias porque es innecesario recordar esos re-
sultados de manera automatica ya que no corresponden a sustracciones inmediatas.

B.8. Descubrir el algoritmo de la sustraccion «sin llevary y utilizarlo para realizar
sustracciones «sin llevary, con el minuendo y el sustraendo colocados vertical
v horizontalmente

En la 3.7 fase de E-A de la sustraccion y cuando se presente en el aula una situacion
en la que sea necesario restar con el minuendo y el sustraendo de mas de una cifra,
sera el momento de introducir los algoritmos de esta operacion (no se necesitan
para restar dos nimeros de una cifra).

A continuacion se propone la primera parte de una secuencia didactica ordenada
por niveles de dificultad segun la cual se deberian introducir los algoritmos de la
operacion en el 1.y 2.° ciclo de Educacion Primaria.

Empezaremos por la sustraccion «sin llevar» (ninguna de las cifras del minuendo es
menor que la correspondiente del sustraendo) que puede recorrer los siguientes tramos:

1. Sustraccion de dos nimeros de dos cifras: 25 — 13.

2. De uno de dos cifras con otro de una: 13 — 5.

3. De dos niameros de tres cifras: 325 — 124.

4. De uno de tres cifras con otro de una o dos cifras: 325 — 4, 325 — 24,

Trabajaremos la construccion de este algoritmo, para su comprension y posterior
automatizacion, con la ayuda de los materiales didacticos que ya conocen (como
son los BM y los dbacos) y la transcripcion escrita de las acciones que realizan.

Supongamos que se presenta en clase una situacion problemadtica como la siguien-
te: «Nos encontramos en la clase de 1.° de Primaria y contamos con 27 euros para
comprar material escolar. Si gastamos 12 euros en papel, ;cuantos nos quedaran
para boligrafos, gomas, etc.?».

Se comentara con ellos y ellas como encontrar la respuesta al problema y llega-
remos a la conclusion de que es necesario resolver la sustraccion de 27 menos
12, pero no la saben calcular numéricamente atin porque sus términos son de dos
cifras y ya no se encuentran en la tabla de la sustraccion.

Después de que diferentes miembros del alumnado presenten sus propuestas de
resolucion de la operacion y en la busqueda de la manera comtn de hacerlo, intro-
duciremos el algoritmo estandar correspondiente.

Haciendo uso de los materiales didacticos, en el caso de los BMm, para el 27 tendran
dos barras y siete cubos, y para el 12 una barra y dos cubos. Si utilizan dos dbacos
verticales, en el primero representaran el minuendo que serd el 27 y en el segundo el
sustraendo, el 12. Se muestra en la figura 53 esta ayuda, por ejemplo con los dbacos.
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Figura 53. Representacion de 27 y 12 con abacos

Antes de continuar con la manipulacion de los materiales se comenta con el alum-
nado la necesidad de expresar por escrito lo que ocurre numéricamente, para guar-
dar memoria del proceso que se estd desarrollando y del resultado final. Para in-
dicar las decenas y las unidades a la hora de simbolizar la operacion, podemos
utilizar, si es necesario, las expresiones con unidades separadas:

Les preguntamos qué deberian hacer para obtener el resultado final. Con los Bm lo
resuelven quitando, uno a uno, los cubos y las barras del 12 a la vez que quitan la
misma cantidad, respectivamente, en el 27. A continuacion nos dicen lo que queda
del 27, cuando del 12 ya no haya ninguna pieza. El resultado es una barra y cinco
cubos; es decir, 15. El proceso ha consistido en retirar la misma cantidad de piezas
iguales de los dos términos hasta que en el sustraendo no quede nada, verbalizando
en todo momento lo que hacen.

En el caso de los abacos tendran que ir quitando igual cantidad de bolas de las mis-
mas posiciones en los dos abacos hasta que en el abaco del sustraendo no quede
ninguna (figura 54).

Figura 54. Representacion del proceso de la sustraccion: 27 — 12

Cuando del sustraendo no quede ninguna bola, en el abaco del minuendo estara
representado el resultado final de la operacion. Al finalizar la tarea, encontraran 5
bolas en la varilla de las unidades y 1 en la de las decenas como se muestra en la
figura 55. Por tanto, el resultado es el numero 15.
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Figura 55. Representacion con abacos del resultado de 27 — 12

También se podria realizar la operacion utilizando un dbaco solamente y aplicando
el procedimiento adecuado. Representan el 27, que es el minuendo y quitan 12, es
decir, quitan dos bolas de la primera varilla y una de la siguiente empezando por
la derecha. El nimero que queda representado es el 15.

De manera simultanea a la manipulacion con cualquiera de los materiales y la
correspondiente verbalizacion, trabajaremos la representacion simbolica con las
cifras:

Cuando el alumnado deje de necesitar las unidades separadas para entender la
27

operacion, se escribira la sustraccion con la expresion usual: — 12

15
La comprension clara de las cifras que representan cada orden de unidades haré
que la colocacion de los términos de la sustraccion en columna sea correcta, sin
necesitar las expresiones con unidades separadas. No se deberia pasar a la dispo-
sicion horizontal (27 — 12 = 15) hasta que no esté clara la representacion vertical.

Para volver al contexto del trabajo, responderemos a la pregunta de la situacion
problematica de partida: «Nos encontramos en la clase de 1.° de Primaria y con-
tamos con 27 euros para comprar material escolar. Si gastamos 12 euros en papel,
nos quedaran 15 para boligrafos, gomas, etc.».

Se han de hacer mas ejemplos de sustraccion reflexionando con el alumnado sobre
la relacion entre las cifras del minuendo y sustraendo y las de la resta o diferencia,
ayudandoles a que por medio de las situaciones problematicas trabajadas lleguen a
la conclusion: «la cifra de las unidades del resultado es la diferencia entre las cifras
de las unidades del minuendo y sustraendo, y la cifra de las decenas del resultado es
la diferencia entre las cifras de las decenas de los mencionados términos». De esta
manera el alumnado observa que se ha transformado una sustraccion de numeros de
dos cifras en dos sustracciones de nimeros de una cifra, que ya sabian resolver y asi
descubren como funciona el algoritmo usual de la sustraccion sin llevar.
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Numéricamente se seguird un procedimiento semejante para restar sin llevar en los
diferentes tramos de la secuencia didactica propuesta.

Enel 1. ciclo de Primaria ha de quedar consolidado este algoritmo, y asi no habra
problemas con la sustraccion sin llevar cuando trabajemos con nimeros mas gran-
des en cursos posteriores, tanto si la operacion se realiza en disposicion vertical
como horizontal.

El objetivo final sera llegar a usar este algoritmo de la sustraccion con la expresion
usual de los términos como la manera natural de resolver las sustracciones asocia-
das a la resolucion de situaciones problematicas.

Una vez estd entendida la sustraccion sin llevar y ya en 2.° de Primaria, es el
momento para superar la barrera que los separa del reto siguiente: resolver el
problema que supone la sustraccion de nimeros, cuando en algiin orden de uni-
dades la cifra del minuendo es menor que la correspondiente del sustraendo, lo
que quiere decir que es necesario hacer una sustraccion «llevandoy.

Proponemos ahora la segunda parte de la secuencia didactica ordenada por ni-
veles de dificultad seglin la cual se deberian introducir los algoritmos (natural
y estandar) de la operacion en el 1.y 2.° ciclo de Educacion Primaria y que se
refiere a la sustraccion «llevandoy:

1. Sustraccion «llevando» en las unidades, por ejemplo: 52 — 35,23 — 5,545 —
—439,335-128...

2. En las decenas unicamente: 325 — 82, 525 — 431...

. En las unidades y decenas: 532 — 285, 436 — 69...

4. En las centenas y ordenes superiores: 1375 — 747, 12715 —4972...

(98]

B.9. Descubrir el algoritmo «naturaly de la sustraccion «llevandoy y utilizarlo
para realizar sustracciones «llevandoy», con el minuendo y el sustraendo
colocados vertical y horizontalmente

Seguimos en la 3.* fase de E-a de la sustraccion y a continuacidon presentamos,
para 2.° curso de Primaria, la construccion del algoritmo natural de la sustraccion
llevando, que consiste en pedir prestada en el minuendo una unidad a la cifra del
orden siguiente al que encontramos la dificultad para restar y afiadirla a la cifra
problematica descompuesta en 10 unidades de su orden.

Tal como se ha trabajado en algoritmos anteriores, para la construccion, comprension
y posterior automatizacion, se utilizaran materiales didacticos que ya conocen (como
son los BM y los abacos) y la transcripcion numérica de las acciones que realizan.

Supongamos que se presenta en clase una situacion problemadtica como la siguien-
te: «Nos encontramos en la clase de 2.° de Primaria y de 45 libros que tiene una
coleccion de cuentos en el aula tenemos 28. Queremos saber cudntos quedan en la
biblioteca del colegio, sin tener que ir hasta alli para contarlosy.
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Después de que diferentes miembros del alumnado presenten sus propuestas de
resolucion de la operacion y en la busqueda de una manera comun de hacerlo,
introduciremos el algoritmo natural de la sustraccion llevando.

La idea es que puedan construir el algoritmo a partir de la manipulacion de los
materiales mencionados, reflexionando sobre los pasos que les conduciran a en-
contrar la solucion.

El primer paso sera representar los nimeros 45 y 28 con los materiales didacticos
que estén utilizando. De la misma manera que en los ejemplos anteriores, para el
caso de los BM seleccionan 4 barras y 5 cubos para el 45, y dos barras y ocho cubos
para el 28 (figura 56). Si utilizan dos dbacos verticales, en el primero representaran
el minuendo que sera el 45 y en el segundo el sustraendo, el 28.

e a8 | 55
N B & - @@@
) 0 ) O ] &
1 N ) ] O

Figura 56. Representacion de 45 y 28 con BM

Para guardar registro numérico de lo que hacen y de manera analoga a los casos
anteriores, les pediremos que representen la operacion de la siguiente manera:

4 [10] 5
- 2[10] 8

Cuando intenten resolverla, observardn que no tienen 8 cubos u 8 bolas para qui-
tar de las unidades del minuendo y dedicaran tiempo a pensar para resolver este
problema.

El conocimiento del snp les hara llegar, sin demasiada ayuda, a hacerse la pre-
gunta: «;Podemos coger un barra de las cuatro que tenemos y sustituirla por diez
cubos o una bola de la varilla de las decenas y sustituirla per diez bolas de la varilla
de las unidades?». A partir de dar una respuesta afirmativa a esta pregunta, les que-
da claro lo que han de hacer: pedir prestada una decena en el minuendo y descom-
ponerla en 10 unidades para afiadirlas a las unidades de este término (figura 57).

g 9 5 O
(] @@@
5 5 5
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Figura 57. Representacion de la transformacion de una decena del 45 en 10 unidades
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Los 10 cubos transformados o las 10 bolas de la varilla de las unidades de los
abacos convierten en 15 las unidades del minuendo. Ahora si pueden quitar 8 uni-
dades de los dos términos, ademas de quitar después las dos decenas (figura 58).

g & '@éf?
55 Zzz
s 7

Ky

Figura 58. Representacion del proceso de la sustraccion de 45 menos 28

El resultado obtenido sera 17 y, por tanto, verbalizaran «cuarenta y cinco menos
veintiocho son diecisiete», y podran trasladarlo a la expresion numérica siguiente:

Este es el procedimiento que llamamos algoritmo natural, de descomposicion o
de préstamo porque, como hemos dicho antes y acabamos de poner en practica,
consiste en pedir prestada en el minuendo una unidad a la cifra del orden siguiente
al que encontramos la dificultad para restar y afiadirla a la cifra problematica des-
compuesta en 10 unidades de su orden.

Cuando el alumnado deje de necesitar las unidades separadas para entender el al-
/13{ '5
2 8 ,
17
en la que indicamos la transformacion realizada y las diez unidades que se afiaden

a las unidades del minuendo se anotan de manera grafica con un 1 mas pequefio
sobre la columna de las unidades en posicion exponencial-anterior.

goritmo, se escribird la sustraccion con la expresion usual:

La comprension clara de las cifras que representan cada orden de unidades haré
que la colocacion de los términos de la sustraccion en columna sea correcta, sin
necesitar las expresiones con unidades separadas. No se deberia pasar a la dispo-
sicion horizontal (45 — 28 =17) hasta que no esté clara la representacion vertical.

Una vez se ha obtenido la solucion de la operacion se proporciona la respuesta a

la situacion problematica planteada: «De los 45 libros que tiene una coleccion de
cuentos, en el aula hay 28. Quedan, por tanto, 17 en la biblioteca del colegio».
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Se deben hacer mas ejemplos de sustraccion reflexionando con el alumnado sobre
la relacion entre las cifras del minuendo y sustraendo y las de la resta o diferencia,
ayudandoles a que por medio de las situaciones problematicas trabajadas lleguen a
la conclusion: «si la cifra de las unidades del minuendo es menor que la correspon-
diente del sustraendo transformamos una decena del minuendo en diez unidades
que afiadimos a las unidades del minuendo, y entonces procedemos como si fuera
una sustraccion sin llevar». Asi descubren como funciona el algoritmo natural de
la sustraccion en estos casos.

Se seguird un procedimiento semejante para restar llevando en las decenas con
numeros de tres cifras e intentaremos que para restar llevando en unidades y en
decenas no sea necesaria la utilizacion de los materiales.

A continuacion se muestra un ejemplo de representacion numérica de una sustrac-
cion llevando en las decenas, 554 — 362, que se realizard con unidades separadas,
si es necesario:

5[100] 5[10] 4
- 3[100] 6[10] 2 | = - 3[100] 6[10] 2
2

7

5'5 4
o directamente con la expresion definitiva del algoritmo natural: -3 6 2
1 92

Se haran mas ejemplos de sustracciones asociadas a la resolucion de situaciones
problematicas, hasta que los alumnos utilicen este algoritmo como la manera usual
de resolver las sustracciones llevando.

B.10. Descubrir el algoritmo «estandary de la sustraccion «llevandoy y utilizarlo
para realizar sustracciones «llevandoy», con el minuendo y el sustraendo
colocados vertical y horizontalmente

Este algoritmo, llamado también usual o habitual, se introduce como una conti-
nuacioén del anterior, después de comprobar que el algoritmo natural puede resultar
complicado en sustracciones con gran cantidad de ceros en el minuendo, como por
ejemplo, 20.003 — 1.956. Ademas de esta razon mas practica, hay otras, como el
extendido uso social de este algoritmo y la normativa vigente, que indica la nece-
sidad de trabajar los algoritmos estandar.

A partir de situaciones problematicas que necesitan una sustraccidon para resol-

verlas, se introducira este algoritmo con la ayuda del teorema de las sustracciones
Equivalentes, también llamado propiedad de la compensacion.
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A continuacidn pasamos a trabajar el teorema:

Supongamos que se presenta en clase una situacion problemadtica como la siguien-
te: «Manuel explica a los compaferos y compafieras: tengo 13 cuentos de una
coleccion de 20 cuentos, /cuantos me faltan para completarla? Este fin de semana
comprar¢ dos mas, pero me he enterado de que la editorial ha decidido aumentar la
coleccion en dos volumenes. ;Cuantos me faltan ahora para completarla?».

Los compaiieros de clase proceden a resolver la situacion planteada por Manuel:

* Cuentos que le faltan ahora: 20 — 13 =7.
* Cuentos que le faltardn después del fin de semana: (20 +2) - (13 +2) =22 —
-15="17.

El resultado de la 2.? sustraccion no ha variado.

Las sustracciones 22 — 15 y 20 — 13 por tener el mismo resultado se llaman sus-
tracciones equivalentes.

Se haran mas ejemplos de sustracciones asociadas a la resolucion de situaciones
problematicas de este tipo, reflexionando con el alumnado sobre la relacion de los
dos resultados obtenidos, ayudandoles a que lleguen a la conclusion: «si aumen-
tamos o disminuimos en la misma cantidad los dos términos de la sustraccion la
diferencia no variay.

Este hecho se conoce con el nombre de teorema o propiedad de las sustracciones
equivalentes, y es la base teorica del algoritmo estandar o habitual de la sustrac-
cion llevando.

La expresion formal de este teorema o propiedad es:

VYa bc EN/az=bz=c: (aic)—(bic)=a—b.

Cuando los nifios y las nifias hayan interiorizado esta propiedad de las sustraccio-
nes, serd el momento de introducir el algoritmo estandar de la sustraccion llevando.
Estamos en la 3.7 fase de E-a de la sustraccion, pero en 3.* curso de Primaria. Para
trabajar la comprension y la automatizacion del algoritmo, utilizaremos los mate-
riales didécticos que ya conocen (como son los bloques multibase y los dbacos) y
la transcripcion escrita de las operaciones que realicen.

Supongamos que se presenta en clase una situacion problemadtica como la siguien-
te: «Nos encontramos en la clase de 3.° de Primaria y de 45 libros que tiene una
coleccion de cuentos, en el aula hay 28. Queremos saber cudntos quedan en la
biblioteca, sin tener que ir hasta alli para contarlos».

Se comentard con ellos y ellas como encontrar la respuesta a la situacion y lle-

gardn a la conclusion de que deben resolver la sustraccion de 45 menos 28.
Después de que diferentes miembros del alumnado presenten sus propuestas de
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resolucion de la operacion y en la busqueda de una manera comun de hacerlo,
introduciremos el algoritmo estandar correspondiente.

Haciendo uso de los materiales didacticos, en el caso de los BMm, para el 45 tendran
cuatro barras y cinco cubos, y para el 28 dos barras y ocho cubos. Si utilizan dos
abacos verticales, en el primero representaran el minuendo que serd el 45 y en el
segundo el sustraendo, el 28. Se representa en la figura 59 esta ayuda con los dbacos.

Figura 59. Representacion de 45 y 28 con abacos

Antes de continuar con la manipulacion de los materiales se comenta con el alum-
nado la necesidad de expresar por escrito lo que ocurre numéricamente, para tener
memoria del proceso que se va a desarrollar y del resultado final. Para indicar las
decenas y las unidades a la hora de simbolizar la operacion, pueden utilizar, si es
necesario, las expresiones con unidades separadas:

Les preguntamos qué deberian hacer para obtener el resultado final y observan que
no pueden quitar las 8 unidades del sustraendo a las unidades del minuendo; de-
dican tiempo a pensar para resolver este problema. Como han aprendido en el algo-
ritmo natural, proponen descomponer una decena del minuendo en diez unidades y
anadirlas a las que ya tenia este término. Les diremos que la condicion para operar
ahora es que no pueden transformar decenas en unidades, que han de buscar otro
procedimiento para resolver la operacion.

De nuevo dedican tiempo a pensar. Es mas complicado y, en un primer momento,
con la referencia del algoritmo natural, como el problema de no poder restar se les
presenta en las unidades, para el caso de los BM lo resuelven afiadiendo 10 cubos
a la representacion del minuendo (que es el 45). Preguntamos al alumnado si esta
accion modificara el resultado de la operacion. Ayudandoles en la reflexion y la
busqueda de la respuesta, intuyen ellas y ellos que si; entonces hemos de conti-
nuar haciendo alguna cosa para que el resultado no varie y recordando el Teorema
de las Sustracciones Equivalentes, lleguen a la conclusion de afadir también la
misma cantidad de cubos al sustraendo (que es el 28), con lo que en el minuendo
tendremos 4 barras y 15 cubos, y en el sustraendo 2 barras y 18 cubos.
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Analogamente, en el caso de los dbacos procederian anadiendo 10 bolas en las uni-
dades de la representacion del minuendo y para que el resultado no varie anadirian
también 10 bolas en las unidades del sustraendo, como se muestra en la figura 60.

.10

.10

Figura 60. Representacion con abacos de como se afiaden 10 unidades a los términos de 45 — 28

De manera simultanea al trabajo con cualquiera de los dos materiales, verbalizan
lo que ha pasado y lo representan numéricamente:

4[10] 15
- 2[10] 18
7

Comprueban que las unidades afnadidas no son la solucion porque asi contintian
teniendo mas unidades en el sustraendo que en el minuendo. Por el buen conoci-
miento que tienen del funcionamiento del sND y para solucionar la situacion, en el
caso de los BM transforman los 10 cubos del sustraendo en una barra y la anaden a
las decenas: asi si que tenemos mayor cantidad de unidades en el minuendo para
poder restar, concretamente, tenemos 4 barras y 15 cubos, y en el sustraendo 2 + 1
barras y 8 cubos. En los dbacos, analogamente al trabajo hecho con los BMm, llegan
a transformar las 10 bolas que se habian afiadido a las unidades del sustraendo en
una bola en la varilla de las decenas del mismo término. Se representa en la figura
61 el resultado de la transformacion con los abacos.

.10

Figura 61. Representacion con abacos de la transformacion de 10 unidades en una decena
en el sustraendo

Con el alumnado, simultdneamente a la manipulacion con los materiales, verbali-
zaremos lo que ha pasado y lo representaran numéricamente:

4[10]15
- 2+1[10] 8
7
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En los BM ahora si pueden retirar 8 cubos de ambos términos de la sustraccion,
quedandonos del minuendo solo 7 cubos, entonces quince menos ocho son siete.
Con los abacos quitan bolas de la varilla de las unidades de los dos dbacos al mis-

mo tiempo hasta que no quede ninguna en el sustraendo, como se muestra en la
figura 62.

Figura 62. Representacion con abacos de la sustraccion en las unidades

Combinado con el trabajo de manipulacion de los materiales y la correspondiente
verbalizacion, se realiza la representacion simbolica con las cifras, para fijar lo que
se ha hecho:

4[10] 15
-2+1[10] 8
7

Para acabar la manipulacion de los BM y completar el proceso, quitaran de los dos
términos la cantidad de barras que ahora hay en el sustraendo, es decir, 4 menos 3
es 1. Ya tenemos el resultado, una barra y siete cubos, diecisiete, entonces cuarenta
y cinco menos veintiocho son diecisiete. En los dbacos, quitan una a una bolas de
la varilla de las decenas del sustraendo y del minuendo hasta que del sustraendo
desaparezcan todas, quedandoles en el minuendo solo una bola, es decir, 4 menos
3 es 1. Ya tenemos el resultado, una bola y siete bolas en las tltimas varillas de la
derecha, respectivamente, como se muestra en la figura 63.

Figura 63. Representacion en abacos del resultado de 45-28
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Simultdneamente a la manipulacion con cualquiera de los materiales y la corres-
pondiente verbalizacion, trabajaremos la representacion simbdlica con las cifras:

4[10] 15
-2+1[10] 8
i[10] 7

Cuando el alumnado deje de necesitar las unidades separadas para entender la operacion,

4 '5
se escribira la sustraccion con la expresion usual, inicialmente con ayudas: g
1 7

donde las diez unidades que se afiaden a las unidades del minuendo se se-
flalan de manera grafica con un 1 mas pequefio sobre la columna de las uni-
dades en posicion exponencial-anterior y la decena afiadida al sustraendo con un
mas 1 en posicion exponencial.

La comprension clara de las cifras que representan cada orden de unidades haré
que la colocacion de los términos de la sustraccion en columna sea correcta, sin
necesitar las expresiones con unidades separadas. No se deberia pasar a la dispo-
sicion horizontal (45 — 28 = 17) hasta que no esté clara la representacion vertical.

Para volver al contexto del trabajo, responderemos a la pregunta de la situacion
problematica de partida: «De los 45 libros que tiene una coleccion de cuentos, en
el aula hay 28. Quedan, por tanto, 17 en la biblioteca del colegio».

Se han de hacer mas ejemplos de sustraccion reflexionando con el alumnado sobre
la relacion entre las cifras del minuendo y sustraendo y las de la resta o diferencia,
ayudandoles a que, por medio de las situaciones problematicas trabajadas, conclu-
yan que en las sustracciones llevando en las unidades: «afiadir la misma cantidad
de la misma forma (10 unidades) al minuendo y al sustraendo es un paso inutily.

A partir de este momento, y posiblemente sin necesidad de utilizar los materiales,
en las siguientes sustracciones aplicaran lo que acaban de descubrir, y afiadirdn
directamente 10 unidades a la representacion del minuendo y 1 decena a la del sus-
traendo. De esta manera consiguen transformar la sustraccion llevando en otra sin
llevar. La representacion simbdlica (con unidades separadas, si es necesario) seria:

4[10] 15
- 2+1[10] 8
.

Los pasos siguientes de este trabajo se desarrollardn de manera semejante a lo que
se ha explicado anteriormente (finalizar la operacion, recontextualizar...).
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En la reflexion con el alumnado sobre la relacion entre las cifras de los términos
y las del resultado, les ayudaremos a que por medio de los ejemplos trabajados
lleguen a una conclusion semejante a: «si la cifra de las unidades del minuendo es
menor que la correspondiente del sustraendo afiadimos diez unidades a las unida-
des del minuendo y una decena a las decenas del sustraendo, entonces procedemos
como si fuera una sustraccion sin llevar». Han descubierto como funciona este
procedimiento que llamamos algoritmo estandar para sustracciones llevando en
las unidades.

El objetivo final sera llegar a usar el algoritmo estandar con la expresion usual de
los términos de la sustraccion, como la manera habitual de resolver las sustrac-
ciones llevando, en las que las unidades que se afiaden y la decena que se lleva se
recordardn de manera mental.

En 3.* curso de Primaria, se seguird un procedimiento semejante para restar lle-
vando en las decenas con nimeros de tres cifras e intentaremos que para restar
llevando en unidades y en decenas no sea necesaria la utilizacion de los materiales.
Para verlo en unidades y decenas, desarrollamos el ejemplo siguiente, 751 — 362
que se realizard con unidades separadas, si es necesario:

1 7[100]  15[10] 11
- 3[100] 6[10] 2 | = - 3+1[100] 6+1[10] 2

7 3 [100] 8[10] 9
751
o directamente con la expresion definitiva del algoritmo estandar: -3 6 2.
389

En 3.7 curso de Primaria ha de quedar consolidado el funcionamiento de este algo-
ritmo, y asi no habra problemas con el algoritmo estandar de la sustraccion llevan-
do cuando trabajen con nimeros mas grandes en cursos posteriores y generalicen
su uso, tanto si la operacion se realiza en disposicion vertical como horizontal.

B.11. Desarrollar la agilidad mental en el calculo de la sustraccion

De manera espontanea, y utilizando el mismo procedimiento que en la adicion, en
voz alta, en un juego, en diferentes situaciones, etc., y siempre en un nivel de me-
nos dificultad que el que en clase se trabaje en el ambito simbolico, utilizaremos
la sustraccion para trabajar el calculo mental. Es necesario realizar actividades de
restar sin usar 1apiz y papel. De hecho, es otro de los cédlculos mas relacionados
con la vida real junto con la adicion, porque en la calle y en casa, en situaciones
extraescolares, es donde mas adiciones y sustracciones haran.

En 1. ciclo de Primaria, se trabajara la tabla de la sustraccion, sustracciones de
dos cifras, empezando con decenas completas, y como en clase se ha trabajado la
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descomposicion polindmica, utilizaremos esta herramienta para el calculo mental.
Asi, si, por ejemplo, se les pide restar 29 — 5, mentalmente deberian pensar «29 es
20+ 9 — 9 -5 =4 entonces 29 — 5 = 24».

Anélogamente al caso de la adicion, hemos de estar atentos también a todas las
estrategias emergentes que aparecen en los nifios y nifias, a la construccion de su
propia manera de calcular mentalmente y a los instrumentos de ayuda explicitados
en la capacidad A.8. Por ejemplo, si un nifio o nifia tiene que restar 15 — 9, es posi-
ble que le resulte mas facil restar 15 — 10 y al resultado afnadirle 1; o asumir que el
9 =5+ 4y por tanto es mas facil restar 15 — 5 y al resultado restarle 4. Estas ma-
neras «personales» de restar comportan conocer la composicion de los nimeros de
manera aditiva y llegar a ver una determinada cantidad en funcion de algunas des-
composiciones, mas tutiles, que tenga. Por ejemplo, el 100 =25 +25+25+ 25, esas
«cuatro veces 25» les hacen llegar rapidamente a 100, 75, 50, 25. O el 60 = 15 +
+ 15+ 15+ 15y, por tanto, llegar rapidamente a 60, 45, 30, 15, etc.

A medida que se va dominando este calculo mental y se trabajen las otras opera-
ciones, se puede combinar gradualmente la sustraccion con ellas para realizar un
trabajo conjunto.

B.12. Resolver e inventar situaciones problematicas relacionadas con la sustraccion

Es en situaciones reales donde cobra especial sentido el trabajo hecho con esta
operacidn, porque realmente es la realidad la que origina interrogantes cuya res-
puesta pasara por saber, en este caso, resolver sustracciones.

Como en el caso de la adicion, aunque la resolucion e invencion de problemas
aparece como la cuarta fase para trabajar las operaciones, también ahora nos en-
contramos en ella desde el principio, porque presentamos las sustracciones de
manera contextualizada, a partir de situaciones reales que han de resolver y que,
igualmente, estaran relacionadas con cualquier bloque de contenidos matematicos.

Continuaremos trabajando la resolucion de problemas a partir de las cuatro fases de
Polya y de la reflexion con el alumnado sobre su importancia, desarrollo y utilidad.

Como se ha comentado en la capacidad A.9 y con las mismas consideraciones,
aprovecharemos los errores para generar nuevos aprendizajes y continuaremos
con el trabajo de estimacion de los resultados de las situaciones problematicas.

Iniciaremos el trabajo en 1.° de Primaria, con problemas que necesitan ser re-
sueltos con una sustraccion. Es muy importante que, en los primeros momentos,
prestemos atencion de manera individual a cada una de las diferentes situaciones
utilizadas para introducir la operaciéon (de disminuir, de afiadir para llegar a una
nueva cantidad, de comparar cardinales). Asi, cada vez que introduzcamos un nue-
vo tipo de situaciones para la sustraccion, tendremos que trabajar la resolucion de
problemas relacionados con ellas, para reforzar el significado de la operacion que
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tienen asociado. Cuando ya reconozcan la sustraccion como la operacion que sirve
para resolver cualquiera de estas situaciones, plantearemos problemas relaciona-
dos con ellas sin tener cuidado de que aparezcan de manera aislada.

Mas adelante y atin en el 1. ciclo trabajaremos problemas que necesiten dos sus-
tracciones para su resolucion. Los problemas mencionados hasta ahora seran de
numeros de dos cifras, para pasar en 2.° de Primaria a nimeros de tres cifras.

También y dentro de este 1. ciclo, se pueden proponer problemas que necesiten
para su resolucion la combinacion de una sustraccion y una adicion.

En referencia a los enunciados de las situaciones problematicas seguiremos los
mismos pasos que para la adicion (capacidad A.9) pero tendremos que hacer una
consideracion afnadida. Se trata de la necesidad de que dentro de los enunciados
claros, ordenados, completos, sin errores..., tengamos cuidado al principio de ha-
cer aparecer las datos de manera ordenada de acuerdo con su papel en la sustrac-
cién que han de realizar; es decir, que el primer numero sea el minuendo y el
segundo el sustraendo («Si tienes 25 euros y gastas 12 en unos cromos, ;cuantos
te quedan?»). Avanzado el ciclo no serd necesario respetar este orden («Si has
gastado 12 euros en cromos y tenias 25, ;cudntos te quedan?»).

En este caso, la aparicion de problemas con enunciados confusos, incompletos,
con datos que faltan, con datos que sobran... tendra que ser un poco mas retardada
que en el trabajo con la adicion.

Desarrollaremos también tareas de invencion de problemas relacionados con la sus-
traccion con las mismas orientaciones dadas para la adicion (capacidad A.9), tanto
referidas al ofrecimiento de ayudas al alumnado como a la necesidad de intercam-
biar entre los nifios y las nifias los enunciados inventados. Como detalle diferente
resaltaremos la necesidad de trabajar la invencion de los tres tipos de situaciones
relacionadas con la sustraccion. Asi, cuando les proponemos que inventen una si-
tuacion y les damos los ntimeros, el contexto, etc., podemos pedirles también que la
situacion sea de disminuir, de afiadir para llegar a una nueva cantidad o de comparar
cardinales, para comprobar si han captado el significado de la operacion en todas sus
vertientes y son capaces de generar situaciones relacionadas con todas ellas.

En los ciclos posteriores se continuara con las tareas de resolucion e invencion de
situaciones problematicas relacionadas con la sustraccion, en las que esta operacion
se combinara con las otras tres a medida que las vayan dominando. Tendremos que
procurar a lo largo de toda la etapa que las situaciones trabajadas se refieran siempre
a los tres tipos de situaciones problematicas relacionadas con esta operacion.

Hacia al final del 1. ciclo o ya en el 2.° hemos de trabajar con el alumnado para
observar que cualquier adicion genera siempre dos sustracciones, de manera que
los tres numeros quedan relacionados con las operaciones adicion y sustraccion de
la manera siguiente:

VYa,bcEN:a+b=c<c-a=barc-b=a.
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La traduccidn a situaciones reales para los nifios podria ser:

«Tengo 13 cuentos de una coleccion. Me regalan 7 mds y ya esta completa.
(Cuantos cuentos forman la coleccion?» 13 + 7 = 20.
«Tengo 13 cuentos para completar la coleccion de 20, ;cuantos me faltan?

20-13="7.
«Me faltan 7 cuentos para completar la coleccion de 20, ;cuantos tengo?»
20-7=13.

Tanto en una sustraccion como en la otra, el nimero de cuentos que tengo mas el
nimero de cuentos que me faltan, hacen el nimero de cuentos de la coleccion, que
es la primera adicion que hemos calculado. Entonces también podemos escribir la
expresion anterior de la siguiente manera:

VYa,bcEN: c—a=bAac-b=a< a+b=c.

Se haran mas ejemplos de sustracciones asociadas a la resolucion de situaciones
problematicas, reflexionando con el alumnado alrededor de este hecho, ayudéndo-
les a que lleguen a concluir la norma general: «el minuendo es igual al sustraendo
mas la diferenciay.

A partir de este momento, con la finalidad de conseguir que el alumnado se pueda
sentir «matematico» (Chevallard, Bosch y Gascon, 1997) y responsable de la co-
rreccion de sus resultados, se utilizaran estas relaciones como forma de comprobar
si las sustracciones estan bien hechas.

B.13. Realizar ejercicios practicos de sustracciones en el sistema de numeracion
sexagesimal

Analogamente a la adicion, esta capacidad se trabajara en el 3. ciclo de Primaria.
Se introducira en el sistema sexagesimal una vez quede clara la operacion, ha-
ciendo sustracciones sin llevar, y posteriormente llevando, en los segundos, en los
minutos, en los dos al mismo tiempo. El algoritmo que se utilizara sera el natural
o de préstamo.

La sustraccion sin llevar en el sistema sexagesimal se realizara restando por sepa-
rado cada uno de los 6rdenes de las unidades como se puede ver en el siguiente

ejemplo: .
25h 15 min 198

- 10h43 min 7.8
15h 12 minl2 s

Recordamos la convivencia de las cifras indoarabigas y los 6rdenes de las unida-
des del sistema sexagesimal, y la necesidad de tener presente este hecho para la
comprension del algoritmo de la sustraccion en este sistema.
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Tendremos que incidir con el alumnado en que la necesidad de llevar se presenta
en este caso cuando alguna de las cantidades que aparecen en los dos primeros Or-
denes de unidades del minuendo es menor que la correspondiente del sustraendo.
Resolveremos estas operaciones utilizando el algoritmo natural de la sustraccion
llevando sin llegar al estandar ni a la memorizacion de «llevar una» por la poca
frecuencia con la que necesitamos estas operaciones y para evitar el trabajo mental
con numeros tan grandes.

A continuacion presentamos un ejemplo de sustraccion en el sistema sexagesimal,
llevando en los segundos, en el que representamos de manera numeérica el proceso
de la operacion y los cambios necesarios para llegar al resultado final correcto:

54 min 79 s

25 h 55min 19’

—-10h42min 57 s
15h12min22s

Analogamente, se muestra ahora un ejemplo de sustraccion en el sistema sexagesi-
mal, llevando en los segundos y en los minutos:

24h 74 min
min 79 s

35 5 4

—10h43min55s
14h31min24s

En este caso el procedimiento serd también analogo cuando trabajemos con canti-
dades referentes a la amplitud angular.

C. Multiplicacién

La nocién de multiplicacion de nimeros naturales va ligada al concepto de con-
junto; por tanto, es valido lo que se ha visto en el tema anterior y que hace refe-
rencia a este concepto.

Atendiendo a la definicion, la multiplicacion es la operacion que nos permite cal-
cular el producto de dos niumeros, entendiendo que este es el cardinal del conjunto
que resulta de construir el producto cartesiano de dos conjuntos que tienen como
cardinales los nimeros que vamos a multiplicar.

Por resultar mas intuitiva la idea, con el alumnado de Primaria entenderemos en un

principio la multiplicacion como la operacion que deriva de una adicion en la cual
los sumandos son todos iguales. Desde este punto de vista, por ser una operacion que
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nace directamente de la adicion, esta también relacionada con la teoria de conjun-
tos, entendiendo en este caso el producto como el cardinal del conjunto que resulta
de la uniéon de un nimero de conjuntos disjuntos y equipotentes igual a uno de los
numeros a multiplicar, el cardinal de los cuales es el otro nimero que se multiplica.
Recordemos que por conjuntos disjuntos se entiende aquellos que no comparten
elementos, y por equipotentes aquellos que tienen el mismo cardinal.

C.1. Construir la idea de multiplicacion a partir de la union de conjuntos disjuntos
equipotentes, expresando los cardinales respectivos y simbolizando las
adiciones de sumandos iguales realizadas

En esta capacidad desarrollamos el trabajo correspondiente a la primera de las
fases de E-a de la multiplicacion, que se realiza en el 2.° curso de la etapa.

Es necesario partir de actividades practicas y manipulativas con la finalidad de re-
crear situaciones que puedan identificar rapidamente. Las situaciones que hemos de
presentar son aquellas en las que aparezcan adiciones con todos los sumandos igua-
les y en las que nos interese encontrar un nuevo método para calcular el resultado.

Por ejemplo, «En la clase de 2.° hemos hecho grupos de 3 nifios y nifias. Cada
uno de los alumnos ha de recortar 6 figuras de animales para el mural de la gran-
ja. (Cuantas figuras tendra cada grupo?». Para responder a la pregunta reuniran
las figuras de los tres miembros del grupo, las contardn y nos dirdn que tienen
dieciocho figuras. Mentalmente no han pensado «seis por tres igual a dieciocho,
simplemente han contado lo que tienen en las manos.

Les propondremos que nos expliquen verbalmente lo que ha pasado con las figuras
recortadas, insistiendo en la relacion de la situacion con una adicion de sumandos
iguales y en la utilizacion de los nimeros que han intervenido en ella. Con la
intencion de hacer mas cortas las frases que utilizan, les ayudaremos a modificar
el enunciado «hemos reunido seis figuras de Ana, seis de José y seis de Marga y
ahora tenemos dieciocho figuras», pasando por «seis mas seis mas seis es igual a
dieciochoy, hasta llegar a «<sumamos el seis tres veces y nos da dieciocho», donde
ya aparecen los dos términos que intervienen en la multiplicacion.

Acompanando la verbalizacion, y por las mismas razones que en las operacio-
nes anteriores, podemos proponerles una representacion grafica (figura 64) de lo
que ha ocurrido, en la que aparezcan los nlimeros en su expresion matematica,

3 alumnos

6 6 6
18
Figura 64. Representacion de la union de 3 conjuntos de 6 elementos

con lo que nos iremos acercando un poco mas a la representacion numérica de lo
que ha pasado con los objetos.
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De manera anédloga a las otras operaciones, les preguntaremos cémo se podria
escribir todo esto solo con los numeros, para llegar a la representacion de una adi-
cion de sumandos iguales: 6

6+6+6=18 o bien

[©)NNe))

+

p—
oo

Relacionada con estas adiciones introduciremos la palabra multiplicacion, y de-
beriamos conseguir que la evolucion verbal en los ejemplos fuera del tipo: si su-
mamos el 6 repetidamente 3 veces, obtenemos el 18. Posteriormente: tengo el 6
repetido 3 veces, es decir, tengo 18. Continuaremos con: 6 multiplicado por 3 son
18. Al final se deberia decir: 6 por 3 son 18.

El final de la fase serd pedir a los nifios y nifias que sean ellos quienes encuentren
o reconozcan situaciones de su vida personal que estén relacionadas con la opera-
cion (dinero, juguetes, lapices de colores...).

C.2. Utilizar los signos «x» e «=» para expresar, por medio de una multiplicacion,
una adicion de sumandos iguales. Identificar y utilizar correctamente los
términos y signos de la multiplicacion

Continuando en el 2.° curso, una vez realizadas las acciones anteriores y conocida
la palabra multiplicacion, es el momento de pasar a la segunda fase de E-a de la
operacion, introduciendo los signos «x» e «=»; entonces, el enunciado verbal «seis
por tres son dieciocho» se cambia por el enunciado numérico «6 x 3 = 18», en

un primer momento de manera horizontal, que cambiaremos posteriormente a la
6

disposicion vertical x 3 para facilitar mas adelante el aprendizaje del algoritmo.
18

Pero lo que ha de quedar claro es que esta nueva operacion deriva de la adicion de
6

+6

18

sumandos iguales:

Introduciremos también la nomenclatura especifica de esta operacion: el 6 se llama
multiplicando (nimero que se repite), el 3 multiplicador (cantidad de veces que se re-
pite) y el 18 producto. El signo «x» se lee por, y el signo «=», igual (que ya conocian).

Hay que destacar que, a diferencia de las operaciones anteriores, en esta los dos
términos no son cualitativamente iguales. El multiplicando hace referencia al nime-
ro de elementos de los conjuntos equipotentes (cuenta elementos), y el multiplicador
al nimero de estos conjuntos (cuenta conjuntos). Usualmente se escribird en pri-
mer lugar el multiplicando y, en segundo, el multiplicador.
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Cuando conozcan todos los términos y signos de las restantes operaciones, ten-
dremos que comprobar que el alumnado los identifica y diferencia correctamente.

C.3. Realizar multiplicaciones de numeros utilizando adiciones de sumandos iguales

Es importante que después de haber introducido la expresion simbolica de la ope-
racion, esta no se desconecte de las acciones con las que se relaciona. Para ello,
también en el 2.° curso y en momentos posteriores al trabajo de la capacidad ante-
rior, habra que mostrarles expresiones simbolicas de multiplicaciones que deberan
calcular por medio de reuniones de conjuntos disjuntos equipotentes o a partir de
adiciones de sumandos iguales.

Este es un trabajo inverso al realizado en las dos capacidades anteriores, en las
cuales el alumnado avanzaba desde las acciones con los objetos hasta las expre-
siones numéricas de las situaciones.

Si los nifios y las nifias son capaces de encontrar los resultados de las multiplica-
ciones propuestas sin recurrir a los objetos o a las adiciones, pueden resolverlas
numéricamente de esta manera, pero tendremos que reflexionar con ellos sobre
el significado de la operacion y sobre su relacion inequivoca con situaciones en
las que se reunen conjuntos disjuntos equipotentes y se resuelven adiciones de
sumandos iguales.

C.4. Construir la tabla de multiplicar

Simultaneamente al trabajo de manipulacion de objetos cotidianos, en el que ha-
bran reunido conjuntos disjuntos con el mismo cardinal de diversas maneras y, con
el objetivo de recoger los resultados de las multiplicaciones realizadas, pueden
rellenar una cuadricula en la que se recogen los productos basicos y que da como
resultado la tabla siguiente:

xf/| 2] 3 5 7 |8
1§12 ]3 7

21214 |6 | 8101214 |16 |18
30316 | 9 |12|15]18|21|24]|27
4448 |12 |16|20 24|28 32|36
5905|1015 120|25|30|35]|40|45
616|12| 18|24 |30|36|42 |48 |54
7871421 |28 |35(42|49|56| 63
8§48 |16|24 (3214048 |56|64 |72
9491|1827 |36|45|54]|63| 72|81

Sera necesario conseguir que entre 2.° y 3.% curso el alumnado sea capaz de me-
morizar estos resultados para facilitar los calculos con la multiplicacion.
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C.5. Descubrir el algoritmo de la multiplicacion por una cifra y utilizarlo para
realizar multiplicaciones en las que aumente progresivamente el numero de
cifras del multiplicando

En la 3.% fase de E-a de la multiplicacion y cuando se presente en el aula una situa-
cion en la que sea necesario multiplicar con el multiplicando de mas de una cifra,
sera el momento de introducir el algoritmo de esta operacion (no se necesita para
multiplicar dos nlimeros de una cifra).

A continuacion se propone la primera parte de una secuencia didactica ordenada
por niveles de dificultad, segun la cual se deberian introducir los algoritmos de la
operacion hacia el final del 1.° y en el 2.° ciclo de Educacion Primaria.

Empezaremos por multiplicaciones con multiplicandos de mas de una cifra y mul-
tiplicadores de una sola, en las que se pueden recorrer los siguientes tramos:

1. Multiplicacion sin llevar con multiplicando de dos cifras: 12 x 3.
2. Llevando con multiplicando de dos cifras: 25 x 3.

3. De tres cifras: 341 x 2, 725 x 3.

4. Multiplicando con cualquiera cantidad de cifras.

Trabajaremos la construccion de este algoritmo, para su comprension y posterior
automatizacion, con la ayuda de los materiales didacticos que ya conocen (como
son los BM y los dbacos) y la transcripcion escrita de las acciones que realizan.

Supongamos que se presenta en clase una situacion problemadtica como la siguien-
te: «Nos encontramos en la clase de 2.° de Primaria y estamos organizando un fin
de semana en una granja escuela, en la que las habitaciones son triples. Si cada
alumno ha de aportar 12 € para el viaje, ;cuanto cuesta cada habitacion?».

Se comentara con ellos y ellas como encontrar la respuesta y llegaremos a la con-
clusion de que hemos de resolver la multiplicacion de 12 por 3, pero no la saben
calcular numéricamente atin porque uno de sus términos es de dos cifras y no se
encuentra en la tabla de la multiplicacion.

Antes de continuar con la manipulacion de los materiales, se comenta con el alum-
nado la necesidad de expresar por escrito lo que ocurre numéricamente para tener
la memoria del proceso que se va a desarrollar y del resultado final. Para indicar
las decenas y las unidades a la hora de simbolizar la operacion, pueden utilizar, si
es necesario, las expresiones con unidades separadas:

1[10] 2
x 3
7
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Después de que diferentes miembros del alumnado presenten sus propuestas de
resolucion de la operacion y en la busqueda de la manera comtn de hacerlo, intro-
duciremos el algoritmo estandar correspondiente.

Haciendo uso de los materiales didacticos, en el caso de los Bwm, para el 12 tendran
una barra y dos cubos, repetidos tres veces y diferenciados. Si utilizan dbacos ver-
ticales, representaran el multiplicando tres veces, una en cada uno de ellos.

Seguidamente, agrupan el material y dan el resultado, 36. ;Qué ha pasado? En los
BM se ha triplicado el nimero de cubos y el de barras del multiplicando, en el caso
de los &dbacos también, pero de las bolas correspondientes a cada varilla de uno de
ellos. {Hace falta entonces representar con material desde el principio 3 veces el
127 (esta pregunta es la transposicion de «es necesario buscar el resultado como si
se hiciera una adicion de sumandos iguales»). Lo piensan y llegan a la conclusion
de que no, que es suficiente con representarlo una vez y entonces triplicar primero
los cubos y después las barras en los BM o las bolas correspondientes a cada varilla
de un solo &baco. Estan construyendo el algoritmo de la multiplicacion por un
numero de una cifra empezando por las unidades de primer orden.

De manera simultdnea a la manipulacion con los materiales y la verbalizacion

correspondiente, haremos la representacion numérica, con unidades separadas si
es necesario:

1[10] 2

x 3

3[10] 6

36 12

El objetivo final sera llegar a usar la expresion usual del algoritmo: x 3
36

Para volver al contexto de trabajo, responderemos a la pregunta de la situacion
problematica de partida: «Nos encontramos en la clase de 2.° de Primaria y esta-
mos organizando un fin de semana en una granja escuela, en la cual las habitacio-
nes son triples. Si cada alumno ha de aportar 12 € para el viaje, cada habitacion
cuesta 36 €».

Se han de hacer mas ejemplos de multiplicacion reflexionando con el alumnado so-
bre la relacion entre las cifras del multiplicando y multiplicador y las del producto o
resultado, ayudandoles a llegar a una conclusion semejante a: «para multiplicar un
numero de dos cifras por otro de una sola, se multiplica este numero por la cifra de las
unidades y posteriormente por la de las decenas, obteniendo, respectivamente, las ci-
fras de las unidades y las decenas del resultado». Se ha convertido una multiplicacion
con un multiplicando de dos cifras que no se sabia resolver, en dos multiplicacion es
de ntimeros de una cifra que si saben hacer.

Numéricamente se seguird un procedimiento semejante para multiplicar sin llevar
en los diferentes tramos de la secuencia didactica propuesta.
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En 2.° curso de Primaria ha de quedar consolidado este algoritmo y asi no habra
problemas en las multiplicaciones con multiplicandos de mas cifras, tanto si la
operacion se realiza en disposicion vertical como horizontal.

El objetivo final sera llegar a usar este algoritmo de la multiplicacion con la expre-
sion usual de los términos como la manera natural de resolver las multiplicaciones
por una cifra sin llevar asociadas a la resolucion de situaciones problematicas.

Continuamos en 2.° de Primaria con el paso siguiente en el algoritmo de esta ope-
racion introduciendo multiplicaciones por una cifra, pero ahora llevando. Otra
vez, trabajaremos la construccion de este algoritmo, para su comprension y poste-
rior automatizacion, con la ayuda de los materiales didacticos que ya conocen y la
transcripcion escrita de las acciones que realizan.

Supongamos que se presenta en clase una situacion problemadtica como la siguien-
te: «Nos encontramos en la clase de 2.° de Primaria y estamos organizando un fin
de semana en una estacion de esqui, en la cual las habitaciones son triples. Si cada
alumno tiene que aportar 25 € para el alojamiento, ;cudnto cuesta cada habita-
cion?».

Se comentara con ellos y ellas como encontrar la respuesta y llegaremos a la con-
clusion de que es necesario resolver la multiplicacion de 25 por 3, pero no la saben
calcular numéricamente atin porque al multiplicar la cifra de las unidades obtienen
un resultado superior a 9.

Antes de continuar con la manipulacion de los materiales se comenta con el alum-
nado la necesidad de expresar por escrito lo que ocurre numéricamente. Utilizare-
mos, si es necesario, las expresiones con unidades separadas:

2[10] 5
x 3
77

Después de que diferentes miembros del alumnado presenten sus propuestas de
resolucion de la operacion y en la busqueda de la manera comun de hacerlo, intro-
duciremos el algoritmo estandar correspondiente.

Haciendo uso de los materiales didacticos, en el caso de los BM, cogeran dos ba-
rras y cinco cubos. Triplicaran los cubos y las barras sucesivamente. Al intentar
expresar el resultado, se dan cuenta de que tienen 6 barras y 15 cubos. En el caso
de los abacos, representaran el nimero 25 y de manera semejante al caso anterior,
triplicaran las bolas de las varillas de las unidades y de las decenas (figura 65).
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Figura 65. Representacion del resultado de triplicar 25 con un abaco

De manera simultanea al trabajo con cualquiera de los dos materiales, verbalizan
lo que ha pasado y lo representan numéricamente:

2[10] 5
x 3
6[10] 15

Anélogamente al caso de la adicion, transforman 10 unidades en 1 decena y la
afiaden a la multiplicacion de las decenas, «han llevado una». Con los materiales
implica sustituir los cubos por barras en el caso de los BM 0 cambiar bolas y situar-
las en las varillas adecuadas, en el caso de los abacos (figura 66).

)

Figura 66. Representacion del resultado de multiplicar 25 por 3 con un dbaco

A continuacion mostramos de manera detallada los cambios numéricos que acom-
panan a la manipulacion de los materiales:

2[10] 5

x 3
6[10] 15
1[10]5

7[10]5
75
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Con el alumnado, simultdneamente a la manipulacion con los materiales y la co-
rrespondiente verbalizacion, modificaremos la representacion simbolica del resul-
tado, llegando a la expresion:

1
2[10] 5
x 3

b

7[10] 5

donde la decena que resulta de la multiplicacion de las unidades y que se afiade a
las decenas («hemos llevado unay), se puede recordar de manera grdfica con un
1 mas pequeno sobre de la columna de las decenas.

Cuando el alumnado deje de necesitar las unidades separadas para entender la
operacion, se escribira la multiplicacion con la expresion estandar:

1

25
x 3
75

Para volver al contexto de trabajo, responderemos a la pregunta de la situacion
problemadtica de partida: «Nos encontramos en la clase de 2.° de Primaria y esta-
mos organizando un fin de semana en una estacion de esqui, en la cual las habita-
ciones son triples. Si cada alumno tiene que aportar 25 € para el alojamiento, cada
habitacion cuesta 75 €».

Se tienen que hacer mas ejemplos de multiplicacion reflexionando con el alumna-
do sobre la relacion entre las cifras del multiplicando y multiplicador y las del pro-
ducto o resultado, para ayudar a los alumnos a llegar a una conclusion semejante
a la siguiente: «se multiplica de derecha a izquierda y la cifra de las unidades del
producto es la cifra de las unidades del resultado de multiplicar las unidades del
multiplicando y la cifra de las decenas del producto es el resultado de multiplicar
las decenas del multiplicando y anadirle la o las decenas que se lleveny.

A partir de este momento, y posiblemente sin necesidad de utilizar los materiales,
en las siguientes multiplicaciones aplicaran de manera numeérica lo que acaban de
aprender.

En 2.° ciclo de Primaria ha de quedar consolidado este algoritmo, y asi no habra
problemas con la multiplicacion por una cifra de nimeros con mas cifras que rea-
lizardn en cursos posteriores, tanto si la operacion se realiza en disposicion vertical
como horizontal.

El objetivo final serd llegar a usar el mencionado algoritmo de la multiplicacion

con la expresion usual de los términos como la manera natural de resolver las
multiplicaciones llevando asociadas a la resolucion de situaciones problematicas.
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C.6. Identificar numeros pares e impares

Hacia al final del 1. ciclo de Educacion Primaria y relacionado con el aprendizaje
de las diferentes columnas de la tabla de multiplicar, tendremos que observar con el
alumnado que algunos niimeros siempre se pueden obtener multiplicando otro nu-
mero por 2, mientras que el resto no pueden obtenerse nunca de esta manera. Sera
el momento de introducir los conceptos de niimero par e impar, respectivamente.

Aprovecharemos alguna situacion real en la que aparezcan los nimeros organiza-
dos por esta caracteristica (numeracion de los edificios en una calle, de las butacas
en un cine...) para insistir en la diferencia entre los dos tipos de nimeros y com-
pletaremos su conocimiento cuando en 3. curso se trabaje la division y se puedan
reconocer los pares como los nimeros que pueden dividirse por 2 de manera exac-
ta y los impares como los que no pueden hacerlo. De esta manera clasificamos los
Numeros Naturales en dos subconjuntos complementarios.

Al trabajar la divisibilidad en los Numeros Naturales, se ampliaran estos concep-
tos, relacionando los numeros pares con los multiplos de dos y los impares con el
resto.

C.7. Comprobar las propiedades conmutativa, asociativa y distributiva de la
multiplicacion. Reconocer y aplicar estas propiedades

Para trabajar esta capacidad, nos situaremos en el 2.° ciclo de Primaria. Se puede
pensar que las propiedades de la multiplicacion parecen conclusiones de la opera-
cidén una vez ya se ha consolidado esta, pero la realidad nos hace utilizarlas para
introducir algunos aspectos de la operacion, por ejemplo, la multiplicacion por un
numero de dos cifras. Estudiaremos con el alumnado las propiedades conmutativa
y asociativa de la multiplicacién, ademas de la distributiva de la multiplicacion
respecto de la adicion. En cualquiera de los casos la introduccion en el aula se
llevaré a cabo de manera gradual, con ejemplos de nimeros que representen poca
cantidad y aumentando la dificultad poco a poco.

1. Propiedad conmutativa de la multiplicacion

«El orden de los factores no altera el producto» o, lo que es 1o mismo, la operacion de
la multiplicacion permite obtener el mismo resultado independientemente del orden
de colocacion de los factores. En lenguaje matematico: Va, b EN —axb=bxa.

En el momento de introducir esta propiedad, se produce un fenémeno propio de la
multiplicacion: el cambio de nombre de los términos multiplicando y multiplica-
dor, por el de factores. Al principio tenia sentido diferenciar, porque el multiplica-
dor indicaba el numero de veces que se sumaba el multiplicando. Pero este nuevo
paso en la abstraccion implica comprender que la cantidad de elementos utilizados
es la misma si, por ejemplo, regalamos 3 juguetes a cada uno de los 4 nifios o 4
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Jjuguetes a cada una de las 3 nifias. Es por esto que la palabra factor supondra una
simplificacion en la nomenclatura; nunca han de pensar que este cambio implica
una complicacion afiadida a la operacion.

Los ejemplos que utilizaremos y el uso de la tabla de multiplicaciones por una ci-
fra, han de ser suficientes para entender esta propiedad. La manera de expresar los
dos resultados del ejemplo anterior sera: 3 x 4 =12 y 4 x 3 = 12. A continuacion
expresara la igualdad de resultados de la manera siguiente: 3 x 4 =12=4 x 3,y
finalmente: 3 x 4 =4 x 3. Se repiten mds veces situaciones semejantes, hasta que
se pueda considerar una propiedad general.

La ausencia de resultado en la expresion simbdlica requiere un esfuerzo mental
mayor. Llegar a que se comprenda que el objetivo no era encontrar un resultado,
12, sino mas importante, que hay dos caminos para llegar a ¢él, es el reto, al igual
que pasaba con la propiedad conmutativa de la adicion.

Ha de quedar claro, otra vez, que la palabra «conmutar» significa «cambiar el
orden», pero como no es la primera vez que ven esta propiedad, pueden captarla
mas rapidamente. Entonces serd necesario diferenciar bien las operaciones y no
caer en el error de confundir las propiedades conmutativas de la adicion y de la
multiplicacion.

Aunque probablemente ha aparecido de manera intuitiva esta propiedad en el 1.er
ciclo de Primaria al construir la tabla de la operacion, es en el 2.° ciclo cuando ha-
bréa que trabajarla especificamente con ejemplos sencillos en los que aparezcan los
mismos datos numéricos, pero en diferente orden de multiplicacion. Una actividad
interesante es proponer una lista de parejas de problemas con el mismo resultado,
pero con dos factores iguales en orden de multiplicador y multiplicando diferente,
al estilo de lo que se hacia en la adicion. Se resolveran todos, y para concluir se
reconocera la propiedad, y se les hard conscientes de que no es necesario operar
para resolver el segundo de cada pareja, porque la operacion ya estaba hecha.

El objetivo posterior sera «saber aplicar la propiedad». Al plantear una lista seme-
jante a la anterior, han de reconocer las parejas de problemas y decidir no resolver
el segundo de cada una, porque ya sabran la solucion.

Posteriormente les proponemos las dos multiplicaciones y que inventen enuncia-
dos o situaciones reales cuyas soluciones sean las maneras indicadas de multipli-
car los dos numeros; por tltimo los alumnos inventaran situaciones problematicas
para usar la propiedad conmutativa de la multiplicacion sin ninguna indicacion de
qué multiplicaciones han de usar.

Nota: Aplicacion de la propiedad conmutativa para justificar las multiplicacio-
nes4 x1y4x0.

Si se hace uso de la definicion, no hay légica. El caso de 4 x 1 quiere decir que
multiplicamos el 4 por 1, es decir, que lo sumamos una vez. ;Hay adiciones de
un sumando? Nos pueden preguntar...
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En el caso de 4 x 0, atin es mas dramatica la pregunta ; Hay adiciones de ningun
sumando? y mucho mas la respuesta que les damos: el resultado es cero.

Pero utilizando la propiedad conmutativa en los dos casos, se pueden transfor-
mar estas multiplicaciones en otras que tienen mas sentido:

4x1=1x4=1+1+1+1=4.
4x0=0x4=0+0+0+0=0.

Ahora ya tiene un poco mas de logica y, de esta manera, conseguimos que in-
corporen los resultados de estas multiplicaciones a sus conocimientos sobre la
operacion.

2. Propiedad asociativa de la multiplicacion

«La manera de agrupar tres o mas factores no altera el producto». En lenguaje
matematico: Ya, b, c €N —(axb)xc=ax(bxc).

Hemos de hacer la misma reflexion que se hizo para la propiedad asociativa de la
adicion. Es importante tener en cuenta que esta propiedad también requiere dos
momentos cognitivos secuenciados. Partiremos de una situacion que exigira la
multiplicacion de tres numeros y que serd interesante para el alumnado con el fin
de favorecer la propiedad. Por ejemplo: «En la biblioteca del aula hay 3 estante-
rias, con 5 estantes cada una. Si caben 7 libros en cada estante, ;cuantos libros
caben en total?».

Se dejara que los nifios resuelvan el problema libremente y se compararan los dife-
rentes procedimientos utilizados, que tendran el mismo resultado. Podemos encontrar
nifios que hayan hecho 3 x 5 =15y después 15 x 7= 105, y otros que hayan hecho
5 x7=35ydespués 3 x 35= 105 (tendremos en cuenta que esta tltima multiplicacion
la haran de la forma 35 x 3, porque atin no saben multiplicar con multiplicador de
dos cifras). Si se diera el caso de que no aparecieran las dos opciones, se plantearian
preguntas intermedias para que lo hagan: «;cuantos estantes hay?, ;cuantos libros hay
en total?». O bien, «;cuantos libros caben en cada estanteria?, ;cuantos libros hay en
total?».

En esta y en otras situaciones, es importante llegar a poder simbolizar las dos mul-
tiplicaciones que se realizan en cada método de resolucion:

e Parala 1.2 forma de resolucion 3 x5=15 15 x7=105.
e Para la 2. forma de resolucion 5 x 7 =35 3x35=105.

En el 2.° momento cognitivo y en todos los ejemplos que trabajemos hay que lle-
gar a simbolizar las dos multiplicaciones de cada método en una sola expresion:

* Parala 1.* forma de resolucion (3 x 5) x 7=105.
* Parala 2.? forma de resolucion 3 x (5 x 7) = 105.
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A continuacion expresaran la igualdad de resultados de la manera siguiente:
(3x5)x7=105=3x(5x7),y finalmente: (3 x 5) x 7=3 x (5 X 7). Se repiten mas
veces situaciones semejantes, hasta que se pueda considerar una propiedad general.

La reflexion ird por el mismo camino que en la propiedad anterior; no es tan im-
portante llegar al 105, lo es mas descubrir que la manera de asociar los factores no
altera el resultado.

Tendremos que insistir en la idea de asociar, que es agrupar secuencialmente los
factores, pero como no es la primera vez que ven esta propiedad, pueden captarla
mas rapidamente. Entonces serd necesario diferenciar las operaciones y no con-
fundir las propiedades asociativas de la adicion y de la multiplicacion.

El esquema de trabajo de la propiedad asociativa en el aula de Primaria es seme-
jante al de la conmutativa. Se introducira también en el 2.° ciclo de Primaria, con
ejemplos sencillos en los que aparezcan situaciones con diferentes maneras de
agrupar los factores. Una actividad interesante para reconocer la propiedad sera
usar una lista de parejas de problemas en las que el resultado de la secuenciacion
de las multiplicaciones de los tres factores sea el mismo. Posteriormente, los nifios
han de aplicarla, y tendran que dejar de resolver los problemas que pertenezcan a
parejas en las que uno ya esté resuelto.

Para acabar trabajaremos la invencion de situaciones problemadticas relacionadas
con la propiedad asociativa, de manera andloga a como hemos hecho con la con-
mutativa.

3. Propiedad distributiva de la multiplicacion respecto de la adicion

«El resultado de multiplicar un factor por una suma de dos niimeros es el mismo que
la suma de los resultados de multiplicar este factor por cada uno de los sumandos
iniciales». En lenguaje matematico: Va, b, cEN —ax(b+c)=(axb)+(axc).

A partir de una situacion concreta llegaremos a la propiedad, por ejemplo: «En el
quiosco venden golosinas a 9 céntimos cada una. Compramos 5 golosinas de fresa
y 6 de melon, ;cuanto pagamos en total?».

Se dejara que los niflos resuelvan el problema libremente y se compararan los dife-
rentes procedimientos utilizados, que tendran el mismo resultado. Podemos encon-
trar nifios que hayan hecho 9 x 5=45y 9 x 6 =54 y después 45 + 54 =99, y otros
que hayan hecho 5 + 6 = 11 para después multiplicar 11 x 9 =99. Si se diera el caso
de que no aparecieran las dos opciones, se plantearian preguntas intermedias para
que lo hagan: «;cuanto cuestan las de fresa?, ;y las de melon?, ;cuanto cuestan todas
las golosinas?». O bien, «;cuantas golosinas compramos?, ;cudnto cuestan todas?».

En esta y en otras situaciones, es importante llegar a poder simbolizar las opera-
ciones que se realizan en cada método de resolucion:
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e Parala 1.2 forma de resolucion 5 +6 =11 9 x11=99.
* Parala 2.? forma de resolucion 9 x5=45 y 9 x 6 =154 45+ 54 =99.

En el 2.° momento cognitivo y en todos los ejemplos que se trabajen, es importante
llegar a poder simbolizar las operaciones de cada método en una sola expresion
(utilizaran el paréntesis hasta que tengan clara la jerarquia operacional):

* Parala 1.* forma de resolucién 9 x (5 + 6) = 99.
* Parala 2.* forma de resolucion (9 x 5) + (9 x 6) = 99.

A continuacion expresaran la igualdad de resultados de la manera siguiente:
9%x(5+6)=99=(9 x5)+(9 x 6),y acabaremos escribiendo 9 x (5+6)=(9 x 5)+(9 x 6).
Se repiten mas veces situaciones semejantes, hasta que se pueda considerar una
propiedad general.

La reflexion ird por el mismo camino que en la propiedad anterior; no es tan im-
portante llegar al 99, lo es mas descubrir que la manera de operar no altera el re-
sultado. Las multiplicaciones pueden aparecer en cualquier otro orden y, como ya
conocen la propiedad conmutativa, sabran que son validas igualmente.

El esquema de trabajo de la propiedad distributiva en el aula de Primaria es semejante
a los anteriores y se introducira también en 2.° ciclo, con ejemplos sencillos en los que
aparezcan situaciones en las que puedan organizar los nimeros de manera diferente.

Una actividad interesante serda usar una lista de parejas de problemas en
las que el resultado de las operaciones de los tres nimeros sea el mismo
ax (b + C) = (a X b) + (a X C) . Posteriormente, los nifios han de reconocer y aplicar
esta propiedad, y han de dejar de resolver los problemas que pertenezcan a parejas
en las que uno ya esté resuelto.

Tendremos que dedicar especial atencion a no confundir la propiedad distributiva
de la multiplicacion respecto de la adicion, con la asociativa de la multiplicacion,
para evitar llegar a expresiones como Va, b, cEN —ax(bxc)=(axb)x(axc),
que, evidentemente, no son ciertas.

Es importante que los estudiantes de Primaria utilicen esta propiedad para descu-
brir que cuando un factor se repite en los sumandos de muchas adiciones se puede
sacar como factor comun. Este hecho les permitird simplificar operaciones aritmé-
ticas y posibilitard un futuro pensamiento algebraico.

Para acabar trabajaremos la invencion de situaciones problematicas relacionadas

con la propiedad distributiva, de manera andloga a como lo hemos hecho con la
conmutativa y asociativa.

@ M. Alcalde [ I. Pérez | G. Lorenzo - ISBN: 978-84-695-9565-7 13 Los Numeros Naturales en el aula de Primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia90



C.8. Descubrir el algoritmo de la multiplicacion por 10, 100, 1.000... y utilizarlo
para realizar grafica y mentalmente multiplicaciones por la unidad seguida
de ceros

Este tipo de multiplicaciones merece un apartado especial, por su facilidad y por la
gran utilidad que tiene multiplicar por decenas completas, o centenas completas...

En 3.° de Primaria, a partir de una situacién donde haya que multiplicar 3 x 10, se
introducira esta multiplicacion: «En el campeonato escolar de baloncesto 3 x 3 par-
ticipan 10 equipos mixtos. ;Cudntos niflos y nifias participan en el campeonato?».
El conocimiento que ya tienen del snp y la reflexion sobre la formacion de decenas
a partir de la repeticion de 10 unidades justifica que el resultado de esta multiplica-
cion sea 3 decenas. La expresion escrita serd 30 y se obtiene anadiendo un cero a la
derecha del multiplicando. Si hay algin alumno que con esta reflexion no compren-
da el procedimiento, se recurrird a los materiales didacticos para que lo consiga.

Para volver a contextualizar la operacion, responderemos a la pregunta de la si-
tuacion problematica de partida: «En el campeonato escolar de baloncesto 3 x 3
participan 10 equipos mixtos, en total participan treinta nifios y ninasy.

Ahora pediremos a los alumnos que se fijen en los nimeros que aparecen en la
expresion numérica de la operacion, que busquen alguna relacion, y llegaran a
la conclusion: «el producto es el numero del multiplicando seguido del cero del
multiplicador».

Se haran mas ejemplos de multiplicar cifras por 10 reflexionando con los nifios y
nifias sobre la relacion de las cifras de los términos y las del producto y observaran
la regla «el resultado de multiplicar una cifra por 10 se obtiene afiadiendo un cero
a la derecha de la cifra».

Se seguird un procedimiento semejante para multiplicar por 10 nimeros de diver-
sas cifras. El conocimiento que ya tienen del sistema de numeracion decimal y la
reflexion sobre la formacion de decenas a partir de la repeticion de 10 unidades
justificard que el resultado de estas multiplicaciones sea el multiplicando seguido
del cero del multiplicador.

Posteriormente se plantea la operacion 3 x 100. Se puede obtener el resultado ha-
ciendo una reflexion analoga al caso anterior o utilizando la propiedad asociativa
de la multiplicacion (que previamente se habra trabajado con los nifios).

* Por ejemplo, a partir de una situacion problematica: «Si en el campeonato
autondémico de baloncesto 3 x 3 escolar participaran 100 equipos mixtos.
(Cuantos nifios y nifias participarian en el campeonato?».

+ Utilizando la propiedad asociativa de la multiplicacion: 3 x 100=3 x (10 x 10)
=(3x10)x 10=30 x 10 =300.

Para volver a contextualizar la operacion, responderemos a la pregunta de la si-
tuacion problematica de partida: «Si en el campeonato autondmico de baloncesto
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3 x 3 escolar participaran 100 equipos mixtos, en total participarian trescientos
nifios y ninasy.

Se haran mas ejemplos de multiplicar cifras por 100. Seguiremos multiplicando
por 100 numeros de varias cifras y, haciendo que los nifios se fijen siempre en los
nimeros que aparecen en la expresion numérica de la operacion, deduciran que «la
multiplicacion por 100 se hace afiadiendo 2 ceros a la derecha del multiplicandoy.

Una vez aprendida la multiplicacion por 100, les planteamos 3 % 1.000. Obtendran
el resultado haciendo una reflexion andloga a los casos anteriores o utilizando la
propiedad asociativa de la multiplicacion:

* A partir de una situacién problematica, por ejemplo: «Si en el campeona-
to estatal de baloncesto 3 x 3 escolar participaran 1.000 equipos mixtos.
(Cuantos nifios y nifias participarian en el campeonato?».

+ Utilizando la propiedad asociativa de la multiplicacion:

3 x1.000 =3 x (10 x 100) = (3 x 10) x 100 =30 x 100 = 3.000.

Para volver a contextualizar la operacion, responderemos a la pregunta de la situa-
cion problematica de partida: «Si en el campeonato estatal de baloncesto 3 x 3 esco-
lar participaran 1.000 equipos mixtos, en total participarian tres mil nifios y nifiasy.

Multiplicardn més nimeros de una cifra por 1.000 y se seguird un procedimiento
semejante para multiplicar por 1.000 nimeros de varias cifras. Haremos que los
nifios se fijen en los nimeros que aparecen en la expresion numérica de la opera-
cion y deduciran que: «la multiplicacion por 1.000 se hace anadiendo 3 ceros a la
derecha del multiplicando».

Después de comprobar estos casos particulares, y como regla general, observaran
que «el resultado de multiplicar un niumero por la unidad seguida de ceros se ob-
tiene afiadiendo a la derecha del nlimero la cantidad de ceros que acompaia a la
unidad» y, por tanto, se puede operar de manera automatica.

Una vez esta aprendida la multiplicacion sin llevar y ya en 3.° de Primaria, es
el momento de superar la barrera que les separa del reto siguiente: resolver el
problema que supone la multiplicacion de nimeros, cuando en el multiplicador
hay mas de una cifra.

Proponemos ahora la segunda parte de la secuencia didactica ordenada por nive-
les de dificultad segtn la cual se tendria que introducir el algoritmo estandar de
la multiplicacion por multiplicadores de més de una cifra:

1. Multiplicaciones en las que el multiplicador tiene dos cifras con una uni-
dad en las decenas: 24 x 13, 524 x 13.

2. Multiplicador de dos cifras cualesquiera: 24 x 63, 243 x 56.

3. Multiplicador de cualesquiera numero de cifras.
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C.9. Descubrir el algoritmo de la multiplicacion de dos numeros de varias cifras
v utilizarlo para realizar multiplicaciones de dificultad creciente

Seguimos en la 3. fase de E-a de la multiplicacion. Nos situamos en 4.° de Prima-
ria y una vez aprendida la multiplicacion por una cifra serd el momento de ampliar
el conocimiento del algoritmo estandar de esta operacion, presentando una situa-
cién en la que sea necesario multiplicar por un multiplicador de varias cifras.

Para resolver multiplicaciones cuyo multiplicador tenga dos cifras ya no es conve-
niente trabajar con material didéctico, a causa de la gran cantidad de piezas que se
necesitaria y de la dificultad de generar el algoritmo a partir de la manipulacion.
Una vez llegados a este punto de la secuencia didactica, pasaremos directamente a
la fase simbolica y, por tanto, utilizaremos lapiz y papel.

Cuando en la multiplicacion el multiplicador tiene varias cifras, es necesario
que los nifios y nifias hayan trabajado previamente la descomposicion polindmica
de los nimeros naturales, la propiedad distributiva de la multiplicacion respecto de
la adicion, la propiedad asociativa de la multiplicacion y la multiplicacion por la
unidad seguida de ceros.

Se introducird la multiplicaciéon por dos cifras, comenzando con una situacion
problematica en la cual sea necesario multiplicar por un nimero de dos cifras que
tenga un 1 en las decenas. Por ejemplo: «Si los 24 nifios y nias de 4.° de Primaria,
como una actividad de Educacion Fisica hemos ido 13 veces a la piscina en este
trimestre, ;cuantas entradas hemos comprado?».

Comentaremos con ellos y ellas como encontrar la respuesta y llegaremos a la con-
clusion de que hay que resolver la multiplicacion de 24 por 13, pero no la saben
calcular numéricamente todavia.

Entre sus propuestas de resolucion de la operacion, algunas podrian consistir en
descomponer el multiplicador en 10 y 3, y hacer dos multiplicaciones diferentes
que si saben resolver, sumando después los resultados. Para comprobar si estas
propuestas son validas, tendremos que buscar la justificacion matematica de las
mismas, mediante la utilizacién de los requisitos ya dichos.

Entre todos y todas, intentaremos expresar matematicamente los pasos que nos
conduciran a la respuesta y que son los siguientes:

24 x 13 =24 x (10 +3) = (24 x 10) + (24 x 3) =240 + 72 = 312.
0 0 0

| D. polinémica | P. distributiva | Mult. por 10 |

Para llegar la expresion estandar, usual o habitual del algoritmo, tendran que tras-
ladar los pasos de la expresion anterior a la disposicion vertical del algoritmo, ya
conocida por las multiplicaciones con multiplicadores de una cifra. Para realizar este
trabajo comenzaremos por la derecha, y en primer lugar, escribiran el resultado de la
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multiplicacion de las unidades del multiplicador por el multiplicando. A continua-
cioén anotaran debajo del anterior el resultado de multiplicar la decena del multipli-
cador por el multiplicando y finalmente sumaran ambos resultados:

2 4
x 1 3
7 2
2 40
31 2

Para responder a la pregunta de la situacioén problematica de partida, contestaran:
«S1 los veinticuatro nifios y nifas de 4.° de Primaria, como una actividad de Edu-
cacion Fisica hemos ido 13 veces a la piscina en este trimestre, hemos comprado
trescientas doce entradasy.

El paso siguiente de la secuencia didactica nos exige resolver una situacion en la
cual el multiplicador sea cualquier nimero de dos cifras, igual o superior a 20. Por
ejemplo, 24 x 63: «Si los 24 nifios y nifias de 4.° de Primaria, como una actividad
de Educacion Fisica hemos ido hasta ahora 63 veces a la piscina en todos los afios de
colegio, ;cuantas entradas hemos comprado?».

Comentaremos con ellos y ellas como encontrar la solucion y rapidamente afirman
que hay que calcular la multiplicacion de 24 por 63. Con un procedimiento analo-
go al caso anterior y aplicando a la multiplicacion por 60 lo que han aprendido de
la multiplicacion por 10, llegarén a resolver la siguiente multiplicacion:

2 4
x 6 3
7 2

1 4 4 0
1 51 2

Si hay problemas con la multiplicacion de 24 por 60, les haremos ver que
60 = 6 x 10 y que, por la propiedad asociativa de la multiplicacion, tenemos
que 24 x 60 =24 x (6 x 10) = (24 x 6) x 10 = 144 x 10 = 1.440. Si es necesario
se haran mas ejemplos de multiplicar por decenas completas y se reflexionara con
el alumnado sobre los nimeros que aparecen en la expresion de la operacion, para
llegar a una conceptualizacion semejante a «el producto de multiplicar un nimero
por decenas completas se obtiene afiadiendo un cero a la derecha del resultado de
multiplicar el multiplicando por la cifra de las decenasy.

La validez de este procedimiento se expresa matematicamente en los pasos si-
guientes:
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24><63TZ4><[(6x10)+3]T[24><(6x10)]+[24x3]=

D. polinémica P. distributiva

— [(24 x 6) x 10)] + [24 x 3] = [144 x 10] +7zT 1.440 +72 = 1.512

f

P. asociativa M. por 10

Se haran mas ejemplos de multiplicaciones que sean solucion de situaciones pro-
blematicas reflexionando con el alumnado sobre la posiciéon de los nimeros. Ob-
servaran que el resultado parcial de multiplicar por la decena siempre presenta
un cero en la cifra de las unidades, y a partir de este momento pueden dejar de
escribirlo, llegando de esta manera a la expresion habitual del algoritmo, que re-
presentamos a continuacioén con el mismo ejemplo:

2 4
x 6 3
7 2

1 4 4
1 51 2

Para volver al contexto de trabajo, responderemos a la pregunta de la situacion
problematica de partida: «Si los 24 nifios y nifias de 4.° de Primaria, como una
actividad de Educacion Fisica hemos ido hasta ahora 63 veces a la piscina en todos
los anos de colegio, hemos comprado 1512 entradas».

Se haran mas ejemplos de multiplicacion asociados a la resolucion de situaciones
problematicas. En la reflexion con el alumnado sobre la relacion del multiplicando
y multiplicador con el producto o resultado, les ayudaremos a que lleguen a una
conclusion semejante a: «para multiplicar un nimero por otro de dos cifras, se
multiplica el primero por la cifra de las unidades del segundo y posteriormente
por la de las decenas de este. Obtenemos asi los dos productos parciales, que se
tendran que situar correctamente para sumarlos y llegar al producto final». Han
descubierto como funciona este procedimiento que denominamos algoritmo es-
tandar de multiplicar por un nimero de dos cifras.

El objetivo final sera que los alumnos utilicen la expresion estandar del algoritmo
como la manera habitual de resolver las multiplicaciones de las situaciones pro-
blematicas que se les presentan.

Aprendido el algoritmo de la multiplicacion por dos ciftras, se iran introduciendo
situaciones en las cuales se vaya aumentando el nimero de cifras tanto del multipli-
cando como del multiplicador, procediendo de forma semejante a como se ha visto
hasta ahora. Asi, para el caso de la multiplicacion de 574 x 263, por ejemplo, tendre-
mos que ensefiarles primero a multiplicar por centenas completas, 574 x 200, que
se hard de manera analoga a la multiplicacion por decenas completas, continuando
con el procedimiento anterior hasta llegar al resultado final.
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C.10. Desarrollar la agilidad mental en el cdlculo de la multiplicacion

De manera espontanea y de forma semejante a las operaciones anteriores, en voz
alta, en un juego, en diferentes situaciones..., y siempre con un nivel de dificultad
inferior al trabajado en clase en el ambito simbolico, utilizaremos la multiplica-
cion para ejercitar el calculo mental. Ha de quedar clara la necesidad y la conve-
niencia de memorizar la tabla de multiplicar, pero solo como una herramienta de
rapidez, para economizar esfuerzos y nunca como una finalidad en si misma. Ha
de servir para resolver situaciones de la vida real revividas en clase.

Habré que insistir también en la automatizacion de las multiplicaciones por la
unidad seguida de ceros y en la utilidad de estas para reforzar el funcionamiento
del sistema de numeracion decimal y la formacion de unos 6rdenes de unidades
a partir de otros.

Al final del 1* ciclo de Primaria, se trabajara la tabla de la multiplicacion y mul-
tiplicaciones de dos cifras en el multiplicando, que al duplicar, triplicar o cuadru-
plicar puedan encontrar facilmente el resultado porque tengan relacion con las
descomposiciones aditivas trabajadas en la capacidad A.8. Por ejemplo, el doble,
triple, etc., de 15, de 25 o de 30, es una consecuencia inmediata de algunas des-
composiciones aditivas de 45, 100 y 60, entre otros.

No olvidaremos las estrategias personales que cada alumno haya creado tanto en
la adicion como en la sustraccion para aplicarlas también a la multiplicacion, pi-
diéndoles que verbalicen lo que hacen al calcular mentalmente para asegurarnos
que estan pensando correctamente. De la misma manera les insistiremos en las
ayudas que las propiedades conmutativa, asociativa y distributiva les pueden ofre-
cer para realizar los calculos mentales.

A medida que se va dominando este calculo mental y el de las otras operaciones,
se puede combinar gradualmente la multiplicacion con ellas para hacer un trabajo
conjunto.

Ademas, se dispone de materiales didacticos que, con la ayuda del juego, facilitan
la memorizacion de la tabla de multiplicar.

Domino de la multiplicacion (fabricado por Taskmaster Ltd.)

Es un material para trabajar la multiplicacion. Se reparten fichas del juego, y por

turnos tienen que asociar el resultado con la multiplicacion correspondiente, si es
que tienen la ficha adecuada (figura 67).
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Figura 67. Imagen de una secuencia de juego con el Domino de la multiplicacion

Este material presenta cuatro tipos de fichas. Unas, con la parte del resultado pinta-
da de color amarillo, tienen multiplicaciones por 2 y por 3. Otras, con la parte del
resultado pintada de color rojo, tienen multiplicaciones por 4 y por 5. Otras, con
la parte del resultado pintada de color verde, tienen multiplicaciones por 6 y por 7.
Finalmente, otras, con la parte del resultado pintada de color azul, tienen multipli-
caciones por 8 y por 9. El juego se puede plantear separadamente o combinando
los cuatro tipos de fichas.

Triomino de la multiplicacion (fabricado por Taskmaster Ltd.)

Muy semejante al material anterior, pero con un formado triangular, en la figura
68 se muestra una tirada:

Figura 68. Imagen de una secuencia de juego con el Triomino de la multiplicacion

Este material presenta tres tipos de fichas. Unas, con marcas de separacion de
color rojo, tienen multiplicaciones por 2, 3 y 4. Otras, con marcas de separacion
de color azul, tienen multiplicaciones por 5, 6 y 7. Finalmente, otras, con marcas de
separacion de color verde, tienen multiplicaciones por 8, 9 y 10. El juego se puede
plantear separadamente o combinando los tres tipos de fichas.

Como los dos materiales anteriores son de fabricacion inglesa, incorporan multi-
plicaciones que contienen como factores 11y 12.
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Penkamino (fabricado por Royal Games)

Introduce un poco mas de dificultad y por ello se presenta en tercer lugar. Los fac-
tores se encuentran en los brazos de las cruces y los resultados en los vértices de
los cuadrados. Se les reparten fichas de las dos maneras, y por turnos, tienen que
asociar las multiplicaciones con los resultados (figura 69).

Figura 69. Imagen de una secuencia de juego con el Penkamino

Bingo de la multiplicacion (fabricado por Jocdi-Goula, Toyland, sa)

Pese a que el formado parece mas infantil, es el material que requiere mas agilidad
con la multiplicacion, porque tienen que colocar el nimero encima de la operacion

al mismo tiempo que escuchan a quien canta el resultado y, ademas, no equivocar-
se (figura 70).

Figura 70. Imagen de una secuencia de juego con el Bingo de la multiplicacion
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C.11. Resolver e inventar situaciones problemdaticas relacionadas con la
multiplicacion

Como ya se ha dicho, es en situaciones reales donde cobra especial sentido el tra-
bajo hecho con esta operacion, porque realmente es la realidad la que origina inte-
rrogantes cuya respuesta pasara por saber, en este caso, resolver multiplicaciones.

Como en el caso de la adicion y la sustraccidon, aunque la resolucion e invencion
de problemas aparece como la cuarta fase para trabajar las operaciones, también
ahora nos encontramos en ella desde el principio, porque presentamos las multipli-
caciones de manera contextualizada, a partir de situaciones reales que tienen que
resolver y que, igualmente, estaran relacionadas con cualquier bloque de conteni-
dos matematicos.

Continuaremos trabajando la resolucion de problemas a partir de las cuatro fases de
Polya y de la reflexion con el alumnado sobre su importancia, desarrollo y utilidad.

Como se ha comentado en las capacidades A.9 y B.9, y con las mismas considera-
ciones, aprovecharemos los errores para generar nuevos aprendizajes y continua-
remos con el trabajo de estimacion de los resultados de las situaciones problema-
ticas.

Iniciaremos el trabajo en 2.° de Primaria, con situaciones problematicas que nece-
siten ser resueltas con una multiplicacion. Es muy importante que, en los primeros
momentos, prestemos atencion al paso de una adicion de sumandos iguales a
una multiplicaciéon donde el multiplicador indique el nimero de sumandos que
se estan operando.

Cuando ya reconozcan la multiplicacién como la operacion que sirve para resolver
cualquiera de estas situaciones, plantearemos problemas relacionados con ellas
teniendo cuidado de que las multiplicaciones aparezcan de manera aislada.

Mas adelante trabajaremos problemas que necesiten dos multiplicaciones para su
resolucion. Los problemas vistos hasta ahora eran de nimeros de dos o tres cifras,
para pasar en 3.° de Primaria a situaciones con niimeros cualesquiera.

También, y a finales del 1. ciclo e inicios del 2.°, se pueden proponer problemas
que necesitan para su resolucion la combinacion de una sustraccion, una adicion
y una multiplicacion.

En referencia a los enunciados de las situaciones problematicas seguiremos los
mismos pasos que para la adicion y la sustraccion (capacidades A.9 y B.9) pero
tendremos que hacer una consideracion afiadida. Se trata de la necesidad de que
en los enunciados claros, ordenados, completos, sin errores... tengamos cuidado,
al principio, de hacer aparecer los datos de manera ordenada de acuerdo con su
papel en la multiplicacion que tienen que realizar; es decir, que el primer nimero
sea el multiplicando y el segundo el multiplicador (si cada alumno necesita 8
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folios para una actividad y hay 5 alumnos por grupo, ;cuantos folios tendremos
que preparar?). Avanzado el ciclo no sera necesario respetar este orden (si hay 5
alumnos por grupo en clase y se necesitan 8 folios para una acitividad, ;cuadntos
folios tendremos que preparar por cada grupo?).

En este caso, la aparicion de problemas con enunciados confusos, incompletos,
con datos que falten, con datos que sobren... tendra que ser retrasada un poco mas
que en el trabajo con la adicion y la sustraccion.

Desarrollaremos también tareas de invencion de problemas relacionados con la
multiplicacion con las mismas orientaciones dadas para la adicion y la sustraccion
(capacidades A.9 y B.9), tanto referidas a la oferta de ayudas al alumnado como a
la necesidad de intercambiar entre los nifios y las nifas los enunciados inventados.
La diferencia en este caso serd el trabajo inicial de diferenciacion entre la adicion
de sumandos repetidos y la multiplicacién donde el multiplicando sea el sumando
y el multiplicador el niimero de sumandos. Y, sobre todo, las ventajas que esta
ultima operacion ofrece frente a la primera.

En los ciclos posteriores se continuara con las tareas de resolucion e invencion de
situaciones problematicas relacionadas con la multiplicacion, en las cuales esta
operacion se combinara con las otras tres a medida que las vayan dominando.

A medida que avanza el 2.° ciclo hay que completar la informacion sobre la mul-
tiplicacion presentando a los alumnos situaciones reales que se resuelvan multi-
plicando y que intuitivamente no correspondan a una expresion numérica de adi-
ciones de sumandos iguales. Serdn situaciones en las cuales la multiplicacion
surge como la operacion que nos permite calcular el cardinal del producto carte-
siano de dos conjuntos que tienen como cardinales los factores de la multiplica-
cion. La expresion formal del producto cartesiano de dos conjuntos A 'y B es
AxB= {(a, b)/aEANDE B} y si m=card(A), n=card(B) se define:
mxn=card(AxB).

Podemos ver como se desarrollan estas situaciones en el aula con el siguiente
ejemplo: «Para hacer una merienda de cumpleafios en el aula hemos comprado
5 tipos diferentes bocadillos y 3 tipos de bebida. ;De cudntas maneras diferentes
puede merendar cada nifo, eligiendo un bocadillo y una bebida?».

Para resolver esta situacion, los niflos formaran todas las parejas posibles con un
tipo de bocadillo y una clase de bebida y, después de comprobar que el nimero
de posibilidades es 15, tendrian que responder a nuestra pregunta sobre cudl es la
operacion que resolverd numéricamente situaciones de este tipo sin que sea nece-
sario formar todas las parejas. Evidentemente, la respuesta tiene que ser la mul-
tiplicacion. A partir de este momento y de la realizacion de ejemplos semejantes,
utilizaran la multiplicacion para resolver cualquier situacion que tenga este tipo de
planteamiento.
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C.12. Adquirir la nocion de potencia como producto de factores iguales.
Identificar la base y el exponente de una potencia

La potenciacion de Nuimeros Naturales es una nueva manera de denominar la multi-
plicacion cuando se produce una situacion concreta. Esta situacion se origina cuan-
do todos los factores de la multiplicacion coinciden. Por ejemplo: «Si tenemos dos
muebles con dos cajones y en cada uno dos juguetes de dos piezas cada uno. ;Cuén-
tas piezas hay?». Resulta evidente expresar la respuesta con 2 X 2 x 2 x 2 = 16, pero
de la misma forma que se llegd a una nueva manera de expresar una adicion de
sumandos iguales cuando se introdujo la multiplicacidn, ahora tendriamos que
conseguir que se llegara a otra forma de expresar esta situacion. La nueva ope-
racion, llamada potenciacion, transforma la multiplicacion representandola de la
forma siguiente: 2 x 2 x 2 x 2 =24 Es mas economica de escritura y mas intuitiva,
porque no es necesario contar cudntos factores hay. Pero, es evidente que, para
simplificar en un futuro los célculos, es necesario introducir esta nueva notacion, y
ello es una dificultad anadida en principio. Se introducira en 3. ciclo de Primaria.

Hay que poner nombre a los elementos de esta nueva expresion, ademads de leerla
correctamente. En el ejemplo anterior, el 2 se denomina base, el 4 exponente, y el
16 potencia, y se lee «dos elevado a cuatro o dos a la cuartay.

Para agilizar los célculos con esta operacion y con el objetivo de preparar el ca-
mino hacia el algebra, en el Gltimo curso del ciclo se trabajaran las siguientes
propiedades de la potenciacion:

1. Multiplicacion de potencias de la misma base.

Trabajaremos a partir de una situacion problematica, por ejemplo: «Un edificio de
viviendas tiene 3 escaleras, en cada una hay 3 alturas y en cada altura 3 viviendas.
(Cuantas viviendas hay? Cada vivienda dispone de 3 habitaciones, cada una de las
cuales tiene 3 enchufes. ;Cuantos enchufes hay por vivienda? ;Cudntos enchufes
necesitara el promotor del edificio?».

La operacion necesaria para responder a la primera pregunta es 3°. Para responder
a la segunda, 3%; y para responder a la tercera, 3° x 32=27x 9 = 243,

En este momento se les planteard la situacion de la manera siguiente: «Un edificio
de viviendas tiene 3 escaleras, en cada una hay 3 alturas, en cada altura 3 vivien-
das, cada vivienda tiene 3 habitaciones, cada una de las cuales dispone de 3
enchufes. {Cuantos enchufes necesitara el promotor del edificio?».

Después de responder 3°, y llegar al 3° = 243, observamos los dos procedimientos
que les han conducido a resultados iguales, y los expresamos numéricamente:
33 x 32 =243 = 3% y fijandose en las bases y los exponentes les ayudaremos a ob-
tener la conclusion siguiente: 3° x 32 = 3%2 = 35,
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Después de comprobar este hecho con diversos ejemplos numéricos, la propiedad
se puede enunciar: «Para multiplicar potencias de la misma base, se deja la base y
se suman los exponentes». En lenguaje matematico: Vb, m, nEN: b" xb" =b™™"

2. Divisién de potencias de la misma base

Trabajaremos de nuevo a partir de una situacion problematica, por ejemplo: «En
cada una de las tres clases de un colegio rural se dispone de tres armarios con tres
cajas en cada uno. En cada caja hay tres bolsas con tres carpetas cada una. ;Cuan-
tas carpetas hay? Hacemos tres grupos de tres alumnos para distribuirlas entre
los compaiieros. ;Cuéantos alumnos van a distribuirlas? Si repartimos las carpetas
entre estos alumnos, /cuantas corresponden a cada alumno?».

La operacion necesaria para responder a la primera pregunta es 3°. Para responder
3’243

a la segunda, 3%; y para responder a la tercera 7 = o5 =27.

En este momento, y para encontrar una relacion directa entre las potencias iniciales

y el resultado, se les pide que expresen este oMo una potencia de 3 y obtendran

27= 3% conlo que se llegard a — =27 = 3°. Se les preguntara por la relacion que
hay entre los exponentes iniciales de los términos de la division y el del resultado,
5

3 .
concluyendo que: = =3’ =37,

32
Después de comprobar este hecho con varias situaciones problematicas y ejem-
plos numéricos, la propiedad se puede enunciar: «Para dividir potencias de la
misma base, se deja la base y se restan los exponentes». En lenguaje matematico:

m

Y bmneEN: [;9_" =b"".

3. Potencia de una potencia

Trabajaremos también a partir de una situacion problematica (hay que decir que
sera mas complicado encontrarla que en las otras propiedades), por ejemplo: «En
una ciudad hay cuatro clubes de futbol, cada club tiene equipos en cuatro catego-
rias, y en cada categoria cuatro equipos. /Cuantos equipos de futbol hay en esta
ciudad? Se organiza un torneo futbolistico con otra ciudad, que tiene el mismo
numero de clubes, categorias y equipos que la primera. ;De cudntas maneras di-
ferentes se pueden organizar partidos con un equipo de cada ciudad, si pueden
enfrentarse los de cualquier categoria?».

La operacion necesaria, para responder a la primera pregunta es 4°. La segunda
ciudad tiene el mismo niimero de equipos, por tanto, 4°. Para responder a la segun-
da pregunta es necesario multiplicar todos los equipos de la primera ciudad por los
de la segunda, asi, 4> x 4°= 6* x 6*=4.096. A continuacion se les pide que expresen
el resultado como una potencia de base 4, y tienen que llegar a 4°.
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Por definicion de potencia, la expresion inicial 4° x 4° pueden expresarla como
(4°)°. Por tanto, (4*)*= 4°. Comparamos los dos miembros de esta igualdad y les
pedimos que relacionen sus exponentes, con lo cual llegan a (4%)*= 4= 432,

Después de comprobar este hecho con varias situaciones problematicas y ejemplos
numéricos, la propiedad se puede enunciar: «Para calcular la potencia de otra po-

tencia, se deja la base y se multiplican los exponentes». En lenguaje matematico:

Vobomn€N:(b") =bm".
Nota: Casos particulares

1. A partir del conocimiento de la potenciacion, se puede expresar la descom-
posicion de un niimero en su forma polindmica correcta:
3.654=3x10°+ 6 x 10>+ 5 x 10 + 4.

2. Cualquier potencia de exponente 1 da como resultado la base, ya que hay
un unico factor que es la base.

3. Cualquier potencia de exponente 0 da como resultado 1 si la base es dis-
tinta de cero.

La explicacion que les podriamos dar se deduce de la segunda propiedad de la

potenciacion: como sabian que §=1 y §= 3" =3%, se concluye 3° =1.

D. Division

De la misma manera que el resultado de la sustraccion se puede obtener buscando
el sumando que le faltaba a una adicion, la multiplicacion se deduce de una adi-
cion de sumandos iguales y la potenciacion de una multiplicacion con un factor
que se repite; la nueva operacion que se presenta, la division, también deriva de
una operacion anterior. Ademas, conecta directamente con algunas de las acciones
intuitivas que antes de entrar en la escuela los nifios y nifias ya han realizado, las
de repartir elementos o formar grupos con ellos.

La definicion de la division exacta que se deriva de la teoria de conjuntos, la
presenta como la operacion que nos permite calcular el cociente de dos numeros,
entendiendo el cociente como el cardinal de cualquiera de los subconjuntos que
resultan de la particion de un conjunto en un numero determinado de subconjuntos
equipotentes, o bien la operacién que nos permite calcular el cociente de dos ni-
meros, entendiendo el cociente como el nimero de subconjuntos equipotentes de
un determinado cardinal, que se obtienen de la particion de un conjunto.

Esta definicion a partir de subconjuntos equipotentes nos hace pensar inmediata-
mente en la multiplicacion trabajada con anterioridad y entender la division exacta
como la operacion que busca el factor que le falta a una multiplicacion de la cual
se conoce el resultado y el otro factor.
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D. 1. Construir la idea de division exacta utilizando particiones en las cuales todas
las partes sean equipotentes y expresando los cardinales que intervengan en
ellas. Simbolizar estas particiones utilizando los signos «x» e «=»

En esta capacidad desarrollamos el trabajo correspondiente a la primera de las fa-
ses de E-a de la division, que se realiza en el 3. curso de la etapa, cuando ya tienen
bastante avanzado el conocimiento de la multiplicacion.

Como se deduce de la definicidn, esta operacion se relaciona con dos tipos de si-
tuaciones, de agrupar y de repartir. Partiremos, por tanto, de actividades practicas
y manipulativas en las cuales los niflos y las nifas tienen la necesidad de agrupar
o repartir una cantidad inicial de elementos en conjuntos equipotentes y disjuntos.

Podemos comenzar con una situacion de agrupar, como por ejemplo: «Si tenemos
8 caramelos y hemos de dar 2 a cada nifio, ;para cudntos niios hay?». De ma-
nera intuitiva, sin necesidad de demasiadas explicaciones, lo que haran es coger
los 8 caramelos y agruparlos de 2 en 2 hasta que se acaben, haciendo 4 conjuntos
equipotentes.

Cuando les proponemos que nos expliquen qué ha pasado con los caramelos utili-
zando los nimeros que han intervenido en la situacion, es imprescindible que sean
conscientes de que habia un conjunto inicial de 8 caramelos y ahora hay 4 sub-
conjuntos de 2. De esta manera conectaremos directamente con la multiplicacion,
porque 2 caramelos de cada nifio por 4 nifios, son § caramelos. Por tanto, queda la
puerta abierta para decir que lo que se esta buscando es un factor desconocido de
esa multiplicacion, y nos encontramos con la representacion siguiente: 2 X ?? = 8.

Con la intencion de acercar a la nueva operacion las frases que utilicen para ex-
plicar qué ha pasado con los caramelos, les ayudaremos en la evolucién verbal
modificando el enunciado «si 8 caramelos los agrupamos de 2 en 2, tenemos para
4 nifios», hasta llegar a «8 agrupados de 2 en 2, da 4 grupos» y completar asi la
multiplicacion anterior con el 4 que faltaba: 2 x 4 = 8.

Hasta ahora no han necesitado una nueva operacion para responder a la pregunta
inicial, lo han hecho utilizando la multiplicacién incompleta. Pero esta es una for-
ma extraia de trabajar la multiplicacion y, ademads, cuando los nlimeros sean mas
grandes y no se puedan manipular los elementos, nos hara falta una nueva manera
numeérica de resolverlo. Esta manera de resolver numéricamente las situaciones la
llamaremos division y podremos cambiar las expresiones anteriores por «si divi-
dimos 8 entre 2 da 4» o bien «8 dividido entre 2 es 4».

Para completar la iniciacion a la division tendremos que trabajar también con si-
tuaciones de repartir. Podemos hacerlo con el ejemplo «Hay 8 caramelos para
repartir en partes de la misma cantidad entre 2 nifos. ;Cuantos hay para cada
nifio?». En esta ocasion lo que haran es coger los 8 caramelos y uno a uno repartir
los entre los nifios hasta que no queden.
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Cuando expliquen qué ha pasado con los caramelos utilizando los nimeros que
han intervenido en la situacion, tendran que ser conscientes de que habia un con-
junto inicial de 8 caramelos y ahora hay 2 subconjuntos de 4. De nuevo conectaran
con la multiplicacion, porque 4 caramelos de cada nifio por 2 nifios son 8 carame-
los. Otra vez queda la puerta abierta para decir que lo que se estd buscando es un
factor que desconocen de esa multiplicacion, y nos encontramos con la represen-
tacion siguiente: ?? x 2 = 8.

Con la intencién de acercar las frases que utilicen hacia la nueva operacion, les
ayudaremos a modificar el enunciado «si repartimos 8 caramelos entre 2 nifios,
tocan a 4 cada uno», hasta llegar a «8 repartido entre 2, da 4» y completar asi la
multiplicacion anterior con el 4 que faltaba: 4 x 2 = 8.

En este momento conectaran con la idea de division introducida antes y utilizaran
de nuevo las expresiones «si dividimos 8 entre 2 da 4» o bien «8 dividido entre 2
es 4».

Se repetirdn situaciones problematicas de los dos tipos anteriores hasta que estas
ideas estén afianzadas.

El final de la fase seré pedir a los nifios y nifias que sean ellos quienes encuentren
o reconozcan situaciones de su vida personal que estén relacionadas con la opera-
cion (platos, bocadillos...).

D.2. Cambiar simbolizaciones de multiplicaciones incompletas por otras que usen
los signos «:» e «=». Ildentificar y utilizar correctamente los términos y
signos de la division exacta

Continuando en 3.* curso, una vez realizadas las acciones anteriores y conocida la
palabra division, es el momento de pasar a la segunda fase de E-A de la operacion,
introduciendo los signos «:» e «=». Entonces, las multiplicaciones incompletas
asociadas al enunciado verbal «8 dividido entre 2 es 4»,2 x 7?7 =8y ?? x 2 =8, se
cambian por la expresion numérica de la division «8 : 2 = 4.

Introduciremos también los nombres propios de los términos y el resultado de la
division: el 8 se denominara dividendo, el 2 divisory el 4 cociente. El signo «:» se
lee dividido por, y el signo «=», igual (que ya conocian).

Es necesario sefalar que el dividendo siempre es el nimero de elementos a agru-
par o a repartir. El divisor puede ser el nimero de elementos de cada subconjunto
equipotente en el primer caso o el nimero de subconjuntos equipotentes a formar
en el segundo, y el cociente serd, respectivamente, el nimero de subconjuntos equi-
potentes que se forman o el cardinal de los subconjuntos equipotentes formados.

Como el alumnado ya conoce los términos y signos de las otras operaciones, ten-

dremos que comprobar que los identifican y los diferencian correctamente de los
que acabamos de introducir.
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D.3. Construir la idea de division entera utilizando particiones en las cuales todas
las partes menos una sean equipotentes y expresando los cardinales que
intervengan en ellas. Simbolizar estas particiones usando los signos «+»,
«» e «=»

Después de introducir el significado de la operacion con los ejemplos anteriores
que generan divisiones exactas, y para extender la operacion a cualquier pareja
de niimeros naturales trabajaremos, siguiendo un procedimiento analogo, con si-
tuaciones del tipos: «Hay 9 caramelos para dar 2 a cada nifia. ;Para cuantas nifas
hay?» o bien «Hay 9 caramelos para repartir los en partes de la misma cantidad
entre 2 nifias. {Cuantos hay para cada nifia?».

En estos casos llegardn a agrupamientos o a repartos en los cuales una de las partes
no es equipotente con las otras y daran lugar a divisiones enteras. Las expresiones
de los casos anteriores 2 X ?? =8y ?? x 2 = 8 no sirven para estas. Habra que re-
formularlas y asi aparecera un nuevo término que representa el cardinal de la parte
no equipotente con las otras (2 x ??) +1 =9y (?? x 2) +1 =09.

En las explicaciones del alumnado para decir qué ha pasado en el primer ejemplo
con los caramelos, les ayudaremos en la evolucion verbal y encontraremos expre-
siones como:

» Si 9 caramelos los agrupamos de 2 en 2, tenemos para 4 nifias, y sobra 1.
* 9 agrupados en grupos de 2, da 4 grupos y sobra 1.

» Sidividimos 9 entre 2 da 4 y sobra 1.

* 9dividido entre 2 es 4 y sobra 1.

Y para el segundo:

* Si 9 caramelos los repartimos en partes de la misma cantidad entre 2 nifias,
tocan a 4 cada una y sobra 1.

* 9 repartido en partes de la misma cantidad entre 2 da 4 y sobra 1.

o Sidividimos 9 entre 2 da 4 y sobra 1.

* 9dividido entre 2 es 4 y sobra 1.

Se repetira también el trabajo con situaciones problematicas de estos tipos, para
profundizar en la nueva consideracion de la division y se pedira a los nifios y nifias
que sean ellos quienes encuentren o reconozcan situaciones de su vida personal
que estén relacionadas con la operacion.

A partir de este momento habra que utilizar el vocabulario asociado a los dos tipos
de division que hemos introducido. Asi, tendran que reconocer las divisiones exac-
tas como aquellas en las cuales, después de hacer los agrupamientos o el reparto,
no sobra ningun elemento, y las divisiones enteras como las que si sobra.

@ M. Alcalde [ I. Pérez | G. Lorenzo - ISBN: 978-84-695-9565-7 129 Los Numeros Naturales en el aula de Primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia90



D.4. Simbolizar divisiones enteras usando la representacion habitual. Identificar y
utilizar correctamente los términos y signos de la division entera

Continuando en 3.* curso, una vez realizadas las acciones anteriores, es el mo-
mento de pasar en estas otras divisiones a la segunda fase de E-A de la operacion,
introduciendo los términos y los signos correspondientes. En el caso de la division
entera, no se puede utilizar la expresion 9 : 2 =4, porque no es cierta. Entonces, se
hace necesario usar una disposicion diferente de los términos para representar esta

nueva situaciéon: =~ 1= en la cual la «caja»
1 4

como aparece un término nuevo, el 1, se introducira el nombre y el significado de

este: resto, que representa el nimero de elementos que quedan sin repartir. Los

otros numeros de la division reciben el mismo nombre que en el caso de la division

exacta y tienen el mismo significado.

ha sustituido los dos puntos, y

D.5. Realizar divisiones de numeros utilizando particiones de conjuntos en partes
equipotentes

Es importante que después de haber introducido la expresion simbolica de la ope-
racion, esta no se desconecte de las acciones con las cuales se relaciona. Por ello,
también en el 3. curso y en momentos posteriores al trabajo de las capacidades
anteriores, habra que mostrarles expresiones simbolicas de divisiones que deberan
calcular mediante particiones de conjuntos en partes equipotentes, bien mediante
agrupamientos o bien por repartos.

Este es un trabajo inverso al realizado en las capacidades anteriores, en las cuales
el alumnado avanzaba desde las acciones con los objetos hasta las expresiones
numeéricas de las situaciones.

Si los nifios y las nifias son capaces de encontrar los resultados de las divisiones
propuestas sin recurrir a los objetos, pueden resolverlas numéricamente de esta
manera, pero tendremos que reflexionar con ellos y ellas sobre el significado de la
operacion y sobre su relacion inequivoca con situaciones en las cuales se parte un
conjunto inicial en subconjuntos equipotentes.

En la 3.% fase de E-a de la division trabajaremos su algoritmo, que envuelve una
serie de dificultades que no estaban presentes en las anteriores operaciones. Es-
tas complicaciones hay que tenerlas en cuenta para poder resolver los posibles
conflictos que se presenten al alumnado, y son las siguientes:

* Es un algoritmo que avanza por las cifras del dividendo de izquierda a
derecha, con lo que rompe el orden establecido en las operaciones anteriores.

* Se busca un resultado y se encuentran dos, cociente y resto.

» Hay restricciones: el resto (r) tiene que ser menor que el divisor (d), y el
dividendo (D), mayor o igual que el divisor. Se tiene que cumplir:D=d >r.

» Necesita otras operaciones para desarrollar su algoritmo. En particular de
la sustraccion y de la multiplicacion.
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* No es automatico, necesita pasos:

— Separar en el dividendo, «;cudntas cifras es necesario separar?».

— Estimar una cifra para el cociente, «;a cuanto le cabra?».

— Lacifra estimada, multiplicada por el divisor, tiene que dar un resultado
que no exceda la cantidad separada en el dividendo, «pero que esté lo
mas proéximo posibley.

— Comprobar el calculo anterior y rehacer, si nos hemos equivocado, los
calculos.

Todo ello hace que el algoritmo de la division sea el mas complicado de todos
los algoritmos de las operaciones aritméticas basicas.

D.6. Descubrir el algoritmo de la division exacta y entera por una cifra y utilizarlo
para realizar divisiones exactas y enteras en las cuales aumente progresivamente
el numero de cifras del dividendo

En esta 3.* fase de E-a de la division y cuando en el trabajo en clase se presente
una situacion problematica que implique dividir dos numeros el cociente de los
cuales no se deduzca directamente de la tabla de multiplicar, serd el momento de
introducir el algoritmo de la division de un nimero de dos cifras, por otro de una.

De manera anéloga a las otras operaciones, se propone la primera parte de una
secuencia didactica, ordenada por niveles de dificultad, segin la cual se tendrian
que introducir los algoritmos de la operacion en el 2.° y 3.* ciclo de Educacion
Primaria.

Comenzaremos por divisiones exactas y enteras de un numero de varias cifras por
un numero de una sola cifra, recorriendo los siguientes tramos:

1. Dos cifras en el dividendo y dos en el cociente, con restos parciales iguales
a cero, por ejemplo, 64 : 2, 64 : 3.

2. Dos cifras en el dividendo y dos en el cociente, con restos parciales diferen-
tes de cero, por ejemplo, 64 : 4, 74 : 3.

3. Tres cifras en el dividendo y tres en el cociente, con restos parciales iguales
o diferentes de cero, por ejemplo, 642 : 2, 643 : 2, 652 : 4, 653 : 4.

4. Tres cifras en el dividendo y dos en el cociente, con restos parciales iguales
o diferentes de cero, por ejemplo, 142 : 2, 143 : 2, 152 : 4, 153 : 4.

5. Cualquier numero de cifras en el dividendo.

De la misma manera que en las otras operaciones, trabajaremos la construccion
de este algoritmo, para su comprension y posterior automatizacion, con la ayuda
de los materiales didacticos que ya conocen (como son los BM y los abacos) y la
transcripcion escrita de las acciones que realizan.

Supongamos que se presenta en clase una situacion problematica como la siguien-
te: «Los alumnos de 3.° de Primaria de un colegio van de excursion. Tienen que
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coger dos autobuses y por tanto se tienen que repartir en dos grupos de la misma
cantidad. ;Cudntos irdn en cada autobus si son 64 alumnos en total?».

Se comentara con ellos y ellas como encontrar la respuesta y llegaremos a la con-
clusion de que es necesario resolver la division de 64 entre 2, pero no la saben
calcular numéricamente todavia, porque no se corresponde con ningun resultado
de multiplicacion de la tabla, que si conocen.

Antes de continuar con la manipulacion de los materiales, se comenta con el alum-
nado la necesidad de expresar por escrito lo que ocurre numéricamente para tener
registrado el proceso que se va a llevar a cabo y el resultado final:

64 | 2

7

Después de que presenten sus propuestas de resolucion de la operacion y en la
blsqueda de la manera comun de hacerlo, introduciremos el algoritmo estandar
correspondiente.

Haciendo uso de los materiales didacticos, en el caso de los BM, representaran el
64 y después lo separaran en dos subconjuntos que tengan el mismo niimero de
elementos. Obtendran en cada subconjunto tres barras y dos cubos, es decir , 32,
que sera el cociente de la division. ;Qué ha pasado? Posiblemente han repartido
en primer lugar el nimero de barras y, en segundo lugar, el de cubos y, si no es asi,
intentaremos guiarles para que hagan el reparto del material comenzando por las
unidades de orden superior, ya que les ayudara en la posterior expresion numérica
de la operacion. Estan construyendo lo que sera el algoritmo de la division por
una cifra, comenzando por las barras (decenas) y continuando por los cubos (uni-
dades), es decir , de izquierda a derecha (figura 71).
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Figura 71. Representacion con BM de la division de 64 entre 2

En el caso de los abacos, representaran el dividendo en un édbaco y habra que re-
partirlo en dos partes equipotentes. Necesitamos dos abacos mas para colocar las
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bolas que quitamos del abaco inicial. Para repartir las bolas, y con las mismas con-
sideraciones que en el caso anterior, comenzaremos por la varilla de las decenas
hasta que no quede ninguna; posteriormente repartiran las unidades. En cada uno
de los dos dbacos queda representado el cociente, que es el 32.

De manera simultanea a la manipulacion con los materiales y la correspondiente
verbalizacion, continuamos con la expresion numérica que habian escrito en un
primer momento:

64 | 2

El hecho de separar las barras o comenzar a repartir por la varilla de las decenas
se indica poniendo una coma entre el 6 y el 4 0 una marca encima del 6 (aunque,
para no complicar el desarrollo, se elige la primera forma):

6,4 | 2 64\2
., 2

Una vez repartidas las decenas con el material, anotardn numéricamente lo que ha
ocurrido, escribiendo la cifra de las decenas del cociente, especificando la sustrac-
cion intermedia y el resto parcial, que es cero:

6,4 | 2
-6 3
0

Quedan por repartir cuatro unidades. Es necesario especificarlo numéricamente,
situando la cifra de las unidades del dividendo al lado del resto parcial. Es lo que
se conoce como bajar la cifra siguiente. Esta accion tiene un sentido mas com-
pleto cuando trabajamos los restos parciales diferentes de cero, pero ahora les
diremos que colocamos el 4 al lado del 0 para indicar que solo quedan 4 unidades
por repartir . Si lo dejdramos arriba, podria no verse claro al estar al lado del 6:

6,4, | 2
-6 3
04

Una vez han repartido las unidades, anotan en el cociente la cifra correspondiente
a las unidades, asi como la sustraccion asociada:

6,4, | 2
-6 32
04

-4
0
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El objetivo sera utilizar este algoritmo sin necesidad de escribir las sustracciones
porque las hagan mentalmente. Es lo que se conoce como la expresion estandar
del algoritmo.

6,4, | 2
04 32
0

Para volver al contexto de trabajo, responderemos a la pregunta de la situacion
problematica de partida: «Los alumnos de 3.° de Primaria de un colegio van de
excursion. Tienen que coger dos autobuses y por tanto se tienen que repartir en dos
grupos de 32 personasy.

En el caso que se acaba de trabajar, los restos parciales son iguales a cero. Pero en
otras casos existe la dificultad afiadida de encontrar restos parciales diferentes de
cero, que habra que atender trabajando también con materiales didacticos y de una
manera semejante al proceso realizado para restos parciales iguales a cero.

Supongamos que se presenta en clase una situacion problematica como la siguien-
te: «Los alumnos de 3.° de Primaria de un colegio van de excursion y se alojan
en un albergue. Tienen que repartirse en 4 habitaciones con el mismo numero de
alumnos. ;Cuédntos alumnos tendran que ponerse en cada habitacion?».

En un primer momento parece una division igual a las que ya saben hacer, y por
tanto se disponen a realizarla numéricamente:

6,4 | 4

Una vez han comprobado que no es una division del tipo conocido, porque no
encuentran el 6 en la tabla del 4, llegaran a la conclusion que es necesario volver
al material para ayudarse a resolver la operacion.

En el caso de los BMm, representaran el 64 e iniciardn el reparto de las decenas en 4
conjuntos equipotentes (figura 72).
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Figura 72. Representacion con BM del reparto de las decenas de la division de 64 entre 4
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Simultaneamente a estas manipulaciones, es necesario que simbolicen numérica-
mente lo que estd ocurriendo:

6,4 | 4
-4 1
2

La barra que hemos repartido en cada uno de los cuatro conjuntos equipotentes se
representa en el cociente con un 1 que corresponde a la cifra de las decenas de este.
Y el resto parcial que se obtiene, el 2, se corresponde con las 2 barras sin repartir.

Por la necesidad de continuar con la operacion, vuelven a los BM y transforman en

20 cubos las dos barras que no han podido asignar a ninguno de los cuatro conjun-
tos como decenas completas. Entonces tienen 24 unidades para repartir (figura 73).

77

Figura 73. Representacion con Bm del resultado de la descomposicion de 2 barras en 20 cubos

QQQgg
aaaaaa
aaaad
goaad
aaaa

oD

La representacion numérica en este momento expresa lo que hemos mencionado
anteriormente como «bajar la cifra siguiente». Este hecho tiene como consecuencia
que las dos decenas del resto parcial pasan a considerarse como 20 unidades que,
junto con las 4 que ya habia en el dividendo, forman las 24 que hay que repartir:

6.4, 4.
-4 1
24

Por ultimo, se reparten los 24 cubos en los 4 conjuntos equipotentes, como se ve

en la figura 74.
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Figura 74. Representacion con BM del resultado de repartir 64 entre 4
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Numéricamente, anotaremos en el cociente la cifra de las unidades y se realizara
la correspondiente sustraccion parcial para finalizar la operacion:

6.4, | 4
-4 16
24
ﬁ
00

En el caso de los 4bacos, representaran el dividendo en un abaco y habra que
repartirlo entre otros 4. Siguiendo un procedimiento analogo al del caso anterior,
comenzaremos por la varilla de las decenas hasta que lleguen a darse cuenta de
que hay 2 bolas que no se pueden repartir. El conocimiento del snp y la necesi-
dad de continuar repartiendo hard que decidan descomponer las 2 decenas en 20
unidades y anadirlas a las 4 que ya tienen. Han de repartir 24 unidades entre los 4
subconjuntos, situando 6 bolas en cada abaco. De esta manera obtienen 1 decena
y 6 unidades en cada ébaco, es decir 16, que es el cociente.

También ahora el objetivo sera utilizar este algoritmo sin necesidad de escribir las
sustracciones para que las hagan mentalmente. Es lo que se conoce como la expre-
sion estandar del algoritmo.

6.4 | 4
24 16
0

Este resultado también lo recontextualizaremos con la situacion problematica:
«Los alumnos de 3.° de Primaria de un colegio van de excursion y se alojan en un
albergue. Tienen que repartirse en 4 habitaciones con el mismo nimero de alum-
nos y por tanto se tienen que distribuir en cuatro grupos de 16 personasy.

Se haran mas ejemplos de divisiones exactas con restos parciales iguales o dife-
rentes de cero. En la reflexion con el alumnado sobre la relacion del dividendo y
divisor con el cociente, les ayudaremos a que lleguen a una conclusién semejante
a: «para dividir un nimero de dos cifras entre otro de una sola, se separan las cifras
del dividendo, de izquierda a derecha. A continuacion se busca un nimero que,
multiplicado por el divisor, dé un valor igual o proximo por defecto a la cifra de
las decenas del dividendo, y se coloca en el cociente. El resultado de este nimero
multiplicado por el divisor se resta mentalmente a la cifra de las decenas del divi-
dendo y esta diferencia se coloca debajo de ella. Al lado de este resultado bajamos
la cifra de las unidades del dividendo. Nuevamente es necesario encontrar un valor
que multiplicado por el divisor nos dé o se aproxime por defecto al valor que en
este momento se encuentra debajo del dividendo. Con la colocacion del resultado
final, tanto del valor del cociente como del resto, tenemos finalizada la division,
el resultado de la cual seréd el nimero que se encuentra en el cociente». Se ha con-
vertido una division de dos cifras en el dividendo, que no sabian resolver, en dos
divisiones que si saben resolver.
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Utilizando, por ejemplo, las divisiones 64 : 3 'y 74 : 3, se seguird un procedimiento
analogo para comenzar el trabajo con divisiones enteras por una cifra, en las cuales
la Uinica diferencia con las anteriores serd la existencia del resto final diferente de
cero.

Nuevamente hardn mas ejemplos con divisiones exactas y enteras, con restos par-
ciales iguales o diferentes de cero, asociados a la resolucion de situaciones proble-
maticas, hasta que los alumnos utilicen la expresion estdndar del algoritmo como
la manera habitual de resolver las divisiones por una cifra.

Una vez esta aprendida la division por una cifra y ya en 4.° de Primaria, es
el momento para introducir la division por varias cifras.

Proponemos ahora la segunda parte de la secuencia didactica ordenada por
niveles de dificultad segun la cual se tendria que introducir el algoritmo
estandar de la division cuando el divisor tiene mas de una cifra:

1. Dos cifras en el divisor y una en el cociente: 48 : 12,37 : 12, 124 : 62.
2. Dos cifras en el divisor y mas de una en el cociente: 946 : 13, 715 : 26.
3. Divisiones con ceros en el cociente: 4456 : 43, 556 : 54.

4. Cualquier division.

D.7. Descubrir el algoritmo de la division por dos cifras y utilizarlo para realizar
divisiones en las cuales aumente progresivamente el numero de cifras del
dividendo. Automatizar la division en todos los casos

Seguimos en la 3.* fase de E-A de la divisién. Nos situamos en 4.° de Primaria y
una vez aprendida la division por una cifra sera el momento de ampliar el conoci-
miento del algoritmo estandar de esta operacion, presentando una situacion en la
que sea necesario dividir con un divisor de dos cifras.

Para resolver divisiones donde el divisor tenga varias cifras, ya no es convenien-
te trabajar con material didactico, a causa de la gran cantidad de material que se
necesitaria y de la dificultad de generar el algoritmo a partir de la manipulacion.
Una vez llegado a este punto de la secuencia didactica, pasaremos directamente a
la fase simbolica y, por tanto, utilizaremos lapiz y papel.

Para poder hacer estas divisiones, es necesario que los nifios y nifias sean cons-
cientes de que dividir es buscar el factor que le falta a una multiplicacion, de la que
se conoce el resultado y el otro factor.

Se introducira la division por dos cifras con una sola cifra en el cociente, comen-
zando con una situacion problematica en la cual sea necesario dividir, por ejemplo,
48 : 12: «Entre 3.° y 4.° de Primaria hay 48 nifios y nifias. Si queremos hacer 12
grupos de la misma cantidad de alumnos para las actividades de Navidad, Car-
naval, fiestas del pueblo, final de curso, etc., ;de cudntos nifios y nifias serd cada
grupo?».
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Comentaremos con ellos y ellas como encontrar la respuesta y llegaremos a la
conclusion de que es necesario resolver la division de 48 entre 12, pero no la saben
calcular numéricamente todavia.

Después que diferentes miembros del alumnado presentan sus propuestas de re-
solucion de la operacion y en la busqueda de la manera comun de hacerlo, intro-
duciremos el algoritmo correspondiente planteandoles la pregunta «;qué debemos
hacer para encontrar el cociente?». Cuando la respuesta sea que han de encontrar
un factor que multiplicado por 12 les dé 48, pero que desconocen la tabla del 12,
les podemos proponer que la confeccionen.

Asi, haran: 12 x 1 =12, 12 x 2 =24, 12 x 3 =36, 12 x 4 =48, y en este punto
pararan por haber llegado a la solucion. Se traslada a la expresion numérica de la
operacion, siguiendo todos los pasos que se han utilizando en las divisiones de una
cifra, para fijarlos:

48 | 12
00 4

Para responder a la pregunta de la situacioén problematica de partida, contestaran:
«Si entre 3.° y 4.° de Primaria hay 48 nifios y nifias y queremos hacer 12 grupos de
la misma cantidad de alumnos para las actividades de Navidad, Carnaval, fiestas
del pueblo, final de curso, etc., cada grupo sera de 4 nifios y nifiasy.

Se haran mas ejemplos de division reflexionando con el alumnado sobre la relacion
del cociente, el dividendo y el divisor, ayuddndoles a que mediante las situaciones
problematicas trabajadas lleguen a la conclusion: «el cociente es el numero que
multiplicado por el divisor nos da el dividendo». Han descubierto como funciona
el algoritmo en estos casos.

Los ejemplos incluiran divisiones enteras, 37 : 12; divisiones con tres cifras en el
dividendo, 124 : 62, etc., utilizando siempre para el calculo el recurso de la cons-
truccion de la tabla de multiplicar del divisor.

El objetivo final serd utilizar este algoritmo sin necesidad de escribir la sustraccion
para que la hagan mentalmente, lo que se conoce como expresion estdndar del
algoritmo:

48 | 12
00 4

Continuando con la secuencia didactica de la E-a de la division por varias cifras,
nos encontrariamos con una situacion problematica en la cual aparece la division
siguiente: 946 : 13, donde el cociente tendra mas de una cifra: «Preparando una
excursion a Galicia con el alumnado de 4.° de Primaria sabemos que desde el
punto de partida hay 946 km. Si la empresa de autobuses nos ha dicho que nos
costaria llegar 13 horas, queremos saber cuantos kildmetros recorreremos aproxi-
madamente en cada horay.
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Intentaran calcular el cociente mediante la construccion de la tabla del divisor, es
decir del 13, que es el Gltimo procedimiento que han aprendido, pero se dan cuen-
ta de que es necesario hacer muchas multiplicaciones del trece. Inmediatamente
descubren que lo tendrian que multiplicar por nimeros mayores que diez, pues
13 x 10 =130, que deberian multiplicarlo por nimeros de varias cifras, por lo que
el cociente también las tendra.

Entonces se les puede ocurrir, o si no les podriamos ayudar a que lo descubran,
que siguiendo un procedimiento semejante a la division con un divisor de una
cifra que produce mas de una en el cociente, habra que separar las cifras del divi-
dendo; es decir, elegiremos dividendos parciales y haremos divisiones parciales
de divisor 13.

Como 9 centenas no se pueden repartir en 13 grupos de centenas, es necesario des-
componerlas en decenas y afiadirlas a las 4 que ya hay, es decir, es necesario coger
las dos primeras cifras del dividendo, lo cual indicaran poniendo una coma; asi, la
division que ahora se plantean es 94 entre 13.

94,6 | 13

Esta division es semejante a las que se han hecho anteriormente, por tanto, ya saben
resolverla con la ayuda de latabladel 13: 13 x 1 =13,..., 13 x6=78,13 x 7=091,
13 x 8 =104, entonces el cociente serd 7. En este momento, trasladan el resultado
parcial encontrado. Habré que insistir en el hecho de que este valor es la cifra de
las decenas del cociente:

94,6 | 13
-9 7
03

Para continuar con la division, bajaran ahora la cifra siguiente, lo cual implica des-
componer las 3 decenas en unidades y afiadirlas a las 6 que ya hay, como indicaran
en la expresion numérica de la division que estan haciendo:

94,6, | 13

-9 7
036

A continuacion dividen las 36 unidades y, consultando la tabla del 13, encuentran
el nuevo resultado parcial, que es la cifra de las unidades del cociente, y lo trasla-
dan a la expresion numérica de la division:
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94,6 | 13
-91 72

036
-26

10

En este momento ya ha finalizado la division, porque se han dividido las unidades
y el resto obtenido es menor que el divisor, y han encontrado que el cociente es 72
y que el resto es 10.

Para volver al contexto de la situacion problematica de partida, contestaran: «En
la excursion que estamos preparando a Galicia, aproximadamente recorreremos 72 km
cada hora y todavia nos faltaran 10 km para llegar».

En la reflexion con el alumnado sobre la relacion entre los términos y los resul-
tados de la division, les ayudaremos a que lleguen a una conclusion parecida a:
«para dividir dos nimeros de varias cifras se separaran de izquierda a derecha las
cifras del dividendo y haciendo divisiones parciales del dividendo entre el divisor
iremos encontrando las cifras del cociente». Han descubierto como funciona el
algoritmo estandar en estos casos.

El objetivo final serd utilizar este algoritmo sin necesidad de escribir las sustrac-
ciones para que las hagan mentalmente. Ello es lo que se conoce como expresion
estandar del algoritmo:

94,6, | 13
036 72
10

En los ejemplos de resolucion de situaciones problematicas se reflexionard tam-
bién con el alumnado sobre la dificultad de continuar trabajando con las tablas de
los divisores y sobre la posibilidad de acortar en tiempo y calculos la resolucion
de estas divisiones.

Para ayudarles en la reflexion, podemos sugerir que para deducir la primera cifra
del cociente observen la relacion entre la primera o las dos primeras cifras del di-
videndo y la primera del divisor. De esta manera, estan usando solo las tablas de
multiplicar hasta el 9 y los mecanismos conocidos de las divisiones por una cifra,
para llegar a la version definitiva del algoritmo estandar de la division.

La expresion numérica no cambia, lo que se modifica es el mecanismo mental para
llegar.
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Siguiendo con la secuencia didactica y para ver el funcionamiento de este nuevo
mecanismo mental, nos encontrariamos con una situacién problematica en la cual
aparece la division 715 : 26: «En 4.° curso de Primaria se realizara una salida a
un parque de Educacion Vial. El precio total de la excursion (autobus, entrada y
comida) es de 715 €. Si el nimero de alumnos de la clase es 26, ;cuanto dinero
tiene que aportar cada uno?».

Después de identificar la division como la operacion que da respuesta a esta pre-
gunta, su resolucion separando las dos primeras cifras del dividendo e intentando
dividir 71 entre 26:

71,5 | 26

Si observan la primera cifra del dividendo y la primera del divisor, pueden pensar
que la primera cifra del cociente serd el 3. Comprueban si el 3 es la adecuada ha-
ciendo los calculos con el divisor completo:

71,5 ] 26
78 3

Mediante el planteamiento de la sustraccion intermedia vemos mejor que el pro-
ducto de 3 por 26 excede las cifras seleccionadas del dividendo, es necesario que
propongan otra cifra menor para el cociente, y volver a hacer los calculos:

71,5 | 26
-52 2
19

Han encontrado el 2 como la primera cifra del cociente y el 19 como resto parcial,
siendo ambos decenas.

Contintian haciendo la division bajando el 5, lo cual implica descomponer las 19
decenas en unidades al afadir el 5 y, por tanto, dividir 195 unidades entre 26:

71,5, | 26
-52 2
195

El procedimiento para resolver esta nueva division parcial es semejante al que se
ha utilizado para resolver la inicial, es decir, tienen que buscar la cifra del cociente,
relacionando el 19 con el 2 (se coge el 19 porque el 1 es menor que el 2) y propo-
niendo el 9 como la cifra adecuada:
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71,5, | 26
-52 29

195
234

Nuevamente, mediante el planteamiento de la sustraccion intermedia se ve que el
9 no ha resultado la cifra adecuada y, con los célculos necesarios, llegaran a encon-
trar el 7 como la cifra de las unidades del cociente:

71,5.] 26
-52 27
195
- 182
013

En este momento ya ha finalizado la division, porque se han dividido las unidades
y el resto obtenido es menor que el divisor, y han encontrado el 27 como cociente
de la division y el 13 como resto, entonces: «Cada alumno de 4.° curso tendra que
aportar 27 € para la salida al parque de Educacion Vial y se pagaran 13 € del fondo
de la clase para completar los 715 €».

Se haran mas ejemplos de division reflexionando con el alumnado sobre la relacion
de las cifras del cociente, el dividendo y el divisor, ayuddndoles a que mediante
las situaciones problematicas trabajadas lleguen a una conclusién semejante a:
«para dividir dos numeros de varias cifras se separaran de izquierda a derecha las
cifras del dividendo y haciendo divisiones parciales del dividendo entre el divisor
encontraremos las cifras del cociente, observando la relacion entre la primera o
las primeras cifras del dividendo y la primera del divisor». Han descubierto como
funciona definitivamente el algoritmo estandar de la division.

El paso final en el proceso sera llegar la expresion estdndar del algoritmo de la
division, en la cual no se expresan las sustracciones intermedias, sino que se hacen
mentalmente. Si cogemos el ejemplo anterior:

71,5, | 26
195 27
013

Aprendido el algoritmo de la division por dos cifras, se introduciran situaciones en
las cuales vaya aumentando el numero de cifras del dividendo y del divisor.
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En este proceso de resolucion de diferentes tipos de divisiones, pueden encontrar
algunas que presentaran una dificultad afiadida por el hecho de tener ceros entre
las cifras del cociente.

Por ejemplo, en la division 4.456 : 43, observaran que no se pueden repartir las
decenas y habra que poner cero en la cifra de las decenas del cociente y bajar la
cifra de las unidades para poder continuar la division:

44,5,6, | 43
0156 103
27

Las reflexiones sobre estas divisiones les ayudaran a llegar a una conclusion del
tipo: «cuando no hay suficiente cantidad del orden en el cual se esté dividiendo,
es necesario poner un cero en el cociente para indicar que no hay unidades de
este orden y hemos de continuar dividiendo con el orden siguiente de izquierda a
derechay.

En otros casos, por ejemplo 556 : 54, también encontraremos ceros en el cociente,
pero no en una posicion intermedia:

55,6 | 54
016 10

En este caso, al no poder repartir las 16 unidades entre 54, los alumnos tienen que
anotar en el cociente un cero en el lugar de la cifra de las unidades.

La conclusion a la que hemos de llegar ahora es: «cuando no hay suficiente cantidad
de unidades de 1. orden en el dividendo, es necesario poner un cero en el cociente
para indicar que no hay unidades de este orden y habremos terminado la divisiony.

Estas dos ultimas situaciones son de especial dificultad y habra que insistir en
ellas para que los nifios y las nifias no olviden poner los ceros en el cociente en el
lugar correspondiente. Para solucionarlo, seria conveniente verbalizar el orden de
unidades de las cifras del cociente que van encontrando, para que puedan recono-
cer la ausencia de cantidad en algin orden y, ademas, podrian detectar el olvido si
hicieran siempre la prueba de la division.

D.8. Reconocer las relaciones que existen entre dividendo, divisor, cociente y resto
y utilizarlas como «prueba de la division»
Cuando a finales de 3.° 0 en 4.° curso de Primaria ya esté normalizada esta opera-

cion, volveremos una vez mas al significado de la division y reflexionaremos con
el alumnado sobre las relaciones que hay entre sus términos.
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Partiremos de divisiones numéricas sencillas, que representamos aqui en general
como:

y tendran que comprobar, segun los casos, que:
1) Sir=0, entonces D =d x q

o bien que:
2) Sir = 0, entonces D=(dxq)+r

A partir de este momento, con la finalidad de conseguir que el alumnado se pueda
sentir «matematico» (Chevallard y otros, 1997) y responsable de la correccion de
sus resultados, se utilizaran estas relaciones como forma de comprobar si las divi-
siones estan bien hechas.

D.9. Desarrollar la agilidad mental en el cdlculo de la division

De manera espontanea y de la misma forma que en las operaciones anteriores, en
voz alta, en un juego, en diferentes situaciones..., y siempre a un nivel de menos
dificultad del que en clase se esté trabajando simbolicamente, utilizaremos la nue-
va operacion, la division, para ejercitar el calculo mental. Como estd intimamente
relacionada con la multiplicacion, en el calculo mental también lo estard. Es un
buen momento para recordar que se ha de trabajar con materiales reales al prin-
cipio de la multiplicacion y la division y hacer reflexiones del tipo doble o mitad,
triple o dividido por tres, etc. Solo son multiplicaciones y divisiones por nimeros
muy basicos, pero representan relaciones muy incorporadas a la vida real, por
tanto, tienen que estar muy asumidas por los alumnos. Han de servir para resolver
situaciones cotidianas revividas en clase.

En 4.° de Primaria, con un dominio evidente y contrastado de las tablas de multi-
plicar, tienen que dominar también el papel de los términos y sus relaciones segun
se esté utilizando la multiplicacion o la division. Por ejemplo, conel 2, el 3 y el 6,
si es una multiplicacion lo que interesa resolver en la situacion concreta, el 2 puede
ser multiplicando o multiplicador, igual que el 3. Ambos son factores, y el 6 es el
resultado de la multiplicacion. Pero si es una division, el 6 es el dividendo y el 2
y el 3 son divisor y cociente indistintamente (al margen de saber mentalmente que
esta division es exacta).

Andalogamente a las otras operaciones, trabajaremos las estrategias personales que
cada alumno ha creado en ellas para aplicarlas también a la division, pidiéndoles
que verbalicen lo que hacen al calcular mentalmente, para asegurarnos que estan
pensando correctamente.
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A medida que se va dominando este calculo mental y el de las otras operaciones, se
puede combinar gradualmente la division con ellas para hacer un trabajo conjunto.
Ademas, se dispone de materiales didacticos que, con la ayuda del juego, facilitan
el calculo mental con la division.

Dominé de la division (fabricado por Nardil, sL)

Se reparten fichas del juego y, por turnos, tienen que asociar una division inmedia-
ta por una cifra indicada numéricamente con su resultado (figura 75).

=

Figura 75. Imagen de una asociacion de fichas con el Dominé de la division

Triomino de la division (fabricado por Taskmaster Ltd.)

De manera analoga se reparten fichas del juego y, por turnos, los jugadores tienen
que asociar una division indicada, de la misma dificultad que en el juego anterior,
con su resultado (figura 76).

Figura 76. Imagen de las fichas del Triominé de la division

Este material presenta dos tipos de fichas. Unas, con marcas de separacion de color
rojo, tienen divisiones de divisores 2, 3,4 o 5. Otras, con marcas de separacion de
color verde, tienen divisiones de divisores 6, 7, 8, 9 0 10. El juego se puede plan-
tear separadamente o combinando los dos tipos de fichas.
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Se ha comentado ya que, una vez trabajada en el calculo mental la nueva opera-
cion que nos ocupa, se integra al trabajo anterior. A partir de 4.° de Primaria, ya
se pueden utilizar las cuatro operaciones. Los siguientes materiales combinan
las cuatro y requieren un cierto dominio del calculo mental.

Mathable (fabricado por Diset)

En este material se reparten fichas con nimeros de una y dos cifras y las tienen
que colocar como resultado de alguna de las cuatro operaciones, obtenido con los
nimeros de las dos casillas contiguas a la que se ocupa. En las casillas sin signo
se puede realizar cualquier operacion y en las que tienen un signo representado, la
operacidn que esta asignada.

Cada jugador anota en su jugada la suma de todos los valores de las fichas que
coloca y la acumula a los que ya tenia. Gana quien mas puntos hace (figura 77).

Figura 77. Imagen de un momento del juego Mathable

El Mil (fabricado por Nardil sL)

El material dispone de un tablero de plastico dividido en casillas en las cuales se
indica el signo de una de las cuatro operaciones trabajadas acompaiado por un
nimero de una, dos o tres cifras (figura 78).

En la primera tirada cada jugador partird del centro del tablero y tendra que reco-
rrer tantas casillas con lado comun como indique la tirada del dado, haciendo la
operacion sefialada en la casilla de llegada. En las tiradas siguientes se movera por
el tablero con las mismas normas, haciendo siempre la operacion de la ultima ca-
silla. Ganara la partida el primer jugador que consiga de manera exacta el nimero
pactado al principio, 100, 500, 1.000...
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Figura 78. Imagen del tablero de EI Mil

Top Score (fabricado por Diset)

El material consta de un dado negro decaédrico con una cifra del 0 al 9 en cada
una de sus caras y de seis dados hexaédricos, en las caras de los cuales aparecen
distribuidos de diferentes maneras los numeros del 1 al 9, ademas del 10, 25, 50,
75 y 100 (figura 79).

Se lanza el dado negro tres veces y se compone un nimero con las cifras obteni-
das en los lanzamientos. A continuacion se realiza una tirada con el cubilete y los
otros seis dados. Combinando los seis nimeros, que se han obtenido en este Gltimo
lanzamiento, con las cuatro operaciones elementales, se ha de intentar obtener el
namero de tres cifras o aproximarse a ¢l lo mas posible, siempre por defecto.

,

Figura 79. Imagen de los elementos que componen el juego 7op Score
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D.10. Resolver e inventar situaciones problematicas relacionadas con la division

Como ya se ha dicho anteriormente, es en situaciones reales donde cobra especial
sentido el trabajo hecho con esta operacion, porque realmente es la realidad la
que origina interrogantes cuya respuesta pasard por saber, en este caso, resolver
divisiones.

Anélogamente a las otras operaciones, aunque la resolucion e invencion de proble-
mas aparece en la cuarta fase para trabajarlas, también ahora nos encontramos en
ella desde el principio, porque presentamos las divisiones de manera contextuali-
zada, a partir de situaciones reales que deben resolverse y que, igualmente, estaran
relacionadas con cualquier bloque de contenidos matematicos.

Continuaremos trabajando la resolucion de problemas a partir de las cuatro fases de
Polya y de la reflexion con el alumnado sobre su importancia, desarrollo y utilidad.

Como se ha comentado en las capacidades A.9, B.9 y C.11 y con las mismas
consideraciones, aprovecharemos los errores para generar nuevos aprendizajes y
continuaremos con el trabajo de estimacion de los resultados de las situaciones
problematicas.

Iniciaremos el trabajo en 3.° de Primaria, con problemas que necesitan ser resuel-
tos con una division. Es muy importante que, en los primeros momentos, preste-
mos atencion de manera individual a cada una de las diferentes situaciones uti-
lizadas para introducir la operacion (de agrupar y de repartir). Asi, cada vez que
introducimos un nuevo tipo de situaciones para la division, tendremos que trabajar
la resolucion de problemas relacionados con ellas, para reforzar el significado de
la operacion que tienen asociado y el papel de sus términos en cada caso.

También tendremos que dedicar atencion, al principio de manera especifica, a los
dos tipos de division que hemos trabajado, las exactas y las enteras, planteando
de manera separada problemas que se resuelvan con divisiones de las dos clases y
aprovechando este trabajo para insistir en las diferencias entre ellas y en la utiliza-
cion del vocabulario asociado.

Cuando ya reconozcan la division como la operacion que sirve para resolver cual-
quiera de las mencionadas situaciones, plantearemos problemas relacionados con
ellas teniendo cuidado de que las divisiones aparezcan de manera aislada.

Mas adelante trabajaremos problemas que necesitan dos divisiones para su reso-
lucién y, hacia el final de 3. curso o ya en 4.°, se pueden proponer problemas que
necesiten para su resolucion la combinacion de una division con alguna de las
otras operaciones.

En referencia a los enunciados de las situaciones problemadticas seguiremos los

mismos pasos que en las operaciones anteriores (capacidades A.9, B.9 y C.11) pero,
en este caso, la aparicion de problemas con enunciados confusos, incompletos, con
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datos que falten, con datos que sobren, etc., relacionados con la division, tendrian
9

que retrasarse hasta el ultimo curso del 2.° ciclo, para dar tiempo al alumnado a

que adquiera mejor la operacion.

Hacia el final del 3. curso, iniciaremos también el desarrollo de tareas de in-
vencion de problemas relacionados con la division, con las mismas orientaciones
dadas en los otros casos (capacidades A.9, B.9 y C11), tanto referidas a la oferta
de ayudas al alumnado como a la necesidad de intercambiar entre los nifios y las
nifias los enunciados inventados.

En el 3. ciclo se continuara con las tareas de resolucidn e invencion de situacio-

nes problematicas relacionadas con la division, en las cuales esta operacion se
combinara con las otras tres a medida que las vayan dominando.
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TEMA 3
Divisibilidad en Numeros
Naturales

En este tema se trabaja el tratamiento didactico de la divisibilidad con Nuimeros
Naturales a partir de la construccion de los conceptos asociados a ella de una
manera muy intuitiva y que pueda ser abordada por los alumnos de 3.* ciclo de
Primaria.

1. Introduccion

1.1. De caracter general

Desde hace méas de 2.000 afios, los nimeros primos atraen la atencion de matema-
ticos y aficionados de todo el mundo, por varias razones. Una de ellas es la fasci-
nacion que produce la irregular distribucion de estos niimeros a lo largo de la recta
numérica. Los numeros primos aparecen esparcidos por aqui y alla y se encuentran
sectores donde abundan y otros donde escasean.

Euclides, ya entonces, nos asegurd que el conjunto de niumeros primos es infinito,
igual que el conjunto numérico al cual pertenecen, los Numeros Naturales. Lo
demostro utilizando propiedades de la divisibilidad de los Nimeros Naturales, en
el libro 1x de Los elementos.

El conjunto de los Numeros Naturales diferentes de la unidad esta formado por dos
grandes subconjuntos de numeros, los que se denominan primos (aquellos que se
pueden dividir solo por si mismo y por la unidad) y los compuestos, los restantes.
El estudio de la divisibilidad en el conjunto de los naturales permite averiguar si
un numero natural dado pertenece a uno de estos subconjuntos o al otro.

Historicamente se ha dado a los numeros primos connotaciones magicas, misticas,
fuera del ambito numérico. Se les califica de misteriosos e indomables ya que pa-
rece no haber ninguna regla que determine su ubicacion entre los otros niimeros
naturales. Han sido investigados, estudiados, trabajados... Hay un problema abier-
to: la conjetura de Goldbach. En el afio 1742 Goldbach envia una carta a Euler
diciendo «todo niimero impar mayor que 5 es la suma de 3 numeros primos». Por
ejemplo 15 =3 + 5 + 7. Euler, al responder, establece la conocida como conjetura
de Goldbach, que dice «Todo nimero par mayor que 2 es suma de dos nimeros
primosy.
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Si se piensa que puede ser una curiosidad, hay mas, como los nimeros primos
gemelos, aquellos cuya diferencia es 2 unidades: ((5,7), (11,13), (821,823) ...). En
el mundo cinematografico aparecen también referencias a los nimeros primos en
la pelicula Contact (dirigida por Robert Zemeckis en el afio 1997; basada en una
novela de Carl Sagan), en la que son los nimeros primos la manera de comunicar-
se los alienigenas con nosotros y, mas recientemente, en La habitacion de Fermat
(direccion y guion de Luis Piedrahita y Rodrigo Sopena, 2007) donde la conjetura
de Goldbach forma parte esencial de la historia.

Pero no se trata de un tema desconectado de la realidad. Podemos pensar que un
concepto cuyo origen esta en el siglo n1 a. C. con Euclides y con un tratamiento
inicial matematico tan elemental se puede ver apartado de la ciencia actual. No
es el caso. En los ultimos afios, relativo a los nuevos avances tecnologicos, como
la informacion en la red (Internet), ha sido necesario crear métodos para garantizar la
seguridad de esta informacion, muchas veces econdmica, personal, que nos afecta
directamente. El nivel matematico de este tema ha evolucionado y se ha hecho
muy complejo. La parte del algebra, y mas concretamente de la teoria de nime-
ros, que se encarga de proporcionar esta seguridad (codificando informacion) se
denomina criptografia. Uno de los métodos mas populares en criptografia es el
que se conoce como RsA, en honor de sus creadores R. L. Rivest, A. Shamir y L.
Adleman. La seguridad del método se fundamenta en la dificultad de factorizar,
de una manera concreta y que resulte eficiente y eficaz, los nimeros naturales que
son producto de dos numeros primos muy grandes. Las implementaciones mas
elaboradas del método rsa (asi como también de otros similares) utilizan leyes
aritméticas profundas, el conocimiento de las cuales seria inimaginable sin el so-
porte tedrico que se ha desarrollado en torno a los nimeros primos.

1.2. De caracter especifico

Es evidente que lo que se ha expuesto en la primera parte de esta introduccion no
aparecera en el aula de Primaria, aunque se puede conseguir una llamada de interés
con curiosidades como estas. Pero si que serd necesario poner nombre a conceptos
que a lo largo de toda su vida matematica tendran que utilizar, como factor, divisor,
multiplo, divisible... Que este nombre sea preciso y que se identifique claramente
con el concepto matematico que hay debajo, es el objetivo.

Realmente, en el aula de Primaria se pide que se inicie a la Divisibilidad con Nu-
meros Naturales, concretamente a los multiplos y divisores de un numero, utili-
zando la tabla de multiplicar para encontrar los multiplos y divisores de un nimero
menor o igual que 100. También se exige conocer los nlimeros primos y los com-
puestos y, ademas, los criterios de divisibilidad por 2, 3, 5, 9 y 10, para usarlos en
la descomposicion en factores primos de un nimero menor que 1.000.

En el desarrollo de este tema hemos considerado adecuado no separar por capaci-
dades tal como se ha hecho en los temas anteriores, porque el trabajo que se pro-
pone con estos conceptos es un continuo que lleva de uno a otro tal como se haria
en una aula de 6.° de Primaria.
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Pero queremos ir un poco mas alld. Pensemos que nos encontramos ante un proble-
ma importante en didactica de la Matematica relativo a la divisibilidad con Nimeros
Naturales: e/ cdlculo del maximo comun divisor y del minimo comun multiplo. So-
mos partidarios de introducirlo en el aula de Primaria, aunque no hay recomendacion
oficial al respecto, porque da coherencia a todo el trabajo previo y porque facilita los
calculos con fracciones. Tan importante o mas que el calculo serd entender el con-
cepto y la utilidad en muchos problemas de la vida cotidiana. Constatamos reitera-
damente en nuestras relaciones con alumnos y estudiantes que el procedimiento para
calcular estos valores ha suplantado la propia definicion de los conceptos.

Por lo dicho, el momento de introducir este tema en Primaria sera en 6.° curso,
una vez ya estén asumidas la multiplicacion y la division, y se intentard que sea un
aprendizaje significativo; por tanto, respetaremos el ritmo del alumnado, trabaja-
remos el descubrimiento de los conceptos y provocaremos la construccion de nue-
vos instrumentos matematicos que resuelvan de manera mas eficaz los problemas
planteados. Como material manipulativo se puede trabajar con los bloques multi-
base de Dienes y las regletas Cuisenaire para el calculo de multiplos y divisores.

Con las regletas Cuisenaire, por ejemplo, para el calculo de los multiplos de un
numero, elegiremos la regleta que lo representa y haremos trenes repitiendo esta,
obteniendo asi trenes del color de la regleta. Estos trenes serdn representaciones
de multiplos del ntimero inicial.

Para calcular divisores de un niimero elegiremos la regleta que lo representa y
haremos trenes, con regletas todas iguales, de la misma longitud que la regleta
elegida. Cada una de las regletas que componen cada tren, representa un divisor
del niimero elegido.

1.3. Poniendo nombre
Si reflexionamos a partir de la multiplicacién 45 =5 x 9, podremos decir que:

e 45 es multiplode 5y de 9

* 5y 9son divisores de 45

* 45 es divisible por 5 y por 9
* 5y 9son factores de 45

Estas palabras: multiplo, divisor, divisible y factor, ya las conocen del trabajo con
las operaciones multiplicacion y division. Es necesario darse cuenta de los matices y
concluir que, dependiendo del punto de vista (la operacion) desde el cual se observa
el escenario, a un mismo actor se le denominara de una manera o de otra. Es decir, si
la operacion es la multiplicacion, hablaremos de multiplo y factor. Si la operacion es
la division, las palabras seran divisor y divisible. Pero lo que tiene que quedar claro
es que multiplo tiene un significado equivalente a divisible, y divisor equivalente a
factor, teniendo en cuenta que el cero nunca puede ocupar el sitio de un divisor.

Este hecho fundamentara la construccion del tema.
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2. Multiplos y divisores de los numeros
naturales

2.1. Definicion de multiplo de un numero natural

Cuando se ha visto el ejemplo en la introduccion, pocos de nosotros y pocos de
los nifios y nifias habrian dudado en decir que 45 es multiplo de 5. Pero ;por qué?
(Qué es lo que hace que un nimero sea multiplo de otro? Una primera aproxima-
cion, si miramos desde el punto de vista de la multiplicacion, serd porque el 45
contiene 9 veces el 5 o, lo que es lo mismo, porque 9 por 5 es 45. Si la aproxima-
cion la hacemos desde el punto de vista de la division, 45 dividido entre 5 es una
division exacta y da 9 como cociente.

Estas son, pues, las posibles dos definiciones de multiplo:

* Un numero a es multiplo de otro b, cuando la divisidon «a entre b» es exacta.
* Un niimero a es multiplo de otro b, cuando «a es divisible por b», es decir,
cuando exista un niamero c, de tal manera que a = b x c.

Formalmente: Va,bEN, a = bh<>JcEN/a=bxc , donde el punto sobre la b es la
manera de indicar en lenguaje matematico que a es multiplo de b.

Por tanto, es necesario transmitir en el aula de Primaria que un multiplo no nulo de
un nimero natural es un nimero mas grande o igual que el mismo numero.

2.2. Propiedades de multiplo de un nimero natural

1. Cualquier numero siempre es multiplo de si mismo.
Por ejemplo, si consideramos el 6: 6 =6 x 1.

2. La suma (diferencia) de multiplos de un numero es también multiplo de este
numero.
Por ejemplo, si consideramos el 3: 6 es multiplo de 3; 9 es multiplo de 3 y
6 +9 =15 es multiplo de 3 y 9 — 6 = 3 es multiplo de 3.

3. El producto de multiplos de un numero es también multiplo de este numero.
Por ejemplo, si consideramos el 3: 6 es multiplo de 3; 9 es multiplo de 3 y
54 es multiplo de 3 (54 =3 x 18).

4. Siun numero es multiplo de otro, y este lo es de un tercero, el primer numero
es multiplo del tercero.
Por ejemplo, si consideramos el 12: 12 es multiplo de 6, 6 es multiplode 3 y
12 es multiplo de 3.
Con mas ejemplos semejantes, adquirirdn estas propiedades.
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En un primer momento se puede pensar que son poco practicas. Es necesario revi-
sarlas un poco mas para descubrir que ofrecen muchas posibilidades y aplicacio-
nes. Por ejemplo:

* (Es 72 un multiplo de 12? Si que lo es porque 72 = 60 + 12, y 60 es multiplo
de 12 y 12 también lo es (propiedad 2).

» (Es 72 multiplo de 3? Si que lo es porque 72 =12 x 6y 12y 6 si que lo son
(propiedad 3).

» (Es 600 multiplo de 15? Si que lo es porque 600 =20 x 30y 30 = 15 % 2 (pro-
piedad 4).

2.3. Definicion de divisor de un numero natural

De la misma manera que ha pasado en el caso de multiplo, cuando se ha visto el
ejemplo en la introduccidn, tampoco habriamos dudado en decir que 5 es divisor
de 45. La explicacion en este caso es ain mas sencilla. Como la tltima operacion
vista ha sido la division y se tiene claro el concepto de divisor, entonces de 45 :
5=29, el divisor es 5 o, lo que es lo mismo, 45 =5 X 9; por tanto, 5 es uno de los
factores de 45. Ya esté clara la equivalencia entre divisor y factor.

Entonces, estas son las posibles dos definiciones de divisor:

e Un numero a es divisor de otro b, cuando la division «b entre a» es exacta.
(Es necesario notar el cambio de papeles entre a y b en la definicion de
multiplo y de divisor.)

* Un niimero a es divisor de otro b, cuando a es un factor de b. (Es necesario
notar que se trata de otra manera de decir lo mismo que ser divisible por,
pero cambiando los papeles de a y de b)

Formalmente: Va, hEN, a|b <>3JcEN/b=axc, donde la barra vertical que se-
para a y b es la manera de indicar en lenguaje matematico que a es divisor de b.

Por tanto, es necesario transmitir a la clase que un divisor de un numero natural es
un numero menor o igual que este niimero.

2.4. Propiedades de divisor de un niimero natural

1. Cualquier numero siempre es divisor de si mismo (consecuencia directa de
la 1.2 propiedad de multiplo).

2. Siunnumero es divisor de otros dos, lo es también de la suma, de la diferencia
v del producto de estos (consecuencia directa de las propiedades 2.2y 3.* de
multiplo).

3. Si un numero es divisor de otro, y este lo es de un tercero, el primer niimero
también es divisor del tercero (consecuencia directa de la 4. propiedad de
multiplo).
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3. Criterios de divisibilidad

La divisibilidad con Numeros Naturales permite hacer calculos con estrategias
que dan rapidez y agilidad a las operaciones. Los criterios de divisibilidad son un
ejemplo. Sin ser esenciales para el hecho del calcular, conociéndolos se facilita
mucho esta tarea.

Nunca se han de entender como reglas que es necesario dar y aplicar. El alumnado
tendra que construirlas desde los ejemplos que le orientara en la elaboracion del
enunciado del criterio, hasta la comprobacion, en un nimero considerable de oca-
siones, de la regla que ha enunciado.

Por ejemplo, es necesario hacer la reflexion de que un niimero no es que sea divi-
sible por 2 porque hay un criterio que lo dice, sino que hay un criterio de divisi-
bilidad por 2, porque todos los nimeros que son divisibles por 2 lo verifican. Por
ello, esta norma que todos cumplen se denomina criterio de divisibilidad por 2,y
es esta la que han de llegar a poder enunciar a partir de los ejemplos trabajados.

Finalmente, una vez construidos, podemos decir que los criterios de divisibilidad
son unas reglas que nos permiten saber si un nimero es o no divisible por otro (o
multiplo de otro) sin necesidad de hacer la division.

En el aula de Primaria estos criterios se han de trabajar en bloque una vez llegados
al punto de tener diferenciados los conceptos de los epigrafes anteriores. En este
apartado se expondran los criterios de divisibilidad de més nimeros naturales,
pero, en Primaria, los que el alumnado debe obtener y trabajar son, como hemos
mencionada anteriormente, los del 2, 3, 5, 9 y 10.

Los hay que son mas intuitivos, como por ejemplo el del 2. Y que los nifios y las
nifas lleguen a la conclusion dependera de la cantidad de repeticiones de divisio-
nes por 2 que hicieran en su momento o en este. Al trabajar la multiplicacion y la
division, se les hizo caer en la cuenta de que cualquier nimero par genera una divi-
sion exacta al dividirlo entre dos y ahora utilizamos este resultado para obtener el
correspondiente criterio. Generalmente, cuando se hace una division nos interesan
en particular el cociente y el resto, aunque ahora para llegar a construir el criterio
de divisibilidad por 2 sera necesario fijarse en el dividendo, y consecuentemente
darse cuenta de que un niamero es divisible por 2 cuando termina en cifra par.

De la misma manera puede pasar con el 5, 10, 100, 1.000... Otros criterios no son
tan intuitivos, como el del 7, 11... Los mas complicados no se podran deducir,
habréa que enunciarlos y aplicarlos. Se tiene que insistir en el hecho de que llegar
a elaborar un criterio de divisibilidad es el resultado del estudio, durante mucho
tiempo, de las propiedades de los numeros por parte de alguna persona que ha
llegado a esta conclusion. No es magia.

@ M. Alcalde [ I. Pérez | G. Lorenzo - ISBN: 978-84-695-9565-7 156 Los Numeros Naturales en el aula de Primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia90



Los criterios de divisibilidad se enuncian como:

1. Criterio de divisibilidad por 2:
Un ntimero es divisible por 2 cuando la cifra de las unidades es multiplo de
2 (es un namero par).

2. Criterio de divisibilidad por 3:
Un ntmero es divisible por 3 si la suma de sus cifras es multiplo de 3.

3. Criterio de divisibilidad por 4:
Un nimero es divisible por 4 cuando el nimero formado por las dos tltimas

cifras es multiplo de 4.
Ejemplo: 1.516, 1.504, 100...

4. Criterio de divisibilidad por 5:
Un ntmero es divisible por 5 cuando la cifra de las unidades es 0 o 5.

5. Criterio de divisibilidad por 6:
Un niimero es divisible por 6 cuando lo es por 2 y por 3.
Ejemplo: 144: espar,y 1 +4+4=09.

6. Criterio de divisibilidad por 7:
Un numero es divisible por 7 cuando la diferencia entre el nimero sin la
cifra de las unidades y el doble de la cifra de las unidades es multiplo de 7
(en el sentido que se pueda hacer esta resta).

Ejemplo: 343 : 34 — 6 = 28 multiplo de 7 (7 x 4).
749 : 74 — 18 = 56 multiplo de 7 (7 % 8).
91 :9 -2 =7 multiplo de 7.
77 : 7—14...no se puede calcular ; 14 —7 =7 si que se puede calcular.

7. Criterio de divisibilidad por §:
Un numero es divisible por 8 cuando el nimero formado por las tres Gltimas
cifras es multiplo de 8. Si el nlimero tiene menos de tres cifras, es necesario

hacer la division.
Ejemplo: 5.888, 1.016, 1.000...

8. Criterio de divisibilidad por 9:
Un ntmero es divisible por 9 si la suma de sus cifras es multiplo de 9.
Ejemplo: 729: 7+2+ 9 =18.

9. Criterio de divisibilidad por 10:
Un ntmero es divisible por 10 si la cifra de las unidades es cero.
Ejemplo: 120, 1.540.

10. Criterio de divisibilidad por 11:
Un numero es divisible por 11 cuando la diferencia entre la suma de las
cifras que ocupen lugar par y la suma de las que lo ocupan impar, en el

sentido posible, es multiplo de 11.
Ejemplo: 3817: (8 +7) -3+ 1)=15-4=11.
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11. Criterio de divisibilidad por 12:
Un nimero es divisible por 12 cuando lo es por 3 y por 4.
Ejemplo: 288 : 2 + 8 + 8 = 18; por tanto, 288 es multiplo de 3 y 88 es
multiplo de 4.

12. Criterio de divisibilidad por 25:
Un namero es divisible por 25 cuando el numero formado por las Gltimas
dos cifras es multiplo de 25.
Ejemplo: 175 : 75 es multiplo de 25.

13. Criterio de divisibilidad por 100:
Un ntmero es divisible por 100 si las tltimas cifras son dos ceros.
Ejemplo: 2.700.

14. Criterio de divisibilidad por la unidad seguida de ceros:
Un numero es divisible por 1.000, 10.000... si las ultimas cifras son tres,
cuatro... ceros.

Nota: Los criterios de divisibilidad se pueden combinar (como se ve por ejemplo
en el caso del 6), pero podemos encontrar que un niimero sea a la vez multiplo
de muchos nimeros, por ejemplo de 2, 3, 5... y entonces, las posibilidades se
multiplican haciendo demasiado complicados estos criterios (algunos de estos
casos serian 30, 60, 90...).

4. Numeros primos y compuestos

4.1. Numeros primos

Como se ha comentado en la introduccion, cuando se habla de nimeros primos
es obligado hablar de Euclides. Por la distancia cronoldgica que nos separa y por
los datos poco fiables de que disponemos, se llega a dudar que existiera. Hay tres
teorias:

1. Euclides existio y escribi6 las obras que se le atribuyen. Naci6 alrededor del
afio 325 a. C. y muri6 hacia el 265 a. C.

2. Euclides era el jefe de un equipo de matematicos que trabajaban en la biblio-
teca de Alejandria. Entre todos escribieron las obras que ¢l firmaba.

3. Euclides no existi6. Las obras atribuidas a Euclides fueron escritas por un
equipo de matematicos que cogieron este nombre de un personaje real (Eu-
clides de Megara), que vivio cien afios antes.

El hecho historico es interesante por si mismo, pero lo que trae al personaje de
Euclides a nuestro tema es la produccion que desarroll6. Sin duda, la obra mas
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importante de Euclides (y posiblemente de las matematicas) es Los elementos. Se
han hecho mas de mil ediciones de este libro desde el siglo 1x y es, por este hecho,
el matematico mas leido de toda la historia.

En este libro destaca la claridad con que se plantean los problemas y el rigor con el
cual son probados los teoremas, todo contrastando con la datacion. El teorema que
nos asegura la estructura de este tema es el llamado Teorema Fundamental de la
Aritmética y que dice: «cualquier nimero natural mayor que 1 se puede descom-
poner de manera unica en factores primos». La demostracion de este teorema se
obviard, pero se trata de encontrar la existencia de esta descomposicion para cual-
quier nimero natural mayor que 1 y, ademds, demostrar la unicidad de la misma.

Pero no terminando todavia con la historia, hay otro personaje que nos interesa.
Es Eratostenes. Nacio en Cyrene (ahora Libia) también en el siglo m1 a. C. y fue un
reconocido astronomo, gedgrafo, matematico y filosofo griego. También formé parte
de la Escuela de Alejandria y dirigi6 su biblioteca por encargo de Ptolomeo III. Por el
hecho que es mas conocido y por el cual ocupa un destacado lugar en los libros de
matematicas es por su manera de encontrar los numeros primos. Esta contribucion
a nuestra formacion matematica se denomina Criba de Eratostenes. Hay que decir
que también se le adjudica la medida, con extraordinaria precision, de la longitud
del meridiano terrestre y las distancias de la Tierra al Sol y a la Luna. Sus estudios
versan sobre gramatica, filosofia, matematicas y astronomia. Al final de su vida se vio
afectado por la ceguera y muri6 de hambre, por voluntad propia, el afio 194 a. C. en
Alejandria.

El método para conseguir los nimeros primos es el siguiente: partimos de la can-
tidad de nimeros naturales distintos del 1 que se quiera, se pone una marca a los
multiplos de dos (pares) distintos de €I, a los multiplos de 3 distintos de é1. Analo-
gamente con 5, 7, 11... y los que no tengan marca seran los nimeros primos.

El hecho de ir eliminando los nimeros compuestos establece el paralelismo con el
hecho de pasar por la criba o cedazo los cereales. De manera que los que no pasen
por esta criba son los nimeros primos.

El conjunto de los niimeros primos es infinito, y la demostracion es por reduccion
al absurdo, considerando que es finito y llegando a la conclusion de que esta hipo-
tesis es falsa.

A continuacién tenemos la lista de los 100 primeros nimeros primos:

En general, para determinar si un niimero es primo no es necesario dividirlo entre
todos los numeros menores que €l. Si es par, diferente de 2, es compuesto. Si es
impar, es suficiente dividirlo entre los numeros impares menores o iguales que la
raiz cuadrada del nlimero. Si no se encuentra ningtn divisor entre ellos, entonces
€s primo; en caso contrario, es compuesto.
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2 3 5 7 11 13 17 19 23 29
31 37 41 43 47 53 59 61 67 71
73 79 83 89 97 101 103 107 109 113
127 131 137 139 149 151 157 163 167 173
179 181 191 193 197 199 211 223 227 229
233 239 241 251 257 263 269 271 277 281
283 293 307 311 313 317 331 337 347 349
353 359 367 373 379 383 389 397 401 409
419 421 431 433 439 443 449 457 461 463
467 479 487 491 499 503 509 521 523 541

4.2. Nimeros compuestos

Se podria decir que los numeros compuestos son los elementos del complemen-
tario del subconjunto de los nimeros primos respecto del conjunto de niimeros
Naturales diferentes de la unidad, es decir, cualquier nimero natural diferente del
uno que no es primo.

Una definicion un poco mas cuidada seria: un numero natural sera compuesto si
lo podemos descomponer en otros factores que no son ni el mismo nimero ni la
unidad. De otra manera, un nimero natural sera compuesto si tiene divisores dife-
rentes de si mismo y de la unidad.

En el aula de Primaria, llegar a la conclusion de que la mejor descomposicion en
factores de un nimero es la de nimeros primos, no deberia ser enunciativa, sino
constructiva. Una manera de conseguirlo es obtener los divisores de un nimero
grande, sin poner ninguna restriccion. Por ejemplo, 60.

Aleatoriamente, los alumnos propondran divisores y todos seran buenos:

60=2x30 60=3x20 60=4x15 60=5x12 60=6x%10
Las preguntas pueden ser: «;los tenemos todos? ;Hay un método para encontrar-

los todos?».

Para tratar de responder podriamos pasar a descomponer los divisores ya encon-
trados, por ejemplo:

60=2x30=2x2x15=2%x2x3%x50bien60=2x30=2x3x10=2x3Xx2x5
60=3x20=3x2x10=3%x2x2x50bien60=3x20=3x4x5=3x2x2x5
60=4x15=2x2x15=2x2x3x50bien60=4x15=4x3 x5=2%x2x3 x5
60=5x12=5%x2x6=5x2x2x3

60=6x10=2x3x10=2%x3%x2x50bien60=6x10=6x2x5=2x3x2x5
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Con lo que encontramos de una manera natural que, en todos los casos, se llega a
la descomposicion en factores primos, y que de manera consensuada expresa-
mos asi: 60 =2 x2 x3 x5,

Mediante mas ejemplos concluiremos que «la descomposicion en factores primos
unifica y clarifica todas las descomposiciones», que ademés es una manera de
comprobar constructivamente el teorema fundamental de la aritmética.

Para simplificar la obtencion de esta descomposicion se recomienda que se co-
mience a buscar factores primos por los nimeros mas pequefios, en primer lugar
por 2, por 3... Se introduce una nueva forma de representacion, que utiliza una
linea vertical, donde a la parte de la izquierda se indican los cocientes de las divi-
siones exactas, los divisores de las cuales se colocan a la derecha, hasta llegar al
cociente 1. Por ejemplo, en el caso del 60:

60
30
15

5

WD W NN

Entonces, la descomposicion del 60 en factores primos seria: 60 =2 x 2 X 3 x 5,

En este momento ya se puede comenzar a responder a las preguntas de saber todos
los divisores de 60 y de encontrar un método para calcularlos. Se dirigen las pre-
guntas hasta llegar al punto en el que todos los divisores que los alumnos habian
propuesto son también productos de los factores primos de 60; por tanto si los
divisores son el resultado de productos de los factores primos de 60, si multipli-
camos factores primos de 60, obtendremos los divisores. Y si ademas lo hacemos
ordenadamente para no dejarnos ninguno, los tendremos todos. Luego ya tenemos
el método: multiplicaremos ordenadamente los factores primos de 60 y obtendre-
mos sus divisores.

Lo hacemos. Calculemos todos los divisores de 60:

1. Para saber la cantidad de divisores de un numero es necesario escribir la
descomposicion factorial del nimero como producto de potencias (si es el
caso) y hacer el producto del exponente mas una unidad de cada unos de los
factores. Este paso ayuda a comprobar si nos hemos dejado alguno o por
el contrario si nos hemos pasado. 60 = 2>x 3! x 5!, Entonces la cantidad de
divisores sera: 2+ 1) x (1 + 1) x (1 +1)=12.

2. Determinamos los divisores que se derivan de cada uno de los factores:
D(2?)=D(4) ={1, 2, 4} D(3) = {1, 3} D(5) = {1, 5}

3. Construimos un esquema con los divisores obtenidos y calculamos todos los
productos que se pueden formar; los rectangulos finales contendran los 12
divisores de 60:

@ M. Alcalde [ I. Pérez | G. Lorenzo - ISBN: 978-84-695-9565-7 161 Los Numeros Naturales en el aula de Primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia90



20

= 12

N
/N
el

w
Il
w

I

ValE
N

D(60) = {1,2,3,4,5,6,10, 12, 15, 20, 30, 60}

I
=}

Il
w
o

Como nos encontramos en 6.° de Primaria, el trabajo con nlimeros primos y com-
puestos se desarrollard mayoritariamente con lapiz y papel, pero, en caso de que
estos conceptos no queden suficientemente claros, se puede optar por usar material
que lo aclare.

Por ejemplo, con regletas Cuisenaire se les distribuiria por grupos suficiente can-
tidad de material con la indicacion siguiente: hay que elegir una regleta cualquiera
diferente de la blanca y encontrar los divisores del nimero representado por la re-
gleta. Para conseguirlo, formaran todos los trenes posibles cuya longitud sea la de
la regleta inicial, donde cada tren estard construido con un mismo tipo de regleta.

El objetivo final es diferenciar regletas que solo se pueden asociar con trenes formados
por ella misma o por regletas blancas (representan nimeros primos), de las que
ademas se pueden asociar a otros trenes (representan nimeros compuestos).

5. Maximo comun divisor (mcd)

5.1. Introduccion

Desde la introduccion al tema, se ha asociado el término divisor al de factor. Por el
punto anterior, queda evidente que los divisores de un nlimero se obtienen a partir
de los factores primos de este numero.

Por alguna extrafia razén, la denominacion de este concepto parece hacer refe-
rencia a un nimero mas grande que con los que se calcula. Tal vez porque el
concepto comienza con la palabra mdximo. Pero solo es una idea. Una propuesta
de cambio de nombre seria divisor comun mdximo. Llegados a este punto, el resto
del apartado 5 de este tema se dedicard a justificar con un ejemplo el cambio de
nombre propuesto y como esta denominacion potencia el método para calcularlo,
haciendo asi que nombre y método caminen juntos, cuestion que en este concepto
no siempre se ha conseguido, agravado ademaés por el hecho de denominarlo por
las iniciales med.
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Consideremos la siguiente situacion problematica:

«Un pastelero utiliza 20 vasos de harina en la receta de las magdalenas y 30 vasos
en la receta de los pasteles suizos. Pero es demasiado laborioso medir la harina
vaso a vaso, por lo cual decide usar un recipiente mas grande. ;Cudl ha de ser la
capacidad, en vasos, del mayor recipiente posible que le valga para medir la harina
de ambas recetas?».

5.2. Construccion del concepto

En un primer momento no ha de aparecer por ninguin lugar en el aula de Primaria
el nombre de divisor, ni comun, ni maximo. El ejemplo se planteara en clase como
una cuestion matematica que el maestro propone porque se lo han preguntado.
Mediante «una lluvia de ideas» los nifios y las nifias pueden dar sus posibles re-
sultados de la capacidad del recipiente: de 2 vasos puede ser, de 5 vasos también
puede ser... ;/Nos interesa cualquiera?

La duda les ha de hacer pensar que no, que interesa aquel recipiente que simplifi-
que el trabajo, es decir, aquel cuya capacidad en harina pueda dividir la cantidad
equivalente a 20 y a 30 vasos, y que sea necesario utilizar este recipiente la minima
cantidad de veces para realizar la actividad. Por tanto, sera un divisor de 20 y 30,
un divisor comun, y estaremos buscando el mayor.

En este momento es necesario obtener todos los divisores de 20 y 30, elegir los
comunes y de ellos el mayor:

1. Calcular todos los divisores de 20 y 30. Aplicaran la forma que ya han apren-
dido. Entonces, la primera cuestion es calcular las respectivas descomposi-
ciones en factores primos de 20 y 30:
20=22x5 30=2x3x5
D(20)={1,2,4,5, 10, 20}

D30)=1{1,2,3,5,6, 10, 15, 30}

2. Encontrar los divisores comunes mediante la interseccion de los dos conjun-
tos anteriores:
D(20) ND(30) = {1, 2, 5, 10}

2. Elegir el mayor divisor comun:
max [ D(20) ND(30) ] =10

Como se busca la capacidad en vasos del mayor recipiente posible, esta sera de 10
vasos: mcd (20, 30) = 10.

Para volver al contexto de trabajo, responderemos a la pregunta de la situacion

problematica de partida: «La capacidad en vasos del mayor recipiente posible para
medir la harina de ambas recetas, sera de 10 vasos».
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Después de trabajar algunos ejemplos de este tipo, se podria hacer la pregunta
«;es necesario obtener siempre todos los divisores de los dos numeros o podemos
buscar este divisor comin de otra manera?».

Habria que llegar a descubrir que este divisor comun lo podemos obtener también
multiplicando los factores que estan en el 20 y que también estan en el 30: 2 y 5.
El nimero asi obtenido es divisor comun porque divide a los dos y es el maximo
porque no hay ningtn divisor mas grande que sea comun. El nimero buscado es,
por tanto, 10 =2 x 5.

Hemos construido un niimero que es divisor comun mdximo de los otras dos.

5.3. Automatizacion del concepto
Recorreremos los siguientes pasos:

1. Como hemos de buscar un divisor comun, factorizamos los numeros de la
mejor manera conocida, en factores primos, expresandolo en forma multi-
plicativa, sin utilizar potencias (*).

2. Elegimos todos los factores que estén al mismo tiempo en las dos descom-
posiciones, sin dejarnos ninguno, para conseguir que el resultado sea divisor
de los dos nlimeros y sea el mas grande. No ponemos los que no coincidan,
porque tienen que ser comunes.

6. Minimo comun multiplo (mcm)

6.1. Introduccion

Siguiendo con la misma idea, lo que se intentard es construir el concepto de la
manera mas intuitiva posible y por ello se tendra que partir de un ejemplo que les
pueda motivar.

«Dos amigos corren alrededor del patio del colegio. El primero tarda 60 segundos
en hacer una vuelta completa y el segundo 65 segundos. Si parten juntos desde la
linea de salida, ;cuédnto tiempo tardaran en volver a coincidir en ella, por primera
vez.

Este ejemplo pone de manifiesto que lo que buscamos es un nimero mayor que 60

y 65. Pero vuelve a entrar en conflicto con minimo, que es la primera palabra del
nombre del concepto. La propuesta de nombre es ahora multiplo comun minimo.
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6.2. Construccion del concepto

Como es un concepto que se explicara después del maximo comun divisor, parte
del camino de construccidn es semejante, y los alumnos lo recorreran mas rapida-
mente. Una vez sea evidente que el nimero buscado tiene que ser un multiplo de
60 y 65, mayor que cualquiera de ellos, habra que obtener los multiplos distintos
de cero de ambos y encontrar los que coincidan, pero como queremos saber cuan-
to tiempo tardaran en volver a coincidir en la linea de salida por primera vez, nos
interesa el mas pequeiio.

En este momento es necesario obtener multiplos distintos de cero de 60 y 65, ele-
gir los comunes y de ellos el menor:

1. Calcular multiplos distintos de cero de 60 y 65
M*(60): 60, 120, 180, 240, 300, 360, 420, 480, 540, 600, 660, 720, 780,
840, 900, 960, 1.020, 1.080, 1.140, 1.200, 1.260, 1.320, 1.380, 1.440, 1.500,
1.560, 1.620...
M*(65): 65,130, 195, 260, 325, 390, 455, 520, 585, 650, 715, 780, 845, 910,
975, 1.040, 1.105, 1.170, 1.235, 1.300, 1.365, 1.430, 1.495, 1.560, 1.625...

2. Encontrar los multiplos distintos de cero comunes
M*(60) N M*(65): 780, 1560...

3. Elegir el menor multiplo distinto de cero comtn
min [ M*(60) N M*(65) ] =780

Como se busca cudnto tiempo tardaran en volver a coincidir por primera vez en la
linea de salida, este serd de 780 segundos: mcm (60, 65) = 780.

Para volver al contexto del trabajo, responderemos a la pregunta de la situacion
problemadtica de partida: «Tardaran 780 segundos en volver a coincidir en la linea
de salida por primera vezy.

Después de trabajar algunos ejemplos de este tipo, se podria hacer la pregunta
«/es necesario obtener siempre muchos multiplos de los dos nimeros o podemos
buscar este multiplo comtn de otra manera?».

Se tiene que llegar a pensar que si puede haber otro método. Entonces buscamos
un multiplo distinto de cero, que lo sea de los dos, por tanto, comin y que ademas
sea el menor de todos, por tanto, minimo. Recordando la factorizacion en factores
primos, utilizada en el apartado anterior, les proponemos aprovecharla para calcu-
lar también este multiplo. Factorizamos los nimeros:

60=2x2x3x5
65=5x13
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Como el concepto de multiplo se ha trabajado mucho desde la multiplicacion, ya
saben que un multiplo de un niimero se puede conseguir multiplicando por cual-
quier valor este numero.

Como 60 =2 x 2 x 3 x 5, cualquier multiplo de 60 sera del tipo 2 x 2 x 3 x 5 x A,
Igualmente, como 65 =5 x 13, cualquier multiplo de 65 sera del tipo 5 x 13 x B.

La cuestion seria encontrar los valores menores de Ay B, paraque 2 x 2 x 3 x 5 x
A =5 x13 x B, y entonces tendremos el menor multiplo distinto de cero comun.
Pero esta cuestion es muy sencilla, porque para cada nimero, su factor descono-
cido es el factor o producto de factores que hay en el otro nimero y que no estan
en su factorizacion:

A=13 B=2x2x3
Es decir, construimos un nimero con todos los factores posibles de los dos:
2x2x3x5x13
Este numero, que es el 780, es el formado por todos los factores de 60 y 65 sin
repetir ninguno (minimo). Si todavia les quedara alguna duda, se comprueba que

es multiplo de los dos:

780 =60 x 13
780 =65x2x2x3

Y, por tanto, es comiin.

Hemos construido un niimero que es multiplo comun minimo de los otros dos.

6.3. Automatizacion del concepto
Recorreremos los pasos siguientes:

1. Como hemos de buscar un multiplo comun distinto de cero (formado por
otros factores ademas de los propios), factorizamos los nimeros de la mejor
manera conocida, en factores primos, expresandolo en forma multiplicativa,
sin utilizar potencias (*).

2. Elegimos todos los factores que estén en las factorizaciones, sin dejarnos
ninguno, pero sin repetir los factores presentes en las descomposiciones de
mas de un niimero, para conseguir que el resultado sea multiplo de los nt-
meros y el mas pequefio.
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(*) Nota: Tradicionalmente, se ha utilizado la descomposicion en factores primos
expresada en forma de potencias, eligiendo los comunes con el menor exponen-
te para el caso del méximo comun divisor. Esta automatizacion implica mucha
memoria y el hecho de no razonar qué es lo que se estd haciendo provoca mucha
confusion por dos motivos. A la ya comentada dificultad de mdximo en el nombre
del concepto, ahora se le ha de afadir la palabra menor exponente. La segunda
confusion aparece en el minimo comin multiplo, la automatizacion tradicional
consiste en elegir los comunes y no comunes con el mayor exponente.

La mezcla entre méximo, minimo, mayor y menor hace que se acabe la etapa de
Educacion Primaria con un problema grave de identificar y separar estos concep-
tos. La propuesta es, pues, abandonar este grado de automatizacién y quedarnos
con lo propuesto antes, ademas de leer en diferente orden los nombres de estos dos
conceptos.

@ M. Alcalde [ I. Pérez | G. Lorenzo - ISBN: 978-84-695-9565-7 167 Los Numeros Naturales en el aula de Primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia90






ANEXO

Presentamos a continuacion algunos conceptos basicos de la Teoria de Conjuntos,
necesarios para fundamentar los contenidos referentes a los Numeros Naturales
que se trabajan en esta publicacion. No son objeto de estudio por los futuros maes-
tros, pero tienen la finalidad de facilitar su consulta a los lectores que lo necesiten.

1. Formalizacion de conceptos
de Teoria de Conjuntos

La Teoria de Conjuntos es la encargada de simbolizar el lenguaje matematico. Es
por ello que formando conjuntos expresamos algunos conceptos que componen el
curriculum escolar y favorecemos su aprendizaje.

Presentamos a continuacién una breve formalizacion de los conceptos de Teoria
de Conjuntos, necesarios para trabajar los contenidos de esta publicacion.

1.1. Introduccién

El concepto de conjunto es intuitivo y se podria entender como «una agrupacion
de elementos hecha con cualquier criterio». El criterio puede no ser una propiedad
caracteristica comun, sino simplemente el deseo o la necesidad de agrupar ciertos
elementos. Asi, podemos hablar de un conjunto de personas, de ciudades, de boli-
grafos, o del conjunto de objetos que hay en un momento determinado encima de
una mesa.

Un conjunto esta bien determinado si se sabe si un elemento dado pertenece o no
al conjunto; asi, el conjunto de los boligrafos azules esta bien definido, porque al
ver un boligrafo podemos saber si es azul o no. El conjunto de las personas altas no
esta bien definido, porque, al ver una persona, no siempre se podra decir si es alta o
no, o puede haber diferentes personas que opinen si esa persona es alta o no lo es.

Los conjuntos se representan, normalmente, con una letra mayuscula: 4, B, K...

Llamaremos elemento a cada uno de los objetos (fisicos o abstractos) que forman
parte de un conjunto. Estos elementos tienen caracter individual, cualidades que
nos permiten diferenciarlos y cada uno de ellos es unico, de manera que no hay
elementos duplicados o repetidos. Los representaremos generalmente con una le-
tra minuscula: a, b, k...
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Se define cardinal de un conjunto como «la cantidad de elementos que hay en el
conjuntoy.

Se denomina conjunto universal o referencial, que habitualmente representaremos
con la letra U, al conjunto de todas las cosas de las cuales se esté tratando; asi, si
hablamos de Numeros Naturales, U es el conjunto de los Niimeros Naturales; si ha-
blamos de ciudades, U es el conjunto de todas las ciudades; este conjunto universal
puede mencionarse explicitamente o, en la mayoria de los casos, se da por conocido
segun el contexto en el que se esté trabajando.

Siempre ha sido muy utilizada la idea de conjunto a lo largo de la historia, en cual-
quier representacion o explicacion matematica. Pero no serd hasta el siglo xix cuan-
do se le otorgara rigor. En este siglo, Cantor, pone las bases para la construccion
de la Teoria de Conjuntos: definiciones, introducciéon a los cardinales, conjunto
bien ordenado...

Aparecen fisuras en esta teoria, como la paradoja de Russell, que surge cuando se
supone un conjunto A = {C conjuntos / C & C} , a partir del cual se hace la pre-
gunta de la pertenencia de A a si mismo, es decirAE A <> A& A . La respuesta
nos lleva a la conclusion que ;AE A 0 A€ A?, que constituye la paradoja men-
cionada.

Para resolver estos problemas de la Teoria de Conjuntos se crean los sistemas
axiomaticos correspondientes (son conjuntos de afirmaciones admitidas como ver-
daderas sin necesidad de demostracion) y asi tenemos los de Zermelo-Frenkel, los
de Newman...

1.2. Conjuntos

En este apartado se hace un recorrido por algunos conceptos (operaciones, relacio-
nes...) que se pueden definir en relacion a los conjuntos.

1.2.1. Definiciones y conceptos basicos

Como se ha dicho en el punto anterior, se admite la idea de conjunto como la agru-
pacion en un todo de determinados objetos bien caracterizados y diferenciados los
unos de los otros.

* Conjuntos iguales: aquellos que, elemento a elemento, son iguales.
* Determinaciones de un conjunto:
— Por comprension: explicitando la propiedad caracteristica de sus elementos.

— Por extension: enumerando, uno por uno, todos los elementos que lo
componen.
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* Representaciones de un conjunto:
— Representacion gréfica: diagrama lineal, diagrama de Venn (linea curva ce-
rrada que delimita los elementos del conjunto) o cualquier linea cerrada.
— Representacion simbolica: como se ha dicho antes, se utilizaran letras en
minuscula para representar los elementos de un conjunto y en mayuscula
para representar los conjuntos.

* Subconjuntos: ACC<>Va€EA—a€EC
» Conjunto universal o referencial: se representa con la letra U.

* Conjunto complementario de un subconjunto:
ACU: A ={xEU/x¢ A}

* Conjunto vacio: @, aquel que no tiene elementos.

* Conjunto de partes de un conjunto: es un conjunto que esta formado por to-
dos los subconjuntos de un conjunto dado, es decir: P(A) = {B / BC A}. Es
importante notar que de esta definicion se deduce que A E P(A)i® € P(A).

Utilizando numeros combinatorios se puede demostrar que el conjunto P(4) tiene
como cardinal 24 @: card[ P(A)]=2""""

1.2.2. Operaciones entre conjuntos
« Unién: AUB={x/xEAvxEB}

+ Interseccion: A(1B = {x/ XEAANXE B} . Si la interseccion de dos conjun-
tos es el conjunto vacio, estos se denominan conjuntos disjuntos.

Propiedades de la union y de la interseccion:
1. Conmutativa: AUB=BUAyANB=BNA
2. Asociativa: AUBUC)=(AUB)UCyANBNC)=(ANB)NC
3. Idempotencia: AUA=Ay ANA=A
4. Absorcion: AU(AﬂB)=AYAﬂ(AUB)=A
5. Distributiva:
AUBNCO) =AUB)NAUC)y ANBUC)=(ANBUANC)
6. AUA=Uy AUDP=4
7. ANA =0y AN P=

Nota: Leyes de De Morgan:

- (AUB) = A°NB°
- (ANB) = A“UB°
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* Particién de un conjunto: {Nl, N,,..., Nn} es una particion de un conjunto 4,
siy solo si (en adelante sii):

I.N,CAAN,=®Vi=1,., n

2. ONi =A
il

3. NiﬂNj= D, Vi=j

« Diferencia de conjuntos: A-B={xEA/x & B}
« Producto cartesiano: A x B = {(a, b)laEANDE B}

Propiedades:

card(Ax B) = card(A)-card(B)
AxB=BxA

A'CA,B CB<A'xB'CAxB
AxB=p<>A=dVv B=®
Ax(BUC)=(AxB)U(AxC)
Ax(BNC)=(AxB)N(AxC)
Ax(B-C)=(AxB)-(AxC)

1.3. Correspondencias
Una correspondencia f es una terna (A, B, G), donde:

* A,Bsonconjuntosy f:A— B asociaelementos de A con elementos de B,
denominandose A conjunto inicial y B conjunto final.

« D(f)={xEA/IyEB: f(x)=y}, es el conjunto dominio de la correspon-
dencia y esta formado por los elementos (llamados origen o antiimagen) del

conjunto inicial que tienen algun elemento correspondiente en el conjunto
final.

« Im(f)={yEB/IxEA: f(x)=y} es el conjunto imagen de la correspon-
dencia y estd formado por los elementos (llamados imagen) del conjunto
final que se corresponden con algin elemento del dominio de la correspon-
dencia.

* G C AxB, se denomina Grafo de la correspondencia y esta formado por
pares (x, y) donde xED(f) e yEIm(f):

G(f)={(x.y)E AxB/ xED(f) A yEIm(f) A f(x)=y}
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* Cualquier correspondencia f nos permite definir su correspondencia recipro-
ca o inversa, de la siguiente manera:

S iB—=A/D(f)=Im(f) i Im(f™)=D(f).
Algunas correspondencias pueden ser:

* Univoca: a cada elemento de A le corresponde un elemento o ninguno de B.

* Biunivoca: tanto f, como [, son univocas.

» Aplicacion: todo elemento de A tiene imagen en B y esta es unica. Es
decir, Va€ A,A'bE B/ f(a)=b.

Algunas aplicaciones pueden ser:

— Suprayectiva: todo elemento de B es imagen de algtin elemento de A:
VbEB,IaEA/ f(a)=>b

— Inyectiva: elementos distintos de A tienen imagenes distintas en B:
Ya,beEA:a=b— f(a)= f(b)

— Biyectiva: suprayectiva i inyectiva al mismo tiempo.

* Composicion de aplicaciones: dada una aplicacion f:A— B, y
otra g:B—C de forma que YaEA f(a)=b A YVbEB g(b)=c,
se define la composicion de aplicaciones como otra aplicacion
gof:A—C, cumpliéndose que Va€A gof(a)= g(f(a))= g(b) =C.
Si las aplicaciones /'y g son biyectivas su composicion f'o g también lo es.

1.4. Relaciones binarias

Una relacion binaria es una asociacion o conexion que se establece entre parejas
de elementos de un conjunto. Puede haber muchas definidas en un mismo con-
junto. Analiticamente, podemos decir que una relacion R es una terna (A, A, G),
donde G C Ax A, como ocurre en el punto anterior, entonces diremos que xRy sii
(x,y) pertenece a G.

Propiedades: Vx,y,z € A

1. Reflexiva: xXRx

2. Antirreflexiva: X no se relaciona consigo mismo.

3. Simétrica: xRy — yRx

4. Antisimétrica: xRy A yRx = x =y o bien, x#y A xRy =y Rx
5. Transitiva: XRy A yRz — xRz

6. Circular: xRy A yRz — zRx

7. Conexa: xRy v yRx
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Nota: si una relacion binaria definida en un conjunto cumple algunas de las
propiedades anteriores, recibe el nombre de:

* Relacion binaria de equivalencia: cumple reflexiva, simétrica y transitiva.

* Relacion binaria de preordren: cumple reflexiva y transitiva.

* Relacion binaria de orden (también llamada de orden amplio): cumple re-
flexiva, antisimétrica y transitiva.

* Relacion binaria de orden estricto: cumple antireflexiva, antisimétrica y
transitiva.

* Cualquier relacion de orden definida anteriormente se denominan de orden
parcial, porque no se le ha exigido que cumpla la propiedad conexa. Si esta

propiedad se cumple, las relaciones de orden se denominan de orden total.

1.4.1. Clases de equivalencia

Una relacion binaria de equivalencia definida en un conjunto, organiza sus ele-
mentos en subconjuntos que constituyen una particion del conjunto (véase anexo
1.2.2). Esta organizacion se denomina clasificacion y cada uno de los subcon-
juntos se denomina clase de equivalencia y esta formado por los elementos del
conjunto que se relacionan mediante la relacion.

1.4.2. Conjunto cociente

Una vez establecida una clasificacion, las clases de equivalencia forman un con-
junto que se denomina conjunto cociente. Si A es el conjunto donde tenemos de-
finida la relacion de equivalencia R, el conjunto cociente se representa por A/R.

1.5. Estructuras algebraicas

Cuando se estudian las propiedades de las operaciones en los diferentes conjuntos
numéricos, se observan algunas que se repiten de manera regular en todos ellos,
y otras que se presentan de manera especifica. Estas contribuyen a determinar la
estructura algebraica de dichos conjuntos numéricos.

En general, cuando hablamos de estructura algebraica nos referimos a las propie-
dades que cumplen las operaciones definidas entre los elementos de un conjunto.
De acuerdo con estas se establece una clasificacion de los conjuntos, en la cual
cada una de las clases de equivalencia corresponde a una de las estructuras que se
recogen a continuacion.
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Las operaciones necesarias para determinar una estructura pueden ser internas o
externas:

* Se define operacion interna, como una aplicacion ( * ): AXA — A. Es de-
cir, operando elementos de un conjunto A, obtenemos elementos del mismo
conjunto.

* Se define operacion externa, como una aplicacion (+) : Kx A — A. Es decir,
operando elementos de un conjunto A con elementos de otro conjunto K,
llamado de escalares, obtenemos elementos del conjunto A.

Las operaciones definidas pueden cumplir algunas de las siguientes propiedades:

« Asociativa (aso): Va, b, cEA: (a*b)*c =a*(b*c)

« Conmutativa (conm): Va, bEA: a*b =b*a

* Elemento Neutro (en): 3n€A/VaEA: a*n=n*a=a

* FElemento Simétrico (es): VaEA,Ja'EA/ a*a’=a*a’=n

+ Distributiva de * respecto de *: Va,bE A A VKEK: k « (a*b) = (k * a) * (k *b)
Las principales estructuras son:

Para la operacion interna:

.. . Elemento Elemento
Asociativa | Conmutativa o
neutro simetrico
Semigrupo X
Semigrupo
. X X
conmutativo
Monoide X X
Monoi
onozde. x x x
conmutativo
Grupo X X X
G
po. . X X X X
conmutativo o abeliano
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Para dos operaciones internas:

Primera operacion Segunda operacion Distributiva
de la 2¢
respecto de
aso | conm | en | es aso | conm | en | es la 1
Semianillo X X X X X
Semzamll? X X X X X x
conmutativo
Semianillo
conmutativo X X X X X X X
unitario
Anillo X X X | X X X
Anillo— X | X | x|x X | X X
conmutativo
Anillo
conmutativo X X X | X X X X X
unitario
Cuerpo X | X [ X|X X x| X X
Cuerpo X | X | X|Xx X | x| x|X X
conmutativo ()

(*): Exceptuando el elemento neutro de la primera, todos los elementos del con-
junto tienen simétrico para la segunda operacion.

Habria que anadir, finalmente, las definiciones de semimodulo y espacio vectorial:

Un conjunto (M, *, -), con una operacion interna (*) y otra externa (-), definida con
la ayuda de un semianillo (A, +, x), es un semimoédulo si:

* (M, *) s un semigrupo conmutativo.
e Va,BEA A Ya, bE M se cumplen las siguientes propiedades:

a)

— (a+pB) -a=(a-a)*(B
* b)

(a*b)=(a a)*(a
(ﬁ-a)=(ax,3)*a

(04
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Un conjunto (V, *, ), con una operacion interna (*) y otra externa (-) definida con
la ayuda de un cuerpo (K, +, X) es un espacio vectorial si:

* (V, *) es un grupo abeliano.
* Vu,vEV, VYA, u, 1€ K secumplen las siguientes propiedades:

- (AFwWev=>3ev) ()
- A @@*v)=(A-u)*(A-v)
— h(u-v)=(Axu)rv

- 1l-v=v
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