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INTRODUCCION

El siguiente trabajo se ha desarrollado dentro del grupo de investigacion
Pensamiento Numérico (FQM 0193), durante el afio académico 2003-2004, siendo su
autora alumna del segundo afo del programa de doctorado Didactica de la
Matematica de la Universidad de Granada, y bajo la tutela de las doctoras
Encarnacion Castro Martinez (Departamento de Didactica de la Matematica,
Universidad de Granada) y Rebecca Ambrose (Departamento de Educacion,
Universidad de California, Davis). Con este trabajo pretendemos dar cumplimiento a
la normativa de la Universidad de Granada que indica que los/as alumnos/as en el
segundo curso del programa han de presentar uno o varios trabajos de investigacion,

equivalente a 12 créditos, para obtener la suficiencia investigadora.

Situacion personal
Durante este afio académico me han sido concedidas dos becas predoctorales:

- Una beca de postgrado del Programa Nacional de Formacién del Profesorado
Universitario (referencia AP2002-2483), como alumna del programa de doctorado de
Didactica de la Matematica y bajo la direccion del Dr. Enrique Castro Martinez. La
vigencia de esta beca es hasta el 30/9/2004, prorrogable por otros dos cursos
académicos.

- Una beca de intercambio con la Universidad de California, Davis (UC Education

Abroad Program Scholarship) desde Septiembre de 2003 a Junio de 2004.

Debido a estas circunstancias, este trabajo de investigacion ha sido desarrollado en
colaboracion, de una parte, por la Universidad de Granada y, de otra, por la
Universidad de California, Davis.

Durante mi estancia en esta ultima universidad, ademas de realizar el trabajo que
se presenta, he cursado tres cuatrimestres del programa de doctorado de los

departamentos de Educacion y de Matematicas, dado que los planes de estudio de



doctorado en ambas universidades son diferentes y la concesion de la beca requiere
cursar un total de 12 unidades durante cada cuatrimestre. Dichos cursos han estado
dirigidos al perfeccionamiento de mis conocimientos de Inglés, y a la mejora de mi
formacion en el 4rea de Didactica de la Matematica; formacion iniciada el pasado afo
como alumna de primer afio del programa de doctorado de Didictica de la
Matematica de la Universidad de Granada. Los cursos especificos de Didactica de la
Matematica realizados, han sido:

- Investigacion en educacion matemadtica

- Curriculos de matematicas basados en los estandares

- Desarrollo del curriculo en matematicas

- Pedagogia matemadtica

-Practicum de ensefianza de las matemadticas

- Psicologia educativa

La oportunidad de estudiar en otra universidad, y concretamente en una
universidad estadounidense, ha sido muy enriquecedora académica y personalmente.
Me ha permitido conocer y participar, entre otros muchos aspectos, en la realidad
educativa universitaria y escolar de California, asi como en la investigaciéon en
Educacion Matematica, en un pais que cuenta con grandes recursos institucionales y

personales para la investigacion.

Origen de este trabajo de investigacion

El trabajo de investigacion que aqui se recoge se inici6 durante la realizacion del
curso “Investigacion en educacion matemadtica”. La profesora de dicho curso, la Dra.
Rebecca Ambrose, colaboré en el desarrollo de este trabajo y me facilitdé la
oportunidad de trabajar con una clase de alumnos/as de tercer grado (tercero de
Primaria) de un colegio de Educacion Infantil de la ciudad de Sacramento, los cuales
han sido los sujetos de este estudio.

Mi interés en las dificultades que encuentran los alumnos/as en la comprension y
uso del signo igual, y en el desarrollo del pensamiento algebraico en Educacion
Primaria, surgié al conocer los trabajos de investigacion realizados por Carpenter,
Franke, Levi, Fennema, y Empson. En la ultima década estos autores han centrado su
investigacion en explorar el pensamiento matematico intuitivo de nifios y nifias con el

objetivo de transmitir este conocimiento a profesores de Educacion Elemental



(Primaria) para que promuevan un aprendizaje con comprension de las matematicas
(Carpenter, Fennema, Franke, Levi y Empson, 1999 y 2000). Sus primeros estudios
estaban centrados en la aritmética y mas concretamente en la resolucion de problemas
aritméticos. Actualmente su interés se localiza en como disefar la ensenanza de las
matematicas en Educaciéon Elemental (Primaria) para que los/as alumnos/as
generalicen y formalicen su conocimiento aritmético, desarrollando asi pensamiento
algebraico (Carpenter, 2000 y 2003).

Muchos otros investigadores (Kaput, 1995, 1998, 2000; Bastable y Schifter,
pendiente de publicacion; Carraher, Schliemann y Brizuela, 2000; Freiman, y Lee,
2004; Warren, 2004) argumentan actualmente la importancia de fomentar el
desarrollo del pensamiento algebraico desde los primeros cursos de la educacion
escolar, con el objetivo de promover una ensefianza y aprendizaje de las matematicas
con comprension, y facilitar el posterior estudio del algebra. Los diferentes modos de
pensamiento involucrados en la actividad algebraica son considerados importantes
habitos mentales a adquirir, que, ademas, tienen el potencial de poder enriquecer la
actividad matematica escolar y, concretamente, el aprendizaje de la aritmética.

Carpenter, Franke y Levi (2003) se centran en cuatro aspectos del pensamiento
algebraico a desarrollar desde la ensefianza de la aritmética: la comprension del signo
igual, hacer explicitas las generalizaciones, la representacion de generalizaciones
mediante el lenguaje natural y mediante notacion algebraica, y la comprension de
niveles de justificacion y demostracion.

Igualmente, uno de los objetivos de nuestro estudio es analizar la comprension del
signo igual. En nuestro caso trabajamos con un grupo de alumnos/as de tercer grado
(tercero de Primaria), llevando acabo diversas intervenciones de aula dirigidas al
estudio de la evolucién de las concepciones de los/as alumnos/as sobre el signo igual.
Ademas, estudiamos la emergencia de estrategias de resolucion de igualdades
numéricas basadas en el establecimiento de relaciones entre los términos de ambos

miembros de la igualdad.

A partir de este trabajo hemos realizado, hasta el momento, un articulo titulado “What
is that Equal Sign Doing in the Middle?: Fostering Relational Thinking While
Negotiating the Meaning of the Equal Sign”, el cual estd pendiente de publicacion en
la revista Teaching Children Mathematics, y una comunicacion que fue presentada en

el congreso internacional PME 28 celebrado en Bergen, Noruega, del 13 al 18 de Julio



de 2004, con el nombre “In the transition from arithmetic to algebra: Misconceptions

of the equal sign”.

Relacion con el Grupo de investigacion Pensamiento Numérico

Como ya se ha indicado, estoy vinculada al departamento de Didactica de la
Matematica de la Universidad de Granada. Concretamente, al grupo “Didactica de la
Matematica. Pensamiento Numérico” ya que mi beca de postgrado estd asociada a
dicho grupo.

En los documentos que hacen referencia a los planteamientos y objetivos del
grupo (Rico, 1995; Castro, 1995), se aprecia que sus componentes centran el grueso
de su investigacion en el estudio de los fenomenos de ensefianza/aprendizaje en los que
intervienen conceptos numéricos. Aspectos como la naturaleza, las caracteristicas y la
evolucion de los aprendizajes numéricos, las representaciones cognitivas y los
significados de dichos conocimientos, los métodos y las técnicas para provocar
aprendizajes Optimos sobre numeracion y célculo, y la conexion entre aritmética y

algebra, son temas prioritarios.

Todo lo anterior pone de manifiesto la pertinencia de mi trabajo en el seno de
dicho grupo, ya que queda incluido entre los temas de su interés. Como hemos
apuntado, nos centramos en el signo igual como representacion simbolico-formal de
una relacion entre expresiones numéricas, la de igualdad, analizando los errores y
dificultades que se manifiestan en el desarrollo de su comprension, asi como las
caracteristicas y la evolucion del aprendizaje de este concepto en contextos aritméticos.
Las expresiones numéricas en consideracion, pertenecen a los nimeros naturales e

involucran principalmente las operaciones de suma y resta.

Nuestro trabajo se presenta a continuacion subdividido en cinco capitulos,

seguidos del listado de referencias y de los anexos.

Capitulo 1. Presentacion del problema de investigacion
Capitulo 2. Marco teérico

Capitulo 3. Metodologia de la investigacion

Capitulo 4. Resultados de la investigacion

Capitulo 5. Discusion y Conclusiones



CAPITULO 1. PRESENTACION DEL PROBLEMA DE
INVESTIGACION

El objetivo de este capitulo es presentar el problema de investigacion abordado en
este trabajo y justificar su interés para el area de Didactica de la Matemadtica.
Primeramente, se destacan algunas ideas que son esenciales para entender nuestra
vision y principales preocupaciones con respecto a la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas. A continuacion, se enuncian los objetivos de la investigacion vy,
finalmente, se justifica el interés de este trabajo para la ensefianza de las matematicas

en Educacion Primaria y para el drea de Didactica de la Matematica en general.

1.1 Reforma de la ensefianza del algebra

“La competencia algebraica es importante en la vida adulta, en el trabajo y en la
preparacion para la educacion secundaria.

’

Todos los estudiantes deberian aprender dlgebra.’

(NCTM Standards 2000, pagina 37).

La ensenanza del algebra, tal como se lleva acabo en la realidad, es ampliamente
criticada por numerosos investigadores (Mason, Davis, Love y Schoenfeld, segun cita
Lee, pendiente de publicacion; Kaput 1995, 1998, 2000a; Booth, 1988). La critica
internacional se basa principalmente en el gran numero de estudiantes que fracasan en
esta area y dejan de estudiar matematicas, la falta de conexion entre el algebra y las
demas areas de las matematicas, y la ausencia de significado en el aprendizaje
algebraico adquirido por los estudiantes.

Ya en 1980 Martin Kindt destaco tres de los grandes problemas de la ensefianza

del algebra: falta de atencion a la generalizacion y razonamiento, un salto demasiado



rapido al tratamiento formal del algebra y la falta de claridad en para qué y para quién
es de utilidad el algebra (Van Reeuwijk, pendiente de publicacion). Estas criticas
fueron el desencadenante de un proceso de reforma de la ensefanza del algebra en
Los Paises Bajos en los afos ochenta. Dicha reforma comenz6 con el desarrollo de un
nuevo curriculo para los ultimos afos de la Ensefianza Secundaria (de 16 a 18 afios),
posteriormente para el resto de los cursos de la Ensefianza Secundaria (de 12 a 16
anos) y, a partir de 1990, continu6 con la participacion en el proyecto American
Mathematics in Context (MiC) dirigido a la ensefianza de las matemadticas a
alumnos/as de 10 a 14 afios. Este proyecto demostrd que una ensefianza del algebra
significativa y con sentido es posible (Van Reeuwijk, pendiente de publicacion).
Recientemente, se han iniciado estudios sobre la ensefianza y aprendizaje del algebra

en cursos inferiores (Van Reeuwijk, pendiente de publicacion).

En la ultima década se han planteado diferentes propuestas para la mejora de la
ensefanza del algebra tales como un enfoque basado en la resolucion de problemas,
diversos enfoques tecnologicos o un gran énfasis en el fortalecimiento de las
habilidades aritméticas (Freiman y Lee, 2004). En la actualidad se est4 investigando, y
llevando acabo en colegios estadounidenses, una propuesta que imita en gran medida
el proyecto llevado acabo en Los Paises Bajos. Esta propuesta presenta una reforma
de la ensenanza del algebra basada en la consideracion de una concepcion mas amplia
del algebra que es integrada en el curriculo usando una pedagogia activa y
exploratoria (Kaput, 1995). La reforma comienza con algunos cambios en el curriculo
del algebra de los ultimos cursos de Educacion Secundaria, seguidos de la integracion

del algebra en el curriculo de la Educacion Primaria y Secundaria.

La gran insatisfaccion con la actual y tradicional ensefianza del algebra, el
reconocimiento de la importancia de los habitos mentales que estan involucrados en
actividades algebraicas, y la preocupacion por hacer el estudio del algebra accesible a
todos los estudiantes, han conducido a buscar una forma mas efectiva de ensenar
algebra. Dicha reforma persigue, ademds, modificar el curriculo general de
matematicas. La propuesta para Educacion Elemental y Media (Primaria y primeros
dos cursos de Educacion Secundaria) consiste en introducir algebra no como una
asignatura sino como una manera de pensar y actuar en objetos, relaciones, estructuras

y situaciones matematicas. El algebra es introducida en el curriculo desde los



primeros afios escolares por su gran potencial para enriquecer la actividad matematica
escolar, y como guia hacia una ensefianza con comprension de las matematicas
(Kaput, 1995, 1998, 2000a; Bastable y Schifter, pendiente de publicacion; Carpenter,
Franke y Levi, 2003; Carraher, Schliemann y Brizuela, 2000; entre otros). Esta
temprana introduccion del algebra en el curriculo es lo que se conoce como “Early

Algebra”.

1.2 Pensamiento relacional

Antes de enunciar los objetivos de investigacion de este trabajo se hace necesario
definir el concepto “pensamiento relacional”. Dicho término, “relational thinking”, ha
sido utilizado por Carpenter, Franke y Levi (2003) en estrecha conexion con la
resolucion de igualdades numéricas y la comprension del signo igual. Aunque este
tipo de pensamiento puede considerarse en muchos otros contextos, nos vamos a
referir aqui a la definicion dada por Carpenter, Franke y Levi (2003) en el contexto de
igualdades numéricas. Se dice que los estudiantes emplean pensamiento relacional al
resolver igualdades numéricas cuando obtienen la respuesta estableciendo relaciones o
comparaciones entre los nimeros o expresiones a ambos lados del signo igual, sin
necesidad de realizar explicitamente todas las operaciones expresadas.

Por ejemplo, en la igualdad, 27 + 48 — 48 = [, los/as alumnos/as pueden observar
que sumar y restar cuarenta y ocho no altera la cantidad inicial veintisiete, no teniendo
que operar para deducir la respuesta. En la igualdad 12 +7 =7 + [| puede observarse

que la respuesta correcta es doce, pues se esta invirtiendo el orden de los sumandos,
siendo é€sta una estrategia alternativa a realizar la suma 12 + 7 = 19 y posteriormente
resolver el problema 19 = 7 + [|. Similarmente, la igualdad 8 + 4 = [ | + 5 puede
resolverse usando pensamiento relacional observando que cinco es una unidad mas
que cuatro y, por lo tanto, la cantidad desconocida debera ser una unidad menos que
ocho.

Una diferencia a observar entre estos ejemplos radica en la comprension necesaria
del signo igual. La correcta resolucion del primer ejemplo no requiere una amplia
comprension del signo igual pues todas las operaciones aparecen expresadas en el
lado izquierdo de la igualdad. Sin embargo, en los otros dos casos ésta si es necesaria,
es decir, los/as alumnos/as necesitan saber que el signo igual representa una relacion

de igualdad entre las expresiones a ambos lados de dicho signo.



El uso de pensamiento relacional en la resolucion de igualdades numéricas ha sido
observado en algunos/as alumnos/as de Educacion Elemental (Primaria) (Carpenter,
Franke y Levi, 2003), pero existe poca informacién sobre la secuencia de actividades
que conduce a su desarrollo o su uso, asi como sobre la dificultad de su desarrollo.

Nuestro estudio aporta informacion sobre ambos aspectos.

1.3 Aprendizaje con comprension

El pensamiento relacional, esta intimamente ligado a la comprension. Por su parte,
el concepto de comprension ha sido abordado en la literatura junto a los conceptos de
conocimiento conceptual y procedimental (Hiebert y Lefevre, 1986). Segin Hiebert y
Lefevre (1986), el conocimiento conceptual es caracterizado como una rica red de
conexiones entre piezas de informaciéon que permite un acceso flexible y un uso
adecuado de la informacidén. Por otra parte, el conocimiento procedimental se
compone del conocimiento de los simbolos y la sintaxis de las matematicas, aunque
no necesariamente de su significado, y del conocimiento de las reglas, algoritmos o
procedimientos empleados para resolver tareas matematicas. Partiendo de esta
distincion se considera que la comprension es “el estado del conocimiento que
permite conectar de forma apropiada nueva informacion matemadtica con el
conocimiento ya existente” (Hiebert y Lefevre, 1986, p. 4).

Skemp (1987, citado por Lindquist, 1997) también se refiere a la comprension y
distingue entre comprension relacional (saber qué hacer y por qué) y comprension
instrumental (saber qué hacer o conocer una regla y como usarla).

Por su parte Serpinska (1990), segin citan Gallardo y Gonzalez (pendiente de
publicacion), define la comprension como un acto involucrado en un proceso de
interpretacion, el cual consiste en el desarrollo de una dialéctica entre conjeturas cada

vez mas elaboradas y validaciones de estas conjeturas.

1.3.1 Comprension de las matematicas
En el siglo 21, debe esperarse que todos los alumnos y alumnas comprendan

y sean capaces de aplicar las matematicas (p. 20, NCTM 2000).

Internacionalmente existe una intensa preocupacion e interés por promover un
aprendizaje con comprension de las matematicas debido a la general insatisfaccion

con el aprendizaje matematico de los/as alumnos/as y las actitudes negativas hacia las



matematicas que se observan en las aulas (Kaput, 2000a, 1998; Hiebert y Carpenter,
1992; Hiebert, Carpenter, Fennema, Fuson, Wearne, Murray, Olivier, y Human, 1997,
NCTM, 2000). Este no es un objetivo nuevo en la ensefanza de las matematicas.
Desde comienzos del siglo XX se han llevado acabo numerosos esfuerzos, en la
investigacion y en la practica del aula, por detectar, analizar y describir ambientes de
aprendizaje en los que los/as alumnos/as puedan aprender matematicas con
comprension, asi como analizar en qué consiste un aprendizaje con comprension de
las matematicas (Carpenter y Lehrer, 1999).

Recientemente, la importancia de la comprensiéon en el aprendizaje, en la
ensefianza y en la evaluacion de las matematicas, ha ocupado un primer plano en la
reforma de la ensefianza de las matematicas iniciada con la publicacién de los
Estandares del National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) en 1989. Este
auge del aprendizaje con comprensién va acompafiado de una visién constructivista
de la ensefianza de las matematicas. De forma semejante, la version mas reciente de
los Principios y Estdndares de la Matematica Escolar (NCTM, 2000) recoge entre los
seis principios fundamentales el denominado Aprendizaje, explicando: “Los
estudiantes deben aprender matematicas con comprension, construyendo activamente
el nuevo conocimiento a partir de la experiencia y de sus conocimientos previos” (p.
16, 2000).

Situandonos en esta vision de las matematicas, adoptamos la nocidén de
comprension de las matematicas dada por Carpenter y Lehrer (1999), la cual es
ampliamente aceptada en la literatura actual:

La comprension de las matematicas consiste en la construccion de relaciones

entre los conceptos matemdticos, la extension y aplicacion del conocimiento
matemadatico, la reflexion sobre experiencias, la articulacion de lo que uno sabe y

la propia interiorizacion del conocimiento matematico.

Esta nocion de la comprension de las matematicas se basa en el supuesto de que
tal conocimiento se representa de forma interna siguiendo una estructura que se va
creando de forma gradual al incorporarse nueva informacion o establecerse relaciones
entre la informacién ya existente. En este supuesto, se dice que un concepto
matematico se comprende cuando su representacion mental forma parte de una red de
representaciones, haciéndose mayor la comprension conforme la solidez y nimero de

los vinculos son mayores (Hiebert y Carpenter, 1992). Comprender las matematicas



implica “desarrollar una armoniosa y consistente red de imagenes que incorpore
informaciones, relaciones, errores, hipotesis, previsiones, inferencias, inconsistencias,
huecos, sentimientos, reglas y generalizaciones (O’Brien, 1989, citado por Mousley,

2004).

Segun Gallardo y Gonzalez (pendiente de publicacion) el origen de la
comprension, del conocimiento matematico, se puede considerar asociado a las
situaciones de desequilibrio cognitivo en las que se involucra la persona en su
interaccion con el medio que le rodea, y que le obligan a elaborar respuestas
adaptadas a dicha situacion particular considerando la informacion proporcionada por
la situacién y las capacidades y conocimientos previamente adquiridos por el sujeto.
Bajo estas consideraciones, y coincidiendo con Duffin y Simpson (1997), presentan la

comprension como:

» Un acto: Una respuesta puntual que conduce a una modificacion cualitativa en la
situacion cognitiva.

» Un proceso: Un proceso de maduracion o de elaboracion de respuestas
provisionales cada vez mas adaptadas como resultado de sucesivas experiencias
relacionadas con un mismo problema a lo largo de un periodo de tiempo.

» Un estado: Una situacion cognitiva resultado de actos y procesos de comprension
previos, constituida por un conjunto de respuestas potenciales a una situacion o

adaptadas a determinadas experiencias.

1.3.2 Razones para promover un aprendizaje con comprension de las
matematicas

Como senala Dewey (1910, citado por Lindquist, 1997) la ensenanza de las
matematicas sin comprension va en contra de la habilidad de los/as alumnos/as para
reflexionar y entender lo que hacen. Un aprendizaje con comprension es esencial para
que los alumnos y alumnas puedan aplicar sus conocimientos flexiblemente,
adaptandolos a nuevas situaciones, y utilizarlos en la adquisicion de nuevos
conocimientos, adquiriendo asi una formacion adecuada para afrontar las necesidades
del mundo actual, un mundo en continuo cambio (Hiebert J. y otros, 1997).

A continuacion enumeramos las diez razones para el desarrollo de la

comprension en el aprendizaje destacadas por Brownell (1947, 1935 citado por



Lindquist, 1997). Brownell escribi6 extensamente sobre el aprendizaje con
comprension de la aritmética insistiendo en la importancia de que los/as alumnos/as
sean capaces de analizar situaciones cuantitativas a partir de sus conocimientos
aritméticos, y criticando la enseflanza mecénica y automatizada de la aritmética. Estas
razones se refieren concretamente al aprendizaje de la aritmética pero son
generalizables al aprendizaje de las demas areas de las matematicas.

1. Facilita la retencion o recuerdo.

2. Capacita al alumno/a para recuperar rapidamente habilidades que se le han
debilitado temporalmente.

3. Aumenta la probabilidad de que las ideas y habilidades aritméticas se utilicen.

4. Facilita el aprendizaje al proveer una base solida y transferible de conocimientos.

5. Reduce la practica necesaria para completar el aprendizaje.

6. Evita que el/la alumno/a dé respuestas matematicas absurdas.

7. Promueve el aprendizaje mediante resolucion de problemas en vez de la practica y
memorizacion no inteligente.

8. Provee al alumno/a de enfoques versatiles que le capacitan para sustituir procesos
habituales, que no recuerda en un determinado momento, por otros procesos
igualmente eficaces.

9. Hace al alumno/a independiente dandole confianza para abordar nuevas situaciones
cuantitativas.

10. Presenta al alumno/a como una persona digna de respeto.

1.3.3 Practicas que promueven un aprendizaje con comprension de las
matematicas

La vision tradicional de las matematicas como un cuerpo fijo y estatico de
conocimientos ha determinado el alcance del contenido y la pedagogia del curriculo
de matematicas (Romberg y Kaput, 1999). Bajo este enfoque la actividad matematica
escolar ha consistido, mayoritariamente, en el aprendizaje de una coleccién de
técnicas, promoviéndose un aprendizaje sin comprension de las matematicas.

Numerosos investigadores y educadores han observado que la creacion de
practicas que promuevan la comprension de las matemadticas requiere un cambio
significativo en la realidad escolar basado en una vision constructivista de la
ensefianza y aprendizaje de las matemadticas (Lindquist, 1997). La construccién de

conocimientos se considera resultado no sdélo de procesos cognitivos internos y



privados sino también de las interacciones del individuo con el medio que le rodea
(Arcavi, 1995, citado por Gallardo y Gonzalez, pendiente de publicacion).

Las matematicas son consideradas en la actualidad como una actividad humana;
simultdneamente un cuerpo de conocimientos y un modo de comprender (Romberg y
Kaput, 1999). Desde esta vision de las matematicas se persigue un aprendizaje con
comprension de las matematicas mediante la participacion activa de los/as alumnos/as
en actividades y experiencias que les ayuden a profundizar y conectar sus

conocimientos.

Reflexion y comunicacion

Hiebert y otros (1997), destacan el papel de la reflexion y la comunicacién en el
desarrollo de un aprendizaje con comprension de las matematicas (tomando estos dos
conceptos de la psicologia cognitiva y la cognicion social respectivamente).

La reflexion ocurre cuando una persona piensa conscientemente sobre sus
experiencias, considerandolas y analizdndolas desde varios puntos de vista. Este
proceso facilita la construccion y el reconocimiento de relaciones entre ideas, hechos
o procedimientos, asi como la revision de relaciones previamente establecidas.

La comunicacion engloba hablar, escuchar, escribir, observar, demostrar,...;
significa participar en interaccion social e intercambiar ideas y opiniones con otras
personas. La comunicacion permite la confrontacion de ideas, fomentando una
reflexion mas profunda sobre las ideas propias, para poder explicarlas més claramente
y ser capaces de justificarlas.

Ambos aspectos, comunicacién y reflexion, promueven el establecimiento de
relaciones entre los conocimientos o ideas de una persona, favoreciendo su

comprension.

Importancia de la comunicacion

Autores como Cobb, Yackel, y Wood (1992), Moreno Armella y Waldegg (1992),
Huffersd-Ankles, Fuson y Gamoran Sherin (2004), coinciden en destacar la
importancia de la comunicacion en la construccion de significados y la adquisicion
del aprendizaje. Negociando explicitamente las interpretaciones de los materiales o
representaciones externas en consideracion en el aula, cada alumno/a va desarrollando
su comprension de los conceptos de forma gradual partiendo de sus conocimientos y

experiencias previas (Cobb, Yackel, y Wood, 1992). Esta negociacion dota de



objetividad al significado construido haciéndolo existir mas alld de la comunidad
constituida por el alumnado y el profesor/a (Moreno Armella y Waldegg, 1992).
Ademas, el intercambio de estrategias, ideas y conjeturas fomenta que los/as
alumnos/as aprendan a evaluar su pensamiento matematico y el de los demads, lo que
contribuye a su aprendizaje, y permite a los profesores/as conocer los conocimientos
previos de los/as alumnos/as para basar en éstos futuros aprendizajes (Lampert, 1989,
citado por NCTM 2000; Mack 1990, citado por NCTM 2000, Huffersd-Ankles, Fuson
y Gamoran Sherin, 2004).

Representaciones y comunicacion

La comunicacion que tiene lugar en el aula de matematicas es posible gracias a la
consideracion de representaciones externas' pues los objetos matematicos son en
definitiva construcciones mentales (Duval, 1996). Las representaciones son
fundamentales en la comprension de las matematicas de muy diversas formas:
posibilitan la reflexion haciendo las ideas matematicas mas concretas, dan soporte y
promueven la extension del razonamiento ayudando a los/as alumnos/as a centrarse en
determinadas caracteristicas de la situacion matemdtica, y ayudan a reconocer
semejanzas y diferencias entre ideas matematicas favoreciendo la comprension,
comunicacion y demostracion al facilitar el razonamiento matematico (Fennel, y
Rowan, 2001; Rico, 1998). Ademas, el tipo y nivel de comprension de posibles ideas
matematica, estd condicionado por el tipo de sistemas de simbolos que se consideran
para representar dichas ideas matematicas (Kaput, 1978, citado por Garcia Pérez,

2000).”

Actividades y tareas matematicas

Otro elemento a destacar en la ensefianza de las matematicas son las actividades
mediante las cuales se produce la ensefianza y aprendizaje. Segin Romberg y Kaput
(1999) para que estas actividades promuevan un aprendizaje con comprension de las

matematicas deben:

! Adoptamos la definicién de representacion (externa) dada por Castro y Castro (1997): un conjunto de
notaciones fisico-visuales, graficas o simbolicas, especificas para una nocién matematica, que expresan
los conceptos matematicos asi como sus caracteristicas y propiedades mas relevantes.

% Ver Garcia Pérez (2000) para una discusién més extensa del papel de las representaciones, internas y

externas, en la actividad matematica).



- permitir a los/as alumnos/as avanzar desde sus conocimientos previos, procediendo

desde ideas informales al conocimiento formal

- fomentar la exploracion de ideas o situaciones matematicas

- conectar diferentes ideas o conceptos matematicos

- conducir a la modelizacion de situaciones matematicas, favoreciendo de esta forma
una exploracion mas profunda y la identificacion de las ideas importantes de un
dominio

- hacer que los/as alumnos/as creen, se cuestionen, evaliien y justifiquen afirmaciones
matematicas

- promover el trabajo en grupo y el uso flexible de tecnologias tales como
calculadoras, ordenadores o grabaciones de video

- ser relevantes (motivadoras) para los/as alumno/as.

La practica en el aula

Finalmente, deben considerarse las normas que determinan como se espera que el
alumnado y el profesor/a interactuen y respondan en diversas situaciones, las cuales
condicionan la actividad matematica que tiene lugar en el aula. Estas normas definen
qué se considera aprendizaje y qué matematicas, como son utilizadas las actividades y
las representaciones, y qué tipo de conjeturas, argumentaciones y conclusiones deben
producirse en el aula (Carpenter y Lehrer, 1999). Debido a su gran influencia las
normas desempeian un papel principal en la creacion de aulas que promueva el
aprendizaje con comprension de las matematicas. Lo importante para promover un
aprendizaje con comprension es que éste sea el principal objetivo de la ensefnanza, y
por lo tanto, se posibilite continuamente a los/as alumnos/as el establecer conexiones,
extender, articular y aplicar su conocimiento, reflexionar en sus experiencias, €

interiorizar el conocimiento matematico (Carpenter y Lehrer, 1999).

1.3.4 Detectar la comprension

“Un sujeto manifiesta una cierta comprension en relacion con un objeto concreto
(conocimiento, etc.) cuando, inmerso en una situacion de desequilibrio cognitivo,
centrada en dicho objeto, y deseando colaborar o buscando una estabilidad cognitiva
relativa, elabora y emite a su satisfaccion una respuesta adaptada” (Gallardo y

Gonzélez, pendiente de publicacion).



Los autores anteriormente citados se centran en los efectos observables de la
comprension, en las manifestaciones externas y en su interpretacion, compartiendo las
consideraciones de Duffin y Simpson (1997) que exponen: “a menos que la
comprension se manifieste no tenemos ningun modo de inferir algo sobre el nivel de
comprension que tiene el sujeto” (p. 169).

Cuando se trate de observar la comprension de un individuo, serd conveniente
proponerle situaciones y tareas para cuya resolucion se requiera del conocimiento
cuya comprension se quiera observar. No obstante, la cautela ha de ser una norma
importante en estas observaciones; ya que aunque “Comprender es sinonimo de
responder o de elaborar y emitir una respuesta adaptada” (Gallardo y Gonzélez,
pendiente de publicacion), no siempre la reciproca se cumple o sea, la no respuesta no

es sindbnimo de no comprension.

1.4 Concepciones

El término concepcion es uno de los mas importantes empleados en este trabajo,
dado que uno de nuestros objetivos es el estudio de las concepciones de los/as
alumnos/as sobre el signo igual, como se vera mas adelante. Por ello dedicamos este
apartado a clarificar la acepcion que de este término vamos a considerar.

Ruiz (1993) y Flores (1998) han realizado un extenso andlisis de la nocion de
concepcion en Didactica de las Matematicas, abordando otros términos relacionados
tales como creencias, modelo, representacion, “la definicién de un concepto” y “la
imagen de un concepto”.

Ruiz (1993) distingue dos tipos de concepciones: subjetivas (o cognitivas) y
epistemologicas. Las concepciones subjetivas son individuales y se refieren al
conocimiento y creencias de un sujeto. En cambio las concepciones epistemoldgicas
son sostenidas por la comunidad matematica y se refieren a tipologias de
conocimientos existentes en un determinado periodo histérico, o circunscritos a los
textos, programas, etc. de un nivel de ensefianza.

Ambos tipos de concepciones se clasifican a su vez en globales y locales (Ruiz,
1993), denominandose concepciones globales a aquellas que “describen
holisticamente las concepciones ligadas a un concepto u otro objeto matematico” (p.
47), y concepciones locales a aquellas que se refieren a aspectos parciales de los

sistemas anteriores, las cuales se manifiestan en situaciones concretas.
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Por su parte, Ponte (1994) y Gil (1999) consideran las concepciones como marcos
organizadores implicitos de conceptos, de naturaleza esencialmente cognitiva, que

condicionan la forma en que se enfrenta una tarea.

Nosotros vamos a emplear el término concepcion para establecer la distincion
entre el objeto matematico que consideramos es Unico, y las variadas significaciones
que le pueden asociar los/as alumnos/as (Artigue, 1984, segun cita Ruiz, 1993). Como
explica Vergnaud (1982, seglin cita Ruiz, 1993), la concepcion informa del estado de
los conocimientos de un alumno/a en relacidon a un concepto.

Considerando la comprension como un proceso dindmico, entendemos que el/la
alumno/a va construyendo diversas concepciones, es decir, va pasando por diversos
estados en el proceso del aprendizaje. Dichos estados son, como explican Gallardo y
Gonzalez (pendiente de publicacion), situaciones cognitivas resultado de experiencias
previas y de la elaboracion de respuestas adaptadas a dichas situaciones.
Alcanzéandose el estado final en el proceso de la comprension cuando se entiende el
significado establecido cientificamente de dicho ente matematico. En este estado final
se dice que se comprende dicho concepto. De esta forma decimos que un/a alumno/a
comprende el significado del signo igual o, equivalentemente, ha construido (o
desarrollado) una adecuada comprension del signo igual, cuando reconoce el
significado cientifico que se le asigna a este simbolo.

Como en toda investigacion, en este trabajo analizamos so6lo determinados
aspectos locales de la concepcion de los sujetos sobre el signo igual, los cuales son
puestos en evidencia por las situaciones o problemas considerados en las

intervenciones realizadas en el aula.

Denominaremos “concepciones erroneas” a concepciones inadecuadas, lo que en
la literatura se identifica con el término ‘“misconceptions”, y que segun explica
Leinahrdt, Zaslavsky y Stein (1990) y cita Ruiz (1993), se refiere a ciertas
caracteristicas incorrectas o inapropiadas del conocimiento de los estudiantes sobre un
objeto matematico especifico, el cual puede o no haber sido ensefiado, las cuales son
repetibles y explicitas. “Pueden desarrollarse como resultado de sobre-generalizar una
concepcion esencialmente correcta, o pueden ser debidas a interferencias del

conocimiento de la vida cotidiana” (Ruiz, 1993, p. 48).



1. 5 Objetivos del trabajo

En el diagrama 1 se visualiza la localizacion del problema de investigacion dentro

de la ensefianza de las matematicas.

ENSENANZA Y APRENDIZAJE DE LAS
MATEMATICAS CON COMPRENSION

EDUCACION PRIMARIA

Aritmética

El
signo
igual

Pensamiento
relacional

Algebra

EDUCACION SECUNDARIA

Diagrama 1

Como se indica en el diagrama 1, el problema en estudio conecta dos areas de las
matematicas: la aritmética y el algebra, las cuales son habitualmente abordadas en
diferentes etapas educativas. Se trata aqui de enriquecer la ensefianza de la aritmética,
abordando la resolucion de igualdades numéricas a la vez que se intenta promover el

uso de pensamiento relacional. Este enfoque permite conectar el pensamiento
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aritmético y el algebraico, fomentando el desarrollo del sentido numérico junto con
habilidades de calculo aritmético que contribuyen al aprendizaje de importantes ideas
y habitos de pensamiento matematicos. En suma, favorece la comprension tanto en los
aspectos aritméticos como algebraicos involucrados. Dicha comprension facilita el

posterior estudio y aprendizaje del algebra y de la aritmética.

A continuacion presentamos los objetivos de investigacion de este trabajo:

Detectar diferentes concepciones del signo igual que manifiestan un grupo de
alumnos/as de tercer grado (tercero de Primaria) al considerar igualdades
numéricas.

Disefiar actividades que ayuden a los/as alumnos/as a desarrollar su comprension
del signo igual y que fomenten la emergencia y uso de pensamiento relacional en
la resolucion de igualdades numéricas.

Analizar la evolucion de la comprension del signo igual de los alumnos, a partir
del estudio de sus concepciones.

Analizar la emergencia y desarrollo del pensamiento relacional durante el trabajo

con igualdades numéricas.

Siendo el objetivo general de este trabajo: analizar el pensamiento matematico de

los estudiantes, puesto de manifiesto al intentar resolver igualdades numéricas.

1.6 Justificacion del interés del trabajo

El conocimiento sobre el desarrollo del pensamiento matematico de los nifios/as es
de gran importancia para la mejora de la ensefanza de las matematicas. Diversos
investigadores (Carpenter, Fennema, Franke, Levi, y Empson, Septiembre, 2000;
Baroody y Coslick, 1998; Empson y Junk, 2004) han observado como este
conocimiento puede ayudar al profesorado a cambiar significativamente su practica
educativa y sus creencias, teniendo efectos positivos en el aprendizaje de sus
alumnos/as.

Conocer el modo en que piensan los/as alumnos/as, las dificultades que
encuentran en el aprendizaje de un concepto matematico, los conocimientos y las

concepciones de las que parten en el aprendizaje de una idea o procedimiento



matematico, son aspectos de gran interés dentro del area de Didactica de la
Matematica. Estos conocimientos son especialmente necesarios para los educadores
que deben de estar preparados para entender el pensamiento matematico de sus
alumnos/as y tomar decisiones sobre el trabajo a llevar a cabo en el aula, en funcién
de éste (Empson y Junk, 2004).

Con nuestro trabajo se contribuye a dicho conocimiento centrandonos en el
pensamiento puesto en juego al resolver igualdades numéricas y en la comprension
del signo igual. Partiendo de estudios previos que han mostrado la existencia de
importantes dificultades en la comprension del signo igual, este trabajo analiza
detalladamente las distintas concepciones que presentan los/as alumnos/as, asi como
su evolucion. Ademads, se explora la emergencia y evoluciéon del pensamiento
relacional, aspecto que ha sido tratado brevemente en la literatura, y sobre el cual
aportamos informaciéon que ayuda a su mejor comprension en el ambito de la

Educacion Primaria.

1.6.1 Justificacion desde la ensefianza de las matematicas en Educacion Primaria

Centrandonos en la ensefianza de las matematicas en Educacion Primaria, y
concretamente de la aritmética, puede resaltarse particularmente la importancia y
necesidad de realizar investigacidn en esta area. Si se persigue promover un
aprendizaje con comprension de las matematicas, su ensefianza en Educacion Primaria
ha de recibir una atencion especial pues es en estos primeros afos de escolarizacion
cuando los/as alumnos/as adquieren la base de sus conocimientos matematicos, y
forman sus principales actitudes y concepciones sobre las matematicas. En los
primeros afos de la Educacién Primaria los estudiantes muestran entusiasmo por
aprender matematicas, por este motivo se hace especialmente necesario hacer las
matematicas interesantes y fomentar la comprension de las principales ideas
matematicas para mantener dicho interés. “La ensefianza en estos niveles debe ser
activa e intelectualmente estimulante y debe ayudar a los/as alumnos/as a entender las

matematicas” (NCTM, p. 143)
Concretamente la aritmética es el area de las matematicas que recibe una mayor

atencion en esta etapa. En el Disefio Curricular Base de Educacion Primaria se recoge

bajo el bloque de contenido denominado “Numeros y operaciones: significado y
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estrategias” siendo esencial para el aprendizaje de los demas bloques de contenido a
tratar.

Tradicionalmente, el principal interés en la ensefianza de la aritmética ha sido que
los/as alumnos/as aprendan los algoritmos de célculo basicos, y sean capaces de
aprender la secuencia de pasos que llevan a una respuesta correcta. Esta ensefianza
conduce, en la mayoria de los casos, a un aprendizaje de los algoritmos sin
comprender su significado o precedencia, y a que se deje de pensar en la naturaleza de
las operaciones y los numeros implicados. Teniendo en cuenta la riqueza de ideas
matematicas involucradas en estos algoritmos (Ej.: la estructura de base-diez del
sistema numérico y las propiedades de las operaciones), un aprendizaje mas
significativo es posible.

Se hace, por lo tanto, necesaria la investigacion en esta direccion para promover un
aprendizaje mas significativo de la aritmética. Algunas propuestas dirigidas a
enriquecer la ensefianza de la aritmética se han centrado en la resolucion de problemas
(Ej.: Carpenter, Franke y Levi, 2003). Otras propuestas invitan a desarrollar el
razonamiento de los/as alumnos/as en cualquier tipo de actividades matematicas,
tratando de fomentar el aprendizaje de importantes ideas matematicas a la vez que se
desarrollan las habilidades de calculo (Ej.: Tierney y Monk, pendiente de

publicacion). En esta ultima linea esta nuestro trabajo.

1.7 Busqueda bibliografica
Para la elaboracion de este trabajo se ha realizado una busqueda en los fondos
bibliograficos de las bibliotecas que se indican a continuacion:
- La biblioteca Shield de la Universidad de Davis, California.
- La biblioteca especializada del departamento de Didactica de Ia
Matematica de la Universidad de Granada.
- La biblioteca de la Facultad de Ciencias de la Educacion de la Universidad
de Granada.
- Las bibliotecas particulares de las Doctoras Encarnacion Castro y Rebecca

Ambrose.

En esta busqueda bibliografica se ha consultado revistas nacionales e

internacionales, actas de congresos nacionales e internacionales, tesis y libros



relacionados con el problema de investigacion. También se han consultado numerosos
documentos que aparecian referenciados por otros autores y estaban relacionados con

nuestro estudio.

De interés para nuestro trabajo, hemos encontrado diversas investigaciones
realizadas en el departamento de Didéctica de la Matematica de la Universidad de
Granada relacionadas con la ensefianza y aprendizaje del algebra. Nos referimos
concretamente a las tesis doctorales de Ruiz Higueras (1993) y las de Fernandez
Garcia (1997) y Ortiz Buitrago (2002). Estas ultimas dentro del grupo Pensamiento
Numérico. Ademds, hemos tenido acceso a otro trabajo de tesis, practicamente

acabado (Espinosa, pendiente de publicacion) que se estd realizando en el seno del

grupo.

Fernandez (1997) analiza a través de la resolucion de problemas verbales las
competencias sobre algebra elemental de dos grupos de alumnos/as: un grupo de
estudiantes de cuarto curso de la Ensefianza Secundaria Obligatoria y otro de
estudiantes universitarios que llevaban més de tres afios sin recibir instruccion
algebraica. Por consiguiente, el algebra escolar constituye uno de las lineas de estudio
que incide en este trabajo, siendo abordada en los capitulos relativos a la
fundamentacién del estudio y a la revision de la literatura de investigacion. Dichos
capitulos han sido consultados en la realizacion de este trabajo, siendo de especial
interés las referencias relativas a estudios sobre el pensamiento algebraico, la
importancia del algebra dentro de la formaciéon matematica y las conexiones del
algebra y la aritmética.

En dicho trabajo se aborda la comprension desde similar perspectiva a la
considerada en nuestro estudio y se menciona, citando a Kieran y Filloy (1989), el
significado diferente que posee el signo igual como “uno de los conceptos distintivos

del paso de la aritmética al algebra” (p. 109).
En el trabajo de Espinosa se contintia la investigacion de Fernandez y se amplia

con un estudio sobre las creencias y concepciones de profesores en formacion sobre la

evaluacion, cuando los/as alumnos/as resuelven problemas.
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Ortiz (2002) lleva acabo un estudio evaluativo de un programa de formacién de
futuros profesores de secundaria sobre modelizacion y el uso de la calculadora grafica
en la ensefianza del algebra. En este estudio la atencion se centra en el papel de la
modelizacion en el aprendizaje del algebra, y en la importancia del algebra, y mas
concretamente del algebra lineal, en la formacion inicial de profesores de
matematicas. La calculadora grafica se presenta como un potente instrumento en el
aprendizaje del algebra al permitir establecer conexiones entre el algebra y el mundo
fisico y social, ademés de enriquecer la comprension de los conceptos y procesos

algebraicos.



CAPITULO 2. MARCO TEORICO

En este capitulo presentamos los estudios de investigacion consultados que se han
considerado mas relevantes con respecto al problema de investigacion. Estos estudios
nos han ayudado a situar este trabajo dentro de la literatura existente y nos han
permitido profundizar en el problema de investigacion, y posteriormente elaborar la
metodologia de investigacion. Ademads, con el objetivo de desarrollar un adecuado
marco tedrico desde el cual abordar nuestro problema de investigacion, recogemos
aqui definiciones de aritmética y algebra, las dos arecas de las matematicas
involucradas, y las recomendaciones curriculares del Disefio Curricular Base de la
Educacion Primaria de la L.O.G.S.E. relativas a aspectos de las matematicas

abordados en este trabajo.

2.1 Aritmética y algebra

;Qué es aritmética? En un principio se denominaba aritmética Unicamente a
procedimientos de calculo que involucraran niimeros naturales mediante operaciones
elementales: adicion, substraccion y multiplicacion, luego division y, mucho mas
tarde elevaciones al cuadrado y al cubo (Bouvier y George, 1984). Posteriormente con
la adopcion del sistema numérico decimal se amplié dicha concepcion “al estudio de
las relaciones de los numeros racionales entre si y con las operaciones” (Bouvier y
George, 1984, p. 62). Concretamente Gémez (1988) la define como el estudio de los

sistemas numéricos junto con sus relaciones mutuas y sus reglas.

/Qué es algebra? Etimologicamente la palabra algebra viene de la arabe “al-jabr”
utilizada para denominar al traslado, en una igualdad, de un término de un miembro al
otro (Bouvier y George, 1984). El 4lgebra surgi6 del célculo practico de los nimeros
y de los problemas de aritmética, desarrollandose posteriormente en dos direcciones:

la sustitucion de numeros por letras y el paso del calculo de las férmulas a la



resolucion de ecuaciones (Bouvier y George, 1984). En la actualidad se entiende por
algebra al estudio de conjuntos de elementos, (cuya naturaleza puede no estar
especificada) y de las propiedades formales de sus leyes de composicion (Bouvier y

George, 1984).

Al haberse originado el algebra a partir de la aritmética ambas areas de las
matematicas estdn muy relacionadas, haciéndose en ocasiones referencia al algebra
como generalizacion de la aritmética (aunque muchos investigadores la consideran
mas que eso (Lee, pendiente de publicacion)).

De forma semejante a como se ha producido histéricamente, en las matematicas
escolares el algebra es habitualmente introducida cuando los estudiantes han recibido
una extensa formacion aritmética, apoyandose en esta experiencia numérica para
desarrollar el simbolismo y la estructura del dlgebra. Sin embargo, como se destaca en
los Principios y Estandares (NCTM, 2000), el algebra esta también intimamente
ligada a la Geometria y al Analisis de datos, constituyendo un componente principal y

unificador del curriculo de las matematicas escolares.

2.2 Early Algebra’

Han sido expresadas opiniones diversas con respecto a la temprana introduccion
del algebra y la edad en la que debe llevarse acabo dicha introduccion (Carraher,
Schliemann y Brizuela, 2000). En la primera version de los Estandares del NCTM
(1989) se recomendaba la introduccion del algebra como generalizacion de la
aritmética de quinto a octavo grado (quinto y sexto de Primaria y primeros dos cursos
de Secundaria), siendo posteriormente en la ultima edicién de los Estandares del
NCTM (2000) cuando se recomienda que el pensamiento algebraico sea desarrollado
desde los primeros afios de escolarizacion:

“viendo el algebra como una constante en el curriculo desde la educacion infantil
en adelante, los profesores pueden ayudar a los estudiantes a construir una base
solida de aprendizaje y experiencia como preparacion para un trabajo mas

sofisticado en el algebra de los grados medio y superior” (p. 37).

3 Como se ha indicado en el capitulo anterior la expresion Early algebra se refiere a la propuesta de
introducir el algebra en el curriculo desde los primeros cursos de la Educacion Primaria.



La actual opinion del NCTM es compartida por muchos investigadores (Kaput,
Carpenter, Franke, Levi, Carraher, Schliemann, Brizuela, Blanton, entre otros) que
actualmente y en los ultimos afios estudian los distintos aspectos del algebra y su
papel en las actividades matematicas propias de la Educacion Primaria para promover
el desarrollo del pensamiento algebraico desde los primeros afios de escolarizacion.
Varios de estos estudios se han centrado en aportar evidencias de que esta propuesta
esta al alcance de los/as alumnos/as de Educacion Primaria. Por ejemplo, Bastable y
Schifter (pendiente de publicacién) presentan episodios de diversas clases de
Educacion Elemental (Primaria) cuyos profesores han participado en proyectos
diseniados para desarrollar una practica educativa centrada en el pensamiento
matematico de los nifios/as. Estos episodios muestran como “cuando la ensefianza esta
fundamentada en las ideas matematicas de los/as alumnos/as y en promover su
curiosidad matemadtica, los/as nifios/as tiende a exhibir maneras de pensar algebraicas

en el contexto de lecciones de aritmética, geometria o medida” (p. 2).

Segtin el enfoque de la propuesta Early Algebra, los profesores de todos los
niveles deben promover el pensamiento algebraico con el objetivo de facilitar el
aprendizaje del dalgebra y fomentar un aprendizaje con comprension de las
matematicas. Kaput (2000a) usa el término “algebrafying” (algebrificando) el
curriculo para referirse a la integracion del razonamiento algebraico a lo largo de
todos los cursos. Segin Kaput (1998) esta integracion afiade coherencia, profundidad
y poder a las matematicas escolares, eliminando una tardia, abrupta y “superficial”
introduccion del algebra, y abriendo espacio curricular para las matematicas
necesarias en el siglo XXI. Ademas, con esta reforma se pretende favorecer el acceso
de todos los/as alumnos/as a importantes conceptos e ideas matematicas, al ser
consideradas el algebra y la ensefanza superficial de las matematicas dos de las
principales barreras que dificultan el acceso de todos los/as alumnos/as al aprendizaje

de las matematicas (Schifter et al, documento no publicado; Kaput, 2000a).

Mientras abordan otros componentes del curriculo, los profesores pueden
promover el pensamiento algebraico ayudando a los/as alumnos/as a prestar atencion
a las propiedades, relaciones y patrones involucrados en todo tipo de actividades
matematicas (aunque no parezcan algebraicas a simple vista). Se pretende promover

un pensamiento matematico avanzado de acuerdo con las capacidades de los/as
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alumnos/as de la Educacion Elemental (Primaria), siendo clave la consideracion de
conexiones entre lo concreto, lo pictdrico y el desarrollo de conceptos, asi como entre
la Educacion Infantil, Primaria y Secundaria (Davis y Thompson, 1998). El objetivo
es promover el pensamiento algebraico, no las habilidades que se utilizan en los

procedimientos algebraicos.

2.3 ;Qué es algebra en Early Algebra?
“Aunque los/as nifios/as a menudo entienden mucho mas de lo que se ha pensado
tradicionalmente, los adultos pueden tener dificultades conceptualizando lo que

>

constituiria el algebra apropiada para los primeros afios escolares’

(Falkner, Levi y Carpenter, 1999, p. 232)

La propuesta de introducir algebra a lo largo de todos los cursos hace necesaria
una definicién amplia de qué es algebra o qué es o debe constituir el algebra escolar.
Numerosos investigadores (Mason, Bell, Kaput, Schoenfeld, Van Reeuwijk, Wheeler,
Sfard, Lee y muchos otros) han intentado dar respuesta a esta cuestion de diversas
formas. En algunos casos se denomina algebra inicamente a aquellas actividades o
procesos de pensamiento que son expresados de forma simbolica, siguiendo la idea de
que el dlgebra empieza cuando se eligen simbolos para representar objetos (Wheeler,
1996). En otros casos se enumeran las acciones, componentes 0 maneras de pensar
que son consideradas algebraicas, independientemente de su presencia en otras ramas
de las matematicas o en otras ciencias e independientemente de la presencia de
lenguaje simbdlico (Wheeler, 1996).

Como resultado de los diversos esfuerzos por definir el algebra, ésta ha sido
referida como un lenguaje, una manera de pensar, una herramienta, una actividad, o la
generalizacion de la aritmética (Lee, pendiente de publicacion), no existiendo un
consenso al respecto.

Similarmente no existe claridad sobre qué constituye algebra en la propuesta Early
Algebra. Concretamente Kaput y Blanton (2004) reconocen la imposibilidad de
enumerar todos los componentes del algebra en la propuesta Early Algebra,

limitandose a enunciar cuatro que consideran principales (ver diagrama 2)”.

* Este diagrama fue presentado por Kaput y Blanton en el congreso internacional PME 28 dentro de la
comunicacion titulada “Elementary grades students' capacity for functional thinking”. Sin embargo no



Early Algebra

Aritmética Pensamiento Modelizacion Algebra
Generalizada funcional Abstracta

Diagrama 2

A continuacion sefialamos algunos de los componentes del algebra (Kaput, 1998,
1999, 2000a) que estan siendo abordados en las diversas investigaciones que se estan
realizando dentro de la propuesta Early Algebra y que complementan el anterior
diagrama:

- Generalizacion de patrones y relaciones (particularmente la generalizacion de la

aritmética y del razonamiento cualitativo).

Estudio de funciones y relaciones.

Estudio de estructuras y sistemas abstraidos de calculos y relaciones.

Un conjunto de lenguajes de modelizacion y control de fendmenos.

Manipulacién sintacticamente guiada de (opacos) formalismos.

Estos cinco componentes aportan una concepcion del algebra muy amplia,
permitiendo su analisis desde direcciones muy diferentes, para su integracion en el

curriculo de la educacién Primaria.

2.4 Early Algebra y Aritmética
Centrando su atencion en la ensefianza de la aritmética y en la propuesta de una
introduccion mas temprana del algebra en el curriculo, numerosos investigadores

proponen trabajar con actividades que faciliten la transicion del aritmética al dlgebra’

(Carraher, Schliemann y Brizuela, 2000; Kaput, 2000a; Malara, 2003; Warren, 2004;

aparece recogido en el texto incluido en los Proceedings del congreso. Desafortunadamente, Kaput y
Blanton no desarrollaron dicho diagrama.

> En la actualidad se estan llevando acabo diversos proyectos en distintas partes del mundo, tales como
el Proyecto ArAL de Italia o el Proyecto Measure Up de Hawai, con el objetivo de promover una
enseflanza mas significativa de la aritmética apoyada por el desarrollo del pensamiento algebraico.
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Subramaniam, 2004). Argumentan que la separacion del algebra y la aritmética
acentua y prolonga las dificultades de los/as alumnos/as, por lo que recomiendan
integrar ambas en el curriculo tan temprano como sea posible. Desde esta
consideracion, el trabajo de los/as alumnos/as con expresiones numéricas se utiliza
para la extraccion de patrones y de relaciones funcionales. El objetivo es promover el
pensamiento algebraico junto con el aritmético, enfoque que conduce a una ensefianza

de la aritmética mas atractiva y promueve un aprendizaje con comprension.

El éalgebra es tradicionalmente introducida cuando se considera que los/as
alumnos/as han adquirido las habilidades aritméticas necesarias, sin aprovecharse
significativamente la importante conexion existente entre ambas areas de las
matematicas. Se pretende que los/as alumnos/as adquieran el conocimiento de la
estructura de las operaciones a partir de su aprendizaje de la aritmética y se asume que
las relaciones matematicas, que son el verdadero objeto de la representacion
algebraica, son familiares al alumno/a por su aprendizaje de la aritmética, dandosele
poca atencion durante la ensefianza del algebra (Booth, 1989). Este enfoque confia en
la generacion inductiva en vez del desarrollo directo de estos conceptos. En base a
esta suposicion la introduccion de algebra va enfocada al aspecto sintactico,
asumiéndose que las dificultades de los estudiantes son debidas a la complejidad de su
sintaxis (Booth, 1989). Sin embargo, diversos estudios han mostrado que muchos
alumnos/as poseen una pobre comprension del significado de las relaciones y las
estructuras matematicas (Booth, 1989; Warren, 2004; Kieran, 1989, citado por Kieran,

1992).

“..una parte principal de las dificultades de los estudiantes es precisamente la falta
de comprension de las relaciones aritméticas. La habilidad de comprender y utilizar
el algebra con el manejo de las convecciones notacionales requiere que los
estudiantes adquieran primero una comprension semantica de la aritmética” (Booth,

1989, p. 58)



2.5 La enseiianza de la Aritmética.

;Qué es la aritmética?
La ciencia que trata de averiguar las relaciones y propiedades de los numeros.

(Vallejo, M. J., 1798)

En el Diseno Curricular Base de la Educacion Primaria se sefialan cinco bloques
de contenido para la ensefianza de las matematicas en esta etapa:
1. Numeros y operaciones: significado y estrategias.
2. La medida informacion cuantitativa sobre los objetos y el tiempo.
3. Orientacion y representacion en el espacio.
4. Las formas en el espacio.

5. Organizar la informacion: graficos e iniciacion a la estadistica.

El primero de estos bloques es el que se refiere a la ensefianza de la aritmética,
siendo sus contenidos esenciales para el desarrollo de los demas bloques. Estos
contenidos hacen referencia al concepto de nimero, al conocimiento, comprension, y
uso de los niimeros naturales, enteros, fraccionarios y decimales, y a la adquisicion
del lenguaje matematico que posibilita la expresion numérica de objetos y situaciones

cuantificables (Miras, 1994).

Algunos de los principales componentes del conocimiento de los niimeros y las

operaciones que ha de desarrollarse en esta etapa son:

la comprension de los sistemas de numeracion, analisis del valor posicional, y la

observacion de regularidades en el sistema de numeracion,

- la comprensiéon del uso de los nimeros en diferentes contextos y de los
significados atribuidos a los mismos,

- la estructura de las operaciones,

- el desarrollo de estrategias de calculo exacto y aproximado, e invencion de
algoritmos utilizando la composicion y descomposicion de nameros, la
asociatividad y la conmutatividad, lo cual favorece la toma de conciencia de las
propiedades de las operaciones,

- el uso significativo de las operaciones y de las relaciones entre ellas,

- la invenciodn de situaciones en las que deban elegirse las operaciones adecuadas,

(Miras, 1994; Diseiio Curricular Base de la Educacion Primaria; Cazares, 2000).
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De forma anéloga, en los Principios y Estandares del NCTM (2000) se distingue
el Estdindar denominado “Numeros y operaciones”, destacindose como objetivos
principales que todos los estudiantes...

- comprendan los nimeros, las diferentes formas de representarlos, las relaciones
entre ellos y los conjuntos numéricos,
- comprendan los significados de las operaciones y como se relacionan unas con otras,

- sean capaces de calcular con fluidez y de hacer estimaciones razonables.

El objetivo principal de este Estandar es el desarrollo del sentido numérico,
entendiéndose éste como “la habilidad para descomponer nimeros de forma natural,
utilizar ciertos numeros como 100 o ' como referentes, usar las relaciones entre las
operaciones aritméticas para resolver problemas, comprender el sistema decimal de
numeracion, estimar, dar sentido a los numeros y reconocer las magnitudes relativa y
absoluta de los numeros” (Sowder, 1992, citado por NCTM, 2000). Segun los
Principios y Estandares (NCTM, 2000), “la comprension del numero y de las
operaciones, el desarrollo del sentido numérico y conseguir fluidez de calculo
aritmético, constituyen el nucleo de la educacion matemdtica en los niveles
elementales” (p. 32), siendo necesarios equilibrio y conexién entre la comprension

conceptual y la competencia de calculo para el desarrollo de esta fluidez.

La facultad de aprender y emplear las propiedades abstractas de las operaciones
propiamente dichas, es decir, la comprension de la estructura interna de las
operaciones y de las relaciones entre ellas, es junto con la capacidad de relacionar
dichas operaciones con situaciones del mundo real, uno de los aspectos principales de
la comprension de las operaciones aritméticas (Dickson, Brown y Gibson, 1991). La
comprension del significado de los nimeros y de las operaciones ha de ser previa a las
destrezas de calculo, y debera desarrollarse previa y paralelamente al aprendizaje de
los algoritmos de las operaciones de suma, resta, multiplicacion y division, siendo
necesario abordar estos conceptos en diferentes contextos y reiteradamente debido a
su complejidad. Las investigaciones han demostrado que el aprendizaje relativo a los

nimeros y las operaciones es un proceso complejo para los nifios (NCTM, 2000).



2.5.1 El calculo mental

Un aspecto de las matematicas al que se el da una especial importancia durante la
etapa de la Educacion Primaria es el desarrollo del calculo mental. La utilidad e
importancia del célculo mental es destacada en el Disefio Curricular Base (1991) de
esta etapa:

“la mayor parte de las operaciones que se necesitan en la vida diaria se hacen
mentalmente y, ademas, el cdlculo mental contribuye de una manera especial a la
adquisicion de algunas capacidades propias de esta etapa. Por medio del cdlculo
mental se desarrollan: la concentracion, la atencion, el interés y la reflexion para
decidir y elegir; la autoafirmacion y la confianza en si mismo, la flexibilidad en la
busqueda de soluciones, y la capacidad para relacionar, comparar, seleccionar o dar

prioridad a unos datos frente a otros a la hora de operar.”

El célculo mental, también denominado calculo pensado, es caracterizado porque:
es de cabeza, se puede hacer rapidamente, se apoya en un conjunto limitado de hechos
numéricos y requiere ciertas habilidades como conteos, recolocaciones,
compensaciones, descomposiciones, redistribuciones, etc., para sustituir o alterar los
datos iniciales y asi trabajar con otros mas coémodos, o mas faciles de calcular

(Gomez, 1988).

Las bases del célculo mental son el dominio de la secuencia contadora y de las
combinaciones aritméticas basicas, no solo el conocimiento de la existencia de
determinadas estrategias, sino también la reflexion sobre ellas para elegir o utilizar la

mas adecuada en cada situacion (Miras, 1994).

2. 5.2 El pensamiento relacional en el aprendizaje de la aritmética
“Muchas de las ideas fundamentales de las matematicas incluyen relaciones entre
diferentes representaciones de nuimeros y de operaciones entre ellos”

(Carpenter, Franke, y Levi, 2003, p. 38).

El pensamiento relacional puede tener un papel de gran importancia en el
aprendizaje de la aritmética favoreciendo el desarrollo del sentido numérico al
permitir abordar la aritmética desde un enfoque no centrado en la obtencion de la

respuesta, sino en el estudio de las relaciones entre los numeros y entre las
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operaciones involucradas en una actividad. Identificar relaciones es un aspecto

principal de la comprension de las matematicas.

En el aprendizaje de la aritmética el pensamiento relacional implica, por ejemplo,
Modificar una secuencia de operaciones para facilitar su célculo mediante la
aplicacion de propiedades aritméticas fundamentales. Por ejemplo cambiando el
orden de los términos o descomponiendo alguno de los términos. En el caso de la
secuencia 14 + 9 + 6 puede simplificarse su calculo reordendndola (14 + 6 + 9 =20
+ 9 =29) o descomponiéndola de la forma 14 +9+6=10+4+9+6=10+9 +4
+6=10+9+10=10+10+9=20+9=29.

Deducir respuestas o resultados que no se saben o no se recuerdan en un
determinado momento a partir de otros que se conocen. Por ejemplo, para resolver
9 + 8 los/as alumnos/as pueden calcular 10 + 8 y posteriormente restar uno o para

calcular 5 x 9 puede calcularse 5 x 10 y restarle cinco.

Aunque los/as alumnos/as habitualmente no hagan explicitas o no sepan formular
las propiedades de las operaciones que ponen en juego, estas propiedades estan
implicitas en la mayoria de los calculos aritméticos que realizan. El uso de las
propiedades es reconocido al abordar y simplificar los célculos, siendo su uso mas
transparente cuando se aplica pensamiento relacional. Aunque el pensamiento
relacional minimiza los célculos que los/as alumno/as deben realizar, uno de los
objetivos del pensamiento relacional es que los estudiantes piensen en las propiedades
de las operaciones, en como manipular expresiones, y como esta manipulacion afecta
a las operaciones a realizar o a las igualdades. Este conocimiento ayuda al desarrollo
de habilidades para el célculo aritmético, y por lo tanto, el calculo mental, y puede ser

puesto en juego al abordar todo tipo de actividades aritméticas.

2. 5. 3 El papel de las igualdades numéricas en el aprendizaje de la aritmética
Partiendo del trabajo de Davis (1964), Carpenter, Franke, y Levi (2003) proponen
el uso de igualdades numéricas como contexto en el cual favorecer que los nifios/as
empiecen a establecer relaciones entre nimeros, operaciones y expresiones. Una vez
que los/as alumnos/as empiezan a pensar en relaciones, las igualdades numéricas
verdaderas y falsas y las igualdades abiertas proveen de un contexto flexible en el cual

pueden representarse estas relaciones y asi focalizar la atencién de los/as alumnos/as



en ellas. Ademas, estas igualdades constituyen un contexto especifico en el cual los/as
alumnos/as puede hablar de su comprension con respecto a ideas matematicas basicas,
tales como las propiedades de las operaciones o de la estructura de nuestro sistema
numérico de base diez, por ejemplo con las igualdades 42 =40 + 2,2 +40=42,42 =
30 +12.

Cuando se involucra el pensamiento relacional las igualdades numéricas pueden
emplearse para introducir propiedades de las operaciones mostrando diversos
ejemplos que faciliten a los estudiantes el detectar un patrén, y ocasionen la
formulaciéon de conjeturas. Por ejemplo, Alcala (2000) sugiere utilizar igualdades
numéricas tales como 3 +4=4+3y 10+ 5=5 + 10 para ayudar a los/as alumnos a
reflexionar sobre las operaciones aritméticas y sus propiedades, y que en un futuro
sean capaces de expresarlas algebraicamente.

Este tipo de igualdades pueden comprobarse o verificarse operando en ambos
miembros y observando que ambas expresiones dan lugar al mismo resultado. En
cambio, si los estudiantes establecen relaciones entre los miembros de la igualdad,
tras considerarse varias igualdades similares, las propiedades aritméticas pueden
hacerse explicitas y discutirse. De este modo los/as alumnos/as son conscientes de
propiedades importantes de las operaciones que les ayudan a ser mdas eficientes al
operar, a desarrollar estrategias esenciales para la resolucion y manejo de ecuaciones,
y en general a aprender importantes ideas matematicas.

Como Carpenter, Franke y Levi (2003) afirman, el involucrar a los estudiantes en
este tipo de actividades es importante porque facilita el aprendizaje de la aritmética y
aporta una base desde la cual suavizar la transicion al algebra.

Como se recoge en el Disefio Curricular Base de la Educacion Primaria la
experiencia y comprension de las nociones, propiedades y relaciones matemadticas son
un paso previo a la formalizacion y una condicidon necesaria para interpretar y utilizar

correctamente todas las posibilidades que encierra dicha formalizacion (1991).

Es importante observar que la mayoria de estas igualdades requieren la
comprension del signo igual como indicador de una relacion. Por este motivo se hace
necesaria una adecuada comprension del signo igual para poder emplear las

igualdades numéricas en la ensefianza de la aritmética.
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El uso de igualdades numéricas ha sido también recomendado por otros autores
para que los/as alumnos/as aprendan a expresar su secuencia de pensamientos
mediante igualdades o secuencias numéricas al resolver un problema. Los/as nifios/as
raramente escriben secuencias para resolver un problema, y cuando se les exige lo
resuelven primeramente y luego intentan representar el problema con una igualdad o
secuencia numérica (Briars y Larkin, 1984, citado por Kieran 1989). Ademas se ha
observado que frecuentemente nifios/as que saben resolver problemas, no pueden
escribir secuencias que representen las relaciones cuantitativas involucradas en el

problema en cuestion (Lindvall e Ybarra, 1978; Riley y Greeno, 1978)

2.6 Proceso versus objeto. Concepciones® operacional y estructural

La mayoria de los conceptos matematicos pueden ser considerados como objetos y
como procesos (Sfard, 1991). Por ejemplo, una fracciéon es un objeto si la
consideramos como un nimero racional y es un proceso si la consideramos como un
cociente. De forma semejante, la simetria puede considerarse como una propiedad
estatica de una forma geométrica o como un tipo de transformaciéon. La habilidad de
ver un concepto matematico como un objeto y a la vez un proceso es indispensable
para alcanzar una comprension profunda de las matematicas (Sfard, 1991). Estas dos
consideraciones de una misma nocién matematica son complementarias.

Ver una entidad matematica como un objeto requiere ser capaz de referirse a ella
como si fuera una cosa real y ser capaz de manipularla como una unidad global sin
atender a los detalles. En cambio interpretar una entidad matematica como un proceso
implica considerarla como algo potencial, constituido por una secuencia de acciones,
en vez de una verdadera entidad (Sfard, 1991).

Las concepciones’ de objeto y proceso son también denominadas estructural y
operacional (o procedimental) respectivamente (Kieran, 1992). Esta distincion es
similar a la realizada por Piaget (1970, seglin cita Sfard, 1991) entre los modos de
pensamiento matematico figurativo y operativo, siendo el primero de estos el que
corresponde a la concepcidn estructural y el otro a la operacional o procedimental
(Sfard, 1991).

En las aulas, de forma semejante a como ha ocurrido histéricamente, los

conceptos matematicos suelen ser introducidos primeramente como procesos, siendo

% Concepciones es utilizado aqui como sustantivo de concebir: “Formar idea, hacer concepto de algo”
(Segun el diccionario de la Real Academia Espaiiola online http://www.rae.es).



lenta y dificil la transiciéon a su consideraciéon como objetos matematicos (Kieran,
1992). El modelo de desarrollo conceptual de Sfard (1991) describe como se produce
esta evolucion, distinguiendo tres etapas: interiorizacion, condensacion y reificacion.
De la primera a la segunda etapa se va produciendo un cambio gradual. En la primera
etapa, interiorizacion, el proceso matematico en cuestion es aplicado en objetos
matematicos (de menor nivel) ya conocidos. En la segunda etapa, condensacion, se
produce una reduccion de las secuencias de acciones, que componen el proceso, en
unidades més manejables. Finalmente, la tercera etapa, reificacion, se produce cuando
el proceso “ha solidificado” y pasa a ser considerado como una estructura estatica, es
decir un objeto matematico, identificandose las distintas representaciones de dicho
objeto como una unica entidad. En este momento, esta secuencia de tres etapas puede
ser iniciada de nuevo realizdndose ahora procesos sobre este “nuevo” objeto
matematico.

Por ejemplo, en el caso de una funcién, en la primera etapa se aprende la idea de
variable y como evaluar una funcion. A lo largo de la segunda etapa se va
aprendiendo a manejar una funcion sin prestar atencion a sus valores especificos. La
persona es entonces capaz de investigar funciones, representarlas, combinar parejas de
funciones, calcular la inversa de una funcion,... Finalmente en la tercera etapa se es
capaz de resolver ecuaciones en las que las incégnitas son funciones, considerar
propiedades de operaciones realizadas con funciones,...en definitiva, considerar las

funciones como objetos manipulables.

La consideracion de objetos matematicos como tales y en general, la
consideracion de estructuras en matematicas es de gran importancia para facilitar el
almacenamiento, procesamiento y manipulacion de los conocimientos matematicos
(Sfard, 1991). Probablemente la concepcion estructural subyace a la comprension
relacional definida por Skemp, mientras que la concepcion operacional conduce a la

comprension instrumental (Sfard, 1991).

Se hace necesario desarrollar la comprension de los conceptos y procedimientos
matematicos a la vez que se adquiere habilidad en su manejo, al no existir consenso
sobre el orden en el que ambas concepciones deben ser consideradas (Sfard, 1991).
“El desarrollo de una habilidad se encuentra intimamente ligado a la comprension de

dicha habilidad” (Carpenter, Corbitt, Kepner, Lindquist, y Reys, 1980).
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2.7 Diferentes enfoques en la ensefianza del algebra y de la aritmética

Centrando la atencion en la aritmética y el algebra escolar, se observan muy
diferenciadas las concepciones operacional y estructural. La aritmética estd
tradicionalmente ligada a las operaciones, lo que favorece que predominantemente se
le relacione con lo operacional (o procedimental). Por su parte el algebra es
habitualmente introducida como generalizacion de la aritmética, y por lo tanto desde
una concepcion operacional, pasando rapidamente a ser considerada Unicamente
desde una perspectiva estructural (Kieran, 1992).

Segtin Kieran (1992), la forma tradicional de introducir la aritmética y el algebra
no ha sido eficaz en el desarrollo de las habilidades de los/as alumnos/as para
reconocer y usar la estructura matematica, siendo esta una de las principales
dificultades en la introduccion al algebra junto con el significado de las letras y el
cambio de convenciones con respecto a la aritmética. El énfasis predominante de lo
computacional de los primeros cursos escolares es sefialado como causa de la falta de
conciencia de los/as alumnos/as sobre la estructura que subyace a las operaciones
matematicas y sus propiedades (Liebenberg, Sasman y Olivier, 1999). Concretamente
se ha observado que los/as alumnos/as no poseen la capacidad de juzgar la
equivalencia entre expresiones numéricas (es decir resolver igualdades) sin la
realizacion del calculo de las operaciones implicadas, como consecuencia de la falta
de conocimiento de la estructura de la aritmética (Liebenberg, Sasman y Olivier,
1999).

Una de las propuestas de Early Algebra consiste en fomentar un enfoque
estructural de la aritmética y de diversos conceptos matematicos.

El conocimiento de la estructura matematica incluye el conocimiento de conjuntos
de objetos matematicos (Ej. operaciones, nimeros, objetos geométricos,...),
relaciones entre estos objetos y propiedades de estos objetos. Concretamente durante
el aprendizaje de la aritmética e introduccion al algebra el conocimiento de la
estructura matematica se refiere a la comprension de relaciones cualitativas,
propiedades de estas relaciones, operaciones, propiedades de estas operaciones y

relaciones entre operaciones (Morris, 1999).



2.7.1 Dos modelos para una ensefianza estructural de la aritmética

Morris (1999) presenta dos métodos de ensefianza alternativos al tradicional’,
disefiados para ayudar a los/as alumnos/as a desarrollar conocimiento de estructura.
En dicho estudio se analiza el efecto a largo plazo de estos curriculos, en relacion al
uso y reconocimiento de estructura matematica, comparando grupos de adolescentes
que cursaron ambos curriculos por un periodo de, al menos, dos afios al considerarse

que este conocimiento se desarrolla en un periodo largo de tiempo.

Modelo “estructural a computacional”. El primer método pertenece a un
curriculo desarrollado por Davydov centrado en el pensamiento pre-aritmético (o
“protocuantitativo”) de los/as alumnos/as, es decir, la capacidad para adquirir
nociones estructurales abstractas a partir del razonamiento sobre relaciones entre
cantidades fisicas. El/la nifio/a preescolar razona sobre relaciones entre cantidades no
cuantificadas de materiales fisicos, sobre los efectos de trasformaciones en estas
cantidades y sobre relaciones entre ellas, y compara dichas cantidades. Las
operaciones pre-aritméticas son realizadas directamente en objetos fisicos y
posteriormente en representaciones mentales de cantidades fisicas.

Davydov propone hacer uso de esta capacidad de razonar pre-aritméticamente con
la que los/as alumnos/as llegan al colegio y, desarrollar los conceptos generales de
relaciones y propiedades en un contexto no aritmético explorando atributos fisicos
tales como longitud, area y volumen, y requiriendo que posteriormente el curriculo
elemental (de la Educacion Primaria) asista al alumno/a en la conexién de estas
relaciones y propiedades con casos aritméticos especificos. Segin Davydov este
enfoque permitiria a los/as alumnos/as centrarse mas eficazmente en los conceptos
que subyacen en las matematicas sin la interferencia de los nimeros (Warren, 2004).
Este modelo no presupone que los conceptos de estructura surgen del conocimiento
aritmético, desviando la atencidén de las técnicas para el calculo al estudio de las

regularidades estructurales que gobiernan estos calculos.

Modelo “procedimental a estructural”. El otro enfoque presentado por Motris y
propuesto por Kieran (1992) propone una secuencia curricular que favorece la

transicion de la aritmética al algebra, presuponiendo que la estructura algebraica

7 En el modelo tradicional se ha considerado que el conocimiento de estructura se desarrolla a partir del
conocimiento aritmético.
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emerge del razonamiento aritmético, como en el modelo tradicional, pero requiriendo
un periodo mas largo para que esta transicion se lleve acabo, en la cual se van
estableciendo conexiones entre referentes numéricos y simbolos algebraicos.

El sistema simbolico algebraico es considerado como una de las principales
fuentes de dificultades en el reconocimiento y el uso de estructura, por este motivo se
propone la introduccion progresiva de interpretaciones del simbolismo algebraico mas
abstractas. En este modelo los estudiantes desarrollan la habilidad de usar estructuras
en contextos algebraicos después de un periodo prolongado de experimentacion con la
interpretacion procedimental del simbolismo algebraico, y mediante una adecuada
secuencia de ensefianza que favorece este cambio. Las entidades algebraicas son
primeramente consideradas como descripciones concisas de procedimientos

aritméticos.

En este estudio, Morris observo que los estudiantes del modelo “estructural a
computacional” aportaron explicaciones correctas referentes a estructuras en
contextos numéricos y algebraicos mas frecuentemente que los estudiantes del otro
modelo. Parte de los/as alumnos/as del modelo “procedimental a estructural”
también dieron muestras de un cambio de una concepcion procedimental a otra
estructural, sin embargo, la mayoria se centraron principalmente en los nimeros y el
calculo de las operaciones. La aplicacién de este modelo permitid observar que mas
que una larga experimentacion procedimental con expresiones algebraicas, lo que
puede producir un cambio mds rapido hacia una concepcidon estructural es una
instruccion que aborde explicitamente los conceptos de estructura.

Morris (1999) concluye que incluso con esfuerzos curriculares directos y
duraderos por el desarrollo de las nociones de estructuras la mayoria de los/as
alumnos/as requiere un largo periodo de tiempo para abstraer generalizaciones que

puedan ser aplicadas de unos contextos a otros.

Recientes aplicaciones del modelo “estructural a computacional”

En la actualidad diversos investigadores tales como Warren (2004), Smith y
Thompson (pendiente de publicacién) apoyan una introduccion de las matematicas
escolares mas centrada en el razonamiento cuantitativo para desarrollar las
habilidades de los/as alumnos/as de conceptuar, razonar y operar con cantidades y

relaciones en contextos problematicos, alegando que el curriculo de matematicas no



ayuda a los/as alumnos/as a desarrollar sus habilidades de razonamiento sobre
relaciones aditivas y multiplicativas complejas.

Concretamente Warren (2004) propone involucrar a los estudiantes en actividades
de generalizacion a lo largo de su educacion matemdtica, combinado el uso de
modelos cuantitativos a la vez que se trabaja el desarrollo del sentido numérico.
Segin Warren, esta conjuncion facilita el proceso de generalizacion, aunque se
necesita explorar mas extensamente las dificultades de transferencia entre estos dos

modelos asi como el tipo de actividades e instruccion que pueden facilitarla.

2.8 Estudios previos sobre la comprension del signo igual y la

resolucion de igualdades numéricas
“La igualdad es un importante concepto algebraico que los estudiantes deben

i)

encontrary empezar a comprender en los primeros cursos’

(NCTM Standards, 2000, p. 94).

El signo igual, como todo simbolo matematico, es la representaciéon de un
concepto o idea matematica. Concretamente se utiliza para representar una relacion de
igualdad entre dos expresiones matematicas que se escriben a ambos lados de dicho
signo. Este significado es una convencién que los/as alumnos/as deben llegar a
conocer para poder comprender las igualdades y ecuaciones matematicas.

Desde Educacion Primaria, y en ocasiones Infantil, los estudiantes encuentran el
signo igual en diversas actividades matematicas. Sin embargo, segun diversos
estudios (Saenz-Ludlow y Walgamuth, 1998; Behr, Erlwanger y Nichols, 1980;
Falkner, Levi, y Carpenter, 1999), los/as alumnos/as de primer a sexto grado (primero
a sexto de Primaria), e incluso de Educacion Infantil, encuentran serias dificultades en
dotar de significado al signo igual. Alumnos/as de Educacion Secundaria y
Universidad contintian teniendo dificultades para usar el signo igual correctamente,
segun estudios de Mevarech y Yitschak (1983, citado por Kieran, 1992) y Byers y
Herscovich (1977, citado por Kieran, 1981).

Durante el aprendizaje de la aritmética los estudiantes encuentran y manejan
igualdades numéricas que involucran las operaciones bdsicas suma, resta,
multiplicacion y division. Estas igualdades son en su mayoria igualdades de accion, es

decir igualdades que incluyen al menos un signo operacional y en las cuales las
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operaciones aparecen expresadas Unicamente en uno de los lados de la igualdad (E;.
13 — 7 = 6). En su mayoria las igualdades que encuentran los/as alumnos/as presentan
las operaciones en el lado izquierdo del signo igual y la respuesta en el lado derecho.
Segun Behr, Erlwanger y Nichols (1980) y Carpenter, Franke y Levi (2003), este
uso unidireccional del signo igual ocasiona que los estudiantes adquieran
concepciones erroneas sobre el significado del signo igual que tienden a persistir
cuando los/as alumnos/as se hacen mayores. En un estudio con alumnos/as de seis y
siete anos, Behr, Erlwanger y Nichols (1980) observaron que los/as alumnos/as
percibian el signo igual como un estimulo para dar una respuesta y tenian ideas

definidas sobre como debian escribirse las igualdades. Los/as alumnos/as no

aceptaban igualdades tales como [ | = 2 + 5 afirmando que estaban al revés y las

modificaban escribiendo 2 + 5 =[] 6 [] + 2 =5 en su lugar. Ademas rechazaban
igualdades de no-accion, es decir, igualdades que no incluian ningin signo
operacional (+, -, X, =) (Ej. 3 = 3) o que incluian signos operacionales en ambos lados
de la igualdad (Ej. 3 + 5 =7 + 1), convirtiéndolas en igualdades de accién de forma

semejante a como se indica en los siguientes ejemplos:

Ej:3+2=2+3 — 3+2+2+3=10
Ej.:3=3 — 3+0=3 0 3-3=0

Estos/as alumnos/as no percibian en las igualdades la expresion de una relacion de

igualdad sino que las interpretaban como sentencias que indicaban una accion.

Saenz-Ludlow y Walgamuth (1998) también han documentado la confusién que
experimentan los/as alumnos/as de tercer grado (tercero de Primaria) cuando
encuentran igualdades de no-accion asi como la frecuente interpretacion del signo

igual como un comando para realizar una operacion.

En un estudio llevado acabo por Carpenter, Franke y Levi (1999), treinta clases de
alumnos/as de Educacion Elemental (Primaria) resolvieron la igualdad 8 + 4 =[] + 5.

Como puede observarse en la tabla 1 las respuestas mas frecuentes fueron doce (el
resultado de la suma 8 + 4) y diecisiete (el resultado de sumar todos los numeros que

aparecen en la igualdad), detectdndose, ademas, la persistencia de concepciones



erroneas sobre el significado del signo igual en alumnos/as de todos los niveles de
Educacion Primaria.

Incluso en un grupo de alumnos/as que habitualmente escribian sentencias
numéricas para mostrar como resolvian los problemas, la mayoria respondieron doce

y diecisiete a esta igualdad.

Porcentaje de respuestas a la igualdad
8§+4=1[]1+5.
Grado 7 12 17 12y 17 Otras
1 0 79 7 0 14
ly2 6 54 20 0 20
2 6 55 10 14 15
3 10 60 20 5 5
4 7 9 44 30 11
5 7 48 45 0 0
6 0 84 14 2 0

Tabla 1: Falkner, Levi y Carpenter (1999).

Ante este tipo de igualdades abiertas® de no-accién como 8 + 4 = [] + 5, ha sido
también observada la reaccion de modificar la igualdad expresando (erroneamente)
una cadena de operaciones de la forma 8 +4 =12 + 5 = 17 (Kieran, 1979, citado por
Kieran, 1981). Este uso erroneo del signo igual en el que se expresan las operaciones
en el orden en que se piensan mentalmente, es muy frecuente no s6lo en nifios/as sino

también en adultos (Kieran, 1981; Ma, 1999; Fennel, y Rowan, 2001).

El estudio de Falkner, Levi y Carpenter (1999) presentado anteriormente forma
parte de un estudio mas amplio que ha sido realizado sobre cuatro aspectos del
pensamiento algebraico a desarrollar desde la ensefianza de la aritmética: la
comprension del signo igual, hacer explicitas las generalizaciones, la representacion
de generalizaciones mediante el lenguaje natural y mediante notacion algebraica, y la
comprension de niveles de justificacion y demostracion. Dicho estudio ha dado lugar

a un libro en el cual se exponen algunos de los resultados y se dan recomendaciones a

¥ Distinguimos entre igualdades abiertas o no abiertas segiin contengan o no un término desconocido.
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los docentes para que creen en el aula situaciones en las que se promueva dichos
aspectos del pensamiento algebraico.

En este libro, Carpenter, Franke y Levi (2003) enumeran una serie de etapas hacia
las cuales se puede trabajar en el desarrollo de la comprension del signo igual de
los/as alumnos/as. Dichas etapas son propuestas como una guia para el educador,
habiéndose observado que existe una gran variabilidad en la evolucion de los/as
alumnos/as en la comprensién del signo igual y que no todos los estudiantes

atraviesan estas cuatro etapas.

Etapa 1: El/la alumno/a hace explicita su comprension del signo igual, es decir,
da a conocer su concepcion inicial del signo igual.

Etapa 2: El/la alumno/a acepta como verdadera alguna igualdad de forma
diferentea a+b=c.

Etapa 3: El/la alumno/a reconoce que el signo igual representa una relacion
entre dos nimeros iguales y compara ambos miembros de la igualdad realizando
las operaciones expresadas en cada miembro.

Etapa 4: El/la alumno/a es capaz de comparar las expresiones matematicas
situadas a ambos lados del signo igual sin necesidad de llevar acabo las

operaciones.

Desafortunadamente no han sido publicados mas datos de este estudio en relacion
con la comprensiéon del signo igual, salvo diversos didlogos o fragmentos de
discusiones en el aula con alumnos/as. La comprension del signo igual fue abordada
con el objetivo de poder utilizar las igualdades numéricas como contexto en el que
explorar coémo los estudiantes reflexionan sobre los procedimientos computacionales
para construir generalizaciones y representaciones abstractas de estos procedimientos

y estas generalizaciones.

Recientemente ha sido publicado otro estudio sobre el signo igual por Freiman y
Lee (2004)° realizado con el objetivo de elaborar un instrumento que permita evaluar

el pensamiento algebraico de los/as alumnos/as. Reconociendo la comprension del

? Este trabajo ha sido publicado posteriormente a la realizacion de nuestro estudio por lo que sélo se ha
tenido en cuenta en la discusion de los resultados.



signo igual como un componente esencial del pensamiento algebraico, este estudio se
centra en detectar qué tipo de igualdades numéricas aportan una mayor informacion
sobre el pensamiento de los/as alumnos/as y su evolucion en el tiempo. Se entiende
que dicho instrumento deberd incluir otros contenidos ademas de la comprension del
signo igual (Freiman y Lee, 2004).

En este estudio participaron treinta y cinco alumnos/as de Educacion Infantil,
treinta y un alumnos/as de tercer grado (tercero de Primaria) y veintitrés alumnos/as
de sexto grado (sexto de Primaria). Tras una discusion sobre diversas igualdades
relacionadas con el nimero ocho tales como 8 =8, 8 =3 + 5y 3 +5 =4+ 4, los/as
alumnos/as resolvieron un cuestionario de dos paginas con igualdades abiertas de las
formas a=a, c=a+b,atb=cya+b=c+d,dondea, b, cod eradesconociday
en su lugar aparecia un recuadro o un espacio en blanco. En estas expresiones se
consideraron numeros de un sélo digito para los/as alumnos/as de Educacion Infantil,
de dos digitos para los de tercer grado (tercero de Primaria), y de hasta cinco digitos
para los/as alumnos/as de sexto grado (sexto de Primaria).

En las igualdades de la forma a + b = c el noventa y uno por ciento de las
respuestas fueron correctas. Similarmente, en la igualdades de la forma a = a se
obtuvo un alto porcentaje de respuestas correctas, siendo Unicamente los/as
alumnos/as de Educacion Infantil los que tuvieron algunas dificultades (25 de los/as
33 alumnos/as respondieron correctamente). La mayores dificultades tuvieron lugar

en las igualdades del tipoc=a+bya+b=c+d.

En las igualdades de la forma ¢ = a + b los errores observados fueron:
1) Reflejar un niamero dado en el otro lado del signo igual como en a = a + b,

o b =a + b. Por ejemplo, algunos/as alumnos/as respondieron cuatro en la
igualdad [ | =4 + 3 o siete en la igualdad 7=7 + [ I.

2) Insertar la suma de dos de los nimeros dados en el lugar del término desconocido,

independientemente de la posicion de éste. Por ejemplo, respondiendo ocho en la
igualdad 7 = [] + 1 o setenta y dos en la igualdad 67 =5 + [].
3) Insertar la diferencia de dos de los numeros dados en el lugar del término

desconocido. Por ejemplo, respondiendo cinco en la igualdad [ | =45 + 50.
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En el caso de las igualdades de la forma a + b = ¢ + d, las respuestas incorrectas
encontradas fueron:

1) Insertar la suma de todos los términos. Por ejemplo, dando como respuesta nueve
en laigualdad 2 + [/ =2+ 5.

2) Insertar la suma de dos de los términos. Por ejemplo, respondiendo ochenta y ocho
en la igualdad 36 + 54 = 52 + [ |. Dicha respuesta correspondié en algunos casos a

completar la igualdad a + b = ¢ (siendo a, b o ¢ desconocido) ignorando el término
d, o a completar la igualdad b = ¢ + d (siendo b, ¢ o d desconocido) ignorando el
término a.

3) Insertar la diferencia de dos de los términos. Por ejemplo, respondiendo dieciséis
mil en la igualdad 36000 + 54000 = 52000 + [].
4) Repetir uno de los términos. Por ejemplo, algunos/as alumnos/as respondieron

cuatro en la igualdad 2 +4 =[] + 5.

Las igualdadesa + b=d + [ | y ¢ =a + [ | ocasionaron importantes dificultades en
todos los niveles. En Educacion Infantil y tercer grado (tercero de Primaria)
ocasionaron un mayor niumero de dificultades las igualdades [ | =a+by a+b=1[]+
d, y en el caso de los grados tercer y sexto (tercero y sexto de Primaria) la igualdad
c=L]1+b.

Como resultado de este estudio, aquellas igualdades que permitieron distinguir
mayormente entre unos/as alumnos/as y otros/as son propuestas para constituir parte
de un instrumento de evaluacion del pensamiento algebraico de los estudiantes. En
orden de importancia se sugieren las siguientes igualdades para un test apto para los

diferentes niveles de la Educacién infantil: a+b=c+ [],a+b=[]1+d,c=a+ [,

l=a+bya=[]+b.

Un resultado adicional aportado por este estudio es la comparacion de los
resultados en la igualdad 8 + 4 = [| + 5 con los obtenidos por Falkner, Levi y
Carpenter (1999). En este caso un mayor numero de alumnos/as resolvio esta igualdad
correctamente como se observa en la tabla 2. Ambos grupos de alumnos/as eran
comparables en el sentido de que no habian recibido ningtn tipo de formacion

especifica que promoviera el desarrollo del pensamiento algebraico, aunque el grupo



de Freiman y Lee participaba en un programa de enriquecimiento matematico por lo

que recibian clases de matematicas de dicho programa varias horas a la semana.

Falkner, Levi y Carpenter (1999) Freiman y Lee (2004)

Curso"’ % respuestas correctas Curso'' | % respuestas correctas
Grados 1y 2 5 Infantil 3

Grados 3y 4 9 Grado 3 77

Grados 5y 6 2 Grado 6 86

Tabla 2: Freiman y Lee (2004).

Segun diversos estudios, en cursos superiores se siguen detectando dificultades en
la comprension del signo igual. Estudiantes de Universidad estudiados por Mevarech
y Yitschak (1983, citado por Kieran, 1992) mostraron una inadecuada comprension
del significado del signo igual pese a ser capaces de resolver ecuaciones sencillas de
una sola variable. Similarmente Byers y Herscovich (1977, citado por Kieran 1981)
observaron que alumnos/as de algebra (de Educacién Secundaria) empleaban el signo
igual incorrectamente como un simbolo separador, en vez de como representacion de
una equivalencia entre las expresiones a ambos lados, como se muestra en el siguiente
ejemplo:

2x+3=5+x
2x+3-3=5+x
2x=5+x-x-3
2x-x=5-3
x=2

Considerando las numerosas dificultades que los/as alumnos/as presentan en la
comprension del signo igual puede cuestionarse si su origen radica en una inadecuada
comprension del concepto de igualdad entre cantidades. Sin embargo, estudios de
investigacion (Falkner, Levi y Carpenter, 1999; Schliemann, Carraher, Brizuela y
Jones, 1998; Schifter, Monk, Russell y Bastable, documento no publicado) han
demostrado que la mayoria de los/as alumnos/as de Educacion Infantil y primeros
afios de Primaria presentan una correcta comprension del concepto de igualdad

cuando consideran relaciones de igualdad en experiencias fisicas de modelizacion o

10 g grado n se corresponde con el n-ésimo curso de Educacion Infantil (n=1, 2, 3,4, 5y 6).
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en problemas verbales. Las dificultades en la comprension del signo igual parecen ser
resultado de una limitada interpretacion de dicho signo.

Un ejemplo puede observarse en la situacion presentada por Schifter, Monk,
Russell y Bastable (documento no publicado) de un grupo de alumnos/as de segundo
grado (segundo de Primaria) razonado sobre pares de nimeros que dan lugar a la
misma suma. En este ejemplo los/as alumnos/as reconocen la igualdad de expresiones
tales como 13 + 23 y 23 + 13 por ser en ambos casos la suma cuarenta y seis, pero sin
embargo no consideran cierta la expresion 13 + 23 =23 + 13 debido a la ausencia de

una respuesta expresada en esta igualdad.

Incluso sin la presencia del signo igual, las secuencias de numeros y signos
operacionales son interpretadas por alumnos/as de Educacion Elemental (Primaria)
como estimulos para llevar acabo una accion (Behr, Erlwanger y Nichols, 1980), e
incluyen el signo igual cuando encuentran este tipo de expresiones, por ejemplo
modifican 3 + 5 escribiendo 3 + 5 = (Freiman y Lee, 2004).

Otros estudios (Collis, 1974, 1975; Chaiklin y Lesgold, 1984; Cauzinille-
Marmeche, Mathieu y Resnick, 1984; todos ellos citados por Liebenberg, Sasman y
Olivier, 1999) han observado que los/as alumnos/as no son capaces de resolver
igualdades sin calcular la respuesta, debido a la falta de conocimientos sobre la

estructura que subyace a las operaciones aritméticas y sus propiedades.

Investigaciones realizadas durante las ultimas dos décadas sugieren que la
ensefianza de la aritmética esta orientada a la obtencion de la respuesta correcta
(Schliemann, Carraher, Brizuela y Jones, 1998; Kieran, 1989). Posteriormente en la
ensefianza del algebra se produce un cambio drastico en el significado de las
operaciones y de la equivalencia, ocasionando a los/as alumnos/as numerosas
dificultades. Las operaciones pasan a describir relaciones entre elementos (cantidades
o variables) en vez de acciones, y el signo igual requiere su interpretacion mas amplia.
No es, hasta entonces, cuando las relaciones matematicas son consideradas objeto de

estudio.

La frecuente tendencia a interpretar el signo igual como un comando para realizar
una operacion, y la creencia de que el signo igual debe ir seguido por la respuesta a la

operacion indicada en el lado izquierdo, puede pasar inadvertida durante el



aprendizaje de la aritmética ocasionando posteriormente importantes dificultades en el
aprendizaje del algebra. Comprender la relacion expresada por el signo igual es
esencial en el aprendizaje de la resoluciéon de ecuaciones y en general en la

comprension de igualdades.

2.8.1 ;Por qué los/as alumnos/as tienden a desarrollar concepciones erréneas
sobre el significado del signo igual?

La mayoria de los estudios referidos anteriormente aluden como principal causa
de la limitada comprension del signo igual que muestran los/as alumnos/as a la
reiterada consideracion de igualdades inicamente de la forma a = b = ¢ a lo largo del
aprendizaje de la aritmética (Falkner, Levi y Carpenter, 1999; Behr, Erlwanger y
Nichols, 1980; Saenz-Ludlow y Walgamuth, 1998). Sin embargo existen pocas
investigaciones sobre por qué los/as alumnos tienden a considerar el signo igual como
un simbolo operacional en vez de relacional (Sisofo, 2000). Sisofo aborda esta
cuestion destacando como posibles causas el uso de la calculadora, limitaciones

cognitivas o la instruccion escolar.

- FEluso de la calculadora

En muchas calculadoras una tecla con el signo igual es empleada para “dar la
orden” del calculo de la respuesta. Por este motivo una posible explicacion a por qué
los/as alumnos/as interpretan el signo igual como un comando para hacer una
operacion, es que desarrollan esta nocioén por su uso de la calculadora. Sin embargo,
diversos estudios (Weaver, 1972; Sisofo, 2000) han aportado evidencias en contra de
este supuesto.

Weaver (1972, citado por Sisofo, 2000) observé que un grupo de alumnos/as
tenian grandes dificultades en la resolucion de igualdades de la forma [] = a + b
incluso antes de que comenzaran a usar calculadoras en el colegio.

Mas recientemente Sisofo (2000) realizé un estudio con cuarenta y cinco
alumnos/as de primer y segundo grado (Primero y Segundo de Primaria) de un colegio
en el cual no se usan calculadoras hasta sexto grado (Sexto de Primaria). En dicho
estudio Sisofo presento a los/as alumnos/as cuatro cuestiones: la 1 y 3 de la forma a +
b=1[]yla2y4delaformal] =a+ b Ademas, las cuestiones 1 y 2 fueron

formuladas oralmente refiriendo a un contexto especifico, mientras que la 3 y la 4
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fueron formuladas oralmente y por escrito, de forma puramente simbdlica. Un ochenta

por ciento de estos/as alumnos/as presentaron problemas unicamente al resolver la
cuestion 4, observandose que su dificultad con los problemas de la forma [| =a +b

era debida al uso del simbolismo y a la forma de la igualdad. Estas observaciones
sugieren que el uso de la calculadora no es la causa de las dificultades en la

comprension del signo igual.

- Limitaciones cognitivas

Sisofo (2000) plantea como otra posible causa de la limitada compresion del signo
igual de los estudiantes, una limitacién cognitiva debida a la edad y al desarrollo de
los/as alumnos/as. Segun Collis (1974), y Kieran (1981), ambos citados por Sisofo
(2000), los trece afios es la edad a partir de la cual los/as alumnos/as son capaces de
emplear el signo igual como un simbolo relacional y usar ecuaciones flexiblemente.

A este respecto cabe destacar un estudio de Denmark, Barco y Voran (1976,
citado por Sisofo, 2000) en el que analizaron como alumnos/as de primer grado
interpretaban el signo igual después de haber realizado diversas actividades con una
balanza. En dicho estudio observaron que los/as alumnos/as tendian primeramente a
interpretar el signo igual como un comando para realizar una operacion, pero habian
desarrollado un concepto mas relacional, concluyendo los autores que tanto la
instruccion como limitaciones cognitivas determinan la concepcion del signo igual de
los estudiantes.

Por otra parte, Baroody y Ginsburg (1983, citado por Sisofo, 2000)
implementaron un curriculo que promovia una concepcion relacional del signo igual y
analizaron los efectos de dicha instruccién en relacion a la comprension del signo
igual en un grupo de alumnos/as de primero, segundo y tercer grado (primero,
segundo, y tercero de Primaria). En dicho estudio concluyeron de forma similar a
Denmark, Barco y Voran (1976) que la instruccién puede promover una concepcion
relacional del signo igual, pero que el desarrollo cognitivo limita la comprension del

signo igual de los/as alumnos/as.

En relacion a estos estudios Sisofo (2000) cuestiona si las limitaciones cognitivas
a las que se alude son la causa de las dificultades observadas, dudando de que el

desarrollo de la concepcion relacional del signo igual que promueven dichos



curriculos fuera suficientemente explicito o estuviera demasiado ligado al computo de
operaciones. Sisofo (2000) propone como alternativa el curriculo de Davydov el cual
desarrolla explicitamente una concepcion relacional del signo igual sin emplear (ni
introducir) el computo de operaciones, sino apoyandose en el razonamiento
“protocuantitativo” sobre la comparacion de cantidades fisicas no cuantificadas

(Morris, 1999).

Aunque pueda existir dicha limitacion cognitiva, otros estudios (Carpenter,
Franke, y Levi, 2003; Carpenter y Levi, Octubre 2000) muestran que éste no es el
unico factor en la comprension del signo igual, ni el mas determinante, y que con una
adecuada instruccién alumnos/as de incluso primer grado puede desarrollar una
correcta comprension del signo igual. Concretamente Carpenter y Levi (Octubre
2000) llevaron acabo un estudio en el que un grupo de alumnos/as de primer y
segundo grado (primero y segundo de Primaria) adquirieron una correcta concepcion
relacional del signo igual pese a encontrar inicialmente numerosas dificultades, y
siendo necesario que la maestra variara habitualmente la forma de las igualdades que
presentaba a sus alumnos/as para evitar la debilitacion de su comprension del signo

igual.

- La instruccion escolar

La mayoria de los estudios realizados sobre la comprension del signo igual aluden
a la instruccién escolar como principal causa de las dificultades observadas
(Carpenter, Franke, y Levi, 2003; Behr, Erlwanger y Nichols, 1980), concretamente a
la reiterada consideracion de igualdades de la formaa+b =c.

Diversas investigaciones (Denmark, Barco, y Voran, 1976; Baroody y Ginsburg,
1983; Carpenter, Franke, y Levi, 2003; Carpenter y Levi, Octubre 2000) apoyan esta
afirmacion mostrando que la instruccidon juega un papel determinante en el desarrollo
de la comprension del signo igual, y documentado casos concretos en las que con una
instruccion especifica alumnos/as de diversas edades han desarrollado una adecuada

comprension del signo igual.
Dentro de la instruccion relativa al significado del signo igual, ademas del uso

repetitivo de igualdades de la forma a + b = c a lo largo de la formacion aritmética de

los/as alumnos/as, Carpenter, Franke y Levi (2003) refieren a un uso incorrecto del
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signo igual que puede ocasionar a los/as alumnos/as el desarrollo de concepciones
erroneas sobre dicho simbolo. Dicho uso incorrecto se refiere a la utilizacion del signo
igual como abreviacion de una relacion de correspondencia o igualdad en cierto
sentido entre figuras y nimeros; uso que no corresponde al significado matematico de

este simbolo. Este es el caso de los siguientes ejemplos:

Todo uso del signo igual como representacion de relaciones que no correspondan
a igualdades entre nimeros deberia ser evitado con el objetivo de impedir que los/as
alumnos/as adquieran desde un principio concepciones erroneas sobre el significado

del signo igual (Carpenter, Franke y Levi, 2003).



CAPITULO 3. METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

En este capitulo describimos la metodologia de la investigacion que como Arnal,
Del Rincon y Latorre (1992) exponen se refiere al conjunto de procedimientos
utilizados para alcanzar los propo6sitos planteados en un estudio, en definitiva el plan
general de trabajo. Para ello presentamos primeramente el disefio de “investigacion
dirigida por una conjetura” de Confrey y Lachance (2000), al cual se asemeja nuestro
disefio de investigacion. Posteriormente se definen los sujetos, las condiciones del

estudio, y el disefio general de las intervenciones realizadas en el aula.

3.1 Investigacion dirigida por una conjetura

El disefio de este trabajo es semejante al disefio de investigacion dirigida por una
conjetura de Confrey y Lachance (2000). Dicho disefio de investigacion estd
especialmente orientado a la realizacion de estudios de investigacion que se
desarrollen en el aula. Como su nombre indica se basa en una conjetura, es decir, en
“una inferencia basada en pruebas incompletas o no concluyentes” (pp. 234-235).

En este disefio de investigacion no existen hipotesis a ser probadas sino que la
conjetura es la guia en el proceso de investigacion, existiendo, ademads, objetivos o
preguntas de investigaciéon a las que se pretenden dar respuesta. Investigaciones
guiadas por una conjetura persiguen revisar y elaborar la conjetura mientras la
investigacion estd en proceso y habitualmente van dirigidas a investigar nuevas
estrategias de instruccion en el aula o analizar diferentes enfoques para el contenido y
pedagogia de un conjunto de conceptos matematicos. Por este motivo la conjetura
debe componerse de una dimension de contenido matematico (;Qué debe ensenarse?)

y una dimension pedagogica (;Coémo debe ensenarse?) (Confrey y Lachance, 2000).

Los elementos de instruccion de la intervencion (el curriculo, el método de

ensefianza, el papel del profesor y los métodos de evaluacién) son elaborados de



acuerdo con la conjetura, y al ser el proceso de investigacion en si mismo una
experiencia de ensefianza en el aula, la investigacion provee informacion sobre la

aplicabilidad de los resultados a la practica escolar.

Recogida de datos. En este diseno de investigacion Confrey y Lachance (2000)
recomiendan llevar a cabo una recogida de datos exhaustiva que permita capturar con
detalle las interacciones ocurridas en el aula, siendo necesaria la realizacion de
evaluaciones individuales para poder valorar el aprendizaje y evolucion de los/as
alumnos/as. Ademas, se requiere la recogida de informacion sobre el pensamiento de
los investigadores y las decisiones tomadas a lo largo del proceso de investigacion,

para poder describir la evolucion de la conjetura.

Anadlisis de datos. Dos tipos de andlisis de datos son necesarios en este disefio de
investigacion: un analisis preliminar y continuo, y un analisis final. El primero de
ellos se refiere al anélisis de los datos después de cada intervencion. Este analisis
conduce a la toma de decisiones con respecto a futuras intervenciones, y facilita la
revision y el desarrollo de la conjetura de investigacion. El analisis final es el anélisis
de todo el proceso de investigacion y todos los datos recogidos. Este andlisis conduce
a la construccion de una historia coherente de la evolucion de la conjetura y de la
evolucion de los/as alumnos/as a lo largo de la intervencion.

Una construccion detallada del proceso de investigacion en la que se justifiquen
las decisiones tomadas es indispensable para que pueda llevarse acabo una adecuada
valoracion del trabajo de investigacion realizado con este disefio y pueda garantizarse

su calidad.

3.2 Diseiio de la investigacion y recogida de datos

La conjetura de esta investigacion. La conjetura que guia este proceso de
investigacion es que los/as alumnos/as de educacion elemental (Primaria), y
concretamente de tercer grado (tercero de Primaria), encuentran numerosas
dificultades en la comprension del signo igual y como consecuencia en la resolucion
de igualdades numéricas, y mediante la consideracion y discusion de igualdades de

variadas formas pueden desarrollar una adecuada comprension del signo igual.
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Ademas, en este contexto pueden desarrollar su pensamiento relacional como

estrategia para la resolucion de igualdades numéricas.

Igualdades numéricas. Partiendo del conocimiento aportado por la revision
bibliografica anteriormente expuesta decidimos utilizar igualdades numéricas abiertas
(con un término a averiguar) e igualdades numéricas verdaderas y falsas para evaluar
la comprension del signo igual, fomentar la discusion en el aula, desafiar las
concepciones erroneas de los estudiantes sobre el signo igual y promover el desarrollo
de pensamiento relacional.

Se consideraron igualdades de acciéon y de no-accion. Como se ha explicado
previamente en el apartado 2.9, en este trabajo distinguimos entre igualdades de
accion o no-accion de forma similar a como lo hacen Behr, Erlwanger y Nichols
(1980). Denominamos igualdades de no-accion a aquellas igualdades que no incluyen
ningun signo operacional (+, -, X, =) (Ej. 3 = 30), o que incluyen signos operacionales
en ambos lados de la igualdad (Ej. 3 + 5 =7 + 1). Por otra parte las igualdades de
accion son aquellas que incluyen signos operacionales y éstos aparecen en tan s6lo un

miembro de la igualdad (Ej. 13 - 7= 6).

En cada una de las intervenciones en el aula se emplearon una determinada
coleccion de igualdades que fueron elaboradas en funcidén de los resultados de la
sesion anterior y considerando las sugerencias dadas por Carpenter, Franke y Levi
(2003). En algunos de los casos consideramos igualdades que habian sido propuestas

por los/as alumnos/as en intervenciones previas.

Pensamiento relacional. En las intervenciones realizadas en el aula nos centramos
primeramente en detectar las concepciones de los/as alumnos/as sobre el signo igual y
promover la comprension de este simbolo a lo largo de las sucesivas actividades.
Siendo posteriormente cuando se intenta promover el desarrollo de pensamiento
relacional.

Esta secuenciacion no implica que para el desarrollo de pensamiento relacional
sea, o consideremos, necesaria previamente una adecuada comprension del signo
igual, pues como se ha comentado en el apartado 2.6.2 el pensamiento relacional

puede ponerse en juego en una amplia diversidad de actividades aritméticas. El orden
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aqui considerado fue consecuencia de una eleccion: dar prioridad al estudio de la

comprension del signo igual de los/as alumnos/as.

Organizacion y distribucion de las sesiones. La recogida de datos en el aula tuvo
lugar durante un total de cinco sesiones de variable duracion (de 10 a 50 minutos),
realizadas en dias diferentes y durante el horario escolar. La primera sesion tuvo lugar
dos meses y medio antes de la segunda. La segunda, tercera y cuarta sesion se
realizaron con quince dias de separacion entre ellas, y dos meses después de la cuarta
sesion se desarrolld la quinta sesion (Ver tabla 3 para conocer la organizacion y

distribucion de las sesiones).

Sesiones 1? 2° 3? 42 57
Dia 20-11-2003 5-2-2004 19-2-2004 4-3-2004 13-5-2004
Namero de
alumnos/as 13 15 18 18 15
en clase
Actividades - prueba escrita - actividad escrita - discusion - discusion - prueba
realizadas de evaluacion - discusion - prueba escrita escrita de
d -entrevista a dos | - actividad escrita de evaluacion evaluacion
en c,a a alumnos/as - breve discusion
sesion - breve discusion
Igualdades Igualdades Igualdades Igualdades Igualdades Igualdades
numéricas numéricas numéricas numéricas numéricas numéricas
abiertas verdaderas y falsas | abiertasy verdaderasy | abiertas
empleadas
verdaderas y falsas
falsas

Tabla 3: Organizacion y distribucion de las sesiones

La primera de las sesiones iba dirigida a detectar las diferentes concepciones del
signo igual que manifestaban inicialmente los alumnos/as al considerar igualdades
numéricas, abordandose asi en parte el primer objetivo de esta investigacion. En las
sucesivas intervenciones se siguieron analizando las concepciones que mostraban
los/as alumnos/as sobre el signo igual y se abordaron los demds objetivos de
investigacion:

Disenar actividades que ayuden a los/as alumnos/as a desarrollar su
comprension del signo igual y que fomenten la emergencia y uso de
pensamiento relacional en la resolucion de igualdades numéricas.

Analizar la evolucién de la comprension del signo igual de los alumnos, a

partir del estudio de sus concepciones.
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Analizar la emergencia y desarrollo del pensamiento relacional durante el

trabajo con igualdades numéricas.

Los resultados de las sesiones previas fueron considerados para el disefio de las
sucesivas intervenciones las cuales pretendian dar un paso mas en el desarrollo de la
comprension del signo igual y el pensamiento relacional, realizandose un seguimiento

a veces global y otras individual como recomiendan Confrey y Lachance (2000).

Actividades. Como se observa en la tabla 3 se llevaron acabo discusiones y
actividades escritas. Ademas, se realizaron entrevistas a dos alumnos/as.

Las actividades escritas fueron siempre resultas individualmente, usdndose un
lapiz y los folios que las investigadoras distribuyeron, de los cuales se muestran
versiones traducidas en el anexo A.

Durante las discusiones participaron mayoritariamente aquellos/as alumnos/as que
levantaron la mano para hablar, aunque algunas preguntas fueron planteadas
globalmente a toda la clase la cual respondi6 oralmente o realizando con las manos un
gesto de afirmacion o de negacion. Dichos gestos eran utilizados habitualmente en el
aula con el objetivo de evitar el exceso de ruido por contestaciones en voz alta.

El disefio de las actividades aparece detallado a continuacién en el apartado 3.5
donde se describen el disefio y el andlisis de los resultados de las diferentes sesiones
(ver en anexo A copias de los folios del alumno/a y de la investigadora,

correspondientes a cada sesion).

Investigadores. En la recogida de datos participaron la doctora Rebecca Ambrose
que dirigié la participacion de los/as alumnos/as en las discusiones realizadas y la
autora de este trabajo. Ademads, un alumno de doctorado de la Universidad de
California, Davis, colabor6 realizando las entrevistas y las grabaciones en video.
Durante los meses previos a este estudio la doctora Rebecca Ambrose habia asistido
semanalmente a la clase como profesora invitada y habia trabajado con los/as
alumnos/as en actividades matematicas diversas (no relacionadas con la comprension
del signo igual ni el uso de pensamiento relacional), por lo que los/as alumnos/as
estaban familiarizados con su presencia en el aula, y con la ocasional visita de

alumnos/as de la Universidad de California, Davis.
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Durante las cinco sesiones en las que se desarrollo este estudio la profesora

oficial estuvo presente en el aula pero no realizé ninguna intervencion.

Recogida de datos. La primera, segunda y cuarta sesion fueron grabadas en video
y durante la tercera sesion una de las investigadoras tomo notas de la discusion (ver
Anexo B para leer las transcripciones de las intervenciones). Ademads, cada dia se
recogieron las hojas de actividades suministradas a los/as alumnos/as con sus
respuestas.

El primer dia se realizaron entrevistas a dos de los/as alumnos/as sobre la
resolucion de la actividad de dicha sesion. Estas entrevistas tuvieron lugar en el aula
en una mesa y silla situadas al fondo del aula, mientras los/as demas alumnos/as

finalizaban la actividad individualmente.

La recogida de datos referente al proceso de investigacion consistid en la
realizacion de anotaciones durante los diferentes encuentros realizados entre las
investigadoras. En dichas anotaciones se recogieron las decisiones tomadas sobre el
disefio de las diferentes intervenciones, junto con su justificacion, y la opinion y

pensamiento de las investigadoras a lo largo del transcurso de la investigacion.

3.3 Sujetos del estudio

Los sujetos participantes en el estudio fueron una clase de veinte alumnos/as de
tercer grado (tercero de Primaria) de un colegio publico de la ciudad de Sacramento
(California), dieciocho de los cuales tenemos permiso para estudiar y mostrar su
trabajo. La clase era étnica y lingiiisticamente diversa. Cinco de los/as alumnos/as
hablaban un segundo idioma y dos de ellos/as presentaban importantes dificultades en
la comprension del Inglés (idioma hablado en el aula). La proporcion de géneros era
aproximadamente equivalente.

Quince alumnos/as estuvieron presentes en la primera sesion (trece de los cuales
forman parte de este estudio), diecisiete en la segunda (quince de los cuales forman
parte de este estudio), veinte en la tercera y en la cuarta (dieciocho de los cuales
forman parte de este estudio), y diecisé€is en la quinta (quince de los cuales tenemos

forman parte de este estudio).
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Los/as alumnos/as no habian recibido previamente instruccion especifica sobre el

signo igual.

Pseudonimos. En este trabajo empleamos siglas para referir a cada uno de los
estudiantes. Aquellos/as alumnos/as de los cuales no tenemos autorizacion para incluir
como sujetos de nuestro estudio aparecen denotados con Ai, siendo i un nimero
natural. So6lo se hace referencia a estos/as alumnos/as cuando se analizan los didlogos
que tuvieron lugar en el aula.

Los investigadores son siempre denotados con la sigla I, no haciéndose distincion

entre ellos.

53



54

Capitulo 3. Metodologia de la investigacién



CAPITULO 4: RESULTADOS DE LA INVESTIGACION

En este capitulo se explica y justifica el disefio de cada una de las cinco sesiones
de las que constd la recogida de datos en el aula, y se presentan los resultados

parciales y finales del estudio.

4.1 Sesion 1*: Igualdades abiertas

Quince alumnos/as participaron en esta tarea, trece forman parte de este estudio.

Actividades Sesion 1° Igualdades empleadas Fecha
- prueba escrita de evaluacion
- entrevista a dos alumnos/as | Igualdades numéricas abiertas | 20-11-2003
- breve discusion

DISENO

Prueba escrita de evaluacion. Para la primera sesion se elabord una actividad
compuesta de cinco igualdades de no-accién y una igualdad de accion, todas ellas
abiertas, dirigida a determinar la comprension del signo igual de los/as alumnos/as y
detectar posibles indicios del uso de pensamiento relacional (ver figura 1). Los/as
alumnos/as debian resolver esta actividad individualmente encontrando el nimero que
permitia completar cada igualdad. En aquellos casos en los que no estuvieran seguros
de su respuesta les sugerimos que escribieran una sefal de interrogacion junto a la
igualdad o a respuesta en cuestion.

Cualquier tipo de dificultad extra no relacionada con el signo igual fue evitada,
por este motivo s6lo se incluyeron operaciones sencillas de suma y resta que no

supusieran dificultad de calculo para alumnos/as de tercer grado (tercero de Primaria).

Igualdades de no-accion. Para comparar nuestros resultados con los obtenidos por
Falkner, Levi y Carpenter (1999), la igualdad considerada en dicho estudio fue

incluida (8 + 4 = [] + 5). Ademas, se incluy6 otra igualdad semejante con la



operacion resta en vez de suma (13 — 7 =[] - 6), y otras tres igualdades de no-accion,
con la operacion suma, construidas variando la posicion de la cantidad a averiguar y
considerando las cuatro posiciones posibles. La consideracion de esta variada
coleccion de igualdades nos permitiria detectar las diferentes concepciones de los/as
alumnos/as sobre el signo igual, y la influencia de la posicion del término a averiguar
en la resolucion de las igualdades.

Todas las igualdades de no-accion, salvo una excepcion, fueron construidas de
manera que la diferencia entre dos de los términos, en lados opuestos del signo igual,
era de tan s6lo una unidad, lo que permitia resolver las igualdades comparando ambos
miembros y deduciendo que una relacidon inversa debia existir entre los otros dos
términos (ver figura 1). Esto podia facilitar la resolucion de las igualdades si los/as

alumnos/as establecian relaciones entre los términos a ambos lados del signo igual.

Igualdades de Construccion de las
La sesién 1* igualdades

8+4=011+5 atb=[1+(Mb+1)

[1=25-12 [l=a-b

14+ [1=13+4 |a+[l=(@-1)+b

12+7=7+1[] atb=b+[]

13-7=01-6 |a-b=[-(b-1)

1+4=5+7 [l+a=(a+1)+b

Figura 1

Igualdad de accion. La tnica igualdad de no-accion incluida iba dirigida a
detectar posibles dificultades de los estudiantes al encontrar expresiones de la forma ¢
=a £ b, con la respuesta a la operacion en el lado izquierdo en vez de en el derecho
como es habitual en la mayoria de las actividades aritméticas escolares. Aunque Behr,
Erlwanger y Nichols (1980) detectaron este tipo de dificultades, esperdbamos un bajo
indice de respuestas incorrectas en esta igualdad pues considerdbamos que los/as
alumnos/as podian escribir la respuesta a la operacion en el unico lugar posible: el

recuadro.
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Entrevistas. Mientras los/as alumnos/as resolvian la actividad escrita, un alumno y
una alumna fueron entrevistados brevemente sobre como estaban resolviendo las
distintas igualdades, con el objetivo de profundizar en su comprension del signo igual
y conocer las estrategias empleadas en la resolucion de las igualdades.

Discusion. Finalmente se llevd acabo una breve discusidn en el aula sobre las

igualdades 7 + 3 =[] y 6 + [ = 20, y posteriormente sobre dos de las igualdades

consideradas en la actividad escrita 8 + 4 =[]+ 5y 14 + [ | = 13 + 4, para conocer las

estrategias empleadas en la resolucion de las igualdades y, ademas, profundizar y

comenzar a desafiar las concepciones de los/as alumno/as sobre el signo igual.

RESULTADOS

- Prueba escrita de evaluacion (ver respuestas en la tabla B1 del anexo B)

Analisis global de las respuestas. Ningiin alumno/a resolvid correctamente mas
de una igualdad, observandose diferentes reacciones dependiendo de la forma de las
igualdades (ver tablas 4 y 5).

Igualdades de no- accion. Las igualdades 8 + 4=1[1+513-7=[1-6y [l +4
=5 + 7 provocaron mayoritariamente la interpretacion de que el nimero a la derecha
del signo igual es la respuesta a la operacion expresada en el lado izquierdo del signo
igual, siendo las respuestas mas frecuentes a estas igualdades doce, seis y uno
respectivamente. La reaccion de la mayoria de los/as alumnos/as era ignorar el ultimo
término de la igualdad y resolver asi una igualdad de la forma a = b = c. En estas
igualdades el ochenta y cinco por ciento de las respuestas fueron resultado de esta
concepcion erronea del signo igual y ningun/a alumno/a respondié correctamente.
Esta concepcion fue también observada en la igualdad 14 + [| = 13 + 4, donde un
alumno dio por respuesta menos uno y otros/as cinco respondieron uno. Aqui
inferimos que esos/as cinco alumnos/as estaban pensando en 14 — 1 = 13 en vez de 14
+ 1. Estos/as alumnos/as aun no habian estudiado formalmente los nimeros negativos.
En lo sucesivo denominamos a esta concepcion “a = b = ¢” o “estimulo para una

respuesta”.

Analizando detenidamente las respuestas a las distintas igualdades, se identifican

algunas otras respuestas que sugieren la interpretacion del signo igual como un
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comando para realizar una operacion, son aquellas recogidas en la tabla 4 como:

2 ¢

“suma dos términos”, “resta dos términos” y “resuelve b = ¢ + d”. Estas respuestas
corresponden en algunos casos a dar el resultado de la operacion completamente

expresada en uno de los miembros de la igualdad. Por ejemplo, un alumno respondid
cinco en la igualdad 12 +7 =7 + [, lo cual da respuesta a la igualdad 12=7 + [ ],y
tres en la igualdad [ ] + 4 =5 + 7, respondiendo a la igualdad [ | + 4 = 7. En otros

casos los/as alumnos/as combinaron cualesquiera dos numeros de la igualdad

independientemente de su posicion. Por ejemplo, un alumno respondié dos en la
igualdad [ ] +4 =5+ 7, posiblemente como resultado de restar siete y cinco.
Una de las respuestas dada en la igualdad 13 — 7 = [ - 6 correspondi6 a la

repeticion de uno de los términos (7).

Igualdades de | Respuesta | Suma Resuelve | Resuelve | Resta Suma No
no-accion de la | correcta todoslos |at+b=c | B =c¢ + | dos dos clasificable
Sesion 1* términos d términos | términos
8+4=0+5 0 0 13 0 0 0 0
14+0=13+4 2 1 6(1,-1) 2 0 0 2(0,7)
12+7=7+101 3 3 0 1 1(5) 0 5(6,7,3)
13-7=0-6 0 0 11 0 0 0 2(3,7)
0+4=5+7 0 0 9 0 3(2,3) 1(12) 0

Tabla 4: Numero de alumnos/as que dieron las distintas respuestas a las igualdades de no-accion
de la actividad de la Sesion 1°. Los nimeros en paréntesis especifican las respuestas dadas por
los/as alumnos/as en dichos casos. Se sefiala sombreado los casos correspondientes a la respuesta
mas frecuente en cada igualdad. N =13

Una concepcion erronea que presentd una menor ocurrencia y ha sido detectada en
otros estudios (Falkner, Levi y Carpenter, 1999; Freiman y Lee, 2004) es cuando
los/as alumnos/as combinan todos los nimeros de la igualdad para encontrar la
solucion. En cuatro ocasiones la respuesta dada fue el resultado de operar todos los
numeros de la igualdad, concretamente en las igualdades 12 + 7 =7 + [ y 14 +[]
=13 +4.

En estas dos igualdades se obtuvo una mayor gama de respuestas (ver tabla 4), lo
cual inferimos ser resultado de la dificultad de aplicar la concepcion “a £b = c” en
estas igualdades. Solo tres alumnos/as respondieron correctamente la igualdad 12 + 7
=7+ [, lo cual sugiere que la mayoria de los/as alumnos/as no estaban estableciendo

comparaciones entre ambos miembros de la igualdad pues en esta igualdad la relacién
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existente entre ambos miembros es mas evidente. Estos tres estudiantes no mostraron

indicios de estar usando pensamiento relacional en ninguna otra igualdad.

Igualdad de accion. En la igualdad [ ] = 25 - 12, tres de catorce estudiantes
respondieron correctamente (ver tabla 5). Los/as alumnos/as dieron una amplia gama
de respuestas, para muchas de las cuales no hemos podido desarrollar ninguna
hipdtesis, pudiendo ser en algin caso errores de célculo (Ej. 17, 18). La respuesta
veinticinco, que ha sido denominada por Freiman y Lee (2004) como “reflejar un
nimero”, fue dada por una alumna. Dicha respuesta puede ser resultado de la

concepcidn del signo igual “a £ b = ¢”, pues esta alumna presentd dicha concepcion

en todas las demas igualdades salvoen 12 +7 =7+ [ 1.

Igualdades de | Respuesta | Reflejar un Otras respuestas

accion de la correcta namero
Sesion 17
[1=25-12 3 1(25) 9(5,7,17,18, 20, 35)

Tabla 5: Frecuencia de las respuestas a la igualdad de accion de la actividad del Dia 1. Los nimeros en
paréntesis especifican las respuestas dadas por los/as alumnos/as en dichos casos. N =13

Anadlisis de las concepciones de cada alumno/a. Analizando individualmente las
respuestas de cada uno de los/as alumnos/as, se observa que once alumnos/as
aplicaron en al menos tres de las igualdades de no-accion la concepcion “a+b=c”,y
ademas, tres de ellos/as resolvieron correctamente la igualdad [ | = 25 — 12. Los/as

otros/as dos alumno/as no mostraron una clara concepcion del signo igual.

- entrevistas (Ver trascripcion en el anexo C)
Las breves entrevistas realizadas a un alumno y una alumna confirman algunas de

las conclusiones anteriormente comentadas.

Primera entrevista. Primeramente entrevistamos al alumno el cual verbalizé
repetidamente una interpretacion operacional del signo igual, concretamente la
concepcion “a + b = ¢”, entendiendo que el numero a la derecha del signo igual era la

respuesta a la operacion expresada a la izquierda. Cuando intentaba resolver la

igualdad 14 + (] = 13 + 4 explicoé “Es dificil porque necesitas un menos... porque
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catorce menos uno es igual a trece”. Afirm6 que se daba cuenta de que trece era una
unidad menos que catorce, y entonces se le preguntd qué creia que debia poner en el
recuadro para hacer verdadera dicha igualdad, a lo que respondi6 “Puedo poner menos
uno”. En la igualdad 12 + 7 =7 + [] respondid veintiséis explicando “doce mas siete
es igual a diecinueve y entonces pone igual a siete, y entonces hay un signo mas de
nuevo, pero si movemos este [7] aqui [a la izquierda del signo igual] va a ser doce
mas siete mas siete”. En la igualdad [ ] + 4 = 5 + 7 este alumno respondi6é uno y

99 ¢

explicd “consegui una pista de la respuesta (sefialando al cinco)” “porque dice mas

cuatro igual a cinco. Solo cuatro mas uno es cinco”. Cuando se le preguntd que pasaba

con el siete explicd “Es un poco dificil para mi entender esto”.

Segunda entrevista. La alumna entrevistada respondi6 inicialmente doce a la
igualdad 8 +4 =[] + 5 y treinta y uno y veintiséis a las igualdades 14 + [ =13 +4y
12 + 7 =7 + [ respectivamente. Al preguntarle por el cinco en la primera igualdad

explico que se le habia olvidado y cuando se le pregunto si creia que debia sumarlo a

ocho y cuatro respondi6 afirmativamente.

- discusion (Ver trascripcion en el anexo C)

Una vez los/as alumnos/as entregaron sus respuestas, comenzaron a discutirse
varias igualdades. Previamente se discutieron las igualdades 7 +3 =11y 6 + [ 1=20
para que los/as alumnos comenzaran a intercambiar sus ideas, y posteriormente se

consideraron dos de las igualdades de la actividad escrita: 8 + 4 =[] +5y 14+ [ ] =

13 + 4. La discusion sobre la igualdad 8 + 4 = [] + 5 sirvid para hacer explicito el

pensamiento de los/as alumnos/as sobre el signo igual y desafiar sus concepciones.

Igualdad 8 + 4 = [ | + 5. Primeramente todos los estudiantes estaban de acuerdo
en que la respuesta era doce. Sin embargo, cuando se les indic6é que un “matematico”
no estaria de acuerdo con esta respuesta y se les hizo observar la presencia del cinco
propusieron como respuesta diecisiete (suma de todos los términos de la igualdad). Al
saber que esta respuesta no era correcta (“aun un matematico no estaria de acuerdo”)
un estudiante sugirié6 modificar la igualdad escribiendo 5 + 8 + 4 = 17. Finalmente,

cuando se les explicod que el signo igual se utiliza para indicar que las expresiones a
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ambos lados del signo igual son iguales, un alumno propuso la respuesta correcta,
siete.
En esta discusion se refirio a la figura del matematico para presentar el significado

del signo igual como una convencion.

Igualdad 14 + || = 13 + 4. En la posterior discusion de la igualdad 14 + [] =13 +

4 los/as alumnos/as no sugirieron inicialmente la respuesta correcta y fue necesario
recordarles la interpretacion correcta del signo igual. Pudimos observar que una
explicacion del uso del signo igual no era suficiente para que los/as alumnos/as
adoptaran una concepcion correcta de dicho simbolo. Un alumno verbalizd
pensamiento relacional al explicar su respuesta 3: “Yo he mirado a este lado y... los
han cambiado [...] el tres y el cuatro”. Esta explicacion fue la primera manifestacion

de uso de pensamiento relacional.

La breve discusion, junto con las entrevistas, permitido observar la confusion que
experimentan los/as alumnos/as con estas igualdades y la significativa dificultad que
supone para ellos/as entenderlas. En diversas ocasiones dijeron que esta actividad era
muy dificil. El uso del signo igual en estas igualdades no era natural para los/as
alumnos/as, los cuales no asimilaron simplemente con una explicacion la relacion de
igualdad expresada por el signo igual. Cuando observaban la presencia de los cuatro
términos, la Unica forma en la intentaban involucrarlos era sumando juntos todos los
términos. Un alumno preguntd especificamente por qué el signo igual estaba en el

medio.

Conclusiones del la Sesion 1°. En esta sesion se observd que los/as alumnos/as
tendian a interpretar el signo igual como un comando para realizar una operacion e
intentaron aplicar dicha concepcion siempre que les era posible para dar respuesta a
las distintas igualdades. Si era posible entendian que el numero situado tras el signo
igual era la respuesta a la operacion expresada en el lado izquierdo del signo igual
(concepcion “a+ b =c”).

Cuando la forma de las igualdades causd que los/as alumnos/as intentaran

involucrar todos los términos de la igualdad, recurrieron a operarlos todos juntos.
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Algunas de las reacciones detectadas en la actividad escrita (Ej. dar como
respuesta el resultado de la operacion completamente expresada en alguno de los
miembros de la igualdad) parece ser resultado de la necesidad de tener que dar una
respuesta. Los/as alumnos/as mostraron una fuerte tendencia a operar y obtener una
respuesta. Leian las igualdades de izquierda a derecha y cuando veian una operacion
procedian rdpidamente a su calculo, y completaban el recuadro con dicho resultado
incluso antes de mirar al lado derecho del signo igual, pasando entonces a resolver la
siguiente igualdad.

Ninguno/a de los/as alumnos/as reconocid consistentemente la necesidad de
equivalencia entre ambos miembros de las igualdades. Ademas, el tipo de errores

encontrados, los comentarios de los/as alumnos/as, y las numerosas respuestas dadas a
la igualdad 12 + 7 = 7 + [ sugieren que los/as alumnos/as no usaron pensamiento

relacional para resolver las igualdades, salvo la excepcion de un alumno en la

discusion final.
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4.2 Sesion 2%: Igualdades verdaderas y falsas e igualdades de los

estudiantes

Diecisiete alumnos/as participaron en esta tarea, quince forman parte de este estudio.

Actividades de la Sesion 2" | Igualdades empleadas Fecha

- actividad escrita 5-2-2004

- discusion Igualdades numéricas (dos meses y medio

- actividad escrita verdaderas y falsas después de la sesion 1%)
- breve discusion

DISENO

Actividad escrita. Dos meses después se llevo acabo la segunda sesion. Para este
dia se disefid una actividad individual escrita en la cual los/as alumnos/as debian
indicar si una serie de igualdades eran verdaderas o falsas y escribir versiones
correctas para aquellas que eran falsas (ver figura 2). Al igual que en la Sesion 1? se

disefiaron igualdades de formas variadas (a=a,c=a+b,a+b+c=d+eya+b=c

+ d), en este caso con el objetivo de desafiar las
. Igualdades Sesion 2*

concepciones erroneas de los/as alumnos/as detectadas en

3=3
la Sesion 1%, y, ademds, comenzar a negociar la

7=12
comprension del signo igual. Algunas de estas igualdades

10=4+6
podian resolverse facilmente wusando pensamiento

2+2+2=3+3
relacional en vez de realizando las operaciones. Las

) 34=34+12

igualdades 3 = 3 y 7 = 12 fueron especialmente incluidas

9+4=4+9
para desafiar la tendencia de los/as alumnos/as a

37+ 14=38+13
interpretar el signo igual como un estimulo para dar una

./ Figura 2
respuesta y ayudarles a desarrollar una concepcion adecuada. &

Los objetivos concretos de esta actividad eran:

- Analizar la estabilidad de las concepciones de los/as alumnos/as sobre el signo
igual,

- Observar si los/as alumnos/as manifestaban las mismas dificultades detectadas en
la actividad de la Sesion 12,

- Ver si los/as alumnos/as reemplazaban los niimeros para corregir las igualdades o
adaptaban las igualdades a la formaa+b=c,

- Detectar indicios del uso de pensamiento relacional.
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Ademas, las igualdades escritas por los/as alumnos/as como correcciones a las
igualdades falsas ayudarian a detectar sus concepciones. Para clarificar en que
consistia la actividad se resolvieron primeramente dos ejemplos en la pizarra: las

igualdades 12+ 7=13y 2+2=4.

JPor qué igualdades verdaderas y falsas? Se consideraron igualdades verdaderas
y falsas con el objetivo de desafiar la fuerte tendencia computacional de los/as
alumnos/as. Como se ha comentado anteriormente, una de las dificultades observadas
para ayudar a los/as alumnos/as a desarrollar su concepcion del signo igual era su
fuerte inclinacion al célculo, lo cual puede ser consecuencia del hecho de que la
mayor parte de la aritmética elemental esta orientada a encontrar la respuesta correcta
(Kieran, 1989) o de la necesidad de tener que rellenar el recuadro con una respuesta.
Cuando los/as alumnos/as veian una operacion procedian a realizarla incluso antes de
mirar al lado derecho del signo igual. El uso de igualdades verdaderas y falsas
favoreceria que los/as alumnos/as consideraran toda la igualdad a la vez que ayudaria

a desafiar sus concepciones del signo igual.

Discusion. Una vez los/as alumnos/as resolvieron la actividad escrita y ésta fue
recogida, se inici6 una discusion sobre las igualdades consideradas en esta actividad.
El principal objetivo de esta discusion era iniciar la negociacion de la comprension del
signo igual y ver si era posible comenzar a potenciar el uso o desarrollo de

pensamiento relacional.

Actividad escrita. Finalmente, se les propuso a los estudiantes escribir igualdades

verdaderas de las formas:

para estimular y evaluar la comprension del signo igual después de la discusion

anterior.

Breve discusion final. Cuando cada alumno/a habia escrito al menos cuatro o
cinco igualdades se discutieron brevemente algunas de ellas con toda la clase,
eligiéndose especialmente aquellas que pudieran favorecer el uso de pensamiento

relacional en su resolucion.
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RESULTADOS

- actividad escrita (ver respuestas en la tabla B2 del anexo B)

Andalisis de las concepciones de cada alumno/a. Analizando las respuestas a las
igualdades verdaderas y falsas se observa que tres de los/as quince alumnos/as
respondieron correctamente a la mayoria de las igualdades, presentando dificultades
solo en las igualdades de la forma a = a. Estos/as alumnos/as recordaban la discusion
de la Sesion 1% Diez alumnos/as mostraron la concepcion erronea del signo igual que
hemos denotado como “a + b = ¢”, y seis de ellos/as mostraron la aceptacion de
igualdades de la forma “c = a + b” resolviendo correctamente la igualdad 10 = 4 + 6.

Los/as otros dos alumnos/as no mostraron una clara concepcion del signo igual.

Anadlisis global de las respuestas. La tabla 6 muestra el numero de respuestas

correctas e incorrectas correspondiente a cada una de las igualdades.

Igualdades de la Numero de alumnos/as
Sesion 2y dndero Falso 2

3=3 5 9 1
7=12 2 10 3
10=4+6 9 5 1
2+2+2=3+3 5 9 1
34=34+12 2 11 2
9+4=4+9 3 8 4
37+14=38+13 5 6 4

Tabla 6: Numero de alumnos/as que dieron las distintas respuestas a las igualdades verdaderas y falsas
de la Sesion 2% El nimero de alumnos/as que respondieron correctamente a cada una de las igualdades
aparece sombreado. N =15

Con respecto a las igualdades escritas por los/as alumnos/as para corregir las
igualdades que consideraban falsas, se observa que todas fueron de la formaa+b +...
+ ¢ = d, salvo las escritas por dos de los/as alumnos/as que resolvieron correctamente
la mayoria de las igualdades. Estos dos estudiantes mostraron su mas desarrollada

concepcion del signo igual generando las igualdades 34 =34y 6+7=4+9.
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Como se observa en la tabla 6 nueve alumnos/as consideraron falsa la igualdad
3 = 3. Estos/as alumnos/as corrigieron la igualdad para que expresara una operacion
escribiendo: 3+0=3,0+3 =3y 3 +3=6. En el caso de la igualdad 10 =4 + 6 las
correcciones fueron en su mayoria las igualdades 4 + 6 = 10 6 6 + 4 = 10 mostrando
una fuerte rigidez en la comprension del signo igual de dichos/as alumnos/as.

El uso erroneo del signo igual para expresar una cadena de operaciones que ha
sido observado en nifios y adultos por Carpenter, Franke y Levi (1999), Kieran (1981)
y Ma (1999), tuvo lugar en las correcciones de la igualdad 37 + 14 = 38 + 13 donde
una alumna escribié 37 + 14 = 51 + 16 = 77, aplicando aqui la concepcidn del signo

igual “estimulo para una respuesta”

- discusion (Ver trascripcion en el anexo C)

Antes de iniciar la discusion de las igualdades se les pregunto a los/as alumnos/as
por el significado del signo igual y se les recordd que “los dos lados tienen que ser lo
mismo”. Una alumna explicd “es como si tienes una balanza y tienes que poner la
misma cantidad de ambos en cada lado para que sea igual”. Estas verbalizaciones
ocasionaron que los estudiantes sugirieran en la discusion respuestas diferentes a las
dadas previamente por escrito. La discusion permitid seguir negociando la
comprension del signo igual mediante el intercambio de opiniones de los/as
alumnos/as y las diferentes formas sugeridas para corregir las igualdades.

Por ejemplo, discutiendo la igualdad 2 + 2 + 2 = 3 + 3 una alumna dijo que era
cierta y explicod “es cierta porque dos mas dos mas dos es igual a seis y también lo es
tres mas tres”. Otros/as alumnos/as explicaron que creian que era falsa: “pensé que
debia ser dos mas tres igual a cinco” y “pensé que era falsa porque el signo igual estéd
en el medio”. Cuando se les pregunt6 donde les gustaba ver el signo igual explicaron
que al final.

Otras de las justificaciones aportadas durante esta discusion fueron “[7 = 12] es
falsa porque no son nameros iguales” y “[10 = 4 + 6] es verdadera porque ambos son
lo mismo”. Esta discusion permitid observar como se esforzaban los/as alumnos/as
por entender las distintas igualdades. Se oyeron comentarios tales como “johhh!” y
“;quieren enganarte!”.

En esta discusion se abordaron diversas ideas concepciones de los/as alumnos/as
como el pensar que las igualdades de la forma ¢ = a + b son falsas por estar al revés o

sus dificultades con la presencia del signo igual en mitad de la igualdad.

66



Las igualdades de la forma a = a causaron una especial confusion. Durante la
actividad escrita s6lo cinco de los/as alumnos/as aceptaron como cierta la igualdad
3 = 3, y durante la discusion los/as alumnos afirmaron inicialmente que 7 = 12 era
verdadera. Tras la discusion de ambas igualdades un alumno preguntd “;Y si fuera

seis igual a doce?”. Dicho alumno habia razonado correctamente un minuto antes la
resolucion de la igualdad 2 + [| = 3 + 4, por lo que entendia que el signo igual

expresa una igualdad entre las expresiones a ambos lados de dicho signo, pero tenia

dificultades en entender las igualdades que no incluian operaciones.

Pensamiento relacional. Durante esta discusion un alumno explico “34= 34 + 12
es falsa porque treinta y cuatro mas doce va a ser mas que treinta y cuatro”. Este
alumno justificd la falsedad de la igualdad sin recurrir a realizar las operaciones,
comparando las cantidades 34 y 34 +12. Esta explicacion muestra claramente el uso
de pensamiento relacional. Desafortunadamente no tuvieron Ilugar mas

verbalizaciones de este tipo.

- actividad escrita (ver resultados en la tabla B3 del anexo B)

Con respecto a la ultima actividad de esta sesion, todos salvo dos de los/as
alumnos/as fueron capaces de escribir igualdades verdaderas de la formaa +b=c +
d,a-b=c-doda+b=c-d, aunque cuatro de ellos requirieron cierta orientacion
inicial debido a que estaban escribiendo igualdades de la forma a = b = c. Los/as dos
alumnos/as que no realizaron con éxito esta actividad mostraron falta de comprension
del signo igual. Uno de ellos s6lo admitia igualdades de la forma a £+ b = c. La otra
alumna se habia incorporado recientemente a este colegio, y ademas de tener grandes
dificultades para comprender el idioma hablado en el aula, mostr6 tener falta de

habilidades para realizar sumas y restas con nimeros menores que diez y para calcular

la cantidad desconocida en situaciones tales comoa+L]=b,a-Ll=b 6 [J -a=b.

La notacion empleada (_ + =+ ) puede ser confusa para aquellos/as
alumnos/as que interpreten la linea como una variable y asuman que el mismo numero
debe ser considerado en cada espacio. Esto no supuso ningtin problema en este caso.

Esta actividad ayud¢ a los/as alumnos/as a clarificar y consolidar su comprension del
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signo igual. Los/as alumnos/as podian generar igualdades de mayor o menor
dificultad segiin su eleccion. La mayoria escribieron varias igualdades con dos
nimeros y una operacion en cada lado, no solo resta o multiplicacion sino también
divisiéon y multiplicacion (ver figuras 3 y 4). Muchos/as de los/as alumnos/as
escribieron igualdades con expresiones iguales a ambos lados del signo igual como en
10+0=10+0612+12=12+12.

En algunos casos como en la figura 4, los/as alumnos/as multiplicaron o
dividieron por uno, o en otros casos sumaron cero. Esta era una forma facil de generar

igualdades que muestra su conocimiento de la propiedad identidad.

i+-L:£_*i P S
— | i el % A
|lot 1@ = 2 *Y _ S— .

et T w4 -

Figura 4
a7 v i

Figura 3

Una alumna gener6 una igualdad larga (figura 5) en la que descompuso noventa
en varios sumandos. En su segunda igualdad implicitamente uso la propiedad
conmutativa y asociativa, esencialmente haciendo 201 + 300 = (200 + 1) + 300 = (200
+300) + 1 =500 + 1. En estas dos igualdades la alumna descompuso los sumandos de
ambos lados del signo igual de modos diferentes dando indicios del uso de

pensamiento relacional.

200+200=400 -O 2011 300 =500+ |
A0+ 200= 200+ 10 HD +2.0 1 3842.0
Figura 5

Otros/as alumnos/as también escribieron igualdades que sugieren el uso de
pensamiento relacional. Algunas igualdades fueron de la formaa+b=(a—-1)+ (b +
1) como en 51 + 51 =50 + 52. Una alumna escribi6 igualdades con la operacién resta

de la formaa-b=(a+ 1)— (b + 1) (ver figura 6). Aunque estas igualdades parecen

68



indicar el uso de pensamiento relacional, los/as alumnos/as no lo verbalizaron cuando
se les cuestiond sobre como habia construido las igualdades. La discusion de las
igualdades que muestra la figura 6 podria promover una mayor comprension de las
propiedades de la resta.

Un alumno mostro cierta tendencia a escribir la respuesta a la operacion en la
mitad de las igualdades (separando ambos lados) (ver figura 7), lo cual también se
observo en las igualdades construidas por una alumna en la primera actividad escrita
de esta sesion (37 +14=51=51=38+13,2x3=6=3+3y4+6=10=10). Este
comportamiento parece indicar la necesidad de que la respuesta esté¢ expresada en la
ecuacion, y puede ser un paso intermedio entre la forma mas familiara+ b =c y la

menos familiara+b=c +d.

12°C - 13- 9 }O+/):lj :lO +) /OX/T/O :/01'0

Y- ¢=- 15 Lxd=¢=2%
g:10< 9

WHO=0=-30-0=30
g~ =1l Figura 7

Figura 6

- breve discusion final (Ver trascripcion en el anexo C)

Al final de la clase se discutieron algunas de estas igualdades en la pizarra. Se
eligieron algunas igualdades que podian favorecer el uso de pensamiento relacional,
tales como 8 + 8 =9 + 7y 18 — 12 = 19 — 13, sin embargo, ningiin/a alumno/a
justifico las igualdades refiriendo a relaciones entre los dos términos sino a céalculos
concretos. Varios/as alumnos/as justificaron la veracidad de las igualdades 11 + 1 =7
+5,18—12=19-13,8+8=9+7y 3 x4=2x 6 explicando que las operaciones en
ambos lados del signo igual daban lugar al mismo resultado.

Los estudiantes que participaron en esta breve discusion mostrando una correcta
comprension del signo igual. Los resultados de la actividad previa (construccion de
igualdades con cuatro términos) habian mostrado que trece de los/as quince

alumnos/as sabian wusar el signo igual correctamente cuando se les pedia
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expresamente. Este avance se habia producido tras la discusion de las igualdades
verdaderas y falsas y los esfuerzos individuales de los/as alumnos/as por construir

igualdades verdaderas.

Conclusiones de la Sesion 2. En esta sesion aprendimos que las concepciones
erroneas sobre el signo igual no se remedian simplemente explicando la correcta
interpretacion o uso del signo igual. Esto no es sorprendente debido a la repetida
exposicion que los/as alumnos/as tienen a igualdades de la forma a = b = [ . Sin
embargo, considerabamos que el sefialar sus concepciones erroneas podia ser
suficiente para que los/as alumnos/as aceptaran una concepcion mas amplia del signo
igual. Claramente no lo fue. Los/as alumnos/as necesitan oportunidades para
desarrollar su propia comprension del signo igual.

En esta sesion se llevaron acabo dos actividades que consideramos decisivas en el
avance detectado en la comprension del signo igual de los/as alumnos/as. Dichas
actividades son la discusion de las igualdades verdaderas y falsas y la construccion de
igualdades de la foorma + =+ . Tras los intentos individuales de los/as
alumnos/as por entender las igualdades de la Sesion 1* y la actividad escrita de la
Sesion 2%, la discusion permitid aclarar las dudas que los/as alumno/as estaban
experimentando y negociar la comprension del signo igual considerando igualdades
de variadas formas. Finalmente la actividad de construccion de igualdades verdaderas
permitié a los/as alumnos/as poner en juego e ir interiorizando una concepcion mas
amplia del signo igual.

Ademads, esta ultima actividad mostré el potencial del uso de igualdades
numéricas en la ensefianza de la aritmética. Las igualdades de los/as alumno/as
aportaron importante informacion sobre sus conocimientos aritméticos, pudiendo
haberse empleado en el aula para hacer explicitas y discutir propiedades de las

operaciones y promover el desarrollo del sentido numérico de los/as alumnos/as.

Con respecto al desarrollo del pensamiento relacional no se observaron
importantes avances. La explicaciéon de un alumno mostr6 la emergencia de forma
natural de este pensamiento, sin embargo, la mayoria de nuestras acciones estuvieron

dirigidas al desarrollo de la comprension del signo igual.
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4.3 Sesion 3*: Discusion y evaluacion

Veinte alumnos/as participaron en esta tarea, dieciocho forman parte de nuestro

estudio.
Actividades de la Sesion 3" | Igualdades empleadas Fecha
- discusion Igualdades numéricas 19-2-2004
- prueba escrita de evaluacion verdaderas y falsas (quince dias después de
la sesion 2°%)
DISENO

Esta tarea consisti6 en una discusion sobre varias igualdades verdaderas o falsas y

una posterior actividad individual de evaluacién (ver figuras 8 y 9).

Discusion. Segin los resultados de la tarea anterior la mayoria de los/as
alumnos/as sabia usar el signo igual correctamente cuando se les pedia
explicitamente. En esta situaciéon una discusion con toda la clase seria beneficiosa
para todos los estudiantes: algunos podrian consolidar su comprension del signo igual,

y los que atn tenian dificultades podrian mejorar su comprension del signo igual

Sesién 3° escuchando a sus compafieros/as y discutiendo
Igualdades para la discusion | sobre nuevas igualdades. Ademés, se considerd que
20+20=20+20 debido a la mayor comprensiéon del signo igual
10 x 10 =100 = 90+10 mostrada por los/as alumnos/as, varios de ellos/as
7+15=100+100 podian verbalizar el uso de pensamiento relacional
12+11=11+12 o algunas afirmaciones generales tales como
15+2=15+3 “cuando sumas dos nimeros no importa si cambias
3x5=15+1 el orden”. Por este motivo se consideraron
6-6=1-1 igualdades que pudieran favorecer la emergencia de
10-7=10-4 pensamiento relacional en la discusion. Para ello se
51+51=50+52 incluyeron algunas de las igualdades escritas por
5+1=7-1 los/as alumnos/as en la Sesion 2* pues podrian
3+3+3=9+2=11 favorecer la verbalizacion de su pensamiento.
Figura 8

Laigualdad 3 +3 +3 =9 + 2 =11 fue considerada con el objetivo de discutir este

uso incorrecto del signo igual para representar una cadena de operaciones, el cual
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habia sido observado en la sesion 2% Ademas, incluimos la igualdad 10 x 10 =100 =
90 + 10 para motivar la discusion sobre la necesidad, que habian manifestado

algunos/as alumnos/as, de escribir la respuesta en mitad de la igualdad.

Actividad de evaluacion. Finalmente se realiz6 una actividad de evaluacion (ver
figura 9) dirigida a evaluar la comprension de los/as alumnos/as en este momento. En
esta actividad se incluyeron igualdades de todas las formas discutidas en clase (a = a,
c=axb,axb=c+d,atb=c+d+e). Laresolucion de esta variada seleccion de
igualdades requeria una correcta comprension del signo igual. Ademads, se les pidio a
los/as alumnos/as que generaran una igualdad verdadera con el objetivo de analizar

qué uso hacian del signo igual cuando no se les daban indicaciones concretas.

Actividad de evaluacion de la Sesion 3*
1. Rellena los espacios con el nimero que hace cierta la igualdad
5+1=01+2
44+ [1=2+2+2
1+0=30-10

2. Decide si las igualdades son verdaderas o falsas.

9=5+4 V F
3+7=10+6 V F
8§=28 V F

3. Escribe una igualdad que sea verdadera.

Figura 9

RESULTADOS
- discusion (Ver trascripcion en el anexo C)

A diferencia de la sesion anterior, durante esta discusion la mayoria de las
correcciones sugeridas por los/as alumnos/as no eran de la formaa +£b =c (Ej. 7 +
193 =100 + 100, 10 = 7="7 -4, 15 + 3 =15 + 3). Esto mostrd un importante avance
en la comprension de los/as alumnos/as pues no so6lo eran capaces de evaluar las
igualdades correctamente sino que, ademas, usaban el signo igual en su mas amplia
interpretacion sin que se les fuera requerido expresamente.

Pensamiento relacional. Durante la discusion los/as alumnos/as verbalizaron en

diversas ocasiones el uso de pensamiento relacional. En algunas de las igualdades se
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les pregunto6 especificamente si podian resolver las igualdades sin hacer céalculos (“sin
hacer la aritmética”) con el objetivo de fomentar este tipo de verbalizaciones.

En la igualdad 20 + 20 = 20 + 20, explicaron “es verdadera porque son los mismos
nimeros”, y “no hace falta escribir la respuesta”. Un alumno dijo “es falsa porque el
signo igual esta en el medio”. Debido a este comentario se le pregunto a la clase si era
correcto escribir el signo igual en el medio, a lo que contestaron afirmativamente. Este
comentario nos recordd que algunos/as alumnos/as aun no habian desarrollado una
comprension adecuada del signo igual.

En la igualdad 7 + 15 = 100 + 100, todos los/as alumnos/as respondieron que era
falsa, explicando: “es falsa porque siete mas quince es pequefio y cien mas cien es
doscientos”, “es falsa porque siete mas quince es igual a veintidos y cien mas cien es
igual a doscientos”, “siete mas quince no es ni siquiera cien”. Los/as alumnos/as
también dieron muestran de sus inicios en el uso de pensamiento relacional en otras
igualdades: “[51 + 51 = 50 + 52] es verdadera porque si tomas uno de cincuenta y uno
al otro cincuenta y uno obtienes cincuenta mas cincuenta y dos”, y “[15 +2 =15 + 3]
es falsa porque tres es mas grande que dos”. Estas explicaciones reflejaron el tipo de

pensamiento que se pretendia fomentar.

En la discusion de la igualdad 12 + 11 = 11 + 12 los estudiantes explicaron: “Es
verdadera porque tiene los mismos numeros: El doce esta delante y después detrés, y
el once esta detras y después delante” y “Es verdadera porque han cambiado de orden
los niimeros”. Los/as alumnos/as no realizaron ningun tipo de célculo sino que
observaron la igualdad en su totalidad y compararon las expresiones a ambos lados
del signo igual. Este era uno de los objetivos perseguidos con el uso de igualdades
verdaderas y falsas: romper la fuerte tendencia computacional de los/as alumnos/as y
forzar la consideracion de todos los términos de la igualdad. Sin embargo, no
exploramos mas extensamente esta verbalizacion de la propiedad conmutativa por lo
que no sabemos si los/as alumnos/as eran conscientes de que solo es aplicable en el
caso de la suma o similarmente afirmarian que 34 — 15 = 15 — 34 es una igualdad

verdadera.

Con respecto a la tendencia observada en dos de los estudiantes de escribir el

resultado de la operacion en el medio de la igualdad (como en 16 x 2 =32 =30 + 2),
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podemos sefalar que no volvid a producirse este dia en ninguno de los estudiantes.

Uno de los alumnos que habia mostrado anteriormente esta tendencia justifico

correctamente la falsedad de la igualdad 7 + 15 = 100 + 100 y la veracidad de la

igualdad 3 x 5 =15 + 1, y, ademas, propuso la igualdad 15 + 3 = 15 + 3 como

correcciébna 15+2 =15+ 3.

Discusion de la ultima igualdad. 1a discusion de la igualdad 3 +3 +3=9+2 =

11 fue especialmente interesante pues se intentd poner a prueba la comprension de

. .y . sr 11
los/as alumnos/as. Esta discusion es mostrada a continuacion ;

1 escribe la igualdad en la pizarra y la lee.

I: ;Qué pensais de esta igualdad?, ;Es verdadera o falsa?

CL: Creo que es falsa porque tres mas tres mas tres es igual a nueve y nueve
mas dos es igual a once

I: ;No es eso lo que dice ahi?

I lee la igualdad de nuevo y pregunta a aquellos/as alumnos/as que levantan la
mano, escuchandose las siguientes intervenciones

A2: Tres mas tres mas tres no es igual a once

AL: Yo creo que es verdadera

HR: Yo creo que es falsa porque tres mas tres mas tres es igual a nueve y nueve
mas dos es igual a once

CH: Es falsa porque el signo igual estd en el medio y tres mas tres mas tres es
nueve y nueve mas dos es igual a once

HY: Es falsa. Todas las partes deberian ser nueve

MG: No estoy segura... es en parte verdad y también parece falsa

DH: Es cierta porque tres mas tres mas tres es igual a nueve y nueve mas dos es

igual a once

Como habia distintas opiniones se explicé que “un matematico” diria que es falsa

porque tres mas tres mas tres no es igual a nueve mas dos. Se les explicé que cuando

los matematicos quieren indicar una cadena de operaciones usan flechas como en

3+3+3-59+2—11.

"I denota a la investigadora y las demas siglas corresponden a alumnos/as.
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A pesar de los intentos de confundir a los estudiantes, la comprension del signo
igual de algunos de ellos era suficientemente firme como para mantener su opinién
sobre la falsedad de la igualdad y defenderla a lo largo de la discusion. Después de
esta discusion un alumno concluy6 (pidiendo confirmacién): “Si tienen la misma
respuesta es verdadera pero si tienen diferente respuesta es falsa”.

Esta breve discusion mostro las dificultades que los/as alumnos/as encuentran en
la comprension del signo igual y especialmente con este uso incorrecto del signo

igual.

- actividad escrita de evaluacion (ver respuestas en la tabla B4 del anexo B)

Andlisis de las concepciones de cada alumno/a. En la evaluacion final doce de
los/as dieciocho alumnos/as resolvieron al menos cinco de las seis igualdades
correctamente, de lo cual puede concluirse que habian adquirido una adecuada
comprension del signo igual. Tres alumnos/as continuaron dando respuestas resultado
de la concepcidn del signo igual denotada “a +£ b = ¢” y ademés aceptaron igualdades
de la forma ¢ = a £ b. Otros/as tres alumnos/as no resolvieron correctamente la
actividad ni mostraron ninguna clara concepcion del signo igual en sus respuestas.
Dos de estos/as alumnos/as no habian estado presentes en el aula en la Sesion 22
Como resultado de esta discusion y la discusion y actividad de la Sesion 27, nueve
alumnos/as més parecian haber avanzado en su comprension del signo igual.

Sorprendentemente un alumno no resolvié adecuadamente esta actividad pese a
haber razonado correctamente durante la discusion previa. Este alumno respondi6 seis
en laigualdad 5+ 1 =[] +2 ytreintaen [ ] +0 =30 - 10. Ademas, escribio 55 =5 x
11=24+9=3x3=2+2=1+1, después de haber explicado correctamente minutos
antes que la igualdad 3 + 3 +3 =9+ 2 = 11 era falsa porque “tres mas tres mas tres es

igual a nueve y nueve mas dos es igual a once”.

Anadlisis global de las respuestas. En la tabla 7 se muestran los errores que

tuvieron lugar en esta actividad. Como se observa en la tabla fueron las igualdades
1+0=30-10y 5+ 1=[] +2 las que presentaron un mayor nimero de respuestas

incorrectas. Se observaron repuestas erroneas similares a las detectadas en la Sesion 1?
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como la suma de dos términos o de todos los términos, siendo la mas frecuente la

aplicacion de la concepcion denotada “a+b=c".

Igualdades Respuestas | Frecuencia Naturaleza de las respuestas erroneas
erroneas de las
respuestas
erroneas
5+1=[1+2 6 3 Concepcion “a+b=c”
3 1 Posible error de calculo o suma de dos términos
8 1 Suma de todos los términos
5 1 Repetir uno de los términos
4+[]1=2+2+2 10 1 Suma de todos los términos
? 1
1+0=30-10 10 2 Repetir uno de los términos
40 3 Suma de dos términos
30 3 Concepcion “a+b=c”
9=5+4 F 0
3+7=10+6 \Y 3 Concepcion “a+b=c”
8=8 F 2

Tabla 7: Respuestas incorrectas de la prueba escrita de evaluacion de la Sesion 3. N =18.

Respuestas a la ultima cuestion: “Escribe una igualdad que sea verdadera”.
Todos aquellos/as alumnos/as que mostraron haber construido una adecuada
comprension del signo igual (resolvieron al menos cinco igualdades correctamente)
escribieron igualdades verdaderas correctas con dos términos a cada lado del signo
igual tales como 2 x 10,000= 10,000 + 10,000,9x2=9+9y 3+ 1=6-2. El resto
de los/as alumnos/as escribieron igualdades verdaderas correctas de la forma a + b =
¢, salvo dos alumnos/as que escribieron (incorrectamente) las igualdades 55 =5 x 11=

2+9=3x3=2+2=1+1y30+40=70+ 10.

Conclusiones de la Sesion 3°. En esta sesion pudimos observar un gran avance en
la comprension del signo igual de los/as alumnos/as y una importante emergencia de
pensamiento relacional. En todas las igualdades hubo explicaciones basadas en el
calculo de las operaciones a ambos lados del signo igual, pero, ademas, en numerosas
ocasiones se verbalizaron justificaciones basadas en pensamiento relacional.

Observamos que el uso incorrecto del signo igual para expresar una cadena de

operaciones caus6 importantes dificultades a los/as alumno/as.
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4.4 Sesion 4*: Discusion

Veinte alumnos/as participaron en esta tarea, dieciocho forman parte de nuestro

estudio.
Actividades de la | Igualdades empleadas Fecha
Sesion 4°
Igualdades numéricas 4-3-2004
- discusion verdaderas y falsas (quince dias después
de la sesion 3%)
DISENO

Dos semanas después llevamos acabo una
Discusion de la Sesion 4°

37+23=142
27+48 —48 =27
34+28=30+20+4+8
76 =50 - 14
4x5=5+5+5+4

20+ 15=20+10+5
103 +205 =105 + 203
12-7=13-8

discusion para fomentar el uso de pensamiento
relacional. Durante la Sesion 3* la mayoria de los/as
alumnos/as mostr6 haber construido una adecuada
comprension del signo igual lo cual podia favorecer
la emergencia de pensamiento relacional.

En esta discusiéon se consideraron igualdades
verdaderas y falsas que se discutieron una a una en la

pizarra dando previamente tiempo a los/as

alumnos/as para pensar en ellas individualmente

(Ver figura 10). Figura 10

RESULTADOS (Ver trascripcion de la discusion en el anexo C)

En esta discusion mas alumnos/as verbalizaron pensamiento relacional. En todas
las igualdades, salvo en 34 + 28 = 30 + 20 + 4 + 8, los/as alumnos/as dieron
explicaciones basadas en pensamiento relacional tales como “[27 + 48 — 48 = 27] es
cierto porque hay un mas cuarenta y ocho y un menos cuarenta y ocho [...] y eso va a
ser cero”, “[103 + 205 = 105 + 203 es verdadera] porque cinco mas tres son ocho y
hay dos ochos haciendo juego y entonces tenemos trescientos ocho y en el otro lado
trescientos ocho”, “han cambiado el cinco y el tres” y “[12 — 7 = 13 — 8] es cierto
porque han sumado uno al siete y han sumado uno al doce”.

En todas las igualdades los estudiantes también dieron explicaciones basadas en el

calculo de las operaciones a ambos lados del signo igual, mostrando que no estaban

aplicando unicamente pensamiento relacional.
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Las verbalizaciones de los/as alumnos/as fueron en ocasiones confusas. Los/as
alumnos/as tenian mayor dificultad en comunicar su pensamiento cuando este se
referia a relaciones entre los términos que cuando se referia a operaciones concretas.
En estos casos la labor de la investigadora fue esencial motivando la clarificacion de

las explicaciones y “traduciéndolas” al resto de la clase.

Dificultades observadas. Durante esta discusion s6lo hubo dos comentarios (de un
mismo alumno) que mostraron la existencia de concepciones erréneas sobre el signo
igual. Un alumno dijo que 76 = 50 — 14 era falsa porque “setenta no es igual que
cincuenta” y afirmé que 4 x 5=15+ 5+ 5 + 4 era falsa “porque cuatro veces cinco es
veinte mas cinco es veinticinco....”. De las sesiones anteriores sabiamos que este
alumno tendia a considerar el signo igual como un estimulo para dar una respuesta y
durante las discusiones no parecia darse cuenta de una interpretacion mas amplia del

signo igual. Dicha concepcion es la que parece estar aplicando en estas igualdades.

;Qué diria un matematico? Una alumna preguntd expresamente que diria un
matematico con respecto una igualdad, aun después de haber sido justificada su
veracidad por dos de los/as alumnos/as. Esta cuestion hizo manifiesta una necesidad
que no se habia observado hasta el momento y es la necesidad de una autoridad.
Idealmente la solidez y coherencia del conocimiento matematico debe ser suficiente
en si misma para establecer la validez o no de un razonamiento. Nuestro objetivo era
que los/as alumnos/as desarrollaran su comprension mediante la discusion en el aula.
Estos/as alumnos/as estdn acostumbrados a que la autoridad en la clase sea la maestra
y en este caso dicha autoridad habia sido trasferida a la figura de un matematico pero
seguia siendo necesaria para esta alumna. La introduccion de la interpretacion del
signo igual refiriendo a la figura del matematico parecia haber creado un obstaculo, lo
cual nos hace cuestionarnos sobre formas alternativas de introducir el significado del

signo igual.

Conclusiones de la Sesion 4. En esta sesion observamos como el uso de
pensamiento relacional llegd a ser frecuente en este grupo de alumnos/as, siendo en
ocasiones espontaneas este tipo de explicaciones y en otras motivadas por preguntas

tales como si podian resolverlo sin hacer la aritmética, o sin sumar.
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4.5 Sesion 5*: Evaluacion

Dieciséis alumnos/as participaron en esta tarea, quince forman parte de nuestro

estudio.

Actividades de la Igualdades empleadas Fecha
Sesion 5*

13-5-2004
- prueba escrita de evaluacion Igualdades numéricas abiertas | (dos meses después
de la sesion 4°*)

DISENO
Para determinar la durabilidad de la comprension del signo igual mostrada por

los/as alumnos/as, dos meses después se realizd una prueba escrita similar a la

considerada en la primera sesion pero con nimeros | Igualdades de la Sesién 5°

ligeramente diferentes (Ver figura 11). Se incluy6 una 9+3=1[1+4
igualdad extra (238 + 49 =[] + 40 + 9) en la que se 1=16-5
les pedia a los/as alumnos/as que explicaran como la 8+[1=7+3
habian resuelto. Esta igualdad podria favorecer la 10+d=4+[]
aplicacion de pensamiento relacional ya que, al
. 15-5=101-6
involucrar nimeros mas grandes, los céalculos eran

+5=6+8

mas complejos y por eso los/as alumnos/as podian ser

més reacios a operar y asi percibir mas facilmente la | 238 +49=1/+40+9

relacion existente entre cuarenta y nueve y cuarenta .
Figura 11

mas nueve.

RESULTADOS (ver respuestas en la tabla B5S y B6 del anexo B)

Analisis de las concepciones de cada alumno/a. Doce de los/as quince
alumnos/as resolvieron correctamente al menos cinco de las siete igualdades lo cual
interpretamos como que habian construido una adecuada comprension del signo igual.
Otros/as dos alumnos/as presentaron la concepcidon del signo igual “a = b = ¢”
mostrando, ademas, la aceptacion de igualdades de la forma ¢ = a = b. El otro alumno
no resolvio la actividad correctamente ni mostrd claramente su concepcion del signo

igual.
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Analisis global de las respuestas. Las igualdades que presentaron un mayor
numero de respuestas incorrectas fueron [/ =16-5,15-5=[1-6y238+49=1[]+
40 + 9 con seis, siete y cinco repuestas erréneas respectivamente. En el caso de la

igualdad [ | = 16 — 5 la mayoria de dichas respuestas parecen ser debidas a errores de

calculo mientras que en la igualdad 15 - 5 =[] - 6 tres de ellas son resultado de la
concepcion denotada “a £ b = ¢” y otras dos son el resultado de operar juntos todos
los términos de la igualdad. En total, salvo cinco respuestas erroneas que no han sido
clasificadas el resto de las respuestas erroneas encontradas correspondieron a la suma
o resta de dos de los términos de la igualdad, posibles errores de calculo, o aplicacién

de la concepcion del signo igual “a+b=c".

Respuestas a la ultima igualdad. (Ver tabla B6 en anexo B) Con respecto a la
ultima igualdad tres de los/as alumnos/as no tuvieron tiempo para realizarla. Siete de
los/as quince alumnos/as resolvieron correctamente esta actividad y cuatro de ellos/as
dieron explicaciones claras que mostraron pensamiento relacional: “Me di cuenta de
que el nimero era 49 y 40 + 9 = 49 por eso sume 238, “Pensé en el cuarenta y en el
nueve y pensé el cero no contaba y por eso es cuarenta y nueve y es igual”, “Porque
40 + 9 = 49 entonces tu sumas 238 y entonces da la misma respuesta”, y “Dividi el 49
por la mitad en 40 y 9. No sume 238 y 49”.

El resto de los estudiantes que resolvieron correctamente esta igualdad aportaron
explicaciones dificiles de interpretar. Por ejemplo, una alumna explicé “el modo en el
que encontré la respuesta fue haciéndolo de la otra forma”. Asumimos que estos/as
alumnos/as resolvieron la igualdad mediante pensamiento relacional pues no restaron

y no podemos imaginar otra forma en la que podian haberlo resuelto.

Conclusiones de la Sesion 5°. En esta ultima sesion evaluamos la comprension del
signo igual de los alumnos/as tras las cuatro sesiones previas, observando que sélo
tres de los/as quince alumnos/as no resolvieron correctamente la mayoria de las
igualdades. Ademas, casi la mitad de los/as quince alumnos que estuvieron presentes
dicho dia en el aula emplearon pensamiento relacional en al menos la resolucion de

una de las igualdades.
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4.6 Analisis final de la investigacion

A continuacion analizamos la evolucion de los/as alumnos/as a lo largo de las

cinco sesiones en las que consistid nuestra recogida de datos e intervencion en el aula,

con relacidon a dos aspectos: la comprension del signo igual y el desarrollo o uso de

pensamiento relacional.

Evolucion de las concepciones de los/as alumno/as sobre el signo igual

Concepciones sobre el Sesion 1* | Sesion 2% | Sesion 3* | Sesion 57
signo igual N=13 N=15 N=18 Prueba
Final
N=15
Estimulo para |a+b=c 8 5 0 0
una respuesta
Expresionde |atb=c 3 6 3 2
una accion y
c=a=xb
Significado atb=c 0 3 12 12
del signo igual y
c=azxb
y
atb=c+d
Sin clasificar 2 1 3 1

Tabla 8: Evolucion de los/as alumnos/as a lo largo de las cinco sesiones.

La tabla 8 muestra la evolucion de las concepciones de los/as alumnos/as sobre el

signo igual a lo largo de las diferentes sesiones'?. Para analizar esta evolucion hemos

distinguido tres etapas:

Estimulo para una respuesta: concepcion también denotada a = b = ¢, que se
refiere a la interpretacion del signo igual como un comando para dar una
respuesta.

Expresion de una accion: cuando el estudiante so6lo acepta y resuelve
correctamente igualdades de las formas a + b = ¢ y ¢ = a = b, aplicando en
ocasiones la interpretacion del signo igual como un estimulo para dar una
respuesta. En este caso el alumno/a s6lo acepta el uso del signo igual en

igualdades de accion.

12 Ver tabla B7 en el anexo B para conocer los alumnos/as concretos a los que se refieren estas cifras.
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- Significado del signo igual: cuando el/la alumno/a acepta y resuelve
correctamente igualdades de todas las formas consideradas (a=b=c,c=a+tbya
+ b = ¢ £ d), lo cual interpretamos como que el/la alumno/a comprende el
significado del signo igual o equivalentemente decimos que ha construido una

adecuada comprension del signo igual.

Analizando la evolucion de los/as alumnos/as de la Sesion 1* a la Sesion 2* se
observa que en este periodo seis alumnos/as modificaron sus concepciones sobre
signo igual. Una alumna retrocedi6 en su comprension del signo igual: en la Sesion 1*
resolvié correctamente la igualdad [| = 25 — 12 y, en cambio, en la Sesion 2°
considero falsa la igualdad 10 = 4 + 6. Los/as otros cinco alumnos/as avanzaron en la
comprension del signo igual. Tres de ellos/as mostraron haber construido una
adecuada comprension del signo igual al resolver correctamente la mayoria de las
igualdades. Los otros/as dos mostraron la concepcion denominada “expresion de una
accion” al aceptar igualdades de la formac=a+b.

Comparando el desarrollo de las sesiones 2* y 3%, nueve alumnos/as mas mostraron
haber construido una adecuada comprension de signo igual, y un alumno mostréd
cierto avance aceptando igualdades de la formac=a=*b.

Analizando la evolucion de la Sesion 3* a la 5* se observa que dos de los/as
alumnos/as que razonaron correctamente durante las discusiones de las Sesiones 3% y
4" y resolvieron correctamente la prueba escrita de la Sesion 3%, retrocedieron en su
comprension del signo igual mostrando la concepcion denominada “expresion de una
accion”. Estos/as alumnos/as respondieron erroneamente a al menos cinco de las siete
igualdades interpretando el signo igual como un estimulo para dar una respuesta. En
cambio, otros/as tres alumnos/as resolvieron correctamente la mayoria de las
igualdades en la Sesion 5* habiendo mostrado en la Sesion 3* la concepcion
“expresion de una accidon”, detectandose asi un importante avance en el desarrollo de

su comprension del signo igual de la Sesion 3% a la Sesion 52

Evolucion de los/as alumnos/as con respecto al uso de pensamiento relacional
Debido al tipo de recogida de datos realizada no podemos realizar una
clasificacion exhaustiva e individual del desarrollo de pensamiento relacional. Las

evidencias que poseemos sobre el uso de pensamiento relacional corresponden a las
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verbalizaciones realizadas durante el desarrollo de las discusiones en el aula y a las
respuestas de la ltima igualdad de la prueba escrita de evaluacion de la Sesion 5 (ver
tabla B6 en el Anexo B). En total once de los/as dieciocho alumnos/as que
participaron en este estudio dieron muestras orales o escritas de su uso de
pensamiento relacional. Otros/as alumnos/as construyeron igualdades o resolvieron
las actividades de forma que nos hacen sospechar que estaban empleando

pensamiento relacional pero no llegaron a manifestarlo explicitamente.
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CAPITULO 5: DISCUSION Y CONCLUSIONES

En este capitulo se presentan y discuten los principales hallazgos y conclusiones
que se han alcanzado en este trabajo. Para ello se recoge la mayor parte de la
informacion obtenida a lo largo de la consecucion de los objetivos de investigacion,
comparandose los resultados de este estudio con las investigaciones previamente

presentadas en el marco tedrico.

Objetivos de investigacion. El objetivo general de este trabajo era “analizar el
pensamiento matemadtico de los estudiantes puesto de manifiesto al intentar resolver
igualdades numéricas”.

A primera vista puede pensarse que igualdades numéricas como las consideradas
en este estudio pueden ser correctamente resueltas por la mayoria de los alumnos/as
de tercer grado o niveles superiores (esto opinan algunos/as maestros/as segin nuestra
experiencia y segun relatan Falkner, Levi y Carpenter (1999)). Sin embargo, diversos
estudios, y entre ellos éste, confirman que esta creencia esta lejos de la realidad y los
estudiantes de todos los niveles presentan importantes y duraderas concepciones
erroneas sobre el signo igual. Dificultades que radican en el uso del simbolismo y no
en el concepto de igualdad.

Los/as alumnos/as de tercer grado (tercero de primaria) de este estudio
presentaron inicialmente una fuerte tendencia a interpretar el signo igual como un
comando para realizar una operacion, de forma semejante a como ha sido
documentado en otros estudios (Saenz-Ludlow y Walgamuth, 1998; Behr, Erlwanger
y Nichols, 1980; Falkner, Karen, Levi, Linda y Carpenter, 1999 y 2003), siendo, en la
mayoria de los casos, interpretado el niimero situado a la derecha del signo igual

como la respuesta a las operaciones expresadas en el lado izquierdo de la igualdad.



Los/as alumnos/as tendieron a interpretar el signo igual como un simbolo
operacional en vez de relacional, es decir, como un comando para hacer algo (generar
una respuesta) y no como la representacion de una relacion de igualdad. La mayoria
de sus respuestas fueron consecuencia de esta concepcion del signo igual. No sabian
inicialmente como interpretar las igualdades que no eran de la forma a+ b =c y por
ello dieron respuestas resultado de combinar dos o varios de los términos de la

igualdad o repetir uno de ellos.

Concepciones sobre el signo igual. El primer objetivo de este estudio era
“detectar diferentes concepciones del signo igual que manifiestan un grupo de
alumnos/as de tercer grado (tercero de Primaria) al considerar igualdades
numéricas”. Para ello han sido consideradas igualdades numéricas abiertas e
igualdades numéricas verdaderas y falsas como es recomendado en la literatura. En
este estudio hemos considerado concretamente igualdades de las formasa=a,a+b =
c,c=a=xb,atb=c=£d,y algunas otras con mas de dos términos en uno de los
miembros de la igualdad. A continuacién destacamos algunas observaciones en
relacion a las distintas igualdades, contrastando nuestros resultados con los de los

estudios presentados en el marco teorico:

- Joualdades de la formaa=a

Los estudios realizados sobre el signo igual aportan resultados muy diversos en
relacion a las dificultades que presentan los/as alumnos/as en este tipo de igualdades.
Behr, Erlwanger y Nichols (1980) detectaron cierto rechazo ante estas igualdades. Sin
embargo, en el estudio de Freiman y Lee (2004) este tipo de igualdad obtuvo un alto
porcentaje de respuestas correctas, siendo unicamente los/as alumnos/as de Educacion
Infantil los que encontraron algunas dificultades (25 de los/as 33 alumnos/as
respondieron correctamente).

En nuestro caso los/as alumnos/as encontraron importantes dificultades en este
tipo de igualdades debido a que no contienen ningin signo operacional.
Posteriormente, tras las diversas discusiones, estas igualdades fueron aceptadas por la
mayoria de los/as alumnos/as aunque en pocas ocasiones fueron propuestas

correcciones o igualdades de este tipo.
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- Igualdades de la formaa+b=c

En este estudio s6lo hemos considerado igualdades de la forma a = b = ¢ en los
ejemplos, por ser éste el tipo de igualdades que los alumnos/as encuentran mas
frecuentemente en las actividades matematicas y, por lo tanto, ser habitualmente

resultas sin presentarse dificultades relacionadas con el signo igual.

- Jgualdades delaformac=a+b

Los sujetos de nuestro estudio encontraron inicialmente dificultades en este tipo
de igualdades cuando ¢ era desconocida (y en su lugar habia un recuadro) y en menor
medida cuando debian averiguar si la igualdad era verdadera o falsa. Cuando se
consideraron igualdades verdaderas y falsas a lo largo de la negociacion de la
interpretacion y uso del signo igual, este tipo de igualdad fue mas facilmente aceptado
por los/as alumnos/as que las otras igualdades, manifestindose como un primer paso
en la construccion de una adecuada comprension del signo igual. Consideramos que
esto es debido a que este tipo de igualdad es compatible con la interpretacion
operacional del signo igual como un comando para realizar una operacion.

Estos resultados confirman las dificultades observadas en otros estudios en

relacion a igualdades de la forma ¢ = a + b, contrario a nuestras expectativas iniciales.

- Igualdades dela formaa+b=c=+d.

En este tipo de igualdades los/as alumnos/as encontraron numerosas dificultades,
dando respuestas erroneas similares a las detectadas por Freiman y Lee (2004) y
Falkner, Levi y Carpenter (1999). La mayoria de los alumnos/as modificé dichas
igualdades escribiendo las operaciones en el lado izquierdo de la igualdad y la
respuesta en el lado derecho.

Como posible paso previo a la aceptacion de igualdades de este tipo, dos
alumnos/as mostraron cierta tendencia a escribir el valor de cada miembro en mitad de
la igualdad dando lugar a expresiones de la formaa+b=e¢=c=*d.

Este tipo de igualdades fue especialmente empleado en este estudio para negociar

la interpretacion del signo igual y desafiar las concepciones de los alumnos/as.

Las actividades empleadas. Nuestro segundo objetivo de investigacion era
“diseniar actividades que ayuden a los/as alumnos/as a desarrollar su comprension

del signo igual y que fomenten la emergencia y uso de pensamiento relacional en la
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resolucion de igualdades numéricas”. Partiendo del conocimiento aportado por la
revision bibliografica expuesta en el capitulo 2 decidimos utilizar igualdades
numéricas abiertas e igualdades numéricas verdaderas y falsas para evaluar la
comprension del signo igual, fomentar la discusiéon en el aula, desafiar las
concepciones erroneas de los estudiantes sobre el signo igual y promover el desarrollo
de pensamiento relacional.

Observando los resultados, podemos afirmar que en este caso las igualdades
numéricas han probado ser un contexto eficaz en el cual ayudar a los estudiantes a
verbalizar su concepcidn del signo igual y desarrollar su comprension de este simbolo.
Ademas, han ayudado a fomentar un pensamiento mas flexible sobre las operaciones
mediante el establecimiento de relaciones entre ambos miembros de la igualdad,
aunque en este caso serian necesarias mas intervenciones para involucrar a todos los
estudiantes.

Fue especialmente interesante pedir a los/as alumnos/as que escribieran sus
propias igualdades para conseguir mas informacién sobre como estaban pensando y
poder evaluar su comprension mdas acertadamente. Ademas, observamos que dicha
actividades les ayud¢ a clarificar y consolidar su comprension del signo igual.

Se observo que los/as alumnos/as pueden en ocasiones resolver igualdades dadas
(no abiertas) correctamente pero presentar dificultades en el uso del signo igual (lo

cual puede detectarse pidiéndoles que construyan igualdades).

Instrumento de evaluacion del pensamiento algebraico de los/as alumnos/as.
Freiman y Lee (2004) han clasificado una serie de igualdades numéricas abiertas con
el objetivo de construir un instrumento que permita evaluar el pensamiento algebraico
de los/as alumnos/as. Segun dicho estudio las igualdades numéricas que aportan una

mayor informacion sobre el pensamiento de los/as alumnos/as y su evolucion en el
tiempo son, por orden,a+b=c+ [],a+b=[/+d,c=a+[],[]J=a+bya=[]+bhb.

En nuestro estudio s6lo se utilizaron igualdades abiertas en las sesiones 1% y 5%
Dichas igualdades fueron de la forma:a+b=[]1+(b+ 1), [I=a-b,a+[]l=(a—-1)
+b,at+tb=b+[],a-b=1[]-(b-1)y [l +a=(a+1)+b. Las igualdades que
presentaron mas dificultades fueron aquellas con el término desconocido en la tercera
posicion (a+b=1[]+(b+1)ya—-b=L[l-(b- 1)), obteniéndose un mayor nimero de

respuestas incorrectas cuando incluian la operacion resta en vez de la suma
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Evolucion en la comprension del signo igual. El tercer objetivo de este trabajo
era “analizar la evolucion de la comprension del signo igual de los alumnos, a partir
del estudio de sus concepciones”. En este estudio hemos distinguido tres etapas en la
evolucion de las concepciones de los/as alumnos/as a las cuales hemos referido como
- Estimulo para una respuesta: concepcion anteriormente denotada a = b = ¢, que

se refiere a la interpretacion del signo igual como un comando para dar una

respuesta.

- Expresion de una accion: cuando el estudiante solo aceptaban y resolvia
correctamente igualdades de las formas a + b = c y ¢ = a £ b, aplicando en
ocasiones la interpretacion del signo igual como un estimulo para dar una
respuesta. En este caso el alumno/a s6lo aceptaba el uso del signo igual en
igualdades de accion.

- Significado del signo igual: cuando el/la alumno/a aceptaba y resolvia
correctamente igualdades de todas las formas consideradas (a£b=c,c=a+by
a+b=c+£d), locual interpretamos como que el alumno/a comprendia el
significado del signo igual o equivalentemente decimos que habia construido una

adecuada comprension del signo igual.

Dichas etapas se asemejan en cierto sentido a las distinguidas por Carpenter,
Franke y Levi (2003), siendo mas concretas las etapas seguidas en la evolucion de la
comprension del signo igual por nuestro grupo de alumnos/as. Observamos que las
dos primeras concepciones “estimulo para una respuesta” y “expresion de una accion”
corresponden a la interpretacion del signo igual como un simbolo operacional, siendo
unicamente la ultima concepcion “significado del signo igual” la que se refiere al

signo igual como un simbolo relacional.

Aunque para algunos de los/as alumnos/as fue suficiente explicarles la correcta
interpretacion del signo igual, la mayoria requirié considerar numerosos ejemplos y
discutir sobre las distintas concepciones erroneas para ir avanzando en el desarrollo de
su comprension del signo igual. Estas igualdades les resultaban dificiles de entender,
no siendo natural para ellos/as el uso del signo igual “en mitad de la igualdad”.

Sefialamos como causas de estas dificultades la reiterada consideracion a lo largo

de la formacion escolar de los/as alumnos/as de igualdades con las operaciones en el
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lado izquierdo y la respuesta en el lado derecho, junto con el énfasis en la obtencion
de una respuesta que domina la ensefianza de la aritmética.

Queremos destacar la necesidad de incluir igualdades de distintas formas a lo
largo de las diversas actividades aritméticas con el objetivo de impedir la emergencia
de concepciones errdneas, especialmente igualdades de la formac=a+b,a=ay con
varios términos en cualquiera de los lados del signo igual. De esta forma puede,
ademas, prevenirse el receso en la comprension del signo igual que fue observado en
dos de los/as alumnos/as.

También queremos destacar la necesidad de abordar explicitamente en la
ensefianza de las matematicas el uso (incorrecto) del signo igual en cadenas de
operaciones, lo cual hemos observado, causa importantes dificultades a los/as

alumno/as.

La comprension manifestada por la mayoria de los alumnos/as fue estable, es
decir, aquellos estudiantes que mostraron una adecuada comprension del signo igual
en alguna actividad siguieron resolviendo correctamente las sucesivas actividades. Sin
embargo, como se ha comentado anteriormente se produjo cierto retroceso en la
comprension de dos alumnos/as lo cual enfatiza la necesidad del uso habitual de

igualdades de variadas formas en el aula.

Pensamiento relacional. Nuestro ultimo objetivo de investigacion era “analizar
la emergencia y desarrollo del pensamiento relacional durante el trabajo con
igualdades numéricas”. El éxito alcanzado en promover el uso de pensamiento
relacional fue parcial.

Conseguir que los/as alumno/as se paren y consideren la igualdad en su totalidad
fue una de las principales dificultades encontradas, junto con su fuerte inclinacion al
calculo. El uso de las igualdades verdaderas y falsas especialmente disefiadas para
fomentar el desarrollo y uso de pensamiento relacional, y el preguntarles a los/as
alumnos/as especificamente si podian resolver las igualdades “sin hacer la aritmética”
ayudoé a disminuir la tendencia al calculo de los/as alumnos/as y a que prestaran mas
atencion a las relaciones entre los términos de las igualdades.

El analisis global de la recogida de datos muestra que el grupo de alumnos/as de
tercer grado estaban capacitados para desarrollar pensamiento relacional asi como una

correcta concepcion del signo igual, sin embargo observamos que se requiere mas
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tiempo para que todos los estudiantes desarrollen pensamiento relacional y lo apliquen
en sus calculos, siendo necesario que se promueva explicitamente en el aula. Durante
las intervenciones en el aula se observo que algunos de los estudiantes no escuchaban
las explicaciones que daban sus compaieros/as lo cual se manifestd6 como un
obstaculo en el desarrollo de pensamiento relacional, pues la discusion en el aula
sobre igualdades adecuadas fue el modo empleado para promover este pensamiento.
Consideramos importante que sean consideradas a lo largo del aprendizaje de la
aritmética actividades que fomenten el uso de pensamiento relacional y de este modo

estén menos centradas en la obtencion de una respuesta.

Las estrategias empleadas por los/as alumnos/as, a parte del uso de pensamiento
relacional, fueron:

- en el caso de igualdades verdaderas y falsas, calcular el resultado de las

operaciones expresadas en ambos miembros de la igualdad y luego, comparar ambos

resultados,

- y en el caso de las igualdades abiertas, calcular el resultado de las operaciones
expresadas en el miembro de la igualdad que no contenia al término desconocido y
entonces, probar distintos valores o resolver la cuestion ;qué nimero necesito en este
miembro para que dé el mismo resultado que el otro miembro?

Ninguna de estas estrategias involucra pensamiento relacional o algebraico.

La comunicacion en el aula. Las actividades consideradas en este estudio
muestran nuestra creencia en la importancia de escuchar a los/as alumnos/as y
fomentar la discusion en clase de ideas o conceptos matematicos. Como los principios
y estandares para las matematicas escolares (NCTM, 2000) y recientes tendencias
defienden (Huffersd-Ankles, Fuson y Gamoran Sherin, 2004), la comunicacion de
ideas matematicas es esencial para un aprendizaje con comprension. Incluso en esta
clase donde los estudiantes no estan acostumbrados a participar en discusiones
matematicas, las igualdades numéricas consideradas promovieron con ¢éxito la
verbalizacion del pensamiento de los/as alumnos/as y el intercambio de estrategias,
concepciones o dudas. Un intercambio mads intenso puede alcanzarse cuando los
estudiantes se acostumbren a escucharse unos a otros, aunque debe prestarse una
atencion especial a los/as alumnos/as que aun estan aprendiendo el lenguaje hablado

en el aula o presenten otro tipo de dificultades que limiten su capacidad de participar o
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beneficiarse de las discusiones en el aula. Huffersd-Ankles, Fuson y Gamoran Sherin
(2004) han documentado que eficaces comunidades “math-talk” (comunidades en las
que los estudiantes promueven su aprendizaje por medio de la participacion en
discusiones matematicas significativas) pueden ser desarrolladas en aulas donde haya

alumnos/as que aun estén aprendiendo el idioma.
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Anexo A: Hojas de Actividades

Actividades Sesion 1?

8 +4 = +5
=25-12

14 + =13 +4

12+7=7+

13-7= -6
+4=5+7
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PRUEBA ESCRITA DE EVALUACION

Hoja para el/la alumno/a



Actividades Sesion 2
ACTIVIDAD ESCRITA

Version traducida de la hoja para los/as alumnos/as

Decide si la igualdad numérica es verdadera o falsa. Corrige la igualdad numérica si

Ccrecs que €s necesario.

Seiiala Igualdad corregida
Ejemplo 1: 12+7=13 V F
Ejemplo 2: 2+2=4 V F
1) 3=3 V F
2) 7=12 V F
3) 10=4+6 V F
4) 2+2+2=3+3 V F
5) 34=34+12 V F
6) 9+4=4+9 V F
7) 37+14=38+ 13 V F

Escribe algunas igualdades verdaderas o falsas.

8) V F
9) V F
10) V F
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Actividades Sesion 3*
DISCUSION

Version traducida de la hoja de la investigadora para la discusion

20+20=20+20 \%
10 x 10 =100 =90+10 \Y
7+ 15=100+ 100 F
12+11=11+12 \Y
15+2=15+3 F
3x5=15=+1 \%
6-6 =1-1 \%
10-7=10-4 F
51+51=50+52 \%
5+1=7-1 \%
3+3+3=9+2=11 F
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Continuacion Actividades Sesion 3?
DISCUSION

Hoja para los/as alumnos/as

Decide si la igualdad numérica es verdadera o falsa. Corrige la igualdad numérica si

crecs que €s necesario.

Igualdad corregida

1 V F
2 vV F
3 V F
4 V F
5 V F
6 V F
7 V F
8 V F
9 vV F
10. vV F
11. V F
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Continuacion Actividades Sesion 3?

PRUEBA ESCRITA DE EVALUACION

Version traducida de la hoja para los/as alumnos/as

1. Completa el recuadro con el nimero que hace la igualdad verdadera.

5+1= +2
4 + =2+2+2
+0=30-10

2. Decide si la igualdad es verdadera o falsa.

9=5+4 V F
3+7=10+6 V F
8=28 V F

3. Escribe una igualdad verdadera.
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Actividades Sesion 4*

DISCUSION

Version traducida de la hoja de la investigadora para la seleccion de igualdades

MHAaTm<T<m<Lm<m<m< <<

37+23= 142

76 =50 - 14

27 +48 —48 =27

38 +500—-500=43

45 +33-32=46
22+7-9=20
18+3-4=19
34+28=30+20+4+8
75+23 =70+50+20+3
34-19=34-20+1

43 -21=40-20-3-1
24 +18 =20 +18+2+2
20+15=20+10+5
103 +205 =105+ 203
24 +13=23+15
12-7=13-8
7+5=8+6
4x5=5+5+5+4
4x6=2x2x6
9x7=10x7-7

3x8 +2x8=4x8

(1)
4)
2)

€)

(6)

(8)
()

(7)

durante la discusion

Nota: Aparecen sombreadas aquellas igualdades que se discutieron en el aula. El

nimero en paréntesis indica el orden en el que fueron consideradas.
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Continuacion Actividades Sesion 4*
DISCUSION

Hoja para los/as alumnos/as

Decide si la igualdad numérica es verdadera o falsa. Corrige la igualdad numérica si

crecs que €s necesario.

Igualdad corregida

1 V F
2 V F
3 V F
4 V F
5 V F
6 V F
7 V F
8 V F
9 V F
10. V F
11. V F
12. V F
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Actividades Sesion 5%
PRUEBA ESCRITA DE EVALUACION

Hoja para el/la alumno/a

Rellena el recuadro con el nimero que hace la igualdad verdadera

9+3= +4

g + = 7+3

10+4=4+

15-5= -6

+5=6+8

238 +49 = +40+9

Explica como has resuelto el ultimo problema
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Anexo B: Tablas

Tabla B1: Respuestas a la prueba escrita de evaluacion de la Sesion 1*
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En negrita se sefalan las respuestas correctas. N=13
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23

101

o7

dad escrita de la Ses

ivi

Respuestas a la act

Tabla B2

gualdades 3=3 1I0=4+6 24242 =3 3M=34+12 99+4=4+9 37+14=35+13
Alumnos/a:
AD Vv Vv W 1% Vv
7
HR F v F F F F
0+3=3 24242=46 21+13=34 |99+4=103 134+14 =27
i+3=46 4+9=13 B+ 13=52
DH F F F W
4+6=10 |2+53=5 34+12=44 7 i
YZ F F F F
H3=3 4+6=10 2H2+2+3+3=12 | 12+22=34 7 i
RY \Y \Y F F F F
2+24+24+3+3=12 | 124+34=46 9+4+99=113 31441354
SF F F F F F F
3t+E=16 4+10=14 | 2424+243+3=12 | 344+34=68 99+d+4+9=116 | 27+14=01+16=T77
AL F \Y F F 7 7
0H2=3 24 24+243+3=12
JE F F F F F F
3+0=3 6+4 =10 6t+6=12 34+H)=34 ?
CL F A% F F F F
34+0=3 4+ 6=10 2H2+2-3=3 12+34=46 99+9=108 ?
JR \Y 7 F 7 W F
1+2=73 31+7=38
;Hm .ﬁ_..c dr..c
7 7 7 7
MH F F v F W \Y
0+3=3 S+7=12
Do F \Y v F F \Y
O+3=3
CH v \Y v W F vV
! 46=34+12 | 6+7=4+9
MG v \Y v F F v
3+0=3 4+6=10=10 | 2x3=6=3+3 34=34, 99+4=103 37+14=51=51=38+13
34+12=46

En negrita se sefialan las respuestas correctas. N= 15.
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Tabla B3: Resultados de la actividad de construccion de igualdades de las

formas +

- __en la Sesion 2°.

Alumnos/as

Interaccion de los
investigadores

Ejemplos de las igualdades construidas
por los alumnos/as

AD

Una investigadora estuvo
trabajando con ella intentando
ayudarle a construir igualdades

No escribid ninguna igualdad

HR

Se le indic6 que modificara sus
igualdades de la forma + =
_ e incluyera dos términos en
cada miembro

9+7+1=16
16x2=32=30+2
41+0=41=31+ 10 =41
2x2=4=2+2

DH

Se le ayudo sugiriéndole que
mirara a ambos miembros
independientemente

5+1=7-1
16-10=17-11
10-4=11-5
18—12=19-13

YZ

10+9=19+0
3+3=3+3
10+10=5x4
20+20=20+20

RY

1+1=2-4
10x8=1+80
8+1=6+3

1000 x 2 = 3000-1000

SF

Se le dirigio6 a escribir
igualdades de la forma
+ = +

3+3=31+3
1+2+1=2
25+20=35
7+10=10+7
10+11=17+3

AL

5+10=4+11
6-6=1-1
3+3=3x2
540=4+1

JK

3+0=3~1
4+1=5x1
4-1=3+0
7+1=4+4

MG

2+1=4-1

10+2=13-1

30=30

90 +200=200+10+10+20+30+20
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JS

2+2=1+3
3+3=2+4
4+0=1+3
3-1=5-3

DQ

40+20=10x6=60+1=61-1
51+51=50+52
9x4=6x6

9x3=30-3

JR

10x1=10+11
11x8=288-10
9+0=9
2x10=20
499+ 1 =500

CH

6+6=10+2
4+4=10-2
10+11=31-10
9x9+90-9

CL

Se le dirigio6 a escribir
igualdades de la forma
+ = +

84 +10=94
80+30=110
100 +30=10+ 120
1+2=5-2
50 +100=200-50

MH

3+5=6+2
5+2=8-1
3x4=2x6
2x5=10-0
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3a

de la Sesion

ion

Respuestas a la prueba escrita de evaluac

Tabla B4

Ignaldades| 5+1 4+0=2+2+2|0+0=30-10| 9=5+4 |3+7=10+6| §=8 Izualdades
ver daderas
escritas por los
Alumnos/as alumnos/as
AD 10 40 T F T H3 =6
HR 2 30 T F T 5=5x 11=2+9=
SxE=2+2=1+1
DH 2 20 T F F 100+ 100= 200
YZ 2 20 T F T x9=9x9
f+1=5+2
10=10
2=10
RY 2 20 T F T 100+ 100=2=x 100
2% 10,000=
10,000+10,000
2% 100000 =
200,000 % 1
SF 2 40 T F T B+E=20-4
los dos sonigual a
dieciséis
AT 2 20 T F T 5+5=9+1
JE 2 20 T F T T2+-8=9x3
10+=5=5% 10
9zd=4x0
B=a=10x9
14+=2=8x1
MG 2 20 T F T 20+ 10=100+0
3+7=10,

I0+6=16

En negrita se sefialan las respuestas correctas. N= 18
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Igualdades| 5+ 1=0+ 4+0=2+2+2|0+0=30-10 5+4 (3+7=10+6 | §=8 Igualdades
verdaderas
escritas por los
Alumnos'as alumnos/as
JS & 7 30 T T T Bxd=736
DQ 4 2 20 T F T Bx2=9+9
JR £ 2 30 T T T A0+40 =70+10
CH 4 2 20 T F T A+ 1=6-2
CL 4 2 20 T F T 100-100=0-0
MH 4 2 20 T F T H3=6+0
E=16
HY 4 2 40 T F T §-2=10-3=7
40+ 0 =40
pero — 10 es
igual a 30
AT 5 2 10 T F F 8+2=11
TR 4 2 10 T T T

En negrita se sefialan las respuestas correctas. N=18.
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Tabla BS: Respuestas a la prueba escrita de evaluacion de la Sesion 5*

v
IH
Oa

HIN

sr
OIN

g8

=1

ZA

HH

S ONUINT

sapepens

zl

ol

£+6

F+ O

1T
1T

11

IT

I1
Ll

11
gl

1T
1T

1T

=0

—91

5

[

[

(]

[

[

(]

[

(]

[

[

(]

[

[

€+L=0+8

1]

0Tl

01

01

01

1]

01

o1

01

01

1]

1]

=t + 0T

O+t

01

91

91

0l

91

91

01

91

91

91

91

s—sT

=s+[J|9-0

8§+9

[

k=¥

LLT

&

[

{AC

k=¥

[

k=¥

oot

[

6F + 87

6+0r+0

En negrita se sefialan las respuestas correctas. N= 15.
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Tabla B6: Respuestas a la ultima cuestion de la prueba escrita de la Sesion 5

238+49=[1+40+9

Alumnos/as | Respuesta Explicacion

HR 238 Me di cuenta de que el numero era 49 y 40 + 9 = 49 por
eso sume 238

YZ 100 Lo resolvi mediante cada lado tiene que ser igual

RY 238 Sumando el nimero que no esta al lado del recuadro

SF 238 Pensé en el cuarenta y en el nueve y pensé el cero no
contaba y por eso es cuarenta y nueve y es igual

AL NO TUVO TIEMPO PARA HACERLO

JK 238 El modo en que encontré mi respuesta a los nimeros es
haciéndolo de la otra forma

CL 287

JR 4 Yo siempre pienso en mi cabeza

CH 238 Porque 40 + 9 = 49 entonces tu sumas 238 y entonces da
la misma respuesta

MG NO TUVO TIEMPO PARA HACERLO

JS 49 Hice la ecuacion y asi es como obtuve la respuesta

MH 277 Lo conté y empecé sumando, por eso se como resolverlo

DQ 238 Resolviendo el primer problema

HY INTENTO RESOLVERLO POR ENSAYO Y ERROR PERO NO

TUVO TIEMPO PARA DAR UNA RESPUESTA FINAL
AT 238 Dividi el 49 por la mitad en 40 y 9. No sume 238 y 49.
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Tabla B7: Evolucion de los alumnos/as a lo largo de las cinco sesiones

Concepciones del signo igual Sesion 1* | Sesion 2* | Sesion 3" | Sesion 5*
N=13 N=15 N=18 Prueba
Final
N=15
Estimulo para | atb=c 8 5 0 0
una respuesta AD,DH, |DH,YZ,
YZ,RY SF, JK,
AL, JK, JR
JS, DQ,
AT
Expresionde |atb=c 3 6 3 2
una accion y HR, SF, HR, AD JS, HR CL, MH
c=azxb HY RY, AL, |JR
CL,JS
Significado atb=c 0 3 12 12
del signo igual |y MG, CH' |DH,YZ, |YZRY
c=azxb DQ RY, AL, | AL,JK
y JK, SF, SF, MG
atb=c+d MG, HY., | HY,CH
CH, CL, DQ, JS
DQ,MH | AT,HR
Sin clasificar 2 1 3 1
MG MH AD, Ul JR
AT

Se sefialan sombreados aquellos/as alumnos/as que no habian asistido a la sesion

anterior, y se subrayan los alumnos/as que modificaron dicho dia su concepcion con

respecto a la sesion anterior.

! CH estuvo presente en el aula durante la Sesion 1* aunque no entregé la prueba de

evaluacion escrita por lo que no tenemos informacion sobre su concepcion inicial

sobre el signo igual.

En esta tabla hemos distinguido tres etapas en la evolucion de las concepciones de
los/as alumnos/as:
- Estimulo para una respuesta: concepcion anteriormente denotada a +£b = ¢, que
se refiere a la interpretacion del signo igual como un comando para dar una

respuesta.
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Expresion de una accion: cuando el estudiante soélo aceptaban y resolvia
correctamente igualdades de las formas a + b = ¢ y ¢ = a + b, aplicando en
ocasiones la interpretacion del signo igual como un estimulo para dar una
respuesta. En este caso el alumno/a sélo aceptaba el uso del signo igual en
igualdades de accion.

Significado del signo igual: cuando el/la alumno/a aceptaba y resolvia
correctamente igualdades de todas las formas consideradas (a+=b=c,c=a+tbya
+ b = c = d), lo cual interpretamos como que el alumno/a comprendia el
significado del signo igual o equivalentemente decimos que habia construido una

adecuada comprension del signo igual.



Anexo C: Transcripciones

C1: TRASCRIPCION SESION 17

Dia: 20-11-2003
Numero de alumnos en clase: 13

(I escribe dos igualdades numéricas abiertas en la pizarra: 7+ 3 =11y 6 +[1 =20)

I: ;Cémo llamariais a lo que tenemos escrito en la pizarra? ;AT?

AT: Un problema

I: Un problema. ;CH?

CH: Una pregunta.

I: Una pregunta. ;AL?

AL: Una sentencia'® numérica.

I: Una sentencia numérica. ;[ DH?

DH: .....Lo olvidé.

I: ;Se te olvido? De acuerdo. ;A1?

A1l: Una sentencia numérica.

I: Una sentencia numérica. {HR?

HR: Una sentencia numérica.

I: Una sentencia numérica. De acuerdo, mucha gente piensa que es una sentencia
numérica. ;Y tt MG?

MG: Un problema matematico.

I: Un problema matematico. Si, es parecido a todo eso. jDe acuerdo!

Lo primero que vamos a hacer es...vais a trabajar en unas ecuaciones. Y lo que vais a
encontrar en este folio son unos recuadros, y vuestro trabajo es rellenar los recuadros.
Asi que poned vuestro nombre en el folio y sacad un lapiz para rellenar los recuadros.
Y, no estoy interesada en lo que piensa vuestro compafiero, estoy interesada en lo que
vosotros pensais. Asi que no miréis al folio del compafiero, mirad a vuestro folio, ;de
acuerdo? No sé si habéis visto un ejercicio como este antes. Puede que no estéis
seguros de alguna de vuestras respuestas. Si no estais seguros, rellenad el recuadro
con el nimero y escribid una sefial de interrogacion en lo alto, ;de acuerdo? ;Se
entiende? ;Si?

Asi que, SF ;qué vas a hacer si no estas segura de tu respuesta?

SF: Lo olvide.

I: ;Se te olvido! ;Quién se acuerda? ;JS?

JS: Escribir una senal de interrogacion.

I: Asi que si no estéis seguros, rellenad el recuadro y escribid un signo de
interrogacion. Necesitais sacad vuestros lapices. Cuando los tengais podéis empezar a
trabajar. En estos ejercicios no os vamos a poner nota.

Una vez los alumno/as acabaron la actividad y recogimos los folios, se discutio sobre
la resolucion de las dos igualdades numéricas abiertas que estaban escritas en la
pizarra: 7+ 3 =11y 6 + [ | =20. La primera igualdad no ocasioné ninguna
dificultad. Todos los alumnos/as estaban de acuerdo en que la respuesta correcta era
10. (No se tiene trascripcion de esta breve discusion debido a que se estaban

" En el dialogo original los alumnos/as emplearon el término “sentence” el cual traducimos aqui como
“sentencia” pero también puede traducirse como “frase”.
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realizando y grabando en este momento las entrevistas a dos alumnos/as). La

discusion prosiguio como se recoge a continuacion, resolviendo la igualdad 6 +| | =
20:

I: YZ, ;t0 qué piensas?

YZ: Catorce

I: ;Cémo lo has hecho?

YZ: Lo he contado

I: Entonces, ti has dicho, seis, siete, ocho, nueve, diez, once, doce, trece, catorce,
quince, dieciséis, diecisiete, dieciocho, diecinueve, veinte. (Contando a su vez un
dedo por cada numero) |Es eso lo que has hecho?

YZ: Si

I: Muy bien, ;alguien lo ha hecho otra forma? ;HR?

HR: Yo pensé para mi mismo que si seis mas cuatro son diez, si pongo un uno
delante del cuatro, va a ser catorce y entonces es igual a veinte.

I: Entonces, ta dices seis mas cuatro son diez y diez mas lo hacen veinte. Bien
pensado. ;AL?

AL: Yo le resté seis a veinte.

I: jAh! le has restado seis a veinte. Muy bien. AT, ;ti qué has hecho?

AT: Yo.... he contado hacia atras.

I: ;Coémo has contado hacia atras? ;Donde has empezado?

AT: En veinte

I: Veinte, entonces tu has dicho veinte..... mmmm vamos a contar hacia atras con AT
diecinueve....

La clase: Dieciocho, diecisiete, diecis€is, quince, catorce

I: (Es eso lo que has hecho? Muy bien, entonces habia muchas formas de resolverlo.
Vamos a hablar ahora de una (igualdad) que estaba en el folio

(I escribe la igualdad 8 + 4 = || + 5 en la pizarra)

I: Creo que todo el mundo ha puesto la misma respuesta. Toda la clase puso esto

(I escribe 12 en el recuadro, quedando 8§ + 4 = 12 + 5) ;Puede alguien decirme por
qué habéis puesto eso? (RY?

RY: Porque ocho mas cuatro es doce

I: Vale, ;estamos todos de acuerdo en que ocho mas cuatro son doce?

La clase: (gesto de asentimiento)

I: Si. Pero tengo que deciros que un matematico diria que este no es el nimero
correcto para el recuadro... este no es el nimero correcto para el recuadro... ;Cual
podria ser? ;CH? ;Qué¢ es lo que estd mal?

CH: El cinco al final.

I: jAh! ;Qué pasa con ese cinco al final? No podemos simplemente ignorar ese cinco,
(verdad? ;CH?

CH: Yo creo que es diecisiete

I: ;T piensas que es diecisiete? (I escribe la igualdad 8 + 4 = 17 + 5 en la pizarra)
(Por qué va a ser diecisiete?

CH: Porque doce mas cinco es diecisiete

I: jAh!, Tu pusiste el cinco con ocho y el cuatro y te da diecisiete. Eso puede que
tenga sentido pero un matematico diria que... jain no le gusta! CH tiene otra idea
CH: Se me ha olvidado

I: Vale, luego volveremos a hablar contigo. |RY?
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RY: Si pones el cinco delante del ocho....

I: jAhora diecisiete seria correcto! (1 escribe en la pizarra 5 + 8§ + 4 = 17) Si, estoy
de acuerdo contigo. Ahora un matematico estaria feliz. Un matematico diria que si,
que eso es verdad. Pero digamos que queremos averiguar que tenemos que poner en el
recuadro sin mover los nimeros de lugar y recordad una cosa sobre el signo igual:
todo en esta parte tiene que ser igual a todo en esta otra parte. | Es diecisiete mas cinco
igual a ocho mas cuatro? (Serialando la igualdad 8 + 4 = 17 + 5) ;Es doce mas cinco
igual a doce? (Serialando la igualdad 8§ + 4 = 12 + 5) {No! Entonces ;Qué pensais?
Oigo a alguien diciendo la respuesta. {DQ?

DQ: Sicte

I: ;Por qué siete? (1 escribe la igualdad 8 + 4 =7 + 5)

DQ: Porque siete mas cinco son doce

I: jAh! Ahora el matematico esta feliz. Ahora los dos lados del signo igual son lo
mismo. El signo igual tiene que tener lo mismo en ambos lados. Asi que es un poco
diferente a lo que estéis acostumbrados, porque vosotros estdis acostumbrados a
problemas que son como éste (7 + 3 = [ 1) ;Verdad? No estais acostumbrados a
problemas que son como éste (8 +4 = 7+ 5) Muy bien, ;otra idea CH?

CH: ;Por qué esta el signo igual en el medio?

I: Si, ti no estas acostumbrado a ver esto, pero los matematicos usan este signo
siempre que ambos lados son lo mismo. CH estaba preguntandose por qué el signo
igual esta en el medio, ¢l no estd acostumbrado a ver el signo igual aqui. Vamos a
hablar sobre otro problema mas que esta en vuestra hoja. Ahora que sabéis eso, ;qué
pensais de este problema?

(I escribe la igualdad 14 + | 1= 13 + 4 en la pizarra)

I: ;Qué creéis que deberia ir en el recuadro? Levantad la mano y no lo digais en alto.
(Qué deberiamos poner en el recuadro? Deberia ver vuestra mente pensando. ;DH?
DH: ...

I: ;Qué te estan diciendo? AT no hables, DH tiene sus propios pensamientos. D¢jale
contarnos lo que piensa y luego nos lo cuentas ti. ;Tienes alguna idea DH?

DH: Treinta

I: Y ;como te ha salido treinta? (7 escribe treinta en el recuadro de la igualdad)

La clase: Jijiji

I: Hey hey hey jno! Todo el mundo tiene buenas ideas y (sabéis que? Incluso si es un
error, todos podemos aprender del error, asi que nosotros nunca hacemos eso. Asi que
DH a ti te ha dado treinta, ;como te ha dado treinta? ;Has sumado todos los nimeros?
DH: Si

I: Vale; y eso puede que tenga ahora algun sentido pero los matematicos siempre
quieren que este lado sea igual a este otro lado; tienen que equilibrarse. Asi que
veamos que piensa alguien mas sobre esto. Recordad los dos lados tienen que ser lo
mismo. ;RY?

RY: Tres

I: ;Coémo te ha dado tres? (I escribe en la pizarra la igualdad 14 + 3 = 13 + 4)

RY: Yo he mirado a este lado y... los han cambiado.

I: ;Los han cambiado? ;Puedes decir un poco mas?

RY: Los han cambiado porque intentan engafiarte

I: Ji ji Han tratado de engafiarte. ;Y qué es lo que han cambiado?

RY: El tres y el cuatro
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I: Entonces el cuatro se ha movido a esta parte y el tres se ha movido a esta otra parte.
Entonces ti has visto que estos dos necesitan hacer juego. Vale, ;alguien ha obtenido
el numero tres de otra forma? ;MG?

MG: Yo he sumado cuatro y tres y he dicho trece.... se me ha olvidado como lo hice
I: ;Se te ha olvidado? ;CH? ;Tienes otra idea?

CH: He sumado el trece y el catorce y me ha dado diecisiete.

I: Entonces este lado es diecisiete

CH: Y el otro lado lo he hecho diecisiete

I: ;Y como has hecho el otro lado diecisiete? ;Como has resuelto catorce mas algo
igual a diecisiete?

CH: Lo he contado

I: Lo has contado. Muy bien. ;AT?

AT: Lo he adivinado

I: jEse es un buen acierto! ;A1?

Al: Yo he probado con cero

I: Tu has probado con cero, y ;qué has probado después?

Al: Nada

I: ;Funciono el cero?

Al: Primero probé con un cuatro y después con el cero

I: Entonces ti empezaste con cuatro y después con el cero... /Y luego probaste tres?
Al: No

I: Entonces ;qué probaste después?

Al: Nada

I: ;Te rendiste?

Al: Si

I: Eso de probar, adivinar y comprobar es otra buena forma.
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C2: TRASCRIPCION DE LAS ENTREVISTAS DE LA SESION 1?*

Dia: 20-11-2003
Primera entrevista (al alumno HR)

HR: Esto es dificil

I: ;Es dificil? Vale ;Puedes decirme como has obtenido este nimero? (12 en la
igualdad 8 +4 =[] +5)

HR: Porque ocho mas cuatro son doce

I: Y ;qué pasa con este cinco del final?

HR: Eso es igual a algo mas también

I: Vale. ;Qué me dices de ésta? (14 + [ =13 +4)

HR: Esa es dificil porque necesitas un menos

I: Vale ;Para qué necesitas un menos?

HR: Necesitas un menos uno para que sea igual a trece

I: Vale, entonces tu ves que éste (13) es uno menos que éste (14)

HR: (gesto de asentimiento)

I: Entonces, ;qué podemos poner en el recuadro para que sea verdad?

HR: Puedo poner menos uno

I: Vale, HR, ;como has conseguido esa respuesta veintiséis? (En la igualdad 12 + 7 =
7+ L)

HR: Porque doce mas siete es diecinueve y entonces hay un igual a siete y entonces
hay un mas otra vez, pero si movemos éste (7) aqui va a ser doce mas siete mas siete
I: Vale,... vale. {Como has resuelto el Gltimo (L] +4 =15+ 7)? ;Por qué has puesto un
uno ahi?

HR: Porque he conseguido una pista de la respuesta. Porque es cuatro igual a cinco,
solo cuatro mas uno es igual a cinco

I: Vale, y ;qué pasa con ese mas siete?

HR: Es un poco dificil para mi entender esto

I: Buen trabajo

Segunda entrevista (a la alumna AL)

I: Explicame como has resuelto las ecuaciones. Empieza
AL: Los he sumado (en la igualdad 8 + 4 = [ | + 5 sefialando al 8 y el 4) y he restado

estos (en la igualdad [ | = 25 — 12) y he sumado todos estos (14 + [ =13 + 4
sefialando todos los nimeros de la igualdad)

I: Vale

AL: Y estos también (en la igualdad 12 + 7 =7 + [ | refiriendo a todos los nimeros de
la igualdad)

I: Asi que en la primera tu has sumado estos dos (8 y 4) para conseguir ése (12). ;Qué
pasa con éste (5)?

AL: Se me olvid6

I: ;Crees que deberias haberlo sumado a esos dos también? (8 y 4)

AL: (gesto de asentimiento)

I: ;Crees eso? ;Quieres cambiarlo o quieres dejarlo? No, no lo borres, tachalo y
escribe la nueva respuesta.

(AL cambia la respuesta 12 a 17)

I: Muy bien, buen trabajo. Gracias por ayudarme.
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C3: TRASCRIPCION SESION 2

Dia: 5-2-2004
Nuamero de alumnos en clase: 15

(Mientras I explica a los alumnos/as en que consiste la actividad va repartiendo los
folios con las igualdades verdaderas y falsas.)

I: Necesitais sacar un trozo de....un lapiz y escribid vuestro nombre en este papel y la
fecha. ;No estd HL aqui hoy? Muy bien, debéis estar escribiendo vuestro nombre en
los folios...

(Dirigiéndose a un alumno) simplemente pon ti nombre en el papel y ahora lo
explicaré porque es un poco diferente

CH, ¢has escrito tt nombre en el papel? ;Y td DH? ;MH estas listo? RY ;Estés ya
listo? Leamos las instrucciones juntos.

I y la clase: Decide si la igualdad numérica es verdadera o falsa, corrige la igualdad si
es necesario

I: Asi que vamos a hablar sobre el primer ejemplo

(I escribe el primer ejemplo en la pizarra: 12 + 7 = 13)

I: Levantad la mano si pensais que es verdadera;... levantad la mano si pensais que es
falsa. Muy bien entonces si pensais que es falsa tenéis que hacerle un circulo a la F.
Hacedle un circulo a la F porque es falsa y ahora necesitamos corregirla. ;Como
podemos corregirla para que sea verdadera? ;DH?

DH: Doce maés siete igual a diecinueve

I: Vale, esa es una forma de corregirla. ;Hay alguna otra forma en que podamos
corregirla? ;JR?

JR: Siete mas doce

I: Siete mas doce igual a... ;qué?

JR: Diecinueve

I: Diecinueve, muy bien, eso es cambiando los nimeros de orden. ;Hay alguna otra
forma de corregirla? ;SF?

SF: Diecinueve menos doce igual a siete

I: Bueno, eso es realmente cambiar mucho esto, nosotros no queremos cambiarlo
demasiado. ([RY?

RY': Doce mas uno igual a trece

I: Vale, esa es otra forma. ;Alguna otra forma? ;MH?

MH: Tres mas doce igual a quince

I: Tres mas doce es igual a quince, pero eso es cambiarlo mucho. No queremos
cambiarlo demasiado, es mejor si s6lo cambiamos un nimero. ;A1?

Al: Se me olvido

I: ;Se te ha olvidado? Vale ;DQ?

DQ: Uno mas doce igual a trece

I: Vale, podemos ponerlo de esta forma. ;Alguna otra idea de cbmo podemos
cambiarlo? ;Nadie quiere decir nada ya? Podemos cambiar este nlimero de aqui (12),
(,como cambiariamos este nlimero para hacerla verdadera? ;HR?

HR: Seis mas siete

I: Seis mas siete. Esto no es igual a doce, es igual a...

La clase: Trece
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I: Vale, ;es esa verdadera? ;DH?

DH: ;Si?

I: Entonces /ésta es verdadera?

DH: No

I: ;Seis mas siete igual a trece?

DH: Si

I: ;Si? ; Tienes alguna otra idea?

DH: (gesto de negacion)

I: ;{No? Vale. Bueno, vamos a hacer el siguiente ejemplo. ;Tienen sentido estas
igualdades corregidas? Solo tenéis que escribir una, no tenéis que escribir muchas.
Sélo tenéis que escribir una igualdad corregida. Asi que elegid una de las igualdades
corregidas y escribidlas en la linea. Vale, vamos a intentar la siguiente.

(I escribe el segundo ejemplo en la pizarra: 2 + 2 = 4)

I: ;Qué pensais? ;Es verdadera o falsa?

La clase: Verdadera

I: Y cuando es verdadera no tenéis que corregirla, asi que no tenéis que poner nada en
la linea. ; Vale? Las siguientes quiero que las hagais vosotros solos, mantened los ojos
en vuestro folio. Estamos interesados en como pensais vosotros, no en cOmo piensa
vuestro vecino. /CL tienes alguna pregunta?

CL: ;Si es verdadera podemos poner eso (2 + 2 =4) en la linea?

I: Vale, si quieres ponerlo puedes hacerlo. DQ ;tienes alguna pregunta?

DQ: No

I: (A1?

Al: ;Por qué esa es diferente de tres igual a tres?

I: Eso es lo que tienes que hacer ahora, tienes que decidir si es verdadera o falsa.
Hacedlo y empezad a pensar sobre eso, y cuando todos hayais acabado tendremos una
discusion.

(Una vez los alumnos han resuelto la actividad individualmente se retoma la
discusion)

I: ;Recordais que la ultima vez hicimos una hoja como ésta?

La clase: Si

I: ;Como eran los problemas de esa hoja?... ;Recordais que estaban relacionados con
el signo igual? ;CH? ;CH recuerdas lo que era?

CH: Nosotros hicimos algo que tenia que ver con verdadero y falso

I: Vale ;Recuerdas como eran esos problemas?

CH: ;Eran lo mismo?

I: Era algo como esto (I escribe en la pizarra 2 + ] = 3 + 4) ;recordais esto?

La clase: Si

I: ;Qué iria en este recuadro? ;JK?

JK: Uno

I: Bueno, dos mas uno es tres pero ;qué es lo que este signo igual te esta diciendo?
(Recordais? ;CH?

CH: Si pones un cinco ahi, es igual, los dos nimeros, dos mas cinco es siete y tres
mas cuatro es siete

I: jCorrecto! Porque los dos lados tienen que ser lo mismo. ;Recordais? El signo
igual quieres decir que los dos lados tienen que ser lo mismo. ;[ MG?
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MG: Es como si tienes una balanza y tienes que poner la misma cantidad de ambos en
cada lado para que sea igual.
I: jCorrecto! Asi que si eso es lo que quiere decir, /qué pensais sobre ésta?

(Escribe la siguiente igualdad en la pizarra: 3 =3)

I: ;Verdadera o falsa? (| YZ?

YZ: Verdadera

I: ;Por qué es verdadera?

YZ: Porque son lo mismo

I: Porque son lo mismo. Tres es igual a tres. Muchos de vosotros pensasteis que ésta
era falsa, cuando pensasteis que era falsa ;como la corregisteis? ;SF?

SF: Yo he puesto tres mas tres

I: Has puesto tres mas tres igual a...

SF: Seis

I: Y eso es cierto, tres mas tres es igual a seis, (JK?

JK: Tres mas cero es igual a tres

I: Creo que mucha gente puso eso. Levantad la mano si habéis puesto eso para
corregirla. Si, muchos de vosotros pusisteis eso para corregirla. ;Y qué pensais sobre
ésta?

(I escribe la siguiente igualdad en la pizarra 7 = 12)

I: ;Verdadera o falsa?

La clase: Verdadera

I: Siete igual a doce

La clase: Verdadera

I: ;[ SF?

SF: Falsa

I: (Por qué es falsa?

SF: Porque no son el mismo nimero

I: No son el mismo niimero ;verdad? No es igual el uno al otro.

CL: Tienes que sumarlos

I: {Como podemos corregirla? ;CL?

CL: Siete mas cinco.

I: Muy bien, esa es una forma de corregirla. Siete mas cinco igual a....
La clase: Doce

I: ;Cual es otra forma de corregirla? ;MG?

MG: Yo he escrito dos formas...

I: Vale

Ma: Siete igual a siete y doce igual a doce

I: ;Muy bien! ;Son todas estas verdaderas ahora? ;CH? ; Tienes alguna pregunta?
CH: ;Y si fuera seis igual a doce?

I: Bueno, /es esto verdad?

La clase: No

I: No, ;Es falsa! Entonces ;como la corregiriais para demostrar que dos veces seis es
igual a doce? ;Qué ecuacion podremos escribir para corregirla? (JR?
JR: Seis mas seis igual a doce

I: ;Hay alguna otra? ;AL?

AL: Doce menos seis igual a seis
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I: Vale y ;qué os parece si la escribimos de esta forma (6 = 12 — 6)? jEs ésta
verdadera?

(Gesto de afirmacion de parte de la clase)

I: ;DQ? ;Eso es un si? Vale, hagamos la siguiente.

(I escribe la siguiente igualdad en la pizarra: 10 =4 + 6)

I: ;Verdadero o falso? Levantad la mano si queréis decir algo sobre ésta. ;| YZ?
YZ: Verdadera

I: ;Por qué es verdadera?

YZ: Porque los dos son lo mismo

I: Los dos son lo mismo. Este es diez y este es diez, ;verdad? Alguno de vosotros
pensasteis que era falsa, ;por qué pensasteis que era falsa? ;DH?

DH: Porque estaba al revés.

I: Porque esta al revés, ;esta bien que esté al revés?

La clase: (gesto de asentimiento)

I: Vosotros no estais acostumbrados a verlo de esta forma, jverdad? Pero esta bien.
Es también verdad

MH: jHay que pensar!

I: Ahora vamos a ver una que ha confundido a mucha gente.

(I escribe la siguiente igualdad en la pizarra 2 +2 +2 =3+ 3)

CH: Esa es verdadera.

I: CH piensa que ésta es verdadera, ;MG tu que piensas?

MG: Creo que es verdadera porque dos mas dos mas dos es igual a seis y también lo
es tres mas tres

I: ;Cuanta gente esta de acuerdo con MG? Muy bien, alguno de vosotros pensasteis
que era falsa. Cuando pensasteis que era falsa, ;por qué lo pensasteis? ;SF?

SF: Porque tiene el signo igual entre el dos y el tres.

I: Entonces no te ha gustado tener el signo igual aqui, ;donde te gusta ver el signo
igual?

SF: Al final

I: (Al final? ;Aqui? (Al final de toda la igualdad)

La clase: No

I: ;Entonces como la corregiste?

SF: Yo he escrito dos mas dos mas dos igual a seis y tres mas tres igual a seis

I: Muy bien, y esas son verdaderas, y por eso lo era ésta en primer lugar. ; DH?
DH: Yo creia que era falsa porque pensé que debia ser dos més tres

I: ;TG pensaste que esto era dos mas tres aqui?

DH: Y puse cinco

I: ;Y pusiste dos mas tres igual a cinco?

DH: Si

I: Vale, ;Qué pensais sobre ésta?

(I escribe la siguiente igualdad en la pizarra 34 = 34 + 12)
I: ;Qué pensais? ;JK?

JK: Falsa
I: ;Por qué es falsa? ;Puede ayudar alguien a JK? ;Por qué es falsa? ;MH?
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MH: Porque doce mas treinta y cuatro no es igual a treinta y cuatro

I: Doce mas treinta y cuatro no es igual a treinta y cuatro. ;Como lo sabes?
MH: Doce mas treinta y cuatro no es igual a treinta y cuatro....es falsa porque va a
ser mas que treinta y cuatro

I: ;Alguna otra forma de corregirlo? ;CH?

CH: Cuarenta y seis igual a treinta y cuatro mas doce

I: Muy bien

I: ; Alguna otra forma de corregirlo? ;AL?

AL: Cambiar el doce por un cero

I: Cambiar el doce por un cero. Bien, ;jalguna otra idea? ;JR?

JR: Cero maés treinta y cuatro

I: Si, podemos cambiarlo de orden y todavia seria verdadera. (RY?

RY: Quitar el signo mas y el doce

I: Entonces seria solo...

RY: Treinta y cuatro igual a treinta y cuatro

I: (Es ésta verdad?

La clase: Si

I: [YZ?

YZ: Treinta y cuatro veces uno igual a treinta y cuatro

I: Treinta y cuatro veces uno igual a treinta y cuatro. jBien pensado!

I: ;DQ?

DQ: Treinta y cuatro dividido entre uno igual a treinta y cuatro

I: {Ups!, jhe escrito algo falso y no os habéis dado cuenta! ;Esto es verdadero o
falso?

La clase: Falso

I: ;Falso? Lo he escrito mal. DQ ha dicho treinta y cuatro dividido por...
DQ: Uno

I: Igual a treinta y cuatro. Haremos una mas.

(I escribe la siguiente igualdad en la pizarra 99 + 4 =4 + 9)

I: Muchos de vosotros pusisteis una interrogacion en esta igualdad. ;Quién tiene una
idea de como es esta igualdad? ;SF?

SF: Ciento dieciséis

I: ;Donde?

SF: Al final

I: Entonces ;qué deberia decir toda la frase?

SF: Noventa y nueve mas cuatro mas cuatro mas nueve igual a ciento dieciséis

I: Muy bien, entonces ti has movido todo a este otro lado del signo igual. Entonces tu
has pensado que ésta era falsa. ;Alguien mas ha pensado que era falsa?

La clase: (gesto de asentimiento)

I: ;| De qué otra forma podemos corregirla? {MG?

MG: Podemos... noventa y nueve mas cuatro igual a ciento seis

I: ;Es esto verdad? ;Noventa y nueve mas cuatro igual a ciento seis?

MG: Si, lo he sumado en un papel

I: Vamos a pensar en esto por un momento. Noventa y nueve y cuatro mas. Cien,
ciento uno, ciento dos, ciento tres

MG: Ciento tres, y eso definitivamente no es igual que cuatro mas nueve

I: Y eso por lo que ésta es falsa

MG: Si

132



I: Vale. ;Alguna otra idea de como corregirla? YZ, ;tienes alguna idea? ;No? Vale.
(Quién puede decirme lo que significa este simbolo de aqui? (=) ;JK?

JK: Igual a

I: ;Igual a? ;Eso qué quiere decir?

JK: La misma cantidad

I: La misma cantidad. Hay la misma cantidad en este lado que en este otro. Vosotros

estais tan acostumbrados a algo que es como esto (_+ = ) cuando nosotros lo
cambiamos os confundis, porque no habéis visto muchos ejemplos que sean diferentes
a eso. Pero esté bien tener algo que sea como esto (_+ = + ) ;verdad? ;Estd bien

tener una ecuacion que se obtenga rellenando estos huecos? ;Quién puede decirme
una en la que rellenemos estos huecos, con nimeros diferentes? ;A2?

A2: Ochenta mas veinte...

I: Ochenta més veinte igual a...

A2: Cien

I: Bueno, yo quiero algo mas algo

A2: jAh! Noventa mas diez

I: Noventa mas diez. ;Es esto verdad?

La clase: (gesto de asentimiento)

I: Si, es verdad. Muy bien. Quiero que saquéis una hoja de papel, preparad vuestros
lapices y esto es lo que vais a hacer. Vais a hacer algunos ejemplos y pueden ser como
esto (_+ = + )opueden ser como esto ( - = - ) o incluso pueden ser mas
originales ( + = - ). ;Vale? Asi que a ver lo que podéis inventar. Escribid vuestro
nombre al principio del folio y escribid algunos ejemplos en los que rellenéis estos
huecos.

(Una vez los alumnos/as han terminado de hacer los ejemplos se continua la clase
como sigue. En la pizarra I ha escrito varias de las igualdades que han construido
los/as alumnos/as: 90 + 200 =200+ 10+ 10+20+30+20 11 +1=7+5 18—
12=19-13,8+8=9+7y3x4=2x6).

I: ;Hay alguna forma de hacer esto sin tener que sumar todo? (refiriéndose a la
igualdad 90 + 200 = 200 + 10 + 10 + 20 + 30 + 20) ;DQ?

DQ: Multiplicando

I: ;Multiplicando? ;Qué multiplicarias?... Podemos hacer un poco de multiplicacién
por aqui, podemos hacer diez veces dos y veinte veces dos por esa otra parte. Esa era
una ecuacion original. Levantad la mano si estais de acuerdo con que ésta es
verdadera. (Serialando a la igualdad 11 + 1 =7 + 5) {Es verdadera o falsa?

RY: Falsa

I: ;Por qué es falsa?

RY: Porque siete mas cinco son doce mmmm... jes verdadera!

I: Se acaba de convencer ¢l solo de que es verdadera. ;Y qué pensais sobre ésta con
restas? (18 — 12 = 19 — 13) Esta es de DH, ella estaba usando restas. ; Verdadero o
falso? ;AL ti qué piensas?

AL: mmmmm

I: DH, ;qué piensas?

DH: Verdadera

I: ;Por qué?

DH: Dieciocho méas doce igual a seis

I: Dieciocho menos doce igual a seis, y diecinueve menos trece igual a....

DH: Seis
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I: A3 seis también, los dos son igual a seis ;A3 qué piensas de ésta? (8§ + 8 =9+ 7)
A3: Verdadera

I: Esta es verdadera. ;Por qué?

A3: Porque ocho mas ocho son dieciséis y nueve mas siete son dieciséis

I: Muy bien, los dos son dieciséis, ;y qué pensais sobre esta Gltima? (3 x4 =2 x 6)
(MH?

MH: Verdadera

I: ;Por qué?

MH: Porque tres veces cuatro es doce y dos veces seis es doce

I: Muy bien. jMuchas gracias! Habéis trabajado mucho hoy
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C4: ANOTACIONES SESION 3

Dia: 2-19-2004
Nuamero de alumnos en clase: 18

La investigadora (I) lee las instrucciones de la actividad con los alumnos/as y les
explica lo que tienen que hacer. I escribe cada igualdad en la pizarra y la lee.
Entonces pregunta de forma general a toda la clase o a aquellos alumnos/as con la
mano levantada si la igualdad es verdadera o falsa, pidiéndoles, ademas, que
Justifiquen su respuesta. En aquellas igualdades que son falsas o algun alumno/a ha
dicho que lo son, la investigadora les pregunta como la corregirian. (Tras cada
igualdad recogemos los comentarios que realizaron los alumnos/as).

Nota: SF se ausenta del aula mientras transcurre la discusion de las igualdades 1 a la
4. JS abandona el aula tras la discusion de la quinta igualdad.

1. 20+20=20+20

DH: Es verdadera

AL: Es verdadera porque veinte mas veinte es igual a cuarenta y veinte mas veinte es
igual a cuarenta

Al: Es verdadera porque son los mismos numeros

A2: No hace falta escribir la respuesta

MH: Creia que era falsa porque el signo igual estd en el medio

I: ;Esta bien escribir el signo igual en el medio?

La clase: Si

2. 10x10=100=90+10

DH: Es verdadera porque diez veces diez es igual a cien y noventa mas diez es igual a
cien

HR: Es verdadera porque si sumas ambos obtienes cien

I: ;Hace falta escribir el cien en el medio?

(Varios alumnos/as responden que no estdan seguros)

I: ;Y estaigualdad (10 x 10 =90 + 10)? ;Es verdadera?

La clase: Si

3.7+15=100 + 100

(Muchos alumnos/as han rodeado la F pero se muestran inicialmente reacios a
explicar como corregir la igualdad)

MH: Es falsa porque siete mds quince es pequeiio y cien mas cien es igual a
doscientos HS: Es falsa porque siete mas quince es igual a veintidés y cien mas cien
es igual a doscientos

I: ;Coémo sabia MH que seria mas pequefio?

AL: Siete mas quince no es ni siquiera cien

I: ;Como podemos corregir esta igualdad para que sea verdadera?

MG: Podemos escribir siete mas quince iguales a treinta y dos... (Inmediatamente se
corrige a si misma) siete mas quince igual a veintidos
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CH: Podemos escribir siete mas ciento noventa y tres igual a cien mas cien
RY: Dos veces cien igual a cien mas cien

4.12+11=11+12

La clase: Es verdadera

A3: Es verdadera porque tiene los mismos numeros: el doce esta delante y después
detrés, y el once esta detrds y después delante

I: ;No has tenido que sumar nada?

A3: No

MH: Es verdadera porque han cambiado de orden los nimeros

5.15+2=15+3

HY: Es falsa porque no son iguales

I: ;Hay alguna forma de averiguarlo sin tener que sumar?
AL: Es falsa porque tres es mas grande que dos

I: ;Coémo podemos corregirla?

MG: Podemos escribir quince mas dos igual a diecisiete
A4: Dos veces nueve igual a quince mas tres

HR: Quince mas tres igual a quince mas tres

DQ: Diecisiete mas uno igual a quince mas tres

6.3x5=15+1

AT: Es verdadera porque tres veces cinco es igual a quince y quince dividido entre
uno, es igual a quince
HR: Es verdadera porque tres veces cinco es igual a quince y quince dividido entre
uno es igual a quince

7.6-6 =1-1

JR: Es falsa porque seis menos seis es igual a cero

I: ;Crees que deberia haber un cero después del signo igual?

JR: Si

SF: Es verdadera porque seis menos seis es igual a cero y uno menos uno es igual a
cero

I: A veces esto es un poco confuso

8.10-7=10-4

MH: Esta es facil

SS: Es falsa porque diez menos siete es igual a tres y diez menos cuatro es igual a seis
I: ;Hay alguna forma de averiguarlo sin hacer la aritmética?

(La pregunta queda sin respuesta)

I: ;Como podemos corregir esta igualdad?

SF: Podemos escribir diez menos cuatro igual a diez menos cuatro

DQ: Diez menos siete igual a dos mas uno

RY': Podemos escribir diez menos siete igual a siete menos cuatro
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9.51+51=50+52

YZ: Es verdadera porque cincuenta y uno mas cincuenta y uno es igual a cincuenta y
dos

I: (Es cierto? Cincuenta més cincuenta es igual a cien y uno mas uno es igual a dos,
asi que es ciento dos. /Es cincuenta y dos mds cincuenta igual a cincuenta?

YZ y otros alumnos: Si

I: ;Alguien lo hizo sin hacer la aritmética?

AG6: Es verdadera porque si tomas el uno de un cincuenta y uno al otro cincuenta y
uno entonces obtienes cincuenta mas cincuenta y dos

10.5+1=7-1

HY: Es verdadera porque cinco mas uno es igual a seis y siete menos uno es igual a
seis

(I no pregunta a mas alumnos/as)

11.3+3+3=9+2=11

I: ;Qué pensais de esta igualdad? ;Es verdadera o falsa?

CL: Creo que es falsa porque tres mas tres mas tres es igual a nueve y nueve mas dos
es igual a once

I: ;No es eso lo que dice ahi?

(I lee la igualdad de nuevo y pregunta a aquellos alumnos/as que levantan la mano,
escuchandose las siguientes intervenciones)

A2: Tres mas tres mas tres no es igual a once

AL: Yo creo que es verdadera.

HR: Yo creo que es falsa porque tres mas tres mas tres es igual a nueve y nueve mas
dos es igual a once

CH: Es falsa porque el signo igual estd en el medio y tres mas tres mas tres es nueve
y nueve mas dos es igual a once

HY: Es falsa. Todas las partes deberian ser nueve.

MG: No estoy segura... es en parte verdad y también parece falsa.

DH: Es cierta porque tres mas tres mas tres es igual a nueve y nueve mas dos es igual
a once

I: Un matematico diria que es falsa. Los matematicos usan flechas de esta forma
cuando quieren expresar una cadena de operaciones (escribiendo: 3+3 +3 -9 + 2 —
11)

Los alumnos/as intercambian unas ultimas ideas:

MH: 5+5=10y 5+5 =6 +5 es falsa porque no suman lo mismo.

I: ;Qué escribirias en la igualdad 5 +5 = 6 +[| para que sea verdadera?

MH: Cuatro

HY: Si tienen la misma respuesta es verdadero pero si tienen distinta respuesta es
falso. (Pidiendo confirmacion)
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C5: TRASCRIPCION SESION 4*

Dia: 3-4-2004
Nuamero de alumnos en clase: 18

I: Ahora vamos a hacer unas pocas de esas ecuaciones. /Os acordais que estuvimos
haciendo algo sobre el signo igual? Marta ha preparado algunos problemas para
nosotros.

Asi que vamos a repartiros unas hojas....

(Se reparten los folios con las igualdades verdaderas y falsas)

I: MH ya esté preparado, ha escrito su nombre y la fecha en el folio. AL también esta
preparada. ;Estais preparados para decidir si unas igualdades son verdaderas o falsas?
(Recordais como la hicimos la ultima vez? Vais a hacerle un circulo a verdadero o
falso si la igualdad es verdadera o falsa. Ahora viene la primera igualdad.

MH: Verdadera.

I: MH esta anticipando que es verdadera. Vais a poner un circulo a verdadero o falso
y no vais a decir en alto la respuesta, ;vale MH?

(I escribe la primera igualdad en la pizarra: 37 +23 = 142)
I: Hacedle un circulo a verdadero o falso y si pensais que es falsa corregidla.
(Una breve pausa)

I: (Al qué piensas?

Al: Falso

I: ;Por qué?

Al: Porque.....es igual a...tiene que ser pequeno

I: ;Cémo sabes que tiene que ser pequefio?

Al: Porque lo aprendi en segundo grado

I: Porque lo aprendiste en segundo grado. {MH?

MH: No son iguales

I: ;Por qué no?

MH: Porque treinta y siete mas veintitrés no es igual a ciento cuarenta y dos

I: Estos no son lo mismo. Y Al dice que son demasiado pequefios para que sumen
ciento cuarenta y dos. ;Estais de acuerdo con esa idea? ;A2?

A2: ...Deberia corregirse después del igual

I: Entonces, ;cOmo te gustaria corregidla?

A2: Treinta y siete més veintitrés es igual a sesenta

I: ;Esta igualdad es verdadera? La ha corregido.

CH: Treinta y siete mas ciento cinco igual a ciento cuarenta y dos

I: Bien pensado, (RY?

RY: Cien mas cuarenta y dos es igual a ciento cuarenta y dos.

I: Muy bien, muchas buenas ideas. ;Sabéis que? No vamos a escuchar todas vuestras
ideas ahora pero las veremos después en vuestra hoja. Veamos el siguiente problema.

(I escribe la siguiente igualdad en la pizarra: 27 + 48 —48 = 27)
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I: Veamos que pensais de ésta. Hacedle un circulo a lo que penséis. Veintisiete mas
cuarenta y ocho menos cuarenta y ocho igual a veintisiete

MH: Verdadero

I: No lo digais. Hacedle un circulo simplemente para que cada uno lo piense por si
mismo.

(Una breve pausa)

I: CL, te he oido decir algo; ;qué piensas?

CL: Verdadera

I: ;Piensas que es verdadera? ;Por qué piensas eso?

CL: Porque veintisiete mas cuarenta y ocho menos ese cuarenta y ocho es igual
veintisiete

I: ;Como? Porque yo creo que ti no has hecho ninguna suma ni resta, ;verdad?

CL: No

I: ;Y como lo sabes sin hacer ninguna suma ni resta? Muchos nifios estaban sumando
y restando.

CL: Porque hay un més cuarenta y ocho y un menos cuarenta y ocho

I: ;Qué va a ser eso? Ese mds cuarenta y ocho y ese menos cuarenta y ocho

CL: Cero

I: ;Quién esta de acuerdo con CL? El dice que si sumas cuarenta y ocho y restas
cuarenta y ocho da cero; esta parte va a ser como sumar cero.

La clase: (Gesto de afirmacion)

I: Alguna gente esta de acuerdo

(Hay mas ideas acerca de esta igualdad? ;SF?

SF: Porque veintisiete mas cuarenta y ocho es igual a setenta y seis y si es igual a
cuarenta y ocho..... no y si le restas cuarenta y ocho y.....

I: Entonces ;tu me estas diciendo que esta parte de aqui es igual a?.....

SF: Setenta y seis

I: ;Y que pasa cuando a setenta y seis le restas cuarenta y ocho? Ah ;sabes qué?
Vamos a comprobar esto un segundo.

SF: Es treinta y tres

I: Si pero vamos a comprobar primero esto. SF, cuando sumaste veintisiete y cuarenta
y ocho... ;Cuanto es siete mas ocho?

SF: Dieciséis

I: Eso es ocho mas ocho. ;Cuanto es siete y ocho?

SF: Quince

I: Quince. Entonces cuando ti haces setenta y cinco menos cuarenta y ocho. Creo que
te va a salir veintisiete. ;Lo entendiste SF de la manera que CL lo explico? El dijo no
tengo ni que hacer esas sumas; sumar cuarenta y ocho y quitar cuarenta y ocho no va
a cambiar el nimero. Vale, vamos a hacer otra. ;Alguien tiene alguna pregunta?
(DH?

DH: ;Qué¢ diria un matematico?

I: ;Qué diria un matematico? Un matematico diria que es verdadera. Un matematico
estaria de acuerdo con CL. Si sumas cuarenta y ocho y restas cuarenta y ocho es
veintisiete. Muy bien, veamos que pensdis sobre la siguiente.

(I escribe la siguiente igualdad en al pizarra 34 + 28 =30 + 20 + 4 + §)

CH: Esa tiene truco.... esto es dificil
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(Una breve pausa)

I: Muy bien, AT va a explicar lo que piensa. ;Que piensas AT?

AT: Es verdadera.

I: ;Por qué piensas que es verdadera?

AT: Porque treinta y cuatro mas veintiocho es igual a treinta mas veinte sumandole
cuatro y ocho

I: Muy bien, ;quién estd de acuerdo con AT que es verdadera? ;Alguien tiene una
forma diferente de explicarlo? ;Por qué es verdad? ;AL?

AL: Los dos son igual a sesenta y dos

I: Los dos son igual a sesenta y dos, muy bien. ;HR?

HR: Porque es verdad

I: Ja ja, muy bien. ;A2?

A2: Porque todos juntos son igual a lo mismo.

I: Todos juntos son igual a lo mismo. ;Has tenido que hacer sumas para averiguarlo?
A2: He hecho algunas sumas.

I: Has hecho algunas sumas. ;Alguien ha averiguado ésta simplemente mirandola?
(JK? (T lo hiciste?

JK: No

I: ;CH? ;Lo averiguaste ta simplemente mirandola o....?

CH: Hice algunas sumas

I: ;AL? ;Lo has averiguado simplemente mirandola?

AL: Si

I: ;Cémo lo has averiguado?

AL: Treinta mas veinte son cincuenta y cuatro mas ocho son doce

I: Bien hecho. Muy bien, vamos a intentar ahora otra. Estamos en el nimero cuatro
(verdad?

La clase: Si

(I escribe la siguiente igualdad en la pizarra: 76 = 50 - 14)

I: ;Verdadera o falsa? Haced un circulo en vuestra hoja y levantad la mano cuando
estéis listos.

(Una breve pausa)

I: ;Solo esta mesa de delante estd preparada? ;Y el resto? ;Estais pensando?
Muy bien, JR, ;qué piensas?

JR: Yo creo que es falsa

I: ;Cémo sabes que es falsa?

JR: Porque setenta no es igual que cincuenta

I: ;Por qué setenta no es igual que cincuenta? ;Puedes decir algo mds sobre eso?....
Yo estoy de acuerdo, setenta no es igual que cincuenta. ;Coémo te dice esto que la
igualdad es falsa?

JR: mmm...

I: Es dificil explicarlo con palabras, ;verdad? ;Quieres ayuda de alguien?

JR: Si

I: Muy bien, ;de quien quieres ayuda?

JR: De DQ
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I: ;Puedes explicarlo con palabras DQ?

DQ: Es falsa.

I: ;Por qué es falsa? ;Piensas que es falsa? ;Puedes explicarlo con palabras?.... ;Si o
no? ;/Se te ha olvidado?..... Muy bien. CL, ;ti que piensas?

CL: Falsa, porque cincuenta menos catorce es igual a treinta y seis.

I: jOH!, Entonces esto es treinta y seis y €so no es lo mismo que setenta y seis.
(Alguien tiene otra forma de pensar en esto? ;AT?

AT: Verdadera.

I: ;TG piensas que es verdadera? ;Por qué?

AT: Porque cincuenta mas catorce es setenta y seis

I: (Es igual? Pero hay un menos. Yo creo que estas tomandonos el pelo. (Estas
tomandonos el pelo o realmente piensas que es verdadera? Porque esto dice menos
catorce. Veamos lo que piensa SF.

SF: Yo creo que es falsa porque cincuenta no es mas grande que setenta y seis y si le
restamos mas, no puede ser mayor.

I: Muy bien. ;[RY?

RY: Yo creo que es falso porque cincuenta menos catorce es igual a cuarenta y seis.
I: Muy bien. Yo creo que otra persona penso que era treinta y seis. ;Crees que es
treinta y seis o cuarenta y seis?

RY: Cuarenta y seis

I: Eso seria cincuenta menos cuatro, que es cuarenta y seis; menos diez mas, es treinta
y seis. Entonces esto es treinta y seis.

MG: Creo que es falsa porque cincuenta es menos que setenta y seis y si tu restas un
numero pequefio de cincuenta, va a ser mas pequefio que setenta y seis, de todas las
maneras es falso.

I: Muy bien, entonces como cincuenta ya es mas pequeflo que setenta y seis, esto
tiene que ser mas pequeio. Muy bien ;]MH?

MH: Es falsa porque a cincuenta si le quitas catorce, no es igual que setenta y seis.
I: Muy bien, vamos a hacer uno que tiene multiplicacion. ;Verdadero o falso?

(I escribe la igualdad 4x5=5+5+5+4)
(Una breve pausa)

I: ;Quién tiene algo que decir acerca de esta igualdad? YZ, ;ti que piensas?

YZ: Es falsa.

I: ;Por qué es falsa?

YZ: Porque cuatro por cinco es veinticinco mas cinco mas cinco mas cuatro es
diecinueve

I: Porque este lado es veinte y este otro diecinueve. jBien hecho!, ; Alguna otra forma
de pensar sobre ésta? ;HR?

HR: Si el cuatro fuera un cinco seria veinte pero como es uno menos es diecinueve.
I: Muy bien, ;alguien hizo esto sin hacer ninguna aritmética? jJR?

JR: Creo que es un poco falsa porque cuatro por cinco es veinte mas cinco es
veinticinco.... Se me ha olvidado.

I: Tienes razon, es falsa. [JK?

JK: Deberia ser cuatro por cinco igual a cinco mas cinco mas cinco mas cinco

I: Entonces éste deberia haber sido un cinco. Tienes razén. Porque... ;qué quiere
decir esto?

La clase: Veinte
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I: Pero ademads de la respuesta, qué quiere decir cuatro por cinco. {DQ?

DQ: Veinte

I: Esa es la respuesta, pero ;qué es lo que te estd diciendo? ;AL?

AL: Cinco mds cinco mas cinco mas cinco... cuatro mas cuatro mas cuatro mas cuatro
mas cuatro

I: Puede ser sumar cuatro veces cinco o podemos sumar... [MG?

MG: Un uno después del cuatro

I: Entonces ;como es la frase de suma que va con esto?

MG: Seria cuatro cincos o cinco cuatros

I: Muy bien, cuatro cincos, vale

(I escribe en la pizarra la siguiente igualdad: 20 + 15 =20 + 10 + 5)
(Una breve pausa)

I: HY, ;qué piensas?

HY: Verdadera

I: ;Por qué piensas que es verdadera?

HY: Porque veinte mas quince no es igual a veinte

I: Eso es verdad veinte mas quince no es igual sélo a veinte, pero ti me has dicho que
todo esto es verdadero.... y tienes razon es verdadera. jPuedes decirnos porque?

HY: Es verdad porque veinte mas quince.... Se me ha olvidado.

I: Se te ha olvidado, muy bien. (JK?

JK: Es verdadera porque veinte mas quince es treinta y cinco y veinte mas diez es
treinta y mas cinco, treinta y cinco

I: Muy bien. Entonces este lado es treinta y cinco y este otro es treinta y cinco. AL?
(Lo has averiguado t de otra forma?

AL: Porque diez mas cinco es quince

I: De acuerdo, entonces no tuviste que hacer todas estas sumas y miraste a este lado y
dijiste que este quince es igual que diez mas cinco y las otras partes son iguales

AL: Si

I: ;Oye! jEso estd muy bien pensado! ;{No? Ella no tuvo que hacer toda la aritmética.
(Alguien mas lo ha hecho de la misma forma que AL? SF, ;tienes otra idea?

SF: Tal vez veinte mas quince igual.....

I: Treinta y cinco. Creo que eso es justo lo que JK acaba de decir. Este lado es treinta
y cinco y este otro lado es treinta y cinco.

SF: Veinte y veinte son lo mismo y diez mas cinco son quince y esos son lo mismo
también.

I: Eso es, estas partes son iguales. {HR?

HR: Es verdadera porque veinte mas quince es treinta y cinco y veinte mas diez es
treinta y cinco es treinta y cinco.

I: Veamos si averiguais la siguiente. Tenemos tiempo para dos mas.

(I escribe la siguiente igualdad en la pizarra 103 + 205 = 105 + 203)
(Una breve pausa)
I: MH es tu turno para decirnos lo que piensas

MH: Es verdadera porque ciento tres mas doscientos cinco es igual a ocho y ciento
cinco mas doscientos tres es ocho y los dos ochos hacen juego
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I: Muy bien, entonces piensas que son iguales y me estas diciendo algo de un ocho;
(de donde viene ese ocho?

CL: Las unidades

MH: Las unidades, el cinco y el tres

I: Entonces tu s6lo miraste a esta parte y dijiste tres mas cinco van a ser lo mismo que
este otro cinco mas tres

MH: Si

I: ;Alguien lo ha hecho de la misma manera que MH? (Gestos de asentimiento de la
clase) Muy bien, SF, ti estas llena de ideas hoy.

SF: Yo he visto el cinco y el tres porque cinco mas tres son ocho y hay dos ochos
haciendo juego y entonces tenemos trescientos ocho y en el otro lado trescientos ocho.
I: Entonces no has tenido que hacer esas sumas, s6lo has mirado a las unidades.
MG?

MG: Yo he hecho algunas sumas. Ciento tres mas doscientos cinco es trescientos
ocho y también me dio trescientos ocho en el otro lado. Entonces tienen que ser
iguales.

I: (AT?

AT: Es falso porque ciento tres mas doscientos cinco y ciento cinco mas doscientos
tres no es lo mismo.

I: Bueno, entonces tienes que ensefiarme cual es la respuesta a esto antes de que yo
esté de acuerdo contigo

RY: Han cambiado de orden el cinco y el tres

I: Han cambiado el cinco y el tres, jexacto! Voy a daros algunas mas. Creo que
tenemos tiempo para dos mas. ;Cudnto espacio tenéis?

CH: ;Yo quiero tres mas!

(I escribe la igualdad en la pizarra: 12—7 =13 —8)

I: Vamos a esperar un minuto mas para que todo el mundo tenga tiempo de pensar la
respuesta.

(Una breve pausa)

I: HY, ;qué piensas?

HY: Es verdadera porque doce menos siete es cinco y trece menos ocho es cinco

I: Muy bien, cada lado es igual a cinco. Eso es cierto. ;AL? ;Lo has hecho ta sin
calcular el resultado? ;Como lo has pensado?

AL: Porque hay doce menos siete y en el otro lado es trece menos ocho y.... han
sumado uno al siete y han sumado uno al doce.

I: jEh!, {Es eso cierto que han cambiado sélo un poco? ;Sumando uno a este y otro a
este y el resultado es el mismo? Eso es bastante ingenioso ;no? ;MH?

MH: Yo he restado el siete al doce y da cinco y trece menos ocho es cinco

I: Tienes razon pero ;sabes que? HY ya nos ha dicho eso. Hace falta que os escuchéis
unos a otros para que no repitamos las ideas una y otra vez. ;Sabéis que? Ya es
tiempo de que preparéis, asi que ya esta.
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