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St r ong laws of l a r ge numbers f or sequences of M-dependents random variables

(Xi independt of X
j

i f !i- j [ ~ M), l a r ge l y studied in the r ea l case , a r e ob

tained .

1 . INTRODUCCION

Se traba j a a 10 largo de todo el artículo con un espacio probabi1ís

¡ i c o (n , P, P) y se co ns i de r a un espacio de Banach E, r eal y separable , y

e l cor r e s pond i ent e espacio .Lp(E) de variables al ea torias co n valores en E
y de poteneia p -fi sima integrable (p~l ) . .

J . Aba ur rea y M. San Mi gue 1 l han estudiado sucesione s 'd; variables

a lea to r i a s básicas incondicional es y condicionalmente i ndependi en t e s en

espa c i os de Banach de tipo p, l < p~Z , pa ra las qu e ha n obtenido r esul t ados
de co nver genc ia .

. Pa r t e del presen t e t rabajo se ded i c a a ex tende r a lgunos ~e estos. r~

su1 tados a s uc es i on e s b á8~cas M- i ncon di c i ona l e s y di fe re nc ia s de M-mar t i n

gala incondic ional , qu e genera lizan l as sucesiones bás icas i ncondiciona les
y cond i c i ona l men te i nd ep end ientes, respecti vamente .

A. Bec k 3 define sucesión de variab les a l ea t or i as condicionalmente

i ndepend ientes como una sucesión {Xn} par a l a cua l E(Xn/Ln) =an (c . s .) ·Vn ,

donde Ln=T(Xl " " , Xn _l , Xn+l " " ) de signa l a tribu ·gener ada por t oda s las
va riables a lea t or ias s al vo ella misma , y l os al' a Z' a3, ... ,an, .. . s on e 1~

mentos del Banach . Cua lquier subsucesión de una sucesión de var i abl e s a1e~

torias de este tipo t al que E(Xn /L n) =O (c .s.) Vn es tamb ifin una sucesión
de diferencias de martingala, por l o que , al i gua l que Menard y Raou1t 7 ,

prefer i mos en 10 sucesivo designarla s c omo s ucesio~e B de di f er encias de
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(1 )'

s

"'"L
k~ l

+~ A · I I~
k~ l

~ A<oo , ta l que:

Proposic ión 1 . - Si { x
n

} e s una sucesión bósiaa M-incondicional de eleme n t os

de E y E es d e ·t i p o p , < p < Z, exi ste una c onstante Di' O, ta l que:

n n

1\ ""' a k xk \\p s D . L Il a k xk \\p (Z)L-
k~ l k~l

exis te una constante A,

.Es evide nte qu e l as sucesione s bá s i c a s l-incond i c i onal e s y l -ort o g~

nales son l a s s uce sione s básicas incond i c ionale s y or t ogonale s .

6

En e l caso par t icu l ar en qu e l a cons tan te A de l a desigua ldad ante 

r io r ( 1) sea 'igual a 1 , l a s uces ión bá s i ca M- incond i cion al se ll ama s u ce 

s i ón bósica M- ortogona l .

Defin i c ión 1 : Una su ce s i ón {Xn } de e lemen tos de E, base de l subespacio que

generan , s~ ll ama sucesión bósica M- i n c ondi c i ona l, si para todo par r ,s ~ N
Yt odo' conj unto de escalares a · , .. . , a . , a . , .. . , a . satisfac iendo :

1 1 1 r J 1 J s

Z. · SUCESIONES BASI CAS M-INCONDI CI ONALES.

Sea N e l conjunto de números na tura les, M~ N Y designemos con Ak ,
k~O,l, . . . ,M-l , a l as c lase s de r estos módul o k, de N:

Ak ~ {l»[r+ k ; r e N} , O<k<M-l .

Supu es t os co noc i dos l os co ncep tos ·de .suc es i ón de variabl e s a leator ias

qá s i ca incond ic i on a l y bá s i ca or togonal l , co nsideramos l as si gu i ente s gen e 
r a l i zacion es:

martingala incondicional , reservando el nombr e de suc esión de v ar i ab l e s alea

t or i as c ond icion alm ent e indep endiente s y co ndiciona lmente ce n tradas ' pa ra

aque l la su ces i ón {Xn} que cumple que , para cualquier m>O, e~iste una sub tri 

bu C de T(X1, . . . ,X) de modo que las va riables (Xl " .. , X ) sefrn condicio -m m . ' . m
nalment e indep end i ent es con' r espe c t o a . C~ en e l sentido hab i t ual y , ademá s ,

E(Xn/Cm) ~ . O para ~odo n, l ~n~m .

Los co ncep tos de espacios de Banach de tipo p y p -uniformemente li

sos , · que se uti lizarán en l o .que sigue , pueden verse en 2 y 8 , po r ej emplo.

. pa r a todo n y para toda famili a de escalare s a 1 , ·aZ'· · ·' an'



(3)

•• • +

<p ~ Z. Son equivalentes :

+

<

<

2(M-1) (p - 1) . \~ 2' ,a k X k \\P + 2(M-1)(p - 1) .11'> a k xk1r +
<

k EA o o k EA 1o o 1 1

z (M -Z )(p -Z ) . \ l L \\P p-1 ~ ~ X kM_1r <a
kZ

xk + • • .' + Z . L- a
+ k

M
_1, k ZEAZ Z k~I _1 EAM_1

i) , 'E es un espacio de tipo p.
,i i ) Ex~ste un a ~ons~ante D >0, t al que , pa1'a toda' sucesión bdsica

M- i nc ondi c i ona l {Xn } de va1'i ables aleato1'ias de Lp (E):

pa1'a t odo n y pa 1'a toda ,fami l i a dc escala1'es a 1 , a Z " " ;an .

7

Demo stración : Si se cumpl e ii), en párticular cu alquier sucesión de va 

r i ab l e s a lea t or i a s indep endientes y ' centr adas de Lp(E ) s atisface (3) y "
por tanto, el e spac i o es de tipo p, ,< p < z.1 El recíproco viene

dado por la propos ición 1, pues Lp CE) es de tipo p , ya que E' lo es . #

Este r e sultad o no s va a permitir obt ene r par a s ucesi one s básicas

M-i nc ondi c i ona l e s de variables a lea t or i as de Lp CE ), 1 <p ~ Z, l a s i guiente

de s í.gu a Ld adt .

Pr opo sici ón Z. - Sea p un núme1'o real ,

dond e la primera desi gualdad se ha obtenido utilizando l a desigualdad - c r
(Ldeve 6 , pág 157) Y l a segunda , por medio de un r esult ado c onocido pa ra

suces ione s básicas i nc ondicional es 1 . ~

Demostración: Bas t a descomponer la , sucesión {xn } en M subsucesiones cu yos í~

di ces r e corran respectivamente los co n juntos A
k

' 0< k < ~1 - 1 . Entonces, pa ra

ca da n , se tiene:



3 . DIFERENC IAS DE M-MARTINGALA I NCONDICI ONAL .

(4)(c. s . )O

(c. s .)O

(c.s . ),

(c.s .), k=O , 1 .....M-1

8

(c . s .)

O

O

o

L X M+k
r M+ k::.n r

n
L X

J
.

j =1

- 1
n

00

L n -p ·II ·XIIP .logP n < <<>,
n=1 n P

y po r tanto :

n
L. X

J
.

j=1

s in más que sumar l as expre s i one s (4) para las ~1 subsuc e s í ones . #

Pas amos ahor a a estudiar un a familia de variables aleatorias
que generali za a l a sucesión de diferencias de martingala incondicional:

Definición.- Una sucesión {Xn } de variables a l ea t or i as integrables.

se llama s u c e s i ón d e di fe r e n cia s d e M-mar t i n gala i nco nd i c i onal si, par a
cada una de las M subsucesiones {Xr M+k} «>

r =O

Se obti en e ahor a una convergencia (c . s .) de l tipo Rad ema ch er-Mens of
para sucesiones básicas M-incondicionales en espac ios de tipo p .

Pr opos i c ión 3 . - Si E es un espacio de Banach de tipo P. 1< P ~2 , para toda

suce sión básica M~i nco ndi c i o na l {Xn }d e variables aleatorias de Lp (E) que ve -

Demostración: Sea nk el número de elementos de Ak men ores o iguál es qu e n

en l a sucesión de subíndices de la famil i a {Xn} . Para cada k. O ~ k ~ M-1 .

la sucesión {Xr H+ k} es bási ca incondicional. y s e tiene por consi gui ente!
( y pa r a variables a l e a t or i a s mutuamente or togona le s en e spacios p-lisos B

vé a s e t ambiénB}

s e tiene :

de donde:

r i f i qu e :
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Ce . s.)o

Cc. s . ) ,

< p ~ 2 . Son equival e n t e s :

- 1
n

ii) & la sucesión {Xn} be r te n ece a LpCE), {Xr M+ k} e s Bu cesión bds i

ca ortogonal de LpCE), p ara k=O,1, .. . ,~I -1. #

para todo r E N, donde oGr M+ k= TCXsM+k ; SE N, sir), k=O,1, .. . ,M-1

i) Toda s ubs ucesión {Xn.-an .} e xtrai~a de una sucesión {Xr M+k -ar M+k }
k=O, 1 , .. . ,M-1 e s suc;¡ s i ó~ °d e d i f e rencias d e martingala .

i ~ E e s un e s pacio de tipo p.

ii) Para t oda suce sió n d e difer e n c ias de M- mar ti nga l a i nc o nd i c i o na l ,

f orm ada por vari abl es aleato r i a s ce ntrada s de Lp CE), tales qu e :

y además:

Con l as siguientes proposiciones tratarnos de extender a e s t as sucesiones de

var iables a l ea t or ias r esultados ya conocidos para diferenc ias de martingal a
incondicion al .

Propos ic i ón 4.- sea {Xn } un~ sucesión d e d i fer encias de M-ma r tingala inc ondi

c -iona l: y sea ar M+ k= E C XroM+k/ Gr~l+k) Cc.s . ).
En t once s:

Propo s i c i ón 5 .- Sea

Demostración: En efecto, a cada subsucesión{ Xr M+ k} se le puede aplicar la
proposición D) de " teniéndose:

y por t anto:

con l a misma técnica de la proposición 3.

El recíproco es obvio, sin más que utilizar e l teoremalj de Hoff
mann-J~rgensen', pues si ii) se cumple, en particular es satisfecha para to
da sucesión de variables aleatorias independientes y centradas.
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para

(5)

n - P < ro ,

.5. a . >- -2 . f . E IlX . I\2
j = 1 J

sHP E \\xnl\2 < '!' ,
se ti ene : n-1

l~m n L Xk O (c.s .)
k=1

Demostración : Si {Xn}'es una sucesión de diferencias de martingala incondici~
. I

nal, [Xj es martingala y UILX¡jO es submar t í.nga l.a real positiva, por lo
que la desigualdad maximal da :

i) E es B- c o nv exo .

ii) Para toda sucesi6n {Xn } de dife rencias d e M-mar t i n ga l a incon dici o

na l t a les que :

Y;de modo similar, puede obtenerse el siguiente resultado: '

Proposición 7. - E e s de tipo 2 si y s6lo si e xis te un a >O t a l qu e p a ra cual

qu ie r sucesi6n d~ di fe rencias de M-martinga~a inc ond i ci ona l se ti en e para

c ua l qu i e » ~ ~ O:

Por último, para l as sucesiones de diferencias de M-martingala i n

condicional, es vál ida una desigualdad de Kolmogorof en espacios de tipo 2

similar a l a que J ain da para variables independientes s

Recíp r oc amente, l a hipótesis ii ) i mplica i ), ~egún la técnica hab i

tua1
2

• '*
e s tarnos en l as cond i c ione s de l a proposición anterior ··ya que E es de tipo p

para algún p E ( 1 ,2J Y se obt i ene la convergen cia.

Demostración: Si sliP E 1\ Xnl\2 < ro , se tiene también sHP E 1\ Xn UP
< ro

todo p tal que 1 < p < 2 .
Corno ad emás:

;: E Il xnllP
L
n=1 nP

Proposición 6 . - Se a E espacio de Ban ao h. Son eq uivalentes :



M

para c ad a par de vectores x,y d e E, se ti ene el sigu iente r esult ado:

11

y y a que cada subsucesión {Xr M+k} es de d iferenci as de 'martinga la, por l a

ap lica c i ón de l r a zon ami e n t o anterior se tendría :

si "E es de tipo 2 y, por tan to, s e t i ene la desigualdad (5) .

Recíprocamente, si es vá l ida l a desigualdad de Kolmogorof para suc~

siones de diferencias de , martingala i n c ond i c i on a l , e n particu lar es cierta

para variab le s i ndependien tes y cent radas y,por Jain s , el espacio es de ti 

po 2 .

Es te r a zon ami e n t o , hecho para diferencias de martingala incondici~

nal es extensible a diferencias d e M- mar tinga la inc ond i c i on a l , c omo se po drá. .
deduci r d e t odo l o desarro l lado an t er ior mente. En e ste caso , bastar ía n o t a r

que:

APENDI CE 1. - Se pueden hacer otras generaii zaciones análogas a las an terio

r e s, c omo e s e l c aso de l ~ siguiente:

Reco r dando qu e un espacio de Banach E es p -un i f orm emente li s o,1 <p~2 ,

si exis te una c on stant e k >O ta l qu e :

Definic ión "~ Una s ucesión {Xn i de variab les a leatorias de Lp(E) se l lama d e

di fe re n c i a s de M- mar t i n ga Za, si cada u na de l a s M sub s u c e s i on e s {X
r M

+
k}r;O,l

...

k;O,l , .. . , M-1 es una s ucesión de di fe r encias de ma r t i n gal a .

.dond e :
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(c .s .) y en

(c.s .) y en Lp(E)o

~ O ·

-n

n
L
k=l

L
k=l

ce

P [Il Xj \1 >c](A) "Lj =l

ce

[ X~M+k ]. (B) ...- 'E k=O, '1, 2 , . .. ,M- lL para
r=l

Pr opo s ición 9 . - Sea E un espacio de Banach d e tipo 2 y {X }una sucesión den .
variabLes a leatorias M-dependientes con valores en E. La convergencia de las

siguientes series para algún c >O:

c
X . = X .. 1 ~lX 11 <' }. .J J j _ c

Demostración : Basta utilizar la misma técniL~ que en l E.S proposiciones

anteriores, tras la apl~cación del t eo rema 6.2 de Jain a cada una de l a s

M subsucesiones {XrM+k}"'r=O' k=O,l, . .. , M- l. fF

(C) tl E [ 11 xj - E xj 11
2J

i mpLica La conv ~rgencia c as i se gu r a de la se rie [ X. en E , d on de:
r =l J

APENDI CE 2 . - Pa ra vari ab l es ~l - dep end iente~ ( su f ic ientemente tratadas en e l

cas o real), qu e no s on sino un c a s o part icul a r de las diferen c i as de M-ma~

tingala incond i cional, e s válido el s i guiente t eorema de las tres seri e s en

es pac ios de tipo 2:

por lo .que , según l a técnica de la proposición 3, puede probarse el r esul

t ad o , :f=F.

Demostraci6n : Medi ante la ap licación del co rolario 2 .4 de Wdyczy ns ki 9

a c ada sub suc e s i ón- {Xr M+ k } se t i en e :r =0, 1 ,2" . . . '

entonces :

Proposición 8 . - Si ( Xn ,B
n

) es una sucesión de diferencias de M-ma r t i nga La

con vaLo res en un espacio de Banach p - u nifor meme n t e Liso , con Xo=O y :
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The note eonc ltide with a determination oí the generating functions f or ep~ , ',.
when k i 5 even or k 15 odd .

( 4)

( 2)

si para a l -

1 Y

O(n lag n)

1, ... , h

(m,n) = 1

k +1 - ési mas y Si = k

i

e n (3) vernos q ue se ve r ifi c a1f(n)

n = 1

s1 Si es par ,

en los demás casos

si

P: (ron ) = IJ: (m ) 1J: ( n ) I

P:(1) 1

IJ: (n) O s i pk+ll n para algún primo p (1)

« n) (_ l P(n) si
h p (lin = JI 0 ,'< (l . < k, Q(n ) E (l.i =1 ~ a. - a,

C. Ca l de r ón .Ga rc1a

Facultad de Ciencias. Univers i dad de Bilba o . España .

In this paper we 'd i s c us s seve r a l pr op er t i e s for the gene ra l i zed f unc t i on s ~~

o í Mob i u s and ~~ o f Euler , obtai n í ng sorne asymp totic 'formuale f or the ~~ fun~

t ion and proving that

E IJ (d)
d / n k

ALGU NAS PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES ~k y ~k

I/ev. Aoad . Cienoias Zaragoza, 3·5 (19 80)

donde Si = (li si n no c o n t iene potenci a s

gú n i es (l . > k +1 .
a

En par t i c u l a r, s i hacerno s

Si f e s una f u nc ión mul tiplicati va la suma extendida a todos los divisores

d/n *de l producto de l a s funciones 1J k y f ve rifi c a

1J: (d) f (d )
h

f (pi l
S . S .

E n (1 - f( P i) + - . _. + (-1 ) ~ f( p ~ ) ) ( 3 )
d / n i=1

La f unción IJ: es mu l tiplicativa para c a d a k. Es t o es P: (1)

Se cons i dera la f unción a ritmética P~ de tipo Mobius, para t o d o entero

positivo k, de la siguiente f orma

1. INTRODUCCION

15



(8)

( 7 )

1

~ * (m n )
k 1 1

~* (m ) ~ * ( n )
k' k'

(m,n) = 1 •

(m/m, ., n/n,)

d > 1 y

S h ' S.
p r Ji q]

r j =r+' J

y

Es'decir

n

siemp re q ue~* (m) ~* . ( n )
k · k

h Ct. h ' S.
rnn=m n JI p~ JI q]

, , i=r+l i j=r+' J

e.
Pi ~ .. .m

~: (mn)

<I> : (rnn)

Se a n m,n > 1 enteros t ale s q ue (m,n)

Sí m y n son enteros pos i t ivo s , no primos e n tre 'sí , se ver i f i c a

pod erno s a p l i car (7) a m,n y m'n

~: (rnn) ~* (m n")
k "

<1>* (m) <1>* ( n) <1>* (m ) <1>* (n )
k. k k , k ,

u e S S
donde m p , . . . p r r n = p,' p r (m/m, r n/nI ) - lo, , r , r

DEMOSTRACION . - Tenie nd o e n c uent a que

Entonce s

16

. *P a ra l a s uma de l a func1ón ~k extendida a los divisores d/n se verifican

c i ertas p r opi e dades , una .. d e ellas análoga a la c onocida para la función de Euler.

Dedu c i r e mos dichas propiedades a partir de una fórmula que daremos en .e 1 siguie~

t e teorema y de l a cual se o b t i e n e c orno caso p a r t i c u l a r la p r i me r a fórmula de i~

versión de Mo b i u s para ~ ~ y para los n E: Q2 (conjunto de enteros p o'sitivos rr

~~ ( n ) = n
d1 n

¡j~ ( d ) /d (5)

TEOREM!'. 2.1 .-

De (2) Y (5 ) s e d educ e q u e la función ~* es multiplicativa para c ada k > 1
k

entero ~ Es decir, ~: ( 1 ) = 1 Y

2. OTRAS PROPIEDADES DE LAS FUNCI ONES ~* ' y *
"' k ~k

~* (n) = n JI (1 - l / p + 1 / p 2 - ... + (-1P / pS ) ( 6)
k p y n

donde . S es de l a forma expres ada en (3) . Ob sérvese que par a n=l e l producto

e s vac { o . En este c a s o s e as igna e l v a lor l.

y que p ara k = 1 e s l a f unc i ó n de Eul er u s u a l .

Aplican do (3) a l a f u nc ión f(n ) = l /n, _ n > 1 se deduc e

d onde los Si son de la forma señalada en l~ / .

A parti r de l a f u n c i ó n generalizada de Mobius ~~ se da en 2 una función ~:

de t ipo Eul e r , d e f inida p o r



q

'\) "03T

(1 ) ~

( 9 )

(11 ) _ J'"

(1 3)

(10)

(12)

.~ JJ.~ O.,. ¿

í , .. ''?,'ii·j2 0

-1;':.: r. Ii"¡ Y..

de , n , Pi primos . dis

O < S. < a,
~ - ~

y y j = k s f para a lgún.S, < k
, ~

n + E d
d/n,d<n

y . par
i= t ·, ... ,n

g (n ) = d7n f(d )

f(n ) = E \.lk*(d ) g( n/d ) .
d/ n

f (n) +d/~,a.!n(d)

y , p a r
i=T•. . . .h

l ibres de cuadrados). .
h ai

Sea n = i)) ' Pi l a. descomposici6n en factores primos
h Si

t i n tos . Los divisor e s d / n s erá n de la forma d = iU, Pi "

TEOREMA 2 .2 . -

Se an n, k ' e n teros > 1 , f una función aritmética y

E ~ 'k*( d ) o ,
d/n

s i e nd o y i = ai - Si c uando ai
e s aj - Sj > k .

Entonces

COROLARIO. -

Sean n E Q2 , k e n t e r o ~ 1, f y g funciones aritméticas . En tonces ~

DEMOSTRACION . - Sustituyendo n por n / d en (9 ) l a suma de l a funci6n g e x ten

dida a los d ivisores d /n es O"o-q

sf aplicarnos el t eorema anterior a la funci6n generalizada ~: vernos que 'p~1

r a la s uma extendida a los divi s ore s d /n s e verifica que "1

Apl i c a ndo (4) se deduce e l teorema.

Para l os n E Q se deduce una p r op i edad análoga' a l a f 6 r mu l a de inversi6n
de Mobius para l a fu~ci6n ~ ~15Y

. k

s f Y s610 si

En particular, si n E Q2 obtenernos una f6rmula análoga 'a la de Gauss p a r a la
funci6n_ ~\ ~ .

17



(15)

< e: < 1

n . ~ 00

( 14 )

n > 1, y a que p o r (5) y ser ~*
k

ti" ,p p r i mo , m e nte ro > 1 q ue

> n (l - e:)

sí

n =

para

1

« _l )ID ' + pID ' ) /pID ' (1+p) < 1

< pID ' (_l )ID'

pm' (p+ l )

~ ( 1 _ tI'" - (_ l)ID'

~ ' (p+l)

1

p(p+l )
O <

*aJp'll ~k (d) / d

~ ~(n )

m s í m < k y m' = k sí m > k . Por o tro lado

f es una funci 6n a r i t m€ t i c a multiplicati va y f (pm) --+ O c u a nd o

donde p es un núme ro p r imo y m un e ntero po s i t ivo (esto es ,

O, cuando n recorre el con junto d e potencias d e primos), e ntonc es

O c u a ndo n _ co ,

f(p ID)
p ID ( 1 - 0) 1 .¡. l /p < 3 1 1

= 2" 7« p ID ) pIDO(1. + (-i¡n' (-:-1"1 )- ID-'-- ) (1 +
p + 1 pID + 1

p.ero sí
ID entonces f(pID) O (15) se verifica.p -.. ro, - y

TEOREMA 3 .2 . -

Para cada o > O

para

donde m'

Po r l o tant o , se cumple (1 4 ) .

DEMOSTRACION.- sí o > 1 es trivial. Supongamos que o 2 1, entonces la f unc i6n
1-0 *f(n) = n /~ k ( n ) ve r ifica el lema anterior. Es , ad e má s , una funci6n multipli-

cativa . Po r lo t anto, e s suficiente p r ob a r que f(tI") O sí pID - oo .
En efecto, para cada o > O

18

lim ~k* ( n ) / n
n- '-+ (X)

Obtendremos a continuaci6n expresiones a s i nt6ticas para la f unc i6n ~*
k

Per o

DEMOSTRACION .- Es evidente que ~ : ( n ) < n

y ~ k multiplicativas basta comprobar para

TEOREMA 3. 1.-

Sea k entero > l. En t o nc e s

3. FORMULAS ASINTOTICAS PARA LA FUNCION ~:

LEMA l.

Sí
ID

P -- 00

f (n )

f( n)



(17)

(16)

(18)

• - s
~k (n) 'n una fun ci6n multipl!

Re s > 1

s1 k es par

s1 k es impar

(_!fs
+ .. . + - --

pk s

Yk ( 2 ) . ~ . o ( n l a g n)

por 10 tanto

19

30

JI (1 
P

~ (4)y

• -s
~k (n) 'nz

n=l

¡e«k+1) s)

Y
k

(s ) .= ~ ( 2 ( ~+l} S )

~ ( (k+1) s)

2 00 * 2 00

n2 d· ¿-- 1~k(d) I d + O (002 E 1/d 2
) + O (n l a g n )d=n+ l

1 n * 2 2
2" dl;, ~k ( d ) n I d + O (n l a g n)

2
n f1!L y (2 ) + O (n l o g ' n)
2' q 2 ) k

z
n='

m~' ~: (m)

.
Se ver i f i ca p a ra l a f un c i6n ~k

LEMA 2 .

. Para la funci6n 'k se cumple

donde

DEMOSTRACI ON. - Basta tener e n cuenta que por s e

c ativ a s e cumple

d e l a cual se deduc e e l lema.

TEOREMA 3 .3 .-

donde Yk ( 2 ) está dado por (1 7 ) par a s = 2.

DEMOSTRACION . - Aplic a ndo (S ) a ~: (m) :

Po r e l lema anterior, esto es igual a

Pero ~ ( 2 )



20

( 20)

(19 )Re s > 2

· Y
k

(2) ,+ O(n log n)

~ ( s- l ) ~ ( 2 s ) Yk ( s )
~ ( s )

30

2 2
n 11

<P ~ ( m)
n
l:

m='

F&cilmente s e comprue ba que se verif ica l a r e l a ci6n siguiente
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CUASICENTRO E HIPERCENTRO SUPERSOLUBLE DE UN ALGEBRA DE LIE

V. R. Va r ea

Depar tament o de Algebra y F~damentos. Fac ultad de Ciencias .
Universidad de Zara go za . España.

In this paper we bui ld t he su~ersoluble hypercentre o f a Lie algeb ra i n a way

that l s s i mi lar to t he bu i l di ng o f the nilpot en t hyper c en t r e from the centr e.

For ·i t , f i rst we consi de r a s ul table genera l izat ion o f t he c en tre , that we cal l

qua s i-centre which a lso 15 an abe lian ideal , and t hen we f ind s orne pr op erties

of t he supersoluble hyp er centre, which 15 t he l arge st s uperso l ub le hypercent re,

which l s the l arg es t supersolubly i mmersed idea l o f a Lie algebra .

Al l the algebras considered in t his paper have f ini t e dimensi ono

INTRODUCCION

Un i dea l d e u n álgebra de Li e se di ce i nme rso supersolublemente (o h i pe r 

central respecto d e l a formación d e las álgebras d e Li e supersolubles ) si l os

factores pri ncipales de l . á lgebra por debaj o del ide al son d e dimensión u no . El

h i percentro ~upersolub le es e l mayo r i dea l inmers o s u pel'so l ub l emente e n e l á l 

gebra . Este i deal tiene las propied a des deduc ida s d e l a teo r i a general d e hi

percentros respecto d e fo r maciones real i z ada e n 111 y e n 141. Aho r a b i én, e n

e l caso dé l a for~ación fl d e l a s á lgeb r a s d e L1 e nilpot ent e s , .e l fl -hiperc entro

es precisame nte e l hiper c entro esto e s , e l t érmino donde se ~staciona l a serie

cent ra l as c endent e .

Nuest ro objetivo es genera lizar la idea d e c entro d e un álgebra de Lie d e

modo qu e e l hipe r c ent r o corres po ndiente sea pre cis amente e l hipe rcentr o s upe r 

soluble y obtener propied ades d e éste .

En teor í a de g r upos finitos esto s e c onsigue con e l concepto d e e lemento

cuasicentra l i nt roducido por Ore . Un e lemento g e G se dic e cu a s i - cent r a l

si <gxx> = <x x g > V x e G . Mu kher jee 131 d e t ermina la estructura del

cuasi-cent ro d e G, s ubgr u po d e G enge nd r a do por los e lementos cu a s i - cent r a les,

demostrando qu e e s nilpotente e identific a e l h i pe r centro correspo nd iente con

el mayor subg r upo n ormal d e G i nme rso supersoluble~ente e n G. Tod o ello s e

demuestra a través d e l a t e o ría arit mética d el g rupo, lo qu e hac e que e n ál

gebras de Lie e l t ratamiento nece s ari ame nt e tenga que ser d istinto, pero e s

natura l e s per a r qu e ' e l punt o d e partida sea e l mi s mo .



V i

Tomemo sL •

-cx , > .. L
J.

[x1 , X 4J = -x 4
no es nilpotente.

co n

es abeliano.

r E N •

y x E L con < x> ..

t E F , entonces

Q( L)

e <y > i dea les n o nu l os de L, entonces

Lue go [y , x] tx = -t'y . Si t F O ,

Y a s í t ' O contrad icc ión con qu e

e s nilpotente (Teorema de Engel) y de
y E L ' .

L = < x l ,x2 , x3 ,x4 ' x S> de dimensión cinco

<x>

de Lie d e d im ensión tre s con el product o da

[~ ; g] = e . L es s u per s o l ub le pero no nil-
Q(L) = L' • //

co n

cua l qu i e r a ,

E Q( L)x , y

x E Q( L)

L = < e , f , g> ~l á lgebr a

[ e , g] = f

Z(L ) = O Y

a ) Se a

Sean ahora

Se a

De mostra ció n:

Sea L un á l geb r a de Lie de dimensión finita sobre un cuerpo F.

Llamamos cuasi - c entro de L al sube spacio vector i a l engendrado por l os e le

mentos de L qu e s on v e c t ores propios de tod a d~rivaci6n interna a dy , y E L .
Lo d enotare mos p~r Q(L ) As í :

Q(L) = F{ x E L I V y ' E L, [y,x] = t(y) x para algún t(y) E F}

22

a ) Si N .. L ,se ,t i en e Q(L) + N/N ~ Q(L/N). El contenido puede ser es- ,
trict o .

1.1 DEFINIC I ON

( s) y ( d )

[y ,x] = tx , [x,y] t'y' t ,t' E F .
entonces x E < y> y l u e go [x, y] = O

x F O.. Por t anto [x ,y] [y,x] = O
Ahora po r l inea l idad ' s e obtiene que

l. CUASICENTRO DE UN ALGEBRA DE LIE

1: 2 ' PRI MERAS PROPIEDADES

a) Q(L) es un i d e a l ab eliano d e L.

b ) Z(L) ~ Q(L) , l a igualdad no siempre e s c ier t a .

c) L nilpot ent e = > Z(L) = Q(L) , el r ecípro co no es c i e r t o .
d ) Puede ocu r r i r qu e Z( L) sea trivial sin qu e lo sea 'Q( L)
e ) L = Q(L) <=> L = Z(L) .

f) Se a a : L1 --- > L2 un isomorfismo de á l gebr as de Lie entonces,

do por [e, f] = O
potente! Se tiene

1. 3 LEMA

co n e l producto dado por: [x 1'x2] = X s [xl , x 2]
[x 1 ' x 4] = x s . L e s resol ub l e, Z(L) = Q(L) = <xs>

Ahora bien, como L es nilpotente, ady

aquí t = O. Esto e s , [y , x] = O Y
Tomemos a ho ra ' e l álgebra de Lie

c) Sea L un á lgeb ra de Lie nilpotent e

y E L , entonces , [v-x] t x para algún

[y[y,xJ] = t[y, x] = t 'x y en gen e r a l

x ( a dy ) r = trx



1.4 DEFINICIo.N

d im N = 1 . //

F(x 1 , • •• ,xr 1) <l L .

+ < x r l+1 > <; Q(L) y c o mo Q(L) /K

= K + < x r l + 1 > = K + N y d e aquí

Q( L) , s e t iene x = t 1x 1 + + t r x r

Lu e go x = t 1(x1
+ N) + + tr(xr + N) .

K ~ K

Q(L)

1 ~ r' < r y K

es ide al mi n ima l d e L entonces d i m Q( L) = 1 •

Consideremos {~1, . . . ,xr} una base d e Q(L)

i = 1 , ... ,r .

si Q( L)

N el Q( L )

=» Desde l u e g o

Supongamos que

a) Sea x = x + N ~ L/ N con x ~

< = ) Trivial.

Un álgebra de Lie L es s u perso l u b l e si y sólo 's i los f actores principales

de L son cuasi-centrales.

con <xi > <l L V- i , Y {n1 , .,. ,nl l u na b a s e d e N. Pode mos también suponer

qu e n inguno de l o s xi p e r t ene c e a N. Sea X' ~ {x 1 , .•. , x r} tal que

X' U {nI''' ' ,nll es bas e de Q(L )

Es cribamos XI = { x~' ... 'Xr l}
Entonc es, Q(L) = N + K y Q(~) /K ~ N

Ahora bien: (K + < x r l + 1 » <l L

e s factor pri ncipal de L, re~ulta que

1. 6 PROPOSIC ION

De most rac i ó n:

Estudiamos ahora una subálgebra estrechamente r elacionada c on el cuasi

cen t r o Q(L) .

Sea N un ide al mi nimal d e L. Enton ces , N ~ Q( L) < => dim N 1 ;

Di r e mos qu e un facto r princ ipal H/K d e L es cuasi-centra l s i H/K ~ Q(L/K) .

1. 5 LEMA

Re c ordemos que un factor principal H/K d e un á lgebra d e Li e L se d i c e

cent r a l s i CL(H /K) = L ó e quivalenteme nte s i H/K ~ Z(L/K) . Re c ordar tam

bié n qu e L es nilpot ent e s i y só lo s i todo f acto r principal d e L es c entral .

con

b ) Sea a hora L u n á lgeb r a d e Lie s upersolub le y N u n i deal no nu l o d e L,

entonces , N n Q( L) el o'

Ahora b i en , < xi + N> = «xi > + N) / N -e L/ N po r ser <xi > <l L , por t anto

xi + N ~ Q(L/N)

b) Tomemos un i deal mi nima l K d e L por d eba j o d e N, por ser L supersolub l e

d i m K = 1 , as í K = <x> <l L Y lue go .O el x ~ N n Q( L) . //

Demo s t rac i ón :



De most raEiórí

O .

O .

[[xy ] y ]

e ntonces [i, z] es 6 cero

es s ub á lgeb r a d e L .

adx ,

p ( x )

24

l ue g o t¡(t¡ti) = ' " = ts(tst~)

resulta titi ~ O para a lgún

Desde luego Q(.L) .. p( L) pero la igua l dad n o

co n O ~ AE F . Ent onc e s, x(ady) 2

luego ady es diagonaliz able .

pro pio d e a dx que está e n F , e ntonces x y O

la mat riz de ady cor respo ndiente a la ba s e

P( L) = L , entonces p(x) = L V x E L

p( x) = L , L posee una b a s e d e vectores propios d e adx,

n p(x)
xE L

Denot a mo s p( L)

i . 7 LE~IA n

·-l·~- '1

s i e mpre es cierta .
• (~.: - "l-'"

i . 8 PROPOSICION

b) Sea L nilpot ent e , x E P(L ) . Tomemos y E L cua l qu iera , por ser L
nilpot ent e ady es n i lpot ent e, l uego p ( y ) = CL«y»

Ahora como x E P(L ) ~ p( y ) = CL«y» , tenemos que [x, y] O . Así
x E Z( L) . II

' P( L) =- L si y s610 si L es a be l i ana.
f I}~ ~.

= » Su po ngamos que

Sea x E L, como

dist i ngamos do s c asos :

a) "o " es el ún ico v alor

far a cada x E L escr ibimos p ( x ) el F-subespacio ve ctorial d e L engen -
drado po r l o s vectores propios d e a dLx Naturalmente x E p (x ) .

Not aci6n :, -

a ) Para cada x E L, p ( x ) es un a s ub álgeb ra d e L. Así t enemos qu e
p(I:¡";.:T'·'.- (

b ) p(x) = CL«x» s i y só lo si "o" es e l ún i co v alor propio d e adx qu e
est á e,n: !!'. e,

_,Ent paryc í.cuLar-r p (x) = L A adx nilpotent e < => x E Z( L) .

c ) S'L 'riilpot ent e => P(L) = Q(L) = Z(L) .

V Y E;,;L (Jy, \! x E Z( L) .

b ) 3 L~jf};> ~. , t . q , [ y , x ]
Por ot ra' parte, p (y )

x = tie¡ + . . . + t~en x(ady)2 = O

Pero Como por otra parte x(ady) ~ O

e ¡, . .. , e n de L, formada, po r vectores propios de ady . Not a r que a lgún ti es

no-nu~~~~ , ruesto que x(ady) ~ O. Sean t¡, . .. , t
s

~ O Y

t s + ¡ = . . . = t n = O

Demostración:

· \ ;(.'.JJa )'>sI Hy , z E L s on vectores pro p i o s d e

6 e s as im i smo un vector propio ~e a dx , lue g o



y de l a i n depen den-

25

O si L no es supe r s o lub l e .

A si L es s u perso l ub le .

Q( L)

Q( L)

a ) Pa r a c ada x ¡; P(L) , "o " es e l úni co- valor pr opi o de adLx que está

Entonces : a) P (L )

b ) p( L )

en F

Finalmente, P(L) ~ CLC{y ¡; L I y es a d- nilpotente}), pu e s p(x)
para x ad~nilpotente . #

Reco r demos l a siguiente

i = 2, . . . ,r .

Te nemos:

De mos tra c ión :

i E {l , . . . ,S} .
As í obtenemos , ti = O para algún i E {l, .. . , s} , contradic~ión .

Consecuentemente, Z(L) = L .

< =) Triv ial. II

1 . 9 PROPOSICION

b) Si e l cuerpo F es a lgebr aicamente cer rado (car acterística a rbit ra r i a )
entonces, P( L) es a beliana.

c ) Sea L r e s oluble y F a r bitra rio , e ntonces P(L) ~ N( L) s i e ndo N( L) el
n i l-radi cal de L. En par ticular: P( L) es nilpot ent e.

cia lineal d e (y,e 2 , . •. ,er ) se sigue qu e O , contradicción .

b) Por ser F algebraicamente cerrado , el apartado anterior nos asegura

que adLx es ni lpotente V x € P( L) . Se sigue que p(x) = CL«x» .

Tomemos a ho r a x, y € P(L) cualesquiera, y € P(L) ~ p(x) = CL«x » luego

a ) Sea _ x ¡; PCL) , s i s u ponemos qu e a d Lx pos e e un valor propi o Ai o.
e n F tenemos qu e 3 y ¡; L tal qu e [xx] = Á y .

Ahora x ¡; P( L) ~ p(y) lue go pode mos escrib i r x = t
1y

+ t 2ei + . . . + tre
r

siendo (y,e2, . . . , e r) un a base de p( y ) y e
i

vector propi o de ady

1 . 10 DEFINICION

1 .11 PROPOSICI ON

Un á lgebra de Li e se d i c e pr imit iva si pose e un i deal mi nima l A con
CL(A ) = A .

yx O.

c) Por ser L resoluble, CL(N( L» ~ N( L) Y Como po r el Teorema de Engel,
todo elemento de N(L) es ad- nilpotente , se sigue que CL({y ¡; L I y e s a d
- nilpot ent ep !; CL(N ( L» -.

Sea L un álgeb r a reso l uble y primiti v a de ide a l minimal A y de c a racter ís
tica cero .



EJEMPLO

Demostración:

f ,[e,g]O

2~ Caso . t
4 = O Entonces l o s valores propios son: 11011 doble y t

3
doble.

Así, si t
3 = O entonces z es nilpotente y

pez) = CL«z » ::> (e,f)
y si t

3
'F O , comprobamos que [ e + f, z] t

3(e
+ f)

Luego en cualquier caso e + f € pez)

Se tiene: Q( L) = O Y sin embargo e+f € P(L) En efecto :
Sea z = t

le+t2f+t 3g+t4u
un e lemento arbitrario de L, se ve que e l polinomio

característi c o de adz >,( A+ t
4c)

(>,2 + At
4

( a + b ) 2 t~ ) .es + t
4ab

+

A e s un álgebra de Li e c o n la operación [ e , f ]

( f , g J = e y e ntonces D e s una derivación de A.

Tomemos e l álgebra de Lie L = < u , A> producto s e mi -directo del álgebra

de Lie d e dimensión uno < u> y A mediante D. ([u,a] D(a) V a € A)

Se c omprueba qu e L es primitiva de i dea l minimal (e ,f) y resoluble, pe

ro L ' n o es nilpotente .

Sea A u n espacio v e c t o rial de dimensión tr~s s obre un cuerpo F alge b rai

c ame nte cer r ado de c ara c t erística do s. Escrib amos e,f ,g una base de A.

Llame mos D: A --- > A l a aplicación lineal d ada por D(e) = ae,

D(f ) bf, D( g ) = cg s ien do b,c € F* Y a = b+c F O
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La c o ndición sobre la c a r acter í stica del cuerpo np se pu ede s u pr i mir c o 

mo mues t r a e l s iguient e

l~ Caso. t
4

Fa. Entonces los valores propios son todos distintos, luego

adz e s diagonalizable y por tanto pez) = ~

Ob ser vemos a hora que A e s L/A-módulo i r reducible y que L/ A es reso luble ,

a p l icando e l Teorema ( 11, pág . 4 7 d e 121) tenemos qu e L/ A e s a beliana y que

a dxlA : A --- > A es s e mi - s i mple (ésto es, s u po linomio mí n imo e s i rreducib l e).

Para c a d a x € L"'" A . Sea ltx( X) éste polinomi o, e nt on c e s e l polinomi o mí 

n i mo de adLx es X ~ltx (X ) .

Distingamo s dos c asos :

l~) grado d e ~x(X) e s uno, V x € L' A . En e s te c a so resulta qu e

t odos los valore s pr opios de t odas las derivacione s internas de L est á n e n F,

y como además LI es nilpotente, deducimos que L e s supersoluble y a sí

dim A = 1 Y P(L) = Q(L) = A .

2~) j x € L <, A t a l que ltx(X) e s de g rado mayor que uno.

Entonces necesariamente, dim A > y L n o es s u perso l ub le . Por otr a

par t e , p(x) e s ahora igual a CL«x » pues " o" e s el único valor propio d e

adLx que está e n F. Finalmente, CL« x » n A = O ya qu e {a € A I ax = O)

e s un ideal d e L contenido e n A, y de la mi nima lid a d de A y del h e cho d e que

x i- CL(A) , d educimo s qu e CL«x » n A = O Y co n esto P(L ) = O . //

Por hipóte s is A e s abeliano y así Pea) = CL«a» p a ra c a d a a € A , l u e go

n Pea) = n CL« a » = CL( A) = A , s e s igue que P( L).,;: A .
a €A a €A



1 . 12 COROLARIO

que

Q*(L) .

y Qi+l (L ) /Q¡(L) e l cu asicen 
de L es e l térmi no donde se

Entonces, L/K es primitiva .

L/K no es s u pers oluble . Por
P( L) «> K • //

(a ) Sea L co nt r aejemplo minimal. Como d im L > 1 , s e t iene

As í po r l a mini malidad de L ,L/Q(L) es superso l ub le pu es
= Q* (L) / Q(L ) = L/Q (L) . 'Sea . r ~ dim Q(L ) y tomemos
bas e de Q(L) co n < xi>-4 L , i = I , ... ,r

O = Q,,( L) < Ql (L)

Son e quivalentes :

b ) Q* ( L) = L .

e) L/ Q*(L) es supersoluble.

2. 1 DEFINICION

a) L es s upersoluble .

_Consideremos ahora la caden a d e ideales d e L:

(b) => (e) t r i vi a l

( e) => (b) Sea L/ Q*( L) s u per so l ub le, Como po r un lado Q(L/Q*(L» = O

por definici ón de Q* (L) ' y por otro lado el cu a s icentro de un á l ge b r a su
pe r s oluble no-trivial es no- trivial, necesariamente L = Q*(L) • //
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Sea L r e s oluble d e c aracterística cero . Enton c e s , P(L) está contenido

en el core d e .t oda subá lgeb ra maxi ma l de codimensi ón mayo r qu e uno.

2 .2 PROPOSICION

De mos t r a c i ón:

2 . HIPE RCUASICENTRO

O «x1 > « x 1>+ < x 2 > < .. · « x 1> + .. . + <x~ > =Q(L)

l os factores de ésta c ad en a s on de dimensión uno, de a qu í s e deduce que L
es supersolub l e .

De mo s t r ación:

Para un á l geb ra de Li e L, s ea Qo (L) = O

t ro d e L/Qi(L) . El hi percua sicentro Q* (L)
estaciona la c a dena de ide ale s

Se a M < L maximal, l lamemos K = Core M

Ahora po r ser M de c o di me n s i ó n mayo r qu e uno,

t anto , O = P( L/K) ~ (P( L) + K) / K y de aquí

(a) = > ( b) Su ponga mos L s uperso lub le y qu e Q*(L) f L , . Entonces tene
mos O f -L/ Q*(L) s u per so l ub le , l u e go Q(L / Q* (L» f O contr adicción con la
de f i nic i ón de Q* (L ) .

( b ) = >

Q(L) fa.
Q*( L/ Q( L))



Tenemos a s í la c ade n a :

o} .n {N<1 L I Q(L/N)Para un álgebra de Lie L, Q*(L)

Consideremos la c aden a :

Demostración :

a ) Por la pr oposición anterior Q*(L/ N) = n {M/ N <1 L/ N I Q(L/M) = O} .

Sea . M/ N <1 L/N co n Q(L/M) = O , entonces Q*(L) ~ M también por la
proposición an terior . Por tanto, (Q*(L) + N)/N <; M/ N .

b) Es cribamos w1 /N = Q(L/N) y (Wi /N) /(Wi_l /N) = Q((L/N) /(Wi_1 /N»
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2.3 PROPOSICION

o = Qo(L) < Ql (L) < < Qm (L) Q*(L)

y e scr i b amos T = n {N <1 L I Q(L/N) = O) .

Enton ces c omo Q(L/Q*(L» = O t ene mos qu e T ~ Q*(L) .

Ahora tomemos K <1 L tal que Q( L/K) = O Y s u po ngamos qu e Qi (L) ~ K
para algún i < m , hemos de probar qu e entonces Qi+l (L) ." K .

Sea x E Qi+l (L) tal que <x + Qi (L) > <1 L/Qi (L) , tenemos qu e

[x, y] + Qi(L) = Á(y)x + Qi(L) V Y E L con A( y) E F De Qi(L) ~ K d edu-

cimos que [x, y] + K = ).(y) + K , V Y E L luego x + K E Q(L/K) = O Y así
x E K .

Sea ah ora z E Qi +l(L) arbitrario, pode mos escri b i r

z + Qi(L) = t 1x 1 + ' 00 + trxr + Qi(L) c on <x j + Qi(L» <1 L/Qi(L)

(j = 1, oo .,r) .

Por' lo ant erior , x
j

E K (j = 1, ... , r) . Ade má s

z + K = t1 x1 + ... + t r x r + K luego z E K . 11

Demostración:

a ) Si N <1 L en tonces , ( Q*( L) + N)/N ~ Q*( L/N) .

b ) Si N <1 L Y N ~ Q* (L) ent on ces, Q*(L/N) = Q*(L)/ N

2 . 4 COROLARIO

O = N/N < wi/N < . . . < Wm/N = Q*(L/N)

Como por hipótesis N <; Q*(L) , Q*(L)/N " Q*(L/N) = Wm/N por (a).

Luego Q*(L) ~ Wm Para probar el ot r o contenido probaremos primero

que W1 ~ Q*(L) . Sea x + N E w1 /N tal que -cx ,+ N> <1 L/N , entonces

< x + Q*(L» <1 L/Q*(L) Y luego x E Q*(L) , ah ora por linealidad deducimos
que W1 <> Q*(L)

Supongamos ahora que Wi ., Q*(L) y probemos que Wi+1" Q*(L). Como

(L/N )/(Wi/N) : L/w i se sigue que Q*(L/Wi) = Wi+1/wi (~-2,t) y por un ra

zonamiento análogo al anterior deducimos que Wi+ 1 ~ Q*(L) • 11



( i= O, . .. , r - 1) .

con <x > -<1 L , ent.onces

Q(H) Por l ine alidad

y probe mos qu e e ntoncesQ.(L) ~ Q.(H)
1 1 ·

qu e Q(L) ~ Q(H) Se a x E: L
Y lue go < x> <1 H , esto es x E:

Q(H)

De mo s t r a ción:

Su pon ga mos aho r a qu e

Qi+l (L) ~ Qi+ l (H) .

En e f e c t o : Sea x + Qi(L) E: Q(L/Qi(L» con <x + Qi(L» <1 L/Qi( L) .

Desde luego N1 ~ Q(L) Ql(L) . Supongamos qu e Ni ~ Qi(L) y prob emos

qu e Ni+1 <;; Qi+l (L) Sea z E: Ni +1 ' entonces <z + Ni >·<I L/ Ni lue go

V y E: L , [z,y ) + Ni = ->-y + Ni para algún A E: F Ahora ,

[ z + Qi(L) , y + Qi(L» ) = zy + Qi(L) =',\, y + Qi( L) , pu es Ni ";: Qi( L) de

aquí deducimos que < z + Qi( L» <1 L/ Qi (L) por tanto

z + Qi (L) E: Q(L/Qi (L)) Qi+1 (L) /Qi (L)

i i ) Q*(L) está inmerso s u per so l ubleme nte en L. En e fe cto :

Desde luego pod emos suponer que Q(L) es no-nulo, pues en otro caso

Q*(L) O Tomemos N <1 L minimal con N < Q(L) en t on c e s por (1 .5)
dim N = 1 .

Pro cedamos ahora por inducción, como Q*(L/N) = Q*( L)/N (2.4) tenemos
qu e todos los factores principales de L comprendidos entre N y Q*( L) son de

De mo s t r a ción:
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2 .6 COROLARIO

a ) bas t a apli car 2 .5 y 2 . 2 .

b) Se a N <1 L inme r s o s u perso l ub lemente , luego ex iste un a cadena de
i dea les de L

a) Q* (L) es supersolub le .

b) Q* (L) es e l .mayo r ide al i nmerso s upe rsol ub lemente e n L.

2 .5 PROPOSICION

Pr obemos primero

x E: Q( L) ~ Q*(L) <;; H
deducimos que Q(L) ~

Si H es una subálgebra de L y . Q* ( L) ~ H , ent onc es

Q* (L) ~ Q* (H)

En particular: Q* (Q* (L» = Q* (L)

x E: Qi+1(L) ~ Q*(L) .,,;: H , para c ad a y E: H

[yx ] + Qi(L) = tx + Qi(L) para algún t E: F , lue go

[yx ) - tx E: Qi(L) <;; Qi(H) ,lue go [y + Qi(H) , x + Qi(H» ) = [y, x ] + Qi(H)

tx + Qi (H) , V Y E: H Se sigue qu e < x + Qi (H) > <1 H/Qi (H) Y entonces

x + Qi(H) E: Q(H/Qi ( H» , esto es x E: Qi +l(H) . #
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r e sult a que

l u e go po r lo

es un fa ct o r principal de L por d eba j o de Q*( L) co n

minima l K d e L contenido en V. Re su lta po r inducción

está inme r s o s upersolub lemente en L/K l u e go
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Q*( L) está co ntenido en toda s ubálgebra superso luble maximal .

Por otra part e , Como S es s uperso lub le t ambien lo es

S/S n Q*( L) y por ( 2.2) Q*(S/S n Q*(L» S/ S n Q*( L) Por con -

siguiente , S ~ Q*( L) y as í S + Q*( L) = Q*( L) qu e es s upersoluble
(2 .6) . //

dimensión uno.

Sea S ~ L Y S s uperso l ub l e ent on ce s, S + Q*( L) es supers o lub l e. En

particular : Q*(L) está co n t en i do en t oda e nvoltura s upe rsoluble de L.

Fi na l mente s i U/V

V F O , tomemos un i dea l

que Q*( L/K) = Q*( L)/K

d i m U/ V = 1 . //

Demostrac i ón :

2 .7 PROPOSI CI ON

1~ Caso S + Q*(L) ~ L , en t onces por indu cción S + Q*( S + Q*(L» es s uper

s oluble . Pero a p l icando ( 2 . 5) tenemos qu e Q*(L) ~ Q*( S + Q* (L» y

po r tanto S + Q* (L) ~ S + Q*(S + Q*( L» superso l u b le , l u e go
S + Q* (L) es supersoluble .

29. Ca s o S + Q* ( L) L , entonces L/ Q( L) '" S/S n Q*( L) Y de a qu í se sigue

qu e Q*( S/S n Q*( L» = O .-'

Ahora si K e s otro ideal mi n i mal de , L por d eba j o de Q*( L)

(N + K) /N es un f actor princi pa l comprend i do e ntre N y Q* (L )

ante r ior dim K'= 1 Y así K ~ Q( L) ' .



1 . I NTRODUCCION y NOTACIONES

Be¡). Aaad. Ci encias Zaragoza, 35 (1980)

HOMOLOGIA y CLASES DE CHERN DE LAS HIPERSUPERFICIES LISAS EN ESPACIOS MULTIPRO
YECTIVOS

J. Ferrer y F. Panyella

In this paper we study the homology (and coh omology) of s mooth hypersurface s

in multiple-pr o j e ctive sp ace s . The ess ential s tar ting po i nt i5 a generalisa

tion of Lefschetz' s theorem, which r educes t he problem te the comput ation of

the Euler cha racter ist ic . This char acter ist ic i 5 computed by two differ en t s

methods : the first, by means of s tratifi cation s and cover ing s of simple mode ls ;

the s econd , by computing the Chern classes . Sorne consequenc e s are peioted out :

Eul er characteristic of project i ve manifo lds whichs are no t compl ete inters e c

tions, .. .

Departamen t o .de Matemáticas. E~T~S.I .I .B . Uni ver s idad Po l i técn i c a . Barcelona .
España.

En el apartado 2 se demue stra ( t eor ema 1) la general izac i6n del teorema

de Lefschetz para hipersuperficies de espacios mu1tiproyectivos pn xpm. Apl i 

cándo lo al c a so de hipersuperficies lisas, se obtiene (proposici6n 2) la e xpr e 

si6 n deta l lada de su homo10g1a (y c ohomolog1a) en func i 6n de su caracter1stica

de Euler.

En el apartado 3 se demuestra (proposici6n 4) en primer lugar que las

hipersupe~ficies lisas de bigrado (a,b) forman un abierto de Zariski denso en

e l correspondiente espacio proyectiv o de coeficientes. A c o n t i n ua c i 6 n se de

muestra (proposici6n 5) que todas ellas son' difeomorfas, c on lo que para su es

tudio podemos basarnos en modelos simples. Se notar~n gen€r,icamente vahonm
Como caso particularmente sencill¿;; se estudian e n el apartado 4 las hiper-

s up e r f i c i e s lisas de bigrado (a,l), dando (proposici6n 6) una caracterizaci6n

d e las mismas, que permite obtener (proposici6n 7) una f6rmula para el cálculo

de su caracter1stica de Eu1er.

En el apartado 5 se estudia el caso general de bigrado (a,bJ según el m€

todo señalado: obtenci6n de un modelo de ecuaci6n simple (proposici6n 8), me

diante el cual se determina su caracter1stica de Eu1er (teorema 11 y corolario

13). De ah1, y a trav~s del embebimiento de Segre, obtenemos la homolog1a (y

c o homo l o g 1a ) de variedades proyectivas lisas que no son intersecciones comple

tas (observaci6n 14).

Finalmente, el apartado 6 contiene el cálculo de las clases de Chern de
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una hipersuperficie lisa de bigrado (a,b) (proposición 15), de l as que se dedu

ce una nuev a expr e sión para su característica de Euler (corolario i6). -La com

parac i ón con l a obtenida e n el apart~do anterior c onduce a curiosas igualdades

numér i c a s (o b s e r v a ción 1 7 ) .

que l a homolog1a y cohomolog1a es a coe

n~m, lo q u e no es restrictivo.

pn xp m, se _verifica

b

e s t e apartado, supondremos

en 2. Tamb ién supondremos

Si V es una hipersuperficie de

E

a O+ ' . . +a n
SO+ -· · , +S m

Hk(V) - Hk(pn Xpm) , 05k5n+m~2

Demos t raci ón: Sea V de bigrado (a,b) definida por

E A
a S

xau S ':' O
a , S

Sea v a el morf i s mo de Veronese de pn en P(n;a) y v
b

el de pm en p(m;b) (nota-

c i ones análogas a las expresadas anteriormente: d im p (n ; a ) =v( n; a) - l ; v(n ;a) =( n+a )
a

a S
E A

a S
x u O

a , S

y r ec1procame nte.

Si X e s una variedad ana11tica , es dec~r , u n espacio ana11tico liso, de

notamos po r T(X) el fibrado t angente de X; y si Y es una subvariedad a na11 ti

ca de Y, N(Y) s erá ' e l fibrado no rma l de Y. uX,u y " " denotan l as clases de

homo log1a f undamen tales . Pa ra l a s clases de Ch ern de fibra dos util i z a r e mos

l a s not a cione s de 1

La s notaciones i ( , ) y indican el númer o y e l p rod uc t o de i nterse cción ,

r e spe c t i vamente. Ver 2 pa r a de f inición y p r o p iedades . Si a es una c lase d e

homolog1a denotamos por a * su clase de cohomolog1a d u a l , respecto d e l a duali

dad de Poincaré (cuando é sta esté definida) .

De f orma más pr ec i s a, s ean a = (a o , ... , a n), S= (S O" " ,Sm) multi1ndic es t ale s que

\ a l =a o+ . . . +a n= a, i s i= s o+ " ,+ Sm=b. Sea v (n , m; a , b ) e l n úme r o de monomio s distin

t o s de la forma
a O a n So Sm

X o . . , x n "o . . . u m
n+a m+b

Es to es: v (n , m; a , b ) = ( a ) ( b ) . Desig nemo s por P(n,m;a ,b) el e spacio proyec-

tivo de dimens ión v (n ,m ;a ,b) - l , y s u s puntos por - [ A] , con c oorde n ada s homogé

ne a s [ Aa sJ a, s ' donde la l =a , Is l =b . A c a d a [ A] EP(n,m;a , b) asoc i amo s el d ivi 

sor de bigrado (a , b) en pn x~m, de f i nido por la ecuaci ón a n t e r iór, e s d eci r

2 . pa'ra

f ici e n t e s

Teorema 1:

Lo s e spacios proyec tivos se c onsiderarán s iemp r e c omplej os . Not a r e mo s

([x] r [ u] ) un punto de pn xpm , c on coordenadas b i h omogéne as ([x o "" ,xn] ,

[uo " " ' u.). Es s a bido q u e una h i per s uper f ic i e e n pn xpm viene dada por u na

ecuac ión bihomo géne a , e sto es, homogénea en cada sistema de var iables xi

( O~ i~ n ) y u
j

( O~j~m ) s e para d amente. Si e l grado de homogeneidad re s pectivo e s

a y b, dir emos que l a hipersupe r ficie e s d e bigrado (a,bJ . Po r tanto, una hiper

super f i c ie de b igrado (a , b) v i e n e dada por una e c uación de l a f orma
a O a n So Sm

Aa o .. . anSO .. . Sm X o " , x n Uo ",um = O
= a



.Se g ún e l teorema ante r i o r

H
q

(pn xpm) ; Hq (V)
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{
- X(V) +m( n+1 ) , s i m+n-l impar

X(V) - (m-1 ) (n+1) , . si m+n- 1 par

Kunneth obtenemos f ácilmente la homología de pn xpm, que re-

s uIta lo s i guiente (nsm) :

r a ng H ; O, s i q impar , o q >2 (m+n)q
r ang H2k k+1 , s i O~k < n

rang H2 k n+1, n~ k~m

r a ng H2k m+n-k+1 , s i m<k~m+n

número de monomios .distintos de la forma x
a,

con la l ; a , etc.). Consideremos

V
a b

; v ax v b
: pn x~m + P(n ;a) xP(m;b)

que es un embebimiento (biholomorfo). Se, tiene u n hom~omorfismo

V;;;; v
a b

(pn xp m) (\ V '

donde V ' es l a hiper superficie de bigrado (1 ,1) en P(n;a) xP(m;b ) a s ocia d a de

f orma natural oa V. De forma precisa, si tomamos c oordenadas ( [ taJa , [ s aJal e n

p(n;a) xp(m;b), de manera que

vab([xJ,[uJ) ; ([xaJ a, [u aJ
a

) ,

V' es l a h ipersuperf icie def inida por

a~a Aa a t asa; O.

Sea a el morfismo de Segre

a : P (n ; a )x P (m; b ) + ~N

donde N;v(n;a) . v (m;b) - l , que es a s i mismo un embebimiento (biholomorfo) . Se

tiene un ho me omo r f ismo

Demostración: Por

v' ~ a ( P ( n ; a )x~ (m ; b ) n V"

donde V" es el hiperplano de p N asociado de f o r ma natural a V'. De forma pre

cisa si tomamos coordenadas ([wa aJ a, a) en p
N

de manera que

a ( [ taJa , [ s aJa ) ; ( [tas aJ a , a)'
V" es e L hiperplano defin ido por

a ~a Aa a wa a ; O

En d e f i n i t i v a se tiene un homeomorfismo

V ~ (a . v
a b)

(pn xp m) n V"

y ahora basta apl icar el t e o r ema de Lefschetz 3,4 °teniendo e n c uenta que

(a .v
a b)

(pn x~m) es de d i mens i6n compleja n+m, homeomorfo a pnxpm. / /.

Para el caso de hipersuperficies lisas, esto nos permite determinar su

homología (y cohomología), si conocemos su característica de Euler: °

Proposición 2: . S i V e s una \J,ipers uperficie lisa de ~nxpm, todos sus grupos

de homologí a y cohomología son l ibre s ; s u s números de .Be t t i b q; r a ng Hq (V);

; r a ng Hq(V) s on (supon i endo n~m) :

b 2k+ 1
; O, para t odo k t a l que 2k+1in+m- l

b 2k k+l , si O~k<n

b 2k n+1 , si n~k~m-1 y 2kim+n-1

b 2k m+n-k , s i m-1<k~m+n- l

b 2k O, s i m+n - l <k



Si60Cb libres, tendremos (ver 5)

Hq (V) = H
q

(V) . Os:q <n+m-l

Hn +m- 1 (V) l i bre

Po r el t eore ma de dualidad de Lefschetz (ver 5 ) obtenemos

H (V) = Hq(V) = H' + 1 (V ), ' n+m-l < q~ 2 ( n+m-l )
q ° m- - q

H,' . (V) = Ho+m- 1 (V)
o+m-l

con lo que q ue da n todos det erminados, s a lvo e ste último, que podemo s e xpre s ar

e n funci6n d e x CV) como a parece en el e n unciado . 11.
Observaoi én 3 : Del home omo r fismo

V = (a .v
a b

) (lPox pm ) n V"

que apar e c e e n ' l a 'demos t r aci6n del t eorema 1, r esulta .q u e s i el hiperplano V"

es transverso a (a. v
a b

) (po xpm) , V e s lisa. Por consigui e nte, " c asi t odas" l as

h ipersuperficies de po xp m son lisas . En el pr6ximo apartado e nu nc i a r emos es to

de f orma p rec i s a .

3 . Para f aci l i tar el e s t udio de l a carac ter ís tica de Eu ler de l as h ipersu

perficies l isas de po xp m, probar emo s previ amente que toda s las del mismo bi

grado s on d i feomo r fa s , con lo q u e b as t a r á considerar casos partic u l a r es de

e c u aci o nes má s s imples. An t e t odo vamos a precisar l a o b s ervaci6n 3. Se gún

las notaciones iniciales, el conjunto d e los div isores d e bigrado (a , b ) en

po xp m se i den t i f ica con P(n, m; a,b), ha c i endo cor res po nde r a [ A] <P( n,m;a,b) l a

h i persuperfic ie Ve A] defi~ida por

E A xa u e = O
a , e c B

Se veri fica :

Proposición 4: El c onjunto de puntos [ A] p a r a ~O l? que Ve A] es lisa, . fo rman un

a b i e r t o de Zariski denso M en lP(n,m;a,b).

Demostración: Se a H la hipe r superfici e de po xpmxP(n,m;a,b) f ormada por los

([x] , Iu] , [ A] ) tales q ue ([x], [uJ ) <V[A] , e s t o es

a; e Aa e xau
e

= O

Se compr ueba s i n d i f icultad que H es l isa (basta o b s e rvar los monom ios d e la
a b

forma x i u j ) .

Sea n la restricci6n a H de la proye c c i 6 n sobre P(n,m;a,b), con lo q u e

1 . [ ] .
n - ( A ) '" V[A]

Por tanto, si [ A] es un val o r r egular de n , VeA] es lisa. Pero, por s er

n p r o p i a , el conjunto ' de valo res críti cos es un cerrado d e Za r isk i ; y el t e o

rema de Sard nos garantiza que no es el total . 11.
Proposici ón 5 : Sean V, V' dos hipersuperf icies ~isas e n po xp m de bigrado (a,b).

Entonces V y V' son d ifeomorfas.

(Not aci ón: Las hipersuperficies de este tipo las hotaremos genéricamente Va b
) •. om

Demostración: Con la construcci6n de la proposici6n anterior, V Y V I serán las

fibras de dos puntos de M (es 'una comprobaci6n directa que s~ VeA] es l isa, . [ A]

es un valor regular de n). Por el teorema de Eresruman (ver ).

~I : n-1(M) + M,

34



ca de Euler de una intersección completa

Proposició~ 7: Sea val una .h i pe r s up e r f i c i e
om .

verifica

35

O,;j,;m

üs r s nO

Si W no es ' una intersección completa lisa en pO, existirá un pun-

m

m
E qj D

r
f

J
. (p)

j=O

f
j

(p) = O

que. a su vez implica que ([p], [q]) es una singularidad de V.

El recíproco se obtiene invirtiendo las implitaciones. // .

Podemos ahora determinar fácilmente x (Va l ) en función de la característi-
. nm o . 7 8

lisa en P (ver ' .)

lisa de bigrado (a,l) en po xpm. Se

es una fibraci6n C~ localmente trivial. Y al ser la base arcoconexa (abierto

de Zariski), dos fibras cualesquiera son difeomorfas.

Demostrac.ión:

4. Estudiemos en primer lugar el caso particularm~nte\sencillo de bigrado

(a,l). Seg6n la proposici6n 5, bastaría considerar, por eje~plo, la hipersu-

perficie definida por: ~

E . ~ • •x~ u. O
O.si,;o J.J J. J

Osj.sm

con (~ij)i.j una matriz (n+l) x(m+l) de .rango máximo. No obstante, para este

caso se tiene una 6til caracterización general de las hipersuperficies lisas:

Proposi ción 6: Sea V una hipersuperficie de bigrado (a,l) en po xpm, definida

por la ecuación

x(.v~~) = (n+l)m+x(a;n,m)

donde x (a ; n , m) es la característica de Euler de una . intersección completa lisa

(o vacía) en po, de grados (a, ••• ,a) y codimensión m+l.

Nota: Seg6n 8,

to [p]=[Po, ... ,pJ tal que:

f j (p) = O O,;j,;m

a (fo' · · · ,fm )
rang (p) <m+l

a (x o " " ' x o )

Lo que implica que existe tq] = [qo ' ... ,~] e pm tal que:

m
E u j f j (x) = O

j=O

donde fo, ... ,fm son polinomios homogéneos de grado a, en n+l variables. Se

verifica: V es lisa si y sólo si W~ pO definida por

f j (x) = O O,;j,;m

es una intersección completa lisa (o vacía).

o-m+l
x(a;n,m) = a m+l E ' (_ l ) m- o - l - i (o!l) dotm-l-i ( o-l-i )

i=O J. o-m-l-i
\

Demostración: Tomemos val como en la proposición anterior. Sea w la restric-om .
ci6n a val de la proyecci6n natural po xpm*po. X sean:

om
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.' .

n+l- x (W)

"l:Vl+pn_W

"2: V2+W

= f. (x) = O
J k

m(n+l- x(W)+(m+l) x(W) = (n+l)m+x(W ). 11.

,,-1 (pn_W)

.. -1 (W)

m

f. (x ) =
J O

b
E u

J
' f

J
. (x) = O

j =O

sean intersecciones completas lisas (o v a c ías ) p a r a todo O·:Sjo" " ,j k:sm.

Demostración: Ve amo s que s i ( [pJ , [q]) es un punto crítico de la hipersuperfi-

cie V, alguna V. . no es una intersecci6n completa lisa en [p]. En efecto,
J O' • • J k

( [p] r [q]) veriÚcará

¡~ q~ f j (p) = O

. ,. E q~ D f. (p) = O, O.:;r.:S n
j J r J .

b-l
qj fj(p) =0,

donde f j s o n polinomios homogéneos de g rado a. Una c o ndici6 n necesaria y su-

ficiente p a ra q u e sea l isa, es que las variep ades V. . de pn definidas por
J o' .. Jk

Por t a n t o
(Va l ).

nm

5 . Pasemos y a al caso gen~ral de bigrado (a ,b). Según la proposici6n 5 po

demos remitirnos a modelos de ecuaci6n particularmente simple. Vamos a deter

minar los que util i zaremos, análogos a los del apartado anterior

Proposición 8 : Consideremos en pn xpm la hipersuperf icie V de bigrado (a , b ) , b >l,

definida po r

obeerv ooi on 7 ': ·S i nsm , e s W=0, con lo que : .

' Va l ) - (n+l)mX.\ nm -

" 1 Y " 2 son aplic~ciones propias y submersivas, con lo que por el teorema de

Ereshman (ver 6) determinan fibraciones. Como sus fibras s on, respectivamen

te pm- l y pm, se tiene (ver 5)

x (Vl ) x (pm- l ) X(pn_W) = mx(pn-W)

X (V
2)

= X (pm) X (W) = (m+l) X (W)

En v i r t ud del teorema de dualidad de Lefschetz (ver 5), se tiene:

En v i r t ud de la última igualdad, . para algún índice j será f
j

(p)=O. Sean

jo, .. . , j k tales índices .

Podemos suponer que son los k+l primeros, es de,cir f o(p)=.·.• =fk(p)=O ,

f k+ s(p)to, l .:;s:sm- k.

Por tanto qk+l="'=~=O c o n lo que habrá de ser (qo , ... qk)t(O, •• : ,O).
b b. r.n v i r tud de la segunda igualdad se tendrá pues que qo, ••• ,qk es una solución



Es decir

(p) •
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(p ) <k +l

f
k

(p) = O

a (xl , · · ·,xn )

el rango de la matriz d e este sistema es <k + l .consiguiente

[p] v e r i fi ca

f
O

(p) = •• •=

bián lisas, d el t ipo v a b
n m- r

Como hemos v i s t o en la p roposici6 n 6, para b=l la condici6n del enun ciado

Si V es como en la proposici6n, las secciones V f\ { u . = .• • =u. = O} son tam-
. 1

1
1

r

2 .

Por

el punto

1.

no trivial del s ist ema lineal homog~neo de matriz

verifica

Demostr aci6n : Tomemos va b como en l a propos. ici6n anterior .
nm

Sea $ la aplicaci6n de pn xpm en pn xp m d ef i n ida por

$ ( [ xJ , [uJ ) = ( [xJ ,[vJ)
_ b '. a b

con Vj-Uj , Osjsm. Está c laro que l a restricci6n de $ a vnm que seguimos deno-

tando $ ; es una aplicaci6n e xhaustiva de va b en la 'h i p e r s u p e r f i c i e lisa Val
nm nm

definida por la ecuaci6n
m
E v , f . (s) = O

j =0 J J

El m~todo que v amo s a se. guir cons iste en e stratificar va b y Va l convenien-nm nm
temente de modo que la restricci6n de $ a los estratos. sea un recubrimiento . y

que la característica de Euler de va b sea l a suma de las características d e l o s
nm

estratos :

I n d i c a r emos por i(r) u n multiíndice del tipo il, . • • ,ir• Notaremos ' I(r ) e l

c onjunto de tales multiíndices con OSil , •.• ,irsm ,distintos entre s í ; y I la reu

ni6n de los I(r), oon Osrsm. Entonces ·i(r),j indicará il, • •• ,i~, etc .

Estratificamos pm del modo siguiente: Sea Lli ~ ) el s ubconj unto de p m

formad o por los punt os [uJ tal e s que u . = ... =U . =0 , siendo no n u l o s el resto
1..1 J.r ,

de .coordenada s . L ' . e s e l conj u n t o d e los [u] tal~s q ue ui~O para todo i,
1 0 I

Osis m. Se t i ene que cada L'i(r) e s un a bierto de un espacio p roy ecti vo d e d i 

me nsi6 n m-ro As í p u es, l a f amilia (Lli( r»i(~)EI(r) es u n a est r at i f icaci6 n d e pm.

ID m- r
E E b m- r (-l)j

r=O j =0

rang
.a (xO ' ••• ,xn )

c omo q ueríamos probar. El recíproco es totalmente análogo. / / .

Observaciones 9:

es suficiente; pero n o necesaria .

EjempZo 10: Sea B el. abierto de Zariski denso en el espacio de las matrices

(m+l) x (n+l) a coeficientes en ~ , formado por las q ue t i e n e n los d etermina ntes

de t odos sus menores distintos de o. · En virtud de la p ropo s i c i 6 n 8 y de 8

s i (bij)OSisn EB , la hipersuperficie

OSj Sm E b . . x~ u~ = O
i , j 1 J 1 J

es lisa de bigrado (a ,b) en pn xpm, es decir , de tipo Va b .. nm
Teorema 11 : seaVabunahipersuperficielisadebigrado(a .b)enpnxpm .se

nm



Se tendrá entonces, por

val I\{v . = ••. =v . =O}
nm 1

1
1

r

De nuevo por dualidad de Lefschetz

U Ti(r)
i(r )EI(r)
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(vi(r) _S )
X m-r i(r)

S . ( )' .) V •••
J. r JI

.t i po Val
n m-r

(y análogo para Si(r» es una variedad analítica ,

de una hipersuperficie del tipo yab ) .
o m-r

(y a l )
X n m-r

X(T ) =
p

U
k=O

1) (ya b) E X (Ti(r»X nm i(r )eI

2) x (Ti ( r » = bm- r
X(Si(r»

m-r
(-l)j (m+~-r) (ya l )3) x ,(S i (r ) JgO J X n m-r-j

m

Para 'e l l o observemos que

'"T - U Tr+k = T
r +k f=l r

Y i ( r ) S V (V
m-r = ~ ( r ) jI

que es una hipersuperficie de

se tiene

E X (Ti(r»
i(r) eI(r)

Con lo que 1) quedará probada. Pero esta últi ma igualdad es consecuencia (Ma~

yer-Yietoris) de ser cada ~(r) . abierto en s u r eun i 6 n disjunta Tr.
2) Basta observar que ~ 1 : T i ( r ) +S i ( r ) es un recubrimiento con b

m
-

r
hojas

(T.i(r) y Sf(r) tienen nulas las coordenadas il, •• • ,ir-€simas y no nulas las
d émás ) •

3) Denotemos

Una inducción elemen€al nos da la igualdad en cuestión .

Veamos ahora que

dualidad de Lefschetz

m
es una .v a r i e da d analítica y que ' k~O Tr+k es compacto .

La familia anterior induce de f orma natural e s t r a t i f ica c iones
al . _ n i.. _ ab . c= al

Ynm· Li(r)-P xL i(r)' Ti (r)-Ynm /lLi(r)' Si(r) Ynm f\ Li ( r )·

Escribiremos L = . ( )V1 ( ) L'. ( )' y análogamente T , S •
r 1 r E .r 1 r . r . r

La .demostraci6n consiste en probar las siguientes igualdades:

ya que entonces una simple. s ustucuc í.dn nos da e l resultado .

Antes de iniciar la' demostración de estas igualdades e s importante obser

var lo siguiente: La r e u n i ó n

LJ.'(r) V ( .V L .( ) . ) U •• • U·(. · V . L.(). .
JI J. r J I J I ·· · J m_ r J. r JI·· .·J m_r

es un espacio multiproyectivo de .tipo IPn xpm- r . Si cortamos ' e s ta reunión con

yab y Val obt~nemos reunionen análogas que son , en virtud de l a proposición 8
om nm

. y las observaciones que la siguen, hipersuper~icies lisas del tipo yab y
n m-r

yal ' , respectivamente . .
n m-r

Asimismo, cada Ti (r)

luego orientable (abierto

1) Empezaremos probando que
m m

X (k~O Tr+k) = t (Tr+k)k=O



[q p+s up {q , p} ]

(n+1) (q) (m+1) (~)
q k p J

[( n':'q) (m-p)+sup{n-q ,m-p )]

E
l s k s p

l.sii< · · . < i k.5 p

E
Os q s n
O.sksq
Os p s m
O.sjsp

a q( l-a ) n- q

Sea y a b una hipersuper fic i.e l isa d e big rado (a ,b) en pn~pm . Se
nm

E
Osq.sn
üs ps m .

Entoncesanalítica.

(En e s t a última, s i a=l Ó b=l, por convenio 0° =1 )

Demostraa ión: Los t€rminos X(ya 1 . ) ' de la fÓrmul á de la proposiciÓn se re-
n m- r - ]

ducen por una análoga · a los del t ipo

X(y~-~ -k m-r- j)= (n-s-k) (m-r- j ) +sup .{n- s - k , m- r - )} .
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Observaaiones .14:

1 ) Pueden obtenerse otras expresiones para x (y:~ ) combinando el teorema 11

con la pxopos Lc Lón 7. t
~) Si a : p nx pm + pnm+n+m es el embebimiento de ·Segre, las e xpresiones del co

rolario anterior se aplican tambi~n para la característica de Euler de

a (yab), que es lisa, pero no intersecciÓn completa. Por ejemplo, Wc p5 de
nm

finida por

Llamando p=r+j, q=s+k y operando se obtiene la primera expresiÓn. Agrupando

l os factores en j yen k, y llamando ahora p," q a ·m- p ," n- q respectivamente, se

obtiene la segunda e xpresiÓn. 11 .

(De h echo e s tambi€n v á lid o con hipÓtesis más . generales ).

Demostraai~n : rnducc rón sobre p. Por dualidad d e Le f schetz

X (V 1 V .• • U y p+ 1) - X(y 1 V ... U y p ) =

= X (V p+ 1 ) - x u v 1 n vp+ 1 ) \.J · · · V(y p {\ y p+ 1))

y ahor a ba s t a aplicar la hipÓtesis d e ind uc c iÓn . 11.

Corolario 13:

verif i ca :

Ahora bien

y i (r ) _ S . · = U yi(r)j1
m- r 1 ( r ) . m- r

. J 1

de donde teniendo e n c uenta que

y i (r ) j1 n y i ( r ) j z = yi(r )j1 jZ
m- r m- r m-r \

resu lta, a pl icando el lema q ue e nunciamos a c ont inua ciÓn que la i gual dad 3) es

c i e r ta y con ella la proposic iÓ n •

. ( Obs~rvese que .X(S i (r ) es i ndepe ndie nte de l a pezmu t.a c í.é n {i1; · · · , ir) y

só l,o de pende de r) . "11 .
Lema 12: Sean Yl " ••• , Vp v a r i e d a des analítica s c ompacta s, t ale s que la inter

s e c c iÓ n de un número fin i t o c u a l q u ier a de ellas Y. n ... n y . e s una variedad
1 1 1k



se tiene

(l+k)m+ l

Teniendo ahora en c u ent a q ue

j * ~ A WA ()~pn~pm para cualquier .s u bv a r i e d a d c errada A de pn xpm

(donde wA=ul pn xpm , r e s p e c t o de A )

j * ~ L ' , generado r de H2( pu) compatible con l a o rientaci6n

= . i {L' x{pt}, y ) = ~L ' x{p t) ~~y =

= (j*~L'x {Pt})*() j*~y

j*c{ pnxpm ) ' = (1+f() I)+1 {1+~) m+ l

donde s i p es la proyecc i6n de p n xp m sobre pn, ~=j *Pl *h y a n § l o go p a r a ~ .

Esc rib i mo s wy=u l pn xpm (ver 1, §1 1 , pa r a nota c iones y p ropied a des ). Entonces

Wy = a {hx1 )+a{ lx k )

r esultando l a siguiente interpretaci6n pa r a a y a . Si L' es u na v a r i e d a d l i

neal de pn de dimensi6n 1 ·.{=codimensi6n Y) , es :

a (grado del polinomi o e n las var iables de p U
) =

se t e nd r §

resu l ta que a =a . An§logament e s e v e q u e b= a .

Hemos probado, por tanto, . la siguiente

Proposición 15 : Sea Va b URa hipersuperficie lisa de pn xpm de bigrado (as b) • .nm
Su clase total de Chern viene dada por

' c (Va b ) = (1+ilí)n+l {1+~)m+l {1+ailí+b~)-l
nm
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W~Ó+W~l = W~1+W~ 2

es una superficie l isa, no intersecc16n completa , ' y X (W ) = X (V~; ).

y que

(Naturalmen t e , el p r odu c to que se considera es e l " c up ") .

Situémonos a hora e n el caso e n que X=pn xpm y Y=Va b • Si h Y k s on gene-
. 2 nm

r ador e s conv e n ientes de H2 {pn) y H (pm) respecti v amente, tales q ue

d e donde

. ab
6 . Vamo s a determinar ·l a s clases de Chern de una h i persuperficie lisa Vnm
En p a r t i c u l a r ello nos permitir§ obtener otra e xpresi6n para la caracter ís

tica de Euler de v ab. Comencemos con unas consideraciones de tipo general .nm
Si X es una variedad analítica (compleja) de dimensi6n n y Y es una subva-

riedad de codimenai6n 1 se tiene la sucesi6n exacta de f ibrados

O ... T{ Y) ... j *T{ X) ... ·N{Y) ... O

donde j ' es la inclusi6n na tur al de Y en X. . De a q u í r e sulta el i somor fismo

j*T(X) = T{Y ) e N{Y)

C{j*.T( X») = c{Y ) c(N(Y»

y de aquí, teniendo en cuenta que c 1 (N( Y)=e{N{Y»=(u' lx) Iy;

-1
c {Y) = j*c(X). (1+u 'l x)

0." o
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Observaciones 17:

l. A pesar de que la fórmula final tiene sentido p a r a n=O ó m=O, est~ claro

que no puede apl i carse directamente , dada l a definición de B y A respecti

vamente . Po r ejemplo , para m=O , l a ' c a r a c t e rí s t i c a de Euler v e nd r í a dada

s ímplemente por aA, obteniéndose la característica de Euler de un a hiper

superficie l i s a de grado a e n pn (;er , po r ejemplo , 8 ) .

2 . Es interesante c ompa r a r las dos fórmulas, aparentemente tan dispares ob 

t e n i da s p~ra x (Va b ) : corolario 13 y corolario 15 . Pu e de n deducirse igualnm
dades curiosas ; así , haciendo a=b=l se obt iene :

sup {n , m) = n+m+l - E (":lf+s ¡r+s) (n+1) (m+1)
Os.r.s n r r + 1 s + 1
Os ss m

3. La proposición anterior puede extenderse de forma natural a interseccio 

ne s completas de hipersuperficies l i s a s en pos ición general .

(con el c onven i o ' (g) =1 ) •

Demostraci ón: Para la primera igualdad es s uficiente tener en cuenta (4 ) q ue

(Va b ) = (~b ) > n-1 m n m- 1
X nm <cn+m_1 nm ' ~ y A<j * (h x k ) ' ~ y> +B<j * (h x k ) ' ~ y > '

Operando , se obtiene f~cilmente

c~lario 16: Si A Y B son respectivamente los coeficientes de ~n -1 ~m

~n ~m-1 en c(Va b), la característ i c a de Eu ler de va b viene dada por
o ro nro

X (V
n
a

m
b) aA+bB = (n+l) (m+l) _ . E (-1 ) r+ s arbs (r +s) (n +1 ) (m+ 1 )

O ~r S n r ~+1 s+ 1
O.ss.sm
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SOLUCIONES PARTICUL~RES EN EL MOVIMIENTO ROTO-TRASLATORIO DE UN SATELITE ARTI
FICIAL EN EL CN1PO GRAVITATORIO TERR'ESTRE

M. Calvo

Departamento de Físi ca d e l a Tierra y de l Cosmo~. Universidad de Zara90z~ .

Es paña.

The mot ían o f an axially s ymmetr ic artificial satellite i n the gravitatory

field of the Earth is consi dered . Taking i nto acco un t onl y the main t e rm

of the gravi t a t ional t orque, the existence of t wo fam i ly of p a r t i c u l a r 50

lutions is establ ished .

1. INTRODUCCION

Cuando un satélite artificial e s t á situado en el c ampo gr avi t a torio t e

rrestre, sus movimientos de rotación y t ras l a c i ón no s on estrictamente inde

pendientes y a que existen perturbaciones en el movimiento r otatorio debid o a

la traslación y r ecíprocamente. Si n embargo en l a mayor parte de l os casos pa

ra simplificar e l problema, se analizan independientemente l as e cuac íones que

d e t e rmina n la traslación y rotación.

Por l o que respecta a l problema roto-traslatorio (Be l e t ski i, Dubosh in ,

Kond u r a r ' V. T . ) son c onocidas algunas s oluciones p a r t i c u lar e s , entre las cuale s

las más importantes son:

1) El centro de masa d el satélite describe una or b i t a c i rcu lar f ij a y l o s

ejes principales de i ner cia están orientados s egún el radio v ect o r , l a t angen

t e y la binormal a esta orbita circular.' Esta s olución tiene interés por c o r re s

ponder aproximadamente al movimiento de la Luna respecto a la Tie rra.
, .
2 ) Existen también otr~soluciones en las que el centro de masa describe

una orbita contenida e n un plano fijo y el satélite g i r a alrededor de un eje

principal de inercia que se mantiene e n todo instante p e r pe nd icu lar al plano

orbital.

En el presente trabajo s e considera el movimi~nto de un satélite a r t i f i 

cial en el campo terrestre suponiendo qu~ el satélite tiene simetría de revolu

ción y que las únicas fuerzas actuantes son las debidas al término principal

' de l potencial gravitatorio terrestre. En estas condiciones se prueba la exis-
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(1)

(2)

d e po s i ci6n del c . d . m. del satélite r e s pecto a

angular , l as e c uac ion e s del movimiento s on :

d¡;¡ -w A I ' -NI dt + ¡;¡ =

Si l l amamo s R al vector

la Tierra y wa su velocidad

d
2R au

m
d t

2 all:

donde

m es l a masa del s atélite

I la matriz d e i nerc i a c uya s componentes respecto a los ejes principales de

inerc i a s on

2 . ECUACIONES DIFERENCIALES

I

U la funci6n de fuerzas

44

Sistema ' r otante y: Obtenido del anterior por un g i r o a l r e d e dor de SX2 de t al

man e r a que Sy 1 c o incide con la direcci6n de la .Ti e r r a e n t odo instante .

Sistema d e satélite z : Formado 'por l os ejes principales de inercia con SZ2 el

e je de simetría del mismo . Si denotamos por I i e l momento de inercia res pec t o

a s Zi s e tiene I1=I 3tI 2 '

Con o b jet o de especificar el movimiento definamos los siguientes sistemas

c a rtesianos orientados positivamente c on ' o r i ge n e n el c e n t ro de masa del saté

lite:

Si s tema f i jo x : El p l a no Sxix3 coincide con el plano orbital y SX3 con la di

r e c ci6 n de la Tierra e n el instante inicial t=O.

tencia de dos fami lias de solué iones particulares en las que el c . d.m . d e l s a 

t élite describe una orbita circular contenida en un plano fijo , girando asimis

mo e l satélite con v e l o c i d a d angular constante alrededor de s u eje 'de simetr í a

situa d o n o pe r pe nd icu l a r me n t e al p lano orbital .



(8)

(7 )

(9)

(5)

(6 )

I
3

queda

constante. Y l os á n g u lo s de Eu ler 1jJ , 8 ,~ dados por

1 au
mR aR

o
R c o

R S O

·2o

Nl 3 1.1 (I
3-I2) Y2Y3

R3
( 3)

N2 3 1.1 (I
l-I3) Y3 Y

lR
3

N3 = 3 1.1 (I2-I3) Y1 Y2R3

R c onstante y o = d o /dt

1jJ =, JO

8 constante

~ = función lineal de t

(Yl' Y2 ' Y3 ) = ( -s ~, O , c~)

Por c o n s i guiente la funci6n de fuerzas (3) cuando I l
' l.Im 1 1.1

U = ~ + 2 =r (I 2-Il)
R

Al sust ituir (5) en (1), d onde U está dada por (8) se o btiene la siguiente

cond i c i ó n n e c e s a r i a y suficiente para q u e (5) sea solución

3 . SOLUCIONES PARTICULARES

Sea n R 'y o las coord e nadas polares d e l a Tierra en el p lano Sx1x 3 • Comen 

cemos pro ban d o l a existencia d e una fami l i a de s olucio n e s en las q u e T des c r i be

u na circ u nfe r e n cia resp ecto a S c o n v e loc idad c onstante, o s e a

l o que significa una rotación uniforme alrededor del eje .d e s imetrfa. En este

c aso las componentes (Y1, Y2 ' Y3 ) del v e c t o r unitario u 3 respecto a los ejes

principales de inercia son

u = (c8 c W c~ - sW s~ , -s8 c W , s~ c 8 c W + c~ s W)1
u 2= (c~ s 8 , c 8 , s~ s e ( 4 )

u = ( -c~ c 8 s w - s~ c W s 8 s w , -s~ c 8 s 1jJ + c~ c 1jJ )
3

d o nde c~ y s~ s on las funciones c oseno y seno d e ~ respecti v a me nte.

donde la constante' 1.1 es el producto d e la constante g r av i tac i ón por la masa d e

l a Tier r a y (Y1, Y2 ' Y3 ) s o n las c o mpon e n t e s del v e c t o r unitar io u3 en la dire c

c i6n d e R respecto a l os ejes principales de inercia.

Sean W, ~, 8 los ángulos d e Euler que determinan la orientaci6n del sis

t ema de l os vectores unitarios ü
i

en las direcciones Y
i

r especto a l sistema d el

sat é lit e pueden ponerse

Ñ el par gravitatorio que actua sobre el sat~lite.

La función de fuerzas y el par gravitatoriJD pueden escr ibirse en l a forma
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(11 )

(14)

(13 )

(lZ)

(10 )

7[/Z

c onstante

cj> funci6n lineal de t

ljJ

S

(R a o , O r Rco )

O

( (1 l - 1Z) / 1Z )Ó c S

áZ = (~ /R3 ) [1 + 3 (1 Z-11 ) / ZmR
Z

]

d •
d t (o scj> s S

~t (ásSc cj» +n wz o s cj> sS = O

á cs +~ = ~Z k (constante)

Aho r a las componentes de U
3

en el sistema del satélite son

(Y1 ' y z ' Y3) = (-c $ c S , s S , - S$ c e)

luego la funci6n de fuerzas (3) c on 1
1

= 1
3

queda

U = ~m + ! ~ [1 (2 -3c Ze) + 1
2(1

-3sZe)] ,
R 2 R3 1 .

Procediendo de modo análogo al caso anterior la condición necesaria y sufi

c iente para qUe (5) sea solución de (1) es

á2
= (-l/mR) ~ ~ = (~ /R3) [1 + 3[11(2-3C

2e) + I z (1 - 3 S2e ) ] / 2mR2] (15)

donde
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Pasemos finalmente a c omprobar la existencia de otra familia de soluciones en

l a que las coordenadas de T están dadas por (5) mientras que los angulos de

Euler s on

e s c o nd ición necesar i a y suficiente para que se ver i f ique n las ecuacio n e s (10)

c o n á y S c onstantes. As í pues , para cada par ·de valor e s constantes R y S t e ne

mos la solució n

Por otro l a do l a v e l oc i d a d angular correspondiente a la solución (5 ) ( 6 )

de a quí se deduc e que

este sistema es e quivalente a

crcS +'1' = k

'1' = nk

en vista de ( 4 ) es

wl
á ss c cj>

Wz .ác s + ~

w3
á s cj> s S

y asimismo ·l a s c ompone n t e s del par gravitatorio en v i r t ud de (7) s on i d é n tica

mente nulas, l uego las e c uac i o n e s (Z) se reduc en a

Por tanto para cada valor constante de R, existe una solución (5) .c u ya v e l oc i 

dad angular está dada por (9) . Observese que esta difiere de la correspondiente

a l movimiento k e p l e r i a no puro en el segundo t~rmino de (9).



(16)
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W
I

áse c e/>

w2 cic e + ~

w
3

ás e/> s e
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y este sistema es equivalente al par de ecuaciones

-ó~ + nw2ó = - 3 (]l/ R
3 ) n c e

crce + ~ = w2 = k

luego

ª- (ás ~c e/» + nW2 áse s e/>dt

áce +~ = w¿ = k (constante)

donde

y las componentes del par gravitatorio

NI -3 (]l/R3HI
1-I2 ) s e c e s lp

N2 o
3N

3 3 (]l/R ) lI1-I2 )· se c ~ c e/>

luego las ecuaciones (2) se reducen a

0 1
2

que es condición necesari~ y suficiente para que se satisfaga el sistema (17).

Finalmente para cada par de valores de R y e tenemos la soluci6n

R (Rsa O, Rc o )

1jJ 1[/ 2

'" [(I1'-I2)C e / 120 ] [ó_2 + 3]l/R
3]

Por otro lado la velocidad angular correspondiente a la solución (5) (13) es



1. RECURRENCI A

previous one .

(1)

cua l qu i er

(JI( } ) )

JI (.!.)
z

d e esta man e ra l as llama remos dual eó

fó rmula s d e r ecurre nc i a. o sumac ión en
se obt ienen

K (z , » )-n

= ~-n (z)

-Iló
Z Pn(z) =
-n~z Kn (z, O)

Se compr ue ba fácilmente que par a n e N

Rev . Aaad. Ciencias Zaragoza, 35 (1980)

POLI NOMIOS ORTOGO NALES SOBRE LACI RCU NFERENCI AUNIDAD. FORMULAS DUALES DE
FRECUENC IA YSUMACION

We ohtai n in this paper f amili e s , bo th of r e cu r r e nce and Chri sto f f el -Darboux

f or mulas of o rde n p , frem the one sa l ready known . The pr oce s s, a lthough s i m

ple , i5 compl ete ly general and it i 5 poss i bl e te us e it te obt ai n f ra m any

. of. this kind of e xpr e s s i ons a ne w fami ly , we are going te ca l ! dual of the

49

M.P . Alfa ro García

Departame nto de Teoría de Func i one s . Facul tad de Ciencias . Uni versidad de
Zaragoz a . Esp aña .

En [2 J s e obtuv ieron pa r a JI (z ) y JI(}) "f 6 r mu l a s d e recurrencia y suma 

c i ón que g e ne r a l i z a ba n las habitua lmente designadas con e sa d enomi na c i 6 n (v .

[1) y [3J ó [4J). A partir d e e llas y por pro:edimiento muy simp l e que s e j u s 

tifica poster iormente , s e d e du c e n a quí nuevas fami lias de r elaciones de ambo s

tipos ; t a mb i é n es é s t a s r e s u ltan, c omo caso particular, l as f 6 r mu l a s usuales
de r e c ur r e nc i a y s umación a n t e s c itadas.

La t écnic a utiliza d a e s totalmente ge neral y pued~ aplicarse a

familia de f órmulas de recurre ncia o sumación de or den p e n IT (z )
pa r a obtener o t r a f ami lia de

(JI (z )) . A las 1relaciones que

de l as i n icialmente dada s .

Utilizaremo s e n l o que sigue las notaciones d e [2] , trabajo del que e s te
a rtículo e s continuación natural.

Por tanto , al dividir por zn cada una de las f6rmulas d e recurrencia d e

or den p (p ~ n) obtenidas en [ 2] para JIn (z ) y ha c e r uso de (1 ) se obti~
ne una nue v a relaci6n de recurrencia para JI

n
(}) ".



(2 . II)

(2 -1)

(3. 1)

p-1
K_(n_p) (z, oo) + "¡;n .L. Pn - j (O)P-(n-J') (z )

J=O

P l(z)+ ·1(; P (Olí< (z , O)n- ven n n

(h=O,l , " ". ,p-l )

T n _ i A ·~n-i " ·
___ K ( ) (z , "")+ --_. P ( t) (z)+

~
- n-p . e. - n-~e n-~- l

n-p

p-1
+ L ' . Pn - J· (O)P-(n-J') (z)

j=i+1 n-~

(i=O,l,.". ,p-2)

'n-p+1 A ' \~~
Ve

n
-

p
~- (n-p ) (z, oo) +~·p-(n -p+1) (z)

,-- o
~

Ven-p

p-1
s,
j=o

~
n

e ·n-p

(h=O,l ,.". ,p-1)

50

~
n- -z

e n-1

h -1
j~ 'n_jPn~h(O)Z Pn _ j _1 (Z) +

+ Ve::~~l z Pn - h - 1 (z) + ven Pn - h (O)Kn (z,O)

permiten igualmente obtener una f6rmu1a de recurrencia de orden

al multipliéar por zn cada una 'd e las deducidas en [2} para

l1 (!.) e • Por consiguiente , son válidas en l1n (z ) las relaciones:
n z

- l o"
z p-(n-p) (z)

- 1~ ·

z P_(n_i_1)(z)

K (z, "")-n

~
.

'n -h
+ e n-h - 1

p -1 r . ~e · .K. ·( ) (z ,») = ....--~. z-lp ( . 1) (z)+ _ n_ K (z",co)
- n -p ..:?- Ir;:-- - n -J- e -n

. . J=O v e n-p . n -p

p (z) =~ en z-lp ( 1) (z)+..¡;, P (O)í< (z , "")
-n e

n
-

1
- n- n n -n

.1'- h -1 --- 1
P-(n-h) (z) = .L. 'n_J,Pn_h(O)Z - p-(n-J' -l) (z) +

J =o. .

Re sultan de esta manera :

Las (1)

p en l1
n

(z) ,

elementos de

. J' .



(3.II)

(5)

".. p-r L
{p_ (n-j) (z)} j=o

B(n) •
-p

i=0,1" ••. ,p-2

~
, ..

n-p+1 A

.+ e Pn-p+1(Z)n-p .
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Tn_i , ~ '~o o

K ( O) + ~ P o (Z) +ve n-p z , en - i - 1 n-o, ,
. n-p

p-1
L. 'n-iPn-j io)Pn_Jo (z)

j=i+1

'n-p+1 K (z O).re- n-p ,
V "n-ip

+

Ven K (z O) + .re
n

Po~ rco)P . (z)
e n_p n-p' y - 1=0 n-J n-J.

IT (z) :
n .

1 [A ' . p-1-
IT n _p (z ) $ L {P-(n-j) (z)}j=oJ

/' .
='-....,
, ~ IT '1 (~) $ L['K (z, "')]z n- z -n

Zp (z)
n-p

zPn_i_1(Z)

"-
K

n
(z,O)

IT (~)
n z

IT (~)
n z

Análogamente, en el segundo caso, al multiplicar por zn, de las descom

posiciones de ITn(i)

se pasa a las de

y en def initiva, trabajar en este espacio con la base

B' (n): ({z-n-p-j)'K o(z "' ) },:-p .
-p -J ' J=o'

como se hac!a Jen [2] con la allí utilizada

punto de partida en [2J pa~a la obtenci6n de ol a s f6rmulas de recurrencia de or

,d e n p , a las descomposiciones de IT (~)n z

En el caso particular p = 1 , resultan las 4 fórmulas ordinarias de re

currencia en IT (~) Y ITn(z) respectivamente.n z '

Esta situaci6n admite una interpretación ' sencilla. Se comprueba fácilmen

't e que, en el primer caso, ,e l hecho de dividir por zn supone pasar de las

descomposiciones de ITn(z)



2

y

B

1

d

IT

Pe

y

ga

do

(6)

D~ -P) P . (z)
J n-J

r esultan ser respect i v amenteB ' (n)
- p

y

n-p
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1-zPyP

~ . --_ p - l - - ---L C ~-P l yn-p-1K '. (y,O ) + LD ~-P ) P . (y)
i=n-2p+1 1 1 . j =o J n-J

I
1 - z PyP

zPyP-1

n - p p 1
L C~ -p ) zn-p-iK. (z , O)+ I:.

i =n -2p+1 1 1 j =o- ny

zPyP-1 '

n n-h-n-h,,- - -" p-1A_ o__ ~L z y Kh(y, O)Kh(Z,O)+zPyP2:P ·. (y ) P . ( z )
h=n-p+1 j=o n-J n - J

n n-h-n-h" --- p - 1 .....--- ~L z y Kh ( z , O )~h (y , O ) +L Ji' .:..(y) F _ . (z )
( h=n-p+1 j=o n J n JK

n
_

p
z , y)=

Kn(Z ,y)=

o"K
n

(z , y)

n - nz y

2 . SUMACION

En [2] se obtenía la expres i6n
n

Kn(Z, y) L.. y-jí< . (y , O) ZjKn_J·(Z ,O)
j=o n -J

que puede t a mbi é n escribirse en l a forma:

NOTA . Las nuevas bases citadas B ' (n)

[B~n ) 1*n y [B~~)l *~ (v . ' [lJ) . P

[2] .

Esta relación permite obt e ne r de c a da f ó rmula de sumaci6n de IT n (z ) u na

fórmula de sumaci6n e n IT n (~) y recíprocame nte, con interpretación a n á loga a

la antes da d a . Resu lta n as í las fórmulas de s uma ción duales de l as o btenidas en

Para IT n ( z )

B' (n) : ({zn-p-jí< . (z O) }~-p
P J ' J =o

en el l ugar de la B(n)
p

Si P = 1 B (n) y B' (n) son bases ortonormales distintas de IT (z) ,
rÓ, 1 1 ~ n

pero ambas d a n lugar al mismo par de bases en el s ubespac i o [z IT
n

_
1

(z ) ] (v ,

[2]) ; ello justifica que también de estas f 6 rmulas d uale s aparezcan ol a s f ó rmulas

de recurrencia ordinarias , al hacer p = 1 . La situación es l a misma por lo que

se refiere a B(n) ; B' (n)
-1 -1

y las relaciones obtenidas son el resultado de trabajar en [21 con la base



en el sentido que s e ha prec i s ado anteriormente.

n -p p 1L e~p)y-( n-p-i)K . ( y ,<n ) + i:. D ~ P ) P . (y )
i=n-2p+l ~ -~ j =o J - (n - J )

D~P)
J

j=O, 1, . . . ,p-1

- nz

j = O, l , •. . ,.n-l

---¡-:p)D
j

. s e i ndica sust i t uci6n de y po r z y conju-

e ~ p ) t
.i,

se tienen t amb i é n ahor a, lasf6rmul as d e s uma ci6n ord i na r i a s en

K_( n _p) (z , y ) =

p = 1

JI (1:.)
n z

i=n- 2p+l ,n-2p+ 2, • . . , n-p

D ~ P ) (y Pz P-l) K (z , y) o ZjK
n

_
J
. (z,O )

J n - p

1I (1:.)
n z .

~ - ( n-h ) - - ( n-h ) ~ ~ p-l~
- h=nL-:-

p
+

1
z y K_h (y , <n ) K_h (z , <n ) + ;[. P ( .)(y)p .( . ) (z )

K () )· - 0 - n -J - n-J
-(n-p) z, y =

n-p p 1
L e~p)z-(n-p-i)K . (z, <n )+ ~D (P) P . (z )

K (z ) _ - - n i =n- 2p +l ~ - ~ j =o J - (n - J )
- (n -p) , y - y .

- - p - p - j i<
(y z - l ) K_ (n _p ) (z , y) o z - (n- j ) (z, <n)

··i =n - 2p+l , n-2p+2, . . .. , no
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rea l , H. Des ignemos con

de H, c o n S = {E( n ) In EN}

cerrada .

Dada una s uc e sió n S = {E( n) In E N} s e d ice q ue :

I i) Si xhn E E( h n) h xhn--~ x ~ x E E

lii) V x E E, existe x E E(n ) t al q ue xn- -~ x
(h ) n¡i) Si xhn E En,.. x h

n
--'" X · x E E

ii ) V x E E, exis te x E E (n ) t al que xn- -~ x
.. ls E (h n) = E Jr (h

n)
.~ (n )

.. ~ E (hn ) l = E )1' (h
n

) e (n)

CONSERVACION DE CONVERGENCIAS POR PROYECCION SOBRE EL ESPACIO LIMITE

M~ Carmen de las Obras-L. y Nasarre

Departamento de Matemática s . Fa c ul t ad d e Ciencias . Uni ver s idad de
Oviedo . Es p añ a.

Let~ b e a r e a l s ep arable Hilbert s p ace. The convergences de fine d f er

sequences o f closed linear subspaces, are preserved by p royection o n

the 11mi t space .

The same result 15 obtai ned by the ac t ion of a bound ed operator with

bounded inv e r se .

Demos traremos que dada u na s uces ión S convergente " a un s ubespacio E , la

suces ión d e l a s proyec ciones d e S s o b r e E converge del mismo . modo a E. Para

ello emp e zar emo s por recordar las distintas d e f i n1ciones ·d e c onv e r g enc i a s (1 )

y (3) e nG (H) .

Se cons idera e l espa c i o d e Hilbert .sepa r a ble

G( H) la geome t r ia de l os subespacios lineales

u na s uces ión en G( H) y con [ l l a e nvoltura lineal

E (n ) __ ~ E

E(n) __ ", E

E(n) _~ ", E

E (n )_e.. E

Teo4~a . Si l a s uces i ón {E(n) I n E N} tiene po r l ími t e E para c u a l q uiera d e l a s co~

v e r g e nc i a s a nteri ores, l a ,s u c e s i ó n {PEE (n) I n E N} c onverge de igua l modo a E.
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1. - Se a E(n) __~ E y ve amo s que PEE-(n) -- ~ E , y para e s to que se verifica :

i ) Si xh - E P E(hn) tal que xh --~ x, corno E es cerrado (2), x pertenece a E .
n E n

ii) Partirnos de un v e c tor x de E, sabemos que existe una suc es i 6 n {x
n

} c on x
n

pert e n e c i e n t e a E(n) tal que {x } conver g e déb ilmente a x . Descomponernos e sta
.a. n a .L .

sucesi6n según E y E x n = Yn + zn Yn E E , zn E E Y al ser l as suces~ones

{y } y {z } doblemente a c o t a da s y E, E~ cerrados, existen sucesiones par c i a -
n n . .1. .

les {Yhn } , {zhn } c onvergentes a y E E , Y Z E E respect~vamente . Por otra par-

te x = y + Z luego necesariamente z = O Y la sucesi6n {Yn } p r oyecci6n de {x
n}

s obr e E c onverge débilmente a x .

2 . - Sea E (n) __~ E p r ob a r e mo s q ue PEE(n) --~ E .

i) Si xh E P E(hn) y xh converge f uertemente a x r a zo na nd o corno en 1 , x E E.
n En _ _ (n)

ii) Sea x E E . Existe u na sucesi6n {x } con x p e r t e ne c i e n t e a E _ q ue converg e

fuertemen t e a x . Pro yectando la s uce s :6n {E (n ?} s o b r e E y E~ , obtenemos

x = y + z c on y E E , z E E~, l as suces iones {y } , { z } d .a. y exis ten por
n n n n n n n .J.

tanto s ub s ucesiones {Yh n} {Zhn} convergentes a y E E Y a z E E respe ctivamente.

Corno x nconverge fuertemente a x , en particular c onverge débilmente l ue go x = y+z

y z es e l vec t or nulo . Por t a nto {Yn} converge fuertemente a x.

3 . - Consideremos E(n) _~~ E, entonces se v e r i f i c a r á PEE ( n ) -~~ E

Tendremo s que dem ostrar que ls PEE(hn) = E Jr (h ) e (n) . Sea u n v e ctor x d e l
. --- n

límite superior débil d e la sucesi6n {P EE( h n)} , e x i s t i r á una subsucesi6n {Xk
n}

de {xh } tal que xk --~ x con x E E, luego l SPEE(hn) e E . Reciprocamente si x e s
n n ->. ( h )

u n v e c t o r de E , existe u na sucesi6n {x h n } ' xhn E E n tal que xh --~ x . Proced i en-

do c omo en -el caso 1, e x iste u na suces i6n {Yk } , con Yk E PEE(kn? junto c on
( n -n

Ykn --~ y , po r c o nsiguien te x E ~ PEE hrt ) y E = l.;iPEE (h n) ;r (h n) e (n ) .

4 . - Finalmente sea E ( n)_e~ E , igualmente se tendra PEE(n) _e~ E .

En efecto, tenernos que v e r que [ ~ PEE(hn)j = E ;r (h n) e (n) . Evidentemente se ve

ri f i c a e l contenido ~PEE (h n) e E-, por ser E s ubespacio l i ne al cerrado . Sea x E E

Y a s u v e z perpendicular al l SPEE(hn) y r el r a yo w(x ) siendo wl a apl icaci6n can6ni
-" ( ) ... ... -

c a de H-ü s o br e P(H) . Sabernos por ( 1) que E n ~-~ E Y como re E , exis te u n cono

de eje r y amplitud 8 , O<8<n/ 2 , que corta a casi todo E(n) . Sea r h E C( r, 8) n E( h n)
n

por l a compacidad débil del cono , exis te una s ubsucesi6n {rk
n

} e {r h } t al que

rkn--~ s y s E C(r , 8). En tonce s el ángulo a ( r , s ) ~ 8 j unto con s E ~E?n ) e E .

Tomando r e pr e s e hta nte s Yh n E r h y E s se tie ne Yh - - ~ y , y proy e cta ndo sobre E
n ( h ) . n

Xhn = PEYhn--~ PEy = Y l u e go y E ~PEE n y d e aqu i que a ( r , s ) = n/2 , absurdo .~

Conoiiuüo , Si {E ( n )} converge fuer te y d ébilme n t e a E s u s proyecciones s obre ::-E; _,con

v e rge n fuer~e y débi lmente a E y las proyecciones d e s u s ortogonales sobre E ~ l o h~

c e n a EJ. .
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Si consideramos pr oyecciones sobre o t ro e spac io , y~ no se puede asegurar

l a conservaci6n d e las c onvergencias . d e b i do a que en l a c o ndici6 n i ) de la co~ ,

v e r g e nc i a débil , si xh E PFE(hn) y l a sucesi6n {xh }converge débi l me nte a x ,
. n ( h ) n

la suces i6n {Yh n} t al que Yhn E E n y PFYhn = xhn' pu e d e no s er acotada y

' d i c ha sucesi6n no c o nvergente. Analogamente para lá conv e r genc i a f uerte y las

otras -~ '" J .s, . Ahora bien si se def i ne la sucesi6n {M(n ) I n E N}ta l que

M(n) = {x E E(n) tales q u e w(x ) tiene un ú nic o r a yo d e a c umu laci6n d ébi l }
n () n .

entonces PFM .n --'" PFE , Y lo mismo c o n las o t ra s conve rgenc i a s .

Dando un paso ,mas , s i A es un operador acotado con inverso tambien aco t~

do , las convergencias anteriores se con s e r v a n mediante el ope r a do r A.

1.- E(n) __ :>. E e>A(E(n)) - -,. A(E). Probaremos q u e s e ve r i f i c a n l a s condicio nes

i) y ii) . Sea Yh
n

E A (E ( h n) convergente a y . Po r ser A- l acotad o e s c o nti nuo

respecto a la convergencia débil de ray os , luego A- l(Yh
n)

- - " A- l (y ), pero
-1 (h ) - 1A (Yh n) pertenece a E n entonces A (y) E E Y po r consiguiente y E A (E)

Para l a o tra condici6n , si y E A (E ) , existe u n ve c t o r x de E ta l que y = A(x )

y una sucesi6n {x } , x E E(n) débi lmente convergente a x . Ap lic ando e l oper a
n n -

dor A, A( x ) - -'" A( x) = y , siendo A( x ) E A(E(n) ) . Po r consiguiente podemos
. n (1 n

af irmar que A (E n , ) --'" A(E) . Para el rec íproco , basta aplicar e~ resulta d o

obtenido a l a convergenc ia A(E(n)) - - ,. A (E) ..

2 .- De modo aná logo s e prueba l a equiva lenc~a an terior para la converg encia

f uerte y l a - ~ :>. convergenc ia . Para la _e", c o nvergencia basta te ner en c uen ta

la equiva lenc ia E(n) --~ E Y E ( n )~ --~ E~.

Quiero expresar mi agradec imiento al Prof . A ~ P la n s , por su o r i e n tac i6n

y continuo apoy~ .
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AJUSTE DE UNA CURVA EXPERI MENTAL DE RELAJACI ONAUNA SUMADE FUNC IO NES"EXPONEN

CIAlES

E. Bernabeu y J . Pela yo

Física Fundamental, Cátedra de Optica . Universidad de Zaragoza. España .

A method i5 presented te analyse experimental decay curves which are superp~

sitions of a given number oí exponenc ial functions. The estima~ion oí the

different time constants is the result of a two-step calculation: a l obten

tion oí the eigenvector with the lowest eigenvalue corresponding to a matrix

f o rme d with experimental data , b) resolution oí an algebraic equation with

coefficients given by the eigenvector components . . Advantages and limitations

oí the method are discussed in comparison with other methods previausly repo~

ted .

INTRODUCCION

Una combi naci6n lineal de funciones exponenc iales expresa la evo luci6n te~

poral de procesos de relajaci6n de naturaleza muy diversa: procesos de des inte 

graci6n radiactiva, desexcitaci6n de sistemas at6micos , fluorescencia de mue s

tras cristalinas, cinética d e reacc iones químicas, etc . La medida "en funci6n

de l tiempo" de una magnitud representativa de la experiencia proporciona una c ur

va experimental const ituida por l a se~al propiamente dicha más el ruido aleato 

rio asociado a l proceso de medida. El ajuste de esta curva experimenal " r u i do

sa" a un a curva te6rica, suma de func iones exponenciales, constituye pues una

e t apa necesaria 'en e l análisis de numerosos experimentos , del tipo de l o s c ita

dos (1 ,2) .

La complejidad de la técnica de ajuste requerida es consecuenc ia " de l a pro

pia naturaleza de l a curva t e6r i c a, que impide reducir el problema , mediante

una t r a n s f o r mac i 6 n matemática sencil la , a un a simple regresi6n l i ne al .

En este trabajo "p r e s e n t a mo s un método aeneral de ajuste "d e una curva expe

rimen tal, dada por l o s valores de la ordenada co~respondientes a valores preci

sos equidistantes d e l a absc isa, a un a combinaci6n l ineal de un número preesta 

b lecido de funciones exponenciales . Se asume aue el ruido aleator io que se su

perpone a la señal p resen ta un a distribuci6n normal de media nula y desviaci6n

t ípica idéntic a e n cada uno de los pun tos de l a c urva experimental.
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DEMOSTRACION DE UN RESULTADO PRELIMINAR

Consideremos la funci6n f(x) combinaci6n lineal de N funciones exponencia-

[~

[~

[~

[ 2J

N;o,

1, . . . , n ,i

N
I aJo exp( yJ"x) .

j= l

mh , m entero .

f(x
1

+ Kh ' ) , K

f(x)

60

h'

f l
K

Si introducimos también l as n ota c i o n e s

con

les

tomemos, · a partir de uno dado f(x 1 ) , l o s N+l correspondiente~ a v a lores de l a abs

cisa también equidistantes pero c o n ma yo r . espac iamien to e n t r e sí. Lo s denotare

mos por

Entre los valores q u e " toma esta funci6n p a r a n valores equidistantes de l a

abscisa

En l a expos ición 9 ue sigue del método de ajus te , p lanteado de un modo aen~

ral , utilizaremos no obstante l a terminoloaía adecuada a l caso práctico habitua l ,

en el que la variable i nd e pe nd i e nte es e l tiempo .

El problema concreto que ha s uscitado e~ presente trabajo es e l análisis

de los transitorios de relajaci6n de una muestra de vapor de cesio, después de

su orientación mediante bombeo 6pt ico . El transitorio corresponde concretame~

te a la evoluci6n temporal de l a intensidad absorb ida por l a muestra de un haz

de luz con un estado de polarizac i6n .adecuado . En este caso concreto , el co

ciente señal -ruido (ruido oriqinado f undamentalmente en e l detéctor de luz) , co

rrespondiente a una única med ida del transitorio de relajac i6n , es de l orden de

la u nidad . Promediando un número suficien temente e levado de med idas se obtiene

f inalmente una curva experimental con un cociente señal - r u ido del orden de cien ,

a l a q ue s e aplica l a t é cn i c a de a juste objeto de este trabajo .

Los valores estimados de las constantes de tiempo de l as dis tintas eXp'one~

ciales se obtienen mediante la resoluci6n de u n a ecuaci6n algebráica estableci 

d a "en base a un resultado preliminar tomado en esencia de l a referencia (3).

Lá estimaci6n de las amplitudes se efectúa posteriormente mediante una t écn ica

convencional de mínimos cuadrados (4) .
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Finalmente, si sustituimos los v a l ores de a ~, dados por [8J , en la Gltima de las
J

igua l d a d e s dadas por [ 3J obtenemos l a ecuación

(U l N-1 (U lN-1
1 2

a ~ i [ 8JJ d/d ,

con
f i1 1 1 1o

U1
U

j
_

1
f R. Uj +1 UN1

d ~
J

(U )N-1 N- 1 i N-1 • (U
N

}N-1
1

. (U
j

_
1) f N- l (Uj+1)

y

1 1 . 1

U1 U2 UN
d

i
eXP( Yj x i ) r [ SJa j a .

J
N . e xp (Yj h ' } t j = 1 , .. . , N, [ 6]

J

po demo s escribir l a s N pr i me r a s i c¡ualdades dadas pO I' [3J e n l a siau iente forma
mat ricial

f i 1 1 1 i
o a l

f i U1 U2 UN
i

1 a 2

[7J

R. (U
1

)N:-1 (U )N- 1 (U iN- 1 i
f N- 1 2 N a N

Nu e s t ro prop6sito es elimina r entre l as N+l i c¡uald a d e s dada s por [3J las N

mag n i tude s a ~ dependiente s de l a s a mp l i t ud e s a . de l a s exponencia les , a f i n de

o b tener un a ~cuaci6n que r e lac ione l os val ore s J f~ de l a f unci6n f (x ) c on l a s ma a 

ni tudes Uj q u e depende n un i c ame nt e de l a s c on s t a n t e s d e t i empo de l a s d i s t in t a s

exponenc iales . Para e llo , d espej emos del s istema d e ecuac i one s de f i nido por [7J
l os . r espect i vos v a l o r e s de a ~

J



O

[lOJ

-[9J

. ~d.- l O,

O,

1

O,

S . (U) j
J

8 . f~
J . J

N

1:
j=O

1

N

L
j=O

"La ecuaci6n algebráica de c¡rado N, en la inc6c¡nita U,

U

A partir del resultado anterior , podemo s abordar e l problema de l a estimaci6n

de las constantes de tiempo de una curva e xperimental y(x) que s u po n e mos s e aj usta

a una c ombinaci6n lineal d e funcione s exponenciales como la e x p r e s a da por la ecua

ción [lJ .

·'Pu e s bien , el resultado que b uscábamos se puede enunciar del modo siguien-
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La .comprobaci6n de este resultado es inmediata teniendo en cuenta que , por

la definici6n de l o s coeficientes Sj' l a ecuaci6n [ lOJ se puede escribir en l a

forma

1 l •. . . 1

con coeficientes Sj q u e verifican , para cualquier valor de t , la ecuaci6n [9J ,
t i e n e por soluciones las ma g n i t ud e s U

j
= exp p ( y j h ') , j = 1 , ... , N".

te;

EST IMACION DE LAS CONSTANTES DE TIEMPO

en l a que l o s coeficien tes Sj (n6tese que SN = 1 ) depende n u nicamente, a través

de l a s magnitudes U
j

, de l a s ' c o n s t a n t e s de t i empo Y
j

de l a s exponenc iales que

componen f (x) •

como se puede c omprobar sin más que desar;ollar e l determinante por l o s eleme~

tos de l a ú l t ima fi la . Si, por e l c o n tra r i o, desarrollamos el determinante por

los e lementos de la pr imera co l umna, obtenemos u na ecuaci6n equivalente que de

notaremos por

que, a su vez , s e pued e escribir en l a forma
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[11J~y . ,
J

valores aleatorios, con una distri

a un valor medio que, de acuerdo

N '"I SJ.
j=O

n ,
N+l

- 1 < m <n

N+l

las variables Zí presentará

varianza 0
2 ~ (~ . ) 2 en torno

'" J J
Sj . Sj' j = O, .• . , N .

Cada una .de

buci6n normal de

con [9J , será nulo cuando

con (véase [ 3] , [4J)

con lo que el número de sumandos en el numerador de [12J sería justamente iaual

a m, asegurando la independencia de l?s variables z í' así como el uso del máxi

mo nú~ero de datos.

Teniendo en cuenta la definici6n [llJ de las variables Zí' la expresi6n [12J

puede escribirse en la forma

en la que el sumatorio en í se. extiende a todos los valores de dicho índice que

conduzcan a una Zí independiente. En particular, puede tomarse m, en la expre

si6n [4J, tal que

La · estimaci6n de los coeficientes .S j se puede llevar a cabo aplicando el

método de mínimos cuadrados (4) a las variables

Por tanto , los valores estimados para los coeficientes S., oue denotaremos
'" Jpor Sj' coincidirán con aquellos de Sj tales q u e minimicen la expresi6n

Según el resultado mostrado en el apartado anterior, la estimaci6n de las

constantes de tiempo Yj se reduce a la de los coeficientes Sj' caracterizados

por la ecuaci6n [9J . Con los valores estimaaos para estos coeficientes, pode

mos construir la ecuaci6n [l.OJ cuyas soluciones se relacionan ·i nme d i a t a me n t e

con los valores buscados Y
j

.

La curva y(x) vendrá dada por el valor de la ordenada y(xi) correspondien

te a cada uno de los n valores equidistantes de ·l a abscisa xi' dados por [2J .

Supondremos que los diferentes valores y(x.) forman un conjunto de variables .

aleatorias independientes con medias .respe~tivas f(x i) y varianza ~2 , indepen

diente de i.



E5T IMACION DE LAS AMPLI TUDES

po

ner

cur

con

po

s up

tro

ra

bre

que

en t

va

tar

as i

DI S

t od

s e

x im

dis

coc

de

pa r

c ia

c ua

t al

de

tero

so

rni n

[ 13J

[14J

1 , • .• , N conducen a l sistema0,

l' y~ Q
Hj j ' = ¿ J Yj ,

R.
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con

que supondremos se pueden c onsider ar var iab les a leatorias independ i ente s c on va -

r ianz a 0
2

, i ndepen d ien t e d e i , y med i a nula p~ra ~ . = 1 N EJ ' a j , = , o o • r • n con -
s e cue ncia, l os valores e s tima dos d e l as amplitudes a

j
ser á n aauellos q u e minimicen

l a expres i ón

Las c ondic i ones de minimizaci6n a E/a~j

de e cua c iones

N '"¿ aJo e x p [Y
J
. (x o+ih)J - Yi '

j= l

con

A partir de los va lores estimados d e l a s constantes de t i empo Y
j

, obtenidos

según el método q u e se acaba de exponer (o b ien , a partir de va l o r e s de las cons 

tantes de tiempo preestablecidos d e cualquier o tro modo) podernos p roceder a la es

timaci6n ind e pe nd i ent e de las amp l itudes aj O Para ello , aplicar emos e l método de

m1nimos c uadrados a l conjunto de variables

As 1 pues, e l proced im ien to a seguir . en l a práctica para l a es t im aci6n de l a s

con sta ntes de , tiemp o Yj puede re s umi r se de l sinuiente modo : a ) constru cci6n , a pa~

t i r d e l o s pun tos de 'la curva e xpe r i mental , dé l o s e lemen t os de mat riz (o bv i ame nte

s imétr i c o s) H . . " de acuerdo c on l a expres i6n [ 13J ; b) obtenc i6n del vector propio_ _ JJ ~

(So ' ... , SN) c o rrespond iente a l menor valor propio d~ la mat~iz d e e lemen tos Hj j , ;

c ) r e s oluci6n de l a e c uación alnebraic a de a rado N, JE
O

S j(U)J = 0 , en l a inc6~nita

U. Las s oluciones Ü. d e est a e c ua c i6n s e r el acionan con l a s con s t ante s d e tiempo_ J _ _
est imada s Yj por med io d e Uj = e xp (y jh ') , (véase [ 6J ).

'" '" '"Po r e l teorema de Ritz (5); ,E (So ' •. . , SN) es mfn t rno para valores de Sj t a -

les que sean propor cionales a l a s componentes del vector pr o p i o correspondiente

al menor valor propio de l a matr i z definida po r l o s e lementos H
j j

,. La diaqona 

l izac ión d e esta matri z constituye , pue s , un método apropiado para l a estimaci6n

de l os c oeficient e s S .; el menor valor propio representa además una medida de l a. J
calidad de estimaci6n .
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La reso1uci6n del sistema d e ecuaciones [14J conduce a los v a l o r e s estimados

a j para las amplitudes. La desvia ci6n cuadrática total entre curva e xperimental

y a just e r esulta finalmente

Todas las limitaciones a n t e r i o re s se superan, como q u eda d icho , mediante el mé

todo de a juste propuesto en este traba jo: la estimaci6n d e las constantes de tiempo

se obt i e n e simultáneamente a partir de la totalidad de los datos disponibles; la pr~

ximi dad de los valores de la s constantes de tiempo queda limitada unicamente por la

dis cr i mi n ac i 6 n q u e permita el c ociente señal-ruido de la curva experimental.

N
2 a. c . .

j=l J J

N 22 (Y i )
i=l

n
[ (Yj ih)JCj j• 1. exp +Y j , ) (xo +

i=l

n
ih)Jc. 2 Yi exp [ Y, (x ' +

J i=l . J o

Como seaunda alternativa al método propuesto, podemos considerar la aplicaci6n

de un método standard de aj u s t e por m1nimos cuadrados, v a r i a ndo iterativamente los

paráme t r o s del ajuste (constantes de tiempo y amplitudes de las distintas exponen

cia les , en e l caso qu e nos o c upa ) en busca de un mínimo absoluto de la desviaci6n

cUadr~tica entre la c urva experimental y la curva ajustada (7). La v i a b i l i d a d de

t al mé t odo standard depende de l a posibilidad de establecer unos valores iniciales

de los pa r á me t r o s , c omo punto de pa r t i d a del proceso iterativo, que sean suficien

t emente pr6xi mo s a los que efectivamente se buscan (2 ) . De lo contrario, el proce

so i ter ativo no converge e n absoluto, en el peor de los casos, o se estanca en un

rn1nimo l ocal correspondiente a unos valores de los parámetros sensiblemente incorrec

DISCUSI ON

La s c a r a c t e r 1 s t i c a s del método de ajuste que se expone en" este traba jo permiten

s uperar las limitaciones inherentes a otro método utilizado ante riormente por noso

tros (6 ) , c o nsistente en l o s isu i e n te : estimaci6n asint6tica de la constante d e tiem

po y a mp l itud d e la exponencial d e evol uc i 6 n más lenta, a pa rt i r de una zona de l a

cur va s u f icien teme n t e ale j ada :d e 1 oriaen; sustracci6n d e d icha e xponencial a la c u r 

va e xper "i me ntal; reiteraci6n del proceso sobre la d iferencia a s 1 obt e n i da hasta a go

tar e l número p r e e s t ab l e cido de expon e n c i a l e s em e conforman l a s eñal. La 'e s t i ma c i 6 n

asint6t ica y sucesiva de l as distintas constantes de t iempo y amplit ude s requie r e te

ner da to s experim ent a l e s c o rrespondientes a la zona fina l de la cur va, en l a que l a

contribuci6n 'de la exponencial má s l arg a sea p r edomina nte s o br e l a d e l as d emá s; p~

ra que l a con tribuci6n de una cie rta expon e ncia l sea efect i vamente pre dom i na nte so

bre la de l a s má s cortas e n una dete r minada zona de la curva s e r e quiere, a demá s,

que l o s v a lores de las d i s t i nta s constantes d e tiempo s e di f erenc ien suficie n t e me n te

ent r e s1 ; n6tese, finalmente, que la estimaci6n d e c ada una d e l a s c onstantes de t iem

po se obti ene necesariamente a p a r tir de la zona d e la c urva c o r res pondiente con un

cociente s e ñal-ruido más desfavorable.



t os , o bien , en el mejor d e l o s casos , e l tie mpo de cálculo requerido resulta

e xc e s i vo . Las ventajas de l método pro puesto fren te 'a l os métodos d e a juste por

mí n i mo s c ua d r a do s , se cifran , pues , en que aque l hace innecesar io e l conoc imien

t o a p r ior i de va lores aprox imados de los parámetros de l a j u s t e y e n e l ahor ro

de t i empo de cáicu lo . En c ua lquier caso , l o s va lores d e l o s parámetros es t i ma

dos sec¡ún e l método propuesto ', pueden servir jus t ame nte de punto de part ida para

un aj u ste más fino po r un método de míni~os cuadrados .

Finalmente, en comparac~on con otros métodos de a j u s t e descritos en l a l ite

ratura (2) (8 ) , basados en la determinaci6n de un "e s p e c t r o" de funciones expone~

c iales contenidas en l a curva experimental , e l método propuesto por nosotros su

pone una no tab l e s implificac i6n de las técnicas de cá l culo necesarias , con la con

s iguiente facil idad para l a puesta a punto de l o s proaramas d e ordenador y a ho r r o

de tiempo de cálculo .

La s l i mi t a c i o n e s a ue se es tablecen a p r i o r i para la apl ic~ci6n del mé todo de

a j u ste e xpuesto e n este trabajo pu é den concretarse en : a) eau idistancia e ntre l o s

va l o r e s de la abscisa de l o s d i s t i n t o s puntos de l a c u r v a exper imen tal ; b) número

preestablecido de exponenciales q ue componen la se~al ; y c ) idéntica d e sviac i6n

t ípica del ruido aleatorio qu e se superp one a la señal en cada punto exper imental.

La pr ime r a de estas l i mitac i ones pu ede o bv iarse fác ilmente por un proceso de i n t e r

polaci6n . En cuanto a l número d e exponenc iales aue componen la señal , es posible ,

e n cualquier caso , efectuar el aj uste par a dist intos v a l o r e s de esta v a r i a b l e y

decidir a po s t e r i o r i s o b r e l a calidad d e l os distin tos ajustes o b ten idos mediante

u n cr i ter io establec ido a l efecto. , Sin embarao , este método n o permite t omar en

c onsideraci6 n una contribuci6n no un i f o r me de l ruido a leatorio , e n l o s diferen t e s

puntos de l a cur v a experimenta l .
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NUM ERICALSIMULATION OF THE EVOtUTION OF SPIN ORIENTATION IN 'AN OPTICALLY PUM
PED ALKA LI-GAS SYSTE~

J .C. Amaré and E . Bernabeu

Departamento d e Fí s i c a Fundamental, Cáte~ra d e Optica . Un i v ersid ad de Za 
r agoza. Zaragoza. España .

We present a numerical method fer studying t he evol ut ion o f the or ient ation

of an alkali v ap or s ub j ect t o longitudinal o p t ical pumping , t e collision al

relaxation mechani sms against buffer gases and t e the e f f ect o f c ontainer

wa l ls . The usual approx ima t i o n s in analytical cal c ulat i ons a r e di s cu s s e d

froID t he results . An origi na l a ppr6ach t e the p roblem of d iff us ion t o ward s

the wal ls i5 made in a rder t e carry o ut the nume r i c al c alc ula tion. The me~

t hod i 5 appl ied t e the Cs - A s y s t em; compu ted and experimental r esult s are

cempared f e r this case .

The evo l u t ion of .a lkal i -noble ga s s ystems under l ong itudinal o p t i c a l pumping ,

and t he phenomena of col l i s iona l d isorientation have r eceiv e d c onsidera ble theo r e 

t ical1, Z(3) a nd e xperimentaI4(5 ) a ttent ion i n rec ent years . Th e i nformatio n avai~

labl e f rom these experime nts enables the derivati on o f q uan t itative results fo r

t he cross-sections o f disorientating interacti ons . . However, i t may be i nte r e s t i ng. .
to know the e voluti o n of the mag ne t i c s ublevels popu1 a t i on distributio n and other

r elated wh ich wo u 1d allow a furtherknowledge of the proce sse s takin g p lace .

The simulation method which we pre s e n t here a i ms a t the numerical achie vement

of an optical p ump i ng e x periment , a nd it is bas e d o n t he ~heoretica1 mo d e1s of the

acting interactions .

r
In the experiment , a circular1y po1arized 1ight beam (D1 line) impinges o n

the sample and excites the transition ZSl/Z (F , Ml + ZP1 /Z(F' , M' ). The resultíng

o r ient a t i o n of the excited s tate is partially l o s t because the collisions with

the ga s . The orientation o f the ground state, induced b y selective population and

depopulation of different sublevels iS 'destroyed by collisions with t he perturbing

gas and the container walls. The c ontribution o f o t he r effects (molecule f o rma 

tion, spin exchange) ca~ be neglected for suitable e x per i menta l conditions, and

will not be considered in our calculations.

In the numerical simulation the mechanisms o f radiative .excitation-decay and

of collisional disorientation against the gas may be characterized b y the corres

po nd i n g transition probability matrices, which may'be o b t a i ne d from the associated
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(4 )

(3 )

(2)

(1 )

I
N=l ( T

5ince the atoms a re in the e xcited s ta t e d uring a mean t i me equal to the l i

fe time of t h i s s ta te , B may .be c a l c ula t e d from t he above a rguments by the expre 

ssion3 )

The di f f usion p rocess of uni f orm1 y distributed ma gnitudes in spheri cal unco a 

t e d c ell s is a p roblem mathematical l y solved 7 ) o However t he g iven sol u t i o n s a re

u na ppl i c a b l e t o thi s nume rica l p rocess o The fo l lowing a p proac h i s more suita b1 e

for o ur nume r i c a l calculations and the r e sults a re i n good agreement with that

o f the r e f e r r e d analytical solu tion o

T
Q

i s t he a v e rage tim~ between two consec u t ive a c tions of the mechan ism on

the s ame atom o

whe r e u( -l) , M, D a re t he mat ri ce s associated t o r a diat i v e excitation , collisio 

nal d isor ienta tion in t he 2P1 /2 sta t e and r a d iative decay re s pec tiv elyo

In the random me a n - path model , t he probab i li ty t hat an atom in a point of

the sphere at distance p f r om the c ente r r eac he s the sphe r ica l surface of radius

R i s .

1" '" '" 1" '" '"6P i = j ~i - {Oj i + wj i } p i + j ~i {o i j + wi j } P j O

Th e fac t that an a t om ma y undergo N = 0, 1 , 0 00 even ts (o ptica l p umping o r

di sorientation) in a time T, i mpo ses the s ubs t i t u tion of B a nd W b y B and W r e s pec

tivel y o Matrix Q is r ela t e d wi th matrix Q by means of t he e xpresion

The numerical method r equires tha t the cal culation of t he -e v o l u t i o n t a ke place

s tep by step i n t i me inte rva ls T negligibe against t he characteristic t i me cons

t a n t s of the macro s copic evolution : one must then wri te (1) in t he form

wh i c h represents t he surnmation o f the effects of N processe s described b y Q wi t h a

wei~ ~_l given . by the probability _of each to ac t on t he same atom in the time T o

wher e B( b
i j)

a c cou n t s fo r the phenomena involved i n the p ump i ng process and

W(w. . ) fo r t ho s e related wi t h relaxation o The rnatrix B is give n in o u r p reviou s

wor~~) and W i s the mat rix asspc i a ted t o the co l lis ional int e rac t ion o

intera c t ion opera t o r s 6 ) o The e volut i on o f the po p u lation Pi of the grou nd sta t e

s ub l eve l i is then ruled by the equation



whe r e D is the diffusion coe f fic ient o f t he mixture .

(7)

(5)

t ime(au)

Fi g . l (b) . - Normalized relaxat ion transients ca l
culated for wall collisions associated
to t he distributions s hown i n fig . l(a) .

O'--__--'----_ _ --.L__----I.__--.JL......_~

Pi(t + T) Pi (t) I '" ~ ~+ { - b j i Pi + ,uij Pj } +
J Q(o)

+ [ P i (t) + I { -ílij i Pi + ~ .. Pj } - . 0625J
Q( t) - A(t+T)

J
~J Ohp )

Fig . l(a) . - Radial distr ibution of th e
orientation attained for di
fferent excitation rates: 1
s t rong pumpi ng, Ir interme
diate pumpin g, 111 weak pu~

pingo

The popula tions in a time t will t h e n be given by
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Such d istribu t ion can be obtained s tarting from a unifrom distribution

and al lowing i t to relax b y diffusion during a time Tp ~ This t empora l delay

is e q u i v a l e n t to the time running between two consecutive absorptions of a ph~

t on by an atom. Thus, f or a pump i ng rate characterized b y Tp the relaxation by

d i f f u s i o n ma y be described by Q( t + T) .

It is clear that an initial c onstraint o f .uniform distribution correspond

t o an ideally intense excitation. usually , the dif fusion p henomenon is as im 

portant as the excitation one, and the radial distribution after exc i tation i s

f a r from be ing uni f o r m (Fig . I(a)) .

Acce p t i n g the independent s h e l l rela xation hipothesis, as suming an inicia 

l ly uniform spa~ial distributio n and supposing uni form relaxatio n at t he wa l l s ,

t he e volution o f total o r i e n t a t i o n is described b y

Q ( t ) = QO r~ . _ 2 e x p{ - n 2 DT/ R2
} I 2

k
{ n 2 DT/ R 2 }k+ I / 2 I (6 )

1 In k =O (2 k+I )
l:e



s t udying the di f f u s i on separa t e ly and with the restrictions ·above mentio

ned about the mechanism involved , t he matrix W describes only the effects of co

llisional desorientation against the gas .

We have performed the computer 'c a l c u l a t i o n in the following wa y : the par~

meter s and the constraints of the s ustem are introduced , and t he time co n s t a n t s

a s s o c i a t e d with each mechanism .a r e calculated ; introducing t he se values and the

interaction matrice s into f ormula s (3), (4) we c a l c u l a te ~ and .~. Finally, wi t h

the help of (7) we c a lculate the evo lution of t he population (and the observa

b les of i rit e r e s t ) ín one pumping-relaxation cicle, obtaining t he result n ume r i 

cal ly and grafically (F ig . 2) .

lr---------------------.

::J

O

e
o

....-
O....
e
<1.1 '
....
o

o~__..L_______'_________l..._ _ __'_' .u

t ime (a u )

F'í.g ¿ 2 . - Normal í ze d relaxation t ra nsients .
1) For wea k op t i c a l pumping a nd weak o r i en t a t i on
11) For s tron~optical pumping and ,s t rong or i ent a t i on .

The simu lation method above explained has~een t r e s t e d forothe Cs-A mi xtu

re, a system a lso studied by us experimentally 5), u nd er c o nditio n s of weak pum

. p i ng and weak orientation . We show i n Fig . 3 t he f i tti ng between s imul tated

and me~sured transients . Th e good coincidence e nables us t o a ccep t the validi

t y of t he me t ho d a nd the models a s sum ed to cal c u late matric es B a nd w3 ) . Th e

meaning of t he weak orientat ion a prox imation becomeS eviden t from the po p u la

tion distribution o btained i n t he ste ady stat e by pump ing at d i f f ere n t excita

tion rates (Fi g. 4) . The s pati al d i s t ribu t i o n of Fig . 1 illustrate a lso the

meaning of weak pumping . Both s ituatio n s are u sually r e alized in t he c a s e of

uncoated cells iluminated by standard .spectral lamps.
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Cs + ro t or r A, 300K , R = 5 cm
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Fig . 3 . - Computed (so l id lines) and ex~rimental s ignal s
( po í.n t s ) •

O

:J
el.........
e
.Q...
el ".'"-e
CI.I
L.
o

, O

:J

E
e
.Q...
o...
e
.!!
L.
o

ticn .

An i nteresting f eature o f this numeri cal s i mula t i o n l i es on the possibi l i

t y o f i nves t iga ting the be haviour of alkali - gas s ystems und er stro ng o r ien ta

t i on a nd p umpi ng conditions: from Tabl e J , s o as fro~ Fig . 4 (a ), we c an ded uce

t hat fo r ve r y high e xcitatio n ra t es hyper f i ne p ump ing « 8 . 1 > i O) ' i s induc ed

F

4 4
3
2,
O.,

-2
-3
-4

3 3
2,
O-,

-2
-3

Fig . 4 . - Nor mal i zed
relaxa t i on trans i ent s

· a ) . p ~pula t ion distri-
but i ons, for diffe
r ent exc i tat i on 1~
ve Is: 1 s t rong o rien~
t at i an, 11 interme
diate or i entati on,
111 weak o r i en ta - ·
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' Fi g . 4 (b). - Relaxatien curves fer
gas-kinetic col1isions associated
te th~ distributions shown . The
initial quick fal! ~n 1 i s due t o
the high value o f <Sz> and te the
presence < S· 1> .

However population difference between level

under the action of the mechanisms conside

the quadrupolar observableS) are also gene-

tirne I o u )

s ~ S > <s ;i> Quadr .z
' Ex c i t a t i o n

limit . 5 3 .5 .53

strong . 31 1. 39 .17

intermediate . 052 . 07 0 , .0077

weak . 0022 . 0003 --

oL-----'-----'-------l---'-----'
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e
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o

:J
O
~

e
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The application of this method to other experimental conditions (D2 line,

excitation, different alkali-gas systems, etc.) ' i s straightforward: i t r eq u i 

res only the i ntroduction of t he appr9piate parameters and matrices into the cal

culation of ~ and ~ wi t h help of formula (3).

TABLE 1

even with broad line optical pumping.

14, O> and level 13, O> is not generated

red . Non vanishing expected values of

rated for high pumping r ate s .
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THERMODYNAMIC STUDY OF SOME BINARY MIXTURES AND ENERGY PARAMETERS OF THE VA
RIDUS TYPES OF CONTACTS INVOLVED . I

F.M. ROyo , M. Gracia and C. Gutierrez - Losa

Departamen t o de Química-Física . Facul t ad de Ciencias . Uni versidad de
Zara goza . E~pafia .

" Exc e s s entha l p ies a nd excess vo l umes, at 303. 15 K, for "t he ~ollowing binary

mi xture s : n-helt an e, l, 3-dichloropropan e , and 1 , 4 - d i chlo robut an e + n- he xan e,

+ be nze ne, and + t e trachloromethane, have be en rneasured. Expe r imental re

sults for excess enthalpies were e xamined in terros of Barker ls treatment i n

arder to determ~ne the interaction energy f or the v urious contacts involv ed

in every mixture.

IN TRODUCTION

This pape r is t he first of a ser i e s whose purpose is t o characterize the

i n t e r - o r intramolecular interac tions between certain groups (Cl, O, double

bond) and t h e e v e n tua l exis tence of a proximit y effect . We have used Barker' s

me t hod(l) i n o rder t o treat excess enthalpy" data f or evaluating the interac

tion e nergy broug h t into p lay in t he cor responding contacts . Mixtures wer e s o

c hosen t hat we h av e only u s e d our own experimental data, aiming s o at the

best self-cons ist ency in the estimated energy parameters. Although a strict

applicat ion pf t he met hod r e quires val ues a t constant vo l ume , we are interese

e d in a compara tive s t udy which wi ll r eta in i t s sign if icance even when data

a t cons tant pressure are u s e d instea d .

Ex c ess e nthalp y , HE, and exces s vol umes , vE , hav e been" mea s ured , a t

303.15 K, for the fo l lowing mi xtures: ñ-heptane (C7H1 6) , 1 ,3 -d i c h loropropane

(C3H6C1 Z)' 1,4-dichlorobut a ne (C4HaCl z) , + n- hexa ne (C6H1 6) , + benzene

(C6H6 ) , a nd + t etrachl o r omethane (CC14).

EXPERIMENTAL

The liquids use d were n-hexane, b e n zene , a nd t etra c hlorometh a ne (Merck:

) 99 . 5 per cent purity) ; 1, 3-d i chloropro pane , 1 ,4 -dichlorobut ane , a nd n - hep

tane (Fluka : > 99 per c e nt). In every case, pu r i ty wa s c hecked by g as-l i qui d

- c hr omat09 rap hy. Al l t tre l i quids were ke p t o n mo l ecular sieve (4 A) , pre

viou s ly a c t iva t e d by heating u nder vacuum.
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EXPERI MENTAL RESULTS

TABLA 1 : Molar excess enthalpies HE, smDothi ng equations , a nd standard desviation ~(HE),

306. 4

318.8

327.7

332 .1

338 .4

HE¡J mol - 1x

0.717 0 2.4

0 .7 871 1. 7

0 .8817 0 . 9

10 . 31 47

0 .3471

0 . 37 58

0-.4033

0.4289

197. 2

229 .3

253 .9

264.0

287 .6

HE¡ J mol-1

76

x

0. 1 61 9

0. 1953

0 .225~

0 .2406

0.2784

x C7H1 6 (1 - x ) C6H1 4

0 . 6 0.422 8 3 . 6

1 .2 0 .4573 3 .9

2. 1 0.5191 4 .2

2 .6 0 . 55 7 3 4 .0

3.0 0 . 60 22 3. 6

3 . 3 0.6 54 0 3 . 0

15,27-0 . 28 ( 2x-1) - 13 .13 (2 X-1 ) 2J J

x C7H16 + (1 - x ) CC14

23.0

61.4

93.6

122.2

162.5

a t 303 .15 K.

HE¡J mol- 1x

0.0158

0.0436

0.0690

0 '-0930

0.1292

0.09 46

0.170 4

0 .2364

0 . 291.5

0 . 34 1 2

0.3840

HE
= x(l-x)

HE (vE) = x (x - l ) ¿: A . (2 x _ l )i. ~,

The v a l ue s of HE a nd vE ( t a b l e s 1 and 2 ) were fi tted b y least s quares t o

the equa t ion

In t ables 1 a nd 2, e xperimental results, pqramet e r s Ai and standard d e

v iat ions 6 are given: Sol i d lines (fig. 1-3 f or HE and f i g . 4-6 f er vE) a re

the curves obtained from the fitted e quations.

Grolier and Inglese(4) have measured HE f o r C7H1 6 + C6H6 and CC14 at

29 8 .15 K (the f ormer a t 323.15 K , too) -a nd their va lues are higher (34 8and

93 3 J mol - 1 , respective l y , a t x = 0.5) than our s at 303 .15. Polo et -al . (5)

have mea sured HE f or C6H1 4 + C3H6C1 2 a nd + C4H8C12 a t 29 8. 15 K and their va

lues are 1 254 a nd 1 245 J mol - 1, respecti ve l y, a t x = 0 .5 . For C6H6 + C3H6C1 2 ,

a nd C4H8C1 2 the only previous reference found in lite rature was that o f Gr o

lie r and Kehiaia n( 6) , a l s o a t 298.15 K; the y have f ound f or HE -7 3 J mol-1

(x = 0 . 48) a nd -13 8 J mol-1 (x = 0.5 ), r es pecti vely . Bisell et al. ( 7) ha v e
_.E 3 - 1 -

me asured V- for C7H1 6 + CC14 , a t 2 98 . 15 K, ob taining 0 . 21 27 cm mol a t x

0 . 5 .

Finally, Pa l mer and Smith (8) h ave measured vE for C
7H1 6 a t 298.1 5 K and

found 0 . 579 cm3 mol - 1 a t x = 0 . 5 .

Excess e nthalpies and e xcess vo l ume s wer e determined using both the calo

rime t er and t he dila~ome ter described elsewere ( 2 ,3 ) . The isobaric and i SO- 

thermal calorimeter ope rat e s in t he absence o f a vapour pha s e . The t emp e r a 

ture of .t he b a t h wa s held c ons tan t within ± 0 .0 0 2 K.



TABLA 1: Continued

' x HE/J mol-l x ¡jE/J mo l-1 x HE/Jmol-1

0.4621 337 .1 0.5983 298.5 0.8557 137.2

0 .5009 330.8 0.6921 258.9 0.8983 97.6

0.54 74 318 .2 0 .7442 225.2 0.9518 46.9

0.8006 179.8

HE (l-x) { Ú33.2 + 249.4 (2x-1) - 105.2 2! - 1 S E ' -1x (2x-1) .rrno L: ; (H )i;3.2Jmol

x C7H1 6 + (1 - x) C6H6

0.0135 61. 3 0 .2276 692.6 0.4791 877.3

0 .0257 115.6 0.2499 730 .2 0 .5011 868.4

0.0408 174.8 0.2715 764.0 0 .5270 854 .3

0.0570 239.4 0.2885 787. O 0.5540 834.0

0 .0754 305.4 0 .3090 811. 8 0.5858 806.5

0.0934 366 .5 0 .3236 827.4 0 .6167 773.6

0.1131 426.9 O.3 4li 842.9 0 .6419 741. 5

0.1318 480 .5 0 .3545 854 .1 0:6693 705.1

0.1486 525 .3 0.3803 868.8 0.6957 665.0

0.1648 565.3 0.4050 880.5 0.7252 614 .9

0.1848 612.6 0.42 ,41 886.5 0.7603 554.3

0.2061 653.5 0 .4521 884.5 0 .8018 478.1

x

0 .8408

0.8814

0 .9229

0.9603

HE/Jmol-1

398.5

, 305.8

204.0

104.2
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175 .5

146. 8

1 07 . 5

59 .1

26 .2

792. 3

663 . 8

615 .0

559 .7

491. O

413.9

334 .7

244.4

13 7. 1

43 .3

HE/J mol-1

úfE/ J mol - 1
x

0 .7226

0 .7647

0.7965

0.8168

0 .8403

. 0 . 8660

0.8901

0 .9170

,0 . 947 8

0.9789

78

989 .3

1009.6

1026.0

1033.1

1 033. 8

1035.9

1016 .9

997 .4

974 .2

947.3

913 .8

878 .5

8 32 .5

x

HE/ J - 1x mol x

x C4H8C1 2 + (1 - x) CC1 4

0.3715 247 . 4 0. 62 83

0.4 29 3 248 .6 0.6925

0.45 83 24 1. O 0.7724

0 . 491 9 230.1 0. 8719

0.5299 21 5 . 9 0.9.479

0.5757 197 .8

0 .370 8

0.4003

0.4269

0 .4509

0.4761

0 .5616

0 .5776

0 .59 50

0.6130

0.632 1

0.6532

0 .6741

0.6982

30 . 4

1 22 .4

1 87 .5

22 0 . 6

238.0

245. 8

HE/J mol - 1

HE/J mol - l
x

TABLE 1: Continued

0 .0624 - 40 . 8 0. 3 347 -156.8 0 . 710 7 - 106.2

0 . 1019 - 63. 0 0 .44 79 -1 60 . 0 0 . 73 31 - 9 6 . 2

0.1419 -90 . 0 0 . 5045 -161. 1 0.8206 - 67 . 2

0.2603 - 1 27 . 6 0. 5498 - 1 55. 0 O. 8 ~ 5.3 - 63. 2

0.2996 -143.8 0.5926 -141. 2 0.92121 - 27 . 6

H
E=x(l-x) ~ - 631. 9-1 82. 1 (2x-1) + 125.0 (2x- 1) 2} J mol- 1; U( HE) = 3. 6 J mo l - 1

x

0.0188

0 .0 91 6

0 .1 662

0.2277

0 .28 10

0 .3296

0.0 204 8 6 .9

0.04 45 1 99 .9

0 .0658 29 3 . 4

0 .0921 395 . 1

0.1172 483 . 7

0.1419 566.1

0.167 3 64 2 .0

0.1906 706 .5

0.2172 769 .6

0 .2472 831 .7

0.2 765 880.9

0.30 34 920 . 2

0 .3354 95 8 .4

HE=x (l-x) { ~101 . 6 + 22 1 . 9 (2x- 1) + 1074.1 ( 2x_1 )2 + 1173.7 (2x-1 ) 3. 

- 2162.2 ÜX- 1 )4 J J mol - 1 ; S (HE) = 1 2 .4 J mol - 1
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~= x Cl- X){1060 . 6 + 48 6. 2 ( 2x-1) + .204.·5 (2X- l)2 }J mol-1; !S(HE)=3. 4 J mol-1

x C3H6C1 2 + (1 - x ) C6H6

895 .0

86 1. 9

827 .8

790 .3

747 .7

704 .6

66 5.7

623.3

566 .9

522 . 1

4 60. 9

406 .3-

. 335 . 8

275.9

1 99 . 9

HE/J mol - 1x

0.7304

0.7446

0.7583

0.7737

0 .7898

0 .8055

0 .818 1

0 .8325

0.8504

0 .8632

0.8800

0 .8956

0.9138

0 .9293

0 .9488

HE/J mol - 1x

0 .4418 1182.2

0.4592 1 1~ 8. 8

0.4766 1 1 93 . 0

0 .4904 11 95 .1

0 .5049 11 95. 2

0 .52 37 11 9 2 . 2

0 .5442 11 85, 3

0 . 5667 11 34. 7

0 . 5796 11 27. 6

· 0 . 5945 1107.1

0.6093 10 90. 5

0 .6246 1 07 2. 7 .

0 .6413 1 053. 6

0 .6586 1 0 29. 6

0 .6768 998 .7

0 .6961 965 .4

0 .7140 930 .3

+ ;I.14 . 1(2x-1)2+ 482. 11 (2x-1) 3 } J rrol-1, 6 (1f )= 8. 0 J rrol - 1

HE/J mo l - lx

0 . 1002 - 39.5 0 .29 48 ··7 8. 5 0 . 7184 -3 9.0

0.1427 -4 5 .0 0. 358 4 -7 4 . 3 0. 7740 - 26. 6

0 . 1671 - 56.1 0 .4 77 1 - 75. 5 0 .84 76 - 13. 1

0.17 30 -5 9. 6 0. 5373 -70.5 0 .92 83 -6 . 5

0.2875 -74 . 2 0 . 6447 -4 9. 2

HE= x (1 -X) { -2 84. 9- 204. 1 (2x- 1) 42 .2 ( 2x -1) 2 ~ J mol-1; S (HE) - 1
+ 3 . 0 J rrol

x HE/J moi - 1 x HE/J mol - 1 x HE/J mol - 1

x C3H6C1 2 + (1 - x) CC1 4

0 .0268 45 .3 0 .4267 280 .4 0 .6403 213 . 0

0.0650 · 100 . 1 0 .465 5 276 .5 0.6924 187 . 5

0. 1224 163. 7 0. 4893 272 .1 0.7554 1 57. 0

0 .1662 202 .6 0.4 886 27 1. 2 0.8311 114. 9

0.2034 22 7 .1 0 . 52 02 266 . 1 0 .9027 71.1

0 .2749 259 .2 0.554 9 248 . 9 0. 9 27 4 54 .9

0 . 3339 27 4 .9 0. 60 07 23 5.5 0. 965 9 25 . 5

0 .38 51
,

279 .8

TABLE 1: Con tinued .

0.0611 31 5. 3

0.0827 409 .8

0.1123 5 25 . 3

0 .1379 61 9 .4

0 .1627 698 .8

0 .1843 7 64. 5

0 .2040 819 . 7

0 .2260 875 .8

0 .2486 929. 1

0.2698 974. 4

0 . 2939 ·1 01 9 . 5

0.3 159 1 05 6 . 3

0.33 58 1 08 6. 7

0 .3588 111 3 . 9

0 .3820 1138.2

0 .4049 1158. 5

0 .4242 1172.4

. ¡f=X( 1-X) {4~22.8 + 331.4(2x-1)
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0 .2046

0 .1972

0.1764

0.1500

0 .0 8 66

- 0. 0 274

-0.0271

- 0. 027 3

- 0 . 01 97

- O.0086

~/cm3 mol- 1

~/c:m3 mol- 1

x

x

0. 4897

0 . 5223

0.6422

0 . 7183

0 .863 9

0 .5 02 2

0 . 5426

0.60 20

0 . 77 12

0.89 43

0.11 94

0 . 1421

0 .1715

0.1 94 0

0 . 1941

0 .207 8

-0. 09 3

- 0. 01 98

-0.0 241

- 0. 02 48

-0 .0277

,, 0 . 0 293

~/cm3 -1 E 3 -1mol x V / cm mol

x n - C7H1 6 +. (l -x) C6H6

0.2953 0.4538 0.56 54

0.3 365 0 .52 10 0.56 57
0 .5036 0 .6442 0.5 032

0.5654 0 .7869 0 .3 672

0.5685 0 .8297 0.308 1

~/cm3 mol - 1
303 . 15 K.

x

x

~= x (l - x) l 2.6267 + 0 .4053 (2x- 1) +" 0.4447 (2X-1i?J. G"(~) = 0 .00 30 cm3 mol-1

0.1176

0. 1405

0.2738

0 .3901

0 .3948

TABLE 2 : Mol ar excess vo l urnes VE, s rnothing equat ions , and s tanda r d de sviation ~ (VE) a t

x

~= x ( 1-X ) { -0 .1139 - ~.0207 (2x- 1) - 0.000 8 (2X- 1 )2 ~ 1 S(VE) = 0 .0010 cm3 mol - 1

~= x ( l -xd 0 .8115 + 0 . 17 17 (2 x - 1 ) + 0 .0793 (2X- 1)2J , 6" ( ~) = 0 . 0 0 2 1 cm3.mol-1

0 . 1 46 4

0 . 1789

0 . 24 85

0 .32 13

0 .328 6

0 .4287

0. 077 O

0. 1837

0 .27 44

0 .2 98 6

0.3 865

0 .4491



- 0 . 1 5 35

- 0 .1457

- 0 . 1 265

- 0. 0814

E 3 -1
V / cm mol

- 0. 0 341

- 0. 0 65 5 "

- 0 . 082 6

- 0. 0 90 9

- 0 . 051 2

x

x

0 . 5313

0 .64 57

0. 7347

0.8477

0 .5109

0 .6027

0.6620

0 .7149

0 .8979

- 0 . 03 8 6

- 0. 081 9

- O.121,0

- 0. 1 368

- 0 . 1 504

0.0872

0.0789

0.0428

0 .0280

0 .008 7

~/cm3 mol-1

~/cm3 mol - 1

x

x

TABLE 2: Con tinued
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E 3 -1 ~/cm3 mol-1
x V / c m mol x

X"C3H6C1 2 + (l-x) C6H6

0 . 1227 0.0 270 0 .5 875 0.04 85

0 .2 322 0 .0419 0. 635 2 0 .-0461

0 . 33 63 0.0 490 0.6795 0.0448

0. 4413 0.0503 0.75liO 0.039 8

0 .5196 0 .0497 0 . 824i
1

" 0 .03 27

vE= x (1 -X){0.2016 + 0 .0144 ( 2x-1) + 0.075 4 (2X -1)2}. (i (VE) = 0.0 007 3 "- 1
cm mol

~= x (1 -X )t - 0 . 5988 + 0 .2227 (2x- 1) + 0 .2541 (2X-1)2}, ~(~) = 0 .001 0 cm3 mo l-1

0 .1451

0 .2544

0 .3692

0 .427 5

0 .49 56

0 .128 8

0 .2513

0 .3409

"0 . 37 09

0 .4137



-0 . 3320

-0 . 32 8 2

-0 . 3645

- 0 . 35 8 6

-0 . 334 4

- 0 . 2 8 57

- 0 .2315

..¡; / cm3 mol- 1

..¡;/ cm 3 mol-1 .

x

x

x

. 0 . 47 5 2

0. 47 64

0.58 4 8

0. 65 1 4

0. 7324

0.7922

0 .8505

"¡;/cm3 mOl- i

. - 0 . 0 55 8

- 0 . 0 8 2 6

- 0. 10 64

• - 0 . 1 67 8

· - 0 . 1 7 5 8

- 0. 2 5 69

- 0 . 291 0

"¡;/cm3 mol-1

x

x

0.1682 - 0. 020 6 0 .6522 -0 .0409

0 .2898 -0 .0315 0 .6871 -0.0379 ·

0.3380 - 0 . 0 3 62 0 .7904 - 0. 02 90

0.4375 - 0 . 041 6 0 .8109 - 0 . 0 27 0
")

0.537 O - 0. 042 0 0 .8799 - 0 . 0185

Q.5 756 - 0. 0420

0 . 1005 -0 . 0 803 0 .4948 -0 .2772

0.1492 -O . 114 0 0.5 510 - 0 . 28 0 6

0.2359 -0 .i740 0 .6804 - 0. 25 5 4

0 .3822 -0.2500 0 .7709 -0 '.2105

0 .4596 -0 .2707 0 .8484 -O . 1 5 77

82

..¡;= x (l-X){-1.1 06 2 + 0.2192 ·( 2x - 1 ) + 0. 082 7 O( 2X_1 ) 2J, G"("¡; ) = 0 .0015 cm3 mol - 1

..¡; = x ( l -X) 1 -1.3642 + 0 . 8 24 9 (2x-1) + 0.2670 (2X - 1 )2} , ~ (VE)= 0 .0032 cm3 mol - 1

__E J 2 _~ . 3-1
~ v-= x (1-x)1-0. 1706 + 0 .0232 (2x- 1 ) + 0.0 222 ( 2x-1) JI~(V-)= 0 .00 6 cm ' mo l .

x

TABLE 2 : Continued

. 0 . 11 01

0.1490

0 . 1857/

- - ¡r : ; 5 1 6

0 .2558

0.3549

0.4164
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Fig. " 2 : Excess enthalpies HE a t 303. 15 K
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rig . 1: Ex c e s s e n thalpies HE a t 30 3.15 K
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(1)

Fig . 6 : Exces s vol umes vE a t 303 . 15 K

for : 0 , x C
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Fig. 5: Exce s s vol umes VE a t 303 . 15 ~
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14
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(l -x) CC14; e, + (l-x) C6H6 .

0-'= 0-
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The values of ~ and ~ are obtained by solving the equations:

The resu lts we re e xamined on t he basis of Ba~ker's treatment (l) i n which

t he mol e c u l e s are sup ose d t o b e d ivi d ed in to s e g me nts which just occupy one

l attice s ite o n a z -coor d inat ed lat t ice . The to~a l number of surf a ce c o ntact

poi n t s i n molecu le A i s r A(z-2) + 2 , wh ere r A is the number of s e gme nts ín A .

Ac c ord i n g t o Ba rker ' s me t h od , e xces s e nergy ~ f o r o a mixture A + B at

c ons tant volume , is g iven by :

DI SCUSSI ON

where ~ij = e xp (-Aij/RT) ¡ Ai j °a nd Ui j a re , respectivFly , the exchange Helm

hol tz free energy and the energy for the quas i-chemical process : 1 /2 (i-i) +

1/2 (j-j)= (i-j) . Q~ i s the n umb e r of contacts on A of t ype i .

o So rne plausible approximation s have to be done . Thus, we asume that : i)

.~':::'H~; ii) inte,ractions between c o n t a c t oof the same type in different b i n a r y



mixtures have t h e same energy ; and i i i ) z= 4 . The number and type o f contact

poi n t s a s s i g n e d t o each compo und were:

n-C6H1 4 , 14 (1); n-C7H1 6, 1 6 ( I l; C6H6, 1 2 (S); CC14, 1 2( T); C
3H6C

12, 6 (I) +

6(C1) ; C4H8C1 2, 8 (1) + 6 (Cl) .

Sinc e on1y one energy -parame ter c a n b e ob tained f r om t he ana1ys i s o f a

mixture , it is nec ess a r y t o c o n side r e each -t i me the a d e quate one in o r der t o

have informat ion on t h e i nter actio n energy Ui j for the g rea t e s t pos s ibl e num

ber of con tac t s. Mixtures in whi ch on1y o ne e n e rgy parameter (precisely -t h e

un known o ne) is i nv olv e d, are fo llowing : n - C7H1 6 + C6H6; n - C7H1 6 + CC14;
n - C6H1 4 + n -C6H1 2 . Wi th the Ln f o r rnat.Lon t.h us obtained , o t h e r mixtures can be

s uccess ive ly considered t o e val u a t e the e xchange e n e r gy in new conta cts . Th e

r e sults o f these r ather l e ngthly c alculations are shown in tab1e 3 . Symbo1 1

re f e r s t o a c ontact poi n t on a s aturated hydrocarbon; S , a n aroma tic hydro caE

bon; and T , to a contact p o i n t o n chlorine in t etrachloromethane .

In gen e r a l , agreement between the curves of HE v s . composit~on o b ta i ne d

from Barker ' s equa t ion usin g the c a 1culated parameters and the e xp e r i men t a l

on e s is s atisfacto r y, par t i c u1ar1y inthose case s in wh ich o n1y o n e ad j u s table

parame ter wa s u sed t o make the f i t .

TABLE 3 : t:xchange energies for the cont ac t s operating in the b inary mixtures .

Compound I n t e r a ction 1 S T

C7H1 6
- 1 O 26 5 100 - 1J mo l

C3H6Cl 2 Cl 1780 280 71 0

C4H8C1 2 Cl 1 85 0 230 750

Al t hough t h e curv e of ~ agains t co mpositi o n f or l,3 - d ichloro p r o pane or

l, 4-dichlorobuta ne + n - hexane is characteristic f or s ystems in which there 

exists a - spec i fic inte r action , t h i s d oes no t s e em t o be the case here, as t he

i nteraction e ne r g ies o f the C1 a1iphatic c o ntacts invo1ved ar e high1y pos i 

t ive (17 80 a n d +850 J mo1-1 , res pe ctively) So , it is reasonab1e to think in

this c a s e o f pure1y geome t r i c e ff e c t s .
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HIDROGENACION CATALITICA 'POR COMPLEJOS DEL TIPO
[~(ª~C?lefinar {p(E,-MeOC6H4) 3}:JC104 (M = rh e Ir)

R. Us6n, L.A. Oro, M.J . Fernandez y R. Sariego

Departamento de Química Inorgánica. Facultad de Ciencias. Univ ersidad de
Zaragoza . España.

The de pendence upo n the solvent used of the hydr ogenation r a t e of l -hexene

by ca t ionic complexes of the t ype

[M(diolefina ) {P'(.e.- MeGC6H4) 3}:J Cl04 ' (M = r H or Ir) has been s tnid í.ed ,

The use of non - coordinating solvents caus e s a s ignificant i ncre as e in the

catal ytic a c t i vi ty of the sys t ems .

The stUdied complexe s show high s e lect i vit i es in the hyd r ogenation of

3- hexyne and s ever a l diolefins t owards monoolef i ns .

I NTRODUCCION

Schrock y Osbornl - 4 han demostrado que algunos complejos cati6nicos de

forrnulaci6n general [Rh(dio1efinar(PR3i2] +, reacciohan en disolventes oxíge

no dadores con hidr6geno molecular con elimin~ci6n de la diolefina ' c oordina

d a y formaci6n-de especies .[RhH2(P~3)2S2]+ que son capaces de h i d r o g e na r

diversos tipos de substratos insaturados. Recie~temente, crabtree5 ha pues

to de ma n i f i e s t o la excepcional actividad catalítica que presentan a l gu no s

comp lejos de i~idio del tipo [ I r (COD) (PR3)2]+' cuando se utiliza diclorome- '

tano como diso l venta.

Dentro de esta línea, hemos descrito que en comple jos de , formu laci6n

[M ( diolefina ){ p ( E,-~C6H4 ) } 2JCl04 (M= Ir6.o Rh
7),

el metoxider ivado (Y= Me O)

presenta 'una mayor actividad Y,estabilidad.

En este artículo, describimos un~ comparaci6n de la actividad c atalíti

c a d e comple jos [M(diolefina) { p (E,- Me OC6H4 )} 2 ] C104 (M= Ir o Rh) en diversos

disolve n t e s , a s í como s u capacidad para e fectuar pidrogenaciónes selectivas

s obre diolefinas y 3-hexino .

RESULTADOS Y DISCUSION

1. Inf luencia del di solvent e.

Se estudf6 la hidrogenaci6n catalítica de 1-hexe no por l os complej os
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[Ir (COD ) {p(e-MeOC 6H4 ) 3} 2]C104 y [Rh( NBD){p(E-MeOC6H4 )3} 2]C104 e n l o s d i sol

v ent e s clorados, dic lorometano y cloro f o rmo, disolventes ox í geno ' d adores ,

e tanol , 2-metox i etañol y a ceton a , a s í c omo e n b enceno. ~a Tabl a 1 r ecog e las

v e l ocidades d e f ormación de h exano , j unto con la c omposici6 n observada cuando

s e ha producid o l a f orma ción d e un 2 0~ de dich~ paraf ina .

M Di solvente Ve l ocidad de Compos ición cuando la concentración de hexano es 20 %
formac ión de

1-h exe no trans-2-hexeno :ci~-2-hexeno t rans-3-hexeno
hexanoa

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
I r Di c lorome tano 67 O ' 56 7 17

Cloroformo 45 O 62 17

Etanol 3 O 6 1 O 19

Metox i etanol O 62 O 18

Acetona ' 1. 5 O 6 1 O 19

Benceno O 61 O 19

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

Rh Diclororneta no 29 O 58 12 10

Clor,9f ormo 15 59 .17 4 O

Etano l 5 .4 78 O

Metoxietanol 4 .5 80 O O O

Acetona 1.1 22 32 26 O

Benceno 0 .9 68 5 7 O

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
a

Mo l M)-1 - 1
H

2
(mol (mí, n )

Las v elocidade s d e formación de hex ano observad~s, para l o s dos c ata liza

dores en condic i o nes análogas, son mayores en d i so lvent e s no ' c o or d i n a n t e s como

d ic lorometano o cloroformo, que en d i so lve n t e s ox í g eno dadores. Un caso inte

res a n t e lo c onsti tuye el d isolvente benceno que p a r e c e ind i c a r alguna int erac

ci6n coordinat i va, a · la v i s t a de los bajos v a l or e s ' e nc ont r ad o s . De acuerdo

con ello, se han descrito algunos compuestos cat i 6nicos c on enlaces benceno 
_rodio B,9.

En general, el , complejo de iridio es mucho más a ctivo que el complejo de

rodio en disolventes no coordinantes , mientras que en disolventes coordinan

tes, oxígeno dadores, se presenta una situaci6n inversa.

Todos estos complejos simultanean con la hidrogenaci6n, la isomerizaci6n

de la olefina de part ida.. .Si n embargo, mientras que para e l complejo de iri

dió en l~s d i versos disolventes cuando se alcanza el 20 % de hexano la propor

ci6n de i s ome r o s es muy similar (56-62%' '~-2-h~eno y 17-19% de (

t r a n s - 3 - h exe no ) , la isomerizaci6n ,presente utilizando el complejo de rodio

~de n6tablemente del disolvente~ siendo más acusada en disolventes no

'c oor d i na n t e s , de modo que cuando se ha alcanzado un 20 % de hexano, solo en

diclorometano, e s ' observable la presencia de 3-hexeno. La constancia en la
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3. Reacciones de hi dPogenaaión selectiv~

89

2. Influencia de la monoole fina

b

46

30

14

b

56

15

9

(M= I r o Rh)

b

24

40

56

O

b

14

55

6 1

3

o
O

O

O

70

O

o
o
o

67

Composición cuando se ha 'f ormado un 30 % de parafina
1-ol e f i na 2-olefina otro s isérn,eros

21

f 1

26

29

3

49 ,

52

6 4

67

10

bNo estud i ad a

Velocidad de
hi drog enac i óna

l - o c t e no

l-octeno

1- hept e no

1- hexeno ' ,

2 ,3- d irne t i l - 1- bu teno

2 , 3- d irne t i l - 1- bu teno

1- h epteno

1-hex eno

Monoolefina

a ' - 1 ' - 1
Mol H

2
(mol M) (min) .

Rh 1- d ec e no

M

Ir 1-d ec en o

relac i6n~~2~hexenó1~-3~h~0, observada en el complejo de i r i dio ,

e s practicamente id~ntica a la e ncontrada e n experien~ias de i someriz aci6n

de l - he x e no en eta no l , " l o que parece sugerir que e n d ich as disoluciones se

na a lcanz ad o ya e l estado de equilibrio.

Se ha estudiado la hidrogenaci6n selectiva de ' 3-hexino y diversas diole

f i na s a las correspond!entes monoolefinas, utilizando diclorometano como di

solvente. Los datos resumidos en la Tabla 3 , muestran que la formación' ,d e ,

monoolefinas tiene lugar, con elevada seLectividad, que es particuiarmente

a c u s a d a cuando ' s e utiliza el , complejo de iridio. '

La Tabla 2 reune l as v e l oc i d a d e s de hid~ogenación en diclorometano d e

d i vers a s monoolef inas, junt o con la composición cuando se ha p r oducido l a

formac i 6n de un 30 % del pr odu c t o saturado.

Las v e l o c idade s de h i drogenaci6n son superio r es e n e l c omp l ej o de iridio

que en el de rodio. Con r espec t o a las olefinas lineales, d i c ha s vel ocida 

d e s s on 'relativamente similares para cada complejo, au nque se pu e d e ob s e rva r

un l i ger o a~ento a l crecer la longitud de la c adena. La o l e f ina

2 , 3-d i me t i l - l - bu t e no se h i d rogena' con una v e l o c i dad inf e rior a las o l ef i na s

l ineales, de acuerdo con el efecto estérico ,introducido por el g r u po me t i l o .

Por otra parte, un ensayo realizado en hidrogenación c atalítica de

c i s -2- he pt e no por el complejo [Ir (COD) {j?(E,-MeOC6H4)3} 2]Cl04, muestra una

v e l o c i d a d de formación de heptano a partir de este substrato de 49 mol

(mol Ir)-l (minl-1 , algo inferior a la observada para la olefina terminal

l-hepteno.
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a - 1 -1 b . .
Mol H2(mol M) (min ) • Se desac t i va progresivamente .

30

metil ... l-butencio . "

t i empo (min )

20

Selectividad (\)

b

88 (85 \ cis-3-hexeno + 3\ cis-2-hexeno)

86 (cicl ohexeno )

7 1 (55\ 2-metil-2-buteno + 16\ 1-metil-1-buteno

95 (cis-3-hexeno)

93 (cicloh exeno)

85 (49\ 2- met il- 2- bu t eno + 36\ 2-metil-1-buten o)

82 (2 , 3-dime t il-1 -buteno)

33

3

1.2

0 . 3 .

34

18

14

7

--0--0

la

Velocidad de formación

de la monoolefinaa

• 2-meti l-l,3-but adieno0--.. .
o
~uteno

:~
~butano

./X .
X

50

100

Rh 3-hexino

1 , 4- c i cloh exad i eno

2-meti l -1 ; 3':'bu t ad :i..eno .

2,3-dimetil-1,3-butadieno

F~a 1. Hidrogenaci6n de 2 -metil~1,3-butadieno en diclorometano por
[Ir(COD){P(~-MeOC6H4)3} 2J C104 '

M Substrato

Ir 3- l1ex i no

1 ,4-ciclohexadieno

2-met i l - 1 ,3 -but ad ieno

2 , 3- d imet i l - 1 ,3 -but ad ieno

TABLA 3. Hidrogenación de diversos substratos 'por [M(diolefina){p(E-MeOC6H4) 3} 2] Cl 04
(M= Ir o Rh)

Es de destacar que mientra s el s ubstrato 2, 3-dimetil - 1 ,3 -butadieno expe

rimenta una adición 1 ,2 de hidr 6 geno , con formación de u na olefina terminal ,

la diolefina 2-metil-1 , 3-butadieno fav orece p r efe r e n t eme n t e la adición 1 , 4,

d e modo ·q u e se produce una superior formaci6n d e la.monoolefina int erna. Con

este substrato, se observa también una fuerte isomerización de monoolefina

t erminal a monoolef i n a interna, cuando se h a consumido la diolefina (Figura 1) .



PARTE EXPERIMENTAL

100

e trans-3-hexeno

o cis-3-hexeno

ti cis-2-hexeno

• 3-hellino

o

642

SO

Preaursores de ea tal.i.zado»,«

En todos los casos se comprob6 la ausencia deper6xidos en los substratos

utilizados (calidades·purum" o "puriss") po~ el mét~do SCN-/Fe++ , Cuando se

observ6 su presencia,se.:e:tim1naronhaciendo pasar 'e l substrato a ,t r av é s de alu

mina activ~da neutra grádo 1 (Merc~,90% activa) "

Todos los disolventes fueron desecados antes de su utilización ,
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Substratos y .disolventes. -

Se han utilizado generalmente los complejos ~r(COD){p(E-MeOC6H4)3}21 CI04
y [Rh.(NBD){p(12.-MeOC6H4)3} 2]C104' Ambos se han descrito con anterioridad 6,10,

aunque el derivado de rodio lo hemos preparado por un método alternativo con

sisten;e en la reacción de [RhC1(NBD)]2 11 con perclorato de plata en acetona

y posterior adici6n de la fosfina.

tiempo (min)

Figu:t'a 2. Hidrogenaci6n de 3- hex i no en diclorometano por

.[Ir (COD) {p (12.-Me·oc6H4 )/;] CI04•

. ' . . ' . .
El resultado más sobresaliente de este estudio'. es la hidrogenación de

3-hexino a ' 'c i s - 3- hexe no ..(Figura 2) por el complejo ",

[Ir(COD){p(e-MeOC6H4)3}2]C104 con una. selectividad del 95%, Este valor es
uno de los más elevados descritos en la literatura y .constituye el primer

ejemplo de hidrogenaci6n altamente selectiva de alquinos por complejos de

iridio,



Reacci ones de hid1'ogenación . -

Se rea l i zar o n a 20 · C y 1 atm . de h i d r 6g e n o molecular, en un aparato con

vencional de hidrogenaci6n provisto de l'septum" de silicona.

El procedimiento seguido en c ada ensayo fue el siguient e: Se introdujo

en el matraz de hidrogenaci6n una disolución de 1 ,5 romol de : sustrató.y 0 .015

romol de pr~cursor de catalizador e n 7 , 5 mI de disolvente · Se purgó ·el sis

t ema mediante vacío y llenado de h idr6geno , y a con t Lnuac í. ón s e puso el ma- ':

traz en un ,agitador del tipo "shaker ", contabi lizandose el · t i emp o de reacción

a partir de es te momento.

En l a s experiencias realizadas con el complejo de iridio. se bbserv6 u n
. . . ' .

rápido cambio d e color de ia disoluci6n , de r o j a a amar i l la, al ponerl a en

contacto con h idr6geno. En l os ensayos real izados con e l derivado de rodio

se observ6 u n debili tamiento del c olor · ama r il l o inicial de la disol ución ,

excepto en e l caso d el 3- hexino , e n que adqu iri6 un color anara n j a do.

Análisis de las p1'oductos de 1'eacción. -

En la~ muestras recogidas . a lo l a r g o de la hidrogenaci6n , se desact iv6 el

catalizador mediante la adición de u n exceso de 1 ,2-bis(difenilfosfinaletano,

para su posterior análisis cromatográf ico.

Para el análisis de los productos, se utilizó un cromatógrafo de gases ,

Pe r k i n - El me r , modelo 3920 B, ' con detector ·de conductividad térmica . La inte

gración de los picos cromatográficos se realizó con un integrador-calculador

Perkin-Elmer modelo M-2.

Las columnas empleadas en las s e pa r a c i o n e s crom~tográficas fueron :

A: Columna de 4m por 1/8" al 15% de S, S- ox i d i p r op i o n·i t r i l o , s obre

Chromosorb .W, 80 /100 mallas.

B: Columna de 4m por 1 /8" al 20 % de ftalato de dinonilo , s o bre Chromosorb

P , 80 /100 mallas .

C: Co l umna d e 2m por 1 / 8" al 10 % de carbowax 20M, s ob r e Chromosorb W, 8 0/ 1 0 0

mal l a s .

D: Columna .de 3,6m por 1 /8 " a l 1 5% d e FFAP sobre Chromosorb E, 80 /1 00 ma llas .

Se ·u t i l i z a r on lascolum~as A y B, conectadas ·en serie , pa r a el análisi s

de los pr odu cto s de la hidrogen ación d e : 3- hexino, 1-hexeno , 1 -hepteno,

l-o c teno y 2-meti1-1 , 3-butadieno . Las col umn a s C y O. e n s erie para las d e

l a hidrogenación: 2, 3- dimet il-1,3-butadie no y 1-deceno. La columna ·B para

l a s d e la hidrog enaci ón d e 1,4- c i c l o hexadieno.
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OPT IMI ZAC ION DEREACCIONES QUIMIO LUMIN ISCENTES ENDISOLUC ION ACUOSA : LUMINOL ,
LUCIGENINA y LOFINA

A. Larena y M, Valero

De p a r tame nt o de Química . Escuela Té cni c a Superior de I ng e n i e r o s I nd ustri a l e s.
Universidad de Z~ragoza. España.

We hav e d i nv e s t i gate d the chemilum inescence reactions for the systems : 5-amino-2 ,

dihi dr o -l , '4 f t alazinadi on a, hydrogen peroxide and catalyst¡ N,N-dimetil-9,

9 1~biacridinio l h i dr o gen peroxide ; a nd 2 ,4 ,S-trifeni limidazol , h idrogen pero x i 

d e and catalyst . The re ac tion s conditions f or maximun chemilúmi nescence a nd

max imu n decay constant are determ~ned for a 11 them . The results obtai ned for

the three systems are compared.

1 . - I NTRODUCCI ON

Es conoc ido desde hace años el _h e c ho de oue ciertas reacciones q u í mi c a s, en

determinadas condiciones, presentan emisi6n de luz l; sin e mbargo, más r ec i e nte 

mente ha habido una intensificaci6n -en e l estudio de estas r eacciones quimiolum~

niscentes , tanto p o r s u interés a plicativo como por el d esconocimiento en gran

parte de los mecanismos de reacc i6n y de los procesos luminiscentes.

Concretamente , dentro del estudio de reacciones a u i mio l umi n i s c e n t e s en diso

luc i6n es conoc ida la existencia de algunas de e l las en a u e el efec to de emisi6n

parece deberse a l a desexcitaci6n de ciertos product os de reacc i6n obtenidos en

e l transcurso de l a misma 2 . De estas , l a lite r a tur a re fiere a diversos l umi n6

foro s ta l~ s como : 5-amino-2 ,3 -dih idro- l ,4 -ftalazinadiona (luminol ) , N, N' -d imet i l 

9 ,9 ' b iacridinio (lucig e n i n a ) y 2 , 4 ,5-trife n i limidazol ( l of ina ), c u ya quimiolum~

n i s c enc i a parece ade cua r s e al e squema señalado . La i n t e n sida d d e l u z e mitid a

po r u na r e a c c i 6n para u n l umi n6 f o r o d a do depend e en gran me d i d a de l a s cond icip-
¡

nes de reacció n . Es to ha hecho q ue cada a u tor escoja determinadas c o ndicione s,

pr i nc ipa lmente e n c uanto a l a s proporc iones d e l o s r e a c c i o na nte s se r efier e; si

bien estas c ondicio n e s dif ieren e ntre sí e n mucho s casos . Concre tamente, para

l umi no l son var ios l o s a u tores q ue han est udiado d iversas condiciones para reac 

ciones q u i mio l uminiscentes 3-5 , sin consti t u i r ésto para e l los e l obieto princi 

pa l de s u i nves t igaci6n. Para las reacc ione s con l uciqenina 6 , 7 es menor l a i n 

f ormaci6n a ue s e :t i e n e e n c uánto a las c ondic i o nes de reacci6n v finalme n te, l a

qu i mi o l umi n i s c e n c i a de l a lofina ha sid o esc a s a me n t e considerada h as t a el prese~

te4 ,8 .

El prop6s i to de e ste trabaj o ha sido rea lizar un estudio sistemático , varian
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do las propor c iones inciales de l os d i~erente s c omponentes del sistema d e reac 

c ión para cada u na de l a s r eac c iones base de l o s l umi nó f o r o s a nter iormente señ~

l ados, con lo q ue puede fi jars e l as cond iciones o p timas en cuá n to a la i n t e n s i 

dad de l u z emitida y s u persistenc ia t e mpora l . El p roc e d i mi e n t o seguido ha co~

s i st i do en el estud io de la quimioluminiscencia en función de la var iac ión de

concentraciones de l o s diferentes reaccionantes dejando c onstantes los demás .

2. - PARTE EXPERI MP-NTAL

Las di~erentes reaccione~ quimio l uminiscentes estudiadas se han ll e v a do a

cabo e n med io acuoso básico y en presenc ia d e peróxido 'de h idrógeno , siendo ne

c esario en a l gu no s c asos la uti l iza ció n de un catal izado r , q ue ha sido el f e r r i 

c ianuro po tá s ico . Las reacc iones se lle v a r o n a cabo e n una célula espectrofot~

mé t r i ca d e c uarzo f u nd ido de 1 0 mm de camino óptico. La s diso l uc iones de l o s

r e accio na nte s , preparadas e n el momento de la . reacción , e r a n mezcla d a s e n la cé

l ula e n o rde n y p roporc iones e spec í f icas a c a d a caso . Los reac t ivo s e mpleados

e ran de pure za ana l í t ica .

Como i nstrume ntació n se ha utilizado un s istema equ i va l e n te a l e mpleado a n

t erio r me nte Ror uno de no s otros 9 y está cons t i t u ido po r un fo tomu 1 t ip l icador

4V-V (Or i e l 7 060) y u n registrador X-Y (Hewle t t -Packard, 7 004B). La cél u la y el

de tec tor e s taban montados e n u n banco óptico y el s istema s i t uado en un a cámara

o s c u r a . Lo s espectros de emi s ión han s i do r e g i s t r a d o s con ayud a de u n monocro

mador de red (Jar re l l Ash . 5) , s e g uid o de un fotomultip l icado r (RCA PR1400) que

conecta a una cadena de detecc ión e n c o r r i e n t e , y un reqi s tra dor X-Y (Hewlett 

Pa c kard, 7004A) .

3 . - RESULTADOS EXPERIMENTALES

3.1. - LuminaZ (5-amino-2 ,3-dihiáro-1 ,4-ftaZazinadionaJ

La reacción q u i mi o l umi n i s c e n t e estudiada acontece po r oxidación del luminol

en un medio acuoso ?ás icO v en presencia de' un catalizador fe r r icianuro potás ico ;

y s e ha l levado a cabo por ad i c ión de una d isolución acuosa d e p e róxido de hid r ó

geno y f erricia nuro pot ás i co , d e c o nce ntra c i o n e s conocidas , s obre un a d isoluc ión

acuosa bá s ica de lumi no l , d e conce n t ración y pH conocidos . La emisión de l u z co

mi e n z a a par ti r d e e ste instante .

El esp ectro ' de emisión del luninol pres e nta 'un a sola banda c uyo máximo c o

rresponde a un a l ongi tud d e onda d e 420 mm (~iq . 1 ) 9 . La curva contínu a r e gis 

tra el espectro experimental y l a c u rva d i s con t ínua e l espe c t r o de e mi s ión cor re

g i do c on un máximo a 470 mm . F.l c olor observado en la quimio lumin i ~cenc ia e s

azul - violeta d e a c u e r do c on s u espectro . d e e mis i ó n .

La cinética r ecog ida par a e l pr oceso d e e mi s ión d~ luz q u e d a refle jada e n

l a Fig . 2 . En,el la s e o b s e r v a q ue e l tiempo t r anscurrido hasta alcanzar e l má xi

mo de emisión es superior a 5 seg , descendiendo b r uscamente hasta extingirse t o

talmente l a emisión d e luz al c a bo de 2 minut p s.

A c oncentra cio ne s var iab l e s de peróxido d e h idró g eno e n el med i o de r e a cción

y p e r manec iendo const a n tes l as demás c ond iciones -~e r eacción , se o b s e rva u na pe

q ueña v aria ción del máx im o de qu i mio lumi n iscenc ia para e l rango de conce ntra cio 

nes considerad o , l o s r esultado s o b t e n i do s q uedan r e flej ados en l a ~ig . 3. Mien 

tras q ue no se ob serva var iac i6n a preciable para l a c o nstante de r elajac i ón de l

proc e so de emisi6n .
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Piq. 2 . - Cinética de la emisión
de luz en l a reacción auim iol u 
miniscente de l l umino l ··

-4 -1
l umi no l 5 .10 M, ~~02 1,25.10 M,

K3Fe(CN)6 1 , 25.10 M Y NaOH 0 , 5%.
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dio acuoso. Exper imental
(c urva contínúa) y resulta 
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Se o b s e rvan var iac i o ne s más acusadas cua ndo se estudia el comportamiento del

pH del medio de .reacción y la in~luencia de l a solución amortiguadora que l o man 

tiene. Tres han sido l a s so l uciones emp leadas para mantener e l medio alcalino , y

par a todas el las se ha .t r a b a i a do con t od os l o s demás parámetros cons tantes. La

primera es el .tampon acído bóri c o -hidróxido sódico (H3B0 3!NaOH) para e l r a nqo de

pH c omprend ido e ntre 9 y 11,6, mostrando u na v a r i a ción lineal respecto a la inte~

sidad del máximo de em í s í.ón (Fiq ' 4 , c u r v a ·1 ) . Pa ra l a solución f osfatomonáci d o de

sod io- h idróx i do s ódic o (Na 2HP0 4/ Na OH) se o b s e rva un in~remento de la i n t e ns idad

má xima con e l aumento de l p H dentro del r ango c omprend ido entre los va l o r e s de

11 y l ~ , S (Fig .. 4 , curva 2) . El estudio para p H s upe r ior e s a 1 2 s e han realizado

ut ilizando d ifer e n tes concentraciones de NaOH, l a va r i a c i ó n observada ha sido en

d e c a i mi e n to r ápido de la intensidad de luz , aue muestra una deoendencia linea l ca

mo q ue da re fl~jado e n la curva 3 de l a Piq. 4.

En es t e caso l a c onstante de re l ajación t 1/ 2, experi~enta una variación acu 

sada según el pH del medio : para v a lor e s de p H e levados e s muy baja , del o r d e n de

0 , 5 seg , mi e n t r a s aue a pH d e l o r d e n de 10 ,5 se observa~ mayores c onstantes de re

l aj ación .

La i n fluenc i a de la concentrac ión de l lumi nol sobre l a i nte n s i d a d de la luz

emitida sería d e preveer muy acusada sobre la base de reacción de primer o r d e n pa - .

ra luminol, m~dio básico y o xíqe no 1 0 . El estudio de la concentración del luminol

s e ha real izado pa r a v a lor e s c omprendidos entre S . 1 0~ 3M y S .10- 7M, que d a nd o limi

tado el e s t ud io d e mayor e s concentraciones por l a s olubilidad propi a del luminol.

Su influenc i a sobre e l má x i mo de la intensidad de luz emi tida q ued a ref le jada en

l a Fig . 5 , donde p uede a preciarse una variación casi lineal, de pe nd i e n t e positi

va muy acusada para c oncentrac i ones comprend idas entre 10 - 4 y l O- 2M. Pa ra va lo

r es e n l a c oncentración in f e r i o r e s a 1,2S .10- SM apenas se detecta q uimiol uminis

cenc ia .
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F ig . 6. - Va r i a c i 6 n del máximo d e la
intensfdad d e emisi6n e n f~nc i6n d e
l a concentraci6n de k 3Fe (CN) 6

-4 - 3
Luminol 2 , 8 2 . 1 0 M. H20 2 4,5 4 .10 M

medio básico NaOH (pH=11,4 ) .

~ iq . 4 . Va r i a c i 6 n del máximo d e
La intens i dad de luz emitida e n
f unci6 n del pH.

2 55 10- 4 . 1 ,25 . 10- 2M
Lumino l , . M . ~202

y K3F e (CN) 6 1, 2 5 . 1 0 M.

o -sol uc i6n amo r t igu adora H3B0 3/ Na o H
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-1. -2-3

-6 '-S -~ -3 -2
lag . concentracion luminol
Fig . 5 . - Va~iaci6n del máximo de
la intensidad de l a luz emitida
e n funci6n de la concentraci6n de
luminol.

- 2 - 2
H20 21,25.10 M. k 3Fe(CN) 6 1 , 25 .10 M

' s o l u c i 6 n básica NaO H (pH=11,25 )

·l o g . cnncentrác i6n H 20 2
Fig. 3 . Va r i a c i 6 n del máximo
de la intensidad d e luz emi
tida en f u nc i 6 n d e la conc e n
traci6n d e agua o x iqe nada . -

- 4
luminol 2, 8 2 .10 M.K 3Fe (CN) 6

' - 22,27 .10 M.NaO H (pH 11 ,4)
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El efe c t o de la var i ac i6n d e l a concentraci6n de k 3Fe(CN )6 ' u t i li z a d o c o mo ca

t a liza d or se pone fue rtemen t e d e manif iesto t a nto sobre e l máximo de intensidad de

luz e mitida c omo sobre e l tiempo d e deca im iento de la emi s i6n . A concen t raciones
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3.2 . - Lucigenina . Dinitrato de(N,N '-dimetiZ-9 ,9 '-biacridinio) .

500 550 600
l o ngi tud de o nd a (nrn)
7.- Es pectr o d e e mi s ión d e l a lucig~

en medio acuoso .
. -4 - 2

Lucigenina 5.10 M,H 20 2,2,5.10 M, y me-

d io básico Na OH (pH=11, 3)

La reacción q u i miol umi ni s c e n te de lucigenina estudiada se ha llevado a ca~

bo por l a acción de . peróxido de hidrógeno en medio a c uo so básico y e n ausencia

d e ca t a l i za d or e s : sobre una disolución de lucigenina yagua ox i g e na d a se añade

un a disolución de .pH tamponado.

El e spectro de emisión de la reacción quimioluminiscente de 'la lucigenina

aparec e en el rango c omprendido entre 4.250 Ay 6.200 A, Fi~ . 7 Y pr ; s e n t a n tr;s

má ximos c orrespondientes a l as l ongitudes de 6nda de 4 .40 B A, , 4 .B B3 A Y 5 .521 A

qu e indican l a po s i b l e participa~

, c i?n oe tres e s t a dos de e xcita

c i ón molecular . La luz emitida

tras e l proceso q u i mio l umi n i s cen te

d e lucigenina es de c oloración

azul-v~rdosa, modifi c a ndo l as c o n

dic i ones p uede obt e ne r s e un a e mi -
o

sió n d e luz azu l (A=4.7 0 0 A) . La

Fiq. B presenta la c i nética de emi

3ión r ecogid a en la que el má~imo

de intens i d ad a parece instantane a 

mente tra s l a ad i c ión , seguid o de

un deca im i e nto muy lento de l a in

tensidad emitid a . S ~n embargo,

cuand o l a reacción se p r od uc e e n

un medio de e tano l o dimetilsufó-

99

de ferricianuro pot1i.sico de 5 .10-3M, en el medio de la racción se observa un má- .

x i mo para 'l a intensidad de luz emitida , mientras q ue a concentraciones inferio

r es a 0,5.10-5M no llega a detectarse efecto de emisión . De los resultados ob

tenid os' y que se recogen en la ~ ig . 6, se infiere o ue el catalizador presenta

u n r a ng o de a c t ua c i ó n . El tiempo de rela jación mue str a una dependencia inver

s a: a men ores c oncentr aciones de cata l i za d o r ma yor es l a cpnstante del pe r íodo

de r elajac i ón, ,v a r i a ndo desde 0,5 seg en la s olución m1i. s c oncentrada de f ericia

nuro pot ás i co hasta 150 seg en la más diluida.

xid o (DMSO) (Fig. 9) par a las mismas concentraciones de l os reaccionantes la ci 

néti ca de emisión es diferente . El efecto de la conc entración d e peróxido de h~

drógeno en la emisión q u i mi o l umi n i ? c e n t e se estudia p ermaneciendo la concentra

ción de lucigenina constant~, 5.10-4M, y pH básico mantenido por una solución

amortiguadora de Na 2HP0 4!NaOH. El intervalo de concentraciones de H20 2 abarca

d e 5 .10-2M hasta 5.10- 5M.

En la ·Fig. 10 , se muestran e l e fecto del peróxido de hidrógeno a dos pH d i f e

r e ntes . Para concentra~iones inferiores a 5 .10-4M e n H20 2 a penas se produce qui

.mioluminiscencia, hallándose l a s c ondiciones óptimas a la concentración de 3,5.

lO- 2M, r esultado análogo t anto para l a curva a pH 10 ,9 c omo para la curva a pH

11,75.

Para el estudio d e la influencia del medio básico e n la variación de la luz

emi t i da se han tomado tres soluciones amortiguadoras d i ferentes: La primera form~

da por una solución tampon H3B0 3!NaOH, mostrando, a partir del oH 10, un aumento
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Fig. 11 . - Variaci6n del máximo de la
intensidad de luz emitida en f.unci6n
de la variaci6n de l pH. Lucigenina
S.10-4M. H202 S .10-3M. x-H3B03/NaOH

.o---Na2Hpo4/NaOH.6--Na2HPo4 /NaoH.H2nZ

S .10-4M o . . . kC l/NaOH.
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Pig . 9.- Cinética de emisi6n pa ra
la reacci6n quimioluminiscente de
lucigenina en una disoluci6n 78 %
EtOH .
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soluci6n NaOH al O,S% .
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Fig. 8 .- Cinéticª de emisi6n de
luz para la lucigenina en medio
acuoso .

-4 - 2 .
Lucigenina S.lO M;H202 ,2 ,S .10 M

y soluci6n básica .NaOH(pH=11~3).
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Fig . 10. - Variaci6n del máximo
de la intensidad de luz emiti
da en funci6n de la concentra 
ci6n de H20 2 .
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x-pH=~O , 9.

10
60

.-i
.-io

2 o
2

'tl 5
'" -o
'tl ~ . 30
'rl
l/l "rl
<: l/l
al <:

.¡.J al
<: .¡.J

H <:
H

exponencial de la intensidad máxima de emisi6n con respecto a l crecimiento del pH

(Fig. 11, curva 1). Con la soluci6n amortiguadora Na 2HPo 4/NaoH se ha estudiado

su influencia en el máximo de la intensidad emitida a dos concentraciones diferen

tes de H202" Si la concentraci6n de H20 2 es S.lÜ- 3H (Pig. 11, curva 2) , la vari~
ci6n de la intensidad emitida es de tipo .exponencial, mien t r a s que si la concen

traci6n. de a gua oxigenada es S .10- 4M (Fig. 11, curva 3) la variaci6n es lineal.

De las curvas 1, 2 Y 3 de la Fig. 11 , se deduce aue: a) La intensidad de emisi6n

relativa es mayor para la soluci6n de H3B0 3/NaOH que para la de Na 2HP0 4/NaoH . .

.b ) El intervalo de pH es mayor para la soluci6n de Na2HP0 4, cuva capacidad requl~

dora es me j o r dentro de dicho intérvalo. c) Para todas soluciones amortiquadoras

se observa que por debajo del pH la no se produce emisi6n de luz . d) De acuerdo

.-i con el estudio de la variaci6n del agua oxigenada ; bara una misma soluci6n amor ti
O
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de lucigenina no se observa emisión de luz, es a
-5 '

pa~tir de concentraciones de 10 M e n dond~ se

registra auimioluminiscencia , q u e v a aumentando

lentamente hasta llegar a adquirir un' valor ele

v a no a p a r t 'i r de concentr~ciones de B. 1 0- 4
M .

3.3 . - L~fina : (2, 4, 5- t r i f eni Zi mi dazoZJ.

La o b t e n c i ó n de la auimioluminiscencia a

partir de lofina requiere ,d i f e r e n t e tratamiento

q u e en los casos a n t e r i o r e s , debido a que la l~

' f i n a soluble en solución etanólica al 0,45 % o e n

acetona al 1%11, cornienza 'a precipitar cuando el

medio de la reacción p o s e e un porcentaje d e EtOH /

H20,inferior al 50 %. En cualquier caso, su qu i 

mioluminiscencia es ba ja, obteniéndosen mejores

resultados a temperaturas elevadas , 60°C . Tan

to el o xidante , H20 2, medio básico asf como el

catalizador k 3Fe(CN)6 son indispensables parao~

tener la quimi oluminiscencia y las re~pectivas

concentraciones deben ser relativamente altas,

intensidad emitida en f 'unc Y'in de la concentración de lu

2,5.10-3M a 5.10-6M. . manteniendo constan

A concenEraciones in~ eriore s de 5 .10-6M

-3,-4-s

cigenina se estudia en el intérvalo de

tes la concentración de H202 y el pH.

auadora a distintas c o nc e n t r a c i o ne s de 'peróxido de h idrógeno le corresponden, ' nI

mismo pH, intensidades distintas y en el orden esperado. ,

Para la s olución amortiguadora KU/NaOH (Fig. 11, curva 4) lo más caracterfs

tico es el cambio de intensidad que se produce sobre el pH 11 ,B~12, apareciendo

un punto de inflexión.

La variación de la

101

log. conc. lu6igenina

Fig. 12. - Variación del máxi
mo de Lnt.en.s Ldad v de luz emi=
tida en función dé la varia
ción de la c oncentración de
lucigenina.
H20 2 5. '10-3M. Solución amor
.t~guaJora Na 2HP0 4/NaOH (pH;
11,9) .

para poder d e t e c t a r ' emi s i ón a temperatura amb i e n t e .

La reacción quimiolurnfniscentp. se pr odu c e por adición de , una solución eta

nólica 'de lofina e hidr6xido potásico a una solución de k 3Fe(CN)6 y peróxido de

hidrógeno .

La c i n é t i c a de la intensidad emitida recogida p r ese n t a un máximo a los 5

seg de la mezcla de los reaccionantes descendiendo la intensidad emitida a par

tir del punto má ximo de forma exponencial hasta su ' total extinción al cabo de

tres minutos, (Fig . 13).

La influencia de la v a r i a c i 6n de la concentraci6n de H20 2 s obre el máximo

d e emisi6n de luz queda reflejada en la Fig. 14. Se han reproducido los mismos

valores en diferentes células de reacción, observándose cualitativamente la mis

ma v a r i a c i 6 n en funci6n de la concentraci6n de peróxido de hidrógeno , lo q u e ha

ce suponer qu e no depende ,d e la geometrfa del sistema empleado y hace pensa! en

la poca influencia de los fenómenos de di~usi6n . En las tres curvas el máximo

corresponde a la misma c oncentraci6n de H20 2, 2.10-2M.' Las di~oluciones de

H20 2-K3Fe(CN)6 fueron preparad~s momentos antes de verificar la reacción, en ca

so contrario se han observado v a r i a c i o ne s en la quimioluminiscente, Fig' , '14 cur

va 3, como consecuencia ~e 'su descomposición.
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-3 -2 -1
Io q , conc. H20 2
Fia. 14.- Va r i a c i 6 n del máximo
de la intensidad de luz emitida
en funci6n de l a concentraci6n
de H202.
Lo f Lria, 5.·10-4'l ;soluci6n básica
kOH/EtOH, 0 ,44M ; k 3Fe(CN)6 2 ,5.
lO-3M. 6--me d i d a s en célula de
3 ce . o--me d i a en frasco de 12
cc . x .. . medida en célula de

' 3 cc c~n .k3Fe(CN)6/H202 es de~
composJ.cJ.6n .

-5 -4 ·3 -2
l og. c onc . . lofina

Fig. 16 . - Variaci6n del máximo
de la intensidad de la luz emi
tida en funci6n de la .concentra -

Ici6n de Lo f ina . · . -
H20 2 0 ,227M; k 1Fe(CN)6' 2 ,27 .10-

3M

kOH , 0,44M en EtOH.
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Fig. 13 . - Cinética de em~si6n de luz
p a r a la reacci6n 'd e 10fina en medio
50 % etan61ico . .Lo fina

i
5.10-4M. kOH,

1,25%. ~~o2' 1;25.10- M. k 3Fe(CN)6
1 , 25. 1 0 M.
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En la Fig . 15 se representa la variaci6n de la intensidad de luz emitida con

respecto .a la concentraci6n de kOH a dos concentraciones diferentes de lof.ina. CA

rrespondiendo la curva de menor intensidad de emisi6n relativa a la q u e posee una

menor concentración de lofina. El intervalo del efecto quimioluminiscente es muy

reducido , extinguipnn nse muy rápidamente por deba j o de c oncentraciones, de 10- 2g / c c

-2 -1,5
lag . c onc . kOH(g/cc)
Fig . 15.- Variaci6n del máximo
de la intensidad emitida en fun
ci6n de la concentraci6n de kOH/ '
EtOH . - 2
H202 , 2 27 .10 M;k3Fe(CN)6,2 ,27.

lO -2M. x . .. lofina, 5 .10-4M; 0-
lofina 1 ,25.l0-4M.

de kOH en e t a no l.
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La var iac i 6 n d e intensidad d e emi si6n respecto a l a concentrac i 6n de l a t i na

q ue d a refl ejada en l a F i 9. 1 6 . En cuanto a su cap acidad de emisi6n disminuy e no

tab l e me n te para c oncentracio nes inferiores a 3 .1-- 5M, a1can za~do e l máximo a l a

c oncentración de 2 ,5 .10- 3M.

4. - DISCUSI ON DF. LOS RESULTADOS-.I\NALI SIS CO"lPAR.'\TIVO

Los r.esultados o b ten i do s para la variaci6n d e l a

i n t e n s i dad emitida en f.unci6n .d e l c atalizador, k 3
F e{CN)6

aparec en en l a Fia. 17 . F.l máximo d e emis i 6n de lu z
-2c orres ponde a u na c o ncentraci6n de k 3

Fe(CN}6 1,5.10 M

a ambos l a d os decrec~ ráp ida me n te l a inte n sidad, exis

tie ndo sólo reacci6n a u i miolumini s cent e e n el interva

l o de 5 . 10- 5M a 2 , 5 . 10- 1M. Es to s r e s ul t ados apl icables

a ambas concent raciones de per 6 x ido s de hidr6geno {cur

vas 1 " 2 } .

Aun o.ue l a rea c c i 6 n q u i mio l umi n isc e n t e no di f i e r a su~

tancialmente para e l luminol , lucig e nina, l ofina, c ad a

u no de estos i umin6f.oros Dosee pecu l iar idad e s propias

con re s pecto a l os otros , corno s on : e l me dio donde se

p r o d u c e l a reacción , l a cinética aue sigue l a intensi

dad de luz emitida , el t i empo de deca im iento y la l on

gi tud de onda de l a r a d i c a c i 6 n. Caracterí s ticas que

perm i ten su comparac i6n y 'p r o po r c i o na n la in~or~aci6n

prec i s a para dec idir sobre la u t i lizaci6n d e c a d a uno

de .e s t o s si stema s a u i miolurni n i scentes en orden al e s

tud io de c inét i cas d e r e a c c i 6 n, en dosime t r í as , de termi na c i6n de t r aza s metá lic a s ,

i ndic a dore s ác i do- base , t r az adores e n f l u i d o s , e n tre o tra s . Si bien s e h an obser

vado variac ione s e n r a a u i miol umin iscenc ia cuánd o se han utili z a d o d if.eren tes me -

-4 -3 ' -2 -1
La g . conc. k 3F e (CN} 6

Fig . 1 7 .- Va r iac i6n del má
ximo de la i nte n s i d a d emi~

tida en f unc ión de l a con
cent ración d e k 3Fe {CN}6'

Lofina , 5 . 10 - 4
1\ ; kOH/EtOH ,

. - 2
0 ,4 4M; 0 - H202 ,2 ,2 7 . 10 /l ;

- 3x ... H202 , 2 27 . 10 M.

d-í o s de reacc ión , en este t r a baj o nos h emo s c eJ;tr a d o en e l es tud io de l a s reaccio

nes en diso l uci6n acuosa corno si s olv e n t e base .

La cinét i c a de emis ión varia para cada reacci6n a u i mi o l urni n i s c e n t e dependie~

do en gran med ida del di solvente emp leado . F.n el caso del l umino l y .de lofina

una vez alcanzado el máximo d e emi s i6n se produce un decaimiento de t i po exponen

cial en función d e l t iempo , mientras q ue para la reacci6n l umí n i c a emi t ida este

decae de forma line a l y l e ntame nte, sin embarao en un wedio que cont iene EtOH o

DMSO e n proporc ión s uper ior a l 50 % la c inét ica .d e e misi6n e s a ná loqa a l a de l lu

mi na l y l o f i na.

Ha y una marcada d iferenc i a para cada lumin6 f oro e n l a l ongitud d e ond a d e l a

rad iac ión e mi t i da : e l luminol emite luz a zu l -v io leta (A : 42 7nm) , l a lucig e n ina ver

d~-a zulada (A48 0 nm) y la lo f i n a ~mari l lo -verdosa ( A: 5 25 nm)4, para l as condic io~
nes de rea~ci6n expu~ stas.

De l o s r esul t a d o s obtenidos se i nfieren las condic iones 6pt i mas pa ra l o s sis

terna s luminol , l u c i g e n ina y 10f ina - per6xido de hidr6geno :

'sistema lwnino l -p er6xido de hidrógeno.

a) máxima a uimiol uminiscent e : H20 2 5 .1 0- 3
"1; p H; 12 , NaOH; luminol 5 .10- 3

"1, y catal i
- 3

z a dor, k 3Fe(CN}6' 5 .10 · H .
- 3 ' -3

br máx im o tiemp o de rela~ aci6n: luminol 5.10 M; H20 2, 5 .10 M, p H; l l (NaOH),
-4k 3F e(CN)6 5.10 M.

..<
3
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Si st ema Zucigeni na- peróx i do de hidr6geno .

-2a) m~ximo quimiolurniniscencia : H20 2 3,5.10 M, pH=11,5 NQ2HP0 4/NaOH , lucigenina

2,5.l0 - 3M:

b) m~ximo tiempo de decaimiento: H20 2 3,5.l0- 2M, p H=1 1 , 5 Na~HPo4/NaOH , l uc igen i na

2,5".10-3M. .

Sistema Zofi na- peróxido de hi dr6geno.

a) m~ximo quimioluminiscencia: H20 2, 2.l0-2M; p H, l o fina 2,5.l0 - 3M; k 3Pe (CN) 6 '

1,5 .l0- 2M. " .

b) m~ximo tiempo de decaimiento: H20 2, 10- 3 ; KOH/ Et OH 5 .10 - 3 gr lc.c. l o fi na
-3. -3

2,5 .10 M; k 3Fe{CN)6' 5.10 M.

Finalmente, en c ondiciones muy pr6ximas a las 6 p t i ma s para cada sistema el,
valor comparativo de la intensidad m~xima de quimioluminiscencia, referidos al

sistema menos intenso (lofina-per6xido de hidr6geno) dan pára la lucigenina y .

e l lurninol un f a c t o r 4 y 300 respectivamente. La constante de decaimiento re fe

rida al del sistema de menor valor (luminol -per6xido' de hidr6geno) dan para l a

lucigenina y lofina valores superiores en un factor 50 ~ 1 ,2 respectivamente.
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DETERMI NACIONDE MICROGRAMOS DE BOROPOR ESPECTROFOTOMETRIA DE ABSORCIONCON CUR
CUM INA , PREV IA EXTRACCI ONCOMO ESTER DEL ACIDOBORICO CON2-MET Il-2, 4-PENTANO
DIOl AMET Il- ISOBUTIl-CETONA

J. Aznare z Aldúan , A. Bonilla Polo y J . M. Mi r Mar fn

Departamento de Química Analítica de la Facultad de Ciencias de la Universi
dad de Zar agoza " España .

A ne w method for determina tion of bo ron , based on t he extraction oí barie acid

from 6 M. HCl a queous phase into MIBK with 2-met hyl - 2 , 4-pentanediol , i s pro

po sed. The co lour for spectrophotometr ic determi na t i on 15 development in the

same phase oí extraction by addi t ion oí cu rcum i ne solutio n and phospho r i c ac id

as dehidra t ant agent . Th e s e ns i t i v i t y obtained i s 0 ,01 1 pg .cm- 2 of boron in

organic phase as Sa~del l definition. The re are not i nter f er en c e s by the pre-
+sence in .aqueous medi um of : NH
4

, Na , K, ca , Al , Mn, Mg , CUt Zn, Ni , Ba, Fe ,
- - - 2 - 3 -2

Cl , N0
3

, S04 P0
4

a nd Si0
3

. The proposed me thod has been applied ~o the

det ermination o f boron i n vegeta l materia l (1 2 different plants a nalyzed) f i n 

ding varianc e coeff icients 1ess of 5% t or 6 determinations of each sample .

I NTRODUCCION

La .ex t r a c c i ón del ~cido bórico me dia n t e el 2- metil -2 , 4-pe nt a nod i o l e n me

t il-isobutil-cetona (MIBC) permite la c oncentración y el im i n ación de i nte rfe 

r enc i as q ue tan f r e c u e nt eme nte s e presentan en la d eterminación de boro. Esta

s eparación por e i tracción ha s ido utilizada en t r a b a jos nuestros a nteriores p a 

ra la determinación de ·boro por Absorc ión At ómi c a 1 , Fo t ome t r í a de Llama2 y po r

Fluoresce ncia Mo l e c u l a r con Dibenzoilmetan03, con excelentes resultados . No

o b s tante , como el m~todo m~s frecuentemente empleado para la determinación de

mi crogramos de boro es por Espectrofotometrfa.de Absorc ión Molecular ,- con dife

rentes reactivos como , curcumina4, ~cido carrnfnic05, azometina-H G, etc., donde

las interferencias que se presentan son tan importantes que e xigen la separa

ción previa del ~cido bórico ·por destilaci6n como ~steres metfl icos o mediante

el empl eo de resinas de intercambio i6nico, parece de inter~s e s t ud i a r la a pli

cación del citado m~todo de extracci6n a la determinaci6n espectrofotom~trica

del ~cido b6rico .

El ·m~todo estudiado se basa en la·extracci6n del ~cido b6rico con el 2-me

t il-2,4-pentanodiol en MI BC, y posterior desarrollo de un producto coloreado en

el mi smo medio de extracci6n, sin efectuar la r e - ext r a c c i 6n a f a s e acuosa, me

d i ante algunos reactivos espectrofotom~tricoshabituales del ~cido b6rico. Se

han estudiado los siguientes reactivos: ~cido cromotr6pico, ~cido carrnfnico,

qu i nal iza r i na , l ,l'-diantrimida , dibenzoilmetano y curcumina. Como consecuencia

de l o s resultados obtenidos se ~ropone un nuevo m~todo de determinaci6n de boro ;
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me diante l a e xtr acc i ó n con el 2-metil -2,4-pentanodiol en MIBC y desarrollo del

color 'c o n curcumina e n la fase de ext racción , mediante la adi~ión d e ácido fos 

fór i co como agente deshidratante. El mátodo propuesto s e . ha aplicado a l a de

terminación de boro en material v e g e t a l .

PARTE EXPERI MENTAL

Re a ctivos

Solución patrón de ácido bórico, conteniendo l.OOOj'g" .m l -
1

de boro , prepa

rada a partir de á cido bórico (Merck) disuel to en agua r ede s t ila da. Se conserva

en un fra s c o de po~ietileno. Las s o luc i one s dilu fdas se preparan en e l mome n t o

d e usarla s.

Solución extractante. Soluc ión 20 % (v /v) de 2-meti l -2 ,4-pen t a nod iol

(11erck) en metil-isobu til-c etona (Does d e r).·

Ac idos: clorh f drico, fosfórico y acético , c o nc entra dos (Merck ) .

Su lfa to sódico anhidro (Mer ck).

Reactivos espect rofotométricos : á c i do cromotrópico , á cido carmf n i co , q u i

nalizarina , 'l-l' -diantrimida (Merck).

So lución de dibenzoilmetano . Soluc i ó n al 0,1% (p/v) de dibenzoi l metano

(Koch-Ligth) en metil- isobuti l -cetona (Doe s de r ) . ·

So lución de c ur c umi na. So lución al 0 ,1% (p/ v) de curcumina (Merck) , e n áci

do acético glacial (Merck). Preparada en el momento de usarla .

Los productos utilizados en el estudio de interferencias han sido de cali

dad R. A. (Merck).

Aparatos y material

Agitador mecánico Ko t t e rm an . Ba ño termostático GebrÜder-Haake. Espectrofo 

t ómetro UV-visibl~ pye Unicam SP 8 100.

Siempre q u e ha sido p o s i b l e se ha empleado material de tef lón, polietile

no , cuarzo ó plat ino, para evitar la contaminac ión ~ebida al contenido de boro

en e l vidrio de l a bora t o r i o, especia lmente en aquel las operac iones en l as que

hay un p rolongado c o nt a c t o en cal iente con las' paredes de l a vasija.

La s muestras de material vegetal han s i do fac i l i tadas p o r e l Prof . Dr .

PINTA del Comité Inter- I nstitutos de Anál isis Foliar , ya p repar a das de acuer?o

con l as norma s de dicho Comité y cuyo s contenidos e n div erso s elemento s vienen

señalados en diversas publicaciones d e PINT~6 ,7 ,8

Estudio d e d iver sos r eactivos e s p e c t ro f o t omé tr i c o s pa r a la de te r mi na c i ó n

de bo ro des pué s d e l a e x t r a c c i ón

I
De l os diversos reactivos espe c t rofotomátricos ensayados se ha e ncontrado

que el áci do cromotrópico, la quinalizarina y l a 1 ,l' - diantr i mida , no s on c on

venientes debido a que su pequeña s olu b i l i d ad en MIBC.proporciona u na baja s e n

sibilidad en la determinación.

Se estudi ó t amb ián la posibi l idad de utilización del dib e nzo i l meta no, que
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Es tu di o de las con dici on e s par a l a f ormac i 6n de l compuesto ácido -b6rico 

curcumina ~ n MIEG.

n O 2, se estudia la estabilidad del compuesto ácido b6r ico-curcumina en func i6n

de l tiempo, después deL enfriamiento a temperatura ambiente, por medida de la

absorbancia a 510 nm. De l o s resu ltados obtenidoR se deduce que la medida de la

TABLA N° 1

Temperatura en g r a do s Tiempo de c alentamiento e n minutos

centígrados 1 5 30 45 60 90 1 20 1 50

Absorbancia' a la longitud de o nda ,de 510 nm.

20 o,oilo 0,075 0 ,090 0,100 0,1 25 0,130 0,1 45

50 0,0 80 0,100 0,150 0,160 0,170 0,170 0,170

60 0 ,100 0 ,160 0 ,220 0 , 260 0,280 0,300 0,3 5 0

' 7 0 0,110 0 ,180 0,275 0,370 0 ,370 0,370 0 ,365

80 0,120 0,200 0,230 0,230 0 ,190 0, 180 0,170

Se han estudiado las diferentes v a ria b l e s que pueden inferir en l a f orma

c i6n del compuesto ác ido b6rico-curcumina en MI BC, y que en consecuencia a fec

tarán a la determinaci6n espectrofotométrica .

En la tabla n ° 1 , se exponen los resultados del estudio d e l tiempo y t em

p e r a t u r a de calentamiento para el desarrollo de la reacci6n e spe c t r o fotomét ri

ca en las condiciones indicadas en el método propuest o. En c onsecuenc i a s e con

sidera conveniente un calentamiento a 70±3 °C durante 60 mi nu tos : En l a t a bla

tan ·excelentes resultados había dado en la determinaci6n fluorométrica de boro

en fase orgánica despu~s de la extracci6n , como se indica en un trabajo nues

trQ anterior3. Se encontr6 que el compuesto boro-dibenzoilmetano absorbía a

una longitud de onda de 390 nm. en soluci6n de MIBC. No obstante la sensibili

dad obtenida también era baja (2,5 ~g .ml-l de boro en fase orgánica para una

absorbancia de 0,0044) y l a ley de Beer-Lambert se c umplía para el intervalo

de 20 a 120 ~g.m1-1 de boro e n la fase orgánica de extracci6n .

Experimentalmente se ha observado que los mejores resultados se han obte

nido empleando curcumina, en ' soluci6n de ácido acét ico glacial , como reactivo

espectrofotométrico para el boro después de su ex tracci6n. Se ha estudiado l a

estabilidad de la soluci6n de curcumina en ácido acético g lacial, observando

que su espectro de absorci6n permanece constante durante 10 horas aproximada

'me n t e , presentando un máximo de absorbancia ,pa r a una longitud de onda de 4 20

nm. Posteriormente la soluci6n de reactivo se descompone , dando l ug a r a la d e

s a pa r i c i 6 n del 'má x im o de absorbancia a 420 nm. y a l a aparic~6n de dos máximos

de absorbancia, a longitudes de onda de 450 y 380 nm. respectivamente. En t odas,

las determinaciones se ha ut i lizado soluci6n de curcumina en ácido acético gla

cial p r e p a r a da en el momento de .utilizarla. El espectro del compues t o ácido b6

rico-curcumina en MIBC , desarrollado de l a forma en que se indica posteriormen

t~ , presenta un máximo de absorbancia para una longitud de o nda de 510 nm. ,

frente a la soluci6n de referencia .
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Re c t a de c a Zi br ad o

Mét o d o propues to

El método propuesto consis~e en la ex

tracción del boro, en forma de ester del

ácido bórico, con el 2-metil-2,4-pentano

diol, de su solución acuosa, en acidez 6M.

en ácido clorhídrico, a fase orgánica de

MI BC. · Separadas las fases, la fase orgáni

ca se deseca cuidadosamente con sulfato só~

dico anhidro. En un tubo de polietileno se

añaden: 3 mI. de la fase orgánica con boro

extraído, 2 mI. de ~ solución de curcumina

en ácido acético glacial y .2 mI. de ácido

fosfórico. Se calienta a 70±3 °C durante 1

hora, en un baño termostático, y se mide la

absorbancia de las solucione~ en el espec

trofotómetro a la longitud de onda de 510

nm., entre los 15 y 60 minutos después del

rápido enfriamiento de las soluciones a

temperatura ambiente •

0,310

0,340

0,370

0,375

0,375

0,370

0,365

0,370

0,360

0,366

0,310'

Absorbanci.a

TABLA N° 2

_e-e
e _e_e
+-.... _o -e

+-..L0 0
0"--+-+ <,

0- -+_~

0,4 o, n 1, 2 .

relación: ml.ac.acétic o /
mI . t otales

r elación: ml. H3P0 4/ml .
totales

o 0, 3

e 0,4

+ 0,6

5

1 0

15

30

45

60

1 20

1BO

240

300

360

0, 4

Se ha procedído a la obtención de la

recta de calibrado segan el método propues

to anteriormente, midiendo la absorbancia

de la solución frente a una solución prepa

rada en las mismas condiciones pero en 'au~

sencia de ácido bórico, a una longitud de

onda de 510 nm. Se observa que la absorban

cia es lineal para concentraciones comprendidas entre 0,5 y 5' ~g.ml-1 d~ boro

en fase orgánica, como se observa en la gráfica 11, La ecuación de la recta

calculada estadísticamente
9,

resultó ser: y 0~lB1 x + 5,26.10-3

(siendo x = ~g.ml-1 de boro en fase orgánica e y = 'absorbancia) .El error me
-3dio de estimación fué de 1,75.10, ' el coeficiente de correlación de 1,0004

(determinado con un error típico de 0,01). La sensibilidad de la determinación,

.d e f i n i da según Sande11, resultó ser de: 0,011 ~g.cm-2 de boro en fase o~gánica.

'".....
u
<:
Ji 0, 2
~
G
tIl
.o
.,;

MI BC procedente de la extracción, para alcanzar la mejor ' sensibilidad de la de

terminación, lo que se logra con una r~lación (v/v/ v) de 2:2:3, calentamiento

a 70 ±3 °C durante 60 minutos y medida de la

absorbancia a longitud de onda de 510 nm.

a lo~ 15-60 minutos después d e un rápido

enfriamiento a temperatura ambiente.

absorbancia debe efectuarse entre los 15 y 60 minutos después de enfriar la

solución a temperatura ambiente. En la gráfica 1, se indican los resultados del

estudio de la relación de volúmenes de ácido fos fórico : ácido acético: fase

Tiempo en minutos
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ApZicación deZ método

Se ha estudiado la i n f l ue nc i a de

la presencia en so lución a c uo s a de di

versos aniones y cationes , en la deter

minac ión de 25 ~g . t otales de boro pre

s entes en fase acuosa por e l método

propuesto. En la tabla nO 3 aparecen

los iones estudiados y que no pr e s e n t an

interferencia en los contenidos cita-60 040 0 .
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dos . De e llos el h i e r r o (III) interfie

r e en 'l a determinación de boro , debido

a que ' e n l a s condiciones de e xtracción

es extrafdo por formación ' de pares iónicos FeC14: oxónio, con disolventes po l a 

res c omo la MIBC. El hierro extrafdo e s enmascarado después parcialmente por la

adición de ácido fosfórico, en el desarrol lo del color con l a curcumina . En la

gráfica 111 , s e observa que en l a dete rmina ción de 25 ~g. tot a les de boro , la

interferencia del hierro (I II) se presenta para contenidos de a s t e e lemento s u

periores a 200 ~g . totales. La e l i mi n a c i ó n de la interferencia del hierro (III)

se efectúa fácilmente, mediante lavados en solución 6 M. de ácido clorhfdrico ,

con varias proporciones de MIBC , t al c omo se ha estudiado en un trabajo nues

t r o a~terior2. Se ha c omp r ob a d o experimentalment e que en ~stas c o nd i cio ne s no

hay pérdida apreciable de boro. De forma simila r al h i e r r o (111) o tros e lemen

tos como : Au {I I I ) , Sb(III) , e tc . podrfan present ar interferencia en la determi

nación de boro por este método y a que también son extraibles, por un mecanismo

s i mi l a r al del hierro (III), a MI BC. Estas interferencias se eliminarfan exac

t amente igual que l a 'd e l hierro (I Ir) p or sucesivos l a v a dos .

El método propu~to s e ha apl icado a la determinación de boro en material

vegetal (hojas de plantas). El procedimiento seguido para esta determinación ha,



TABLA N° 3

Int e r f e r e nc i a s en l a determinaci6n de 25 )Jg . tot a l e s de boro en fase acuosa

16n Compu e s t o utilizado mg .totales de relaci 6n
i 6n i6n/boro (m/ m)

NH+ NH4Cl 75 0 3.104
4,

Na + Na Cl 750 3 . 104

K+ KCl 75 0 3 .104

Ca+ 2 Ca C03 750 3 .1 04

Al +3 Al 500 2 . 104

Mn+2 MnS0 4
1 25 5 .103;

Mg+2 MgO 125 5 .f03

cu+ 2 CuS0 4 ·5H 2O
12 ,5 5.~02

z n+ 2 ZnO 12 ,5 5. 10 2

Ni+ 2 Ni 1 2,'5 5.1 02

Ba+ 2 Ba (N0 3)2
12,5 5.10 2

Fe+ 3 Fe 0,2 8

Cl HC1 1000 4 .1 04

NO; HN0 3
5 00 2 . 1 04

SO- 2 H2S0 4
1 25 5 . 103

4
PO- 3 H3P04

12,5 5.1 0 2
4

SiO; 2 Si02
1 2,5 5 . 1 0 2

sido el siguiente : una muestr a de 0 ,5 a 3 g . de mqt e r i a seca (preparada s e gún

normas ), depend i e nd o del contenido de b o r o de la planta, se pesa exactamente y_

se calcina a 500 °C hasta pe s a d a constante en un cri sol de platino. Las cenizas

s e disuelven en ácido clorhfdrico (1+1) y se llev an a v o l ume n con dicho ácido .

Se toma u n vo lumen medido de dicha solución, eliminando e l hierro (lIT) si es

necesario mediante 4 l a v ad o s con MIBC . A continuaci6n se ext rae con 1 0 ml. d e

sol uc i 6 n extractante con agitación mecánica durante 5 minutos . La fase - orgánica

se deseca cuidadosamente con sulfato sódico a nh i d r o . Con un volumen medido de

dicho extracto se desarrolla el color siguiendo el método anteriormente pro

pu e s t o . Se miden las absorbancias de las soluciones a 510 nro. frente a una so

luci6n referencial e xe n t a de boro. Simultáneament~ lse prepara la recta d e cali

brado en la que se i n t e r polan los resultados obtenidos . Estos s e expresan en la

tabla nO 4, e n la q u e se observa que, p a r a 6 determinaciones en cada una de la~

p lantas, en ningGn caso se super6 el ±5 % de coeficiente de v a r i a c i 6 n .
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l . l NTRODUccrON.

This .pap er inc l ud es a discussion o n t he proba b l e mechan i s ms of l e a d
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The intake of tead by plants

nature , t o the l e ad conte nt o f the soi l an d 1

bu t in sorne c a ses t he r e i s also a d i r e c t assi

The lead contents o f s oild and sorne wi ld p lants of urban , r ura l an d industrial

zones o f Bi s c ay have be en de termí ne d by a t omi c ab sorption s pectro scopy, as a

f unction o f the d i s tance t o the r oad . Ot her s oi1 c ha rac t e r ist ics ahve be en a l

so inve sti gated . The resu l ts have be en s tudied by a mul t i ple vari ab le c orre l a

tíon s t atist ica l t e chnique . The lead cont e n t o f the s oí l depends o n i } t he

P~llution í nt e ns i t y o f t he point , i i) t he distanc e t o t he r o ad , iii ) the s oi l

de epne s s and i v ) a r e t e nt ion factor o f t he soi l en closing'both t he c atio n i c

excha ng e capa c i ty a nd t he content o f carbona t es .

s e ems te be ma inly d ue t o t heir

t o t he forme r retention f a c t o r,

mi lation .

s o i l retention a nd plan t intake , and a n est im at ion of t oxi c i ty . The actua l

l e ad· c onte nts may b e cons i dered da ngerous o n l y near t u the r o ad of urban a reas .

24 r eferences .

F . . Romero, c. Elejalde e l . Gracia

Cá t edr a de Química Inorgán i c a y Aná lisis Qu í mi co . Es c ue la Superior de Ing e 
n i ero s I ndustriale s de Bilbao . España .

Rev . Acad, Ciencias Zaragoza , 35 (1980)

Con el uso de preparados antidetonantes conteniendo plomo e n las gas o l i 

nas ha surgido una g ran preocupación s obre los pos i b l e s efectos pe r j ud i c iales

de los niveles crecientes de plomo en el medio ambiente. Se h a indicado qu e

e l 70-80 % del plomo de l os productos d e co mbus t i ó n e sca p a a l a atmósfera y que

c ada automóvil libera unos 80 mg de p l omo por k i lóme t ro recorrido~

El pe l i g ro asociado c on la contaminación amb ien tal por p l omo radica e n

los efectos sobre e l hombre y el reino a nimal .co mo c onsecuencia de la inhala 

ción directa del aire contaminado y de la ingestión de plantas conteniendo pl~

mo~ El s ue l o y las plantas son los mayores receptores de plomo y c o n s t i t uyen

la base de e sta caden~ alimenticia que llega has t a el hombre~

La s consecuencias ambientales del plomo sobre el sistema planta - suelo no

han sido, con todo ; bien establecidas. Las p l a n t as pueden acumularlo por dep~

sici6n directa sobre sus hojas 'o po r absorci6n a través de las raíces a par ti r

de l suelo contaminado~ La relación entre el p l o mo a s i mi lado por las . plantas y

e l contenido en e l suelo es bastante compleja. Así. l a s distintas planta s t o

man e l p lomo disponib le en cantidades diferentes, nd existiendo una relación

sencilla entre la asimilación y el contenido en el suelo o la facultad d e de 

terminada planta para tolerar altas concentr aciones de plomo en el suelo~

Los contenidos de plomo en las plantas son pequeños en comparación con

los del suelo, lo que equivale a decir que las plantas lo excluyen en su proc~

' s o de asimilación6 o que el plomo del suelo es relativamente inerte?

CONTENIDO DE PLOMO EN SUELOS YPLANTAS DE VIZCAYA



Desde un punto de vista matemático no se ha encontrado una correlaci6n li

neal estrecha entre la concentración de metales en los vegetales y en los sue

los donde se nutren, a pesar de haber efectuado un análisis estadístico multi

rregresional incorporando el pH y/o el contenido en arcilla del suelo. Los

coeficientes de correlaeión encontrados fueron inferiores a 0,69 en el caso

del cinc, y mucho más bajos en el caso del plomo~

Por todo lo anterior, algunos autores dudan que los niveles de plomo en

contrados en suelos y plantas pr6ximas a las carreteras constituyan en el mo

mento actual un grave problema; a pesar del in~remento hasta tres veces en el

contenido normal en suelos 2 'y hasta diez veces en el contenido normal en las

plantasl~ •

En el presente trabajo se pretende efectuar la medida de la contaminación

en plomo de suelos y plantas en zonas urbanas, industriales y rurales de Vizca

ya. Al mismo tiempo se intenta profundizar en los mecanismos a través de los

cuales el plomo resulta asimilable por las plantas y estimar si los contenidos

actuales pueden constituir un peligro tóxico.

2. PARTE EXPERIMENTAL.

2.1. Puntos de muestreo.

Para la realización del presente estudio la elección de puntos de toma de

muestras se hizo teniendo en cuenta:

a) La situación en una zona de características industriales, urbanas o ru

rales.

b) La existencia de una pradera a orillas de la carretera, a ser posible

poco alterada por la mano ael hombre y con suficiente extensión para poder es

tudiar el efecto de alejamiento de la circulación rodada.

Tras algunas visitas de inspección se seleccionaron los siguientes puntos

(ver Fig. 1):

Punto 1. Autopista Bilbao-Béhobia en las proximidades de Basauri. La pradera

elegida presenta inclinaci6n ascendente, habiendo cierta discontinuidad en las

proximidades ae la pista como co~secuencia del terraplenado. El punto puede

considerarse como fundamentalmente rural, aunque no está muy alejado de insta

laciones industriales.

Punto 2. Ceberio. Lugar de marcada característicá rural, rodeado de terrenos

dedicados a la explotación forestal. Hubo igualmente discontinuidad en el pu~

to más cercano a la carretera.

Punto 3. Deusto. Situado en un barrio de la ciudad de Bilbao, en la margen d~

recha de la ría. La pradera encontrada, completamente rodeada de edificios,'

imposibilitó tomar muestras más allá -de 25 m de -La calzada, que es una de -La s

de mayor tráfico de la ciudad. Se enco~traron zonas con desechos, que se evi

taron dentro de lo posible.

Punto 4. Lamiaco. Situado en la carretera Bilbao-Las Arenas, en la margen de

recha de la ría. La pradera se halla en una zona de fuerte industria siderúr

gica y química. Se encoptraron lugares empleados como vertederos de residuos,

que se evitaron igualmente en cuanto fue posible.

114



Punto 5. Autopista Bilbao-Vitoria en las proximidades de Llodio. El lugar es

cogido correspondi6 .a la ladera de un montículo y debe clasificarse como rural

a unq u e no muy alejado de la zona industrial de Llodio (Alava). La autopista

e s de reciente inauguraci6n.

MAR CANTABRICO

Fig. 1 .- Situaci6n geográfica de los puntos de toma
de muestra.

Punto 6. Olaveaga. Situado en la ciudad de Bilbao, en la carretera a Baracal

do, en la margen izquierda de la ría, próximo a instalaciones industriales.

La pradera tiene una inclinaci6n descendente.

Punto 7. Santo Domingo. Situado en la carretera de Bilbao a Derio en zona emi

nentemente ·rural, aunque de elevado tráfico. La pradera tiene cierta incl~na

ci6n ascendente.

2.2. Muestras de suelos.

En cada uno de los puntos seleccionados se tomaron muestras de suelo a O,

10, 25 Y 50 metros aproximadamente de la car;etera, salvo en el caso indicado.
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La toma de muestras se efectu6 eliminando a ras de tierra las ~lantas existen

. t e s y a dos niveles:

o - 5 ·c m de profundidad, y

5 la cm de profundidad.

Las muestras tomadas se desmenuzaron y se pasaron a través de tamiz de 2

mm de luz de malla. Con posterioridad se secaron al aire a temperatura ambie~

te. El rechazo del tamiz estuvo constituido normalmente por guijarros y res

tos vegetales, aunque en los casos de las muestras correspondientes a los pun-

tos "3 y 4. aparecieron algunas sustancias extrañas (trozos de ladrillos, de

cristal y otros residuos).

2.3. Muestras de plantas.

Se eiigieron l~s siguientes especies .ve g e t a l e s silvestres:

- Gramíneas, ~o~ en general.

Trébol blanco, ~r:!:.f~l:!:.u~ E.eE.e~s.

- Llantén, ~l~!.a'I0_l~n~e~l~t~.

- Jaramago, ~iEl~t~x:!:.s en general •

. - Helecho común ~ ~t~.r:!:.d:!:.u~ ~q~ili~u~.
tornándose muestras de las tres primeras plantas en la totalidad de los puntos y

de las dos última's en los lugares en que ··s e encontraron. La toma de muestras

se efectu6 conjuntamente con las de suelos, al final de la primavera (1979) y

tras un período de una semana sin lluvia.

Se eliminaron las raíces, los tallos duros (en los casos del jaramago y

del helecho. común) y las flores (en el caso del llantén). Las muestras se ho

mogeneizaron en cuanto fue posible y se separaron en dos grupos, · lavándose uno

de ellos abundantemente con agua potable y después con tres porciones de agua

destilada. Las plantas se diferenciarán mediante las indicaciones Bruta y La

v ada,

Con pos t e r í o r í .dad las plantas se secaron en estufa a 110 Oc hasta peso

constante y se trituraron mediante un molinillo de aspás antes del análisis

químico: ·

2.4. . Métodos de análisis.

- En las muestras de suelos tornadas se determinaron pH, carbono orgánico,

carbonatos y capacidad de cambio por procedimientos que coinciden básicamente

con los de BLAKEMORE y coll~ El plomo contenido en el suelo fue determinado

p~r espectrofotometría ·de absorci6n at6mica tras ataque de las muestras con

ácidos fluorhídrico y nítrico. El método empleado es análogo al usado por

otros autores1 2, 13

Las medidas se efe~tuaron con un espectrofot6metro de absorci6n a t 6mi c a .

Perkin Elrner modelo .4.60, usando · una lámpara de descarga, a una longitud de on

da de 283,3 nm y con llama oxipante aire-acetileno. Ladeterminaci6n de plomo

soluble en los líquidos de . tratamiento usados para la determinaci6n de -,la · cap~

cidad de cambio, (acetatp am6nico 1 N a pH 7, O) no result6 posible por quedar

por debajo del ~ímite de detecci6n del procedimiento.
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En dichos líquidos se determin6, no obstante, el contenido en calcio solu

ble medd a r.t.e e s pe c t r o fotometría de absorci6n at6mica, a una longitud de onda de

422,7 nm y con llama oxidante ai,re-acetileno.

La determinaci6n de plomo en las plantas se ve~if ic6 por ataque húmedo de

las muestras con ácidos fluorhídrico" nítrico , y perc16rico, s e gún ~étodo y a es

tablecidol~ La medida de plomo se realiz6 mediante espe~trofotometría' de ab

sorci6n at6mica en las condiciones indicadas.

2.5. Estudio estadístico de datos.

El estudio estadístico de datos ' se efectu6 cón una calculadora programa

ble Héwlett-Packard, modelo HP-97, empleando el programa estándar' de a j uste de

curvas, programa~ desarrollados por VOLK
1 5

e incluso un 'p r o g r a ma propio p ara

tratar de relacionar una v a r i a b l e dependiente con otras cuatro v a r i ab l e s , y

que será objeto de una publicaci6n independiente. Los programas fueron adecu~

damente modificados para ' pe rm i t i r ' i n c l u i r funciones de las v a r i a b l e s investig~

'da s .

Al ensayar la posible relaci6n de una variable COn dos o más va ria b les in

dependientes el criterio estadístico de aceptaci6n fue determinar el valor dél

f a c t o r "t" de Student por comparaci6n del coeficiente de 'c o r r e l a c i ón l ineal ob

tenido con el mayor coeficiente de correlaci6n de las ecuaciones , de regresi6n

c on una -var í.ab Le menos. Con el número de muestras estudiadas, valores de t

del ord~n de 2 ó superiores indican que la correlación obtenida es significat~

v a men t e mejor ,que las anteriores.

3. CONSIDE RACIONES SOBRE LOS RESULTADOS.

La Tabla 1. recoge los ~o!:!.t~n~d~s_e!:!. E.l~m~ ~e_l~s_m~e~t!:a~ de suelo e s t u 

diadas.

En estas muestras se han determinado también el contenido de otros ele

mentos metálicos y numerosas características de los suelos, que ' serán objeto,,_

de publicaciones posteriores. Entre las caract~rísticas del suelo -estudiadas

se incluyen en la Tabla 1 solamente el pH y los datos que se e n con t r a r o n más

significativos para la interpretaci6n del contenido 'en plomo.
r

La inspección de los v a l o r e s contenidos en la Tabla 1 revela en líneas g~

nerales los siguientes hechos:

a} Aparecen contenido~ de plomo netamente superiores en dos de los ,pun t os

est~diados (3 y 6), correspondientes a zonas urbanas. Esto se debe indudable

mente al tipo de circulación más lenta y con mayor, consumo de combustible y no

a la mayor 'densidad de circulaci6n. A este respecto se estima a través de los

núcleos de poblaci6n existentes que la densidad de circulaci6n en el punto 4,

es al menos, él GO% ,de 'l a correspondiente al punto 3, situado en la misma ca

rretera.

, b} El contenido en plomo disminuye ~on la distahcia a la calzada, aunque

en los puntos 4 y G aparecen a 50 metros contenidos , superiores a los encontra

dos a 10 y 25 m. Este hecho debe atribuirse 'a fOéos contaminantes industria

les adicionales situados por la parte posterior de las praderas en que se toma
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TABLA 1

Contenidos e n plomo y algunas características de l a s muestras de sue lo
estudiadas . Muestras secas a l aire.

Capacidad de
ea2+ orgá n'ico ,Dista!!, Pb, ppm c ambio , solub le , e COZ' % pH

Pun t o cia, meq /100 9 % %
m 0-5 5 - 10 cm 0-5 5 -10 cm 0-5 5-10 cm 0 -5 5-10 cm 0- 5 5- 10 cm 0 -5 5 -10 cm

O 88 • 47 23,6 16 , 4 0 ,63 0 ,28 2,5 1,5 2 ,7 1, 2 . 7 ,80 7 ,95

10 7 8 56 15 ,5 12 ,4 O,8Q 0,85 2,6 1 ,4 1 8 , 8 19,6 7 ,70 8 ,10
1

2 5 48 2 9 27 , O 23 ,8 0,13 0,05 2,8 2 , 1 0 , 8· 0, 9 6 ,20 5,55

I
50 30 32 20,9 21 ,4 0,27 0 ,31 1 ,8 1 ,2 0 ,9 1 ,5 7,65 8,20

O 20 6 1 4 8 103,6 114 ,3 1 , 2 1 1, 11 1 4 , 3 16,6 4,4 8 , 1 6 ,85 7 ,05

1 0 53 3 3 37,4 52 ,7 0,55 0 ,59 4 ,1 3 ,3 1,3 1, 2 7 ,35 7 ,45
2

25 3 6 35 46 ,4 33,7 0,6 0 0 , 7 5 4, 1 3 ,7 1 ,4 3,4 7 ,15 7 , 6 0

50 45 64 5 8,9 5 1 , 8 0 ,4 2 0,46 4,1 3 ,5 1,3 0 ,5 6,80 7 ,40

O 580 12 1 53 ,6 27 ,4 0 ,90 0,68 6 ,5 2 , 7 10 ,8 7 ,3 7 , 3 5 7 ,90

3 1 0 268 73 5 0 , O 44 ,6 0 ,46 0 ,31 5 , 3 2,7 1 ,2 1 ,4 6 ,90 7,40

25 32 3 60 58 ,9 26,4 0 ,44 0 , 35 7 ,4 2,4 2 ,4 3 , 7 7 , 10 7,80

O 141 87 25 , O 17 ,2 0,47 0,55 3 ,2 2 ,2 7 , 8 9 , 1 7,60 7,45

10 46 1 5 25,9 28 ,6 0 ,22 0 ,20 1,9 1,8 1 , 3 1, 1 6 ,85 6 ,10
4

25 54 26 5,9 3 ,5 0 ,53 0,60 2 , O 1 ,0 29,8 33,7 7 ,65 7 ,75

50 102 34 11 ,8 1 8 , 4 0,47 0,50 1 ,1 0,8 11, O 10, 2 7 ,85 7,85

O 72 29 14 , O · 1 4 , 1 0, 52 0,23 2 ,4 0 ,7 5, 6 2 ,2 7 ,9 5 8 ,00

l O 42 29 ' 1 0 , 7 17,4 0 ,0 8 0 ,07 0 ,8 1 ,7 0 ,9 0,9 4 , 70 4,40
5

2 5 42 46 1 8 , 9 16, O 0 , 18 0 ,1 2 0 ,7 0 ,7 1 ,1 1, 1 6 ,9 0 7 ,30

50 4 3 59 30 , O 21,8 0 ,22 0 ,18 2 ,4 2 ,6 1 ,1 1 ,1 7,40 7,40

O 42 9 316 17 ,2 15, 6 0 , 42 0 ,40 3 , 4 2,4 16, O 15 ,3 7 ,50 7 .85

10 118 91 1 6 ,1 1 0 , 7 0 ,50 0, 56 1, 9 1 ,6 5,8 7,2 7,90 8,2 5
6 .-

2 5 138 57 25,9 1 8, 8 0,28 0 ,24 4,2 2,4 1 ,2 1 ,4 7,25 7, 60

50 222 120 17, O 1 4, 6 0,28 0 ,2 8 2,9 2 , 5 1,4 1 ,8 7 ,50 7,80

O 64 47 1 3 ,4 13, 6 0 , 5 3 0, 55 2,3 1,9 8 ,4 8 , 5 7 ,65 7,80

10 37 20 2 0 , 5 18 ,9 0 , 06 0 , 04 3 ,2 3 , 1 1 , O 0 ,8 5,35 5,15
7

25 29 12 22 ,9 1 6, 4 0 , 11 0 ,05 4,4 2 , 9 0 , 9 0, 9 5,50 4, 90

50 2 7 1 4 18 ,6 17 , 5 0,11 0,04 3,7 4,0 0 ,9 0,9 5 ,4 5 5 ,05
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e - B l/di s t an c i a
A •

l er nivelCa 2+
so lub lemeq

P lomo en suelo

Capaci dad +
de cambio

Donde el factor de correcci6n es la suma de la capacidad de cambio y la r ela

ci6n entre los miliequivalentes de carbonatos y los de ca2+ soluble, y A Y B

son .c o n s t a n t e s para cada punto estudiado . Los valores de estas constantes y

d~ los coeficientes de correlaci6n obtenidos se reúnen en la Tabla 2 . Se 10

gr6 una buena relaci6n global dividiendo por la constante A de cada punto los

valores individuales y haciendo el ajuste estadístico con la tota lidad de los

datos. Los valores g lobales encontrados aparecen a l fina l de la Tab la 2.

La constan te A es tá i ndudab lemente re lacionada con la intensidad de l a

contaminaci6n en cada punto . Los valores más altos .t pun t.os 3 y 6) correspon

den a zonas urbanas y es tán de acuerdo con la interpretaci6n que ade lantábamos

sobre el tipo ~e circulaci6n en ella. Los valores menores corresponden a una

zona eminentemente rural (punto 2) y a una autopista de reciente inauguración

al tráfico (punto 7) . Los restantes puntos presentan intensidades de contami

naci6n intermedias , aunque sensiblemente menores a las zonas urbanas a pesar

de la intensa circulaci6n rodada. El tipo de circulaci6n en carretera. abierta,

con menor consumo de combustible, justifica p lenamente estas diferencias .

La constante B presenta v a l o r e s similares en todos l os puntos , lo que pa

rece indicar que l a difusi6n del contaminante es análoga en el los . La funci6n

exponencia l negativa indica que l a contaminaci6n es mucho más intensa a ori

lla s de la carretera . En conjunto disminuye aproximadamente a l 75% a los 10

metros y a l 45 % a los 50 metros .

Dos factores básicos parecen ser responsables de la retepci6n de p lomo en

el E.r~m~~.r_n~v!::.l_d!::.l_s!:!.e!.o: La capacidad de cambio (que, como se conoce, viene

determinada principalmente por el contenido en arcilla y en materia orgánica

del suelo) y la competencia del plomo con el calcio soluble del suelo para fi 

jarse en forma insoluble como carbonato de plomo. Con s610 estos dos factores

se ha conseguido una buena correlaci6n en los suelos estudiados. No se exclu

ye , sin embargo , la participuci6n c omple me n t a r i a de otros fac tores. Han sido

citadas l a in f luencia del f6sfo r o
1,2

, ? del contenido en calcio1 ,16 y en s ulfa-

ron las mue stras . La p roximidad a plant a s químicas y fundiciones de metales,

respectivamente , justific an la anterior afirmaci6n.

c ) Lo s contenidos en p lomo de l segundo nivel de profundidad son en l í n e a s

generales inferiores a l prime r nivel. ·

d ) En e l p r i me r nive l del suelo se aprecia que n o basta con e l a lejamien

to de l a ca r retera para explicar e l contenido en p lomo. Aparecen valores con

siderablemente elevados en suelos con a ltas capacidades de cambio , y a ltos con

tenidos en carbono orgáni co y en carbonatos.

El es tudio estadístico de los datos muestra una dependencia con la distan

cia de tipo experimental. La expresi6n matemática a que se ha llegado , tras

numeros os ensayos para incluir una correcci6n debida a las características del

suelo, ha sido en el intervalo de distancias estudiado la siguiente:



TABLA 2

120

Relaci6n de l c onte n i d o en p lomo del prime r niv e l de l suel o c on l a dis
t anc i a a la carretera . Datos obtenidos en e l es t u d io estad í stico . -

Va lores d e las constantes Coef i c iente de co
r re laci6n line al-;

A B r

3,1715 0 ,13 6 8 0 , 9 888

1 ,9229 0 ,14 97 0 ,9 52 3

8 ,5 729 0,1217 0 ,9 372

3 ,4 74 5 0 , 2 613 0 ,9996

3 ,0 676 0, 1234 0, 9980

7,757 3 0 ,12 4 5 0 ,9 0 9 2

1 , 9 32 9 0 ,1 1 55 0 ,8393

0 , 9 847 . A 0 , 13 73 0, 8 85 0

1

2

3

4 (+)

5

6 (+ )

7

GLOBAL

Punto

(+) Tuvieron que exclu irse l os suelos correspondientes a l a d i s t a n c i a
de 50 m por l a existencia de sendo s focos de contaminaci6n de ca
r á c t e r indus t rial . Tales d ato s se incluye ron , no obstante , en la
correlaci6n g lobal .

obteniéndo s e p a r a e l c o n j u n to de l as mue stras un valor de A 0,57 c on un c oe

f iciente de corr elaci6n r ~ 0 ,85.

Esta expr e si6n indi c a q ue e l · mov i mien to a l o la r go del perf i l de l s ue lo

s e debe fundamentalmente a una c o mpeten cia e n t re ios dis tintos niveles . El

factor de córrelaci6n r elativ amente b a jo y l a d i s persi6n de los v a lores de A

(des de 0,34 a 0 , 78 ) e n los distintos punto s e s una indicaci6~ más de q~e e n la

f i j a c i 6 n y movilidad de l p l o mo p articipan a lgun os f actore s a d i c iona les .

Nume rosos factores físicos , como la textura 'y e l drenaje del suelo , que con d i 

cionan su ai reaci6n y sus condiciones r e do x han sido i gualme nte señalados16 ,1 ?

Ha sido posible relacionar e l con tenido en plomo d e los n ive les 1° y 2°

do~:~::;;;;-:r~:~;;¡;;:,;:r::::::o:- ' "'::'::~;;-: ~q::~;~::b'.J ' ""'Vo'

t o s 1 7 y del pH c omo factor es q u í mi c o s a d icionales q u e condi cion a n la retenci6n

del p l omo en suelos . Lo s s ue l os alc ali nos 1 7 tie n e n una capacidad mucho mayor

para f i jar met ales pesados, capa cidad q ue en nuestro caso se ha podido relacio

nar con e l c o n t e n i do en c arb on a t o s y en calcio soluble .



La Tabla 3 recoge par te d e l o s E.e~u!.t~d~s _o~t~n:!:.d~s_e!!. !.a_d~t~!!!i !!.a~iQn

~e-p!.o!!!o_e!!. las El~n~a~ estudiadas . En raz6n de brevedad se han incluido s610

TABLA 3

Contenido en plomo de algunas muestras de p lantas estudiadas, en ppm de Pb.
Muestras secas a 110°C. L = Muestras lavadas . B = Muestras brutas.

Punt o de mue!. 1 2 3 4 5 6 7
treo

Di s t anc i a , m O 50 O -50 O 25 O 50 O 50 O 50 O 50

L 41 24 21 13 38 28 17 36 31 16 47 32 50 28
TREBOL-

B 55 30 24 14 47 35 23 37 53 24 66 38 49 33,
L 32 1 7 16 -- 2 8 24 24 28 11 -- 45 33 66 --

JARAMAGO
B 48 20 29 -- 41 36 34 31 11 - - 46 38 78 --

L -- -- -- -- -- -- -- -- 38 11 58 68 47 26
HELECHO

B -- -- -- -- -- -- -- -- 34 18 65 ·70 84 35

L 92 65 34 28 50 67 40 60 31 29 108 26 113 29
LLANTEN

B 107 66 45 28 60 115 53 61 34 94 112 29 176 50

L 32 29 13 13 68 33 36 81 74 34 64 28 132 20
GRAMINEAS

B 34 28 15 14 72 45 42 115 41 53 114 35 129 24

los datos correspondientes a O y 50 metros . En el caso del punto 3, s e inclu

ye n los -valores a 25 m, por falta de extensi6n de la pr ad e r a e n que se tomaron

l a s muestras . Los resu l tados de jaramagos y helechos s610 aparecen en los lu

gares en que s e encontraron dichas plantas .

Como pr imera consideraci6n s e advierte que el contenido de p lomo en las

muestras lavadas es en general inferior al de las brutas . El a j u s t e estadíst:!:.

co de los dátos se hizo a una recta pasando por el origen de c oordenadas , in 

cluyéndose los valores de l as pendientes obtenidas e n la Tabla 4. Los valores

de los coeficientes de correlaci6n fueron superiores a 0 ,94 salvo en el caso

del punto 5 en que se obtuvo u n valor de r = 0 ,8 1.

Por tipos de plantas , l o s datos de l a Tab la 4 muestran que e l l l a n t é n y

e l trébo l p resentan a l cabo de u n a semana sin lluv i a a lrededor de un 2 5% de

plomo eliminable por lavado con agua . Las gramíneas por e l contrario mostra

ron s610 alrededor de l 3 % más.

Para el estudio de l os puntos de muestreo se incluyeron ~610 los valores

correspondientes a las plantas tomadas en la totalidad de l o s puntos (l lantén ,

t rébol y gramíneas ). Los datos i nc l uidos en l a Tabla 4 señalan que l o s va lo 

res correspon d ientes a zonas u r ba na s (3 y 6) o con un f oco d e contaminaci6n in 

dustria l adiciona l en p lomo (puntos 4 y 6 ) presen taron valores más elevados en

plomo eliminable por l av a do (al r e de dor de l 2 5%). Los puntos correspondientes

a autopistas (1 y 5) mostraron las menores cantidades de plo mo lavable , lo que
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re fuerza la inf luencia del tipo de circulaci6n sobre l a intensidad d e contami

naci6n en suelos ~nteriormente señalada .

)

Un s egundo hecho a d est acar sobre los va lores incluidos e n la Tabla 3 es

e l e f e c t o d e l a d ist an c ia al foco contaminant e s ob r e el contenido e n p l omo de

TABLA 4

Re l a c i 6n entr e los contenidos en plomo en plantas l a vadas y brut a s . Res u l ta
dos del estudio e stadístico .

Valor d e la pendiente Va lor de l a pend i e n te
Tipo de pla n t a de la r ecta de regre- Pun to de la r e c t a d e r e g r e -

sión si6n

Llantén 1 , 2 52 7 1 1 ,060 3

2 1 ,1697
Trébol 1 , 2628

3 1,2350

He lecho 1 ,0689 4 1 ,269 8

5 1 ,0 0 70
J aramago 1 ,0779

6 1, 22 27

Gramfn eas 1 ,02 85 ~ 1,1584

l a s p lant as. Se a preci an e n general l os mayores conten i dos e n l as muestras a

O me tros . El pu n t o 4, con un f oco industria l contami nante por l a par te pos t e 

r ior , presenta normalme nte v a lores superiores e n l as mues t ras cor r e s pondie nte s

a 50 m. En e l punt o 6 , e n iguales c ircunstanc i a s, l os valor e s correspondi en

tes a 25 m f uer on del mismo orden de mag nitud o in f eriores a l o s corres pondie~

tes a 5 0 m.

En t e r c e r lug ar de be destacarse que e n t r e las plantas estudiadas e l llan

tén y las gramí n eas son las que presentan mayores "contenidos en p l o mo e n la ma

yor í a de l os puntos. La s restantes plantas muestran contenidos inferiores y

de l mismo orden de mag n i t u d e n t r e sí .

Finalmente s e aprecian a l t os contenidos e n plomo e n l a s p l a ntas correspo~

dientes a l o s puntos 6 (mu c h o p lomo en e l s uelo ) y 7 (poco p lomo en e l s ue l o ) ,

así como b aj os en l a s plantas correspondientes a l punto 3 (el suelo más rico

e n plomo ) y e n la muestra de O m del punto 2 (suelo rico en p lomo).

Estas contradicciones aparentes han hecho n eces ario profundizar en l a re

~a~i~n_s~e~0=9~a~t~, que para el caso particular del p lomo ha sido calificada

de e xtremadamente an6mala5,8,18,1~ Se ha ve r if i c a10 un estudio estadístico

multirregresional de datos para tratar de encontrar alguna correlaci6n ' ent r e

e l plomo asimilaqo por c ada p l a n t a y el contenido y características del suelo .

Tras numerosos i n t e n t os , l a e xp r e s i 6n q ue más s e a dap t a a las plantas estudia

das es del t ipo:
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a cuya expresión se han tratado de incorporar otros sumandos adicionales para

mejorar los coeficientes de correlación. Las expresiones con significado est~

d ístico encontradas aparecen en la Tabla 5.

meq CO2 J
2+ + C

meq Casoluble .

Lag Pb en planta =

-, . Log [;:P:~:~ .A • Lag Pb en suelo

TABLA 5

Relación ·ent re l os contenidos de p lomo en p lantas y suelos. Resu ltados de l es
tudio es tad ístico .

Coef icientes de l a .e c u a c i ó n de regre - Coeficien te de Factor d e
Plan ta sión (+ ) corre lación , Student,

A B C D E r t

Tr é bol 0 ,2692 0 ,5040 1,782 2 0,0204 0, 7192 1,98

Jaramago 0 ,2519 0 ,5 709 0,4782 1, 3 782 0 , 8085 1 , 87

Helecho 0 ,5842 0 ,8534 1 ,7290 0,7845 2 ,93

Llantén 0,3553 0 ,4835 1 ,6970 0 ,514 1 1 ,81

Gramíneas 0 ,4425 1 ,0706 2;4918 0,0282 0,7520 1 ,84

(+) Los términos adicionales, con los que se encontró una mejora significativa
en el ajuste fueron los siguientes:

D . Lag .( % Cenizas de la planta) y E . -yDi;;tancia
cuyos coeficientes D y E aparecen incluidos para l a s plantas en que tuvie
ron s~gnificación.

Como comentario de tipo general sobre la Tabla 5 debe indicarse que la

captación de. p lomo por l a s plantas viene favorecida por la cantidad de p lomo

en e l s uelo e impedida por un factor de retención del propio suelo , análogo a l

u t ilizado al correlacionar e l contenido de p lomo en e l sue lo con la d i s t a nc i a

a l foco contaminante . Los elevados valores de B con respecto a A demuestran

que s610 una parte pequeña de l plomo retenido en e l s uelq se vue lve as i mi lable

por l a s p lantas. La acción comb inada de l o s factores de asimilaci6n por l a

p lanta y retención por e l s uelo puede lle v a r a bajos contenidos e n p lomo en

plantas crecidas en suelos muy contaminados y viceversa .

Por otra parte , l o s valores re lativamente bajos de los coef i cientes de ca

rre laci6n encontrados muestran que el problem~ de asimilación del p lomo por

l a s plantas es considerab lemente complejo y que deben existir factores adicio

na les que motiven las asimilaciones .

Entre estos factores adicionales, la distancia al foco contaminante tiene

una influencia signific:tiva en dos de las plantas estudiadas . (trébo l y gramí

. n e a s ) , que p resentan menores contenidos en plomo con la distancia . Esto hace



pensar en un mecanismo a d i cional de as imilación de p lomo por l a s hojas de es 

tas pla n t a s s i n part i cipación del suelo.

En el caso del j a r a mago, e l c onte n ido e n cenizas de l a propia pla nta me

jora la cor re lación . Es te h echo h a ce pensar que l a asimi lación de plomo por

d ich a p lan ta está directament e relac io~ada con l a fijación de ' a lgunos d e sus

componentes f i j o s mayorit a rio s .

El l lant~n , donde se ha encont rado e l menor coef iciente de correlac i ón ,

-tiene probab lemente una asimi lac ión de plomo influida por un conjunto d e fa~-

tares adicionales . . Se han encontrado mejoras (aunque no estadísticamente si~

nificativas) efectuando correcciones por l a distancia , el porcentaje de cenic

zas de la planta y e l pH del sue lo.

4. CONS IDERACIONES FINALES.

A l a v ista de l os resu l tados obtenidos y d e l a ' b ibliografía consu l tada re

sulta posible recapi t u lar sobre l o s mecani smos que con ducen a l a r e t e nc i ón de

p lomo por e l sue lo y a s u asimi lación por l a s plan tas .

El plomo emitido en l o s gases de combustión de l o s motores se encuentra

fundamentalmente en forma de haluros , p resumiblemente solubles , que en contac

t o con el suelo se convierten en productos insolubles l ? Nuestros resultados

señalan como factores principales del contenido de plomo en suelos la dis tan

cia al foco contaminante, la capacidad de cambio de l suelo , la formación de

carbonato de plomo y l a movilidad del p lomo hacia nive les p rofundos de l s uelo ,

como se ha expuesto en e l apartado anterior . . Otros autores señalan efectos

complementarios , i gu a l me n t e comen tados .

La asimi lación de p lomo por l a s p l ant a s ocu rre a trav~s de dos me c anismos:

- La as imi lación di r e c t a.

- La as imi lac i ó n a trav~s de l suelo .

La asimilación directa de p lomo a trav~s de l a s hojas ha sido r e v i sada e~

tre otros autores por ZIMDAHL2~ quien indica que entre e l 40 y e l 55% de l p lo

mo existente en la parte visible de c i e r t a s e species vegetales y una cantidad

mínima del existente en las raíces t i e n e esta procedencia . Este a u tor no de s

carta l a posibilida d de que el p lomo est~ embebido o fi jado sobre l a s cu tíc u

las de l a s hojas.. La asimilación directa ha sido , c o n t a do, s ugeri da c o mo l a

principal fu~nte de contaminación de l a s p lantas crecidas en l as proximida des

de l as carreteras 2~ Nues t ros datos sugieren l a participación de un meca n i s mo

de as i mi lación directa e n e l caso d e do s de l as p lant as exami nada s (tr~bol y

gramineas ) , as í co mo f uertes r e tenc i one s de p l o mo, ~liminables po r l a vado con

agua , e n dos de l a s c inco p lant as e s tudiadas (llant én y tr~b61) . Es ta r eten

ción f í s ica t i e n e i n dudab lemente una gran import~cia d e c ara a l a a l i men tac i ón

animal.

La asimilación de l p lomo a tra vés del sue l o parece r e sultar algo s upe rio r

20 Se h a sugerido que la mayor par te del plomo queda retenido en l a s raí ces 2

de l a planta , de forma que a · las parte s visibles sólo lle ga n c a n t idade s mí ni

mas
2 2

o ~ '~~ las p lantas exc l uyen al plomo e n s u proceso de as imilación2 ~ Hay

así un conjunto de factore s que deter minan la as i milación de pl o mo e n las par

t e s visibles de l as planta s. Nuestr os r e sult ados i n d i can una competencia entre
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el plomo contenido en el suelo y el poder del propio s uelo (que es u na f unc i6n

de la capacidad de cambio, el contenido en carbonatos y 'l a cantidad de calcio

s o l ub l e fundamenta l mente) para retener a l plomo e n f orma insoluble, con e f e c 

tos adicionales de algunos otros factores c omo l a distancia a l foc o e misor '

(que señala una a s imi lac i 6n directa) y el porcen t aj e de ceni z as de l a s p ropia s

p l a n t a s (que sugiere una r elaci6n entre el plomo y los componente s mayorita

rios de ' l a s p lantas , muy probablemente un mecanismo de defensa de l a planta a n

te la toxicidad de l p lomo ) .

LINZON y col~~ e ntre o t r o s aut ores , dan cifras o r i e n t a t ivas s obre e l efec

t o fitot6xico del plomo . Contenidos ' de 600 ppm en el primer ni vel del suelo ,

de 150 ppm e n "plantas no l a va da s y de 75 ppm en p lantas lavadas s on c onsider a

dos excesivos. En l o referent e a l contenido en plomo de l os suelos estudiados

e n este trabajo s610 los más pr6ximos a l a calzada en zon as urb anas se acercan

a v alores peligrosos: De l as plantas anal i zadas s610 se aprecian val o r es pel~

grosos en algunas muestras de llantén y de g r a mí n e a s .
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~INERALOG IA DE ALGUNAS COSTRAS FERRUGI NOSAS DEL ALBENSE DE UT RILLAS

C. Fernández-Nieto, A. Cervera y J.M . González

Departamento de Cristalografía Y MenralogIa . Facultad de Ci e ncias . Uni ver
sidad de Zar agoza . Es paña.

Have been s t udied s ome ferruginous crus t s related wi th two t hi ck sand layers

o í middle gra i n that e xh i b i t crossed strati f i cati on . The s e l ayers be l ong t o

the bottorn o f the upper memeber o í the Escucha Formation and t o the bottom

oí the Utrillas Formation , respectively .

The mineralogical s tudy oí the s and h eavy frac tion r e ve als the ab und a nce o í

t urmaline related with staurolite, rutile , garne t , z ircon and an at as e be ing

quartz ne ar af the 80% o í the ligh t min e rals. I n the l ower 2~ fraction are

present kaolinite and illite being the ratio 4:1. Goe thite and lepidro croc~

t é ar e a l s o pr e s ent o Ferroginous crusts f orm par t o f a siderolitic faci e s,

whi ch was originated by removi ng under' tropical c l imate t h e l a t eri t i c cover

h ead o f the source area , which might be constitut e d by acid rocks and s ome

of them met amorphic s .

SI TUACI ON GEOGRAFI CA y GEOLOGICA

La s costras objeto de es tudio se e ncuentran re lacionadas con dep6sitos

a renosos de edad a lbense que, geográficamente, se ubican en el cuadrante NW

de la Hoj a 518 (MONTALBAN) de~ Mapa To pográfico Nacional a escala 1 :50 .000,

a unos 5 ,5 Km al ESE de la localidad de Utrillas, en e l lugar denomina d o Ca

sas de l Molar.

La s costras se han estudiado en d o s 'p o t e n t e s niveles de arenas d e g ra

no medio c on estratificaci6n cruzada, separadas unos 5 0- 6 0 mts. en e l perfil

(Fig. 1 ) .

Según G. PARDO (comunicaci6n personal), aunque ambos niveles son atri

buíb l e s a cana les f l uv i a les por s u geome t ría, estructuras, pos ici6n secuen

cial y distribuc i6n granulométrica, quedan e mplazadas en formaciones di fere~

tes : El nivel más ba jo , en e l perfil estratigráfico (Fig. 1 ), corresponde a

la base del miembro s uperior de la 'Formaci6n Escucha propuesto por CERVERA y

col . (197 6) , mien tras que e l n ive l má s alto se s i t ú a e n l a ba s e de l a Forma

c i6n Utr i lla s.
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Base' de 'La Formación UtriL'Las: Las costras ferruginosas t i e n e n extensiones y p~

tencias variables, o s c i l a ndo estas Gltimas entre 15 y 30 cms . , y muestran

además texturas y tonalidades diferentes. Alguna s de ellas muestran a linea

ciones irregu lares de materiales duros y b landos con tonos amar i llen tos en

sU ' zona e x te r i or , mientras que l a s zonas interior e s pre sen t a n coloraciones

roj izas osc uras . En e l centro de ot~as costras se observan t e x tur a s conc~n

tricas milimétricas con t o no s pardo-roj i zos y amari l lentos . Ta mb i é n l a s ha y

constituídas por arenas oquerosas· pardo-amarillentas , con granos de c uarzo

muy r odados . Finalmente existen . costras c on s ti t uídas por arenas de c o l o r pa~

do . con pátinas amaril lentas .

DESCRIPCION DE LAS COSTRAS ESTUDIADAS
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Base del: miembro superior de 'La Formación Escucha: Se trata de una costra con tonal i

dades rojizas oscuras que jalona la base de un amp lio paleocana l arenoso con

estratificación cruzada . La costra parece unmi c r o conglomera do con f ragmen

tos de arena gruesa y can tos blandos parc ia lmente e ros ionados , lo que l e con

fie re un aspecto oqu e r o s o .



ESTUDIO MINERALOGICO : RESULTADOS

Se han separado , granulométricamente, las diferente s f raccion es de la s mues

tra s recogidas y se ha estudiado tanto l a mues t ra g lobal c omo cada una s d e s u s

fracciones , utilizándose , p a ra la identificaci6n de las div ers a s especi es miner~

16gicas , el microsc op i o petrográ f i co y l a d ifracci6 n de rayos X. Por o t ra parte

se h a intentado cuantificar los r esultado s y .s e han e stablecido una s erie de va

l ores que s e r e fl e jan a continuaci 6n .

Para l a exp o sici6n de los resultados v amo s a considerar una s e rie de apart~

dos e n d onde se r e c o ge n l os d atos re fe r entes a mi nerale s pesados , mine ra l es lig~

r os , minerale s d e l a arcil la y 6 x i d o s de hierro .

Minerales pesados ; « En orden de a bu nd a n c i a , los resultados promedio d e l as muestras

e s t udiadas han sido:

Ar e n a s de l a base del mi e mb r o superior de la Fo r ma c i 6n Escucha : Turma lina 91 %,

estaurolita 5 %, rutilo 1,5%, gr a n a te 1 %, circ6 n 1 %, ana t asa 0 ,5 %.

- Ar e na s d e l a base de l a Formaci6n Utrillas: Turmalina 76 %, rutilo 8 %, e stauro

lita 7 %, g rana t e 6%, circ6n 2%, a natasa 1 %.

Se ob s erva un corte j o de minerales r esistentes en a mbos nive l e s, c on aumento

de l a p ropor ci6n de rutilo , gr a n a t e y estaurolita, p a ra l e l o a la dismi nuci6n de

l a ~urma l ina para l a Fo r ma ci6n Ut r i l l a s . Es tos r esultados s on c o ng ruente s con

l as di ferencias o b s e rva das entre ambas forma c i o ne s po r CERVERA y c ol. (19 7 6) a l

e studia r d ive r sos p e r f i le s en el á r e a ti~o de Escu c ha - Utr i l las .

Minera l es Ugeros . - El estudio por difracc i 6n de r a yos X ha revelado l a e x i s ten c ia

de c u a r zo y feldespato potásico , estando ausentes las plagioclasas .

Utiliza ndo el método de tinci6n c on c obaltin itriYo (CAI LLEUX et TRIC ART ,

1959) s e han determinado l o s siguientes p romed i o s :

- Formaci6n Es é u c h a : Cuarzo" 78 %, f e lde s p a to potásico 22%.

- Forma ci6n Utrillas : Cuarzo 8 3%, f e l de spa to potásico 16 , 5 %.

Miner aZes de la ar oi l/la :« En la f r a c c i6n <2\1 aparecen exclusivamente c a olinita e

illita . Ta n to en l os n ive l e s d e la Fo r mac i6n Escucha como en l o s d e la" Fo rma 

ci6n Utrillas , domina l a caolinita s obre l a ilita, habiéndose establecido una

proporci6n r e l a t iva aprox i ma da de 4 :1".

Oxidos de hi erro . - El estudio difractomét~ico h a puesto de man ifiesto l a e x í s t.en

cia de goetita y lepidocrocita en diversas proporciones según las muestras es

tud i a das .

En l as muestras de niveles de la Formaci6n Escucha a parece "e xc l u s i v ame nt e

la goetita , mientras que en l os niveles de la Formaci6n Utrillas, c oexisten

goe t i t a y lepidocrocita en diversas proporciones , ya que en una de l as muestras

estudiadas domina la lepidocrocita en una p r o por c i 6n r elativa a p r o x i ma da d e

6 :4 , y en ·el resto de la s mue stras las proporciones r e l a t i v a s aproximadas de

goetita:lepidocrocita o s c i lan a l r e d e d or de 7:2 .
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Por otra parte , en el estudio 6ptico se puede apreciar que los 6x i d o s de hi~

rro se disponen entre l o s granos de c uarzo y fe l despato y que , en o c a s i one s , c on

"f .i.g ur an a l ineacione s ent r e d í.chos gra no s ., mientras que otras y e c e s f orman una. es

pecie d~ nódulos , conj u n tamen te con mine r ale s de l a ar~illa , constituyendo un o s

y o t ro s é l mater ial blando, fác i lmen te erosionabl e , de l a s muestra s oquero s as .

DISCUSION

Las secuencias lit o 16g i c a s arcillosas-arenosas en donde se e ncuentran los n i

veles estudiados y e~ hecho de q ue las asociacl0nes minera16gicas sean las cita

das , nos lleva a pensar que forman parte de lo que se denomina una f acies sidero 

lftica , definida de un a manera general por MILLOT (1967), Y en particular p a r a

l os s e d i me n t o s wealdenses españole s p or LOPEZ AGUAYO y c o l . (19 73) .

En.'. efecto , hemos pod ido comprobar que se cumplen l a s condicio nes de r i tmic i

dad e n l o s dep6si tos a escala r e gional con a lter nanc ias , ba s tante regu lares , de

nive les arenosos y tramos arci llosos con eventua les l e cho s de l igni to por un a pa~

te y , por o t r a parte , l a presencia constante de caolini ta .

La gé n e s i s de esta facies está claramente aceptada por t odo s l os autores ,

q u i e ne s coinciden en suponer q ue se o r ig ina p o r la remoci6n de grandes c o b e r te r as

laterfticas del área fue nte en climas t r opicales .

En nuestro caso , se puede deduclr q ue ' e l transporte debi6 ser imp o rtante y

que se alcanz6 una madurez minera lóg ica a l ta , dada la ausencia de minerales poco

resistentes . El á rea fuente debi6 estar constitufda por r ocas ácidas y quizás ,

en pa r t e , metam6rficas por la abundancia de turmalina y la presencia d e estauro l i

ta y de c uarzo metam6rfic~ .

En c uanto a l o s mi nerale s de l a arc i l la , c ao l inita e ilita, son t fp i cos de

la f acie s sid e r o lftica y c onstituyen una d e las asoc iaciones minera16gicas bás i 

cas en l o s sedimentos wealdenses españoles , ta l como indican CABALLERO y co l.

(1 97 3 ) . Ambos minerales pueden considerarse heredados . Asf p ues , ambos se origi

naron por procesos de lateritizaci6n en e l área fuente . Este ú ltimo autor s e ñ a l a

que la ausencia de la mon t mori l lon i t a en esta asociac i6n se puede interpretar c o 

mo e videncia de un a clara influencia continental en el depósito . Ad e má s el clima

no debió ser excesivamente húmedo, dadas las ausencias de g i b b s i t a y v e r mi c u l i t a

(BARSHAD, 1966) .

Finalmente, e l h ierro proc e de también de l a ci tada ·cobertera la terftica l l e 

ga nd o a l a c uenca disuei to en l a s a gu a s , y a sea a l estado fe r roso o bien en forma

de c omple j o s ~erro-orgánicos , par a p o ste r i o rmente y ba jo cond i ciones ox idan tes

precipitar e n fo r ma de hidr6xido s de h i e r r o , impregnando los nive les a reno so s .

Estos fen6menos, ta l c omo s ugiere VATAN (1967) , dependen de variaciones c l imáti

cas , a centuándose c uando l a d i f e r e nc i a entre l a estación s e c a y l a húme d a e s muy

ne ta , t a l y como s ucede en zonas c l imáticas trop i c a l e s .
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INflUENCIA DE lA NATURALEZADEL DISOLVENTEENEl 'CRECIMIENTO' EPI TAXICO DE KI
SOBREMOSCOVITA E HIDROMOSCOVITA

M.C . García-Mina, J .M . González, C. Fernández-Nieto y

F . Arrese

Dep artamento de Cris.talog ra f ía y Mineralogía. Facultad de Ci e nc i as .
Uni v ers idad de Zaragoza. Es pa fia .

The i nfluenc e .o í solvent natarre o n · t he epi taxial g row th o f K.I upon mus

covi te and hy dromusc ovite has been studied . Solvents of d i f ferent va

pour p re s s ure and dielectric cons tant have been e mployed . Gen erally ,

the e p i t axY a l powe r increases with t he v apour p ressure a nd it d ecre a

ses as the df e Le c trr í,c constant increases. Wat e r and ece t one are the

more s i gni f i cant exampl es i n which both e f f ect s ar e add í, tioned . ExceE.

t i on s to t hi s rule a re j ustified.

En e l estudio de l os dis tintos f actores que afectan al crecimiento epitáxic o d e

un cri stal sobre otro, es necesario considerar ias característic as del disolvente ,

del s oluta y del sustrato sobre el que se realiza la cristalizaci6n .

Es te f e n6meno .de crecimiento o r ien t a do de u n c ristal s obre otr~ es c onocido des

de mu y antig uo , por e jemplo, WAKERNAGEL ' (1 ) y FRANKENHEIM (2) se refirieron a l ciec~

miento o"r i e n t ado de n itr ato s 6di c o sob re calcita y .d e cloruro, bromu r o eiodu r o pot!

sico s o br e mica.

Los t raba j os r ealizados sobre e p i t a xia se pueden d ivi d ir e n tres g r a ndes g r upos:

l~ Aquello s en l os qu e s e da cuenta de crecimientos ori en t ados , e n tre los qu e s e pu~

den i ncluir l os y a citados de WAKERNAGEL (1) y FRANKENHEIM (2) ' , o bien l os que se r~

f ieren a mé t o d o s para l a obtenci6n de epitaxias corno el de CAPELLA (3) , mediante re

ducci6n o descomposici6n térmica en fase gaseosa de sa les d e l a sustancia qu e se ha

de orientar .

2 ~ Este s e gu n d o grupo está integrado por los trabajos que estudian l as relaciones en

t r e la f orma y dimensiones del r e t í c u l o de l o s ·c r i s t a l e s q ue c onstituyen el dep6sito

y el sustrato . Aquí se incluyen los trabajos de ROYER (4), BARKER (5) i FRIEDEL. (6)

y ' BRUCK (7) .

3~ En el tercer gran g r u po tiguran los trabajos que s e dedican a estudiar la influen

cia q ue tienen s obre e l po d e r epitáxico las modificaciones del sustrato. Destacan e ñ

eS,te , 'g r u po las investigaciones realizadas por JULIO RODRIGUEZ . y col . , corno la varia

ci6n térmi ca de l poder. epitáxico de la moscovita (Si y de la biotita (9) frente al
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17,5
0,405
0,085

87,9
160,5

14,65

Presi6n de vapor

78,54
46,7
37
32,63
20,7
20,1

CUADRO 1

Constante dieléctricaDisolvente

Agua
Dimetilsulf6xido
Etilenglicol
Metanol
Acetona
Propanol

Los disolventes empleados fueron: agua, metanol, etanol, propanol, acetona, di

metilsulf6xido y etilenglicol. La elecci6n fue determinada por sus características

de constante dieléctrica y tensi6n de vapor.

La elecci6n, como puede observarse en el cuadro 1 se ha realizado de manera que

se pueda comprobar lo que ocurre con disolventes cuya constante dieléctrica es simi

lar siendo muy diferente la presi6n de vapor y a la i~versa.

INH4; el tratamiento con ácidos de la superficie del sustrato (10); la sustituci6n

de los cationes monovalentes de la superficie de moscovita por cationes divalentes

(11) o trivalentes (12).

Las disoluciones se prepararon con 0,150 grs. de ~I y 5 ml. de disolvente Y. se

utilizaron a las 24 horas de su preparaci6n.

Corno soporte se emplearon láminas recién exfoliadas de moscovita e hidromoscovita.

En las investigaciones anteriormente citadas se ha concentrado la atenci6n en

dos de los tres factores que intervienen en el crecimiento epitáxico: sustrato, dep~

sito y disolvente. En los trabajos realizados hasta ahora, fundamentalmente se estu

dian el sustrato, el dep6sito y las relaciones entre ellos. Considerarnos ' que sería

también interesante estudiar la influencia de la naturaleza del disolvente en el cre

cimiento epitáxico. , En este sentido, CONCHA · (13 ) ha estudiado la influencia de la

constante dieléctrica de algunos disolventes en el crecimiento orientado. Posterior

mente, y corno principio de esta línea de investigaci6n GONZALEZ MARTINEZ, BESTEIRO y

ARRESE (14) han estudiado la influencia de algunos disolventes sobre el poder orien

tador de moscovita e hidromoscovita frente al INH4 llegando a la conclusi6n de que

' no solo es la 'constante dieléctrica la que influye corno defendía CONCHA (13) sino

también la presi6n de vapor del disolvente.

Dadas las especiales características del i6n NH: con la posibilidad de formar

. puentes de tipo N-H-O con la superficie del filosilicato e incluso posibles interac

ciones ..con las moléculas del disolvente y teniendo en cuenta la analogía de tamaño

del i6n NH: con el i6n K+, pensarnos que sería del mayor interés emplear el KI corno

dep6sito, para poder así diferenciar el efecto' debido al tamaño del debido a la natu

raleza del cati6n.
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Siguiendo la técnica descrita se obtuvieron los. resultados que muestran las Figs.

1 y 2 que representan la variaci6n del poder epitáxico en funci6n de la constante die ·

léctrica y lapresi6n de vapor del disolvente.

En la Fig. 1 se observa que la capacidad orientadora del soporte disminuye al au

mentar la constante dieléctrica del disolvente, con dos excepciones: acetona que se

desvía de esta norma dando un máximo en la gráfica y etilenglicol con un valor mínimo .

Estas anomalías pueden explicarse teniendo en cuenta los valores de la presi6n de v a 

por para ambos disolventes.

La explicación de que el poder epitáxico disminuye al aumentar la constante di~

léctrica del diolvente puede ser debida al efecto de solvatación de los iones sumado

al efecto de bloqueo parcial de la super~icie activa del sustrato por los dipolos de

las moléculas del disolvente.

Atendiendo a los valores de la c o n s t a n t e dieléctrica, a partir de soluciones en

acetona y propanol el poder epitáxico debía ser muy similar, pero no obstante, cuando

se emplea acetona como disolvente, el poder orientador del . sustrato es considerable

mente mayor en ¡ mbo s filosilicatos debido sin duda a su elevada presión de vapor

(160,5 mm. Hg) frente a la del propanol (14,65 mm. Hg).

1-¡
.~..

EXPOSICION E INTERPRETACION DE LOS RESULTADOS

La técnica operatoria· fue colocar una gota de la disoluci6n sobre la lámina re

cién exfoliada, dejándola evaporar a la temperatura ambiente. Se estudiaron 3 prep~

raciones diferentes de cada disolvente y soporte, contando en cáda caso, entre 500 y

1000 cristales.
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En c uanto a l s oporte o sustrato se p uede o b serva r q ue la mos covita presenta

una c apac idad de orientación lig e r ame nte s u pe rior a l a de . la h idromoscovita . La

mayo r d ife rencia se presenta en el c a so del dimetilsu lfóx i do . Po d r ía s er e xp l ica

d a corno debida a una i n t era cc i ón e nte las moléc u las del disolvente c on la supe r ficie

del sus t ra to , l o que l l e v aría con s igo e l b loqueo de los p un tos activos de +a mi sma y

d isminución de l poder orientador "e n r elación c on l a moscovita .

La presión d e vapor tamb i é n i nfluye e n e l tama ño. de los cristales formados s o 

b r e ambos s ustr ato s, di s mi nuyendo a l aumentar l a p res ión d e v a por del disolvente.

En resumen , s e puede c oncluir que l a influencia del disolvente sobre el creci

miento epitáxico , en general , y manteniendo c onsta ntes l os otr os fac tores , es tal que

el poder epitáxico a ument a con la p r e s i ón de v a p o r creciente y c onstante dieléctrica
decreciente.

136

El etilengl icol tiene un a c onstante dieléc t r i c a muy p a r e c i d a a l a de l meta nol

pero 'ocurre l o c ontra r i o que en el caso anterior , t iene un a ~ensi6n de vapor t an

ba j a (0,085 mm. Hg) frente al met a no l (8 7 ,9 mm. Hg) que necesita muc h í s i mo tie mpo
p a ra s u secado.

En la Fig. 2 s e puede o bse rva r c orno en t r e el propanol y e l a gua, con una pre

sión de v apor muy "s i mi l a r , e x i s t e una g ran d ifere nc ia en el pod e r epi t á x i c o. La

ma yor c onstante dieléctr i c a d e l a gua es re sponsable de l a disminución del poder
e pitáxic o del sustrato . '

..
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