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VIDA DE LA SOCIEDAD

El dia 25 de Mayo de 1984 se celebrd la Asamblea General
anual de la Sociedad, en los locales del Institutc "Isabel
la Cat8lica". Se procedif en ella a la renovacién reglamen
taria de algunos miembros de la Junta Directiva, que quedb
constitufda en la forma que aparece en la p&gina anterior
de este Boletin.

Ese mismo dfa, la Sociedad ofrecid una comida de homenaije
al catedritico don Antonio Rodriguez Sanjudn, con motivo
de su jubilacién.

Como anunciamos en nuestro anterior Boletfn, el dia 28 de
Abril tuvo lugar en Cuenca un emotivo acto organizado por
la Sociedad con motivo de la jubilacibn del catedr&tico don
Juan Martino Casamayor.

Organizado por la Sociedad, se celebr6 el "SEGUUDO CONCURSO
DE RESOLUCION DE PROBLEMAS", cuya crbnica se incluye en es
te nlmero del Boletfn.

El dfa 12 de Octubre de 1984 tuvo lugar una Asamblea Gene-
ral Extraordinaria en la que se di6 cuenta del estado eco-
némico de la Sociedad, Yy como consecuencia, se acordb ele-
var la cuantfa de las cuotas, fij&ndclas en 1.700 pesetas
para el curso 1984-85.

También se acordd mantener el actual domicilio social pro-
visional, pero centralizar la recepcién de correspondencia
en el
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-~ En los (ltimos dfas de septiembre y en los primeros de octu

bre se han desarrollado los cuatro Cursos para Profesoresde
EGB y Ensefianzas Medias organizados por la Sociedad, con sud
vencién del Ministerio de Educacibn y Ciencia. Los asisten-
tes a los mismos habrén recibido por correo los certificados
de asistencia visados por dicho Ministerio. Tuvieron lugar
en el Instituto "Beatriz Galindo", amablemente cedido para

ello por su direccibn, y fueron los siguientes:

1. "ANALISIS DE DATOS: UNA NUEVA VISION DE LA ESTADISTICA
DESCRIPTIVA", por Gonzalo ARNAIZ TOVAR.

2. "EL LENGUAJE ILOGO APLICADO A LA ENSERANZA", por Ricar-
do AGUADO-}UNOZ.

3. "LA REFORMA DE LAS ENSERWANZAS MEDIAS", por José& COLERA
JIMENEZ.

4, "LA HISTORIA DE LAS MATEMATICAS COMO RECURSO DIDACTICO",
por Agustfn de la VILLA CUENCA.

En la citada Asamblea General Extraordinaria se acordd hacer
un llamamiento a los socios para que procuren gue otros com
pafnieros se incorporen a nuestra Sociedad. Publicamos en este

nmero la lista de socios en el momento de cerrar la edicién.

Todos nuestros socios saben que el pro6xime dfa 12 de Enero
de 1985 tendr8 lugar el XXV aniversario del fallecimiento de
nuestro maestro D. Pedro PUIG ADAM. La Sociedad uniré sus ini
ciativas a las de otras Instituciones que conmemorarin esa
fecna recordando su persona y su obra; a ello dedicaremos
gran parte de nuestro préximo ndmero de este Boletin.

NOTICTIAS

- Recientemente, después de una larga vida enteramente consa

grada a la docencia y a la investigacién matem&tica, han si
do jubilados en el servicio activo, por haber cumplido la
edad reglamentaria, los ilustres catedr&ticos de Universi-
dad, don Enrique Linés Escard® y don Pedro Abellanas Cebo-
llero. Reciban por ello nuestra cordial felicitaci6n, con
el deseo de gue sigan, por muchos afios, apoertando a la cien-

cia matemitica, y a los docentes, su actividad inestimable.

= La Sociedad Canaria "Isaac Newton" de Profesores de Matemd

ticas ha publicado el nfimero 9 de su Revista "NUMEROS". En
linea ascendente continfian los entusiastas profesores de las
islas la tarea emprendida en orden a mejorar la calidad de

la ensefianza de la matem&tica. Nuestra enhorabuena.

Asimismo, hemos recibido el nfimero "cero" de la Revista THA
LES, 6rgano de la Sociedad Andaluza de Profesores de Matem&
ticas de este nombre. Comienza con buen pie su andadura,
pues, aparte de su magnffica presentacibn tipogr&fica, el
contenido de los trabajos, en todas sus secciones, son de
alta calidad. Le auguramos larga vida y, con nuestro agra-

decimiento por su atento saludo le ofrecemos nuestra frater
nal colaboracién.



- Le Junte Directivs de le Resl Sociedsd Metemética Espaifiols,

en su Gltims reunién, tomd el scuerdo de modificar las fe-
ches en que habituslmente se celebrsn los ejercicios de las
Olimpisdes Metemdtices; ls fese de distritos tendré lugsr
este curso en 165 dises 18 y 19 de Enero de 1985, pasra alum-
nos de C. O. U. y ls fase naciunael,en los dies 22 y 23 de
Febrero. El motivo de ests asnticipscidén de feches es dasr s
los gansdores un mergen meyor pare prepsrer su posible per-
ticipacién en la Olimpisde Mstemdtice Internscional; por es
ta misme rezdn, ls fese de distritos de ls Olimpieds Mste-
mética Necional correspondiente al curso 1985-86 se antici-
perd a los Ultimos diss del mes de Junio o & los primeros
de Julio, y & ells tendrén scceso los slumnos que en esa fe
cha heayen terminsdo sus estudios de B. U. P.

1. INFORMES

SEGUNDO CONCURSO DE RESOLUCION DE PROBLEMAS PARA ALUMNOS
DE B.U.P.

Dada la buena acogida que el pasado afo tuvo nuestro
I Concurso de Resolucibén de Problemas para Alumnos de Primer Cur
so de B.U.P., nuestra Sociedad convocd un Segundo Concurso, como
se inform6 en nuestro Boletin n2 3, pero esta vez extendiéndoloc
a los dos primeros cursos, aunque conservando el mismo &mbito te
rritorial, en que actfia nuestra Sociedad.

Se inscribjieron en este II Concurso 46 Centros, que se
leccionaron y enviaron 140 alumnos. Las pruebas tuvieron lugar
el pasado 16 de Junio, en el Instituto de Bachillerato "Beatriz
Galindo" de Madrid, y consistieron en la resolucién de cuatro pro
blemas (distintos para primero y segundo cursos), cuyos enuncia
dos publicamos al final de esta reseifia.

El mismo dia, por la tarde, en el Salén de Actos del
Instituto citado, se realiz6 la entrega de premios a los ganado

res, consistentes en un diploma y un lote de libros a cada uno de
ellos.

Resultaron ganadores en cada curso, por orden de pun-
tuacién, los siguientes alumnos:

PRIMER CURSO DE B.U.P.

1. José Marfa Hernfndez Carrefioc (I.B. Ramiro de Maez-
tu) .

2. Pablo Ariza Molina (I.B. Miguel Servet).

3. Francisco José Montero de la Pefia (I.B. Principe
Felipe).



4. Gema Lb6pez Manzanares (I.B. Rey Pastor) .

5. Marfa José Martin Hernindez (I.B. Carlos III).

SEGUNDO CURSO DE B.U.P.

1. Alberto Garrido Arribas (I.B. de Cantalejo).
, ' (*)
2. Carlos Ueno Jacue (I.B. Cervantes) .

g : ] : : N (*)
3. Fernando Blasco Contreras (I.B. San Isidro) .

4. Juan Sevilla Mor6der (Colegio Zurbano).

5. Juan Ignacio Barbero Gonz&lez (I.B. Ortega y Ga-

sset) .

Los sefialados con (*) fueron también premiados el ano

pasado en nuestro I Concurso.

A todos ellos, nuestra cordial enhorabuena.

La Sociedad se complace en reiterar su agradecimien-
to a todos los que han hecho posible este II Concurso, c¢on su co
laboracién: En primer lugar a la Inspecciép‘de Bach;llerato del
Distrito de Madrid, que hizo posible la difusién de la convocato
ria, al Instituto de la Juventud del Mipisterio de Cgltur? y él
Servicio de Publicaciones del Ministerio de Educacibén y Cren?la,
qgue proporcionaron los lotes de libros entregados a.los p%emli—
dos, a la Direccibén y personal del Instituto "Beatriz Galindo",

por su colaboracibén durante la realizacibn:de las pruebas, y a

} : : - g n",o‘- B
todos los Centros que han acogido con éntusiasmo nuestra co

j i s a par
catoria, seleccionando a sus mejores alumnos y envidndolo par

ticipar en el Concurso.

PROBLEMAS PARA PRIMER CURSO

PROBLEMA 18

1 1 1 . :
a+b' bto' o+a Son términos consecutivos de una pro-

gresién aritmé&tica. Demostrar que b2, a2, c2, son también té&rmji

Los nfimeros

nos consecutivos de una progresidn aritmética.

PROBLEMA 22

En un guardarropa entregan 5 personas sus sombreros, recibienio
cada una su correspondiente contrasefa. Al ir a recogerlos, el
encargado hace caso omiso de las contrasefias y devuelve los som
breros indiscriminadamente. ¢Cuil es la probabilidad de que al
menos una de las personas reciba su propio sombrero?

PROBLEMA 32

La circunferencia inscrita en un trifngulo A B C,
lado AB en el punto D. Demostrar que:

es tangente al

PROBLEMA 44

51 a, b, ¢, d, son nlmeros reales mayores que 1, demostrar:

1)ab>a+b_l

2) abcd >a+b+c+4d4 -3
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PROBLEMAS PARA SEGUNDO CURSO

PROBLEMA 19

Los lados de un tri&ngulo rect&ngulo forman una progresién geo-

métrica. Hallar las tangentes de sus &dngulos agudos.

PROBLEMA 22

Calcular:

log tg 1° + log tg 2° + log tg 3° + ... + log tg 89°

PROBLEMA 32

Construir dos trifngulos tales que:
1) Los &ngulos del primero son iguales a los del se-
gundo.

2) Dos lados del primero son iguales a otros dos del

segundo, pero el tercero es distinto.

¢Qué pares de triféngulos son los que cumplen estas condiciones?

PROBLEMA 44
[ 4

Hallar varid8 ejemplos de funciones f£: x = £(x), tales que
f[f(x)] = x. 2Qué propiedad es com@n a las gréficas de todas

esas funciones?

-1 -

2. ESTUDIOS Y DOCUMENTOS

ALFONSO EL SABIO EN EL RENACIMIENTO DE LA ASTRONOMIA EN LA
EDAD MEDIA

Por José Maria Torroja
De la Real Academia de Ciencias

Con la decadencia de Grecia viene una época de es-
tancamiento en el progreso de la Astronomia, que gqued6 compren
dida en la "Sintaxis Matemdtica" de Tolomeo. El Imperio romano
sintié evidente preocupacidn por el desarrollo de la Técnica,
como lo prueban las numerosas vias, calzadas, y puentes gue nos
legaron, pero no fue asif con la Ciencia pura, en especial de la
Astronomfa, pricticamente ignorada. Solamente pueden citarse
nombres como los de los espanoles Séneca (4 A.C. a 46 D.C.) y
Cayo Julio Higinio (f1. 10 D.C.) y de Plinio el Viejo (23 a79
D.C.). Y en la Europa Cristiana medieval San Agustin (254 a
430), Boecio (470 a 525), San Isidoro de Sevilla (560 a 636) y
Beda el Venerable (673 a 735) que enriquecieron el conocimien-

to cientifico con sendas obras enciclopédicas.

Con la invasifn de Europa por los &rabes la ciencia
cristiana qued® reducida en algunos monasterios en el norte de

Espana (Vich y Ripoll) y en el de Monte Casino en Italia.

Los &rabes, por el contrario, estaban interesados en
la Astronomfa. Por una parte, por la necesidad de Qglentarse en
sus largas marchasypor el desierto, con la observacibn de estre
llas, y por otra la obligacibn de orar a horas determinadas vy
mirando a la Meca les obligaba a resolver el problema de la de
terminacibén de la hora y de la orientacibén de sus mezquitas.

Heredaron el legado cientffico de la cultura helenis
tica en Alejandrfa, que a su vez habiaincorporado la astronomia
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egipcia, a la que al anexionarse Persia y Siria, anadieron laan
tigua astronomia caldea y babil6nica, influidas a su vez por las
viejas culturas india, egipcia y griega. T;#ﬂujeron numerosas
obras griegas al &rabe, entre ellas, por Ishaq ibn Hunayn, la
"Sintaxis Matemitica" de Tolomeo, que lo fué con el nombre de
"Al-Magesto", e instalaron observatorios en Bagdad, Damasco, Ma
raga y Samarcanda, en los gque pudieron repetir las determinacio
nes de la oblicuidad de la ecliptica, del movimiento del apogeo
solar y construyeron nuevos cat8logos de estrellas y tablas as-
tronfmicas. Esta astronomfa desarrollada por los &rabes en Orien
te alcanz® su méximo esplendor en Bagdad a finales del siglo VIII
y principios del IX con el califa Al-Mamun, &poca que coincidid
con la fundacifn del emirato de los Omeyas en Cb6rdoba, donde se
inicié un creciente desarrollo de la Astronomia que alcanzaria
su méximo florecimiento en la primera mitad del siglo X bajo Ab
derramén III y Al-Hakem II, con lo que el centro de gravedad de
la cultura &rabe pas®é de Bagdad a C8rdoba. Y como antes ocurrid
en Oriente ahora se crearin observatorios en C6rdoba, en Grana-
da, en Guadix y en Toledo. Y también aqui se construyen astrola
bios y se crean escuelas de formacidn de observadores, peritos
en el manejo de los instrumentos, y como antes en Oriente se ini
cia ahora en Espafia una creciente actividad en la traduccibn de
obras cientfificas, que si en Oriente lo fué del griego al &rabe,
ahora, en Espana es, fundamentalmente, del &rabe al latin, pues
también en C6rdoba, como antes en Bagdad se crea una bien dota-
da biblioteca gracias a las gestiones de los emisarios gue Abde
rramdn y Al-Hakem habfan enviado a Bagdad, Ll Cairo y Damasco
para adquirir libros, que después habrian de ser traducidos. Pe
ro esta interesante labor de traduccién se habifa desarrollado
no sblo en la Espaha 8rabe, sino también en la Espana cristia-
na, en especial en el Monasterio de Ripoll y posteriormente en
la que habrfa de conocerse como Escuela de Traductores de Tole-

do, cuya labor habrfia de culminar en tiempos de Alfonso X.
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Entre los &rabes que cultivaron la Astronomfa en Al
-Andalus, destacan abbas b Firnds (fl. 887), Maslama de Madrid
(f1. 1000), sus giSCEpulos Ibn al Samh (979—1035%ﬁy ben Aflah
(1114-1187), Avempace (1106-1138), ben Tufayl (1110-1185) y ibn
al safffr (fl1. 1305), y en especial Azarquiel (1029-1100).

Este toledano, Azarquiel, fué considerado por el his
toriador &rabe contempor&neo ibn al Sacid (1929-1070) como "el
mds sabio de todos en la ciencia de los movimientos de los as-
tros y de la construccibn de las esferas" y "el mds eminente
entre la gente de nuestro tiempo en las observaciones astrond
micas y en la ciencia de la estructura de las esferas y en cil
culo de sus movimientos, y €l mids sabio de todos ellos en la
ciencia de las tablas astronfmicas y en la invenci6én de los ins

trumentos para la observacidén de los astros".

Dice de &1 el judio Toledano Ishaqg (1) "Azarquicdl,
al principio, no era mds que un hdbif antista o forjador de
hierno o wmetal, y que thabajaba en La confeccibn de Lo Anstau
mentos asironémicos que Le encomendaban Los sabios musulmanes
y judios de La ciudad de Toledo, a £a cabeza de Los cuales es-
taba ibn Said, verndadero mecenas por su genenosidad protectonra
Nuestrno Azanquiel scornprendib a aquelfos sabics, a Las Grdencs
de Los cuales Zrnabajaba pon su destreza e {ngendio en La cons-
thucedibn de Los instrumentos que Le encargaban, y mds pon de-
benlo tan 8680 a sus dotes naturnales, pues no tenia una phepa-
racsbn cdentifica. Visto Lo cual se Le facilitaron a Azarquiel
Las obras de Los antiguos autores, Las que con gran facilidad
asimild, de modo que ya en adelante no 46L0 pudo construir muy
exactamente Los instrumentos que se Le encomendabd@; s4no que
adin hizo otros que a aquellos phimercs sabios no se Les hubie-
na ocunnido. De esta manera Azarquied se convintib casi en maes
tro de aquella sociedad de sabios de Toledo, con Los cuales du

nante muchos afos continub obsenvando Los movimientos astrond
micos™.



Entre los instrumentos construidos por Azarquiel, el
m&s importante es sin duda alguna, su azafea. De su obra La Aza
fea se efectuaron numerosas copias y traducciones al persa, la
tin, hebreo, castellano, etc., entre las que aparecen determina

das diferencias.

Entre las obras de Azarquiel fué famosa en su tiempo
la clepsidra o reloj de agua que funciond en Toledo, "a cnillas
def Tajo, no Lejos del sitioc LLamadce Bab al-dabbflgin, La Puernta
de Los Cuntidonres, haciendo de suerte que se fLLenase de agua o
se vaclasen del todo, segdn el creciente ¢ menguante de La Lu-

na”

El fin de esta clepsidra se debid a la curiosidad de
Alfonso X el Sabio gue di6 orden de gque se desmontara para cono
cer su funcionamiento. La clepsidra se desmonté pero lueno nose

consiguid gque volviera a funcionar.

Varias de las obras de Azarquiel fueron incluidas en
los "Libros del Saber de Astronomfa" del rey Sabio, en particu-
lar la descripcibén de la azafea que "f§izo Azarqudiel, el sabic as
tholomiano de Toledo, a ondra del ney Almemun que erda entonces
sennoh dessa cipdat" "EL despues fue a Sevilla. et §4zo esla aga
hea mesma en otra manera mas complfida et mas acabada" y el "Li-
bro de la L&mina de los siete planetas"™ (2). También redactd Azar
quiel el "Tratado sobre el movimiento de las estrellas fijas"y
las conocidas como "Tablas toledanas", llamadas asi por estarre
feridas a ese meridiano, y que fueron conocidas y utilizadas en

toda Europa hasta la aparicifn de las "Tablas Alfonsies",

Mientras los &rabes ocuparon la mayor parte de la pe
ninsula ibérica, se desarrollaron simult&neamente tres culturas,
&rabe, judia y cristiana. Esta (ltima alrededor de los monaste-
rios del norte en las que se habian concentrado quienes hubie-

ron de nuir de la persecucidn sarracena. Pero estas tres cultu
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ras no se desarrollaron independientemente, sino que existie-
ron frecuentes relaciones entre ellas. Los cristianos del nor-
te, conocedores del florecimiento de la cultura en el califa-
to enviaron frecuentes emisarios a CSrdoba de donde regresaron
con copias o traducciones de las obras cientificas m&s impor-
tantes. Estos cristianos del norte se agruparon principalmente
en los Monasterios de Santa Maria de Ripoll, en San Juan de la

Pena, en Vich y en Valvanera.

Los judios crearon escuelas en CSrdoba, Toledo yLis
boa y en otras ciudades andaluzas y aragonesas, destacando per
sonalidades como Juan de Luna y Maiménides.

Entre los centros cristianos el m&s destacado fué
el ya citadc de Santa Marfa de Ripoll, que llego a disponer de
una nutrida Biblioteca en la que Mill&s Vallicrosa encontré wm
manuscrito, el sehalado con el n2 225 (3), que contiene numero
sos textos relacionados con la astronomia: construccién y mane
jo de astrolabios y de relojes asf como cuestiones de astrono—
mfia de observacibn.

La fama de este Monasterio se extendié por toda Buro
pa, lo gue ocasiond visitas de estudiosos como el benedictino
Gerberto de Aurillac (930-1003) que se trasladbé a Vich y més
tarde a Santa Maria de Ripoll. Fué preceptor de la familia im-
perial de Ott6n I, arzobispo de Reims y de R&vena y mds tarde,
el afo 999, fué elevado al solio pontificio con el nombre de 5il
vestre II. Copias de algunos manuscritos de Ripoll que Gerber-
to se llev6 consigo fueron conocidas por Hermann Contracto que
vivid en el Monasterio de Reichenau, en el lago de Constanza,
quien contribuy® con Gerberto a dar a conocer el manejo delAs-
trolabio en Europa, donde entonces no se conocfa mis astrono-
mia que la contenida en las obras enciclopédicas de San Isido-
ro y Beda.



En Santa Maria de Ripoll existieron numerosos copis
tas y traductores, lo que permiti el conocimiento en Europa de
la rigueza de aquella biblioteca, como lo prueba la existencia
de estas traducciones en manuscritos de los siglos X y XI en la
Biblioteca Vaticana, en la Nacional de Paris y el British Mu-

seum.

Uno de estos traductores fué el judio oscense Mosé
Sefardi, guien al convertirse al cristianismo cambid de nombre
por el de Pedro Alfonso, y que tradujo y escribid obras sobre
Matemdticas, Astronomia y Filosofia. Viajé por Europa, y en In
glaterra dejé dos discipulos Walcher de Malveru (fl. 1135) y
Adelardo de Bath (1070-1150), que tradujeron y escribieron so-

bre matemiticas y astronomia.

Dos judios espanoles Abrahan bar Hiyya (1070-1136)
y Abraham ibn Ezra (1092-1167) tradujeron del &drabe al latiny
al hebreo. En el siglo XII continfian las visitas a Espanay las
traducciones por europeos interesados en la riqueza en manus-
critos existentes en el norte. Entre ellos deben citarse las
figuras de Hernann el D&lmata, Pedro el Venerable y Roberto el

Chester cuya presencia en Espaiia se detecta entre 1138 y 1149.

La labor de todos estos traductores hizo posible el
renacimiento cientifico de Europa, al llevarles la ciencia grie
ga y la 8rabe que se habfia acumulado en la Espaifa Cristiana du
rante la dominacibén drabe de la peninsula, lo gue nos permite
oy conocer el contenido de obras cldsicas, cuyos originales se
nan perdido. Por otra parte esto explica el gran nGmero de nom
bres drabes que se utilizan hoy en la astronomfa, en todos los

idiomas como cenit, nadir, almicantarad, etc.

Este interé&s por las traducciones, iniciado en el
norte de la Penfinsula en el siglo X, se increment6 en el XII
en el que se detectan en distintos puntos de nuestro suelo una
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serie de traductores, nativos y extranjeros, cristianos, &ra-
bes y judfos, agrupados alrededor de los centros en los que po
dian disponer de las obras originales. Uno de esos Centros fué
Toledo, que tras su reconquista habrfa de transformarse en uno
de los principales centros de la cultura en la Europa cristia-
na. En la capital del nuevo reino cristiano, y atralfdos por esa
rigueza de manuscritos se concentraron estudiosos cristianos,
drabes y judios.

El Apzobispo de Toledo Don Raimundo (1125-1152) se
erigib en protector de estos grupos de estudiosos interesados
en la traduccién de obras cientificas, naciendo asf la que ha
brfia de llamarse Escuela de Traductores de Toledo, que més tar
de apoyaria el también Arzobispo Rodrigo Jiménez de Rada (1170
-1247) y por Gltimo el Rey Alfonso X el Sabio (1252-1284). En-
tre estos traductores, que no todos vivieron en Toledo, desta-
caron Platdén de Tivoli en Barcelona, Hugo de Santalla en Tarra
gona, y los ya citados Roberto de Chester en Segovia y Hernann
de Ddlmata en Lebn y Tolosa y entre los residentes en Toledo
destacé Gerardo de Cremona (1119-1187). -

Gerardo de Cremona vino deste Italia conocedor dela
existencia del "Almagesto" en Toledo, donde aprendié el &rabe
y estudibé matem&ticas y astronomfa, y donde luego tradujo mé&s
de ochenta obras de matemdticas, astronomia, fisica y medicina
a través de versiones &rabes. Tradujo a Aristételes, Euclides,
Arquimedes y Aristarco entre los clésicos griegos y a Azarquiel,
Geber, al ~Fargani, ibn Qurra entre los &rabes. Otros visitan-
tes europeos, como los ya citados Platén de Tivoli, Adelardo de
Bath, Roberto de Chester, con Alfredo de Sareshel, Burgundo Pi
sa, Eugenio de Palermo, Miguel Scott, Guillermo de Moerbeke ...
colaboraron con los espafioles Domingo Gundisalvo, Juan de Sevi
lla, Marcos de Toledo, y los &rabes y judios Avendaut, Yudah b.
Sanl, Jocobo b. Mahir y la familia ibn Tibbon. Muestra de la im

portancia de la labor desarrollada por esta Escuela de Traducto



res estéd en el hecho de que en una relacibén de 43 obras de la
Ciencia antigua traducidas al latin entre los siglos IV y el

AIII, incluidas en la "Historia de la Ciencia" de Crombie, de
28 de ellas da el lugar en que se tradujeron, correspondiendo
17 a Toledo, una a Segovia, tres mis a lugares no determinados
en Espana, seis a Sicilia y otra a un lugar indeterminado de

Italia.

Pero no fué sblo a través de las traducciones como
colabor6 la Espana cristiana medieval al resurgimientoc de la
Astronomia en Europa. A diversas obras sobre la construccién
y el manejo del astrolabio, traducciones unas originales otros,
siguieron h8biles constructores como ibn al-Saffar y b. Said
al Sahli de Denia, Arzaquiel y Geber ben Aflah, con cuyos ins-

trumentos se efectuaron observaciones.

Cuando Alfonso X subi6 al trono el 1 de junio de
1252 ya se venfa interesando por la Astronomia. Conocia lasEti
mologias de San Isidoro que hizo traducir al castellano y conocia
también la astronomia &rabe, haciendo llamar a Toledo a sus
principales cultivadores, &rabes, judios y cristianos, pues'wg
ra ALjonso, La Cdlencdia no tenda j{ronteras, ni heligdones, y acu
dia, 44n distincidn de sectas y oponiones, alll donde enconitra
ba sabedores y especialistas”, iniciando asi la labor quele lle
varfa a completar sus "Libros del Saber de Astronomfa" y unas
tablas astronémicas que habrfan de ser conocidas y utilizadas

en toda Europa: "Las tablas alfonsies".

Continuando la obra de la Escuela de Traductores de
Toledo hizo verter al castellanc los "Cuatro libros de las es-
trellas fijas" (1256), el "Libro de la esfera o alcora" (1259),
el "Libro de las Cruces" (1259), cuyo original se conserva en
la Biblioteca Nacional, y que con el "Libro de los juicios de
las estrellas" y el "Lapidario" constituyen sendos estudios de

car&cter astrolbgico.
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"Et mand6 el Rey que se funtassen Aben-Ragel y Atl-
qudbitio sus maestrnos naturnales de Toledo, Aben-Musio y Mcha-
mad de Sevilla, y Josef Aben-Hali y Jacob Aben-Vena de Cérdo-
ba, y otros, mds de cinquenta por todos, que truxo de Gascuia
y de Pardis con grandes salanios, y mandéles thaducin el Quadr(
partito de Ptolomeo, y juntan Libres de Mentesan y Algazel. D(S
se este cuyadado a Samuel, y Jehuda, Elconheso, Alfaqui de Té_
Ledo, que se juntassen en el Aledzan de Galiana, donde d4spu-
tassen scbrne el mouimiento del f<inmamento y estrelllas. Pres <
dian quando afli no estaba el Rey, Aben-Ragel y AlLquibitic. Tu
vieron muchas disputas desde el aiic de MCCLVITT MMtaeﬂﬁwCLXﬁT
Y al cabo hizienon unas Tablas tan famosas como tcdeos saben.

Y después de haven hecho esta grande obnra, y de habenfes heche
muchas mercedes, Los embi§ contentos & sus tiennas, déndcles

franquezas, y que fuesen Libres elLlLos y sus dicendientes de pe
chos, derechos y pedidos, de que hay cantas fechas en Toledc

doze dias andados del mes de mayon, era de MCCC" (4).

Este pdrrafo aparece en la "Historia eclesiidstica
de la imperial ciudad de Toledo ¥y su Tierra", de Jerbnimo Ro-
min de la Higuera, cuyo original se conserva en la Biblioteca
Nacional de Madrid. La existencia de este equipo de judios,
cristianos y &rabes que colaboraron en la obra de Alfonso el
Sabio fué ya confirmada por Abraham Zacuto (1452-1515), quien
al referirse a Mosé ha-Kohen dice que "en todos los libros de
los sabios he lefdo que en la investigacién de aquel Rey toma

ron parte numerosos y notables doctos judios, cristianos y mu-
sulmanes (5).

En cuanto a la intervencién personal del Rey en es
tos trabajos, el investigador inglés Procter (6) dice: "Los
princdpales thabajos producidos bajo el patronazgo de ALfonsc
ho son composicdiones individuales, aunque algunas de este ti-
po exdisten, sino grandes trabajos de cooperacibn en Los que
colaboraron muchas personas, que fueron debidos a La Andedlatd
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va def Rey, y que §fuenon realizados bajo su direccibn pensonal,
en Los que el Rey, en efecto, desempeid el papeld de un editon
genenal, de un editon que tomé seniamente su Labor y que estu-
vo muy Lefjos de dejar en Libentad a sus colaboradores” y més
adelante, continfia Procter: "Parece que £a nevisibén de Los tra-
tados para su inclusibn en Los Libros del Saben de Astronomia,
fué panciafmente LLevado a cabo, no en Toledo, s4ino en Burgos,
y en cierto grado bajo La supernvisibn del Rey. Sabemos en panr-
ticulan que ALfonso misme cornige el Lenguaje del "Libro de fas
estrhellas fijas en 1276 y que el "Librno de La agafeha" revisa-
do, §ué terminado en Bungos en 1277". "AlLfonso después de que
habia encargado e insthuldo a sus eruditos Los dejaba Las ma-
nos Librnes, perno €L intervenia posteniormente en aquellos Zra-
tados seleccdionados para su Lncorporacibn a Las dos coleccdlo-

nes".

Sa&nchez Pérez (7) dice a este respecto: "EL Rey Ln-
tenvenia activamente en Los trabajos, corregla y modifdicaba La
rnedacceidn castellana y escribia Los prélegos de Los Libros, cu
yo contenido pone de manifiesto La personalidad cientifica de
AlLfonso X el Sabio".

Podemos, pues, afirmar que Alfonso el Sabio dirigia
personalmente los trabajos, revisando y corrigiendo los manus-
critos de sus colaboradores, logrando asi establecer un centro
cientifico del que saldrfa la ciencia astronbémica que llegaria

posteriormente a todo Europa.

El Rey, adem8s de llevar a Toledo a los mejores co-
nocedores de la ciencia astronfmica, procurd reunir cuantos 1i
bros &rabes pudo, originales o traducciones del griego, y se-
leccionando los que considerd m&s interesantes, los hizo tra-
ducir al latfn o al castellano, preparando lo que habria de ser
una gran enciclopedia bajo el tfitulo de "Libros del Saber de

Astronomia".

Fueron varios los traductores de que se tiene noti-
cia que colaboraron con Alfonso el Sabio, siendo frecuente la
colaboracibn de varios traductores que unos traducfan al latin,
otros al nebreo y otros al castellano.

Con esta labor de traduccidn culmina la valiosa ta-
rea iniciada peor el obispo Don Raimundo, que permiti6 el cono-
cimiento en Europa de la Ciencia, Y en particular de la Astro-

nomfa clésica y de la aportacién &rabe a su desarrollo.

La aportacifn de Alfonso X al desarrollo de la Astro
nomfa esté comprendida en sus dos obras cientfficas "Los Libros
del Saber de la Astronomfa" y las "Tablas Alfonsies", la prime-
ra de las cuales fué dada a conocer en una cuidada edicidn por
la Real Academia de Ciencias, preparada por el Académico D. Ma-
nuel Rico y Sinobas (8). De ella se conservan cddices origina-
les en las bibliotecas de la Universidad Complutense, en la Na
cional, en la del Escorial y en la de la Real Academia de His-
toria. Estos "Libros del Saber de Astronomfa" apenas fueron co
nocidos en la Europa medieval, a diferencia de las "Tablas Al-
fonsies" que fueron ampliamente difundidas y utilizadas en to-
da Europa hasta después de Copérnico, y de las que aparecieron
numerosas ediciones impresas en diversas ciudades europeas en
1483, 1487, 1488, 1490, 1492, 1493, 1518, 1521, 1524, 1545, 1553

y 1641, referidas a distintos meridianos: Oxford, Padua, Vie-
na...

Los "Libros del Saber de Astronomfa" se inician con
un "Prélogo general et indice" que empieza diciendo (9) "Este
Libno del Saben de astrologia, que mandd componer de Los Libros
de Los sdbios antiguos que fablaron en esta sciencia. D. ALfon-
0. f4fo del muy noblfe Rey D. Fernando, et de La Reyna donna Bea
thyz. et sennon de Castiella. de Toledo. de Leon. de Gallicia.
de Seuiffa. de Cérndoba. de Murcia. de Jaen et dell ALganrbe; et
fabla en €L de todas aquelfas maneras por que se puede catanr.



et connosgen et entendern ef mouimiento de todos Los cielos que
se mueuen. et de Las esthellas que son en ellLos. Zambien Las
del VIII. cielo & que LLaman f§ixas. porque non an mouimiento
ans{ cuemo Las otnas VII. 4 que LLaman planetas. porque bs0n
mouedizas en AL mesmas. Et otnossi pon Los cielos en que ellas

estan, que se mueuen slempre’.

La obra est& dividida en dieciseis libros, el prime
ro de los cuales estd dedicado a la descripcién de las conste-
laciones, las "figuras de la.VIII espera". En los nueve siguien
tes se describen una serie de instrumentos de observacibn: la
"espera redonda", "las armellas del atagyr en la alcora", el "as
trolabio redondo", el astrolabio llano", "la lamina universal”,
la "azafeha" de Azarguiel, las "armellas", las "laminas de ca-
da uno de los siete planetas", y el "quadrante con que rectifi
can" describiendo para cada instrumento "cuemo se deue fazer"y
"cuemo se deue obrar con ella". En los libros XI a XV se descri
ben con todo detalle cinco "relogios", el de "la piedra de la
sombra" el "dell agua" el "dell argent uiuo", el de "la cande-
la" y por filtimo "de cuemo se deuen fazer las dos maneras del
palacio de las horas". El Libro XVI "es de cuemo deuen fazer un

estrumente llano para fazer atagyr. et cuemo deuen obrar con

&11".

La lectura de la obra resulta extraordinariamente
amena, con pirrafos curiosfisimos como, cuando, al describir las

constelaciones, dice refiriéndose a la osa menor (10).

"Mas agora queremos tonan & nuesditra razén porque eb
tas XLVITI. §igunas an assi nombre. Et tenemos que esto fué
pon thes nazones. La primera por udista. ca segun Los adbLos que
fabLanon de esta figura en Los Libros dixeron que por 040 Las
wienan. ei Las connoscieran pon Las estrellas que son denthoen
ellas. Et cuemo quien que en esto ay dubda porque maguen Las es
thellas grnandes sean dentho en Las f4gurds. por eso non muestran
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el portrecho de una & otra porque esto deua & seer et non al.
Assi Luego cuemo de La cssa mench ca sdegun las estrneflas gran
des que en efla som a en el querpo quathe. et trhes en La cola.
Et 84 estas cstrnellas fuessen por 54 non mostranian sinon qua
dradngulo Las quatro. et Las trnes Linna drecha".

"Et quien Lo mas qu.issiese ymaginak. et mosthan cue
mo a manera de canno. 6 de trabuguero con pifrtega. et aun pon
gamos que mostrase cuemo faygion de bestia. también podia seen
de Leona, o de Loba, o de perno cueme de ossa. Et essoc misme
dezimos de otha bestia que fuesse maslo. Et por ende es esto
fuente cosa de cheen que por uista de uiesse aunque guesse ell
ayre muy mas claro en aquella o dizen que esto uienron que en
otha. et el udso de Los omes muy mas s0til. Peno porque Lo di
xerhon Los sdbics debemos atenen que alguna cosa cdierta uienon
porque Loudlernon que asdi ena'.

En cada uno de los libros, en un prélogo explica
quién es el autor original, a quién encargd el Rey de su tra-
duccibn, que en algunas ocasiones hizo repetir, y los capfitu-
los que hizo anadir, como en el del Alcora (11), "Mas nos §4-
ziemos poner y quatho capitolos demds, que conulenen mucho 4
esta nazon, ca son Los primenos. et todos Los othos vienen en
pos estos. et sin elLlLos non podria seen bien ondenado ol fi-
bro. et pon ende Los possiemos desta guisa". Cada instrumento
explica de que matenia se debe construin "cuemo doro, 6 depla
ta, 6 de cobre 6 de Laton. 6 de fierro, 6 de plome, 6 de esta
nno, 6 destos metales bueltos unocs con othos. 6 de pledna, §
de tienna 6 de fuste. Et mismo dezimos de cuerno 6 de panne 6
de pergamino doblado de muchas doblas. et dothas muchas cosas
que annascan Los omes quando quieren mostrar sos sotilezas.
Mas Los que en estas cosas pararon mientes gfallaron que de
ninguna cosa non era fan buena cuemo de fuste. pon estas hra-
zones. ca 44 doro fuesse toda entena non La podrfe fazen 44i-
non ome muy rdico. et demds sendie muy peesada et 54 La fizie-
sen delgada torncer se ye, et non senie redonda drecha...".



Muy curiosos son algunos de los relojes descritos,
como el de agua, el de mercurio, el de las candelas, y el pala

cio de las horas.

Est8n descritos en este libro los instrumentos que
habrfan deutilizar los astrbnomos del Rey Sabio para efectuar
las observaciones necesarias para la posterior preparacién de

las "Tablas Alfonsies".

Los "Libros del Saber de Astroncmia" fueron una de
las primeras obras escritas en castellano, y, desde luego, la

primera obra cientifica redactada en nuestro idioma.

Para la preparacién de las "Tablas Alfonsies" que
nabfan de sustituir a las "Tablas Toledanas" de Azarguiel, fué
necesario efectuar observaciones para lo cual, el rey "mand§
fazer Los estrumentos que dexo PtolLomeo en su £ibro del Almées-
4" (12). Y las observaciones por orden del rey, se efectua-
ron en Toledo entre los afios 1262 y 1272 (13), "por endehregah
et coshegin Las diuensidades et desacondangas que parescienon
en algunos Logares de algunocs de Los planetas. et en otros moul
mientos. EX nos obedescimos su mandado. que deue seen obedescd
des et nehezimos Los estrumentos Lo melon que se pudo a scex.
et trabaiamcs en hectlificar una sazon. el segudimos en hectifd
car el 50l quanito un anno complido... Et nectdificamos otrnossdi
afgunas condunciones de Los planetas quando se alflega una 4
otra. et Aus condunciones quando se allegaban con algunas es
trnellas fixas. Et nectificamos muchos eclipsis de Los solanes.
et de Los Lunares" "Et fezimos estas taulas sobre hayces que
son sacadas de aquellos nectificamientos. el ayuntamos enellas
Los capitolos que nos parescié fuese mesten en esta obra. et
possiemos nombre a este Libro. el &ibro de Las taulas ALfon-
sdes, porque fue fecho et copilado por su mandato..." se ob-
servd efectivamente el Sol durante un afio, y se observaron,
desde Toledo, los eclipses de Sol de 5 agosto de 1263 y los de

Luna de 24 de diciembre de 1265 y 19 de junio de 1266, observin
dose ademés, también desde Toledo, catorce estrellas. Lastdﬂa;
estdn calculadas para el meridiano de Toledo "Et fa Longunra des
ta cibdat... es XXVIII grados".

*kkkk

éCudl fué la verdadera influencia de la obra de los
grupos instalados en el Norte de Espana y la de Alfonso el Sa-
bio en el progreso de la Astronomfia en Europa en la Edad Media?
Ya hemos citado la indudable e indiscutible influencia que tu-
vieron las "escuelas" creadas alrededor de los monasterios del
Norte de Espafha, en especial en Santa Marfa de Ripoll. Los "Li
bros del Saber" del Rey Alfonso X, no fueron realmente conoci-
dos en Europa pero si sus "Tablas Alfonsies" que, ya lo hemos
dicho, se utilizaron en toda Europa hasta que, en 1627, fueron

sustituidas por las "Tablas Rudolfinas" debidas a Kepler.

Menéndez y Pelavo, en su desmedido afén por desta-
car todo lo gue pudo suponer influencia de la cultura espanola
en Europa dice en su admirable obra "La Ciencia Espafiola" (12):
"Toda La Astronomla que se¢ dupo en Europa desde el siglo X1 af
XV1, desde Juan de Sevilla hasta RegLomontano, o mds bien has-
ta Copérnico es cdiencia de ornigen espaiiol”. Pero una opinién
mis imparcial, es la del investigador alemén K. Garbers que di
ce: "AAL fue posible que en el siglo X11 cuando La 51[0406£anL
sulmana con Avernoes, Alpetrnagius, Avempace, Tbn Tufail y Maij
ménides, pon s0fo citar Los nombres mds conocdidos, produio sus
mis bellas obras, el cristianismo, que aqui, al contrarlo que
en Ondiente, era el elemento neceptivo, pudiese preparar para el
futuro La dirneccibn cientifica, con un intenso trabajo en Loa
centros de traduccibn instalados en Toledo y en Cataluiia.
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EDUCACION E INFORMATICA

Por Julio Ferndndez Biarge
Catedritico de la Escuela Técnica Superior de Ingenieros Navales

En los siglos anteriores, las transformaciones sociales
importantes se producfan gradualmente, a lo largo de amplios pe-
rfiodos de tiempo; en los filtimos afios, en cambio, la situacidén
se ha hecho muy diferente: Los cambios se suceden velozmente.
Para la Educacién, en particular, tanto lo que la Sociedad le exi
ge, como los medios que le ofrece, cambian rédpidamente y ello le
obliga a adaptarse sobre la marcha a situaciones siempre nuevas v

dificilmente previsibles con anterioridad.

Antes era posible planificar la Ensefianza sobre la ba-
se de un modelo estédtico de objetivos-estrategias-técticas; si
se trataba de formar profesionales de un cierto tipo, bastaba ha
cer un andlisis de cual era la formacibn que necesitaban esos pro
fesionales para su labor, fijar una estrategia para alcanzarlay
disenar los detalles tdcticos exigidos por esa estrategia; el error
de sustituir las necesidades futuras de esos técnicos por las que
tenfan en ese momento, no resultaba grave; hoy dfa, ese error pue

de invalidar toda la planificacién.

Los objetivos que la sociedad impone a la Educacibn son
cambiantes cada vez con mayor frecuencia y en forma cada vez mis
dificil de prever. En esas condiciones todo modelo estdtico re-
sulta inadecuado; las estrategias adoptadas han de ser, en con-

secuencia, no sb6lo dindmicas, sino adaptativas.

Basta tomar conciencia del hecho de que los profesores
que hoy explican informética, investigacibn operativa o biologia
molecular, no pudieron estudiar estos temas en sus estudios uni-

versitarios, anteriores a la aparicifn de estas disciplinas.
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Todo esto, nos lleva a pronosticar que la formacién per
manente habri de imponerse cada vez mds como parte sustancial de
la Educacién. Si esto es asi, el Bachillerato y los Estudios Uni
versitarios tendrdn que cambiar sus objetivos, perdiendo el de
aportar una base enciclopédica de conocimientos a la medida de lo
que se supone ha de ser la actividad profesional, y atendiendoen

primer lugar a sentar las bases para facilitar esa formacibn per

manente.

La introduccién de la Informética ha sido uno de los
acontecimientos decisivos en los profundos cambios sociales que
todos podemos detectar en la actualidad, dentro del fenfmeno que
se ha llamado "revolucién post-industrial"™ e incluso "revolucién
informitica", pero la misma profundidad de esos cambios, nos ha-
ce desechar la idea de gque lo que la informatizacién de la so-
ciedad exige a la Ensefianza es tan s8lo la introduccibén en los
cuestionarios de los temas gue necesitan saber los informiticos

de hoy dfa, o las personas que han de tratar con ellos.

La revolucién Informdtica estd afectando tan profunda-
mente a la Humanidad que obliga a una urgente revisién de todo

el proceso educativo.

Desde hace dos décadas se vienen alzando voces sefialando
la necesidad de esa reforma, su urgencia y las directrices gene-
rales que ha de seguir, y desde hace unos diez afhos, han comen-
zado a practicarse experiencias de ensefianza de la Informética
en cursos generales, no destinados a profesionales de ella, en
diversos paises europeos. Pero la verdadera respuesta de la En-
sefianza al desaffo de la Informdtica no puede quedarse en incluir
cursos de programacidn, hacer pr&cticas con ordenadores, y divul
gar los conceptos fundamentales del tratamiento de la inﬁmmﬁciém
sino que ha de afectar, a través de cambios en los puntos de vis

ta, objetivos y metodologias, a casi todas las asignaturas.

En Espana, hoy dfa, est§ ya en marcha un movimiento po-
deroso de reforma, llevado a cabo por algunos grupos de profeso-
res, jSvenes en su mayoria, que va asentando en el profesorado
las ideas necesarias para encauzar la Enseflanza con arreglo alas
ideas expuestas antes, mientras en la Universidad se han introdu
cido cursos de Inform&tica en muchas carreras, aparte de haberse
Ccreado las Facultades y Escuelas Universitarias de Informiticapa

ra la formacién de investigadores y profesionales que trabajen
en esa ciencia.

Cada vez va madurando mis la idea de introducir temas
relacionados con la Inform&tica en el Bachillerato. Afortunada-
mente, la mayor parte de los que preconizan esta reforma mues-
tran gran prudencia en sus conclusiones y nos previenen contra
los peligros de tratar de comenzarla por la inclusién de una nue
va asignatura con ese nombre. Una accién de este tipo, podria ser
inconveniente por distintas razones.

En primer lugar, la implantacién de una asignatura espe
cifica deberfa ser precedida por una tarea de formacién del opro-
fesorado, difficil de improvisar, y adem&s, habrfa que dotar a los
centros de material adecuado para darle el necesario caricter
préctico. Por otra parte, la introduccién prematura de una asig
natura de Informitica, con caricter general, tendria el efecto de
dar a esa enseflanza un caricter enciclopédico, a la medida de lo
que vienen haciendo los informiticos de los dltimos afnos, con te
mas que quedarfan anticuados ré&pidamente, y sobre todo, desvin-
culado de las restantes asignaturas; a los profesores de &stas,
les servirfa de pretexto la existencia de la nueva asignatura pa
ra "no meterse en su terreno", lo que, sobre todo en Matemiticas,
tendria consecuencias muy negativas.

Por ahora, han sido los profesores de Matemiticas losen
cargados de la introduccién de 1la Informética, y es seguro quees

to continuaré asf hasta que comience a formarse un profesorado
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especificamente preparado para todo lo relacionado con el tfati
miento de la informacién, aungue en ocasiones ha habido valiosas
aportaciones de profesores de otras disciplinas. Va creciendo el
nGmero de profesores de Matem&ticas interesados por el tema, pe
ro no con la rapidez deseable; las iniciativas particulares no

son suficientes para acometer la tarea de actualizacibén del pro
fesorado en esta materia, que deberfa ser emprendida por la Ad-

ministracién.

Algunos se resisten a admitir que la simple introduc-
cién de una nueva tecnologfa -la Informitica- pueda afectar sus
tancialmente a las Matemiticas y a su enseflanza; esta resisten-
cia es fruto de un triple error: En primer lugar, el de clasi-
ficar a la Inform&tica como una "simple" nueva tecnologia, ané-
loga a tantas otras introducidas en la sociedad por el progreso
humano; a diferencia de otras tecnologias, la informdtica abre
al hombre un nuevo campo de accibn totalmente inexplorado ante-

riormente: El1 tratamiento de la informacién fuera de la mente

humana.

Otro de los errores procede de la idea de que las Mate
miticas son un sistema formal hipotético-deductivo y sélo eso,
y de que su calidad se mide por el rigor empleado en su construc
cién, con lo cual no se comprende cémo una tecnologia puedeéfé;
tarle. En otras ocasiones me he pronunciado contra la simplici-
dad de esa concepcibn: Las Matem&ticas son un sistema formalhi
potético-deductivo en el mismo sentido que una escultura es un
s6lido al que se ha dado forma intencionada; vero lo que valora
una escultura no es la dureza y ausencia de defectos del mate-
rial s6lido, sino el mensaje que mediante ella se transmite del
escultor al que la contempla; no hay Matemética sin rigor, como
no hay escultura sin s6lido, pero no es ese rigor lo que valora
una construccibén matemitica , sino la satisfaccién que propor-
ciona al que la recibe, en su deseo de ahondar en su comprensién

o de auxiliarse con ella en la comprensidn de otras ciencias.
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El tercer error a que nos referfamos consiste en confun
dir el nombre "Matemdticas" de una asignatura de Bachillerato con
el de la ciencia de igual denominacién Y suponer que el objetivo
de esa asignatura es exclusivamente la ensefianza de Mateméticas,
a ser posible "puras" y acabadas, vy, naturalmente, abstractas. Es
to olvida que la asignatura de Matemdticas no puede prescindir
de la conexién de esa ciencia con la propia vida de los alumnos,
que lo abstracto tiene su origen -mediante la abstraccién- en lo
concreto, y que, para el alumno, las construcciones abstractas

de la Matemdtica se justifica porqgue permiten la comprensidén de
lo concreto que modelizan.

Los tres errores citados son los que inducen a creer en
la invulnerabilidad de las Matem&ticas frente a la accién de la
Inform&tica; hay que abandonar esa creencia; las Mateméticas mis
mas, y sobre todo la asignatura gque trata de ella, se estén vien
do poderosamente influidas por la aparicidén de la microelectrd-
nica aplicada al tratamiento de la informacidn.

Es muy posible que la ensenanza de las Matem&ticas cam
bie, ademds por el hecho de que la Inform&tica ofrezca nuevos mé
todos did&cticos, pero afin prescindiendo de ese aspecto, es mu-
cho lo que un profesor de Matemiticas debe cambiar en los obje-

tivos, la metodologfa y los contenidos de la ensefianza que im-
parte.

Uno de los objetivos de la educacibén ha de ser hoy 1la
pPreparacién para el cambio; no la preparacién para un cambio, si
no para vivir en una situacién de cambio permanente. Esa prepa
racifn es incompatible con una ensefianza dogmética, que presen-

ta una ciencia congelada, ocultando su g&nesis Yy su posible evo
lucién.

No bastard con la supresidn , en los programas, de las
técnicas de cdlculo con tablas de logaritmos, y de las prepara-



) en su asignatura para ensefarlos a los alumnos. No obstante, hay
ciones de las f6rmulas trigonométricas para un cllculo de ese

. , un grave peligro en hinchar los cuestionarios de innecesarios de
tipo, que ya no se volver4 a utilizar, tras la proliferacién de €

las calculadoras de bolsillo, sino gue deberemos preguntarnos
cudntos temas mis de los que imponemos a nuestros alumnos que-
dardn anticuados antes de gue esos alumnos terminen sus estu-

dios superiores.

Las Matem&ticas suelen aparecer expuestas a los alum-
nos en forma excesivamente dogmética. Las mismas razones que
mueven a seleccionar unos temas en lugar de otros quedan ocul-
tas para el alumno, y la invocacifén a la "autoridad" de los pla
nificadores de la ensehanza es cada vez menos viable, en vista
de los repetidos errores en gque se ha venido cayendo. Todo eso
deberfa cambiar; los objetivos de la asignatura de Matemiticas
ya no pueden ser el suministrar un repertorio enciclopédico de
conocimientos matemiticos, sino el dar a conocer la manera de
pensar y de expresarse propia de las Matemdticas, y la posibi-
lidad de elaborar modelos abstractos de los fenbmenos reales,
para poder manejarlos con los métodos del razonamiento deducti

vo, y con las m&quinas informdticas.

Por otra parte, mientras no haya profesorado especifi-
camente dedicado a la ensefianza de la Informdtica, parece razo-
nable que sea el de Matemiticas el encargado de informar a los
alumnos sobre las posibilidades de las nuevas técnicas de tra-
tamiento de la informacién, es decir, de ensefiarles los funda-
mentcs y las aplicaciones de los ordenadores, de las bases de
datos, de las pantallas gr4ficas, de las miquinas de contral nu
mérico, etc. asf como de informarles sobre lo que son los pro-
gramas, los c8digos, los registros, los convertidores anal8gico
~-digitales, etc. Todo lo citado ha entrado ya a formar parte de
la vida cotidiana, y en alguna parte del Bachillerato habré que
ocuparse de estos temas, gue se han incorporado a la "cultura
general". El profesor de Matemdticas no puede permanecer al mar-

gen de esos nuevos elementos culturales, y debe encontrar sitio

talles tecnoldgicos, clasificaciones, terminologfas y datos, que
ademis de salirse de las necesidades culturales, corren peligro

de quedar anticuados en pocos afos.

Nuestros alumnos tendr&n cada vez mayores necesidades
de expresarse con una precisién y claridad superiores a que las
que se exigfan en generaciones anteriores; ello se hace impres-
cindible si surge la necesidad de comunicarse con las miquinas
informiticas. Uno de estos medios de expresibébn clara a que de-
ben habituarse los alumnos es el de los organigramas o diagramas
de flujo, que permiten expresar el algoritmo capaz de resolver
un problema determinado. Es muy f&cil explicar a cualquiera co-
mo se hace un organigrama, pero a muchas personas de formacién
cldsica les cuesta trabajo construir los primeros e inclusc in-
terpretar otros ya hechos. Otro de los medios de expresién clara
lo constituyen los lenguajes de programacién para ordenadores
La proliferaci6n de estos lenguajes y su rdpida evolucidén hace
poco recomendable dedicar un tiempo sustancial a ensefiar uno o
varios de ellos, pero como alqunos son cada vez mas f&ciles de
aprender, puede estar justificado el escoger uno para ensefiarlo

a los alumnos, a modo de ejemplo de lo que se puede conseguir
con ellos.

Otro cambio, que la introduccidn de la Informitica exi
ge a la Ensenanza, afecta a la idea que estamos dando a nuestros
alumnos sobre lo que es un problema y lo que constituye una so-
lucidn vdlida; en Matemiticas, los problemas que se proponen aca
ban por formar una perspectiva deformada de la asignatura que se
trata de ilustrar.

En primer lugar, convendrd que el alumno distinga desde
el principio las dos fases de la resolucibn de un problema: 1la

de programacif€n y la de ejecucién; en la primera se idea la rla



niticacién de las operaciones que conducirdn a la deseada solu-
cién, y en la segunda se llevan a cabo esas operaciones. La po-
sibilidad de entregar la fase de ejecucifén a una méquina, exige
que el resultado de la fase de programacidn sea totalmente cla-

ro y exento de ambigliedades.

El tipo m&s sencillo de "programa", en el sentido ante
rior, es la "férmula", o secuencia de operaciones indicadas pa-
ra ser realizadas con los datos. Es una costumbre viciosa la de
acostumbrar a los alumnos a que la resolucidén de todo problema
acabe con una férmula, que permite calcular el resultado si se

introducen en ella los datos.

Normalmente, s8lo unos pocos problemas, como la descom
posicién en factores primos, la formacién de la tabla de é&stos
o el cédlculo del m.c.d., se presentan a los alumnos como resuel
tos mediante un "programa", que no es una fdrmula, sino un proce

so descrito con mayor o menor precisién y claridad.

De ahora en adelante, debe desaparecer la obsesifn por
las soluciones explicitas, dadas mediante una férmula, que lle-
va a clasificar como imposibles los problemas que no conducen a
ellas, como la resolucibén de una ecuacién de grado superior alse
gundo. Ademés, hay que acercar los problemas a la realidad, so
pena de que la préctica de los mismos se convierta en una acti-
vidad deformante, en lugar de constituir un ejercicio enriquece
dor. Este acercamiento tiene dos aspectos interesantes: La ne-
cesidad de tener en cuenta los medios disponibles y la economia
de la ejecucibén de los programas que los resuelvan, y el recono
cimiento explficito de que los problemas reales suelen ser comple

jos, afin cuando sean féiciles.

El primer aspecto, relativo a los medios disponibles,
afecta al concepto mismo de problema v al de solucién de éste.
En muchas ocasiones he mostrado cbmo el problema de calcular
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Ji fgi- tiene como solucién loge2, si se dispone de tablas de lo
garitmos o calculadores con funciones, pero el problema de cal-
cular loge2, tiene como solucibn la evaluacién gréfica de J2 %?
si no se dispone de ellas, pero s{ de papel milimetrado y Gtiles

de dibujo.

En Intima relacibn con la consideracidn de los medios
disponibles estd la cuestidn de la evaluacién del esfuerzo exi-
gido por la ejecucién del programa que se presenta como solu-
cién del problema.

También deben acercarse los problemas presentados en
las clases a los de la realidad en lo que se refiere a la com-
plejidad que ordinariamente ofrecen &stos. Por supuesto que en
Matemdticas hay que estudiar problemas super-simplificados, ver
daderas abstracciones de los reales, puesto gue los métodos de
abordar éstos suelen basarse en la aplicacidn reiterada de los
simplificados; pero ésto debe reconocerse explicitamente, en lu-
gar de pretender que los problemas elementales estudiados tienen
como propSsito su aplicacién directa a la realidad; hoy dfa dis
ponemos de medios para abordar los problemas cuya dificultad re
side en el elevado nfimero de datos que se han de manipular, aun

cuando sean sencillas las operaciones que hay gque hacer con ellos.

Hay problemas cuya parte realmente matemitica es casi
inexistente, como es el de poner en orden una lista de nmeros
© nombres, que se da desordenada. Estos tipos de problemas, no
s6lo se ha ignorado sistem&ticamente en la ensenanza de Matem&-
ticas de Bachillerato, sino que se ha ido deformando la visidn
del campo de las aplicaciones dada a los alumnos, hasta el pun-

to de que es diffcil que reconozcan una de estas cuestiones co-
mo un verdadero problema.

Todo lo anterior nos muestra lo profundamente que el

profesor de Matemédticas tendrd que cambiar su manera habitual



- 36 -

de conducir la Ensefianza, si quiere atender a las exigencias de
la sociedad cambiante a la que deberdn incorporarse nuestros alum
nos de los préximos afios. También pone de manifiesto que ese cam
bio de nuestras ensefianzas no puede consistir simplemente en la
introduccién de una asignatura nueva, o en la adicién de unos te
mas a los programas de Matem&ticas, sino que los mismos objeti-

vos de la Educacién han de sufrir una seria revisién.

Algunos, cuando se dieron a conocer los primeros infor
mes del Club de Roma en torno a los limites al crecimiento, los
interpretaron en un sentido catastrofista, gue senalaba un negro
destino irremediable para la Humanidad; otros preferfan seguir

confiando en el poder de reaccién del Hombre ante las circuns-

n " B -
tancias adversas, y pensaban que los problemas "se" irfan solu

cionando a medida que se fuesen presentando como graves; yo me
inclino a esta visidn optimista, pero a condicién de no caer en
la trampa que encierra el impersonal empleado; los problemas no
"se" ir&n arreglando, sinc que los irdn arreglando, si quieren
sobrevivir, nuestros alumnos de hoy. El objetivo de nuestra En-
sefianza debe ser simplemente ayudarles a emprender esa tarea.
Nuestros alumnos se han de enfrentar a lo largo de su vida con
problemas mucho m&s graves, y sobre todo mis dinfmicos, que los
que tuvo cualquier generacién pasada; ciertamente dispondrén de
medios mucho mids eficaces y poderosos, que, en gran medida, de-
penderé4n de la Informitica. Ayudémosles, por tanto, a valersede

esos medios en su tarea de construir un mundo mejor.
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LA EVOLUTA Y EL PAR DE BANDERILLAS

Por José Javier Etayo
De la Real Academia de Ciencias

En "La Codorniz" de aquellos mis tiempos solfa apare
cer una serie de ingeniosos y divertidos relatos, firmados me
parece que por Vitinovski -quiz& Victor Vadorrey, no lo sé- qug
invariablemente empezaban asf: "Pox aquel entonces era yo un ma
nLno joven e Lnexperto...". Tentado he estado de elegir el mis-
Mo comienzo puesto que, ya que no marino, sf gue era yo por en-
tonces un estudiante joven e inexperto; y un tantico aficionado
a los toros, también.

Y acertd a caer en mis manos un artfculo del conde de
Colombi en el que hablaba de un trabajo inédito que &l posefa,
obra de don Amds Salvador: una "tauromaquia" bien original, no
s6lo por la personalidad de quien la escribif, sino también por
Su contenido, que estaba dedicado a las relaciones entre 1la geo
metria y los toros.

Don Am8s Salvador y Rodrig&fiez no respondfa, en efec-
to, al modelo clésico de autores de tauromaguias que desde Pepe
Hillo han sido, siempre toreros o crfiticos y comentaristas tau-
rinos. Fue, por el contrario, notable hombre pGblico, inspector
general de Caminos, Canales y Puertos, Senador Vitalicio, Minis
tro de Hacienda, de Agricultura, Industria, Comercio y Obras PG
blicas, Instruccidn PGblica, Bellas Artes y Fomento; Acadé&mico
Numerario de Ciencias Morales y Polfticas, de la Real Acadenia
de San Fernando y de la de Ciencias, en cuya presidencia suce-
did a Echegaray ; presidente de distintos consejos, como el de
la Compafifa Arrendataria de Tabacos; Gobernador del Banco de Es

pafia; y autor de publicaciones muy diversas, lo mismo de estra-
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tegia militar o conservacifn de monumentos gque de astronomia,
regimenes de ensefanza o perspectiva... Tampoco resulta, pues,

raro que escribiese sobre toros.

Aquella tauromaquia suya no cabia, por supuesto, en un
articulo periodistico. Colombf, mds taurino que gebmetra, se li
mitaba a consignar algiin detalle elemental y asequible a todos,
como la forma circular del ruedo, por ejemplo. La Gnica cosa in
teresante gque mencionaba, sin comentarla, naturalmente, era la
que va a ser objeto de esta pequefia nota: que en las banderillas
al cuarteo el toro recorre una curva que es la evoluta de la que
recorre el torero. Daba la impresibén de gue la incluia para que
se viera gque en aquellos apuntes habfa también profunda doctri-
na y no s6lo imigenes simples, pero dejaba con las ganas de ha-
ber leido en su totalidad un texto gue uno imaginaba lleno detrac
trices, curvas de persecucibn y otras acreditadas construcciones.
Ya que no he tenido ocasidén de conocer ninguna de ellas, hagamos

una breve descripcidn de la antes anotada.

A poco que el lector haya visto una corrida, aunque
sea en televisibén, recordard que, situado el toro en T y el van
derillero en B, &ste cita y sale corriendo en direccién que po-
demos suponer perpendicular a la recta BT. Asf va describiendo
una curva, BE, mientras el toro recorre en su persecucién la cur
va TE, en cada uno de cuyos puntos la tangente pasard, natural-
mente, por el punto de la curva BE en el que en aguel momento
se encuentre el banderillero, ya que el toro mirard siempre ha-
cia él. De este modo llegan los dos al punto E de encuentro de
ambas trayectorias: es el momento del embrogue en el gque el ban

derillero clava su par (ver Figura).

Poco mis o menos, éste seria un par al cuarteo. La
descripcifn serviria igualmente para otros pares, como los "de
poder a poder" o "de dentro a fuera": el toro esti plantado al
hilo de las tablas y el matador lo cita desde el estribo de la
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barrera saliendo hacia el ruedo, hacia los medios, en la forma
indicada.

Cabe asf imaginar, en una consideracibn ideal del Fro
blema, que en cada posicibn de ambos protagonistas en un momen
to dado, T' y B! por ejemplo, la tangente en T' a TE, que ha-
brd de pasar por B', sigue siendo perpendicular a la tangence
en B' a BE; es decir, cada tangente a la curva TE es normal a
la curva BE. Entonces, la curva TE, como envolvente de sus tan
gentes, serd la envolvente de las normales a la curva BE o, lo

que es lo mismo, es la evoluta de BE, como afirmaba el texto.

Es claro, por la manera de contarlo, que éste es un
modelo ideal, como muchas veces ocurre en los modelos matem&ti
cos, al cual s6lo aproximadamente se ajusta el hecho real. Esa
perpendicularidad que hemos Supuesto entre las tangentes a am-
bas trayectorias en cada momento, no tiene por qué darse en 1la
realidad; incluso diffcilmente se dar&. Con lo cual TE serfaen
volvente de rectas no necesariamente normales a BE Y, por tan-

to, podria no ser exactamente su evoluta.

Pese a estas posibles Y pequenas inexactitudes, nada
infrecuentes en los modelos teSricos, bien puede aceptarse &s-
te de la evoluta para describir determinados pares de banderi-
llas. Y como se trata, me parece, de un ejemplo suficientemen-
te sugestivo Y Poco habitual, no estari de mi&s que, burla bur-



lando, lo elijamos para ilustrar y recordar la teoria de lasen
volventes y de la evoluta. Con lo cual alguna utilidad habremos

conseguido extraer del tercio de banderillas.

Porgue suelen decir algunos aficionados que se trata
de una suerte infitil: una vez picado el toro, ¢qué dafio pueden
hacerle ya las banderillas? Pero que si subsiste es justamente
por ser bella, con esa belleza gue suele ir unida a la inutili
dad. "la verdadera befleza ~-dice Felipe Sassone- e4 casdi sLem-
pre indtil. Tndtil es La suente de bandeniflas, pero Aindtil es
también La estatua, ef cuadrno, el friso, La cenefa, La piedrx

preciosa, el penfume, el beso y La gLon”.

RETICULOS EN LA MATEMAFICA_ELEMENT&E

Por Eugenio Roanes
Catedrdtico dela E.U. "Pablo Montesinos"

Esta sencilla estructura, que aparece dualmente como
relacifén de orden y como estructura respecto de dos operaciones,
subyace en diversos problemas propios de la Matemdtica Elemental,
por lo que pueden ser de interds did4ctico algunas de las consi-
deraciones que se indican a continuacidn. Comencemos recordando
brevemente la citada dualidad.

ORDEN RETICULAR Y ESTRUCTURA DE RETICULO

Una relacibén de orden {, entre los elementos de un
conjunto R, se dice que es un orden reticular, si para cada par
de elementos, x e y, de R, el subconjunto { x,y} posee fnfimo (m&
Ximo de lascotas inferiores) y supremo (minimo de cotas superio
res), respecto de ¢.

Si (R, ) es un orden reticular, entonces entre los
elementos de R pueden definirse las dos operaciones siguientes:

X Vy = supremo { x,y} ; X Ay = Infimo { x,v}

Yy estas dos operaciones (V y A), resultan ser conmutativas y aso
ciativas y adem&s verifican las dos propiedades simplificativas
siguientes:

X VIXAY) =x; x AxVy) =x



por lo que se dice que R posee estructura de reticulo respecto
de Vy A, o que (R, V, A) es un reticulo. (Las propiedades idem
potentes siguen de las anteriormente citadas).

Reciprocamente, si en un conjunto R se definen dos
operaciones, V y A, conmutativas, asociativas y simplificativas,
es decir, si (R, V, A) es un retfculo, entonces entre los eleamen

tos de R puede establecerse la relacién ¢, definida asi:

X { Y, sf y solo s{ Xx Vy =1y (esdecir, si xAy = x)

que resulta ser una ordenacifn reticular. Por ello suele decirse,

mds explicitamente, que (R, V, A, {) es un reticulo.

El detalle de las demostraciones de lo anteriormente
indicado, y de lo que se expondr8 después, puede verse en libros
no especializados que dedican un capftulo al tema, como son el
(1), (3), (4) 6 (6), de la bibliografia citada al final, e inclu

so en libros de iniciacibn, como (2) & (7).

EJEMPLOS ELEMENTALES

A) La inclusibn (no estricta) de partes de un conjunto E, esun
orden parcial, tal que, para cada par de subconjuntos, X e
Y, los subconjuntos de E en los que ambos estén contenidos,
poseen un minimo (la unién de X e Y), y los subconjuntos de
E contenidos en ambos, poseen un miximo (la interseccibn de
X e Y), luego es un orden reticular, y en consecuencia (P(E),
Ur Ny €) es un reticulo, el reticulo de partes de E.

B) Un nGmero natural x se dice divisor del y, si existe un na-
tural n, tal que nx = y. Se escribe x|y. Esta relacibn es de
orden parcial, y para cada par de naturales, x e y, los nl-
meros naturales de los que ambos son divisores, tienen un mg

D)

E)

F)

- 43~

nimo (el m.c.m. (x,y), que designaremos x Vy), y los divi-
sores comunes de ambos tienen un miximo (el m.c.d. (x,v),
que designaremos x A y), luego es un orden reticular, yen
consecuencia (N, V, A, |) es un reticulo, el reticulo de

divisores de IN.

si d(v) es el conjunto de subespacios vectoriales del pla-
no vectorial V, la inclusién es un orden reticular, del
que resultan, en el modo indicado antericrmente, dos ope-
raciones, la suma y la interseccifén de subespacios, por lo
que (Z(v), +, N, <€) es un reticulo, el reticulo de las va-
riedades lineales de V.

Sea G(P) la familia de subconjuntos convexos del plano P.
Si X e Y son dos subconjuntos convexos de P, su intersec-
cibn es otro convexo, pero su unibén puede no serlo. Ahora
bien, la intersecci6n de todos los convexos que contienen a
X e Y es otro convexo, el mfnimo convexo que contiene a am
bos, llamado unién convexa de X e Y, que representaremos X
V Y. ast (€(P), Vv, N,S) es un reticulo, el reticulo de los
convexos de P.

En la introduccibén habitual de la integral de Riemann, sedi
ce: wuna particién del intervalo cerrado [a, b] de reales,

es un subconjunto finito de reales X ={xy, X,/ ..., X } ta
les que a = Xg < X3 < ...< x. = b. La particibn X se dice
anterior a la Y = {yo, Yy ceen ym}, y se escribe X X Y, si
para cada i ¢{0, 1, ..., n}, existe j €{0, 1, ..., m},
tal que Yy = ¥;- Esta relacibén | es una ordenacibn reticu-
lar.

Dos poligonos Pi’ P. se dicen no solapados, si no existe nin

3
gn trifngulo contenido en ambos. Si los polfgonos Py, Py,
Y Pn son no solapados, dos a dos, y su unibn es el polf

gono P, se dice gque determinan una descomposicibén de P, lo
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que se puede denotar: P = Py ® P2 ® ... ® P . Esta descom
posicibén se dice anterior a la P = Pi ® Pé ® ... ® P&, si
para cada j & {1, 2, ..., m}, existe i € {1, 2, ..., n},

tal que Pﬁ E'Pi' Esta relacién de anterioridad de descompo
siciones de un poligono, P, es una ordenacién reticular, v
es muy Gtil a la hora de probar la transitividad de la equi
valencia de poligonos (via equidescomponibilidad), que per
mite formalizar el concepto de &rea, como puede verse en el
tema 17 de (10).

RETICULOS DE BOOLE

Sea (R, V, A, ¥) un reticulo. Si cada una de las dos
operaciones, V y A, es distributiva respecto de la otra, se di-

ce que es un reticulo distributivo.

Un elemento i &€ R, tal que para todo x € R, sea i £ x
(es decir i V x = X, o equivalentemente i Ax = i), se llama ele
mento inicial del reticulo. An&logamente, un elemento u ¢ R, tal
gque para todo x ¢ R, sea x < u (es decir u vV x = u, o eqguivalen-
temente u A x = x), se llama elemento final del reticulo. Obvia

mente, tanto i como u, si existen, son finicos.

En un reticulo con elementos inicial y final, dado un
elemento x € R, puede existir un elemento x' ¢ R, que verifique

las dos condiciones:
X VX' =u, x Ax' =1
en cuyo caso se dice que x' es complemento del x. Si cada elemen

to de un reticulo tiene complemento, se dice que es un reticulo

complementario.

Los reticulos distributivos y complementarios se lla-
man retficulos de Boole (tradicionalmente &lgebras de Boole).

- 45 -

El reticulo de partes del conjunto E (ejemplo A) es de
Boole, pues es distributivo (la unién es distributiva respecto
de la interseccifn, y &sta respecto de aquella) y complementa-
rio (# es el inicial, E el final, y el complemento de cada par-
te X, de E, es su complemento conjuntista). Otros ejemplos usua
les son: los sucesos estocdsticos del cilculo de probabilidades,
el dlgebra de proposiciones y el &lgebra de interruptores (v&a-

se (5), por ejemplo).

El reticulo de divisores de N (ejemplo B) es distribu-

tivo, pero no complementario, pues aunque posee inicial y final

(uno y cero), no existe complemento del niimero 6, por ejemplo
(no existe n, tal que n V 6 = 0y n A6 = 1). No es pues de Boo
le.

El reticulo £(v), del ejemplo C, es complementario, pe-

ro no distributivo (como contraejemplo basta considerar tres rectas vec—

toriales distintas). Por ello no ez Gnico el complemento de las

rectas vectoriales (si fuera de Boole, el camplemento serifa finico) .

El reticulo de los convexos de P (ejemplo D) no es dis-

tributivo, ni complementario. Como contraejemplo de distributi-

vidad basta considerar dos puntos distintos Y su punto medio (co
mo subconjuntos unitarios). Por otra parte, existen inicial y fi
nal (4 y P), pero no todo convexo tiene complemento convexo {(un
semiplano si tiene, pero no una recta).

Los cuatro ejemplos precedentes hacen ver, que en un
retfculo, distributividad no implica complementariedad, ni reci
procamente. El andlisis de estas propiedades en los ejemplos E
Yy F se deja como entretenimiento al lector.

APLICACION DIDACTICA DE UN ISOMORFISMO DL RETICULOS

La aplicacifn inyectiva h: R + R' se dice que es un iso-
morfismo del reticulo (R, vV, A, <) en el (R',V, A, <), si pa-
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ra cada dos cualesquiera elementos X, ¥ €R, se verifica: X<y,

sf y solo si h(x) X h(y). Esta condicién equivale a las dos si
guientes:

h(x Vy) = h(x) V h(y), hix Ay) = h(x) A h(y)

Trataremos a continuacifn una sencilla aplicacidén di-
d&ctica.

Los nmeros naturales que son potencias de primo con
exponente natural no nulo (como 23, 52, 71), se llaman prima-
rios (por ser generadores de ideales primarios en el anillo prin
cipal de los enteros). Sea 7 el conjunto de los nfimeros prima-
rios. Como caso particular del ejemplo A, serd (P(n), U, N, <)
un retfculo.

Sea h: N — P(n) la aplicacién que asocia, a cada natu-
ral x, el subconjunto de los nGmeros primarios que sean diviso-
res de x. Asi, si x = 360 = 23 -32 *5 es la descomposici®n pri-
maria de x (en producto de primarios de distintas bases), enton
ces h(x) =(2, 22, 23, 3, 32, 5}. Considerando las descomposi-—

ciones primarias de dos nmeros, x e y:

(en que algunos exponentes e eﬁ pueden ser nulos), es inmedia
to verificar que X|y, si y solo si h(x) & h(y), es decir que h
es isomorfismo del retficulo (N, V, A, [) en el (P(m), U, N, <).

Este isomorfismo permite reducir el cilculo del m.c.m.
y m.c.d. de dos nfimeros, x e Y+ al cllculo de la unibn e inter-
seccibn, respectivamente, de h(x) y h(y). El1 detalle del desa-
rrollo puede encontrarse en (9).
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Este estudio de la divisibilidad sugerido es, sin du-
da, mucho m&s asequible a los alumnos que el basado en el algo-
ritmo de Euclides, o en la consideracibén de los ideales del ani
llo de los enteros, y su utilizacién solo exige el estudio pre-
vio de la factorizacién prima de n@meros naturales. Otra venta-
ja es la sencillez con que se obtienen las propiedades del m.c.d.
Yy del m.c.m. por transferencia de estructura. (Notemos gue aun-
que P(7n) es de Boole, im(h) no es complementario, lo mismo que
N, vV, A, ).

Otro sencillo ejemplo de isomorfismo de reticulos es
el existente entre el 4lgebra de interruptores y la de proposi

ciones.

De lo expuesto, solo se desea concluir que los profe-
sores de matemdtica no superior podemos explotar mis esta senci
lla estructura de retfculo, que aparece subyacente en multitud
de problemas elementales (divisibilidad en IN, particiones para
integracifn Riemann, descomposiciones de un poligono, etc.).

El complemento al capftulo 5 de (8) es una excelente
introduccibn al tema, a nivel de bachillerato, pero hay que ha-
cer constar que el ejercicio de la pigina 130 es erréneo, ya que
no es retfculo, pues entre los cfrculos abiertos contenidos en
otros dos, cuyas circunferencias borde sean secantes, no exis-

te ninguno que contenga a todos ellos.
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UN PROBLEMA "GLOBALIZADOR"

Por Juan Linares C&ceres y Justino Alfonso Gonz&lez Pintado
Profesores de Matemiticas y de Pré&cticas del Metal, respectivamente,
en el Instituto Politécnico de Toledo

Es conocido el abandono de la enseflanza de la Geome
tria en los actuales planes de estudio. Sin entrar en los mo-
tivos que han conducido a esta situacién lamentable, presenta
mos una experiencia de clase realizada en nuestro Centro por
considerarla de interés teSrico-préctico, objetivo primordial
de una buena ensefianza de la matemitica en la Formacidn Profe
sional. La cuestién nos fue planteada por los propios alumnos
en conversacibén informal sostenida en el tiempo de recreo. Se

trata del curioso problema conocido como "problema de la ca-
bra".

Un prado circular, de 20 m de difmetro, es heredado
por dos nermanos. Uno de ellos, poseedor de una cabra, desea
conocer la longitud de la correa con la que ha de atar a la ca
bra para que alcance a comerse la hierba de la mitad del pra-
do. La estaca de sujecibn de la correa se colocard en la fron
tera del prado.

Propusimos el problema en dos clases de diferente ni
vel. En la primera los alumnos s6lo podfan utilizar conocimien
tos elementales de la Geometria que habian estudiado. En la se

gunda, los alumnos posefan ya nociones de Cilculo Integral.

Solucifbn geométrica

El drea del prado es w-102, &sto es, aproximadamente
314 m2. La mitad es 157 m2
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Si con centro en O' dibujamos la circunferencia de
radio 10 m, el &rea del huso AQA'O', por el que puede pastar
la cabra, dentro del prado, es 122,73 m2. (E1 c&lculo es sen-
cillo). Por tanto, no alcanza a comerse la mitad de la hierba
del prado. Le faltan 34,27 m2. Debemos, por tanto, alargar la
longitud de la correa. ¢En cudnto? Sea 0'X la nueva longitud
de la correa, &sto es, 10+x, x = AX. Ahora el irea contenida
en el prado, es la anterior incrementada en la porcibén de co-
rona circular ADD'A', que es la tercera parte de la corona com
pleta, menos los dos trii&ngulos ADX y A'D'X', por estar situa
dos en el exterior del prado. Triéngulos que podemos conside-
rarlos aproximadamente como formando entre los dos un triéngu-
lo rectilfneo equildtero de altura AX = x. Y, en consecuencia,
tenemos la ecuacibén que nos proporciona una solucifén aproxima-

damente del problema:

2

m(10+x) % - 102 _ /3x 2

3 3

= 34,27 m

I

esto es,

(r=v/T)x2 + 20mx = 102,81 m°

Ecuacifn que resolvemos mediante una calculadora de bolsillo,

obteniendo x = 1,58 m Y, por tanto, la longitud de la correa:

l =11,58 m

Segunda solucidn

Sea CO la circunferencia contorno del prado, de ra-
dioc 10 m, y C la correspondiente a la de radio 10+x, longitud
de la correa.

Ecuacibn de CO: (x-lO)2 + y2 = 100

Ecuacién de C : x“ +y =r2 (radio desconocido)

) c

La abscisa del punto P de

interseccifn de ambas es:

Por tanto el &rea, cuya

medida ha de ser la cuarta

parte de la del prado, 25w, seré:

2
7 F
Y 20x -x2 dx + r2-x2 dx = 25
2
0 %
20

Calculadas las integrales, mediante los conocidos cam

bios de variable, se llega a la ecuacién trascendente (incégni
ta r)
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r

S~ 2_ (200-r2)
% r 400-r2 ~100 arc sen £--—igg--r2 arc sen —él + ——=0
400 20] 4

gue puede resolverse, por aproximaciones sucesivas, si dispone
. " _

mos de una calculadora gque tenga la funcibén "arc sen". No obs

tante, hemos elaborado el siguiente programa para el Sinclaire

Z X Spectrum, que por interaccin nos ha dado la solucidn:
r = 11,596164 m .

Con error menor que una millonésima.

Obviamente la naturaleza del problema no exige este
grado de aproximacibén en la solucibén. Es incluso absurdo, pero
puede ser un buen pretexto para iniciar a los alumnos en las mo
dernas técnicas inform&ticas necesarias hoy dfa en la formacidn
profesional.

PROGRAMA
BORDER @: PAPER @: INK 7

1¢ PRINT "HOLA! ESTOY CALCULANDO LA LONGITUD DE LA CUERDA
PARA AMARRAR A TU CABRA"

5@ LET A=11:LET B=12

55 LET R=(A+B)/2

6@ LET C= 36@/6.28319

65 LET D=4Q@-R+t2

7@ LET E=R*(SQR D)

75 LET I=1@@*C*ASN (-D/40@)
8@ LET P=R+2*C*ASN (R/20)
85 LET U=(D/4)*3.14159

9¢ LET V=(E-I-P)/2+U

1¢@ LET AV=ABS V
11¢ IF AV<1/10@@@@ THEN GO TO 9¢¢
12¢ IF V>@ THEN GO TO 200
13@ IF W@ THEN GO TO 39¢@
2¢@ LET A=R:GO TO 55

3¢@ LET B=R:GO TO 55

9@ PRINT "RADIO","VALOR F"
95@ PRINT R,V:STOP

U
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EL LABORATORIO DE MATEMATICAS

Por José& Fco. Carballido Quesada
Escuela Universitaria de Ingenieria Técnica Industrial (Madrid)

INTRODUCCION

En nuestra diaria labor como ensefiantes de Matem&ti-

cas, muchas veces observamos la tendencia al memorismo en los

conceptos y en la resolucibn de problemas gque tienen una buena
parte de nuestros alumnos. A mi juicio falta gue calen més en

los conceptos, en las consecuencias que de ellos se derivanven

las interconexiones gque existen entre los distintos temas; asi-
mismo opino que serfa muy deseable gue si no todos, al menos una
buena parte de los resultades matemiticos que ensefiamos, se in-
corporarén al bagaje intelectual de los alumnos Y que éstos fue
ran capaces de utilizarlos en situaciones alejadas de las que ha
bitualmente se plantean en la clase de Matemiticas. En el camino
para lograr estos propfsitos, sin duda ambiciosos, considero muv
recomendable la creacibn de un Laboratorio de Matem&ticas en el
cual se proporcione a los alumnos la oportunidad de gue practi-
quen con los conocimientos vertidos en el aula.

EL LABORATORIO DE MATEMATICAS

Bisicamente consistirfa en habilitar un local lo su-
ficientemente amplio para albergar a los alumnos de un grupo y
a los medios técnicos que juzgdramos convenientes para ayudar a
conseguir los prop6sitos antedichos. Entre los citados medios y
a tftulc de ejemplo cabrfa destacar:
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c) Servir de "puente" entre la ensefianza y la reali
dad.

- Ordenadores personales. Aparte de sus cldsicas
aplicaciones en cdlculo ndmerico, simulacidn deex

perimentos aleatorios, etc. ..., serfan utiliza-

. Ademis la existencia de este laboratorio conllevarfa
dos por los alumnos para los cilculos que surgie-

la realizacibn por parte de los alumnos de una serie de traba-
ran en los trabajos de los que m&s adelante habla P P

jos o précticas.
remos.

- Construcciones para mostrar diversas cuestiones ma
PRACTICAS EM EL LABORATORIO

teméticas, como maguetas para las incidencias en-
tre rectas, planos y superficies; circuitos eléc- Las definirfa como el estudio y resolucién de proble

tricos para el estudio de las dlgebras de Boole, mas reales enunciados en términos no directamente iguales a los

etc. gue figuran en el programa y en los contenidos de la asignatura,
pero que son susceptibles de ser resueltcs con dichos conteni-
- Instrumentos de medida, de los cuales muchos los po

dos.
demos fabricar nosotros mismos o tomarlos de la rea
lidad que nos rodea como el vGmetro de un magnetd Caracterfsticas
fono para mostrar la correccifn logaritmica, gonib i
' - Destacaria las siguientes:
metro y clinbmetro para la medida de &ngulos, etc. El
Asi como reproducciones o carteles de otros instru a) Contribuyen a fortalecer lcs conocimientos tebri-
mentos antiguos y modernos: astrolabio, sextante, cos por la necesidad que existe de aplicarlos.
b) Durante su realizacifn los alumnos manejan apun-
- Equipo de video con una videoteca de programas pre tes, libros, opiniones y eventualmente otros me-
grabados. dios como ordenador, aparatos de medida, etc.
s c) Retroalimentan una motivaci6n extra para la asig-
- Biblioteca, ) P El
natura.
De este laboratorio asf constituido, destacarfa comc d) Brindan la posibilidad de que los estudiantes tra
fines principales: bajen en grupo y as! practiquen esta modalidad que
complementa a la habitual.
a) Constituir un campo de experimentacibn de la mate
ria que se ha desarrollado en el aula. Clases précticas
b) Manejar de forma simultinea conceptos de distin- a) De cardcter especifico. Son aquellas en las que se

tas partes de la asignatura. utilizan los conocimientos de un solo tema. Se em
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plean bien para servir de refuerzo en el apren-
dizaje de dicho tema, bien para conocer algunas

de sus aplicaciones reales.

b) De cardcter global. En &stas se manejan conoci-
mientos de varios temas. Su empleo es aconseja-
ble para poner de manifiesto las interconexiones
que existen entre dichos temas o para conocer una
posibilidad de aplicacibén conjunta.

EJEMPLOS DE PRACTICAS

Como va se ha indicado anteriormente cada una de
ellas serfa realizada por un grupo de alumnos, debiendo al fi
nal confeccionar cada uno de los grupos una pequefia memoria con
todo el proceso,

1) Matem&8tica financiera

En un grupo de 3 alumnos uno jugard el papel de
banguero, otro de comprador y el tercero de vendedor.

El comprador se dispone a adquirir un bien, un
coche, por ejemplo, cuyo pago se realizard mediante una entra-
da y unas mensualidades. Dispone de una imposicién a plazo fi-
jo con una fecha de vencimiento futura y de un pagaré del Esta
do (que endosa a su valor actual). Como las cantidades resul-
tantes no bastan para dar la entrada, pide a un banco un cré-
dito pagadero en mensualidades.

Una vez facilitados los datos necesarios, en ca-
da grupo se analizari la situacién, se efectuar&n los c4lculos
Yy se rellenarén los impresos mercantiles necesarios (fotocopias
de originales).

_5'7..

Obsérvese que podemos disminuir la dificultad (su
primiendo la imposicién a plazo fijo, por ejemplo) o aumentarla
(afiadiendo la hip6tesis de la posesién de una cartera de valo-
res), para poder adaptarnos asf al nivel de los alumnos de ca-
da grupo.

2) Estudio de una parcela poligonal

Bien sobre el mismo terreno o bien sobre un plano
que lo represente (son recomendables los del Servicio Geogré&fi-
co del Ejército 1:50.000) sefialaremos a cada grupo el contorno
de una parcela con forma de poligono irregular. Con la ayuda de
un gonifmetro y una cinta métrica o de un transportador de &ngu
los y una regla, seglin los casos, se procederi a calcular el

drea de dicha parcela.

3) Instalaci6n de una alarma mediante rayo Sptico

En este caso se deberd instalar en un hueco circu
lar plano una alarma consistente en un foco emisor, una serie
de pequefios espejos y un foco receptor (cé&lula fotoelé&ctrica),
estando todos estos elementos situados sobre el contorno inte-
rior del hueco. Suponiendo que la longitud mé&xima eficaz del ra
yo 6ptico es conocida Yy mayor que el didmetro del hueco circu-
lar, se deberi hallar la ubicacién de los dos focos y de los es
pejos para que las &reas de los recintos limitados por los ra-
YOs sean iguales.
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ESTUDIO DE LOS PROGRAMAS DE i1ATEMATICAS DE BACHILLERATO DE
DISTINTOS PAISES

Por Paz Lucas Padin
I.B. Caldertn de la Barca. Madrid.

En estos momentos en que se esti preparando una refor
ma de las Ensefianzas Medias, parece conveniente repasar con de
tenimiento y objetividad los prooramas de Matem&ticas vigentes
en distintos paises, asf como el lugar que ocupa la ensefanza
de esa disciplina en los respectivos planes de estudio.

El trabajo es dificil, pues en muchos pafses los pla-
nes de estudios son distintos segfn los Estados, cantones, es-
cuelas, etc. En sucesivos n@meros de este Boletfin nos propone-
mos dar a conocer la informacién que hemos recogido acerca de
diversas naciones.

Un anilisis global de esa informacién, nos conduce a

las siguientes conclusiones:

18) Las clases de Matem8ticas en el Bachillerato dan

un promedio de 4,5 horas a la semana por curso.

28) Hay unagran relacién interdisciplinar con la Fi~
Ssica, sobre todo en lecs ejercicios.

32) En casi todos los paises se acaba el Bachillera-
to con un afo mis de edad que en Espaia.

42) La Geometrfa y la Trigonometrfa ocupan un amplio
espacio en los programas.

54) Se introduce un cierto formalismo, aunque no riguroso.
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62) Se aplica la Informitica para la resolucién de

problemas concretos de Matem&ticas.

72) Se utilizan con frecuencia construcciones algo-
ritmicas, quiz8 para su posterior empleo en In-
formitica.

82) En casi todos los pafses hay procedimientos de se
lecci6bn de alumnos, pero &stos son muy variados.
En Suiza hay un examen para acceso a los Liceos,
en Inglaterra durante los dos primeros afos seha
ce una especie de revédlida, en Italia hay dosen
sefianzas paralelas, una que habilita para entrar
en la Universidad y otra que permite el estudio

en Escuelas Técnicas, etc.

En los préximos nfineros de nuestro Boletfin daremos a
conocer, como hemos dicho antes, informacibn detallada sobre al
gunos paises, y para que &sta resulte mas completa, hacemos un
llamamiento a los socios que dispongan de datos de inter&s so-
bre este tema, para que los pongan a disposicién de los compa-

neros a través de esta publicacién de nuestra Sociedad.

3. PROBLEMZASAS

5.1 PROBLEMAS RESUELTOS

SOLUCIONES RECIBIDAS A LOS PROBLEMAS 42, 58 Y 62 DE LA XX1IV OLII\_‘I
PIADA INTERNACIONAL DE MATEIAATICAS. PARIS, 1983. (Ver Boleti-
nes nfS 2 y 3)

EJERCICIO N2 4

Sea ABC un triféngulo equildtero y E el conjunto de
los puntos de los segmentos AB, BC y CA (que incluyen a A, B
y C). ¢Serd cierto que en toda particién de E en dos sub-
conjuntos disjuntos existe al menos un trifngulo recténgulo cu

yoOs tres vértices pertenecen al mismo subconjunto?

Justifique su respuesta

. -8 -2 -R -

Soluciébn:

Sea ABC un tri&ngulo
equildtero de lado a. Sean S,Y
52 los dos subconjuntos de una
particién cualquiera de E en dos

subconjuntos disjuntos.

Dos de los tres vér-
tices pertenecen a un mismo sub
conjunto. Se puede suponer, sin
restringir ninguna generalidad,

que B y C pertenecen a S Sea

1
A;B,C; el trifngulo equilftero
BA1 =3 a, que es f&cil ver que

inscrito tal que CB

tiene sus lados perpendiculares a otros de ABC; sean N y P los
puntos medios de AC y AB, respectivamente, y le perpendicular
a BC.



Si P o N pertenecen a S entonces uno al menos de

'
los tridngulos CPB o CNB tienen su; vértices en Sl Yy son rec-

tédngulos. Supongamos gue, por el contrario, P y N pertenecen a
82; dos de los tres vértices del tridngulo AlBlcl pertenecen a
uno de los dos subconjuntos Sl 6 SZ; s1 pertenecen a Sl, uno de
los tridngulos rect&ngulos CAlBl, BClA1 o CBlcl’ al menos, tie
ne sus vértices en Sy Si C1, B, € S,, entonces C;, By, N € s,;
si Al’ Cl c 52, entonces Al’ Cl’ P & 82; si Al' Bl <3 52 Yy cle
Sl' resulta: S1 ademés Q €,Sl, serd Cl’ Q, B 6‘517 si por el

contrario, Q e,sz,seré Bl’ Al' Q € SZ'

taci6n a la pregunta del enunciado es afirmativa.

Resumiendo, la contes-

Francisco Lorenzo Miranda

Instituto "Cervantes"

EJERCICIO N2 5

¢Podrén encontrarse 1983 nlmeros enteros estrictamen
. . 5
te positivos y distintos, menores o iguales que 10~ tales que
tres cualesquiera de ellos no sean términos consecutivos de una

progresibén aritmética?

Justifigque su respuesta.
-R-®R -8 -

Soluciébn:

Consideremos el conjunto C de los nfimeros naturales
que, representados en base 3, cumplen las condiciones siguien-

tes:
a) Tienen menos de 12 cifras.

b) La totalidad de sus cifras son 0 6 1.
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El mayor de dichos nfimeros sers 111 ... 111(3= 310

+3% 4 o+ 341 = (3Mo1) 2 = 88573 <105, Bl cardinal del
conjunto C serd igual a VRll =211 . 2048 > 1983. Los elemen-

2
tos de C tienen la propiedad deseada, ya gue el doble de uno

cualquiera de ellos, escrito en base 3, tendri todas sus ci-
fras iguales a 0 6 a 2, y la suma, dos n@meros distintos cua-
lesquiera, pertenecientes a C, escrita en base 3, no puede te
ner todas sus cifras 0 6 2; por £anto, en C no hay tres n{me-
ros en progresién aritmética y la respuesta al enunciado es
afirmativa.

Juan Lobo

EJERCICIO N2 ¢

Sean a, b y ¢ las longitudes de los lados de un tridn-
gulo. Probar que:

azb(a—b) + bzc(b-c) + cza(c-a) >0
Determinar cuando se cumple la igualdad.
- B -8 - R -

Solucibn:

12) 5i el tridngulo es equilftero se verifica la igual
dad, evidentemente. Siendo x = p-a, ¥y = p-b, 2z = p~c, con p =
% (a+b+c), las longitudes de los segmentos determinados sobre
los lados del tri&ngulo por la circunferencia inscrita en &1,
se verifica a = y+z, b = z+x, ¢ = x+y, y los tres valores x, y,
Z, son positivos. Sustituyendo estos valores en la desigualdad
del enunciado, &sta resulta equivalente a la:



xy3+y23+zx3 > (/xyz (x +Y+z))2
Esta desigualdad se puede escribir en la forma
3 3 3 2
(xy~ +yz~ +2zx7) (x+y+2) >Vxyz(x+y+2z)

que no es sino la conocida desigualdad de Cauchy |5|2 |\_l|2 >

(G-¥) 2 aplicada a los vectores ﬁ(/g;jl /;23, /zxs), vz, VX,

YY) ; como es sabido, la igualdad sdlo tiene lugar cuando los
vectores U y V son paralelos, o sea si

lo que implica

como se deseaba demostrar.

Juan Lobo.
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SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS EN IA SECCION DE -VARIA-
DE NUESTRO BOLETIN N2 1

10000

Calcular el resto de 64322 al dividirlo por 17.

-8 -8 -8 -

Solucibn:

Puesto que 17 es primo y 64322 no es mGltiplo de 17,

643221% = 1 (m6a. 17)  (congruencia de Fermat)

y como 10000 es mltiplo de 16, el resto pedido es 1.

ENUNCIADO

Demostrar que las ternas (x,y,z) de nlmeros natura-

les que satisfacen ;1{--+l--+l = Iﬁ%ﬁ forman un conjunto finito (Olim

y z
piada Sueca, 1976). (En el enunciado se omitié la condicidn de

ser los nfimeros naturales).
- B - - R -

Solucibn:

Por ser x, y, 2z positivos se deduce de la condicién
del enunciado que x >1000, y >1000, z >1000; también se deduce
que al menos uno de los sumandos del primer miembro es mayor o
igual que 33%3. Suponiendo, por ejemplo, que es el primero, re
sulta x € 000. De todo ello se deduce que las soluciones consi



deradas pertencen al menos a uno de los conjuntos A = { (p,v,2)},
B ={(x,p,2)}, C={(x,y,p)}, con x >1000, y >1000, z >1000,
1000 < p < 3000.

1 ~1000 oo condicién;

1
Si (p,vy,z) € A, resulta §'+E = 1000 o
por ello, uno de los dos sumandos del primer miembro ser§ ma-
yor o igual a la mitad del segundo miembro; si lo es, por ejem
2 .
plo, el primero, serd y < §é¥g%%, luego las soluciones pertene
cientes al conjunto A son de los tipos (p,q,z) goépEy,q; con
1000 2000p 1_1_pg-1 p+g
1000 <p <3000, p—lDG% < 9= p-1000" y =z 1000 n g

< == ===k . Pues
to que el nfimero de valores gue puede tomar p es finito, resul-

ta también finito el nfimero de valores de g,y, en consecuencia,

los de y o los de z.

De todo ello se deduce gque el nfimero de soluciones
pertenecientes a A es finito, y anflogamente ocurre con el de
las pertenecientes a B 6 a C, con lo que queda probado lo desea
do.

Francisco Lorenzo Miranda

Institutce "Cervantes.
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3.2 PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMAS PROPUESTOS EN LA XXV OLIMP{éEA_MATEMATICAfDHEmVEIQE@

Los dfas 4 y 5 de Julio tuvo lugar en Praga la XXV
Olimpiada Internacional de Matem&ticas. La representacifn espa-

nola fué la siguiente:

Prof. J.A. Navarro Gonzilez

Prof. M.J. Gaspar Alonso-Vega

Alumnos participantes:

Aparisi Botella, Miguel (Alicante)
Brandt Sanz, Miguel (Pontevedra)
Garcfa Parrilla, Andrés (Zaragoza)
Genova Fuster, Gonzalo (Madrid)
Novaes Ledieu, Pablo (Madrid)

R. Tejera Gémez, Agustin (Burgos)

El equipo espafiol ocupé el puesto 27 entre los 34
paises participantes.

Las pruebas se relizaron en dos sesiones de 4 n30 m
de duracién cada una de ellas. En la primera sesifn se propusie

ron los tres primeros problemas Y en la segunda los restantes:

PROBLEMA 12

X, ¥, 2z son nfimeros reales no negativos, tales que X+y+z = 1.

Demostrar 0 <xy+yz+zx-2xyz < 7/27

Encontrar a, b, enteros positivos, que verifiquen:

18, El nfimero ab(a+b) no es divisible por 7.

228 (a+b)’ -a’ -b’ es divisible por 7’.

Justifique la respuesta.



PROBLEMA 38

O, A son puntos dados en el plano. Para cada punto X #0, del pla-
no, W(X) es la medida radial, en sentido antihorario, del &ngu-
lo A8%, (0 < W(X) < 2m), C(X) representa la circunferencia de
centro O y radio 6§-+ﬂé§l. Se dispone de un nfimero finito de co
lores y cada punto deloxplano se colorea con uno de ellos. De-
mostrar que existe un punto Y del plano, con W(Y) > 0 y cuyo co

lor aparece sobre la circunferencia C(Y).

PROBLEMA 4%

En un cuadril&tero convexo A, B, C, D, CD es tangente a la cir
cunferencia de difmetro AB. Demostrar que la recta AB es tangen
te a la circunferencia de difimetro CD, sf y s6lo si, BC yAD son
paralelas.

PROBLEMA_52

Un n-&gono (n>»3) plano y convexo tiene de perimetro p y la su-
ma de las longitudes de sus diagonales es d. Demostrar,

S R s

[x] = parte entera de x.

PROBLEMA 6%
Sean a, b, ¢, d, enteros impares, tales que se verifiquen:
18, 0<a<b<c<d.

22 ad = bc

38 a4+ = 2%

y b+c = 2® , k, m&N.

Demostrar que a = 1.

ESFERAMOS VURSTRAS SCLUCIONES

4- PEQUERAS IDEAS -

PROCEDIMIENTO INTUITIVO PARA HALLAR LA FORMULA DE LA SUMA DE
LAS CUARTAS POTENCIAS DE LOS N PRIMEROS NUMEROS NATURALES

En el n2 2 del Boletfin, obtuve la suma:

n 3 2
J i2=0,0",n
1 3 2 6
M. de Guzmé&n, citaba un procedimiento para sumar. losn
primeros cubos, basado en la idea de que al aumentar en X el la-

do del cuadrado de lado a, el drea de éste aumenta en 2ax + x2,

Obtenia 8111:

T .3 2 n4 n3 n2
11 = (1+42+3+...+n)°=24+2 ., (1)
1 4 2 4

n
Expresifn que me va apermitir obtener la suma ) 1'.4.
1

Se tiene:

3 2

n
n4+2n +n" = 4 Z i3
1

Hagamos sucesivamente n=1, 2, 3,...n;



RESERA DE LIBROS

1t 42013412 2 4.3 —
4 3 2 _ S8 =3
27 +2:27 427 = 4(17427) "Cuentos_con cuentas".- = _Por Miguel de Guzmén. Editorial Labor.
Barcelona, 1984. 123 p&gs.
34 42.33 432 = 43 +2343%
En la misma lfinea did&ctica de otro libro anterior
______________________________ del mismo autor, "er___y Ver“( ), el ilustre profesor y acadé
mico, Miguel de Guzmé&n, publica ahora é&ste, en el cual se reve
4 3 2 _ 3 +23 +33 . +n3) la como un gran didacta de la matem&tica. El estilo de sus na-
no+2-n7+n 41 rraciones, directo, ameno y brillante, conecta de inmediato con
el lector, prendido y sorprendido por el interés de las situa-
Sumando por columnas: ciones planteadas. En el pr6logo de la obra explica el autor la
finalidad perseguida con esta publicacibn: "EZ juego y {La befle
s n 3 3 3 3 2a esdn en el ondigen de una gran parte de La matemdtica. Si £as
it 42 ¥ 13 +7 i? ='4[13(n-1) +13 42 (n-2) +27 +37(n-3) +37 + matemdticos de todos Los tiempos se Lo han pasado tan bien fu-
1 1 _ = n n n n o, gando y contemplando su juego y su ciencia, spon qué no tratan
+ndn n)+n_| = 4n ) i3 -4 g it vs ; i3 =4(n+l)zl 13- i de aprendenta y comunicarfa a thavés del juego y La belleza”.
1

Se ha dicho que en definitiva la matem&tica es sblo
Y de aqui: un juego. Los matem&ticos ponen las reglas del juego -los axio
mas- y mediante sus deducciones l6gicas construyen el edificio

n n n coherente y s6lido de sus teorfas. Esto puede ser cierto; pero
5 z 14 = {F4n-+2) X i3 -Z l{] nada més alejado del proceso de su aprendizaje. Para llegar a
i i 1

esa perfeccifén hay que comenzar por despertar en el alumno la
curiosidad y el inter&s por el estudio de situaciones concre-
tas, desarrollando en ellos las capacidades de observacibn, ex
perimentacibén y crftica. La historia de la matemética desde sus
orfgenes, nos ofrece bellos Y numerosos problemas surgldos dela
realidad circundante. En ocasiones de enunciado muy sencillo,
pero de solucibn nada trivial, y alin diffcil. Algunos hasta aho

(*) Editorial Alhambra. Madrid, 1977.
M. Rico. I.N.B. Fortuny.




ra continfian inexpugnables, pese a que matemSticos geniales se
han ocupado -y como asegura M. de Guzm&n divertido- en la bGs-
queda de la solucién. Muchos de estos problemas han sido, sin
embargo, origen de nuevas y fitiles teorfias gue han contribufdo

al progreso de la matemitica y de sus aplicaciones.

La Ciencia, decia Rey Pastor en memorable discurso,
es x4l sobre todo penque es bella, y La Matemdtica, segln De-
dekind, fLa mds bella creacibn del espilnitu humano. ;Culntas vo
caciones de matemdticos no habrén surgido por haber tenido la
fortuna de disponer en su enseflanza elemental de buenos maes-

tros que supieron conducirlos por esta via, plena de emociones
vitales!

Muchos libros se han escrito de divulgacién o vulga
rizacibn de la matem&tica -en su mayorfa s6lamente Gtiles para
los que ya la saben- y sobre entretenimientos y curiosidades de
los nfimeros y las figuras. Bien estén; pero el libro escrito por
el profesor Guzmé&n es de corte muy diferente y los supera. Ecg,
en efecto, un texto entretenido, pero esencialmente es un libro
de la mejor pedagogfa de la matemitica. En sus "cuentos" y en
sus "juegos", se practica una didictica activa, en la gue por
observacién atenta, por la experimentacibn, por métodos intui-
tivos, se accede al descubrimiento y a la demostracidn riguro-
sa de la solucién encontrada.

Y, aln mds, del problema inicial surgen otros nue-
VoS, que el profesor Guzmdn- jestlpenda norma didictica'!- se
limita a proponer como un desaffo al lector para que éste sien
ta el placer de resolverlos por sf mismo. Aqui, si el estudio-
SO se pone a la tarea, radica seguramente un buen mérito de la

obra: sugerir, estimular, jsaber callar!, como recomienda San-
tals.

Los tfitulos de los nueve capitulos que componen es-
te pequeno y delicioso libro, llevan los sigquientes tfitulos:

1. Las matem&ticas de un bocata.
2. Nim,

3. Los puentes de Konisberg.

4. Un grupo para solitarios.

5. El matemético como naturalista.
6. Cuatro colores bastan.

7. La rana saltarina.

8. El ajedrez recortado.

9. E1 secreto del saldn ovalado.

El libro termina con una breve pero escogida biblio

grafia.

En cada capitulo se insertan notas hist6ricas sobre
la cuestibn tratada y breves biografias de matemiticos univer-

sales.

J.R. P. I.
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PEQUERA CONTRIBUCIOW AI REARME MORAL DE LOS MATEMATICOS

(1)

Por Marc Chaperon

Desde hace tiempo, con ayuda de las restricciones de
créditos, nos atenaza la duda: ¢no tendr& la RepGblica necesi-
dad de los matem&ticos? Pues bien, he aqui un medio sencillo de
probarle (sobre todo si, como a veces sospecho, es Ella un poco
analfabeta) gque cometeria un error grave privindose de nuestros
recursos.

Se trata de, conociendo las tablas de la multiplica
cidén por 10, 2, 3, 4 y la primera mitad de la tabla del 5, re-
nacer répidamente las partes que faltan de las tablas del 5 al

9, contando con los dedos. Se alcanza este objetivo gracias a

la férmula (m&gica)
(10-28)(1C-t) = 10((5-8)+(5-))+ abd

EJEMPLO:
Célculo de SEIS por OCHO.- Tener, para empezar, los

dos punos cerrados; decir SEIS, luego (enderezando el pulgar iz
guierdo) SIETE, (enderezando el iIndice izquierdo) OCHO, (endere

zando el dedo medio izquierdo) NUEVE y (enderezando el anular iz

(2))

quierdo DIEZ; decir luego OCHO, después (enderezando el pul

tar los dedos que quedandoblados (CUATRO) y multiplicar este nd

(1) Traduccién del artficulo publicado en la revista de la, Société Math&mati-
que de France "Gazette des Mathématiciens", n® 25 (1984), p4g. 141.

(2) 8i la posicién en la que sblo el mefique queda doblado os es penosa o im
posible, es licito sustituir ese dedo pequefio por el pulgar.

..’75_

mero por diez (CUARENTA). Multiplicar el nfimero de los dedos en
derezados de la mano izquierda (CUATRO) por el de los endereza
dos de la derecha (DOS) y afadir el resultado (OCHO) al de la
primera operacifén (CUARENTA Y OCHO) .

A falta de maravillar a la Repdblica si que impresio
naréis profundamente a los hijos de vuestros amigos (seria ind

til intentar vencer la pereza de los vuestros) y a las m4s lite
rarias de vuestras amistades.

Este método me lo ha enseflado un cochero de Gabes (Tu
nicia) cuya mayor alegria consistfa, por otra parte, en asustar
a las sefioras sentadas en su calesa imprimiéndole un marcha in-
fernal a los gritos de "i{Barra' ;Barra'".

CORRIGENDA

Pcr Isabel Alvaro
E.U.I.T. Industriales

Para puntualizar que en el Boletin n2 3, en el co-
mentario que se nace sobre la conjetura de Mordell, por un
descuido se dice: "... por ser la curva X' + Y% = z" de gé-
nero mayor que uno, para n > 2 ..." cuando en realidad debe
ponerse n > 3, pues el genero de tal curva en general es
(n-1) (n-2)/2, luego para n = 3 el género es 1. Ciertamente
el resultado al que alude el articulo es cierto, ver por ejem
plo, "An Introduction to the Theory of Numbers", G.HT*Hardy
y E.M. Wright, pero no se deduce del trabajo de Faltings.
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Est&n adscritos a la Sociedad los Seminarios de Mate
méticas de los siguientes institutos de bachillerato:

"SAN JUAN BAUTISTA".- San Nemesio s/n. MADRID 27.
"CALDERON DE LA BARCA".~ Antonio Leyva 84, MADRID 19.

"FRANCISCOVGINER DE LOS RIOS".- Avda. José Antonio s/n. SEGO-
IA.

"ALONSO DE MADRIGAL".- Avda. de la Juventud s/n. AVILA,.
"CERVANTES" .- Embajadores 70. MADRID 12.

"De PARLA".~ Juan Carlos I s/n. PARLA (Madrid).

"FORTUNY".- Fortuny 24. MADRID 10.

"EMPERATRIZ MARIA DE AUSTRIA".- Antonio Leyva 84, MADRID 19.
"VILLAVERDE".- Avda, Real de Pinto s/n. MADRID.

"MANUEL DE FALLA".- Avda. Olfmpica s/n. MOSTOLES (Madrid).

"CASTILLA".- Alonso Velfzquez s/n. SORIA.
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GUZMAN OZAMIZ, Miguel de.- Virgen de Iciar 15. MADRID 23.

HERNANDEZ DOMINGUEZ, Jesds.- Extramuros 13. PASTRANA (Guadala
jara).

HERNANDEZ IGLESIAS, M2 Luisa.- Jorge Manrique 27. MADRID 6.
HERRANZ MORANTE, Roberto.- Caravaca 3. MADRID 12.

HERRERO PALLARDO, Salvador.- Toledo 21. CIUDAD REAL.

HERRERO RUIZ, Francisco.- Duque de Sesto 11, 52 F. MADRID 9.
IGLESIAS HERRANZ, Javier.- Virgen de Lluc n® 43. MADRID 27.
ISIDRO DE LIS, Agustin.- Angel 16, 14C. MADRID 5.

JIMENEZ JIMENEZ, M& Esperanza. Ronda de Segovia 10. MADRID 5.
JIMENEZ SAIZ, Jaime.- San Pedro 15, 14C. CUENCA.

LAIZ CASTRO, Jos& L.- Vina 6. MAJADAHONDA (Madrid).

LINARES CACERES, Juan Manuel.- Sta. Marta 3. OLIAS DEL REY (Tg
ledo) .

LOPEZ CORRAL, Luis.-~ Direccibn Provincial de Educacibn, Avda.
de los MArtires s/n. CIUDAD REAL.

LOPEZ DE ELORRIAGA Y UZQUIANO, Fco. Javier.- Almazdn 27. MA-
DRID 11.

LOPEZ FERNANDEZ, Luis.- Ambrosio Ballesteros 3, 22. TORRIJOS
(Toledo) .

LOPEZ RODRIGUEZ, Manuel.- Juan Duque 7, 32A. MADRID 5.
LOPEZ SANCHEZ, Jesis.~ Pl. Alameda de Osuna 70. MADRID 22.

LORENZO MIRANDA, Francisco.- Avda. Cardenal Herrera Oria 301,
28 izq, MADRID 35.

LOZANO GUERRA, Ana M2, - Parque San Juli&n 5. CUENCA.
LUCAS PADIN, Paz.- Murcia 11, 54B. MADRID 7,

MANCEBO CUENCA, Rafel.- C.Residencial Interland Bl.2, 22A. MA
JADAHONDA (Madrid).
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MARCOS LORENZO, José L.- Virgen de la Soledad 18 C. GUADALAJA-
RA.

MARTIN MARTIN, Miguel Angel.- Valmojado 253, 32A., MADRID 24.
MARTIN QUEVEDO, Ignacio.- Dr. Garcia Tapia 123. MADRID 30.

MARTIN SANZ, JesGs.- Ronda de Santiago 9, 52A. ALCALA DE HENA-
RES (Madrid).

MARTINEZ CARDENOSO, Jesfis.- Clara del Rey 39, apto. 201. HA-
DRID 2.

MARTINEZ LOSADA, Angel.- Costa Rica 13, 12, MADRID 16,
MARTINEZ DEL OLMO, Francisco.- Calerueza 20, MADRID 33.
MARTINEZ PERDIGUERO, Ignacio.- Pilar de Zaragoza 104, 42B, ‘lA-

DRID 28.

MARTINEZ SANCHEZ, José Antonio.- Ntra. Sra, de la Luz 22, 14B.
MADRID 25.

MARTINEZ SANCHEZ, José Manuel.- Avda. Reina Victoria 13. 28040
MADRID.

MARTINEZ SANZ, Alfredo.- Pez Austral 11-B2D. MADRID 30.

MAYORA MARTINEZ, Purificacién.- José& Abascal 46, 82D. 28040 MA
DRID.

MEDIERO ALMENDROS, Manuel.- Edificio Ausias March. CABO DE LA
HUERTA (Alicante).

MENA MIGUEL, M2 Pilar de.- Gravina 17, 28 dcha. MADRID 4.

MIGUEL CASTANERA, Pedro M,- Sta. Engracia 138, 18D. 28003 MA-
DRID.

MENDIOLA MUROZ DE MORALES, Vicente.,- Obispo Estenaga 7, 7%°I.
CIUDAD REAL,

MIGUELEZ POSADA, Agustin.- Carmen Cobefia 3, 42B. MADRID 5.
MOLINA GOMEZ, Julia.- Modesto Lafuente 29, 22 dcha. MADRID.

MONGE FONT, Fco. Javier.- Cervantes 60, 12A., CALZADA DE CALA-
TRAVA (Ciudad Real).

MOLERO APARICIO, Marfa B.- Ronda de Atocha 7, 22J. MADRID 5.

MONTARES CALVELO, Teresa.- I.B. "Luis Hidalgo". MORA DE TOLE-
DO (Toledo).

MIONTES PAZOS, Amelia.- Siena 15, 42E. 28027 MADRID.

MORALES GONZALEZ, M2 Isabel.- Avda. del Manzanares 50, 9°B.
MADRID 11.

MORALES MEDIWA, Carmen.- Valderrey 35, 42D. MADRID 35.

MORATO GARCIA, Pedro-Severo.- Cisneros 28, esc,izqg. 12C,. ALCOR
CON (Madrid).



- 82 -

MORENO TORRES, Rosa M2.- Alonso Cano 77. 28040 MADRID.

MORILLO BALSERA, M2 del Carmen.- Paseo de las Delicias 68, 42C.
MADRID 7.

MOYA LOZANO, M2 Victoria.- Fermin Caballero 25, 14D. CUENCA.

MURAIS GARCIA, 2 Dolores.- Estrella Polar 26, 28 izg. MADRID
30.

MURNOZ FONSECA, Julio Fernando.- Corregidor Diego de Valderré-
bano 19, 102A., MADRID 30.

MUNOZ GIMENEZ, e Teresa.~- 12 de Mayo 21, 22E. PUERTOLLANO
(Ciudad Real).

HMUROZ HUERTAS, Antolina.- Agustfn de la Fuente 23. CAMPO DE
CRIPTANA (Ciudad Real).

OCHOA MELIDA, Juan.- Galileo 75, 12, 28015 MADRID.

OLIVARES CICUJANO, Manuel.- Asturias 3, lgE, 28D, LEGANES (Ma
drid).

OLIVEIRA GONZALEZ, M2 José.- Riafio 5, 62B. MADRID 22.
OLIVEROS ALONSO, Fidel.- José Ortega y Gasset 44, MADRID 6.
ORTIZA CAPILLA, M':-—1 Angeles.- Adri&n Pulido 11. MADRID 20.

PABLO CRISTOBAL, Julia.- Alejandro Rodrfguez 35, 32A. MADRID
20.

PACIOS JIMENEZ, M2 Luisa.- Atenea 17, Pinar del Plantio (MAJA
DAHONDA (Madrid).

PACHECO CASTELAO, José Miguel.- I.B. "San Cristfbal de los An
geles". MADRID 21.

PALACIOS DE BURGOS, M2 Jesfls.- Acuerdo 24, 12 ext.dcha. MADRID
8.

PALANCAR ALMAZAN, Fernando.- Herbolarios 2. MADRID 17.

PAMOS MOZAS, José&,- Poligono del Valle. Ed. "Marte", 64A. JAEN.

PASCUAL IBARRA, José Ramdén.- Magallanes 44. 28015 MADRID.
PASTOR GRUESO, Mercedes.- Embajadores 35, 324, MADRID 12.

PEDREIRA MENGOTTI, Alicia.- Colonia Cables, blg. 2=, e porte
ria-22, ARANJUEZ (Madrid) .

PEREZ ALONSO, Antonio.- 53 Rue de la Pompe. 75016 PARIS (FRAN
CIia).

PEREZ FERNANDEZ, Jos€& Ramén.- Colonia Erillas 24. MADRID 18.
PEREZ RECIO, Felisa.- Aptdo. 133. SANTA POLA (Alicante).
PEREZ DE VARGAS, Alberto.- Torrelaguna 125, 84D, MADRID 27.

PIEDRAS MARTOS, MZ Angustias.- Cdor Diego de Valderr&bano 19,
10°A. MADRID 30.
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PINTO SUAREZ, Isabel.- Bernardino Obreg6bn 10, 44%C. MADRID 5.
PINERO NAVARRO, Fernandc.- Comandante Fortea 3. MADRID.
PRIETO VICENTE, Maravillas.- Pez Volador 12, 22 C. MADRID.

QUINTANILLA CRUZ, Victoria.ao.- Alcdzar °5. CAMPD DE ZRIPTANA.
(Ciudad Real).

QUIRONES LUDENA, Emma.- Brescia 13. MADRID 28.

REYES CASTRO, Miguel.- Avda. Ferrol del Caudillo 7, 624, MA-
DRID 29.

RIAZA PEREZ, Rom&n.- Arrieta 4, MADRID 13.

RICO SANCHEZ, Mercedes.- Villalar 6, 42 izg. MADRID 1.
RIVAS NIETO, Concepcibn.- Valderrom&n 38. MADRID 35.
RIVAS NIETO, Isabel.- Esperanza 15. CIUDAD REAL.

RIVIERE GOMEZ, Vicente.- Costanilla de 1los Desamparados 4. M2
DRID 14,

ROANES MACIAS, Eugenio.- Rios Rosas 3. 28040 MADRID.

ROBLEDO MONCADA, Emilio.- Urbanizacién "Monteprfincipe". Parce
la A-4, Chalet B-3, BOADILLA DEL MONTE (Madrid) .

RODRIGUEZ BLANCO, 2 del Carmen.- San Modesto 46, 62A. MADRID
34,

RODRIGUEZ GARCIA, Fabifdn.- Alfonso X el Sabio 20, 22 izqg. PAR-
LA (Madrid).

RODRIGUEZ-CARMONA DE LA TORRE, Rosa.- Mar Caribe 4. MAJADAHON~-
DA (Madrid).

ROLDAN MARTINEZ, Antonio.- Virgen del Val 15, 34B. MADRID 27.

ROMERO LOPEZ, Jesfis.- Sta. Marfa de la Cabeza 65, 79C. MADRID
5k

ROSA DEL BARRIO, Antonio de la.- Toribio Sanz 9. COCA (Segovia) .
ROVIRA RUBIO, Juana.- Codorniz 38, 52B. MADRID 25.

ROVIRA RUBIO, Nemesia.- Fernando Delgado 8, 19C. MADRID 25.
RUBIALES CAMINO, Enrique.- Bravo Murillo 23. 28040 MADRID.

RUBIN DE CELIS ARENAL, M2 Luisa Paz.- Leneros 38, 39B. MADRID
20.

RUIZ DOMINGUEZ, Manuel.~- Fermfn Caballero 28, 42A. MADRID 34.
RUIZ JIMENEZ, M2 Jose.- Doctrina 8, 12D, SORIA.

RUIZ LOPEZ, Carlos Javier.- Alférez Provisional 50. TOMELLOSO
(Ciudad Real) .

RUIZ LOPEZ, Francisco.- Felipe II 19, 48%H. CIUDAD REAL,

RUIZ LOPEZ, M2 Pilar.- Alférez Provisional 50. TOMELLOSO (Ciu-
dad Real.



- 84 -

RUIZ MARTIN, Juan de Dios.- Antonia Mercé 2. MADRID 9.
RUIZ MERINO, Andrés.- Ocafia 27, 92B.- MADRID 24.
SAN ROMAN RODRIGUEZ, Gregorio.- Alcal& 201, 32B. MADRID 28.

SANTOS MARTINEZ, Francisco Javier.- Villajoyosa 97, 14a. Ma-
DRID 21,

SAHTOS SANCHEZ, Alejandro F.- Sangenjo 16, 102C, MADRID 34.

SANCHEZ CATALAN, Angel.- Corregidor José de Pasamonte 11, 42p.
MADRID 30.

SANCHEZ-CARNERERO GUIJARRO, Juan.- Caidos de Villarta 1. VTLU“{
TA DE SAN JUAN (Cludad Real).

SANCHEZ MIELGO, José Pablo.- Avda. Martf Pujol 198-202, 64 12,
BADALONA (Barcelona),

SANCHEZ VAZQUEZ, Gonzalo.- Jdcar 6. SEVILLA.
SANZ DE ANDRES, Juan L.- José Zorrilla 30, 3#A. SEGOVIA.
SOTILLO HERGUETA, Juan Antonio.- Camarena 102, 22C. MADRID 24.

SUAREZ FERNANDEZ, Manuel.- Escuela Universitaria del Profesora
do de E.G.B., Pl. de Colmenares 1. SEGOVIA.

SUAREZ PRADERE, Francisco.- Principe de Vergara 81. MADRID 6.
TEJEDOR CARDABA, Gervasio.- C8ceres 2, 52B. SEGOVIA.
URENA PRIETO, Francisco.- David Rayo 6. CIUDAD REAL.

URENA PEREZ, Herminio.- Guardia 7, 1% izg. VALDEPERAS (Ciudad
Real) .

URGORRI RODRIGUEZ, Pilar,- Jaime el Conquistador 46, 6&T, MA-
DRID 5.

VEIGA FERNANDEZ, Carmen de.- Marqués de Lozoya 2. MADRID 30.

VELAZQUEZ LOPEZ, Enrique.- Pico de los Artillernos 60, bajo C.
MADRID 30.

VIGNOTE, M2 Jose.- Covarrubias 24. MADRID 10.

VILA CUENCA, Agustin de la.- Galileo 74, dpdo. 62C. 28015 MA-
DRID,

VILLACORTA MAS, Luis.- Avda, Ferrol del Caudilla 31, MADRID 29.
VIU MORALES, Jesfis.- Avda. Dr.Garcfa Tapia 110, 38D. MADRID 30.

VIZMANOS BUELTA, Jos& Ramfén.- Principe de Vergara 130, 482A. M2
DRID 2,

ZAMORANO GARCIA, Salvador.,- Mota del Cuervo 20. MADRID 33.
ZANON BALLESTEROS, Antonio,- Benito Prieto 12, 34aA, MADRID 19.




