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VIDA DE LA SOCIEDAD

JUNTA DIRECTIVA - El pasado dfa 15 de marzo se reunid la Junta Directiva de la
Sociedad. En esta sesifn, ademds de acordar la fecha de cele
bracién de la Asamblea General y la convocatoria anual del Con
curso de Problemas, se trat8 de iniciar una colaboracifn con
el Colegio Oficial d?Doctafeé y Licenciados en Filosoffa y
Letras y en Ciencias., A tal fin, la Presidencia invit8 a una

Presidente: Julio Ferndndez Biarge

representacién del Colegio, que acogid la idea con el mayor
interés. Como primer punto de este contacto, nuestro IV Con-
curso de Resolucidén de Problemas contard ya con el apoyo del

Vicepresidentes:

José Manuel Martfnez Sfnchez (Madrid)
Juan Manuel Linares Ciceres (Toledo)

Salvador Herrero Pallardd (Ciudad Real) Colegio, que se ha encargado de la confeccidn del cartel anun |
Xﬁioﬁw&%?oﬂﬁm&é?ﬂhjaa) ciador y de su remisién a todos los Centros de nuestro 4mbito | .
Juan Luis Sanz de Andrés (Segovia) territorial. Esperamos que esta tarea comfn sea s6lo elcamien | %'
zo de unjentepdimiento entre ambos organismos, que, sin duda, |
Secretario: Jos& Francisco Carballido Quesada contribuird a impulsar la accidn del profesorado, y, en defi- '
nitiva, a la mejora de la calidad de nuestra enseflanza en be-
Vicesecretario: Marfa Iuisa Pacios neficio de los alumnos a quienes nos debemos.

Tesorero: Alberto Aizpn L8pez

Bibliotecario: Joagufn GAmez Rey

~ Se comunica a nuestros socios que estdn agotados los boleti-
nes nmercs 1, 2 y 8. De los nfimeros 3 y 7 quedan algunos -(po
cos) ejemplares. Lamentamos no poder atender las peticiones
que se nos hacen de los ndmeros agotados, y las dificultades
para suministrar ejemplares atrasados.



VEA LA
CONVOCATORIA
DE NUESTRA
ASAMBLEA
GENERAL

-5 -

ASAMBLEA GENERAL ORDINARIA DE 1986. CONVOCATORIA

En la reunién de la Junta Directiva celebrada el dfa
15 de Marzo de 1986 se acord8 convocar la Asamblea General Ordi

naria de la Sociedad Castellana "Puig Adam" de Profesores de Ma
temiticas correspondiente a 1986, para el sdbado 24 de Mavo de
B 30™ en
segunda, en la Escuela Universitaria de Ingenierfa Té&cnica In-
dustrial de la Ronda de Valencia n2 3 (junto al Metro de Emba-
jadores) .

este afio, a las llh en »rimera convocatoria y a las 11

Se seguir8 el siguiente Orden del Dfia:

1. Iectura y aprobacién, en su caso, del Acta de la Asamblea an
terior.

2. Informe del Sr, Presidente sohre las actividades de la Socie

3. Presentacién y aprobacifn, en su caso, de las cuentas de in-
gresos y gastos.

4. Posibilidades de colaboracifn con el Colegio Oficial de Doc-
tores y Licenciados.

5. Estudio de posibles cambios en los Estatutos, relativos, en
especial, al &mbito territorial de la Sociedad.

6. Elecciones para la renovacién de la mitad de la Junta Direc-
tiva.

7. Ruegos y preguntas,

Los miembros de la Junta cuya renovacién establecen
los Estatutos para este afio son los siguientes: Presidente, VL
cepresidentes de Toledo, Cuenca y Segovia, vicesecretario y te
sorero.

Esperamos vuestra asistencia y participacién.



RUEGOS A NUESTROS SOCIOS

Se ruega encarecidamente a nuestros socios que:

- Nos comuniquen cualquier cambio de domicilio o cuenta corrien
te, pues nos devuelven con frecuencia boletines o recibos,
con el consiguiente perjuicio para todos.

- Procuren que otros compafieros ingresen en la Sociedad, para
lo cual incluimos en cada ndmero del boletfn una hoja de ins
cripcién. El futuro de nuestra Sociedad depende de que man-—
tenga un colectivo suficiente de socios.

- bNos hagan llegar r&pidamente cualquier noticia sobre congre-
sos, conferencias, concursos, etc., cuya difusifn entre los
socios estimen Interesante, para su inclusifn en nuestro bo
letin, antes de gque pilerdan actualidad.

- Nos envien artfculos, trabajos, experiencias didécticas, enun
ciados de problemas o soluciones a los propuestos, para su
publicacifn en nuestro boletin.

~ Nos hagan llegar injciativas o sugerencias de cualquier tipo
sobre posibles actividades de la Sociedad o sobre el conteni
do de su publicacién,

La Junta Directiva agradece a todos su colaboracifn y recuer
da que la correspondencia debe dirigirse al Aptdo. 9479 de
28080-Madrid.

¢« & & & @
* & & ®
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IV CONCURSO DE RESOLUCION DE PROBLEMAS DE MATEMATICAS f
/

v/

Convocado por: {'

La Sociedad Castellana "Puig Adam" de Profesores de Matemdticas y EL Cdregio
Oficial de Doctores y Licenciados en Filosoffa y Letras en Ciencias

B A S E S
s ————

PRIMERA

Podrén participar los alumnos de 12 y 22 de B.U.P. de los centros
de Albacete, Ciudad Real, Cuenca, Guadalajara, Madrid, Segoviay
Toledo. Aquellos Centros que deseen presentar a alguno de sus
alumnos (hasta un méximo de 2 por primer curso y 2 por segundo),
deberdn realizar la preinscripcifén antes del dfa 15 de mayo de
1986, dirigiéndose por carta a esta Sociedad, Apartado de Correos
ne 9.479, 28080 Madrid.

En esta preinscripcién no es preciso hacer constar los nombres

de los alumnos seleccionados.

SEGUNDA

Las pruebas del Concurso se realizardn en la seqgunda quincena
del mes de junio en las capitales de Madrid y Ciudad Real y po-
siblemente en otras si el nfimero de preinscripciones asf loacon
sejara.

TERCERA

Se comunicard directamente a los Centros preinscritos la fecha
exacta, lugar y hora de realizacién de las pruebas y estos Cen-
tros entregarén a los alumnos que envien, las credenciales en



las que se haga constar el curso en el que estdn matriculados en
el aflo académico 1985-86 y gque han sido seleccionados por su ex
cepcional aprovechamiento en Matemdticas.

CUARTA

Las pruebas consistirdn en la resolucién de problemas (los mis-
mos para todos los concursantes de cada nivel) en un sélo dfa.

QUINTA

Se concederdn 10 diplomas para los mejores de cada curso acompa
flados de los premios correspondientes.

SEXTA

Los alumnos de F.P. podrin partigpar concurriendo los de cual-
quier curso de primer grado con los de 12 de B.U.P. y los de
l.er curso de 22 grado con los de 22 de B.U.P.

NOTICIAS

OLIMPIADAS INTERNACIONALES

La XXII Olimpiada Internacional de Matemidticas se cele-

brar4d en Polonia en 1987, y la 1I Olimpiada Iberpamericana

tendréd lugar ese mismo afio, en Uruguay.
Esperamos la participaciédn en ambas de los ganadores de

nuestra Olimpiada Nacional.

VII JORNADAS DE LA SOCIEDAD "ISAAC NEWTON"

Como anunciamos en el dltimo nimero de nuestro Boletin,
la Sociedad Canaria "Isaac Newton'" de Profesores de Matemé-
ticas celebrard sus VII Jornadas Reglonales, as{ como su Asam
blea General, en los dias 1 al 4 de Mayo, en Lanzarote. En es
tas Jornadas, ademés de la exposicién de las Comunicaciones
de los participantes, se celebraréd un Seminario de Geometria,
una Conferenclia sobre Estad{stica y una Mesa Redonda sobre

Informéitica.

Para méds detalles, se puede llamar al teléfono de la So-
ciedad, que es el (922) 261250.

Esta Sociedad anuncia también un curso de Introducciédn
al Lenguaje de Programacidén PROLOG, que tendréd lugar en los
meses de Abril y Mayo.
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52 SEMANA DE METODOLOGIA DE LA MATEMATICA

Organizada por la Seccién de Metodologfa y Did&cticade
la Facultad de Matemdticas de la Universidad Complutense, hate
nido lugar, del 7 al 11 de abril, la 5% Semana de Metodologia
de la Matemética.

La sesién inaugural corrié a cargo del Ilmo. Sr. Deca-
no de la Facultad y seguidamente comenzaron las sesiones de tra
bajo. Las conferencias tenidas fueron:

- "El profesor de Matemdticas"
Prof. don Pedro Abellanas.

- "Algunas ideas sobre la ensefianza del Andlisis en el
bachillerato"

Prof. don José R. Pascual Ibarra.

- "El proyecto Athenea"
Profs. don E. Lowy Frutos y E. Gallego.

-~ "Una experiencia en la Reforma de la Ensefianza Media"

Prof. don Francisco Villafruela.,

- "La historia de la Matemdtica como factor motivador
en la ensenanza"

Prof. don Miguel de Guzmidn Oz&miz.

- 11 -

CURSO SOBRE HISTORIA DE LAS MATEMATICAS HASTA EL SIGLO XVII

La Real Academia de Ciencias viene organizando desde ha
ce algunos anos diversos Cursos dentro del 4rea de Historia de
las Ciencias; por ejemplo: Historia de la Ffsica hasta el si
glo XIX, de las Obras PGblicas, de la Bioqufmica, etc. En elpre
sente curso 1985-86 se ofrece una serie de conferencias sobre la

"Historia de las Matem&ticas hasta el siglo XVII".

Sin duda las Matem&ticas figuran entre las ciencias de
mayor tradicibén y de mayor contenido conceptual en todas las &po
cas. Su contribucifén a la historia del Pensamiento es de extraor

dinaria importancia.

Concebido éste como el primero de tres ciclos de confe-
rencias que cubran una Historia de las Matemdticas desde sus ori-
genes hasta el siglo XX, ha parecido oportuno terminar este pri
mer ciclo con Fermat y empezar el segundo con Descartes.

El presente Curso de conferencias ha sido vatrocinado
por la Fundacifn Anaya, y ha tenido lugar durante los meses de

febrero y marzo con el siguiente programa:

- "Los Pitagéricos"

Frof. Dr. Miguel de Guzm&n Ozdmiz
Catedrético de la Universidad Complutense.

- "Origen del método axiomdtico deductivo"

D. Mariano Martinez
Profesor de la Universidad Complutense.
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"Euclides"
Prof. Dr. Alberto Dou

Catedrético de la Universidad Aut8noma de Barcelona.

"Arquimedes"

Prof. Dr. Baltasar Rodrfguez-Salinas
Catedrético de la Universidad Complutense.

"Apolonio"
Prof. Dr. Miguel de Guzm&n Oz&miz.

"Astronomfa griega"”

Prof. Dr. José& Marfa Torroja Menéndez
Catedrdtico de la Universidad Complutense.

"Matemdtica frabe!

Prof. Dr. Juan Vernet Ginés
Catedrético de la Universidad de Barcelona.

"El &lgebra del cinguecento”

Prof. Dr. José J. Etayo Miqueo
Catedrético de la Universidad Complutense.

"Fermat"

Prof. Dr. Enrique Linés Escardé
Catedrético de la Universidad Nacional de Educacién
a Distancia.

- 13 -

PROBLEMATICA DE LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA

El Seminario de Matem&ticas del Colegio Oficial de Doc
tores y Licenciados, de Madrid, ha organizado con el tema enun
ciado, un curso destinado al profesorado de Ensefianza Media, que

tendrd lugar en la primera quincena de mayo, con el siguiente

"El papel de la Matemitica en el proceso educativo”

"La motivacién"

D. Miguel de Guzm&n Oz&miz

Catedrdtico de la Universidad Complutense y miembro
de la Real Academia de Ciencias Exactas, Ffsicas y
Naturales.

"Aspectos fundamentales de la diddctica de la Matem4-

tica"

D. José& Ramén Pascual Ibarra
Catedrético de Bachillerato.

"El laboratorio de Matem&ticas"

D. José Francisco Carballido
Profesor Titular de la Escuela Universitaria de Inge-
nierfa Té&cnica Industrial.

"Técnicas de estudio"

"El valor formativo de los problemas"

02 Marfa Paz Bujanda Jduregui
Profesora de la Facultad de Matemiticas de la Universi
dad Complutense.

"El ordenador como auxiliar del vrofesor de Matemdticas"

D. Ricardo Aguado-Mufioz Prada
Catedrdtico de 1I.B.




- Exposicifén de una experiencia: "Simulacifn balfsti-

ca"

D. Manuel Granados Zamora
Agregado de I.B. "Isabel la Cat8lica"

Coordinador: D. Victor M. S&nchez Gonzilez,

Informacién:

En el CDL, Plaza de Santa Bdrbara, 10 -~ 32, de 16,30 a
19,30 horas, de lunes a viernes., Tel&fono: 4192712/16.

IX C.E.D.Y.A,

- El IXCongresode Ecuaciones Diferenciales y Aplicaciones se celebrara

este aflo, del 22 al 25 de Septiembre, organizado por el Departamento
de Ecuaciones Funcionales de la Universidad de Valladolid. Para més
informacién, dirigirse a ese Departamento, en la Facultad de Ciencias,
47012 - VALLADOLID, o al teléfono (983) 252009 .

AKADEMIA NEOPLATONICA

- Con el lema: "Entre aqui quien ame la Geometria", se ha constituido la

Akademia Neoplaténica P.M., que ha comenzado a convocar sus "Tertu-

lias de Geometria". Para més informacién, dirigirse al Colegio de In-
genieros de Caminos, Canales y Puertos, c/ Almagro, 42 , 28010 - MA-

DRID.
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XXITI OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA. FASE FINAL

La Real Sociedad Matemética Espanola ha celebrado la
Fase Final de la Olimpiada Matemdtica de este afio, de cuya Fase
Previa o de Distritos dimos cuenta en el n@mero anterior de nues-
tro Boletin.

Las pruebas de esta fase han tenido lugar en Madrid vy
Canarias simult&neamente, los dias 28 de Febrero y 1 de Marzo,
y a ellas han concurrido los tres ganadores de cada uno de los
distritos en que se realizé la primera fase, en total 45 aspi-
rantes. Consistieron en la resolucidn de seis problemas; en ca-
da uno de los dfas se propusieron tres, para resolverlos en cua
tro horas y media. Pueden verse sus enunciados en nuestra sec-
cidn de problemas propuestos, e invitamos a nuestros lectores
a que nos envien soluciones para su publicacifn en los préximos
nmeros del Boletfin. Como puede verse, los problemas presenta-
ban bastante dificultad, a pesar de lo cual, todos ellos, salvo
el tercero, fueron resueltos satisfactoriamente por algunos de
los participantes en la competicién, El nivel medio, en esta se
gunda fase, fue muy elevado, como era de esperar por competir

en ella los campeones de los distintos distritos.

Cada problema se puntu8 de cero a diez, por lo que la
puntuacién alcanzable era como méximo de 60. Dos aspirantes lle
garon a 40 puntos, cuatro obtuvieron de 30 a 39, y doce de 20 a
29,

Los sels ganadores, propuestos para los premios esta-
blecidos, fueron los siguientes:



- 16 -

18, Carlos UENC JACUE, del I.B. "Cervantes" de Ma-
drid, con 41 puntos.

28. Alberto GARRIDO ARRIBAS, del I.B. de Cantalejo
(Segovia), con 40 puntos.

32, Juan David GONZALEZ COBAS, del Colegio de San
Fernando de Avilés (Oviedo), con 37 puntos.

48, Jaume AMOROS I TORRENT, del Colegio de los gRos
Maristas de L&rida, con 31 puntos.

58, Joaquin ORTEGA I CEZRDA, del I.B. "Menéndez y Pe-

layo" de Barcelona, con 30.5 puntos.

62. Juan CUENCA GONZALEZ, del I.B. "Jabalcuz" de Jaén,

con 30 puntos.

A corta distancia de ellos quedaron Francisco Pi Mar-
tinez (29.5 puntos), Julio Benftez L6pez (27), Pedro Luis Cobos
Pérez (27), Francisco Martfnez Uriarte (25) y Francisco Santos

Leal (25). A todos ellos nuestra coridal enhorabuena.

Como ya senalfbamos en el nfimero anterior de nuestro
Boletfin, el campe8n, Carlos Ueno, que qued8 en segundo lugar en
la fase del distrito de Madrid, obtuvo también medalla de bron-
Ce en la I Olimpiada Iberoamericana de Matemiticas celebrada a
finales de 1985 en Bogotd4. En 1983 particip8 en el concurso de
problemas de nuestra Sociedad Castellana "Puig Adam", para alum
nos de 1% de B.U.P. clasificdndose con el ndmero 4, entre los 10
ganadores, y en 1984, obtuvo el 28 puesto en el concurso para
alumnos de 28 de B,U,P,

El 2% premio, Alberto Garrido, que fué campeén en la

fase de distrito de Madrid, también obtuvo medalla de bronce en
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AL YABR

Mohammed ibn Musa Abu Djefar Al-Juarisim fué bibliote
cario del califa Al-Mamun (que reind entre 813 a 333).

Nativo de Jorassan fue en una misién a Afganistén vy,

quizé, regres6 a través de la India.

Su libro mds importante, escrito hacia 830, y que ha

dado nombre a una rama de la matemdtica, tiene oor titulo:
Hisab al yabr wa-al—mqubala

de traduccién no f&cil (una de las traducciones propuestas es:
ciencia de la reduccidén y confrontacién), pero cuyo t&rmino al
yabr dio luego nacimiento a nuestro vocablo 4lgebra. (al yabr
corresponderfa al proceso que hoy conocemos por pasar de un miem
bro a otro los términos de una ecuacifn). Recuérdese gue anti-
guamente (y, concretamente, en "El Quijote") se llamaba alge-
brista a quien recompone los huesos descoyuntados.

Se le debe también una ARITMETICA, que no se ha conser
vado en texto &rabe, pero sf en su versién latina ALGORITMI DE
NUMERO INDORUM donde aparece traducido y deformado el nombre del
autor; de hecho, esa aritmética fue conocida durante mucho tiem-
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po (hasta el siglo XVIII) como ALGORITMO (0 el arte de Al
simi) para distinquirla de la Aritm@tica de BOECIO (Amicius Man
lius Severinus Boecius, naci8 en Roma hacia 475 y falleci6 en

526) . Asf surgié, m4s tarde, el término ALGORITMO con la acep~-
cifn matemidtica actual.

—Juari
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LAS MATEMATICAS Y LOS FILOSOFOS

Por José Barrio Gutilrrez
Catedrtico de la E.U. del Magisterio "Marfa Dfaz Jiménez", de Madrid.

Uno de los aspectos mis interesantes del saber mateméti
co es la extrafia fascinacidén que ha ejercido sobre numerosos £1
l6sofos, entre los que se cuentan algunas de las lumbreras de la
Filosofia.

Dos han sido, a nuestro juicio, las caracteristicas de
las Matemdticas que han ocasionado este divino estupor en las
mentes filos8ficas. De una parte, la seguridad, la certeza de
aquella ciencia; frente a la labilidad e incertidumbre del pen-
samiento filos6fico, el saber matem&tico se presenta como un ba
luarte firme, seguro, indestructible; mientras que los fil6so-
fos todavia se cuestionan sobre temas ya estudiados por Platén
y Arit6teles, los matemfticos han resuelto hace tiempo la pro-
blemitica planteada por los griegos; en las Matem&ticas parece
haber un progreso lineal; en la Filosoffa parece -salvo alguna
rara excepcién- no haber progreso de ningfin tipo. En resumen,
seria la admiracidn que siente el invdlido ante el campedn de
los cien metros lisos.

De otra parte, la fascinacibn del filésofo ante las Ma-
temiticas se cifrarfa en la extrafia conexién de esta ciencia con
la realidad, tan bien expresada por aquel amigo del gran matem§
tico alemén Lejeune-Dirichlet, cuando le decfa: "Es asombroso
Lo que Aucede con vosotrnos Los matemdticos. Condtruls vuesitna
ciencia con absoluto desprecio de La nealidad y, sin embanrgo,
vuestnos nesultados se aplican inexorablemente a Lo real".
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Esta admiracifn a la que nos referimos se ha concreta-
do de facto, a lo largo de la historia del pensamiento filosé-
fico, en el innegable dato de que gran parte de los m&s ilus-
tres filfsofos se han preocupado intensamente por el saber ma-
temdtico, llegando a ser buenos conocedores de las Matemdti-
cas de su tlempo (caso, por ejemplo, de Spinoza o de Kant) e,
incluso, siendo matemdticos creadores (como, por ejemplo, los
pitagSricos, Descartes, Pascal o Leibniz).

Ahora bien, la actitud de los fil8sofos ante lo que po-
drfamos llamar la ciencia de los nfimeros, ha sido doble, conse-
cuencia de la doble concepcién que del nfmero se ha tenido. Y

esta duplicidad aparece ya muy temprano, nada menos que en los
inicios de la escuela pitagbrica, all4 por el siglo VI a.C. En
efecto, esta escuela se desgaj8 en dos ramas, la de los llama-
dos acusmdticos y la de los denominados matemiticos.

Dejando de lado otras diferencias de menor cuantfa (por
ejemplo, el respeto debido al maestro; ambas ramas lo respeta-
ban, por supuesto, pero en el caso de los acusmiticos era tan
elevado que los discfpulos no podfan verle, sino s8lo oirle -he
cho que proviene su denominacién, ya que el verbo akolw signi-
fica oir; por ello el maestro impartfa su ensefianza detr&s de
una cortina), la caracterfsta fundamental de los acusmiticos era
su concepcibn mégico-religiosa del n@mero., Ellos aceptaban late
sis general de la escuela de que lo m&s perfecto es el nfmero Y

lo mds bello la armonfa, pero la perfeccién del ntmero la conce

bian como una perfeccién que permitfa, a aquél que la conociese,
dominar la Naturaleza mediante un conjunto de factores m&gicos
Yy religiosos. Las cosas y los fen®menos naturales tienen su nG-
mero, y el conocimiento de dicho nlmero nos permite dominar la
cosa o fenfémeno numerado. Un buen ejemplo de lo anterior es el
llamado novenario pitagérico, que permitfa predecir quién serfa

el ganador en un combate (este novenario consistfa en dar valo-
res numéricos a las letras constituyentes de los nombres de los
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contendientes y, hallados los nfmeros de los nombres de ambos su
mando los valores numéricos de cada una de las letras, se deter
minaba el ganador del combate mediante unas tablas elaboradas por
la escuela pitagérica).

Otro ejemplo, de mayor trascendencia, es la importancia
que los pitagéricos atribuyeron a la Tetractis, al ndmero 10, nd
mero sagrado y perfectfsimo por ser la suma de los cuatro prime
ros nfimeros, y que era el ndmero de la Divinidad; por ello lo asig
naron propiedades migico-religiosas de proteccién contra el do-
lor, la enfermedad, la desgracia, es decir, contra el mal en ge-~
neral. Una representacién geométrica de la Tetractis era portada
como amuleto colgada del cuello, y en numerosas tumbas
de pitagfricos se han encontrado estos amuletos en los
mds variados materiales, desde el sencillo cobre con piedras co-

rrientes incrustadas hasta algunos de oro con esmeraldas o rubfes.

La concepci8n migico-religiosa del nfmero ha sido ante-
rior a la escuela pitag6rica -hay claras manifestaciones de ella
en culturas muy primitivas- y ha perdurado a la desaparicién de
la misma. Todo el movimiento cabalista, Yy en especial una de las
tres partes de la Cdhala, la guematrfa, es buena prueba de ello.
Y téngase en cuenta que al referirnos a la Cdbala no usamos este
término en su sentido mds restringido, sino en el mds amplio. Asf,
un caso claro de guematrfa serfa el texto del Apocalipsis de San
Juan en el que se nos dice que el "ndmero de la bestia es el 666".
Pues bien, de las diversas interpretaciones dadas a este pasaje,
parece la mis correcta y légica la que establece que la bestia es
Nerdn, perseguidor de los cristianos; si escribimos en caracteres
hebreos el té&rmino Ner8n César y asignamos valores numéricos a las
letras (cada letra del alfabeto hebreo tenfa un valor numérico),
la suma de todos ellos nos da 666. '

Esta concepcifén migico-religiosa tendrd su culminacién en
la Cébala, tanto hebrea como cristiana, que se desarrollari a lo
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largo de los siglos XIV, XV y XVI. Asf, algunos cabalistas cris
tianos decfan que la palabra Mesfas (en hebreo Mshych) tiene co
mo nGmero 358; pero, a su vez, la palabra serpiente (en hebreo_
Nchsh) tiene como n@mero 358; de lo que deducfan que el Mesfas
serfa el destructor de la serpiente (o sea, del demonio).

Hay que tener muy presente que, si bien en los momentos
actuales esta concepcién del nlmero est4 en general abandonada,
ha tenido muchos seguidores incluso hasta bien entrado el siglo
XIX, como puede demostrarse leyendo los escritos de los grandes
te8sofos del siglo pasado.

Y todavia alguna de nuestras expresiones reflejan tal mo
do de concebir el nfimero: "no hay dos sin tres", "a la tercerg_
va la vencida", "el nfmero 13 trae mala suerte". En particular,
esta Gltima ha tenido vigencia hasta hace muy poco (e incluso aun
la tiene en algunas personas). No hace mucho que en las habita-
ciones de los hoteles no existfa el ndmero trece, que en los co
ches de fdrmula uno tal nfmero era eliminado, que los futbolis-
tas suplentes no llevaban el 13 y que en algunas reuniones fami-
liares para celebrar un almuerzo, si por casualidad el nfmero de
comensales era de 13, se invitaba a un extrafno, eliminando tan ne
fasto nfmero). -

Pero, como antes anticipamos, ya dentro de la escuela pi
tagérica los llamados matemiticos tenfan otra concepcidn del nd-
mero. Para ellos el ndmero era lo m&s perfecto, pero su perfec-
¢i6n no radicaba en unos extrafios poderes migico-religiosos, si-
no en el hecho de que, como dirfa posteriormente Galileo, el 1li-
bro de la Naturaleza estd escrito en lenguaje matemdtico y el que
quiera leer en tal libro ha de conocer las Matemdticas. Todo fe-
némeno natural podfa ser expresado en ecuaciones matemdticas. Es
ta interpretacifn de la perfeccidn del n@mero, mucho m&s acerta-
da que la anterior, es la que, afortunadamente para la escuela y
para la Humanidad, alcanz8 preponderancia, siendo la seguida por
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los pitagfricos mds insignes, como el propio fundador de la es-
cuela, Arquitas y Filolao. Y gracias a ello los pitagéricos rea
lizaron descubrimientos trascendentales en Matemdticas, como el
teorema de Pitfgoras, los nfimeros irracionales, la teorfa de se
ries, la teorfa de proporciones, los nlimeros triangulares, cua-

drangulares, cuadrados perfectos, perfectos, etc. etc,

Si se hiciera un detenido rastreo de cuéntos han sido
los fil6sofos que a lo largo de la historia han sentido esta ad
miracién por las Matem&ticas y, en consecuencia, las han culti-
vado, la lista de los mismos serfa muy extensa. Pero vamos a fi-
jarnos en tres de los m&s destacados, Descartes, Pascal y Leib-

niz.

La categoria de Descartes como filSsofo y como matemdti-
co es de todos bien conocida. Pero lo que quizds no sea tan cono
cido es el hecho de que el genial pensador francés se bas8 en la
estructura de las Matemfticas para intentar construir una Filoso
ffa vdlida para todos, una Filosoffa de valor universal -del mis

mo modo que las Matemdticas tienen ese valor universal-.

En efecto, la filosoffa cartesiana va a construirse como
un sistema axiomftico (tal como Euclides habifa construfdo la geo
metrfa) y con un total desprecio por la experiencia (al igual que

el matemdtico para nada se basa en datos experienciales).

Descartes intentard basar el mé&todo filos6fico en el uso
de la intuicifn y de la deduccién. Mediante la primera conocemos
agquellas verdades que son de suyo evidentes e inmediatas, es de-
cir, los axiomas (8stos, en el caso de la Filosoffa, se reducen

a uno solo, el cogito, ergo sum); con la segunda alcanzamos aque

llas verdades que, sin ser inmediatamente evidentes, obtienen evi
dencia gracias a que llegamos a ellas partiendo de los axiomas y
a través de una cadena de razones, es decir, de pasos sucesivos

que son de suyo evidentes (se trata de lo que los matemdticos lla
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man teoremas; en la edificacién de su filosoffa el primer teore
ma que Descartes quiso demostrar fue el de la existencia de Dios,

Gnica forma de salir del inmanentismo inherente al cogito).

El rechazo del dato sensible, de la experiencia, es tam-
bién patente en Descartes. La verdad filos6fica s8lo serd alcan-
zable si renunciamos a los cantos de sirena de nuestros sentidos,
si prescindimos de lo sensible. En este punto Descartes es termi

nante: 46fo el entendimiento es capaz de alcanzan ta verdad, por

Lo que nunca, 44 queremos evitarn el enror, debemos conglar nd en
el testimonio fluctuante de Los sentidos, nd en el juicio falaz
de una <imaginacidén incoherente, tal como ncs dice en la Regla XII

de sus Reglas para la direccibén del espiritu.

El genio filoséfico y matem&tico de Pascal es también bien
conocido. Pero la imbricacién de Filosoffa y Matemdticas en el pen
sador francés quizds tenga su mdxima expresién en el llamado ar-

gumento a pari o argumento de la apuesta; en realidad, este argu

mento se nos presenta como una armoniosa mezcla del espiritu de
geometrfa y del espiritu de finura. Se ha dicho a veces que con
tal argumento Pascal intent8 demostrar la existencia de Dios, tra

tdndose, por tanto, de un argumento teolbgico-matemitico. Creemos
que tal interpretacifn es un craso error; Pascal no quiere demos-
trar que Dios existe, lo que quiere demostrar es que, desde un pun
to de vista psicolb6gico, la postura del ateo es absurda, il6gica
(con independencia de que realmente exista o no el Ser Supremo).
Se trata, pues, de un argumento psico-matemdtico.

Pascal se va a basar en el concepto de esperanza matem&-

tica. El problema radica en determinar la esperanza matemftica se
glin apostemos a que Dios exista (y, en consecuencia, obremos con
forme a las normas por El dictadas) o a que Dios no exista (atels
mo y, en consecuencia, nos apartemos de las anteriores normas).

Supongamos que apostamos porque Dios existe. La probabilidad del
suceso "existe Dios" es de %. La ganancia posible es la beatitud,
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la felicidad eterna, una ganancia infinita. Por tanto, la espe-
ranza matemdtica de esta apuesta (la apuesta tefsta) es:
= l .0 = =]
En = 2 -
Es decir, la esperanza matemdtica, si apostamos porque

Dios exista, es infinita.

Consideremos el caso contrario, apostar porque Dios no
exista. La probabilidad del su-ceso "Dios no existe" sigue sien-
do %. La ganancia posible es nula, ya que de la inexistencia de
Dios ningn beneficio obtiene el ateo. Luego la esperanza matemé

tica de esta apuesta es:
=L .9 =
Bp=70=0

0 sea, la esperanza matemética, si apostamos porque Dios

no exista, es cero.

Es indudable, diré& Pascal, que entre dos apuestas, cuya
esperanza matem&tica es, respectivamente, infinito y cero, sélo
es racional elegir la primera, ya que todo hombre, por naturale-
za, aspira a lo mejor. El atefsmo, pues, se presenta como un ab-

surdo, tanto desde un punto de vista 18gico como psicolégico.

Pero quizds el filbésofo en el que su extraordinaria for-
macién matem&tica influyé con mé&s intensidad en la elaboracidnde

su pensamiento filos6fico haya sido Leibniz.

Como es bien sabido, &l fue el creador del sistema bina-
rio de numeracién (o sistema Leibniz, como también es llamado).
Pues bien, en la estructura de este sistema de numeracién Leib-
niz creyé ver una demostracién de la accidén creadora de Dios: ef
1 nepresenta fLa Divinidad, ef 0 La nada; de ambos sunrge La foZa-
Lidad de Los ndmenos, al <{gual que de Dios y lLa nada, en virtud
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def acto creadon, sungen La totalidad de Los seres del univenso.
Tanto se entusiasm8 Leibniz con este descubrimiento que se lo co
municé al jesufta Grimaldi, pidiéndole que lo pusiera en conoci

miento del Emperador de China (por aquel entonces la Companfa de
Jes@s intentaba extender el ndmero de sus misiones en China); es
mis, Leibniz sofiaba con que el propio Emperador, gran aficionado
a las Matemdticas, se convirtiera con este descubrimiento al Cris
tianismo. De hecho el Emperador no se hizo cristiano, pero incre
mentS, entusiasmads con el conocimiento del sistema binario, lasfa
cilidades concedidas a los jesuftas para su expansién por el le-
jano pafs asidtico.

Si prescindimos de Raimundo Lulio, Leibniz fue el prime-
ro que realizé un intento serio de construir un mé&todo de razona
miento filos8fico inspirado en el cdlculo, idea que el fil6sofo

alemdn expres8 con toda nitidez en las siguilentes palabras:

"Segdn esto, cuando sunfa una controversia, no habrd yane
cesddad de discusdbn entre dos (iL6s040s, mds de La que hay enthre
dos matemdticos. Bastand, en efecto, con toman La pluma en La ma-
no, sentanse a La mesa y decirnse el uno af otro: jcaleulemos!”

Leibniz quiso alcanzar esta finalidad mediante la crea-
ci6én de el arte combinatoria. El intento en sf guedé fallido, pe

ro hay que destacar dos puntos:

14) Que con su arte combinatoria Leibniz se presenta co-

mo el gran precursor de la LSgica matem&tica o Légi-
ca simb6lica, que nacerd con toda fuerza en el siglo
pasado y que hoy dfa es una de las ciencias de mayor
alcance y porvenir.

28) Que fue el primero en hacer ver los graves riesgos de

fiarse del llamado "sentido comdn" en la resoclucién

de cualquier tipo de problemas; que sin la ayuda de
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ese fabuloso potenciador de la capacidad de nuestra
raz8n que son las Matemdticas, casi inexorablemente

se cae en el error.

Veamos, entre tantos y tantos que se podrfan proponer, un

ejemplo bien sencillo de la anterior afirmacidn.

Un automovilista asciende por una carretera de un kiléme
tro de longitud hasta la cima de una montafa, a la velocidad de
15 km/h. ¢A qué velocidad tendr& que descender por el kildmetro
de carretera que hay en la otra vertiente de la montafa para con
seguir en el recorrido total de subida y bajada (o sea, en los 2

km) una velocidad media de 30 km/h?

Guidndonos por el sentido comdn, por el poder razonador
de nuestra inteligencia pero sin usar del instrumental matem&ti-
co, parece lo 16gico decir que se obtendri una velocidad media de
30 km/h en el recorrido total de los 2 km, si se hace el kil8me-
tro de bajada a la velocidad de 45 km/h, ya que la media de 15 y
45 es 30.

Lo asombroso es que la respuesta correcta no es la de que
la velocidad de bajada sea de 45 km/h o cualquier otra velocidad.

La respuesta correcta es: no hay ninguna velocidad de descenso

gue permita obtener como media de los 2 km la de 30 km/h.

Usando el célculo matemftico, potenciador de la pobre ca
pacidad razonadora que por naturaleza tiene la inteligencia huma
na, se llega con facilidad a ver la verdad de tan paradfjica con
clusién. Sabemos que, en el movimiento uniforme, e = vt; por tan
to, el tiempo necesario para recorrer 2 km a la velocidad media
de 30 km/h es de f% de hora, o sea, de 4 minutos. Ahora bien, el
tiempo preciso para recorrer el kil8metro de subida a la veloci-
dad de 15 km/h es de f% de hora, es decir, también de 4 minutos.
Como consecuencia, el automovilista tendrfa que recorrer el kilg
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metro de bajada en 0 segundos, lo cual es manifiestamente impo-
sible (salvo que lo hiciera con una velocidad infinita, lo gue
fisicamente es algo sin sentido).

Es posible, y asf lo sostienen muchos expertos en la fi
losoffa leibniciana, que la teorfa filos8fica de m&s envergadu-
ra y que constituye los cimientos del resto de su pensamiento fi
los6fico sea la monadologfa, la teorfa de las ménadas. Natural-
mente que no es este el momento de exponer con detalle esta teo-
rfa. S6lo diremos que, seqgdn Leibniz, las ménadas son los minima
naturalia, es decir, los elementos Gltimos componentes de los se
res del universo; las ménadas serfan a modo de &tomos, pero &4to-
mos de energfa; todo cuerpo esté& constituido por ménadas. Las mb
nadas tienen diversas propiedades; son ingenerables e indestruc-
tibles (excepto por la accidn creadora o aniquiladora de Dios),
son inextensas (no podemos entrar en el problema de, si las mdna
das son inextensas, c¢8mo los seres del universo, compuestos por
ménadas, se nos presentan como extensos), tienen percepcién (1)
y apeticiém (2), etc. etc.

Pero hay una propiedad de las ménadas gque es la que nos
interesa en este estudio que estamos haciendo; tal propiedad la
formula Leibniz con estas palabras: Asl, pues, cada mbénada crea
da representa el undiverdo enfero. O sea, gue cada m8nada es como
un modelo en pequefio de todo el universo, que cada ménada es un
universo a escala pequefifsima que cada m8nada es un mMiCrocosmos;
de tal manera que, nos dice Leibniz, si nosotros pudiéramos cono
cer con todo detalle una sola m8nada (lo que, segdn el fil6sofo
alemén, es imposible), del conocimiento de tal ménada llegarfa-

mos al conocimiento de todo el universo.

(1) La percepcién consiste en un estado cognoscitivo, en un proceso de conoci
miento.

(2) La apeticifn es una tendencia, una fuerza interna de la mdnada que la im-
pulsa a pasar de una percepcién a otra.
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éCémo lleg8 Leibniz a esta curiosa teorfa? Para nosotros
es indudable que partiendo de los conceptos mateméticos de deri-
vada, diferencial e integral (no olvidemos que el pensador ale-
min fue, simulténeamente con Newton, el descubridor del cé&lculo

infinitesimal).

Para aclarar el paralelismo entre universo, ménada, per-
cepcibn y apeticifn con integral, derivada y diferencial, cons-
truiremos el esquema siguiente:

Ente real Ente matem&tico

Universo Integral

M8nada Derivada

Percepcién Diferencial de la funcién
Apeticién Diferencial de la variable

Efectivamente, partiendo del conocimiento de la derivada
de una funcién (en cierto modo la derivada nos da las propiedades
de la funcifn en un punto), podemos llegar por integracién a cono

cer la totalidad de la curva, es decir, la totalidad del universo.

Por otra parte, y definiendo la derivada como cociente de
diferenciales (y no olvidemos que esto es lo que hace Leibniz, co
sa que no hizo Newton), f4cilmente se comprende cémo la diferen-
cial de la variable serfa la apeticifn y la diferencial de la fun
cién serfa la percepcién.

Con todo lo ya dicho creemos demostrado con creces la te-
sis con que inicidbamos nuestro estudio: la extrafia fascinacién
que el saber matem&tico ha ejercido sobre numerosos fil6sofos. Por
supuesto que la lista de fil8sofos "fascinados" es muy numerocsa,
pero quizis los casos que hemos analizado sean los m&s represen-
tativos por la extraordinaria altura que, tanto en Filosoffa co-
mo en Matem8ticas, alcanzaron los pitag8ricos, Descartes, Pascal
y Leibniz,
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CONJETURAS DE GOLDBACH

Por Fidel Ferndndez y Ferndndez Arroyo
Catedrédtico del I.B. "Ri&nsares". TarancSn (Cuenca)

Entre los numerosos problemas que plantea la teoria de
nGmeros existen algunos, de enunciado f4cilmente comprensible pa
ra un alumno de bachillerato, que se plantearon hace m&s de dos
cientos anos y no han sido alin resueltos -al menos en nuestro co
nocimiento-, a pesar del empefio puesto en ello por muchos gran-
des matemdticos. Es bien sabido que los intentos de solucionar
tales cuestiones han provocado a menudo notables avances en las
mateméticas; recuérdense, por ejemplo, la conjetura de Fermat,
propuesta ya en el siglo XVII, y todos los descubrimientos a que

han dado lugar los sucesivos ensayos de demostracién.

Las conjeturas de Goldbach, surgidas en junio de 1742
en la correspondencia entre Chr. Goldbach y L. Euler, marcaron
el inicio de una serie de cuestiones relativas a la descomposi-
ci8n de un nmero natural estrictamente positivo como suma de nd
meros primos, al nflmero de primos de la descomposicidn y al n-
mero de descomposiciones posibles. Entre los resultados consegui
dos hasta el momento en este sentido, puede citarse que, en 1937,
I.M. Vinogrddov prob6 que cualquier n@mero impar mayor que 3315
es la suma de tres primos; y posteriormente, en 1973, Chen Jing
-Run demostrd gque cualquier nfimero par suficientemente grande
puede expresarse como la suma de un primo y un producto de unm&

ximo de dos primos.

Sin embargo, una de las cuestiones iniciales, conoci-
da a menudo como la conjetura de Goldbach propiamente dicha, per
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manece abierta aln; afirma que cualquier nfmero natural par -ma

yor que cero- es igual a la suma de dos nlmeros primos.

Esta conjetura ha sido probada en bastantes casos -pe
ro no en general-, y ha dado lugar a notables investigaciones so
bre dicha descomposicién. (Recuérdense los trabajos de A. Desbo
ves (1855), F.J.E. Lionnet (1879), N.V. Bougaief (1855), G. Can
tor (1894), V. Aubry (1896), R. Haussner (1896), R. Stickel
(1896), J3.J. Sylvester (1896-97), F.J. Studnicka (1897), E. Lan
dau (1900), L. Ripert (1903), E. Maillet (1905), A. Cunningham
(1906) , J. Merlin (1911), M. Vecchi (1913), J.G. van der Corput
(1937), N.G. Cudakov (1938), T. Estermann (1938), M.L. Stein y
P.R. Stein (1965), Robert C. Vaughan (1972-75), H.L. Montgomery
(1975), P.M. Ross (1975), Pan Chen Dong, Ding Xia Xi y Wang Yuan
(1975) , y Dan Zwillinger (1979), entre otros). Ademds, conviene
nacer notar que se han realizado tambi&n numerosos estudios so-
bre problemas en cierto modo similares.

Utilizando un ordenador es posible intentar la descom
posicidn de tantos pares como se desee (pero siempre un ndmero
finito) como suma de dos ndmeros primos. Esto fue lo que sugeri
una vez a mis alumnos del Instituto de Tarancén. Me llamé la
atencibn el programa hecho en BASIC por un alumno de tercero de
B.U.P. para realizar lo que les propuse.

El programa ideado por este alumno, Javier Arquero Avi
18s, permite, prefijado arbitrariamente cualquier nflmero natural
par, que el ordenador vaya escribiendo cada uno de los nfimeros
pares que le siguen como suma de dos nfmeros primos, en el caso
de que esto sea posible; el ordenador se para cuando encuentra
algdn nfmero par que no es igual a la suma de dos nlmeros pri-
mos (lo cual no ha ocurrido hasta ahora, en ninguna de las oca-
siones en que se ha ejecutado el programa, pese a haber descom-
puesto de esta forma varios miles de nlmeros pares), o cuando
pulsamos la tecla "BREAK".
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Evidentemente, la conjetura de Goldbach continfa sin
resolver. Sin embargo, creo que puede ser interesante fijarse
en la idea que tuvo este alumnos para realizar su programa, que
figura a continuacidn de la presente nota.
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PROGRAMA REALIZADO POR EL ALUMNO JAVIER ARQUERO AVILES

14 REM QUISIERAMOS SABER SI CUALQUIER NUMERO NATURAL PAR ES IGUAL O NO A LA
SUMA CE DOS NUMEROS PRIMOS

2@} CLS:PRINT:PRINT

25 PRINT "QUISIERAMOS SABER SI CUALQUIER NUMERO NATURAL PAR ES IGUAL O NO
A LA SUMA DE DOS NUMEROS PRIMOS"

3¢ FOR I=1 TO 35@@:NEXT I

40 C=C+2

45 R=-1

50 D=1

68 R=R+2

78 D=D+1

8@ IF D*D>R THEN 114

9@ IF R-D*INT(R/D)=@ THEN 5@
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19 coro 78

11§ T=C-R

12¢ D=1

13 D=D+1

14¢ IF D*D>T THEN l6g

15 IF T-D*INT(T/D)=g THEN 5¢

155 GOTO 139

16 IF T<l THEN PRINT "NO SE CUMPLE QUE PAR=PRIMD+PRIMO" : END
165 PRINT C;"=";C-R;"+";R

176 GOTO 49

Observacién
—2servacion

Podemos empezar a partir de cualgquier n@mero natural
par con la sentencia 35 C=X; siendo X el ndmero natural par a
partir del que queremos comenzar menos dos.
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CONSTRUCCIONES CON LA REGLA DE UN S0LO BORDE.
PROBLEMA DE STEINER

Por Francisco Lorenzo Miranda
Catedritico del I.B. "Cervantes" de Madrid

Uno de los problemas clfsicos de la Geometrfa fue su-
gerido por el gebmetra francés Poncelet (1788-1867), y resuelto
por Jacobo Steiner en su libro "Construcciones Geométricas Eje~
cutables con una Regla y un Cfrculo Fijo", publicado en Berlin
en 1833, Por este motivo es conocido como Problema de Steiner,
y afirma que: "Toda construceidn que puede reafizanse con te-
gla y compds puede nesolverse con s6Lo0 La negla de un bonde,
sdlempre que en el plano del dibujo se disponga de una citcun-
ferencdla con su centro'.

Con la regla de un solo borde las Gnicas operaciones
posibles son: trazar rectas arbitrarias, dibujar la recta que
pPasa por dos puntos, encontrar el punto de interseccién de dos
rectas. Veamos, pues, algunos problemas previos para llegar a
la solucién del Problema de Steiner.

* k Kk %

PROBLEMA 1%

a) Dada una recta r, y en ella un segmento AB y su punto medio
M, construir una paralela s a r por un punto P s8lo con la

regla de un borde
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Solucién

Se construye el cuadrivér
tice completo PQRS, tal que dos PS
y QR que pasen por A; otros dos PQ
y RS pasen por,B; otro, SQ pase por
M. El lado PR, opuesto del SQ es la
paralela pedida.

Para ello, se trazan la

recta AP y otra recta m arbitraria

gque pase por A. Se une B con P, rec
ta que corta a m en Q. La recta

MQ corta a AP en S. La recta SB cor
ta a m en R, La recta PR es la pedida.

b) Si se dan dos rectas paralelas r y s y un segmento AB en
una de ellas, se halla el punto medio M de Ab mediante la

construccién del cuadrildtero completo de la figura.

PROBLEMA 24

Dado un paralelogramo ABCD, una recta r y un punto P, construir

con la regla de un borde la paralela a r por el punto P.

Solucién

Las diagonales AC y BD
se cortan en el punto medio de am
bas, M. Aplicando el oproblema 1°,
se trazan por los extremos A y C
de una de ellas 1las paralelas a
la otra, que determinan en r los
puntos Q y R, cuyo punto medio
es el punto L de interseccién de
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la diagonal BD con r. Aplicando nuevamente el problema 1%, se
traza por P la paralela s a r.

PROBLEMA 32

Si en el plano del dibujo se tiene dibujada una circunferencia
f con su centro F, se puede construir con sélo la regla de un
borde la paralela o la perpendicular a una recta r por un punto
cualquiera P.

Solucién

Puesto que dos Py
difmetros de la circunfe
rencia f son diagonales a

de un paralelogramo (en

este caso recté&ngulo) y

su punto medio es F, se

puede trazar una parale

la a r por cualquier pun
to del plano (problema 2°)
Para construir una perpendicular, se traza por un punto cualquie
ra A de f la paralela AB a r. Si C es el punto diametralmente
opuesto al A, la recta CB es perpendicular a AR y, por tanto, a
r. La paralela s por P a CB es perpendicular a r.

En todos los problemas que siguen se supone dibujada
una circunferencia f y su centro F, y las construcciones que se
indican se suponen realizadas s6lo con la regla de un solo bor-
de.
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PROBLEMA 42

Dado un segmento PQ, una recta r y un punto O de r, determinar
un punto A de r tal gue OA = PQ.

Solucién

Se traza por O
una paralela OR a PQ, y
por Q la paralela QR a
OP (problema 3°). Por F
se traza la paralela FB
a PQ y FC paralela a r.

La paralela RA por R a
BC proporciona el punto
A buscado de r,

PROBLEMA 54

Dados los segmentos a, b, c, construir un segmento x tal que % =
c

X
Solucidn

Se dibujan dos rectas cualesquiera r y s que pasen por
un punto O y se determinan en r los
puntos A y C y en s el B tales que
OA = a, OC
4°y,

c y OB = b (problema

La paralela CX a AB (pro-
blema 3°), determina X en s tal que
OoX = x.
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PROBLEMA 62

Hallar los puntos de interseccién de una recta r con una circun-
ferencia no dibujada de la que se conoce el centro y el radio, o
lo que es equivalente, el centro C y un punto P de ella.

Solucidén

Sea C el centro de la circunferencia, P un punto de
ella, y r la recta. Sea f la circunferencia auxiliar y F su cen

tro.

Se traza por F la paralela FP' a CP (problema 3°). El
punto O, interseccidén de FC y PP' es uno de los centros de homo
tecia de las dos circunferencias. Si R es la interseccién de r
con FC, se determina el hom8logo R' tal que %%T = g% = %%T (pro
blema 5°). Se traza por R' la paralela r' a r (problema 3) que
corta a £f en A' y B'. Las rectas OA' y OB' cortan a r en los pun

tos pedidos A y B.

Si las circunferencias son concéntricas, la construc-

cibn no difiere esencialmente de la que se acaba de exponer.
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PROBLEMA 74

Hallar los puntos de interseccién de dos circunferencias no di-

bujadas de las que se conocen sus centros y un punto de cada una
de ellas.

Solucidn

Sean C y C' los centros de las circunferencias dadas
y Ay A' un punto de cada una.

Se halla el ’9
punto medio M de AA' i P P
(problema 1°). Se tra ——— Y

zan las perpendicula-
res AR y A'R a CM y
C'M, respectivamente
(problema 3°). La per
pendicular por R a
CC' es el eje radi-
cal e, ya que R es el

centro radical de las
circunferencias dadas
y la de difmetro AA'.
Las intersecciones de e con una cualquiera de las dos circunfe-
rencias (problema 6°) son los puntos P y Q pedidos.

Puesto que las construcciones bdsicas que se pueden
efectuar con la regla y el compds son: determinar el punto de
interseccibn de dos rectas, los de interseccién de una recta Yy
una circunferencia y los de interseccién de dos circunferencias,
con la resolucibn de los problemas anteriores queda probado el
Problema de Steiner.
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Como aplicacién proponemos los siguientes problemas:

Construir con la regla de un solo borde:

I. E1 segmento medio geométrico de dos segmentos da
dos.

IT. La bisectriz de un &ngulo dado.

(Se supone dibujada la circunferencia auxiliar f con
su centro F).

A quienes estén interesados en el conocimiento del ori
gen y solucibn de los més célebres problemas clfsicos de matemi
ticas elementales, recomendamos el precioso libro de Heinrich DQ
RRIE: "100 Great Problems of Elementary Mathematics". Their His
tory and Solution. Publicado en la Editorial Dover de Nueva York.

En €l encontrard el lector la historia y solucién de
100 problemas clisicos tales como: El "Problema Bovinum" de Ar
quimedes; el de las parejas matrimoniales de Lucas; el de la agu
ja de Buffon; el de la duplicacifn del cubo; el de la loxodroma,
etc.

Para dar una idea de la gran belleza de las soluciocnes,
transcribimos un pédrrafo del pr6logo del autor a la primera edi-
ciln: "En La presente obra se encuentran muchas perfas del anrte
matemdiico; Las solucdones de Los problemas, en nealizaciones de
un Gauss, de un Eulern, Stediner y otros, nepresentan .increible trniun
o de La mente matemé&tica".
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SIMULACION LOGO DEL GRUPO EQUIFORME

Por E. Roanes Macfas y E. Roanes Lozano

—

El grupo equiforme, o grupo de transformaciones geomftri-
cas que conservan la forma, es sin duda uno de los capitulos
fundamentales de la Geometria Elemental, tanto por su asnecto
utilitario como por el formativo. La dificultad del tema nara
principiantes radica, en gran medida, en las escasas vivencias
que pueden ser consideradas como experienclas, a partir de las
cuales puedan elaborarse los concentos ahstractos que constitu-
yen estas transformaciones. De aauf el importante papel que pue-~
den Jjugar en ello las simulaciones.

El lenguaje LOGO, en su aspectc mas original, la "geome-
tria de la tortuga", parece el Instrumento idéneo para simular
las experlencias anteriormente indicadas.

Aunque el subconjunto unién de las simetrfas (axiales) A4
homotecias genera el grupo equiforme, por razones didfcticas v
de simplicidad de los procedimientos L0GO, se han considerado
cuatro transformaciones b&sicas: traslaciones, giros, simetrfas
y homotecias.

El programa que se ha elaborado permite:

a) simular cada una de estas cuatro transformaciones b&-
sicas, de modo que baste dar los datos de La f{qura
original (posicién, tamafio, etc) v los datos de La
transformacibn (centro y amplftud del giro, eje de
la simetrfa, ete), para que el procedimiento dibuje
la figura imagen e indique su pasicién

b) ejecutar sucesivamente dos, o m&s, de esas transforma-
ciones

c) dadas das figuras (original v final), determinar 1la
transformacién (o producto de transformaciones) en
que la Gltima sea imagen de la primera

d) determinar la transformacién producto de dos, o mf=s,
transformaciones previamente efectuadas
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Aunaue los listados estan escritos npara LOGO de Apple II
(128 X), con muy pocas variaciones nueden adaptarse a otras

versiones de LOGO,

§1. FUNDAMENTACION GEOMETRICA

La adaptacién de las transformaciones del gruoo equi-
forme a la "Geometrfa de la tortuga” nos ha ohligado a desarro-
llar métodos originales de determinaci8dn del centro de semejan-
za, eje de simetrfa deslizante, etc., que explicaremos en este
avartado.

Como escvacio gréfico de trabajo utilizaremos el rectdn-
gulo (-120,120) x (-50,90), reservando vara textos las cuatro
lineas inferiores. Por ello se representarfn los ejes de coorde-
nadas seflalando doce divisiones en cada semieje horizontal y
nueve en el vertical superior. Los eies pueden no ser dibujados,

si asi{ se desea.

1.1 Figuras original y final

Aunque una semejanza del plano es una aplicacién bivec-

tiva del conjunto de puntos del plano en si mismo, lo cierto es

que, cuando se trata de intuir el efecto producido por una trans-

formacifén se piensa en una cilerta figura sencilla y en la imagen
de aquella firura.

Puesto oue una semefanza queda determinada nor tres
puntos no alineados (vértices de un trifngulo no isbsceles) y
Bus resvectivos puntos imagen, la figura elegida debe tener
tres puntos bien distinguibles y en ella debe ser inmediatamen-
te perceotihle uno de Jos posibles sentidos en el plano. A lo lar-
go del présente trabajo se ha operado con una sencilla figura

en forma de bandera (fig.1) en la que se han considerado tres

== Lo
Y, » h oo %
Mg ; e l_- Yy
' T ﬂ:////<<:::>
’ L}
4 !
3 i 2
b4 ] A xﬂ X‘ F
Fig.1 Fig.2 Fig.u4 Fig.S Fig.6 Fig.7
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puntos que la determinan (X, Y, 2 en la figura 2)

Para determinar la posicién de la figura (bandera),
ta fidar:

bas-

1) las coordenadas del punto X (pi€ de 1a bandera), al que

en adelante llamaramos punto base para dibudar la figura

i1) el Sngulo I (en grados), de inclinacién a la derecha de

la figura respecto de la vertical (fig. 3)

1i1) la lonpitud de los tramos de la figura,
tinlos de una cantidad, L

que son mul-
s, arbitrariamente elegida, de

acuerdo con el princinio de similitud del lenguaje LO-
GO (fig. u)

iv) el sentido de 1la figura,

con oosilles valores +1 (£ig.3)
o bien -1 (fip.

5), segln sea el sentido de los Sngulos

de acuerdo con el principio de simetrfa del
lenguaje LOGO

trazados,

A la figura que se da inicialmente la 1lamaremos $<gunra
oniginal v a sus tres puntos caracterfsticos los desipnarenos
Xo. YO’ Z° (fig. 6), Andlogamente, a la figura imagen en 1la
transformacién la llamaremos figura §inal y a sus tres oun-

tos caracterfsti
cos los desipnaremos xF’ YF' ZF (fig. 7).,

La inclinacién, longftud de tramos, y sentido se desig-

nardn respectivamente pop Io. LO' So rara la figura origi-

nal, y por IF’ LP' SP para la final.

1.2 Traslacién

Dada una figura original cuvo punto base es el de

coordenadas (X

( 0 0’ LO‘ s0'

40 v2) serf la fipu-
ra (fig. 8) cuyo punto base es el de coordenadas

R X02) y cuyos otros datos son I

su imagen en la traslacién de vector (v

X, = X + v sy X = X +
r, 0, 1 b e, 0, * 72

La simulacién se desarrolla
en los procedimientos TRASLACION y
POR.TRASLACTION (del §2)
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pada una fipura original de datos

Xy Ias Lyge 8o U imagen (fig. 9)
en el giro de centro C y amplitud A ten- Pio
drd4 por punto base el punto X}.. que ve- ,/’ :
rifiaque: /1’

— 7\ ,

xrc E] Xo . xoc xr = A ,’4RA

Y TR e~

v sus otros datos serdn [ XB

IF = Io - A LF = Lo " SF = So

Fig. 9

La simulacidn se desarrolla en los
procedimientos GIRO vy POR.GIRO (del §2)

1.4 Simetria (axial)

Si1 el eje de la simetrifa pasa por
el punto P y se inclina A grados res-
pecto de la horizontal (fig. 10), en-
tonces ¥ = (cos A, sen A) es un vec-

tor unitario de la direccidn del ede,

luego designando vor Xe al punto medio %
del segmento i;;F se tendré Fig. 10
— — - =
Pxe = (PXo . e) e

zsc:'?':?o.'e"=(x

1
— —_— —_ —
XOXP = ZXOXe = 2 (PY.e - PXO)

de donde resulta aque XF es el punto

xri s 2 (P1 + ESC . cos A) - X01

sz s 2 (?2 + ESC . sen A) - on

Es claro aue los otros datos de la figura final serén

IP s 2 PRectos - IO - 2 LP = LO ) SF z -So

La simulacisn se desarrolla an los orocedimientos SIMETRIA
y POR.SIMETRIA (del §2).
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1.5 Fomotecia

En la homotecia de centro ¢ ¥ razén K, el punto hase
de la figura final, habrd de verificar

— —_—
CXF = K CXO
su inclinacién vendrd dada ast

I0 y 81 X >0 (fip., 11)

I, + 2 ®ectos, si K <0 (fig, 12)

¥ sus restantes datos serén

Lp =IK, LO ’ SF = Sﬂ

X

Fig. 11

Fie. 12

La simulacién se desarrolla en los procedimientos HOMOTECIA
y POR.HOMOTECIA (del §2) i )

1.6 Clasificacidn de isometrias

Dadas una figura original (determinada por los cuatro pa-

rém

- etr:s xo, Io. Lo. Sn) v otra final (determinada nor XF. I,
X SF » la caracterizacién de la isometria en aue esta es i:a-
gen de acuella la haremos de acuerde con el sigulente diagrama

de flujo



[4iguras origiral y finay/
| Yo es
isometria

Isometria
que cambia
el sentido

Traslacidn de
-

vector XOXr

La g2imulacidn se desarrolla en los procedimientos MOVIMIENTO
v QUE.MOV.ES (del §2).

1.7 Determinacifn de la amplitud y centro de giro

Si al clasificar la isometria (en 1.6) resulta ser un gi-

ro, su amplitud A, serf la diferencia IrJ - IF

v su centro, C, se determina como suglere la

figura 12, en oue XM es el nrunto medio del

sefFmento XDXF' y por tanto

cX. = *
CXy = X %o [/ tg(a/2) (*)

Por tanto, situada la tortuga en X basta

™
cue avance hasta Xn, gire a la izquierda un
recto v avance (%), para situarse en C.

La simulacién se desarrolla en el proce-

dimiento ES.GIR. (del §2).

1.8 Determinacidn de la isometria que cambia el sentido

Si al clasificar la isometria (en 1.6) esta cambia el
sentido, entonces pueden considerarse las rectas XOYO y XPYP'

S§i dichas rectas son secantes y de acuerdo con la fig.13,
r es bisectriz de ambas, XT es punto de interseccién de la pa-

ralela a r por Xr con la perpendicular a r por Xo, e YT eg el

cuarto vértice del paralelogramo X XFYFYT’ entonces la recta e,

paralela a r por el punto XTYT(] XOYO' es eie de una simetria
en gue XTYT es imagen de XOY0 (segln puede proharse ficilmen-
te), por lo aue la isometr{a se reduce a dicha simetria conm-

puesta con la traslacién de vector XTXF

A}

4

/.

£
4
B | e [
£

r
D o Sy NS
e
=

Tip. 13 Fip. 1u

Si, por el contrario, las rectas XOYO v XFYF son paralelas y,
de acuerdo con la fig. 14, el punto Xo es oproyeccién ortogonal
de Xo sobre la recta err’ entonces l; isometrfa se reduce o--
viamente a la simetria de efe la recta e (mediatriz del segmen-
to XOXT) compuesta con la traslacidn de vector i;;}.

Por tanto, en ambos casos la isometrfa se reduce al produc-
to de una simetria axial por una traslacifn de vector paralelo
al eje de simetrifa, bor'lo oue dicha transformacidn comnuesta
suele denominarse simetrla deslizante (si Xp v Xp coincidieran,
lx traslacidn serfa la abplicacidn fdéntica y en consecuencia
la isometrfa serfa la simetrfa de ede e).

Es fécil probar que el punto medio del segmento de extre-
mos dos nuntos homélogos en la isometrfa ha de nertenecer al
eje, e, de la simetrfa (axial o deslizante). Por tanto, los
EE:}OS_E:?iOS X", Y!' 2M de los respectivos segmentos ?;E},
Yo¥p, Zp2p permiten determinar dicho eje (fig. 15 v fig. 16).



Observese que esos tres puntos no nueden coincidir, pues en-
tonces la isometria seria simetria central, luego conserva-

rfa el sentido, en contradicciédn con nuestra hio8tesis.

% Fig, 15 "l 18

. I
Una vez determinado el eie e, para distinguir si la simetria
es axial o deslizante, puede comprotarse si XOXF es, 0 no es,
= € rfa invariante
ortogonal a e. Si fuera XO = Yo dicho punto se li,
luego se tratarlfa de simetria axial, va que la simetr{a desli-
zante no posee puntos invarlantes. Por tanto, el producto es-
i ién de e serd nulo si,
calar de XOXF por un vector ?e la direccid
y solo si, la simetrfa es axial.
’ . 3 D
El procedimiento EJ.SIM determina el eje de simetrfa, TIP.STM
decide si la simetria es axial o deslizante. Ll primer casoc se

simula en ES.AXI y el segundo con ES.DESL (en el § 2)

1.9 Clasificacidn de gsemefanzas

Dadas una figura original y otra final, la determinacidn
de la semeianza en que son homdélogas se har§f de acuerdo con el

siguiente d{acrama

éffiguras original v finalf/

Isometria

Semejanza
directa

Semeianza
inversa

Giro por
homotecia

Hémotecia
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La simulacidn se desarrolla en los nprocedimientos SEMEJANZ A
v QUE.SEM.ES (del §2)

1.10 Determinacién de la razén v centro de la homotecia

S1 al clasificar ta semefanza (en 1.9), resulta ser ho-
motecia, su razén K serf el coclente LP / Lo y nara determinar
su centro, €, basta tener en cuenta que de su ecuacién vectorial

= —
CXP s K CXO

resulta
— — —
CXp = K(ch - xoxr)
luego
— K —
T e— *
XeC = gog X X, (*)

Por tanto, situada 1la tortuga en XP y orientada hacia Xo.
basta que avance (%), para situarse en C (fig. 11)

Se desarrolla en el procedimiento ES.HOM (del §2),

1.11 Determinacién del centro de semefanza directa

Si el clasificar la semejanza (en 1.9), esta resulta
ser giro por homotecia, para determinar el unico nunto del nla-
no que es centro de un girn_y de una homotecia de razén vosi-
tiva, de cuve producto resulta la semedanza (1lamado centro de
semejanza) no puede utilizarse el método clésice de inter-
seccibn de las circunferencias XGKFP e YnYrP (fig. 17) por ne
ser viahle en LOGO, ’

El método alternativo que hemos ideado consiste en ha-

cer uso de las ecuaciones generales de una semejanza

1 = £2 ]
2%y %} ho + b1x1 + b2x2 (*%)

determingndo sus coeficientes a,, bi; i =1,2,0 por la condi-

cién de que XF'YF' ZP sean las respectivas im&genes de XO,YO,Z0

(el sistema lineal ha de ser determinado, ¥a que una semejanza
queda determinada por tres puntos no alineados Y sus imégenes).

Una vez determinados diches coeficientes, el sistema
lineal

.0 + !IXI + a2!2 E X1

T R R S S
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tendrf por solucién el centro de semeianza (por ser el Gnico
punto iInvariante de la semefanza directa).
Es claro que la amplitud del giro ser§ Io - IF y la ra-

z6n de homotecia LF / Lo. f
Se desarrolla en el procedimiento ES.GIR.HOM (del $2).

1.12 Determinacién de la semeianza inversa

Si al clasificar la semeianza (en 1.9), resulta una se-

mefanza que cambia el sentido, entonces Yr

basta considerar la redta e (fig. 18)

Qque pase por XO y de direccisdn bisec-
triz de las semirrectas oY, ¥ parale-
la a X_.Y por el punto )’0 La imagen

Y2 2
de la figura original en la simetria

de eie e, es obviamente una figura ho-

motética de la final.

La semejanza se ha reducido vpues
al producto de simetrfa axial por ho-
motecia (se desarrolla en el procedi- Fig. 18
miento ES.SIM,HOM).
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§ 2 PROCEDIMIENTODS

TO SITUA.FIG.0

CS HT .SETSCRUNCH 1 WINDOW

PR [ESCRIBE LA MAXIMA ABSC1S5A REPRESENTADA ¢ DIVISOR 0 MULTIPLO DE 120 )1
MAKE "E FIRST RL

PR {DEBO REPRESENTAR LOS EJES? ¢ CONTESTA: SI 0 NO )}

HAKE “EJ RL

IF 1EJ = (S]] [EJES)

PR [ESCRIBE LAS COORDENADAS DEL PUNTO BASE PARA OIBUJAR LA FIGURA ORIGINAL)
MAKE "X RL MAKE °XY 1X

PR [ESCRIBE EL NUMERO DE GRADOS DE INCLINA CION A LA DERECHA DE LA FIGURA ORIGINALJ
PR [( RESPECTO DE LA VERTICAL )]

MAKE °1 FIRST RL

PR [ESCRIBE LA LONGITUD DE LOS TRAMOS DE LA FIBURA ORIGINAL]

MAKE "B FIRST RL

PR {ESCRIBE EL SENTIDO DE LOS ANGULOS DE LA FIGURA ORIGINAL ¢ 1, 0 BIEN -1 ))
MAKE "S FIRST RL

MAKE °X1 120 / 1E # FIRST 1X

MAKE "X2 120 / 1E * LAST X

MAKE °L 120 / 1E # 1B

PU SETPOS SE :X1 X2

F16.0

END

T0 F16.0

F16

MAKE *10 11

MAKE "LO :L MAKE *S0 8

MAKE °X01 FIRST :X MAKE °X02 LAST X
MAKE °YO1 FIRST 1Y MAKE °Y02 LAST :Y
MAKE "201 FIRST 12 MAKE °202 LAST :2
END

T0 SITUA.FIG.F

;:KéEng;EE LAS COORDENADAS DEL PUNTO BASE PARA DIBUJAR LA FIGURA FINAL)
PR [ESCRIBE EL NUMERO DE GRADOS DE INCLINA CION A LA DERECHA DE LA FIGURA FINAL)
PR [( RESPECTO DE LA UER‘TICAL )1

MAKE °1 FIRST RL

PR [ESCRIBE LA LONGITUD DE LOS TRAMOS DE LA FIGURA FINAL)

MAKE *B FIRST RL

PR [ESCRIBE EL SENTIDO DE LOS ANGULOS DE LA FIGURA FINAL ¢ I, 0 BIEN -1 )1
MAKE °S FIRST RL .

MAKE °X1 120 / IE # FIRST :X

MAKE °X2 120 / 1E # LAST :X

MAKE L 120 / 1E # 1B

PU SETPOS SE iX1 1x2

FI6.F

END
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T0 POR.GIRO
T0 FI16.F PR {ESCRIBIR LAS COORDENADAS DEL CENTRO DE G}ROI
L]
225 *1F ol mxfssgnl;'im LA AMPLITUD DEL 61
MAKE °LF 1L MAKE "SF 18 ;':KE *a FIRST RL RO ¢ BN G DS )3
MAKE "XF1 FIRST 1X MAKE °XF2 LAST X MAKE *W 1A ANB.RED MAKE °A 1
MAKE *YF1 FIRST 1Y MAKE *YF2 LAGT 1Y MAKE *C1 120 / 1E % FIRST 1C
MAKE “2F3 FIRST 12 MAKE "2F2 LAST 12 MAKE °C2 120 / E » LAST C
- 1) SETPC 4 SETPOS SE 1C1 1C2
MAKE "D1 1X1 -~ 1C1 MAKE °D2 1X2 - 1C2
\ SETH TOWARDS SE 1X1 1X2
ARCO .
TO (TRSLAG 108 SETH TOWARDS SE 1X1 1X2
$1TUA.F16.0 LT 14 FD 1D
POR.TRASLACION . -
;D MAKE 1 1 1A
MAKE "W 11 ANG.RED MAKE °1 1w
F16.F
MAKE °X1 XCOR MAKE °*X2 YCOR
T0 GIRO 00TS
SITUA.FI1G.0 PR [LAS COORDENADAS DEL PUNTO IMAGEN DEL)
POR.GIRO ¢ PR [PUNTO BASE SON) SE APR tX! # 1E / 120 APR 1X2 » 1E / 120 )
END END
70 SIMETRIA 70 POR.SIMETRIA
S1TUA.F16.0 PR [ESCRIBE LAS COORDENADAS DE UN PUNTO DEL EJE DE SIMETRIAI
POR.SIMETRIA MAKE "P RL
BND PR [ESCRIBE EL ANGULO ¢ EN GRADOS ) DEL EJE DE SIMETRIA CON LA HORIZONTAL]
MAKE "A FIRST RL
MAKE *P1 120 / 1E # FIRST 1P
MAKE °P2 120 / i1E # LAST P
10 HOMOTECIA PU SETPOS SE 1Pt P2 SETH 90 -~ 1A SETPC 3
81TUA.F16.0

BK 250 PO FD 300 PU BK 250 ‘
. MAKE. "ESC ¢ X1 ~ tP1 ) # € COS 1A ) + ¢ 1X2 - 1P2 ) # SIN 1A
gg-“‘m’““‘ MAKE *XT1 ¢ tP1 + 1ESC % ¢ COS 1A ) ) # 2 - X1 ‘
MAKE *XT2 ¢ 1P2 + 1ESC # ¢ S8IN 1A ) ) # 2 = |X2
SETPOS SE 1X1 1X2 BETPC 4 PD SETPOS SE IXT1 1XT2
. MAKE *1 180 = 1] - sA # 2
70 POR.TRASLACION

MAKE "8 8 # -§
PR [ESCRIBE LAS TOORDENADAS DEL VECTOR TRASLACIONI] FIG.F
MAKE *V RL MAKE *Xf XCOR MAKE °X2 YCOR
MAKE °V1 120 / t€ # FIRST iV PR [LAS COORDENADAS DEL PUNTO IMAGEN DEL)
MAKE *v2 120 / :EU: LAST V éNPR {PUNTO BASE 8ON) SE APR 1X1 ® 1E / 120 APR 1X2 & 1E / 120 )
MAKE "XT1 X1 ¢ 3 0
MAKE *XT2 X2 ¢+ V2

SETPC 4 SETPOS SE XTI 1XT2

SETH TOWARDS SE X1 1X2 RT 30 FD 7 8K 7 LT &0 FD 7 BK 7

F16.F

MAKE *X1 XCOR MAKE °X2 YCOR .
PR [LAS COORDENADAS DEL PUNTO IMABEN DEL] 120

¢ PR [PUNTD BASE 8ON] 8E APR :Xt = 1E / 120 APR X2 & 1E /

END
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TO POR.HOMOTECIA

PR (ESCRIBIR LAS COORDENADAS DEL CENTRO DE HOMOTECIA)
MAKE "C RL

PR [ESCRIBIR SU RAZON]

MAKE °K FIRST RL

MAKE °C1 120 / iE &= FIRST i1C

MAKE °C2 120 / iE » LAST iC

PD SETPC 4 SETPOS S8E 1C1 1C2

SETPOS 1Y

PU SETPOS SE :C1 1C2 PD

MAKE °*D1 X1 - 1C)

MAKE *D2 1X2 - i1C2

DIST SETH TOWARDS SE i1X1 1X2 FD 3D # :K

IF 1K > 0 [MAKE °L L # tK) [MAKE °L iL # 1K # - 1 MAKE *1 I + 180)
F10.F

PU SETPOS SE (YFI 1YF2 PD SETPC 4 SETPOS SE iCi 1C2
PU SETPOS SE 1XF1 1XF2

DOTS

MAKE *X1 XCOR MAKE °X2 YCOR

PR [LAS COORDENADAS DEL PUNTO IMAGEN DEL]

¢ PR [PUNTO BASE SON] SE APR 1X1 # 1E / 120 APR 1X2 u 1E / 120 )
END

TO FIG

MAKE °X SE XCOR YCOR

MAKE "W 1] ANG.RED MAKE °I W

PD SETPC 1

SETH @ RT 31 FD 1L = 3

MAKE °*Y SE XCOR YCOR

RT 90 & 1S FD :L » 1,5 RT 90 #= 1S FD L
MAKE "2 SE XCOR YCOR

RT 90 % 18 FD 1L # 1,3 RT 90 # 35 BK 1L = 2
END

TO EJES

8ETPC 2 PU SETH 90 BK 120 PD

REPEAT 24 [FD 10 RT 90 FD 1 BK 1 LT 90)
PU 8K 120 LT 90 BK 90 PD

REPEAT 10 [FD 10 LT 90 FD 2 BX 2 RT 0]
PU BK 90

END

T0 D1ST
MAKE "D SQRT ¢ :01 & D1 ¢ 102 # D2 )
END

TO APR :NU

MAKE °NN ¢ ROUND ¢ INU # 100 > ) / 100

IF ¢ INT NN ) = NN [OP INT oNN] [OP tNN]
ENO
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T0 ANG.RED
IF W > 180 [(MAKE °W W - 3401
IF W ¢ =179.999 [MAKE "W 0 + 3401

IF OR tW > 180 W ¢ ~179.999 (ANG.RED)
END

TO ARCO

DIST

IF 1D ¢ 20 [6B0 "2

IF AND 1A < 20 1A > =20 (GO *XX)
IF tA ¢ 0 (MAKE "U -1] (MAKE °U 1)
MAKE “H INT ¢ 1A # U/ 2)

FD 20 LT %0 = U

REPEAT 1H (LT 2 # (U FD 0,498

RT 40 # ;U BK 72 FD 7 LT 70 # (U BK 7 FD 7
PY SETPOS SE 1C1 i1C2 PD

LABEL *XX

END

T0 DOTS
SETPC 1 PD

gb( AND 3C1 ¢ 120 €2 ¢ 90 1C1 > - 120 €2 > - 90 ) (DOT SE 1C1 1C2)

TO PREGUNTON

PR [Observa ambas i
PR [Para comprobarlo, pulsa Return]
MAKE "R3R RL

END

TO MOVIMIENTO
§1TUA.F16.0
81TUA.F10.F
PREGUNTON

!Bib'l.o = 1LF [QUE.MOV.ES) (PR [NO ES MOVIMIENTO)}

T0 QUE.MOV.ES

goaso = 3SF (IF 110 = 11F [ES.TRAS) CES.BIR1) (EJ.SIMI

T0 ES.TRAS

MAKE "V SE APR ¢ 1XF1 = 1X01 ) % 1E / 120 APR ¢ IXF2 1IX02 ) # :E

- / 120
IF 1V = {0 01 (PR [SE TRATA DE LA IDENTIDAD] STOP '
PU SETPOS SE :X01 1X02 :

SETH TOWARDS SE iXF1 I1XF2

SETPC 3 PD SETPOS SE sXF1 iXF2
RT 30 BK 7 FD 7 LT 40 8K 7 FD 7
¢ PR [TRASLACION DE VECTOR) iV )
ng °X1 XCOR MAKE *X2 YCOR

guras y trata de averi guar 1a transformacidn solucién)
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T0 €S.GIR

MAKE *A 110 - 4IF

MAKE "W :A ANG.RED MAKE ‘A W

MAKE "XMI ¢ 4x01 + XFL ) /2

MAKE *)M2 ¢ ix02 + IXF2 ) /7 2

PU SETH TOWARDS §E 1X01 1X02

SETPOS SE 1M1 1XM2 RT 70

MAKE *DI M1 - 1xF|

MAKE "D2 13042 - 1XF2

DIST FD 1D = ¢ cog 1A/ 2)/8IN A/ 2
MAKE "C1 XCOR MAKE =C2 YCOR

SETPOS SE sXD1 1XD2 SETPC 3 PD SETPOS SE 1C1 :C2
MAKE *Di 1x01 - 4py

MAKE *D2 02 - sc2

SETH TOWARDS SE X01 1X02

ARCO

SETPOS SE :XFI iXF2

DOTS

¢ PR [GIRD DE CENTRO) SE APR :C1 # ;£ , 120 APR :C2 » :£ 120 )
¢ PR [Y DE AMPLITUD] :a [GRADOS) )

MAKE *X1 XCOR MAKE °x2 YCOR

END

TO EJ.SIM

MAKE "XH1 ¢ 1X01 4 1XF1 )
MAKE "XM2 ¢ 1X02 + ixF2 )
MAKE *YHI ¢ Y01 + yvFy )
MAKE *YM2 ¢ yv02 + 1YF2 )
MAKE "ZMI ¢ 1201 + t2F1 )
MAKE *ZM2 ¢ 1202 + 1ZF2 )
IF AND 1xXM1 = gyMy M2 = (YH2 (MAKE *py 1M1 MAKE *P2 :2M2)

[MAKE "PI yYMI MAKE "P2 1'YM2]

PU SETPOS SE M1 1XM2 SETH TOWARDS SE 1Pl 1P2

SETPC S BK 250 PD Fp 300 PU BK 250

IF 1P1 = 131 [MaKE "A 0] [MAKE *A ARCTAN ( ¢ P2 - pi2 Y7 ¢ Py - paqy PADD |
TIP.SIM

END

2
2
2
2
2
-

MARNANNNN

T0 TIP.SIM

MAKE "G SE APR IxM1 1E / 120 APR X2 » :£ , 120

MAKE *PRE ¢ 1xF) - 1X01 > # ¢ COS :A4 ) + ¢ XF2 = :1X02 ) # SIN 1A
MAKE *PREA APR :PRE

IF :PREA = 0 [ES.AX1) [ES.DESL)
END

T0 ES.AXI

SETPOS SE 1X01 1x02

SETPC 3 PD SETPOS SE IXF1 1XF2

IF 1A > 180 [MAKE *a 1A = 3601

¢ PR [SIMETRIA CUYD EJE ¢ EN AZUL ) Pasa POR) :6 )

¢ PRIY FORMA CON L4 HORIZONTAL UN ANGULD DE] ROUND 1A [GRADOS) )
MAKE *X1 XCOR MaKE "x2 YCOR

END
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TO ES.DESL
MAKE *V1 :PRE » COS ;4

MAKE "V2 1PRE # SIN 14

SETPOS SE 1X01 1X02 SETPC 3

PD SETPOS SE iXF1 - 3yq IXF2 -~ 2

F16

SETH TOWARDS SE 1XF1 xF2

SETPC 3 SETPOS SE 1XF| 1XF2

RT 30 BK 7 FD 7 LT 60 BK 7 Fp 7

MAKE "V SE APR 11 » £ 120 APR V2 w 1€ » 120
¢ PR [SIMETRIA DESLIZ2ANTE CUY0 EJE ¢ BN azZuL ) PASA POR1 16 )
¢ PR LY CUYD VECTOR TRASLACION ES] v )

MAKE *X1 XCOR MAKE *x2 YCOR

END

TO SEMEJANZA
SITUA.FIG.0
SITUA.FIG.F
PREGUNTON
QUE.SEM.ES
END

TO GUE.SEM.ES

IF 1LD = ,LF [QUE.MOV.ES) [IF ,50 = 15F [ES.SEM.DIR) (ES.SIM.HOM])
END

TO ES.SEM.DIR
MAKE "R 110 - ;IF

IF ¢ OR (R =g (R = 180 R = - 1gp ) {ES.HOM) [ES.GIR.HOM]
END

TO ES,HOM

MAKE *K 1LF / ;Lp

IF NOT 110 = 4IF [MAKE *K 1K » ~1)

MAKE *D1 1XF1 - ixpg

MAKE "D2 ixF2 - 1X02 pIST

IF NOT 1D = 0 (8gTH TOWARDS SE 1X01 1X02)

PUFD :D # 1K / ¢ tK - 1)

MAKE *C1 XCOR MAKE *C2 YCOR

PD SETPC 3

SETPOS SE 1X01 :x02

SETPOS SE 1XF1 ixF2

SETPOS SE :C1 g2

BETPOS SE :YD1 ;yp2

SETPDS 8E 1YF) 1YF2

poTS

MAKE *CEN SE APR :01 # 1E / 120 APR 1C2 » tE / 120
( PR [HOMOTECIA DE CENTRO] 1CEN Y RAZONI aPR K )
PU SETPOS SE ix¢) 1XF2 PD .

MAKE *X1 XCOR MaKE "X2 YCOR

END

e



T0 ES.BIR.HOM

MAKE
MAKE
MAKE
MAKE
MAKE
MAKE
MAKE
MAKE
MAKE
MAKE
MAKE
MAKE
MAKE
MAKE
MAKE
MAKE

PU SETPOS SE X031 31X02 SETPC 3 PD SETPOS SE :Ci

‘A 110 - $]F

W 1A ANG.RED MAKE
*K :LF / LD

°T ¢ 101 = 1X01 )
"TAl ¢ 3YF1 - i1XFi
"TA2 ( Y03 - X01
"TB1 ¢ 31YF2 = 1XF2
"*TB2 ¢ 1Y0] -~ tXO1
*Al 1TA1 / 1T MAKE
*By :TB1 tT MAKE

*MB0 18!
*H ¢ 1Al
"Hi MAO

/

"MAD 1Al ® :X01 ¢ 3A2 % 1X02 - IXF1
1
*

( 1B2 - 1) -~ MBO » 1A2

*H2 ¢ 1Al - 1 ) » iMBO - (Bl # 1MAC
*C1 3H1 / 1H MAKE °"C2 1H2 / H

MAKE °D1 :X01 - :C1 MAKE "D2 1X02 - 1C2
SETH TOWARDS SE :X0l 1X02

ARCO

SETH TOWARDS SE :X01 1X02 LT 1A FD 1D
MAKE "1 110 - 1A MAKE °L LO

F16

¢ PR [GIRO DE AMPLITUD) :A (BRADOS] )
¢ PR LPOR HOMOTECIA DE RAZON] APR :K )
PU SETPOS SE :YF1 :YF2 SETPC 3

PD SETPOS 1Y SETPOS SE i1Ct :C2

SETPOS SE i1XF1 1XF2
MAKE °CENT SE APR i1C1 & :E / 120 APR tC2 » 1E / 120
¢ PR LEL CENTRO DE AMBOS ES1 iCENT )

MAKE °X1 XCOR MAKE "X2 YCOR

DOTS
END

T0 €8.S1M.HOM
MAKE °RE ¢ t10 ¢+ 31F ) / 2
PU SETPOS SE :X01 1X02 SETH i1RE

BK 250 SETPC S PD FD S00 PU BK 230 PD
MAKE °L 1LO

F10

- 62 -
A W
% ( 1202 - 1X02 ) - ¢
) ® (1202 - 1X02 ) -
) # ( 1ZF1 - i1XFy ) =
) ( 1202 - 1X02 ) -
Y & ¢ 12F2 - I1XF2 ) -
*A2 1TA2 / 1T
*B2 1TB2 / T

tX01 ¢ 182 & X02 - 1XF2

1) ® ¢ 3B2 ~1) - 1Bl #= 1A2

IF 1RE ¢ 0 [MAKE "A I1RE + 180] [MAKE "A :RE]
¢ PR [SIMETRIA CUYD EJE ¢ EN AZUL ) PASA POR] XY )

¢ PR [Y SE INCLINA] APR 90 - 1A [BRADOS, POR]) )

PU SETPOS SE 1XF1 1XF2 PD
MAKE "221 1Y01 MAKE "222 ;Y02

MAKE °YO1 FIRST 1Y MAKE °Y0Q2 LAST 1Y
MAKE *Q :10 MAKE °10 :IF
ES . HOM
MAKE "Y01 3221 MAKE °Y02 1222
MAKE *10 :@

END

¢

¢
(
<

1201 - 1X01 ) @
12F1 = 1XF1 )
1201 - 1X0t )
12F2 - 1XF2 )
1201 - 1X01 )
1€2

1Y02 = 1X02 )

¢ 1Y02 - 1X02 )
¢ 1YFL - IXF1 )
¢ 1Y02 -~ 1X02 )
¢ 1YF2 - 1XF2 )
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TO EMPEZAR
TEXTSCREEN CT
PP: l[:l;uodu hacer una de estas tres cosas:)

:: :;.Ejuuur una TRANSFORMACION]

PR [2.Trazar dos figuras iguales para det
:: :gut transforme la primera en f. noum'l:?‘mr ST IR RNTO) )

PR (3.Trazar dos figuras semejantes ara d i .
:: :(’wo transforme 1a primera en la =o9und:;'m'n" uns SEHEIMZA,)
:: E$ui: de las tres deseas hacer?)

ecle j
. 4 una de esas tres palabras escri tas en mayusculas ¢ y pylsa Return )1
PR (1]

PR [Nota: al terminar de ejecutar cualquier opcidn, para seguirl

PR
END“n el programa, debes teclear SEGUIR ¥y pulsar Returnl]

Z_? TRANSFORMACION

PR (Las trans¢ i
e anstormaciones basicas que conservan la forma de las figuras soni)

PR [TRASLACION)

PR [GIRO)

PR [SIMETRIA)

PR [HOMOTECIA}

PR []

PR [Cudl de ellas deseas ejecutar?)

PR [Teclea su nombre ¢ y pulsa Return )]
PR (1]
END

TO sequir
TEXTSCREEN CT

:: :?hora puedes hacer una de estas tres cosas;)

:: :;.CMPWER con otra transformacidnl
PR [2.Determinar cual es la transformacid

n PROD
:: :;u eJecutadas desde que empezastel UeTo ded
PR [3.EMPEZAR de¢ nuevo)
PR [

PR j
mD[Toclu una de esas tres palabras en mayisculas ( y pulsa Return ))

T0 PRODUCTO
QUE , SEM.ES
END
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TO COMPONER

4)

PR [Para componer la{s) transformacion{es) que ya has ejecutado conl
PR (otra transfor macidn, basta que escribas una de estascuatro ordenes:)
PR []

PR [POR.TRASLACION)

PR [POR.GIRO]

PR [POR.SIMETRIA)

PR TPOR.HOMOTECIA]

PR ()

PR [y pulses Return)

PR []

END

Obhservaciones

Aunque en el £1 ya se ha indicado el cometido de varios de los
procedinmientos anteriores, conviene aclarar la misién de los res-
tantes.

La situacifn de las figuras original v final se lleva a caho
con SITUA.FIG.0 y SITUA.FIG.F, respectivamente, y la memorizacién
de las coordenadas de sus puntos caracterfsticos se hace en FIG.O
y FIG.F (el dibudo de figuras se hace mediante el nrocedimiento FIG).

Los eies de coordenadas se trazan con EJES, las distancias se es-
timan con DIST y los puntos de especial interés (centro de giro u
homotecia) se marcan con DOTS.

El nrocedimiento APR permite redondear resultados a dos decima-
les, evitando as! los errores de aproximacifn del ordenador. El
procedimiento ANG.RED reduce el fngulo al intervals (-180, 180],
evitando aue (por ejecucidn de sucesivos giros, por ejemplo) ava-
rezcan valores superiores a los 360 grados. Y el procedimiento
ARCO permite trazar un arquito visualizador del &ngulo orientade
considerado (en uno u otro sentide).

Finalmente, el procedimiento PREGUNTON para el programa, invi-
tando a averiguar la solucisn, antes de ser dada por el ordenador
(Les cinco Gltimos procedimientos serfn comentados en el §3).
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Y3, SIMULACIONES
e

Como ya se indicé al comienzo del artfculo, el progra-
ma que se ha elaborado permite efectuar cuatro tipos de si-
mulaciones, que pasamos a describip,

Para efecutar alguna de las cuatro transformaciones
bdsicas, basta escribir su nomhre (HOMOTECIA, por ejemplo)
y pulsar RETURN, con lo aue el proframa se pone en marcha,
preguntando los datos que caracterizan a8 la fipura original
y los datos de la transformacidn (centro v razén de homote-
cla por efemplo), representando la fipura imaren v resnon-
diendo las coordenadas de su punto bhase.

Para efecutar una tranasformacién vosterior (sobre la
figura imagen antes obtenida), *tasta escrihir sy nombre ore-
cedido de "por! (POR.TRASLACION, por ejemplo) v obulsar RE-
TURN, con lo que el prowrama se vone de nuevo en marcha,
preguntandonos los datos de 1a transformacién (vector de 1la
traslacién, nor efemnlo), representando la fipura imagen v
respondiendo las coordenadas de su punte hase,

Para determinar 1la semejan-a (o la isometrfa) en gue
dos figuras son hom8logas, basta escribin SEMEJANZA (o MO-
VIMIENTO, regpectivamente) y pulsar RETUPN, para que el
programa se ponga en marcha, preguntandonos los datos de
las figuras original ¢ final, representandolas y resnon-
diendo cufl es la transformacién en que la figura final es
imagen de la inicial.

Para determinar 1la transformacifn producto de dos, o
mds, transformaciones previamente efectuadas, basta escpi-
bir QUE.SEM.ES (o QUE.MOV.ES) y pulsar RETURN, para que el
DroFrama se psnea de nuevo en marcha, resnondiendo cufl es
la transformacién producto Yy representando sus princinrales
caracteristicas (eje de 1la simetrfa, centro v amplitud del
giro, etc).

A estos cuatro tipos de simulaciones, que se acaban
de describir, también puede accederse directamente, Con
solo escribir EMPEZAR y pulsar RETURN, entran en Juego los
einco Gltimes procedimientos del 42, con lo que se tiene un

"programa interactivo"”, aue guia al usuario, evitandole 1la
necesidad de recordar las instrucciones de los cuatro pérra-
fos precedentes.
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3.1 Ejemplo de ejecucidn de una transformacidn

PHOMOTECIA

ESCRIBE LA MAXIMA ABSCISA REPRESENTADA ( DIVISOR O MULTIPLO DE 120 )
12

DEBO REPRESENTAR LOS EJES? ¢ CONTESTA: 81 0 NO )

81

ESCRIBE LAS COORDENADAS DEL PUNTO BASE PARA DIBUJAR LA FIGURA ORIBINAL
=31

ESCRIBE EL NUMERO DE GRADOS DE INCLINA CION A LA DERECHA DE LA FIGURA ORIGINAL
¢ RESPECTO DE LA VERTICAL )

0

ESCRIBE LA LONGITUD DE LOS TRAMOS DE LA FIGURA ORIGINAL

1

ESCRIBE EL SENTIDO DE LOS ANGULOS DE LA FI1GURA ORIGINAL ¢ 1; 0 BIEN -1 )
1
ESCRIBIR LAS CODRDENADAS DEL CENTRO DE HOMOTECIA '

-7
Esc&lualk SU RA20N .
2 '—a
AL
el |__ Rl

B e e SRE——

LAS COORDENADAS DEL PUNTD IMAGEN DEL
PUNTO BASE SON 1 1

Ejemplo de ejecucidn de una transformacidn pusu;*ior

7POR. TRASLACI ON
ESCRIBE LAS COORDENADAS DEL VECTOR TRASLACION
2 -4

LAS COORDENADAS DEL PUNTD IMAGEN DEL

PUNTO BASE SON 3 ~3
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3.3 Determinacion de 1a transformacicn producto de las dos anteriores

?QUE . SEM.ES
HOMOTECIA DE CENTRO -9 S Y RAZON 2

3.4 Ejemplo de determinacicn de isometria en que dos figuras son homdlogas

MOVIMIENTQ

ESCRIBE LA MAXIMA ABSCISA REPRESENTADA ¢ DIVISOR 0 MULTIPLO DE 120 )
12

DEBO REPRESENTAR LOS EJES? ¢ CONTESTA: S 0 NO )
NO

ESCRIBE LAS COORDENADAS DEL PUNTO BASE PARA DIBUJAR LA FIGURA ORIBINAL
47

ESCRIBE EL NUMERO DE GRADOS DE INCLINA CION A LA DERECHA DE LA FIGURA ORIGINAL
¢ RESPECTO DE LA VERTICAL )

-90

ESCRIBE LA LONGITUD DE LOS TRAMOS DE LA FIGURA ORIGINAL

1

ESCRIBE EL SENTIDO DE LOS ANGULOS DE LA FIGURA ORIGINAL ¢ 1, 0 BIEN -1 )

-1

ESCRIBE LAS COORDENADAS DEL PUNTO BASE PARA DIBUJAR LA FIGURA FINAL

2 -1

ESCRIBE EL NUMERO DE GRADOS DE INCLINA CION A LA DERECHA DE LA FIGURA FINAL
¢ RESPECTO DE LA VERTICAL )

180

ESCRIBE LA LONGITUD DE LOS TRAMOS DE LA FIGURA FINAL

1

ESCRIBE EL SENTIDO DE LOS ANGULOS DE LA FIGURA FINAL ( 1, 0 BIEN -1 )
1

Observa ambas figuras y trata de averi guar la transformacion solucion
Para comprobarilo, pulsa Return

SIMETRIA DESLIZANTE CUYO EJE ¢ EN AZUL ) PASA POR 3 3 Y CUYD VECTOR TRASLACION ES

=3 -3
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3.5 Ejemplo de determinacicn de la semejanza en que dos figuras son homdlogas

7SEMEJANZA

ESCRIBE LA MAXIMA ABSCISA REPRESENTADA ¢ DIVISOR 0 MULTIPLO DE 120 )
12

DEBO REPRESENTAR LOS EJES? ¢ CONTESTA: 81 0 NO )

NO

ESCRIBE LAS COORDENADAS DEL PUNTO BASE PARA DIBUJAR LA FIGURA ORIGINAL

3-2 —

ESCRIBE EL NUMERD DE BRADOS DE INCLINA CION A LA DERECHA DE LA FIGURA ORIGINAL
¢ RESPECTO DE LA VERTICAL )

0

ESCRIBE LA LONGITUD DE LOS TRAMOS DE LA FIBURA ORIGINAL

1

ESCRIBE EL SENTIDO DE LOS ANGULOS DE LA FIGURA ORIGINAL ¢ 1, 0 BIEN -1 )
1

ESCRIBE LAS COORDENADAS DEL PUNTOD BASE PARA DIBUJAR LA FIGURA FINAL

24

ESCRIBE EL NUMERO DE GRADOS DE INCLINA CION A LA DERECHA DE LA FIGURA FINAL
¢ RESPECTO DE LA VERTICAL )

=90

ESCRIBE LA LONGITUD DE LDOS TRAMOS OE LA FIGURA FINAL

2

ESCRIBE EL SENTIDO DE LOS ANGULOS DE LA FIBURA FINAL ( 1, 0 BIEN -1 )
1

Observa ambas figuras y trata de averi guar la transformacion solucicn
Para caomprobarlo, pulsa Return

6IR0 DE AMPLITUD 90 GRADOS
POR HOMOTECIA DE RAZON 2
EL CENTRO DE AMBOS ES 2 -2

?
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3.6 Cambio de fipura

La fipgura que hemos venido utilizando (bandera) puede
ser sustitulda por otra figura sencilla, que tamhién tenga
tres puntos no alineados bien distinguibles y en 1a que el
sentido se perciba fecilmente.

Para efectuar tal sustitucién de figura, basta editar
el procedimiento FIG y efectuar los cambios deseados. He aquf

otras figuras con las gue también hemos trabajado.

3.7 Color

En todos los procedimientos del §$2 se ha seguido un es-
tricto c8diro de colores, aue avuda a interpretar ain m4s r4-
pidamente las imfgenes. Los efes de coordenadas se represen-
tan en color verde. Las figuras original y final, as! como 1la
figura auxillar en los casos en aue es precisa, se represen-
tan en color blanco. Las lfneas indicadoras de la transforma-
cién (vector de 1la traslacién, Snpulo de giro, degmento de
extremos un punto y su simétrico, segmento de extremos el cen-
tro de homotecia y los Puntos mas caracterfsticos de 1la fipu-
ra) se reoresentan en color naranfa. Excepcionalmente los dies
de simetrfa se representan en azul, vara distinguirlos de las
otras lineas. Las lfneas indicadoras de 1la transformacién oro-
ducto (movimiento o semejanza resultante de la composicidn de
dos o mas transformaciones), se renresentan en color violeta.

Por sunuesto el programa también puede ejecutarse en
monitor monocromo (fésforo verde, por efemplo).
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PROBLEMAS PROPUESTOS

ENUNCIADOS PROPUESTOS EN LA FASE FINAL DE LA XXII OLIMPTADA
MATEMATICA NACTIONAL

PROBLEMA 12

Es sabido que si x es un nfimero real, se llama parte entera de
x, E(x), al entero m que cumple m < X < m+l, y mantisa de x,
m(x), a la diferencia x -E(x). Llamaremos ahora "distancia en-
tre dos nfmeros reales x,y al valor de

\VE® -E)Z + (mx) -miy)) 2

Determinar (como unidén de intervalos) el conjunto de los ndme-

ros reales que "distan" del nGmero % menos de %%%.

PROBLEMA 22

Un segmento, d, divide al segmento s, si existe un nfmero natu-
ral n, tal gque

Se pide:

a) Demostrar que si el segmento d divide a los segmentos s y s'
(5 < 5'), entonces d divide al segmento diferencia s' - s.

b) Demostrar que ningln segmento divide al lado s y a la diago-
nal s' de un pentdgono regular. (Razonar sobre el pent&gono
regular cuyos lados estdin contenidos en las diagonales del
pentigono regular dado, sin efectuar cflculos numéricos).
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PROBLEMA 34

Hallar los valores de n, n € N, para los que 5%+3 es una poten-
cia de 2 de exponente natural.

PROBLEMA 42

Xy —X -
L 2, se define la media x

relativa a la funcién g mediante 2g(R) = g(x31) +g(x3), donde g

Ademés de la media aritmética x =

es una funcifn real positiva que tiene sus dos primeras deriva-
das positivas.

Se pide ordenar razonablemente los ndmeros X, X.

PROBLEMA 52

Dada la curva C2 definida por la ecuacién y2 = x3 + bx + b2, don
de la constante b es un nfmero racional no nulo, se pide inscri

bir en C un tridngulo cuyos vértices tengan coordenadas raciona
les.

PROBLEMA 64

14
Calcular Il cos k
k=1
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PROBLEMAS PROPUESTOS O SUGERIDOS EN OLIMPTADAS MATEMATTCAS INTERNACTCNALES

PROBLEMA 74

Sobre los lados de un tridngulo ABC se construyen tri&nqulos
isbsceles semejantes, APB (AP = PB), AQC (AQ = QC) y BRC (BR =
= RC); los dos primeros est&n fuera del trifingulo ABC y el tér

cero se superpone con &l. Probar que APQR esun paralelogramo.

(Sugerido por B&lgica para la 0.M.I. de 1983).

PROBLEMA 848

P es un punto dado en el interior de una esfera y A, 3, C, son
tres puntos de la superficie esférica tales que PA, PB y PC son
perpendiculares dos ados. Sea Q el vértice diagonalmente opues
to a P en el paralelepipedo determinado por las aristas PA, PB
o PC. Encontrar el lugar geométrico de Q.

(Propuesto por USA en la 0.M.I. de 1978).

PROBLEMA 94

Sean p y q nlmeros naturales tales que:

P _ 1 1 _1 _ 1 1
g-l-3*3-7t - " 3pt 3T
Probar que p es divisible por 1979.

{Propuesto por R.F.A. en la 0.M.I. de 1979).

PROBLEMA 104

En un tri&ngulo ABC, AB = AC. Una cir¢unferencia es tangente in
teriormente a la circunscrita al tri&ngulo ABC y también a los
lados AB y AC, en los puntos P y Q, respectivamente. Probar que
el punto medio del segmento PQ es el centro de la circunferen-
cia inscrita en el tridngulo ABC.

(Propuesto por USA en la O.M.I. de 1978).
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- No se han recibido en 1la redaccifn del Boletfn soluciones a

los problemas

Problema
Problema

Problema
ciado en

pPropuestos en boletines anteriores:

né 6, del Boletfn n&a 4
n4 3, del Boletfin n& §

n4 3, del Boletfn n% 6 (ver corregido el enun-
el n2 8)

. Problemas nRS 3 y 4, del Boletfn n2 7
Problemas n®3 1, 2, 3, 4, 5 y 6, del Boletin n2 §.

Esperamos que

los compafieros se animen a su resolucién y nos

remitan sus soluciones con objeto de publicarlas en nuestro
préximo Boletin.
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PROBLEMAS RESUELTOS

SOLUCIONES RECIBIDAS CORRESPONDIENTES A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS
EN NUESTRO BOLETIN N& 7

PROBLEMA 14

Un cuadrilitero convexo ABCD tiene todos sus vértices sobre una
circunferencia. Otra circunferencia tiene su centro sobre el la
do AB y es tangente a los otros tres lados del cuadrilitero. Pro

bar que se verifica:

5+ BC = AB

Solucién

Sea E el centro de la circunferencia tangente a los la
dos BC, CD, DA. Entonces, las rectas CE y DE son las bisectrices
N
de EEB y CDA respectivamente.

Sea F, tal que BF = BC. Suponemos BC < DA




h

- 80 -

Como BC = BF tenemos que BCF = BFC = a.

A~
Por 4ngulos opuestos EFG = o,
. A\
En el tridngulo BCF tenemos 20 + CBA = 180°.

N o -~
AdemSs CBA + Cpa = 180° y por tanto 24 = ¢Da y como
N\ N
DE es la bisectriz de CDA se deduce que CDE = gq.

~~ N A~ N
Luego EFG = CDG y CGD = EGF. Por tanto, los tridngu-
los FGE Y DGC son semejantes. De aquf se tiene que:

allal
]
a3l
al 3l
[}
a3l

. - gy ~
Esta Gltima relacién Y CGE = DGF nos dice que los tri&ngulos
CGE y DGF son semejantes, por tanto:

s= ¢

N T N
Como DCB + DAB = 180Q° Y CE es la bisectriz de DCB se
tiene que

2(a+8) + B = 180¢

En el trifngulo DAF tenemos (a+8) +8 + DFA = 180°,

R Comparando estas dos Gltimas igualdades, tenemos que
DFA = & +8. Por 1o tanto, FA = DE,

Luego,

DA + BC = FA + FB = AB

Salvador Calvo-Fernindez Pérez
Ciudad Real
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PROBLEMA 28

pados los ndmeros naturales n Y k, primos entre sf, tales que
0 <k <n. Cada ndmero del conjunto M = {1,2,..., (n-1)} estg co-
loreado de blanco o azul.

El conjunto M cumple las condiciones siguientes:
a) Para cada i € M, los nfimeros i Y (n-i) tienen el mismo color.

b) Para cada i e M, i # k. Los nfmeros i y |k-i| tienen el mismo
color.

Demostrar que todos los ndmeros de M han de tener el mismo color.

Solucién

M lo podemos considerar como Z/(n) - (0} . Vamos a ex-
presar las.condiciones en t&rminos de clases.

a) 1 y n~i tienen el mismo color

—_—

n-i = -i; luego las clases I y -1 tienen el mismo
color.,

b) 1y |k-i]/el mismo color si i £ k.

Si k >i, |k-i] =k-i =1 y K= el mismo color si
1#Kk.

Si k<i, |k-i| =i-k =71 y I=K el mismo color si
i # k, pero por a), i-k, k-i, el mismo color.
Luego las clases I y k-1 tienen el mismo color si
i#k.

Sea 1; entonces I y -1 tienen el mismo color, y si -1 #
# k entonces -1 y K={i) tienen el mismo color. Luego si ~1 #k ,
i y K¥T tienen el mismo color.
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Por tanto, k, 2k = k+k, 3K = 2k+k,..., (o-IJ ¥ =
= (n=2)k +k, tienen el mismo color si -pk # k, 1l<p<(n=2),
ro esto es cierto ya que si -pk = k == pk + k = 0, (p+tD)k =
y como k es primo con n, es una unidad de Z/(n) luego (p+1) =
por tanto p+l = A+n, pero esto es imposible, pues 2 <p+l <n-1.
(Hay que hacer una pequefia salvedad para el caso n =2, pero es-
te caso es evidente).

e

[=] BN =] Re)

Asfmismo, como k es unidad en Z/(n) los elementos {k,
2k, 3k,..., Tn-1Jk} son n-1 elementos distintos de 2/(n) - {0},
luego dicho conjunto coincide con Z/(n} -{0}. Por lo tanto, to-

dos los elementos de Z/(n) - {0} tienen el mismo color.

Salvador Calvo-Fern&ndez Pérez
Ciudad Real

PROBLEMA 54

Una circunferencia de centro O pasa por los vértices A
y C del tri&ngulo ABC e intersecta los segmentos AB y BC nueva
mente en puntos distintos K y N, respectivamente.

Las circunferencias circunscritas a los tridngulos ABC

y KBN se cortan exactamente en dos puntos distintos B y M.

Demostrar que el &ngulo OMB es recto.

Solucién

Llamemos Y a la primera circunferencia, que pasa por A,
C, Ky N. Las tres rectas AC, KN y BM son concurrentes en R, pun
to que es el centro radical de las tres circunferencias. Los pun
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tos R y B, por ser vértices del cuadrilftero completo ACNK ins
crito en y, son conjugados respecto a vy, y, por tanto esta cir
cunferencia es ortogonal a la que tiene por didmetro RB.

Consideremos ahora una inversi8n de polo R y potencia
RA x RC = RK x RN = RM x RB. En ella las tres circunferencias
del enunciado son invariantes, y la inversa de la de didmetro
RB, por pasar por el polo, es la recta M) (M es inverso de B,
y J inverso de L), perpendicular a RB. Como la inversién con-
serva los &4ngulos, esta recta serd perpendicular a y, esto es,
pasa por el centro O de &sta, con lo que queda demostrado que
el &ngulo OMB es recto.

Argearge
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PROBLEMA 62 d) si dado x, existe un k €N tal que Xp < ;l, la su-

cesibn decrece estrictamente a partir del término (k+1)-&simo

Para cada ndmero real X1, se construye la sucesién X1 y tiene limite cero.
Xoyr«+. en la cual Xpel = xn(xn-+%), para todo n > 1.
Para h = k, es x4 - X = % (% - <0, 0 sea

Demostrar que existe exactamente un valor de X, para el
cual 0 < X, < Xiep < 1, para todo n.

Xpel £ *ne

Procedamos por induccién, suponiendo que es cierto

para un valor de h y probando que Xpeo > Xpere En efecto,

i " - _hyo _ _h-l  h-1_ h, _ .
solucidn K2 Fr L™ bl P TR el Bl Kt T Rt R T BT T el
Ha de ser 0 < Xy < 1, luego sélo nos fijaremos en el in~ . Exh+l-xh)+(xh_h%b - Fﬁ;ET] <0, c.d.d.
tervalo [O,L]. Ademds, si Xy > 0, ser4, para todo n €& N, x> 0,
pues es producto de dos nlmeros positivos. Al ser ménotona decreciente tiene lfmite, que seqfn c) sélo pue

de ser cero.
a) ¥n € N: {Oix]'_<xl}<=b{05xr'l<xn}
e) Si dado Xqr existe un k € N tal que 1 < Xy la suce-

sién es estrictamente creciente a partir del término (k+1l)-é&si-

En efecto,

. = w2 _ui2,1

it T el T X Xy *aER) = ) (%, +2) +rl';) mo y divergente.
por lo que la diferencia xn-xﬁ conserva el mismo signo para todos En efecto, si X, > 1, es:
los valores de n.

VPR NGO . [ S
1T T TR TR TR TR
b) {¥Yn & N: 0<xn<xn+l< 1} == (VnenN: n;l(xﬂ<l}
En efecto, y por tanto,
= el > ¥ > L

1
X =X =X =) =x = =1
n+l “n n(xn +n) *n xn(xn n )

por %o que siendo X > 0, {xn+l > X R — {xn N n;l}' La degi- Por induccién resulta la monotonfa, y de ella que no ouede tener
gualdad x_ < 1 figura en ambos lados. limite ¢ 1 por lo que, segln c) es divergente.
n = q

c) Si la sucesién {xn} tiene lfmite finito, &ste es 0 & f) Para un cierto Xq puede ocurrir uno de los tres ca-

1. Tomando lfmites gn la relacién de recurrencia, el lfmite L ha
de satisfacer L = L“, o sea que de existir serd 0 6 1.

sos siguientes (y sélo uno):

n-1
1. Yn enN: = <ox < L.
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2. 3JnenN: x < 0=

3. dnen: 1 <x

De d) y e) se deduce que los tres casos son incompati-
bles,

g) Formemos una sucesién de intervalos: I, = [an,bn],

llamando m. al punto medio de I m, = (an+bn)/2, de la siguien
te manera:

i ' Comenzaremos con IO = [0,{], O sea 2y = 0, b0 =1,
My = %. Si para un m, . la sucesién que resulta de Xp =my est&
en el caso 1, por c), ese valor m; es el buscado. Si est§ en el

caso 2 (con lo que, por d) es infinitédsima), tomaremos I

= [mi,bl.] o sea, a o 5

i+l = My bi+l = bi' 51 estd en el caso 3 (con

lo que, por e) es divergente), tomaremos Ii+l = [ai,mi], o sea

aj41 = &y, bi+l = m;. 51 nunca se produce el caso 1, se habra

formado una sucesién de intervalos Iy 0 I, > I2 D...DI1_D ...
n

en lo que {bn—an} tiende a cero, por lo que definen un punto 6ni

CO X, = M. Probaremos que la sucesi8n {xn} formada a partir de

€l es la pedida. Antes demostraremos unos lemas.

h) Para todo n, si X, € E 0, an[ ; la sucesibn estf enel
caso 2, y si X, € ]bn, 1] estd en el caso 3.

Es consecuencia inmediata de a).

i) Si para un cierto X,r existe un k € N tal que x

también existe otro xi tal que x

k21

kep T Loy <o,

En efect =
i e ?c o, pgr i) seré X411 > L. Para que sea x£+l =
= 1, ha de ser Xpp1 = xk'+E xi = 1, o sea que Xy ser8 la raiz

positiva (que existe, sin duda) de t -+% t -1 = 0. An&logamen-

te, determinaremos Xy_1 como la raiz positiva de t2-+E&I-t =Xy =
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= 0, y asi sucesivamente, retrocediendo, hasta llegar a deter-

minar X{. Por b), al ser 1 = Xppq < Xy .1+ seréd Xy < Xg-

j) Si para un cierto X, existe un k € N tal que Xp s
L

< Eﬁl, existe también otro x; tal que Xepp = Ly xg > xg.

La demostracién es andloga a la anterior.

k) La sucesién formada con el X; =y obtenido en g) no
puede ser del tipo 3.

En efecto, si fuese asf, existirfa un X 2 1, con lo
que X . > 1, v segfin i) existirfa un xi < Xy = 4 tal que xk+l =
1, para el que la sucesibn serfa también del tipo 3. Pero como
la sucesibn {an} es no decreciente con limite yu, X; pertenecer§,
segn h),a un [ 0, an[ + con lo que la sucesifn correspondiente

habrfade ser del tipo 2, lo que es una contradiccién.

1) La sucesién formada con el Xy = U obtenido en g) no
puede ser del tipo 2.

En efecto, si fuese asf, existirfa un k & N, tal que
X < Eﬁi y por d) seria Xpegpp € E%T' Por j) existiria un xi > Xy o=
= p tal que xi+l = 3T’ Ppara el que la sucesién serfa tambi&n del
tipo 2. Pero como la sucesién { b& es no creciente con limite yu ,
Xy pertenecerd, segfn h), a un ]bn, 1], con lo que la sucesién
correspondiente habria de ser del tipo 3, lo que es una contra-
diccién.

m) En consecuencia, sienel proceso descrito en g) no se
llega al tipo 1, el valor u determinado allf es un x; que da una
sucesifn del tipo 1, y que por b) satisface a la condicién del
enunciado. Si algGn my da lugar a una sucesién del tipo 1, esa
es la que la satisface.



n) El Xy as! determinado es dnico, pues si X, Y xi die-
sen sucesiones del tipo 1, siendo Xy > X;, ambas sucesicnes, co
mo mondtonas crecientes acotadas, segdn c) tendrfan lfmite igual
a l, por lo qhe desde un valor de n en adelante serfa X, > % .
Xp > 3 Y Xpug < Xpg o= (xp -x)) (xn+xr'1+%) > X -xp, es decir
la sucesién de diferencias {xn -xﬁ} seria positiva y mon6tona

crecilente, en contra del resultado de que ambas sean convergen
tes a 1.

Salvador Calvo-Fern&ndez Pérez
Ciudad Real




