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ASAMBLEA GENERAL DE LA SOCIEDAD

JUNTA DIRECTIVA
e’ i

Segln anunciibamos en el Boletfn anterior, el pasado 24
de mayo tuvo lugar nuestra Asamblea General Ordinaria, corres-
pondiente al curso 1985-86. Aorobadas el acta de la anterior Y

José Javier Etayo Miqueo las cuentas, el Presidente hizo un amplio informe de las activi

Presidente:
dades desarrolladas y expuso la lfnea de colaboracién iniciada

YEM: ya en la organizacién del IV Concurso de Problemas con el Cole-

id)
S e Linaees Cacezes (Mac;-é;) gio de Doctores y Licenciados, iniciativa que fue aprobada.
Juan Manuel Linares Cdceres (Tol

&6 (Ciudad Real)
galvador Herrero pallard )
valero Antonio Alias Tuduri  (Cuenca)

g Seguidamente se procedié a la eleccidn de los cargos de
1 M@ Alcald del Olmo Pérez (Guadalajara) g 1 g
gnqe Luis Sanz de Andrés (seqovia) i la Junta Directiva que reglamentariamente correspondifa renovar.
uan
Resultd elegido nuevo Presidente de la Sociedad, por unanimidad,
José Francisco Carballido Quesada don José Javier Etayo Miqueo, y para Vicesecretaria dofia Carmen

secretario:

re———me Garcia-Miguel Ferndndez. Los demds fueron reelegidos.
\$ 3-Mi Ferndndez

Carmen Garcia-Miguel

Vicesecretaria:

T—— Los asistentes expresaron su pesar por el cese en la Pre
resorero: Alberto AizpGn Lépez sidencia del sefior Fern&ndez Biarge, que con tanto desvelo y acier
e to ha desempefiado durante los dos afios de su mandato. Quede cons
piblistEeario; Joaquin Gamez Rey tancia de la gratitud de la Sociedad por la intensa y abnegada
Bibliotecat -

labor realizada. Afortunadamente la eleccibn para el cargo del
profesor Etayo, bien conocido de todos por su constante y desin
teresada dedicacién a los problemas eduéativos, por su relevan-
te personalidad en la investigacién y en la docencia, asegura
para la Sociedad la continuidad en las tareas en favor de una me
jora en la calidad de la ensefianza matemdtica. E1l profesor Etayo
solicit6 la colaboracién de todos los socios, que esperamos no ha
de faltarle.



El pasado dia veintitrés de Mayo, coincidiendo con el

final de carrera de la quince promocidén de la Secci6bn de Matemd

ticas de la Universidad de valladolid,
menjae al catedritico de Anélisis Matemitico de dicha seccibn

Prof. Juan José Gutiérrez Sudrez. El homenaje consistid en un
Salén de Grados de laFa

se rindié un merecido ho

solemne acto académico celebrado en el

cultad de Ciencias, en el que intervinieron, ademds del homena

jeado, los catedraticos Dr. Antonio pérez Gbmez y Dr. José Mar-
cerrando el acto el Magnifico y Excelentisimo RecC
versidad de valladolid Dr. Fernando Tejerina, y ade
a de la Facultad de Matematicas, el dia 26 de Ma-
de la Universidad de valladolid acordd
Gutiérrez Suldrez la medalla de

tinez Salas,

tor de la Uni
més, a propuest
yo, la Junta de Gobierno
por unanimidad, conceder al Dr.

oro de la Universidad de valladolid en atencién a su eficaz y

continua dedicacibn a la promocibn de la Seccibn de Matemdticas

de esa Universidad.

Felicitamos muy cordialmente a nuestro ilustre conso-

cio.

E1 II {nternational Sympeosium on Orthogonal Polino-

mials and their Applications se celebrara en Segovia entre los

Puede obtenerse informacidén a tra

dias 22 al 27 de Septiembre.

vés del Secretario de la Comisién Organizadora, Sr, Marcelléan,

del Departamento de Matematicas de 1a E. T. S. de Ingenieros

Industriales (c/ José Gutiérrez Abascal, 2, 28006-Madrid), te-

1éfono (91)- 2 62 62 00

CUA
RTO CONCURSO DE RESOLUCION DE PROBLEMAS PARA ALUMNOS DE R.U.P

Nu i
it s estra Sociedad, en colaboracién con el Colegio Ofi-
e Doctores y Licenciados en Filosofia y Letras y en Ci
ien-

cias, ha
, celebrado su IV Concurso de Resolucidn de Problemas
!

cuya convocatoria publi
publicamos en el n#2
n? 9 de nuestro B i
oletin.

De ac
et o uerdo con esa convocatoria, podian concurrir a
oncurso los alumnos de i
Primero y Segundo d
e o ; . g o de B.U.P. (o de
o stro 8mbito territorial, que fuesen presentados
entros, hasta un méximo de dos por cada curso -

L
euce o as pruebas del Concurso han tenido lugar en el Ins-
© de Bachillerato "Beatriz Galindo" de Madrid, a
reccibn ' s
?ebemos agradecer una vez mis la cesién de sus 1
en la manana del sdbado 28 de Junio P

El nGmero I
de Centros pre-inscritos ha sido este afio

de 75 y han concur
rido a las prueba
so y 65 de segundo. § 70 alumnos de primer cur-

Se ropusi
P pusieron cuatro problemas, en dos tandas para
’

cada curso al fl“al de es
1 ta crdénica damOS a conocer los enun

La elltrega de dlplomas Y pPremos tuvo lugar el mlsmo
dia' en el Salo“ de Actos del Instit 12
ituto Beatriz Galindo al
que concurrid numeroso publlco. Nuestro Presldente, Sr. Etayo,
una P g
1 a imlen P q
tuvo =] alabras de a radecim to ara todos los ue han con

tribuido a 1 i
a .2
organizacidn de este Concurso, y en especial
¢ Pa



n espiritu olimpico, a los

ra los que han participado en él co
on entusiasmo. A continuacidn

que alentd a sequir trabajando ¢

se fue llamando a los ganadores,
y lotes de libros; damos a con-

a los que se hizo entrega de

1os correspondientes diplomas

tinuacidn sus nombres:

PRIMER CURSO DE B.U.P.

12) Dpa. Isabel Garcia-Monge Carretero, Colegio de

"Jess Maestro", Madrid.

28) Dna. Marta Jiménez Martin, de LAE (profesores

Universitarios Reunidos), Madrid.

3a) p. José Maria Font Fernandez, del Colegio de

Huérfanos de la Armada, Madrid.

42) Dha. Emma Sdnchez garcia, del Colegio de la In

maculada, Madrid.

52) D. Manuel Iglesias Ferreira, del I.B. "Juan Car

los 1" de Ciempozuelos, Madrid.

En calidad de accesits, recibieron lotes de libros:
- DRa. Isabel Hernéndez Lépez, del Colegio Patroci-

nio de S. José.

- DfAa. Alicia Gémez LOpez. del I.B. de Cantalejo, Se

govia.
- DRa. M2 Teresa Sénchez Rojas, del I.B. de Illescas,

Toledo.

SEGUNDO CURSO DE B.U.P.

(*

12) DfRa. Carmen Casares Antdn ), del I.B. "Gran Ca

pitén", Madrid.
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2%) D. José Luis Rivera Pardo(*) del I.B

4 "Cervan-
tes", Madrid.

32 . .
) D. Miguel A. Pantoja Molina, del Colegio "Reta-
mar", Madrid.

48 &
) D. José Maria de Garriga Johansson, del Colegio

Marista "San José del Parque", Madrid.

52
) D. Carlos Hermeoso Ortiz, del I.B. "San Isidro"
Madrid. '

E . .

n calidad de accesits, recibieron lotes de libros:

- Dna. Carmen Rueda Claussell, del I.B. "Isabel la
Catdlica", Madrid.

-~ D. Guillermo Sebastidn Villarinos, del Coleqgio "Be

rriz" de Las Rozas, Madrid.

Diia. Natalia Pérez Carmona, del Colegio "Virgen del
Carmen", Toledo.

D. Antonio Gil Ayuso, del I.B. de Talavera de la
Reina, Toledo.

- Dna. Marta Casillas Gonzdlez, del I.B. "A. Pedro
Gumiel", Alcali de Henares.

Dria. Maria Lleyda Delgade, del Colegio "San Esta-
nislao de Kostka", Madrid.

D. Rafil Sanz Rioyo, del "Complutense", Alcalj de
Henares.

D. Angel LOpez Santacruz, del I.B. de Talavera de
la Reina, Toledo.

(*) Los sefialados co
n (*) fueron también i <
tro Concurso, come alumnos de Primero?remlados el afio pasado, en nues-
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A todos ellos, y a sus profesores de Matemdticas, nues

tra enhorabuena.

Los valiosos lotes de libros que se entregaron a los
participantes antes citados, fueron donados por la Consejeria
de Cultura de la Comunidad Autdnoma de Madrid y por la Conseje
rfa de Educacibén y Cultura de la Comunidad Auténoma de Castilla

- La Mancha, organismos a los que debemos agradecer el que nues

tros mejores concursantes haya podido llevarse un recuerdo que

les sirva de compensacién a sus esfuerzos y de estimulo parael

futuro.

Los enunciados de los problemas propuestos fueron los

siguientes:

PRIMER CURSO

PROBLEMA 1%2
Se considera un tridngulo equildtero de lado 3 m. Un P, interior
a dicho tridngulo, dista de los tres lados a, 2ay 3a respectiva

mente. Calcular la longitud de a.

PROBLEMA 28

Los nfmeros a;, azr-+-r aps estén en progresién geométrica. Se

conocen las sumas:

S = a; + a, + c.. * an,
T =2+ ERTTE &
1 2 n

calcular el valor de P = a; "85+ v« ° a,r en funcién de S

y T.

PROBLEMA 32

(oY
Sean Q(x) y R(x) el cociente Yy el resto de dividir el

Sl 2x3 L i polinomio
Bl x” + 184 x + 212, por el polinomio B(x) = x%+2
. Para n, nGmero natural, sean: x+
a_ = A(n) b(n) =
N ' B(n) ; =
q, = Q(n), r, = R(n)

(5 a g ’
ar ue ti
P ué valores de n &N se (H]]llp le q q Yy r son respec

vamente, el cociente
Yy el resto de la divisi
i6én d
e a, por bn?

PROBLEMA 42

Demostrar:
m 1 m 1 ,m +
(g) + 3 (1) + 7 )+ + 1 (M = 2t 1
LS m+1

SEGUNDO CURSDO

PROBLEMA 12

Comprobar que para todo n € N, el ndmero

M=3 - 52n+1 " 23n+l

es miltiplo de 17,

PROBLEMA 24

Desc
omponer un cuadrado de lado igual a 1, en cinco recténgulos

ar
- : ea y lados menores que 1, calculando los lados de
rectangulos resultantes. ¢Hay distintas soluciones?

de la misma

PROBLEMA 3%

Calcular el a
valor de lOga-b ;g, sabiendo que loga.b a = 4.



PROBLEMA 44

un tridngulo es igual a 4 cm y divide a la base en

stan en la razén 1/8. calcular la longitud de
ulo en

La altura de
dos partes que € hev :
un segmento paralelo a la altura y que divida al triéng

dos partes de &reas iguales.
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NOTICIAS

XXVII OLIMPIADA MATEMATICA INTERNACIONAL

Entre los dias 7 y 14 de Julio se ha celebrado en Varso-
via la Olimpiada MatemAtica Internacional de 1986. Participa-
ron en ella 250 estudiantes de 40 paises, menores de 21 afios,
de cursos pre-universitarios. Entre ellos, un grupo de espafio
les que, por primera vez, ha conseguido unos resultados seme-
Jantes a los de otros paises con mayor tradicién en estas li-
des.

Uno de los 41 segundos premios fué ganado por D. Ricardo
Pérez Marco , alumno de C.0.U. del Liceo Francés de Barcelona

que también obtuvo medalla de plata en la I Olimpiada Matem&-

o]

tica Iberoamericana de Bogotad (ver Boletin n 8). Dos de los

43 terceros premios fueron conseguidos por D. Juan David Gon-
zflez Cobas, del Colegio de San Fernando de Avilés, que obtu-
vo el tercer puesto en nuestra Olimpiada Nacional, y por D.

Alberto Garrido Arribas, del I. B. de Cantalejo (Segovia), que
fué segundo en esa Olimpiada, y medalla de bronce en la Ibero-
Americana (ver Boletines nos 8 y 9), asi como campedn en nues-

tro Concurso de Problemas para alumnos de 2° de B.U.P. en 1984

También participé D. Carlos Ueno Jacue, del I. B. "Cervantes",
de Madrid, quedando tan s86lo a dos puntos de distancia de otos
premlados.

Todos debemos felicitarnos de estos resultados, fruto del
esfuerzo de esos j6venes sobresalientes y también de la labor
incansable de algunos profesores de Matemdticas a los que nues
tra Sociedad ha tratado siempre de alentar y ayudar en lo posi
ble. Los gastos del desplazamiento a Polonia han sido sufraga-
dos por el Instituto Nacional de Asistencia y Promocién del Es
tudiante (INAPE). Asesor$ a los participantes el catedrético

de la Universidad de Granada, D. Ceferino Ruiz Garrido.



MATEMATICOS FRANCESES A PRINCIPIOS DEL XVII

CONCURSOS DE RESOLUCION DE PROBLEMAS EN EL I.B. "MAESTRO JUAN

AVILA" DE CIUDAD REAL Por Enrique Linés Escardd
Catedrdtico de Universidad

En una confenencia que sobre Feamat desarnclflé en La
Real Academia de Ciencias E.F. y N., La primera parte se dedd

Entre los actos celebrados con motivo de la festividad caba a La época de Fermat y a Los matemdticos contempordneos.

del Santo Patrén del Instituto "Juan de Avila" de Ciudad Reél, Se me pddif, para esta Revista, una neproduccibn de dicha pan-
se ha hecho entrega de los premios del "XVII Torneo Matemaﬁlco te genenal. En La predsente nedaccidn, el tema es el mismo, pe-
Puig Adam" para alumnos de COU, del "III Torneo Rey Pastor”™ pa Lo para consegudirn mayor unddad en ef texto, con mucho gusto Lo
ra los de 28 de BUP y del "V Torneo Tomds Vicente Tosca" para he vuelto a escrnibin, acompaidndolo con algunas reflexiones.

los de 12, En los tres casos se trata de concursos de resolu-
cién de problemas. Los ganadores recibieron diplomas y unos lo

tes de libros de Matem&ticas donados por la Asociacién de Pa-

dres de Alumnos.

A PRINCIPIOS DEL SIGLO XVII

Los primeros clasificados fueron los siguientes:

En el umbral del siglo XVII, desaparece la fi a ne-

- 1°Y Ccurso de BUP: Marfa Josefa Garcia Serrano sig ’ b TIPTS sene

4 ra de Frangois Vieta. Tras una larga vida, jurista, consejero

: i Espadas

- 28 cCcurso de BUP: Francisco Javier Gonzdlez Esp real, verdadero humanista y matemdtico, deja entre otras obras

- Ccou : Celia Serrano Martin "In arten analyticen Isagoge" (Tours, 1591), de gran importan-
cia en la Historia del Algebra. En esta "Introduccién" Vieta pre

A todos ellos nuestra enhorabuena, Yy al Seminario de Ma tendid actualizar el método de andlisis expuesto por Pappus en

temAticas del Instituto, asf como al Grupo Matemi&tico "Puig su gran "Coleccién" y combinarlo con los mé&todos de Diofanto.

Adam" promovido por el mismo, nuestros deseos de que contine, Anadi6é también el método "exegético" para hallar magnitudes des

i i izando . . '
con el mismo empefio y entusiasmo, Ja labor que viene reali conocidas resolviendo ecuaciones.
j fl ate
en Ciudad Real para motivar y mejorar la ensefianza de las Mate
: Vieta es el enlace entre los matemidticos renacentistas
miaticas en el Bachillerato.
italianos y los de una nueva generacién, la dltima anterior al

descubrimiento del Cdlculo infinitesimal.

‘ A este interesante perfodo, en el que se combina la geo
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métrica solidez del pensamiento clisico, con la indecisa apari-
cién del pensamiento funcional, le da cardcter y definicifn la
presencia de los cuatro grandes matemdticos franceses Girard De
sargues (1591-1661), René Descartes (1596-1650), Pierre-Fermat
(1601-1665) y Blaise Pascal (1623-1662).

Admira, en primer lugar, la simultaneidad con que irrum
pen en la historia de la Ciencia estos cuatro genios; y, en se-
gundo lugar, sorprende la diversidad de caracteres y estilo de

estos cuatro prototipos humanos.

Antes de trazar un esbozo de estos grandes de la Matemd
tica, se ha de hacer referencia a la "Academia Mersenne", a la
que todos se sintieron muy vinculados. Su fundador, el Padre Mar
tin Mersenne, de la Orden de los Minimos, cref la academia como
centro de intercambio de ideas matemiticas. Todas las semanas te
nfan lugar sesiones cientificas, en las que se exponian los (l-
timos resultados de las investigaciones, tanto de los presentes
como de otros matemdticos franceses o extranjeros con los que el
P. Mersenne mantenfa viva correspondencia. La valia matemdtica
del fundador no es comparable con la de aguellas cuatro fiqufas
antes mencionadas; sin embargo, la bondad de su caricter, el en
tusiasmo y su dedicacién hicieron posible una institucidénde gran
influencia en la matem&tica francesa a partir del siglo XVII. Mas
adelante la institucién se denominé "Academia Libre" y en 1666

"Academia de Cienclas".

Girard Desargues (1591-1661)

De los cuatro, Girard Desargues es cronolégicamente el
primero, y se puede calificar como el mis original. Nacié en
Lyon, en el seno de una familia de nueve hermanos, donde su pa
dre tenia a su cargo la recaudacién del impuesto diocesano de

los diezmos. De sus estudios se tiene poca noticia y su forma-
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cién podria calificarse como la de un autodidacta. En 1626 es-
td en Paris trabajando como arquitecto, y parece que elaboré un
proyecto para elevar las aguas del Sena para el servicio de la

ciudad. Como ingeniero participd en el sitio de La Rochelle en
1628.

Hacia 1630 tiene relacifn con algunos miembros de laAca
demia de Mersenne, que frecuenta. En 1635 el P. Mersenne le ci-
ta como uno de los miembros asiduos asistentes a las reuniones,
en las que se encuentra con Etienne Pascal, Mydorge, Roberval,

Carcavi y el joven Blaise Pascal entre otros.

Desargues conoce la obra de Apolonio y tiene concien-
cia de los métodos sintéticos empleados por el griego. Su preo-
cupacién por impulsar la educacién geom&trica de los artistas,
ingenieros, arquitectos y canteros, le mueve a organizar los teo
remas “Gtiles" de manera did4ctica, escribiendo unos textes que
distribuye enh hojas sueltas o cartas. Sus propias palabras re-

flejan su cardcter mejor que una prolija descripcién.

"Confieso sinceramente que nunca he tenide el gusto de
estudiar o investigan en Fisdica o en Geometala, excepte en cuan
to pudiera senvin pana alianzarn algdn tipo de conocimiento de fas
causas prbéximas..., o para el bien y conveniencia de La vida, en
el mantenimiento de fLa salud, en fa prdetica de algdn ante...,

habiendo observado que una buena pante de fLas antes se basa on
La Geometnla..."

M4s adelante, en 1639, publica su obra mé&s importante,
que es un verdadero tratado de Geometrfa Proyectiva, y que ti-
tula: "Brouillon project d'une atteinte aux &vénemens des re-
contres du cbne avec un plan". Este tftulo ya es muestra de una
personalidad extrafla, que se manifiesta en el texto escrito en

una especie de c6digo secreto e impreso en letra microscpica.

Este hombre, preocuvado por la anlicacidn pré&ctica, es
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el descubridor de una Geometria pura, en la que existen-qkmosy
rectas del infinito; en la que la belleza de las pr09051?10nes
reside en la justa simplificidad de sus hip6tesis, y la lnes?g
rada riqueza de las conclusiones. El teorema bisico de los tridn
gulos perspectivos, la invariancia de la razén doble en proyec
ciones y secciones, las propiedades de la involucién, y, en ge
neral, todos los teoremas bésicos de la que hoy se llama Geome
tria Proyectiva se encuentran en la obra de Desargues. Pero, por
encima de todo ello, hizo de las proyecciones Yy secciones un mé
todo de demostracién, y un método unitario en el estudio de to

das las secciones cénicas. ijUna nueva Geometrfa después de 2000

afios de tradicidn euclidea:

René Descartes (1596-1650)

René Descartes, sin duda el mds famoso de los cuatro ma
tematicos, nacié en La Haya en Touraine. Hijo de un jurista ?e
noble familia, perdi6 a su madre al ano de nacer. A los ocho anos
ingresa en el Colegio de La Fleche en Anjou, regentado poF los
jesuftas y una de las mis célebres instituticiones eéucatlvas
de Francia, donde adquiere una sélida formacifn clédsica. En 1616
se diplomé en Derecho en la Universidad de Poitiers, marchando
después a Parfs. En esta ciudad el gentilhombre Descartes se re
lacioné con los primeros matemdticos del circulo de Mersenne y'
en particular con Mydorge, que le inicié en la Matemdtica, dedi

cando m&s de un afio al estudio de esta ciencila.

Sin embargo, la salida a su inquietud la buscd alistén-
dose en la milicia del principe Mauricio de Orange, cuand? te-
nfa 21 afios, luchando en los Pafses Bajos contra los espanoles.
Fue soldado profesional durante nueve anos y, con seguridadirmw
osado. En esta época alterna su servicio en distintos ejércitos

jara de
con sus estancias en un Parfs placentero, aunque nunca dejara

estudiar Matem&ticas.
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En 1629 parte para Holanda, donde permanecerd veinte
anos. En este exilio voluntario buscari una quieta y libre at-
mésfera intelectual. Realmente allf encuentra el sosiego inte-
rior para escribir sus obras m&s famosas, pero no dejaré4 de ser
centro de controversia. Por una parte, lo recio de su carécter,
y por otra y principal, su posicibn de pensador rebelde que ram
pe con la tradicién introduciendo una metodologfa nueva para una

nueva Filosoffa, son motivo y razén de fuertes disoutas, que Des
cartes no rehuye.

Cuando en sus meditaciones busca la profundidad de 1lo
que se considera verdadero, con estilo militar nlanea un ataque
general a los fundamentos de la Ciencia. En 1637 oublica el fa-
moso "Discours de la méthode pour bien conduire sa raison, et
chercher la vérité dans les sciences", como prélogo a tres en-
sayos: "La Dioptrique", "Les Mé&t&ores" y "La Géomé&trie”. Este
Gltimo es el Gnico librc que escribié Descartes de Matemdticas,

aunque en numerosas cartas también expusiera ideas sobre esta
ciencia.

Es diffcil separar el pensamiento filosSfico de Descar-
tes del matemdtico. En el modelo matem&tico encontrari la clari
dad, la lé6gica y el rechazo de todo compromisc ajeno a su linea
de pensamiento. En esta indiscutible solidez del m&todo matem&-
tico, que permite establecer certezas y demostrarlas efectiva-
mente, basa Descartes la seguridad en el razonamiento. Refirién
dose a dicho método, escribe: "Es un {indthumento dedl conocimien
to, mds poderoso que cualquier otnro que nos haya tegado el que-
hacen humano, como si hubiera sido el onigen de todos Los demds”.

No se detiene aquf la reflexidn del filésofo y aspira a
descubrir el "Método general", como mé&todo filoséfico de valor
universal, a partir del modelo matem&tico. Lo que, de alguna for
ma, harfa realidad el suefio de la "Ars magna" del monje mallor-
quin Ramén Llull (1235-1315).
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Un método general basado en el modelo matemdtico, re-
gquiere establecer una correspondencia biunivoca entre los con-
ceptos complicados de una realidad y los mis simples del mod?—
lo. Siguiendo a Descartes, en la metodoloqgia de su "Discurso’,
el modelo mds sencillo es el matemdtico y el més sequro el del
cilculo algébrico de los nlmeros. Este postulado, de su métod?
general, lo llevd a efecto en "La Geometrfa" en la que algebri

za la ciencia de la intuicién espacial.

Descartes no es el descubridor de la representacién grd
fica, fundamento de su Geometrfa, pues ya el griego Apolonio ha
bfa introducido las abscisas y ordenadas para obtener la "symp-
toma" de algunas curvas. El descubrimiento del gran fildsofo es
mucho m&s importante, pues se trata de un método nuevo de estu-
dio de la Geometrfa, ootenciado por la generalidad del Algebré.
En la hoy llamada geometria Analftica, nuchas proposiciones tie
ne dos aspectos: el goemétrico vy el algébrico, aun correspon-
diendo a la misma realidad. Sin duda este oroceso unificador tie

ne su origen en la primitiva idea del método general cartesia-

no.

Pierre Fermat (1601-1685)

Pierre Fermat, el matemdtico més importante de los cua-
tro, nacié en Beaumont de Lomagne, en tierras del mediodia de
Francia. Descartes decia de &l, que era un gascén. Los Fermat
se dedicaban al comercio de cueros, pero la madre de Pierre pro
cedfa de una familia de juristas ejercientes en los medios var

lamentarios de Toulouse.

Los primeros afos de su juventud los debib vasar cerca
de su ciudad natal, y recibiria una educacién clésica de acuer
do con el estilo familiar. Probablemente estudié en la Univer-

sidad de Toulouse y ciertamente Leyes. En 1620 est& en Bordeaux,
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Y en 1631 se diplomé como jurista en la Universidad de Orleans.

No se conocen detalles de la vida de Fermat en sus 30
primeros anos, pero se puede asegurar que tras los anos escola-
res dedic6 mucho tiempo a su afici6én matemdtica. Estudié los
cldsicos griegos, lo que le movié a restaurar los textos incom
pletos de Apolonio, buscando su forma original. Los métodos y
el simbolismo de Vieta le eran familiares y los supo aplicar a
la clasificacién de las secciones cénicas y a otros problemas
geométricos. Sus famosos descubrimientos en la Teorfa de Nfme-

ros tuvieron origen en el estudio de la "Arithmetica" de Dio-
fanto, durante esta época.

De vuelta a Toulouse en 1631, entra al servicio del Par
lamento regional. Desde entonces la vida de Fermat transcurre ho
norablemente sirviendo a su ciudad, en aquellos diffciles tiem-
pos de luchas religiosas, decadencia econémica vy litigios loca-~
les y con el gobierno central.

Seguramente el jurista Pierre de Fermat hubiera sido re
cordado por sus virtudes cfvicas y humanas y pronto olvidado,
si no hubiera sido por aquellas escondidas investigaciones ma-
temdticas que en cartas comunicaba a sus amigos.

A partir de 1636 empieza una relacibn epistolar con el
P. Mersenne y los matemdticos de la Academia parisina; y des-
pués con "la mayorfa de los grandes gebmetras de Inglaterra e

Ttalia", como aparece escrito en el Journal de Sgavans, en el
elegio péstumo.

Efectivamente se le reconoce como muy distinguido en
"la Ciencia de los nfimeros y en la bella Geometrfa". El mismo

Pascal da fé& de sus talentos en esta rama de la Matemitica en
una carta en la que le dice:

"También dinia, que aunque o4 tenga por el mds grande
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gedmetna de toda Europa, ésta no send fa cualidad que me atrae-

nia...".

En todo caso se trata de una Geometrfa enraizada en el
pensamiento griego que encuentra en el simbolismo algébrico una
nueva expresién. En cambio, los famosos resultados de la Cien-
cia de los nGmeros, conservan hasta hoy su transparencia inal-

terable, m&s alld de lo sensible.

Blaise Pascal (1623-1662)

Blaise Pascal, sin duda el mds ingenioso de los cuatro
matemdticos mencionados, nacié en Clermon-Ferrand. De naturale-
za enfermiza, pero un prodigio de precocidad infantil, perdié a
su madre a los tres afios. Su padre, que era jurista, se oponia
a que se ocupara con estudios matemdticos, por creer que el ri-
gor conceptual requerfa una madurez que el joven aparentemente
no posefa. Sin embargo, al trasladarse la familia a Paris en
1631, empez6 a estudiar por cuenta propia los "Qlementos“ de
Euclides, y desde 1635 acompafiaba a su padre a las reuniones
semanales de la Academia de Mersenne. Allf tuvo ocasién de co-
nocer y relacionarse con el geémetra Desargues, Yy quedd suges-
tionado por la belleza de las proposiciones y métodos de la nue
va Geometria proyectiva. Con Fermat y Descartes fue uno de los
pocos que entendieron y apreciaron las ideas del extraho gedme-

tra, del que fue su principal discipulo.

pascal acepta los elementos del infinito, y en 1639 des

cubre el famoso teorema del "exdgono mistico". Al afilo siguiente
ya publica "Essay pour les coniques", con numerosos resultados
originales, y que es el esquema de un gran tratado de Geometrfa
proyectiva. Aunque en 1654 indicé Pascal que el tratado estaba
casi completo, no llegé a publicarse, y las referencias que se

tienen son de Leibniz, que lo conocia.
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Es muy compleja la personalidad de Pascal,

que estd re-
flejada en las circunstancias de su vida

I ; La frdgil salud v sU
inquietud religiosa son determinante

S en su historia personal,
y también en su actividad cient{fica.

En 1640 sigue a su padre a Rouen, donde la familia se
convierte al cristianismo austero de Port-Royal.

En 1642 se ocu
pa de otros temas cientificos, :

construyendo una mdquina de c§l-
culo, con la que simplifica el trabajo de su padre,

. que es ofi-
cial del impuesto real.

Vuelve enfermo a Parfs en 1647, en don-

de brilla en la sociedad elegante de la capital. No satisfecho

de esta vida mundana experimenta su sequnda conversidn, y a par

tir de 1654 relega a seégundo término su preocupacién cientffica
para luchar junto a los jansenistas,

jesuitas.

en sus polémicas con los
En un brillante estilo escribe sus "Pensées",
apologética del cristianismo,

obra

que se considera como uno de los
cldsicos de la literatura francesa.

En 1658 y primeros meses del siqguiente afio se dedica a
perfeccionar el "mé&todo de los indivisibles",
Ciera mencibn en 1637,
que",

y del que ya hi-
en un fragmento de "De 1' esprit géométri
en relacién con los infinitamente pequefios e infinitamen-
te grandes. Pero Pascal ya estaba muy enfermo.

El pensador Blaise Pascal fue también grande en otros
En Fisica se ocup8 de la estdtica de los fluidos y del
problema del vacfo. Con Fermat se considera como uno de los fun

dadores de la Teorfa de la Probabilidad, donde introdujo el con
cepto de esperanza matem&tica.

campos.

Su obra matemitica fue intuitiva en gran medida.
prever importantes resultados,

Supo
enuncié conjeturas certeras, 1%
descubrié caminos directos en los razonamientos. Al final de su

vida, era todavia mis firme su convencimiento de que en la in-

tuicibn estaba la fuente de la verdad, por encima de la frfa ra
z6n. )




REFLEXION

son las épocas de transicién, en las que las individua-

l1idades brillan con luz propia. No ha de sorprender, pues, queé

en un periodo en el que todavia vive el espiritu de la Matemdti

ca griega, y afin no ha llegado el descubrimiento del Célculo in
' :
aparezcan figuras estelares de la Matemdtica como

lo que sorprende es su di-

finitesimal,
las que hemos resefiado. Sin embargo, . =
versidad. E1l momento histérico de la Matemdtica en que yiven

i ienen un ca-
el mismo, y, sin embargo, sus ideas y sus métodos tien

récter muy personal.

Procedentes de regiones distantes, de caracteristicas

i la
culturales e histéricas muy diferentes, entran a la vez en

i i i . Los cua
escena matemitica cuatro actores genialmente distintos. I a

i j icio del espi
tro encuentran en la Matem&tica el "mds alto ejerci i

j 1
ritu", como dirfa Pascal; pero, Y aqui la gran paradoja, no los

calificarfamos oficialmente comp cientificos:

Un arquitecto did&ctico, cuya pedagogia se convierte en

la Geometrfa mis pura gue se conoce.

"

Un filésofo soldado, que puscando el "método general

5 . s &

para el buen razonamiento, consigue asocilar la intuicibn geom&
trica con el simbolismo algébrico.

ici icos
Un jurista parlamentario, cuya aficién por los clés

.
g i g L - b ’
riegos, le convier te en el reStaurador de la obra de ADOlOHlO

y continuador de la de Diofanto.

e la intuicidn es fuente
nfas en las figuras

Un pensador mistico, para el qu
del conocimiento, y le vermite percibir armo

de una bella Geometria.

Ante esta diversidad también sorprende un rasgo comdn.

ili dios uni-
Todos ellos, bien sea por lazos familiares, o por estu
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versitarios participan de una formacién juridica. Claro que cs-
tos estudios serfan los normales en el medio social en que vi-

vieron; pero no se trata de entrar en estas circunstancias, pues
el alcance de la observacifén es otro. El jurista en su profesifn
interpreta y analiza realidades, las clasifica de acuerdo con <6
digos y deduce l8gicas conclusiones. Ciertamente que algunos as
pectos de este trabajo con realidades, no son ajenos al ejerci-
cio del matemdtico; sin embargo, la actividad de creaci®n mate-

mdtica estd mds cerca de la especulaci6én filos6fica y de la ob-
servacién de la Naturaleza.

Claro que los genios no tienen denominador coméin, y con
frecuencia ha de pasar algln tiempo para descubrir el napel que
jugaron en el progreso de una ciencia. Entonces es frecuente ad
vertir la coherencia de su aparicién en un momento hist8rico, y

eso justifica el atribuirles un com@Gn cardcter generacional.

Los cuatro matemdticos dependen de la tradicién geomé-
trica griega y presencian, como actores, el momento crucial en
el que la tradicién se remansa y se abren nuevos cauces. Por una
parte, una Geometria m&s cualitativa, mds ideal, que opera con
proyecciones y secciones; y vbor otra parte, una Geometrfa mds
cuantitativa, en la que los puntos de los lugares geométricos
son las soluciones de ecuaciones. Sin embargo, la realidad in-
discutible es que la Geometria estd presente en aquellos cua-
tro grandes matemfticos franceses, y el "espiritu geométrico"

marca su gquehacer matem&tico con una exigencia de claridad y
método.

Estos matemiticos son los més representativos de la dl
tima generacifn antes del descubrimiento de un método de célcu
lo con los infinitesimales, que Leibniz y Newton, un fil6sofo

y un fisico, realizaron unas décadas mds tarde.

Todavia no habia llegado el tiempo en que se estudiara
"lo variable" como tema central de la Matemdtica. La investiga
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cién de la Naturaleza urgfa este estudio, pues la Naturaleza soO
lo es aprehensible en sus cambios. Por otra parte, para que la
observacién de la Naturaleza se transforme en ciencia, una vez
fijado lé6gicamente el concepto de variacién, se ha de disponer

de un instrumento matendtico para dominarlo e investigarlo.

Es claro que detrds de esta urgente necesidad, cuya sQ
lucién exige el fisico, aparece planteada, en el campo de la
Filosoffa, una de las situaciones mis polémicas Yy sugjestivas:

el paso del pensamiento predicativo al pensamiento funcional.

El descubrimiento del Cdlculo infinitesimal es, pues,
uno de los logros caritales de la Cultura occidental y segura-

mente lo gue hace posible y da forma a la Ciencia moderna.

Todavia faltar&n unos anos hasta que se descubra un nue
vo C&lculo, con simbolos y reglas, para estudiar lo gue DOr su
nombre parecfa rebelde al c4lculo: lo variable. Un descubri-
miento que serd vedado a la racional matemdtica francesa, aun-

gue presintiera su presencia.

OBSERVACION

Es cierto, en efecto, que el descubrimiento del C&lculo
estuviera vedado a la matemitica francesa, aungue se hablara de
Fermat y Pascal como predecesores. Cuestién aparte es determinar
jos escollos que dificultaron dar el paso arriesgado por encima

de las oscuridades de los indivisibles y del continuo.

Aunque algunos de los "par&metros" que aclaran esta cues
tién, ya han sido mencionados a lo largo del escrito, el temaes

de gran interés.
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JUEGOS MATEMATICOS EN LA ENSEﬂANZA(ﬂ

Por Miguel de Guzmdn, Universidad Complutense

1. MATEMATICAS Y JUEGOS

A good mathematical joke (s
better and bettenr mathematics
than a dcezen mediocte papens.

(J.E. Littlewood, A Mathematician's Miscellany).

¢D6nde termina el juego y d6nde comienza la matemética
seria? Una pregunta capciosa que admite mGltiples respuestas.
Para muchos de los que ven la matem&tica desde fuera,-ésta, mor
talmente aburrida, nada tiene que ver con el juego. En cambio -
para los mis de entre los matemdticos, la matem&tica nunca dei

ja totalmente de ser un juego, aunque ademids de ello pueda ser
otras muchas cosas.

El juego bueno, el gue no depende de la fuerza o mana

fisicas, el juego qgue tiene bien definidas sus reglas y que po

N . ; -
see cierta riqueza de movimientos, suele prestarse muy frecuen-

temente a un tipo de andlisis intelectual cuyas caracterfsticas
son muy semejantes a las que presenta el desarrollo matemdtico.
Las diferentes partes de la matemitica tienen sus piezas, los

obj i
jetos de los que se ocupa, bien determinados en su comporta-

(*) Nota de la redaccién

El presente trabaj
jo es una parte de la comunicaci®n
gﬁgféusﬁzggg Tn las VIT Jornadas de la Sociedad Canaria ?§§§§2t323t§gf -
] ugar en Arrecife de Lanzarote en el - '
‘ sad
;i;bllca_con expresa autorizaci6n del insigne Drofezgr )Omnﬁgci?ugltm =
mencionada Sociedad. Gracias por su valiosa colaboracién o=
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miento mutuo a través de las definiciones de la teorfa. Las re-
glas vélidas de manejo de estas piezas son dadas por sus defini
ciones y por todos los procedimientos de razonamiento admitidos
como v&lidos en el campo. Cuando la teorfa es elemental, &stos
no son muchos ni muy complicados y se adquieren bien pronto, lo
cual no quiere decir que el juego sea trivial. Elemental quiere
decir cerca de los elementos iniciales y no necesariamente sim-
ple. Existen problemas elementales desproporcionadamente compli
cados con respecto a su enunciado. Un ejemplo lo constituye el
problema de averiguar el minimo de las &reas de las figuras en
las que una aguja unitaria puede ser invertida en el vlano por
movimientos continuos. Cuando la teorfa no es elemental es ge-
neralmente porque las reglas usuales del juego se han desarro-
1lado extraordinariamente en nfmero y en complejidad y es nece
sario un intenso esfuerzo para hacerse con ellas y emvlearlas
adecuadamente. Son herramientas muy voderosas que se han ido
elaborando, cada vez més sofisticadas, a lo largo de los siglos.
Tal es, por ejemplo, la teoria de la medida e integral de Le-

besgue en el anélisis superior.

La matemitica asf concebida es un verdadero jue-
go que presenta el mismo tipo de estimulos y de actividad que
se da en el resto de los juegos intelectuales. Uno aprende las
reglas, estudia las jugadas fundamentales, experimentando en
partidas sencillas, observa a fondo las partidas de los gran-
des jugadores, sus mejores teoremas, tratando de asimilar sus
nrocedimientos para usarlos en condicicnes pérecidas, trata fi
nalmente de participar mds activamente enfrentindose a los pro
plemas nuevos gue surgen constantemente debido a la riqueza del
juego, o a los problemas viejos afin abiertos esperando que al-
guna idea feliz le lleve a ensamblar,de modo original y dtil,he
rramientas ya existentes o a crear alguna herramienta nueva que

conduzca a la soluci6én del problema.

Por esto no es de extrafiar en absoluto que muchos de
los grandes mateméticos de todos los tiempos hayan sido agudos
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observadores de los juegos, participvando muy activamente en ellos,
y que muchas de sus elucubraciones, precisamente por ese entre-
veramiento peculiar de juego y matemdtica, que a veces los hace
indiscernibles, hayan dado lugar a nuevos campos y modos de pen

sar en lo que hoy consideramos matemdtica profundamente seria.

Impacto de los juegos en la historia de la matemdtica

La historia antigua no ha sido inclinada a preservar si
no los elementos solemnes de la actividad cientifica, pero uno—
no puede menos de sospechar gue muchas de las profundas cavila
ciones de los pitagbricos, por ejemplo alrededor de los nGmer;;,
tuvieron lugar jugando con configuraciones diferentes que forma

ban con las piedras. El llamado problema bovino de Arquimedes,

dlgebra hecha con procedimientos rudimentarios, tiene un cierto
sabor lGdico, asf como otras muchas de sus creaciones matem8ti-
cas originales. Euclides fue, al parecer, no sélo el primer gran
sistematizador de la matemdtica contemporénea, sino también el

primer gran pedagogo que supo utilizar, en una obra perdida lla
mada Pseudaria (Libro de Enganos), el gran valor didéctico enm;

temdtica de la sorpresa producida por la falacia y la aporia.

En la Edad Media Leonardo de Pisa (ca. 1170 -ca. 12590),

mejor conocido hoy y entonces como Fibonacci, cultiv6 una mate-
mitica numérica con sabor a juego con la que, gracias a las téc
nicas aprendidas de los &rabes, asombr$ noderosamente a sus co;
temporédneos hasta el punto de ser proclamado oficialmente poreI
emperador Federico II como Stupor Mundi.

En la Edad Moderna Geronimo Cardano (1501-1576), el me-
jor matemdtico de su tiempo, escribié el Liber de ludo aleae, un
libro sobre juegos de azar, con el que se anticip6 en mds de un
siglo a Pascal y Fermat en el tratamiento matemdtico de la pro-

babilidad. En su tiempo, como tomando parte en este espiritu ld

dico, los duelos medievales a base de lanza y escudo dieron pa-
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so a los duelos intelectuales consistentes en resolver ecuacio-
nes algebraicas cada vez mds diffciles, con la participacién ma
siva, y mis o menos deportiva, de la poblacidén estudiantil, de

Cardano mismo y de otros contendientes famosos como Tartaglia y

Ferrari.

El famoso problema del Caballero de Mé&ré, consistente
en saber cémo deben ser las apuestas de dos jugadores que, ha-
biendo de alcanzar n puntos con sus dados, uno ha obtenido p Yy
el otro g puntos en una primera jugada, fue propuesto por Antol
ne Gombaud, Caballero de Mére (1610-1685) a Pascal (1623-1662).
De la correspondencia entre &ste y Fermat (1601-1665) a prond-

sito del problema surgi6 la moderna teorfa de la probabilidad.

Leibniz (1646-1716) fue un gran promotor de la activi-
dad lGdica intelectual: "Nunca son Lo hombres mds {ngendicsos
que en Ra <nvencibn de Los juegos... Serda deseablfe gque Ae hi-
ciese un curso enteno de juegos, tratados matemdticamente", es
cribfa en una carta en 1715. Y en particular comenta en otra
carta en 1716 lo mucho que le agrada el ya entonces popular so
litario de la cruz, y lo interesante que le resulta el jugarlo

al revés.

En 1735, Euler (1707-1733), oy6 hablar del problema de
los siete puentes de Kdnigsberg, sobre la posibilidad de orga-
nizar un paseo gue cruzase todos vy cada uno de los puentes una
sola vez (camino euleriano). Su solucién constituy® el comien-
zo vigoroso de una nueva rama de la matemitica, la teorfa de

grafos y con ella de la topologia general.

También el espfritu matemdtico de la época de Euler par
ticipaba fuertemente del 4nimo competitivo de la épcca de Carda
no. Johann Bernoulli (1667-1748) lanza el problema de labraquis
tocrona como un reto a los mejores matemiticos de su tiempo. En

este duelo participaron con ardor nada menos gue Jakob Bernou-=
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1li (creador, precisamente con su solucién al problema, del cil

culo de variaciones) Leibniz, Newton y Huygens.

Se cuenta que Hamilton (1805-1865) s6lo recibié dinero
directamente por una de sus publicaciones y &sta consistif pre-
cisamente en un juego matemdtico que comercializd con el nombre

de Viaje por el Mundo. Se trataba de efectuar por todos los vér

tices de un dodecaedro regular, las ciudades de ese mundo, un
viaje que no repitiese visitas a ciudades circulando por los
bordes del dodecaedro y volviendo al punto de partida (camino
hamiltoniano). Esto ha dado lugar a un problema interesante en
teoria de grafos, aln abierto hoy dfa en su versién general:

caracterizar los grafos que admiten un camino hamiltoniano.

Los bibgrafos de Gauss (1777-1855) cuentan que el Prin-

cepts Mathematicorum era un gran aficionado a jugar a las car-

tas y que cada dfa anotaba cuidadosamente las manos que recibfa
para analizarlas después estadisticamente.

Hilbert (1862-1943) uno de los grandes matem&ticos de
nuestro tiempo es responsable de un teorema que tiene que ver
con los juegos de diseccién: dos poligonos de la misma 4drea

admiten disecciones en el mismo nGmero de trifngulos iguales.

John von Neumann (1903-1957), otro de los matemdticos

més importantes de nuestro siglo, escribif con Oskar Morgens-

tern en 1944 un libro titulado Teorfa de Juegos y Conducta Eco-

némica. En &1 analizan los juegos de estrategia donde aparece
en particular el teorema de minimax, pieza fundamental para los

desarrollos matem&ticos sobre el comportamiento econémico.

Segfin cuenta Martin Gardner, Albert Einstein (1879-

1955), tenfa toda una estanterfa de su biblioteca narticular
dedicada a libros sobre juegos mateméticos.
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El fundamento matemdtico de los juegos

Estas muestras del interés de los matemdticos de todos
los tiempos por los juegos matemiticos, que se podrfan cierta-
mente multiplicar, apuntan a un hecho indudable con dos vertien
tes. Por una parte son muchos los juegos con un contenido mate-
mitico profundo y sugerente y por otra parte una gran porcién
de la matemitica de todos los tiempos tiene un sabor lddico que

la asimila extraordinariamente al juego.

El primer aspecto se puede poner bien de manifiesto sin
m&s que ojear un poco el repertorio de juegos mds conocidos. La
aritmética estd inmersa en los cuadrados migicos, cambios de mo
nedas, juegos sobre pesadas, adivinacién de ndmeros.... La teo-
ria elements] de nGmeros es la base de muchos juegos de adivina-

cidn fundamentados en criterios de divisibilidad, aparece en jug

gos que implican diferentes sistemas de numeracién, en juegos em
parentados con el Nim... La combinatoria es el nficleo bdsico de
todos los juegos en los que se pide enumerar las distintas for-
mas de realizar una tarea, muchos de ellos sin resolver adn, co
mo el de averiguar el nGmerc de formas distintas de plegar una
tira de sellos, el problema del viajante... El dlgebra intervie
ne en muchos acertijos sobre edades, medidas, en el famoso jue-
go de los 15, en el problema de las ocho reinas... La teorfa de
grupos, en particular el grupo de Klein, es una herramiento im-
portante para analizar ciertos juegos con fichas en un tablero
en los que se "come" al saltar al modo de las damas. La teorfa
de grafos es una de las herramientas que aparece més frecuente-
mente en el anilisis matemitico de los juegos. Naci6 con los puen
tes de Konigsberg, se encuentra en el juego de Hamilton, da la
estrategia adecuada para los acertijos de cruces de rios, como
el del pastor, la oveja, la col y el lobo, el de los maridos ce
losos, y resuelve también muchos otros m4s modernos como el de
los cuatro cubos de la Locura Instant&nea... La teorfa dematri-

ces estd intimamente relacionada también con los grafos y jue-

gos emparentados con ellos. Diversas formas de topologfa apare-
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Cen tanto en juegos de sabor antiguo, como el de las tres gran-
jas y tres pozos, como en juegos mds modernos como los relacio-
nados con la banda de MObius, problemas de coloracién, nudos,

rompecabezas de alambres y anillas. La teorfa del punto fijo es

bdsica en algunos acertijos profundos y sorprendentes como eldel
monje que sube a la montana, el pafuelo que se arruga y se colo

ca sobre una réplica suya sin arrugar... La geometrfa aparece de

innumerables formas en falacias, disecciones, transformacién de

configuraciones con cerillas, polinomios planos y espaciales...

La probabilidad es, por supuesto, la base de todos los juegos de
azar, de los que vrecisamente nacié. La 1l6gica da lugar a un sin
fin de acertijos y paradojas muy interesantes que llaman la at;;
cibén por su profundidad y por la luz que arrojan sobre la estru;
tura misma del pensamiento y del lenguaje. -

Matemdticas con sabor a juego

Por otra parte resulta igualmente f&cil sefialar oroble-
mas y resultados profundos de la matemdtica que rezuman sabor a

juego. Citaré unos pocos entresacados de la matem&tica m&s o me
nos contemporé&nea. -

El teorema de Ramsey, en su forma mds elemental, afirma

que si tenemos 6 puntos sobre una circunferencia, los unimos dos
a dos, y coloreamos arbitrariamente los secmentos que resultan
de rojo o de verde, entonces necesariamente hay al final un tridn

gulo con tales segmentos por lados que tiene sus tres lados del
mismo color.

El lema de Sperner, importante en la teorfa del punto fi
jo, afirma que si en un tridnqulo ABC se efectfia una triangulacidn~
(una particifn en un nGmero finito de tridngulos tales que cada
dos de ellos tienen en comfin un lado, un vértice, o nada) y se
nombran los vértices de los trifngulos de la trianqulacién con
A, B, C, de modo que en el lado AB -no haya méds que las letras A
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o B, en el AC nada mds que A o C y en BC nada mids queA o C, en
tonces necesariamente hay un trifngulo de la triangulacién gque

se llama ABC.

El teorema de Helly afirma que si en un plano hay un

nGmero cualquiera de conjuntos convexos y compactos tales que

cada tres tienen un punto en com@n, entonces todos ellos tie-

nen al menos un punto en com@n.

El problema de Lebesgue, adn sin resolver, pregunta por

el minimo del &rea de aquellas figuras capaces de cubrir cual-

quier conjunto del plano de dismetro menor o igual que 1.

El siguiente problema de la aguja en un convexo tridi-
mensional estd también aln abierto: :Cudl es el cuerpo conve-
xo de volumen mfnimo capaz de albergar una aguja de longitud 1

paralela a cada direccién dada? Se sospecha, por analogia con

el caso bidimensional, que es el tetraedro regular de altura l,

pero no hay demostraci6én de ello.

Consecuencias para la diddctica de la matemdtica

La matemitica es, en gran parte, juego, y el juego pue
de, en muchas ocasiones, analizarse mediante instrumentos mate
m&ticos. Pero, por supuesto, existen diferencias substanciales

entre la pridctica del juego y ia de la matemitica. Generalmen-

te las reglas del juego no requieren introducciones largas, can

plicadas, ni tediosas. En el juego se busca la diversifbn y la
posibilidad de entrar en accién r&pidamente. Muchos problemas
matemdticos, incluso algunos muy profundos, permiten también
una introduccidn sencilla y una posibilidad de accién con ins
trumentos bien ingenuos, pero la matemdtica no es s6lo diver-
sién, sino ciencia e instrumento de exploracidn de su realidad
propia mental y externa y asf ha de plantearse, no las pregun-

tas que quiere, sino las que su realidad le plantea de modo na
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tural. Por eso muchas de sus cuestiones esoonténeas le estimu-
lan a crear instrumentos sutiles cuya adquisicién no es tarea
liviana. Sin embargo, es claro que, especialmente en la tarea
de iniciar a los méds jévenes en la labor matem&tica, el sabor
a juego puede impregnar de tal modo el trabajo, que lo haga mu
cho méds motivado, estimulante, incluso agradable y, para alqu-
nos, alin apasionante. De hecho, como veremos, han sido numero-
sos los intentos de presentar sistemiticamente los nrincipios
matemdticos que rigen muchos de los juegos de todas las épocas,
a fin de poner més en claro las conexiones entre juegos y mate
miticas. Desafortunadamente para el desarrollo cientffico en
nuestro pafis, la aportacién espafiola en este campo ha sido ca-
si nula. Nuestro cientificos y nuestros ensefantes se han toma
do demasiado en serio su ciencia y su ensefianza y han conside-
rado ligero y casquivano cualquier intento de mezclar olacer
con deber. Serfa deseable que nuestros profesores, con una vi
si6n mis abierta y mds responsable, aprendieran a aprovechar
los estimulos y motivaciones gque este espiritu de juego nuede
ser capaz de infundir en sus estudiantes.

Notas sobre la literatura cl&sica sobre juegos

Los datos que siguen sobre la historia de la literatu-
ra sobre recreaciones mateméticas estln tomados fundamentalmen
te del artfculo de Schaaf en la Encyclopaedia Britannica titu-
lado Number Games and Other Mathematical Recreations, gue con-

tiene una excelente exposicién de los juegos més significati-
vos y de las obras méds importantes. Pienso que los més seria-
mente aficionados a los juegos matemdticos agradecerén estas
breves notas y que servirdn al mismo tiempo para gque los més
escépticos puedan comprobar al menos con qué tesbn ha sido y
es cultivado el campo en otros paises.

Aunque en la Edad Media y comienzos de la Moderna se
dieron algunos intentos espor&dicos de formalizacién y ané&li-
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sis matemitico de juegos, con Fibonacci (1202), Robert Reccrde
(1542) y Gerb6rimo Cardano (1545), el gran primer sistematiza-
dor de donde bebieron abundantemente posteriores imitadores fue

Claude-Gaspar Bachet de Méziriac, quien en 1612 publicé su obra

de vanguardia en este campo Problémes plaisans et delectables

qui se font par les nombres. A &1 mismo se debe también la pu-

blicaci6n en francés de Diophanti, traduccién de un texto grie
go sobre teoria de nlmeros que ejercié un gran influjo sobre la
historia de la matemdtica, sobre todo a través de Fermat. El 1i
bro de recreaciones de Bachet estaba basado sobre todo en pro-
piedades aritméticas y contiene los problemas mds clisicos so-
bre juegos de cartas, relojes, determinacién del ndmero de pe-

sas para pesar 1, 2, 3,..., 40 kilos, problemas de cruces...

En 1624 un jesuita francés, Jean Leurechon, escribid ba
jo el seudénimo de van Etten, una obra, Recréations Mathémati-
ques, fuertemente basada en l1a de Bachet, pero que tuvo mucho
més &xito que la de éste, alcanzando las 30 ediciones ya en 1700.
La obra de van Etten fue modelo para sus continuadores Claude My-
dorge (1630), en Francia, y Daniel Schwenter, en Alemania. Este
dltimo, profesor de hebreo, lenguas orientales y mateméticas ,
afiadié gran cantidad de material compilado por el mismo. Su obra
p6stuma aparecif en 1636 con el tftulo Deliciae Physico-Mathe-
maticae oder Mathematische und Philosophische Erquickstunden y
la reedicién de ella en 1651-1653 fue por algfin tiempo la obra

mds completa en su género.

Mientras tanto habfa aparecido en Italia en 1641-1642

1a obra en dos vol(menes bajo el complicado titulo Apiaria Uni-
versae Philosovhiae Mathematicae, in guibus paradoxa et nova ple-

ragque machinamenta exhiebntur, escrita por el jesuitg Mario Be-
ttini. Fue seguida en 1660 por un tercer volumen Recreationum

Mathematicarum Apiaria Novissima...

En Inglaterra William Leybourn publica en 1694 un libro

a medio camino entre el texto y l1a recreacién, con la intencién
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de "apartar a la juventud de los vicios propios a los que esin

clinada". Su tftulo fue Pleasure with Profit: Consisting of Re-
creations of Divers Kinds...

La obra que realmente marca la nauta para los muchos

autores que aparecerén en los siglos 18 y 19 fue la de Jacques

Ozanam, quien en 1694 public6 Récréations Mathématiques et Phy-
siques, obra inspirada en las de Bachet, Leurechon, Mydorge vy

Schwenter, que fue revisada mis tarde por el historiador de la
matemdtica Montucla.

Al final del siqglo 19 aparecen los cuatro voldmenes de
Edouard Lucas, especialista en teorfa de ndmeros, titulados R&-
créations mathematiques (1882-1894), que pasa a ser la obra cla

sica durante algfin tiempo. Contempor&neo de Lucas es Lewis Ca-

rroll, el autor de Alicia, gran aficionado a los puzzles 168gi-
cos y juegos matemdticos quien publicé, entre otras cosas, Pi-
llow Problems y A Tangled Tale (1885-1895).

En la primera mitad del siglo 20 los nombres mds impor
tantes en Am&rica son los de los dos Sam Loyd, padre e hijo,
grandes especialistas en puzzles mecdnicos, autores del famos{
simo juego de los 15, que en su tiempo causéd un furor parecido
al del cubo de Rubik en nuestros dfas. En Alemania se destacan
Hermann Schubert con sus Zw8lf Geduldspiele (1907-1909) en tres
volfimenes, asf como Wilhelm Ahrens con sus dos volGmenes Mathe-
matische Unterhaltungen und Spiele (1904-1920). En Inglaterra
se destacan Henry Dudeney (1917-1967) y sobre todo la gran obra
de W.W. Rouse Ball, Mathematical Recreations and Essays (1892,

primera edicifn), otro de los clésicos, con gran erudicidn his
térica, en cuyas piginas puede apreciarse documentadamente, a
través de las numerosas notas, el impacto de los juegos sobre
los matemdticos y las mateméticas de todos los tiempos. El géo
metra H.S.M. Coxeter revis6é en 1938 la undécima edicién., En B&L
gica hay que destacar a Maurice Kraitchik, editor de la revis-

ta Sphinx y compilador de varios libros entre 1900 y 1942. En
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Holanda se destaca también Fred. Schuh, con su obra Wonderlikj-
ke Problemen, publicada en 1943.

A partir de los anos 50, Martin Gardner comenzd a pu-

blicar con gran éxito su artfculo mensual en las pdginas de

Scientific American y su nombre, gracias a la difusién de esta

revista y a las compilaciones sucesivas, ocho hasta el presen-
te, de sus mejores articulos, ha llenado con enorme éxito el cam
po hasta finales de los anos 70. De las obras mds recientes hay

que destacar especialmente la de Berlekamp, Conway ¥ Guy, titu

lada Winning Ways, en dos voldmenes, publicada en 1982, que por
su amplitud, sistematizacidn y profundidad, alcanzard sin duda

un gran éxito entre los aficionados mds concienzudos.

2. UTILIZACION DE LOS JUEGOS EN LA ENSERANZA

.Se pueden utilizar los juegos matemdticos con provecho
en la ensenanza? ¢De qué forma? (Qué juegos? ¢Qué objetivos pue

den conseguirse a través de los juegos".

Los juegos tienen un cardcter fundamental de pasatiempo
y diversién. Para eso se han hecho vy ese es el cometido bdsico
que desempefian. Por eso es natural que haya mucho receloso de
su empleo en la ensefianza. "El alumno, -piensa-, se queda con
el pasatiempo que, eso si, le puede comer el coco totalmente,
y se olvida de todo lo dem4s. Para lo que se pretende, es una

miserable pérdida de tiempo”.

A mi parecer en cambio, ese mismo elemento de pasatiem-
po y diversifn que el juego tiene esencialmente, deberia ser un
motivo mas para utilizarlo generosamente. (Por qué no paliar la
mortal seriedad de muchas de nuestras clases con una sonrisa? Si
cada dia ofreciésemos a nuestros alumnos, junto con el rollo co

tidiano, un elemento de diversién, incluso aunque no tuviese na-
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da que ver con el contenido de nuestra ensefianza, el conjunto
de nuestra clase y de nuestras mismas relaciones personales con
nuestros alumnos variarian favorablemente.

Pero es que ademis sucede que, por algunas de las ra-
zones apuntadas antes, relativas a la semejanza de estructura
del juego mismo y de la matemdtica, avaladas por la historia
misma de la matemitica y de los juegos, y vor otras razones
que senialaré a continuacién, el juego bien escogido y bien ex
plotado puede ser un elemento auxiliar de gran eficacia nara

lograr algunos de los objetivos de nuestri ensefianza m&s efi-
cazmente.

En mi opinidn, el objetivo primordial de la ensefianza
bisica y media no consiste en embutir en la meate del nifio un
amasijo de informacién que, vensamos, le va a ser muy necesa-
ria como ciudadano en nuestra sociedad. El objetivo fundamen-
tal consiste en ayudarle a desarrollar su mente y sus potencia
lidades intelectuales, sensitivas, afectivas, fi{sicas, de modo
armonioso. Y para ello nuestro instrumento orincipal debe con-
sistir en el estimulo de su propia accién, colocéndole en situa
ciones que fomenten el ejercicio de aquellas actividades que me
jor pueden conducir a la adquisicién de las actitudes bdsicas

mis caracteristicas que se pretende transmitir con el cultivo
de cada materia.

Por la semejanza de estructura entre el juego v la mate
mitica, es claro que existen muchos tipos de actividad v muchas
actitudes fundamentales comunes que pueden ejercitarse escogien
do juegos adecuados tan bien o mejor que escogiendo contenidos
matemdticos de apariencia m&s seria, en muchos casos con claras
ventajas de tipo psicolégico y motivacional para el juego sobre
los contenidos propiamente matem&ticos.

Es un hecho frecuente que muchas versonas gue se decla-
ran incapaces de toda la vida para la matemdtica, disfrutan in-
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tensamente con puzzles y juegos cuya estructura en poco difie-
re de la matemitica. Existen en ellas claros bloqueos psicolé-
gicos que nublan su mente en cuanto se percatan de que una cues
tién que se les propone, mucho mds sencilla tal vez que el jue
go que practican, tiene que ver con el teorema de Pitdgoras. Es
tas blogueos son causados muy frecuentemente en la nifiez, donde
a absurdas preguntas iniciales totalmente inmotivadas segufan
respuestas aparentemente inconexas que hacfan de la matemética
una madeja inextricable cada vez mds absurda y complicada.

Bien se puede pensar que muchas de estas personas, ade
cuadamente motivadas desde un principio, tal vez a través de
esos mismos elementos lGdicos que estén descargados del peso
psicolégico y de la seriedad temible de la matem&tica oficial,
se mostrarian, ante la ciencia en general y ante la matemdtica
misma en particular, tan inteligentes como corresponde al éxi-

to de su actividad en otros campos diferentes.

Es claro que no todos los juegos que se encuentran en
los libros de recreaciones matemdticas se prestan iqgualmente al
aprovechamiento diddctico. Muchos son meras charadas y acerti-
jos ingeniosos. Muchos otros se basan en la confusién intencio
nada del enunciado al modo de los ordculos sibilinos y dejan al
final una impresién de mera tomadura de velo. En otros casos la
solucién da la impresién de haber llegado por revelacién divina
que no cabe f&cilmente en un esquema de pensamiento que pueda
conducir a un método. Pero, como veremos, hay juegos que, de for
ma natural, resultan asequibles a una manioulacién muy semejan
te a la que se lleva a cabo en la resolucibn sistemltica de pro
blemas matemiticos y que encierran lecciones profundamente va-

liosas.

Lo que sobre todo deberiamos proporcionar a nuestros
alunnos a través de las matem&ticas es la posibilidad de hacer
se con hibitos de pensamiento adecuados para la resolucién de
problemas, matemdticos y no matemdticos. ¢De qué les puede ser
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vir hacer un hueco en su mente en el gue guepan unos cuantos teo
remas y propiedades relativas a entes con poco significado,silue
go van a dejarlos alli herméticamente emparedados? A la resolu-
cién de problemas se le ha llamado, con razén, el coraz6én de las
matemdticas, pues ahi es donde se puede adquirir el verdadero sa
bor que ha atrafdo y atrae a los matemdticos de todas las é&pocas.
Del enfrentamiento con problemas adecuados es de donde vueden re
sultar motivaciones, actitudes, hdbitos, ideas para el desarro-
llo de herramientas apropiadas, en una palabra, la vida propia

de las matematfcas. Muchos de estos elementos pueden adquirir-~

se igualmente en el enfrentamiento con los problemas que cons-

tituyen los juegos matemdticos.

3. ALGUNAS INDICACIONES BIBLIOGRAFICAS

Una bibliograffa muy completa que da buena idea de la ri

ca historia de los juegos y recreaciones matemdticas es:

- SCHAAF, W.L., A Bibliography of Recreational Mathematics, vols,
1, 2. (National Council of Teachers of Mathematics, Washington,
D.C., 1970}.

Los clédsicos de nuestro siglo, cobras que en su mayoria
se pueden consegulr f&cilmente, algunas en ediciones muy bara-
tas:

- BALL, W.W.R., and COXETER, H.S.M., Mathematical Recreations
and Essays (Univ. of Toronto Press, Toronto, 1974). (Primera
edicibn: 1892).

- DUDENEY, H.E., Amusements in Mathematics (Nelson, London,1943).
- DUDENEY, H.E., The Canterbury Puzzles (Dover, New York, 1958).

- KRAITCHIK, M., Mathematical Recreations (Dover, New York, 1953).
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LOYD, S., Mathematical Puzzles of Sam Loyd, selected and edi-
ted by M. Gardner (Dover, New York, 1959 (vol. 1), 1960 (vol.
2)) .

LUCAS, E., REcreations Mathématiques, vols. 1-4, (Gauthiers-
Villars, Parfs, 1882), (reeditado por Blanchard, Paris, 1960).

O'BEIRNE, T.H., Puzzles and Paradoxes (Oxford Univ. Press,
London, 1963).

SCHUH, F., The Master Book of Mathematical Recreations (Dover,
New York, 1968).

Los libros de Martin GARDNER, con la numeracién que les

he dado en las referencias de estas notas son los siguientes:

GARDNER 1, The Scientific American Book of Mathematical Puzz-

les and Diversions (Simon and Schuster, New York, 1959).

GARDNER 2, The Second Scientific American Book of Mathemati-
cal Puzzles and Diversions (Simon and Schuster, New York,
1961) .

GARDNER 3, New Mathematical Diversions from Scientific Ameri-
can (Simon and Schuster, New York, 1966). Traducido al caste-
llano por Luis Bou, editado por Alianza Editorial: Nuevos Pa
satiempos Matemdticos (LB 391).

GARDNER 4, Mathematical Circus. Traducido al castellano por
Luis Bou, editado por Alianza Editorial: Circo Matemético (LB
937).

GARDNER 5, Further Mathematical Diversions. The paradox of the
Unexpected Hanging and Others (Allen and Unwin, London, 1970).

GARDNER 6, The Sixth Book of Mathematical Games from scienti-

fic American (Freeman and Co., San Francisco, 1971).

GARDNER 7, Mathematical Carnival. Traducido al castellano por

Luis Bou, editado por Alianza Editorial:
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Luis Bou, editado por Alianza Editorial: Carnaval Matem&ti-
co (LB 778).

- GARDNER 8, Mathematical Magic Show. Traducido al castellano
por Luis Bou, editado por Alianza Editorial: Festival M&gico
-Matemdtico (LB 1023).

Los dos libros de M. GARDNER editados por Labor son tam
bién muy recomendables, aunque en este trabajo no he hecho mu-
cho uso de ellos,

- GARDNER, M., Inspiracién jaj&! (Labor, Barcelona, 1981).

- GARDNER, M., iAjd! Paradojas que hacen pensar (Labor, Barce-
lona, 1983).

La obra més seria desde el punto de vista matem&tico es
la de BERLEKAMP, CONWAY y GUY, que he mencionado varias veces

en estas notas. Su referencia completa es:

~ BERLEKAMP, E.R., CONWAY, J.H. and GUY, R.K., Winning Ways for
your Mathematical Plays, vols. 1, 2 (Academic Press, London,
1982).

A continuacifn me ha parecido bien indicar algunos li-
bros que existen en castellano mis o menos Gtiles para la fina
lidad que he pretendido con este trabajo. Una bibliograffa ge-
neral m&s extensa, orientada no exclusivamente hacia los juegos
matem&ticos, sino hacia obras adecuadas para proporcionar moti-
vacién y enriquecimiento hist6érico, estético y lddico de la en-
sefianza fue confeccionada por mi y distribuida por el ICE de la
Universidad Auténoma de Madrid en 1983 a raiz de un cursillo so
bre juegos matem&ticos.

- ALEM, J.P., Juegos de ingenio y entretenimiento matemdtico,
vols. 1 y 2 (Gedisa, Barcelona, 1984).

- DIENES, Z.P., L6gica y juegos l6gicos (Teide, Madrid, 1980).
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DONOVAN, J., Matemdticas m&s f&ciles con manualidades de pa-
pel (Distein, Madrid, 1975).

FRABETTI, C., Problemas de ingenio (Bruguera, Barcelona, 1982).

GAMOW, G., Uno, dos, tres,... infinito (Espafia-Calpe, Madrid,
1969).

GARDNER, M., las referencias han sido dadas separadamente an-
tes.

GUZMAN, M. de, Mirar y Ver (Alhambra, Madrid, 1977).
GUZMAN, M. de, Cuentos con Cuentas (Labor, Barcelona, 1984).
HOGBEN, L., El universo de los nGmeros (Destino, Madrid, 1966).

LEWIS, B., Matemdticas Modernas. Aspectos recreativos (Alham-
bra, Madrid, 1983).

MATAIX LORDA, M., Divertimientos légicos y matemfticos (Marcom
bo, Madrid, 1979). ’

MATAIX, M., Cajén de sastre matemdtico (Marcombo, Madrid, 1981).

MATAIX, M., Fécil, menos fdcil y diffcil (Marcombo, Madrid,
1981).

MATAIX, M., El discreto encanto de las matemiticas (Marcombo,
Madrid, 1979).

PEDOE, D., La geometrfa en el arte (G, Gili, Barcelona, 1979).

PERELMAN, Y.I., Problemas y experimentos recreativos (Mir, Mos
cd, 1975).

PERELMAN, Y., Matemdticas recreativas (Martinez Roca, Barcelo
na, 1968).

PERELMAN, Y., Algebra recreativa (Mir, Moscd, 1978).

PERELMAN, Y., El divertido juego de las matemdticas (Cfrculo
de Lectores, Madrid, 1970),
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RADEMACHER, H., y TOEPLITZ, O., Ndmeros y figuras (Alianza,
Madrid, 1970).

SMULLYAN, R., ¢La dama o el tigre? y otros pasatiempos 16gi-
cos (C&tedra, Madrid, 1983).

SMULLYAN, R., ¢COmo se llama este libro? El enigma de Drécu-
la y otros pasatiempos l8gicos (C&tedra, Madrid, 1981).

TAHAN, MALBA (seudénimo de J.C. de Melho), El hombre que cal
culaba (Losada, Madrid, 1980).

Tangram (anfénimo) (Labor, Barcelona, 1981).

THIO DE POL, S., Primos o algunos dislates sobre ndmeros
(Alhambra, Madrid, 1975).

UNICEF, Juegos de todo el mundo (UNICEF, 2Zirich, 1978).

VANNIER, E. y CHAUVEU, P., Cémo jugar y divertirse con su cal
culadora de bolsillo (Altalena, Madrid, 1978).

VASILIEV, N.B. y GUTENMAJER, V.L., Rectas y curvas (Mir, Mos-
cd, 1980).

VIVES, P., Juegos de ingenio (Cfrculo de Lectores, Madrid,
1983).

WARUSFEL, Los nmeros y sus misterios (Martfnez Roca, Madrid,
1972).
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EL PROBLEMA SEMANAL

Por Fidel Oliveros
Catedratico del I.B. "Avenida de los Toreros”. Madrid.

En el Seminario de Matemdticas de nuestro Instituto, he
mos venido realizando a lo largo del curso que ahora termina una
experiencia, como actividad extraescolar, con el tftulo de Pro-
blema Semanal. Ha consistido sencillamente en la proposicién a
los alumnos, con carécter voluntario, de dos o tres problemas se
manales, no para resolverlos en la clase, sino vara que libremen
te en su casa, bien individualmente o en equipo, realizasen un
trabajo personal. En visperas de las vacaciones de Navidad y Se
mana Santa, el ndmero de problemas propuestos fue mayor. Normal
mente cada viernes se les daban los enunciados y se recogfan las
soluciones aportadas de los correspondientes a la semana ante-
rior, a la vez que se les entregaba las soluciones correctas de

éstos.

La eleccibn de los enunciados ha sido objeto de un cui-
dado especial. Se ha procurado que no presentaran dificultades
grandes, para evitar desalientos, ni que tampoco fueran trivia-
les, con objeto de motivar suficientemente el interés de los mu
chachos. En su mayor parte, fueron tomados de los excelentes li
bros: "Elementary Mathematics" (Selected Topics and Problem Sol
ving), de Dorofeev y otros; "Problemas de Matemdticas Elementa-
les", de Lidski; y "Rectas y Curvas", de Vasiliev, los tres de
la editorial MIR. Asimismo, vensando que el prestigio de las Olim
piadas Matemiticas -Nacional, Internacional e Iberocamericana- po
dfia constituir un acicate para animar a -los alumnos, se propu-

sieron algunos tomados de estos certémenes, indicando su origen.
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En cuanto a los resultados obtenidos, hemos de confesar
sinceramente no estar ni con mucho satisfechos. Al comienzo, el
nimero de participantes fue importante -toda novedad provoca un
entusiasmo inicial-, pero este nGmero fue descendiendo notable-
mente a lo largo del curso. No obstante, algdn alumno llegé a
presentar un ochenta por ciento de soluciones acertadas. Tal vez
hubiera sido més atractivo y estimulante el publicar y comentar,
en lugar de las soluciones elaboradas por nosotros, las propor-
cionadas por los propios alumnos, con referencia especial a las
mejores. Sequramente ha faltado también la concesidn de algdn ti
po de premio académico (mejora de nota), o de indole material,

como libros, diplomas.

La idea, en tedo caso, no nos parece mala y si mejorable.
Se publica en el Boletfn con la doble esperanza de servir de pun
to de partida a otros Seminarios interesados en hacer algo ané-

logo y de recibir sugerencias que permitan mejorarla.

Damos seguidamente los enunciados de los problemas que

fueron propuestos.

- 47 -

Dado un tri&ngulo arbitrario ABC y un punto arbitrario
P en el lado BC, trazar por P una recta que divida al tridngu-

lo en dos partes con la misma &rea.

Demostrar que de la igualdad

a2 + b2 + c2 = bc + ac + ab

donde a, b y ¢ son nfimeros reales, se deduce que a = b = c.

Los 30 atletas de un equipo reciben puntuaciones de 2,
3, 4 y 5 puntos. La suma de los puntos del equipo es 93. Hay mds
atletas con 3 puntos que con 5, y menos con 3 puntos que con 4.
Ademds el ntmero de los que reciben 4 puntos es divisible por

10 y el nGmero de los que reciben 5 puntos es par.

Determinar el ndmero de atletas que han recibido 2, 3,
4 y 5 puntos.

II.2.

Dos ciclistas dan vueltas sobre una pista circular con
velocidad uniforme. Cuando se mueven en el mismo sentido el més
ripido alcanza al mis lento cada 25 minutos. Cuando se mueven en

sentidos opuestos se cruzan cada 8 minutos.

Calcular gué distancia recorre el mds lento mientras el
mds rédpido recorre 8,316 km.

III.1l.

Dado un tridngulo ABC, hallar el conjunto de los nuntos
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M tales gque el 4rea de cada uno de los triéngulos AMB, BMC, CMA

sea menor que el drea del tridngulo ABC.

III.2.
¢En cudntos ceros termina el producto 1.2.3.4. ... 1984
.19857?2
IV.1l.
Probar que para cualquier nlmero par n, el ndmero N =
3

n~ + 20n es mGltiplo de 48,

IV.2.

Un estudiante decide poner los sellos de su coleccién
en un album. Si pone 20 sellos por hoja, quedarin sellos sin co
locar; si pone 23 sellos por hoja, quedard al menos una hoja va
cfa. Si se le regala otro album de la misma clase con 21 sellos
en cada hoja, tendrd en total 500 sellos. ¢Cuéntas hojas hay en
el album,

Una fébrica tiene que enviar 1100 objetos a un cliente.
Los objetos son empaquetados en cajas de tres tipos. Una caja
del tipo A contiene 70 objetos, una caja del tipo B contiene 40
y una caja del tipo C contiene 25. El coste de envio de una ca-
ja del tipo A es 2000 pesetas; el de una del tipo B, 1000 pese-
tas, y el de una del tipo C, 700 pesetas. ¢Qué clase de cajas
deberén ser empleadas para que el coste de envio sea mfnimo? To

das las cajas deben ir llenas.

V.2,

Dos caras de una pirémide tridngular son tridngulos equi
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l4teros de lado a, y las otras dos caras son tridngulos rectdn
gulos is8sceles. Hallar el radio de la esfera inscrita en lapi
rémide. (La esfera inscrita es la contenida en el interior de

la esfera y tangente a las cuatro caras.

VI.l.

Dos postes clavados en el suelo tienen de altura 2 me-
tros y 3 metros, respectivamente. El extremo de cada uno se une
con el pie del otro con un alambre rectilfneo. Estos dos alam-

bres se cruzan en un punto P.

éQué distancia debe haber entre los pies de los postes
para que la altura del punto P sobre el suelo sea de 1,20 metros?

¢Y para qué sea un metro?

VI.2.
Demostrar que para cualquier n@mero natural n se cumple:
IEE S SO R G ST S U SO SR S
2n -1 2n n+l n+2 2n -1 2n
VII.1l.

Dos mecanfgrafas realizan un trabajo. La segunda empieza
a trabajar una hora después que la primera. Tres horas después
de que la primera mecanfgrafa empezara el trabajo queda a€n nor
hacer 9/20 del trabajo. Cuando terminan observan que cada una ha
realizado la mitad de la labor. ¢Culntas horas tardarfa cada una

en hacer el trabajo individualmente?

VII.2.

En el interior de un tridngulc equildtero de lado a hay
tres circulos iguales tangentes a los lados del trifngulo y mu-
tuamente tangentes entre sf. Hallar el &drea del tridnqulo curvi
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lfneo formado por los arcos de los cfrculos mutuamente tangen-
tes. (Siendo sus vértices los puntos de tangencia).

VIII.1l.

Simplificar la expresién:

/9 - 6a + a2 + A4/9 + 6a + a2

donde a < =3.

VITI.2.

Probar el teorema: Si el producto de n > 2 nfimeros posi

tivos es iqgual a 1, entonces su suma es mayor o igual a n, es de

cir, si X Xy «e xn =1,
Xy > 0, Xy > 0, R S 0
entonces,
X+ Xy + ..+ X, >n
IX.1.
Simplificar
1 1

+
\Vx +2 vx-1 W/x-z Yx=1

para 1 < x < 2,

IX.2.

A partir de las longitudes b y ¢ de dos lados de un tridn-
gulo, y de la longitud 1 de la bisectriz del &ngulo formado por
ellos, calcular la longitud del tercer lado.
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iPara qué valores reales de x se cumple

\Vx+ /3x=T +\x - /Zx-1T = a

siendo: a) A =+v2, b) A=1, ¢) A= 2y teniendo en cuenta

que en las rafces s6lo se toma el valor positivo?

(Olimpiada Matem&tica Internacional, 1959)

Tres personas A, B y C juegan de la siguiente forma:
sobre tres tarjetas hay escrito un nGmero entero (uno en cada
una). Estos tres nGmeros, p, q, r, cumplen las desigualdades
0 <p<gq <r. Las tres tarjetas se barajan y se da una a cada
jugador, que recibe tantas piedras como indica el nGmero que tie
ne en su tarjeta. De nuevo se vuelven a barajar las tarjetas,

pero cada jugador conserva sus piedras.

Este proceso (barajar, repartir tarjetas, tomar piedras)
tiene lugar por lo menos dos veces. Después de la dltima vuelta,
A tiene 20 piedras, B tiene 10 y C tiene 9. En la dltima vuelta
B recibié r piedras. ¢Quién recibié q piedras en la orimera vuel

ta?

(Olimpiada Matemdtica Internacional, 1974)

XI.1l.

. Un tren sale de la estacibén A en direccién a C pasando
por B. La velocidad del tren entre A y B fue la normal, pero ba
j6 un 25% entre B y C. En el viaje de regreso, la velocidad fue
la correcta entre C y B, pero entre B y A bajé un 25%. ¢Cudnto
tardari el tren en hacer la distancia de A a C a velocidad nor-
mal sabiendo gque invirtié el mismo tiempo en el tramo A-B que en
el tramo B-C y que en el viaje A-C perdib 5/12 de hora menos que

en el viaje de regreso (de C a A)?
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XI.2.
Demostrar que
13 4 23 433, ceee +1 = (Ei%;il)z
XI.3.

Probar que para cualquier n@mero a > 0, la desigualdad

\V/ \/ 2 1 +/3a+1
a+ Va+Va+ ... + /& 2

(el primer miembro contiene un nfmero arbitrario de radicales)
es cilerta.

XI.4.

Hallar una progresién geométrica de nlmeros reales sa-
biendo que la suma de sus cuatro primeros té&rminos es igual a
15 y que la suma de sus cuadrados es igual a 85.

XI.5.

Hallar el coeficiente de x" en el desarrollo de

(1 + x + 2x2 + 3x3 + .. + nxn)2

XI1.6.

Probar que si a, b, ¢ son n@meros positivos y desigua-
les, entonces:

a) (a+b+c) (al+ply c-l) > 9
b) (a+b+c) (a2 + b2+ ¢?) > 9ape

XI.7.

Construir un tridngulo del que se conocen la altura, la
mediana y la bisectriz que parten de un mismo vértice.
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XI.8.

El radio de un sector circular es igual a R y el radio
del circulo inscrito en el sector es igual a r. Calcular el &rea
del sector.

XI.9.
Resolver la ecuacién
4 senx + 2 cosx = 2 + 3 tan x
XI.10.
Calcular, sin ayuda de tablas,
3 20 4m
cos7--cos—7--cos—7-
XII.1.

éDe cudntas formas se puede partir una baraja de 36 car-~
tas en dos mitades, de modo que en cada mitad entren 2 ases?

XII.2,
Expresar log54 168 mediante a y b siendo:
log7 12 = a ; log12 24 = b
XII.3.
Calcular, sin emplear las tablas, la expresién:

1
2 sen 10°

E = - 2 sen 70°

XIII.1,

Cierto alfabeto se compone de seis letras que con el fin
de transmitirlas por telégrafo se codificaron de la siguiente for




ma: L)

Al trasmitir una palabra no se hicieron los intervalos
gue separan una letra de otra, de modo que resulté una cadena
continua de puntos y rayas con 12 signos. ¢De cudntas maneras

se puede leer la palabra transmitida?

XIII.2.
Resolver el sistema de ecuaciones:
2
logax y = 2y
1
log. vVxa + 2 log X -z
a a2 /E' 2
XIII.3.
Calcular, sin hacer uso de las tablas
4 7 4 37 4 S 4 71
sen 12 + sen 1¢ + sen i€ + sen ig
XIv.1l.

Si: x#Ll, y#1, x#Y, y

vz - x° _ Xz —y2

1-x l-v
demuestre que ambas fracciones son iguales a: x + y + 2.

(Olimpiada Iberoamericana de Matem&ticas, 1985 -4)

XIV.2.

Sea P un punto en el interior del tridngulo equildtero
ABC tal que PA=5, PB=7, y PC =8, Halle la longitud de un lado
del tri&ngulo ABC.

(Olimpiada Iberoamericana de Mateméticas, 1985 -2)
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XIV.3.

Problema del pirata.- Las instrucciones dejadas por el

pirata para encontrar el punto T en que estd enterrado el teso-
ro son las siguientes:

En la Isla Desierta hay dos palmeras A y B y un mojén
M no alineado con ellas. Sobre la semirrecta r que parte de A,
es perpendicular a AM y estd en distinto semiplano que M respec
to a la recta AB, se toma el punto A' tal que AA' = AM. Andloga
mente, a partir de B, se halla el punto B'. El ounto T es el pun
to medio del segmento A'B'.

Un furioso huracin ha arrancado el mojén M de su sitio.
éComo se puede localizar T?

Xv.l,
Resolver el sistema:
xX+y+z=4
x2 + y2 + z2 = 14
x> + y3 +720 = 34
Xv.2.

A cada entero positivo n se asigna un entero no negati-

vo f(n) de tal manera que se satisfacen las siguientes condicio

nes:
i) f(rs) = £(r) + f(s)
ii) f£(n) = 0, siempre que la cifra en las unidades de
n sea 3
iii) £(10) = 0
Halle £(1985), Justifique la respuesta.
(12 Olimpiada Iberoamericana, 1985)
XV.3.

Halle las raices Lyr Ty, Ly Iy de la ecuacién:
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AVIII.1l.
4x4 - ax3 + bx2 -cx + 5=0
‘ Un poliedro descansa sobre una de sus caras como base.
sabiendo que son reales, positivas i gHe La suma de todos los dngulos en las caras visibles es 3060°. De
muestre que el poliedro tiene al menos una cara con un ndmero
1. T2 T3 ry
- o + =+t g = 1 impar de aristas.
(12 Olimpiada Iberoamericana, 1985) XVII.2.
Un sefior al morir dejé $ 23500 para ser repartido entre
su viuda, su hijo y su hija, con la condicién de que si muriera
XVI.1. la hija y sobreviviera el hijo, &ste recibirfa 5/8 del dinero y
Sea (x,y,z) la solucién del sistema de ecuaciones: la viuda 3/8. Pero si muriera el hijo y sobreviviera la hija, és
ta recibirfa 5/9 del dinero y la viuda 4/9. Sobrevivieron tanto
x+ty+z=a el hijo como la hija. ¢Cudnto recibié cada uno de sus herederos?
x2 + y2 + 22 = b2
XVII.3,
1,1, % =1 E—
* Y ¢ Se considera el sistema de ecuaciones:
3 3 3
Hallar la suma x~ + y~ + z~, N
ap x; + a1,%, + a33%¥3 = 0
XVI.2. a,1%q + a, %, + ayq9%X3 = 0
+ =
Simplificar la expresién a31% 832X * 233X, 0
log(log a) con incégnitas X1r X5s X3. Los coeficientes satisfacen las con-
a o9 a diciones:
suponiendo que todos los logaritmos han sido tomados con la mis a) 2717 435s 333 son nfimeros positivos
ma base b. b) los restantes coeficientes son ndmeros negativos
¢) en cada ecuacibn la suma de los coeficientes es posi
XVI.3 tiva,

. Probar que el sistema dado tiene solamente la solucién:
Demostrar que cualesquiera que sean los ndmeros reales q

X, ¥, Z se cumple:
3 3 3 (Olimpiada Matemitica Internacional, 1965)
sen(x”) + sen(y”) + sen(z”) - sen(zyx) < 4

(Olimpiada Matemitica Nacional, 1985)
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XVITI.1.

Resolver la inecuacién:

/sen x + /cos x > 1

XVIII.2.
¢Cuéntas soluciones tiene la ecuacién
sen x + 2 sen 2x = 3 + sen 3x

en el intervalo 0 < x < p?

XVIII.3.
Hallar los valores de a y b para los cuales el sistema
Xyz + z = a
xy22 + 2z =5
2 2 2

X+ y© o+ 2% = 4

tiene solamente una solucién. (a,b,x,y,z,son reales).

XVIII.4.

Los lados de un trifngulo son a, b, ¢ y las medianas m,
mo, m_. Se pide:
1) Demostrar que vale siempre la acotacién
My + Mp + MW
% < Ma b c .
a+b + ¢

2) Probar que estas cotas (3/4 y 1) no pueden mejorarse.

(XTI Olimpiada Matemdtica Nacional)

XVIII.S.

En una circunferencia de radio igual a la unidad se tra
zan dos cuerdas A3 y AC, de igual longitud.

Se pide:

1)
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Averigudr cémo se puede construir una tercera cuer-
da, DE, gque quede dividida en tres partes iguales vor
sus intersecciones con AB y AC.

Si, en particular, vale AB = AC = V2, :icuinto valen
los dos segmentos en que queda dividida AB por la
cuerda DE?

(XI Olimpiada Matem&tica Nacional)
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LAS MEDIAS Y sus RELACIONES
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L X ; y (aritmética) ( x,y , reales positivos )
mo= Vxy (geométrica) m m
2 Lo =
m, = T ) 1 (arménica) my m,
X y L
La progresién geométrica mo o myowom (de razén cos ¢ ). se puede
<
extender por ambos lades poniendo
2 (x+x)2 2 4 Vx3y3
my=om /"I1 = = my =m, /m] = = s
4Vxy (x+y)©

Evidentemente:

m_lgm 2m 2mn,=2m

y {x:yk%{x:y:m_l=mo=ml=m2=m3} .

Es bien sabido que { x> y} => {x >mo> ml)o m2> y } )

pero, en cambio, las desigualdades x> m_l> m3> y , sblo se cumplen si
0,087378..<-‘XL< 1 ( 0,087378... es una raiz de (1+t)é1 =16t );

es decir, m_l y m3 sélo pueden considerarse medias si x € ¥ no son

muy diferentes,

Puede definirse m,, =Vmoml interpolando un término en la progresidn
¢4

geométrica, En la figura puede verse su representacién grafica.
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COMPETICIONES MATEMATICAS EN CHINA

Por Rodolfo Esteve Arolas
Profesor Agregado del I.B. de Novelda (Alicante).

Los distintos boletines de esta asociacién han venido,
desde el nfimero 2, dedicando unas pdginas a la difusién de enun
ciados de los problemas Propuestos en las distintas Olimpiadas
Internacionales.

Es de todos conocida la escasa difusién que estos certd
menes tienen a nivel de gran pGblico en nuestro pals, ya que in-
cluso la Olimpiada Nacional no merece ningdn comentario en los
grandes medios de comunicacién vy, normalmente, hay que recurrir
a publicaciones especializadas, en las que tampoco es frecuente
encontrar una informacidén exhaustiva.

No es Espafa un pafs donde se dedique demasiado esfuer-
20 a la formaci6n de "problemistas". Log que seguimos m&s o menos
de cerca este tipo de competiciones, creo que muchas veces nos he
mos sentido realmente perplejos ante el aparato matemdtico que en
ellas se maneja. Cabria Preguntarse acerca de la existencia en una
diferencia de niveles o, quizds, acerca de los contenidos de nues
tros programas; lo cierto es que los resultados -los pobres resul
tados~ obtenidos por Espana, exceptuando la dltima actuacién en la

Olimpiada Ibercamericana, son bastante elocuentes,

Por todo esto y con 4nimo de divulgar el quehacer matem§
tico en otros palses, quiz&s sea enriquecedor el que se conozca
Su actividad en este campo. Entre ellos, por su lejanfa y enorme
tradicién cultural, puede ser de interés el saber algo sobre la
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actividad matemdtica que se desarrolla en la Reptiblica Popular
de China.

Las primeras competiciones aparecieron como respuesta
a una creciente demanda social, basada en la necesidad de actua
lizacién que sintié el pueblo chino. Bajo el nuevo régimen, las
autoridades responsables de la educacifén emprendieron la tarea
de recompensar a los estudiantes por sus méritos académicos, y
consideraron que era necesario, entre otras cosas, el fomentar
un aumento del nivel matemdtico, conscientes de que ello les per
mitirfa dar el "gran salto hacia adelante".

En 1956 se celebraron en Shangai, Pekin, Tientsin y Han
kow, las cuatro ciudades m8s importantes de China, las primeras
pruebas.

Cada competicién consta de dos niveles; uno corresponde
a los estudiantes de 22 afio y otro para estudiantes de 35X afo
(son los grados méximos de la escuela media superior, equivalen
tes a nuestro 32 de B.U.P. y el C.0.U.) y dentro de cada nivel
la competicién se divide en tres vueltas:

12 vuelta: 1la realiza la misma escuela de entre to-
Yy
dos los participantes es seleccionado un 3%

que accede a la

2% yuelta: est4 dirigida por un comité de competicién
nacional y entre los alumnos presentados es
seleccionado entre un 6 y un 10%.

32 yuelta: organizada igualmente por el comité nacio-

nal, da un total de 10 ganadores.

Al final de cada vuelta se conceden premios, aparte de
una gran publicidad, y a los tres mejores del nivel 3EE afio se
les permite estudiar cualquier especialidad en Matemiticas sin
necesidad de realizar examen previo de ingreso.
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El Comité de Competiciones Matem&ticas consta de 17 miem
bros, todos pertenecientes a la Sociedad Matem&tica de China, vy
en su actividad se ven apoyados por todo tipo de organizaciones
sociales, ademds de la prensa y radio que mediante la difusién
y Publicidad de noticias relacionadas con las competiciones, in

tentan despertar el interés de los estudiantes.

La misma Sociedad ha realizado un andlisis de los resul
tados obtenidos y elaborado un informe de las deficiencias en-
contradas; estas son:

12, Muchos alumnos muestran deficiencias en el andlisis
de un problema a base de hipStesis y conclusiones.
No consiguen llegar al centro del problema mediante
la utilizacién de razonamientos légicos.

2%. En las escuelas medias se deberfa prestar mis aten-
cibén al estudio de las desiqualdades para de esta for
ma facilitar la transicién de las escuelas medias a

las superiores.

323, Los estudiantes no son lo suficientemente hibiles al
realizar operaciones, sobre todo en problemas compli

cados.

42, Ademis de los libros de texto, los estudiantes debe-
rfan leer libros adicionales, revistas, etc. y for-
mar grupos de estudio para discutir la solucién de
problemas.

En cuanto al aspecto positivo de la competicién se cons
tat6 el hecho de que los 44 mejores alumnos de la 22 vuelta per
tenecian a 26 escuelas y los diez mejores de la vuelta final per
tenecian a nueve escuelas distintas. Esto indicaba la alta cali

dad de la ensefianza de las Matemiticas.
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En la seccidn de Problemas Propuestos de este Boletin da
mos algunos de los enunciados correspondientes a la fase final
(32 vuelta) de los afios 1956 y 1957. Se asigndé un tiempo total
equivalente a 30 minutos para cada problema.
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NOTA SOBRE EL CONCEPTO DE LIMITE Y EL AXIOMA DE ELECCION ENEL
BACHILLERATO

Por Santiago Calvifio Castelo
Profesor Agregado del I.B. "BEmperatriz Marfa de Austria"

Hacer m&s claro, o por lo menos m&s di4fano, el turbio
concepto de lfmite de una funcibén en la ensefianza de las matemd
ticas en el 22 curso de B.U.P. es un propbsito encomiable, pero
tal vez inGtil. Los libros de texto al uso lo suelen despachar,
unos con safia y a gusto, otros con sabia parquedad, y los mds
con desconcierto. En ellos aparecen dos definiciones y las dos

son traduccién de la idea de Cauchy, que se limité a enunciar:

"Cuando Los valonres que va tomando sucesivamente una va
niable panticular se aproximan a un valon fifo, de tal mane1ra
que acaban pon difenir de €L tan poco como queramos, entonces
este dl&timo valon necibe e nombre de £imite de Los antetictes".

El concepto de funcién no nabifa sido formulado como una
correspondencia entre dos variables. Lo que Cauchy llama varia-
ble no tiene todavia el sentido de un sigqno que puede tomar un
valor cualquiera de un conjunto, sino que se acerca a nuestra
idea de funcién. No hace, tampoco, mencién explicita del compor
tamiento de la variable independiente respecto a la cual la va-
riable particular tiene lfmite. Esta idea, en el caso de que el
limite de una funcién f(x) es un nfmero L cuando x tiende a Xqgr

fue transcrita de dos manera diferentes:

A) Si para toda sucesién {an} > Xy, con a_ # X, Vn,se
cumple que {f(an)} + L.
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B) Ye > 0, I5 > 0 tal que para todo x que satisfaga
Ixo-x| < 4§y x # Xos se cumple |f(x) -L| < g,

La primera formulacién, de carfcter intuitivo, muestra
la idea de aproximacién a través de una sucesién de valores ten
dentes a L, pero es DPoco operativa en cdlculos y demostraciones.
La segunda, en cambio, es m4&s abstracta y rigurosa, no da apoyo

@ nuestra imaginacién, pero resulta de fd4cil manejo en las demos
traciones.

Ambas definiciones se manejan en los libros de texto. Es
necesario probar, para que tenga sentido su utilizacién, que son

equivalentes. Podrfamos decir que el rigor se basa en la intui-

cibn y &sta garantiza a aquél, Si se verifica: A =B y B =2,

Supongamos, pues, el enunciado de Cauchy traducido en a
y deduzcamos B. Procederemos por reduccién al absurdoc. Si de A
no se dedujera que vara todo ¢ > 0, 35 > o, ]x-xol <8 y x # Xg+
entonces |f(x)-L| < e, serfa cierta la negacién de B, esto es,
se cumplirfa:

de > 0 tal que Vs > 0, Ix, |x=xo] < 6, x #x

que cumple |f(x-L| > ¢.

Para e > 0 que satisfaga lo anterior, tomando § = 10 0 »
> 0 exist@ por lo menos un x tal que [x—xol < 1077, a, # x5y
If(x)—L] > €. En definitiva se tendrta {an} * Xy ¥ if(an)l no
tiende a L, lo que contradice A. Luego necesariamente A = 3.

Reciprocamente, tomemos B como hipobtesis y deduzcamos
A. Sea {an} una sucesifén en el dominio de f(x), tal que {an} -
+ Xg. Probemos que {f(an)} + L. En efecto: Para cada ¢ > 0,36>
> 0 tal que todo término de la sucesién que satisfaga Ian—xol <
< §, cumple que [f(an)—Ll < e. Como {a } + Xy Y 3>0,3no,Vn>n°
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es ]an—xol < §. Por tanto, para todo n > ng, If(an)—L| < 2, lue
go la sucesién {f(anﬂ tiene por limite L, es decir, para cada
{an} —* X, con a, # Xy, es (f(an)} + L. En definitiva B == A.

En la prueba de esta equivalencia (A = B) hemos utili-
zado un axioma, que aunque admitido, no deja de ser controverti
do. Para cada n € N elegimos un n@mero x del conjunto:

S = {x€R |x-x4| < 107"

P X Fxg oy [EX)-L] > e}

al que denominamos ag. Esto supone la posibilidad de elegir un
elemento de cada miembro de una familia infinita de conjuntos.
Evidentemente, el cémo puedan hacerse dichas elecciones es muy
dificil de explicar. Quiz4 haga falta toda la eternidad. La posi
bilidad de escoger un elemento de cada uno de los conjuntos de
una familia fue un recurso veladamente utilizado en muchas demos
traciones. En el afio 1904, Zermelo formuls explicitamente estapo
sibilidad de eleccidn como un axioma, conocido con el nombre de
Axioma de Eleccién. En &l se acepta como posible la eleccién si-
multinea de un elemento arbitrario de cada uno de los conjuntos
de una coleccibén. Sin embargo, Zermelo aporté en su enunciado to
da expresifn que sugiriera infinitas elecciones arbitrarias:

"Dada una familia, finita o {nginita, F = (ALJ' L €T,
de conjuntos no vacios, se LLama funcibn de seleccidn de La fa-
milia F a una funcibn ¢, cuyo dominio es (A{), 4 €1, y tal que
a cada AL Le haga connesponden un elemento de AL' ¢(AL) =X S
€A,

<

Definicifén que se completa con la afirmacidén:

"Para toda famifia no vacia de confuntos exdiste una fun-

cibn de seleccibn”.

La caracterfstica esencial del axioma es la existencia
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de tal funcién, no el que pueda construirse. En algunos casos
puede construirse efectivamente. Por ejemplo, en la familia
finita formada por los conjuntos cuyos elementos son las ciu-
dades de cada pails europeo, podemos definir una funcidn selec-
cibn gque a cada conjunto (pafs) le haga corresponder su caoi-
tal. En la familia de infinitas rectas del plano paralelas a

Y = 0, podemos definir una funcién de seleccibn que a cada rec
ta le haga corresponder el punto de interseccién con la recta
X = 1. Pero las cosas no son siempre tan f&ciles. Asf, por ejem
plo, no se conoce ninguna funcién de este tipo sobre la fami-
lia formada por P(R). Se pensd en un principio, que en este con
junto de las partes de R a cada conjunto se hiciera correspon-
der su elemento mfnimo, lo que implica la posibilidad de una
buena ordenacién (todo conjunto no vacfo posee un primer ele-
mento) . Pero también R se mostrd reacio a una buena ordenacién.
Se han hecho otras formulaciones de axiomas equivalentes al axio
ma de eleccibn, como el de Zorn, el teorema de maximalidad de
Haussdorf o el teorema de Zychonoff. En el afio 1938, Godel de-
mostré que si los axiomas de la teorfa de conjuntos son consis
tentes, también permanecerdn consistentes al afiadirles el axio
ma de eleccibén: este axioma no genera contradicciones... aun-

que sea poco digerible.
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PROGRAMA PARA EL CALCULO DEL RANGO

Por Fernando Pinero Navarro

Hay muchos problemas y cuestiones de Algebra Lineal en
las cuales se hace necesario el cdlculo del rango de una matriz,
por ejemplo, estudio de la dependencia o independencia lineal de
una familia de vectores, estudio de una aplicacién lineal, dis-
cusibn de la compatibilidad de un sistema de ecuaciones linea-

les, etc.

El algoritmo que expongo a continuacién trata de resol-
ver esta cuestién de una forma bastante directa y que puede ser
Gtil para casos no excesivamente complicados. El algoritmeo va
acompafiado de un programa en lenguaje Basic en el que ha sido
necesario complicar algo su estructura dadas las limitaciones

propias de este lenguaje.

En el algoritmo he prescindido de la parte correspon-
diente a la introduccién de datos para el inicio del programa
y también de la parte correspondiente a la impresién de resul-
tados. El algoritmo consta de dos partes claramente diferencia
das, la primera de ellas se centra en el estudio y reducciénde
la matriz cuyo rango se desea calcular, esto se realiza median
te el llamado método del pivote, para ello se van eligiendo su
cesivamente como pivotes los elementos de la forma A(K,K); en
caso de que alguno de ellos fuese cero, se intercambiaria lafi
la sobre la que estd situada por otra situada por debajo en la
que el elemento correspondiente (en la misma columna) fuese dis
tinto de cero. El método del pivote consiste b&sicamente en ir

haciendo ceros los elementos situados debajo de los sucesivos
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pivotes; de esta forma se llegarfa a una matriz del mismo rango K=1

[ S
i

que la inicial en la que dicho rango viene dado por el nGmero de

filas no nulas, estas filas no nulas se van a encontrar situadas

de forma sucesiva en la parte superior de la matriz. Una posible
mejora de esta parte del algoritmo podrfa consistir en ir modifi

cando en cada paso el orden de las filas de manera que el pivote

fuese lo mayor posible, ya que si fuese muy pequefio, un error de [ - (he)
redondeo, aunque pequeno en valor absoluto, puede provocar erro- Intercembjo de los ele-
! que peq = P mentos de 185:°2i188 5 y K
res grandes en el cociente, con el consiguiente perjuicio en 1la ¥ . e
>
precisi6n de los resultados.

[PIVOTE = 4(X,K)| A

La segunda parte del algoritmo trata sobre la lectura

del rango en la matriz reducida. Para ello nos situamos sobre el i k]

. . i [R = a(1,x)/PIVOIE |
Gltimo elemento que podria ser distinto de cero (ésto depende del Yy
nmerc de filas y de columnas), comenzando a leer a partir de es
te elemento hacia la izquierda f(teniendo como margen izquierdoel ' 5 -«
pivote) y luego hacia arriba saltando a la fila anterior hasta que | A(I,J)-A(I,J)-’R‘A(K,JSI

aparezca un elemento distinto de cero, entonces el indice de la

o

fila sobre la que estf este elemento nos proporcionaria el rango
buscado.

=1
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REM#enessuut FPROGRAMA PARA EL CALCULQO DEL RANGQO ###u#%4%%
REMrssxssen LECTURA DE LA MATRIZ#*###u4%wse

INPUT" NUMERQ DE FILAS";M:INPUT" NUMERO DE COLUMNAS':N

DIM A(M.ND

FOR I=1 TO M:FOR J=1 TO N:PRINT" ELEMENTO A( *;I;","“:1J3")": {NFUT ACL,J):NEXT
EXT I

PRINT " MATRIZ INICIAL"

FOR I=1 TO MiFOR J=1 TO N:FRINT TAB(10%#T-10) A(I.J){:NEXT J:PRIMTINEXT I
REM #x####REDUCCION DE LA MATRIZ*#%#a#*
FOR K=1 TO M=-1i

P=K

WHILE A(P.K)=0

IF P=M THEN GOTO 210 ELSE P=apP+1

WEND

IF P<>K THEM FOR L=1 TO N:SWAP A(P,L),A(K.L) :NEXT L

PIVOTE=A(K,K)

FOR I=K+1 TO ™M

R=A(I,K)/PIVOTE

FOR J=K TO N :
ACLJ)=ACT,T)-R*A(K,T) '

NEXT J:NEXT I

NEXT K

PRINT" MATRIZ REDUCIDA"
E:ER F=1{ TO M:FOR C=1 TO NiFRINT TAB(10#C-10) INT (A(F,C)#10)/105:NEXT C:PRIN
REM#*#x%un% LECTURA DEL RANGO EN LA MATRIZ REDUCIDA®* %% #4%

IF M>=N THEN I=N ELSE I=M

FOR Q=I TO 1 STEP =i

FCR S=N TO Q@ STEP -1

IF A(Q@,5)<>0 THEN RANGO=Q: PRINT "EL RANGO ES " ;RANGOD:END

NEXT S

NEXT Q@

PRINT" EL RANGO €S oO*

END

MPLO:

TRIZ INICIAL

1 2 3
4 3 &
7 8 ?
MATR1Z REDUCIDA

L 2 3
0 -3 -6
O Q [¢]
EL FANGOD E5 2

Ok
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LAS MEDALLAS "FIELDS"

Alfred Nobel, de cuyo fallecimiento se cumplen ahora
los noventa anos, instituyé los famosos premios que llevan su
nombre y que cada afno dan reconocimiento universal a los sabios
mids destacados por su obra en favor de la Paz, en la Literatu-
ra, o en la investigacién cientifica, &sta en las ramas de FI-

sica, Qufimica y Medicina.

Mucho se ha especulado sobre las razones por las que a
los matem&ticos no se les ha concedido la posibilidad de acce-
der a tan importantes galardones. Este olvido ha llegado a atri
buirse al hecho de una supuesta enemistad personal entre Nobel
y su compatriota Magnus Mittag-Leffer, eminente matemitico, quin
ce afios m&s joven que &l. Un amigo de Mittag-Leffer, John Char
les Fields, quiso reparar en lo posible esa omisi6n de Nobel, y
con este objeto instituyé un premio con resonancia mundial pa-
ra los matem&ticos mds destacados. Nacido en Hamilton (Ontario),
en 1893, fue orofesor en la Universidad de Toronto, en la queor
ganiz6 el ICM (International Congress of Mathematicians) en 1924.
Allfl oropuso la creacién de una medalla para distinquir a los auto
res m&s relevantes por su contribucién al progreso de las Mate-
méticas. Fallecido poco después, en 1932, las medallas que lle-
van su nombre comenzaron a concederse en 1936, y cada cuatro afos
los ICM honran con ellas a algunos insignes matemdticos. A dife
rencia de los premios Nobel, la concesidén de las medallas no lle

van consigo un premio en metflico.

Hasta el momento,la lista de los matemiticos que han si

do honrados con la Medalla Fields, es la siguiente:




T
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I (1936) Lars V. Ahlfors (U.S.A.) El préximo mes de agosto en Berkeley se celebrard el Con

Jesse Douglas (U.S.A.) greso del ICM, correspondiente a este ano, y en &l se conceder&n

jas nuevas medallas. Estas son de oro, y llevan la efigie de Ar-

1T (1950)  Laurent Schwartz (Francia) quimedes con las inscripciones: TRANSIRE SUUM PECTUS MUNDOQUE

fisten Sellbang [(W.CmAa) POTIRI y CONGREGATI EX TOTO ORBE MATHEMATICI OB SCRIPTA INSIGNIA
IIT (1954) Kunihiko Kodaira (U.S.A.) TRIBUERE.

Jean-Pierre Serre (Francia)

v (1958) Klaus Friedrich Roth (Reino Unido)
René Thom (Francia)

v (1962) Lars V. HOrmander (Suecia)
John W. Milnor (U.S.A.)

VI (1966) Michael Francis Atiyah (Reino Unido)
Paul J. Cohen (U.S.A.)
Alexandre Grothendieck (Francia
Stenhen Smale (U.S.A.)

VII (1970) Alan Baker (Reino Unido)
Heisuke Hironaka (U.S.A.)
Pyotr S. Novikov (U.R.S.S.)
John G. Thompson {(U.S.A.)

VIII (1974) Enrico Bombieri (Italia)
David Munford (U.S.A.)

IX (1978) Pierre Deligne (Bé&lgica)
Charles Fetterman (U.S.A.)
Gregory A. Margulis (U.R.S.S.)
David Quillan (U.S.A.)

X (1982) Alain Connes (Francia)
William Zhurston (U.S.A.)
Shing-Tung Yau (U.S.A.)
Robert Endre Tarjan (U.S.A.)
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En la redaccién de este Boletin, todavia no se han recibido solu-

ciones a los siguientes problemas propuestos en ndmeros anteriores:

~ Problema n°® 6 del Boletfn n° 4
- Problema n° 3 del Bolétin n° 5 .

- Problema n°® 3 del Boletfn n° &
(Ver corregido el enunciado de éste en el n° 8)

Problemas n° 3 vy n® 4 del Boletfn n° 7
Problemas n° 3y n® 6 del Boletfn n° 8

Problemas nimeros 1 al 8 ¥y 10 del Boletin n° g,

Esperamos que esta nota anime a nuestros compafleros a encontrar
estas soluciones que faltan y nos las remitan para supublicacién en
los préximos nimeros.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

ALGUNOS DE LOS PROBLEMAS PROPUESTOS EN LA OLIMPIADA MATEMATICA
DE LA REPUBLICA POPULAR CHINA, EN LOS ANOS 1956 Y 1957

PROBLEMA 14

: n n-1
Dada la funcibén polinémica f(x) =a,x +ajx tooota, gxta,
con coeficientes enteros, y el n@mero entero impar p y el ndme
ro entero par q, tales que f(p) y f(q) son ambos impares, pro-

bar que la ecuacién f(x) = 0 noc tiene rafces enteras.

PROBLEMA 28

Encontrar 10 nGmeros naturales consecutivos compuestos.

PROBLEMA 34
D y C son dos puntos de una semicircunferencia de didmetro AB.

Sea X un punto cualquiera de AB. Probar que:

tg ACX * tg BDX = tg BAC + tb ABD

PROBLEMA 44

Dado el entero a mayor que 2 y el n@mero compuesto b (b > 0), si
b-puede ser dividido por r ndmeros positivos distintos, probar
que ab-i,puede ser dividido al menos por r ndmeros positivos dis
tintos.

PROBLEMA 52
Si x+y+z = 0, probar que:
2 7 7 7
(xz+yz+22)(x5+y5+25)I _x +y +z
2 5 7
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ALGUNOS DE LOS PROBLEMAS PROPUESTOS EN LA OLIMPIADA MATEMATICA
AUSTRALIANA DE 1982

PROBLEMA 64

La mantisa {x} de x se define como el minimo ndmero no negativo
tal que x - {x} es un entero (por ejemplo: {1,6}=0,6; {7} =
= m-3)., Probar que:

“lim {2+ = 1

n-+o

PROBLEMA 78

Sea ABC un tridngulo, y sea P el punto en que la bisectriz inte
rior del &ngulo A vuelve a cortar a su circunferencia circuns-
crita. Se definen Q y R anflogamente. Probar que:

AP + BQ + CR > AB + BC + CA

PROBLEMA 82

Encontrar los nGmeros reales d que tengan la siguiente propiedad:
Si £(x) es una funcién continua para 0 < x <1, que cumple f(0) =
= £(1), existe entonces un t tal que

0 <t<ttd <1 Y £(t) = f£(t+d) .

PROBLEMA 94

En cada recuadro de una tabla nxn (o sea, de n filas y n colum
nas) hay escrito un n@mero. Sabemos que dos cualesquiera de las
filas de la tabla son diferentes. Demostrar que en la tabla hay
una columna tal que si se omite, la tabla que queda, tampoco tie
ne filas iguales.

(Nota: Las filas 1, 1, 2, 7, 5 y 1,1, 7, 2, 5 formadas con los mismos
nlmeros en distinto orden, se consideran diferentes, es decir, no
iguales).
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PROBLEMAS RESUELTOS

Se han recibido las siguientes solucjones a los pro-

blemas propuestos en nuestros Boletines nfimeros 8 y 9.

PROBLEMA 12 (Boletin n¢ 8)

Hallar todas las ternas de nmeros enteros (a,b,c) tales que:

a +b2+c = 24
a? + b% + 2 = 210
abc = 440

Solucibn
2_.2,,2, 2 o
Al ser, (a+b+c)® =a“+b“+c” +2(ab+ac+bc), se tiene:
24% = 210 + 2(ab+ac+bc)
de donde,
ab + ac + bc = 183 (1)

Las ecuaciones 12 Yy 32 de los datos, junto con la (1)
obtenida, son las relaciones de Cardano. Por tanto, las ternas

buscadas son las soluciones enteras de la ecuacién:

x3 =24 x2+183 x -440 = 0

Estas son X = 5, X, = 8, Xy = 11. Por tanto las ternas busca-
das son:

a=>5 b =18 c =11

y todas sus permutaciones. Es decir,




T
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a= 5 b =11 c= 8 Es evidente que los &ngulos B seflalados en la figura
a= 8 b= 5 c =11 son iguales.
a= 8 b =11 c= 35 Por tanto, los tridngulos
a=11 b= 38 c= 5 PBC y DAB son semejantes al tener
dos lados iguales (AB = BC = a)
a =11 b=25 c= 8

(PB = DB = y) y el &ngulo 3 que

comprenden.
Rodolfo Esteve Arolas

Valencia. Es consecuencia de ésto
que AD = PC =
Otras soluciones de: 2 Z_ES claro que cos x =
= LZP27°X° on paP.
- Onésimo Milldn G6mez-Camino (Ciudad Real). 2yz
- Vicente Mendiola (Ciudad Real).
As! es,
Vix2ev2e22) 2 = 2 (xPoydez?
-2 -8 ~@ - Sen = (x“+y“+27) 2(x " +y +z2°)
2yz
En DAB es,
2 cos o 3 .
PROBLEMA 28 (Boletin n® 8) al = y2 +2% - 2yz cos(60+a) =y% 42 - 2yz(=5— - 5 sen )
Sea P un punto en el interior del trifngulo equildtero ABC tal sustituyendo sen o y cos a es:
que PA =5, PB = 7 y PC = 8., Hallar la longitud del lado del / 2
2,2 2 g 2 2 244 4 4 4
tridngulo. az = yz +22 - 2yz Yy *z -x '/_§- 2yz 1!.3{ ez Al vy t2 )
4yz 2 2yz
operando,
B 4 4
Solucién 2a% = x% +y2 +z2+ V3 v4x2+y2+zz) -4(x4+Y +z7)
Resolvamos el problema en su forma general. El punto
- , haciendo,
P puede encontrarse -segln esta solucibn- sobre un lado, en el
exterior o en el interior. En cualquier caso la solucién es Gni x2 + y2 + 22 =t Y x4 + y4 + z4 =u
ca (al ser equilétero). Sea "a" el lado del triéngulo y x, vy,
z , las distancias de P a los vértices. queda,
2 _ / 2
Construyamos un tri&ngulo equil&tero PBD tal y como 227 = £ + /3 /¢ v

indica la figura.
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Elevando al cuadrado y agrupando convenientemente te
nemos:

@ +6)2 = 3(u+ad)

esto es,

2 2

2 .
(az *xTty 24 = 3(x4 +y4 +24

+a4)

Estamos ahora en condiciones de resolver el problema,
haciendo x = 5, y = 7, z = 8, y se obtiene como solucién:

a = /129

Rodolfo Esteve Arolas
Valencia.

Otra solucidn de:

Onésimo Mill&n GSmez~-Camino (Ciudad Real).

PROBLEMA 48 (Boletin n& 8)

S ) ‘ —y2 =2
Se tiene la igualdad z%:%— = 5%:%— en la cual x # 1, vy # 1,
X # y. Demostrar ‘que ambas fracciones son iguales a x+y+z.

Solucién

Cualquiera de las razones es igual a la diferencia de
antecedentes partida por la diferencia de consecuentes, gque es

2

yz - xz -XZ + yz - z(y-z) +y2 -X _ z(y-x) + (y+x) . (y-xl
L=x-1+y Yy - X Yy = %

=z+y+x

D
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La existencia de los cocientes escritos queda asegu-
rada por las condiciones dadas.

Vicente Mendiola Murioz de Morales
Ciudad Real.

PROBLEMA 582 (Boletin n2 8)

A cada entero positivo n se asigna un enternoc no negativo £(n),
de tal manera que se satisfagan las siguientes condiciones:

i) f(r.s) = £(r) + £(s)
ii) £(n) = 0, siempre que la cifra de las unidades de
n sea 3.

1ii) £(10) =0

Se pide hallar £(1985), justificando la respuesta.

Solucidn &
a) 0 = £(10) = £(2) + £(5), por i) y 1iii) y como £(2)
y £(5) son enteros no negativos, resulta que f£(5) = £(2) = 0.

b) £(9) = £(3) + £(3) =0 + 0 = 0, segdn 1) y ii).

c) 0 = £(3573) = £(397) + £(9) = £(397) + 0 = £(397),
segin 1) y b).

Teniendo en cuenta las hipdtesis y las conclusiones
anteriores habrd de ser:
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£(1985) = £(5:397) = £(5) + £(397) =0 +0 = ¢

Vicente Mendiola Mufioz de Morales
Ciudad Real.

Otra solucibn de:
Rodolfo Esteve Arolas (Valencia).
-2 -®2 -® -

Publicaremos en nuestro préximo Boletin las soluciones recibidas de algunos
de los problemas propuestos en el n° 9 .




