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VIDA DE LA SOCIEDAD

Homenaje a los companeros jubiladaos. Algunos socilos

han manifestado su deseo de ofrecer un homenaje a los miembros

de la Sociedad que en este curso han llegado a la edad de SuJju

bilacibn, y, en especial, a los profesores Alberto Aizpfn vy Sal
vador Herrero, pertenecientes a la Junta Directiva. Atendiendo

sus deseos, y con este objeto, se aprovechari la ocasién de la

Asamblea General, cuya celebracibén se anuncia en este mismo nd

mero del Boletfn, para en ella rendirles el homenaje merecido,

Y a su terminacibn ofrecerles un almuerzo, no de despedida, s1i

no de afecto y gratitud por los servicios prestados a la Socie

dad, que esperamos seguirdn prestando con igual interés Yy acier
to.

Concurso de problemas. Se observari en la convocato-

ria del Concurso de Problemas de este afio que se ha extendido
la participacibén a los alumnos de los tres cursos del Bachille
rato y correspondientes de la Formacidn Profesional. Se ha he-
cho asi, por una razén de continuidad, y tratando de coordinar
nuestros concursos con la Olimpiada Matemidtica Espafiola, gque
viene realizando la Real Sociedad Matem&tica, entre alumnos de
C.0.U., y a su vez, con las Olimpiadas Iberocamericana e Inter
nacional. Pensamos que de esta forma los alumnos participantes
pueden sentir un estimulo continuado, al tiempo que van adqui-
riendo una cierta préctica, con dominio de la voluntad, necesa

rios en la realizacibn de este tipo de pruebas.

Este afio contamos como el pasado con la colaboracién
inestimable del Colegio de Doctores y Licenciados, y esperamos
contar también con las ayudas recibidas de las Consejerfas de
Cultura de las Comunidades de Madrid y de Castilla - La Mancha,
necesarias para poder sufragar los gastos y las cuantfas de los

premios.



VEA LA
CONVOCATORIA
DE NUESTRA
ASAMBLEA
GENERAL

ASAMBLEA GENERAL ORDINARIA DE 1987. CONVOCATORIA

La Junta Directiva ha acordado convocar la Asamblea
General Ordinaria de la Sociedad Castellana "Puig Adam" de
Profesores de Matemdticas correspondiente a 1987, para el s&-

bado 23 de Mayo de este afo, a las 11 h 30m, en primera con-

vocatoria y a las 12 h en segunda, en el Instituto "Beatriz
Galindo" (c/ Goya, 10).

Se seguird el siguiente Orden del Dfa:

1. Lectura y aprobacién, en su caso, del Acta de

la Asamblea anterior.

2. Informe del Sr. Presidente sobre las activida

des de la Sociedad.

3. Presentaci6n y aprobacién, en su caso, de las

cuentas de ingresos y gastos.

4. Colaboracién con el Colegio Oficial de Docto-

res y Licenciados.

5. Elecciones para la renovacién de la mitad de

la Junta Directiva.

6. Ruegos y preguntas.

Los miembros de la Junta cuya renovacién establecen
los Estatutos para este afio son los siguientes: Vicepresiden
tes de Madrid, Ciudad Real y Guadalajara, Secretario y Biblio
tecario.

Esperamos vuestra asistencia y participacién.



Coincidiendo précticamente con la salida de

NOTICIAS

este nimero, el

b
dfa 1 de abril préximo, a las 7h30m de la tarde se celebra

r4 en la Real Academia de Ciencias,
. ) r
una sesi6én cientifica (entrada pGblica) en la que inte

calle de Valverde n¢ 22,
ven-

dr&n los profesores de la Universidad de Salamanca:

D. Pedro Luis Garcia Pérez: '"Invariantes diferencia

.

2, = "
les de estructuras geométricas .

D. Daniel Herndndez Ruipérez: "Integracifén en varile

dades graduadas".

D. Jaime Mufoz Masqué: "g]l problema de la regulari-

dad en el célculo de variaciones de segundo orden'.

i iménez
La Real Academia de Ciencias ha elegido a don Pedro Ji

Guerra, Catedrético de la Universida

a Distancia, Académico Correspondiente d

d Nacional de Educacibn

e la Seccibn de Exac

tas. Enhorabuena.

X CEDYA

. . : o
E1 décimo Congreso de Ecuaciones Diferenciales y Aplicacil

nes tendrid lugar en

tiembre de 1987.

vValencia durante los dfas 21 - 25 de sep-

Los interesados pueden recabar informacién de:

Comité Organizador X. CEDYA
Facultad de Matemdticas

c/ Dr. Moliner, 50 .
46100 - Burjasot (Valencia)

V CONCURSO DE RESOLUCION DE PROBLEMAS DE MATEMATICAS

Convocado por:
La Sociedad Castellana "PUIG ADAM" de Profesores de Matemdticas y el
Colegio Oficial de Doctores y Licenciados en Ciencias y en Filosofia

y Letras.

B ASES

PRIMERA

Podran participar los alumnos de B.U.P. y F.P. de los Centros de
Albacete, Ciudad Real, Cuenca, Guadalajara, Madrid, Segovia y Tole-
do.Los de F.P.1 lo harén con los de primero de B.U.P., los de 1° de
F.P.2 con los de segundo de B.U.P. y los de 2° o 3° de F.P.2, con

los de tercero de B.U.P.
SEGUNDA

Las pruebas del Concurso se realizarin en Madrid, en la segunda
quincena del mes de Junio (probablemente el sdbado, 27) y consisti-
rén en la resolucién de problemas (los mismos para todos los concur

gantes de cada uno de los tres niveles).
TERCERA

Se concederin diplomas para los mejores de cada nivel, acompafia—

dos de los premios correspondientes.

CUARTA

Aquellos Centros que deseen presentar a algunos de sus alumnos
(hasta un mAximo de dos en cada uno de los tres niveles) deberan
realizar la preinscripcién antes del dfa 15 de Mayo de 1987, diri-
giéndose por carta a esta Sociedad, apartado de Correos n° 9.479,
28080 — Madrid. En esta preinscripcién no es preciso hacer constar

los nombres de los alumnos seleccionados.



QUINTA

critos la fecha XXII OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA. FASE FINAL
ns

Se comunicaré directamente a 1os Centros prei

lugar y hora de realizacién de las pruebas y estos Centros

exacta, °
credenciales en las que se ha-

entregarédn a los alumnos que envien, Las pruebas de la fase final de este certamen que vie-

. émico . ~ . .
ga constar el curso en que estén matriculados en el afio académic ne organizando desde hace 23 afios la Real Sociedad Matem&tica
. ha—- = .
1986-87 y que han sido seleccionados por su excepcional aprovee Espafiola, tuvieron lugar los dfas 27 y 28 del pasado mes de fe-
miento en MatemAticas. brero en la E.T.S. de Ingenieros Industriales de Madrid. Concu-

rrieron 37 candidatos -vencedores en las pruebas distritales-,
m =2 = = =S adem8s de los tres candidatos canarios que realizaron las prue-
bas en las Islas y los ejercicios -los mismos- remitidos a la
Comisidn calificadora en Madrid, Los 40 participantes se repar-
tieron de la siguiente forma: uno de Oviedo, uno de Cérdoba,
dos de Alicante, y tres de cada una de las siguientes Universi-
dades: Madrid, Barcelona, Milaga, Granada, Santiago, Salamanca,

Zaragoza, Valladolid, Sevilla, Extremadura, Valencia y Canarias.

Los problemas propuestos, seis, se publican en la sec-
cibén correspondiente de este mismo Boletin, y esperamos las so-
luciones.

Fueron ganadores, por orden de puntuacidn:

1%) Fernando Galve Mauricio, I.B. "J. Zurita", de Za

ragoza - 36 puntos.,

22) Salvador Villegas Barranco, I.B. "A. Ganivet",
| de Granada - 32 puntos.

| 32) Santiago Vila Doncel, I.B. "Zurbarin", de Bada-

joz - 28 puntos.

42) Juan Rodrigo Valderrama Alcalde, I.B. "Cardenal

| L6pez de Mendoza", de Burgos - 27 puntos.

52) Pablo Benftez Giménez, Colegio "Huérfanos de la
Armada", de Madrid - 26 puntos.




"Sagasta", de Lo-

62) Carlos J. P&rez Jiménez, I.B.

grono - 25 puntos.

i i i siguien
Obtuvieron también puntuaciones meritorias los g n

i risimo
tes: Alex Haro Provinciale (Barcelona), Jorge Antonio Ca

i i
(Cérdoba), con 22 puntos cada uno, y Pablo Ariza Moli

vente
. (Burgos) y Carlos G6mez Ambro

na (Madrid), José Garcia Espinosa

i ambién
(zaragoza), con 19. Observamos que Ariza fue ganador t

- (18X curso) y 1985

en los concursos de nuestra Sociedad de 1984

(282 curso).

se en los ganadores pueda formarse
n dignidad, y hasta con
Olimpiadas Iberoame

Esperemos dJue con ba

un equipo entrenado para participar coO

gxito, como nos tienen acostumbrados en las .
la prbéxima Olimpiada Internacional, que, COmoO

ricanas, €en .
lebrari este ano en Cuba en la prime

ra quin
mos anunciado, se ce

cena del mes de julio.
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SOBRE LOS FUNDAMENTOS GEOMETRICOS
DE LAS TEORIAS FISICAS

— algunas consideraciones historico-metodoldgicas —

Por Pedro L. Garcia Pérez.

Catedratico de la Universidad de Salamanca.

La Redaccifén se complace en agradecer al Profesor D. Pedro Luis Garcia
Pérez su valiosa aportacidén a este niimero del Boletfin con el texto de la
conferencia impartida en la Escuela de Estudios Superiores en Ciencias Fi-
sico-MatemiAticas de la Armada, de San Fernando,como leccidén inaugural del
curso 1985-86. Estamos convencidos de que el estudio. que hace el ilustre
catedrdtico de la Universidad de Salamanca sobre el fundamento geométrico
de las teorias fisicas ha de merecer el mayor interés por parte de nuestros
soclos.

S ————

Resulta sorprendente que en 1985, a mds de setenta afios de la aparicién de la teoria de
la relatividad de Einstein y a sesenta de la formalizacién de la fisica cuéntica, se presenten
todavia problemas conceptuales acerca de la naturaleza geométrica de la fisica tedrica. Pro-
blemas planteados en muchas ocasiones en términos decimondnicos que, aunque no sorpren-
dan demasiado a la gente de mi generacién pues los tuvimos que sufrir en algunas de nuestras
ya lejanas ensefianzas, pueden sin embargo producir cierta desorientacion a nuestros estudiantes
de ahora que tan tempranamente han sido educados en la matematica formalizada. No obs-
tante, obligado también es decir que, a nivel de investigacién y debido en parte al desmesura-
do entusiasmo de algunos fisicos tedricos recientemnente convertidos a la moderna metodolo-
gia geométrica, se estdn produciendo ciertos excesos en el tratamiento geométrico de la fisica.

Estas son en cierto modo las dos posiciones extremas del tema que aqui deseo tratar: la
primera, no es raro encontrarla todavia en algunas Juntas de Facultad con ocasién de las revi-
siones periodicas de los planes de estudios de la carrera de Fisica, mientras que la segunda
se estd empezando a percibir ya en algunos congresos internacionales recientes sobre “*Méto-
dos de Geometria Diferencial en Fisica Matematica®.

El tema del que deseo ocuparme en esta leccion va a tratar ‘‘sobre los fundamentos geo-
métricos de las teorias fisicas*‘, asunto éste, viejo y siempre de actualidad, en que: frente a
la idea un poco tdpica de la matemdtica como instrumento calculistico al servicio de una doc-
trina fisica concebida de antemano, aparecen las modernas estructuras de tipo geométrico co-
mo modelo natural de las teorias fisicas.

1. La concepcién tradicional.

Siguiendo mds o menos fielmente la evolucién historica, empezaré con una breve descrip-



cion de la concepcién tradicional de la ciencia fisica que puede decirse termina hacia 1905
con la aparicién de la teoria de la relatividad de Einstein.

Segun esta concepcion, que podriamos calificar como el *‘pensar ingenuo del sentido co-
mtn'’, el dominio de la fisica aparece como un universo de objetos puestos ante noOsotros
por una forma univoca de la intuicién ante la cual desfilan dichos objetos por una “eviden-
cia' que se desmenuza en razonamiento légico. Naturalmente que esta concepcion ha choca-
do violentamente en la historia con los resultados mas geniales del pensar matemdtico y flsi-
¢o, como por ejemplo en el caso de las geometrias no cuclideas en las que precisamente habia
que sacrificar la univocidad de la forma de intuicion. Sin embargo, de mil maneras subrepti-
cias esta mentalidad se ha mantenido, como en el caso de dichas geometrias en las que su
compresion ha sido reducida por muchos a las intuiciones elementales de la teoria de conjun-
tos y a ciertas relaciones postulables.

Conforme a esta mentalidad, el marco natural de la ciencia fisica es la geometria de Eucli-
des, la cual podria muy bien considerarse como el capitulo cero de esta ciencia. La metodolo-
gia a emplear no podia ser otra que la axiomdtica —de la cual, la geometria euclidea constitu-
ye su mas brillante ejemplo—, auxiliada posteriormente por los métodos y técnicas que nacie-
ron con el cdlculo infinitesimal, aplicados a la versién analitica de esta geometria.

Describamos brevemente esta etapa del pensar fisico que ha pasado a la historia con el
nombre de **fisica cldsica’ en contraposicién al nuevo punto de vista nacido en el primer cuarto
del siglo XX con las teorias de la relatividad y de los cuanta.

Como es sabido, la geometria euclidea parte de la consideracién de ciertos objetos primi-
tivos tales como *‘punto’’, “‘linca recta’, “plano’, etc. relacionados entre si por ciertas pro-
posiciones simples también primitivas: los axiomas. La palabra primitivo significa que tanto
a los objetos como a los axiomas no hay que darles ningin tipo de significado intuitivo o
experimental previo. Los axiomas no sorn, como s¢ decia en la escuela, verdades evidentes
que se predican de unos objetos que se sabe ya lo que son. Se trata mas bien de una serie
de enunciados idiomdticos con sentido, que constituyen una especie de definicién implicita
de los objetos primitivos a la vez que las reglas de juegos iniciales para generar el resto de
las proposiciones mediante la aplicacién del razonamiento 16gico. El tinico requisito que de-
ben cumplir los axiomas es el de ser independientes y no contradictorios entre si; lo primero,

para evitar redundancias y lo segundo, para que la teoria sea consistente.

Naturalmente que lo que acabo de decir no es toda la verdad del asunto. Esta seria mds
bien la situacién mental en la que deberia colocarse un estudioso del tema para leer linealmen-
te el cuerpo de doctrina una vez construido.

Pero la realidad es algo distinta. Por una parte, la axiomatizacion a la que nos estamos
refiriendo tiene por objeto introducir un ordenamiento preliminar en una parcela determina-
da de la ciencia —la geometria en este caso— mediante una adecuada seleccion de axiomas
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a partir de los cuales pueda reconstruirse a totalidad del edificio. Y por otra, los objetos **pri
.. " . . . n ! ’
mitivos norm-almenle estan asociados a ideas mas 0 menos definidas intuitiva o experimen-
(almente en virtud de las cuales nos sentimos inclinados a aceptar los axiomas como
“verdaderos'’.

E.n cu.alquicr caso, de lo que no queda la menor duda de este modo de pensar es del cardc-
ter misterioso del punto de partida que, desde luego, resulta inexplicable desde la geometria
misma, convirtiendo a ésta en la simple descripcién de un mundo en el que estamos inmersos
sin tener clara conciencia del cémo y del por qué.

Pero continuemos con la fisica propiamente dicha concebida a la vieja usanza.

La cinem.ética, su primer capitulo, no es otra cosa que el estudio infinitesimal de las cur-
vas parametrizadas del espacio euclideo, donde al pardmetro de la curva se le llama tiempo
y donde sus diferentes puntos se interpretan como las posiciones por las que pasa un “puAn‘:o
material’’ al transcurrir aquél. Asi pues, la cinematica, cuyas nociones basicas son las de velo-
cidad y aceleracidn, sigue siendo un capitulo de la geometria. De hecho constituye uno de
los puntos de partida de la llamada geometria diferencial.

Con la famosa Ley de Newton, fuerza = masa X aceleracidn, se inicia la dindmica en
su aspecto cuantitativo tras una larga etapa de investigacion cualitativa cuyos maximos repre-
sf:mantcs fueron Kepler y Galileo. Dicha ecuacidn constituye el axioma fundamental de esta
ciencia mediante el cual dos nuevas nociones primitivas, las de fuerza e inercia, se afiaden
a las ya existentes. A partir de este momento se inicia un largo y fructifero periodo (1687-1889)
en el que fa evolucién de la mecénica se debe principalmente y hasta se identifica con el desa-
rrollo paralelo del cdlculo, las ecuaciones diferenciales y la teoria variacional; Newton, Euler
Laplace, Lagrange, Hamilton, Jacobi, etc., son los grandes artifices de este importante cucr-'
po de doctrina, cuyo ejemplo mds atractivo y al que se dirigieron los principales esfuerzos
fué la mecdnica celeste. ~

Y es a propdsito de este ejemplo y ante ¢l fracaso de los métodos cuantitativos aplicados
al cs.tudio de la estabilidad del sistema solar, como se inicia con Poincaré un nuevo periodo
cualitativo en mec4nica —!a teoria de los sistemas dindmicos— que constituye el origen de
la topologia y de 1a geometria diferencial global contempordneas.

Pero no toda la fisica cldsica es mecénica, ésta es también y sobre todo teoria de campos
y me<.iios continuos (gravedad, elasticidad, hidrodindmica, electromagnetismo, etc.) cuyas le-
yes vienen gobernadas por ecuaciones en derivadas parciales. Un punto clave de este tema
en relacién con la concepcién del espacio fué la controversia sobre la ‘“accién a distancia’’
o “a' través de un medio’. En contraposicidn a la mecanica newtoniana (que es una exitosa
teona. de 1a accién a distancia) Descartes, en la etapa anterior, concibid el espacio lleno de
tres tipos de materia: materia luminiscente o emisora de luz, transparente o transmisora y
opaca o reflectora, a través de la cual y mediante un sofisticado esquema mecdnico de *‘vdrti-



ces' y **presiones’’, las fuerzas eran transmitidas de un cuerpo a otro. En particular, asi es
como Descartes dedujo las leyes correctas de la optica geométrica.

A finales del siglo XI1X las posiciones relativas de Inglaterra y el Continente se invirtie-
ron. Mientras que los fisico-matematicos franceses se ocuparon principalmente de la mecini-
ca analitica, en Inglaterra hace su aparicion la teoria de campos, debido sobre todo a las expe-
riencias fisicas de Faraday y al genio conceptual de Maxwell. La vieja idea cartesiana de en-
tender los fendmenos fisicos de un modo mecanicista se sige manteniendo aun pero ahora
con un significado m4s abstracto y preciso:

Dar una explicacién mecanica de un fenémeno fisico consiste para Poincaré en expresar
las leyes que rigen la variacion de los pardmetros que se miden directamente del experimento
como ecuaciones de Euler-Lagrange para una cierta lagrangiana, cuya determinacidn se con-
vierte asi en el punto central de la doctrina.

que esta idea no s6lo ha perdurado hasta nuestros dias sino que,

a llegado a convertirse en el principio rector de la fisica mas re-
y la teoria de las variedades

Digamos a este respecto
como més tarde veremos, h
ciente, tras la moderna geometrizacion del calculo de variaciones
diferenciales de dimension infinita introducidas escasamente hace veinte afos.

Mo podia faltar, para concluir esta reseiia de urgencia, la alusion a la ciencia del calor

que como €s sabido se construye mediante una axiomadtica ran
impecable como la de la geometria euclidea a partir de las nociones de calor, trabajo y tempe-
ratura y de los famosos principios de termodindmica debe concebirse, a diferencia de los otros
fenémenos de la fisica clasica, fuera del marco geométrico euclideano. Sin embargo, incluso
debido al interés por dar una explicacién mecanicista de la teoria del calor,
lideo bajo la forma de lo que se ha dado en llamar mecani-

o termologia. Esta doctrina,

en este caso Yy
se lleva también ésta al espacio euc
ca estadistica.

cos segun este ‘pensar ingenuo del sentido comun’ se con-

En resumen, los fenomenos fisi
el espacio euclideo ordi-

ciben como evolucion temporal de una serie de objetos ubicados en
nario. Las idias mas o menos vagas de ‘espacio* y de ‘“tiempo* del hombre de la calle se man-
tienen rigidas ¢ incuestionables. Y conforme la fisica descubre y trata mds cosas, ¢l espacio
que las alberga se va llenando de nuevos objetos: masas, Fuerzas, temperaturas, campos eléc-
tricos y magnéticos, etc.) a los que a veces resulta necesario someter a artificiosas teorias para
poder explicar los hechos observados. Se comprende en cierto modo que, habituados a expre-
sar nuestras ideas con un lenguaje que fué inventado para describir las experiencias de 1a vida
diaria, nos sintamos inclinados a construir 1a ciencia dentro de este 4mbito en el que nacemos
y vivimos. Pero lo que tambien parece claro es que con ésta actitud se estd inconscientemente
introduciendo una situacion de privilegio en el pensar cientifico tan injustificable como inne-
cesaria. En otras palabras, la ciencia se hace cada vez mas esclava de una particular meta-
ciencia que es justamente lo que se trata de evitar a toda costa.
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Fué Einstein en 190 i
o velOCid;dqduclel:.l con su famoso principio de relatividad y el postulado de la
uz, rompe por prime i

e e 1 . ra vez con esta concepcion tradici
e auténtica teorfa que se amolda a los fendmenos electromagnéticos. Co ‘O‘Iflv
e g por delante el genial fisico la mec4dnica de Newton sino, lo que fué . a 'n on.
. . u )
b tin, disolvid los intocables conceptos de “‘espacio’’ y de “ticm;';o"qP "o ser eot

el ' "~ . Pero, con se
espectacular de la teoria de la relatividad, no es en modo alguno lo' mds sur :’5‘0
stan-

C]al y onario dc ’ q € es plCClsamcmc. a ()rm”laClén 1 0sa del to d
leV()luC (e] e“a u guros concep ¢
l f - .
Objethldad para la ciencia flslca.

Con ello se enla i
P trczi::;o;ﬂl:)na de las mds importantes corrientes de ideas de la matemdtica
s antes condujeron a una i
e s : nueva concepcidn de la geometria, es-
p ix Klein en su famoso programa de Erlangen, desde cuya perspectiva la r'eT:

tividad cspecial al igual qu i

e la mecénica de Newt a cosa que sendos ejem
i on no son ot q j plo
fisicos de gcometrfas en el nuevo sentido. e ° P o

Digamos u
. ii el c;n::sntsrc\;‘t;:s.palabras sobre este tema que creo pueden ayudar a comprender me
re fisica y geometria que intento mostrarles a ustedes en esta charla

2. La relatividad especial como geometria en sentido de Klein

En 1872, el matemdtico aleman Félix Klein i

o el ma presentd para su ingreso en el

mico SOblseLi:slvi::ztai: icioErlangcn una. ‘“‘disertacidn’’ de titulo: ‘‘Consideracicfre\::l.:l 2:)’;;2(:::
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ograma de Erlargen” ,d eolnsu’tlu?u: sin _duda alguna uno de los m4s grandiosos descubri-

ronuceta eb ik ngramazsu :x n:smols cien afios. .Con la nueva concepcidn de la geometria

e dalo K13t Qs e T ll'.la. alargay bnllz‘ante historia de la geometria proyectiva

o aielo XX, que efinitivamente a partir del concepto de grupo de transforma-
pasa con todos los grandes descubrimientos, el nuevo punto de vista traz-
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Al comenzar el si i
con s putien gy desll(gi!o XIX empicza la geometria proyectiva a tener una gran actualidad
S h— 1r:ctor de la Escuela Politécnica de Paris, Gaspard Monge, de su Geo
: . Uno de sus discipulos, Poncelet i ' .
iy ' ) , et, especialmente atraido por la parte
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i ncelet



distingue estas propiedades, denominadas ‘‘métricas’’, de aquellas que permanecen invarian-
tes por las transformaciones proyectivas, que él llama propiedades ‘‘descriptivas’’.

Sin enbargo, una exposicion claray natural de esta cuestion no es alcanzada hasta la obra
de Cayley, quien enuncia por fin: que las propiedades métricas son aquellas que quedan inva-
riantes por las transformaciones proyectivas que dejan fijos ciertos elementos dados de ante-
mano (por ejemplo, los *‘puntos ciclicos' en el plano proyectivo complejo), enunciado éste -
decisivo hacia ¢l Programa de Erlangen. Desde este punto de vista, las geometrfas no eucli-
deas de Lobatchewski-Bolyai y de Gauss-Riemann, recién inventadas por motivaciones de ti-
po axiomAtico también quedaban incluidas dentro del esquema proyectivo sin mas que susti-
tuir los puntos ciclicos por una conica cualquiera en el dual. Fué tal el entusiasmo que produ-
jo en Cayley el descubrimiento de esta sintesis que le hizo exclamar al término de su memoria:

“‘la geometria métrica es una parte de la geometria proyectiva... la geometria proyectiva es
toda la geometria”’.

Hacia 1860 la geometria sintética se encontraba en su mds pleno apogeo, pero su final
se hallaba ya muy cercano. En esta época las ideas de *‘grupo’’ y de *‘invarianza’’ empiezan
a entrar en escena limitadas al principio al dominio en el que fueron introducidas por sus crea-
dores, Cauchy y Galois (esto es, a los grupos de permutaciones de un conjunto finito de obje-
tos), y se va cayendo en la cuenta de que los teoremas de la geometria cldsica no son otra
cosa que la expresion de relaciones idénticas entre invariantes o covariantes el grupo de las
semejanzas. Estas ideas adquieren una forma clara y decisiva con Félix Klein, quien enuncia

por fin su famosa definicién de geometria como:
El conjunto de los invariantes.respecto de un grupo de transformaciones.

unto de vista, la antigua controversia entre las tenden-
de la geometria deja de ser ya un tema de interés.
Se ha conseguido una clasificacién racional v estructural de los teoremas de la geometria a
partir de los grupos correspondientes: el grupo lineal para la geometria proyectiva, el grupc
ortogonal para las cuestiones métricas, el grupo simpléctico para la geometria de los comple:
ete. Incluso las geometrias no euclideas quedan también englobadas en este nue-
vo punto de vista sin mas que considerar el grupo de las transformaciones que dejan invarian-
te una conica en el plano, con la nocién de distancia dada por Cayley. lgualmente la Topolo-
gia recibe su primera definicion como el conjunto de las propiedades invariantes respecto del
grupo de las transformaciones continuas.

Bajo cste nuevo 'y revolucionario p
cias sintética y analitica para la construccion

jos lineales,

Con el punto de vista de Klein, la nocién de geometria llega a tan alto grado de generali-
dad que, unido a la “‘teoria de invariantes'® desarrollada en su seno, permite en el dominio
de la geometria cldsica construir todos los “invariantes’’ y todas sus “‘relaciones’’ de un mo-
do sistemdtico. Desde esta época, la geometria cldsica pasa a ser un edificio completamente
acabado dejando de tener ya interés para el investigador matemadtico.

?ﬁ
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ero OI iendo a nuestro te : & i uce i (.:s ecla

P ro, volv ma, quc liene que ver la rela“vidﬂd i
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o= g0l & p con cste punlO

’Sl en el espacio de una geometria de Klein —que es el conjunto de puntos sobre el
actua su correspondiente grupo de transformaciones— se considera un sistema de ref ; qlfc
d.e esa gemetria, la clase de todos los demds se obtiene aplicando a éste todas las trans‘;mrlcm
ciones del grupo. De este modo se establece una correspondencia biunivoca natural cn:)mlm-
cle.mcntos del grupo y los sistemas de referencia, segun la cual la definicién de geomet 'rc o
(erlormcr.ue dada puede enunciarse también como: el conjunto de las nociones guo: ncc) ;‘a o
den del sistema de referencia usado para introducirlas. Y es asi como el nuevo qunto dccp'cn-
ap‘ar?cc en la fisica, donde: sistema de referencia es sinénimo de "obscrvador'? nocion VI:([:
métrica de *‘fendmeno observado’ y donde, en fin, la nueva definicién de geo‘metria scg
rresponde con el tan traido y llevado *‘principio de relatividad’'. .

pajo esta nueva concepcidn, la mecdnica de Newton no es otra cosa que la geometria
asoqada al grupo de Galileo, el cual se corresponde con una clase especial de sistemas de refe-
rencia —los sistemas inerciales— que son aquellos respecto de los cuales las ecuaciones de
Newton se expresan bajo su forma analitica usual. En particular, el “‘espacio’ y el “‘tiempo’’
son conceptos fisicos porque se trata de sendos invariantes numéricos asociados a las pari'as
de p.unto's de esa geometria. Por el contrario, la velocidad de la luz varia al pasar de un sisjte-
ma mcr.cxal a otro, o lo que es peor aiin: las ecuaciones de Maxwell, base de todo el electro-
magnetismo, no son invariantes respecto de las transformaciones del grupo de Galileo.

' I?.stas ecuaciones si que son invariantes en cambio respecto de otro grupo descubierto por
el' ﬂsu.:o holandés Lorentz poco tiempo antes de la aparicién de la toria de la relatividad. La
hx.ston_a es a partir de aqui bastante bien conocida y no vamos a insistir en ella: dCCiSi(')I.\ de
Einstein de sustituir el grupo de Galileo por el de Lorentz para fundar la mec:;.nica donde
ahora la. “c9nstancia de la velocidad de la [uz’' —que habia sido firmemente cstablec;ida por
la experiencia— si que es un concepto fisico pero no aquellos de intervalo espacial y temporal
entre d(?s sucesos; propuestas de nuevas ecuaciones para la dindmica con el resultado de un
sustancial combio en el concepto de ‘‘energia’’; comprensién de la mec4nica newtoniana des-
de la nueva doctrina como una primera aproximacidén (cuando las velocidades son pequeias
rcspectc? de Ia velocidad de la luz, que es la traduccién del hecho de que el grupo de Lorentz
se convierte en el de Galileo cuando la velocidad de la luz tiende a infinito), etc., etc.

. La tclanvu?ad no sol.o queda asi comprendida y desdramatizada, sino que al lado de las
geometrias cldsicas constituyen un ejemplo sacado de la realidad del nuevo modo de pensar

o tt':c;?:iod:aﬁ:s?ar que, insfstimos. representa un gigantesco paso respecto de la concep-

al d geometria con la que hemos comenzado esta charla. La geometria no
CS' ya la descripcion de un mundo en el que estamos inmersos sin tener clara conciencia del
como y del por qué, sino es ademds y sobre todo la geometria misma la que posibilita y engen-



§ 5C PICHSAI SUS PTOPIOS objetos. El descubrimiento klei-

dra las nociones con las que despuc
mple como grandioso: seftalar lo previo, la estructura de antemano que posi-

niano fué tarn s
bilita ¢l pensaniiento geomeétrico Bricgo.

Y es este descubrir la estructura previa gue estd implicada en el pensamiento anterior el

autentico destino del pensar matematico y del pensamiento en general. Naturalmente, que co-
nocida la estructura previa, las generalizaciones son inmediatas, puesto que s¢ ha adquirida
conciencia de la anterior “encerrona’’ y una nueva libertad de pensar. Pero estas generaliza-

ciones son el resultado, no el espiritu vivo de la creacion.

Buen ejemplo éste del proceder cientifico en que toda nueva concepcion no solo no trata
de destruir la anterior sino que, por el contrario, al tamarla como punto de partida para ex-
plicitar 1o implicito en ella produce el gran avance dentro del mds escrupuloso respecto a la

vieja mentalidad, la cual clarifica y sitia en sus justas coordenadas historicas.

Pero volvamos a nuestro asunto, pasando a considerar un tercer nivel geométrico en donde,

finalmente, parece hallarse situada la fisica tedrica actual.

3. Geometria diferencial y fisica teorica.

Lo dicho hasta ahora supongo que nos habra convencido bastante de la importancia del
concepto de grupo en fisica. En la actualidad, podriamos apadir que la denominada *‘teoria
de las representaciones lineales de grupos'", dominio de investigacion lejos atin de estar deli-
nitivamente cerrado, constituye una técnica indisplensable en mecdnica cudntica y en fa [isica
de particulas elementales. Pero con todo ello, no parece que la teoria de grupos, por si sola,
constituya el marco adecuado para fundamentar la fisica.

De hecho, los conceptos basicos de esta ciencia son “‘conceplos diferenciales'" y debe ser,
por tanto, la geometria diferencial el marco mas apropiado para introducirlos. El punto de
partida de esta disciplina es el concepto de variedad diferenciable, cuyo origen historico se
encuentra en la teoria de superficies del espacio ordinario y en la mecénica analitica, donde:
el espacio de configuracion de un sistema dindmico constituye el primer ejemplo hallado por
el hombre de una variedad diferenciable con un numero arbitrario de dimensiones.

Sin embargo, hay que esperar otra vez a los primeros afios de nuestro siglo para ver con-
firmado este extremo con la aparicion, en 1915, de la Teoria de la Relatividad General. Qué
duda cabe que Einstein pudo construir rapidamente su famosa teoria gracias, por una parte,
a la obra de Riemann —que en su célebre disertacion ‘‘Sobre las hipotesis que sirven de fun-
damento a la geometria” introdujo los espacios gue llevan su nombre, sobre los cuales Eins-
tein modeld su teoria de la gravitacion— y, por otra, al andlisis tensorial que, introducido
a principios de siglo por Christoffel, Ricci y Levi-Civitta, proporciond a la geometria diferen-
cial su instrumento mas importante. Pero lo que también es cierto es que, debido al enorme
interés despertado por esta teoria en fisicos y matematicos, alrededor de ella y de sus posterio-

Yf
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res generalizaci i
) g lzacpnes pudieron crearse nuevas estructuras geométricas que dieron un impul
ecisivo a esta importante rama de la matemdtica P

La geo izaci =¥
contrarii mCtrlZE.lcxén.de la fisica no es ya desde ese momento una casualidad sino, por el
oy ) pl‘lra evidencia que se manifiesta sobre todo en el desarrollo histérico de la 'geome
er i g . ; .
encial a partir de los aftos inmediatos a la terminacidén de la primera guerra mundial

He aqui juici i
. qh‘l, Zn.cfecto, lo q1:lC .a rTustro juicio constituye las etapas mds significativas de la
n histérica de esta disciplina, que prueban claramente tal afirmacién

escu:.l,: t[:')rrlmcra ::jtapfl, que po.demos situarla entre los origenes del cdlculo infinitesimal y la

fundame:icgi?gi:a?n;:]g:! §|glt)9 ‘XVIII y principios del XIX, se caracteriza por no ser pro-

iy Ll ,c ) mds bién por haber hecho una aplicacion casi directa a la geome-
as que nacieron con el cdlculo infinitesimal.

En la € inici
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pacio lo que verdaderamente configura a una variedad como tal. Fisicamen-
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amente al fijarse como objetivo definir todas las
o a partir de su *‘anillo de observables’' exclusivamente.
la fisica cuantica ha llegado a geometrizarse
‘‘espectrali-

La idea no puede ser mds atractiva fisic

nociones asociadas a un sistema fisic
Y es, por cierto, desde este punto de vista como .
también. En efecto, cuantificar un sistema macdnico no es hoy dia otra cosa que

i i i 14sicos.
zar”’ de cierta manera su anillo de Poisson de observables ¢

simal, fueron largamente ex-
liana (Riemann, Christoffel,
r derivacién covariante o

Todas estas ideas, especialmente su parte métrica e inﬁni't.c
plotadas a lo largo del siglo XIX por las escuelas alema.na eita
Ricci,etc.), culminando con la definicién de lo que se di6 en llama
absoluta y el cdlculo tensorial.

Y asi llegamos a la tercera etapa de este desarrollo higorico, caracterizada por la apari-
cién de los conceptos e ideas que nacieron con la Relatividad General y las teorias del campo

unificado.

Segtin Riemannm, la geometria debia fundarse sobre los siguientes dos hechos:

1) El espacio es una variedad tridemensional la cual puede ser localmente descrita por

los valores de tres coordenadas X, x; X;.
e . ' ..

2) El cuadrado de la distancia entre dos puntos «ipfinitamente proximos’’ esuna funcién
cuadratica de las “scoodenadas relativas’ dx; :

ds? = L g;dx;dx;
ij "

Por otra parte, 1a teoria de la relatividad especial condujo al descubrimiento de que el
“tiempo’’ debe ser entendido como una cuarta coordenada x, con igual rango que las tr.es
coordenadas espaciales y que el escenario de los sucesos materiales, el universo, _es una v‘a.ne-
dad cuatridimencional métrica cuya forma cuadratica fundamental no es definido-positiva,
sino de indice de inercia 3 : el espacio-tiempo de Minkowski.

Riemann mismo no cayé en la cuenta de que la forma cuadratica fundamental dE?l e:l?:
cio debia ser considerada como una realidad fisica, descubrimiento éste resexivadc? a Eins tEl t;
gue constituye la idea basica de su famosa teoria de la gravitacidn. Segun Emsteml:dm::i e;-).uisca
espacio por una parte y fendmeno gravitatorio por otra, sino que la verdadera rea 1 zf is :
es la de un espacio geométrico sin ningtn otro afiadido, en el cual las leyes ;ge'om:tn;as son

exactamente las leyes de la gravitacion (los coeficientes g; deta f{_:rrna cuadrauc: m:i :Srgzn

tal son las componentes del llamado potencial gravitacional en el sistema de coor c[na hoar
siderado). En particular, si se puede encontrar un sisterna de coordenadas globales so rco

espacio-tiempo respecto de las cuales 1a forma cuadrdtica fundamental pueda expresarse

mo:

dst = dx? + dx + dx§ — c2dx]
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entonces nuesiro espacio-ticmpo —que ¢s el de Minkowski— se enticnde que esta “*vacio™
de gravitacion. La nocion de **vacio’’ que tantos problemas conceptuales planted a los (isicos
de siglos anteriores adquiere por fin un significado preciso.

Al lado de los fendmenos gravitatorios, los fenomenos electromagnéticos, gobernados
por una forma diferencial lineal:

w = L Adx

cuyas componentes definen el potencial electromagnético, constituian el resto del pensamien-
to tedrico de la época y dado el éxito conseguido por la teoria de la gravitacion, resulta expli-
cable que la fisica tedrica se sintiera obligada a descubrir una *‘geometria’’ cuvas leyes dieran
cuenta a la vez, de ambos fendmenos.

Tras el primer intento en este sentido, debido a Hermann Weyl en 1919, los esfuerzos
dirigidos hacia una tal teoria unificada se multiplicaron (Weyl, Hesenberg, Eddington, Eins-
tein, etc.) y aunque las diferentes teorias propuestas fracasaron en aquello que inicialmente
pretendian, lo que si quedd perfectamente claro es que ta nocién fundamental sobre la que
tenia que basarse la geometria riemanniana, si es que queria estar de acuerdo con la naturale-
za, era la de desplazamiento paralelo infinitesimal de un vector.

Las diferentes versiones propuestas fueron finalmente englobadas a partir de 1922 en la
sintesis realizada por Elie Cartan, con lo cual empiezan por fin a comprenderse claramente
todas las limitaciones anteriores, atravesando la geometria diferencial por uno de sus perio-
dos mas fecundos.

La idea de Elie Cartan es extremadamente original y abrid el camino,por otra parte, a
la penetracion de los grupos y de las ideas kleinianas en el dominio de la geometria diferen-
cial: si a cada punto de una variedad se le asocia una geometria en sentido de Klein, todas
ellas del mismo tipo, entonces definir un *‘espacio interconectado’” correspondiente a esa geo-
metria consiste en establecer un isomorfismo entre las geometrias en cada pareja de puntos
dependiendo tunicamente del camino que las une. Este isomorfismo constituye el ultimo sus-
trato de la idea de desplazamiento paralelo. Bajo ese sorprendente punto de vista, la geome-
tria diferencial no es otra cosa sino el estudio de la red de interconexiones entre las geometrias
locales en cada punto, las cuales aparecen asi como una primera aproximacion de la verdade-
ra geometria de la variedad. La nocién de conexion se convierte de éste modo en el principal
hallazgo de la geometria diferencial de ésta tercera etapa.

Con la obra de Elie Cartan culmina este periodo y da comienzo la dltima etapa de este
proceso histérico que estamos describiendo. Lo mas caracteristico de ella es la fundamenta-
cion llevada a cabo alrededor de 1950 por la generacion de matemdticos contemporaneos: Che-
valey, Ehresmann, Lichnerowicz, Koszul, etc,; que permitié poner en claro, definitivamente,
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usadas de un modo implicito. En particular, las estructuras
pondiente, s¢ aclaran pa-

derivacion del anillo de

A partir de esta nocion se po

que en periodos anteriores eran
tensoriales sobre una variedad asi como su caleulo diferencial corres

ra siempre via la definicion de ‘‘vector tangente’’ en un punto como
las funciones diferenciables en los numeros reales.

on lineal se presentan ahora con toda claridad. En efecto, los
o vectorial llamado el espacio tangente a la
ion lineal consiste en definir
dependiendo unicamente

Las geometrias a conexi
vectores tangentes en un punto definen un espaci
variedad en dicho punto. Entonces, dar una geometria a conex
un isoformismo entre los espacios tangentes en cada pareja de puntos

de! camino que los une.

on los ‘‘espacios fibrados’' principales y asociados, in-
1937 y 1939, completa esta etapa de fundamenta-
einticinco anos después, el marco geométrico que
la ciencia fisica.

La reconstruccion de todo esto ¢
troducidos por Ehresmanny Whitney entre
dichos espacias, casi v

cion, proporcionando
4s adecuado para describir

hoy por hoy se considera m

de esto ultimo, digamos unas breves palabras sobre la geometrizacion
’ que constituye, a nuestro enterder, uno de los cuerpos

de la fisica tedrica moderna.

Como ilustracién
de la **mecanica de campos cléasicos’

de doctrina mas logrados y significativos

Un espacio fibrado consiste esencialmente en poner en cada punto de una variedad dife-

renciable algtn tipo de espacio mas sencillo, todos ellos isoformos entre si (p.e. un espacio
vectorial, un grupo, una geometria de Klein, etc.) de tal manera que la coleccion de espacios
resultante sea también una variedad diferenciable. De este modo nos encontramos con un ti-
po de variedad constituida por «fibras’’, donde cada una de ellas consiste en el espacio situa-
do en cada punto de la variedad de partida que, por tal motivo, se llama “yariedad base''.
Dos ejemplos tipicos son: el fibrado tangente y el fibrado de las referencias lineales de una
variedad, los cuales se obtienen poniendo en cada punto de la variedad su correspondiente
o tangente, o bien, el conjunto de todas las bases de éste; en el primer caso, las fibras
de dimension la de la variable base, y en el segundo, grupos isomor-

dimension.

espaci
sOn espacios vectoriales
fos al grupo general lineal de igual

;Pero como se construye una teoria de campos sobre un tal espacio fibrado?.

a teoria del campo electromagnético. Aqui, el espacio fi-
Definir un campo electromag

en dar para cada punto de la
o, no todas estas secciones

Consideremas, por ejemplo, |
brado es el fibrado tangente del espacio-tiempo de Minkowski.
wseecion’ de este espacio fibrado, consiste

nético concreto 0
su correspondiente fibra. Sin embarg

variedad base un vector de
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son campos elCClloﬂla ncticos |c3le5 SINo solo aq q 9] 3 s

g lvl ' Ucllab uc permanecen cstacionarias’ ¢
el SCHlldO del CalCUIo de ariaciones lCSpCClO de la lu”Clonal de “”da 'iOblC el conjunto dc
(Odﬂs laS s€cciones por Ia lﬂ&la“gmlm dCI Callll)o CICCllOlllﬂgllCthO.

Es dificil explicar aqui, en pocas palabras, el :
Fonsh sars (i q. : s, por qué de la eleccion de este mod ia-
e mc:;sl?nzzlncj‘; dDelgraLnos. tan solo, a titulo orientativo, que ello no reesl:o::irema
ioms bienra amear! Chiento Z U\(,:ll' .la r.\aluraleza a un problema de mdaximos y minimos
e e sy e .anacllones'y mads concretamente la estructura geome’tri:
el obeerear i e stacionariedad’’, el modelo que mejor expresa la idea fisi
un campo en cada punto del espacio-tiempo. -

Los diferent
es cam L
nes de las ecuaciones dPOISEFeales de nuestra teoria vienen asi caracterizados como las soluci
¢ Euler-Lagrange del correspondiente problema variacio SlSO e
nal.

Pero el asunto n i
o e e 0 acaba aqt’n. Nos encontramos en la fase meramente ‘‘lagrangiana"’
y A a.r un paso mas, el ‘*hamiltoniano’’, para acabar de desvelar | ’y
que subyace a este importante cuerpo de doctrina SRR

En la segunda mi S i

de la geometi’a diferel;ac(iia(ljey l;::i(\:/z(:ii i; ls:rf;n;gemlaé o P:_e“a D bl B
e icial ' r el formalismo de Dirac de la mecani

o ;i;itzc;ir:rgjf::;;vlai;i?;zl;\ 'teolna de Hamilton de los sistemas dindmicos co:ljs
6 i bl g eqUivalenLa;;eitforma fi‘e lo que desde enFonces se denomina una
Pl s il e un.a estructura de Poisson’’ sabre una varie-
A Lagr;;]se aclara con la misma metodologia el proceso que permite pa-
oo i ey Hie Tque es como usualmente se define un sistema mecdnico
o e Lo u::l toln, al darse una definicion precisa del concepto de *‘trans-
i e C.uyopdo 9 c ave era Pues: generalizar a la teoria de campos el esque-
B L et dmlmo de vahfdez se reducia a los sistemas dindmicos conser-

e grados de libertad.

A principios de los af inicio

cacion o Cagpos o l:ﬂz:lc;ssie:ima:c;. ch'a'l inicid L.m’ambicioso programa sobre ‘‘cuantifi-
luciones de la ecuaciones de cam ya idea basica consistia en considerar al conjunto de las so-
il g iy Odpo como Sl'.lStltutO del “‘espacio de fases’’ de la teoria hamil-
e g e m);[o;r generalizar a esta "‘variedad de soluciones'’, como se la
iy 8 g-rados i l.lc))s standard de cuantificacion usados para los sistemas con
o e A e espado_[.l ertad. Dt? hecho,.Segal estudié con detalle el caso de un
rivadas parciales hiperbélica noll?mpcl) de Minkowski definido por una cierta ecuacion en de-
Geuat o] iRl ineal, a cuyo conjunto de soluciones dotd de una estructura
iy o, i mensné'n mﬁmte?) a la cual equipo de una métrica simpléctica
STl esmetad, debidopffnd:r asociado a dicha e.cgacic')n. El programa, si bien no tuvo
Sl o ek : mt.:malmente .a‘las dificultades de tipo analitico que fueron

, Si que aportd la brillante y original idca de considerar como espacio natural



para Tundar la teoria hamiltoniana de un sistema fisico al conjunto de las soluciones de sus
correspondientes ecuaciones de Euler-Lagrange.

Esta idea, adecuadamente incorporada al trabajo de tésis doctoral que sobre la “festruc-
tura geométrica del cdleulo de variaciones’ me cncontraba desarrollando en 1965 bajo la di-
reccion de mi maestro, el Profesor D. Juan Sancho Guimerd, nos permitid encontrar la ¢s-
tructura simplectica canonica sobre la variedad de soluciones de las ecuaciones de Euler-
Lagrange de un campo clasico arbitrario. Este trabajo, publicado en 1968, constituye una de
las primeras versiones de lo que después a pasado a la literatura con el nombre de **Formalis-
mo de Hamilton-Cartan det Calculo de Variaciones'', dominio de investigacion éste que en
muchos de sus temas (problemas de orden superior, calculo de variaciones graduado, teorias
gauge, etc.) se encuentra lejos aun de estar definitivamente cerrado. Con este formalismo se
completa la descripcion mecanica de la teoria clasica de campos al quedar definitivamente
esteblecidos conceptos bdsicos tales como:

El algebra de Poisson de observables de un campo; la subdlgebra de invariantes Noether
(o corrientes) asociada a las simetrias infinitesimales de su lagrangiana; el llamado grupo gau-
ge de la teoria que, junto con los demas grupos de simetrias y ciertas hipotesis de simplicidad,
permiten determinar de un modo casi univoco la lagrangiana del campo por razones de inva-
rianza del mas puro estilo kleiniano, etc., €tc.

Recapitulando: de una primera concepcion de la fisica como coleccion de diferentes doc-
trinas construidas de modo axiomatico en el espacio euclideo ordinario, pasamos a conside-
rar el punto de vista segun el cual cada clase de fendmenos engendra su propia “‘geometria’’,
desde la cual, dichos fenomenos se explican o, m4s exactamente, adquieren su verdadero sen-
tido. El punto estd en la eleccion del adecuado modelo geométrico. Dos ejemplos tipicos han
sido nuestro hilo conductor a este respecto:

Para los fendmenos electromagnéticos bajo la optica de la teoria de la relatividad espe-
cial, la nocidn de geometria en sentido de Klein —esto es, la teoria de invariantes respecto
de un grupo de transformaciones— constituye la eleccion mas adecuada. Agui, 1a nocion de
grupo es lo fundamental.

En cambio, en el caso de la gravitacion, el modelo adoptado por Einstein para fundar
su teoria fué el de un espacio de Riemann de la geometria diferencial, en el cual las leves geo-
métricas se identifican con las leyes gravitatorias. Aqui no hay grupas de transformaciones.
Lo importante es un concepto mas profundo y de mds directo significado [isico, que es: el
de anillo de observaciones.

Sin embargo, estos dos modelos, que por otra parte estaban ya inventados en geometria
mucho antes de que Einstein los usara para la fisica, pronto se vio resultaban demasiado res-
trictivos para explicar adecuadamente la naturaleza. Esto condujo a la concepcion —y esta
vez fué la fisica la gran sugeridora de la geometria— de un tipo de espacios mis complejo,
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especie de mezcla de los dos modelos anteriores, que es o que mas tarde se vino a Il

en topologia algebrdica un ‘‘espacio fibrado'’, estructura ésta que, insistimos, esta c:l ::’ma'r
da por una ‘‘variedad base’’ en cada punto de la cual se localiza 'una “ﬁbra"' ue onsl g
una geometria de tipo kleiniano (en fisica la variedad base es el espacio-tiempo ?n s ce
la fibra se corresponde con algin tipo de campo). o ieniras que

Sobre' un tal espacio fibrado, al que se le afiade una ‘‘red de interconexiones’’ para po

en comunicacion las diferentes informaciones locales obtenidas en cada una de sus fibraps rlIer
ideas de la mecdnica analitica tradicional, transformadas en los conceptos y operaciones b'é a's
cas de ufm novisimo Caélculo de Variaciones pleno de significado fisico y abierto a las mod .
nas técnicas del Andlisis, proporciona finalmente el entramado conceptual en el que se asi B
tan la practica totalidad de las teorias fisico-matemdticas del momento presente o

Observacion final.

| Llc:a:o‘ aqui, no quisiera terminar esta charla sin responder a una pregunta que sin duda
alguna habrd estado rondando la mente de todos ustedes a lo largo de mi expoxicion; esto es:
; :

Qué enseflar a partir de estas ide i
as en los primeros dos o tres
. . = . Curs
ciencias fisico-matemadticas?. i

N La pregunta, que presupone ya la conveniencia y la posibilidad de una tal ensefanza refi-
nen.dost.: tan sélo a como hacerla, puede formularse obviamente gracias al alto grado de for-
malizacion alcanzado por la geometria diferencial desde 1950, que ha hecho posible una para-
lela elementalizacidén de sus conceptos basicos y que al coincidir éstos, por otra partcp con
alg.unos de otras materias de los primeros cursos de carrera han obliga'do en cierto mc;do a
la inclusion de esta disciplina en el primer ciclo universitario.

C(lmtando como prerrequisito bdsico con un primer curso de Algebra Lineal que incluya
la teoria de tensores sobre un espacio vectorial, la geometria diferencial se apoya en dos asig-
nlaturas mas: ‘‘funciones de varias variables reales’’ y ‘“‘ecuaciones diferenciales’’. Asi puci
:e ;e:l::t;:li::;:;seifianza efectiva de esta qisci;?l'ina al nivel del que aqui estamos hablandc;
i indudablemen e, en L.ma buena coordinacion de s.u materia especifica con las tres asig-
s anerion pUCdren‘ejnc'lonadas. Por otra parte, dc;andc? al Algebra lineal que es clara-
e difcrcr.ldal de e :cnr;c que.una bucfxa part'e de los‘ citados dos curso de Andlisis son
e o i rencia o mls est-ncto senudfx asi, por e{emplo, la teoria de la integracion
teorems Clere re las hipersuperficies del espacio guch’deo de dimensidn n con su

e Stokes como resultado central, o 1a teorfa de los sistemas diferenciales exteriores

con su mas i ., )
- mas Emportame aplicacion a las ecuaciones en derivadas parciales de primer orden
¢€s geometria o es anélisis?. '

En i itari
afos estlo cl|ue ;especta a la ensefianza universitaria, puede decirse que desde hace unos doce
e plan docente esta practicamente consolidado en su aspecto matemadtico, existiendo



allos de coordinacion con las asignaturas de Fisica, atribuible en parte a la
algunos prolesores en los nuevos meétodos, que no acaban de adoptarios

todavia algunos |

falta de contianza de
anacronico ‘Cilculo vectorial’ que i tantos errores coneeptuaics ha con-

en sustitucion del
ductdo desde su desarfortunada invencion.

¢ referirme aqui, en el caso de Espana, a la valiente experiencia puesta
en practica entre 1955y 1960 por el profesor Sancho Guimera en la Facultad de Ciencias de
la Universidad Complutense de Madrid, al desarrollar segun esta metodologia la asignatura
encomendada de ‘*Anilisis Matemitico 3° de la Seccidn de Fisica. A él se debe,
sin duda alguna, la introduccién en nuestro pais de la Geometria diferencial moderna, justo
¢n los afos en que internacionalmente esta disciplina se hallaba en plena etapa de formaliza-
cion. Es éste un ejemplo, sin embargo, que lejos de ser alentador para la ciencia espafiola
resulta mas bien triste, pues ha sido después de casi veinte ailos cuando csta metodologia se
ha empezado a imponer en nuestras universidades tras haberse visto que daba resultado en
los centros extranjeros, lo cual revela una vez mas la enorme desconfianza que tenemos los

No pucdo dejar d

que tenia

espaitoles en nosotros mismos.

Y ya para terminar, cuando al empezar esta charla me referi al alto nivel de las asignatu-
ras del plan de estudios de esta Escuela de Estudios Superiores en Ciencias Fisico-Matematicas
de la Armada, creedme que lo decia con el convencimiento que se obtiene cuando se hace
un estudio detallado del plan de estudios de un centro compardndolo con los correspondien-
tes a otros Centros similares. En el caso de las materias de tipo geométrico, de las que me
he ocupado aqui, debo decir, sin ningin tipo de reservas, que la programacion de geometria
de esta Escuela me ha llenado de satisfaccién tanto por la amplitud como por (a profundidad
con que se abordan los temas que deben darse. Estoy convencido y aprovecho la ocasién para
proponerlo aqui, que un cambio de informacion y de experiencias en este sentido seria un
buen punto de arranque de nuestras deseadas futuras relaciones.
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Nimero y afio
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T (1983) 1 i, pzz ;
II (1984) 3 7, iég .
5 ’
IIT (1985) 5 AR
’
IV (1986) 9
v (1987) 13
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Nimero y afio
3, pag 77
XX (1984) -
XXI (1985) 5, pags. 8y 9 5, pags. sy N
ags. 15 y
XXII (1986) 8, pag. S 9, pag . o
sgs. v
XXIIT (1986-87) 11, pags. 3 y 87 13, pag

OLIMPIADA MATEMATICA IBERO-AMERICANA L
Crénica y enunciados en Boletin

Mimero, afio y lugar

dgs. 11 y 83
I (1986) Colombia 8, pag

12, pags. 3y 75
II (1987) Paraguay

OLIMPIADA MATEMATICA INTERNACIONAL o
Crénica y enunciados en Boletin

Nimero, afio y lugar

i 2, pag. 15
XXIv (1983) Paris .
pag.
XXV (1984) Praga ’. -
XXVI (1985) Helsinki 7, pags.

ag. 89
XXvII (1986) Varsovia 10, psg. 11 y 11, pég

XXVIII (1987) Cuba

Primera fase (distritos) Segunda fase (final)
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CALEIDOSCOPIOS EN LA ALHAMBRA

Por Jos& Marfa Montesinos Amilibia
Catedrético de la Universidad Camplutense

INTRODUCCION
—_—

Este artfculo trata de disefos simétricos en el pla-

no, de los que la Naturaleza proporciona algunos ejemplos int

e
resantes,

como las celdillas hexagonales de un panal de abejas;
las minGsculas flores que tapizan la inflorescencia de un gi-

rasol, o la tela de una araia. Algunos de estos disefios han si

do imitados por el hombre, desarrollados Yy complicados hasta 11

mites inverosimiles como en el arte musulmé&n.

Como es bien sabido, tan&o la religién judia como 1la

musulmana prohfben 1la representacién de personas o animales.
Esto produjo un desarrollo eéxtraordinario del arte abstracto

en su versidn simétrica (que tan en contraste estd del arte

abstracto actual como una obra de Bach con cualgquiera de los
ruidos, ambiguamente musicales,
cino).

que oimos en la radio del ve-
Es cierto gque algunos productos del arte actual tien-

den de nuevo como un imin a lo simétrico. Tdmese como ejemplo

el horrible monumento a la Constitucién,

que parece represen-
tar 1la 8-celda,

tal vez para identificar plésticamente la uto-
bia con la cuarta dimensidn.

Lo cierto es que 1lo simétrico,
nos produce un influjo de belleza.

eén cualquiera esfera del

arte, Quizds ello sea debi-

—_——

Hemos de manifestar nuestro profundo agradecimiento al Prof. Montesinos que
Nes ha hecho el obsequio de exponernos algunos de los puntos tratados en su
Conferencia celebrada en la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Na
turales, de 1a que es Miembro Correspondiente.
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. En g
do a que casi todo lo que nos rodea en lja Naturaleza es simétri 4 leid este artfculo introduciremos la definicién t&cni
i e caleidoscopi u . , ca
co y a que el hombre ha tratado de plasmar art{sticamente la Na copio ("orbifold"), un concepto inventado por Sat
=Y a-

ke y redescubierto por Thurston

turaleza abstrayendo la idea de simetria. (quien lo popularizé) emple&n

dolo como un i
instrumento efi
icaz para obtener
resultados sobr
e

P . . . } grupos que ac .

Este desarrollo del arte simétrico por influjo del is 4 .q tGan en variedades. Adquiriremos la idea de calei

: - oscopio media - ‘ el

lamismo tuvo lugar de modo especialmente bello vy abundante en 4£1 nte un ejemplo proveniente de un grupo cristal
grdfico plano ' o=

Granada, en los siglos XIII, XIV y XV. La Alhambra de Granada e e llustraremos todo mediante ejemplos provenien

tes de La Alham .
es un parafiso de disefios ornamentales planos, y es considerada bra y de Asia Menor.

como el miximo exponente a tal respecto.
El plan del articulo es:

Bien es sabido que aunque el ntnerc de posibles dise-

~ . L ) Is ; .
fos planos es infinito, las reglas de formacidén son tan sdlo Grupos cristalogrdficos planos.

diecisiete. Un caleidoscopio {lustra bellamente ésto. En él, II. Caleidoscopios.
la regla de formacién son tres espejos que forman un tridngu-
1o equilétero, pero para cada posicidn del conjunto (asimétri-

co en general) de los abalorios de colores, seé€ obtiene un dise

fio siempre nuevo. En cierto modo, 1as diecisiete reglas mencio 1. Grupos cristalogrificos planos
nadas antes pueden considerarse como diecisiete caleidoscopios
distintos. 1. Denotaremos por E°

al plano euclideo y por E(2) a

5u grupo de isometrfas. Los elementos de E(2)

son traslaciones

Pues bien, algunos autores actuales nos aseguran gue Yy rotaciones, entre los que preservan la '
g . orientacidn de
una medida del desarrollo cultural de un pueblo vendria dada reflexiones y reflexiones sesgadas, entre 1 S
N a1 s ’ e los que la invi
por el nGmero de caleidoscopios distintos empleados en su Or- Estas Gltimas son composicién de reflexid rerten.
i6n y traslacidn:

namentaciones planas. Asi se llegé a la cuestidn de si los his
pano-musulmanes de la Alhambra eran lo suficientemente cultos
como para haber empleado los diecisiete caleidoscopios, ©O si,
por el contrario, utilizaron menos, y asi habran de ser cali-

ficados de culturalmente deficientes.

Y es asf{ como comenzé hace algunas décadas el juego

de la "blsgqueda del caleidoscopio”". Durante varias decenas de

afios se pensd que sblo habfa trece caleidoscopios en la Alham

bra [GGS| con el corres ondiente juicio pe orativo lanzado a La col i
[ ] b i pey eccibén de haces de rectas paralelas y orien

es 1

- lo que apropiadamente llaman Bonahon y Sieben-

cisiete, aungue algunos de ellos pobremente representados (véa o [ee] esfera gel Gorizontoy © simplemente b
nte horizonte., Est&

-~ [ﬁ]). Parametrizada por cualquier l-esfera de E2

. , t 2
nuestros connacionales, pero ahora sabemos que estén los die~ adas de E




La accién de E{(2) en el horizonte define un epimorfis

mo

h :E(2) — 0(2)

G £ ta de las iso
sobre el grupo ortogonal 0(2), cuyo nlicleo E, consta o
metrias que no alteran direccifbn, es decir, de las traslacio-

nes. Hay pues una sucesidn exacta corta

h
0 —>E2 —> E(2) — 0(2) — 0
*

2
Para cada Q € E,

del espacio vectorial EQ, definido por Q, al igualar la trasla

cién (Q,P) que envia Q a P, con el punto P. También existe una

E2 puede identificarse con el grupo abeliano
*

seccidbn

s :0(2) — E(2)

Q

de la sucesidn exacta corta anterior, en donde 0(2) se identi-

fica con el grupo ortogonal que actiia en el esvacio vectorial
2

2
EQ' La accidn de 0(2) en E*:

) es (p) L
t — sQ(Y Sty

se identifica entonces con la accibn ordinaria de SQ(O(Z)) en
2

EQ'

2. Dado un subgrupo G de E(2) llamaremos G, a h, (G)
Yy Gy @a G N E2. Se tiene una sucesidn exacta (no escindida en
general) :

h
Q0 —> Gx —>»G — G —>0

2
Al fijar un Q € E2, G« se identifica con un subgrupo GQ de EQ.
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2.1. Proposicidn. s.(G

0 -) < E(2) deja invariante el
conjunto G:.

Demostracibfn. Sea P € GQ Y Y €G,. Existe g €G

tal que h_(g) =y. Entonces existe teE2

. tal que tg =s,(y). Lue
go la traslacibn

(@ sq(v) P) = (sy(y) Q/ s,(y) P) = (tgQ, tgP) = (g0, gP)

es conjugada de la (Q,P) € G, mediante g € G, y por tanto per-

tenece a G,. Luego, (y) P € GQ 0O

e

3. Decimos que G, expande E2 si estd generado por dos
traslaciones que fijan haces paralelos diferentes. Equivalente
mente, GQ estd generado por dos vectores de E2

Q
dependientes. Se dice entonces que GQ es una rejilla.

linealmente in-

G se dice cristalogrifico si G, expande E2.

La proposicidn 2.1, dice que SQ(GQ)deja invariante
la rejilla GQ. Por tanto el orden del subgrupo G, N s0(2) no
puede ser mayor que el nfimero de puntos de GQ que yacen en una
circunferencia de centro Q y que pasa por P € GQ. Se deduce que
G, es un subgrupo finito de 0(2). Por tanto qm sblo puede ser
ciclico Cm de orden m > 1, o diedral D2m de orden 2m, m > 1.
Ademés E2/G (= espacio de las 8rbitas) es el cociente del toro
E2/G* por la accibn del grupo finito G,. Por tanto E2/G es com
pacto y la 6rbita de cada punto de E2 bajo la accibén de G

discreta. El reciproco es también cierto (ver, por ejemplo,

(c]) .

es



II. Caleidoscopios

L s
eramos ahora el cociente E /G, en donde G e

Yy queremos saber cudnta estruc
a accibn de

- o tura de

un grupo cristalogréfico,

rio capturar para poder reconstruir 1

2
e T ercicio de Thurs

G en E2 El siguilente ejemplo (inspirado en un €]

ton [Th]) da la clave.

. Fenfa
Tomemos el grupo cristalogréfico K(£) del alica

K(f) consta de traslaciones y de

figura:
do P coloreado de la
en los centros de los hex&gonos.

rotaciones de 180°

v=|S2222
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Para hallar E2/K(£) tomemos el trifngulo equilfte-
ro de la Figura como dominio Fundamental D para la accién de
K(&). Aast EZ/K(Z) es el resultado de identificar el borde 3D
consigo mismo como indica la Figura. Las identificaciones pue-
den realizarse en E3 pPlegando D a lo largo de tres lfneas, obte
niéndose asft E2/K(£) como la frontera V de un tetraedro regular

en E3.

El tetraedro V es un espacio métrico y contienes to
da la informacidn necesaria para reconstruir el alicatado £. En
efecto, basta "desarrollar" el tetraedro sobre el plano: colo-
cando una cara de V sobre el plano y haciéndolo rodar. (Puede

pensarse también en E2 "envolviendo" a V).

Ejercicio (Thurston).- Una geodésica de V nunca se
corta a sf misma.

Analicemos ahora la estructura de V teniendo en
mente su estructura métrica y la definicién de variedad dife-
renciable mediante cartas. Todo punto de V que no sea un vérti
ce puede cubrirse con un "pequefio" abierto U tal que f—lU es
una unidén disjunta de abiertos de E2, tal que cada uno de ellos
se aplica isométricamente sobre U:

donde f es la aplicacibn £ — V. De hecho, pues V\{vérti-
ces} es una 2-variedad diferenciable con estructura geométrica
euclidea, pues los cambios de cartas son isometrfas del plano
euclideo. Un vértice v de V se puede cubrir con un abierto U
de modo que cada componente de f_l(U) se aplica 2 a 1 sobre U:

£10:0 2L,y

Esto refleja el hecho de que los vértices de V son singulares

(la medida de un cfrculo de radio r en torno a un vértice es




nr, es decir, el &ngulo en el vértice es de 180°). Por otro la

do si le:W 2:1  w es otra "carta" (carta plegada la llamare-
mos) que cubre a v, la relacidn entre U y W viene dada por una

isometrla.

Al igual gque se hace en el caso de variedades or-
i a de
dinarias introducimos primero un concepto mis general (el

caleidoscopio, correspondiente al concepto de "variedad dife-

renciable") y luego precisaremos el concepto de caleidoscoplo

"con geometria”.

5. Un caleidoscopio M de dimensidén n (sin frontera)es

un espacio metrizable |M| dotado de un atlas de cartas plegadas

pi:ai ——>Ui
en donde U,, i &€ I, es un cubrimiento por abiertos de |M|; ﬂies
i ' .

i i i X (sin frontera); p.
un abierto de una n-variedad dlferenc%able X (N iy gruéoég
es topolbgicamente equivalente al cociente de Ui P : e O;;

i ondicidn de
nito de difeomorfismos que actfia en Ui. Hay una con gyt ug_
H i . i . Cur
patibilidad de cartas que se€ expresa asi: si xi,x] (S iY5 I
i X un

plen PiX; = pjxj, existen entornos abiertos Vi,V_i de X 5 y

difeomorfismo f:Vi ———>Vj tal que
pj f(x) = pi(x), para todo x €V,

Dos atlas definen la misma estructura de caleidos-
I L i . N6tese gque la misma varige
copio en |M] si su unibén es un atlas. b q

dad X es un caleidoscopio.

M' entre caleidoscopios es un

e

Un isomorfismo M
homeomorfismo |M| % |M'| que hace a los atlas compatibles.

Un caleidoscopio es compacto si |[M| es compacto,

i i s de
y es orientable si los difeomorfismos locales las accione
S e Y

. 6n.
grupos empleados en la definicién de su atlas preservan la orientacl
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Un caleidoscopio tiene una (G,x) —estructura si los ai
feomorfismos locales y las acciones de grupos empleados en la de
finicibén de su atlas son restricciones de elementos de un grupo
G de difeomorfismos de X a abiertos de X. Asi, por ejemplo, el co-
ciente de E2 por la accién de un grupo cristalogrdfico es un ca

leidoscopio con (E(2),E2) - estructura, ocaleidoscopio euclideo.

Sea {pi:ai __—’Ui} un atlas para un caleidoscopio
M. Una métrica Riemanniana en ﬁi define otra métrica Riemannia
na en ﬁi, para cada g &€ Gi' La media de todas (Gi es finito) es
una métrica invariante para Gi' Si Gi es el grupo de isotropia
de x € Bi' Gi act@ia (linealmente) en Txai por la diferencial.
La funcibn exponencial define un difeomorfismo y entre un entor
no W de 0 en Txai Yy uno V de x en ﬁi y como Gi pasa geodésicas
a geodésicas es fécil ver que Y:W —> V puede tomarse equiva-
riante con respecto a Gi' Esto prueba que las cartas ﬁi —> U,
pueden tomarse de modo que ﬁie rR" & Ri y G; C O(n) (pero
los cambios de cartas vienen todavia dados por difeomorfismos
locales).

Para n =2, Gi es ciclico Cm 6 diedral D2m’ m>1,
Y [M| es una 2-variedad. Todo punto de |M| puede dotarse de un
simbolo que indique su grupo de isotropfa. Habitualmente un ni
mero 1 asociado a un punto aislado de Int |M| indica grupo de

isotropfia C; para tal punto. Los puntos con isotropia D es-

tin en 3|M| (aunque no necesariamente componen todo 8|MT?; aque
llos con m>1 se indican por m y aquellos con m=1 se "platean"
(se marcan en la frontera de 3|M| con trazo grueso). Usaremos

como notacibn, siguiendo a [BS], el poner |M| seguido de los sim

bolos m de los grupos ciclicos y de los simbolos m de los die-
drales.

Asi el caleidoscopio euclideo V del n2® 4 tendria
un caleidoscopio (diferenciable) subyacente representado por



V = 82222 (|M| =8 =esfera)

6. Es pues posible dar una lista de los 2-caleidosco-

pios (diferenciables) ¢Cudles de ellos admiten estructura geo-

métrica?

Puede verse que salvo unos pocos todos son geomé-
tricos. Concretamente admiten una de las tres (G,X) -—estructu-
ras siguientes:

i) Esférica: X =SZ, G=0(3)

ii) Euclfdea: X =E%, G=E(2)

iii) Hiperbblica: X = g2 (plano hiperb&lico), G =
grupo de isometrias hipérbdli-

cas.

7. Volvamos a nuestra pregunta inicial sobre qué es-
tructura era necesario capturar en el cociente Ez/G(f) para re
construir £.

And8logamente al caso de una variedad (gque por lo
demés es un caso particular de caleidoscopio), un caleidoscopio
diferenciable tiene una cubierta universal y un grupo de super-

posiciones. Si el caleidoscopio M es geométrico puede usualmen-
te verse que la cubierta universal es el espacio X sobre el que
est8& modelado el caleidoscopio y que el grupo de superposicio-
nes es un grupo de isometrfas. Esto se hace exactamente igual
que con nuestro ejemplo inicial del tetraedro V: haciendo ro-
dar (o "desarrollando") el caleidoscopio sobre X. Si pensamos
en nuestro caleidoscopio M como provisto de cierta pintura no
completamente seca, al rodar sobre X ir& describiendo una tese

lacién o alicatado, sobre el camino rodado, gue no es sino una
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aplicacién de un entorno de cierto camino en M sobre un entorno
de cierto camino en X. Esto es realmente una aplicacidn de lacu
bierta universal de M sobre X, y en muchos casos es un homeomor
fismo. De este modo M tesela X, del mismo modo en gue, en la fi
gura del n® 4, M=V tesela Ez. En este sentido podemos decir que
a partir de M recobramos nuestra teselacibén en X y por tanto su

grupo de simetria.

8, Para determinar qué caleidoscopios son euclideos
utilizaremos la caracteristica de Euler x (M) de un caleidosco-
pio M. Si celulamos M de modo que los puntos de cada célula Ci
tengan igual grupo de isotropfa G(Ci),

K = 3 (_l)dimensién Ci lG(Ci)l-l

C.
i
en donde lG(Ci)l es el orden del grupo de isotropia G(Ci), y la

suma se extiende a todas las células de M.

Ahora bien,si M — N es una cubierta entre calel
doscopios, de h hojas, se tiene x(M) = h x(N). Si N es euclideo,
sucede que N es el cociente de E2 por un grupo cristalogréafico

G y por tanto M = Ez/G* (que es un toro) cubre a N. Luego ¥ (N) =
_ 1
- h
llos con x(N) =0. Un sencillo cdlculo muestra que sblo hay die-

x (M) =0. Asi los posibles caleidoscopios euclideos son aqué
cisiete posibles:

T (toro), K (botella de Klein}, A {anillo), M (banda de MSbius),
$2222, D2222, D222, (D =disco), P22 (P =plano proyectivo) ,
s442, D342, D42,
§333, D333, D33,

———

S632, D63

SRS
o300
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La Alhambra de Granada prueba que estos diecisiete exis

ten. A continuacién presentamos algunos ejemplos provenientes

de Asia lMenor y de la Alhambra:

K Granada, La Alharbra, Puertas del vino, s. XIV
T Konya, Sahib Ata-Cami, 1258

52222 Van, Ulu-Cami, Mucarna 1389/1400

D222 Konya, Sircali-Medrese, 1242-45 ool o
- ) Iﬂrll'l; ".'_‘
D22 Divrigi, Kale—Cami, 1080-81 4
P22 Konya, Sircaly-Medrese, 1280 '
|
5442 Sivas, Hospital Kaikavus, 1217-18 |
D42 Konya, Karatay-Medrese, 1251/55
D33 Konya, Seyh Sadrettin Konevi-Mescit, 1274/75
n
5333 Konya, Hasbey Darulhuffazi, 1421 m
n
D333 Zaragoza, La Seo, s. XIV v @
n ¢
[
$632 Zaragoza, La Aljaferia, s. XIII ; o
=
M Granada, La Alhambra, Sala de los Reyes, x. XIV R -
n o
v
A Granada, La Alhambra, Comares, X. XIV n 5
/]
a
D342 Ankara, Museo de Etnograffa, 1355 : E
ol m
D632 Aksaray, Ulu-Cami, 1150/53 = ]
v

D2222 Granada, La Alhambra, Museo

n

M n = negro
m = melado
v = verde
a = azul
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Los siguientes ejercicios pueden servir al lector para [GGS] B. Grunbaum, Z. Grunbaum y C.G. Shepard.- "Symmetry in
determinar su grado de comprensibén del tema tratado. Moorish and other ornaments",

12B (1968) 641-653.

Comp. and Maths. with Appls.

Ejercicio 1.- Hallar los 2-caleidoscopios (sin fronte
ra) gue no admiten estructura geométri- } Dﬂ J.M. Montesinos.- "Caleidoscopios en la Alhambra", Memo-
ca. ; rias de la Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Natu-
s rales de Madrid (aparecera).
Ejercicio 2.- Hallar los 2-caleidoscopios esféricos y
poner ejemplos de alicatados en 52 que DMQ] J.W. Magnus.- "Non-euclidean tesselations and their groups",
definan sus cubiertas universales. Academic Press, New York 1974.

) T - s 2
Ejercicio 3.- Hallar algQn diseno en H cuyo grupo de
simetrfa G defina una estructura de 2-ca

leidoscopios en HZ/G.

REFERENCIAS

El lector puede leer [BS], ([Th], [M] para mds informa-
cién sobre el tema. Acerca de teselaciones en el plano hiperb6-
lico recomendamos [Ma]. El libro [HC] es 6ptimo para grupos cris
talogrédficos planos y para entender el plano hiperbblico.

[Bs] F. Bonahon y L. Siebenmann.- "Seifert Orbifolds and their
Role as Natural Crystalline Parts of Arbitrary Compact Irre
ducible 3-orbifolds", 1982, Sussex Conference LMS Lecture
Notes #95, pp. 18-85, Cambridge Univ. Press 1985.

[HC] Hilbert-Cohn Vossen.- "Geometry and Imagination®, Academic
Press, New Yor & London 1972.

[(Th] W. Thurston.- "The Geometry and Topology of 3-manifolds",
Princeton Univ. Press (aparecer8).
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LA DIDACTICA DE LA MATEMATICA QUE YO HE VIVIDO

por Alberto Aizpin Lépez

Con motivo de la jubilacidn como Catedratico de Didactica de
la Matemética en la Escuela Universitaria del Profesorado de E.G.B.
"Maria Dfaz Jiménez" de Madrid, del profesor don Alberto Aizpin,
los profesores de su Area de Conocimiento promovieron un acto de
homenaje que se desarrollé con gran cordialidad. En este acto, el
homenajeado, que con tanto entusiasmo viene colaborando en las ta-
reas de nuestra Sociedad, impartié una leccién cuyo texto nos ha
cedido amablemente para que puedan conocerlo nuestros socios.

iQué distinto panorama parece verse al iniciar
el ejercicio en un Colegio de nifios, recién terminada la
Carrera de Magisterio, o después de treinta afios de ense
fianza en la Escuela del Profesoradoi. iQué distintos ma-
tices se aprecian y qué distintas interpretaciones se --
hacen de lo que se vei. Y no siempre resulta la segunda-
visién mids convincente para todos, mis razonable o mis -
deseable.

Permitidme por un momento una breve mirada al pasa
do. Algo mis de cuarenta afios atrds, ya entraba como --
responsable (como 'propietario", se decfa) de una Escue
la unitaria. Era un local de unos 40 metros cuadrados, -
al mismo nivel que la calle y la dnica entrada de aire
que tenfa era la puerta. Allf acudfan cincuenta niflos -
entre 6 y 12 afios. Pero no son las condiciones ffsicas
del local lo que quiero evocar, sino los problemas edu-
cativos que encontré en aquel tiempo y compararlos con-
la visién que hoy téngo de los problemas que encuentra -
un Profesor de E.G.B.,recién salido de nuestros Centros,
al llegar a su primer Colegio.

Yo creo que, bien mirado, los problemas no han cam-
biado desde entonces y aGn en aquel tiempo eran los mis
mos que en otro mis anterior. Con intencién de seflalar-
lo asf o sin ella, es reconocido implfcitamente en oca-



siones. Por ejemplo: en estos Gltimos meses en que, como
todos vosotros, he tenido oportunidad de leer memorias
presentadas a los concursos de plazas de Matemdticas, he
visto que, con mucha frecuencia,eran citados bdsicamente
y no de modo marginal, los comentarios, los consejos y -
las opiniones sobre la ensefianza de las Matemiticas, del
profesor Puig Adam. Citas, Ciertamente, oportunas, mere-
cidas, adecuadas a lo que se trataba, cargadas de actua
lidad. Talmente como si estuvieran acabadas de escribir,
Pero D. Pedro Puig falleci§, desgraciadamente, hace mis
de veinticinco aflos y por tanto sus trabajos son anterio
res a ese tiempo, lo que prueba que, en esencia, los pro
blemas de hoy son los mismos de entonces. Por eso digo -
al principio:'que distinto panorama parece verse'; real
mente, el panorama es, bisicamente, el mismo, pero los-
0jos que ven, el punto desde el que miran, las sombras
que subrayan o los rincones a los que atienden con pre-
ferencia, son otros. A fin de cuentas, cuarenta aflos de

ensefianza vivida con dedicacién, hacen aprender alge tam
bién al Profesor.

¢Que cudles son esos problemas? Pues ... mi --
opinidn es ésta: (Si esto fuera una pelicula de cine
ahora se producirfa un fundido. Después apareceria -
aquella Escuela, se me verfa entrando por la dnica -

puerta existente y se oiria una voz en off que trans
mitirfa al espectador mis pensamientos. Dirfa cosas -
como €stas: "Yo he sido en la Escuela Normal eso que
se llama un alumno aprovechado; en todas las asigna-
turas me han dado la nota de sobresaliente. He reali
zado -préicticas con un gran maestro, he estudiado 1i-
bros. Se me han proporcionado, o yo mismo he visto o
leido, ciertas técnicas de ensefanza. Técnicas de en
sefiar a leer, otras para ensefiar a escribir, otras-
para ensefiar el cédlculo... Conozco, al menos por pre
ferencia de estudio en la Normal, distintos métodos.
La enseflanza activa, la ensefianza individual, 1las ex
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periencias de Wasburne en Winnetka, el método Decrg
ly, el de la doctora Montessori, el mé todo heeristl
co, el que llaman experimental o de laboratorio, el
método de Proyectos, el de Centros de interés, el -
Plan Dalton, lo que se llama la Escuela Nueva... etcC.
Conozco, incluso, lo que se ha publicado sobre 1as?
que se llaman Escuelas Populares de estudios superio
res, tan distintas en su organizaci6én en USA, o en -
Sudamérica, en Dinamarca, en Rusia o en Alemania, -
pero siempre con el slogan, la bandera tipo, de .-
“"quien tiene a la juventud tiene el futuro'". En fin,
la Normal me ha dado técnica y métodos y yo tengo -
ganas de trabajar. Esto no puede fallar".)

Imaginemos que ahora se produce otro fundido, que
la pantalla queda a oscuras y que de nuevo estoy aqui -
en persona. Y digo:

Pues no. Estaba totalmente equivocado. Aquello no
funcionaba, por lo menos no funcionaba como yo crei que
iba a funcionar. En apariencia, los resultados no depen
dian ni de la técnica, ni del método ni de mi entusias-
mo. Podia pensarse que eran totalmente aleatorios.

Asi que muy pronto pude percatarme de vafias co-
sas que nunca he olvidado en mi posterior trabajo ?omo
Profesor en esta casa. Por ejemplo, de la diferencia que
existe entre la informaci6n y el conocimien;o; creo que
nunca subrayaremos ésto suficientemente en nue?tra% cla
ses. Estaba informado de lo que era Escuela unft?rxa- -
(lo que después, cambiando el sesgo de 1a significacién,
se 1lamé "de maestro Gnico"), pero una cosa es leer un
examen sobre el mismo, y otra distinta vivirla como Maes
tro cinco horas diarias durante todo el curso. Y.esto -
que ahora digo con relaci6én a una escuela unitaria puede
aplicarse a cualquier detalle de la docencia. Sobre todo,
de la docencia en EGB. (Pensamos suficientemente en ello-
cuando trabajamos con nuestros alumnos? Me parece que s¢



puede trasponer a la Diddctica el simil de Poincaré so-
bre el jugador de ajedrez y el estudioso de la Matemdti
ca.

Otro ejemplo de algo que aprend{ pronto en aquella
Escuela es que hay cosas que pueden tener mucha impor-
tancia para el estudio de la Pedagogia y casi ninguna -
para la prdctica diaria en la clase, asi como pueden en
contrarse cuestiones, y muchas, de gran importancia pa-
ra la docencia efectiva y ninguna para un estudio serio
de la Pedagogfa. Creo que todo Profesor de Escuela del-
Profesorado debe tener eso presente siempre y hacérselo
llegar claramente a sus alumnos. He aquf, pues, un pun-
to de estudio para nosostros mismos: ;qué cosas, de las
que trabajamos en nuestras clases, son importantes para
el conocimiento de la Pedagogia de las Matemiticas? --
¢(Qué otras 1lo son para la prdctica del trabajo de nues
tro alumno en su futuro Colegio?. Aclarar eso, exige, -
sin duda, investigacién cuidadosa y experimentacién re-
petida. Estudio de la Matemdtica misma, estudio de la Pe
dagogia, estudio del aprendizaje del nifio, estudio de -
las modalidades del trabajo escolar. Para un matemdtico
estd muy claro, en cambio, qué cosas son importantes -
para la formacién matemdtica global de nuestro alumno y
cuiles lo son para dominar los contenidos que ha de im-
partir.

Asi que en aquella escuela unitaria no tuve éxito -
a mis ojos, especialmente en la ensefianza de las Matemi
ticas, como hoy les ocurre a muchos de nuestros alumnos
y por las mismas razones. Y reaccioné como se hace hoy,
dando el nuevo paso en mi concepto de la Diddctica en la
misma direccién que hoy se da. Pensé que todo se debia a
dificultades organizativas, a la dispersién de la edad -
de los nifios, a la masificacién, a la falta de buenas --
condiciones materiales, a la extraccién social de los ni
flos,a.-la indiferencia familiar por los estudios... a una

infinidad de cosas mds. Menos a mi propio trabajo, claro.
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Como digo: lo mismo aque hov.

Pensaba que en una escuela graduada, con alumnos -
uniformes en edad, de caracteristicas intelectuales co-
munes y conocidas, la aplicacién de buenas técnicas y -
buenos métodos, que podrfan aplicarse simultineamente a
toda la clase, han de dar resultado. Es una cre=ncia --
muy extendida, aGn hoy, y la mayor parte de los alumnos
que acuden a nuestros Centros esperan que transmitamos
esas técnicas infalibles. Una o varias recetas para en
sefiar a sumar, otras para la Geometrfa, otras para el-
lenguaje conjuntista...etc. E1 ideal consiste en tener
un buen stock de recetas v ejemplos, las suficientes -
para que si falla una, la aplicaci6én de la siguiente o
la siguiente, o la siguiente..... acabe por dar resulta
dos. Algo asi como ocurre a algunos estudiantes de Ma-
temiticas con el capftulo de la convergencia de series-
de términos positivos: esperan recolectar criterios de
convergencia cada vez mis potentes y mids numerosos, de-
modo que ante una serie problema, baste someterla a la-
accién de la larga lista de criterios, previamente or-
denada en sentido de potencia creciente: llegard un mo-
mento en que uno de ellos revelari el secreto: conver-
gente o no. En resumen, y volviendo a la ensefianza, se
conffa en que, en Matemiticas, la aplicacién de una téc
nica adecuada lleve a la adquisicién del concepto. Se-
gin eso, cada nueva receta que se aprenda aumenta la --:
preparacién. E1 Profesor mejor preparado serfa el que -
conociera todas las recetas que se han inventado. De --
ahf{ que baste leer libros y revistas abundantes para --
aumentar cada dfa los ejemplos. Con este bagaje, con el
conocimiento de la Psicologia evolutiva y el de los dis
tintos métodos, alternativos o confluyentes, que se han
ensavado, al nifio no le queda mis opci6n que aprender -
cuanto le queramos ensefiar.

Pues bien, no es asi,como bien sabeis, y tuve oca-
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sién de comprobarlo porque después d¢ terminar la Licen
ciatura en Matemdticas volvf a la Escuela y esta vez a
una graduada. Una escuela situada en un chalet, en el -
campo, en la falda del Tibidabo, con amplios ventanales,
hermoso jardin con 4rboles frutales que daban cerezas -
o melocotones.....Cuatro secciones y en cada aula vein-
te nifios. (Qué mis se puede pedir?.

Mis alumnos tenfan todos siete afios hacia ocho y-
con ellos pude ver que, efectivamente, habfa cuestiones
para las que las técnicas educativas se mostraban efica
ces. Por ejemplo, la lectura y la escritura eran apren-
didas o mejoradas con.mayoro menor rapidez y seguridad
segin fuera mi propio trabajo. En cambio, justamente en
Matemiticas, allf donde yo creia estar mejor preparado,
las cosas ocurrian como si mi presencia y mi trabajo --
fueran superfluos. Me parecfa que los nifios aprendfan -
en Matemiticas, cuando lo hacfan, por si solos, sin ne-
cesidad de mi intervencién. El nicleo del curso era, -
como hoy para esa edad, el aprendizaje de la sustraccién
y el comienzo de la multiplicacién. Se afiadfa una conso
lidacién de la adicién sumando ndmeros de mis de dos ci
fras. Y todos acababan sabiendo restar, pero en Febrero
0 Marzo, sin ninguna dependencia aparente de la mayor o
menor dedicacién que hubiera tenido con uno u otro alum-
no. Habia quien solamente acudfa por las tardes por mo-
tivos familiares, en la sesi6n donde no se hablaba de -
cflculo y también conseguia saber restar en la misma --
época que los demis.

Es decir, que no parecfa descartada la intuicién -
de los seguidores de Decroly: hay muchas cosas que los -
nifios pueden aprender sin ayuda de Profesor alguno y en-
tre ellas estdn, precisamente, las cuatro operaciones --
elementales. S6lo que no todos lo hacen al mismo ritmo -
ni por los mismos caminos, por lo que se explica la pro-
puesta de '"la escuela a la medida", que ya habfa sido he
cha por Claparéde. Como se ve, los mismos problemas, las
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mismas sugercncias, con ligeras variantes, hoy que ayer.
Quizd no cxistan soluciones gencrales y cada uno debe --
encontrar la suya personal ante su propia situacién.

Aquellas experiencias directas me llevaron a incor
porar dos temas de estudio sobre los que me hubiera gus-
tado trabajar m4s de lo que lo he podido hacer hasta --
hoy y que me parecen de suficiente entidad e interés pa
ra ofrecerlos como lineas de investigacién sistemdtica

en nuestros cstrenados Departamentos.

1°: parece que muchas de las aplicaciones de las -
técnicas de ensefianza que se derivan de la Diddctica ge
neral no dan en Matemdticas los mismos buenos resultados
que en los demds campos de la EGB. (Es, efectivamente ,
asi?. En caso de poder probarlo, ;significa eso que la -
didictica de la Matemdtica es un estudio auténomo de la
Diddctica general?. (Que para trabajar la Matemidtica en
la EGB no sirven, sin mds las conclusiones de la Didic-
tica General?. Entonces habrd que construir una Diddcti

ca de la Matemdtica, si eso existe, desde el principio.

2°: Volviendo a tomar las sugerencias de algunos -
discipulos de Decroly, ;qué cosas pueden aprender los -
nifios por si solos y qué otras exigen la intervencién
directa y especializada de un Profesor?. Los resultados
de algunas experiencias directas parecen indicar que pa
ra aprender los contenidos del Programa de Matemiticas -
de los cuatro primeros cursos de EGB necesita el nifio --
muy poca ayuda del Profesor, si se mira mis alld del vo
cabulario, que es convencional. Claro que esta afirma -
cién necesita algunas matizaciones y creo que lo mejor
que puedo hacer es poner un ejemplo de a qué clase de --
avudas me estov refiriendo.

Porque cuando se habla de Matemdticas, esta pala-
bra, "ayuda." es peligrosa y equivoca. Para el profano,
el Profesor ayuda cuando explica las cosas y cuanto mds
exhaustivamente lo haga, mejor. Muchos de nuestros pro-
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pios alumnos, lo que esperan en la clase de Matemdticas
es una explicacién. Y muchos Profesores, sobre todo en d
inicio de su docencia, creen también que su tarea consis
te en "explicar'" e intentan hacerlo lo mejor posible, es
decir, lo mas eruditamente posible. A todos nos ha ocu-
rrido, faltos del apoyo institucionalizado de algdn ex-
perto que nos dijera sobre el terreno al menos lo que no
se debe hacer. Por eso, los resultados que se obtienen -
no responden a los esfuerzos hechos. Y es que en el ni-
vel de conocimientos en que nos movemos en nuestros Cen
tros y tratando con el cuestionario de Matemiticas, en-
general, lo que explica el Profesor,sobre todo el profe
sor novel, estd siempre escrito en alguna parte, por lo
comGin en algGn libro. Al.sustituir el libro por'el Pro-
fesor, lo que hace éste no es ayudar al alumno, sino evi
tarle la obligacién, que debe ser un placer intelectual,
de leer atentamente, de reflexionar, de ampliar sus lec-
turas, de hacer eso que se llama estudiar; en lugar de -
cultivar el hdbito del trabajo personal, Gnico que puede
llevar a alguna parte, se despierta en el alumno la sos-
pecha de que estd incapacitado para comprender por si -
s6lo los fundamentos de lo que ha de ser su propio tra-
bajo. Y bien pensado, eso desmoraliza a cualquiera.

Pero estaba diciendo que iba a ejemplificar en un
caso concreto lo que puede entenderse con la palabra -
"ayuda'" en EGB. He aqui un ejemplo:

Se presenta un folio donde estd escrito lo que
se ve. No hay explicacién oral alguna. ;Podemos llamar -
a esto un problema?. (Un ejercicio?iuna cuestién?; juna
investigacién escolar?. Es un ejemplo de 1o que estoy -
llamando ayuda. No consiste en dar una explicacién sobre
algo sino en proponer un trabajo. Hay que observar, hay
que expresar por escrito lo que se observa, hay que sim-
bolizar esa misma observacién, hay que conjeturar, hay -
que comprobar, hay que resumir lo que se ha encontrado.
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EITAMPLO
Completa la cadena. Si lo necesitas, proléngala.

X2

1 2 a4

20

Observa la cifra de las unidades de cada nimero.
Haz un comentario:

Haz un esquema de flechas que ilustre
tu observacién.

Busca una relacifn entre la cifra de las
unidades del nGmero y el exponente de 2.

Después completa la tabla.

Exponente El ndmero
|_de 2 termina en

12

18

22

61

83

101

Explica por escrito como hallas la cifra de las uni-
dades de una potencia de 2.




Pondré otro ejemplo. Muy conocido, para no tener
que emplear aqui un tiempo en su enunciado detallado. -
En una cuadricula en la que se traza una diagonal.(En -
cuintos puntos corta esa recta a ja cuadricula?. Se tra
ta de encontrar una ley que dé el nimero de puntos en‘-
funcién del namero de filas y de columnas de la cuadri-
cula. Puesto que no se conoce la respuesta de anteTano,
eso es un problema. Pero, jes un problema 'de la vida-
real"?..Es un problema 'de matemdticas"?.

Estos dos ejemplos de lo que estoy llamando ayuj
das lo son también de lo que otras veces sSe€ llaman.”51—
tuaciones diddcticas". Entendiendo por situacién diddc-
tica todo planteamiento escolar susceptible de un desaj
rrollo ulterior que permita abordar parcelas del conoCli
miento todavia no exploradas por el alumno. Asi qu? no
todo planteamiento escolar es una situacién diddctica.-
Ningin ejercicio de control de conocimientos lo es. Ha -
liar el m.c.d. de dos nimeros dados, resolver una ?cua—
cién, calcular la longitud de una hipotenusa conoc1do§
los catetos, averiguar si tal conjunto con tal‘op?rac16n
es un grupo, etc. etc., no son situaciones diddcticas -
si se proponen después de haber tratado ya esos temas.
Esos son ejercicios que terminan en si mismos y que SUu€
len ser propuestos precilsamente porque se supone que ?l
alumno conoce ya el proceso de la respuesta; es una sim
ple ejercitacidn de férmulas o frases que se espera Te-
cordar.

Pero volviendo a nuestra situacién diddctica, ya-
veis (lo sabefs de sobra) lo que obliga a hacer: dibujar
varias cuadriculas; plantear la cuestién para cada una;
observar; comparar; hacer una hipétesis; comprobarla en
otros casos distintos a los que se tengan....

Cualquiera puede observar que estas situaciones, -

en general son més_apropiadas para promover hibitos in-

. 2 L. . -
telectuales de reflexidn que para adquirir dominio sob
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distintos algoritmos de cdlculo. El examen y desarrollo
de situaciones de este tipo ejercita ciertas destre:zas;
hay que saber observar, experimentar, simbolizar, compa
rar, hacer hipétesis, comprobarlas,... Puede pensarse -
que la adquisici6n de estas destrezas es una finalidad -
educativa general, que trasciende lo que habitualmente
se llama Matemiticas en EGB. Y puede pensarse que la po-
sesi6n de esas destrezas es indispensable para el maestro
es decir, para nuestro alumno. Y que debe tener otras --
mds amplias, como son sentido crftico suficientemente de
sarrollado; distinguir sin dificultades lo que es una --
opinién de lo que es un argumento o una demostracién, lo
que es una definicién de lo que es un convenio; saber Te
dactar comentarios sobre un tema de matemdticas; saber
presentar coherentemente escrita la resolucién de un pro
blema de Matemdticas; saber leer, por si mismo, un libro
de Matemdticas... Cierto es que todo ello pertenece al -
terreno de la formacién global y que ademds existen otras
que pertenecen al terreno de la profesionalidad. He ahi-
un campo de investigaci6én del que siempre se habla: el
de la formacién del Profesorado. Nuestras Escuelas --
tienen asignada nominalmente esa funcién. Pero, hasta el
momento, no han podido investigar oficialmente sobre su
propia funcién y sobre los métodos para optimizarla. Es-

peremos que ahora se encarguen de ello los Departamentos
creados.

Pero dejo esas consideraciones, que retomaré mis
tarde y vuelvo a las situaciones didicticas que he 1lla-
mado ayudas que pueden llevarnos a discernir qué es lo-
que puede aprender por sf solo el alumno de EGB, si es-
que a eso se le puede llamar aprender por si solo. Aun-
que nunca se me ha presentado el caso, me gustarfa pen-
sar que al comentar eso en mi clase algdn alumno avisa-
do me dijera: [No estoy conformei. {No me convencej. Us
ted se contradice porque eso no es Matemitica. Lo que -
hace ese presunto nifio es conjeturar, lo que obtiene co



mo resultados son conjeturas, aunque, eso si, conjeturas
que son ciertas. Y aGn eso porque su Profesor no le admi

te como conclusién otras conjeturas, que é1 sabe que son
falsas.

Yo creo que esa observacién no puede eludirse ni -
debe pasarse por alto. Cierto es que nuestro alumno ge
nérico no resulta tan avisado, pero entonces le tenemos
que avisar nosotros: eso que enunciamos en EGB y que eg
tudias en la asignatura de Diddctica de la Matemdtica no
es Matemdtica. Le falta, justamente, algo esencial, que-
diferencia las Matemdticas de las demds Ciencias: la con
sideracidn del caso general, el razonamiento con un nime
ro no precisado, aquello de '"sea n un nimero cualquiera"
en resumen, el saludo al infinito.

Podemos plantearnos, entonces, otra cuestién. Una-
cuestién que al alumno que llega a nuestras clases le -
parece disparatada y hasta contradictoria en s! misma,-
pero que el maestro la vive en su experiencia docente,
la siente surgir espontdneamente. (Es que realmente, un
Profesor de Matemdticas de EGB ensefia Matemdticas?. Y -
otra: ¢(es que en la EGB se puede ensefiar Matemdtica?. -
Si la pregunta se le hace a un profano le parece tan --
inaudita que lo mds probable es que se ponga en guardda
esperando un juego de palabras y que por eso mismo con-
teste algo asi como ''bueno... depende de lo que Vd. en-
tienda por Matemdtica'. Una respuesta razonable, sufi-
ciente para justificar que hay que plantear la cuestién
en nuestras clases. ;Qué es lo que distingue la Matemi-
tica de las demds ciencias?. (Qué es la Matemdtica?. -
¢Cudl es su objeto, si es que se puede sefialar claramen
te?. Todo eso lo tiene que saber nuestro alumno, futuro
Profesor.

No voy a hacer sobre esas preguntas ninguna consi-
deracién, que todos conoceis bien y que expondriais me-

jor que vo. Lo que quiero significar es que esas pregun
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tas Ultimas, que no primeras, preguntas sobre el objeto,
sobre el significado de la Matemitica, aparecen al Pro-
fesor en ejercicio, como me aparecieron a mi en el tra-
bajo escolar, ineludiblemente, cuando reflexiona sobre
su diddctica. Y ocurre porque observa que las técnicas
explicativas, dnico bagaje que suele tener y que al prin
cipio le parecia maravilloso, no le bastan; sospecha que
no le dan resultado no porque sean poco potentes, sino -
porque son malas traductoras de las ideas que pretendia
mostrar. Por tanto esas preguntas deberfan ser tratadas
en nuestras clases seriamente y no de pasada como una -

curiosidad. Son, a mi juicio, unc de los puntos fuertes

de la formacidn.

La respuesta a la cuestién de si lo que se ensefia
en EGB como Matemitica es tal se elude y esa elusifn se
hace por ampliacién de objetivos. Se manifiesta entonces
que el cuestionario de Matemitica tiene por objeto pro-
porcionar cierto conocimiento del cilculo elemental como
técnicas instrumentales, pero que tiene ademds un obje-
tivo ulterior y superior: ensefiar a razonar. Como una -
disgresién aparte, como una nota a pie de pé4gina, podria
hacerse notar ahora que si se examinan los estudios so-
bre Diddctica de la Matemitica entendida como ensefianza,
esta variante de pensar la Matemitica como un campo don-
de abundan los ejemplos que pueden usarse como situa -
ciones para entrenar el hibito de observar, experimentar
comparar, razonar, comprobar, etc., es posterior a la --
idea de que lo que se ensefiaba era Matemdtica. Parece -
un acercamiento a los objetivos dltimos de la educacién
intelectual, puesto que ninguno de esos verbos es priva-
tivo de la Matemdtica. Son la esencia de cualquier acti

vidad intelectual.

La verdad es que todos hemos leido multitud de ve
ces que el estudio de la Matemdtica ensefia a razonar y -
que se debe ensefiar a razonar para poder comprendgr. Y
no es s6lo una idea actual, sino que es una idea de las



que pueden llamarse ''de siempre”. A fin de cuentas, no-
puede negarse que la Matemdtica es una ciencia ldgico-de
ductiva. Pero ;qué entendemos por raconar cuando habla-
mos de un alumno de la EGB?. ;Qué entendemos por compren-
der cuando hablamos de Matemiticas?. Sobre lo segundo -
no vov a decir nada; Poincaré v no sélo él, ha escrito
pdginas enteras, de gran precisidn, que todos conoceis.
Pero sobre lo de ra:zonar referido al alumno de EGB quiero
decir algo v es que, para empezar, el pensamiento del -
nifio estd cargado de afectividad y esta afectividad es,
en muchos casos, una dificultad a salvar en la ensefian-
za de la Matemdtica. Voy a poner un ejemplo vivido mu-

chas veces:

con los anteriores Cuestionarios oficiales, que -
contenian la idea de nidmero entero definido a partir -
de una relacién de equivalencia, vo usaba a veces para

.

su introduccién en “°curso de EGB un material sensorial
consistente en cuatro dados numerados de modo particular.
A partir de ellos se conseguian escrituras del tipo (a,b)
con a v b naturales; ese par era el simbolo de una juga-
da en la que se ganaban a puntos v se perdian b puntos.
isi, el par (5,2) producia ganar 3 puntos, mientras que
el par (1,8) hacia perder 7. Pues bien, para introducir
la suma de pares hacia actuar a dos alumnos como COmpo-
nentes de un equipo. El primer jugador del equipo obte-
nia. con los dados el par (5,2) v el segundo obtenia
el par (1,8). (Qué jugada era razonable presentar como
obtenida por el equivo, por ejemplo si tenia que compe-
tir con otro?. La respuesta muy repetida era la de pro-
poner el par (5,2) "porque esa jugada gana'. jEs eso un
razonamiento?. E1 Profesor lo toma como anécdota y no le
hace aprecio alguno. Si es alpo mds experimentado procu
ra eludir esa respuesta, presentando }a cuestidn de otro
modo. Por eiemnlo, aludiendo a las eliminatorias en el-
campeonato de futbol. Pero en ese caso, ;cémo atreverse

a decir que el nific descubre?.
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Ex muy posihble que cuando decimos que tratamos de
dior oportunidades para gque el nifo razone, sec deja im-
plicito, consciente o inconscientemente, que su razona-
miento lo daremos por bueno con la condicién de que --
coincida con el que hace el adulto, que muchas veces es
mas convencional que 16gico. Ahondando un poco mis en -
esta cuestién, podrfa ocurrir que un pensamiento del ni
fio que esté alejado del que tiene el adulto corre el pe
ligro de ser considerado como incomprensible o al menos
como anémalo. Asi, puede resultar que la auténtica crea
tividad del nifio se convierta en una dificultad, no pe
quefia, para el docente.

(C6mo preparar a nuestros alumnos ante este proble
ma?. No, ciertamente, limitando nuestro trabajo a dar -
técnicas, procedimientos particulares para cada punto -
del programa que, por otra parte, es cambiante. Los es-
tudios que conozco sobre Matemdticas y afectividad es-
tin referidos a alumnos de 15 a 17 afios y son descripti
vos. Nuestros Departamentos podrian investigar sobre --
esos problemas referidos a la EGB y reflejar los resul-
tados en la formacién del Profesorado.

Recapitulando un poco, he querido venir diciendo
que las creencias del Profesor de EGB sobre la Matemdti
ca y su ensefianza van evoluclonando a lo largo de su do
cencia, mientras va aumentando su préctica y su experien
cia con el ejercicio. Comienza teniendo fe ciega en la -
colecci6n de procedimientos que conoce; como no le pro-
porcionan el éxito esperado, su mirada se vuelve hacia-
otros lados: su propia asignatura, la organizacifn esco
lar, el material adecuado, el conocimiento del nifio....
Llega un momento en que, al menos en apariencia, todas -
las reflexiones llevan a la conclusién de que hay que -
conocer al nifio tanto, al menos, como a la Matemdtica.-
Si también nosotros, profesores de Diddctica de la Ma-
temdtica, aceptamos esa conclusién, iquién debe Ser el
encargado de informar a nuestro alumno sobre la psicolg
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gia del nifo en cuanto pucda influir sobre ly enscinnzu
de la Matemdtica?. (Es que el profesor de Diddctica de-
la Matemdtica debe convertirse en psicélogo?. Secguramen
te que no es necesario tanto, pero sin duda habri de co-
nocer las tesis existentes sobre la cuestidén. Por el mo -
mento, cada uno se afilia a la que cree mis generalmente
aceptada y puede pensarse que de ese modo el riesgo de -
€rror es menor que de cualquier otro.

Pues bien, cuando vo llegué a las Escuelas Norma -
les entraban con fuerza en el pais, en los circulos ge-
nerales de la ensefianza, la teoria genética de Piaget v
el material de nlmeros en color. Dado que la primera a-
centda la importancia de la accién para la adquisicién-
de conceptos, ese par, teoria-material, abrié a muchos
la esperanza de encontrar la solucién a las dificultades.
No hay duda alguna de que, hasta ahora, la teoria psico-
l6gica mds aceptada v apovada per los didactas de la Ma-
temidtica ha sido la teoria genética de Piaget, hasta el
punto de que para defender un procedimiento o una técni -
ca cualesquiera, el argumento que parece decisivo es el
decir que se amolda a las tesis de Piaget. El mismo pro-

fesor Gategno, en sus cursos con el material, lo hacia.

Con todo, es posible que se haya leido mds a los
divulgadores o a los comentaristas de Piaget (de una par
te, solamente, de la obra de Piaget) que al propio autor.
Creo que esto es una costumbre extendida; parece que lo
deseable debe ser leer directamente la obra de los inno-
vadores, de los creadores. Sin embargo, con demasiada -
frecuencia se elige una sintesis, unos comentarios a ve-
ces superficiales, en lugar de la obra original. De nuevo
la sustitucién del conocimiento auténtico por una forma-
cifén parcial sobre las cosas.

Me parece que éste es un punto importante para ser
tratado constantemente con nuestros alumnos; un punto que

afecta a su formacién como Profesores mucho mds que una
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coleccidn de teorcmas, de demostraciones o de procedi-
mientos diddcticos. Conseguir que prefieran conocer a -
fondo los fundamentos de su profesién mediante el csfuer
zo personal, el estudio directo cuidadoso, moroso, criti
co, de los creadores, a la aceptacién, sin mis, de cual-
quier comentario ajeno. Que prefieran la autenticidad a
la falsificacién.

Volviendo a la teoria genética de Piaget, que es -
en lo qe estaba, yo creo que puede citarse como caso --
paradigmitico de algo que es importante, puede decirse -
de conocimiento indispensable, para todo estudioso de la
Pedagogia y que, sin embargo, tiene poca aplicacién di-
dictica en el trabajo escolar. Cierto es que en ninguna
parte enuncia Piaget normas de comportamiento dididctico,
ni tampoco pretendi6 realizar un estudio del nifo, al -
menos en el sentido psicol6gico que tiene la exigencia
de conocer al nifio para hacer una ensefianza adecuada. Si
se lee con detenimiento su obra eso aparece bastante cla
ro. La alusién que Piaget hace a las estructuras matem4 -
ticas, que asocia,dentro de ciertos limites, a las estruc
turas de la inteligencia y que lo hiciera en un momento
en que la exposici6ébn formalista de Bourbaki entraba en -
la enseflanza secundaria francesa, favorecié la creencia
de los profesores de Matemdticas en que allf estaba la -
uni6én, el puente, la comunicacién, que hasta entonces
se habia escapado, entre los conceptos matemiticos y la
inteligencia del alumno. (porque siempre se ha dado por
sentado que la Matemitica se relaciona con la inteligen
cia y no con otra facyltad del alma).

Por otro lade, la brillante descripcién que la --
teoria hace de las etapas que recorre el progreso inte
lectual se malinterpreté, tomdndola por enunciado de rea
lidades comprobadas. Por ello el tiempo de escolaridad -
se subdividi6 en tantos intervalos como etapas de la teo
ria y en consecuencia a cada intervalo se le podia asig-
nar una lista de conceptos matemiticos que el nifio debfa



poseer o que podia adquirir. Eso llevaba consigo la fija
cién automdtica de los objetivos, de los contenidos y --
hasta de una fdcil evaluacién de los resultados. Y no --
s6lo eso. Ademds,quedaba fijado prdcticamente el progra-
ma de cuanto necesitaba saber el propio Profesor de EGB.
Pero la ansiedad por encontrar soluciones mecdnicas al -
problema de la educacidén no puede sustituir a la reali-
dad. Por ahora, el proceso del aprendizaje de las Matemd
ticas es tan misterioso como la misma existencia del ni-
mero, y no hay razones para creer que un esquema como el
anterior pueda descubrirse alguna ve:.

No es mi intencién hacer mids consideraciones sobre
£sto. Ni puedo, dados mis pocos conocimientos en ese --
campo. Si lo he citado ha sido porque, como antes decia,
la teoria genética de Piaget era la que se introducia co
mo de afiliaci6én general de los Profesores de Matemdticas
de EGB cuando llegué a las Escuelas Normales. Y lo ha se
guido siendo.

Como ocurria con el material de los nlmeros en co-
lor. Porque inventar un material estructurado, con la po
livalencia adecuada para que sea suficiente durante toda
la escolaridad, es otra ilusién que periédicamente apa-
rece. Ademis no se busca solamente un material suficien
te sino un material de funcionamiento automdtico. Es de
cir, un material de tales caracteristicas que su utili:za
cién por el alumno le lleve con toda seguridad al cono-
cimiento. Yo creo gue a esta ilusidén contribuve la acep-
tacién de algunos tépicos que no se examinan suficiente-
mente y que se reiteran con cierta frivolidad. Por ejem
plo, decir que el material avuda a pasar 'de lo concreto
a lo abstracto". entendiendo ésto, muchas veces, como un
axioma de la ensefianza. Pero (qué significa eso si habla
mos de Matemdticas?. Puede que en otros campos tenga sen
tido, pero en Matemdticas no lo tiene. (Es, entonces, un
ejemplo de algo que resulta vdlido en la Diddctica gene-
ral y no en la de la Matemdtica?. ;Cudntos otros ejemplos
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y cudles Pueden encontrarse”. He aqui otro trabajo quc
me hubiera gustado hacer con calma y que brindo a quien-
le pueda resultar atractivo. Completa el que antes sefa-

laba sobre las técnicas generales.

Pues bien, todos hemos visto de qué modo ha sido
utilizado, a veces, un material tan polivalente, de tan-
tas posibilidades como ése. Y es que no hay material mi-
lagroso que sunla las carencias del profesor. De nuevo-
se comprobd que el conocimiento verdadero no puede sustl
tuirse por ningln sucedineo., En manos de un profesor gue
supiera Matemdticas el material resultaba Gtil y sumamen

te aprovechable; en otro caso apenas servia para nada.

He ahi otra etapa por la que pasa todo Profesor de
EGB en algin momento de su docencia: la de la confian:a
en el material v en los modelos sensoriales. Y creo que
aqui se presenta uno de los problemas esenciales de la-
Diddctica de las Matemdticas, sobre todo cuandd se exami
na con el fondo de lo que se llama pedagogia del descu-
brimiento. E1 Profesor posee el concepto que desea poner
en juego y ese conocimiento lo proyecta sobre un material,
convirtiéndolo en un modelo sensorial de aquel concepto,
pero en un modelo personal suyo, no universal. Invertir
el proceso supone hacer una interpretacién, pero en un -
lenguaje desconocido. Ese proceso, ;es posible?; (es f4
c¢il?; idepende del concepto?; ;del modelo elegido?. Que
yo sepa, no hay estudios sistemiticos sobre ello. Es se
guro que llevarian a conclusiones interesantes sobre las
estrategias para abordar conceptos por ese camino y nues
tras Escuelas podrfan emprenderlos.
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Todas estas consideraciones han querido esbozar al
gunas de las dudas, problemas y dificultades importantes
que se presentan a un Profesor de Matemdticas de EGB in-
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teresado en su tarea, es decir, a un Profesor genérico. -
A partir de ellas puede construirse una linea argumental
que lleva a defender como deseables ciertos aspectos de-
la formacidn que a mi me parecen importantes. Dejando a-

un lado esa justificacién, permitidme que pase a un enun
ciado final.

Pienso que, ante todo, hav aue conseguir de nuestro
alumno el gusto por su profesién. Esto que digo quizd -
parezca extrafo pero no se puede afirmar que todo el que
viene a nuestro Centro lo hace por aficién. Tampoco que
lo hace como dGltimo recurso. Y la opinién que forme sobre
la vitalidad, la belleza y la dificultad de su profesién
depende de nosotros. Para empezar, de nuestro nivel de -
exigencia. No se puede confundir la Matemitica con las-
cuentas del mercado, ni su diddctica con los trabajos ma
nuales o los juegos de ingenio, ni nuestro alumno desea
que su paso por la Escuela sea un simple trdmite burocr4d
tico,nl que el Titulo que se le entrega no respalde una_
s6lida formacién. Pero el conocimiento exige esfuerzo, -
la docencia exige dedicacién, la creatividad exige cons
tancia. Por tanto, si queremos que nuestro alumno de hoy
llegue a ejercer una docencia creadora, hay que hacer y
exigir esfuerzo; hay que ofrecer y exigir dedicacidn; hay
que tener y exigir constancia. Y a veces ni aun asi se -
alcanza la meta. Por eso, la primera condicién para hacer
algo profesionalmente honorable es la existencia de un -
acuerdo tdcito profesor-alumno sobre la necesidad de ese
esfuerzo comiin. Cualquier otra cosa es mds bien un enga-
fio. Al alumno, a la Escuela, a la sociedad y a uno mis-
mo como profesional.

Pienso también que la asignatura de Diddctica de 1la
Matemdtica no puede reducirse a la exposicién de proce-
dimientos de ensefianza ya construidos. Un espiritu inte
lectualmente libre y creador, como debe ser el de todo_

Profesor, recibe las soluciones prefabricadas como resul
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tados aue ha ohtenido otro. Se leen, sc comprenden, pero
no se viven. En cambio, las sugerencias de caminos que -
hay que explorar y donde hay que resolver situaciones no
previstas, es una invitacién para muchos viajes emocionan
tes. Asf ocurre también en la ensefianza de la Matemdtica
misma, si sc dirige a un espiritu inquieto y curioso. Una
colecci6n de "problemas resueltos se lee como un futbolis
ta entusiasta leerfa la crénica de un partido ajeno. Un-
libro de enunciados se recibe como la oportunidad de ju-

gar uno mismo.

Y pienso que el Profesor de Matemiticas de EGB no
es un ente aislado, sino que participa en la educacién-
general. Existe un hermoso y amplio trabajo titulado -
"Les idéalités mathématiques' escrito por alguien que no
es matemitico, Jean Desanti. Tiene ya veinte afios de an-
tigliedad. Como su titulo sugiere, es un estudio episte-
mol6gico sobre las matemiticas, en particular sobre el-
desarrollo de la teoria de las funciones de varias varia
bles reales. En un capftulo viene a decir que el matemé-
tico "fabrica teoremas" pero no tiene la impresi6én de ha
cer otra cosa. Dicho de otro modo :la Matemitica puede -
entenderse como un fenémeno de cultura pero en el momen-
to creativo el matemitico es ajeno a la consideracién -
justa que su produccién ocupa en el pensamiento del hom-
bre. No sé si eso es totalmente cierto o no, pero si ha
go la cita es para exponer la idea personal de que en el
subuniverso que es el colegio de EGB y en el subuniverso
que es una Escuela de formacién, hay que intentar que las
cosas ocurran de otro modo. Nuestro alumno, como estudian
te, en el subuniverso de la Escuela de formaci6én, debe
conocer el puesto y la significacién de la Matemdtica en
la cultura actual. Entender que también el pensamiento -
matemitico estd condicionado por las caracterfsticas de
cada época. No limitarse a pensar la Matemitica como el-
inmenso almacén de teoremas que los matemdticos han ido-
fabricando desde la lejanfa de los tiempos. Y como Profe




sor, mis tarde, en el subuniverso de un Colecgio de EGR,

serd consciente de que al ensefiar matemdticas contribuve

a una formacién global que ha de conocer en su integridad.

Su trabajo como Profesor de Matemdticas no serd procurar
a todo trance la fabricacién de teoremas en versidn de la
EGB, sino (invirtiendo la idea de Desanti) conseguir que
el nifio-matemdtico sea un creador de pensamiento conscien
te.

Y seria bello conseguir también que este pensamien
to producido fuera la expresién de un intelecto libre,
tanto del alumno como del propio Profesor. Porque en nues
tro pais la enseflanza ha sido siempre una ensefianza diri
gida. Quiz4 ocurra asi en todas partes y la educacién no
sea sino una domesticacién,como tantas veces se ha dicho.
Pero sea como quiera, no ofrece duda que la formacién del

Profesorado, es decir, el trabajo en nuestras Escuelas -

Universitarias, estard en funcién del modelo de educacién,

el modelo de individuo, que la Sociedad desee poseer. --
Y en todo tiempo, cada Sociedad ha procurado formar al -
individuo de modo que la continde. En todo tiempo. Y no

se comprende que pueda ser de otro modo. Por eso, el --
ideal de la educacidén para la libertad sélc podrd alcan-
tarse, en todo caso, como una autoeducacién y ese es su

atractivo. El mayor logro por nuestra parte seria, a mi-
juicio, conseguir que el futuro Profesor decidiera pagar
el alto precio que exige la libertad intelectual. Claro
que, bien pensado, ¢(no serfa, también eso, haber hecho -

una ensefianza dirigida?.

En todo caso y prescindiendo de consideraciones que
podrian entenderse mis bien como confidencias, hay que --
convenir en que para cue el futuro Profesor pueda reali-
zar una tarea Sptima en su dia, hay que investigar sobre
los métodos de formacidén. Ya lo he indicado antes y ahora
he de afiadir que, en mi opinidén, esa investigacidn nece-

sitard del esfuerzo de todos los Centros; es una tarea
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colectiva. Pensemos solamente un Jdetalle: ese Profesor
ideal que enunciemos, ¢cs ideal para la actualidad?; ipa
ra un cuarto de siglo préximo?;.para el tipo de Socicdad
actual?; (para el pais?; ¢(para Europa?. Y cuidntas pregun
tas mds.... Aqui si que hay materia de investigacidn pa
ra nuestros Departamentos. Porque no hay estudios conti

nuados y suficientemente extensos sobre el camino y la -
técnica, si es que existen algunos, para garantizar la -
formacidn de un buen Profesor de EGB, generalista, de -

Matemdticas o de lo que sea. A lo mds se han formado -
listas de las condiciones, algunas condiciones, que de-
beria reunir. Yo mismo he contribuido alguna vez a ela-
borar una aproximacién al perfil profesional del Profe-
sor de EGB. Pero una cosa es todo eso y otra distinta v
necesaria averiguar cémo se consigue un buen profesional.
Porque un Profesor de EGB o es un profesional o tanto da

que sea cualquier cosa, o casi.

Para acabar; creo que la Diddctica de la Matemdti-
ca no se puede adquirir de oido. No consiste en trasla-
dar técnicas, aungue havan sido probadas con éxito por -
alguien, desde un libro de consulta hasta los apuntes del
alumno, en contra de lo que éste opina a veces. El con-
tacto directo con los nifios ensefia y sugiere mis que cual
quier discurso. Porque el contacto es vida y los discur-
sos son comentarios. Y nunca se puede sustituir la vida
por un comentario sobre ella. Es decir, que no basta es-
tudiar o comentar la Diddctica, sino que hay que vivir-
la educacién y vivirla en los Colegios. Dificil problema

de organizacidén pero habrd que resolverlo.

Y bien: Me parece que he extendido demasiado estas
divagaciones por lo que no abusaré mds de vuestra corte-
sia.

Ha pasado mucho tiempo desde aquella Escuela unita
ria que he citado al comienzo y es seguro que el préximo
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i0OJO A LA PRESTIDIGITACION MATEMATICA!

curso alguien comience como yo y con las mismas dificul-

tades. Le deseo que al final tenga la misma alegria que- Por J.J. Etayo

tengo vo al sentir, recibir v agradecer el afecto y la - Catedritico de la Universidad Complutense

generosidad que mostrais hacia mi. Muchas gracias a todos.

Ojo hay que tener siempre ante cualquier juego de ilu
sionismo. Justamente lo que el prestidigitador hace es atraer
nuestra mirada hacia lo que estf realizando con una mano mien-
tras con la otra organiza el truco con que luego nos va a sor=-
prender. Llevados en la direccién que &l nos marca, atendemos
con los cinco sentidos a las pistas falsas y nos distraemos de
la verdadera preparacibén y montaje del engafo.

Aunque a primera vista pueda parecer raro, las mate-
méticas se prestan mucho a este tipo de actuacidn, bien que en
el aspecto mental, y de hecho hay infinidad de ejemplos de ilu
sionismo matemftico., Voy a citar uno del cual existen diversas
versiones, muy conocidas, y seguro que todos los lectores po-
dr&n aportar nuevos modelos. Este lo tomo de La Codorniz: en
cada uno de sus nfimeros publicaba una colaboracifén el notable
humorista italiano Pitigrilli y en una de ellas, titulada "El
vértigo matemdtico", incluye el siguiente cuentecillo, para él
misterioso:

"En una hosterfa espaiiofa almuerzan thres caballernos.
Despuls del positre y del café piden La cuenta.

(1) _

-Trednia pesetas dice el camanrenro,

Como habian convenido en pagar a La romana, cada uno
de Los Zrnes pone diez pesetas so0bre La mesa.

(1) 1(Eran otros tiempos!
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-;Satisfechos?- pregunta el posadeno, nretirando Las 30
pesetas.

-Han dicho que es caro- responde el camarehro.

-Devuélvales cinco pesetas- dice el patridn, entregdn-
dofe un duhro.

Puesto que es diflcil dividin 5 entre 3, el camaneho
se mete en el bolsiflo dos pesetas y a Los trnes clientes Les
devuefve trnes. Habrdn pagado entonces nueve pesetas cada uno.
Ahora bien, tomen ustedes un Ldpiz: trnes veces nueve, 27; mds
Z que se ha guardado el camaneno, 29. -Y fLa trnigésima peseta,
cdénde se fué?".

Todos sabemos que no hay tal peseta: aquellas 27 gque
han pagado los comensales son las 25 que ha cobrado el posade-
ro mds las 2 que el camarero sisd, y la cuenta sale justa. Pe-
ro el autor de la broma desvia nuestra atencién en una direc-
cidn equivocada, nos hace una suma que nada tiene que ver con
el problema y el lector poco avisado se encuentra de improvi-
so, como la mujer de la pardbola, buscando la peseta perdida.
Igual que el espectador al que han hurtado una paloma en un

juego de manos.

Por descontado, Pitigrilli renuncia a intentarloc si-
quiera: "Yo que 40y un modesto vendedor de frases, no puedo
desenredarme de estos problLemas matemdticos". Cuando se desen
reda es peor. En su discurso de ingreso en la Real Academia Es

paﬁola(Z)

+ Rey Pastor se mete con &l al hacer una exposicién
de la jerarquia de lenguajes de B. Russell y aplicarla, entre
otros ejemplos, a las simulaciones de los delicuentes: algo
asi se insinuaba en la pelicula "Sospecha", de Hitchcock, que

se ha repuesto estos dias en televisibn. Un médico, cuenta Rey,

(2) "Algebra del lenguaje", Madrid, 1954.
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es acubado de asesinar a su mujer con arsénico; recurrir al ar
sénico, tan gdcil de detectar, serdia propio de un delincuente

ingenuo y primerdizo, con Lenguaje que podiames Clamar de vrden
0; otro, mds avezado, de cnden 1, prepararnia su coartada y usa
nla un método mds segquro, menos probable de descubrnin, como pre
tendla Garny Grant. ;Y el médico de nuestro trelato? Esa fué ca-
balmente su defensa: "... no cometenia la insensatez de nrecu-

andn al ansénico habiendo tantos modos de mater sin rastno'.

Pitigrilli no vacila: "EZ razonamiento del docton es
pergecto; yo, jurado, me pronunciaria pon fa absclucién". Rey
Pastor opina, por el contrario, que el médico usaba un Lengua-
je de onden 2: utilizé el arsénico porque, precidamente pon
sden médice ena impensable que Lo utilizara, y esa era Au mefon
ccartada. Es 1o gue nos pasarfa en un examen escrito: un alum
no tonto abrirfa el libro encima de la mesa para copiar; otro
mds pillo llevarfa una chuleta y la consultarfa con todo disi-
mulo, pero un tercero, un virtuoso va de la copia, harfa como
el primero, aduciendo si le pescaban, que no estaba copiando,
que si hubiera gquerido hacerlo no iba a ser tan a las claras

que enseguida lo descubrieran.

Bueno, que nos hemos desviado del argumentoc: ni que
hubiera hecho también yo de prestidigitador, atrayendo la aten
cidén hacia otro lugar. Volvamos al nuestro: precisamente tra-
taba de ponernos en guardia, no vayamos a hacer, sin querer,
ilusionismo en clase. Y no como el del problemilla anterior,
que &se es bueno para despartar algfin interds, sino el de que
los alumnos lleguen a creer gue hemos sacado de verdad un co-~
nejo de la chistera pero sin haberlo metido antes. Todos sabe-
mos con qué facilidad puede un alumno convencerse de que ha de
mostrado que a0 =1, a partir de la definicién de potencia como
producto de factores iguales y de sus primeras propiedades. Y
Y no porque hayamos querido inducirle a error, ya que, contra-

riamente, rebate nuestras razones cuando exigimos para ese ca-
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SO0 una nueva definicibn. Alguna vez he contado(3) la préctica
imposibilidad de hacer ver a un interlocutor que era falso su
contraejemplo de que los nfimeros negativos no tienen logarit-
mo real. Puede mds la "ilusién Sptica" que la cuestién arras-
tra consigo que el razonamiento l6gico, que entienden como un

subterfugio para ocultarles lo que se ve tan claro,

Otras veces es al revds: piensan que hemos demostra
do mal una cosa sblo porque el procedimiento, sin analizarlo?
les "suena" falso. A mi me ocurre casi todos los anos, y tam-
bién en este dltimo, cuando estudiamos en primer curso el es-
pacio dual. Si al, ﬁz,..., Gn e€s una base del espacio vecto-
rial V, finitamente engendrado por tanto, sobre K, se define
la base dual, fl, f2,..., fn’ formada por las aplicaciones 1li

neales de V en K tales que fi(ﬁj) = § como es bien sabido.

. . . ij,

Se ve, sin dificultad para los chicos, que esas aplicaciones
constituyen, en efecto, un sistema de generadores del espacio
dual. Y el problema surge cuando comprobamos que son lineal-

n . . . . .
ente independientes. En efecto, si f0 es aplicacién cero, es

to es, fo(x) = 0, para todo x de V, tendremos cue demostrar
que

klfl + k2f2 + ... + knfn = f0 implica kl = k2 = e 2= kn =0
Y lo hacemos como siempre: la hipbtesis dice que, cualquiera

que sea el elemento x de V
ki £1(x) +kofo(x) + ou + k £ (%) = £,(x) =0 (%)

entonces, si x fuese Uy operando resulta enseguida kl =0; si

X =Uy, k2 =0, y asf sucesivamente, hasta ver que, para x = u_,
n

kn =0, con lo que queda probado nuestro aserto.

(3)  "simbolos de doble significado", Gac.Mat., XV (1963), 3-6.
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Pues bien, rara es la vez gque, a continuacién o unos
dfas después, cuando lo han estudiado, alguno o algunos alum-
nos no vengan a interpelarme: "Usted ha demostrado esc sdlv
para ﬁl, Uproens Gn perv, para que sea clerto, hay que demos-
trhanfo para todo x". Ya estd funcionando la argucia, como si
un prestimano dirigiese la atencién por ese camino. Y hay que
volver a coger todo el razonamiento: Mire Vd., yo no gquiero
demostrar la f6rmula (%) sino que, muy al contrario, esa esmi
hipétesis, parto del supuesto de que esa fOrmula es cierta pa
ra toda 2; entonces, lo seri también para cada una de las u;
y estc Gltimo trae como consecuencia que aquellas constantes
k de la férmula han de ser nulas, gue es lo gue necesitébamos
probar, y no otra cosa: no es gque las constantes sean nulas
para las a y no para otros elementos sino que, si en una fér-
mula una constante es cero, es cero siempre. Pues si, parece
que se acepta, pero uno se queda siempre con el remusguillo
de que acaso no han replicado porque no saben cbmo pero que

tampoco han quedado plenamente convencidos.

Esto no es ninguna invencién: hard cosa de un mes
que me ha vuelto a pasar. Y es que, lo mnismo que los ojos, tam
bién la mente queda muchas veces sugestionada y dirigida errd
neamente, guiada més bien por el ropaje con que se envuelve el
discurso. Y eso sin proponérnoslo, sino todo lo contrario. iDe
qué cosas no podriamos convencer a muchos si nos empeiiisemos.
No hace falta, creo, proseguir el argumento: si esto podemos
hacer con las matemiticas sin quererlo, &qué seria queriéndo-
lo y en otros asuntos mis opinables? Casi lo dice nuestro re-
franero: Juegos de mancs, juegos de villanos. Habremos, pues,
de reivindicar la figura, hoy tristemente olvidada, del caba-

llero.
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RUEGOS A NUESTROS SOCIOS

Se ruega encarecidamente a nuestros soclos que:

- Nos comuniquen cualquier cambio de domicilioc o cuenta corrien
te, pues nos devuelven con frecuencia boletines o recibos,
con el consiguiente perjuicio para todos.

- Procuren que otros compafieros ingresen en la Sociedad, para
lo cual inclufmos en cada n@mero del boletfn una hoja deins
cripcién. El futuro de nuestra Sociedad depende de que man-
tenga un colectivo suficiente de socios.

~ Nos hagan llegar répidamente cualquier noticia sobre congre-
sos, conferencias, concursos, etc., cuya difusién entre los
socios estimen interesante, para su inclusién en nuestro bo
letin, antes de que pierdan actualidad.

- Nos envfen artfculos, trabajos, experiencias didécticas, emun
ciados de problemas o soluciones a los propuestos, para su
publicacién en nuestro boletin.

- Nos hagan llegar iniciativas o sugerencias de cualquier tipo
sobre posibles actividades de la Sociedad o sobre el conteni

do de su publicacifn.

La Junta Directiva agradece a todos su colaboracién yrecuer
da que la correspondencia debe dirigirse al Aptda. 9479 de
28080-Madrid,

* ® & % W
* & % *
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EL AXIOMA DE INDUCCION Y OTRAS FORMULACIONES EQUIVALENTES

Por Santiago Calvifio Castelo
Profesor Agregado del I.B. "Emperatriz M2 de Austria”

Algunos enunciados matemdticos, como por ejemplo:

n(n+l)
2

1+2+3+... +n =

12422432 4 4,2 - nin+l) (2n+1)

6
13 23433 +oo. 0 = (Ei&i}-)-)2
2
(L+a)™ > 1 + an con a eRr Y a > -1

son ciertos para todo entero positivo. Su prueba se apoya en el
conocido principio de induccibn o axioma de induccidn: si una
proposicidn P(n), sobre los enteros positivos, es cierta para
n=1vy si de la verdad de P(n) se deduce la de P(n+l), enton-
ces P(n) es verdadera para todo n & Z+ = {1,2,3,...}. El axio-
ma de induccién fue formulado por Peano en "Los Principios de
la Aritmética". Con &1 nos libramos de hacer infinitas verifi-
caciones para probar la certeza de proposiciones matemiticas co
mo las enunciadas anteriormente. Es el finico axioma de la arit-
mética que se atreve con un conjunto infinito de enteros positi
vos y ademds su uso es antiguc, fue ya empleado por un mateméti
co italiano llamado Maurolico (siglo XVI) antes de Pascal y Ber

noulli. En manos de Peano aparecib en té&rminos de 16gica de cla
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ses: 51 k es una clase que contiene a 1, y si cuando x es nfime
ro y pertenece a la clase k, x+1 también pertenece a k, enton-

ces todo nflmero es de la clase k.

Admite también expresifn a modo de silogismo:

Premisa mayor: P{n) = P(n+l)
Premisa menor: P(Ll)
Conclusibn:

P{(n) para todo n & Z+

O simplemente,

{I:P(n) == P(n+l)] v P(l)} => P(n), para todo n € z"

svitemos el axioma de induccidn e intentemos una demostracidn in

directa de alguna de las provosiciones del comienzo. Supongamos
que

l2 N 22 o 32 B oo & n2 # n(n+l) (2n+1)
6

entonces habréd un entero positivo n que ser&d el menor de los que
incumplen la igualdad. Es evidente que no puede ser 1 oorque la
igualdad es cierta para n=1, luego n >1, ademds la igualdad es
cierta para n-1, por tanto,

2 2

1+ 2+ 3%+ ... 4 (n-1)%= fn-1) n(2n-1)

6

Sumando n2 a los dos miembros de la igualdad resulta
otra igualdad

1+ 2+ 3%+ .0 + (n-1)24n? = 220 pQ@20-1) 2
6

pero,
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(n-1) n{(2n-1) + n2 - n(n+l) (2n+l1)

6 o

por esta razbn la igualdad no puede ser cierta para n-1., Proce-
diendo del mismo modo con n-2 y repitiendo el proceso conclui-
mos que para 1 la igualdad es falsa, lo que contradice la evi-
dencia y la suposisicién de gque n es el nfimero que la incumple.

Por tanto la igualdad es cierta para todo n.

La prueba anterior aunque soslaya el axioma de induc-
cibn acepta que el conjunto de enteros positivos que falsean la
igualdad tiene un elemento minimo. El que todo conjunto de ente
ros positivos tenga un primer elemento narece a vrimera vista
evidente, pero se puede definir en N o Z+ subconjuntos pintores
cos, basados en algfin problema abierto, de los cuales no poda-
mos saber cual es el primer elemento. El conjunto A = huez+/n
primo y /T/H € Q} seré vacio si para todo a y b irracionales ab
es irracional. De ser esta proposicién cierta 27 es irracio-
nal y también (/7/7)/7, pero (/f/z)/z = P =2, luego A # g aun
que no podamos senialar ni un solo elemento. Ademds el principio

del menor entero y el axioma de induccidn son equivalentes.

Con el concurso del principio del menor, podemos pro-
bar el axioma de induccibn:

Sean P(1), P(2), P(3),... una sucesidn de proposicio-
nes que verifican:

a) Para todo n entero positivo, la verdad de P(n+l) se
sigue de la P(n).

b) P(1l) es cierta.
Probaremos que P(n) es cierta para todo n.

Veremos que suponer que alguna P(i) sea falsa es ab-
surdo.

Sea C el conjunto de enteros positivos para los que
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P(i) es falsa y sea j el menor de los nfmeros de C, j >1 por la
hipbtesis b). Adem&s P(j) seria falsa mientras ®(j-1) es verda-
dera, pero &sto contradice a). Por tanto no puede haber ninguna
falsa.

Inversamente el axioma de induccién puede emplearse pa
ra demostrar gue todo conjunto de enteros positivos tiene mini-
mo.

Supongamos que existe un conjunto C de elementos de Z+
que no tiene elemento minimo. Es evidente que 1 € C, llamemos a
esta proposicibén P(l), también 2 € C, llamemos a ésta P(2) y a
que n & C, llamémosla P(n). En este estado de cosas apliquemos

el axioma de induccién.

Premisa mayor: Si n € C entonces n+l € C, ya que de
otro modo n+l seria eliminado, es de-
cir, P(n) = P(n+l).

Premisa menor: 1 @ C, es decir, P(l) es cierta.

Conclusibén.- P(n) es cierta para todo n, C es el con

junto vacfo.

Luego todo conjunto de enteros positivos tiene un ele
mento minimo.

Este principio sirve de base a la definicién de con-
junto bien ordenado (un conjunto est8 bien ordenado cuando to-
da parte no vacia tiene un primer elemento) por lo que podemos
decir que N & zt (y también %) es un conjunto bien ordenado si
aceptamos el axioma de induccibn. Zermelo demostr8, a comienzos
de siglo, que a todo conjunto se le puede dotar de una relacidn
de orden por la gue consiga estar bien crdenado. Infelizmente,
s6lo di6 una prueba de existencia de tal relacibén, pero no unmo
do de contruirla. La prueba de existencia se basa en una de las
formulaciones del axioma de la eleccidn: Para toda familia
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(Ai)ieI’ con Ai # ¢ para todo i€ I, existe una funcién f (fun-
cibén de seleccibn) de (Ai)ieI en 121 A tal que f(Ai) & A .

Es muy fécil demostrar la existencia de una funcidn de

seleccibén si se acepta el principio de la buena ordenacidn:

Si A es un conjunto no vacio y R una relacibén nor la
cual A estd& bien ordenado. Definimos una funcién de seleccidn de
partes de A, P(A), en A de modo que a cada subconjunto de A le

asocie el minimo elemento.

M&s dificil resulta demostrar del axioma de la elec-
cibn el principio de buena ordenacién. Indicaremos brevemente

la idea de la prueba sin entrar ésta:

Si A es un conjunto no vacio y f una funcidn de selec
cidén con dominio P(A) y recorrido A, tal que f(a) = ay, tomamos
ag como el primer elemento; seguidamente si f(A -{ao}) = ay. to
mamos a, como segundo elemento; si f(A -{ao,al}) = a,, tomamos
a, como el siguiente elemento. Repitiendo el proceso, el conjun
to A gueda como {ao,al,az,...} donde ag precede a a;i ag y ag
preceden a ayi agr a; Y a, preceden a Agrees De ésta forma A se

constituye en un conjunto bien ordenado.

A su vez el axioma de la eleccibn es equivalente a
otros axiomas, como el lema de Zorn, pero &sto nos desbordaria

en longitud y dificultad.
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En la redaccién de este Boletin, todavia no se han reci-

bido soluciones a los siguientes problemas propuestos en nimeros

anteriores:

- Problema n° 3 del Boletin n® 6 (ver corrigenda en el n° 8).

— Problemas n® 3 y n° 4 del Boletfn n°® 7.

Problema n° 3 del Bolet{n n° 8.

Problemas n°® 1 al 8 y 10 del Boletin n° 9.

Problemas n°® 1 al 9 del Boletfn n° 10.

Problemas n°® 3, 6 al 9, 11, 12 y 14 del Boletfn n°® 11.

Problemas n°® 1, 4y 6 al 10 del Boletin n°® 12.

Esperamos que esta nota anime a nuestros compafieros a obte-—
ner esas soluciones y a envidrmomlas para su publicacién en los

préximos nimeros.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMAS PROPUESTOS EN LA FASE FINAL DE LA " XXIII OLIM-
PIADA MATEMATICA ESPANOLA"™ CUYA CRONICA PUBLICAMOS EN ESTE
MISMO NUMERO:

PROBLEMA 1°

Siendo a , b , ¢ las longitudes de los lados de un tridngulo
no isdsceles, se dan, en un plano, tres circunferencias concéntricas
cuyos radios miden respectivamente a , b y c . Se pide:
1°) ¢ Cuéntos tridngulos equiliteros de distintas Areas se pueden
construir de modo que las rectas en que estén sus lados sean tan-
gentes una a cada una de esas circunferencias ?

2°) Calcular las ireas de los triingulos anteriores.

PROBLEMA 2°

Probar que para todo nimero natural n mayor que 1 es:

1.\[(?] + 2.@ + 3.\/(—'5 PO n.\/(—:)- <\=r1gd

PROBLEMA 3° :

Un tridngulo dado se descompone en n triéngulos tales que:
— Dos cualesquiera de ellos no tienen puntos interiores comunes.
- La unién de todos ellos es el tridngulo dado.
- Todo segmento que es lado de uno de los n tridngulos es también
- lado de otro de ellos o bien lado del triédngulo dado.

Llamaremos s al nimero total de lados (contando cada uno una
sola vez aunque pertenezca a dos friéngulos)y v al namero total de
vértices (contando cada uno una sola vez aunque pertenezca a varios’
tridngulos).

Probar que, siendo n un nimero impar cualquiera, hay descom-
posiciones del tipo descrito, de un tridngulo dado, en ese nimero de
tridngulos y todas tienen el mismo niimero v de vértices y el mismo
nimero s de lados. Expresar v y 8 en funcién de n . Probar

que si n es par, no hay tales descomposiciones.



PROBLEMA 4° :

, Siendo a y b dos nime.s reales distintos arbitrarios,
hallar la solucién general de:
{ X+y =1
2
(ax + by) 5; A + b2y .

Problema andlogo para:

{ X+y =1
(ax + by)? < a%x + b4y 7

PROBLEMA S°_:
En un tridngulo ABC , D es un punto tomado en el lado

AB y E un punto tomado en el lado AC, y se cumplen las siguientes condi-
ciones:

~ A A -~

ABE = 30° , EBC = 50° » ACD = 20° , DCB = 60°

. ) A
Se pide determinar el valor del dngulo EDC .

-PROBLEMA 6° :

Para todo nimero entero positivo n se define el polino-

mio 5
P (x) = X _ox 41

se pide:
a) Probar que la ecuacidén pn(x) = 0 (para cada valor de n ) tie-
ne una raiz y solo una en el interior del intervalo (o, 1) .

b) Llamando cn a la raiz considerada en el apartado anterior, de-

terminar
lim ¢
n
n — +o»
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 124 (Boletfn n® 11)

e g i g 2
Sean m y n dos enteros positivos y distintos tales que m2 +n es
niltiplo de m+n. a) Probar que m y n no pueden ser primos en-
tre sI. b) Determinar todos los valores de m que cumplen esa

condicién si es n =35.

Solucién

a) Tenemos,

m2+n2 m2-+n2 + 2ran - 2mn 2mn
= = - = =m+n -

m+n m+n m+n

Supongamos que m y n son primos entre sf. Entonces, m+n y nm
también lo son, pues si tuvieran un factor com@n s distinto de
la unidad, o sea, {E::ip= sq’ ello implicarfa n = sq -m = sq -
- sp = s(g-p), resultando que m y n tienen el factor comén s
distinto de la unidad y, por consiguiente, no son primos entre
si, contra nuestra hipbtesis. Asi, pues, m+n y mn son primos

entre sf. Lo mismo ocurre con m+n y n.

Por otra parte, m+n > 2, pues m Y n son enteros

positivos distintos. Todo esto nos dice que la fraccidn

2mn

m+ n

que aparece en las equivalencias puestas al principio no es un

nimero entero.
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2 2
+
Por lo tanto, tampoco 1o es @ETI%_" cosa contraria a la hipbte-
sis del enunciado del problema. Asi, pues, la hipbtesis de ser
primos entre sf m y n, que ha conducido a nuestra contradiccifn,

es falsa. O sea, m y n no son primos entre si.

b) Podemos poner,

2 .
m_ +1225 _ m =35 + 2450
m + 35 m+35

Y es 2450 = 2'32-53. Ademds, por el apartado a), m sdlo puede
ser mltiplo de 7 6 de 5. Si es m =5s,

2450 _ 2-3%.53 _ 2.32.52
m + 35 5s + 57 7+ s

Para que este cociente sea un nmero entero,
7+ s €{2w5, 2057, 2.3%, 2.3%5, 203252, 3.5, 3.52, 2.5, 3252}
que implica
s € {3. 43. 11, 83, 443, 3, 68, 38, 218, 2, 18} ==
=m € {15, 215, 55, 415, 2215, 40, 340, 190, 1090, 10, 90}
Si fuera m = 7s, tendriamos,

2450 _ 2-3%.53 _ 2.32.53 ¢ m

m+ 35 7s + 75 7+ (5+s)

por lo que las Ginicas soluciones son las de m consignadas an-
tes.

Ramén Fraile Pelfez
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PROBLEMA 6° DEL BOLETIN N° 4

Sean a , b, c, d, enteros impares, tales que se veri-
fiquen:
1°. 0&adblcld.
2°, ad = bec .
k m
3°, a+d = 2 y b+c = 2 , k,m €N .

Demostrar que a =1 ,

De d-a>»c ~b se deduce (d—a)2>(c—b)2 ¥y por la
condicién 2° , a4+ a®> 2 +b2 y a2+ d®+ 200> ¢ 4 b2 4 2bc
o sea a+d>b+c¢c , con lo que, por la Sa, k> m . Podemos po-
ner, por tanto kKk=m+h con h>0 .

Poniendo p = ad = bc , la ecuacién de raices a, d es

x2 - 2m+h X+p = 0
y la de raices b , c es
y2-2my+p = 0 ;
representando con D. , D los discriminantes de esas ecuaciones, sera
1 2
D./4 = 22(m+h—1) o r2
1 2(m—1) 2 } con lo que 22(m+h-1) _ p2(m-1) _ 5& = g
Dy/4 = 2 -p = =8 a =
siendo r y 8 niimeros naturales. En consecuencia,
22“'-2(22h - 1) = (r+s)(r-s) .
Sea ahora 22h -1 = u.v , siendo u y v nidmeros naturales impa-

res; porser a , b, c, d, impares, r y s lo serin también y so-

lo caben dos posibilidades:

2m—3 u 2m-4

3y r-8=2v (conloque r =2 u+v)

b)r+s=2v;r—s=22m—3v (con 1o que r=22m_4v+u)

a) r+8=2

(ya que, siendo r Yy 8 impares, r+8 y r-s no pueden ser a la vez

miltiplos de 4, pero tienen que ser pares). En el primer caso, a) ,

a=2m+h_1—r=2m+h_1—2 u-v,d=2m+h—l+2 u+v, y
como ha de ser a>o0 , v £ 2m+h—1 -2 u , de donde (recor-
dando que u.v = 22 _ ), 22h _ < omh-1  _ ,2m-4 u2 , O sBea




2m-4 u2 _ om+h-1 2h

2 2 u+ 2 -1 <0 ; el valor de u deberad estar

comprendido entre las dos raices del polinomio del primer miembro,

o sea 2h -1 < < 2h + 1
m-2 v m-2
2 h 2
perocomo u€N, serd& u = —%:5 scon hg@gm-2 , ypor
ser u impar, serd& h = m-2, & y u-= 1.
Teniendo en cuenta que u.v = 22h - 1, resulta v =
= 22m—4 -1 , y sustituyendo los valores de u y Vv en la expre-
s8ién de a , resulta a =1 , como desedbamos probar.

El caso b) coincide formalmente con el caso a) sin mas que

intercambiar u 'y v.

Juan Lobo
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