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QUINTO CONCURSQO DE RESQLUCLON DE PROBLEMAS

PARA ALUMNOS DE B.U.P Y F.P.

Como estaba anunciado, el pasado dia 27 de
Junle se celebrd el V Concurso de Resolucidn de Pro-
blemas organizado por nuestra Sociedad,‘en colabora-
cién con el Colegio Oficial de Doctores Yy Licenciados

en Filosofia y Letras y en Ciencias.

Por primera vez podian participar en este
Concurso los alumnos de Tercer Curso de B.U.P., ade-
mas de los de Primero y'Segunda, al igual que los de
Formacidén Profesional, siempre que fuesen présentados
por Centros de nuestro ambito tarritorial, hasta un

midximo de dos por curso.

Las pruebas tuvieron lugar en el Instituto
"Beatriz Galindo" de Madrid, que una vez mas, nos ce
dié amablemente los locales. Cbncurrieron a ellas 62
alumnos de Primer Curso de B.U.P. (o equivaledte de
F.P.), 60 de Segundo y 65 de Tercero, y consistieron
en la reslucidén de cuatro problemas, en dos tandas,
distintos para cada curso. Al final de esta crdnica

damos sus enunciados.

La entrega de diplomas y premios se hizo
el mismo dia, en el Saldén de Actos del I. B. "Bea-
triz Galindo", concurriendo a presenciarla numero-
so piblico. Nuestro Prsidente, Sr. Etayo, pronuncid
unas palabras de aliento para todos los ﬁarticipan—

tes en el Concurso y de agradecimiento para todos los
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que han contribuido g 8U organizacién. A continuacién

Se procedid a 1la entrega de diplomas y premios.

Lo; ganadores de PRIMER CURSO fueron:

1°~-D. Daniel Almodovar Herraiz, del 1I. B. "Alfonso
VIII" de Cuenca,

o -
2°-D. Gonzale Bircenas Medina, del Colegio "Virgen de

Atocha" de Madrid.

3°-p®, ¢ A
armen Gonzdlegz Lois, del 1. B. "Arcipreste de
Hita" de Madrid.

- -
4°-D. Joaquin Moreno Mateos, del Colegio "San José

del Pargue'" de Madrid.
o_ - -
8°-D. Andrés Jesgs de la Hog Flores, del Colegio "Lo-

Pe de Vega" de Madrid.

Los ganadores de SEGUNDO CURSO fueron:

. . )
1°-D, Pablo Sénchez-Biedma Sacristdn, del Centro

"Santa Barbara" (Fabrica de la Mara-

fiosa).

2°-D. Jesis Fraile Cuesta, del I. B. "padre Jﬁan de

Mariana" de Talavera de la' Reina
{Toledo)

o_ . ;2 3
3°-D. Javier Sebastién Vilarifios,del Colegio "Berriz"

de Molino de la Hoz (Las Rozas-Madrid)

4°-D. José Alfonso Martfnez,del I.B. "Virrey Morcillo"

" de Villarrobledo (Albacete).
5°~D. Eduardo Solano Lumbreras, del I.B. de Las Rozas
(Madrid).

Zn TERCER CURSG, sin duda por haberse anun-—
ciada tarde la posibilidad de participar en el Concur
so, los resultados fueron poco brillantes, lo que obli
gé a declarar desiertos los premios 2° a 5°, entregan-

dose el diploma tan sole a

1°.0?. Carmen Casares Antén, del I.B. "Gran Capitdn"

de Madrid.
Esta concursante recibid el 2° premio de nuestro IITI
Concurso, como alumna de primero y el 1° del IV, como

alumna de segundo.

A 'todos los ganadores se les entregaron va-
liosos lotas de libros que, en su mayor parte, fueron
doriados expresamente para este Concurso, por el Insti
futo de la Juventud del Minista2rio de Cultura. La Edi
torial Brufio también regald 5 libros de “"Ejercicos y

Problemas Resueltos",

Damos a continuacidn los enunciados de los
problemas propuestos en el Concurso. Detras de cada
enunciado dames unos nimeros proporcionales a las pun
tuaciones medias alcanzadas por todos los concursan-

.
tes en ese problema, como medida de la facilidad rela

tiva que encontraron en su resolucidn.
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ENUNCIADOS DE LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

PRIMER CURSO

1 - Calcular el exponente de la potencia méaxima de 3

que sea divisora de 100! . (26)

2 - Un tridngulo equil&tero se descompone, mediante
segmentos rectilineos paralelos a sus iados y con
sus extremos sobre ellos, en 64 tridngulos equild-
teros iguales. En la figura resultante ¢ Cuantos
tridngulos equilédteros, de cualquier tamafio, quedan

dibujados ? (12)

3- ¢ A qué intervalo ha de pertenecer la razén de
una progresién geométrica para que tres términos
consecutivos de dicha projresién sean las longitu-

des de los lados de un tridngulo ? (7)

4- Sean a , b , ¢, tres nimeros naturales arbitra

rios: a) Demostrar que la expresidn

H o= (Va +Vb Vo) (va +fb -¥S) (V3 -Vb +Vo) (-3 +Vb +Vo)
es un entero. .

b) Supongamos que ad»b>c . En estas gondicio—
adb + ¢ H> O ?

¢ Es suficiente dicha condicién para que

nes ¢ Es necesario que para que sea

H>O0 ?
(27)

SEGUNDO CURSO

5
1

1- Si dos circunferencias son tangentes exteriores
en A y los puntos de contacto de una tangente comin
son B y C , demostrar que el triidngulo ABC es
rectdngulo en A . En dicho triingulo calcular la al
tura correspondiente a la hipotenusa en funcidn de

los radios de las dos circunferencias. (2)

la ecuacidn:

96
x4

2 - Resolver en R

x99+ x98+ x97+ es e + 2x3+3x2+2x+3 = 0 )
(19)

2 3 2 <

3 - Mostrar, mediante figuras, c¢35mo se puede descompo-
ner un tridngulo equildtero en seis, en siete ¥y en
ocho tridngulos equildteros (iguales o distintos).

Deducir razonadamente que para todo ndmero natural

R R

n:>5 » Se puede descomponer un tridngulo equilitero
en 1 tridngulos squlldteros (iguales o distintos).
(39)
4 -~ Demostrar que los nimeros reales A = 1og616 i
B = log1227 y verifican una relacidén de la forma
(A+a)(B+b) = ¢ , con a , b, ¢ , enteros; calcular
los valores de a ,b y ..
(6)
TERCER CURSO
1-si A, B, C, son los 4ngulos de un tridngulo
Yy se verifica tan(A-B) + tan(B-C) + tan(C-A) = 0 )
demostrar que el tridngulo es isédsceles. (8)
8

2- Demostrar que todo polinomio de tercer grado en
X , es diferencia de dos polinomios de tercer grado
que, considerados como funciones de x , sSon monétg

tonas crecientes en todo R . (0)

3- si lal representa el valor absoluto del nidmero
real a , se define la sigulente sucesidn de funcio
£2(x) = |1 - £,00)] , £(x) = e

Y en general

nes: fl(x) = x ,
= |1 -0, .
= ll - fn(x)l .

luciones de la ecuacidn

fn+1(X) =
Dado un valor de n , hallar las so-

fn(x) =0 .

(11)



4 - En un trapecio rectiangulo, una base es doble de 38 OUMP?ADA INTERNACICNAL DE MATEMATICA
a otra as diagonales son perpendiculares. Calcu- . ) . .
(2 oTme v tae meene o . La Habana, Cuba » Julio 5 al 16 de 1987

lar el valor de las razones trigonométricas del 4n-

gulo formado por los lados no paralelos y las corres

pondientes a uno cualquiera de los 4dngulos formados

por una diagonal y un lado. (7) Entre los dias 5 al 16 de Julio de 1987

se ha celebrado en La Habana (Cuba) la 28

Qlimpiada Internacional de MatemAtica. Han

it <

participado en 2lla 42 paises y entre ellos,

e
“wCtiAA 8l

por primera vez, algunas repiblicas america

nas de habla espaficla como Panami, Nicaragua, Méjico y Peri.

Todos los paises concurrisron con equiposg de seis
participantes, a excepcién de Luxemburgo, con uno, Italia, con

cuatro y Polonia, con tres. En total, 242 aspirantes.

Las pruebas consistieron en la resolucidn de 6 pra
blemas cuyos enunciados incluimos en la seccidn de Problemas
Propuestos de este mismo Boletin. El nivel de los participan-
tes fué muy alto, lo que prueba la concienzuda labor de prepa-

racién y entrenamiento que algunos paises han llevado a cabo.

La puntuacién médxima que podfa obtenerse era de
42 puntos (7 por problema) y hubo 21 participantes que la al-
calzaron, recibiendo todos ellos primeros premios (oro). Se f
concedieron ademds 42 segundos premios (plata) y 63 terceros -

premios (bronce).

Como dato asombroso, seflalaremos que el australia- L.

no Terence Tao, de once afios, que ya participé el pasado afio

en la Olimpiada de Varsovia, obteniendo un tercer premio, ha

conseguido este afio 40 puntos (dos menos del miximo posible)




- 10 - |
- 11 -

y en consecuencia, uno de los segundos premics.

Por paises gané Rumania, consiguiendo el resulta- Los otros participantes, que hicieron un digno
do casi increible de 250 puntos (de un miximo posible de 252). papel, aunque sin llegar a obtener premios, fueron:
En segundo lugar qued$ la Replblica Federal Alemana, con 248 D. Carlos J. Pérez Jiménez (del I.B. "Sagasta" de Lo-
y a continuacién, la U.R.S.S5. con 235, la R.D.A. con 231 y grofio)
U.S.A. con 220. ) D. Juan R. Valderrama Alcalde (del I.B. "Cardenal Lé-

de Mendoza" de Burgos
El equipo espafiol hizo un papel digno, ocupando pez de N € gos)

RN T

D. Pablo Benitez Jiménez (del Colegio de Huérfanos de

la Armada de Madrid).

el puesto 22, con 91 puntos, y obteniendo tres terceros pre-
mios. Por detrds de Espafia quedaron paises con gran tradicidn

£ . . PR A
en este tipo de competiciones, como Bélgica, Noruega, Dina Nuestra Sociedad felicita cordialmente a todos

marca, Italia Polonia (estos dos Gltimos con equipos incom- . . . . .
' Y ( i los miembros del equipo por su esforzada participacidn, asi

nbié i fiola. .
pletos) y también los restantes paises de habla espan como a los Centros y a los profesores de Matemadticas que

Del equipo presentado por Espafia obtuvieron ter- han contribuidc a su formacién. Seguiremos trabajando para
ceros premios: conseguir, dentro de nuestro admbito geogréfico, la forma-

D. Fernando Galve Mauricio (del I. B. "Jerdnimo Zurita" cidén de j6venes representantes espafioles que sigan consi-

de Zaragoza, campedn en la Olimpiada M. Espafiola de guiendo los destacados éxitos obtenidos en los dltimos afios.
! .

este afio y medalla de Oro en la II Olimpiada Ibero-

americana celebrada en Uruguay), con 28 puntos. - X = X = X =

D. Santiago Vila Doncel (del I.B. "Zurbaran" de Badajoz,

que quedd en tercer lugar en la 0. M. E. de este | 29 OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA

| afio), con 22 puntos. "
La préxima Olimpiada Internacional de Matemidtica se cele
D. Salvador Villegas Barranco (del I. B. "A. Ganivet" de

brard en Australia, en Junio de 1988. Esperamos que en

Granada, segundo puesto en la 0.M.E. de este afio y l ella participe también un equipo espafiol, lo mismo que
medalla de bronce en la II 0. Iberocamericana de Uru- en la III Olimpiada Iberoamericana de Matematicas que en
|
guay), con 18 puntos. 1988 tendrd lugar en Perd, en el primer trimestre de ese
afio.

i
!
;.
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NOTICIAS
—

XFTT CONFERENCMINTEHAMERmANADEEDUCACKMJMATEMATmA
<1 W”Eﬂ—AhEﬂmANCONFERENCEONMATHEMATWSEDUCANON

Desde el dig 12 hasta el 16 de Julio
bpasado ss= ha celebrado en Santo Domingo
(Repdblica Dominicana) 1a séptima Confe-
rencia Interamericana de Educacidn Mate-

madtica ( CIAEM

). La organizacidn, impe-
cable,estuveo g cargo de la Universidad

Catélica "Madre Y Maestra'", uyna de las cuatro del pais,

Participaron cerca de 300 profesores de Mate-

mitizas de +todog los niveles docentes,

pertenecientes

a veinte paises distintos; entre €5S0s profesores se con

taron doce espafioles, que presentaron interesantes tra-

bajos ¥y comunicaciones.

Con ocasidn de 1a Conferencia tuvo lugar una

importante reunién de profesores de los paises ibero-

americanos, en la que se acordé iniciar la celebracién

de Congresos Ibero-americanos de Educacién Matemdtica.
Anunciamos en otra parte de este Boletin el primero de

ellos, que tendra lugar en Sevilla, en el otofio de 1990.

Con la celebracidn de esta séptima Conferen-
cia termina el periodo de Presidencia del Profesor Ubi-

ratén D Ambrosio, brasilefic, bien conocido en nuestro

pPais por sus aportaciones cientifjcas Y le sustituye el

Profesor Eduardo Luna, Director del Departamento de In-

vestigacidn Educativa en Matemdticas de la Universidad
de Santiago.

r i —n e
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CONGRESO IBEROAMERICANO DE EDUCACION MATEMATICA

COMUNICADO: | REAL ACADEMIA DE CIENCIAS

Reunidos representantes de los paises que parti-

cipan en la VII CIAEM, han acordado por unanimidad, iniciar EL discurso de apertura dal T o e
la celebracién de CONGRESOS IBEROAMERICANOS DE EDUCACION ‘ cargo del Prof. D. Enrigue Linés Escardd v versard sobre Esta
MATEMATICA. tica y :latemdtica, siendo 1la fecha probable de su celebracifn

Dichos Congresos tendran lugar alternativamente | el diz 28 de cctubre, a las siete y media de la tarde.

en los dos continentes, cada cuatro afios, a partir de 1890. ‘

Tienen por objetivo reconocer los profundos la-
i i meri-
zos histérico-culturales que unen a los palses iberoa

fi i tacar la analogia de los
. e i s s el AISTORIA DE LA MATEMATICA: SIGLOS XVII Y XVIII

sistemas educativos y la semejanza de los problemas que
afectan a la educacidén matemdtica.

. Como continuacidn del anterior curso de Historia ée la
También es importante sefialar los intereses co-

d t stifican una mayor coordi- temat 4 E p epa a R A d - e lenclas n nouevo
unes e nuestros pa =] ue u C 52 I Ia en l ea ca 1 d
lses g emila C

Y u tro esfuerzos, que lenda a 1 l(lmadam d ance Qs eses de fo-
. t d SO e se ¢ bra é
aclon cooperaclion de nues S el . apIO ence ur t l =

brero y marzo de 1988 y Cuyo prcgrama se dard a conocer una vez

) . PP 5gico y educativo.
or desarrrollo cientifico, tecnolégi - ; : P —
un mej confeccionade. En principioc se han esbozado los sigulentes te-

. 1 un e€es-— 0
Esto es reflejo de la necesidad de crear mas y conferenciantes:

pacio propio en el mundo actual, para discutir especifica-

mente los problemas tipicos de nuestra &rea cultural.

- Prof. Guzmén: "Pascal". .
Al realizarlos en fechas intermedias respecto - Prof. Etayo: "Los Caminos de la Geometria'.
- Internaciona-
a los afios en que se celebran los Congresos .
- Prof. R.-Salinas: "Newton".
les de Educacidén Matemdtica, estamos seguros de que se ga-
rantizard a nuestra comunidad una participacién més inten- - Prof. J. Guerra: “Leibniz".
sa y efectiva en ellos. - Prof. Cuesta: "Introduccida del Célculo en Espafa".
DE EDUCACION MATEMATICA ) . .
I CONGRESO IBEROAMERICANO ' - Prof. Torroja: "La Gravitacidn y sus Consecuencias"”.
5 = de 1990.
Fechas: A confirmar, en el Otofio (Europeo) - Prof. Dou: "Or i B
?wLugar' SEVILLA (Espafia) Idiomas: Espafiol y Portugués. . Igenes del Cilculo de Varaciones”.
Comisién Provisoria: Ubiratédn D Ambrosio (Brasil), Gon- \ - Eef . [fessaah: "Orﬁg:ne%th }a Wecdnica y de la Fisi
- _ ca Matemdtica".
zalo Sanchez (Espafia), Eduardo Luna (Rep. Dominicana), Ce
sar Carranza (Perd) y Alicia Villar (Uruguay). = Prof. Lin&s: "Teorfa de nlmeros en el siglo XVIII",

Las conferencias, que son pGblicas, suelen celebrarse a

las siete y media de la tarde, generalmente los martes Yy jueves.




CONSEJO SUPERIOR DE INVESTIGACIONES CIENTIFICAS
Simposio Internacional:

" LA JUNTA PARA AMPLIACION DE ESTUDIOS E INVESTIGACIONES
CIENTIFICAS, 80 ANOS DESPUES. 1907 - 1987 "

Con motivo de celebrase el BO aniversario de 1la
creacién de esa Junta, el C.5.I.C. ha decidido organizar
un simposio dedicado a estudiar todos los aspectos de su
obra.

Este Simposio se celebrard en Madrid, en los
dias 15 al 17 de Di®iembre de 1987. Tendrad lugar en la
sede central del C.S.I.C. (¢/ Serrano, 117). Se ha pro-
gramado una serie de conferencias a cargo de expertos na-
cionales y extranjeros, El plazo de presentacién de comu-

nicaciones termina el préximo 30 de Octubre.

Para obtener informacidén sobre el Simposio diri
girse a Extensidn Cientifica: Simposio JAE , C.S.I.C. ,

‘Serrano 117, 28006-Madrid.

II CONGRESO INTERNACIONAL SOBRE INVESTIGACION EN La

DIDACTICA DE LAS CIENCIAS Y DE LAS MATEMATICAS

Organizado por la Revista "Ensefianza de las Cien
cias" , por el Institut de Ciéncies de lEducacié de 1la Uni
versitat Autdnoma de Barcslona Yy por el Servei de Formacig
Permanent de la Universitat de Valéncia, se estd desarro-
llando el Congreso citado, en Valencia, los dias 23 al 25
de Septiembre de 1987, E1 tema de este IT Congreso es:

Los paradigmas de Ensedanza/Aprendizaje y la Investigacidn

en la Didactica de las Ciencias y de las Matematicas.

Comprende sesiones plenarias, sesiones simulté-
neas para la presentacién de trabajos agrupados tematica-
mente y talleres, o sesiones de trabajo destinadas a mos-

trar las lineas de investigacidn en marcha.

IIT CONGRESO DE LENGUAJES NATURALES Y

LENGUAJES FORMALES

En el marco de las actividades de la Universi-
dad Internacional Menéndez Pelayo tendréd lugar este Con-
greso en el Palau Maricel de SITGES (Barcelona) en los

dias 28 de Septiembre al 2 de Octubre de 1987.

Comprenderd una seccidn general, otra especial
sobre Ligiliistica Computacional, Sseminarios, mesas redon-
das y y un simposio sobre "350 afios del Discurso del Mé-

todo de Descartes (1637)",
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112% JORNADAS PEDAGOGICAS

Y CURSOS DE FORMACION DEL PROFESORADO

En los meses de Septiembre y Octubre, organizados por

FIA
el COLEGIO OFICIAL DE DOCTORES Y LICENCIADOS EN FILOSO

as
Y LETRAS Y EN CIENCIAS, se estAn celebrando las It Jor

i ientes:
nadas Pedagbégicas, con los interesantes temas siguie

ici id n la rs
ngociedad en la que educamos”, nLa participacion e 5

i tunida
ponsabilidad y gestidn educat1va","Igualdad de opor a

des ¥y funcién selectiva del pistema escolar","La selecti-

. . " isis
vidad ; es necesaria 7?7 ¢ es impresc1nd1ble ?" y "Crisl

"
de identidad de los alumnos de BUP: Fases Yy avatares".

ados por el citado Colegio se estédn cele

entre los que

También organiz
brando CURSOS DE FORMACION DEL PROFESORADO,
destacaremos:

- v“Curso de realizacibn_ de trnsparencias pgggﬂretropsgzgg—

cidén en Matematicas",del 14 al 18 de Septiembre.

ncias)",

wEl ordenador en el aula (intercambio de experie

del 21 al 25 de Septiembre.

wpiez lecciones de Epistemologia”, del 19 al 30 de Octu-

bre.

— v"La Huella de Espafia_en América", del 1 al 28 de Octubre.

En memordia de don Pedro Pulg Adam:

ASI NACE LA MATEMATICA

Por Baltasar Rodriguez-Salinas
Ce la Real Academica de Ciencias

Yo exagzran absolutamente nada los que afirman que la vi
da humana 2std impregnada de matemdtica. Esto se puede compro-
bar cbsaxvande gque gran parte de los juicios gue el hombre ex-
presa tanto con el lenguaje como con ciertos gestos y movimien
tos se rafleren a propiedades aritméticas y geométricas. Razo-
nes para gue sea asi no faltan por escar el hombre en contacto
permanence con el espacio y el tiempo, asi como también, en el
esplendor de las civilizaciones, con la técnica y la economia

para las gque es de vital importancia la Matemdtica.

De todas las operaciones matemdticas es sin duda la de
contar la que estd mds arraiqua en el hombre, pues est& tan in
timamente unida a su forma de pensar que parece poco concebible
que por lo mencs en sus formas mas rudimentarias haya sido algu
na vez inventada o descubierta. Conviene recordar la aguda ré-
plica de Platén a guienes, siguizndo una vieja leyenda, atri-~
buian el arte de contar a Palamedes, mitol6gico personaje en
quien se simbolizaba el Oriente con todos sus inventos. "De ma
nera -preguntaba Platdn- que antes de Palamedes, jAgamendn no
sabla cuantos pies tenia?", Es claro, que mucho antes que Des-
cartes dijese "Pienso, Luego existo", los hombres mds primiti-

vos sabfan pensar y, por lo tanto, contar, al menos en la for-

ma mds rudimentaria: uno, dos,..., muchos.




La historia no hace sino comprobar gque el origen del
proceso de contar se remonta a los tiempos mis remotos en los
que aparece el hombre, pues por los documentos e inscripciones
que nos han dejado algunas civilizaciones queda probado que en

ellas se empleaban ya sistemas de numeracién, a veces muy per-

feccionados.

Sin embargo, se pueden distinguir numerosas fases en
la forma como el hombre, en el transcurso de la historia, ha
ido aprendiendo a contar y que se va repitiendo de manera seme
jante en la vida de cada individuo. Un paso decisivo se dio cuan
do se supo sumar y multiplicar, pero hoy mismo, en pleno siglo
XX, es muchas veces diffcil determinar el nGmero de elementos
de gue consta un conjunto, basta recordar las dificultades que
encierran algunos problemas de combinatoria y teorfia de nfimeros.
En algunos casos, como para calcular el nfimero (n) de nfimeros
primos menores que un entero prefijado n se han vencido las di
ficultades expresando (n) asint&ticamente mediante el logarit
mo neperianc de n, pero en otros como en la determinacidén del
nGmero de enteros inferiores a n para los cuales es vilida la
conjetura de Fermat, relativa a la ecuacién xm-Fym =2z, no se
ha logrado ni siquiera eso. En la actualidad, las midquinas de
calcular y ordenadores han significado un gran avance en el cil
culo, tanto en cuestiones pricticas como tebricas. Asi gracias

a ellos se ha podido resolver el problema de los colores.

El concepto de nfimero natural, gue surge por abstrac-
cidén del proceso de contar, no ha sido examinado hasta el siglo
pasado, después de haberse desarrollado las teorfas de los nlme
ros racional, real y complejo. Anteriormente, todos los matem&-
ticos lo consideraban como una cosa dada, opinién unénime que se
puede resumir en la famosa frase de Kronecker: "D.{os cheb el

ndmenro natural; Los demds ndmerocs son obra humana".

Es una idea muy extendida la que supone el concepto de

nlmero natural estrechamente unido al de tiempo, por la impre=-

516n qus daspiarta en nosotros la sucesién de los fend
& nemencs cue
Ehservamas, Otros en cambio opinan que tiene mds relacis
) S 1acidn con

al T s asoasic T ciend :
el concrrto de avpazio, reduciendo el =oncepto de nlmero 4

idea guz surge con la observacién de O3jetos diferantes o
=2y =1 EeE
Altimo, hay quisnes, indepandientamentas de toda intuicidn de
12
g2spacie v tiempc, ven en el nlmero natural el reflejo de upa

especial aptitud del espiritu,

T en detalles en la funda-~

mentacii» del nlmero natu . 025 alejariamos demasiado
] P - L u 2y

lel objens principal que rzollando, vamos a decir
2]GUunas ~nsAs sn by oy a8
1lgunas «nsas sobra di. r2ordando que el método

2 raduccidn a otros Coaceptos primarios, como el
22 conjuakto, son los principales orocesos empleados.
%l primer paso importante en =] método axiomitico lo
© Pearo con su "Aritmética principia nova methodo exposita”
1882), zn donde bass el conceptc de nimero natural en un sis-
t2ma de axiomas en los que intarvianan propiedades de orden més
2l princizio de induccidn completa que caracterizan a la suce-
515n de nlimeros naturales. Otro md:odo axiomdtico de mayores
pratensicnas es el desarrollado FOor Hilbert en varios de sus
trapajos, entre e=llos el que expuso en la célebre conferencia
2n el Congreso de Heidelberg de 1904 s0bre los fundamentos de
la L6gica y de la Aritmética, 2n dende con objeto de evitar
c2er en paradojas efectfia un desarrollo parcial y simulténeo
de la L&gica y de la Aritmética con el gue inicia la teorifa de
la demostracién desde un punto de vista formal. En estos traba
jos, como en todo método axiomdtico, la dificultad principal ra

dica en prchbar la no contradiccidn de los axiomas.

Las primeras formulaciones del nmero natural median-
te la teorfa de conjuntos se deben a G. Frege y a Dedekind en
Sus obras "Grundlagen der Aritmetik" (19845 y "Was sind un was
sollen die Zahlen" (1889), gquienes junto con Cantor son los gran

des clisicos y creadores de la investigacién sobre los fundamen
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tos. Con los mismos fines Russell y Whitehead incorporaron la

teorfa de conjuntos en el sistema l6gico de los "Principia Ma-
thematica" (1910) en donde la aceptacibn de la teoria de losti
pos obliga a sus autores a introducir el axioma de la reducibi
lidad y el axioma del infinito junto con los postulados de ca-
ricter puramente l6gico, tropezando no obstante en la inconsis
tencia de conjunto universal que es contradictorio y dio ante-
riormente origen a multitud de paradojas que motivaron la revi
sibén y formulacién axiomdtica de la teoria de conjuntos. Zerme
lo y Fraenkel autores en 1908 y 1922-28 de estas primeras axio
midticas se esfuerzan en defender la independencia de la teoria
de conjuntos de la l8gica, mientras gue Skolem en su axiomdti-
ca de 1922 se contenta en dar a esta teoria una estructura 16-
gica mds precisa mediante la 16gica elemental. Posteriormente,
se ha representado un cuarto punto de vista en los trabajos de
Quine (1936) y de Ackermann (1937), quienes desarrollan cier-

tos sistemas formales que son anilogos a los sistemas de la 16
gica de los conjuntos. Todavia podfamos hablar de otras axiomi
ticas de la teoria de conjuntos como las de von Neumann (1323-
29), Kuratowski (1923), P.G.C. Vrededuin (1931), Bernays (1937
-48) y R.M. Robinson (1937) pero nos es imposible entrar en

ellas.

Si importantes son estas investigaciones sobre los fun
damentos de la Matem&tica nos parece mucho mayor lo que se lo-
grd con la gran concepcién de nlmero cardinal transfinito, in-
troducido por Cantor, con el que podfiamos decir, abusando un po
co del lenguaje, que se pueden contar los conjuntos infinitos.
No podemos terminar estas lfneas dedicadas al proceso de con-
tar y al n@mero natural, sin dejar de admirarnos de lo que re-
presentd esta maravillosa creacifn para la mente humana, por
ello declarindonos decididamente cantorianos no podemos acep-
tar ninguna idea filosb6fica que expulse completamente de la Ma
temdtica el nGmero cardinal transfinito y las principales crea
ciones cantorianas que giran alrededor de la teoria de conjun-

tos y del infinito actual.

rasamos ahora a analizar el concepto de medida. Las
crectdas periddicas del Nilo al modificar las tierras de labran
za de sus mdrgenes son al parecer, seqgln una antigua opini6n que
conocamos a travids de Herodoto, las que hicieron sentir la ne-
cesidad d= medir su extensifn para fijar el impuesto a pagar al
farabn. La Geometria tuvo precisamente su origen, como indica

511 nombre, en la medida de la tierra.

P2ro no s6lo la tierra pudo haber sido el objeto de la
medida, pues, no se puede comprender las grandes construcciones
dz los tlempos antiguos, como templos, palacios vy monumentos fu
nzrarineg, sin el concurso de unos minimos conocimientos, por lo
ma2nos empiricos, de una nocidén de medida. Como siempre las gue-—
rras con todas las calamidades y males que llevan consigo, se-
rfan las impulsoras de gran nlmero de esas construcciones como
las murallas de las ciudades y, posiblemente, también de la rue
da, pieza indispensable para los carros de combate. El comercio
v la astrologia tuvieron, sin duda alguna, también mucho que ver
2n la cuestidn gque se planted con la medida de las cosas. Todas
astas consideraciones nos hacen suponer que la necesidad de me-
dir, aunque no tan acuciante como la de contar, surge con el na
cimiento d= las civilizaciones de la antigiiedad. Efectivamente,
seglin se sabe, los asirio-babildnicos conocfan la determinacidn
correcta del &rea de los rectdngqulos, tridngulos y trapecios,
asi como también del volumen de los prismas rectos y piramides
de base cuadrada; en cambio, su conocimiento de la longitud de
la circunferencia era muy groserc, pues, la consideraban igual
a la de sus exdgonos inscritos, o sea, igual a tres veces su
didmetro. Este valor se da tambisn implfcitamente en la Biblia,
donde se cuenta que el mar de fundicién del rey Salcmén, era
diez codos de largo y le cefifa un cordén de treinta codos (Re-
vyes I,7,23).

Los egipcios parece ser que se encontraban en unestado
de conocimientos mis avanzado que los asirio-babilénicos segfn

resulta del andlisis de los papiros conocidos, que permiten ase
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gurar que conoclan ya reglas para la determinacién de algunas

figuras planas, asf como también del volumen de algunos polie-
dros. Concretamente, en uno de esos papiros, en el de Golenisg
chev, se calcula correctamente el volumen de un tronco de piré
mide de base cuadrada Y, aproximadamente, el &rea de una semi-
esfera. Para el 4rea del cfrculo utilizaban una regla equiva-

lente a tomar 64/81 = 3,1604.../4 como valor de m/4, siendo cu
rioso observar que entre todas las fracciones (1 —(l/n))2 (n =
1, 2, ...) es, Precisamente, la anterior la que da el valor m&s

aproximado.

Mencién muy éspecial merecen las contribuciones de los
gedmetras griegos a la teorfa de la medida. Antes que Pit&goras,
Tales de Mileto (siglo VI a.C.,) fue el fildsofo griego al que,
con cierto fundamentg, se le atribuyen contribuciones a la geo-
metria, entre las que figuran la determinacién de las distan-
cias de un barco al puerto y la medicién de la altura de una pi
rdmide cuando se conoce la sombra que proyecta. Frente al pen-
samiento de los jonios, Pit4goras (siglo V a.C.) y su escuela
pPresentan una nota caracterfstica Yy original con la naturaleza
especial del "nGmero" como principio de todas las cosas, sin el
cual no pueden éstag comprenderse o conocerse. Este nmero que
los pitagéricos conciben no es nuestro ente ideal y abstracto
sino un elemento natural constitutivo de los cuerpos que imagi
naban formados por "puntos materiales" o "ménadas" cuya. distri
bucién y orden caracterizaba a cada cuerpo. A la sombra de es-~
ta concepcién metafisica Y al lado de una mistica de los nme-
I0S nace la matemética como ciencia Y recibe su nombre como la
"ciencia por excelencia". Las dos principales contribuciones
de los pitag6ricos en el tema que nos estamos ocupando son,
pPrincipalmente, el descubrimiento del teorema del cuadrado de
la hipotenusa Y, como consecuencia, de los irracionales. Aun-
que no es f&cil saber qué grado de generalidad tuvo en la es-
Cuela de Pitdgoras ese teorema, ni la demostracién que se em-
pPled, parece razonable admitir que gran parte de los esfuerzos
realizados por los pitagbricos tuvieron por finalidad lograr
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una demostracién general del teorema. Posiblemente 1la existen-
cia de los irracionales y de las cantidades inconmensurables 1o
deducirfa también la escuela de su célebre teorema siguiendo una
demostracidn semejante a la de Aristdteles. Sin embargo, este
mismo descubrimiento habria de significar su descradito Y rui-
na por 2star en evidente contradicecidn con la concepcién moni-
dica de los pitagdricos que implicaba 1la conmesurabilidad de to

dos 1cs segmentos entre sf.

El miedo de los pitagdricos y su desaliento nos lleva
a2 hacer una reflexién sobre el miedo. El miedo no es bueno pa-
ra nada, ni para la ciencia ni para la religidn. Por eso es ma-
lo incluso utilizarle para infundir a hombresy mujeres que ha-
gan el bien y no el mal. E] camino es otro, es hacer ver que la
satisfaccidn que se siente al hacer el bien es suficiente para
que se haga, de forma que se explote el mal, cuando no se puede

evitar, para hacer el bien.

No vamos a segquir con la teorfa de la medida porgue
n0s alargariamos demasiado. Ya nos hemos ocupado de ella en
otras publicaciones de cardcter histdrico. Solamente recorda-
mos que impulsS el nacimiento del cdlculo integral y del célcg
lo diferencial Y., por tanto, del cdlculo infinitesimal, funda-
mento de la Fisica. En la actualidad la teoria de la medida ocu
Pa un lugar importante en 1la Matamitica y, en particular, en el
Andlisis Arménico Y en el Andlisis Funcional. E1 mayor elogio
que se puede hacer de la Teoria de la Medida es que se puede ga
rantizar al que se dedica a ella que esti haciendo una cosa im

portante.

A SR el
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INTELIGENCIA ARTIFICIAL

por Julio Ferndndez Biarge

Pero ;, Puede haber una maAquina inteligente ?

Durante afios se han mantenido controversias en
torno a esa cuestién. Estas controversias, si no han condu
cido a una respuesta definitiva, exenta de matizaciones, no
han resultado estériles. Gracias a ellas se ha profundizado
en el estudio de los distintos aspectos de la inteligencia
humana. En particular, han llevado a comprender mejor los
rasgos que definen el "comportamiento inteligente", enfoque
conductista de la cuestidén que simplifica su estudio, pues
es mads facil preguntarse si una méquina puede presentar com
portamiento inteligente que preguntarse si puede '"poseer"
inteligencia; los que niegan esta (iltima posibilidad, toda-
via pueden admitir la primera, afiadiendo quizad la palabra
"aparentemente' entre "comportamiento" e "inteligente". Pe-
ro para un conductista esa matizacién es supérflua, ya que
el comportamiento que puede szer objeto de estudio es, por
propia naturaleza "aparente" y las consideraciones sobre
€l que no '"aparezcan" en la observacién o en la experimen-
tacidn han de interpretarse como excursiones metafisicas

fuera de la teoria.

Sin necesidad de adoptar una postura claramente
conductista, se comprueba facilmente que la respuesta a la

pregunta que encabeza estas lineas depende estrechamente de
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tenues matizaciones en el significado del adjetivo "intell-
gente", Casi lo mismo ocurre con la pregunta, mucho més in—
tigua " ;(Hay animales inteligentes, aparte del Hombre ?
(Como veremos después la palabra '"racional" se presta a
equivocos mayores ain que la "inteligente'). Si no hay
acuerdo previo sobre el significado exacto de las palabra?
contenidas en esas preguntas, las respuestas podrén ser dis

cutidas indefinidamente, en un didlogo de sordos.

No intentaremos aqui dar una definicidén de '"in-
teligente" lo suficientemente precisa para que, una vez
aceptada, podamos responder que, efectivamente, puede ha-.
ber maquinas inteligentes. Simplemente dejaremos cons?anc1a
de que desde hace unos treinta afios se ha ido generalizando

el término de Inteligencia Artificial, normalmente abrevia-

do con las siglas IA ( AI, en inglés), para designar una
nueva ciencia y unas nuevas técnicas, que han alcanzado un
enorme desarrollo, con multitud de aplicaciones préctlcaé
y cuya evolucidén futura promete ser de importancia decisi-
va para la humanidad. Al lado de estos hechos, presenta un
interés secundario la discusién sobre si el nombre adopta-

. . P . ——
do es cabalmente adecuado o mas bien metaférico o improp

Sistemas inteligentes

Los productos de las investigaciones en IA son
los "sistemas inteligentes'. Es preferible llamarlos siste-
mas en lugar de miquinas, pues en ellos juega un papel pri-

i e
mordial el logical (o software), es decir, los programas

informaciones que se almacenan en los aparatos electrdnicos,

magnéticos o mecanicos que constituyen el fisical (o hard-

ware). Es comdin asociar el nombre de "maquina'" tan sélo a

estos dispositivos, Y por ello se prafiere hablar de "siste

mas''.

Un sistema merece el calificativo de "inteligen

te' cuando puede realizar funciones que, de ser llevadas a

[=3

cabo por personas, aceptariamos que necesitaban de su inte-

ligencia. Por ejemplo, se suele acaptar sin discusidn que

el jugar bien al ajedrez exige 1la inteligencia de los Juga~

sten en el mercado apara

tos electrdénicos capaces de Jugar al ajedrez mejor que la

dores; comc todos saben,hoy dia exi

mayor parte de los aficionados ¥ que incluso participan en
competicicnes con los campeones. Habrd que convenir en que
@sas maquinas deben considerarse comc sistemas inteligen-
tes,

Hay quienes, a pesar de ello, se resisten a
aceptar que el atributo de inteligents pueda ser aplicado
a una maquina. Alegaran que una maquina jamis podra rea-
lizar una determinada actividad que 11 inteligencia huma-
na lleva a cabo con eficacia; 3i un dia se les presenta
una maquina que realiza esa actividad igual o mejor que
una persona, lo admitiran, perc alegardn que, en cambio,

Jamads llegar3: a realizar otra, y asi sucesivamente.

Por supuesto que un sistema de IA tan solo
Puede competir con una persona en una actividad inteli-

gente, y muchas veces consigue hacerlo con ventajas de



rapidez, seguridad y precisién, pero nunca se ha tratado
de emular la inteligencia humana en todos sus aspectoa a
la vez. Seria un despropésito tratar de conseguir ésto ?n
el estado actual de la tecnologia. El cerebro de cualquier
persona tiene méas de 10lo neuronas. Cada neurona es 1lnmen-
samente mis complicada que uno de los elementos (transisto-
res, puertas, diodos, etc.) de que consta un circuito inte-
grado de los que constituyen las maquinas informatlcas’de
hoy dia, hasta el punto de que habria gque compararla mas
bien con un procesador especializado que con unc de eso$
componentes elementales. El nimero de sinapsis, o conexlo-
nes entre esas neuronas , en un hombre, es del orden de
1013. La complejidad de los mayores ordenadores gque &l hom
bre ha sido capaz de construir estd lejisimos de alcanzar
la de un cerebro humano; seria insensato pensar que con la
tecnologia actual o con la previsible para dentro de pocos
afios, se iban a poder construir maquinas informaticas que
pudiesen competir globalmente con nuestros cerebros. lLa
competencia solo puede mantenerse si se limita a un campo

i i i ligente
muy restringido, a base de concebir un sistema intelig

altamente especializado en él.

Algunos aspectos de la actividad intgligente
del hombre se han prestado mejor que otros a ser emulados
por los sistemas de la IA. El razonamiento légico, que a%—
gunos pensaron que era la actividad inteligente mds genui-
namente humana, es una de las que se han mostrado mas ase-

i tes
quibles a los sistemas de IA. Por eso advertiamos an

del peligro de identificar "humano" con "racional", si por
racional se entiende la capacidad de llevar g cabo razona-
mientos légicos. Como veremos, se han desarrollado Sistemas
informéaticos capaces de realizar deducciones, de demostrar
teoremas matemdticos o loégicos y de resolver problemas (no
por simple aplicacién de métodos preestablecidos). Tampoco
las actividades de aprendizaje estédn vedadas a los sistemas
de TA, y pueden disefiarse algunos capaces de adquirir cono-
cimientes o habilidades, observande su entorno, experimen-
tando sobre 21, recordando ¥y analizasndo los fallos, paraz ad
quirir "experisncia" o consuitando & un "maestro' 1o que de
ducen gque necesitan "sabepr! bara resgolver los problemas, tal

como haria una persona.

Las realizaciones practicas de la IA se han ma-

nifestado principalmente en el desarrollo de sistemas exper-

tos, capaces de ser consultados en una forma muy semejante
& como se haria con una Persona especialista en un tema, o
con un equipo de ellas, hasta el punto de que estos siste—
mas expertos no solo proporcionan respuestas Gtiles a las
preguntas que se le formulan, sino que pueden explicar por
qué han llegado a ellas, desechando otras posibles, o bien
requerir datos adicionales que necesitan para decidir entre
varias respuestas. También se han desarrollado sistemas in-
teligentes capaces de mostrar una habilidad determinada, co-
mo la de jugar al ajedrez u otros Juegos de inteligencia, o
Para elaborar programas de ordenador, codificados en un len-—

guaje adecuado, que resuelvan problemas bien especificados.

[
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Perspectiva historica
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comportamiento inteligente y en el desarrollo de los medios

para emularlo mediante sistemas informiticos.

En la década 1970 - 80 se consiguid poner en
funcionamiento diversos prototipos de sistemas inteligen-

tes, con resultados satisfactorios. Destaca la presenta-

cién de los primeros sistemas expertos realmente operati-

vos, como el MACSYMA (1971) para la manipulacién de expre-—

siones matemiticas, perfeccionando los SAINT y SIN desarro
llados antes para la integracién (indefinida) simbdlica, el
MYCIN (1976) para el diagnéstico médico ¥y la seleccién de

terapias, que ha sido muy usado y perfeccionado posterior-

mente, el PROSPECTOR (1976) para la prospeccidén geolégica,

el DENDRAL (1978) para describir las estructuras de compues
tos orgdnicos a partir de datos experimentales (espectrosco-—
pia de masas, principalmente), y otros muchos. En el mismo
periodo se consiguieron avances importantes en el desarrollo
de planificadores inteligentes para la accién de robots y-en

los sistemas de comprensién de los lenguajes naturales.

A partir de 1975 se desarrollé también un nuevo
lenguaje de programacién, 1llamado PROLOG, que permite for-
mular tanto los conocimientos basicos sobre un tema determi-
nado como las preguntas que se desea que sean respondidas
por el sistema mediante las reglas de la inferencia légica.
Mediante el lenguaje PROLOG no se trata de expresar cémo ha
de resolverse el problema,

Sino de especificar claramente

los términos de éste, de modo que un '"motor de inferencia"
q

e s



' i i légicas re-
adecuado puedaencargarse de las manipulaciones g ’
ié erfeccioné

queridas para resolverlo. A la vez, también se p
3 rimeras ma-

el LISP, apareciendo ademéds en el mercado las p

j ficazmente
quinas concebidas expresamente para trabajar e

con ese lenguaje.

A partir de 1980 es cuando la IA comie?za a ]
ofrecer productos de aplicacién inmediata, susceptibles de
comercializacién. Se han creado recientemente n?me%osasdem
presas para explotar las posibilidades de las Fecnlcas e
IA desarrolladas en los afios anteriores, especialmente ??r
lo que se refiere a los sistemas expertos. La construccién
de un sistema experto exige un esfuerzo muy considerable
en el desarrollo de rutinas de acceso a las bases'de datos,
de comprensidén del lenguaje empleado por el usuario, qued
debe ser lo mds parecido posible a su lenguaje n?tural, e
sintesis de las respuestas, expresadas en lenguaje comzreg
sible, de presentaciones gréaficas en pantalla, etc. Es asma
rutinas pueden elaborarse de forma que sirvan para una jé
muy amplia de sistemas expertos, hasta el punto de hoy dia
se comercializan sistemas expertos ''vacios'", llamados |
"shells" , que contienen un juegc completo de ESéS rutinas,
de modo que,con su auxilio,se pueden construir sitemas ex-

t A anos ante

if] i i ables, ha
riores parecié presentar dificultades casi insalv )

i 11 s tra-
conducido al desarrollo de sistemas de auxilio a lo

ductores, que permite multiplicar asombrosamente su pro-

ductividad, a pesar de que no llegan a constituir siste—

mas automaticos Propiamente dichos.

La nueva generacign de ordenadores que estan

preparando los investigadores japoneses, Seguidos por

otros norteamericancos Y europeos, con vistas al afo 1992,

aprovecha muchos de 1osg resultados de la inv i
reciente en IA,

do que sirva de Soporte a los Sistemas de IA en forma mu-

cho méds eficaz que los ordenadores actuales, que no estan

concebidos especialmente para ello.

Las realizaciones actuales aparecen como muy

modestas, si ge comparan con las fantasias (razonables,

aunque irrealizables con los medios de hoy) de 1los escri-

tos o peliculas de ciencia ficcidn (de las que es el ejem

plo méas representativo el ordenador HAL de "2001, Odisea
en el Espacio"), pero hubieran parecido inverosimileg ha-
ce sélo treinta afios.

Ingenieria del Conocimiento

El desarrollo de Sistemas de IA, como cual-

quier progreso orientado a lag aplicaciones pricticas, ha

exigido un tipo especial de ingenieria: g que sirve pa-

ra conseguir uyna manipulacién eficaz del conocimiento al-

Mmacenado en una miquina informitica. Ese conocimiento pue

de ser de hechos 0 de procedimientos o habilidades.

El problema primordial de esa ingenieria eg

el de conseguir una representacién de log conocimientos




humanos adecuada para su almacenamiento en los ordenadores,
y para su utilizacién posterior. Intimamente relac1onéd?

con &1 estan los problemas de la adquisicidén de conocimien
tos por parte del sistema, o '"aprendizaje' y el de la recu-
peracién de conocimientos, no entendida como simple eftrag
cién de los mismos qde se introdujeron previamente, sino
como deduccidn de respuestas a preguntas concretas, e%abo—
radas a través de mecanismos de inferencia légica aplicada
a los hechos registrados, convenientemente seleccionados.

La eficacia de estas operaciones depende esencialmente del
método de representacidén escogido, y durante bastantes
aflos, las investigaciones en IA se han centrado en idear
maneras de representar el coﬁocimiento que, a la vez que
resulten adecuadas a las maquinas informéticas disponl?%es
se presten a conseguir una adquisicidn y una recupera01o?‘
eficaces. En la base de todos los métodos de representacion
adoptados se encuentra simpre, mds o menos explicita, la
légica de predicados de primer orgen; gran parte de% esffez
zo investigador se ha dedicado a tbtener una normallzaflén
adecuada de sus férmulas, a desarrollar lenguajes simbdoli-
cos para expresarlas eficazmente y a idear métodos para ma=-

i a inferen-
nipularlas, especialemnte en lo que se refiere a 1 e

cia légica o deducciédn.

En muchas aplicaciones en las que los conoci-
:mientos se caracterizan por su inseguridad o por expresarse
en términos probabisticos, se ha hecho preciso acudir a re-
presentaciones con légicas multivalentes o a la teoria de

conjuntos borrosos o difusos (fuzzy). Se han ido resolvien-
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do dificultades aparecidas con determinados tipos de cono-

cimientos, como las opiniones, las creencias, los conoci-

mientos sobre los conocimientos propios o ajenos, etc.

Un tipo de conocimiento que ha dado gran trabajo a los in-

vestigadores es el que suele denominarse como el "sentido

comin'", que determina la mayor parte de las decisiones hu-

manas, sin que pueda identificarse con el proceso racional

de deduccidn légica. E1 problema de dotar a un sistema in-

teligente de algo que se asemeje al sentido comin humano

ha resultado tan tentador como dificil.

Robdtica

Otro problema que ha ocupado ampliamente a los
investigadores en IA ha sido el de sentar las bases para

el desarrollo de robots inteligentes.

Los robots son médquinas que se caracterizan
por su capacidad para llevar a cabo actividades complejas

que anteriormente realizaba personal especializado. Sue=

len distinguirse tres generaciones de robots; dos de la

primera, llamados también robots autématas, son versatiles

én el sentido de que pueden ser programados con amplia li-
bertad para realizar tareas diferentes, sin introducir mo-
dificaciones en sus mecanismos. No obstante.:éuando@estén
ejecutando un programa determinado, repiten siemore la

misma secuencia de ooeraciones. Esto hace que la pieza so-

bre la que ha de trabajar esté colocada con toda precisidn

en determinada posicidn. La segunda generacidn resultd de

la incorporacién de Sénsores a los robots, que les permi-



B 5 2 e
tian obtener datos de su entorno y de la ut111Zé01:2m:nte
programas que, con esos datos, adaptaban convenlezesarro-
la operacidén a las circunstancias detectadas: ?i,cos -
llaron sensores doticos, tactiles,‘elect?omagne 1es iine;s
micos, etc. y con ello se iniciaron dos 1mportan.Si6n .
de investigacidn: Una sobre la emulacidén de %? vze o
mana (incluyendo los procesos de interpretacidn - cre;
to) y otra sobre la programacién para robots, cznde : S;
cién de lenguajes especiales para ella. Un r??o . d;
gunda generacién ya no necesitaré la colocacidn ex -
la pieza para trabajar sobre ella y puede llevar a

16 lidad.
tareas de verificacidén y control de ca

Las investigaciones en IA estédn preparando u::
tercera generacidn de robots, los robots intellgezzis;lzbo
no sélo interaccionan con su entorno sino que pue " co;
rar sus propi&s planes de accién para adaptarsela edoylos_
seguir los objetivos que se le hayan marcado,sa vax;Stos N
obsticulos que accidentalmente se le inter.‘pongan.ea - ]
bots pueden tener facultades de aprendiz?Je (ya :néliSis
profesor o sin él) adquiriendo experiencia, por o
de sus errores. lLa tercera generacién de robots no ha;
do todavia a la fase de explotacién comercial, p?ro siorio.
construido prototipos con comportamiento muy satlificé .

" En 1972 el SRI (Stanford Research Institute) cons~rlzdo "
el '"Shakey", con las caracteristicas que hemos sizaprogre:
ra la tercera generacidn, y desde entonces se es

sando rdpidamente.
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De hecho, 1los automatismog introducidos en

ciertas armas de guerra y an algunos ingenios de explo-
racién €spacial, pueden considerarss

J& como robots de
la tercera generacidn,

La evolucidén futura de 1a IA
————— -~ Ura de la IA

Para un futuroe muy prad
J P

Ximo, anterior al fin
de siglo, cabe esperar

resultados muy transcendentes de
los trabajos en IA. No decimosg Sorprendentes, pues los
escritores de ciencia-ficecidn Nos sroporcionan tal can-
tidad de visiones imaginativas Y fantdsticas de ese fu-

turo, que ya nada podrj Sorprendernos,

de miquinas informiticas mas adecuadas para los trabajos

de IA que los actuales ordenadores. Z3tos estan general-
mente ¢

concebidos para un funcionamianto secuencial

de algoritmos, queé no se parece ep nada a los procesos

que se van descubriendo en el funcionamient

o de nuestros
Cerebros,

¥ que tampoco parece Sptimo para la TIA.

Los problemas de IA se glantean mal de forma
aunque al final, por i
quinas utilizadas,

algoritmica, Tperativo de las m4-

Su solucién real acabe adeptando la

Tforma de programa clésico, derivado de unp algoritmo.

Simplificando mucho 1la situacién, el esque-
ma tedrico de losg métodos de resolucidn de los problemas



de la IA se basa en los llamados sistemas de produccién,
en los que aparecen separados: una base de datos, en la
que se representan, en forma conveniente, los conocimien
tos (hechos), un conjunto de '"reglas", cada una de las
cuales sélo es aplicable cuando en la base de datos se
cumplen determinadas condiciones (condiciones de aplica-
bilidad de la regla) y cuya aplicacién produce efectos
bien determinados en dicha base de datos, unas '"condicio

nes de terminacién, que permiten detectar cuando ha apa-
recido en la base de datos un conocimiento que satisface
a las exigencias del problema, y, por dltimo, un sistema
de control que decide qué reglas, de las que resultan
aplicables en cada momento, conviene aplicar efectiva-
mente. La separacién de los elementos mencionados per-
mite afiadir o modificar conocimientos, introducir o cam-
biar reglas o mejorar la estrategia del control, sin to-
car para nada las otras paftes del sistema, lo que da
una flexibilidad de la que carecen, por Ssu estructura
monolitica, los programas convencionales de los ordena
dores actuales. Los ordenadores de la nueva generacién
se mostraran mis adecuados para este tipo de utilizacidn
propia de la IA, ¥y ello redundard en un répido desarro-
110 de sus aplicaciones. La reciente aparicién de maqui-

nas LISP se orienta en esa direccidn.

Para los préximos afios debemos esperar, en

primer lugar, un desarrollo explosivo de los sistemas
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a que no i o
resen !

tar los 1lla i
mados sistemas expertos de 1a 22 g
e eneracidn
’

que, ademas de i
proporcionar respuestas (normalm t
ente afir-

que sean cier i
tas), obtenidas mediante inferenci 15
as ldgicas

a partir d
e los hechos de su base de datos puede
, n propor-

clonar Iesp y d e} lCUl S
”estas numeri cas resu tados e a [} tecn_]—

(:()S' l[ly eSpeClal lellte lOS ODtellldOS con algOIlt 108 de Op"‘

Zaclion F]ledell aslt deCldlI ObI ta u OtIa

conducen la ipd i
s hipdtesis alternativas ¥ no por
mera aplica-

cidén de la deduccid Sgi
ccion légica. La utilizacién de los sist
Ste-

clase de actividades humanag

I lb en es tall mu rox t a in

g
’ n g

material y h
umano
» en algunos temas intimamente relacij
aciona-

dos con 1
a IA, c
» COmo son la percepcidn visual emulad
a por

sistemas inteligente
S, que incluye el
problema del reco
no

cimiento de f
orm
as, tanto en dog comc en tres dimensi
iones,

’

: - LI 1 . .
J



5ti rama-
(en intima relacidén con la robética), el de la prog

cién automdtica para ordenadores, y los sistemas de manil-
pulacién inteligente de los grandes volumenes de informa-
cién que hoy dia se puede recoger en cualquier aspect? ée
la actividad humana. Confiemos en que no sean los artifi-

i4 ue mas
cios ideados para la destruccién y la guerra los g

se beneficien de estos progresos.

- X = X = X=X=
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PARTICION DE UN TRIANGULO EN TRIANGULOS SEMEJANTES

Por Luis Villacorta Mas

En la linea de la bGsaueda de cuestiones de matemitica
elemental, de posible comprensién por parte de alumnos de ba-
chillerato, abiertas hasta tiempos recientes o que afn permane
cen abiertas, vamos a estudiar posibilidades de partir un tridn-
gulo en tridngulos Semejantes.

En 1970, Freese, Miller y Usiskin estudian la posibili
dad de dividir un tridnqulo en n triangulos semejantes a &1, De
Muestran que para cualquier nhmero natural n, n ¥ 2, 3 6 5, exis
te una descomposicién de cualquier tridngulo en n subtriingulos
semejantes a él. En la figura 1, por ejemplo, aparecen formas de

descomponer un tridngulo en 4, 6 y 7 subtridngulos semejantes al

N
N\ A W Wk

Figura 1

———
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Demuestran también que solamente los tri&ngulos rectn punto distinto del A, B & C Y que sea vértica de un tridngulo
gulos pueden dividirse en tres, y, por tanto, en cinco trléngg de la pa%t1c16n llamésmole un p-punto. Veamos dos observacio-
los semejantes al inicial. Finalmente plantean en su tréba]o nes previas:
las siguientes cuestiones: si un tridngulo puede dividirse en 4 . - ‘ ' .

5 tridngulos semejantes a &1 ¢debe ser el tri&ngulo rectdngu- x 1- Observacién.- Si en una particibn existe un p-punto
10? Y a la inversa, conviniendo en que, siendo n un nmero na- q comin solamente a dos tridngulos, la particién tiene que ser en
tural, n es un nlmero acentable de un tridngulo si existe una tridngulos recténgulos.

. : L SMo
descomposicitn de &1 en n subtrifingulos semejantes a el mis
. > 4 \
¢cudl es el conjunto de nlGmeros aceptables de un tridngulo En efecto, los dngulos de
los triingulos que concurren en

Dos afos m&s tarde, en 1972, Usiskin y Wayment encuen €s0s vértices suman dos rectos y
tran que existen otros tridngulos con la propiedad de tener.a cada uno es exterior respectiva-
n =5 como nmero aceptable., En concreto, demuestran qmalxltflél mente del otro tri&ngulo, por tan-
gulo puede descomponerse en 5 tridngulos semejantes a &l s1 y° te, no puede ser igual a ninguno
solo si es rect&ngulo o es isésceles de &ngulos 30°, 30°y 120°. de 10s &ngulos interiores no adya L
La figura 2 muestra la forma de realizarlo en el sengundo ca- centes; la Gnica posibilidad es .

que sea igual a su adyacente.
sSO.

28 Observacidn.- En cualquier particién de un triéngu-

lo en tridngulos semejantes y no semejantes al inicial no pue-

30 30 den quedar sin dividir dos &ngulos distintos del tridngulo ini
cial.
<
30 30 30 10 Supongamos dos &ngulos del tridngulo inicial ABC son

distintos, por ejemplo, A # B, Y gque en una particién estos &n
gulos guedasen sin dividir, entonces cada tridngulo de la par-
Figura 2 ticibén tendria que tener un dngulo igual a & y otro dngulo igual
‘ a By, por tanto, el tercer &4ngulo igual a &; en consecuencia,
Y plantean las siguientes cuestiones: ¢qué tridngulos

d v 6 E::ia ser eja“te al inicial-
pue paI t i T j i restr iCCi n
) en irse en n trléngulos semejantes sin la

. Lo s . 8 de n . . -
de ser semejantes al triéngulo inicial? ¢Para qué valor Realizaremos la bisqueda de las posibles particiones

. i jan- .
puede un cuadrildtero ser partido en n cuadrildteros seme] de un trifngulo en n trisSngulos semejantes Y no semejantes a

tes y (o no) semejante al inicial? €l cuando n = 2, 3y 4.

i i ues
A continuacién vamos a estudiar la primera de las cues

- 3 ada
tiones planteadas. Llamaremos ABC al tri&ngulo inicial. A ¢ .
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I) Para n = - i
2. De las observaciones anteriores resul

ta I
evidente que solamente los tridngulos isésceles se pueden di

vidi i
dir en dos tridngulos rectdngulos semejantes. Y, por consi-

guiente,

todo tridngulo isdsceles se puede partir en n = 2, 3
4, 5,... e

tridngulos rectingulos semejantes. En la fiqura 3 se
muestran varias formas de hacerlo.

Fiqura 3

II = 3.-
) Para n SE Observemos que hay cuatro modos dife-

rentes de dividir un tridnqulo en tres trifingulos (figura 4)

(e)

Figura 4
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Es sencillo observar que las disposiciones (a) y (c)
no pueden proporcionar maneras de partir un tri&ngulo en tres

trifngulos semejantes Yy no semejantes al inicial.

En la disposici6n (b), de acuerdo con la 22 obser-
vacién, los &ngulos del tridngulo inicial no divididos no pue-
den ser desiguales; ademés, seglin la 12 opservacibn, la parti-
cién tiene que ser en triidngulos recténgulos. Por tanto, nos en

contramos en el caso particular de I cuando n = 3.

En la disposicién (d), figura 5, tiene que ser ¢ =
= B = Y porgue, en caso
contrario, llamando x =
= max {a,B,Y}, x no pue
de ser igual a ningQn &n
gulo de los tri&ngulos
de la particibn. Facil- ga
mente observamos que to
do trif&ngulo equilédtero
se puede descomponer en
tres tridngulos isbsce-
les semejantes de &ngu- Figura 5
los 120°, 30° y 30°.

De acuerdo con el trabajo de Freese Y otros, antes
citado, concluimos que todo triéngulo equilétero se puede par-
tir en n, n ¥ 2, 4 6 5, tridngulos isbsceles semejantes de &n-
gulos 120°, 30° .y 30°. En la figura 6 aparecen formas de hacer

loenn=23, 6y 7.

Figura 6



III) Para n = 4.~

Caso_l: NingQn &ngulo del trifngulo inicial resulta

dividido en la particién.

Ya sabemos que si los &ngulos del tridngulo
inicial son desiguales no es posible la particién en tridngulos

semejantes y no semejantes al inicial.

c Si el tridngulo es isés
celes la particidén s6lo es posible
segin la disposicién de la figura
7, y esta disposicidén sb6lo propor-
ciona una particidn en tridngulos

semejantes al triingulo inicial, ya

A

que tendria que ser ¢« = & = B, o

A P A
bien, 8 = & = B y en cualguiera de
Figura 7 los casos seria QR//AB.
R . A
Si ABC es equildtero, supongamos que 8 =A =
= f = é, entonces: si o =2 tiene gue ser PR//BC, luego o= 1;

si a =4 tiene que ser PQ//AC, luego a =3. Con lo que y =3=2=
= 5. De todo lo anterior se deduce facilmente que la particidn

seria en tri&ngulos semejantes al inicial (figura 8).
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Caso_2: Un &ngulo del tridngulo inicial resulta di

divido en la particién. Pueden presentarse las siguientesﬁdis—

posiciones:

(a) (b) : (e)

(d) (e)

En todas ellas, las-posibles particiones
tienen que ser en trifngulos rectingulos. Necesariamente los &n
gulos del tridngulo inicial no divididos tienen que ser igua-

les.

La disposicifn (a) ya estd@ observada en I.
Ya sabemos que todo trifngulo isfsceles se puede descomponer

en 4 tridngulos recténgulos semejantes.

Se observa facilmente que las disposicio-
nes (b), (d) y {(e) son imposibles que nos proporcionen formas
de partir un tridngulo en 4 tri&ngulos semejantes entre siy

no semejantes al inicial.
Analicemos la disposicién (c), figura 9,

Para que la particibn sea en tridngulos se

Py .
mejantes, el trifingulo AOC tiene que ser is&sceles o recténgu-



B

L

T WS-y~ AL LN P

PN
lo en'ﬁEBi Ahora bien, AQC no
puede ser isésceles, luego se
rd rectingulo en‘ﬂEﬁ. Tiene

~

que ser 5 = § v 1 =128 = A;

por tanto, o = 5 = 3" Luego

P {guEa € ;4 ;
Ficura 9 un triangulo isdésceles de in-

gulos 120°, 30° y 30° se pue-
de descomponer en 4 tridngulos rectdngulos Semejantes, aparte

de la forma estudiada en I, segln la disposicidn (c), figura 10.

G0 10
30
30 30
Figura 10
Caso_3: Dos &ngulos del tridngulc inicial resultan

divididos en la particidn. Pueden presentarse las siguientes dis
posiciones: B

(a) (b)

; (c) (d) (e)
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Observamos que todas las disposiciones, sal-
vo la (a), s6lo pueden proporcionar posibles particiones en tri&n-
gulos rectingulos. De éstas, se observa tambidn facilmente que
salvo la disposicién (c) es imposible que nos proporcionen par-

ticiones en 4 triidngulos semejantes.

Analicemos la disposici6n (a). Para descom-
poner el tridngulo PBC (figura 11) en tres trifngulos semejan-
tes y no semejantes a &1 tendr& que ser equildtero y la descom-
posicifn serd en tri&ngulos is6sceles de &ngulos 120°, 30° y 30°.
Luego tendr& que ser i = 3 = 30°, y el tridngulo ABC recténgulo
en C. Por tanto, tomando un tri&ngulo recténgulo de &ngulos 30°
y 60° podemos descomponerlo en 4 tri@ngulos isésceles semejan-

tes de &ngulos 120°, 30° y 30°, figura 11b

C
B
2 )4
Figura 11 Figura 11b
Analicemos la disposicibn (c). Observamos
en la figura 12 que CQ divide C
P X 1.
a ABC en dos tridngulos y el
problema se reduce a dividir
e N N ,
AQC y QBC en dos tridngulos P
rectingulos semejantes, lo que R
es posible si son isBsceles. 1
P L . q B
Es decir, AQC y QBC tienen A 0
que ser is6sceles. No puede Figqura 12
=2gqura__.z

ser f = 3 porque seria QB//
AC, luego I = 2, con lo que el trifngulo inicial serfa recténgu

lo y no es vdlido para nuestros prop6sitos.
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tan divididos en la particibn. Pueden presentarse las siguien-

tes disposiciones:

(b)
(a)

(c)

Figura 13

Es evidente que la disposicién (a) no puede
proporcionar una particidn en 4 tridngulos rectédngulos semejan

tes.

En la disnosicién (b), alrededor del vérti-
ce Q concurren cuatro &ngulos (figura 13); es imposible gue los
cuatro &ngulos sean rectingulos, luego alguno de ellos ser§ ma
yor que 90°; ahora bien, el tridngulo de la particidn correspon
diente a dicho &ngulo no puede ser rectfngulo, por lo que es im
posible que nos proporcione una particién en 4 trifngulos rec-

tinqulos semejantes.

Un razonamiento anflogo al anterior nos mues
tra la imposibilidad de partir un tridnguloc en 4 tridngulos rec

t&ngulo semejantes segfin la disposicibn (c).

Observando las posibles disposiciones de par
tir un triéngulo en 5 triingulos, podemos conjeturar que sola-
mente los trifngulos is&sceles pueden partirse en 5 tridngulos

rectdngulos semejantes entre sf{. Finalizamos recordando la se-
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gunda cuestibn planteada por Usiskin y Wayment: ¢para qué va-
lor de n puede un cuadrildtero ser partido en n cuadriléteros
semejantes y (o no) semejantes al dado? Y mi&s general, ¢para

qué valores de n puede un k-gono ser partido en n k-gonos se-

mejantes?
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GENERALIZACION DE UN PROBLEMA DE APOLONIO

Por Vicente Fraile Ovejero

1.- La geometria que construyeron los griegos clédsi-
cos, la que sistematizd Euclides y enriquecieron Arquimedes vy
Apolonio, es una obra que deja maravillados a quienes la contem
pPlan sin resabios pedantes. Esta geometrfa estd hoy en los mu-
seos. Y son pocos los visitantes. Es una l&stima porque, a pe-
sar de su techo en la evolucibn de la matem&tica, contiene to-
das las vitaminas necesarias para que las mentes jbvenes asimi
len la 16gica y la ejerciten en problemas elegantes y en modo al
guno pueriles. Por el contrario, los primeros pasos -y afn los
segundos- del &dlgebra de conjuntos que hoy inundan aulas y li-
bros de EGB y bachillerato son desnudas trivialidades sin palia
tivos a las que se dedica machaconamente demasiado tiempo y de-

masiados cursos.

Bien sabemos que las nociones de ccnjunto, aplica
cacifén, ley de composicibn, etc., son el acceso al rigor estruc
tural de toda la matemitica; pero en las ensefianzas elementales
estd siendo nefasta la obsesifn por recrearse afo tras afo en
pintar flechas de correspondencia sobre los profundisimos dia-
gramas de Venn. A mi juicio -y al de muchfsimos m&s- serfa mis
formativo disminuir la dosis de los conjuntos y‘enseﬁar, a cam-
bio, geometrfa clésica y algo de la vieja y sustanciosa teorfa
de nfimeros, que fueron -entre otros- los alimentos de los que

mis tarde escribirfan los libros de Bourbaki.

En la ensefanza, como en todo, es saludable tener
en cuenta la evolucifén de las ideas, incluso para incubar revo-



luciones , pero sobre la bage de una critica
sica de Newton que, naturalmente,

ta de que haya que incorporar a 1la
del desarrollo de 1la matemdtica,
largo de 1los siglos;

nitivamente algunos f

profunda de 1la £1
conocfa al dedillo. No se tra
ensefianza todos los frutos
la fisica o 1a biologfa a 1o
Pero tampoco es acertado arrinconar defi-

rutos tan jugosos como la geometrfia clasi
€a, gque introduce el gusto por 1la ldgica a trav
cercanos a la naturaleza,

&s de problemas

‘Varios matemiticos &ctuales, espafioles y extranjéros, han
manifestado en alguna 0casidn que debe rescatarse la geometrfa

olvidada en los Programas escolares., Recuerdo, por ejemplo, sen

Guzmin. Y en el ndmero 2
de este mismo Boletin, el profesor Etayo,

la geometria del compé&s,
do en los estudios,

dos articulos de los profesores Doy %

en un artfculo sobre
se lamenta de que se la haya abandona-

tros docentes., bpor
otra parte, Etayo, buen conocedor del he

lenismo y de los gran-
des movimientos culturales histdricos,

hace a veces sabrosos o
mentarios sobre 1la estética solemne en

las creaciones del pen-
samiento griego Y la din&mica en la obr

a .renacentista.

- La geometrfa gr&fica es

geometrfa fisica, como di
ce el profesor Garcfa Ardez,

Estd en el suelo y en las construc
+ Por eso mismo es profundamente

Los estudiantes de EGR Y bachillerato adquirirfan el
gusto por la légica sobre figuras que les son familiares
cuales pueden intuir Y someter des

ciones monumentales Y urbanas
educativa.

r en las

n la formacién de un fu-

turo cientf{fico; es el ejercicio de 1a imaginacién.

iPero es f&cil que estos chicos intuyan en una ma

temdtica éscrupulosamente rigorista como la de hoy? Una vez pa-

sada la ancha zona de las trivialidades,

€S Una matemdtica minu
ciosamente codificada,

que podria publicarse en el Boletfn Ofi-
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con una
ial del Estado de cualquier pafs maduro. Un texto legal
. una re
xiomé&tica profusa, con lemas, teoremas y estructuras en - d;
. to gra
laci6én interminable y aburrida, con conceptos cuyo al gr o
& . Para e
abstraccién les impide adivinar de gqué cosa se trate P
L de la imaginacidn es-
i frio y farragoso, don
es un mundo extrano, . i
ra agazapada una corriente inteligible en la que pode
pe

Para ellos es una matemitica estéril.

2.- Entre los numerosos problemas que se propuso y Ire
solvié Apclonio de Pérgamo (siglos II-III a.C) ééy’unoﬂzjec;jzln
por antonomasia, "el problema de Apolznio“: DLzZizz - némen;

z ue son tangentes a tnrnes dadas en un 3 . ’
ézizgi:zioies depende de c6émo estén dispuesta? las trzj Z:;:i;r
ferencias. Puede haber infinitas o no haber ninguna. - :;
cunferencia dada es exterior a los circulos de las otl"ases ;ue
adem&s sus centros no estdn alineados, hay ocho soluc1ozrc;lo .
son: la circunferencia tangente que deja fuera de su CCia). :
las tres dadas (excepto, claro es, los puntos de tangen den;ro
que deja a las tres dentro; las que dejan fuera a una iiuna -
a dos (tres soluciones), y las que dejan a dos fueratios - e;:
tro (otras tres soluciones). Apolonio obtuvo los ?en e
tas ocho circunferencias con la regla y el'compés, oéréticos' i
ria después de Descartes, por medio de radicales cuaCircunferen
Considerd también los casos en gue una o dos de las n

cias dadas degeneran en rectas O puntos.

i e se
Un problema mis general gque el de Apolonio, y qu

lemental, es
ede resolver con los recursos de la geometria e
pu

el siguiente:

DadaA »t)l.e,é CL)lQ“.né enencd asd (’_Opi anariasd ’ AO”IamOé a".b&'
ranLament plLHJ 4 n a aaa a d pu.rlztob
n e



elegidos determina otra circungerencia, Hallar el Lugan geomé-
thico de Cos centros de Las circunferencias deteaminadas por to
das tas ternas posdibles de puntos asl elegidos".

Es evidente que entre los puntos de este lugar han de
figurar los ocho de Apolonio (caso de haber en &1 ocho solucio-
nes), y que tienen, como veremos, una singularidad en la figura

resultante.

Este problema puede ser enunciado también asf{: "Ha-
22ar el £.g. de Los centhos de las circunferencias que Zleuzn
puntos comunes simulidneamente con tres dadas'.

El lugar geomé&trico resulta ser un recinto plano ; es

unc de los llamados lugaraes de puntos dreas en el plano nc defi-

nidos por desigualdades. El =studio de estos lugaras fus inicia

do y desarrollado por el entonces joven matemdtico bilbaino Car
melo Crespo Landaluce, alld por los anos treinta, y sus traba-
jos fueron publicados en varias revistas de Madrid y Buencs Aires.
Este que nos ocupa constituy® una modesta contribucidn mia a

aquellos ejemplos de lugares &reas.

3.- Empecemos por resolver el siguiente problema: "Ha
llar el 1l.g. de los centros -
de tod;; las circunferencias
que tienen puntos comunes si
multinesamente con dos dadas

en un plano"”.

Sean Yy Y Yy
las dos circunferencias da-

das (figura 1), de radios

£, Yy r, respectivamente, y

centros Ol Yy 02. Tracemos

el eje radical p de ambas Figura 1
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circunferencias y tomemos un punto cualquiera P de p. Desde P
tracemos dos rectas secantes cualesquiera, una a cada circunfe-
rencia, que cortar&n a las mismas en los puntos A, B de YL Y S,
T, de Yo Por tener P igual potencia respecto de ambas circunfe
rencias (pues P €p) serd PA- PB = PS. PT. Por lo tanto, los cua
tro puntos A, B, S, T estdn en una misma circunferencia y5, N0
dibujada; y el centro C de ella pertenece al 1.g. que nos piden.
Este centro C se obtiene trazando por los puntoS medios Ml y M2

de las cuerdas AB y ST las perpendiculares a dichas cuerdas res

pectivas, que también serdn cuerdas de la circunferencia y;. La
interseccifén de estas dos perpendiculares {(que han de pasar res
pectivamente por Ol Yy 02) es el centro C de Y3 El punto P ele-
gido en p es el centro radical de Yy Yo ¥ V3¢

S8i desde el mismo punto P anterior trazamos otras
dos rectas secantes (una, al menos, distinta a las anteriores)
a vy Y Yy respectivamente, tendremos dos nuevas cuerdas (una,al
menos, nueva) de otra circunferencia Ygqr cuyo centro se obten-
dri por la interseccifn de las rectas que unen Ol y 0, con los
respectivos puntos medics de las nuevas cuerdas. El Centro ra-

dical de Yir Yo Y Y4 sigue siendo P.

Pues bien, vamos a "agotar" el punto P€&p trazan-
do todos los pares posibles de rectas secantes Y tangentes alas
circunferencias dadas desde P. Es decir, vamos a hallar el lu-
gar geométrico de los centros de todas las circunferencias Ygr
Y4qr+-+s que son secantes o tangentes a Yy ¥ Yo tales que cada
una de ellas y las dos dadas tengan como centro radical el pun-
to P elegido en p. Dicho lugar geométrico, que llamaremos AP'
estard incluido en el que nos piden en el enunciado del proble-
ma. Una vez hallado este lugar parcial, bastard desplazar P a
lo largo del eje radical p de v, ¥ Ypr ¥ determinar el recinto
barrido por A, a medida que se deforma. Dicho recinto barrido
sers la solucibn del problema, pues toda circunferencia secante
o tangente a las dadas tiene con ellas su centro radical situa-

do en p. -
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Para hallar el

l.g. parcial A recordemos

’
que si desde ui punto P (figu
ra.2) trazamos rectas secantes
a una circunferencia y de cen
tro O, el l.g. de los puntos
medios de las cuerdas produ-

cidas por todas las secantes

trazadas desde P es el arco
de la circunferencia de di&-
metro OP ubicado en el circu

lo de Yy, y este arco tiene co-

mo extremos los puntos de con

Figura 2

gentes a y desde P. (Si P fuera interior al cfrculo de Y, la cir

tacto Hl yH2 de las dos tan-

cunferencia de di&metro OP serfa, ella entera, el lugar de los pun

tos medios de todas las cuerdas que pasan por P).

Asi, pues, todas las rectas que unen el centro O
de la circunferencia con los puntos medios de las cuerdas produ
cidhs en ella por las secantes desde P constituyen un haz limi-

tado por las rectas Eﬁl 14 5§2 (dngulo rayado en la figura).

Pasemos de nuevo a las dos circunferencias Y1 Y

Y+ con su eje radical p y un punto P€p (figura 3). Tracemos

e,

el arco HlOlKl perteneciente a la circunferencia de didmetro

513. Las rectas OlHl Yy BIEI limitan el haz de rectas que unen
Ol con los puntos medios de todas las cuerdas producidas en Yy
por las secantes a ella trazadas desde P. Por lo tanto, en di-
chas rectas, y tambidn en las GIEI v 5;?;, tienen que estar los
pun%gf\?el lugar parcial AP. De la misma manera, tracemos el ar
co H,0,K, de la circunferencia de didmetro 5;3; entonces en las
rectas del haz limitado por las 0,H, y 0,K, (incluidas éstas) es
tarin también los puntos de XP. La interseccién de ambos haces
es, pues, el lugar parcial AP. Es el cuadrilitero convexo &avéE

tices Vv, W, V' y W', rayado en la figura.
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Figura 3

Ahora bien, el cuadrildtero de contorno HlPK2VHl
tiene iguales los lados PH, y 5?2, por ser P un punto del ejera
dical de Y1 Y Yy Los &ngulos en Hl Yy K2 son rectos, obviamente;
luego vﬁl = sz. De esto se desprende que V es el centro de una
circunferencia tangente a Y1 Y Ypr Que deja dentro de su circu-
lo a Yy Y fuera a Y,- Con el vértice opuesto V' ocurre lo mismo,
pero queda fuera Al y dentro Y,+ De manera aniloga se comprueba
que los vértices W, W' de AP son centros de sendas circunferen-
cias tangentes exterior e interior respectivamente a las dadas.

Estas, las dadas, y cada una de las cuatro reseiadas tienen el

mismo centro radical P elegido en p.

Ahora vamos a desplazar P a lo largo del eje radi
cal p, y veamos cudles son las trayectorias de los vértices del
lugar parcial XP. Si r, y ry son los radios de Y, ¥ Ypr Y pues-

to que, como acabamos de ver, es Vﬁl = Vfé, tendremos: V51-+r1=
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una de las dos y dentro a la otra. La hipérbola de constante ry =
-r, homofocal a la anterior es el l.g. de los centros de las

. circunferencias tangentes a las dos dadas que dejan a ambas o
= Vo, 1 tor,. Esto nos dice que el vér

tice V describe una hipérbola de focos 0, YO, v constante r, +

- r,; o sea, VO, - VO, = r :
9 ’ 2 1 bien fuera o bien dentro.

Andlogamente se ve que es V'Kl = V'Hz, o sea, V'Ol -r

¢
= 7752 + 1, =70, - v752 = r, + r,. Por lo tanto, V' descri- _ 4.- Sean ahora Yir Ypr Yy tres circunferencias cuyos

be la misma hipérbola que V, aunque una rama distinta. Finalmen

r

circulos no tienen puntos comunes y cuyos centros 04+ 0,5, O3 1O

L= WTEZ equivalen respectiva- estdn alineados (figura 5). Los radios respectivos son Iyr Ty
- W'D, = =
2 W Ol rl Lor

W y W' tienen como trayectorias sendas ramas de una misma hipér

te, las igualdades WK, = WK,, W'd
- 1 2

o Elijamos dos de estas tres circunferencias, por ejemplo‘y1

con lo cual I3-

mente a W6l - WO, = r; - r,, ‘
Y Yo+ ¥y hallemos el l.g. de los centros de las que cortan o son

bcla, homofocal a la anterior, Y como la constante de esta hipér EANGETESE 1 1y ¥ - EcmS deBbEnE, BB VER SR el parrafo ante -

rior, este lugar es el recinto no interior a la hipérbola de fo

bola descrita por Wy W' es r, - r, <r + r dicha cénica tie-

1 1 27
ne sus ramas situadas entre las de la primera hipérbola, y en su

cos Ol Yy O2 Yy constante ry + rye. Hagamos lo mismo con los dos pa
parte exterior. Quiere esto decir que el recinto barrido por el
lugar parcial A, (que va deformindose en su recorrido) es la zo
na no interior a la hipérbola descrita por los vértices V y V'.
La figura 4 da una idea de la situacién de ambas curvas. Asi,
pues, el 1l.g.
de los centros
de todas las
circunferen-
clas que tie
nen puntos co
munes simultd
neamente con
las dos dadas

~# es el recinto
rayado. ¥ la
hipérbola de

constante r1+

+ r., serd, a

2
su vez, el 1l.q.

de los centros

TUANFF 77 T

de las circun
ferencias tan
a vy, Yy Y, que
dejan fuera a




res restantes Yl’ Y3 Y Yo 73. Tendremos entonces tras recin-
tos, y la interseccifn R de los mismos seri el l.g. de los cen-
tros de las circunferencias gue cortan o son tangentes a las tres
dadas. El lugar R es un exfgono cuyos lades son arces de hipérbo
la (rayado en la figura) Los vértices son seis de las ocho solu-
ciones del problema de Apolonio: cada uno de ellos es cantro de
una circunferencia tangente a las tres dadas, pero que deja fue-
ra a una de ellas y dentro a las otras dos, o bien deja fuera a
dos y dentro a la otra, cosa que se deduce inmediatamente de lo
dicho al final del pérrafo 3. Y precisamente por guedar dos de
las circunferencias dadas a un mismo lado de la que =s tangente
a las tres, con centro en cada vértice del éxagono, dichos vér-
tices pertenecerin también, respectivamente, a las hipérbolas ho
mofocales a las anteriores y cuyas constantes son las diferen-

cias de los pares de radios de las tres circunfersesncias dadas.

Llamemos h , h , h a estas tres hipérbolas
1,2 1,3 2,3
de focos Ol Yy 02, Ol V4 03, 02 Vs O3 y constantes rl -rz, rl -r3,
r, —r3,respectivamente. Dos de ellas, por ejemplo, hl N Y hl 3
[ 14
se cortan en cuatro puntos Wl’ W2, W3, W4 pertenscientas al exi
gono R y sefialados en la figura 5. Pues bien, por dos de estos
cuatro puntos pasa la otra hipérbola h2 3 (no dibujada). Es de-
’
ci;u hay dos puntos interiores a R por los cuales pasan las tres

nipérbolas hi," Vedmoslo. El punto W, pertenece a hl,] y a h1,2;

por lo tanto, WlO3 - wlol =r, - ry; Wlo2 - wlol =TI, - I,i res-
temos ambas igualdades y tendremos: W,04 = W,0, =1, - ry, que

nos dice que W, € h2 . También W, € h , aungue a la otra ra-
1 '3 37 72,3 s -0, = g -
gy =TI,

ma. Si ensay&ramos el punto W,, para el cual es :
W0, =0, = £y -1,

sumando tendriamos:
207 =25y =Ty -ry ==¥, £ by ,

En resumen, el l.g. de los centros de todas las
circunferencias secantes y tangentes a tres dadas (con centros
no alineados y circulos sin puntos comunes) es la superficie de
un exfgono cuyos lados son arcos de hipérbola. Los vértices son
seis de las ocho soluciones del problema de Apolonio. Las otras
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dos son dos puntos interiores al exdgono por los cuales pasan las
tres hipérbolas hl,2' hl,3’ h2,3’ homofocales respectivamente a
las tres que forman los lados del exédgono; las constantes de es-
tas hi,' son las diferencias de los tres pares de radios de las

circunferencias dadas. Estos dos puntos interiores son los cen-

tros de las dos circunferencias tangentes interior y exterior a

las tres que nos dan.

Es interesante la solucién de este problema cuando las
tres circunferencias est&n dispuestas de otra manera a como las
hemos dibujado aqui. Pero es afin mds interesante la solucién
cuando una o dos de las circunferencias dadas degeneran en rec
tas o puntos. Si es s6lo una la gque degenera en recta, el recin
to lugar est& limitado por arcos de dos pardbolas y una hipérbo
la. Si son dos las que degeneran en rectas, el recinto lugar es

td limitado solamente por arcos de pardbola.
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RESENA DE LIBROS

"DIALOGOS DE ARITMETICA PRACTICA Y ESPECULATIVA (1562)"

por el Bachiller Juan Pérez de Moya. Prélogo y notas de

R. Rodriguez Vidal. Prensas Universidad de Zaragoza, 1987,

106 paginas.,
___‘__—-_._.

De tarde en tarde cae €n nuestras manos una de estas pe-
querias joyas que beneméritos comparieros buscan rescatar del
olvido y aun de 1a ignorancia. Muchas veces hemos oido ha-
blar del Licenciado Pérez de Moya pero qué pocas veces - y,
mejor, ninguna - hemos podldo leerle o sentido, quizis, la
curiosidad de hacerlo. La Universidad de Zaragoza ha tenido
el acierto de editar el noveno y 4ltimo libro de su "Aritmé
tica practica Y especulativa", al cuidado del Prof. Rodri-
guez Vidal que lo prolega y acompafia con unas esclarecedo-
ras notas que resultan valiosisimas, no sdlo para el enten-
dimiento del texto sino también para situarlo en Su momento

histérico.

Pérez de Moya es uno de los matematicos espafioles del si-
glo XVI, seguramente el mids preclaro. Cierto que nuestra
ciencia no conocia entonces un buen momento, y cuando Euro
pa bullia en el fragor del &lgebra andiabamos nosotros to-
davia anclados en una aritmética superada. He aqui, sin em
bargo, que Moya empieza ya a traernos los problemas de 1la
"regla de la cosa" Y que lo hace y transmite sus conocimien
tos con un entusiasmo que quiere ser contagioso, aunque qui

24 no lo logre, ¥ con una claridad y correccidn de estilo

A
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a¢ srecuente en un tiempo en qua abundaban - i =n tols vl

v

mundo - los malos expositores.

Los "Didlogos' vienen a sar la vulgarizacidén de T e
2n 05 capitulos anteriores ha 2wsuesto cientificamants
resultan, asi, asequibles al gue nc pretendia espaciaiisa.
se =n Matamaticas. Constan de dos partes: La primeca =235 un
denate entre dos estudiantas, rpartidario uno de la a-itnd-

ica y contrario el otro; no hace falta decir quién convan

T
=

ce a quién. En la segunda, s& Lacorporan otros dos zompas

res y 3e proponen enftre si y raesueven discintos ejzrcicios

=
G
y
o

oblemas. Es éste un ccmpendic snormemente ilustrea
de La época, Se utilizan razonamiantos puramente aritméti-
ces, 82 da en ocasiones la solucion sin otra justificaciin
que la comprobacidn, sif establecer una teoria, ni mis ni
menos como nuestros mayores hacian en aquellas conversacin
nes de café cuya semblanza deberia hacerse algin dia; cuan

do la regla es general, se aplioa enseguida a uno 2 Mas

-

ejempics, de &odo andlocgzo a comc solemos hacer =n clase.
Hay ahi un jugoso venero de cuestiones, sorprendentess al-
gunas, que el maestro puede aprovechar para amenizar sus
leccicnes. Por\?u parte, Rodriguez Vidal hace una auténti-
ca labor de orfebreria, aclarando todas las cosas y tradu-
ciéndolas, cuando el caso lo requiere, a nuestra actual

formulacién, demostrando asi como la notacidén y el razona

miznto algebraico, que en aquel momento estaba fraguindo-

2]

se2, provee de una facilidad y de una esbeltez inaccesiblaz

L

a las normas aritméticas.
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Pero qué placentero resulta sumergirse en aquellas cgopn-
versaciones, en las que casi siente uno escuchar una come-
dia de Lope; un Lope que nacid precisamente en aquel 1562
de la edicidén del libro. Acompafian ademas al texto dos in-
formes sobre el mismo, uno de ellos de El Brocense, que
era, como todos sabemos, retérico y no matemitico. Rodri-
guez Vidal resalta la diferencia entre el ampuloso trata-
miento por é1 de una cuestidén y la sencillez ¥ elegancia
con que Moya la toca. No obstante, hasta en ese pequefio in
forme, sin valor matemdtico, encuentra uno perlas en que
deleitarse. Véase, si no, con qué perspicacia describe, pro
bablemente sin saberlo, lo que hoy entenderiamos por equiva
lencia, clasificacién, conjunto cociente, ente abstracto :
"Al entendimiento por ser divino llaman unidad, que no es
divisible: pues por é1 entendemos todos los hombres (aunque
infinitos sean) no ser méds que uno, cuyo semejante no hay

otro: y asi de los caballos y otras cosas, aunque en el sen

tido juzguemos ser muchos, con el entendimiento sélo uno en

tendemos."

Una felicitacién muy cordial, en fin, al querido comparie

ro Rodriguez Vidal y a la Universidad de Zaragoza.

Estrambote. Uno de los problemas que plantea el texto
es el de colocar treinta caballos en circulo y eliminar la
mitad conténdolos de nueve en nueve, como en el "pito, pi-
to, gorgorito". Se pregunta en qué lugar colocar nuestros
quince caballos para que los eliminados sean precisamente
los quince de nuestro adversario. Se da la solucién: poner

cuatro nuestros los primeros, a continuacién cinco del otro,



s nuestros, etc.; y tambiin la regla mnemotécnica 42 aszig-

r
O

A

e !
o

r a cada vocal el nimero dal lugar que ocupa, ¥ Z& tz=adria
is sucesidn de vocales O,U,E,A,I,A,A,E,E,I,A,E,E,A , la

wual puede recordarse por una frase que las contenga 27 @se

Ul
]

srden. Hay en el libro unas frases latinas y otra frances

[
A

5]

que lo resuelven, pero.el prologuista y anotador invit
quien tenga ingenio y paciencia'" a encontrar una frase en
espafiol que contenga la clavs. Uno no tiene ni una cosa ni
otra pero asi, a botepronto, ha compuesto algunas que brin-
da mads que todc para que otrss se animen a sncontr-ar la A
se verdaderamente lapidaria gqu2 pueda quedar en zdelante. VY,
entre ellos, al mismo R. Vidal a quian sobra para ello eru-
dicidén e ingenioc. A él me permito dedicarle la primera, so-
licitando su perddn, porque =2s malisima:
"Lo cuenta R. Vidal al resditar el tema".
\ Veamos otras, parodiando a Cyrano:
-madrigalesco: "{0Oh, dulce, ansiada, celestial bellezai"
-triste: '"Comprueba mi ancha frente sin cabellera"
-refranero: "Contuleras, ni las alejes ni las retengas®
-alejandrino: "Procure la mi dama remediar este mal"
-periodistico: "Ormuz desgraciadamente incandescerd" (j;hala!)
—antifolklérico: "Orquestas sin cascabeles ni panderetas'
-nzroniano: "{Oh, qué artista barre de si la escenal
-tanguista: '"Coqueta, piba alegre, china perversal!
~taurino: "Corndpetas sin casta embestian de cerca'"

-cuartelero: "{So purietas!: {vista al frente!, ;fila derecha!"

*
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"CURSO DE LOGO", por Carlos San José, Javier Zabala y Ri-

cardo Zamarrefio. Editorial E1 Ordenador Amigo. Madrid,

1987. 288 paginas.

Un libro escrito por tres profesores de Matematicas,

con amplia experiencia en la ensefianza de la Informati--

ca, tanto a alumnos como a profesores de Bachillerato y
E.G.B.

Pensado para ser utilizado en el aula de Informitica,

tiene la clésica estructura del manual escolar: capitu-

los con apartados, y dentro de éstos, una explicacién ::

clara, basada en ejemplos. Cada capitulo se complementa

con numerosos ejercicios propuestos, con indicacién de

los que van resueltos en los apéndices finales.

Ademés de la geometria plana de la tortuga, en este

libro hay que destacar los capitulos dedicados al mane--

jo de listas, a los graficos en color y en tres dimen-

siones, y un interesante capitulo sobre misica con LOGO.

1.

3.
4.
5.
6.

Un extracto del indice es el éiguiente:
Dibujos en modo inmediato.
Procedimientos.

Recursividad.

Programacidn modular.

LOGO y las Matematicas.

Objetos LOGO. Manejo de listas.

Programacidon funcional. La primitiva DEVUELVE.
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8. Uso avanzado de listas.

9. Gréaficos avanzados,

10. Misica con LOGO.

APENDICES: Ejercicios resueltos, primitivas espafiol-ln-
8lés y primitivas Por grupos.

- X - x - x -

A e R S e R e R
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PROBLEMA 4°;

Pruebe que no existe una funcidn (aplicacién)
f: R~—>» R , tal que f( f(n) ) = n + 1987 para
todo néN,dondeW:{O,l,z,...,n,...}.

-

PROBLEMA 5°:

Sea n un nimero natural ( na3 ) . Demues-
tre que existen n puntos en el plano tales que la dis-
tancia entre dos cualesquiera de ellos es irracional,
mientras que el drea determinada por cualesquiera tres

de ellos es racional y no nula.

PROBLEMA 6°:

Sea n un nimero natural mayor o igual que 2.
Demuestre que si k2 + Kk + n es primo para todo entero
k,con 08kS g , entonces k2 + k +n es primo

para todo entero k s con 0L kg€n-2 .,
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PROBLEMAS PROPUESTOS
——— T TR

———

PROBLEMAS PROPUESTOS EN LA 28 OLIMPTADA INTERNATICHAL DE

MATEMATICA CELEBRADA EN CUBA EN JULIO DE 1987 -

Sea S iy
un cenjunto de n  elementaos ¥ sea
. B
p (k) el nlmero de las permutaciones de S qu2 tianen

k puntos fijos. Demuestra que

o n
;g kp (k) =nt!
K=u n

PROBLEMA 2°:

La prolongacién de la bisectriz AL del

tridngulo acutédngulo ARC interseca en el punto N

b

a
la circunfer i i scr trid

ierenclia circunscrita al triangulo. Desde al
punto L se trazan las Perpendiculares LK y LM a
los lados AB y AC res spectivamente. Probar que a2l

édrea del tridngulo ABC es igual al 4rea del cuadri-
latero AKNM .

PROBLEMA 3°:
, Szan xl,xa,...,xn » nimeros reales tales

que x + x +oie. + o =
1 > cn 1

cualquier valor entero k > 1, existen enteros e

- Demuestre que para

y

i
no todos nulos, con la propiedad de que. ie ]<:k -
i y

tales que
k- 2)Vn
n

k' -1

€1X] F een + enxnlgs
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PROBLEMAS RESUELTQS

PROBLEMA 2° del Boletin n° 10 :

Encontrar 10 nimeros naturales consecutivos compuestos
.

Solucidn:

Considero el menor nimero primo mayor que 10, es decir,
p =11 . El ndmero obtenido como producto de los primos
menores o iguales a p es obviamente compuesto, e igual-
mente lo serdn los niimeros obtenidos sumédndole los Bucesi
vos enteros del 2 al 11. Como estos son 10 y ciertamente
consecutivos, el problema est& resuelto.

En concreto, sea p°~ = 2.3.5.7.11 = 2310 y pongamos

al= 2 + p N a2 = 3 + p 5 el alO =p + p ; los ai
son consecutivos y compuestcs, pues si i+1 es primo,
aparece como factor en p” y por tanto en ai = 1+1l+p”~ ,

¥y s8i no eé primo, tiene un factor primo t que es uno de
los primos anteriores a 11, con lo que a, es divisible

por t . Son, por tanto, numeros consecutivos compuestos,
los 2312 al 2321 . N6tese que este método permite cons-—

truir tantos nimeros compuestos consecutivos queramos.

Joaquin Herné&ndez Gémez

(Madrid)
- X = X - X =
o B o
PROBLEMA 5  del Boletin n~ 10 :
Si x + + z =0, probar que
2 5 7 S L
x +y +Z x +y +z X 4y +z
( ( ) B ? ’
Solucién
5
Como x + y = -z , seré (x+y)2 = z2 , (x+y)5 = -z" ,
7
(x+y) = ey ; por otra parte, (x+y)5 = x> ¢ Bx y +
+ 10x3y2 + 10x2 3 + 5xy4 + ys , de donde:
xs + y5 + 25 B —z5 - 5x4y - 10x3y2 - 1Ox2y3 - 5xy4 + zs
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5 5 5
con lo que (x° , 7T v 2775 o —xdy - 243,2 o 2u & 4
Haciendo 10 mismo con (7+y)7 11 Do XY
- - o < » €gamos a que-
(x Ve = 6 ‘25
tT+z2)/7 = x Y-3X5Y2—5x4y3—5x3y4 3x2y5 2y
- 7 —Xy 7

2
finalmente (x< . y2 + 22)/2 = (x2 + y2 + )2)/
X+ 2 =

_ .2 2
= ; + x; + y . . ngo congsigte en probar que
(x“+xy+y ){—(x y+2x2y2 2.3 4
3,2 ~ 6 52 _ 4 :
s " : ¥ Xy T+xy )] = - (x"y+3x7y +5x‘y3+
y X ¥y +xy ") igualdagqd que es inmediata, sin MAa3

que efectuar el Producto indicado de la izquierda

Joaquin Hernandez Gomez

(Madrid)

PROBLEMA 8° del Boletin n,° 11 :
PROBLEMA B del Boletin n° 11 ;

Se consideran log triangulos que resultan de unir s} baricen
t i3 3 .
ro de un tridngulo rectingulo con cada uno de los vérticeg Demos
t . - ) -
rar que si los lados del tridngulo rectangulo son nimeros natura—
les, las dreas de los tridngulcs considerados son ndmeros parag
Solucidn -
p . A
ara cualquier triangulo, No necesariamente rectan-
gulo, los tres triéngulgs considerados tienen igual 4rea
o
pues los triingulos A i
g GMS Ng CGM3 tienen basesg iguales
Y la miama altura, Andlogamente los

BGM2 Y CGM Y los AGM1 Y BGM

obtenidos uniendo vértices con el baricentro.

Nuestro Gnico problema es, por tanto, probar que gij
los lados de un tridngulo rectingulo tienen dimensiones
enteras, la tercera parte de gy 4rea, o gea bc/6 sera

®
par, o sea que be = 12 .,

Al ser a , b, ¢ numeros enteros, se puede utilizap

la parametrizacién b = u2—v2 » B = U +V° |, ¢ = 2yv :

de donde el problema se reduce a probar que bec , que

es 2uv(u2—v2), es miltiplo de 12 , o gea a pProbar que

uv(u-v)(u+v) es miltiplo de 6 ; 81 u & v es par,
lo serd ese producto y si los dos son impares, también,

por ser par su suma; 8l u 6 v es miltiplo de tres,

lo serd ese producto; si ambos dan de resto 1 (mod 3)

también lo serd, por serlo u-v ; 8i uno da resto 1

y el otro resto 2 , también lo serd dicho praducto, por

serlo u+v . As{, bc/2 es miltiplo de 6, como se desea

ba probar.
Joaquin Herndndez GOmez

(Madrid)

-

PROBLEMA 5° del Boletin n° 12 :

Si r, s, t son las rafces de la ecuacién

x(x~2), (3x-7) = 2

a) Demuestre que r, s, t son positivas.
b) Calcule arctg r +arctg s+ arctg t.
(Nota: Se denota con arctg x, el arco comprendido entre 0 y 7
cuya tangente es x).

Solucién
a) Que r, s, t son positivas es evidente, puesto que
si es x < 0, el producto x(x-2),(3x-7) es negativo ¥y no puede

ser igual a 2.

b) La ecuacibn dada se puede escribir en la forma

3x3 - 13x2 + 14 x -2 = 0, por lo gue se tienen las relaciones:

r+5+t=l3 I.'S+St+tr=-1—4-,' rst =
3

—
3

[WR] N
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PROBLEMA 8~ del Boletin n 12 :
-
Sea, Determinar los nimeros a, b, c para que la ecuacidn
3 b _
a =arctgr, b = arctg s , € = artg t ¥ —ax +bx-¢c=0
tenga como soluciones a dichos tres nimeros.
y,por tanto,
- Solucidn :
r=tga , s = tg b P t = tg c Si a, b, c son soluciones de la ecuacidn cita
da, teniendo en cuenta que el coeficiente de x3 es

Se tiene: 1 , obtenemos que

13 _ 2 (x-a)(x-b)(x-c) = x3 - ax2 + bx c o sea
tg(atb+c) = £9 a*tabttgc - taa-tgb- tac _ 3 3. ,
1-tg ;-tg b-tg brtg c-tg a-tg ¢ 1 _14 x3+(—a—b—c)x2+(bc+ab+ac)x—abc = xa—ax2+bx-c ; de esa
2 identidad obtenemos las igualdades de coeficientes
- De donde,
(1) -a-b-c = =-a
a+b+ =T ) (2) bc+ab+ac = b
4 (3) -abe = -¢
Si ¢ == 0, de abc = ¢ se deduce ab = 1 , de
Francisco Lorenzo Miranda donde a = ﬁ? ; de (1) resulta b = -c ; sustituyen
- X =X - x - do en (2) : —b2+1—1 = b , o sea b2+b =0 . Si
= i S la hi-
PROBLEMA 7° del Boletin no 12 - fuese b o] » resultaria c 0 , en contra de 1la
pétesis, por lo que habri de ser b = =1 Yy en conse-
Sean a , b, c nimeros tales que a° + b2 4 c2 = 1. STEmEiE E =P 3y &9 -1 .
Demostrar que = %_— < ab + bc + ca < 1 2 Si e =0, de (1) se deduce b =0 y (2) se cum-—
. - ple para todo a € fR . En consecuencia, las solucione
Solucidn:
) son (-1, -1, 1) y (a,0,0)-VaG]R.
Para demostrar que - TE:S ab + bc + ca , partiremos
de que kf a, b, c €R es (a+b+c)2 = 0, o sea Carmen Castro Merino y Marcial Espinosa del Val |
a2+b2vc242abe2besoac > 0, es decir 1+2ab+2bcsac >0 (Profesores Agregados de Bachillerato)
1
que da ab+bc+ca;3-—5 s €. q. d. R 2w - x X =

Para demostrar que ab + be + ca £ 1 , partiremos de

o o
PROBLEMA 9~ del Boletfin n 12 :
que -v a, b, c € m es (a-—b)2 + (b—c)2 + (c—a)zao

con lo que a2+b “23b+b2+02—2bc+c2+32-2ac ? 0 $ sea Descomponer el conjunto I de los nimeros naturales en infini
2(32+b2+°2) - 2(absbesac) = 0 de donde resulta | tos subconjuntos disjuntos dos a dos, tales que cada uno de esos
1 ;: ab + bec + ac , c. q. d. subconjuntos tenga, a su vez, infinitos elementos.

Carmen Castro Merino Y Marcial Espinosa del Val
{otra solucién de Juan José Bermejo Crespo)

- X = X = X -
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sea ( e ) la representacién en olar .
E1l conjuntoc N de los naturales se puede escribir: ° § ‘/ .9 P €8 de (a, B);
. entonces 9 = A +B R A = gcos% N B = f sens, .
1 2 Luego 1> S’(cos ol cos 20 + senof sen 20) o gea
= 2= 1> fcos(ot- 20) % 0&R.
& 7 8 9
10 11 12 13 14 = Si hacemos 20 = ¢, , x-esulta2 12-,? o0 sea 1> A2+132
. . 2
Tae sas ses ssm mes wsw y en consecuencia 1 ;a A +B .
Las diagonales constituyen subconjuntos disjuntos des a Por otra parte, sumando las desigualdades:
dos tales que cada uno tiene, a su vez, infinitcs elemen " b £(o +'g) =1+ asen 6 - b cos 0 + A cos 20 + B sen 206> 0
tos. (o) =1—acosO—bsenO—AcosZO—BsenZO;O
Otra solucidn consiste en escribir los elementos de resulta 2 - (b+a) cos 9 - (b-a) sen © ;; O , o Bea
N en un arreglo infinitoc siguiendo las diagonalas: 2 > (b+a) cos © + (b-a) sen 0 .
0 1 3 "8 10 ... Si (fﬁod) es (b+a , b-a) en polares, de forma anilo-
2 4 7 11 - e
5 8 12 . ga al aprtado anterior se tiene que
9 13 e 2 ;;g’ , o sea 2 = VQb+a)2 + (b—a)2 y en definiti-
va 4;b2+32+23b+b2+a2—23b o sea 422b2+2a2
y considerar después los Bubconjuntos de elemsntos de 2 2
es decir, 2;3 a + b c.d.d.
las filas.
Juan José Bermejo Crespo Salvador Calvo-Ferndndez Pérez.
(Madrid)
- X = X = X = X -
- X = X = X = x -
| PROBLEMA N° 2 del Boletin n° 14 :
|
o o
PROBLEMA 1~ del Boktin n~ 14 : Se supone que m y n son nimeros naturales tales que m n 1
‘ Las constantes reales a , b ., A . B son conocidas y E Y que las tres Gltimas cifras de la representacién decimal de 1978
’ ’ ’

| son las mismas que las de 1978n « Encontrar los valores de m y

f(6) =1 ~acos ©-basen?d~A cos 20 - B gsen 20 H
| n  que hacen minima la suma m+n .

probar que si f£(8) 3» O para todo niimero real 9 , es

Z Solucidn_:
2 2 2 2
a” +b” £ 2 y LR < 1 * i En primer lugar se advierte que m - n es maltiplo de

Solucién : 4 , pues la Gltima cifra de las sucesivas potencias de
Cualquier nimero que acabe en 8 sigue el ciclo 8, 4, 2,

6, 8, ...

Sumando las desigualdades:
f(9+T()=1+acosO+bsen9—Acos20-Bsen29;0

£(9) 1 - acos @ ~bsen © - A cos 20 - B cos 2020
se obtiene: 2 - 2 A cos 20 - 2 B sen 20 2 0 , o sea

En segundo lugar, desarrollando 1978™ como

(1000 + 978)™ por 1a férmula del binomio de Newton ob-

servamos que las tres Gltimas cifras son las mismas que

1 2> A cos 20 + B gen 20 . las de 978™ ,
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Podemos desarrollar ahera 978" en la forma:

m m
978" = (300 + 78)" = 900" + ... 4 ( ml) 9o0x78™ ! 4 78"
m-—

y las tres Gltimas cifras dependen de los dos sumandos

o m m-1 m -
finales (m_l) 900 X 78 + 78 = 78™ Y (s00m + 73} .

Del miasmo mod¢ las tres timas cifras de 1978" son

al
las mismas que las de 78n_l(900n + 78). Por 1la hipé-
tesis del problema, la difrencia
78" 1(900m + 78) - 78" l(g00n + 78)

debe ser miltiplo de 1000 ; pero esta diferencia se npue--
de expresar asi:

78““1[§8m'“(900m + 78) - 900n - 73] (*)
o lo que es lo mismo

73" [(784)k(900m + 78) - 900n - 78 ] , k&W.
Es evidente que el corchete ha de ser miltiplo de 125,
¥ como 784 = 37015056, serd un miltiplo par de 125, por
lo que sus tres dltimas cifras serdn 250 6 500 & 750 &
000 .

Supongamos ahora que a6 son las dos Gltimas cifras

de (784)k . Las del corchete citado serin las mismas que
las de

(10a + 6).78 - 78 = 780a + 390 = 390(2a + 1) ,
y por lo deducido antes, esas cifras han de ser 00 & 50.
La cifra de las unidades es claramente cero. Si la de
las decenas fuese cero, la tGltima cifra de 9(2a + 1)
seria cero, cosa notoriamente imposible. Si la cifra de
las decenas fuese 5, la Gltima cifra de 9(2a + 1) ha-—
bria de ser 5 , cosa que se cumple para a = 2 y para
a = 7 . Pero las dos Gltimas cifras de las sucesivas po-
tencias de 784 siguen el ciclo 56, 36, 16, 96, 76, 56,
<<« , por lo que necesariamente es a = 7 y el corche—-
te acaba en 250 46 7S50. Adem&s k = 5t , t€N , por lo
que m - n = 20t .

-~ 83 -

—_— 20, t
Sean ahora a76 las tres idltimas cifras de (787 7) H

las del corchete serdn las mismas que las de
{(100a + 76)(900m+78) - 900n - 78 =
= 90000am + 100(684m + 78a - 9n + 58) + 50 ,
que deben ser bien 250 , bien 750 . Es evidente que la
cantidad arriba resefiada acaba en 50. Si la cifra de las

centenas es 2 , también debe serlo la idltima cifra de

684m + 78a - 9n + 58 = 684(n + 20t) + 78a -9n + 58 =
= 13680t + 675n + 58 + 78a .
Si n es par, ello acurre para a =3 y a =8 . S1 n
es impar, no sucede para ningin valor de a .
Si la cifra de las centenas es 7 y n es impar, a

debe ser 3 u 8 . Si n es par, no hay soluciones

para a .

Pero las tres dltimas cifras de 7820 son 776 y las

k
tres dltimas cifras de las potencias sucesivas de (7820)

siguen el ciclo 776 , 176 , 576 , 376 , 776 , .... 3
por tanto, para cualquler valor natural de n , las tres
diltimas cifras de (7820)t seridn 376. Ademds, t = 58

con s& N , por lo que m - n = 1008 , BEN .
n-1

Para n =1, 78 =1 y el corchete acaba en 750,
luego (*) no es miltiplo de 1000. Para n = 2 ,
78n_1 = 78 y el corchete acaba en 250, luego (*) tam-
poco es miltiplo de 1000. Para n = 3, 78"-1 = 392.22

y el corchete acaba en 750, con lo que (*) ya es en
este caso miltiplo de 1000. En conclusién, los valores
que hacen minimo m + n , cumpliendo las hip6tesis del

enunciado,son n =3 , m = 103 .

Ramén Fraile Peléez

- X = X = X = X =

Damos a continuacidén otra solucién de este mismo pro-

blema:



Que coincidan lasg tres (Gltimag cifras en 1la repreas

tacidén decimal es equivalentz a que

1978" = 1978" (nsq 1000) 6 sea 978" =g73"

es decir, 978" (g7g™" " _ 1) = 0 (méd 1000)
Como 978 = 2 489 , poniendo k = m - n , quada
n k
2" . 489" (97gk _ 1) =0 (méd 1000),

Teniendo en cuenta que

dad (méd 1000)
k

m.c.d.(1000,489) = 1 » 439 es upni-

» €on lo que 1o anterior equivala a

2"(978° _ 1) =, (méd 1000) 6 gsea 27(g7gk _ 1) = 1960 r
¢con r entero; ya que 978k -~ 1 es impar Y 100C = 2353 ga
tiene que n = 3 . Luego 2"(978k - 1)=1000r con n=3

implican 27" 3(g,gk _ 1) = 125r ; como

ri 978k -1 = 1253
978k - 1=0 (méd 125) y como
a 103k =1

m.c.d.{2,125) =

=1, me » €on 8 entero , eg decir
978 = 103 (méd 125) , eso
(méd 125) ,

Si k es el minimo valor tal que 103

equlivale
=1 (néa 12s)

Se sabe que k sgeri divisor de la indicatriz de Zuler

de 125 {nimero de enteros positivos menores que 125 y

primos con £1) que es 9 (125) = 100 . Esos divisores son

1,2, 4,5, 20 » 25 , 30 y 100 » Dero (méd 125)

103" = 103, 1032 = 100 » 103'= 6 |, 103%=1;5 .
0 2 )

10379= 49 _ 108 0= 3¢ | 10325 g5 | 103°%= 104 |
100

103 =1 » luego k desbe Ser 100 , es decir, m-n =

= 100 y n 2 3 . Por tanto, el minimo valor de m + n
puede conseguirse €on n = 3 , m = 103 . Efectivamente.
19783 = 1978103 = 325 (méd 1000).

Nota: Otra forma de probar que k = 100 es:

103 es una raiz primitiva {méq 5}, ya que
N 31;_3,3254,33;-—_2 3%z

(méd 25) luego

103=3 (méd 5)
(méd 5) . Pero 1034
da resto 6 103 es raigz primitiva (méd.
5°‘) con & entero>1 ; ciertamente, 103 es raiz primiti-
va (méd 125) » luego el menor entero k .

tal que 103"=
=1 (méd 125) es Kk =~ ?(125) = 100 .

Salvador Calvo-Ferndndez Pérez

- X = X = X = X - X -

{mé4q 1g00)

- BS -

PROBLEMA n° 3 del Boletfn n° 14 :

Sea P un punto interior a un tridngulo ABC y sean D, E, F,
los pies de las perpendiculares trazades desde P a las rectas
BC, cA, aB , respectivamente.

Encontrar todos los puntos P para los cuales
BC CA . AB
PD * TPE PF

sea minimo .,

Solucidn :

Sea a = BC , b = CA s ¢ = AB , 4 = PD e
+

Sea S5 = &rea(ABC) = drea(PBC) + &rea(PCA) + &rea(PAB) =
cf .
- %? + %f + Z lo que da:

1 = 7§§(ad + be + cf) b(l)
e

ol
o

Multipliquemos los dos miembros de (1) por

Bucesivamente y obtenemos:

£ b d 2 £
2. (s abl + ac)/(2s) e = (abg + b% + bel)/(2s)
: - S+ ?)/(es
F= (acf + bex + c7)/(25)
Luego: b 1,2 2 2 e d f.d f,.ey,.
g + ot % = Eg(a +b“+c +ab(a+;)+ac(d+f)+bc(e+f))

d £ .d e -
Ahora bien, (§+;) . a+?) , (;+?) son sumas de uy ni

mero positivo con su reciproco, y dicha suma es siempre

igual o mayor que 2 , y 86lo vale 2 gi el namero es 1.

S RLELGANBG
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Eato es, si x 0, (x—1)2 C o sgea x2 +1 2x 4, en defi-

nitiva x + % 2 y es claro que x + é =2 == x=1.
a b [+ z

Luego s 3t et T alcanza un valor minimo, ha de ser

d e f

2F 4" 1 lo que implica d=e = f » ¥ en tal caso P

es el incentro del tridngulo, pues equidista de sus tres lados.

Salvador Calvo-Fernindez Pérez
- X ~-X=-X-=x -

PROBLEMA 4° del Boletin n° 14 :

Sea a un entero no negativo y definamos la sucesidn {an}

poniendo a =0 y Vn EN

a = (an +1)a + (a + 1) a + 2'b/a(a + l)an(an + 1)
MMﬂerEVngm, % es entero no negativo.

Solucidn :

Ya que a2 0 Yy a, =0, para todo n € N seri
an‘> 0 , como probaremos por induccidn:

a, =020 . si an>0,seré(an+1)20 y
resulta que an+1;; 0 , por ser producto y suma de
nimeros no negativos.

Por otra parte es claro que

= a(a_ + 1)} + a (a+1) n+% :demas
(Vate, VgD
nel 1 (Va a .+ "/(a + 1)(an + 1))1 ya que

[
+
I

a +1 = (1 + aa + a + a ) o+ aa_ + 2\/35 (a+1)(an+1)

(a+1)(a +1) + aa_ + 2 \/aa (a+1)(a +1) =

Por lo tanto,

Uana-l —ﬂ\ia +1 v: v_- (1)
an+1+1 v— er +1 4+ v-n_ (2) .
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S1 multiplicamos (1) por Va+1 y (2) porv a y res
tamos, resulta:

J:; v n+1(a+1) - a(an+1

% = (Van+1(a+1) - VB(8n+1+l) )2 » ¥ como
8h+2 < (ian+1(a+1) L Ua(an+1+1) )2

+1) » luego

, desarro-

llando los cuadrados Y sumando a  con an+2 resulta
a, +a ., = (8a + 2)an+1 -a + 2a , de donde

8,0 = (4a + 2)an+1 -a +2a ;
y por induccién, como a es entero, an seri entero
si lo son ao y al « Pero ao =0 y a, =a, ambos

entercs. Por altimo, como an;> 0 , se tiene que a_

es entero no negativo, c¢. d. d.

Salvador Calvo-Fernéndez Pérez

- X = X - X - %X -
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En la redaccidn de eata Boletin, todavia no se han reci-
bido solucliones a los siguilsnt2y problemas propuestos en mimercs

anteriores:

~ Problema n® 3 del Bolatin n® 6 (ver corrigenda en el n° B}.
- Problemas n® 3 y n® 4 del Boletin n°® 7.
- Problema n° 3 del Boletin n°® 8.

- Problemas n°® 1 al 8 y 10 del Boletin n° 3.
os o
~ Problemas n"™" 1, 3, 4y 6 al 9 del Boletin n 10.

08

- Problemas n°® 6, 7, 9, 11, 12 y 14 del Boletin n° 11.
o3 b

- Problemas n™~ 1, 4, 6, ¥_ 10 del Boletin n® 12.

- Problemas nos 1 al 6 del Boletin no 13.

Esperamos que esta nota anime a nuestros compafieras a obte-
ner esas goluciones y a enviirnoslas para su publicacidn en los

préximos nimeros.

Comolsocio de la Sociedad Castellana " Puig Adam " de Pro-
fesores de Matemdticas, desec que me envien gratuitamente los
siguientes nimeros atrasados del Boletin: (sefialar con unas
aspas los que interesen)

4 5 6(*) 7 9 10 11 12 13 14

OoOoooOodgnodn
S1 solicitan mds de un ndmero, rogames envien sellos para
el franqueo (18 pts. por nimero para Madrid capital y 28 pts.
por nimero para provincias). _
(*) Del ndmero 6 sélo quedan unos pocos ejemplares. Los nime-

ros 1, 2, 3 y 8 estdn agotados.

Ponga su direccidén en este recuadro, para el envio:

Recorte o cople este CUPON y envielo al Apartado 9479 de MADRID

- 28080 , si desea acogerse a este ofrecimiento.




