sociedad  castellana Puig  Adam

| e profesores  de  matematicas

__15:
-

._

Boletlh n° 22

octubre 798 9




BOLETTIN de la Sociedad Castellana
"PUIG ADAM" de Profesores de

Matematicas

Octubre de 1989

— Toda la correspondencia para

la Sociedad debera dirigirse al

Apartado n® 9479

28080 - MADRID

(se recomienda no certificarla)

- La confeccidon de este nimero

ha estado a cargo de:

Julio Fernandez Biarge

José Ramén Pascual Ibarra

- E1 dibujo de la portada, to-
mado de un libro antiguo, alude
a la idea de Geometria como una
idealizacién de lo que nos ofre
ce la realidad, comentada en un

articulo del nimero anterior.

(1989-90)

INDICE Pag.

IN MEMORIAM: Caleb Gattegno 3

VII Concurso de Problemas 9

XXX Olimpiada Internacional
de Matematicas. (R.F.A.)

INDICE de Olimpiadas

UNA VISION "PRACTICA"™ PARA
ESPANA...por Caleb Gatefio

APLICACION DEL TEOREMA DR
CAYLEY-HAMILTON, por J.V.
Garcia Sestafe ... ... ...

SOFTWARE PARA LA MATEMATICA
COMPUTACIONAL, por E. Roa-—
nes Macias ... ... ... ...

EDITOR DE ARCHIVOS Y DE LI-
NEAS PARA REDUCE; por C.
Pareja y E. Roanes Lozano

EL TEOREMA DE PICK, por Luis
Villacorta ... ... ... ...

ORDENACION MEDIANTE ARBOLES
BINARIOS, por C. Pareja ..

RESENAS DE LIBROS .. ... ...
PROBLEMAS PROPUESTOS ... ..
PROBLEMAS RESUELTOS ... ...

ESTE BOLETIN SE DIDTRIBUYE GRATUITAMENTE ENTRE LOS SOCIOS DE LA SO—
CIEDAD CASTELLANA "PUIG ADAM" DE PROFESORES DE MATEMATICAS Y CENTROS
ADHERIDOS A LA MISMA. NO SE VENDE NI SE ADMITEN SUSCRIPCIONES.

e ———




JUNTA DIRECTIVA

Presidente: Francisco Lorenzo Miranda

tinez Sénchez (Madrid)
(Toledo)
(Ciudad Real)

José Manuel Mar
Amador Domingo Escribano

Salvador Herrero Pallardo

Valero Antonio Alias Tuduri (Cuenca)

Alcala del Olmo Pérez
(segovia)

A 1 M2 (Guadalajara)
nge

Juan Luis Sanz de Andrés

Secretaria: Carmen Garcia-Miguel Fernéandez

Francisco Quecsada Cobo

Alberto Aizpun Lépez

JesGs Begofia Aina

IN MEMORIAM

CALEB GATTEGNO

Con gran re=traso, nos llega la triste noticia de la
pérdida de CALEB GATERO <(nos gusta, como a 21 le gustaba
también, escribir asi su nombre), que tuvo lugar en Faris en
el verano de 1988, S1 su desaparicién fué una noticia de
auténtico pesar para los matematicos y educadores de todo el
mundo, creemos sinceramente que de una manera muy especial
ha de =erlo para, los espafioles. Gatefio, en efecto,
conslderaba a Espafia como patria suya y la amaba de ccrazédn,
de una manera especialisima. En una ozasién, recordando su
condiclén de sefardita, noz decia que su antepasado habia
salldo de Zaragoza, donde ejercia la profesién de médico, en
el siglo XVI. Hablaba espafiol perfectamente, como otras
muchas lenguas; pero en el castellano ponia especial carifio:
i Qué sorprendidos quedamos al conmprobar que conocia
perfectamente y cantaba <con primor deliclicsas canciones

populares espaficlas !

Gatefio habia venido a Espafla repetidas veces, pero
su visita mas importante fué en 19055, para 1introducir en
Espafia las Regletas de Color de Cuisenaire, que tan gran
aceptacién tuvieron en nuestro pais. Entnces tuvo 1la
fortuna de conocer a don Pedro Puig Adam, y cuando nosotrcs
tratamos de hacer una pequefla bilografia de Gatefio, lo mejor

ser4 transcribir lo que escribia don Pedro:

TR, Nos habiamos conocido dos dias antes., Corria
el mes de abril de 1955. El profesor Caleb Gatefio, del

Instituto de Educacién de la Universidad de Londres,



CALEB GATENO

habia venido a Madrid para dar a Conocer el material
de Humeros en folor de Culsernaire, Pronto nacis 2nkrae
1os dos una muitua v fuerte anistad, orizinada, nmas que
2n la comunidad de ideas didacticas, en 2l sentimiento
comin de amor al nifio v de integra dedicacién [= <A
Conmprandi en seguida que estaba en Presencia de una
Personalidad avasalladora, de una enorme capacidad de
trabajo Y sacrificio, de un talentop exXcepciconal, de
tna singularisima criginalidad de ideas y de una
Teguridad en si mismo tan simpatica Por lo valiente
come Ihiriente & Vveces por su  brusca sinceridad,
Secretario y organizador de la Comizidn Internacicnal
para el Estudio v Mejora de la Ensefanza A%temﬂtica
m2 habia informado ampliamente de las tareas de dicha
Comisién, invitAndome a participar en olla. De origen
r2moto espaficl, mostraba un gran interds ap que Espafia
s incorporara a1l movimiente didactico matemitico

moderao internacicnai. Lo

La Comisién que nos cita Puig Adam, 1a CIAEX, habia
nacido cinco afios antes, por iniciativa de Gatefin, v contaba
entences <on la colaborazisén de eplstemélogos Y psicélogas
om0 Plaget, Gonseth, Beth,...; de matemiticoc como Choquet,
Pieudonne, Kurepa, Lichoerowicsz, . . , i de pedagogos como
Gateflo, Drenkhahn, E. Castelnuovo, Servals, Yy el mismo Pulg
Adam. El intercambio de puntos de vista entre tales
2specialistas se realiza mediante reunicnes internacionales
que se celebran una o dos veces al afio. El profesor Gatefio
acegisd con entusiasmo la iniciativa de Fuig Adam para que la
112 Reunidén de 1a Comisién se celebrase en Madrid, en abril
de 1957, bajo el tema "El Material de la Ensefianza
Matemdtica”, coincidiendo con una exposicién de modelos y

material didactico matematico.




la Exposicién citadas se
Instituto San

Tanto 1la Reunién como

celebraron en Madrid, en los locales del
Ieidro, en abril de 1957.
hasta entonces todas las reuniones se habian realizado en

objeto de

Esto fué muy excepcional, pues

cludades, con consegulr un mejor

pequefias
conocimiento mutuo de los asistentes, que no solian ser
demasiados. La exposicién tuvo un excelente eco
internacional; todas las revistas especilizadas europeas &2
contrasté con 1la

refirieron ampliamente a ella, 1lo que

indiferencia con que fué acogida en Espafia, salvo raras
excepclones.
En la citada Reunién, el profesor Gatefio puso
interés en mostrar la original utilidad de las Regletas en
Color de Cuisenaire, con maravillosas lecciones impartidas a
Liceo Madrid, y las

didacticas de sus

alumnos del Franceés de enormes

posibilidades "Geoplanos"”  para 1la

ensefianza de 1la Geometria plana. También dedicé especial
atencién a 1las peliculas que acababan de producirse con
destino a la encefianza de las Matemidticas, en especial las
de Fletcher ("La recta de Simpson”, "La cardioide"” y otras)
y las de su amigo, J. L. Nicolet, que eran mudas y muy
cortas, de las que destacé su interés didactico. Después de
esta Reunién, Gatlefio volvié a Espafia repetidas veces, e
incluso llepé a establecer una empresa para la produccién de
regletas. Recordamos sobre todo la venida de Gatefio con
motivo del fallecimiento de don Pedro en 1960: Pronuncié un
bello y sentido discurso en la sesién necrolégica celebrada
en el Instituto San lsidro.

Gatefio intervino con el mayor 1interés en la
elaboracién de los dos primeros libros publicados por la

Comisién: “L'enseignement des mathematiques” y "Le matériel

pour

Délachaux et

1'enseignement des

Niestlé, S, A.

mathématiques”,

(Neuchatel) vy

editados  por
traducidos al
espafiol y editados por Aguilar. Ambos libros fueron en su

dia los mas preciosos y modernns en relacién con la
ensefianza de las Matematicas. También don Pedro Puig publics
en la Revista de Fnsefianza Media del Ministerio de Educacién
una completa

titulo: "El

Nacional, a falta de otros que lo hicleran,
crénica de 1la Madrid, con el

didactico

Ixposicidén de

material matematico actuval”, aque recoge, <On

sugestivas fotografias, el precsentado en ella 7y las

leccicnes que se dieron durante su celebracién.

S1 pretendiéramos condensar la psicologia de Gatefio

aplicada al aprendizaje de 1la Matematica, nos veriamos

obligados a recoger s6lo dos palabras: "Percepclén vy

accién”. E1 nific estd mucho mejor dotado, segiun demuestira

Gatefio de lo que los pedagogos tradicionales le cancedian.

Es capaz de percibir, cuando dispone de un material
multivalente apropilado, las més completas relacicnes
matematicas, y actuando sobre ellas como en un Juego,
extraer las verdades matematicas mas profundas.
Naturalmente, no basta con disponer del material; es

necesario sobre todo tener un profesorado muy preparado y

completo. Asi explicdbamos los éxitos de Gatefio entre

nosotros y comprendiamos que él mismo dejara la Universidad

de Londres y se dedicara a la formacién de maestros.

En una reunién de la Comisién que tuvo lugar en la
U.R.S.S., Gateflo no supo o no quisoc amoldarse a las normas

impuestas por el goblerno de aquel pais y abandoné la

Comisién por él1 fundada, para sSiempre; pero no solo abandond

también, en actividades

la Comisién sino parte, las

matematicas, dedicandose, segun creemos saber, a otras



siempre vinculadas a la educacién, pero esta vez
relacionadas con las lenguas; en esta nueva labor, ha
visitado numerosos paises (Abisinia, la India, etc.) enviado
por organismos internaclionales. Ultimamante sabemos que
residia en Nueva York y participaba en programas educativaos
relacionados con la lengua en paises hispanoamericanos. Dié

un curso en Barcelona hace pocos afios.

* % ¥ %

En otro lugar de este numero de nuestro Boletin
reproducimos, para mejor conocimiento de los lectores que no
llegaron a conocer pérsonalmente al profesor Gatefio, el
interesante articulo que publicé en el libro homenaije
dedicado a Pulg Adam en 1961, afio de su muerte. Tiene este
articulo dos partes: la primera relativa a las actividades
de la ensefianza de las matemAticas en general y la segunda
dando ideas sobre como -orientar la reforma de esa ensefianza,
muy particularmente en Espafia. A pesar de 1los afios
transcurridos, muchas de sus recomendaciones conservan
plenamente su valldez y se ve claramente que muchos de 1los
fracasos sufridos en los intentos de reforma llevados a cabo
desde entonces, proceden de no haber atendido seriamente sus

agudas observaciones y advertencias.

3 % 2 »

VII CONCURSO DE RESOLUCION DE
PROBLEMAS DE MATEMATICAS

El VIr Concurso de Resolucién de Problemas
convocado por nuestra Socledad y por el Colegio Oficial de
Doctores y Licenciados en Ciencias y en Filosofia y Letras
para alumnos de B.U.P. o F.P., correspondiente a 1289, se
celebré en la mafiana del pasado sabado 17 de Junio, er los
locales que amablemqnte nos cedilé, como en ocasiones

antericres, el Instituto "Beatriz Galindo".

Esta vez han participado 51 alumnos de primer curso
de B.U.P., S3 de segundo‘y 57 de tercero (161 en total), o
sea bastantes mAs que el afio anterior, aunque no se llegé
a la concurrencia ‘registrada alguno de los afios

precedentes,

A los alumnos de cada curso se les propusieron
cuatro problemas, para resolverlos en dos tandas de hora y
media. Al final de esta crénica damos los enunciados, para

que nuesiros soclos puedan juzgar su dificultad.

La entrega de premios y diplomas se realizé a las
siete de la tarde del mismo @ia. en el salén de actas del
Institutoe "Beatriz Galindo", can  gran asitencia de

publico.

Nuestro Presidente, Sr. Lorenzo Miranda, pronuncié
unas palabras de aliento a los partipantes y felicitacién
a los ganadores, haciendo piblico el agradecimiento de la
Sociedad al Instituto "Beatriz Galindo", al Colegilo



- 10 -

Oficial de Doctores y Licenciados, a los que
desinteresadamente han contribuido a la organizacién del
acto y participado en el Jurado, y a los que generosamente
han—weontribuido a costear los premios entregados a 1los
_gaﬁadores}: Entre éstos figura en primer lugar la firma
"Coca—-Cola", que ha permitido incluir magn{ ficas
\gnlculadaras en los lotes entregados. El citado Colegio de
Doé*h-ares y Licenclados y 1la donacién efectuada por 1la
familia de nuestro maestro Puilg Adam han hecho posible

completar los premios con lotes de interesantes libros.

Damos a continuacién la lista de alumnos premiados,
con indicacién de la puntuacién alcanzada y el centro de
procedencia; el maximo de puntos que podian obtenerse era

de 40, diez por cada problema totalmente resuelto.

Los cinco ganadores de PRIMER CURSO han sido los

sigulentes:

19. C£SAR ALORSO GALLEGO, del I. B. Maria
Moliner de Coslada (Madrid) 24

22, MARCELINO MART{N PAJARES, del I.B. Sta.

Teresa de Jesus de Madrid 19

3o MARCOS BEJERARO DOM{NGUEZ, del Colegio
JOYFE de Madrid. 18

42, ARANZAZU GONZALEZ CHICHARRO, del 1.B.
Lope de Vega de Madrid 17

52, MARTA REDONDO MART{NEZ, del I.B. Loren-

zo Hervads y Panduro de Cuenca. 16

Los cinco ganadores de SEGUNDO CURSO han sido los

sigulentes:

39
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MARfA JOSf: CORRAL P£AREZ, del I1I.B. de la
Avda. de los Toreros de Madrid

FERNARDO QUIRG6S ABAJO, del I.B. Rafael
Alberti de Coslada (Madrid)

ESTHER CACERES MADROSO, del I.B. Marqués

de Lozoya de Cuellar <(Segovia)

TICIARO CIUDAD MORA, del I.B. Rafael
Alberti de Coslada (Madrid>

BRUNO MIGUEL FERRANDEZ RUIZ, del I.B.

Complutense de Alcal& de Henares

Y los cinco ganadores de TERCER CURSO han sido:

1¢

42

59

JOSEt LUIS P£REZ CASELLES, del I.B. Cer-
vantes de Madrid (%)

MARCO CASTRILLON LOPEZ, del I.RB. de 1la
Avda. de los Toreros de Madrid

DANIEL ALMODOVAR HERRAIZ, del I.B. Al-

fonso VIII de Cuenca (#)

ALFONSO MUROZ HERNANDEZ, del I.B. Conde
de Orgaz de Madrid

RAMON MURGA ZURIARRAIN, del Colegio
BERRIZ

24

23

18

15

25

24

23

22

21



Los alumnos sefialados con (#) fueron premiados en
nuestros concursas de afios anteriores: Pérez Caselles fué
primer premio de segundo curso en 1988 y Almodovar Herraiz
fué segundo de segundo curso en ese afio y primero de

primer curso en 1987,

Confiamos en que nuestro Concurso haya servidu de
preparacién y de estimilo para que los que han participado
en él1, hagan un brillante papel en la Olimpiada Matematica
Espafiola del curso préximo e incluso en otras
competiciones internacionales, como viene ocurriendo con

nuestros ganadores de otros afios.

Muchos de 1los Centros que han presentado a 1los
participantes premiados, vienen apareciendo sistemiti-
camente en las listas de campeones de cada afio, lo que
revela una encomiable labor de preparacién de sus alunnos

escogidos.

Esta Sociedad felicita cordialmente a los ganadores
y a los centros de ensefianza que los han presentado y
agradece’ la participacién entusiasta, en un caluroso

sAbado de Junio, de todos los concursantes.

Damos a continuacién los enunciados de los
problemas propuestnos en el concurso. Debemos advertir que,
lamentablemente, en el enunciado del cuarto problema
propuesto a los alumnos de segundo curso se omitidé por
error la palabra "impares", lo que hacf{a imposible probar

lo que se pedia.
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PROBLEMAS PROPUESTOS EN RUESTRO VII CONCURSO
PRIMER CURSO

1. — Sobre un diametro de una circunferencia dada, =e
toma un punto arbitrario A. El punto B es uno de 1los
extremos del diédmetro perpendicular al que contiene al
punto A. La recta BA corta a la circunferencia en P. La
recta tangente a la circunferencia en el punto P, corta en
C a 1la prolongacién del diametro que <contiene a A,

Demostrar que CA = CP

2. -— Encontrar un numero, cuadrado perfecto., de cuatro
cifras, y tal que las dos primeras sean iguales y también

sean iguales las dos Gltimas.

3. —— VUna persona A tiene 200 pesetas, con las que compra
tantos cuadernos como puede y le sobran 32 pesetas. Otra
persona B, que dispone de 150 pesetas, también compra
tantos cuadernos como puede, al mismo preclo que 1los
anteriores, y le sobran 24 pesetas. ¢ Cual es el precio

del cuadreno 7

4. ——- Calcular: (n)+2(:)+‘ L +(n+l)(:)

0

SEGUNDO CURSO

1. - Representacién grafica de los puntos P(x,y> del
plano, que verifican la ecuacién:
(y + 12x1 — 2)% + (y - Iyt>= = 0 .

(con |yl se representa el valor absoluto de y ).
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2., -— Sea P un punto interior de un rectangulo ABCD . Se
conocen las distancias de P a tres vértices de dicho

rectangulo; calcular la distancia de P al cuarto vértice.

Aplicacién: PA =%5u , PB=10u , PC = 14u , PD =7
S, == ¢ Para qué valores de a , las raices de 1la
ecuacién . X2 - 4x - log= a = 0 son reales 7

4. —— Dados los enteros impares a y b , probar que el
numero a® - b= es divisible por 2~ , sl y solo si

a - b es divisible por 27

TERCER CURSO

1. == Demostrar que los puntos de inflexién de la linea
x
y =
tan x

estidn alineados,

2. - En un sector circular de una circunferencia de
radio R , se ha inscrito una circunferencia de radio r
La cuerda del sector es igual a 2a . Demostrar que:

1 1 1

r R a
3. ~— En un triangulo ABC , de lados a , b, ¢ y
adngulos A = 30= , B = 50° , demostrar que se verifica

c® = b¢a + b)

4. -- Determinar los naumeros a , b, de modo que 1la
ecuacién x* + 2% + 3x2 + ax + b = 0
admita la raiz 1+ 1

XXX OLIMPIADA INTERNACIONAL DE

MATEMATICAS
s A
Burdesrepublik Deutschiand 13.-24. Juli 1989 (/ N o
Braunschweig-Niedersachsen INTEANATIONALE /
MATHEMATIK .
\._ OLYMPIADE

M =t

La XXX Olimplada Internacional de Materdticas se ha
celebrado en Braunschweilg (cludad natal de Gauss), en la
Repiblica Federal Alemana, del 13 al 24 de Julio de 1989.

La participacién ha superado nuevamente a todas las
antericres, tanto en nimero de paises, que este afio han
sido 50, como en numero de estudiantes. Por primera vez

concurrieron representantes de Portugal y Dinamarca.

Se propusiercn sels problemas, cuyos enuncilados
ofrecemos en nuestra seccién de PROBLEMAS PROPUVESTOS (con
los numercs 12 a 62), para resolverlos en dos sesiones de
cuatro horas y media cada una. Cada problema se valoraba
con 7 puntos, por lo que cada participante podia obtener
hasta 42. Se concedian medallas de oro a 1los que
alcanzasen 39 puntos o mas, de plata a los que llega=en a
32, de bronce a los que obtuviesen por lo menos 18 y
menciones de honor a los que, sin obtener medalla,

resolviesen completamente un problema al menos.

Hubo resultados realmente brillantes. Se concedie-
ron veinte medallas de oro, diez de ellas a participantes
que alcanzaron la puntuacién mAxima de 42 puntos. De esas
20 medallas, 4 correspondieron a China, 3 a 1la Unién
Soviética, 3 a Alemania del Este, 2 a Rumania, 2 a
Vietnam, 2 a Checoslovaquia, una a U.S.A, una a Bulgaria,

una a Alemania Federal y una a Yugoslavia.
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Por paises, los primeros clasificados fueron:
China, <con 237 puntos, Rumania, con 223, La Unién
Soviética, con 217, 1la R. D. Alemana, con 216 y los

Estados Unidos de America, con 207.

Espafia presenté a los seise ganadores de la XXV
Olimpiada MatemAtica Espafiola (ver nuestro Boletin ndmero
21>, obteniendo unos resultados discretos, aunque no tan
brillantes como en alguna ocasién anterior. Por equipos,
ocupé el puesto 39, con un total de 61 puntos. Se
consiguié una medalla de bronce y cuatro menciones de
honor. Los resultados individuales de los participantes
espaficles, con i1ndicacién de 1los numeros de puntes

obtenidos, son los siguientes:

- Vicente MU#0OZ VELAZQUEZ, del 1. B. "Dionisio Aguado”,
de Fuenlabrada (Madrid) MEDALLA DE BRORCE .... 21

- Enrique GARCfA LO6PEZ, del Liceo Francés de Barcelona
MENCIGN DE HONCR .... 112

- Cristina DRAPER FONTANALES, del Colegio "Sierra
Blanca”" de MAlaga MENCI6N DE HOROR .. .. 11

= Alberto GARCtA MART{NEZ, del Colegio "N2 S2 del Re-
cuerdo" de Madrid MENCION DE HONOR ..... 8

- Javier PORTELA LENMOS, del Colegio de la "Conpafiia de
Mar{a"” de Vigo MENCION DE HONOR ..... &

= Leandro MAR{N MUSOZ, del Colegio "La Merced” de los
HH. Maristas de Murcia 2

Recordaremos que Vicente MUS0Z VELAZQUEZ recibié el
primer premio del Concurso de Resoluclién de Problemas de

nuestra Socledad, como alumno de 32 de B.U.P. en Junio de

= 17 7

12088, posteriormente fué campeén de la XXV Olimpilada
MatemAtica Espafiola y obtuvo medalla de plata en la 42
Olimpiada Iberoamericana de MatemAticas. Enrique GARCIA

LOPEZ obtuvo medalla de bronce en esta misma O. 1. M.

Aunque los resultados del equipo espafiol no pueden
considerarse como muy brillantes, debe recaordarse 1la
enorme dureza de la competicién, debida a que algunos
paises llevan muchos afios compitiendo y, como conceden
gran imbortancia a este tipo de certAdmenes olimpicos,
someten a intensos entrenamientos a grupos de alumnos muy
numerosos, de los que seleccionan una élite verdadera-
mente bien preparada. Confilamose en que en los aflos
préximos nuestra partlcipacién irA mejorando y alentamos a
los profesores de Matematicas de toda Espafia a que
contribuyan a conseguirlo. Creemos.que nuestra Sociedad,
dentro de su Ambito territorial, ayuda eficazmente a ello

a través de nuestros Concursos de Resolucién de Problemas.

Felicitamos a todos los participantes, as{ ccmo a
los profesores que han contribuido a su preparacién, y
agradecemos las ayudas institucionales y personales que
han permitido que unos Jévenes espafioles compitan con laos

mejores de todo el mundo en una olimpiada de tanto

prestigilo.

Est4d previsto que la XXXI Olimpiada Internacional
de MatemAticas correspondiente a 1990 se celebre, si 1la

situacién politica lo permite, en China.
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INDICE DE NOTICIAS SOBRE OLIMPIADAS MATEMATICAS Y CON-

CURSOS DE PROBLEMAS PUBLICADAS EN ESTE BOLETIN
Con objeto de facilitar a nuestros socios la consulta de datos

sobre los tviltimos Concursos y Olimpiadas, ofrecemos un indice se-
fialando los nimeros y paginas donde pueden encontrarlas.

CONCURSOS DE PROBLEMAS DE NUESTRA SOCIEDAD :

Ndmero y afio Convocado en Boletin Crdnica —Enunciados

I (1983) 1 2, pag 11

II (1984) 3 4, pig 7
III (1985) 5 7, pag 3

IV (1986) 9 10, pég &

v (1987) 13 15, pag 3

VI (1988) 17 19, pag 17
VII (1989) 20

OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA :

Nimero y afio Primera fase (distritos) Segunda fase (final)

XX (1984) 3, pag 77

XXI (1985) 5, pags. 8y 9 5, pigs. 8 y 10
XXII (1986) 8, pig. 5 9, pigs. 15y 75
XXIII (1986-87) 11, papgs. 3 y 87 13, pags. 9 y 83
XXIV (1987-88) 16, pags. 7 y 70 17, pégs. 7 y 71

XXV (1988-89) 20, pags.-13 y 79 21, pags. 7 y 61

OLIMPIADA MATEMATICA IBERO-AMERICANA :

Namero, ajio y lugar Crénica v enunciados en Boletin n°

I (1986) Colombia
II (1957) Paraguay

8, pags. 11 y 83
12, pags. 3y 75
I11 (1988) Peru 18, pigs. 5y 73

IV (1989) Cuba 21, pags. 11 y 63

Namero, afio y lugar Crénica y enunciados en Boletin n°®

|
OLIMPIADA MATEMATICA INTERNACIONAL :
|

XXIV (1983) Paris 2, pag. 15
XXV (1984) Praga 4, pag. 67
XXVI (1985) Helsinki 7, pdgs. 9 y 89
XXVII (1986) Varsovia 10, pag. 11 y 11, pag. 89

XXVIII (1987) Cuba 15, pags. 9y 73
XXIX (1988) Australia

XXX (1989) R. F. A.

19, pags. 23 y 77
22, pags. 15y 73
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UNA VISION <«PRACTICA» PARA ESPANA,
EN RELACION CON EL PROBLEMA DE
ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

Por CALEB GATEXO

Nuestra amistad entrafiable. v la intima relacién que mantuve con él en
los ulnmns.;mns de su vida, me permiten afirmar que nada hubiera causado
tanta alegria a don Pedro Puig Adam como el ver iniciada en Espafia una
autentica y profunda reforma estructural de la ensefianza de la Matematica.
_ Aunque su circulo de intereses se ceiifa al estudio de las principales cues-
tiones planteadas por la didictica y se extendia a las investigaciones con ella
relacionadas, estoy seguro que hubiera apoyado con todo su entusiasmo cual-
quier inteato para llevar a cabo tal reforma.

Desde marzo de 1955 seguiamos atentos la evolucién espafiola a este res-
pecto compardndola con la situacion mundial. de la que vo ls tenia infor-
mado con mis cartas desde diferentes paises. Y estibamos de cdmpleto acuer-
do en que nada podia esperarse de un enfoque unilateral del problema. el
cual, para conseguir algo eficaz. deberia ser atacado desde todos los dngulos.
No vzha' la pena ocuparse solamente de una posible reforma de la ensefian-
za superior, pues los estudiantes universitarios no podrian hacer mucho mis
de lo que hacen ahora sin la adquisicién previa de una mejor preparacion
en los Institutos, v, a su vez, tampoco esta preparacion necesaria serd posible
nuentras continien los nifios accediendo a la ensefianza media cargzados de los
malos habitos adquiridos en la primaria. y, en consecuencia, teniendo que
de‘dtcar buena parte del tiempo de su bachillerato en la supresion de los
mismos y en la creacién de aptitudes correctas hacia la Matemitica, Estd-
bamos, pues, convencidos de que la raiz del mal comienza en las escuelas.
v que este mal se amplia, casi siempre, en los estudios posteriores, incluso
en las escuelas superiores,

No se piense, sin embargo, que esta situacién sea exclusivamente espa-
iiola; se da en todos los paises del mundo. v su gravedad la percibimos en
toda su amplitud todos los que, de una u otra manera. estamos relacionados
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con el problema de la ensefianza: desde los directores generales hasta los
maestros, pasando por los profesores universitarios, los de Instituto y los de
Escuelas Normales. Y a todos nos produce una honda preocupaciéon. Todos
debemos sentirnos responsables, y de ahi la necesidad, como primera premisa
para encontrar una soluciéon adecuada, de unir nuestros esfuerzos para es-
clarecer el panorama real de tal situacién.

Hoy dia. la frecuente colaboracion de los politicos v de los hombres de
ciencia, aunados en el mejor servicio al bien comun, esta cambiando el rit-
mo de las realizaciones sociales. El conocimiento de la verdad, cuando no
contradice intereses superiores, se provecta pronto sobre la sociedad. Este
{endmeno. ciertamente nuevo, se reflejé inicialmente desde los dltimos treinta
afios en la Ciencia pura y en la Técnica. Llega ahora al plano de la accién
social, v va se habla, incluso, de una «ingenieria socialn (Social Engineering).
Lo que consideramos aqui pertenece a este aspecto de los valores sociales.
va que el progreso técnico v material de los pueblos estd evidentemente vincu-
lado con el mejoramiento de la emsefianza de la Matemdtica, en la base, y
de las Ciencias después.

Nuestros lectores juzgarin del papel que cada uno puede desempeiiar en
la realizacién de una reforma fundamental de la ensefianza de la Matemaética.
considerada en su conjunto organico, en coordinacién de los esfuerzos indi-
viduales y llevada a cabo con los apoyos pertinentes. Lo mds que un indi-
viduo puede hacer particularmente es crear un clima de inquietud, abrir un
camino a la reforma; pero si se quiere alcanzar una dimensién eficaz, se pre-
cisa la colaboracién de todos. No obstante, no puedo personalmente sentirme
descorazonado, a pesar de este sentimiento de incapacidaa de mi actuar ais-
lado, porque sé muy bien que hay mucha gente que como yo sufre al ver
que lz vida de nuestros hijos, en las escuelas, se pierde en la nada. Condicion.
pues, para el éxito, es la conciencia clerta de nuestra humildad; el conven-
cimiento de nuestra dependencia respecto de los demds para poder hacer algo
que sea verdaderamente eficaz. Si existiera alguien que dijera que no nece-
sita de mi. o de los otros, este alguien no haria otra cosa que pregonar su
vanidad junto con la certidumbre de su incapacidad para actuar.

He aqui, pues, lo primero que tenemos que aprender: la unién, el esfuer-
20 comun, sostenido y amplio, seré el mejor servicio a nuestra causa.

Lo segundo, también muy importante, es que nada podremos conseguir
si basamos la reforma en ideas preconcebidas, lo que seria prueba de un
entusiasmo aparente, superficial. Sélo la verdad convence, v sélo ella puede
servir causa lan compleja como un cambio radical de procedimientos y ruti-
nas seculares.

Lo tercero es que mosotros, en la profesién docente, deberemos desarro-
llar una estrategia realista, utilizando tacticas verdaderas que demostraran.
sin duda, haber localizado a los enemigos v nos permitiran llegar a ellos v
vencerlos. pero siempre que contemos con los medios necesarios. No basta
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disponer de los hombres., porque quizd nos faiten las armas. Habremos, pues.
de prepararnos convenientemente con la adiuisicion previa de los medios
necesarios. En caso contrario, estamos expuestos a perder el afin v el em.
puje precisos para no decaer en nuestro eatusiasmo. '

El punto de partida serd un anilisis de nuestros conocimientos presentes:
¢qué sabemos, ciertamente, hoy?

La actuei situacién escolar nos muestra aspectos negatives y otros posi-
tivos:

— Sabemos que el maestro, o el profesor. intentan demostrsr que saben
las cosas (mds o menos), mientras que lo importante es hacer jque los
alumnos las sepan. El maestro, o protesor. consideran sus conocimien-
tos y creen que, con una simple exposicion. los alumnos los captan y
reciben. Este es el método autoritario. el modo tradicional de ensefiar
por la palabra v la repeticidn, mieniras los alumnos guardan silencio.

— Sabemos que la eficacia de esta manera de hacer doceate es casi nula
v no se podrd mantener si queremos ir adelante.

— Sabemos que la ensefianza tradicional no ha tenido en cueata todos
los factores presentes en la situacidn escolar. v que aigunos de elos,
si no los olvidamos, pueden transformar radicalmente nuestra postura
ante la clase. Uno de estos factores es la capacidad espontanea del
aifio para aprender aquello que queremos ensefiarle, siempre que con-
formemos el amkbiente para que sz le presente como un desafio.

— Sabemos que la situacién escolar contiene. por lo menos, cuatro fac-
tores que pueden modificarse. renovando a la vez el ambiente y los
resultados: 1) el profesor, 2) el alumno, 3) la relacién entre ellos
v 4) los elementos con los cuales se relacionan.

— Podemos adelantar que la clave fundamental para conseguir el éxito
de nuestra reforma es no olvidar que el profesor y los alumnos son
personas. El olvido de esta circunstancia, la deshumanizacién de la
ensefianza, deja fuera de nuestras técnicas escolares un buen nimero
de fuerzas actuantes sobre el aprendizaje. La psicologia nos dice mu-
chas cosas dtiles sobre la motivacién y la movilizacién de las ener-
gias mentales, que sdlo se desencadenan en una relacién personal, y
no, como es el caso hoy en gran parte de nuestras clases, cuando la
relacién es semejante al de una cinta impresa que trata de grabar otras
cintas virgenes.

— En la relacién profesor-alumno esti implicado el método de ensenan-
za. Cambiar el método es ciertamente factible, y puede esperarse que
los resultados logrados con métodos distintos sean también diferentes.
Es evidente, por ejemplo, que un método basado en el principio de
asimilacién (dominio continuo de las situaciones) y en la moviliza-
cion de las energias del estudiante, ird clertamente acompainado de
un sentimiento de alegria de aprender, de una facilidad de recuerdo
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de lo esencial de las situaciones estudiadas y de una gran economia
de tiempo.

Los elementos que sirven para crear la relacién entre el profesor y
el elumno forman el contenido del programa de estudios. Este progra-
ma, en general, representa la dimension social en la relacion educati-
va, ya que es el grupo social quien decide lo que se tiene que ensefar,
Sabemos hoy que no es necesario hacer el programa en la forma que
se ha venido haciendo. Puede modernizarse v puede alterarse el orden
de las materias sin perdida de vigor v eficacia.

Sabemos que muchas de las causas del fracaso de los alumnos se en-
cuentran en la manera de ensefiar que los maestros adoptan en su cla-
se, ¥ que estos fracasos no son inevitables. El estudio sistematico de
los errores. demuestra que éstos no son arbitrarios; pueden eludirse
con una toma de conciencia sobre sus origenes.

Sabemos que la Matemitica es una forma de la actividad humana y.
como tal, acusa los defectos propios de las mentes creadoras. La khis-
toria de la Matematica se puede concebir como el conjunto de hallaz-
gos, fruto de las discusiones tenidas entre si por los hombres en torno
del contenido de las sitzaciones creadas por ellos mismos. y, princi-
palmente, de las relaciones extraidas como reflejo .de las propias es-
tructuras mentales,

La actividad matemética es una serie de tomas de conciencia del di-
namismo de relaciones subyacentes en situaciones constituidas ellas
mismas por relaciones. Lo que generalmente se denomina abstraccién,
es una jerarquia de planos simbolicos en la que los conjuntos de re-
laciones estin representados por un simbolo. Asi, pues, no hay una
abstraccién tnica, como no hay un plano conereto tnico.

Sabemos también que, si partimos de la realidad de la transformacién
de las estructuras mentalss de cada uno de nosotros en estructuras
mentales matematicas, seremos capaces de crear individuales maneras
de ensefiar subordinadas al verdadero proceso de aprendizaje. Estas
maneras de ensefiar, tnicas eficaces, son idénticas al autodidactismo,
reconocido undnimemente como el tnico modo auténtico de saber algo.
Sabemos que no todas las mentes funcionan del mismo modo y que,
por tanto, el adoptar una de ellas como modelo tnico lleva consigo
inevitablemente el sacrificio de un cierto nimero de alumnos. El mi-
lagro de la ensefianza tradicional es que, a pesar del olvido de este
hecho fundamental, hava conseguido un nimero suficiente de éxitos
para encontrar quien la defienda en contra de la prueba irrefutable de
tantos fracasos. Y, sin embargo. la evidencia de las diferencias indi-
viduales deberia ser el punto clave de los métodos que se propugnen

para adoptar una didictica capaz de lograr la sintesis entre la ense-
fianza y la realidad.
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— Sabemos que cuando este factor se tiene verdaderamente en cuenta.
entonces se descubre:
que los nifios pueden aprender mucha mds matemitica, mucho
mejor v en menos tiempo;
que el empleo de modelos multivalentes proporciona una canti-
dad de motivaciones y estimulos que preparan desde un principio
a los alumnos, v les introducen en el dinamismo de la matemdtica
de las relaciones:
que los programas pueden remoldearse de forma que las es-
tructuras matematicas elaboradas sizan un orden funcional psice-
l6gico, comenzando por el algebra, o toma de concieacia del mun-
do operatorio, para continuar con la medida, que engendra los
numeros v la aritmética. Los diferentes capitulos del programa
aparecerdn, pues, como unidades funcionales en torno de las di-
versas estructuras especiales articuladas entre si.

Todo esto lo sabemos hov. Quedan ain muchos sectores en los que esta-
mus trabajando en busca de mds luz y mas documentos que precisen la cali-
dad de nuestros conocimieatos actuales, tratando de encontrar los caminos
que puedan servir verdaderamente, no para ua grupo de nifios, sino para
todos.

Aunque sea va grande la lista de lo que hoy tenemos a nuestra disposi-
cidn. es muy poco si se compara con lo que nos falta por escrutar. Sélo el
esfuerzo concertado de la profesién puede Uegar a cubrir las amplias zonas
de ignorancia existentes, con la creacién de la ciencia indispensable para
que nuestros nifios obtengan de nosotros el servicio a que tienen derecho.

- - *

La estrategia que me permito proponer a mis lectores para su diSCUS%(Z)n
v. si les parece, para su puesta en marcha. arranca, pues, de la preocupacién
ceneral de enfrentarse con la realidad misma.

Se necesita, en primer lugar, difundir lo conseguido hasta ahora, mos-
trando su eficacia en nuestras propias clases. Seguidamente, modificar pro-
gramas y metodos en determinadas escuelas elegidas; preparar maestros y
profesores en seminarios experimentales: organizar reacciones en cadena para
lograr que un nimero suficiente de adeptos conmsigan el apoyo de una ma-
voria del magisterio y del profesorado que hagan viable la reforma estruc-
tural propuesta; elaborar técnicas adaptables a las diversas mentalidades al
mismo tiempo que a los fines educativos aceptados,

En términos generales, la estrategia deberd planear a grandes rasgos la
operacion; la tdctica permitird conseguir los resuitados paso a paso. -

Aqui sélo consideramos el conjunto de ambas: el Ministerio procede in-
mediatamente al nombramiento de una Comisién especial formada por un
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grupo de personas elegidas por seleccion entre aquellas que demuestren un
conocimiento exacto de lo que se trata de hacer, y le concede un plazo de
seis meses para preparar los detalles de la accion al nivel nacional. Es im-
portante, desde luego, fijar claramente los limites y los fines del trabajo que
<e encomienda a esta Comisién, Explicitamente debe constar:

a) Que se trata de un proyecto estrictamente profesional, sin ningin
caricter politico.

b) Que sus miembros, mientras se dediquen a esta tarea, estaran libe-
rados de todos sus cargos y trabajos oficiales y privados, quedando obliga-
dos a consagrarse exclusivamente a la causa del estudio y mejora de la en-
cefianza de la Matematica en todos los niveles, escolar y estudiantil

¢) Que lo que se les exige es una labor precisa y ultimada en sus deta-
lies. viable. capaz de traducirse inmediatamente en realizaciones practicas.

d) Que no ha lugar a considerar limites de presupuestos, puesto que
no se trata todavia de una legislacion formal, ni, por otra parte. el Estado
vendra obligado a ejecutar todos los consejos emanados de la Comisién.

En esta Comision nacional deberdn participar los miembros seleccionados

v otros consultantes. Los seleccionados deben ser:

@) Perzonas de experiencia y habilidad reconocidas.

bj De variada procedencia: maestros de péarvulos, maestros 0 maestras
de primaria, profesores de Normal y de Instituto, profesores de Universidad
v de Escuelas Especiales, fisidlogos, logicos, epistemdlogos, historiadores.

¢) Personas dotadas de un buen espiritu de cooperacion, con capacidad
para estudiar en comun los problemas fundamentales de los procesos del
aprendizaje v ensefianza de las Matematicas, sin que la funcion o cargo que
ahora desempeiian sea por este solo motivo un criterio de eleccion.

Un método acertado para la seleccion de los miembros de la Comisién
pudiera ser, tal vez, el nombramiento de un juez, nacional o extranjero, ea-
cargado de preparar un cuestionario que enviaria a buen nimero de perso-
nas que en principio estimase calificadas. La calidad de las respuestas reci-
bidas seria la base para la eleccién de las personas seleccionadas, a la vez
que proporcionaria los nombres de aquellas que podrian ser consultadas en
determinadas circunstancias especiales,

Nombrada la Comisién, se le pediria que. en un plazo de seis meses,
presentase al Ministerio un plan detallado de la labor a realizar conducente
a una transformacion de la estructura de la ensefianza de las Matemati-
cas, que:

1) Modernice los métodos y los programas.

9) Procure un nimero suficiente de docentes bien preparados para la
puesta en marcha de esta transformacion y asegure su continuidad.

3) Proponga un plan de desarrollo de la funcién docente matematica,
basada en:
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a) Un incremento notable del nimero de alumnos capacitados por sus
estudios para acceder al profesorado.

4) El empleo de modos de trabajo didictico mas idéneus. por su adap-
tacion a la realidad del alumno. que la simple transmision verbal: )

¢j Una autoeducacién permanente de los docentes por si mismos y por
los consultores de otras profesiones.

Esta tarea encomendada a la Comision la estimo perfectamente factible,
siempre que se cuiden escrupulosamente los principios expuestos, es decir:
1) si ol Ministerio la adopta seriamente bajo sus auspicios. 2) si los miem-
bros elexidos para constituirla lo son por las razones aducidas mds arri-
ba. 31 si la Comision se pone seriumente al trabajo y consulta con quien
pueda proporeionarie las avudas necesarias. sin perder el tiempo en discutir
opiniones vagas expuestas con tono de autoridad.

El punto de partida de los trabajos de la Comisidn deberd ser un exa-
men de las posibilidades reales de sus miembros y compietar sus conocimien-
tos por el estudio de lo realizado ya por otras personas del pals o extranjeras.
De esta forma. por asimilacion de lo ya hecho en este sentido, podra ahorrar-
<o muchos esfuerzos v, decidiéndose a actuar sobre esta base, podrd traducir
inmediatamente su estrategia en tactica. :

Ciertamente. estov convencido de gue, trabajando intensa y sinceramente
en el sentido indicado. en un plazo de un mes a seis semanas, un grupo de
50 profesores, maestros v psicdlogos pueden asimilar suficientemente lo que
<o sabe hov en el campo de la diddctica de las Matematicas, y el pais tendrad
a eu disposicion un primer contingente de personas adiestradas capaces de
prestar un gran servicio en el desarzollo subsiguiente.

La Comisién podria ahora emplear este contingeate en una reaccion en
cadena. enviando grupos de 2 a 5 de los adiestrados para, a su veZ adies-
ar en 10 o 15 centros del pais durante un perfodo de 6 a 10 semanas.
Procediendo de esta forma. en un plazo de 10 a 16 semanas el pais dispon-
dri ya de 500 a 800 profesores preparados para iniciar una campaia de
renovacidn, basada en lo que con seguridad es sabido, y capaces de enfren-
tarse con el auténtico problema de la educacién matemitica de la nacion.

Tales personas serian en este momento encargadas de prestar servicio
por tiempo limitado en su provincia, empledndolas en la realizacion del plan
que. aprobado por el Ministerio, habria sido propuesto por la Comision.
Naturalmente. no puede esperarse que todas estas personas hayan madurado
suficientemente en este plazo, v, por ello, seria aconsejable que la Comision
propusiera mantener un contingente de 20 personas de los primeros grupos
como directores o asesores de seminarios maviles, con el fin de afianzar los
progresos de estos 300 profesores. Este grupo elegido tendria otras funciones,
ademis de la de adiestramiento de sus colegas: constituidos como consejo
asesor. podrian servir de directores de experiencias, estudiar el planteamien-
to de temas de trabajo e investizacion en los centros provinciales. ensayos de
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material de ensefianza, métodos y programas experimentales, bajo la direc-
cién de un experto nacional,

Entre las 800 personas adiestradas habrian de figurar los profesores de
Escuelas de Magisterio, los inspectores de Ensefianza Primaria o los futuros
inspectores. El Ministerio deberia considerar que a estas personas, para po-
der llevar a cabo con éxito las tareas correspondientes a su funcién, cierta-
mente trascendental para el porvenir y economia de la nacién, habrd que
asiznarles una remuneracion suficiente que les permita liberarles de otras
dedicaciones al margen de la labor encomendada. 5i se cuenta con el con-
curso entusiasta y decidido de este grupo de profesores. ejemplar y capaci-
tado, el pais puede esperar que en un plazo de cinco afios los problemas de
preparacion de magisterio nacional estén. si no todos resueltos, si reducidos
v en via de solucién.

+ * *

¢Cual seria el plan de trabajo a realizar en e! primer seminario. de 4 a
6 semanas, con los 50 profesores elegidos inicialmente?

Dado por hecho que estos 30 proiesores sean liberados de otras preocu-
paciones ajenas a su propia formacién, v que vengan al seminario atraidos
solamente por la indole de la-tarea que les espera, y supuesto también que la
persona encargada de dirigir el seminario tenga una experiencia ¥ una visién
clara de la ensefienza de las Matematicas. se podria contestar:

Mi primera tarea consistiria en liberar la mente de los participantes de
sus ideas preconcebidas. Labor que estimo muy sencilla. pues mi experiencia
me dice que no hay un puilado de personas en todo el mundo que no haya
rectificado espontineamente sus prejuicios cuando se les ha colocado en con-
tacto con la realidad. Con un solo dia bastaria para la creacién del clima
necesario ¥ para hacer que los ojos comiencen a abrirse en busca de la ver-
dad. Choque afectivo inicial que no desaparece ni después de algunos meses.
v este asombro bien pronto se convierte en intenso interés en comprender de
lo que se trata. '

En una sesién dedicada a analizar los errores de los alumnos en clases
vecinas, encontraremos documentos suficientes para comenzar el estudio de
la formacién de estructuras mentales. Serdn los mismos participantes los que
vivan ahora la inquietud de un aprendizaje nuevo: el estudio prictico de su
propia mente en actividad de aprender, y no el estudio de teorias aptas solo
para ser confiadas a la memoria. Estudio personal que constituird la mejor
fuente de observaciones para la comprension de las mentes de sus alumnos.
Bien pronto nuestra nueva actitud se convertird en estado normal. por la
adquisicion del habito de indagacién sobre el proceso de formacién de nue-
vas estructuras mentales. Posecremos una disposicién natural para la com-
prensién de los errores de los alumnos. Mas aiin, aprenderemos a aceptarlos.
y hasta a solicitarlos. porque son el mejor indicio del proceso de formacién
de las nuevas ideas, Sin ellos s6lo podriamos hacer un trabajo de adivinacion.
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Un maestro, un prolesor que no desarrolle su capacidad como psicélogo
no podrd servir a la causa de mejora de nuestra ensefianza. Por eso me
preocupo especialmente de crear en cada unv de nosotros el deseo de pro-
fundizar en su propia mente. y en la de sus alumnos y compafieros. La pre-
gunta que estd siempre en mis labios en los trabajos del seminario es: ;cudl
es la mejor manera de hacer para que nadie se pierda en teorias, en ideas
preconcebidas? Comprobaremos que muchas veces no tenemos a mano una
respuesta ¥ que tampoco hay libro que nos lo aclare. Asi aprenderemos que
la funcién docente nos coloca siempre frente a un misterio v nos obliga a
un trabajo de investizaciéon de lo desconocido. Esto también me parece ser
importante: conseguir de cada uno que nunca pierda contacto con el mis.
terio de la vida mental, y ayudarlos en su trubajo de investizacidn origzina
sobre los acontecimientos que ocurren mil veces delante de cada uno de nos-
otros sin que nos percatemos de elos.

Puesto que nuestro seminario estd centrado sobre la realidad del apren-
dizaje matemitico, todos los dias doy clases experimentales ¥ estudio con mis
compafieros las contingencias diarias de las lecciones. Y siempre acontecen
tzl cantidad de cosas que yo seria incapaz de decir o analizar, y asi llezamos
a la conelusién. puesto que 102 ojos en alerta ven mds que 2, de la conve-
nieacia de la observacién colectiva de la compicjidad de una clase para po-
der sacar el provecho miximo, inmediato o mediato. de lo que los alumnos
vieron o propusieron, o de lo que no veian y nos parecia cbvio, etc.

En el seminario dedicamos nuestra preferencia a los temas mas amplios
del aprendizaje: ;qué es la actividad matematica?; ;qué lugar corresponde
al dlgebra en esta actividad?: jeudles son les estructuras primitivas en esta
situacién?; jedémo funciona la mente para pasar de tal toma de conciencia
a tal otra?; jpodemos encontrar simaciones privilegiadas para presentar tal
nocién en su dinamismo? Investigacion de situaciones mas apropiadas a tal
nocién v comprobacion en las clases. Estudio de una posibie clasificacion de
las situaciones desde el punto de vista de su contenido estructural. o del alum-
no, o del profesor. ;Cudles son los factores que intervienen para que mien-
tras Fulano escoge situaciones de tal tipo, Zutano las elige de tal otro?...

Una vez conseguida la iniciacion del grepo en la naturaleza de su tra-
bajo en comiin: estudio de las estructuras mentales dinamicas, consideracion
y discusién de las situaciones, serd el momento de abordar la modcmmizacion
del prozrama.

Modernizar, para mi. quiere decir empezar con estructuras amplias o si-
tuaciones poco estructuradas, y avanzar anadiendo estructuras y buscando sus
electos sobre la situacién, Esto lleva consigo que la pedagogia dindmica actia
sobre clases de nociones y familias infinitas, equivalentes en cierto modo a
una nocion, Si no hay clases inlinitas, no hay matematica. La actividad ma-
temitica es el descubrimiento de relaciones entre clases, y, por eso, siempre
presentamos nuestras nociones desde el principio de esta forma.
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La modernizacion del programa es, pues, el resultado de invertir muchas
veces el orden de presentacion de las nociones: el dlgebra antes de la arit-
mética, las cuatro operaciones al mismo tiempo, v las clases de equivalencia
desde el principio; fracciones y productos como dos visiones de la misma
escritura; la division como sustraccion reiterada e independientemente de los
productos. etc. (Véanse mis libros Aritmética con Nuimeros en Color, to-
mos I a IX, y los libros del Maestro.)

Ya que las clases infinitas, las operaciones sobre conjuntos y las funcio-
nes de conjuntos son ahora nociones iniciales, ofrecidas v accesibles a los
niiios al comienzo de sus estudios primarios, podemos llevarlos con un pro-
grama muy distinto del tradicional a reconocer que el calculo infinitesimal.
la topologia elemental, las estructuras algebraicas, etc., estin hoy verdade-
ramente @ su alcance. La modernizacion del programa tiene esta consecuen-
cia especialmente trascendental: jes posible llevar a la escuela la enseflanza
que hoy es universitaria! (Don Pedro, que en 1936 me decia que esto no
seria posible, y que no veia entonces la posibilidad de colaborar conmigo en
la preparacion de textos tan adelantados para nifios de Bachillerato. me es-
cribia en una de sus iltimas cartas que, después de las experiencias que venia
realizando en sus clases. habia llezado al convencimiento de la verdad de esta
afirmacion. )

Pero de todo ello, lo que estimo més importante es la pedagogia del do-
minio continuo, la cual nos permite vivir la realidad pedagagica de la misma
manera que el investigador vive su ciencia. Las ideas que se tienen hoy de
la leccion, del horario, de en definitiva toda la situacion escolar, se transior-
man radicalmente cuando se enfoca la ensefianza subordinando toda la acti-
vidad del aprendizaje a este principio: la certeza de la adquisicion del do-
minio de una situacion antes de proponmer un cambio de tarea. De lo cual
parece desprenderse la necesidad de una individualizacion de la ensefianza,
pero yo no me atreveria a suscribir totalmente este postulado, pues estimo
que hay todavia mucho que estudiar antes de decidir i dominio e individua-
lizacion son tan sencillamente relacionables. El dominio es mucho mas jm-
portante que el modo de trabajar, y es aquél el factor decisivo como zuia
de la ensefianza. A mi entender, cuando se ha comprendido bien que el do-
minio continuo es el sumo criterio pedagégico y didaictico. se reconoce que
la prictica del repaso, por ejemplo, es signo de nuestros errores didacticos
y debe desaparecer de la vida escolar. Este hecho, por si solo, constituiria
va una revolucion pedagégica, pues habrd de permitir a nuestros alumnos
un ahorro del 30 al 50 por ciento de su tiempo.

Pero aiin hay mas. El dominio continuo ha demostrado la existencia de
un efecto acumulativo en el aprendizaje, gracias al cual el alumno puede re-
solver por si solo muchas tareas sin estudiarlas, debido al efecto de «trans.
ferencian que tiene lugar. Porque, en realidad. existe una variedad de orga-
nizaciones de los conocimientos dominados, de forma que, a partir de los
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enseflados, los demds resultan de la dindmica mental actuando espontinea-
mente sobre aquéllos.

Otro de los aspettos que habria que mostrar en el trabajo del seminario
es el papel cada vez mas reducido que se concede a la memaria. El reco-
nocimiento de las situaciones es mucho mads amplio que la pura memoria; v
el cultivo deliberado de la actividad de las imdgenes equipa al alumno con
poderes mucho mds fuertes de los que puede proporcionarle la ensefanza
tradicional.

Con la puesta en prictica del provecto eshozado en estas lineas, en un
seminario de algunas semanas, el pais tendria a su disposicion un equipo
de 50 personas con unas capacidades que no se cultivan hoy en ninguna
institucidn existente y que podrian ser cardinales para servir a la causa de
la necesaria reforma de la ensefianza de las Matemiticas. La influencia de
este grupo de profesores, dotados de una nueva vision de la pedagogia, y
dispuestos a seguir ampliando su saber en contacto con los problemas vivos
del aprendizaje, seria decisiva en la solucién del problema que propongo a
la Comisién ministerial.

Seria. indudablemente. la mejor manera de honrar la memoria v de con-
tinuar la hermosa labor iniciada en el campo de la didictica matemitica por
el maestro que fue don Pedro Puiz Adam. al que, estov seguro. todas las
ideas contenidas en este articulo le parecerian perfectamente viables v des-
provistas de fantasia. Nuestra amistad fue esencialmente creadora, y, sin
duda, no habri dejado de influir poderosamente en la elaboracion de las
ideas que preceden. Que su memoria esté asociada con el esfuerzo espaiiol, si,
efectivamente, se decide a moverse en esta direccién,

Nueva York, 23 de junio de 1961.



- 30 -

DE LA PRENSA
ESCASEZ DE PROFESOURADO DE MATEMATICAS

EL PAIS del dia 8 de Septiembre de 1939 publicaba
una crénica de su corresponsal R. M. de FRitverto en
Londres titulada "4 la cara del profesor”, en la que se
comenta la escasez de profesores que sufre el Reino Unido,
especialemente en el Area de MatemAticas. Describe en ella
los esfuerzos que se realizan actualmente para conseguilr
profesores tanto en las cercanas Alemania, Holanda y

Dinamarca como en las lejanas Australia v Nueva Zelanda.

Informa, en particular, que "... el informe anual
de la inspeccién de ensefianza britanica sefiana carencias
en fisica, quimica, nmatematicas, disefio vy lenguas
extranjeras en la ensefianza media. El nGmero de profesores
es cada vez menor, y el vaticinio hecho el afio pasado por
la wuniversidad de Manchester de que en 1995 habria un
deficit de 4.000 profesores de matematicas en la encefianza
media, ha quedado destrozado. El1 numero de quienes hoy
asplran a ser profesores de matematicas hace prever que en

1055 =6lo habra 12.000 para cubrir 22.000 plazas.”
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UNA APLICACION DEL TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON

Por José& V. Garcia Sestafe

En algunas aplicaciones précticas se presenta el proble-
ma de que dada una matriz cuadrada A hay que obtener otra matriz

2
B, tal que B = A.

El problema, como es sabido, admite m&s de una solucidn;
en general, si la matriz A no es degenerada, existen 2" matri-
ces solucidn, siendo n el orden de la matriz dada. En lo gue si
gue, el conjunto de las matrices solucién se representari por

/A.

La solucidn del problema en el caso de una matriz diago-

nalizable, se obtiene, como es sabido, de

donde las Ai son los valores propios de A, las /Ai se toman con

doble signo y P es tal que
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En el caso particular de gue A sea una matriz 2 x 2, el
problema se resuelve muy fdcilmente aplicando el teorema de Cay Aot il _—
ley-Hamilton gue dice: Toda matriz cuadrada verifica su ecua- -
o . : vtr(A)
cidn caracterfstica. Para la matriz cuadrada A de orden 2 se ve
rifica que su ecuacibn caracteristica es:
Si para la matriz A = (aij) de orden 2 x 2 se cumple
2
+ o - e + - a =
32 = tr(a) - + |A| = 0 tx(a) £ 2(a| 0, se verifica que (a;; + a,;) 4layy a,,
- axy a22)’ o bien
donde, respectivamente, tr(A) y | A| representan la traza y el
- = -4a a
determinante de A. Por el teorema citado se verifica (siendo I (a1 vy 12 721

la matriz unidad 2 % 2)
Por otra parte, el sistema para hallar los vectores propios es

2

A - tr(a) A + |A|I =0

(apy = A) xp + a3y x5 =0

donde, ahora, 0 es la matriz cero de orden 2.

Ay Xy + (a22 - A) X, =0
De la igualdad anterior se deduce
y como los valores propios son iguales, A = (all + a22)/2 re-
tr(A)+ A = A? + |a] -1 = A2 + 2/TAT+A + |A| -1 T2 TKT ‘A = sulta el sistema
_ + . 2 - . a - a
= (a2 V[A] - 1) + 2/]A] - A 11 22 b 4. %, =0
1 12 72
2
de donde 0 % - (ag; - 622) x. =0
. 21 71 5 2
A[tr(A) & Z/IAU = (At /]AT - 1)2
que es incompatible puesto que
y de aqui, si tr(a) * 2 /|A| # 0, esto es, si los valores carag
terfisticos de A son distintos, a11 7 322 A
12 2
2 (a - a,,)
1 B i S Sl LA B
VE=1y ! (At /A + 1) 4 1z o2t
tr(a) * 2/7A] _ %11 7 %22
421

de donde se obtienen las cuatro soluciones; nétese que el segun

+ .
do y tercer I se corresponden, por lo que existen 4y sélo 4 so y, por tanto, admite inicamente la solucién trivial X =

X, =0
2 r
luciones distintas siempre que |A| # 0 y tr(A) % 2[|A| # 0.

-1 .
no existiendo ninguna matriz P tal que P A P sea diagonal, o

sea la matriz A no es diagonalizable.
En el caso de que |A| = 0 y tr(A) # 0, existen sBlo dos

soluciones
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EJEMPLOS

7

a) Sea la matriz A = (i 4).

La ecuacidn caracteristica es AZ - 6A + 1 = 0; por tan

to, se cumple A2 - 6A + I = 0, de donde

6A=A2+1=A2t2A+1;2A=(AiI)212A

o bien

a(6T2) = atn? A=*f_1__ @t
ve T 2
Las cuatro soluciones son:
1 72
By === |G D+ (] 2):[=Ltf D)
2V2 - 2/2
By#E=—t] By
2V2
1.1 7
By =37 3
- .1 .1 7
Bg ==z (1 3
. _ 13 =2
b) Sea la matriz A = (18 l}.

Como tr(R) = 14 y |A| = 49, se tiene tr(A) = ZVIAi,
la matriz no es diagonalizable Yy no existe ninguna matriz B, tal
que B2 = A,

c) Para la matriz A = (g g) se cumple que tr(A)= ZVIAI,

pero como es diagonal,existe vA:

E - (R

0
0 t/g)
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SOFTWARE PARA MATEMATICA COMPUTACIONAL
por

E. Roanes Macias

Durante el 1dltimo cuarto de siglo se han conseguidg desa-
rrollar sistemas informéticos que permiten efectuar calculos
matematicos en que intervienen simbolos sin valor numérico
preadjudicado, es decir, indeterminadas. Simulténeamentelcge
ha conseguido implementar lenguajes de programacién especifi-
camente matemdticos (dialectos del ALGOL), que facilitan o
posibilitan, segin el caso, la elaboracién de programas de
esta naturaleza.

Ello ha permitido, de una parte, resucitar viejos' algo-
ritmcs, como el clasico método de Sturm para determinar gl
nimero de raices reales de una ecuacién algebraica con coefi-
cientes reales (considerado muchos afios inviable, salvo para
polinomios sencillos o especialmente preparados), que ahora
vuelven a tener interés prédctico con algunas modificaciones y
restricciones. De otra parte, el desarrollo de aquellos’sis-
temas ha fomentado la dedicacién al disefio, andlisis, imple-
mentacién y aplicacién de otros algoritmos,. dando 1lugar a
nuevas disciplimas, como el Algebra Computacional.

Fué hacia 1963 cuando se comenzd a pensar en la posibili-
dad de aprovechar el lenguaje LISP para automatizar calculos
de Fisica Tedérica relativos a particulas elementales y en
1966 aparecié la primera publicacién en este sentido. En 1968
se publicé la descripcién del primer sistema algebraico gene-
ral que permitia efectuar simplificaciones, que su autor, el
Dr. Hearn, denominé REDUCE. Sus investigaciones se.concretan
hacia 1970 en el sistema Reduce 2 escrito en un dialecto de
Algol (denominado hoy RLISP).

A partir de esta fecha, varios investiga@ores americanos,
japoneses y europeos se dedican a Frabajar so?re el temg,
incorporando nuevos paquetes (integracién analitica factori-
zacién multivariable, aritmética real con precisién arbitra-
ria, resolucién de ecuaciones y sistemas, etc) que se inclu-
yen en Reduce 3 (versién 3.1), distribuida en 1983. Poste-
riormente, esta versién es mejorada y en 1985 aparece_la ver-
sién 3.2, con implementaciones para una docena de tipos de
ordenadores (PC-compatibles y Cray X/MP, entre ellos). Y en
la versién 3.3, aparecida en 1988, se incorporan nuevos pa-
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quetes: autovalores y autovectores, bases de Grobner, amplia-
cién de integracién, resolucidén de ecuaciones y sistemas
(este Gltimo experimental) y sobre todo se incorpora el uso
de listas, con la comodidad que ello supone.

Reduce es a la vez un lenguaje de programacién y un siste-
ma de cdlculo, gque permite ejecutar operaciones matemdticas
muy diversas: célculo con matrices simbélicas (determinante,

inversa, traspuesta, traza,...), operaciones con polinomios
con nimero finito de indeterminadas (factorizacién, m.c.d.,
resultante,...), célculo diferencial e integral simbélico,

resolucién de ecuaciones y sistemas, etc.

Naturalmente, la posibilidad de ser utilizado con ordena-
dores PC-compatibles es lo que ha dado mayor difusién al sis-
tema Reduce. Pero, para usuarios de estos micros, conviene
observar que Reduce precisa, al menos 512 K, aungue es pre-
ferible utilizar un AT con 640 K vy disco fijo. Su principal
inconveniente es no disponer de un editor de manejo razona-
blemente cémodo, lo que puede solucionarse en el modo indi-
cado en otro articulo de este nimero del Boletin.

Hasta aqui nos hemos referido exclusivamente a Reduce, por
ser el sistema pionero, el mas difundido y el mejor conocido
del autor de esta nota, pero hoy existen varios sistemas mas
de matematica conputacional, que describimos someramente.

MUMATH y MUSIMP es un sistema interactivo de matemética
simbb6lica, para operaciones algebraicas y analiticas (MuMath
es el conjunto de paquetes y MuSimp el lenguaje de programa-
cién en que estadn implementados, también basado en Lisp).
Aunque su potencia de cédlculo es menor que la de Reduce, en
€l aparecen implementadas las funciones elementales usuales
(logaritmicas, trigonométricas, hiperb6licas, etc). Desarro-
llado en Hawai a partir de -1976, 1la versién de 1983 ha sido
implementada para ordenadores compatibles con sistema opera-
tivo MS-DOS, asi como para Apple II con tarjeta 280, lo que
ha incrementado su popularidad.

MATHCAD es un paquete con posibilidades similares a las
del Mumath, incluyendo representacién grafica, muy cémoda de
manejar.

MATHLAB es un sistema pensado para hacer la funcién de un
"auxiliar" matemédtico al cientifico en su quehacer cotidiano.
También esté basado en Lisp y permite efectuar diversas ope-
raciones mateméticas: diferenciacién, integracién indefinida,
factorizacién polinémica, transformada de Laplace (directa e
inversa) y resolucién de ecuaciones diferenciales con coefi-
cientes constantes (simbdlicos).
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ALPI es un sistema desarrollado recientemente (1988) en
las universidades de Pisa y Génova. Esta escrito en MuLisp.
Incluye un paquete conteniendo algoritmos para calculo de
bases standard y de Gré&bner.

También el sistema BUCHMORA, desarrollado conjuntamente
por los profesores Buchberger (Univ. de Linz) y Mora (Univ.
de Génova), contiene algoritmos similares a los del Alpi, pe-
ro implementados en lenguaje Modula-2 y compilados, lo que lo
hace muy répido en tiempo de ejecucién, existiendo versiones
para IBM-PC, Macintosh y Atari.

MAPLE es otro sistema que se ha desarrollado con mucho
exito en la joven universidad Waterloo (Cénada). Est& imple-
mentado para mds de 20 tipos de ordenadores (Macintosh y Sun
4, entre ellos). Su desarrollo es tan radpido que aparecen
hasta dos versiones por afio, siendo la Gltima, en.este mo-
mento, la versién 4.2. Su calidad y comodidad de manejo, lo
hacen ser actualmente uno de los mids competitivos, junto al
estadounidense MATHEMATICA.

Otros sistemas utilizados en matematica computacional son:
MACSYMA, SCRATCHPAD, SAC-2, GALOIS (este dltimo desarrollado
en la universidad de Tasmania), pero con ellos no tenemos ex-
periencia de uso.

Antes de concluir, deseo agradecer a los profesores: Juan
Llovet (Univ. Alcald), Ignacio Luengo y Emilia Alonso (Univ.
Complutense) y Tom&s Recio y Juan Manuel Olazabal (Univ. de
Cantabria), su informacién relativa a algunos puntos de esta
nota.

Bibliografia
BUCHBERGER, COLLINS, LOOS: Computer Algebra; Springer 1983

HEARN: Reduce User’s Manual; Rand Publication 1985

RAYNA: Reduce. Software for Algebraic Computation; Sprin-
ger 1987

RICE: Mathematical Aspect of Scientific Software; Sprin-
ger 1988
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EDITOR DE ARCHIVOS Y DE LINEAS PARA REDUCE

O COMO HACER EL TRABAJO MAS COMODO A LOS
MATEMATICOS USUAR!OS DE ESTE LENGUAJE

non

Cristobal Pareja Flores

Eugenio Roanes Lozano

1. Introduccién

Aunque esta sea una nota eminentemente informética y no
matemdtica, pensamos que puede ser de gran utilidad para 1los
matemdticos usuarios de REDUCE, conocer la posibilidad de
trabajar en la forma que aqui se expone.

REDUCE es quizds el mas difundido de los lenquajes
especificamente disefiados para Calculo Simb6lico. Existen
implementaciones sobre una gran variedad de ordenadores, pero
es la realizada para ordenadores PC y compatibles la mas

usual.

Por un lado, supone un arma potentisima a la hora de
trabajar en muchos de los campos de la matemdtica. Para quien
no lo conozca, a titulo de ejemplo, permite utilizar
directamente matrices simbdlicas, la diferenciaci6én viene
implementada, y permite trabajar en anillos cociente.

Sin embargo, presenta, a juicio de todos los usuarios que
conocemos, un inconveniente importante: la inexistencia de un
editor "razonable" que permita corregir sobre la marcha los
programas que vamos realizando. En consecuencia, la -atipica-
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forma de trabajar en Reduce es la siguiente:

1) se crea un archivo con un editor externo
2) se entra en Reduce (unos 10 segundos en un PC-AT)
3) se carga el archivo

4) se prueba el programa cargado
y si hay algin error o errata:

5) se sale de Reduce
6) se hacen las correciones pertinentes con el editor
externo

7) se vuelve al paso 2)

Es evidente que el proceso anterior es extremadamente
lento, por la cantidad de veces que hay que realizar el paso
2) hasta depurar un programa.

Por otra parte, la tecla F3 es redefinida, dejando de
tener efecto. Por ello, si en alguna linea cometemos un

error, hay que reescribir la linea completa.

2. Forma de atacar el problema

Lo 6ptimo seria tener un editor de archivos y otro de
lineas. De este modo, podriamos reformar archivos sin salir
de Reduce, y volver a obtener lineas ya tecleadas, con lo que
el trabajo seria verdaderamente interactivo. La inica
solucién que veiamos para ello era utilizar editores
residentes (instalados en la zona alta de memoria) y tratar
de evitar que interfirieran el ya de por si delicado
funcionamiento de Reduce. Elegimos como editor de archivos el
Notepad del Sidekick de Borland Inc. (v. l1.56a) y como editor

de lineas el Command EDitor (CED), de Christopher J. Dunford
(v. 1.0).
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Para quienes hemos trabajado con Reduce en esta particular
implementacién, son bien conocidos los problemas que acarrea
hacer alteraciones (cambiar, por ejemplo, 1los archivos
AUTOEXEC.BAT o CONFIG.SYS provoca la aparicién del mensaje
**&++**INCOMPATIBLE SESION FILE, al intentar cargar de nuevo
la sesién de Reduce).

Ademds, se nos presentaba otro problema. Aunque estabamos '
trabajando con un AT con 1 Megabyte de memoria RAM, como en
principio el sistema operativo MS-DOS s6lo reconoce la
primera padgina de 640 K, y ninguno de estos programas
reconoce la expansién de memoria (?), teniamos
disponibles s6lamente 640 K. Pero instalar todo el Reduce
(sesi6én BREDUCE.FRZ (*)) requiere un minimo de 512 K, por lo
que, en principio, los segmentos de memoria usados por los
editores y por el Reduce se solapaban, lo que provocaba que
no se pudiera arrancar la sesién de Reduce. : i

3. Instalacién que proponemos

1
et
Podemos comenzar instalando el programa Sidekick en éi ;i
disco duro, en el directorio SIDEKICK, Y el editor CED en el
directorio EDILIN (normalmente se usa Reduce en un equipo con
disco duro, por lo que supondremos su existencia, no siendo,
de todos modos, imprescindible).

A continuacién tratamos de liberar memoria, con la .
adopcién de un raquitico archivo CONFIG.SYS, conteniendo: -

|
|
1
I
i
|
{
1
!
1
|

».

(*) Aunque estamos tratando el problema de compatibilizq; el
uso de estos editores con la sesién BREDUCE.FRZ de Reduce,
todo lo anterior es valido para las sesiones MREDUCE.FRZ ¥y
TREDUCE.FRZ (Gnicas que pueden cargarse, si la cantidad de
memoria disponible es menor).
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s6lamente:

country=034
Completamos el archivo AUTOEXEC.BAT, en nuestro caso:

echo off

path c:\;c:\dos\
keybsp

ver

prompt $p$g

cd edilin
ced (activa el CED)
cd..

cd sidekick
skn
cd..

date

(activa el Sidekick
-incompleto-)

De esta forma dejamos suficiente memoria RAM libre. No parece
posible incluir otros programas residentes simultaneamente
(mouse; por ejemplo), por lo que tendremos que evitar

llamarlos desde el AUTOEXEC.BAT, si vamos a trabajar con
Reduce.

Ahora debemos reinizializar el sistema y hacer de nuevo

ejecutable la sesi6n de Reduce, pues hemos alterado los dos

archivos anteriores (basta repetir los tres {ltimos pasos de
la instalacién de Reduce).

4. CO6mo podemos trabajar ahora

4.1 El editor de lineas

En el archivo AUTOEXEC.BAT hemos incluido las 6rdenes para
buscar y activar el editor CED.
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Por tanto, a partir de ahora, cuando arranguemos el
ordenador, se habrdn producido cambios respecto del uso

normal con el MS-DOS. Desglosemos los que mas nos afectan.

. La tecla F3 no repite la linea anterior (de todos

modos, en Reduce no tenia efecto)

. Las teclas » y « permiten moverse hacia derecha e
izquierda sobre una linea (antes de pulsar Return),

sin alterarla

« Las teclas * y  permiten repetir las dltimas
l1ineas tecleadas (con un poco de practica, pernite
reformar incluso Sentencias Agrupadas y Procedures,

sin tener que guardarlos en disco)

« Ahora, al escribir, 1los modos de sustitucidén
(cursor _ ) e insercién (cursor g ) sSon ambos

operantes.

1iTodo ello funciona dentro de la sesién de Reduce!!

4.2 El1 editor de archivos

En el archivo AUTOEXEC.BAT hemos incluido las ©6rdenes
adecuadas para activar el Sidekick. Por ello, al conectar el
ordenador, incluso dentro de la sesién de Reduce, pulsando
simulténeamente las teclas Ctrl-Alt entramos en Sidekick Y.,
eligiendo Notepad, en el editor.

Asignamos con el Setup del Sidekick un archivo en blanco
al editor, que podemos dejar como archivo de trabajo para las
sesiones de Reduce (también es posible editar otros archivos

desde Notepad usando F3).



Para probar un programa escrito en Reduce, podemos
proceder asi:

1’) Cargamos el Reduce

2') Entramos en el editor, escribimos o reformamos
nuestro programa y lo salvamos, y salimos del editor
(i1Seguimos estando en la sesién de Reduce!!l)

3’) Cargamos desde Reduce el archivo

4’) Probamos el programa

Si hubiera algiin error en el programa, basta repetir los
pasos 2’),3’) y 4'), que ahora son casi instanténeos, hasta
su depuracién.

La gran ventaja de este modo de trabajo es que no
repetimos el lento proceso de carga de Reduce. Tampoco hay
que volver a cargar en la sesi6én de trabajo otros archivos
(si fueran necesarios), pues no llegamos a salir de ella.
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Luis Villacorta . I.B.Vic&lvaro

Buscando cuestiones matematicas sencillac, bellas y de comp—
pr=nsidn entre los alumnos de bachillerato, con objeto de
proporcionarles una visioh mas amplia de la matematica, nos
encontramog con el Teorema de Fick. Ezte tecrema trata del
ar=a ce poligonos reticulares simples. Un poligono reticular
simple es aquel cuyos vértices son puntos reticulares y sus
lagcz no se cortan salvo en los vértices. Fara aclararnos mas
diremos que, en el planc Euclideo. un punto raticular es
aguel que tiene coordenadas enteras.

A=1+B/2-1=20+ 17/2 - 1
Fig. 1
En 1899, George Pick encontré una férmula para hallar el &res
A ce un poligonoc reticular simple P.

Teorema de Pick.- El &rea A de un peligono reticul
csimple vione dada por

21

I

\

A=1+B/2 -1
donde 1 y B desionan el nameros de puntcs reticulares
interiores y dal borde respectivamentz del poligono.
(fig. 1)

Lsz pruebas exiztentes del Tecrema de Fick capenden en gran
maners de triangulos reticularzs primitivesz, que zen aguellos
gue no tienen puntes retizulares interiores ni en el berde,
exczeptuando los tres vértices.

El esquema para demcstrar el Teorema de Fick va a s=r el si-~
guiente : veremecs., en primer lugar, que el area de un tridn-
gulo reticular primitivo es igual a 1/2 y ce este resultade
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dzovciremo= el tecrema.

XYZ un triangules rehizualar primistvo y zea OXQY el rectan
sula raticular mintme que lo contiene.Al sa2r minimo el rectan
glia. Zada ung de =sus lados pasa par un verzice del tridngulo
La uniza po=ibilidad para gue ol tridngulo XYZ sea primitive .
2C que unc de su=z lados zea diagonal del minimo rectangulao,
ya qua,de okro modo,sl tridngulo tendria puntos reticulares
interiores v no saria primitivo. (fig.2.a). For ello, supon-
Gamos que XY sea la diagonal del rectangulo (fig. 2.b).

v

A

Q

FI'J.La- F-l‘j “as

Sean IM y ZIN las perpendiculares respectivas a 0OX y OY ( Z
puede coincidir con M, N o 0). Consideremos 0 camng arigen de
coordenadas y OX y OY los ejes coordenados. Sean m y % las
abcisas respectivas de les puntos My X. Sean n e y las orde-
nadas respectivas de los puntas N y Y. §i degignamos con I(R)

el numern de puntos reticulares interiores al rectangulo, en-—
tances

I4@xay) = (x -1).(y -1)

Como XY no centiene puntos reticulares excapto X e Y, se tie-
N
ne

I(OXY) = I(OXQY)X/2 = (x —-1).(y -1)/2

Ce fPrma andloga

I(XZM) = (x -m ~1).(n —-1)/2

I(ZYN)

(m =1) .y —-n -1)/2

Como XYZ no contiene puntaos reticulares interiores., se veri-
fica

I(OXY) — I(XZM) = I(ZYN) = m.n
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donde m.n es el numero de puntos reticul arez en OMIN enclu-—
yenun aguellos goue estan en OM y ON. For “znte. reculta

G ~Daly -1) =G =m =1).(n -1)/2 =(m =1).(y -n =1)/2 = m.n
Simplificando esta igualdad resulta
Xey — %.n — m.y = 1

Finalmente, si designamos con A(R) el area del poligono R, se
verifica

AMXYZ) = AWDXY) — A(XZIM) — A(ZYN) - A(DMIN) =
= Xey/2 = (X —m)on/2 - m.ly -n)/2 - m;n =
=XayY/2 =X.n/2 4m.n/2 -m.y/2 +m.n/2 ~ m.n =
= (x.y - Ran = m.y) /2 = 1/2
Una vez visto que el &rea de un triangulc reticular primitive
es 1/2, demostremos el Teorema de .Piclk.

Sean Pl y P2 dotz poligonos reticulares unidos une a otro a lo
largo e un lado comun MN. (fig.3).

fig.z

L

‘
1

hgamcs cierto el Teorema de Ficl para caca uno de ios po-
nos Pl y P2. Es decir, A=] + B/2 — 1. “Yamp= a ver gue

ien se verifica para el poligono P = P1 U P2.

A. AL, A2, i, i1, i2, b, bl, b2 las &rez=, nimero de pug
reticulare=s interiorzs v en el borde de los goligenos P,
Pl y F2 respectivamentz.De acuerdo con nuestrz hipdtesiz =e
verifica

W

[l (1 g el €5

G
m w34l
2000

Al

il + bl1/2 - 1

A2 = i2 + b2/2 - 1
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Designando ceon k el niamerao de puntos reticul 1 s
ments MN. incluidcs lee entremos. es sviden-: cue ze= cum

A =A1 + A2
i =il +i2 + (k - 2)
b= (bl — k) + (b2 — k) + 2
For tanto,
A=A1 + A2 = i1l + b1/2 = 1 + i2 + b2/2 - 1=
= (i1 +# i2 + k = 2) + 1/2 (bl + b2 — 2k + 2) — 1=
=i +b/2 -1

como gueriamos demostrar..

El Tecrema de Fick es ahora inmediato, porque todo poligono
reticular se puede descomporner en tridngulos reticulares pri-—
mitivos, er lcs se verifica el Teorema de Pick

1/2 =1 + B/2 - 1, I1=0; B=23

Una vez demostrado el Teorema de Pick vamos a ver a seguida-
mente que este teorema .es topologicamente equivalente a la
famesa Fdérmula de Euler en un mapa plano simple. Fara ello,
verermos primeramente que del Tearema de Fick se deduce la
Formula de Euler en un mapa plano simple vy, a continuacién,
deducir de la Férmula de Euler en un mapa plano simple el
Teorema de Fick.

Comercemos poniendonos de acuerdo en lo que entendemos por
mapa plano simple. Un mapa plano simple es una particidén del
plano en c regiones ‘una de ellas infinita) por medio de a
curvas simples uniendo pares de v puntos. (fig.3)
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amsntes veamos un resultado previo independiente del

a de Fick. Sea P un poligena reticular simriz aesciom—

c en T tidngules reticulares primitives. Lesignemos gcov-
el numers de lados en la triangulac:on. Hay B lados de
tri&dngulo alrededor del berde del poligono P y L-B lado= de
tridngulo en el interior del poligono que son comunes a dos
tridngulas de la triangulacien. For tanto, los 3T ladoes de
los T tridngulos incluyen cada uno de los L-B lados interio-
res dos veces y cada uno de los B lados del borde una vez con
lo que resulta

3 a

ST=2(L-B) +B=2L - B £11

A continuacidn, considerendo el poligono reticular simple P y
la triangulacién en T triangulios reticulares primitivos, sa-
biendo que el Area de un triangulo reticular primitivo es 1/2
se verifica A = 1/2 T, y del Teorema de Pick se deduce

I +B/2-1=1/2T7
O, tambien

T=214+B-2 £z21 :
Llevando [21 a [13] y despejando L resulta

L=31+2B-3 L3

&}
[}

S#a un mapa plano simple con v vértices, c regicnes (una in-
finita) ¥ a aristas. Epn &l interior de cada una de las c—1
r2giones finitas introduzcamos un nuevo vértice v lo unimaos
con toeos les vértices de la regidér con uma curva csimple for-
mardo una triangulacién del mapa. Si realizamos una copia de
la <risngulacién del mapa Y supanem2s en la copia que laz

Ariztss =cn moldeables, ee Ruedsn estirar, enceger gtc., pe-
drzmoz trenzformar 1a triangulacién del mapa en uma “+3iangu-—
lazionm en tridngules ra*icularac primitivos de un polioono
rebiculer simple. La “riangulacidn dei mapa 2lano =inple Yy la
trianagulacian en tridngulos reticul ares primitivos del poli-
gehe retrcular simple son fepologicamsntse eqgustaléntes. s -
nencs @i namero tokal de vertices de scota criangulacion par

I+B: Coma hay v werticaz originales en el mapa v £-1 regldnec
fir 2N cada una de las cuales hemes introducida un nueve
=2 verifica

I +B=v+c -1 £33
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Caca triangula, en la triangulacidn, esta limitadc por una
arizta criginal del mapa vy dos nuevas arictas. Far okra parte
cada arizks 2= lado de dos triangulos. Si designamos poe T el
nuamero total cw briangulcs y per L el numero “otal de aristac
€2 variTica

For tantec, utilizando [4] y [S] se verifica
v+ec—a=(Il+B+1)—-(L-T

susiituyendo en esta igualdad el valor de T obtenido en [21
resulta q } 8

v+ec-~a=(Il+B+1)-(L~-2/3L+ 1/3B) =

= (I +B+1) —<(L+ B)/I

sustituyendo L por el valcr de [3] resulta
v+oc—a=(I+B+1)-(31+2B+B-3)/3=2
que era lo que queriamos demastrar.

Una vez que hemeos visto que del Teorema de Fick se deducz la
formula de Euler para un mapa plano simple, vamos a ver, a
continuacidn, qgue de la Fdérmula de Suler se deduce el Teore-
con lc gue =2 demuestra la eguivalencia topolégi-
3 @ esSILs ccE resuiitaccs. Fara elle veremcs, en primer lu-
ar. que de la Farmula de Euler se deduce la igualdad [Z21, de
3 ukl_u [2] deducirames que el &rea de un tridnguloa rati-
;ulgr crimitivo es 1/2 v de esta afirmacion se zigue el Teo-
rema da RPick

Sza P un zsligeono -

eticuiar zimgle y una iargulacion ces él
zn T, zridngulos reticularszs primitives. ;ta triangulacién,
cznzicerada Zomo mapa planmo, tendrd c =T +1 caras, vy sucon
gamos gue tenga v = B + I vartice B szn lo= vér-=icas
en el berde del scligonz e I 1z tnterierzz, y su-
pongamze gquz konga a = L oariztas de [13]
v+ec-—a=2 == B+I1+T+1—-(3/2T+ 1/2B) =2
=> /2 T=1/2B+1+1-2 ==> T=21+8B-2
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Ahcra, supuesto esto, veamos que e! Area de un tridngulo reti
cuelar primitivo es 1/2. Sea un tridnoulo reticular primitivo

OFR. gue =upcndremos con un v4rtice en el origen ce ccordena—
- Zupocngames aue el rectidngulo reticular minimo sue le con
€, DMEN, tiene de medidaz de ladcs m ¥y n raspect:vamente.

N Q

n- L

0 © M 12;.5'

Se verifica

I=(m-1).{(n=-1) 3 B=2m+2n

Si trazamos una triangulacién de OMEN en T tridngulos reticu
lares primitivos se cumple, segun nuestra suposiciodn,

T=21+B~-2=2(m=-1).{n~1) +2.m+ 2.n =2 m.n

Luego tenemcs 2.m.n tridngulcs reticulares primitivos, cada
unc de ellce con area no mencr de 1/2. Como el &rea dEl rec-—
tangulo 2= m.n, necesariamente el 4rea de cada uno de ellos
debe de ser 1/2, porque de oiro mcodo el 4arsa total encederia
de m.n. 'na vez demostradec esziz reszultado e! Tecrema de Fick
52 ceduce per medio de la demcstrzcion realizada antericrmen
te. “
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ORDENACION MEDIANTE ARBOLES BINARIOS

Cristébal Pareja Flores
Esc. Univ. de Estadistica
Univ. Complutense

1. Introduccién.

En proceso de datos es frecuentemente necesaria la
ordenaclén de informaclén que agilice su posterior bugqueda y
recuperacién. Cuando los elementos considerados son unos pocos,
cualquier método es valido, y es muy natural entonces aptar por el
mas sencillo o rapide de implementar.

Pero cuando deseamos tratar una gran cantidad de informacién
es cuando cobra jimportancia la eiecciéon de un método bueno, en
algun sentldo, para nuestra aplicacién particular. A este tdpico
se ha dedicado una extensa bibliografia.

Se persiguen cualidades que giran en torno a economizar la
memoria y el tlempo empleados. La estructura que soporte los datos
y la forma de trabajar sobre ella deben elegirse pensando en
alcanzar este dable objetivo, o en llegar a upa solucién de
compromiso cuando ello no sea posible.

2. Modelizacién del problema.

Normalmente, los elementos que componen huestra lista iniclal
poseen componentes que son irrelevantes en el momento de la
ordenacién. Por ejemplo, la tarea de ordenar fichas bibllograficas
por autores no necesita tener en cuenta las editoriales o el
namero de registro que figuran en la ficha.

Para simplifitar, los diversos campos que repercuten en el
lugar relativo de cada elemento se considerarin agrupados en uno,
cuyo valer se denomina clave del item.

Por otra parte, sea cual fuere la naturaleza de la clave,
podemos ahora considerarla en su forma mas simple como una cadena
de bits, portadores, todos y cada uno de ellos, de una nota
distintiva, que afecta a la clave del ftem en cuestién de una
manera elemental.

Si es L la longitud en bits de una clave, hay 2" claves
distintas, y determinar una de ellas exige exactamente L preguntas
de tipo iogico.

El conjunto de esas claves es coordinable con {0.1....,2L-1}.
mediante por ejemplo la funcién

£, : CLAVES DE LONGITUD L - s 40,....2"1)
L
L-1
[bl'bz""'bl""'bl_] ——— T b2,

i=1
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siendo b € (0,1} el 1-ésimo bit de la clave, con 1 e {1,...,L}.

Y entonces, considerada una clave como una cadena de L bits,
la pregunta i-ésima elemental

(P‘) (Es un 1 el i-ésimc bit de CLAVE?

se corresponde con la comparacidén (en notaclén Pascal)

L-1+1

L=l

(Cl) fL(CLAVE) mod 2 )

0 sea, se tiene la equlvalencia

L-t+1 L-1

b, =1 <=> fL(CLAVE) mod 2 =27,

slendo b‘ = CLAVE [i].

3. Representacidon de una lista de CLAVES de la misma longitud
mediante drboles.

Una lista de cadenas elementales de bits de longitud L =0
puede representarse con un nodc elemental con tan sélo un campo
CONTADOR.

Dada una lista de cadenas de bits de longitud L > 0, puede
obtenerse una particion del mismo en dos sublistas

- la sublista 0 estd formada-por las cadenas que empiezan con
un 0.

- la sublista 1 ccnsta de las cadenas cuyo primer bit es un 1.

Entonces, es posible representar esa lista con un é&rbol
binario, en cuya ramas lzquierda y derecha representaremos las
claves que empiecen respectivamente por 0 y 1, o mejor aun, las
claves decapitadas (de longitud L - 1), puesto la cabeza de cada
clave es una caracteristica ya determinada en cada rama.

Se ve que, avanzando por una rama cualquiera, el prefljo
determinado va completandose, mientras que la lista de subclaves
(claves sucesivamente decapitadas) correspondientes a ese prefljo
disminuye. Asi, cuando una rama no tiene clave alguna que
clasiflcar, tampoco tiene sentido seguir avanzando por ella, vy
entonces puede marcarse tal rama como vacia.

Por ejenmplo,

{ (o11], [111], (0O1], [0003. {1101, (oo1], (110], (00O}, ({110] }

— e e e e e .

Particion: ’///”/’

{ (011], [001], [000O], [CQO1], [00O] } { [1f11,[1101.[110].[110] }
Decapitacion:
{ (11], [(o1], [oo], (0O1], (0O} '} { [(11), [10], (101, [10] }

/ ~

’

AN e
/s ~ / N
’ =

S/ \ - 55- v
. /X// \\ IXX 2
articién: P \\ ’/‘ \\
{ (01], {oo], (01}, (0O)} {[111} { b {t11], 1101, [10], [10] }
Decapltacidn: Q!
{ [11, o], [1], [0} {01} )} ({11, fol, (o], to) }
Particion: ||'i 7: _—/ﬁ:__
{ (0], [0}y { [1].’[1]) { 3 {{1}} {{o], (o], (01} ;[1])
Decapitacién: .1

CIr, 0y €0, 1 {11} ¢, 0, 0y {{1n

En resumidas cuentas, no son precisas las etiquetas de las
ramas, ya que consisten constantemente en ceros st son a la
izquierda y unos s! son a la derecha. Y tampoco son necesarlas las
particiones parciales, puesto que cada una de ellas puede
recuperarse a partir de sus ramas. Como corolario de lo anterior,
la lista iniclal estd determinada ineguivocamente por la forma del
arbol y los contadores de las hojas (donde se anota el niumers de
items de wuna clave determinada), y viceversa. La lista
conslderaca en el ejemplo se corresponde con el siguiente arbol:

2N

J\
\ /o
B [

4. El paso a multiconjuntos (=) numéricos.

ratemos de reducir el problema de ordenar N claves definidas
por L bits al de ordenar N enteros, con posibles repeticiones, del

conjunto {0,1,...,27-1}. Consiceremos de mcmento que L es conocido
de antcmano.

Cada numero entero n de ese conjuntc admite una unica
descomposicién de la forma

= 2, . ob-1
n=b +b *2+b +2°+b 27+ . +b +2

(®) Llamaremos multiconjuntos a las secuencias finitas, cuyos
items estan posiblemente repetidos, y tales que dos de ellas no
son distinguibles por el orden de sus elementos.
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Por tanto, la apllcacidén, que asoria a cada entero del
conjunto {0,1,...,2 -1} una clave de longitud L, es la funclién
inversa de la fL descrita antericrmente.

La biyeccién establecida entre los enteros de {0,1,....2L-1)
y las claves de longitud L, Jjunte con la correspondencia, tamblén
biyectiva, establecida entre todes les multiconjuntos de claves de
longltud L y un cierte conjunto de todes les posibles arboles de
un clerto tipe (binarios, de profundidad L, con posibles ramas
cortadas y hojas dotadas de un contador con un entero no negatlvo)
sugiere inmedlatamente la existencia de una biyecciéon entre los
multicon juntos de enteros y los irboles de las caracteristicas
sefaladas, tal como sugiere el sigulente dlagrama:

-1 L CLAVES DE
£t o,...,2°-1}) —_— .
L LONGITUD L

un entero de

L _— una clave
{0,...,2°-1}
MULT ICONJUNTOS
R ARBOLES CON
DE CLAVES DE } ———
CONTADORES
LONGITUD L

una secuencla
de claves de _—
longitud L

un 4rbol con
contadores

ARBOLES COM
DE ENTEROS DE CONTADORES
{0,...,2°-1}

{ KULTICONJUNTOS

Dejando de lado de momento las cuestiones que suscita esta
agimilacion de problemas, y las que surgen de la particular
solucién dada por este algoritmo, presentamos a continuacion una
estructura de dates y unas operaciones sobre ella, de Jando para
mas tarde afrontar las cuestiones aludidas. :

S. Representacién de multicon juntos numéricos mediante arboles.

Cualqulier conjunto de la forma (0.....2‘-1} estd representado
mediante un arbol completo (es decir, con todas sus ramas y ho jas)
de profundidad i.

Por ejemplo, el siguiente arbol, de profundidad 3, representa
al conjunto {0, LTh:

- 57 -

Para cada conjunto de la forma {0.....2’-11 tal
representacién es unica, y en el arbol resultante, la posicién de
cada hoja determina un elemente del conjunto. Por tanto, es
redundante etiquetarlas con dichos elementos. Mas conveniente
resulta en cambio colocar un contador que nos permita acumular los
elementos del multiconjunto asociado cuantas veces se repitan.

Entonces, el multiconjunto <0, 0, 2, 3, 3, 3, 3 6, 6, 6, T>
tiene la siguiente representacion:

v Discniminantea

¥ N, /

EJE&EE} -

Por ultimo, no se plerde informacién y en cambio se ahorra
memoria podando las ramas cuyas hojas estan vacias.

Ramas

B B

6. La estructura de datos de base y las operaciones sobre ella.

Nuestra estructura subyacente sera come la descrita:
partiremos del arbol elemental consistente en una hoja, que admite

elementos del conjunto {0}. La representacién de nuestro tlpo de
base en Pascal es la sigulente:

type
tipoArbol = “tipoNodo;
tipoNodo = record
cuantos . integer;
izdo, dcho: tipoArbol
end;
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Y el procedimiento sigulente sstablece su existencia inicial:

procedure IniciArbol (var arbol_dato : tipoArbol);
begin N
new (arbol_dato);
with arbol_dato” do begin

cuantos := 0;
izdo := nil;
dcho := nil

end
end;

Eatonces, nuestro metedo de accioén ampllara el &rbol sodlo
cuando deba reclbir un elemento distinto que lo requiera, Con tal
fin, pueden ser necesarias ampliaclones e dos tipos-(por ahora se
describiran mediante ejemplos).

-1- Alargamiento de una rama:
Si, por ejemplo, el arpol de la figura debe aceptar un S,

se convertira en el siguiente:

/ / \\_ \\'\_1 / \
i

El procedimiento que lleva a cabo esta insercién es el
sigulente:

procedure Insertar (var ArbolDato: tipoArbol;
NuevoNum, discr_arbol: rangoNumeros);
begin
if ArbolDato = nil then IniciArbol(ArbolDato);
with ArbolDato” do cuantos := cuantos + 1;
if discr_arbol > O then
if NuevoNum < discr_arbol
then insertar (ArbolDato”izdo,
NuevoNum,
discr_arbol div 2)
else insertar(ArbolDato“dcho,
NuevoNum - discr_arbol,
discr_arbol div 2)

end;

-2- Ampllacién del rango de valores que admite el arbol:
S1 ahora deseamos incluir en el arbol anterior el
elemento 13, nuestro arbol no tiene capacidad a menos que
lo ampliemos por la raiz, del siguiente modo:

pon awviba

El siguiente procedimiento extiende el A&rbol hacia
arriba:

procedure AgrandArbol(var arbol_dato : tipoArbol;
var discr_dato : rangoNumeros;
nuevoNumero : rangoNumeros);
var
arbolAux : tipoArbol;
mitadNum : rangoNumeros:

begin
mitadNum := (numNuevo + 1) div 2;
while discr_dato < mitadNum do
begin
“if discr_dato = 0
then discr_dato :=1
else discr_dato := discr_dato * 2;
if (arbol_dato”.cuantos <> 0) then
begin
new(arbolAux);
with arbolAux” do
begin
cuantos := arbol_dato”.cuantos;
izdo = arbol_dato;
dcho = nil
end;
arbol_Dato := arbolAux
end
end
end;

Y ahora podemos alargar la rama de la derecha como antes:

-~

—_—
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Tales operaciones mantienen el arbol lo mas reducido posible,
hacléndolec crecer Unlcamente cuando es preclso.

S1 deseamos ahora buscar un entero n de ese arbol o colocar
en €1 uno, supuesto que quepa en él, la primera acclén es
compararlo con 8 (a tal cantidad la llamamos discriminante de ese
arbol), y segun sea (n < 8) 6 (n =z 8) seguimos por la rama
izquierda o por la derecha., Esta operacldén equivale a clasiflcar
segun el primer bit de la clave asoclada al entero. Tras esta
accién podemos prescindir de esta informacién (operacién analoga a
la decapitacién), blen asignando

n := n wod 8,
o bien directamente hacterdo

if n >= 8 then n:=n - 8
else hacer_nada.

Esto funciona bien supuesto que el entero cabe en el arbol.
En otro caso, basta con ampliar el mismo por arriba hasta que el
discriminante sea igual a la mayor potencla de dos menor o lgual
que el nimero en cuestién.

Para facilitar una explicacison mias general del algoritmo,
llamemos mediana de un numero entero positivo a la mayor potencia
de 2 que no lo supera, y conslderemos etlquetados los nodos no
terminales con los respectivos discriminantes.

Colocar ahora un entero en el arbol consiste en lo siguiente:

- Sl la mediana del numero es mayor que el discriminante del
arbol, el numero no cabe en él. En tal caso, colocamos el
numero en el arbol una vez ampllado por arriba (cada una de
tales ampliaciones duplica el rango de valores que admite)
las veces que sea necesarlo.

- Ahora la mediana (#) del numero es menor o lgual que la del
arbol, y en tal caso puede ocurrir:

1. Que el numero sea menor que el discriminante, en cuyo
caso el problema conslste en colocar el mismo numero
en el subarbol izquierdo.

2. Que el numero mayor o lgual que el dlscriminante.
Entonces, su mediana sera igual al discriminante, y
no mayor, porque, puesto que debe caber en el é&rbol
(que ha sido ampllado lo necesario), el numero debe
ser menor que el doble del discrimlnante. Entonces
basta colocar el numero menos el discriminante (igual
a la medlana) en el subarbol derecho.

(w) En la practica, no sera preciso hallar medlanas, puesto que
para averiguar si un numero n cabe en un arbol basta con conocer
el discriminante del mlsmo y el nimero que deseamos insertar:

n cabe en A <=> 2edliscr (A) -1 2n
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El sigulente es un ejemplo de insercién del numero 5 en un
arbol de partida contenliendo los elementos de «<0,0,2,3,3,3,3>:

Arbol de partida, representando
los elementos de «0,0,2,3,3,3,3>

Deseamos insertar n = 5, slendo
med(n) = 4. Como discr < med(n),
ampliamos el arbol por arriba.

]

Ha bastado una sola ampliacioéon. Ahora es discr = med (n) vy,
por tanto, n cabe en el arbol.

Como med(n) = discr < n < 2wdiscr - 1, colocamos n-discr =1
en el subarbol derecho, ampliando las ramas precisas. Paso a paso:

/ Fdem fl g \ / —\ \Zg')
| dem $dem e 8
1}
| S
Pan aen Pan aen BGantadan
1 < diacn = 2 1 = diach = 1 inicial

7. Claves compartidas por distintos iiems.

Por el momento, los nodos que son hojas en el arbel de base
estan provistos de contadores donde ir totalirzando el numero de
elementos correspondientes a esas hojas. Tales contadores bastan
en un modelo de ordenacién donde los items se identifican con sus
claves y donde, consecuentemente, las repeticiones de claves
suponen las de los items respectivos en su totalidad.

Sir embarge, en situaciones en que varios elementos pueden
eventualmente compartir una clave, el contader de cada hoja no
basta para representar tales elementos. En su lugar, puede
colocarse una estructura (o una variable de tipo apuntador
seflalando la misma) aproplada para albergar los diversos {tems, ya
sin la clave (que viene determinada por la posicién de la hoja en
el arbol de base).
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Como clJemplo de lo anterlor, cons dérese qué modificaciones
serian precisas para que la estructura ; esentada pudiera contener
numeros con parte entera y parte decimal (limltando la preclsioén),
considerando que la parte entera er la clave del {tem.

8. Estadisticos de orden,

En el modelo que presenta este trabajo, cada nodo del 4rbol
tiene la slgulente estructura:

tipoNodo = record
cuantos : lnteger;
lzdo,
dcho : tipoArbol
end

Se observa entonces que en los nodos intermedlos (aquéllos
que no son hojas del arb ) 1la varlable entera cuantos no
desempefia funcion al~uri. Pue to que un #rbel binarle con K nodos
tiene 2#K apuntadores, de los jue K+1 estan a nil, hay un maximo
de (K+1) div 2 hojas. Por tanto, al menos (K-1) div 2 nodos no
terminales. Es dezir, en el mejor caso, se desperdicla casl la
1itad de las variables de tipo cuéntes.

Este derroche de memoria podria haberse evitado implementando
los nedes medlante reglstros con variantes:

tipoNodo = record
1zdo,
dcho : tipoArbol;
cace es_terminal of
true  (cuantos: integer):
false: ()
end

De estr» modo. <~ ahorra la memoria de todos y cada uno de los
nolss no tc ainale: a cambio de la insignificante cantidad de 1
bi' por cads nodo (.1 sea hoja o no).

Sin embargo, puede ser interesante mantener escs contaderes,
asignandoles alguna otra tarea util, tal como facillitar el
cdlculo de estadi{sticos de corden, problema intimamente relacionado
con los de ordenacién y bus neda

Dada una serie de n reglistros, supuestamente ordenados, el
problema de los estadisticos de orden consiste en hallar la clave
del k-ésimo {tem. Cuando k = 1 (respectlvamente k = n) el problema
consiste en encontrar el minlmo (respectivamente maximo)}, y cuando
es n impar y k = (n + 1) / 2 se trata de hallar la medlana.

En la implementaclon que se da, se mantlenen los contadores
de los nodos Intermedios, y en ellos se lleva cuenta del total de
elementos descendlentes, modificindose los necesarios en cada
nueva 1Inser=ién. Asi nos lo muestra el arbol de la sigulente
figura. El1 problema de los estadisticos de orden se vuelve
entonces trivial.

Bantadanea
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9. Analisis del algoritmo.

Como es sabido, para clasificar n elementos medlante
comparaciones, sin suponer nada acerca de las claves, son
necesarios R(n*logun)) pases. Sin embargo, es posible abreviar el
tiempo necesario si se conoce alguna circunstancla sobre las
claves. A continuacién se muestra que el algoritmo presentado
requlere tan salo un tiempo O(n), a base de suponer que las claves
scn naturales de un clierto rango de valores. Por ultimo se
considerz la complejidad sin hacer suposicién alguna.

En el apartado 2 hemos supuesto que es L la longitud maxima
de una clave; es decir, que los elementos objeto de nuestra
clagificacldn son del cenjunto {0,...2"-1}, Bajo ese supuesto,
inciuir un nuevo elemento en. nuestro arbol de base requiere
dos operacicnes: extender el arbol hacia arriba cuanto sea
preciso, e inscrtar el item en el arbol extendido.

Pero se observa que el numero total de operacionec precisas
para extender el arbol hacia arriba no superara a L, cgqurante todo
el proceso, sea cual fuere el numero n de claves por ordenar.

Poi otra parte, insertar un elemento en el arbol no requerira
nunca mas de L operaciones, cada una de las cuales consiste en
obtener un bit de la clave (o, equivalentemente, la potencia de 2
correspondiente al dlscriminante del arbol), restar en su caso ese
discriminante, y descender por el &rbol un paso. Caca una de esas
operaciones lleva un tiempo t acotado, independiente de n y L.

Por tanto, la lnsercién de un elemento en el arbol requiere
-

un tieppo T(1) = L » t = constante. Y entonces, el tiempo total
consumido por la clasificacion de n elementos es

T(n} £ n*T(1) + T(extensiones) £ nec + c, = Oo(n)

El tlempo requerido es del mismo orden cuando las claves se
mantienen en un conjunto independiente de] numero de elementos. En
otro caso, nuestro problema es el de ordenar elementos del
cgnjunto {10,...,Mtm1}, con pasibles repeticlones, slendo Min) el
maximo de ellos. y dependlente éste del total n de elementos.
Entonces, no estd acotado el nimero de tales PASOS  por una
constante, sino por logzﬂinl, y sl en la insercien de un elemento,

cada descenso en el arbol requlere un tiempo t = k_, tenemos:
1

T(1) = kl'logzM(n)
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El numero total de extensiones es justamente 1og2M(n). Y sl cada
una de ellas precisa un tiempo t = k2, se tiene
T(extensiones)} = kz'logzM(nu
Y entonces, el tiempo total necesarioc es

T{n)

A

neT(1) + T(extenslones) =

1A

n-kl-lcgﬂM(n) + kz-logﬁM(n) =

(k *n + k_)elog Mny =
1 2 2

O(n*logM(nm)

que sera igual a los métodos O(nelog(ni) cuando el maximo sea del
orden de una potencia constante de n,

10. Comparacidn con otros métodos.

Seria inutil la -omparacién exnaustiva con todos y cada une
de los multiples métc:cs de ordenacion que se conocen. Algunos de
ellos poco o nada tienen que ver cen el nuestro. Ademas del
conocido Quick Sort, vale la pena sin embargo considerar aquéllos
que, como el que aqui presentamos, se apoyan en las mismas
caracteristicas esenciales que el nuestro. En rbase a estos
principios opgera un grupo de algoritmos conocido comunmente como
métodos de orcdenacidn y busqueda DIGITAL.

Los algoritmos con arrays (el QUICK SORT, por e jemplo),
precisan por lo geheral eonocer a priori el numero total de
elementos que se desea ordenar (para dimensionar el array), e
inclusc les mismos elementes (sus claves). Y sélo entonces pueden
iniciar el trabajo.

El conocimiento previo de los items objeto de la ordenacién
es un reguerimiento que no solo afecta a los métodos basados en
arrays. El método de los residuos (también conocido como DE LAS
URNAS GENERALIZADO, o RADIX) es un ejemplo de ello.

Por el contrario, nuestro algoritmo permite ir situando
elemento a elemento en su lugar definitivo, Independientemente del
resto del conjunto; de este modo, los procesos de lectura de
elementos (o su obtenclén en algunos problemas) e insercidn,
pueden paralelizarse con facillidad.

Y por afiadidura, una vez terminado el trabajo, la llegada de

nuevos elementos no altera lo ya construido, y sigue siendo valida
la misma estrategia.

En esta misma linea trabajan los algoritmos basados en TRIES.
Como ellos, nuestro sistema no compara claves completas entre si,
sino que, consideradas las mismas como secuenclas de campos,

compara tales fragmentos como estrategia de ordenacion (y
busqueda).
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Tales estructuras se han usado frecuentemente para albergar
conjuntos de claves de longitud variabie formadas por caractéres,
tales come diccionaries. Por ello, ajustan sus claves por la
izquierda, esto es, aunando las ¢laves con prefljos comunes,
Entonces, ninguna clave puede ser un prefljo de otra. Para evitar
esto todas las claves se alargan con una marca especlal para
indicar el final.

Nuestro algoritmo ajusta sus claves desde la  menos
significativa. Por ello, las hojas estan al mismo pivel. No es
preciso marca alguna, puesto que la profundidad del arbal de base
es funcion unlcamente de su discriminante:

prof =1 + 1ogz(discr).

Por otra parte, las agrupaclones resultantes en los
subarboles comparten la informaclén de mayor peso: el valor
representado por las cifras de mayor arden. Y el tamafio del
arbol se ajusta al orden de las claves que se estan mane jando.

La ordenacién mediante TRIES ha dado lugar a dos métodos: el
que Knuth ha lilamado DIGITAL TREE SEARCH (DTS en adelante), y el
método conocido como PATRICIA (Practical Mgorithm To Retrieve
Information Coded In Alphanumeric).

El algoritmo DTS almacena claves completas en cada nodo, ya
sea una hoja o un nodo intermedio. Permite representar un mismo
conjunto mediante diversos arboles de una forma nuy flexible; e
tnversamente, arboles con la ‘misma forma sudrian representar
diferentes conjuntos. Por ello, la ordenaclén puede obedecer a
diferestes eriterios. En el ejemple siguiente, las 20 palabras mas
comunes en inglés se han insertado conforme a dos criterioes:
el preorden alfabetico, ¥ para las frecusncias, el erden [inverso)
introducido per las condiciones de HEAPSORT (tamblén conocido como
método de los monticulos).

Wil

/4312 1849
Fan fa Nal tard (Waa)
= 1853 < 1869 2509 > 14967 30171761
kD)
535 > #2292
~ 1392 "™ “1732= 22552
Ful

Tiare’ 1727 27

Por Gltimo, en las inserciones o busquedas mediante darbolec
PATRICIA, las decisiones tomadas en cada nodo de optar por uno u
otro descendiente se basan en un campo arbitrario de la clave.

Este algeritmo, pensado para representar informacién
alfanumérica, consigue clasificar muy eflicientemente conjuntos de
claves formadas per un numero varlable (frecuentemente largo) de
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campos, mediante un arbol poco ramlficads, y que permite un rapido
acceso a las mismas. Sin embargo, la recuperaclén ha de segulr las
claves empleadas durante {a lpsercién, las cuales no obedeceran en
general a un criterio glebal de ordenaclén, gque dé a las diversas
elaves difarentes prioridades. Par otra parte, un misme cen junto
de claves insertadas en dlversos 6rdenes no produce en goeneral
arcoles iguales, puesto que &n cada nodo no terminal el
discriminante se ha elegido con el eriteric de diferenciar las
claves que se insgeriaron en el momento de su creacién. Y entonces,
los naodos desen manteners adlcionalmente informacién sobre la
componente discriminante de la clave.

11. Implementacién.

s dates se tomaran dei fichero CLAVES. IM, v el resultado de
la ordepaclén se archivara en CLAVES, QUT. Mediante el
procedimiento MostrArbol se dan los resultades por pantalla.
Ademas, pusae viguaiirarse la forma del arbol resultante dando a
la constante Trazurprbol el valor TRUE.

En el siguiente elemplo de ajecucién se muestra como  se
-acomodan los elementos de <14.0.6‘14.14.3.6.6.14.12.3.14.6.2) y de
qué tforma nuestra particular implementacion describe el arbol
rasultante, Las elementes redondeados designan los contadores de
las estadisticas de orden, y los de las hojas llevan el tantec de
los elementos. Junto a los nodos se dan los discrimina.ices.

= S
[

456(——-—@&1060——912131415

Descendlientes: 14 Clave: 3. total: 2 Descendientes: 6
bajada / subida \ bajada /
Descendientes: 8 subida \ Descendlentes: 1
bajada / subida / bajada /
Descendientes: 4 bajada ) Clave: 12. total: 1
ba jada / Descendlentes: & subida /
Descendlentes: 1 bajada \ subida /
ba jada / Descendientes: 4 bajada \
Clave: 0. total: 1 bajada / Descendientes: 35
subida 7/ Clave: 6. total: 4 bajada 7/
subida / subida 7/ Clave: 14. total: S
bajada N\ subida \ subida /
Descendlentes: 3 sublda \ subida
ba jada / subida / subida \
Clave: 2. total: 1 bajada \ subida \
subida 7/ Descendientes: 6
bajada \ bajada \
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El programa, escrito en Pascal, es el slguiente:

Program Ordenac_en_arbol_blinario (output,fich_dates,fich_resul);

const .
MaxEntero = 4095; {2°*"K-1, para K = 12 }
type
rangoliumeros= 0 ,. MaxEntero;
tipoArbol = “tipoNodo;
tipoNodo = record
cuantos : integer;
izdo,
dcho : tipoArbol
end;
var
arbol_base : tlpoArbol;
discr_arcol,
num_dato :  rangoNumeros;
fich_datos,
flch_resul : text;

procedure Preparar_ficheros;

begin
assign (fich_datos.'claves.IN');
reset (fich_datos);
assign (fich_resul,'claves.OUT');
rewrite (fich_resul)

ernd; { Preparar ficheros }

procedure Cerrar_ficheros;

begin
close (fich_datos);
close (fich_resul)
end; { Cerrar ficheros }

procedure LeeNum (var num_nuevo: rangoNumeros);

{ Los numeros proporcionader por el fichero
de datos deben ser de [0 .. MaxEntero] )

begin
read (fich_datos, num_nuevo)
end; { Lee num }

procedure IniciArbol (var arbeol_dato : tipoArbol);

begin
new (arbol_dato);
with arbol_dato” do begin

cuantos :1= 0
izdo = nil;
dcho = nil

end
end; { iniciar el arbol de base }
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procedure AgrandArbol {var arbol_datc : tipoArbol
var discr_dato : rangoNumeros;
nuevcNumero : rangobumeros);
var
arbolAux : tipoArcol;
mitadNum : rangoNumeros;
begin { AgrandAricl }

mitadMum := (numNuevo + 1) div 2:
while discr_dato < mitadNum do
begin
if discr_dato =0
then discr_dato :=1
else discr_dato := discr_dato " 2:
if (arboli_dato”.cuantos <> Q) then
begin
new (arbolAux);
with artolAux” do
begin
cuantos := arbol_dato”.cuantos;
izdo = arbol_dato;
dcho = nil
end;
arbol_dato := arbolAux
end
end
end: { Agrandirool }
procedure Insertar (var ArbolDato - : tipoArbol;

‘uevoNum, discr_arbol : rangoNumeros)

{ supcnemds que el nuevo nimero por insertar cabe en el
arktc!, Puede asegurarse ests, ya gue udnicamente se
Llamara a este procedlmiento desde el programa

principal, tras agrandar el arbol lo necesarlo. }

begin { Insertar }
if ArbolDato = nil then IniciArbol (ArbolDato);
with ArbolDato” do cuantos := cuantos = 1;
if discr_arbel > 0
then if NuevoNum < discr_arbol
then Insertar (ArbolDato”.lzdo,
NuevoNum,
discr_arbol div 2)
else Insertar (ArbolDato”.dcho,
NuevoNum - discr_arbol,
discr_arbol div 2)
end; { Insertar }

procedure MostraArbcl (total: rangoNumeros;

este_arbol: tipoArbol;

su_dlisc: rangoNumeros):
const TrazarArbol = false; {si es TRUE se muestra el arbol}
var cont : integer;
begin { mostrar el arbol }

with este_arbol™ do if (izdo = nil) and (dcho = nil)
then begin
writeln ('Clave: ',total:3,
', Total:',cuantos:2);
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for cont := 1 to cuantos do
write (fich_resul, total:5)
end
else begin
if TrazarArbol then
writeln (' Descendlentes: ', cuantos:3);
if not (izdo = nil) then
begin
if TrazarArbol then writeln (' bajada /');
MostrArbol (total, izdo,su_disc div 2):
if TrazarArbol then writeln (° sublda /'};
end;
if not (dcho = nil) then
begin
if TrazarArbol then writeln (' bajada \');
MostrArbol (total + su_dlsc,
dcho, su_disc div 2);
if TrazarArbol then writeln (' =subida \'});
end
end

end; { mostrar el &rbol }

begin { Programa Principal }
IniciArbol (arbol_base); discr_arbol := 0;
Preparar_ficheros;
while not eof (flch_dates) do

begin
while not eoln(fich_datos) do
begin )
LeeNum (num_dato):
AgrandArbol (arbol_base,discr_arbol, num_dato):
{ Se agrandara las veceS que sea preciso.
Entonces num_dato cabr& en arbol_base }
Insertar {arbol_base,num_dato,discr_arboll;
end;
readln (fich_datos)
end:

Mostrarbol (0, arbol_base, discr_arbol);
Cerrar_ficheros
end. { Programa Principal }
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RESE®AS DE LIBROS

TRADUCTOR AUTOMATICO LOGO IBGLES & LOGO ESPAROL., vpor

Cristébal Pareja Flores y Eugenio Roanes Lozano.

Publicaciones ®“Pablo Monesino". Escuela Universitaria

Pablo Montesino de 1la Universidad Complutense. Madrid,
1989, 68 paginas y un disquete.

Como el lenguaje LOGO estid especialmeate disefiado
para acercar a 1los nifios a los ordenadcres. es muy
conveniente utilizarlc ea esu idisma materns; no obstente,
la mayor parte de los programas disponibles estan escritos
en la versién inglesa LCSI, pcr le que es deseable contar
con un medio para traducirlos al ACTI-LDGO en castallano,

que, adezmAs, es el oficial del Proyecto Atenea.

Bajo 1la direccién del Profesor Eugenlo Roanes
¥acias, los autores han desarrcllade un programa  para
efectuar automAdticamente esa traduccién y tamblén su
inversa, en forma cémoda y rapida: su trabajo ha merecida
la concesién de una Ayuda a la Iavestigacién “"Pablo
Mopesino; 150 Aniversaric". El1 1librito que comentamns:

describe el citado programa y la forma de utllizario.

Esta publicacién proporcicna los programas fuenies,
desarrollados en PASCAL,parz llevar a cabo la traducciér y
va acompafiada de un disquete ZIlexible de 5.25" que
contiene esos programas conopllados, dispuestos para su

utilizacién inmediata.

Esperamos que el programa sea de gran utilidad para
los usuarios del lenguaje LOGC en nuestras aulas, por

fortuna cada vez mAsS nunerosos.
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INOINZ DE SOLUCTIONES PUELICATAS
A LOS SECILINAS FRCPUESTIS SN NUZSTACS ECLITINES ¥ 5T &CUZLLOS PARA EREOBILEMAS EROBUESHESS
LCS GUEZ TOTAVIA NO G2 HaAll RZCIZIDO SOLUCICHES (INDICATOS €N XX )
ERUNCIADOS DE LOS PROBLEMAS PROPUESTOS EN LA XXX OLIMPIADA
Sropues; grocecences lhimerss de los Doletines en los que |0b:. _
os en e aparecen las scluciones de los nimeris IBTERNACIONAL DE MATEMATICAS CELEBRADA EN LA R.F.A.
; :
Cl n 1.0 20 3[1 40 5: 60 70 au 90 100’
1 Varios a4 4 - - - - ~ = - - c
PROBLENA §2 1
2 CMI-Z2 (Paris}|2 3 3 & 4 24 ~ - - < c
3 CYE-F2 1884 18 19 19 19 18 19 19 13 - - c Demuestre que el conjunto 1,2,... ,1989} puede expresar-
4 QrI-2¢ (Pragaj{S € 6 S 6 13yld = = - = c se como la unidn de subconjuntos disjuntos Ai , (= 1,2,...,117)
5 Varics g8 7 12 7 7 8 - 4 - . C tales que:
6 Varion 7 7 16 = = = = - - - C i) cada Ai tiene 17 elementos
= fems a. . .
- oMI-55 (Fimi%l9 9 16 16§ § 9 - - - _ c ii) la suma de los elementos de cada Ay es la misma, para
8 CIM-86{Bogntii| 10 10 17 10 10 ' - - - = c i=1,2,....117.
9 CME-F2 1956 18 19 20 18 19 19 - - - - c
Varios = - - - - 17 17 11 17 c
10 Chirna y Avst® |20 15 21 26 1s {%‘i} 20 X 21 - PROBLEMA ¥2 2 :
11 MEZ-f1 1826 12 14 14 12 14 XX 20 15/;20 12
OMI—28(Varso )| %X 20 12 21 - - - - - - Sea ABC un tridngulo acutangulo. La bisectriz del angulo A
12 CL-E€7(Urug.) |16 14 14 17 15 17 = - =~ = c ceorta al circuncirculo do ABC en A1 .Se definen los puntos 81 y
OME-fl-Extrem’| = = = = - = 15 1S 15 21| ¢ C.| de forma anédloga.Sea AO el punto de interseccidn de_AA1 con
13 CME-f2 1987 |20 21 21 21 21 21 - - - = o] las bisectrices de los angulos exteriores en B y C. Se definen
14 Varios 18 1S 15 1§ = - = - - = |e¢ By v €y de forma anzloga.Demuestire que
1< OMI-S7 (Cubaj (18 18 18 21 21 21 - - - = c a) area del triangulo AOBOCO = 2 x area de!l hexagono AC18A1CS1
16 OME~f1 1987 22 22 21 18 22 22 22 22 - - c b) area del trianqulec AOBOCO > 4 x area del triagngulo ABC.
17 OME-f2 1988 X X XXX - = - -
18 0IM-Peri 1988 XX XX X X ™ X = - - - PROBLENMA N© 3
19 |omr-ss(aust™®xx ™ X X XX X - - - -
20 OME-f1 {1988) | XX XX XX X XX XX XX XX XX XX .
- OME-£2 (1989)] xx XX XX XX XX XK /KX KX XX XX Sean n y k enteros estrictamente positivos. Sea S um con-
0IM-89 (Cuba)|XX XX - =~ - — = — _ _| junto con n puntos de un plano, tal que
22 owbgg}nFAblxx XX XX XX XX XX /XX XX XX XX i) no hay tres puntos en 5 que estén en una misma recta
oposiciones (XX XX XX - - - - - - . 1: .
CLAVES: OMI = Olimpiada Matematica Internacional. ii) para todo punto P de S existen al menos k puntos en S
OI¥ = Olimpiada Ibercamericara de Matemdticas, a los cuales estan a la misma distancia de P.
CME = Olimpisda Matemdtica Esgaficla - fzse 17 o 27.

Demuestre que
Qbs. C = Completada la publicacidn de soluciones

+ V2n

x.
Fay
ny—



- 74 -

PROBELENA B2 4

Sea ABCD un cuadrilatero convexo, tal que

{)1os lados AB, AD y BC verifican AB = AD + BC
ii)existe un punto P en el interior de ABCD a distancia h

de ta recta CD , tal que AP = h + AD y B8P = h + BC.

Demurstre gue:

PROBLEMA B2 S

Demuestre que para cada entera estrictamente positivo n
existen n enteros estrictamente positivos y consecutivos, tales
que ninguno de ellos es potencia entera de un nGmero primo.

PROBLEMA H2 6

Una permutacibn ( Xq 1%y seee aXpg ) .del conjunto
{2 s ,2n} , con n entero positivo, tiene la propiedad
P si |x, - %x;,q] =n para al menos un ien {1,2, ... .2n-1}
Demuestre que para cada n, hay mas permutaciones con la pro-

piedad P que sin ella.
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PROBLENAS PROPUESTOS EN LAS OPOSICIONES AL CUERFO DE
PROFESORES AGREGADOS DE BACHILLERATO POR EL TRIBUNAL R? 3
DE MATEMATICAS

PROBLEMA R2 7 :

S1 E es el punto medio del lado CA de un triangulo
cualquiera ABC, y si S es el &area de dicho +triangulo,

probar:
cotg AEB = (BC® -~ BA®)/4S)

PROBLENA N2 8

Hallar los numeros de eels cifras que sean el
cuadrado del numero formado por sus tres Gltimas cilfras.
PROBLENA RQ O :

Estudiar el crecimiento y los extremos relativos

(basta determinar sus abscisas) de la funcién:

2
(x=1)
' t* -5t +4
£ = — dt
2+e
0
PROBLEMA R2 10 :
Sabiendo que z +-% = 2 cos t , =€ G
hallar el valor de z" o+ -i& , lo mas
A

sinplificado posible.



- 76 -

PROBLEMA N2 11

Sea Ralx] el espaclio vectorlal de los polinomios
con coeficlentes reales de grado menor o {gual que n (n>1>
en una lndeterminada x

Estudiar si forman ©o no sukespacio vectorial de
R.{x] y en su casc obtener una base y la dimensioén, los
siguientes conjuntos:
a' L , confunto de los polinomios de Ralx) con la raiz

real dada ¢

) Le . €1 € k € n), conjunto de todos los polincmios de

Ral x1 que tienen k ralces reales distiutas (con
cualquier orden de multiplicidad) ¢v , €= 4, ... s+ Cxi
dadas. ,

o) 8§, conjunto 4de los polinomios de Rnlx] ccn una raiz

SIMFLE, c , dada.

PROBLEMA RO 12

Disponemos de dos urnas A y B A contiene los n
primeros nameros 1impires y B los n primeros pares (&
partir del 2. Se extrae simultaneamente una bola de cada
urna y, sin devolucién, repetimos esta operacidén hasta
vaciar las urnas.
a) Hallar 1z probabilidad de que en ninguna extraccién los

numeros sean consecutivos, '

») Hallar el limite de esa probabilidad al aumentar n

indefinidanmente.

PROBLEMA R2 13
Se considera la parabola y= = 4ax y se trazan las
tangentes a la misma por los extreﬁos de wuna cuerda
cualquiera que pase por el foco.
a’) Demostrar que las tangentes forman- un angulo recto
(entre si).
b) Estudiar la veracidad del reciproco (=i las tangentes
son perpendiculares, la cuerda que ﬁne sus puntos de

contacto pasa por el foco).
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PROBLEMAS RESUELTOS

</~ PROBLEMA 1 (Boletfn n® 16)

Expresar 1987 como suma de cuadrados de n@meros primos distin-

tos, de todas las formas posibles. Proceder razonadamente.

Solucidn

La raiz cuadrada entera de 1987 es 44, luego los fni
cos nlmeros primos a considerar son:

1,2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41 y 43

en total 15 n@meros distintos.
2 2 ; .
como (2n)% = 4n° = 4 y (2n+1)2 = 4n(n+1+1 = 8+1,
resulta que el cuadrado de todo nmeroc par es mfiltiplo de 4 v
el de todo impar es 8+ 1. A partir de este resultado, calcule-

mos el nfmero de cuadrados de nlmeros primos distintos que pue
den dar como suma 1987. Distingamos dos casos:

a) Supongamcs que todos son impares; como 1987 =é + 3,

si k es el nlmero de cuadrados bucscado, se debe verificar:

K(8 + 1) =8 +3; k=28+3

0o sea, k=3 8 k = 11.

b) Si uno de los cuadrados es 22

4, se cumplird

4 + k(8+41) = 843 Xk =8-1

L}

esto es, k = 7.

Asl pues, las posibles descomposiciones estar&n forma
das por

—~ 3 cuadrados de primos impares.
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- 11 cuadrados de primos impares.

2 . . .
_ 22 m4s siete cuadrados impares (de n@meros primos) .

3

ez
= casc

-
It

Los cuadrados de los nGmeros primos impares terminan
en 1 5 5 y en 5 (exepcionalmente 25 = 52). Las posibles "termi

naciones" de las sumas serian
1+1+1, 1+1+5, 1+1+9, 1+45+9, 9+9+5, 9+9+1 Yy 9+9+9

de las cuales sélo terminan en 7 (unidades de 1987) 1+1+5 y
9+9+9, esto es, dos cuadrados terminados en 1 mds 25 & tres

cuadrados terminados en 9.

Ademds, como 1987 = = é-+7, los cuadrados candidatos
deberdn sumar 9+ 7; los terminados en 1 son congruentes con 1,
4 & 7, mddulo 9 y como 25 = 9+ 7 se llega a la conclusidn de
que no hay descomposicifn en tres sumandcs impares, siendo 25

uno de ellos.

Andlogamente, los restos médulo 9 de los cuadrados
terminados en 9 son, también, 1, 4y 7 (ademds de 0 correspon-

"
diente a 3°), no habiendo tres que proporcionen la suma 9+ 7.

Se concluye asi, que no hay ninguna descomposicidn

en suma de tres cuadrados de primos impares.

28 caso
La menor suma de 11 cuadrados de primos impares es:
14 0 + 25 + 49 + 121 + 169 + 289 +361 + 529 + 841 + 961 = 3355

que al ser mayor que 1987 , indica gue tampoco existe descom-

posicién en 11 cuadrados de primos impares.

e
38E caso

Los siete sumandos impares deberin sumar 1987 - 4

- 79 -~

= 1983, Consideramos dos subcasos:
. . 2 .
b') Si 5 = 25 no es uno de los siete sumandos, y coO
mo las posibles terminaciones son finicamente 1 y 9, se tendrén
las sumas

0.1+7.9 t 3; 1.146.9 t ; 2.145.9 t7; 3.1+4.9 t9

4.143.9 t 1; 5.1+2. 9 t 3; 6.1+41.9 t5; 7.1+40.9 t 7
(donde con t se simboliza "la suma termina en") la Ginica combi
nacién posible, esto es, que termina en 3, es la formada por
cinco cuadrados terminados en 1, mds dos cuadrados terminados

en 9. Como la menor suma de cinco cuadrados terminados en 1,
es

1+ 125 + 361 + 841 + 961 = 2285 > 1983
no existe ninguna solucidén en este subcaso.

b") Ssi 52 = 25 forma parte de la suma, los otros

seis cuadrados deberén sumar 1983 - 25 = 1958.

Como en el subcaso anterior las posibles termi-
naciones son:

0.146.9 £ 4: 1.145.9

et

6; 2.1+4.9 t 8; 3.143.9 t 0
4.142.9 £ 2; 5.141.9 t 4; 6.140.9 £ 6

(donde t tiene el misme significado anterior), luego la Gnica
composicifén admisible es la formada por dos cuadrados termina

dos en 1 v 4 terminados en 9.

Las sumas posibles de dos cuadrados de nlmeros

primos terminados en 1, menores que 1958 son
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12 4 112 = 122; 1958 - 122 = 1836
112 + 192 = 482; 1958 - 482 = 1476
12 + 192 = 362; 1958 - 362 = 1596
12 4+ 202 = g22; 1958 - 842 = 1116
12+ 317 = 962 }1oss - 962 = 996
112 + 20% = 962

112 + 312 = 1082; 1958 - 1082 = 876
192 4+ 292 = 1202; 1958 - 1202 = 756
192 + 312 = 1322; 1958 - 1322 = 636
lli * 412 = 1802 } 1958 - 1802 = 156
29% 4+ 31% = 1802

12 4 412 = 1682; 1958 - 1682 = 276

Las Gnicas sumas de cuatro cuadrados de primos impa-

res terminados en 9 y menores que 1958 son:

22 4 72 4 132 4 172 = s16; 32 + 7%+ 13% 4 232 = 756
32 4 72 4 132 4 372 = 1596; 32 + 72 + 177 + 23% = 876
22 . 92 4 192 4 372 = 1716; 32 + 7% + 23% + 37° = 1956
32 41324 172 + 232 = 996; 32 +13%2 + 172 + 377 = 1836
22, 1324 192 & 232 = 1036; 7% +13% + 172 + 23° = 1876

Las Gnicas sumas posibles son las seis siguientes:

22, 22 41124 324132 4177 4 377 4 82
224 124102+ 324+ 724 13% 4377 4+ 50
22 1243124 32+ 1324177 4 232 4 82
22 4 112 4 202 & 32 + 132 4 172 + 23% 4 52
22 s 112+ 312+ 3%+ 724172 4 23 4 52
22 ¢ 102 4 292 4 324+ 72+ 132+ 237 4 57

que son las Gnicas descomposiciones de 1987 en suma de cuadra-

dos de nfimeros primos diferentes.

José V. Garcia Sestafe.
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Q;)PROBLEMA 22  (Boletin n#® 16)

Probar que cualguiera que sea el polinomio p(x), existe un va-

p(x) + k Yy
x p(x) + k carece de ralces reales y el otro se anula al menos
para un valor (real) de X.

lor del nfimero k tal que uno de los polinomios

Solucidén

a) Supongamos gque p(x) es un polinomio de grado par; en
tonces lim p(x) = lim p(x), esto es, ambos limites son +«= &
K+ K+ =00
-»; admitamos para fijar ideas que lim p(x) = lim (x) = +
X+ KF=00
existiendo, por tanto dos nfimeros A y B, tales

que p(x) > 0 pa
ra todo valor de x > A y que p{(x) > 0 para x < B. En el inter-

valo cerrado EA, E], la funcibn continua p/(

absolutec M; eligiendo k > =M, la funcién f(

14

x) admite su minimo
x) = p(x) + k no ad
0.

mite ningln valor real de x, tal que f(x) = Anélogo razona-

miento valdria si lim p(x) = lim p(x) =

= -,
X+ K-

Pero, siendo p(x) de grado par, x p(x) + k es un po-

linomioc de grado impar y por tanto, como xp(x) + k es continua

v sus limites para x-+«, X-»=-« son de signo contrario, x p(x) +k
se anula, al menos una vez, en el intervalo real.

b) Sea p(x) un polinomio de grado impar; entonces xp (x)

ser& de grado par y elegido k de forma similar a como se ha he-

cho en a), x p(x) + k careceri de rafices reales y por ser p(x) +k

un polincmio de grado impar,

para el que p(x) + k = 0,

existird al menos un valor de x (real)

Jose V. Garcia Sestafe, (Madrid).

Recibida otra solucién de Carlos José Pérez Jiménez
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Problema 5 (Boletin 16)

Dada la funcién f definida por

£(x) =\/; + Vtiz - 8x3 + x4

a) Representar grdficamente £(x).
b) Hallar, sin utilizar cédlculo integral, el &rea del recinto
limitado por las rectas x = 0, X = 6, vy = 0 y por la curva

y = £(x).

Nota: Se supone gue las raices cuadradas son mayores o iguales

que cero.

Solucidén

si x £ 4, como l6x2 - 8x3 + x4 = x2(4-x)2, se tiene
/. Z .
1.6x2 = 8x3 + x4 = x(4-x) vy £(x) = /h + 4x - x°, que es la cir

. 2
cunferencia de ecuacién x° + v~ - 4x - 4 =0, de centro (2,0)

y radio 27/2.

si x > 4, /&6x2 - 8x3 + x4 = x(x-4) v f£(x)= /4+x2—4x

= /(x-2)2 = x - 2, puesto que,

como X > 4 + x > 2. Luego si

%« > 4, f(x) = x - 2. La repre
sentacién grafica aparece en

la figura.

El &drea pedida es

1

A, + A, + A3: A, = 4.2 =
2

. .
es un segmento circular de 4ngulo en el centro =i

pero directamente se puede obtener

21 =y 2 _ 2 _ _ 2
A, =3 [Tr(Z/Z) 4] 2(1-2) u

M r
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A, = (2+44) + 2 _ 4.2

2

El &rea pedida es
A =8+ 2(2~-2) + 6 = 10 + 27 unidades de superficie
José& V. Garcia Sestafe.

Problema 6 (Boletin n& 16)

Un exdgono regular de &rea a se descompone en seis partes tra-
zando por un punto P interior, rectas perpendiculares a los la
dos del ex&gono. Numeradas estas partes correlativamente en sen
tido antihorario y llamando ajr ass Ay, a4 agy ag a sus &reas
cpara qué puntos se cumple aq + aj +ag = a + a, + a6? ¢(Entre

2 4

gqué valores puede variar a, + aj + ag?

Solucibdn
F‘> 2

Mediante las trasla
ciones siguientes:

HK: PHBG - PlKHM, O sea a, - ai
-

IL: PIDJ + P,IFM, O sea &, + a;

- J ]
IL: PICH ~» PZLAN, O sea a, -~ a3

EEZPJEK-’PQGML osea a,~ a
3 4 4

Se forman asi los

dos tri&ngulos eguiléiteros

iguales PP1P2 y PP2P3, cada

uno de ellos de &rea Por

2
>
tanto, para todo punto del

Figura 1
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- = a
ovic ) C.D )
exdgono A,3,C4D >

Para de
la figqura 2, se

también los trid

iguales PPlPZ v

pero al orimero

ta" el trifngulo

igual al RSB cus “so- Pf‘ . \\ P
bra del tridngulo PPP., \\\\\R \ ’
igual al anterior; sien g “\
doc a' el drea de cada {
unc de estos trifngulos P
se tiene quur%_g

2, t 2y +ag = o2y + aé + aé = a6-+aé 2 aé + 22

ilvego a; + a, + ay > a, + a, + gy vy tanto mayor cuanto mis se
acergiae P a unc de losg vértices, puesto que a' aumenta enton-

ces. P

Cuando P coincide con un
vértice (figura 3) tresde las &dreas

se hacen cero (en el casc de la fi

& B = = o 10
gur; & 2, ag 0). Como es in
mediato apreciar en la figura a; =
2(a, + a6), esto es, en general

Z
.Ficu*a 3 = a <a, +a, + a, <« =) a
_ 3 -1 2 3 =3

Para un punto como el ? de la figura 4, también se
forman los tri&ngulos PP,P, v PP,P,. Designando por a' el &rea
[ A

de los tri&ngulos iguales NMF v SRB vy por a" la del TUA se tie

ne que:

O sea,
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(a2 +oa, + a6) - (a1 + a, + a5)==a -~ 2a'

Las &8reas
+
a, + a, ag v a; +
+ + 5
a, ag serén, en
general, distintas,

salvo cuando

a" = 2a'

caso en el gque ambas

dreas serén iguales,

Figura 4

lo cual sucede si P,
aungque sea exterior al ex&gono AlBlClDlElFl, es incidente con

una apotema del exé&gono dado,
a.

como se puede comprobar, direc
tamente, por simetria, enla fi
gura 5.

Resumiendo:

a) Para gue las &reas

a; + a3 +ag Y a; +a, + ag

sean iguales, el punto P debe-
r& pertenecer al exdgono A.B,
Figura 5§ . . . - -

ClDl._.lF1 O ser incidente con
una de las seis apotemas del
exégono dado.

b) La suma de las &reas a, + ag + ag (al igual que
a, + a, + a6) est8 comprendida entre un tercio y dos tercios

del &rea del ex&gono.

José V. Garcia Sestafe.
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PROBLEMA 7 (Boletin n2 16)

Sea la funcidén f(x) = tg x-Xx. Probar que £(x) admite una y s6
lo una rafz real en cada intervalo I_=(nm = %, nn-+%). siendo

~

Fn 1a rafz correspondiente al intervalo I, calcular

lim (C, - nm)

n->w

Solucidn
La funcidén £(x) = tg x-Xx es estrictamente creciente
en *odo intervalo I, va que f£'(x) = tgzx > 0 excepto si x=nw,
donde la funcidn pasa por un punto de inflexidn con tangente
y' sorizontal. Véase Figura 1,
donde, para mejor represen
tancién se han tomado launi
u dad sobre 0X cuatro veces
! ! mayor que la tomada scbre OX.

o | ! para 0 < h< %, se
! PR o tiene f(nr-% + h) < 0 y
PRl I £{nw + 7-h) > 0y, por tan

i t [ to, f£(x) se anula una y s6-

lo una vez en cada In'

¥l

. !

Figura 1 o
Sea el intervalo I (Fi-
gura 2), donde An(m—%,f)), Bn(mr,O) y
Dn(nﬂ4-%,0). Como £(nm) =-nm, C, <
< nrm. El limite pedido es %Eg Bncn;
pero si n-w, la ordenada de BA-+—m,

y, por tanto Cn -+ Dn’ luego

Figura 2

[ STE]

lim (C,-nm) = lim B Cy =
n+e n-re

José.V. Garcia Sestafe.
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PROBLEMA 8 (Boletin 16)

Se considera el conjunto E de los puntos (x,y,z) del esvacio
gue cumplen: -

X +y <1 2. + 2 = 3

Hallar los puntos (x,y,2z) de E en los gue la expresibn x| +

+ |y| + |2z| es minima. Hallar el valor minimo e interpretar geo
métricamente el problema. -

Nota: El |x| es el mayor de los nfimeros x y -X.

Solucién

A partir de v < 1 -x se tiene

(véase Picura 1) el ccajunto de valores

En la Figura Z se han obteni-

do los posiblecs valores para y , donde

se aprecia gue el valor minimo de |y|
es, para cada valor de x: '
[O si x <1

ly|min
lx-l 51 x > 1

Por otra parte, de 2x + z = 3

[3-2% 51::<%
z = 3-2z2; |z| = —5
-3 sixuszm

El minimo de |x| + |y| + [z
coincide con el minimo de
Figura 2 s = |x| + lylmin + lz]



cada intervalo, sea tiene (Fi

tervalo

La interpretacidn
grdfica del resultado se ilus
tra en la Figura 4. Sean los

planos

~La recta intersec
cidén de ambos planos interse
ca en el primer octante el
segmento AB, que es el lugar
geométrico de los puntos del
espacio en que |x| + |y| +

+ |z| es minima.

José V. Garcia Sestafe.




