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ASAMBLEA GENERAL
DE NUESTRA SOCIEDAD

Nuestra Asamblea General corraspondiente al afio 1990

se celebré el pasado dia 12 de Mayo, como estaba anunciado,
JUNTA DIRECTIVA

en los locales del Instituto "Isabel la Catélica” de Madrid.

Tras ser aprobada el acta de la sesién anterior,

nuestro Presidente, profesor Lorenzo Miranda, hizo un
Fresidente: Joseé Vicente Garcia Sastare informe sobre las actividades de la Sociedad a lo largo da
los 4ltimos meses.
Vicepresidentes: En ese informe, tuvo unas palabras de felicitacién y
de agradecinmiento para los que se esfuerzan en mantener al
= (Madrid
José Manuel Martinez Sanche ’ alto nivel alcanzado por nuetros Boletines: A los que lo
(Toledo>
Amador Domingo Escribano llenan de contenidc con sus valiosas colaboraciones, a los
Salvador Herrero Pallardo (Ciudad Real> )
que se aencargan de su confecclén y lanzamiento, y a los que
Valero Antonio Alfas Tuduri {Cuenca)

llevan la pesada carga de su distribucién, todos en forma
Angel Maria Alcal& del Olmo Pérez (Guadalajara)

desinteresada y llena de entusiasmo.
Juan Luls Sanz de Andres (Sagovia)d

Se refirié también a la excelente acogida que vienen
teniendo nuestros Concurscs de Resolucién de Problemas,
. Carmen Garcia-Miguel Fernandez organizados en colaboracion con el Colegioc 0Oficial de fdé’ﬁ

Doctores y Licenciados en Ciencias y en Filosofia y Lotras./j
VitEREbretantio: danigue fubialem Caning Bl de 1990, que hace el numero VIII, se colobra}a
definitivamenta el préximo dia 23 de Junio a laas 10 h 15 m,
en los locales del Instituto de Bachillerato ®Beatriz

Galindo” de Madrid. Aunque en las bases sa fija como fecha

Tesarero: Alberto Aizpin Lépez

Bibliot lo: Jesis Bagofia Alna limite para la recepcién de preinecripcicnes la del 30 de

Hayo, con objeto de conocer de antemano el numero de

participantes y poder preparar los locales adecuados, se
acordé atender en 1lo posible las preipnscripciones que
lleguen con aigﬁn retraec. ' s ————

-

Huestro Presidente hizo pﬁﬁiico el agradecimignto de

la Sociedad a 1la firmCoca Cola Eapafia® pbr la
——— P -




-4 -

colaboracién que ha ofrecido para este VIII Concurso,
costeando valiosos premios para los ganadores, al igual que
el afio pasado.

A continuacién, el taesorerao, profesor Aizpan,
present$ las cuentas de la Sociedad, que fueron aprobadas.
La mayor parte de los ingresos se invierten en castear los
gastos de edicién y distribucién del Boletin. Son de
lamentar los gastos que se producen por la devolucidén, por
los bancos, de recibos de socios que cambian de residencia o
cuenta corriente, sin acordarse de comunicarlo a la
Sociedad. Se dié lectura a la lista de los socios cuyos
recibos o boletines han sido devueltos, por si alguno de los
presentes podia establecer contacto con ellos.

La situacién econémica de la Sociaedad, que no cuenta
con otros ingresos que los de nuestras cuotas, que han
permanecido inalteradas en los ultimos afios, hace
aconsejable una pequefia elevacién de astas. Tras debatir la
cuastién, la Asamblea acordé fijar la cuota anual en la
cantidad de 2000 pesetas para los cursos 1990-91 y
siguientes.

Se procedié a continuacién a la renovacién de cargos
directivoa que correspondia a esta Asamblea, segun los
astatutos, acordAndose nombrar Presidente de la Sociedad a
nuestro asiduo colaborador don José Vicente Garcia Sewmtafs y
vicesecretario a don Barique Rubiales Camino, renovAndosae el
nombramiento a los restantes cargos que terminaban su
mandato este afio. La nueva Junta Directiva queda
constituida, por tanto, tal como aparece en la pagina 2.

La Asamblea manifesté su satisfaccién por la labor
realizada por nuestro compafierc Lorenzo Niranda al frente de
la Sociedad, y felicité cordialmenta al nuevo Presidente.

RECORDAMOS LA CONVOCATORIA DE NUESTRO

VIII CONCURSO DE RESOLUCION DE
PROBLEMAS DE MATEMATICAS

Convocado por:
Socledad Castellana “Pulg Adam” de Profesores de Matematicas
y Colegio Offcial de Doctores y Licenciados en Clencias y en

Filosofia y Letras.

BASES

PRINERA

Podran participar los alumnos de B.U.P. y F.P. de los
Cantros de Albacete, Ciudad Real, Cuenca, Guadalajara,
Madrid, Segovia y Toledo. Los de F.P.1 lo haran con los de
Primero de B.U.P., los de 12 de F.P.2 con los de Segundo de
B.U.P. y los de 22 o 32 de F.P.2, con los de Tercero de
B.U.P.

SEGUNDA

Las pruebas del Concursoc se realizaran en Madrid, en 1la
sagunda quincena del mes de Junio <(posiblemente el sabado,
23 de aese mes) y consistiran en la resolucién de problemas
(los mismos para todos los concursantes de cada uno de los

tres niveles).
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TERCERA

Se concederan diplomas para los mejores de cada nivel,
acompaflados de los premios correspondientes.

CUARTA

Aquellos centros que deseen presentar a algunos de sus
alumos <(hasta un maximo de dos en cada uno de los tres
niveles) deberan resalizar la preinscripcién antes del dia
30 de Mayo de 1990, dirigiéndose por carta a aesta Sociedad
(Apartado de Correos n2 9,479, 28080 -~ Madrid)). En esta
preinscripcién nc es preciso hacer constar los nonmbres de

los alumnos seleccionados. Envien las cartas sin caertificar.

QUINTA

Se comunicara directamente a los Centros preinscritos la
fecha exacta, lugar y hora de realizacién de lae pruebas y
estos centros entregaran a los alumnos que envian,
credenciales individuales en las que se haga constar el
cureo en qua estén matriculados en el afio académico 1989-90
Y que han aido seleccionados por su aexcepcional aprovecha-—
miento en Matematicas.

En la Asamblea General del 12 de Kayo ee acardd
celebrar las prusbas de estes Concursoc el dia 23 de Junia a
lag 10 h 15 m, en los locales del Instituto “Beatris
Galindo® de Madrid <(c/ Goya, 10). En la tarde de ese dia a=
hara la entrega solemne de premics a los ganadores.

FOTICTIAS

XV JORNADAS LUSO—ESPASOLAS
DE MATEMATICAS

Corresponde este afio a la Universidad de Evora

(Portugal> la organizacién de astas Jornadas, ya
tradicionales en nuestra vida académica. Se celebraran
durante los dias 3 a 7 del préoximo septiembre. Para

cualquier informacién y correspondencia en general, pueden
dirigirse a:
Comisac Organizadora das XV Jornadas Luso Espankolas
de MatemAtica.
Departamento de Matemdtica. Universidad de zvora
Largo dos Colegials, n? 2
7000 - EVORA PORTUGAL

COLEGIO LIBRE DE EM=E=ERITOS

Esta Institucién, dentro del sector "“Pensamiento,,
Clencia y Técnica”, aesta dasarrollando una serie de
conferancias sobre el tema “El legado cultural de Espafia en
el siglo XXI”. El dia 26 de Febrero correspondié a don Sixto
Rios realizar un estudio sobre “La aportacién espaficla a las
MatemAticas”, en &l pasé revista a los comienzos, en el
siglo pasado, de la investigacién mtemAtica espafiola y,
sobre todo, a los autores, resultados y aportaciocnes en el

actual y perspectivas futuras.
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REAL ACADEMIA DE CIENCIAS

Recientemente han sido elegidos Académicos da numero
los profescres don Amambla LifiAn Martinez, de la Universidad
Politécnica de Madrid, don José MNaria Montesinos Amilibia,
de la Universidad Complutense, don Pedro Jiménez Guerra, de
la Universidad a Distancia y don Francisco Girém Gonzalez-
Torres, de la Universidad de MAlaga, quedando pendientes de

pronunciar el discurso de ingreso.

Se encuentra en elaboracién un nueva curso de
Historia de la NatemAtica, continuacién de los dos qua ya se
dieron en esta Academia, y gque correspondera a la primera
nitad del siglo XIX. Las fechas probables de su celebracién
quedaran dentro de la primavera de de 1991.

En la apertura del préximo curso académico, en la
segunda mitad de octubre de este aflo, ha correspondido el
discurso protocolario a la Seccién de Bxactas de la
Academia, que ha designado para realizarlo a don José Javier
Etayo, académico de nimero y miembro de nuestra Sociedad.

- - = = o =

CONFERENCIAS

El Prof. André Lichnerowicz, del Collage de France,
reputado invertigador en geometria diferencial y mecanica
teérica, ha pronunciado cuatro conferencias en las
Facultades de NatemAticas y Fi{sica de 1la Universidad
Complutense, sobre los temas: “The Twistors-Spinors and its
invariants” y “Kaeler Groups®.

- Q9 -

KXVI OLIMPIADA MATEMATICA
ESPANOLA

SEGUNDA FASE

Las pruebas de la Segunda Fase de la
N poe s Olimpilada Matematica Espaflola ®
correspondiente al curso 1989-90, se han realizado en
los pasados dias 16 y 17 de Marzo. Como de costumbre,
tuvieron lugar simultaneamente, can los mismos

problemas, en Madrid y en La Laguna.

Como es sabido, esta Olimpiada esta
organizada por la Real Sociedad Matemitica Espaficola
bajo el patrocinic de la Subdireccién General de
Becas y Ayudas al Estudioc. A ella pueden concurrir

los alumos matrculados en C.0.U. o F.P.2.

En esta Segunda Fase participan los
seleccionados en la Fase Primera, que son tres como
maximo por cada una de las capitales donde se
celebran 1las pruebas. En el numero precedente de
nuestro Boletin informamos del desarrollo y
resultadoes &e las pruebas de Primera Fase
correspondientes a Madrid (que se considera un anico
distrito, a pesar de sus cuatro universidades>. En
esta ocasién han competido 40 participantav,
procedentes de 15 distritocs. Los de las I.'la-<
Canarias lo hicieron en La Laguna y los ~estantes =n
los locales de la E. T. S. de Tpg- .:T
Industriales de Madrid.
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Como de costumbre, las pruebas consistieron en
la resolucién de seis problemas, distribuidos en dos
sesiones de cuatro horas cada una, que se realizaron
en la tarde del dia 16 y en la mafiana del 17.

El Jurado, tras examinar y valorar 1los
ejercicios presentados,

Abril, e hizo

se reunlé el pasado 5 de

publicos 1los rnombres de 1los sels

aspirantes mejor clasificados.

Los ganadores de esta XXVI O. M. E. han sido:

12 - D. Franciso OGANDO SERRANO, del . B. “Ra-
miro de Maeztu” de Madrid

49 puntos

22 = D. Daniel LASAOSA MEDARDE, del I. B. *Xi-

menez de Rada” de Pamplona ... ...

45 puntos

32 - D. Narco CASTRILLON LOPEZ, del I. B. “Ave-

nida de los Toreros” de Madrid ... 44 puntos

42 - D. Javier ARREGUI GARCfA, del Colegio de

la Salle, de Zaragoza ... ... «+» 43 puntos

52 - D. Nanuel Francisco HERRADOR BARRIOS, del

Col2. N3 S8 del Recuerdo de Madrid 42 puntos

62 -~ D. José Manuel GORDILLO ARIAS DE SAAVEDRA,
del I.B."Antonio Machado” de Sevilla 37 puntos

T

Por debajo de eéstos, pero con mas de 25
puntos, Marianoc MOLINA INIESTA, de
Murcia (36 ANDRES RODIGUEZ, de
Navarra (33), y D. Juan FERNANDEZ SANCHEZ, y D. Juan

Carlos LOZANO SANCHO, ambos de Zaragoza.

han quedado D.

puntos), D. Raul

La puntuacién mAxima alcanzable era de 60

puntos, ya que se valoré con 10 puntos la resolucidn
de cada wuno de los

problemas propuestos. Los

enuncliados de 'éstos pueden verse en este mismo

Boletin, en nuestra seccién de Problemas Propuestos.

Para que nuestros lectores puedan juzgar sobre

la dificultad relativa que han ofrecido escs
problemas a los participantes en la Olimpiada, damos

una tabla con algunos datos acerca de los resultados:

PROBLEMA N9 1 2 3 4 5 6

Media de las puntuaciones

para los 40 aspirantes.. 6.3 1.7 1.0 4.0 3.9 2.9
Media de las puntuaciones

para los 6 ganadores ...10.0 4.2 8.0 9.5 9.5 7.2

Namero de aspirantes con
mas de 7 puntos en &1 .. 12 4 1 12 12 ‘4

Namero de ganadores con
maAs de 7 puntos en él1 .. 6 2 1 6



Como puede verse es el tercero el que mAs
dificultades ha ofrecido; es notable la falta de
correlacion exitente entre los resultados del segundo
y los de los restantes: Han fallado en este problema
varios de los ganadores y en cambio lo han resuelto

correctamente otros que han quedado con puntuaciones
totales relativamente bajas.

Como ya hicimos notar en el numero anterior de
nuetro Boletin, el tercer clasificado en esta Segunda
Fase, y campeén del distrito de Madrid en la Primera,
D. Marco CASTRILLSE LOPEZ, quedé en segundo lugar,
como alumnc de 32 de B.U.P. en 1989, en el Concurso
de Resolucién de Problemas de nuestra Sociedad. Una
vez mAs comprobamos que los premiados en nuestras
concursos suelen figurar entre los ganadores de las

Olimpiadas nacionales o iaternaciomales.

Algunos de los ganadores seran seleccionados
para formar el equipo que representara a Espafia en
las préximas Olimpiadas MatemaAticas Internacional e
Ibercamericana.

Damos la enhorabuena a los ganadores y a los

Centros que se han esforzado en su preparacién.
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INDICE DE NOTICIAS SOSPE OLIMPIADAS MATEMATICAS Y CON-
CURSOS DE PROBLEMAS PUBLICADAS EN ESTE BOLETIN
Con objeto de facilitar a nuestros sociocs la consulta de datos

sobre los (ltimos Concursos y Olimpiadas, ofrecemos un indice se-
fialando los numeros ¥ péginas donde pueden encontrarlas.

_CONCURSOS DE PE!OBLEMAS OE NUESTRA SOCIEDAD :

Nimero y afio Convocado =n Bole=in Croniea - Enuneiados
I (1983) 1 2, pag 11
II (1984) 3 4, pag 7
III (1985) S 7., pdg 3
IV (1286) 9 10, pag 5
v (1887) 13 15, pig 3
VI (1988) 17 19, pag 17
VII (1989) 20 22, pag 9
VIII <1990> 24
OLIMPIADA MATEMATICA ESPAROLA -
Nimers y afio Primera fase {dist-itos) Sepunda fase (final)
XX (1984) 3, pig 77
X (1985) S, pigs. 8 y 9 5, pdgs. 8 y 10
XTI (1986) 8, pig. 5 9, pdgs. 1Sy 75
XIIT (1386-87) 11, pdgs. 3 y 87 13, pdgs. 9 y a3
XXIV (1987-88) 16, pigs. 7 y 70 17, pégs. 7y 71
XXV (1988-89) 20, pags. 13 y 79 21, pdgs. 7 y 61

IXVI <1989~90) 24, pags.11 y 67

25, pags. 9 y 73
OLIMPIADA MATEMATICA THERO-AMERICANA =

Rimero, afio y lugar Crénica v enunciados en Boletin no

I (1986) Colombia
IT (1987) Paraguay
III (1988) Perd

8, pdgs. 11 y 83
12, pigs. 3y 75
18, paga. 5y 73
IV (1989) Cuba . 21, pvdgs. 11 y 63

OLIMPTIADA MATEMATICA INTERNACIONAL

Riimero, afio ¥y lugar Crénica y enunciados en Boletin n®

XXIV (1983) Paris 2, pig. 15

XXv (1984) Praga 4, pig. 67

XXVI (1985) Helsinid 7, pigs. 9 y 89
XXVII (1986) Varsovia 10, pdg. 11 y 11, pag. 89
XXVIII (1987) Cuba 1S, pigs. 9y 73

XXIX (1988) australia 19

, pgs. 23
XXX (1989) R. F. A. . e

22, pags. 1Sy 73



Nuestro consocia, el profesor dorn Miguel de
GuzmAn Oz&miz, ilustre académico de la Real Academia
de Cilencias y catedratico de la Universidad
Complutense de Madrid, nos ha autorizado amablemente
para reproducir el interesante articulo “ Bl fnfinito
matemético ¢ Una apertura del homdbre hacia 1lo
transcendente ? * que fué publicado el pasado afio con
motivo del homenaje ofrecido al profesor don Alberto

Dou en la Facultad de Ciencias de 1la citada
Universidad. Tenemos el gusto de ofrecerlo a

continuacién a nuestros socios.
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El infinito matemdtico juna aperiura del
hombre hacia lo transcendente?

MIGUEL DE GUZMAN

SUMARIO

La intencidn de este articulo es poner de relieve algunos aspectos del
desarroilo de la matematica en nuestro siglo que parecen incidir profun-
damente en el pensamiento filoséfico-religioso.

A. (Cudles son los principales acontecimientos en el desarrollo ma-
tematico de nuestro tiempo con alguna relevancia en el pensamiento filo-
sofico?

Atencidn centrada en los fundamentos.

Teoria de conjuntos de Cantor.

Paradojas. Crisis de los fundamentos.

Ensayos de solucién. Whitehead-Russelll, Hilbert, Brouwer.
Neopositivismo del Circulo de Viena.

Wittgenstein.

Gédel. Teorema de incompletitud. Impactos. Pérdida de certeza.
La nueva filosofia de la matematica. Lakatos: Matemadtica como
ciencia empirica. Evolucién de 1a nocién de demostracion.

B. ;Cudl es el origen de los diferentes cambios en profundidad de la
orientacion del pensamiento matemadtico?

— La ocupacién con el infinito: el nimero irracional. Zendn, Can-
tor, Gddel,...
— El infinito matematico, juna manifestacién de la apertura trans-
cendental del hombre al misterio?



S C

— Tradicional tendencia al racionalismo.

— Intolerancia para la incertidumbre, el caos, la paradoja, el miste-
ro, el conocimiento analdgico,... ,

La co_nsideracicjn del matematico de otras formas de pensamiento.

(Hacia una evolucion de actitudes en los tiempos recientes?

Comeqcemos leyendo un testimonio famoso del siglo XIX. En 1822
Jean Baptlspe Fourier publicaba la Teoria Analitica del Calor, uno de los
li:llos de la ciencia matematica y fisica. En su prologo aparecen estas pala-

ras:

«Las ecuaciones analiticas... no se restringen a las propiedades de las
figuras ya las que son objeto de la mecanica racional; se extiende a todos
los: fenémenos generales. No puede haber un lenguaje mds universal ni
mas simple, mds excnto de errores y de oscuridades, es decir mds digno
de expresar las relaciones invariables de los seres naturales. Considerado
bajo este punto de vista, el andlisis matemdtico es tan extenso como la na-
zurale_za misma; define todas las relaciones sensibles, mide el tiempo, los
espacios, 'las fuerzas, las temperaturas,... su atributo principal es la ciari-
dad; no tiene en absoluto signos para expresar nociones confusas. Rela-.
clona lo_s fenémenos mds diversos y descubre analogias secretas que los
unen. Si la materia se nos evade, por su extrema tenuidad, como la del
aire y de la luz, si los cuerpos estdn situados lejos de nosotros, en la in-
n_lcnmdaci'dci espacio, si el hombre quiere conocer el especuic:ulo de los
cgclos en €pocas sucesivas que un gran numero de siglos separa, si las ac-
crones de la gravedad y del calor se ejercen en el interior del globo sélido
a profundidades que nos serdn siempre inaccesibles, el andlisis matema-
tico puede, con todo, dominar las leyes de estos fenémenos. El nos los
hace presentes y parece ser una facultad de la razén humana destinada a
suplfr la t?revedad de la vida y la imperfeccién de los sentidos; y, lo que
es aun mas notable, sigue el mismo camino en el estudio de to;io's los fe-
némenos; los interpreta con el mismo lenguaje como para atestiguar la
unidad y la simplicidad del plan del universo, y hacer ain mds patente

este ordg:n inmutable que preside en todas las causas naturalesy.

_ Anqlllcemqs un poco. ;Qué caracteristicas aparecen destacadas en este
hiperbélico ditirambo sobre el analisis matematico? Ante todo una nota-
ble _ct._mﬁanza en la inteligibilidad matematica del universo. Es la veta pi-
tagorica que se ha ido conservando en el mundo matematico desde el si-
glo VI a. de C. Es la fe, en otro tiempo sustentada en una teoria general

del cosmos, que en el entusidstico Fourier aparece soportada por el brillo
mismo de sus éxitos y sus promesas.

Junto a esta confianza imbatible en el universal poder del método ma-
temadtico no se puede menos de adivinar un cierto desdén implicito por
otros modos de conocimiento, menos universales, mas complicados, con
errores y oscuridades, y donde la confusién aparece en las mismas nocio-
nes iniciales.

El parrato de Fourier ha sido y sigue siendo fuertemente tipico del sen-
tir del matematico sobre su ciencia y de la opinion que le merecen otras
posibles formas de conocimiento.

Y sin embargo... he aqui otro testimonio casi de nuestros mismos dias.
Bourbaki ha sido por bastantes afios seudénimo de un importante colec-
tivo de matemadticos franceses con gran influencia er la matemaitica ac-
tual. En 1948 escribia Bourbaki el siguiente parrafo sobre La Arquitectu-
ra de las Matemdticas:

«Creemos que la matemadtica esta destinada a sobrevivir y que jamads
tendrd lugar el derrumbamiento de este edificio majestuoso por el hecho
de una contradiccion puesta de manifiesto repentinamente, pero no pre-
tendemos que esta opinion se base sobre otra cosa que la experiencia. Es
poco, dirdn algunos. Pero desde hace 25 siglos los matemdticos tienen el
hdbito de corregir sus errores y de ver asi su ciencia enriquecida, no em-
pobrecida. Esto les da el derecho de arrostrar el porvenir con serenidad».

Tras una expresion un tanto a la defensiva se pone de manifiesto la
confesion de la fragilidad del edificio matematico, de la posibilidad de su
derrumbamiento por la aparicién posible de una contradiccion, de la for-
ma de caminar de los matematicos, corrigiendo errores, al igual que sus
hermanos todos los otros cientificos y como ellos apoyados sobre su con-
fianza en la experiencia, que sigue siendo mera experiencia, aunque sea
de 25 siglos. .

Este sentimiento sobre el quehacer matemdtico no estd, aunque pue-
da parecer una sorprendente paradoja, tan extendido como el que repre-
senta el parrafo de Fourier de 1822, entre aquellos que enfocan su saber
matemético desde el punto de vista meramente técnico, que son la in-
mensa mayoria de los matemdticos actuales. Pero si se puede decir, como
veremos mas adelante, que es el de la avanzada y vanguardia de quienes
mds se han ocupado de pensar sobre el sentido de la actividad matemd-
tica, si bien prescindiendo en muchos casos de los tintes oscuros y som-
brios, como de gran sefior venido a menos, que aparecen en las palabras
de Bourbaki. - .

La pregunta surge espontdneamente ante este contraste entre Fourier
y Bourbaki: ;Qué ha pasado entre medias? Hasta cierto punto y hasta cier-
ta fecha suele estar bastante bien recogido en los resiimenes sobre el de-
sarrollo de la filosofia de la ciencia.

A grandes rasgos. El siglo XVIII es el del desarrollo explosivo de las apli-



caciones del andlisis matemdtico a problemas fisicos. La culminacién de
este desarrollo viene tal vez representada por la Teoria de Calor (1822)
de Fogrier. En el siglo XIX el analisis matematico es sometido a un exa-
men riguroso en cuanto a su fundamentacién, movimiento motivado en
gran parte para dar fundamento riguroso a las audacias del desarrollo de
Fourier. Paralelamente aparecen las misteriosas geometrias no euclideas.
Ambos elementos, fundamentacidn del analisis y sentido de las geome-
trias no euclideas, ocasionan fuertes controversias. A fines de siglo XIX
Georg Cantor explora aventuradamente con éxito nuevos tratamientos
del infinito matematico. Aparecen rapidamente paradojas extraiias, y ade-
mds no muy lejos de la misma base. Es decir, supuestos «obvios» dan lu-
gar mediante razonamientos «obviamente» correctos a que lo blanco es
negro. Hay que poner cortapisas al pensamiento. No todo lo «obvio» se
puede permitir. Pero, ;dénde empezamos a poner cortapisas, barreras
para nuestro pensamiento matematico? Por otra parte ;serdn suficientes
las que se nos ocurren? Al soslayar una paradoja mediante algin truco evi-
tamos una contradiccidn, pero ;las hemos evitado todas?

Los comienzos del siglo XX vieron muchos intentos diferentes de las
escuclas logicistas (Whitehead, Russell), formalistas (Bernays, Hilbert) e
Intuicionistas (Brouwer, Poincaré) para lograr una fundamentacién ade-
cuada de la matemadtica. Los logicistas y formalistas pretendian poner a
salvo el edificio de la matematica efectiva, el de las herramientas en uso
de los matemdticos contempordneos, mientras que los intuicionistas abo-
gaban, al menos tedricamente, por imponer fuertes restricciones, nada po-
pulares entre los matematicos de a pie, de los modos permisibles de ra-
zonamiento légico y matematico.

Hilbert, en 1925, en su articulo famoso Ueber das Unendliche, se ex-
presa de esta manera proponiendo su teoria finitista de demostracién a
fin de poner fuera de toda duda los fundamentos de la matematica: «el
objetivo de mi teoria consiste en establecer de una vez para todas la cer-
teza de los métodos matematicos». ¥ un poco mas adelante expresa asf
la conviceién imperante entre los matematicos sobre la solidez imbatible
de su ciencia: «En cierto sentido la matematica se ha convertido en una
corte de arbitraje, un tribunal supremo para decidir cuestiones fundamen-
tales sobre una base concreta en la que todos puedan concordar y donde
cada afirmacién sea controlable,... Un ejemplo del tipo de cuestiones fun-
damentales que pueden ser tratadas de este modo es la tesis de que todo
problema matemadtico es soluble. Todos nosotros estamos convencidos de
que realmente es asi. De hecho uno de los principales atractivos para ata-
car un problema matematico es que siempre oimos esta voz dentro de no-
sotros: Ahf estd el problema, encuentra la contestacidn, siempre la pue-
des encontrar puramente pensando, pues en matematicas no hay ningiin
ignorabimusy,

Contemporédneo a este entusiasmo de Hilbert ante la perspectiva de

aflanzamiento, de una vez por todas, de los fundamentos de la matema-
tica, es el espiritu del Circulo de Viena, donde se esperaba poder forma-
lizar igualmente los fundamentos y estructuras de las demas ciencias em-
piricas. Para Erkenntniss, la revista érgano del Circulo de Viena, estaba
claro que el contraejemplo que habia que evitar, la mala ciencia, era la
metafisica, con sus primeras nociones totalmente confusas y sus teoremas
carentes absolutamente de sentido.

Ya para entonces habia aparecido en 1921 el sibilino Tractatus Logi-
co-Philosophicus de Ludwig Wittgenstein, una especie de espada de dos fi-
los que, si por una parte abogaba por un radical andlisis del lenguaje a la
hora de hacer ciencia cierta, manifiesta por otra bien explicitamente como
«incluso cuando todas las posibles cuestiones cientificas han sido respon-
didas nuestros problemas vitales no han sido atin tocados en absoluto».
El Tractatus, que en un principio los neopositivistas v el mismo Russell
tuvieron interés en presentar como un intento de exploracion del lengua-
je cientifico-ldgico-matematico, que venia a corroborar las tesis del Cir-
culo de Viena, contiene en realidad, a partir de su seccidn 6, expresiones
con profundas resonancias vitales y éticas que debieron de constituir el
fundamento del itinerario de la vida posterior de Wittgenstein. He aqui
una traduccién de algunos de estos parrafos:

«6.53. El método correcto de la filosofia seria propiamente el si-
guiente: no decir nada que no se pueda decir, esto es, proposiciones de
las ciencias de la naturaleza, es decir algo que nada tiene que ver con la
filosofia, y luego, siempre que algin otro quiera decir algo metafisico,
mostrarle que en sus proposiciones a ciertos signos no les ha dado ningu-
na significacidn. Este método seria insatisfactorio para el otro, no tendria
la sensacién de que le estamos ensefiando filosofia, pero seria el unico es-
trictamente correcto.

6.54. Mis proposiciones significan, por tanto, que el que me entien-
de las comprende al final carentes de sentido, cuando €], mediante ellas
—sobre ellas— ha saltado por encima. (Tiene que arrojar la escalera por
asi decirlo, después que ha ascendido por ella). Tiene que superar estas
proposiciones y entonces ve el mundo correctamente.

7. De lo que no se puede hablar es necesario guardar silencio.»

Junto a esto, que parece pura expresién de positivismo, aparecen mis-
teriosamente expresiones profundas sobre el sentido de la ética y el sig-
nificado del mundo, 6.41, 6.42, la voluntad, 1a muerte, el sentido de la in-
mortalidad del alma, lo mistico, el enigma, elementos todos ellos que al
parecer constituyeron en verdad el leit motiv de Wittgenstein para escri-
bir su obra.

Wittgenstein es, en el aspecto que mds me interesa considerar ahora,
el gran adelantado de vanguardia, en toda su concepcién intelectual y vi-



tal. El itinerario seguido por Wittgenstein, en trazos no tan radicales, es,
51 10 tipico, si al menos fuertemente significativo como corriente de pen-
samiento que se ha repetido en muchos de los pensadores contempora-
neos que se han ocupado de desentranar el sentido profundo del queha-
cer matemélico, como veremos en seguida. Wittgenstein llega primero
desde el nguroso analisis 1ogico del raciocinio y del lenguaje para enmar-
car sus limitaciones, a la conviccion de la inutilidad de la construccion a
l; hora de enfrentarse con los auténticos problemas del hombre. Su silen-
cio consiguiente por décadas («wovon man nicht sprechen kann, dariiber
muss man schweigen») y su reaparicién con la teoria de la matematica
como juego matematico en muchos pasajes de su Philosophische Uniersu-
chungen representa como un renacer en él con ojos nuevos del pensamien-
to matematico. : -

Como veremos son muchos los matematicos de primera linea en nues-
tro siglo que han experimentado un trayecto intelectual semejante, € in-
cluso en cierto sentido mas radical, pues han pasado de la arrogancia hil-
bertiana del Kein ignorabimus in der Mathematik a la actitud humilde de
pedir para la matematica al menos un status cientifico semejante al de las
teorias fisicas.

En este ambiente efervescente llega uno de los resultados mds sorpren-
dentes de la historia de la matemdtica que va a dar un vuelco curioso a
la situacion, En 1931 Kurt Gédel publica su famoso articulo Uber formal-
unentscheidbare Satze der Principia Mathematica und verwandter Syste-
me (So!::rc proposiciones formalmente indecidibles de los PﬁncipiaMa«
thematica y sistemas emparentados). Se demostraba en él que en todo sis-
tema formal con riqueza interna suficiente para desarsollar en ella la arit-
metica cldsica, la de los mimeros naturales, existen proposiciones P con
pcrfec_lo sentido dentro de la estructura del sistema que son indecidibles,
es decir: P es una proposicién con capacidad de resultar en el sistema un
teorema o bien un contrateorema, pero sucede que se puede demostrar
que P no es demostrable, y por tanto P no es teorema, y que tampoco no
P es demostrable, y asi P tampoco es contrateorema. Asi hay proposicio-
nes que no se pueden demostrar ni refutar. Y entre ellas estd precisamen-
te la que afirma la consistencia del sistema. Es decir, la ausencia de con-
tradiccidn del sistema es indemostrable. Ahora bien, si la ausencia de con-
tradiccién del sistema es indemostrable, el edificio matematico se sostie-
ne sobre un acto de aceptacion semejante al que estd en la base de todas
las otras ciencias y son criterios de congruencia y adecuacién mds o me-
nos evidentes de este edificio a una cierta realidad previa o posterior los
que nos impulsan a realizar dicho acto de fe. Es la experiencia de los si-
g,lt_)s. en ultimo término, el criterio basico que nos conforta en el pensa-
miento de la solidez de la matematica.

Este fue el estallido. ;Cual fue el impacto sobre los matematicos? So-
bre la mayor parte de los técnicos de 1a matematica, los enfrascados en

el juego milenario de la resolucion de problemas propuestos por la mis-
ma comunidad matematica, el impacto fue, es y posiblemente serd, al me-
nos en un futuro previsible, bastante escaso. Como veremos, las pautas
de conducta cientifica de los matemadticos en general estdin mucho mds
fuertemente enraizadas en criterios empiricos y sociales que sobre las
férreas leves de la légica.

Pero he aqui unos cuantos testimonios del cambio profundo ejercido
en algunos de los matematicos mds famosos de nuestro siglo que, aparte
de cultivar su técnica con excelencia, se han ocupado de pensar también
en el sentido de la actividad matemadtica.

Bertrand Russell afirmaba en 1901 que «el edificio de las verdades ma-
temiticas se mantiene inconmovible e inexpugnable ante todos los pro-
yectiles de la duda cinica». En 1924 ya habia cambiado considerable-
mente de opinion. Para él, la légica v la matemadtica, al igual que, por
ejemplo, las ecuaciones de Maxwell «son aceptadas debido a la verdad ob-
servada de algunas de sus consecuencias légicas». En 1959, en la descrip-
cidn de su itinerario filosdfico, afirma: «La espléndida certeza que siem-
pre habia esperado encontrar en la matematica se perdio en un laberinto
desconcertantew.

El mismo Carnap al que en 1930 se podia oir ponderar «la mas cierta
de todas las ciencias». sefiala en 1958 como una de las analogias principa-
les entre la fisica v la matematica: «la imposibilidad de la certeza absoluta».

Hermann Weyl, uno de los matematicos mas profundos de nuestro si-
glo, se percatd, incluso antes de que Gédel publicara su contribucién fun-
damental sobre los fundamentos, de que la matematica era «irremisible-
mente falible». Y en 1949 presenta lo que para él debe ser la adecuada
interpretacion de la matematica como ciencia: «Ningun Hilbert sera ca-
paz de asegurar la consistencia para siempre; hemos de estar satisfechos
de que un sistema axiomdtico simple de matemadticas haya superado has-
ta el presente el test de nuestros elaborados experimentos matematicos...
Una matemética genuinamente realista deberia concebirse, en parangén
con la fisica, como una rama de la interpretacién teorética del inico mun-
do real y deberia adoptar la misma actitud sobria y cautelosa que mani-
fiesta la fisica hacia las extensiones hipotéticas de sus fundamentos».

John von Neumann afirma asimismo en 1947 que «la matematica cla-
sica, aunque nunca mas se pudiera estar absolutamente seguro de su fia-
bilidad..., se sostiene sobre un fundamento al menos tan firme como, por
ejemplo, la existencia del electron. En consecuencia, si se estd dispuesto
a aceptar las ciencias, se puede aceptar también el sistema de la matema-
tica cldsica». Y confiesa también como experimentd el mismo itinerario
mental comun a tantos matematicos de nuestro siglo: «Yo mismo reco-
nozco con qué humillante facilidad cambiaron mis puntos de vista res-
pecto a la verdad absoluta matemaética... y cémo cambiaron tres veces su-
cesivas». .
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Quine, uno de los légicos matematicos contempordneos mas impor-
tantes afirmaba ya en 1958 desde su perspectiva: «lo mas razonable es
considerar la teoria de conjuntos, y la matematica en general, como con-
sideramos las porciones teéricas de las ciencias naturales: en cuanto que
contienen verdades o hipdtesis que han de ser vindicadas menos por la
pura luz de la razén que por la contribucién indirecta y sistematica que
hacen a la organizacion de los datos empiricos en las ciencias naturalesy.

El afio 1931, con el teorema de Gddel se habia producido un vuelco
espectacular en la orientacion de la filosofia de las matematicas, pero para
que tal revolucién se haga efectiva habrd que esperar hasta los afios 50.
Hermann Weyl habia propuesio ya hacia mucho tiempo una reforma pro-
funda en la consideracion de lo que la actividad matematica es: «tal vez
pueda decirse que el matematizar sca una actividad creativa del hombre,
como la musica o el arte, cuyas decisiones histéricas desafian completa-
menie una racionalizacion cbjetivay.

En 1956 Imre Lakatos introduce en la matematica los conceptos filosoficos
sobre la ciencia de Karl Popper. Un resultado prdctico de sus pesquisas fue el
siguiente programa. Lo primero que hay que hacer es dejarse de sentimenta-
lismos apegados a las verdades absolutas de los pitagdricos y platdnicos:

«;Por qué no admitir honestamente la falibilidad matemética y tratar
de defender la dignidad del conocimiento falible frente al escepticismo ci-
nico més bien que engafiarnos a nosotros mismos creyendo que seremos
capaces de arreglar invisiblemente el Wltimo jirén en el tejido de nuestras
«ilumas» intuiciones’s

Hay que considerar la matematica como un proceso tentativo de acer-
camiento a una hipatética realidad que no hay que pensar en tratar de
abarcar ai de un golpe ni completamente. Los teoremas estdn ahi como
teoremas para nuestra generacion, esperando las refutaciones de la gene-
racion siguiente que pongan de manifiesto su cardcter fragmentario e ina-
cabado. Su tesis doctoral de 1956, Proofs and Refutations, fue publicada
en los afios 70. EI resto de su obra apenas ha tenido tiempo de posar en
el espiritu actual de la filosofia de la matematica, pero se puede decir que
los pasos iniciados por Lakatos se cuentan entre los pocos rea!mente ori-
ginales desde los afios 30 y que sin ninguna duda hardn escuela.

Ya empiezan a aparecer obras de gran divulgacién entre los matemd-
ticos a través de las cuales estas nociones, cardcter falible del pensamien-
to matematico, sentido social de la demostracion matemaitica, cardcter de
sistema cultural de la actividad matemadtica con todos sus condicionantes
histéricos, geograficos, etc., irdn penetrando poco a poco en la comuni-
dad de los matemdticos. Tales son:

M. Kline, Mathematics. The Loss of Certainty (1980)
Davies & Hersh, The.-Mathematical Experience (1981)
R. L. Wilder, Mathematics as a Cultural System (1983).

. e
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Preguntémonos ahora, ahondando un poco, cual puede ser el sentido
profundo de la situacion de la inteleccién matematica puesta de mani-
fiesto en el teorema de Gédel.

La raiz de esta situacion debe buscarse en la incapacidad radical de
la matematica para dominar totalmente el reto fundamental con que se
ha enfrentado desde el principio de su existencia: el sedorio de los pro-
cesos infinitos del pensamiento. Lo mas caracteristico de la aritmética cla-
sica, lo que mas claramente separa a la matemadtica de ser una inmensa
tautologia, es la aceptacién de algun tipo de proceso infinito. Con el in-
finito matemadtico sucede algo parecido (o lo mismo tal vez) que con el
ser de las consideraciones metafisicas. En la apertura inicial de la mente
al conocimiento intelectual (a cualquier conocimiento intelectual) esta ya-
cente, como horizonte, condicidn de posibilidad de cualquier conocimien-
to concreto, el ser en su infinitud, en su inconcrecion. En este horizonte
debe destacarse el ser concreto y este horizonte es el que da la posibilidad
de cualquier otro conocimiento. No nos lo planteamos como objeto. Es
el horizonte, el fondo de nuestra visién cognoscitiva que, de no estar ahi
no habria nada en eila. -

La mente estd por su propia naturaleza abierta a este horizonte y cual-
quiera de sus actividades lo pone de manifiesto. Es como constitutivo de
su forma de ser. El ser concreto se destaca en ella precisamente de modo
negativo, mostrando su limitacidn, su modo de ser particular que niega
el modo de ser de otros muchos, afirmando asi implicitamente que el ser
importante es e! que no tiene modo.

El infinito estd en el principio de todo quehacer matemadtico. Del uno
al dos... y ya estd ahi el infinito presente, y aun en el simple uno con la
conciencia de que no lo llena todo y de que es repetible.

No es de extradar, pues, que el enfrentamiento con el infinito sea la
gran fuente de fecundidad del pensamiento matemaitico, pero al mismo
tiempo la causa de las frustraciones mds profundas en aquellos que han
pensado en alglin momento en tenerio aferrado entre sus manos. Los mo-
mentos mds fecundos y al mismo tiempo los m4s profundos de 1a historia
de 1a matemdtica han tenido lugar precisamente en los instantes de au-
dacia matemadtica hacia un nuevo tipo de comprensién del infinito: pita-
goricos, descubrimiento del irracional, Zenén, cdlculo infinitesimal, do-
minio de los procesos infinitos de paso al limite, series, integral,... por
Cauchy, Weierstrass, teoria de conjuntos de Cantor, teorema de Gédel,...
teorias de conjuntos no cantorianas,... El infinito se ha escurrido de entre
los dedos después de cada intento y esta vez, después de los resultados de
Gddel, parece que de forma bastante mds profunda, radical y definitiva...

({Como se puede parafrasear el teorema de Gddel a la luz de esta aper-
tura de la mente al infinito? El teorema de Gddel habla de sistemas for-
males. ;Qué es un sistema formal? Viene a ser como una copia material
de algunos aspectos que nos interesa destacar de nuestra propia estructu-



ra mental. Los axiomas que gobiernan la repetibilidad (axiomas del infi-
nito) vienen a ser un correlato de la apertura de la mente al infinito que
he comentado antes. Hemos creado un infinito mediante nuestro esque-
ma inicial del proceso formal. Naturalmente que no lo vamos a realizar
nunca totalmente, por ser infinito. Por ello tiene sentido que nos pregun-
temos: La infinitud que hemos creado, ;es cerrada? es decir, todas las pro-
posiciones que, segun las reglas del juego ticnqn sentido y pueden en prin-
cipio aparecer como resultados de la deduccion de! sistema japarecerdn
efectivamente todas ellas? La idea de Hilbert y de todos los matematicos
en general era que asi habia de ser, que esa infinitud seria cerrada «kein
ignorabimus in der Mathematik». La realidad result6 ser sorprendente-
mente contraria a tales expectativas. Ese sencillo infinito que se crea con
tan pocos elementos resulta ser un infinito abierto. Abierto... ;a qué?
Abierto a la sorpresa, abierto al misterio, abierto... nada menos que a la
contradiccion misma. Y no solo éste, sino todo infinito matemaético es es-
tructuralmente abierto en este mismo sentido, el del teorema de Gddel.

Esperaria uno tal vez que los matematicos escrupulosos contempora-
neos habrian de reaccionar en esta situacidén de forma parecida a la de
sus antepasados pitagoricos ante la aparicidon del numero irracional, el alo-
gos. Uno podria esperar oir: «Esto nos sucede por introducir procesos in-
finitos. Lo nuestro es lo finito. En los procesos finitos encontramos una
forma de proceder segura, incontrovertible, tal como la han soiado los
matemadticos de todos los tiempos». En realidad existia ya la escuela in-
tuicionista que babia abogado desde antes por tal actitud. Pero nunca ha-
bia sido platc de gusto entre los matematicos que no querian dejar rele-
gados los logros de muchos siglos por métodos no finitistas.

La tendencia actual parece ir sin embargo por otro camino. Aunque
estamos lejos de que se airee por las plazas matemadticas un discurso como
el que sigue, acabara probablemente por constituirse en la reaccién co-
mun al teorema de Gidel: «La matemdtica no es lo que pensé el viejo Pi-
tagoras ni el sapientisimo Platén. No tratamos de verdades inmutables ni
infalibles, ni de métodos de pensamiento incontrovertibies. La matema4-
tica es una actividad del hombre vicja como la musica y la poesia, y que
como ellas persigue una cierta armonia y belleza, esas que puede cierta-
mente proporcionar la estructura mental 4gil, limpia y elegante de las
construcciones matematicas. Ademds la comunidad matematica de todos
los tiempos se nutre también de la actividad de aquellos que se entusias-
man.como Fourier por los aspectos practicos de la ciencia proporcionan-
do cierta confianza en nuestro sistema al observar el extraio acuerdo de
las predicciones a que nuestras deducciones nos llevan con la realidad.
Lo nuestro es lo infinito, si, pero acompaiiado por la conciencia de la fa-
libilidad y apertura a errores de nuestros procesos. Lo nuestro es lo infi-

nito y al mismo tiempo el proceso de corregir nuestros errores al ocupar-
nos de élL.»
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Es en este punto donde, pienso vo, se puede apuntar una cierta co-
nexion de la matemadtica con el misterio de Dios. La apertura transcen-
dental del hombre al infinito que antes he expuesto es tan sélo un aspec-
to de la apertura total del hombre al misterio del ser, presente en su pro-
pia estructura intelectual y vital. Esta apertura transcendental del hom-
bre al horizonte misterioso del ser constituye la luz inherente al hombre
mismo que puede ser desglosada de diversas formas en el conocimiento
natural de Dios. El teorema de Gédel permite una interpretacion seme-
jante, se puede mirar como una indicacion de la apertura estructural de
la mente matemadtica al misterio, a lo que ni sabe ni ha de saber nunca.
Ese misterio estd inherente en su estructura misma, forma parte de su pro-
pio ser. El matematico puede mirarse a si y a la magnifica estructura que
ha creado y reconocer con alegria la presencia del misterio, que no le des-
barata los muchos mundos maravillosos que la matemdtica de 25 siglos
ha creado, y luego al contemplarse en mavor profundidad, como hombre.,
puede encontrarse mds dispuesto para abrise a este misterio total del ser
al que apunta su misma estructura humana integral. o

Finalmente consideremos un poco detenidamente las siguientes cues-
tiones: ;Cuales han sido las relaciones entre ¢l pensamiento matematico
y el pensamiento religioso? ;Cual es la situacion hoy dia? ;Hay alguna
perspectiva de evolucion?

Al inicio de la matemadtica como ciencia se vivié una absoluta fusién
con el sentido religioso. Entre los pitagéricos la matemadtica era el sopor-
te fundamental de su cosmovision y al mismo tiempo el instrumento prin-
cipal de purificacion hacia la comunién con la divinidad. La actividad
matemdtica era vivida con entusiasmo profundamente religioso y ella
abria el sentido escondido de la existencia humana.

El fervor espiritual y religioso pasé a constituir en Platén un entusias-
mo intelectual sin las connotaciones religiosas y misticas presentes en los
pitagéricos. La matemdtica era la escala hacia el conocimiento perfecto,
hacia el cosmos noetos, no ya hacia la vida perfecta. La Edad Media pre-
serva la presencia de las diferentes ramas de la matematica de los pitagé-
ricos en el quadrivium; aritmética, geometria, astronom{a y miisica, pero
el modo de su cultivo debié de quedar muy cerca de la rutina formativa
y muy lejos de la reverencia vital de los pitagéricos.

El sentido pitagérico pleno de la matematica, su sentido religioso, es
vivido por personajes individuales aislados como Kepler, pero nunca co-
lectivamente se dard en la historia una situacion semejante a la creada en
la Magna Grecia de los siglos VI y V a. de C.

En la Edad Moderna coexisten normalmente sentido matematico y
sentido religioso en cientificos como Newton, Leibniz, Descartes, Pascal,
Euler,... que no tienen inconveniente en airear sus opiniones religiosas



pero no pretenden, ea general, apoyar un tipo de conocimiento en el otro.
Se van distanciando los dos mundos... '

La separacion fuerte entre el mundo matcmzi_lico y el mjundo filosofi-
co-religioso aparece con el espiritu de la [lustracion. En el siglo XIX ape-
nas hay matemadtico, incluso entre aquellos que se s:ﬂ?c eran profunriz‘i-
mente religiosos, como Gauss por ejemplo, que se decida a expresar pu-
blicamente ninguna opinion que se salga de lo que es propio de su uni-
verso técnico. La dicotomia vital del cientifico se ha convertido en la es-
tructura tipica de su personalidad. _

Y esta es la situacién que predomina en el ambiente actualm_cme, pese
a que, como veremos en seguida, entre los cientificos més eminentes se
da, desde hace bastantes anos, una tendencia a vm!ver_hacza actitudes mas
abiertas y libres con respecto al pensamiento mas vital del hombrc. Su-
cede claramente que asi como es fdcil y rapido cambiar de parad1g,mas tec-
nicos a otros mas eficaces, sin embargo la comunidad maternatica mani-
fiesta una enorme inercia a los cambios de mentalidad profunda. Sélo los
matematicos y cientificos muy seguros de sf mismos y de su propio pres-
tigio se suelen atrever a hacer incursiones por aquellos terrenos del pen-
samiento que la comunidad matematica, de modos‘muy sutiles, veta como
grupo, tildando de vaguedad, ensofiacion, poca seriedad, pensamuiento en-
deble, todo intento de uno de sus miembros de expresarse al margen de
lo que es la pura y dura herramienta comiin de trabajo tradicionalmente
admitida. _ ‘

En nuestro sigle ha habido matemdticos famoso§ que ha{:l conjugado
su quehacer matematico con una profunda dedicacion filosofica, dando_
lugar a obras muy interesantes. Entre ellos se pueden contar a Bertrand
Russell, Alfred N. Whitehead, Hermann Weyl,... Su actitud y la de otros
fisicos eminentes, como Einstein, Schrddinger, Heiserberg, von Weizsic-
ker,... va contribuyendo a esponjar un tanto la rigidez del esquema mental
del matematico tipico actual. Este suele estar enfrascado en su mundo téc-
nico, que es para ¢l el mundo de la verdad. Este otro de la vida normal es
el mundo de la opinidn, de la confusién, donde casi nada se puede asir con
.firmeza comparable con 1 que aprehende las verdades de su mundo técnico.

El matemdtico suele extrapolar sus técnicas de conocimiento, aun sin
haber profundizado mucho en ellas. Sélo aquello que en su vida extra-
cientifica pudiera ser aprehendido con técnicas semejantes le parece estar
perfectamente asegurado. Su nivel de tolerancia para la incertidumbre, la
paradoja, el misterio, el conocimiento analdgico... suele ser minimo, sin
haberse percatado de que todos estos elementos no sélo se encuentran en
otros tipos de conocimiento distinto del suyo, y que detesta, sino que, si
bien lo examina, los encontrard como elementos estructurales en los fun-
damentos de sus mismas técnicas de conocimiento. Lo que pasa es que
nunca ha tenido ocasién de mirar a fondo la situacién de su propio co-
nocimiento especializado. : Stk :
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¢Qué indicios hay de cambio? Muchos. Como hemos visto a lo largo
de la primera parte de este trabajo, los presupuestos en los que 1a actitud
vital del matematico del sigio XIX se basaba han caido irremisiblemente.

La demostracidn rigurosa ha sido desde siempre el orgullo del mate-
matico que distingue su modo de trabajo por el usc de esta herramienta.
Pues bien, mds y mds nos vamos convenciendo de que el desarrollo de la
matematica a través de demostraciones formales es un suefio irrealizable.
Después de casi cien paginas de simbolismo abstracto llega Bourbaki a lo-
grar introducir el nimero natual ;Cudntos kilometros de pdginas harian
falta para presentar en el mismo estilo «riguroso» una demostracion de,
por ejemplo, el teorema del punto fijo de Brouwer? Una demostracidn,
para los matematicos mds rigurosos, como Hardy, un gran analista de
nuesiro siglo, no es sino una indicacion de hacia dénde hay que mirar
para ilegar a convencerse uno mismo del teorema. Para René Thom, un
importante matematico francés contemporaneo, una demostracién es ri-
gurosa cuando los expertos en la materia no tienen nada que objetar. Mu-
chas demostraciones matemadticas van perdiendo su cardcter de propor-
cionar evidencia al individuo personal, para convertirse en una labor colec-
tiva de cientos de personas, cada una de las cuales conoce solamente una
pequena partecilla de la inmensa maquinaria. En otros casos la evidencia
humana es sustituida por la confianza en el ordenador... Ni el rigor ni la de-
mostracion matemadtica son lo que en algin tiempo se pensd que eran.

Las nuevas tilosofias de la matematica de Lakatos, Wilder,... acentian
elementos como la falibilidad, el aspecto social de la creacidn matemati-
ca. etc..., que ciertamente han de proporcionar una base nueva para nue-
vas actitudes vitales de los matematicos.

En 1978 aparecié un nuevo foro donde han ido desde entonces apa-
reciendo de vez en cuando articulos que, en mi opinidn, expresan las ten-
dencias cambidntes de la mentalidad matemadtica respecto de su propio
quehacer. Se trata de la revista The Mathematical Intelligencer, que tien-
de a ampliar los intereses particulares de los matem4ticos abriéndoles pa-
noramas nuevos en historia y filosoffa de la matemdtica y otrcs aconte-
cimientos de relevancia. De entre los varios articulos significativos que
se podrian citar para corroborar lo que vengo diciendo he elegido uno de
un importante matemadtico soviético, I. R. Shafarevich, que encontré en
seguida un fuerte eco. Se titula On Certain Tendencies ir. the Development
of Mathematics (Mathematical Intelligencer 1981, vol. 3, pp. 182-184).
£n €l estudia el propdsito y finalidad de las matemdticas y, después de ob-
servar que éste no se justifica en modo alguno por sus aplicaciones, con-
tintia de este modo:

«Por lo tanto, si rechazamos 2ste sendero, picasc que sélo queda u
posibilidad: El propdsito de las matemsticas no puede ser derivado de

una actividad inferior a ellas, sino desde una esfera superior de la activi-
dad humana, es decir, de la religidn.



Claramente es muy dificil en el momento presente ver como puede su-
ceder esto. Pero es aun mas dificil concebir cémo la matematica puede
seguir desarrolldndose por siempre sin conocer lo que estudia y por qué.
Estd abocada a perecer en la proxima generacién, ahogada en un diluvio
de publicaciones, pero eso, después de todo, es tan sdlo la mds elemental
razdn extrinseca.

Por otra parte, la solucién sugerida, como la historia misma lo de-
muestra, es en principio posible. Si volvemos al tiempo en que la mate-
matica comenzo a existir, sabemos que entonces conocid su propdsito y
que adquirid este proposito siguiendo precisamente este sendero.

La matematica como ciencia nacid en el sigle VI a, de C. en la comu-
nidad religiosa de los pitagéricos y fue parte de esta religién. Su propdsi-
10 estaba bien claro. Revelando la armonia del mundo expresada en la ar-
monia de los niimeros proporcionaba un sendero hacia una unidn con lo
divino. Fue este objetivo elevado el que en aquel tiempo proporciond las
fuerzas necesarias para un logro cientifico del que en principio no puede
darse parangon. Lo que estaba involucrado no era el descubrimiento de
un bello teorema ni la creacién de una nueva rama de la matematica, sino
la creacion misma de las matematicas.

Entonces, casi en el momento de su nacimiento habian aparecido va
aquellas propiedades de la matemadtica gracias a las cuales las tendencias
humanas generales se manifiestan mds claramente que en ninguna otra
parte. Esta es precisamente la razon por la que en aguel tiempo las ma-
tematicas sirvieron como mcdelo para el desarrollo de les principios fun-
damertales de la ciencia deductiva.

En conclusidn quiero expresar la esperanza de que por esta misma ra-
z6n la matemadtica ahora pueda servir como modelo para la solucién del
problema fundamental de nuestro tiempo: revelar un supremo objetivo y
propdsito religioso para la actividad cultural humana».

Y con esta larga cita de Shafarevich termino el recorrido de unos cuan-
tos aspectos del desarrollo matematico que, pienso, tienen o tendrdn con
el tiempo cierta influencia en la comunidad matematica sobre el modo

de considerar algunos aspectos de su propio quehacer y de su propia vida
cxtr\acientiﬁc&' ’ '
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MULTIPLICACION DE NGMEROS,
HIPERCOMPLEJOS

Por Javier Peralta
catedratico del I.B."Conde de Orgaz®

Prorfesor Asociado de la U. Complutense

1 . Introduccidon

El conjunto de los numeraos conmplejos puede
considerarse como una ampliacién del conjunto de los numeros
reales, y tiene la misma estructura algebralca da éste:
cuerpo conmutativo ¥y R-espacio vectorial; el primero de
dimensién 2 y el segundo de dimensién 1. Tratando de
genaralizar asta situacién, en la primera mitad del siglo
X1X =e plantes el problema de si se podrian construilr
numeroe complejos superiores o bhipercomplejos, formados por
ternas, cuaternas, etc., de numaros reales. Sa 1llegé =
probar, en cambio, que no era posible lograr ese objetivo si
sa deseaba que dichas ampliaciones gozasen de la mismz
estructura algebraica que C, sino que, al construlr

sucasivas extensiones, sa iban perdiendo propiedades.

Histéricamente, la primera extansién que se obtu:
fué6 el conjunto H do los cuztarnios debido a Harxdlton.
dicho conjunto sa la pueds dotar 42 una adicl
multiplica=1én ¥y multiplicacién poOr numer:ds realae, re3ne
a lom cuales tiene estructura de R-espacio vectorial s

dimenaléa % y 49 cusTpo o ~onmtative.
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AdemAs del interés intrinseco que supone el hallazgo
del primer cuerpo no conmutativo <y al unico que puede
ccnstruirse sobre 1los reales, coma probaria mAs tarde
Frobenius), es bien sabido que 1los cuaternios tienen
diferentes aplicacicnes en Fisica y, muy especialmente, en
Mecéanica, ademds de esSu uso en diversas ramas de la

Matematica, como la Teoria de Numeros.

La siguienta extensién consistié en al conjunta K de
los octonios, intrcducida por Graves y Cayley algo mas tarde

Yy que también tiene algunas aplicaciones en Fisica. K es un

espacio vectorial real de dimensién 8, pero la
multiplicacién plerde de nuevo otra propiedad: la
asociatividad.

Se llaman numeros de Cayley, ademAs de a laos
octonios, a otros R-espacios vectoriales de dimensiones 16 y
32, de los que no nos vamos a ocupar, por la dificultad de
su manejo y la complejidad de su notacién. Digamos que estos
dos 0ltimos ni siquiera son anillos de divisisdén ([2]1); es
decir, que si a y b son dos numeros de Cayley del md smo
espacio, la ecuacién ax + b = 0, no tiene siempre s80lucién
Gnica en el mismo. ’

En estas lineas hemos querido poner un paco da étﬁen
entre las ideas a que nos hemose referido mas arriba.
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Es abvio que los conjuntos R, ¢ = RZF , H = R* y
K = R® , con las operaciones habiltuales, tienen estructura
de espacio vectorial real de dimensiones 1, 2, 4 y 8,
raspectivamente. En consecuencia, el problema que nos
ocupara en las sigueintes paginas es el de la multiplicacién

en cada uno de dichos conjuntos.

En los apartados 2, 3, 4, 5 y 6 se describen las
distintas manaras de multiplicar en los canjuntos
anteriores. En al apartado 7 se llega a la conclusién de que
todas allas se reducen esencialmente a deos, lograndose por
cada uno de dichos procedimientos estructuras isomorfas. Con
el primero de ellos, se obtienen los complejos como pares de
nuomeros reales, los cuaternios como pares de nameras
complejos y los octonios como pares de cuaternios. El
segundo permite construir a los cuaternios como una cuaterna
de numeros reales y a los octonios como una cuaterna ds

numeros complejos.

2. Multiplicacidn de cuaternios

En el conjunto H = R* de los cuatarnios, se define

la multiplicacién de la siguiente forma:
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SL % = (x>, X1, X2, X0) , ¥ = (Yo WY1, Y2, Ya) € H |,

entonces x.y = =z, .-donde z = (2o, z, 2Z=,

daterminado por

Z3) viene

Zo = Xoyo = Xi1¥Y1 = Xayz2 — XaVs

Z1 = Xoy1 * Xiyo + XzY» = Xay: L
* X=2Yo + AV

Z® = XoY» + X1 Yz = Xz¥1 + XaYo

Za> = XoY=2 - Xy Yo

Se demuestra entonces <([11) que esta ley da

composicién interna aes asoclativa, ng conmutativa y

distributiva respecto a la adicién habitual en Re
también elemento unidad, que es ¢, 0, 0, O

., Tienmne

Se define confugado de x = (Xo, X1, X=, X2) , a

X = (o, ~%1, -x=, =X2) , que verifica ((41): % = x )y Xty =
Xty , Xx.y = ¥.X , propiedades analogas (salvo la ultima) a
la conjugacién de nimeros complejos.

Y se llama npormm del cuaternic x , al nimero real

2 2 2
N(x) = x5 + xy + x2 + ;é‘. que cumple <[(41):

YxeH, x> 3 0 ;

NCx) = Q<S=px = €0, 0, 0, O) ; XN(x) = N(D ;

FN(x.x') = N(x).N(x*),

Entonces, el cuaternio inverso de x = (0, 0, 0, O)

{ -
as X~ = —X .

N(x)

Asi, el conjunto H tiena estructura de cuerpo no
conmutativo y de R-espacio vectorial (de dimensién 4) y, en

consecuencia, de R-algebra.

De la misma manera que la subalgebra Co de C formada
por los numercos complejos de parte imaginaria cero, pueds
identificarse con R: Co =™ R, también la subalgebra Ho de
H formada por los cuaternios cuyas dos Gltimas componentes
son cero, puede ldentificarse con C : Ho = C En efecto,
es evidente que la afirmacién es valida para la adicién y
miltiplicacién por numercs reales, y segun la definicién de

multiplicacién dada en (LD
(X0, X1,0,0). (Yo,¥1,0,0) = (XoYo=X1¥1,XoY1+Xry0, 0,0) ;
esto es,
(X, X1). (Yo, Y1) = (XoYo=X1Y1,Xo¥1+X1Yo)

que @8 la multiplicacién habitual de numeros complejos como
pares de nimeros reales.



3.

Multiplicacidédn de octonios.

Si

En el conjunto

x

antoncas

Xy = z

determinada per:

Z

Xo Yo

XY

Xo Yz

Xoy=

MoYa

Xoys

XoYys

Xoy»

- X1y

+ X1 Yo

= X1 yo

+ X1 Y=

- X1 V=

+ X1Ya

+ Xry>

- ZTr1Yw

= (Xo, X1, -

¢ K ,

X2y

Xz

XoJe

X2y>

XoYa

Xaym

K

+ Xayo +

= Re

donde

- Xay»

* Xays =

- Xays ~

+ XnYe —

de los octonios se define
la multiplicacién de la siguiente forma:

.

e, X7, Yy = (Yo,

P
2 =

XaYa

Xayms

Xayw

Xay>»

KaYyo

Xayr

Xay2

Xa Y

Vreeoo =)

o~
(Zo, Zi,.

- Xays ~

— XsVa —

+ Xsy»r -~

= XaYe +

+ Xay: +

*+ Xsyo -

+ Xays *

- Xsy= +

e Z>)

XeYs

X V>

XY

Xwyms

XY

XsY:»

Xs Yo

Xsy 1

€

K

viene

Xry>

XrYs

X>ys

X>Y4

X-ya

X>Ya

Xrys

XY

2>

Se demuestra entonces ([3]) que esta multiplicaciéa

no es asociativa ni conmutativa. En efecto, si tomanos
x=(0,0,0,0,1,0,0,0),y=(0,0.0,0,0,0,1,0),z=(0,0,0,0,0.1,0,0)
se tiene

(x.y).2 = (0,0,1,0,0,0,0,0).z = (0,0,0,0,0,0,0,1) ,

x (y.2) = x.¢0,0,0,1,0,0,0,0) = (0,0,0,0,0,0,0,-1);

xX.y = (0'0,1,0'0,0,0,0) y yox = 0,0,-1,0,0,0,0, 0.

Existe elemento neutro: ¢1,0,0,0,0,0,0,0>, y todo

octonio X = (X2,...,X») # (0,...,0) tiene inverso
1 - 2 2
Xx~! = ——= ¥ , siendo N(x) = xo+...+X> ,la norma de x
N(x)
y X% = (Xo>,-X1,-X=,...,~-X>), el conjugado de x (31> , comn

propiedades similares a las del conjugado y la norma de un

cuaternio.

Ademas, la multiplicacién es distributiva respecto
da la adicién, y como K es también un R-espacio vactorial,

resulta que K es un Algebra no asociativa.

También puede identificarse la subdlgebra Ko de K
formada por los octonios cuyas cuatro altimas componentes

son cero con el algebra H : Ko =2 H . En efecto, es inmediato
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comprobar que subsisten la adicién y la multiplicacién por
nimeros reales y, si en (2) se hace

X4=Xs=:{s—x:r=y4=ys=}’1s=}’7=0,

se obtienen Ty =0 (4 § 1 €7), 3y =z, viene dada como
en (1), s1 0 ¢ §J ¢ 3.
4 . Los octonios como cuatarnas

de nimeros compleijos

Al conjunto C= sa& le pueda dotar de la forma
habitual de 1la estructura de R-espacio vectorial de
dimensién 8 con las operaciones habituales de adicidn y
multiplicacién de numeros reales por alementos da C*

Definimos ademas, en C* , la siguiente multiplica-

cién:
(Xo, X1, X2, X2) . Yo, ¥1,¥2,Yya) = (Zo,Z1,22,25) , siendo:
Zo T Xoyo - x:}': - Xzyz - .J?sys
Zr = Xoyr + Xr;’.o + zay;i - 33;2
(3

Z=2 = Xoyz — ;")'b + Xz?o + x:n;y
Za = ;t-oyo + X1 Y2 = X2y + Xayo

donde denotamos con w el conjugado del namero complejo w .

- 37 -~

Se puede probar que esta operacién no es asociativa

ni conmutativa, pues sl X = ¢(0,0,1,0) , y = (0,0,0,1) ,
z = ¢0,0,1,0) , se tienen:
(x.y).z = (0,0,0,1) , x. (y.z) = (0,0,0,-1) ,
x.y = ¢0,1,0,0) ) y.x = (0,~-1,0,®

En cambio, si es distributiva respecto a la adicién

de C+ y tiene elemento umnidad, que es (1,0,0,0> . Por

ultimo, como (X0, X1, X2, X3) . (Xo, =X1, ~X=2, ~X2) =
= ( XoXotX1 X1 +XxTxtXaXs , —XoXi1+X1Xo ~XzXatXaXz ,
XX +X1 Xa+XzXe> —-XoX) o —XoXo—-X1 X2 +X=X1 XaXo ) =

= ¢ 5,2 Ix,0®2, 0, 0, 0 ) (y anAlogamente se llega al

mismo resultado cambiando el orden de los factores), resulta

que todo x = (Xo>, X1,X=,Xa) € C*, x # 0, tiene inverso:
x=1 = (1 7 L/ho 1x,12 ) (T, —X1, =Xz, ~X=)
Asi{ pues, C* tiene la misma estructura algebraica

que el algebra K de los octonios.

Definamos ahora la siguiente aplicacion:

f : K —»C* | f(ro, 1,52, T3, F4,I'8, e, r'>) 3 (Xo, X1, X2, X2) ,

siendo X = It * Irzx=1 , 0 £ £ §3

Es trivial que f es un isomorfiemo de R-espacios

vactoriales:
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Sean (re,...,r»>.(ss,...,8») = (to,..., t>) ,
f(rn,...,8») = (Xo,X1,X2,X8), £(So>,...,87) = (Yo, ¥, ¥Vz,Y2) ,

(Xo, X1, X2, %30 . (YVo,Yr1, Y=, y2) = (Zo,21,2z,Z3)

En virtud de (1), (2>, (3) y la definicién de f , se
tiene:

Zo T Xoyo ~ Xr;'-v - Xzys' - .}E:n}’a =

(ro+ir:) (sot+isy) = (rat+irs) (sz-iss)

- (ratire) (Sa~1ss) - (rs—-1ir-) (ss+isz) =

(FroSo—ri1S) ~reSz—I'?263~IraS4a-rsSes~rsSe~rs5>) +

+ 1 (roSr+r SotraSs>s~—IaSztraSs=-raSa-reS>+r>se) = tot+it:

y, mediante cAlculos farragosos, se llega anAlogamente a

Z1=tetilta , Z2z2=tatits , Z»=tetit> .

Por lo tanto, flto,e..,t7) = (Z2o0,21,22,22) ; e8to as:

FL(ro, .., P22 (80, ...,8»)] = L(ro,...,r>).f(so0,...,8»)

Resulta, por tanto, que [ es' un isomorfismo de

Adlgabras y, en consecuancia, podemoas identificar el Algebra
X de los octonios con C*

Obsérvese también que si en las ecuaciones (3)
supone que x5 , Ys , 24y € R, 0§ J € 3, aa
ecuaciones (1), ya que X: = x4

se
obtienen las
’ ,'}"3 = ys .. Es decir, si

consideramos el subconjunto Co de C , formado por los

nameros complejofl de parte imaginaria igual a cero, es abvio
que C3g RV R+ comd R—aspacinsﬁ vectoriales y, en virtud de lo

anterior, también son isomorfos respecto a la multiplicacién.

En consecuencia, podemos identificar H con la subalgebra K

siguiente:

K® = ( (Xo0,...,%¥») € K ] Xy = Xo = Xa = X>r = 0 ) H
es declir, K° ~ H .
L P Los cuaternios como paras de

numaros compledos

El conjunto c= puede ser dotado, de la mnmanera
habitual, de estructura de R-espacio vectorial de dimensién

4 . Y también se puede definir la siguiente multiplicacién:
(x,%7). (7, y°) = (Xy=F %",y x+x’F) 4>

Es sencillo probar que esta multiplicacién es
asociativa., no conmutativa, distributiva respecto de la
adicién, tiene elemento unidad 1,00 , y si x, x> e C= ,
(x,x”) = (0,0) , entonces

(X, %), (B, ~x*) = (XEAT X[ -x°x+x°T) = (Ix/2+Ix71%, 0) .
y al mismo resultado se llaga permutando los factores. En

consecuencia, existe el inverso:

i

(x,x’)=1 =

Por lo tanto, €2 , adamis de R-espacio vectorial es

un cuerpo no conmutativo.
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Derinimos la aplicacién g : H —» G2

8ro,rs,rz,rs) = (x,x’) , siendo Xx=ro+ir, , x’'=ra+irs ,
que se comprueba facilmente que es un

isomorfismo de
R-espacios vectoriales.

Ademas,

g[ (ro,rr,r=,rs). (se, Sr, S2,8%) =

= 8 (roSo=riS) —rzSz~reaSs , roS:+r;Se+r2Sz~rssz ,

o822~ Satlr2680+rasS: , Fo6atr) Sa—r=8r +rase) =

= ((FroSo=ri1Sy=rzsSz~rasa) + 1(res: tr) Sotr28a-rasz) ,

(roSz—rSetraSotras,) + 1 (roSatr:sz=-rzs, +rsse) )
((rotiri). (so+is))=(S2+iss). (ra+irs)

(821t15a). (Fo+lr, )+ (rz+irs). (so+is; )
= gro,r1,r2,rs).g(se, 81, 5=, S»)

Resulta, en consecuencia,

que g es un isomorfismo de
Algebras que permite identificar

Hcon C=: HaxxC=,

S. Los octomnios como pPareaes

de cuaternios

Es obvio que las definiciones habituamles de adicién

y multiplicacién por numeros reales, dctan al conjunto EB*

de estructura de R-aespacic vectorial de dimensién 8.

Definamos una multiplicacién en HZ por la férmula

4. Néotese que alli x,x°,¥y,y° € C y ahora, en cambio,

x,x'.}"v}” € H .

Si X = (Xo,X1,Xz,X=) , X~ = (Xa, Xm, Xew, X>)

¥y = Yo, Y1,y ¥s) ¥ = (Fa,Yme Y, Y70

y teniendo en cuenta que m = (Zo, ~Z1, ~Z=, =Z3)
sa tiene: (%, X°). ¢y, y°> =

C(Xo, X1, X2, X2). (Yo, ¥ y Y2 yal)=(Ya, ~Ym, ~Vz, ~y»). (Xa, X&, Xa, X770,

(Ya, Yis, Y&, 7). (X0, X1, Xz, X3)+(Xa, Xa, X&, X>) . (Yo, =Y1, ~Y=, -y2l)

De (1> resulta,

tras calculos muy pesados, que el

producto (Zo, ..., Z») viene dado por las acuaciones 2).
Dicha asociativa ni
conmutativa; es distributiva respecto a la adicién en H= ,

¢1,0,0,0,0,0,0,0) , y resulta que

multiplicacién no es

tiene elemento unidad

|

)=t —_— %, -x") , 81 (x,x’> € B® es no nulo.
o x7) NG N ! '
En consecuencia, H= tiene la misma estructura

algebraica que K .

De manera similar a como fueron definidas rf v &,
as define 4 : K —» B , tal que A(Xo,...,X») = (X, xX7) ,
siendo X = (Xo,X1,¥2,X3) , X* = (Xa, Xs, Xs, X>) , ¥ S pruaba
que h es un isomorfismo de Algebras, que permite

identificar K con H® .
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‘7 . Conclusiones

Trataremos ahora de esquematizar los métodos que
hemos seguido a lo largo de este articulo para obtener las

Algebras R, C, H y K,k partiendo de otra de ellas.

Consideraremos los R-espacios vectoriales R, C, H
y K , de dimensiones l, 2, 4, y 8, respectivamente. Dichos
espacios forman también un Algebra con una multiplicacién
que, junto a la adicién, les confieren estructura de: cuerpo
conmutativo a los dos primercs, y cuerpo no conmutativo al
tercero; en al cuarto, ésta tampoco e8 conmutativa y ni
siquiera es asociativa, aunque @8 distributiva respecto a la
adicidn y tiene elemento neutro y simétricos.

La multiplicacién en los primeros conjuntos as bien
conocida y, en lcs dos Ultimos, viene dada por (1) y (2,
respaectivamente.

Usarexcs la notacién Be para referirnos
indistintamente a cada unc de los R-espacios vectoriales R ,
C, Hy K, poniendo p = dizBe , s =R, Ba = C, REe = H ,
Be = K.

A continuacién se resumen las posibles formas de

definir la multiplicacién en cada B, , considerando cada

elenento de Be como un par, O una cuatarna, de elemeatos
cde Eq ,con g ¢ p:
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(12 g = p/2 .

i- Se obtienen, por tanto, los complejos como un par de
nimeros reales, los cuaternios como un par de numercs
complejos y los octonios como un par de cuaternics: C = R= ,
H=C®, K= H= .

La multiplicacién, en todos los casos, viene dada
por <4, donde X%, x¥°, y, ¥y € Ba i (xX,x°) , (y,y°) € Ba .

22) q = p/4

Se obtienen asi los cuaternios como una cuaterna de
numeros reales y los coctonios como una cuaterna de numerocs
complejos.

La multiplicacién viens dada por <3), siendo x:, y.,
=1 € Bq (1=0,1,2,3) ;

(Xo,X1,X2, X80 , Yo,Y1, ¥z, ¥2) , (Zo,21,Z2,Z2) € Ba .

Noteese que 81 g = 1 , entonces X«=xi, yi3y:, y (3)
se conviertea en (1).
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UNAS IDENTIDADES ALGEBRAICAS
ELEMENTALES Y SU SIGNIFICADO
GEOM=E=TRICO
por Juan Bosco Romero NArquez
I. B. "Isabel de Castilla®. Avila

El objeato de este articulo es probar unas
identidades algebraicas elementales y su interpretacién en
al lenguaje geomatrico. Dichas interpretaciones geométricas
tienen su realizacién en las geometrias planas de Euclides,
de Galileo y de Minkowseki basadas, respectivamente, en la
métrica euclidea, de Galileo y da Minkowski. La métrica de
la geomatria queda determinada p'or su producto escalar
(descripcién vectorial) correspondients, sobra el que se
construye la geometria. También se puede dar una
interpretacién en términos de los numeros complejos, duales
y dobles (descripcién algabraica).

I. Comenzaremos esta sSeccién enunciando los resultados
elementales y principal de nuestro trabajo. Damos en primer
lugar unos teoremas elementales auxiliares:

Taorema 1.: Si b, e b’, ¢°, son namaros realeé
cualasqulera, entoncas
a) (b+c) (b°=a’) = (b’'+a’) (b=-c) = Z(cb’=be’).
-} ¢h+e) (b’=e”) + (b +c’) (b=c) = 2(bb’-co’).
) Ch¥c) (b +a°) = (b=a) (D°~=c’) = 2(ba +ch”).
dY (btc)(b’+e’) + (b=0)(b’-c”) = 2(bb’+cc”).
La demostracién se hace por caloulo directo sencillo.
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Teorema 2.: Si b, ¢, b, ¢, SON numeros reales
arbitrarios tales que 0 < c § b Yy 0<c’” £ b°, entonces:
a)> bb’ +cc’ B be’ +ceb’ y b)Y cb’ -~ bc” § Bb’ ~ cc’

Con la igualdad en a) si y sélo sl b" =g’ o0 b =c .
La demostracién se hace por calculo directo sencillo.
El teorema principal es el siguiente:

Teorema 3.: Si b, <, b, ¢” son nameros reales

cualesquiera, se tienen las siguientes identidades
algebraicas alementales:

a) (b= + ¢cT)(b*F + c°%) = (bb” + cc’)2 + (cb” =bec)F =
= (bb” - cc’)=Z 4+ (cb’ + bec' o= , (Diofanto>
b) 4bcb’c’ = (bb° + cc )= - (bb* - cc)® =

(€b” + b)) = (ch” - be’i)x ,
c) (bF = c2)(D°F = c"2) = (BB + cCc’I= - (b’ + be )= =
= (bb” - cc )= ~ (cb’ - bec)= ,

La demcstracién se hace por célculo directo sencillo.

Obearvacién: Algunas de las identidades anteriores pueden
ser escritas en la forma de producto si recordamos la
identidad algebraica elemental: a?-bZ = (a+b) (a~b) . E1
teorema 1 nos permite a su vez, escibir las identidades del
teorema 3 en otra forma simpla.

Corolario: Si b, ¢, b°, ¢° 80D numeros reales
arbitrarioce, entonces:

(02 + (LT + ¢°3) P (Bb” + ce’I=
(bF + cT (b2 + ¢°3) & (hc” + cb’)=

con las igualdad entre los dos primeros miembros si y sélo
sl bc” - ¢cb” = 0, y entre los dos a4ltimos, si y sé6lo si
bb” - ¢cc” = 0

La demostracién de este corolario es una consecuencia

directa de los teoremas 1, 2 y 3.

Como un buen ejercicio de calculo algebraico elemental

proponemos 8l siguiente a los alumnos:

Bjercicio: Si todas las letras que se indican en las
diversas cuestiones de aste problema representan numeros
reales, probar las sigulientes identidades algebraicas,
indicando, en 1las que sea posible, una intaerpretacién

geométrica sencilla:

a) (x $& y)= =5 4xy = (x £ y)=<

b (X + y)ix ~ y) = x4 - y&

-3 (XX y)xT T xy + y2) = x? % y* |, y mAs general:
(X = y2(xm=! + xXP™3qy + ... + Xy°~2 4+ yo=r) = xn - yn
(X + y)xn=! = x"=3y + ... Txyr—FX ygr-') = xrk ym,

con signo superior o inferior segun que a (natural) sea
un nidmero impar o par.

Las identidadee que a continuacién proponemocs tienen una
importancia fundamental para demostrar diversos resultados

itiles @ interesantes de la teor{a de numeros:

d) (XT + y2)(x'T + yI) 3 (xx'FT yyIZT ¢ (xy' X yx )=,
(X% + ay2)(x"2 + ay°2) = (xx'd= ayy“ )2 + a(xy g yx )=,



— — — ﬁf

£

)

ho

(X = yo)(x T = yrx) (xx" B yyOF -~ (xy o yx )=

’

(X5 = ay<) (x"% - ay* =)

(xx 2= ayy )= - acxy ' yx)=

(X4 YS4ZR) (X Dby Rpz F) =

= (XX Htyyitzz IR ¢ Y2 =y z)* + (zx"-z°'x)2 + Xy '=x"yr=

(Lagrange>
(ZE—xD=z2) (g H=x 2y 2) =

= (Zz =xx’-yy )3 + (Y= =y z)R + (Zx" -z )= + Xy’ ' -x"y)=

(XEAyStgLby<t) (X F4y " Ttz "By cX) = (XX "+yy +zz +uu )=+

Xy ~yx‘+zu-uz’)=+ (XZ'~yu’=zxX +uy )=+ (xu ‘tyZ-zy -ux‘)=

Ejercicio: Si las letras que aparecen en las diversas cues-

tiones de aste problema indican numercs complejos cuales-

qQuiera, prabar por calculo directo las identidades:

a)

b

(-}

(=5

b4/

8>

h

1>

=§w:/z e 272__/2 - z‘/&’ 1/2 + 12'/2 i[z - izl 2
2 2 2 [P

lzl + 1z = /(z+z’)/2 ~yYzz- / + [ztz0/2 + VzZz" /

11-zoz|2=|2~z51= = (1 = 12201032 = (lz] - |2zo/)3 =

= (1 + 12Z0l)% -~ (lzl + Iz0l)=,

I WoZotWZ! 2 + |wZo-WozlT = Clwol@+4lwi3) Clzol +iz)2)

11=242213 = |zy=22/2 = (1 = 1Z:13) (2 ~ |zt

12 + AZ2°1F + |z° + Az)= = (A+A3) (1 zl13+z° I’) (A eRD

(n=2) me.ra + /Z'a.. / Z/a.. + ag/®.

nkzt kuy 18k<ssm

n Z‘a"aui” -/Z’a../ Z/a.. - ag/? .

k=t tsk<sgn

II. Aplicaciones algebraicas:

sorprendentes identidades numéricas,
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Comenzamos esta seccién

pPropone como problema:

a\[5 + \/22 + 2\F

b)

debida a D.

s v2¥5 _ V5 o+

3-2Ys Y5 -1

Identidades increibles.

danda las sigulentes vy

Cuya comprobacién se

debida a Hardy.

c)V‘/; —34 = -%-(’\/;+3\/2—-i/-2_5-)

3 — 3
@ Y20 + 14f2 +\f20 - 14V2
4
\Iz_<v7+4»/_-\/7—4w/5>=2
3 3
\/3 +Vo + 125/7 - \/-3 +\o + 125/7 = 1 .

a)

b P/

h

L

»

¥

Vi Vi - Ve,

V;+2J10+2 V8-2V10+2

f?t\/_b's'ﬁ.«-uﬁzﬁ

Va +5EVa -6 = Vza Eafam - o= (a>¥)

Va £ = V(a +Vae-omr/2

@ - va=-b2r/2

v11 + 2 29 + Vlﬁ - 2v29 + 2V55 - 10

Shanks.

=VZ(1 + V3)

a>b).
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Ejercicios: Utilizando como base el teorema 3, establecer

las siguientes identidades algebraicas y numéricas:

a) Vi1 - afe = 2vVz - V3
b) Vaz2s - 1686 = 21 - a5

) \f1+f2'—»/'§ + \[a+VZ+/T = Vovz-1 243> + VoVZ+1> -3 .

OWVE-1 + Vouys Wv"e‘+1 + V2+/3 = 4\7\/-2-—1 l\'/zﬁ’é" +Vf5+1 %—/:'3_.

o Yo+VZ-aVD) aeyZrava) = V-1 @3 + Wart 215

b ) \Ix-'*+1 ~Vx2-1 \{2x+\’x2+1+\/x2— =
= X0 GoryaeaT) + WEFTom e-Vx=-1) |, (x>1>

8> \/23«"-*21{‘.’\/‘.u:-‘*i-},r-‘k > \/x-‘-y-‘) =
= ‘f(v‘x*‘-by‘—x) eHVx==y=) + 1)(\fx-‘+y-‘+x) (x—-y‘x“—y-’).. x>y>0)

h Probar la identidad a) de Shanks de la
Poniendo x = Ju~23‘35 y ¥ o= \/11+2\/2_9- en

Xy + Vx* +2xy + y2 = g +Vx-*<1+y2)+2<xy)x .

PAgina anterior

III. Interpretacisn geométrica de las identidadecs del
teorema 3.

Veamos primero una interpretacién geométrica de algunas
de las identidades del tecrema 3,

en términos de trian
rectangulos. e
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Teoreme 4. Sean T: a > b 2 ¢ y T°: a’ > b’ 3 ¢’ dos
triangulos rectangulos. Entonces se tiene:
i> aa’” ? bbb’ + cc’ , alcanzandose la igualdad si y sélo

si los triangulos T y T° son semejantes (linelmente

proporcionales);
11> aa’ 2 be” + cb’ , alcanzandose la igualdad si y sélo
si los triangulos son semejantes hiperbélicamente

(inversamente proporcionales?.

Demostracién: 1) se sigue del hecho siguienta:
a? = b= + ¢c*, a’F = b’'% + ¢’2% , ya que los triangulos T y
T’ son rectangulos, por hipotesis.
Podemos escribir, por el teorema 3 a) que:
a<a’'® = (b=S+c<) (b 'S+c =) = (bbb '+cc’)<2 + (be"—-cb' 0= |
y de aqui,
a<a’'® } (bb” + cc’)= , aa” 3 bb° + co”

S1 se tiene la igualdad, entonces tenemos que
aa’ = bb'+cc’ 4md a=a’ = = (bbb +tcc’)F G=Pp (bec'—cb’)E = 0>
4= bc'-cb’ = 0 dm=p b/c = b'/c <> Ty T  son semejantes.

11) Por el teorema 3 b)> podemos poner que
asg’2 = (bI+cA) (H 2+c’R) = (b ~cc V)2 + (be'+cb’' )=
y de aqui tenemos que
a*a‘2 3 (bec'+chb’ )T 4p=p aa’ } bc’+cd’
Si se tiene la igualdad, operando llegamos a:
aa’ = bo’tch’ 4= a2 T = (bI4+eR) (B FT+c’R) = (bo'+ob )T &=>
&> (b -¢C')R =2 0 @=p bbb -cc” = 0 &= bbp° = cc’ <>
4> Ty T’ son hiperbdlicamente semejantea.
Con esto queda concluida la demostracién del teorema.
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Ejemplo de dos triangulos hiperbélicamente semejantes:
TomrparaT:b=12,c=8,a= b<+c® = ¢4 13 y para
T": b =6, ¢’ =9, a = b'%+c* = 3 13 . Tenamos de lo

anterior que bb” = ce” = 72 , 1los triaAngulos son

hiperbélicamente semejantes ¥y 4 13.3 183 = 12.9 + 6.8

Teorema 5. Sean T Yy T’ dos triAngulos raectangulos tales que

entrea sus lados se verifican, respectivamente que ¢ § b < a,
¢” § b” < a” . Entonces se tiene que

aa® 3 bb” +cc 3 be' + cb’

La demostracién se slgue como una consecuencia del
teorema 4.

Teorema 6. SiT:a)b)cyT’:a’)b')c' son dos

triangulos que ninguno de ellos sea acuténgulo, entoncea:

aa” ) bbb’ +cc’ ) be’ + b’

La demostracién as una consacuencia
corolario.

del teorema 3 y de su

Los conceptos de pares dae triangulos linealpents
somejantes e hiperbélicamente semsjantes, mencionados antes,
8@ pueden definir, an .

rectangulos, como aigue:

pPrincipio 86lo para tfianguloa
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Definiciénes: Log dos triangulos rectangulos T : a > b 2 ¢

y T : a° > b° 2 ¢, de lados indicados, son linealmente
semejantes si y sélo si se verifica:

b b

T - c’

.

Los triangulos rectangulos I ¢ a > b 2 ¢ y T° : a’ > b” 2
¢’ , de lados indicados, son hiperbélicamente semejantes si
y sé6lo si se verifica:

.

bbb = cec’ . .

Teorema 7. Los unicos pares de tri&ngulos rectangulos que
son a la vez linesalmenta e hiperbélicamente semejantes son

los triangulos leésceles.

Finalmente, para ancontrar una interpretacién
geométrica de las identidades enunciadas en el teorema 3,
relacionadas con las Geometrias de Euclides, de Galileo y de
Minkowski, ver al libro de I. M. Yaglom : "4 sizple non-
euclidean geometrie and its physical bases" (Springer, New
York.l 1679). También ©puede verse en eata libro la
interpretacién de las identidades del teorema 3, en términos
de numeros complejos, duales y dobles.
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SOBRE ANALISIS NO ESTANDAR

por Manuel SuArez Fernandez

CAPfTULO II : AXIOMAS Y PRIMERCS TEORENAS DE LA TEORfA DE
CONJURTOS DE ZERNELO-FRAEFKEL Y AXIOMA DE ELECCIGH.

Aunque el titulo de la serie es “"Sobre Analisis o Hstandar®,
este segundo articulo o Capitulo de la msma, solp tratara de matematica
estandar o clasica. Bn lugar del mismo podria simplemente escribir que
“se considera la Teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel con el axioma
de eleccion”, pero preflero concretar un poco mas estas cuestiones con
el fin de precisar los significados de notaclones y términos que jugaran
un papel fundanental en siguientes articulos o capituios de la referida
sarie.

AXIQKAS DE LA TEORfA DE CONJUNTOS DE ZERNMELO-FRAEWKHL

Admitimos que existe una clase, que notamos “U* , de
cosas que llamamos “conjuntos”, que existe un (slgdn) conjunto
y que existe una clase, que notamos "P®, de cosas que
llamamos “propiledades”.

Los signos que llamamos “variables” s6lo son para
*seflalar lugares"

Admitimos que ®si % es una variable o & es un
conjunto y N es una variable o N es un conjunto, entonces
existe una propiedad que notamos * EeN * y llamamocs “§
perteneca a N " o * & es elemento de N ", y existe una
propiedad que notamos *§=N*y llamemos ” § es igval aq *.

Admitimos que s8i o« es una propiedad, entonces existe
una propiedad que notamcs * To * y llamamos ” no x “.

St B es una variable o § es un conjuntoy RN es
una variable o es un confunto, entonces a 1(g eN ) la
notamos * B@N*ya TVc§F=1) la notamos *§=1~ .



Admitimos que si o es una propledad y B es una
propiedad, entonces existe una propiedad que notamos “a A 8
¥y llamamos “a y 8% .

Si a es una propiedad y B es una propiedad, entonces
a VcMNa)Ac18>) la notamos “a V3% y la llamamos "a o 8%,
a (a@Vg@>ATaAB) la notamos “a W 3% y la llamamos "0 @ O
B”, a (Ua> V8 la notamos ¥ a«a = 8 " y la llamamos “ «
tmplica B “ o “si « , entonces B “, y a (@ = HOA B => a
la notamos * o &9 38 “ y la llamemos “ « eguivale a 8 " o

" 2 es squivalente a @ " o ¥ o si y sélo si1 8 “.

Si X, Y son variables, £ es un conjunto y F es un
conjunto, entonces decimos que:
-~ en X € ¥ y en X=Y figuran libres X, Y, no figura libre
variable alguna distinta de X, Y (es decir, distinta de X y
de 7, y no iigura conjunto alguno.
- en X e E, BE e X, X=E8By E = X, figura libre X no
figura libre variable alguna distinta de X, figura E y no
fgura conjunto alguno dsitinto de 5.
- en E ¢ Fy B = F figuran 5, F y no figura conjunto alguno
distinto da 5, F, y no figura libre variable alguna.

Si X es una variable, K es un conjunto y o es una
propiedad, entonces decimoe que:
- an J e« figura libre X si y s6lo s8i en « figura libre X ,
- en "l « figura B sl y s6lo s1 en o figura 5.

Si X es una variable, X es un conjunto, & @s una
propiedad y 8 ee una propiedad, entoncee decimne que:
- ean a AB figura libre X si y s5lc si en a figura libras X o
en 8 figura libre X .
- an alj {diguce Fei y 36lc 31 en x figura o an B figurs
£ .

ddmicimoss qua a1 X se 2nz2 reariable ¥ o« sE uns

vrapledsd tai gque en o figury lihra & . sutonces 3Rizisx uts

propiedad gque notamos “ 3 xa “, llamamos “existe X tal que
(s@ veririca’) « ", y decimos que en d xa figura ligada X y

que “ligada” significa “"no libre” (y que “l1ibre”, pues,
significa “no ligada*®).

S1 X es una variable y o es una propiedad tal que en
a figura libre X , entonces a T¢3xcVa)) la notamos
“ % xa “ y la llamamos “para todo x (se verifica) « “,

Si o es una propiedad, entonces decimos que "a es un
enunciado” si y sélo si en o no figura libre variable

alguna.

Se demuestra que:
- si E es un conjunto y F es un conjunto, entonces £ ¢ Fy
£ = F son enunclados.
- si « es un enunciado, entonces “J ¢ es un enunciado.
- 51 a es un enunciado y B es un enunciado, antonces aAB ,
aVp , aWB , a = 3 y a$=»3 son enunciados.
- g1 X es una variable y a es una propiedad tal que en «
figura libre X y no figura libre variable alguna distinta de
X , entonces 3 xx ¥ V.Ya son enunciados.
- o1 X es una variable, 5 es un conjunto, P(x) es una
prcpiedad tal que en Pdx) figura libre X y no figura libre
variable alguna distinta de Xy P(E) es la propiedad tal que
en P(E) figura B donde en P(X) figura X, entonces P(E) es un

anunciado.

Admitiremos que existe una clase de enunciados a los
que llamamos “vardaderos”, que existe una clase de
enunciados a los que llamamos “falsos” y que si p es un
enunciado, entonces o p es verdadero o p es falso (ea decir,
p es verdadero o p es falso y no se verifica que p es
verdadero y p es falso).
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Si p es un enunciado, entonces " p * y "se verifica
p “ significan * p es verdadero” y “"no se verifica p *
significa * p es falsa”.

Admitimos que si p es un enunciado, entonces se
verifica que:
- s1 p es verdadero, entonces “]p es tfalso.
- sl p es falso, entonces -] p es verdadera.

Adnitimos que si p es un enunciado y g es un
enunciado, entonces se verifica que:
- si p es verdadero y g es verdadero, entonces pA qg es
vardadero.
- 81 p es verdadero y g es falso, entonces pAq es falso.
- s1 p es falso y g @s verdadero, entonces pAg es falso.

- s1 p es falso y g es falso, entonces pAq es falso.

Si X es una variable, F es un conjunto, P(X) es una
propiedad tal que en P(X) figura libre X y no figura libre
variable alguna distinta de X, y FP(F) es el enunciado tal
que en P(E) figura F donde en P(X) figura X , entonces
decimos que & verifica P¢(X) si y sé6lo si el enunciado P(E)

as verdadero.

Admitimos que si X es una variabla y P¢(X) es una
propiedad tal que en P(X) figura libre X y nao figura libre
variabla alguna distinta de X, antonces el enunciado J xP(x)
es verdadero si y s6lo si existe (algan) conjunto K tal que
5 verifica PXD

Admitimos que 81 K e8 un conjunto y F es un
conjunto, aatoaces 5 = Fs8l1 y 86lo s1 £ es al mismo conjunto
que F .

- 59 -

Admitimos (axioma de extensionalidad) que si 5 es un
conjunto y F es un conjunto de manera qua si 4 es un
conjunto. entonces A es elemento de £ si y sélo si 4 es
elemnto de F , entonces £ = F (es decir, admitimos que si
X, Y, Z son variables, entonces el enunciado:

Vx¥r (Y¥z <ze x&> 2z ¢ ¥) =» X = Y) es verdadero) .

Si § es una variable o § es un conjunto, 7 es una
variable o Yl es un conjunto y X es una variable, entonces
a (la propiedad) X X ¢ £ =p X ¢ ) la notamos " SN *
y llamamos " ¥ esta contenido an 1 " o * § es subconjunto
de N "o “ & as parte de B * (luego si1 5 es un conjunto y
F es un conjunto, entances el enunclado & € F es verdadaro
sl y sélo sl se verifica que si 4 es elemento de F

entonces 4 es elemento de F ).

Admitimos (axioma del conjunto potencia) que si K es
un conjunto, entonces existe un conjunto que notamos ~ P>~
y llamamos “conjunto potencia de B “ o “conjunto de los
subconjuntos de K " o “conjunto de las partes de £ “, tal
que si 4 es un conjunto, entonces 4 es elemento del P(E» si
y s6lo si A es subconjunto de 5 (es decir, admitimos que si
X, Y, Z2 son variables, entonces el enunciado

Yx3dr¥z 2 e vé»zcx es verdadera).

Adnitimos (axiomm de la uniém) que si X es una
variable y 5 es un conjunto, entonces existe un conjunto,
que notamos " ‘\‘J‘ X “ y llamamos “conjunto unién de los
elementos de 5 ", tal que 81 4 es un conjunta, entonces es
elemanto del x% X 81 y s6lo s8i exista un (algun) elamenta
B de 5 tal que A es elemento de B (es decir, admitiremos que
sl X, Y, 2, T son variables, entonces al enunciado
Yx3r¥Yz <ze v&mpIT (T e« XOAZ ¢ T)) as verdadero>.



Si X, Y son variables y P(X,Y) es una propiedad tal
que en P(X,Y) figuran libres X, Y y no figura libre variable
alguna distinta de X, Y, entonces decimos que P(X,Y) es una
propiedad funcional de funcién Y s1 y solo sl se verifica
que si E es un conjunto, F es un conjunto, G as un conjunto,
P(E,Y) es la propledad tal que en P(E,Y) figura £ donde en
P(X,Y) figura libre X , F verifica P(E Y) y G verifica
P(E,Y) , antonces F = G .

Si X, Y son variables, P(¢X,Y) es una propiliedad tal
que en PcX,Y) figuran libres X, Y y no figura libre variable
alguna distinta de X, Y, P(X,Y> es una propiedad funcional
de funcién ¥, EF es un conjunto, P(E,Y) es la propiedad tal
que en P(E,Y) figura E donde en FP(X,Y)> figura libre X , y F
es un conjunto, entonces decimos que F es Iimagen de F

respecto de P(X,Y) si y sé6lo si F verifica P(5, 1)

Admitimos (axioma de sustitucién? que si X, Y son
variables, P(X,Y) es una propiedad tal que en P(X, Y) figuran
libres X, Y y no figura libre variable alguna distinta de X,
Y, P(X,Y) es una propiedad funcional de funcién Y y 5 es un
conjunto, entonces existe un conjunto F tal que 8i B es un
conjunto, entonces B ea elemento de F ai y s6l0o si exiete un
(algun) elemento 4 de F tal que B es imagen de 4 respecto de
P¢X,Y) (es decir, ei X, Y, Z, T son variables, P(T,2Z) es una
propiedad tal que en P(T,2) figuran libres T, Z y no figura
libre variable alguna distinta de T, Z2 , y P(T,2) es una
propiedad funcional de funcién Z , entonces el enunciado
Wx3r¥z « ze vréP 37 T e DAPT,2)) ) a8 vardadero).
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Se demuestra qua existe un conjunto, que notamos

¥ # " y llamaremos “conjunta vacio” tal qQue si 4 es un
conjunto, entonces A no es elemento de g (es decir sa
demuestra que si X, Y son variables, entonces al enunciado
Jx¥y ¢ Y & X ) es verdadera.

Se demuestra que si F es un conjunto,

entonces
existe un conjunto, que notamos " () “ y llamamos “conjunto
de elemento £ ”, tal que si 4 es un conjunto, entonces 4 es
elemento del (E) si y sé6lo si 4 = F (es decir, se demuestra

que s1 X, Y, Z son variables, antonces al enunciado
’V’XﬂY‘VZ (Z ¢ Y iz = ¥ ) es verdadero).

Se demuestra que si F es un conjunto y F es un
conjunto, entonces existe un conjunto que notamos " E U F *
y llamamos "“conjunto & unién F Y tal que si 4 es un
conjunto, entonces 4 es elemento del 5§ UF si y sélo si 4 es
elemento de £ o 4 es elemento de F (es decir, se demuestra
que si X, Y, 2, T, son variables, entonces el enunciado
VXYY3Z¥T (T« Z4md (T e DV (T ¢ ¥) ) es verdadero’.

Admitimos (axioma del infinito) que exista un
conjunto o tal que:

- § a8 elemento de w

- 81 A es elemento de w , entonces el A4 U (4} es aelemento
de @ .
= sl 4, B son elementos de w y A es alemanto de 53

antonces B no es elemento de 4 .

- 8l F es subconjunto de w tal que ¢ es elemento de 7 , y
se verifica que si 4 es elemento de R entonces al 4 U (4)

8 elemento de 5, entonces F = u (es decir, admitimoe que
81 X, Y, Z son variables, entonces el enunciado

Ax ccosx) A revex = vV (Y)ex) NYYY Z¢YeXoONCZeXON (YeZ) =>
= (ZEY) ANYrrCx) Agey) AWz Zey = zWU Zier) = v=2))

es verdadero).



PRIMEROS TECRENAS DE LA TEOR{A DE CONJUNTGCS
DE ZERMELO-FRAENKEL

Los ya considerados (cuya redaccién, como la de los
que consideraremos a continuacién, empleza: “se

demuestra...") y los sigulentes:

Se demuestra <(teorema generalmente llamado “axioma
de comprensién®) que si F aes un conjunto, X es una variable
y P(X) es una propiedad tal qua en P(X) figura libre X y na
figura libre variable alguna distinta de X , entonces existe
un conjunto F tal que si 4 es un conjunto, entonces 4 es
elemento de F si y s6lo si A es elemento de E y 4 verifica
PX) (es decir, se demuestra qua si X, Y, Z son variables y
P(Z es una prapiedad tal que en P(Z) figura libre Z y no
figura libre variable alguna distinta de Z , entonces el

enunciada VXBYVZ. (Zey &= ZeXO\NP= ) es verdaderao).

Se demuestra <(teorema generalmente llamado “axioma
del par®) que si & es un conjunto y £ es un conjunto,
entonces existe un conjunto, que notamos “ (EB,F} ", vy
llamamos “confunto de elementos E, F *,tal que si1 A es un
conjunto, entonces A es elemento del (E,F) sl y sélo si A=FE
o 4=F (es decir, se demuestra que s8i X, Y, Z, T son
variables, entonces el enunclado

-VXVYBZVT ¢ Tez &= (T=x0OV (T=Y) ) es vardadera).

Se demuestra que si X es una variable y B es un
conjunto tal que F = g , entonces existe un conjunto, que
notamos * QE' X * y llamamos "conjunto Ianterseccién de los
elementos de E " tal que si 4 es un conjunta, entoncea 4 es
elemento del Q‘ X 81 y s6lo si se verifica que si B es

elemento de F , entonces 4 es elemento da B (es decir, se

demuestra que si X, Y, Z, T son variables, entonces el

enunctado X Xzs => ¥ zczey &> YT (TeX =P ZeT))) as

verdaderao) .

Se demuestra que si A es un conjunto, antonces

existe un conjunto, que notamos " & N F * y llamamos
"confunto E interseccien F ", tal que si1 A es un conjunto,
entonces 4 es elemento del EMNF si y sbélo si1 4 es

elemento de £y A es elemanto de F (es decir, se demuestra
que si X, Y, 2, T son variables, entonces el enunciado
VXVYEZVT(TG 2&> (T ¢ 0Nt e vV ) es verdadero.

Se demuestra que si £ es un conjunto y & es un
conjunto, entonces existe un conjunto que notamos " ENF "
¥y llamawos "conjunto diferencia entre £ y F ”, tal que si
A es un conjunto, entonces 4 es elemento del EN\F si y sélo
si 4 es elemento de 5 y A no es elemento de F (es decir, se
demuestra que si X, ¥, Z, T son variables, entonces el

enunciado XY rIzYT ¢ Tez &> (TelD AT ¢Y) ) es verda-
dero).

Si B es un conjunto y F es un subconjunto de & ,
entonces al ENVF le notamos * cF‘ ” 9 (si no hay peligro de
confusisén) * CF # y le llamsmos . “conjuato complementario
da F respecto de E "o <(si no hay peligro de confusién)
~confunto complementarioc de F “.

Si F es un conjunto y F es un conjunto, entonces al
{ B) , (E,FY } la notamos " (&, F) “ y le llamamos "par
ordenado de primera componente 5 y segunda componente F ” o
"par ordenado de componentes E, F ® o0 “par de componentes
B, F * .
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Se demuestra que si 5§ es un conjunto, F es un
conjunto, ¢ es un conjunto ¥y H es un conjunto, entonces
(E,F) = (G, H) si y sé6lo sit B = Gy F = H (es decir, se
demuestra que si X, Y, Z, T son variables,, aentonces el

enunciade Y XYYV¥ZV¥T X 1=z, D) 4=p X=2) A(r=T2) es
verdadero) .

Se demuestra que si &5 es un conjunto y F es un
conjunto, entonces existe un conjunto, que notamos “ F XF»
y llanmamos “conjfuato praoducto cartesiano de £ por F ", tal
que si A @s un conjunto, entonces A es elemento de EXF si y
8610 si existe un elemento B de £ y existe un elemento C de
F de manera que 4 = (B, C) (es decir, se demuestra que si

X, Y, 2, T, R, S son variables, entonces el enunciado

YXYPY3ZYT ¢ Tez<=> JF RIS (ReXON (SerOAT=(R,S)> )
es verdadero).

AXIONA DE ELECCION

Admitimos (axioma de eleccidéon) que si X, Y son
variables y B es un conjunto, entonces existe una prapiedad
P(X,Y) tal que en P(X,Y) figuran libres X, Y y no figura
libre vartable alguna distinta de X, Y, PX,Y> es una
propiedad funcional de funcién ¥ , y A4 es8 um subconjunto de
E tal que 4 #» § , entonces existe un elamento B8 de 4 tal qua
B es imagen de 4 respecto de P(X, Y (es decir, admitimos
que 81 X, Y son variables y F es un conjunto, entonces
existe una propiedad P(X, ¥> tal que en P(X, Y) figuran libres
X, Y y no figura libre variable alguna distinta de X, Y ,
P(X,Y) es una propliedad funcional de funciém Y

enunciado:
YX (XCE)NX #» g) =mp Y YeX>APCX,Y)))

' Yy el
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as verdadero. Luego, considerando que “ P(X,Y> ” significa
“elegimos un y sélo un elemento Y de X " , lo que admitimos

es que si £ es un conjunto ¥ 4 es un subconjunto no vacio de

£ , antonces elegimos un y solo un elemento B de 4 ).

APEHRDICE

Con los axiomas, definiciones y teoremas considera-
dos de la ZFC <(es decir, de la Teoria de Conjuntos de
Zermelo-Fraenkel con el axioma de eleccién), se definen
ternas, cuaternas, correspondencias (entre conjuntos),
relaciones binarias, relacicnes de equivalencia (clases de
equivalencia, conjuntos cociente), relaciones de orden (de
orden total, de buen orden), relaciocnes de orden estricto
(de orden estricto total, de buen orden egstrictoy,
aplicaciones, leyes de composicién, estructuras algebraicas,

estructuras topolégicas, etc.

Los numeros naturales se definen con los axiomas de
Peano (#), de (por ejemplo) la siguiente manera:

Admitimos que axiste una clase, que notamos “ H *“ de
cosas que llamamoe “numeros naturalas”, tal que
- existe un numero natural que notamos 0 y llamamos “cero”,
- 81 n es un namero natural, entonces existe un ndmero
natural que notamos * s(n) “ y llamamos “siguiente de z * ,
- el 0 no es siguiente de numero natural alguno,
- 81 n es un numero natural y @ es un numero natural
distinto de n , entonces s(n) es distinto de s(m) ,
- (principio de induccién completa o principio de

racurrencia)_ si B es una clase de numeroe naturales (as de-

(#) Giuseppe Peano (1858-1932)
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cir, sl E es una subclase de N ) tal que 0 es de (la clase)
E y sa verifica que si <(un namero natural) a es de (la
clase) E entonces el s(n) es de (la clase) E , entonces £

es la misma clase qua N .

S1, considerando el axioma del infinito de la ZFC,
al conjunto w le notamce “ K “ y a sus elementos les
llamamos “numeros naturales”, al ¢ le notamos * 0 " y le
llamamcs "cerc”, y si n es un elemento de  , entonces al
)~ (n} le notamos s(n) y le llamamos “siguiente de n *,
entonces, considerando los aziomas de la ZFC, se demuestra
que existe un conjunto, que notamos “ ¥ * y a cuyos

elementos llamamos "numeros raturales”, tal que:

P:: existe un niémero natural que notamos “ 0 “ y llamamos
Ycero”,

Pzt si n es un numaro natural, entonces existe un numero na-
tural que notamos " s(n) “ y llamamos "siguiente de n ",

Ps: 51 n es un numerc natural, entonces sn) = 0 ,

Pa: si n es un nimero natural y m es un numero natural tal

que m * n , entonces s(n) = s(m)

Pa (principio de induccién completa o principio de recurren—
cia): s1 B es subconjunto Ae N tal que 0 es elemanto de
Ey si se verifica que s! r es alemento de F entonces

s(n) es elemento de K, entonces B = § .

Es decir, se reduce asi la clase ¥ de los numeros
naturales y cada numero catural a un conjunto, y los axiomas
de Peano a teoremas de la ZFC .

La estructura de 1los numeros naturales sa define
considarando bAsicamente el Principio de recurrencia.
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Considerando relacianes de aquivalencia sobre
conjuntos producto cartesiano, <clases de equivalencia vy
conjuntos cociente, s8 definen los numeros enteros, Su

conjunto, y su estructura como prolongacién de la estructura
de 1los numeros naturales, y los numeros racionales, sSu
conjunto, y su estructura como prolongacién de la estructura
de los numeros entaros.

Se definen sucesiones <(como cierta clase de
aplicaciones) y sucesiones regulares (o de Cauchy) de
numeros racionales, su conjunto, una relacién de
equivalencia sobre el mismo, los numeros reales como las
clases da equivalencia, su conjunto como el conjunto
coclente y su estructura como proplongacién de la estructura
de los numeros racionales.

Los numercs complejos, en fin, se definen como pares
ordenadeos de numeros reales, su conjunto, por tanto, como un
producta cartesiano y su estructura como prolongacion de 1la
astructura de los. numeros reales

Da esta forma, los conceptos del Analisis Matematico
quedan reducidos a pares ordenados, productos cartsesianocs,
relaciones de aquivalancia, conjuntos cociente ¥
aplicaciones partiendo de los numeros naturales, y en
consacuencia, a conjuntos. Es decir, el Analisis Matemgatico

resulta asi interpretado en la ZFC.

Algunos teoremas basicos y algunas definiciones,
notaciones y consideraciones usuales son las siguientes:

Al conjunto de los numeros reales le notamos “ R 7,
a la suma de numeros reales la notamos “ + *, al producto
de numeros relaes le notamos * . “ y a la ralacién de orden
sobra R la notamos * ¢ “. Se demuestra que la cuaterna de
componentea R , + , . , ¢ , que notamos * (R,+,.,¢> “ es un

(o tiene astructura de) cuaerpo <(conmutativo), totalmente



crdenado, arquimedeanc y completo. Si r es un numero real,

entonces, al simetrico de r respecto a la + le notamos
#(-r)" o "-r* y si r # 0, entonces al simétrico de r
respecto del . le notamos “ r~' “ o * -;— *» . 8L r es un
numero real y s es un numero real tal gque s # 0, entonces a

‘ L r "
r. 3 le notamcs S .

Se demuestra que si § es una variable o £ es un

numero real y 1N es una variable o 1 €8 un numero real,
entonces § < M es una propiedad que llazamos “ § es
menor o igual que 7] . Si ¥ es una variable o & es un
numero real y 1 es una variable © N es un numero real,
antonces " € 21 “ significa * Ns&§ » » T ¢N ~ gignifica

N (ES'I)/\ (§=0»> “y » €50 » significa “N <§ * .
Consideramos (para simplificar) que ¥ es un
subconjunto de R y, en consecuencia, que 0 es8 elemento
neutro de la suma de numercs reales, qua el s(0>, qua
notamos “ 1 “, es el elemento neutro del producto de numeros
reales y que si n es un numero natural, entonces scn)=n+l.
S1 x es una variable y P(x) una propiedad tal que en
P(x) figura 1libre x, no figura 1libre variable alguna
distinta de x y existe un conjunto 5 tal que si 4 es un
conjunto, entonces A4 es elemento de F s1 y sélo si 4
verifica P(X), entonces a K la notamos ” ( x / P(x) » " y la
llamamns “conjunto de los x que verifican P(x) " o "conjunto
de los x tales que (se verifica) P(x) °,
Al conjunto de los numeroce erteros lo notamos “ Z “,
al conjunto de los numercs racionales le notamos ” Q * y
(para simplificar) consideramos que si X, Y son variables,
entonces Z=2BVYx/ (-x) e B}
y Q= ¢35/ xeZ) A yez) Acyno) )
(luego consideramos que N © Z &< Q ©C R )., Notaciones como
las de valores absolutos, potencias, raicee, logaritmos,

trigonometria, limites y otrae, son bien conocidas.
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Y para terminar, consideramos que
- S1 EF es un conjunto, entonces decimos que 5 es un ordinal
si y sélo si se verifica que ‘e es una relacién de buen
orden estricto sobre F y que si A es elemento de 5, entonces
A es subconjunto de &,
- 81 E es un ordinal, antonces decimos que 5 es un ordinal
limite si y s6lo s1 F # # y se verifica que si 4 es elementa
de B, entonces el 4 U {4} es elemento de E.
- Admitimos que existe un (alguin) ordinal limite.
- Se demuestra que existe un ordinal limite, que llamamas
“primer ordinal limite”, tal que si E es un ordinal limite,

entonces el primer ordinal limite es subconjunto de E.
Y consideramos que se demuestra que si:

- o es el enunciado * N es el conjunto w considerado en el
enunciado que llamamos “axioma del infinito” ",

- 8 @as el enunciado " N es el primer ordinal limite ",

- ¥ aa el enunciado * N es un conjunto que verifica los
enunciados P», Pa, Pa, Pa Yy Ps (Qque ya han sido
considerados),

- 6§ es el enunciado * ¥ es un conjunto tal que existe una
aplicacién inyectiva s entre ¥ y N, tal que axiste un
elemento 0 de N tal que O no es elemento de sd@&), y se
verifica que si B es subconjunto de W tal que 0 es elemento
de By s(H) es subconjunto de 5, entonces 5 = N ”,

entonces se verifican los enunciados aéP R, Y &> 5, a = ¥
(y en consecuencia los anunciados o = §, B % ¥, 8 =68 ),
Ty = (y, en consecuencia, los enunciados <Y = ),
N = a>, V& = .
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El rango de una matriz.
Una demostracién elemental

J.Ru1z

Presentamos una demostracién, cteemos que breve, del conocido

TEOREMA. El rango por filas de una matriz coincide con el rango por
columnas.

Se supone conacido que un espacio vectorial con un sistema de gene-
radores.de cardinal r tiene dimensién no mayor que r. '

DEMOSTRACION: Sea .4 una matriz de orden m X n ¥ P SU rango por
filas. Podemos suponer » > 0 y serd suficiente probar que r es mayor o
igual que el rango por columnas de i, ya que lo mismo ocurrira con la
matriz 4'.

Existirdn = filas de A, digamos las A4;,,... .4;,, linealmente indepen-
dienies ¥ tales que cualquier fila de A sers combinacién lineal de ellas.
Luego existird una matris B de orden m x » verificando:

A;,
Ai
A=8 :2
A,

Pero en un producto de dos matrices las columnas del producto son
combinacién lineal de Ias columnas del factor de la izquierda. lo que en
nuestro caso muestra que las columnas de A son combinacidn lineal de
las » colummnas de B. Por lo tanto el rango por columnas de A es menor
o igual que r.
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Como socio de la Sociedad Castallana
Proresores de Matematicas,

Puig Adam de

deseoc que ma envien gratuitamente

los siguientes numeros atrasados dal Boletin (sefalar con

unas aspas los que interssan):

3 4 S 9 10 11 13 14 15

16 17 18 19 20 21 22 23 24

Envio adjuntos sallce para el franqueo (20 Pbts. por numero

para Madrid y 30 pts. por ndimero Dbara provincias).

Hagan el envio utilizando como direccisn la consignada an
asta recuadro:

Los numercs 1, 2, 6, 7, 8 Y 12 estaAn agotados. De las

numercs 9 y 19 quadan s6lo unos Pocos ejemplares.

Si desea acogerse a esta ofrecimienta recorta o copia aste
cupén y envielo a la Sociedad Castellana “Puig Adanm” de
Profesorss de Matematicas, Apartado 9479 - 28080 - NADRID.

PROBLEMAS PROPUESTOS

ENUNCIADOS DE LOS PROBLENAS PROPUESTOS EN LA
FASE FINAL DE LA
XXVI OLINPIADA NATEMATICA ESPASOLA

PROBLENA N2 1

Sean xX¥ © y dos numeros reales positivos. Probar

A= Ve + V7 Vi

se@ puede escribir en la forma .
2= Vx + Vy+xy+2yb‘x

y comparar los numeros

L =V3+ Vio+ 2V3

que la expresidén

PROBLENA FN2 2 :

Cada punto de un plano esta pintado de un color
elegido entre tres distintos. é Existen
necesariamente dos puntos de ese plano distantes
entre si 1 cm y pintados del mismo color ?

- e e e o

PROBLENA 32 3 :

Se llama parta entera de un numero real a y se
representa por (a/ al mayor entero menor o igual que
a . Demostrar que la parte entera de (4 + Vi_].)" .

donde n es un numero natural, es un numero impar.
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PROBLENA N2 4 :

Demostrar que la suma

3 fa + 1 a+ 3|/4a + 3 3 fa + 1 a + 3| jéa + 3
+ + - —
2 8 3 2 6 3
para todo valor real de a 3 -3/4 , es independiente
del valor de a y hallar el valor de dicha suma.

PROBLENA B2 S :

Sobre los lados BC, CA, 4B de un triangulo dado
ABC de area S , se situan respectivamente tres puntos
A', B', C' tales que

fE.: = -Eﬂ =—Cz =P
AB BC cA
siendo p, 0 < p ¢ 1, un pardmetro variable.
Determinar:
1. El &rea del triangulo 4’'B'C’ en funcién de p .
2. El valor de p para el que dicha Area es minima.
3. Lugar geométrico de los puntos X de intarseccién
de las paralelas trazadas por 4’ y C' a los
lados A8 y AC respectivamenta, al variar p .

PROBLENA ¥2 6 :

Se consideran n puntos del plano tales que no
existen dos parejas equidistantes. Por ocada punto se
traza el segmentoc que le une al mAs cercano. Probar
que ningin punto est2 unido a mAs de oinco puntos.

- e em e o - -

-5 -

ALGUNOS DE LOS PROBLEMAS PROPUESTOS LA
18 FASE DE LA XXVI OLINPIADA MATEMATICA ESPASOLA
EN EL DISTRITO DE EXTREMADURA:

PROBLENA N2 7 :

Tenemos una red formada por cuadrados de lado 1.
. Qué lado debe tener un cudrado C de modo gue, camo

quiera que se coloque, contenga al menos uno da los
cuadrados de la red ?

PROBLENA N2 38 :

Probar que el numero 2%® + 1 es divisible por 11.

PROBLEMA F2 9 :
Sean iy Xn nimeros positivos tales que su
suma %1 + ... + X~ es menor o igual que n . Probar

que su producto es menor o igual que 1

PRUBLENA N2 10 :

Sean a y b nGmeros reales. Determinar los
mAximos ¥y los minimos de la funcién

£{x) = Ix-al + |x-bl

é& Qué ocurre si, en vez de dos, son tres los
nameros y £(x) = ix—-al + Ix=bl 4+ |x=-cl ?

S Yalil son n?




INDICE DE SOLUCIONES PUBLICADAS

tcs =2
el n”

23
24
25

I

CLAVES:

cropues| precacentas Mimercs de lcs 2cietines en los que |og=.
da- agarecsn las solucisneas de los mimeros
I 19 za 1a 4o g3 g3 <o ae ga 1ge
—;q.._.:s - 4 - - - - - i - - [o4
CUI-23 (Pariel|2 3 3 4 4 & - - = = |C
ere-r2 1924 19 19 19 19 18 19 19 18 - - |¢C
QMI-22 (Pragai|€ S 6 & 6 1Syld- = - =~ | C
Ehoblol 8 7 122 7 B = = = = c
Varica 7 7 16§ @« = = = = = - c
ciz-3s (Fiaili{e 9 15 18 9 ¢ - - - - |c
om-25{3czotdi|10 10 17 10 10 I - - - = c
OM=-f2 1986 {18 13 20 18 19 19 - - - = |C
Yarios - - - - - - 1717 12 zlc
China yaust |22 15 21 o 1 {R}w @ 2 - e
GE-rL 1585 |12 1e 12 14 14 23 20 1520 12| ¢
CUI-EE{Varsa¥if£X 20 12 2L = = - - -. =
|eri-27{Uruz.) |16 14 1217 18 1T = - = = | C
lizorsxten® = - - = - - 15 15 18 2nlec
ic:is-fz 1e87 29 21 21 21 2L 21 - - - - |G
| vasics ¥ 15 15 1§ - - - - - = |C
|0mI-—‘57 (Cura) [18 18 18 21 21 21 = - = = | C
QE-r1 1587 |22 22 21 18 22 22 22 2 - . - | €
Gz-f2 1983 |25 23 23 25 23 3~ == - 1¢
OfM-Peri 1088 (23 23 23 23 28 28 = - = = |©
oMr-ga(Aust 223 xx 28 24 3 X - - - -
OME-£1 (1988) |24 XX 24 28 24 XX 24 XX XX 24
CME-f2 (1989)f|24 xx 24 XX XX 24/XX 25" XX XX
OIM-89 (Cuba)| XX XX = = = = = = = =I
OMI-89 (RFA)/|XX XX X X X X/X X XX XX
opogsiciones |[XX XX XX = = = =« = [
oposiciones |[IX XX XX XX XX XX X IX = =
OME-£1 (1990) [ XX XX XX IX X X X X - " -
ORB-£2/4(1990) [ XX Xx XX XX IX xx/XX XX IX XX

WML = Olimp:ada datepitica Internacional.
niM a Olimgiada [bercamersicana de Ma:emi':‘.c:.si a
IME = Olimziada Matamdkbiza Espafvia - fase 1 0 2 .

- 77 -

PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 12 (Boletin m2 17)

Sea (X )ng~ una sucesién de numeraos enteros, en que Xy = I

y se verifican las cocndiciones:
a)> Para todo n 2 1 Xn < Xner
b> Para todo o 7 1 Xgm-r € 20

Probar que para todo entero natural & existen dos términos

de la sucesién X y X« tales que X - Xa = k .

Solucién:

Sea I/ un numero natural. Por b)), Xuer §& 2k

y ¥ por ad,
tenemos I = Xy < Xz ¢ ... < Xewr ¢ 2k, lo que implica que:
« X, , Xewr } & (1, 2,..., 2k )

Bl conjunto (1, 2, 3,..., 2k } puede ponerse como

unién de los &k subconjuntos:
(1, k+t1)»>» , (2, k2>, ... , (&, 2k )

Si tenemos Uk + 1 elementos en

por 1la menos dos de

k conjuntos disjuntos,
eso8 elementos estaAn en el nismo
conjunto, es decir, existen X.

(X~ , Xa ) ® (1, k+t1 ) , paraalgin £ ¢ (1 ,..., k J} .
Como X~ » Xe resulta que

, X« tales que
X- - Xa = k (suponiendo r > s,

Carlos José Parez Jiménez <(Logrofio)

Recibida otra solucidén de J. V. Garcia Sastafe




PROBLEMA 492 (Boletin ne 17)

Se atribuye al matematico renacentista Leonerdo de Pisa
(Fibonacci) la sucesién

a =1, az = 2 , A2 = Afez * A~y 1 > 2)

Expresar aazes en funcién de los téorminos amers, A, Anet
(y sélo de ellos tres).

Solucién:

A partir de la ley da recurrencia:

Azr-i = agr~{~1 + amw--i-z (1 =0,1,2,...,0-1) ,
multiplicando la segunda por as, la tercera por ag ,..., la
(n-l)-é&sima pOr am-a y la n-ésima por a~—r , se obtiene

Az T Aer—=1 F AmP=B 0 e e e s e ne e R R
dradmn=1 T 21A&2~p * ArARN-D Br=3Ar+3 T Br=gAiez T An-3dne:

22d2n-a T AzAzn-3 T ARIRn-4 AN=RRn+P T An=28p1 * Ar-adn
A9ARH=F = APAT + aQpagn-~-8 Bret@ret = Bw1Bn T Al ! Brw?
Sumando miembro a miembro, como asz = a;+1 ) a® = a,ytagx ,
1 Bremw T An=3Ftlrn—u , Bpr~r1 = An-ztan-3 , Tesulta
aan T Ar=18mn * Bre2Bn * Srne B

que se puede escribir: agn * (@nwr * ABn-3)8rn * 8me: R 0 sea
azn = 2n= + an. 32

que expresa el término aa~ en funcién gilo de los términos
4n=7 ¥y an . Si se quiere hacer aparacer explicitamante el
2~+r , Se@ pueda hacer, por aejemplo

azr = dner ¢ AnT + 22 ~d,~2,__, =

T Bpr * An(Br=1) + An~) (@n—=1-1) .

José V. Garc{a Sestafe (Madrid)
Recibida otra solucién de Paz Lucas Padin (Madrid)

¥ de XNanuel B. Serrano Caballero (Segovia)
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PROBLENA 52 (Boletin n? 18)

Considere las expresiones de la forma x + yt + zt2® con
X, ¥, £ numeros racionales y t¥® = 2 . Demuestre que si

X + yt + zt® = 0 , entonces existen u, Vv ¥y w racionales,

tales que (x + yt + zt)(u + vt + wt2) = 1
Solucién:
El ser x + yt + zt2 # 0 , implica que x, y, Z, no son

todos cero; esto supuesto, de
(x + yt + zt3)(u + vt + wt2) = ]
sa deduce
xXu + 2zv + 2yw = I; yu + xv + 2zw = 0; zu + yv + xw = 0. [A]

El determinante

a = ¥ X 2z = x9 + 2y® + 423 - 6xyz ,

bajo el supuesto anterior as distinto de cero; en efecto, de

X3 + 2y + 4z@ - 6xyz = X? + yFtT + z9t® - 3tI%xyz =
= (x + ty + t¥2) (x* - txy - tixz - tIyz + t32y2 + t<z3)

se tiene que el primer factor, por hipétesis, es distinto de
cero; la anulacién del segundo implicaria:

X2 -~ 2yz = 0 ; xy - 2223 =0 ; y2 -xz =0 . (-3 ]
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El sistema (B] es indeterminado, puesto que la tercera
acuacién es consecuencia de las dos primeras; ademaAs de la
solucién trivial x = y = £ = 0 (que no es admisible por
contradecir a x + yt + zt2 2 0 ), luego A no se puede
anular. Por tanto, el sistema [A] es de Cramer, existiendo
los numeros racionales u , v , w, unicos para cada terna
X, Y. 2 € Q:

w = x= - 2y=z 2z= - xy yT - zx

' vV = » w =
a iy s

José V. Garcia Sestafe (Madrid)
Reclibidas otras soluciones da M. Carmen Castro Merino

Carlos José Pérez Jiménez (Logrofio)
Y Manuel B. Serrano Caballero (Segovia)

PROBLENA 62 (Boletin n2 18):

Considere los conjuntos de r numeros naturalee diferentas
de cero en los cualea no hay tres alemantos en prograsidén
aritnetica. Demustre que en uno de esos conjuntos la suma de
los inversos de sus elementos es mAxima,

Solucién:
Sea A un conjunto de o elementos ay, Aaz,...,an ; LlOa
elementos a: (L = 1,...,n), se pueden ordenar de menor a

mayor sin que varie la suma de sus invereos. Ordenemos los
elemsntos de todos los conjuntos considerados y sea B un

conjunto ordenado tal que by # I ; a partir de 41 se puede

obtener el conjunto B’

.y bn

el numera

restando a todos los numeros b:, b=,

nuevo conjunto B’ formado por 1

by - 1 , con lo cual se obtiene el

, bz=bz—bi1+1, bawss—br+l,

., be=bm—eni+l ; 88 obvio que la suma de inversos de B’ es

menor que la suma de inversos de 2.

Considearemas,

dentro de los conjuntos ordenados, séla

los que tienen su primer elemento igual a la unidad; sea

1,¢c2,Co, .

e s Cm

diferencias

tienen que ser diferentes.

ay =

uno de esos conjuntos; por al enunciado, las

cz-1,¢c2-1, .

cumplir que A

C: =

., Cn=1,C3=C2, .+ CPTCT) .+ ) Crn=Cn=1,

Por otra parte, poniendo:

Ccz - 1 &2 3 Ca» — Cz ; ; AL = Cai+1 T Ci
si en ese conjunto se alcanza el mAximo citado,
< 62 € ... ¢ An=-1 . En efecto, es
Cim1 * Q1=1 = Ca=2 +* Bi—2 *+ D =
1 +Ar +Az +* ... * A1~ * Du=y H

haciendo

a:r = p, &y T q

+ As

y haciendo A

Yier 3 1L +

Yno:’ 1. +

Ys-r = 1

£ =

Ys+-r ® 1 +

+ Aav

+ A=z +

+ A= +

L P A Y |

+,.0F Be—1

=g, &1 =

+ A=z +
+ Aa +
+ A=z +...*+
L A YR |

+...% Q-

se debe

, 1 <J, p < q. se puede ascribir

+ B4y + P

+ Qs=r + P+ Arer

Ay—-y + D+
+ pt+ BAver
+ p+ Bsian

p resulta

+ A~V + g

+ A1 + @

Ae=y + g+
+ qQ + Qg
+ q + bs+n

Dewr +o0 .+ Dy=2
+,..% Ag—a * ds—

+...F Ag—a + Bs—r

la sucesidn ¥n

+ Aser

Are=r ...t Q3—-2
+,. .. Ag—a + B3

+...F Qg~a * Ly

+tq

+pP
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Es abvio observar que c¢» = ¥,» salvo para

n = 1+1, 1+2, ... , J-1, S '
valores para los cuales c¢n £ ¥~ . Esto es, para las mismas
diferencias Ay, Az, ... ,8n-1v , @l conjunto buscado es el

que sz obtlene agregando las sucesivas diferencias de menor

a mayor.

Resuniendo, a) El conjunto ordenado buscado tiene por
primer elemento la unidad. b> Las diferencias de cada
alementc con todos los que le preceden deben de ser
distiatas. ¢c) Las diferencilas sucesivas a. (I = 1,...,n-1)

deben formar una suceslidén monétona estrictamente creciente.

Coi estas condiciones y eligiendo cada As el menor
posible, se obtiene una sucesién que ea la de *términos
menores, ¥y por tanto, tal que la suma de sus inversos sera
maxims, ya que siendo (c:/) la sucesién hallada y {e.) otra

sucesioén cualquiera distinta de la anterior, se cumple:

cr (@ ; Ca £ @ } +4o.  Cs € 81 } Cae1r € @1wr
Cie2 § i+ ; s+ 4, Cyg < 83 ; Cyw1r § @y S
ces f Cr=1 § Ome=1 { O § Om .

donde al < se cumple al menos para algunos pares de
térninos; de lo anterior se deduce inmediatamenta:

n n
- 1 1
. > o
Cx Qi
1=1 i=1

estg es, la sucesidén ci, €2, ... , Cn @8 tal que la suma

de sus inversos es maxima.

Como ejemplo, se forman los primeros términos. Por lo

dicho, cy = 1, el menor valor de Ay es la unidad, luego

€z = 2 . El menor valor para Az @8 2 , O sea C» = 4 ; Aa DO

se puade “omar igual a 3, ya que ca» - ¢y = 3 ; tomando A»

igual a 4, se tiene ca = §. Prosiguiendo analogamente se
obtiene:
1,2,4,8, 13,21, 31,45, 66, 91 , ...
Para cada valor de n, el conjunto considerado en el
enunciado, en el que se alcanza el maxino, es el formado por
los a primeros téerminos de esta sucesion.

Jose V. Garcia Sestate (Madrid)

PROBLENMA 42 (Boletin n? 20)

Se conocen los angulos de un triangulo 4,B/C, . Para
todo n natural, llamamos A4rne:, Brer ¥ GC-er a los puntos de
tangencia con los lados  BaCn, Crdn, AnBn, de la
circunferencia inscrita en el triangulo 4.5.-C-~ . Determinar,

an funcion de n , los angulos del triangulo 4~8-Cm .

Solucidn:

”~
Observando la figura, como 4r es un Angulo exterior res-
8

P pecto a la circunferencia 0, se
0 tiene Ay = %«ZZQ - CaB2) =
= 334-32-22 = A= =+62-24?=, o sea
iz = -;:-(r = Z;) y 0 de forma ge-—

-~ ”~
A 8, c, neral, Aner = Jz-(r - An) .

Bsta es una ascuacién de recurrencia; la homogénea correspon-
diente, 24me: + A% = 0 , admite como solucién AA = k(—%)";
como n/3 es una solucién particular de la completa, la
soluclién general sera

An = k<--;:->n + 5
para n = 2 , A2 = (x -~ M)/2 = k/4 + 2/3 , de donde
k= 2rn/3 - 24, y ¥ la solucién general sera:
~ -~ 4
A= B -2 - g F -

José V. Garcia Sestafe (Madrid)
Raecibidas otras sclucionesa de Juan Lahoz Garcia,

F. Alvarez H. y Amparo Ortega.




PROBLEMA 82 <(Boletin n? 21)

¥y , 2 tres numeros reales tales que

0 <x<y<z << /2,
Demostrar la desigualdad

n/2 + 2sen X cos y + 2sen y ¢0sS T > sen 2x + sen 2y + sen 2z

Solucioén:

La desigualdad dada se puede escribir:
n/4 + Sen x cos y + sen y cos8 z
- Sen X c0S X -~ sen y cos y — sen z cos =z > 0
Sea la circunferencia de la figura, de
radio unidad y sean PQ =x , PR =y ,
z . Designando por A, B, C, D, E
y F el area de cada rectangulo de la
figura, se tiene:
sen x cos C
sen y cos E
sen X cos
sen y cos
sen Z cos
Luego w/4 sen x cos y + sen y cos 2
sen y cos y -~ sen z cos z @
= /4 + (B + 2C + E) - (A+2B +3C +D + 2E +
= x/4 - A+ B +C+D+E+ F)
y como al Area del cuadrante OPT es n/4 , se tiene,
cualquiera que sean X, ¥, 2 :
n/4 - C(A+B+C+D+E+F >0

y por tanto es clerta la desigualdad del enunciado.

José V., Garcia Sestafe (Madridd




