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CONVOCATORIAS

ASAMBLEA GENERAL EXTRAORDINARIA

Se convoca una Asamblea General Extraordinaria de la
Sociedad Castellana "Puig Adan®” de Profesores de Matematicas
para el sabado, 27 de Abril del presente afio, a las 11 h ,
en primera convocatoria y a las 11 h 30 m en segunda, en el
Instituto “Isabel la Catélica” de Madrid (Alfonso XII, &/n -

Retiro), con el siguiente

ORDEN DEL DIA

PUNTO ONICO: Deliberacién sobre 1la propuesta de
modificacién de los estatutos de la Socledad, presentada por
la Junta Directiva y aprobacién, si procede, de los nuevos
estatutos, para lo que se requeriradn al menos los votos
favorables de dos tercios de los asistentes (Arte 24 de los

estatutos vigentes).

El proyecto sometido a dellberacién puede verse en este

mismo numero del Boletin.

ASAMBLEA GENERAL ORDINARIA DE 1991

Se convoca esta Asamblea a continuacion de la anterior,

en el mismo lugar, con el sigulente:

ORDEN DEL DIA

1. Lectura y aprobacién, si procede, del acta de 1la

Asamblea anterior.



2. Informe del Presidente sobre las actividades de 1la

Sociedad.

3. Presentacién y aprobacién, en su caso, de las cuentas

de ingresos y gastos.

4. Informe del Tesorero sobre adecuacién de las cuotas
en relacién a los costes de edicién del Boletin, y posible
revisién de aquellas.

5. Eleccién de nuevos cargos directivos.

6. Ruegos y preguntas.

i ESPERANOS TU ASISTENCIA !

I x CONCURSO DE RESOLUCION DE

FROELEMAS DE MATEMATI CcCAas

Convocado por:
Sociedad Castellana "Pulg Adam" de Profesores de Matematicas
y Colegio Oficial de Doctores y Licenciados en Ciencias y en

Fllosofia y Letras.
BASES

PRIMERA

Podran participar los alumnos de B.U.P. y F.P. de los Cen
tros de Albacete, Ciudad Real, Cuenca, Guadalajara, Madrid,
Segovia y Toledo. Los de F.P.1 lo harén con los de Primero de
B.U.P., los de 1¢? de F.P.2 con los de Segundo de B.U.P. y los
de 292 y 3¢ de F.P.2, con los de Tercero de B.U.P.

SEGUNDA

lLas pruebas del Concurso se realizaran en Madrid, en la
segunda quincena del mes de junio (posiblemente el sébado, 22
de ese mes) y consistirdn en la resolucién de problemas (los
mismos para todos los concursantes de cada uno de los tres ni

veles).

TERCERA

Se concederdn diplomas para los mejores de cada nivel,

acompafiados de los premios correspondientes



CUARTA

Aquellos centros que deseen presentar a algunos de sus
alumnos (hasta un méximo de dos en cada uno de los tres nive
les) deberan realizar la preinscripcidén antes del dia 30 de_
Mayo de 1990, dirigiéndose por carta a esta Sociedad (Aparta
do de Correos n? 9.479, 28080 - Madrid). En esta preinscrip-
cidén no es preciso hacer constar los nombres de los alumnos

seleccionados. Envien las cartas sin certificar.

QUINTA

Se comunicarad directamente a los Centros preinscritos la
fecha exacta, lugar y hora de realizaciédn de las pruebas y es
tos centros entregarén a los alumnos que envien, credenciales
individuales en las que se haga constar el curso en que estén
matriculados en el afio académico 1989-90 ¥ que han sico selec

cionados por su excepcional aprovechamiento en Matematicas.

XXVII OLIMPIADA MATEMATICA
ESPASOLA

PRIMERA FASE

En el distrito de Madrid, las pruebas de la Primera
Fase de la "XXVII Ol impilada Matemética Espaficla®,
correspondiente al curso 1990-91, se ha celebrado 1los

pasados dias 18 y 19 de Enero.

Como es sabido, esta Olimpiada est& organizada por la
Real Sociedad Matematica FEspafiola, bajo el patrocinio de la
Subdireccién General de Becas y Ayudas al Estudio. A ella
podian concurrir los alumnos de C.0.U.,, los del Gltimo curso
de la F.P. de segundo grado y los de 22 curso de del 22
ciclo del Bachillerato Experimental.

A los tres primeros clasificados de cada distrito, se
les da opcién a una beca para cursar la licenciatura de
Matematicas, y ademAs pueden participar en la Fase Final, en
la que se proclaman los ganadores, a los que se hace entrega
de diplomas y premios. Los mejores clasificados en esta fase
final suelen ser seleccionados para representar a Espafia en
la Olimpiada MNatemitica Internacional y en 1la Olimpilada
Ibercamericana de Mateméticas.

Las pruebas correspondientes al distrito de Madrid para
la primera fase de la Olimpiada se celebraron en la Escuela
Universitaria de Profesorado de E.G.B., "“Pablo Montesinos"
(¢/ Santisima Trinidad, 37), el viernes, 18, por la tarde y
el sAbado, 19, por la mafiana. En cada una de 1las dos
sesiones se propusieron cuatro problemas, y se concedieron
cuatro horas para trabajar en su resclucién. Los enunciados
de estos problemas pueden verse en nuestra seccién de

Problemas Propuestos.



El nomero de participantes se ha reducido esta vez a
36, de los que solo 32 llegarom a presentar alguna hoja de
soluciones; a la segunda sesién ya solo volvieron 26. Es
llamativa esta exigua concurrencia, ya que en los seis
Gltimos afios, hubo 147, 144, 101, 88, 80 y 110 alumnos
participantes. Indudablemente, hubo algin fallo en la

difusién de la convocatoria.
Los mejores clasificados en esta Primera Fase del
distrito de Madrid han sido (con expresién de la puntuacién

alcanzada, de un mAximo posible de 80 puntos):

12 - D. Ignacio URIARTE TURIERO, del Col2 de N2
S2 del Recuerdo de Madrid ... ... ... ... 54 puntos

29 '— D. Marcos DURANTEZ GAMZUKOFF, del Liceo
Frapcés de Madrid .. ... .+ o e v 52 puntos

39 ~ D. Tizlano CIUDAD MORA, del I.B. Rafael
Alberti de Coslada (Madrid)> . ... ... 4o 47 puntos

42 - D. Fernando QUIR6S ABAJO, del I.B. Rafael

Alberti de Coslada (Madrid) . ... ... «.u 41 puntos
5¢ - D. Juan CESPEDES PRIETO, del 1.B. Rey

Pastor de Madrid ... .0 cee owee owee o aae 37 puntos
62 - D. Javier MARTIN FABIANI, del 1.B. Reta-

mar de Somosaguas — Pozuelo de Alarcom .. 26 puntos

Los restantes han obtenido puntuaciones inferiores a 24.

Sobre la dificultad de los problemas, podran Jjuzgar
personalmente nuestros socios; cada soluciéon se valoré con
un maximo de 10 puntos. En la tabla que damos a continuacién

figuran las puntuaciones medias conseguidas en cada problema

por los 32 que participaron realmente y por los seis mejoree

clasificados:

Problema: 19 29 32 49 59 69 72 8¢

Medias de los
32 presentados:3.9 2.4 1.3 1.4 1.4 1.0 0.8 4.1
6 mejores: 8.8 6.3 5.2 4.8 3.7 4.0 2.7 7.3

Nos congratulamos de que el mejor clasificado, D.
ignacio URIARTE TUERO, fué el campeén de tercero de B.U.P.
en el altimo Concursc de Resolucién de Problemas de nuetra
Sociedad. D. Tiziano CIUDAD NORA y D. Fernando QUIR6GS ABAJO,
también fueron premiados <(en lugares 42 y 22) en nuestro

Concurso de 1989, como alumnos de segundo de B.U.P.

La Segunda Fase de esta Olimplada se celebrara

simultaneamente en Madrid y en La Laguna, los préximos dias

15 y 16 de Febrero, por lo que esperamos incluir la crénica

correspondiente en el préximo numero de este Boletin.
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CORCURSOS DE PRUBLENAS DE NUESTRA SOCIEDAD :

VALLADOLID, 1990

Nimero y afio Convocado en el boletin Crénica y enunciados
I €1983) 1 2, pag 11
I1 (1984) 3 4, pag 7
111 (1985) 5 7 , pag 3 .
Ig :iggg; lg igl ;:g g Como ya deciamos en la crénica de la V Olimpia
’ ladolid en el
VI (1988) 17 19 , pag 17 Ibercamericana de Matematica, celebrada en Valla :
V¥H gggg; 22 g: ' ;:gg pasado mes de Septiembre, coincidiendo con ella, en forma
' olucién de
IX  (1991) 27 extraoficial, se oconvocé un Concurso de Res
, or
OLINPIADA NATEMATICA ESPANOLA : Problemas con Ordemador, e la que podian concurrir, P
. parejas y en forma voluntaria, los participantes en .
Nimero y afio Primera fase (distritos) Segunda fase (final)
0 (1384) & o= S, pag 77 citada Olimpiada.
XXI1 (1985) 5, pags. 8 y 9 5, pags. 8 y 10 .

. 1 Concurso uvo
xfxtﬁ E:ggg:ew 11 .8p;g£.a835y 87 12 : ﬁ:g:. 12 ; Zg A pesar de la falta de Precede:t: s;is:o una pareja de
XXIV  (1987-88) 16 , pags. 7 y 70 17 , pags. 7y 71 gran aceptacién, y resulté ganadora de . 4

868-80) 20 o1 .7 niadas as os
x§§¥ figag-gg> 24 | §§§§.1f § g: gé: §:§§. 9 § g; estudiantes argentinos. También fueron pre
XXVII  <1990-91) 27 , pags. 11y parejas de espafioles que participaron en él.

OLINPIADA MATENATICA IBERO-ANERICANA :

Damos a continuacién 1os enunciados de 1los cuatro

( 6 interés ara
lumiro. (?gtc;eg éggg;bia cremten v :n?nggg?slinybg;etin » problemas propuestos, Qque uponemos de gran P
II (1987) Paraguay 12 , pége. 3 y 75 nuestros socios.
II1 (1988) Peru 18 , pags. 5y 73
IV (1989) Cuba 21 , pags. 11 y 63
V  (1900) Espafia (Valladolid) 26 , pags. 183y7?3 e e e e ==

OLINPIADA MATEMATICA INTERNACIONAL :

Fumero, afio y lugar Crénica y enunclados en boletin n?
XXIV (1983) Paris 2, pag. 15
XAV (1984) Praga 4 ,pag. 67
XXVI ¢1985) Heleinski 7, pAgs. 9y 89
XXVI1 <(1986) Varsovia 10 , pag. 11 y 11 , pag. 89
XXVIII (¢1987) Cuba 15 , paAgs. 9 y 37
XXIX (1988) Australia 19 , pags. 23 y 77
XXX <¢1989) R. F. A. 22 , pags. 15 y 73
XXXI (1990) China 26 , pags. 11 y 71
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CONCURSO DE RESOLUCION DE PROBLEMAS
CON ORDENADOR

Enunciados de los problemas.

Problema n®l:

a) Escribir un programa que calcule los nimeros racionales que satisfacen la
ecuacién
an X" +ag  x"l 442 x +25=0,
donden21,2,#0 y 2e2, i=0,12,..n
b) Aplicar el programa a la ecuacién
60 x° - 752 x8 + 609 x7 - 2828 x6 +1656 x5 - 1536 x4 + 1107 x3 + 540 x2 = 0.

Problema n?%2:

Se distribuyen n bolas blancas y m bolas negras en dos urnas de forma que haya
al menos una bola de cada color en cada uma.

a) Calcular, para cada distribucién posible, la probabilidad de que al extraer al azar
una bola de cada urna al menos una de ellas sea negra.

b) Escribir un programa que determine todas las distribuciones en las cuales la
probabilidad anterior es méxima.

¢) Aplicar el programa al caso concreto de que se tengan 10 bolas blancas y 7 bolas
negras.

Problema n%3:

Se dice que un polfgono es convexo si cualquier segmento que une dos puntos del
poligono estd totalmente contenido en €.

Dados un niimero natural #n 2 3 y n puntos del plano; Py, P,, ..., P, distintos dos

a dos, se considera la lfnea poligonal formada por los segmentos Ple, P2P3, P3P "
....Pn_an, PnPl.
Escribir un programa que determine si la lfnea poligonal construida anteriormente

define un poligono convexo y, en caso afirmativo, que calcule su drea.

Problema n%4:

Escribir un programa que pida un nimero real positivo R y que calcule:

a) Los puntos de coordenadas enteras que estdn en ¢l interior de la circunferencia
centrada en el origen y de radio R.

b) El nimero de cuadrados con lados paralelos a los ejes cuyos vértices sean puntos
de los calculados en el apartado anterior.
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COLEGIO DE DOCTORES Y LICENCIADOS
CURSOS DE FORMACION DEL PROFESORADO

El Colegio de Doctores y Licenciados esté desarrcllando
un nutrido programa de cursos de formacién del profesorado,
durante todo el primer trimestre del presente afio. Entre

ellos, destacamos; por su interés para nuestros socios, el

Seminario de MatemAticas
N

Este curso tendré lugar los dias 4, 6, 8, 11 7y 12 de
Marzo, en el I.B. de la Avenida de los Toreros de Madrid,

con el siguliente programa:

LUNES, 4 : "Recursos para la clase de MatemAticas”" , por don

José Maria Galdénm Canavese.

MIERCOLES, 6 : “E] comentario de ‘textos y problemas

matemAticos”, por dofia Maria Dolores de Prada Vicente.

VIERNES, 8 : “Algunos problemas ablertos y conjeturas”, por

don Fernando Chamizo Lorente.

» Informacién sobre las Olimpladas Mateméticas®, por
dofia Maria Gaspar Alonso-Vega, don Carlos Ueno Jacue, don

j

Francisco Ogando Serrano y don Marco Castrillén Lépez.

LUNES, 11 : "Proparcianalidad. el numeroc de oro y otras

curiosidades®, por dofia Adela Salvador Alcalde.

MARTES, 12 : *¢, La didé&ctica al servicio de la Matemética...
o la MatemAtica al srvicio de la didactica 7", por don José

Enrique FernAndez del Campo.

Coordina el cursoc don Victor Manuel Sanchez GonzéAlez.
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Nuestro consocio don Joaquin S. Cano S. Serrano, ha

tenido la amabilidad de facilitarnos 1la informacién que

pPublicamos a continuacién acerca de 1la I.C.M.E. y del

reciente nombramiento para su presidencia, de nuestro colega

y colaborador, el profesor don Niguel de GuzmAn

Gustosamente noe unimos a su felicitacién,

~ 15 -

MIGUEL DE GUZMAN PRIMER PRESIDENTE ESPANOL DEL L.C.M.E.

La International Mathematical Union (LM.U.) es el organismo encargado de
coordinar las acciones comunes en el campo de las matemiticas de, en la actualidad,
cincuenta y dos pafses de todo el mundo. La actividad matematica, tanto en el campo
de la investigacién, como en el de la educaci6n y formaci6n, se estructura a través de

este organismo.

La Asamblea General de la LM.U., que se celebra cada cuatro afios, generalmente
aprovechando cada CONGRESO INTERNACIONAL DE MATEMATICAS, estd compuesta por
representantes de cada uno de los pafses miembros. Son estos representantes los
encargados de elegir los componentes del Comité Ejecutivo, 6rgano rector y responsable

de todas las acciones y actividades de la LM.U.

Todas estas actividades est4n estructuradas por comisiones y, entre ellas, la
Comisién Intemacional de Educacion Matemética (.C.M.1), cuyos miembros también
son elegidos en la Asamblea General, es 1a encargada de coordinar las actividades en el
campo de la educacién matemética, en todos y cada uno de los diferentes niveles de la
educacién propiamente académica, asf como en aquellas acciones encaminadas a la

interaccién de las mateméticas con la sociedad.

El .C.M.I fue fundado en 1.908, a partir de la idea, la iniciativa y el esfuerzo del
matemdtico americano David Eugene SMITH. Su primer presidente fue el matemdtico

alemdn Félix KLEIN, y su 6rgano oficial de comunicacion y difusién fue, la que en poco
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tiempo se convertirfa en la prestigiosa revista, L ‘Enseignenment Mathématique, editada
en Suiza Otros prestigiosos Presidentes fueron, por perfodos, en general de cuatro afios,
sucesivamente: SMITH (Estados Unidos)), HADAMARD (Francia)) BEHNKE
(Alemania), STONE (Estados Unidos), LICHNEROWICZ (Francia), FREUDENTHAL
(Holanda), LIGHTHILL (Gran Bretana), [YANAGA (Jap6n), WHITNEY (Estados

Unidos), KAHANE (Francia).

Dentro de la responsabilidad fundamental de encargarse de todo lo relacionado
con la educacién de las Matemaiticas, una de las actividades mis importantes del
LCM.I es la supervision de los INTERNATIONAL CONGRESS OF MATHEMATICAL
EpucaTiON (L.C.M.E.) que se celebran cada gnatro afos. Haciendo un poco de
memoria histérica, los dltimos congresos de este tipo se han celebrado en: Adelaide
(Australia, 1.984), Budapest (Hungria, 1.988) y el préximo por celebrar, en Quebec
(Canad4, 1.992). Para este iiltimo se espera que asistan entre 3.500 y 4.000 mateméticos
de todo el mundo, especialistas en la educacién matemética de los diferentes niveles,
quienes tratardn de examinar los problemas que, desde los diferentes puntos de vista,
la ensefianza matemaética propone a la comunidad de mateméticos y a la sociedad. Es

casi seguro que el LC.M.L decida celebrar su congreso en 1.996 en algin lugar de

Espana.

Por otra parte el .C.M.I. supervisa también la organizaciéon de reuniones mads
restringidas para el estudio de problemas més especificos de la educacién matemaética.
Han sido temas propuestos y abordados con empeiio y entusiasmo:

*  Influencia de la informdtica sobre la matemdtica y su ensefanza

- 17 -

(Strasbourg, 1.985)

La ensefianza de la matemética en los 90 (Kuwait, 1986)

Cognicidn y educacién matemdtica (juntamente con el grupo Psychology
and Mathematical Education)

*  Matemdtica como ciencia auxiliar (Udine, Italia, 1.987)

Popularizacién de la matemdtica (Leeds, Gran Bretafia, 1.989)

Estd pendiente de abordarse el tema: Evaluacidn de la ensefianza matemadtica

(Costa Brava, 1.991).

Los estudios y las comunicaciones derivados de estas reuniones son publicados por
Cambridge University Press. Algunos han sido traducidos y publicados por la Editorial

Mestral, Valencia.

El Comité Ejecutivo del LC.M.1L, elegido en el Congreso Internacional de Kyoto
(agosto, 1.990) por la Asamblea General de la LM.U., para el perfodo de 1.991-1.994,
fue el siguiente:

Presidente: Miguel DE GUZMAN OZOMIZ (Espaia)

Vice-Presidentes:  J.LKILPATRICK (Estados Unidos)

Lee PENG-YEE (Vietnam)

Secretario: M. NISS (Dinamarca)

Miembros: Yu. L. ERSHOV (URSS)

E.LUNA (Republica Dominicana)

A. SIERPINSKA (Polonia)
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Ex-oficio: J.L. LIONS (Francia)
J. PALIS Jr. (Brasil)
J.H. VAN LINT (Holanda)

J.P. KAHANE (Francia)

IENHORABUENA, MIGUEL!. Muchos 4nimos y cuenta con la colaboracién de

todos los matemdticos espaiioles.
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PROYECTO DE ESTATUTOS DE LA
SOCIEDAD "PUIG ADAN®" DE PROFESORES DE MATEMATICAS

Texto que serd debatido y sometido a votacién en la
Asamblea General Extraodinaria del dia 27 de Abril de 1991:
St algun socic desea aporiar alguna sugerencia, debera
hacerlo en forma de enmienda, presentada por escrito en el
propio acto de la Asamblea, para su debate y votacién en la
misna,

Arte 1e9. La Sociedad *Pulg Adam” de Profesores de
Matemsticas tiene por ambito de actuacién preferente las
Comunidades Auténomas de Madrid, Castilla-La Mancha,
Castilla-Leén y Extremadura, sin excluir la posibilidad de
actuaciones en otras comunidades nacionales o0 extranjeras.

Se configura como una sociedad cientifico-cultural, sin
4nimo de lucro y se acoge al régimen juridico de la vigente
Ley de Asociaciones.

ATt2 22. La sede de la Sociedad se sitiua provisionalmente en
.................................. de Madrid.

Arte 82. Son fines de la Sociedad:

a) Elevar y actualizar el nivel profesional, cientifico y
pedagégico de los profesores de MatemAticas.

b) Contribuir al avance y difusién de los conocimientos
nmatematicos.

¢) Impulsar el desarrollo y divulgacién de las investiga-
ciones en MatemAticas y en su Didactica, asi como preccupar-—
se por su implantacién en los centros docentes.

d) Servir de nexo de unién entre los profesores de Matema-—
ticas para el intercambio de experiencias e ideas.

e) Organizar cureos, conferenclas, reuniones y CONcCursos,
asi como la publicacién de monografias, revistas y boletines
y cuantas medidas contribuyan a la consecucién de los fines
anteriores.

f) Se excluyen la defensa de intereses econémicos Yy
profesionales.

Arte 42. Habré tres tipos de socios: de honor, de nimero y
benefactores.

Arte 52. Los socios de honor seran nombrados por la Asamblea
General, a propuesta de la Junta Directiva o de 25 socios de
namero.

Art2 62. 1.- SeraAn socios de numero todos los profesores de
MatemAticas que lo soliciten.
2.- Seran socios benefactores todas 1las personas

fisicas o JuridLFas que 1o soliciten para contribuir de
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manera. importante a la consecucién de los fines de la
Sociedad.
3.- Derechos de los Socios:
a) Los socios podran beneficlarse y participar en cuantas
actividades promueva la Sociedad. A este fin, los soclos
benefactores podran participar por si mismos 0, en el caso
de Entidades o Instituciones, por persona que los repre-
sente.
b) Los socios recibiréan gratuitamente, o con cuotas de
suscripcién reducidas, las publicaciones de la Sociedad.
c) Los socios de honor y benefactores tendr&n voz, pero no
voto en las Asambleas.
d) Los socios de numero tendrén voz y voto en las Asambleas.
4.- Deberes de los Socios de nimero o benefactores:
a) Satisfacer las cuotas fijadas.
b) Asistir a las Asambleas y a las reuniones para las que
sean expresamente citados y participar en las comisiones
para las que sean elegidos por la Asamblea o por la Junta

Directiva <(mediante persona que los represente, en el caso
de Entidades o Instituciones).

Art2 72. Los soclos causarén baja por alguna de las causas
siguientes:

a) Por renuncia voluntaria.
b) Cuando bhayan dejado de satisfacer las cuotas correspon-
dientes a un afio.

e) Cuando por su conducta, desprestigien a la Sociedad, a
juicio de la Asamblea.

Arte 82. La Asamblea es el érgano soberanc de la Sociedad y
est4 formada por todos los soclos.

Art2 92, 1.—- La Asamblea se reunirad ordinariamente una vez
al afio, en el lugar y fecha que acuerde la Junta Directiva,
y extraordinariamente cuando lo solicite ésta o un tercio de
los socilos.

2.—- Compete a la Asamblea ordinaria:
a) Elegir los cargos de la Junta Directiva.
b) Aprobar, si procede, la memoria y cuentas reglamentarias,
que presente la Junta Directiva.
c) Dar facultad a la Junta Directiva o a las Comisiones
nombradas por ésta, para cuantas gestiones sean necesarias
para el cumplimiento de los fines de la Sociedad.
d) Fijar las cuotas de socilo.

3.— Compete a la Asamblea extraordinaria:
a) La resolucién de asuntos urgentes.
b) Adoptar los acuerdos relativos a acciones que expresa-
mente le encomiendan estos Estatutos.

Art2 102, La Asamblea queda validamente constituida en
primera convocatoria con la presencia de la mitad mas uno de
los soclios, o media hora mas tarde, en segunda convocatoria,
con los soclos presentes.
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Arte 112. Los acuerdos se tomaran con el voto favorable de
1a mitad mas uno de los soclos presentes, salvo en los casos
en que estos Estatutos exigen expresamente otra cosa.

Art2 122. La Junta Directiva, nombrada por la Asamble? en la

forma que regulan estos Estatutos, estara formada por:

et dente

- g:aiizsticepresidentes (uno por cada de las Comu?idades
Auténomas de su ambito de actuacién preferente),

-~ Un Vocal de actividades y cONCursos,

—— Un Vocal de relacilones institucionales,

-— Un Vocal de gestién de publicaciones.

—— Un Vocal de redaccién de publicaciones.

—- Un Secretario.

—— Un Vicesecretario.

~— Un Tesorero.

—— Un Bibliotecario.

Arte 132. La Junta Directiva podra funcionar ené?lenorf pgg
: les formaréan parte

isiones en cada una de las cua

gszsidente: o miembro de la Junta en quilen delegue, yie;

Secretario o Vicesecretario. La Junta Directiva se reunir

al menos tres veces al afio.

ta Directiva:
Arte 142. Son funciones de la Jun
a) Convocar las Asambleas ordinarias olextraordinarias.
Asambleas.
b) Fijar el Orden del Dia de las
c) Primover cuantas actividades estime convenientes para la
consecucién de los fines de la Sociedad. o flos
d)> Recoger y encauzar las propuestas O sugerencias de
soclos.
e) Administrar la Sociedad.

Arte 152. La Junta Directiva sera nombrada por la hsaﬁflii;
que en cada seslén ordinaria renovara los cargnsjqui 22 5
quedado vacantes por renuncia justificada de sus t.tiu:idog
por haber expirado el plazo para el que fueron tna cursm—::
Los nombramientos se haran para un periodo de cua ri‘ it
como maximo. La Asamblea, no obstante, podra rifcggj .
miembros cuyo nombramiento haya expirado. A los e ensgsrre
este Articulo se entiende por curso el tiempo que tra u
entre dos Asambleas ordinarias consecutivas.

Arte 162. El1 Presidente representara a la Suf?ﬁﬁﬁg

presidira las Asanbleas, convocara ¥y ipres;dirgz mi:?nneus .
. e o

Di tivas, ropondra la constitucion

tr;::Ja. queyprzsidira por si © representado por un miembro

de ls Junta Directiva en quien delegue.

Arte 17¢. Los Vicepresidentes auxiliaran al Presi?gzziigr
representaran a la Sociedad en sSu Ccmunida§ de ;ez e ei
El Vicepresidente que resida en la misma Conmni:: qdad :
Presidente, 1le sustituira em caso de ausencia, enierme

cese.
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Arte 182. Los vocales serén los organizadores y responsables
de las acciones, relativas a su cometido especifico, que les
encomiende la Junta Directiva, para la consecucibédn de los
fines de la Sociedad. Como tareas principales, tendrén a su
cargo las siguientes:

El Vocal de actividades y concursos, la organizacién de
Concursos de Problemas, reuniones de profesores, ciclos de
conferencias, etc.

El Vocal de relaciones institucionales, llevar a cabo las
gestiones con centros, personas o0 entidades publicas o
privadas que esean precisas para la realizaclién de las
actividades de la Socledad encaminadas al cumplimiento de
sus fines. .

El Vocal de gestién de publicaciones, la programacién de
las revistas, boletines o monografias que edite la Sociedad,
incluidas su impresion, distribucién, suscripcién, venta o
intercambio, captacién de publicidad, etec.

El Vocal de redaccién de publicaciones, la recogida y
selecclén de originales, confeccién, montaje y edicién de
las publicaciones de la Sociedad, y la inclusién en ellas de
editoriales, notas o convocatorias a iniciativa de la Junta
Directiva.

La posible colisién de competencias seré resuelta por
decisién del Prsidente.

Arte 1992, El1 Secretario serad el encargado de custodiar vy
llevar al dia la documentacién social, informar a los socilos
y coordinar las actividades. Distribuira la correspondencia
recibida en la Sociedad y organizard y mantendra actualizado
el fichero de socios, registrando las altas y bajas que se
produzcan. Levantar& acta de las reuniones de la Asamblea y
de la Junta Directiva.

El Vicesecretario colaborarAd con el Secretario en todos

sus cometidos y le sustituird en <caso de ausencia,
enfermedad o cese.

Arte 202. El1 Tesorero sera el encargado de recaudar las
cuotas y demé&s 1ingresos de la Sociedad, de ordenar 1los
pagos, de llevar al dia los libros de contabilidad, y de
informar del estado econémico de la Sociedad al Presidente,
a la Junta Directiva y a la Asamblea.

Arte? 212, El1 Bibiotecario tendra bajoc su costodia los
libros, revistas y demAs material perteneciente a 1la
Sociedad, y facilitaré su utilizacién por los socios.

Arte 2292, Los socios pagarédn una cuota anual, por cursos
académicos, cuya cuantia serd fijada por la Asamblea en sus
reuniones ordinarias. Caso de ésta apruebe una modificacién,
causaré efecto al principio del curso académico siguiente.

Arte 232. La Sociedad se financia con 1las cuotas de sus
soclos y con los ingresos que eventualmente produzcan sus
publicaciones, cursos u otras actividades acordes con sus
fines, asi como con las ayudas que reciba de entidades
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oficiales o particulares. EIl limite maximo del presuguesto
anual sera fijado por la Asamblea y podra ser modificado 59r
decisién de la misma, sin que ello suponga modificac in
formal de los Estatutos. La Sociedad carece de patrimonio

fundacional.

Arte 249. Para la modificacién de los presentes Estatutos,
serf necesario que una Asamblea Extraordinaria lo apruebe,
al menos con los votos favorables de dos tercios de los

soclios presentes.

Arte 252. La Sociedad se disolveré por acuerdo de UTa
Asamblea extraordinaria convocada con ese unico motivo, yt a
decisién de disolverla debera contar con los votos
favorables de dos tercios de los socios presentes. Eﬁﬁf&sm
de disolucién, el patrimonio de la Sociedad, si lo hu %ﬁf.
se donarada a centros de ensefianza, actuando como comisién
liquidadora la Gltima Junta Directiva.

sSpos 6n tramnsitoria. A efectos de aplicacién del
ﬁ:‘ticuigiolsg en la Asamblea de 1991, los miembros dell.a
Junta Directiva cuyo nombramiento, hecho con arreglo a n?
Estatutos anteriores, expire en esta Asamblea, cesaran en e
cargo (sin perjuicio de que la Asamblea decida sut EueYo
nombramiento). Los miembros que tengan nombraniento todavia
vigente, para cargos que siguen existiendo en la bn::::
composicién de la Junta Directiva, se consideraran meé; e
por un peripdo de cuatro Cursos, pfro contado éf A
Asamblea en que fueron nombrados por ultima vez, ¥ 2? Sar
lo tengan para cargos que desaparecen, podran co;l n ol
formando parte de la Junta Directiva hasta la Asam eaLos
1992, en la que se extinguira el citado cargo. oos
nombramientos para los puestos vacantes o de nueva ifeic °r
se haran unos por dos afios y otros por cuatro, con objeto
escalonar las renovaciones futuras.

Debe notarse que el presenta Proyecto de ESi?tutgs
incluye, entre otras novedades, el cambio de nom reti e
nuestra Socledad, desapareciendo de él gl califica tvs
»Castellana”, que hoy dia resultaba de dificil interpreta

cién.
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Como socla de la Sociedad Castellana Puig Adam de
Profesores de Matematicas, desen que me envien gratuitamente
los sigulentes numeros atrasados del Boletin <(seflalar con
Unas aspas los que interesen):

3 4 5 9 10 11 13 14 15 16

17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

Envio adjuntos sellos para el franqueo (23 pts, por nimero
para Madrid y 33 pts. por nimero para provincias).

Hagan el envio utilizando como direccién la consignada en
este recuadro:

' Los numeros 1, 2, 6, 7, 8 Yy 12 estan agotados. De los
numeros € y 19 quedan sélo unos pPocos ejemplares.

S1 desea acogerse a este ofrecimiento recorte o copie este
cupén y envielo a la Sociedad Castellana “Puig Adam” de
Profesores de Matematicas, Apartado 9479 - 28080 - MADRID.
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EL PERMANENTE DE UNA MATRIZ

por José V. Garcia Sestafe

1. INTRODUCCION

El concepto de permanente " ha alcanzado en los Uultimos
tiempos gran difusién en los manuales de Combinatoriaj ®in
embargo, su origen se remonta & principios del siglo pasado.
Binet y Cauchy, simultéanea pero independientemente, llegaron
@ dicha nocidn a través del estudio de funciones simétricas
de los elementos de una matriz. La denominacioén de permanen-
te aparece por primera vez, cincuenta akos mas tarde, en los
trabajos del inglés Muir, que al 1igual que su compatriota
Mac-Mahon investigé las relaciones entre permanentes y deter-
minantes.

Entre sus aplicaciones més divulgadas cabe citar 1la
relativa a la obtencién del numero de representantes de un
conjunto vy su utilizacién para el cdlculo de permutaciones

con posiciones prohibidas.
2. DEFINICIONES

Sea la matriz rectangular
A= (aij), ie 1,2,00ymp J=1,2,004 g m <N
con coeficientes, en general, en un anillo conmutativo #£. El
permanente de A —que se escribe per (A)- se define

per (A) = ? a, . €J

13, a2j2"' amjm v Jgdge e

donde J representa el conjunto de todas las variaciones sin
repeticion de los i{ndices 1,2,...,n de las columnas, tomados
mam,

EJEMPLO

Sea la matriz A =




Formadas las variscionss de los indices da columna
1,2,3,4, tomados 2 a 2, se obtiene
12 13 14 21 23 24 31 32 34 41 42 4%
luego

Per (A} = ayy @pp * Ay ayp v ey an, toay, 8y 812 83 ¢
12 %24 T 813 85 * Az 8 t A8y v e, e, 4
14 %22 * 8y, a5y

+ &

+ a

Un m-tuplo de elementos de la matriz A de m filas y n
columnas, m $ n

a,. 4, a

1j, )

2, ' amjm
tal que dos elementos no se encuentran en la misma columna
se denomina transversal de la matriz A.

Mediante la nocidn de transvereal, se puede definir, de
faorma operativa, el permanents de una matriz, en la siguien-
te format

Formadas todas las posibles transversales de la matriz
A, sm calcula el producto de los elementos de cada una de

ellas; per (A) es igual a la suma de todos los productos
hallados.

3. PROFPIEDADES DEL PERMANENTE DE UNA MATRIZ

I. Es evidente que per (A) es invariante con respecto a
cualquier permutacién que se efectlue con las filas o con las
columnas de A; recuérdese que los elementos de A pertenecen
a4 un anillo conmutativox.

Il. Si se multiplican todos los elementos de una fila
por un mismo elemento ¢ de # v @1 parmanente queda multi-
plicade por cj lo cual rltuftn obvia, ya& que en cads trans-
versal entra un elumento de cada fila y #élo uno.

IlIl. 8i Ay E son dos matrices multiplicables
A.B = C

en general NO SE VERIFICA
per (A.B) = Per (A). Per (B)
como se puede poner de manifiesto con un contraejemplot

1 3 312 378

A -( )] B -( )] A.B -(
o 1 021 021

per (A) = 1.1 + 3.0 = |

per (B) = 3.2 + 1.0 + 3.1 + 2,0 + 1.1 + 2.2 = 14

per (AB) = 3.2 + 7,0 + 3.1 + 0.5 + 7.1 + 2,5 = 26

26 % 1.14

IV. Sean 800 Byoy Aixyeney By los elementos de la fila
i-égima de la matriz A, Como en cada transversal existe un
elemento -y s6lo uno- de cada fila, separando factor comian
los elementos de la fila i, en la expresién de per (RA), se
obtendra

per (A) = a,, Sii oA, S12 + a0 *+ & n Sin

Fero las sumas Sij’ (3 = 1,2,..yN) no son otra cosa qee
los permanentes de las submatrices Aij' obtenidae a partir
de la matriz A, por supresién de la fila i y de la columna
j; o sea . -

per (A) = j§1 a4 - per (Aij)

Obsérvese que el sequndo miembro de [I) no tiene térmi-
nos repetidos; por otra parte, el ndmero de términos exis-
tentes en dicho segundo miembro es

(n=1)! n!

WV = n. =
" ¥a-1,m-1 (n-m) ! (n=m) !

qus coincide con ml ndmero de términos que aparecen an el

per (A).

V. De manera andlogs se obtiene la siguiente generali-
zacién. Dada la matriz A, de m filags y n columnas, se eligen

h filas, il‘ 12,..,ih(1<h<m-1) y se forman las Cn,h = t
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submatrices de h columnas que se pueden abtaner con los sle-
mentos de esas h filas) se designa, en lo que sigue, a di-
chas submatrices

AHK v 1 ®0,1,2,..,t
donde H raepresenta el conjunto de los indices de las h filas
elagidas y K1 @8 @l conjunto formado por los indices de las
columnas tomadas en la submatriz l-ésima.

Suprimiendo en la matriz A las h filas elegidas y las h
columnas de cada submatriz se obtiene otra submatriz
AH’ K’l

donde H’ y K'l son loe conjuntoe complementarios, respecti-

vamente, de los H y Ky

Entonces se verifica

er (A) =
per (A) ?E par (A ). per (AH.KiJ CI13

Basta observar que cada transversal de A serd el pro-
ducto de una transversal de AHK por una transversal de

AH’K" es abvio que en el segundé miembro de [IIJ no puede
haber términos repetidos.

For otra parte, en el segundo miembro de [(II] estan
todos los términos de per (A); en efecto, el numero de tér-

minos de per (AHHI) es Vh,h = h! y el de per (AH'Ki) es

(n=h)!

—

v =
n-h,m-
vm=h (h=m) !

lusgo el numero de términos que figura en el segundo miembro
es

n (n=h)! n! (A=h)! nt
( ). hi = h = '
h (n=m) ! Rt (n=h)! (n-m)! (n=m) !

que coincide co’ el numero de términos de per (A).

V1. En @] casc de matrices cuadradas es evidente que
par (A') = per 30
donde A’ representa la matriz traspuesta de A.

Como corolario inmediato -en @l caso de matrices cua-
dradas- resultan ser vdlidas para las columnas, las propie-
dades anteriormente enuncladas para las filas.

VIIl. Para matrices cuadradas per (A) consta de los mis-—
mos sumandos que det (A), con la salvedad, claro estd, del
signo de cada sumando

Dbeérvese que las propiedades IV y V en matrices cua-
dradas recuerdan los desarrollos de determinantes, respecti-
vamente, por elementos de una linea y por menores complemen-

tarios (regla de Laplace).

VIII. En el caso de una matriz cuadrada booleana B, el
per (B) resulta ser igual al numero de términas no nulos del

desarrollo de det (B).
4. CALCULD DEL PERMANENTE DE UNA MATRIZ. TEDREMA DE RYSER.

Ema A = (lij) una matriz mxn, m & n. 8a forman las com-
binaciones r-arias sin repeticidén de las n columnas
ryo Fovessslyy t = Cn,r

A partir de la matriz A se forma la matriz Ar y SBusti-

tuyendo en aquélla las columnas h

Jh,‘ jh ,...,jhr
correspondientes a la combinacion T por columnas de ceros
y se representa por
S(A_ )
"h
al producto de las sumas de los elementos de lag filas de

A .
"h



- 80 -

For otra parte se forman las variaciones con repaticidn
de los n elementos 1,2,..,n, tomados m a m} el conjunto de
dichas variaciones se designa por M.

Se conviene en asignar & la variacidn

- 81 -

B oy 81 G+ 8 0 4 8 0y Mg (i) 0 (i) (pta ) (agptagy) = Bl

El per (A) es igual & la suma de los pesos de los ele-
mentos de M gque satisfacen exactamente n-m propledades de
las Pl' Pz,...,Pn. Por tanto, usando la férmula de inclusidn

kl' k2""km €M (11I) y exclusién gqeneralizada, teniendo en cuenta que pi(r) =
el peso o ponderacién S(Ar). donde S(Ar> @8 la suma da todos losm B(Ar ) para h =
h
.1k1' a2k2' cen o .mkm 1,2,..4t, resulta
per (A) =P(n-m) = S(An_m) N Cn-m+!,1 . S(An—m+1) + cn—m+2,2'
Sea Pi la propiedad dea que la variacidén (III) no con- - )
m—
tenga al numero i. La suma de los pesos de las variaciones ; - S(AL_ o) Cn—m+3,3'S(An-m+3) oot (-1) * Co-t,m-1 °
pertenecientes a M que poseen las r propiedades Pi’ i = jh ’
. . . 1
Jhi"."Jhr' o dicho de otra forma, que no contienen a los m=1
reteridos elementos, es precisamente S(A i
' rh). . S(An_l) =T (-1) cn—m+i.i . S(An—m+i) CIV]
i=0
EJEMPLOD
EJEMPLO
Sea la matriz 4, 0.4
“‘r“ 12718 Sea calcular per (A) siendo
1t '
134 -20
8 consideran las propiedades Py y Py. Las cosbinaciones de las cuatro coluanas toasdas dos a dos A={S5-1243
son 20=312
12 3 1423 0y
Hay que obtenar P(n-m) = P(5-3),
La matriz A, se obtiens de la A sustituyendo las colusnas 1y 3 (correspondientes a las propiedades per (A) = P(2) = S(A,) - 3 8(A7) + 6 8(Ay)
P,fo por ceros
°ﬁ2°‘u Para obtener S(Az) se forman las CS,Z = 10 matrices
ﬂ;' obtenidas de A por sustitucién de dos columnas de ceros; a
00y

continuacién se suman los elementos de cada fila y se multi-

plican las sumas obtenidas.
Las variaciones binarias con repeticidn de los ndmeros 1,2,3,4, descontando agquéllas en que en~

tran los nieeros 1 y 3 son

00420 2 030-20 | 03400 7
2 % u M 00243 9 0-1 0 4 3 6 0-1 20 3 4

Cuya susa de pesos seria 00-312 0 00012 3 0 0-302 -1
0 18 -26
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i
03 4-20 5 00-20 | -1 10400 5 13000 4
0-1 240 5 50043 | 12 S0203 [ 10 -1 000 4
0o0-310 | -2 0012 | 5 20302 | -1 20000 2
-50 =60 -50 32
10
104-20 3 13000 4 130-20 2 S(Ag) = T S(Ag ) m =42 - 20 - 26+ 12+ I - 20 +32-27 -
50240 11 S-1 003 7 S-1040 8 e i
2 0-3 1 0 0 20002 4 20010 x
0 112 a8 _ 3% 5.32 % - 95
13400 8 Finalmente se obtienen las A4.
5-1 20 0 6 i
20300 | 1 00000 0 03000 T 00400 4
—48 00003 T 01000 | -1 00200 2
Entonces 00002 2 00000 0 00-300 -3
10 0 -24
S(Ay) = I (A ) = O +18 + (=28) + (=50) + (=60) + (~50) +
1
i=1 10000 it o00o0-20 | -2
+ 0+ 112 + 48 + (-48) = - 58 0000 = 00040 4
20000 2 00010 1
Para el calculo de S(Az) ee procede de manera analoga 10 -8
5
0 00-20 -2 00400 4 00 4-2 0 2 S(A4)=X(A4)=0+0'24"‘10“9"'22
00043 7 00203 5 00240 6 jmy !
00012 3 00-302 [-1 o0o0-310 | -2
-4z -20 -24 Luego
NS e 00 o2 R Q i 03400 7 per (A) = B(Ay) - 3 S(Ay) + 6 B(AL) = = 58 = 3 . (=90) + 6 .
0-1003 2 0-1040 I 0-1200 1 (=22} = B8O
0000 2 2 00010 1 ©00-300 | -3
12 3 ~21 En el caso de una matriz cuadrada, como n = m, resulta
m=-1
toooo 1 1090=20 jp-1 10400 s per (A) = S(AL) - S(A) + SA=.. + (D™ 8@ ) =1
50003 8 50040 9 50200 7 i=0
20002 4 20010 I 20-300 | -1

(-0t . (A,



S. ALGUNAB AFLICACIONEB DEL FERMANENTE DE UNA MATRIZ

A continuacion se exponen algunas aplicaciones del per-
manante de una matriz.

5.1. SISTEMAS DE REPRESENTANTES DISTINTOS

Sea A un conjunto de n elementos y J(A) el con-
junto de sus partes y sean
p= {ai, YRR am}c Ay Be={ AI‘AZ""Am Yo §w
siendo ms n.

8i al conjunto B se le puede poner en correspondencia
= no necesariamente univoca - con el ﬁ y de forma que los
elementos de‘ﬂ sean distintos y que & € Ai (1=1,2,..,m) se
dice que el elemento a; representa al conjunto Ai‘ entonces

‘b recibe el nombre de sistema de representantes distintaes
(srd) de B.

Se remarca que necesariamente se tiene que verificar a;
# aj sl { # J, aun @an wl camo de que Ai Lz Aj| esto es, si un
subconjunto de P (A) aparece varias veces, debe tener cada
vez un representante distinto.

Fara un B c P(A), no necesariamente tiene que existir
un srd; el primer problema que se presenta es .averiguar,
bajo que condiciones existe srd, y caso de que se cumplan
lag referidas condiciones,determinar el niamero de los dife-
rentes srd.

Es evidente que para un B tal que si Aicz By Aj c B,
(1,i=1,24..ym;i #j) se cumplen A1 ] A-1 = g, existe al menos
un erd.

Ejemplo
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Bean A = (11. 8y gy 8y By '6) y B = (A1. Az‘ As)
siendo
A1 -(nl, 85 '3}' A2 = {a4. as) y A3 = {ab)

Entonces se comprueba que
{11, a ab), (a1, 8y ab), {a2, s ab), {'2' 4 ab). {.3'
a4 '6}' {‘3' acy 2.,

son diferentes srd.

La condicidn necesaria para la existencia de al menos
un srd, fue enunciada por Hall: los subconjuntos Al'
A2,..,An tienen al menos un srd si y sélo si,

card [U(Ai1' Ai ,..,Ai ) zk
2 . ) .
estando extendida la unién a todas las combinaciones k-arias

de m elementos.

Sean A = (al, Ay B3y 8, ag eb}
y B = {Bi' B
By
{ai, a4)

2, 93, 84) siendo

= {al, 3y az), Bz W {al, agy ab), 93 = {al, a3} Yy B4 =

La union de cualesquiera tres subconjuntos tiene al
menos tras alamentos
card {91 U 82 u 83} = &3 cgrd {81 U Bz U B4} = 53
card (B, U By U B,) = 4; card (B, U By UBy =5
luego para {Bl, 52' BS’ 84} existe al menos un srd, por
ejemplo

{a a4},{a1, oy By a4}, etc.

o1 8gy 84,
Sin embargo para los subconjuntos
C, = {al, a

1
C4 = {as, a

azly C, = {ai. as a4}, C3 = {a5, ab},

2' 73 2
6}, C5 = {as, ab}

la unién de los tres subconjuntos Az, A4 Yy As es tal que

card {C3 U C4 U Cs} = 2

luego{Ci, C2' CS' C4, Cs} carece de srd



El tworema de Hall proporciona la condicién necesaria
para la existencia de al menos un srd, pero nada dice del
numero de posibles srd. Una acotacién de este nimero se con-
sigue mediante la siguiente regla:

8i se cumple la condicidén necesaria de Hall y cada Bi’
1 =1,2,..ym, contiene al menos h elementos, se tiene

si'h £ my B tiene al menos h! srd

si h > m, B tiene al menos h!/(h-m)!

Fara loe subconjuntos Bi' Bz, B3 v B4, del segundo

ejemplo, que cumplen la condicién necesaria, como card (Bi)
22=h, (i =1,2,3,4) vy h & m, resulta que B tiene al me-
nos 2! = 2 srd

Fero para obtener el nimero exacto de srd, hay que re-
currir al concepto de permansnte.

Dado un sistema de subconjuntos Ai' i = 1.2,..,m. se

define la matriz de incidencia de los A,, como aquella ma-
i

triz 1 8i a, € A,
3 i

C= (cij)' cij =
0 si 3, 4 Ai

Fara la +qdi11a de subgonjuntos del primer ejemplo se tendria.

111000
C=00011to0
Q00001

Para la familia del ssgundo resultaria
110100
100011
101000
100100

D =

. ol
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y para el tercer sjemplo
’,'1110001

110100
E=l000011
000011
000011

Se observa que siendo C la matriz de incidencia de la

familia Ai' Az,..,Am. ge tiene que el numero de srd que ad-

mite dicha familia es, precisamente per (C).

Aei pues, en los ejemplos anteriores, como per (C) = 6
la familia del ejemplo 1 dispone exactamente de & ard, la
del segundo de 9, puesto que per (D) = % y de per (E) = 0 se

obtiene el resultado hallade anteriormente para el ejemplogd,

=.2. PERMUTACIONES CON POSICIONES PROHIBIDAS

El problema de la cbtencién del numero de permutaciones
con posiciones prohibidas se presenta con frecuenciaj la
aplicacién del permanente proporciona un método genaral vy
préctico para su calculo. En primer lugar hay que situar los
elementos sobre un damero. Sean los elemantos.

8y Ay a, 8y
que dan lugar a 4! permutacionesj una cualquiera, por ejem—

plo la
1T 2 3 &

a, B

se podria representar mediante a, qﬁ

el damero de la figurat

a, estd en la 32 posicién , a,

1 a *E

en la primera,etc. 4

8i no existiera ninguna posicién prohibida, cada ele-
mento puede ocupar cualquier posicioén de su fila, con la
tnica restriccion de que en cada columna exista un unico
elemento. Obsérvese que cada permutacidén resulta ser una

transversal del damero.

Si existen posiciones prohibidas "a priori" bastard

situar ceros en las referidas posiciones y colocar unos en
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las restantesg; el namero de permutaciones buscadas es el
namero de transversales que no contengan ningun cero, que no
es otra cosa qua ®]! permanente de la matriz asociada al da-
mero.

EJEMPLO

Hallar el numero de permutaciones que se pueden formar
con los elementos By 85y By By, sabiendo que a, no puade
ocupar ni la 18 ni la 42 posicién y que a, no debe figu-
rar en 28 posicién.,

La matriz asociada al damero seria
1111
011
111
101
Y coﬁb per (A) = S(Ao) - S(A,) + S(A,) - 8(A, ) = 6 -

1 2 3
— (36+27+18+386) + (B+4+B+0+8+4) - (0+0+1+0) = 10

A=

- e O

que como puede comprobarse corresponde con las permutaciones
1234, 1243, 1324, 3124, 3214, 3241, 4123, 4213, 4231, y 4321

S.2.1. EL PROBLEMA DE LOS DESPLAZAMIENTOS

Es el ejemplo mds conocido de permutaciones prohibidas
y consiste en que el elemento i no puede ocupar la posicién
i-égima, esto es, representando por 0 el indicador de posi-
cién, se debe cumplir O (i)==i.

Como es evidente, para lose n elementos 142,...4Nny la
matriz asociada al damero, ase

[0 11 ... 1
101 .u. 1
D, =lt 10 ...1
1 11 e O

y, por tanto, el numero de desplazamientos dn’ resulta ser

dn = par (Dn)

_39..
8i uwe forma la matriz
1111 ,..11
101141 ... 11
F 1101 ...11
n= .
1110 .,..11
1111 ...10
L

aplicando la propiedad IV, se obtiene
per (Fn) = per (Dn-i) + (n-1) per (Fn_1)

deepués de aplicar convenientes permutaciones de filas vy

columnas.

Aplicando la misma propiedad a Dn

per (D ) = (n-1) per (Fn—l) VIl
o0 sea per (Fn) = per (Dn—i) + per (Dn)

Pero de [VI] se obtiene

per (DI_I ) = n par (Fn)

+1
luego
dn+1 = per (Dn+1)= nlper (Dn) + per (Dn—l)J = n (dn_1+dn)EVH]

férmula de recurrencia que permite obtener el numero de des-
plazamientos. Como
d1 = per (Dl) = O, d2 = per (Dz) = 1
se obtiene, sucesivamente
d3 = 2,(1+0) = 23 d4 = I,(2+1) = 93 d5 = 4,(9+2) = 44

d6 = 5,(44+49) = 2654 d7 = 4,(265+44) = 1854 ...

Se observa facilmente que

d2 el = 2.0+1 = 2d1+1; d3 =2 = 3,1-1 = 3d2-1
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d4 m e m 4,241 » 4 d3+ iy d5 = 44 m 5,9=l = 5d4-1
Yy, en general, se puede suponaer
n
dn = n.dn_1 + (=1) CVIII]

Aplicando la férmula de recurrencia (VII1, resulta,

- (g3 N
d =nd +nd__, = nd_+d_ (=1)

n+1 1

n+1
dn+1 = (n+1) dn + dn + (=1

con lo que queda probada. Aplicando CVIII], resulta, como d2
= 1

d2 = 2,1/2

d3 = J3.(2.1/2) = 1 =3',(1/2!=-1/3")

d4 = 4,3!,(1/2'-1/3!) + 1 = 4!,(1/2!-1/3!'+1/4")
y supuesta cierta

n-1

d - (n=1)! [1/2'-1/3'+1/4'=, .+ (-l)n-}(ilm—1H]
ge obtiene :

dn =n (n=1)! (1/2!-1/3'+1/4'-.. + (-l)n_l-(l/(n—l)!) +

(-0 = ! (/20-1/3t4 17800+ D" 1m0
férmula que da el nimero de desplazamientos.

Aplicando el teorema de Ryser, se puede obtener otra
expresioén de dn. Para

o
o111 ...11
101 ...11
110 ...11
111 ..01
.1 11 ..10

se obtiene inmediatamente

N _ _~yN=1 _ e -
S(Dn,o) = (n-1) S(Dn,l) Cﬂ,1 (n=-2) . (n 1)7S(Dn,2)
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n-2 2
- ( -2) e
- Cn'z (n=-3) n

y @n g-neral,parl r columnas sustituidas por ceros

n-r r
(n=-r-1} (n-r)
S(Dn,r) S Cn.r
Y, POr tanto
n=2 =
n-r
(n-r-1} (n-r)
90 = Per (D)= = Conyr
r=0

Obsérvese que la suma sdlo se extiende a n-2, ya

§(Dy nog’ = ©

que
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ANEXDO
FORMULLAS DE INCLUSION Y EXCLUSION

A.1. PRIMERA FORMULA DE INCLUSION Y EXCLUSION

Bea A un conjunto finito y sea Ai(i = 1,2,..40) tal que
Ai C A. Se designa por 51 al complementario de Ai en A,

FPara dom subconjuntos cualesquiera A1 y A2 se tiene,
evidentemente

(A UA2) U (A,UAS) = A (A. 1)

1 172

de donde
card (AIUAZ) = card (A) - card (AIUAz)
que se puede escribir

card (51052) = card (A)- [card (A,) + card(Az)J + card

1
(A1"A2’

Poniendo A2UA3 en lugar de A2. se obtiene

card fﬁ}n(A2UA3)J = card (A) - Ecard(Al) + card (AZUAS)J +
card EA1"‘92”A3’3

de donde

card (Elnﬁénﬁi) = card (A) - [card (A;) + card (A,) + card

<A3) - card (AznAs)J + card [(AinAz) u (AinAs)J = card (A)
- [card (Al) + card (Az) + card (A3)J + [card (AlﬂAz) + card
(A1 nA3) + card (Aznﬂz)]- card (AlnAznAs)

La igualdad anterior se puede generalizar por induc-
cidn) aupusnta cierta para n={ subcenjuntos

card (A MA,N ....NA _ )= card (A) -[card (A;) + card (A,) +
ses + card (An-i)] + [card (AlnAz) + card ‘A1”A3’ + ...+
card (A -2 nAn-i)J -Eierd(AlnAznA3) teoot card
(An_zMA N A _ 01 +eee+ =)V card (A NAN..NA__ )
ae n-iUAn y operando se obtiene
card (A MAN..NA ) = card (A) = [card (A;) + card(A,) +

«sees + card (An)J + Ecard(AinAZ) + card (AlnAz) + .es *+

escribiendo en lugar de An=1{,A

_43_
card (An-lnAn): + t:lrdn (AlnAznAs) + s :A:::?
. = AN ..NAR) .
(An-znAn-ann)J + seeed (=1) card (A1 2 n

que es la férmula de inclusidn vy exclusion,
EJEMPLO A.1l.
Sea el conjunto

A= {1,2,3, 0.y 20}
Sobre ¢l se definen las siguientes propiedades

P1: a € Aes tal que a = ?
le a € Aes tal que a = ?
P3| a ¢ Aes tal que a = 4
P4| a € Aes tal que a > 1S

Obtener cudéntos elementos de A no verifican ninguna de
las propiedades anteriores.

Se designa por Ai C A el conjunto de elementos que ve-
rifican la propiedad Pi' Se obtiene sin dificultad

w { 2,8,6y000y 20
-(3’6.9’II.' 18 )
€ 4,8,12,.0., 20 )

hb (’P l\lb ._.D
n

= { 15,16,17,18,19,20 )
ys por tanto,

card (A, )= 10} card (A
card (A NA
card (A NA
card (A, NA
card (A, NA
card (A

2) = &) card (AS) = 5) card (A4) = 53
) = 33 card (AlnAs) = 53 card (AinA4) = 3

)y = 13 card (A2HA4) = 13 card (A30A4) = 29

nA3> = {j card <A1nA2nA4) = 14

NA,) = 21 card (A NALNA,) = 0;

4 2734

NANALNA,) = Of ‘card (A) = 20

= e = N =
N WN WdN

La féormule de inclusion y exclusién se puede escribir,
an este CASO .
card (A NA_NA_NA,) = card (A) = [card (A) + card (A)) +

172 3 4
card(A3) + card (A4)J + (card (AlﬂAz) + card (AlnAS) + card
(AlnA4) + card (AznAs) + card (A2A4) + card (AsnA4J - [card



‘Aanznﬁs’ + gcard (AInAznA4) + card (AlnAsnA4) + card
(A2nA3nA4)J + card (AinAznAsnA4) m 20 = (10+6+5+5) +
+ (I+T+3I+1+1+42) = (1+1+2+40) = 0 = 20 ~26+15-4 = 5,

Para obtener cuales son loms elementos se procederia a
aplicar cada propiedad sucesivamente, esto es, a "cribar"
con cada una de las condicliones, al conjunto dado:

a) No cumplen P1, los impares: 1,3,5,...,19.

b) Al aplicar P2, no la cumplen los méltiplos de 3 im-
pares, quedando 1,5,7,11,13,17 vy 19.

c) El no cumplimiento de P3 no suprime ningin elemento.

d) Ne cumplen P4, 17 y 19, resultando los cinco elemen-
tos
1,5,7,11 y 13

A.2. SEGUNDA FORMULA DE INCLUSION Y EXCLUSION

Si en vez de partir de (Al) se considera la igualdad
evidente

(AUA ) U (RUA ) =aA (A.I1D)

Se obtiene
card (A_NA ) = card (A) = card (A NA

K k+1 K k+1)
y i se hace AK = Ainazn ...nAk
resulta
card (AlnAzﬂ ses nAkﬂAk+1) = card (Alnazn ...ﬂAk) - card
(AlnAzn e nAknAk+1)

expresidn que se puede generalizar por induccién, obtenién—
dose, &n definitiva

card (Alnazn cee nAknAk+1n..nAn) = card (AlnAzn - nAk) -
-Lcard (A NALN ... nAknAk+1) + card (AlnAzn ...nAknA

k+2’

+oaot card (AlnAzn . nAknAn)J + [card (AinAzn ses

+
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nAkAh:}‘Akﬁ'Z) * sea * :.rd(AlnAzn ---nAkﬂﬁn_inﬂn)J = s *
(=1) card (AlnAzn ees nAknAk+1n e nAn) (A. IV)
que es la megunda fdérmulae de inclusidén y exclusion.

EJEMPLO A.2.

Con los datos del ejemplo | se quiere obtener el cardi-
nal del conjunto que cumpla las propiedades P1 Yy P2 y no

cumpla la P, ni la P4, o mas abreviadamente, el cardinal del .

3
conjunto que cumpla

La f6rmula (A.III) se convierte en este caso en
card (AlnAznhsnA4) = card ‘Aanz’ - (card (AlnAznAs) + card
tA NA

1 2ﬂA4ﬂ + card (AiﬂAznAsnA4)

Teniendo en cuenta los valores hallados an el ejemplo
11
card (AinAansnA}) =3 - (1+41) + O =

Si se quisiese obtener cudles son loe elementos que
varifican, se procede al cribado sucesivos

Cumpl en P1| 2,4,6y «o.y 20

Cumplen Pi*le 6,12,18

Cumpl en PI‘P2*P3| b6y 18

AR AP AD
Cumplen P1 P2 F'3 P4| )
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A.3. NUMERDC DE SUBCONJUNTOS GQUE VERIFICAN EXACTAMENTE k
PROPIEDADES

S8ea Q(k) el numero de subconjuntos que verifican exac-
tamante k propiedades de las
sin especificar cuédles son las propiedades verificadas.

8i se forman todos los subconjuntos de h elementos que

se pueden obtener con los elementos de A

Ai,’ A gouny A
se designa por q(h) a la suma de los cardinales de los sub-
conjuntos

Ai,nAi,n"'nAib
o sea

qth) = E card (A nA fleasNA, b)'

2

designando q(0) al card (A).

Partiendo de la férmula (A.IV), G(k) se obtendrd como
suma de los cardinales de todos los conjuntos de la forma
A nA n...nA nA n....nA
esto es, donde se cumpléﬁ k @‘5610 k propiedades. Por tanto,

sumando:

n-k
Q(k) = qlk) Ck+1'1.q(k+1) + ck+2,2‘q(k+2) sest (=1)
Cn,n-k q(n) (A.V)

EJEMPLOD A.3.

Con los datos del Ejemplo 1, se gquieren obtener G(O),
@iy, G2y, Q(3) y G(4),
- Q(0) representa el numero de elementos que no cumplen nin-
guna propiedad
Q(0) = q(0) = g(1) + g(2) - q(3) + q(4)

Con los resultados del ejemplo 1
g(0) = 203 q(1) = 10 + 6 + S + 5 = 263
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Q(2) = 3 + §F + 3 +1 + 1 +2m 5

Q(3) = 1 + 1+ 2+ 0= 4; qg(4) = 0O

sustituyendo

Q(0) = 20 -= 26 + 15 - 4 + O = §

resultado., que como es légico coincide con el del ejemplo
1.

- Q(1) es el numero de elementoe que cumplen exactamente una
propiedad; su numero es

Q(1) = q(1) - 2 q(2) + 3 q(3) - 4 q(4) = 26 - 2 .15 + 3.4 -~
- 4,0=8

Los elemantos que cumplen una sola propiedad son
2(1), 3(2), 9(2), 10(1), 14(1), 15(2), 17(8) y 19(4),
donde se& ha escrito entre paréntesis la propiedad satisfe-
cha.

-Q(2) = q(2) = 3.q(3) + 6.q(4) = 15 = T.4 + 0 = 3

Los elementos que satisfacen sont
4(1y3), 6(1y2) vy B(1y3)
- @(3) = q(3) - 4.q(4) = 4 - 0 = 4

Los elementos que satisfacen sont
12(1,2,3), 16(1,3,4), 18(1,2,4) y 20(1,3,4)

EJEMPLO A.4.

Sean lag 4! = 24 permutaciones que se pueden formar con
los numeros 1,2,3,4. Se dice que una de dichas permutaciones
cumple la propiedad Pi i el nimereo i (i = },2,%,4) ocupa el
lugar i-ésimo. Obtener cuantas permutaciones cumplen 0,1,2,3
60 4 de las propisdades enunciadas.

La propiedad P1 es cumplida por &6 permutaciones, luego
qQ(l) = 4.6 = 24
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La propiedad P1 - P2 es verificada sdlo por dos parmu-
taciones, luego
g(2) = C4'2.2 = 12
La propiedad P1 & P2 . P3 es verificada por un ele-
mento, luego

q{3) = C4’3.1 = 4
Evidentemente q(4) = 1 y q(O)= 4! = 24

Por tanto
- Q(0) = 24 = 24 + 12 - 4 + | = 9

Dichas permutaciones son
2143, 2341, 2413, 3142, 3412, J421, 4123, 4312, 4321,
- Q1) = 24 - 2.12 + 3.4 - 4.1 = 8

Las permutaciones correspondientes son
1342, 1423, 2314, 2431, 3124, 3241, 4132 vy 4213.
-Q(2) = 12 - 12 + & = &

Cumplen
1243, 1324, 1432, 2134, 3214, 4231.
- Q3= 0

- Q(4) = g(4) = |

Sé6lao verifica 31234

A.4. FORMULA BENERALIZADA DE INCLUSION Y EXCLUSION

En las aplicaciones de la férmula de inclusién y exclusién
se presenta, en ocasiones, la circunstancia de que no todos
los elementos juegan el mismo papel, esto es, pueden tener
mas o manos importancia en el cdlculo a efectuar. Esto da

lugar a que en algunos problemas hay que asignar a cada
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alemanto li € A una ponderacidn o peso, qums se designard en
lo que sigue por Py Entonces hay que realizar en (A.V) al-

gunas modificaciones.

Ruprosenildo por Aic A al conjunto de elementos que
verifican la propiedad Pi' s@ designa por
”~ ~ ~
N (F"..1 Piz - Pih) = N (Ai‘naizn...nA‘ )
a la suma de los pesos de todos los elementos que verifican
h propiedades. Entonces se define el peso p(h)
p(h) = L N (Ai’nAiln...nAik)

Da esta forma, la férmula (A.V) adopta la expresion

F(k) = p(k) - Ck+1'1.p(k+1) + Ck+2'2.p(k+2)-3a.+

+ -1k .p(n)

nyn—k (A.VID

y donde p(0) es la suma de los pesos del conjunto A.
EJEMPLO A.S5.

Se dispone de un dadoj a cada puntuacién del dado se le
asigna el peso dade por la tabla:

i l 1 2 3 4 T 6

S 1 2-1 3 9

Py

Al lanzamiento del dado se le asignan las propiedades

Pl' cbtenar un numaro 2
P2| obtener un numero i
P3: obtener un namero >2

P4: obtener un numero <4

Se pide hallar el peso de los elementos que satisfacen
a 0,1,2 ¢ 3 propiedades.

Se tiene
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P(O) =5 + 1§ + 2 ¢ (=1) + I + 9 = {§
N¢P1) o N(Al) m N {2,4,6) = 1 + (-1) + 9 = @
N(P2) = N(A2 m N (3,6} = 2 + § = 1}
N(P3 e N(AS) = N (3,4,5,6 = 2 + (=1) ¢+ 3 + 9 = {3
N(P4) w N(A4) = N {1,2,3) =5+ 1 +2=28

y de aqui _

p(1) = 9 + 11 + 13 + B8 = 41

Andlogamente
N(P1 . Pz) = N(AlnA2 = N {6} = @
N(P1 ~ Psl = N(A1 3 = N {4,6)}n= | + 9 = 8
N(Pl ~ P4) B N(AinA4) = N {2) = |
N(P2 ~ P3) = N(A nA3) = N (3,6} = 2 + 9 = {1
N(P2 . P4) - N(AznA4) = N {3} = 2
N(P3 -~ P4) = N(AsnA4) =N {3} = 2

de donde

pl2) = 9 + B8+ 1 + 11 + 24+ 2 =33

De forma similar

N (P
N(P
N (P
N(P

N = e

luego

~
N(P1 Pz

El peso total de los elementos que no satisfacen ningu-

T 0 U O

W WA NN

* Pe) = N NA
) = N (A, NA,NA
) = N (A 1A

Muuo—-
(/IOINN
»»»u

nA

)

= N {6} = 9
=N (g) m O
=N (#) = 0
=N (3} = 2

P(3) = 9+ 0+ 0+ 2= 11

3 - P ) = N(AinAzﬂAsnA4) =N () = 0

na propiedad es

P(O) = p(0) = p(1) + p(2) = p(3) + p(4) = 19 - 41 + 33

- 11 + 0= 0

y, respectivamente,

piedadas sont
F(1) = p(1) = 2 p(2) + 3 p(3)
+ 3.11 - 0 =18

log de l1os que satisfacen 1,2,3 6 4 pro-

- 4 p(4) = 41 - 2,33 +

- - 851 -

P(2) m p(2) =3 . p(3) + & . pl4) = IT = IT + 0 = 0
P(3) = p(3) - 4 p(4) = 11 - 0 = 11
P(4)= p(4) = O

Obsérvese que no hay ningun elemento que no cumpla nin-
guna propiedad.

Los elementos 1| y S verifican una dnica propiedad, res-
pectivamente P4 y P3| la suma de sus pesce es 5 + I = 8

Dos propiedades son cumplidas por loe elementos 2(P1 y
P4) Y 4(P1 y P

sérvese que, sl existen pesos negativos, puede resultar al-

3)| la suma de sus pesos es 1 + (-1) = 0. O0Ob-

gun P(k) = 0, existiendo elementos que cumplan k propieda-
des.

Tres propiedades son verificadas por 3(P2. P3 Yy P4) Yy
6(P1, P2 y P3)| la suma de posos es 2 + 9 = {1,

Finalmente, como no hay ningun elemento que satisfaga
las cuatro propiedades, es evidente que P(4) = O
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GENERACION CONSTRUCTIVA DE LOS 17 GRUPOS DE SIMETRIA
DEL PLANO: SIMULACION INFORMATICA DE SUS TESELACIONES

E. Roanes Macfas y E. Roanes Lozano
Seccién Departamental de Algebra
E. U. "Pablo Montesino". Univ. Complutense

Abstract: Se trata de considerar una generacién constructiva de cada uno
de los diecisiete grupos de simetria del plano, con el fin de realizar una
adaptacién geométrica, que permita efectuar la simulacién informdtica de
mosaicos periddicos de cada uno de los 17 tipos posibles. Nuestro objetivo
final es facilitar la construccién de un "shell” tal que, para cada uno de
los 17 tipos, baste elegir el motivo restringido al dominio fundamental y
las dimensiones de este, para crear el correspondiente mosaico. Cada tipo se
ejemplifica con la simulacién de un mosaico de la Alhambra.

Siendo o, U y v tres puntos no alineados, los vectores linealmente inde-
pendientes o0 y ov generan el grupo aditivo Zo0U + Zov = (ios + j3‘3 : ijez).
Cada vector, ioU + jov, de este Z-médulo, define una traslacion, que
notaremos abreviadamente ti‘i . Todas estas traslaciones pueden obtenerse a

. _ j T
partir de dos de ellas, t |yt . ya que t, = (to.x)J(tn.o) ; ijez.

Al punto imagen del O en la traslacién t  lo notaremos X, - Los puntos
xu (ijez) son vértices de una red de puntos del plano (figura 1),
consistente en las imdgenes en las t del paralelogramo ouwv (siendo
w = xm). Si, en particular, este paralelogramo es rectdngulo (respect.
cuadrado, rombo o rombo con un dngulo de 60°), la red obtenida serd
ortogonal (respect. ortonormal, rémbica o hexagonal).

A/ wow

Figura 2
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En el paralelogramo ouwv puede suponerse grabada una representacioén picté-
rica o motivo, de modo que al aplicarle las trasiaciones t'ui , se reproduce
el motivo sobre cada uno de los paralelogramos uxm.jxm.mxu-u
generando asi un mosaico periddico sobre todo el plano euclideo. La parte
del mosaico consistente en el paralelogramo ouwv se llama célula reticular
del mosaico.

Supongamos que en la célula reticular ouwv se prescinde de la parte trian-
gular oww’, siendo W' un punto del lado Vw (figura 2), sustituyéndola por su
imagen, ovV', en t ~, para tener la parte de mosaico consistente en el
paralelogramo ouw'v'. A partir de esta nueva parte de mosaico, también se
obtiene todo el mosaico aplicando las traslaciones ‘i.i , por lo que se dice
que esta nueva parte es otra célula del mosaico.

En general, una célula del mosaico es una parte, C, del mismo, a partir de
la cual se genera todo el mosaico mediante las traslaciones ti.i , y tal que
ninguna parte propia de C posea esa misma propiedad. Si, en particular, la
célula es un paralelogramo tal que los vectores que definen las traslaciones
t o ¥ t,, yacen sobre dos lados de C (supuestos orientados y del mismo
origen), entonces dicha célula se dice reticular. Se comprende que para un
mismo mosaico existen infinitas células, todas ellas equivalentes (del mismo

4rea), pero s6lo una reticular (salvo traslaciones).

Por otra parte, dependiendo de cual sea el motivo, la célula podria
obtenerse a partir de una figura poligonal generatriz de 4rea minima,
contenida en la célula, aplicando isometrias apropiadas: giros, simetrfas
axiales o simetrfas con deslizamiento (pero no traslaciones, para que
ninguna parte propia de C sea célula). Tal figura generatriz se denomina un
dominio fundamental del mosaico. Asf, por ejemplo, para el caso de la célula
ouwv de la figura 3, a partir del dominio fundamental consistente en la
parte rectangular aBwc, aplicando sucesivamente las simetrfas de ejes las
rectas AB Yy AC, se obtiene dicha célula.

v ¢ W
=

Figura 3
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En consecuencia, el mosaico, considerado globalmente (en todo el plano),
no sélo se transforma en s{ mismo, mediante las traslaciones ti‘i , sino
también mediante otras isometrdas (ciertos giros, simetrfas axiales o
simetrfas deslizantes). El subconjunto de las isometrfas del plano, que
dejan invariante un mosaico periédico, M, es un subgrupo, G(M), cuyas
traslaciones son las ti", .

En general, los subgrupos del grupo de las isometrias del plano, cuyas
traslaciones resultan de componer dos traslaciones definidas por vectores
linealmente independientes, se denominan grupos de simetria del plano,
existiendo solamente diecisiete de estos grupos, segin puede verse, por
ejemplo, en [Arm) o [Mar]. Es claro que dado un grupo de simetria, S, del
plano, puede construirse un mosaico, M, tal que G(M) = S, bastando para ello
elegir un punto del plano, o, determinar sus imdgenes en todas las trasla-
ciones de S (para obtener la red de puntos de M) vy, siguiendo el proceso
antes descrito, elegir una célula y en ella un dominio fundamental, en el
que se representa el motivo deseado (cuya simetria habré de ser de tipo Cl .
pues en otro caso bastaria elegir como dominio una figura generatriz menor).
La consideracién de mosaicos facilita el estudio de los grupos de simetria y
su caracterizacién, ademds de conllevar una aplicacién estética.

Para cada uno de los 17 grupos de simetrfa, es posible elegir sistemas de
generadores finito-minimales (que constan de dos a cuatro isometrias, segin
el caso). Asi, para el caso de la figura 3, basta considerar las 4 simetrias
de ejes las rectas As, cw, AC y Bw, a partir de las cuales se obtienen todas
las isometrias del grupo, incluidas las traslaciones li.i . No obstante, ¥
pensando en la simulacién informdtica, para cada grupo de simetria
elegiremos un sistema de generadores que incluya a las dos traslaciones t, o
Y t,, » dunque no sea minimal dicho sistema. Asi, para el caso de la figura
3, puede considerarse el sistema de generadores consistente en las simetrias

de ejes aB y AC y las traslaciones t , de vectores 60 y V.

PRAY

Notemos que, en caso de considerar color, el nimero de grupos de simetria
del plano es mucho mayor que 17, segin puede verse, por ejemplo, en el
articulo [Schw], citado en la bibliografia.

Nuestro primer objetivo es realizar una adaptacién geométrica, que permita
efectuar la simulacién informética de mosaicos de cada uno de los 17 tipos



posibles. Cada una de estas simulaciones requiere actuar en dos fases
sucesivas:

i) construccién de la célula, a partir del dominio fundamental
ii) generacién del mosaico, aplicando a la célula las traslaciones !‘U

Para facilitar la simulacién y mejorar la calidad de las representaciones
gréficas, adoptaremos una célula en forma de hexdgono regular, en caso de
red hexagonal, y en forma rectangular para los demis tipos de red. Ademis,
para cada uno de los 17 tipos, se efectuard un ejemplo de simulacién de
alguno de los mosaicos de la Alhambra. Nuestro objetivo final es facilitar
la construccién de un "shell", de modo que, para cada uno de los 17 tipos,
baste elegir el motivo restringido al dominio fundamental y las dimensiones
de este, para obtener el correspondiente mosaico.

En cuanto a notacién, representaremos por Brar al giro de centro ¢l punto
Pyamplituda,porsualasimetﬁadeejelarectanypordwala
simetria con deslizamiento resultante de componer s 5 SO0 la traslacién de
vector AB (que notaremos t A.B) , es decir,

dAB = t/msu

En las figuras que interese, junto a los puntos que sean centros de giro de
orden 2, 3, 4 6 6, se indicard este nimero. Los ejes de simetria se
representardn con trazo ; continuo. Los vectores que definen las dos
traslaciones generadoras, t oY by v % representarin mediante flechas de

trazo continuo. Y la simetrfa con deslizamiento d_ se representard mediante
una flecha de trazo discontinuo de origen A y extremo B. En cuanto a
denominacién de los grupos de simetrfa, adoptaremos, por su mayor difusién,
la cristalogréfica internacional.

Por la naturaleza del problema geométrico, los lenguajes informdticos mds
apropiados para efectuar las implementaciones correspondientes son aquellos
que disponen de "tortuga": Turbo-Pascal, Logo o Turbo-Prolog (este tltimo
con la desventaja de disponer de pocas primitivas de cardcter gréfico). Las
simulaciones de las cuatro clases de isometrfias del plano (traslaciones,
giros, simetrfas axiales y simetrfas con deslizamiento) pueden efectuarse
haciendo uso de adaptaciones geométricas apropiadas, como las indicadas en
[R-R 1] 0 en [R-R 2].
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GRUPO P1

Adoptamos como dominio fundamental el rectdngulo ascp (figura P1.1), que
también tomamos como célula (es decir, la célula se genera a partir del
dominio fundamental mediante la transformacién idéntica). Reiterando
traslaciones de vectores AB y AF (siendo F un punto de la recta cp), se
genera el mosaico.

A B
Fig. P1.1 Fig. P12

isometrias del grupo:

etraslaciones definidas por vectores del Z-médulo ZAB + IAP
célula reticular: Siendo E la imagen de F en la traslacién de vector a8
(fig. P12), basta sustituir el tridngulo rectingulo ADF por su imagenm, BCE,
en dicha traslacién, para pasar de la célula rectangular ascp a la célula
equivalente aBer. Como los vectores A8 y A yacen sobre lados de este
paralelogramo, ABer es célula reticular.

ejemplo: a partir del dominio fundamental del la fig. P1.3, se obtiene la
simulacién de un mosaico de la Alhambra (fig. P1.4).

o LTS
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GRUPO PM

Adoptamos como dominio Jundamenral el recténgulo asco. Aplicando la
simetria de eje c (fig.PM. 1), se obtiene la célula rectangular aerp. Ahora,

aplicando reiteradamente a la célula traslaciones de vectores 2a3 y B, se
genera el mosaico.

E A 3 E

Fig. PM.1 Fig. PM.2
isometrias del grupo:
etraslaciones de vectores del z-médulo Z2A2 + ZAB

esimetrias de ejes BC, AD, EF (fig. PM.2)
En efecto:

bag = sac(sacs.m) (s snc)s
faan®ac = erSadSae = S8y = SEP
célula reticular: la misma célula rectangular AeFD adoptada

ejemplo: a partir del dominio fundamental del la fig. PM.3, se obtiene la
simulacién de un mosaico de la Alhambra (fig. PM.4)

D
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GRUPQ PG

Adoptamos como dominio fundamental el rectdngulo ABcD, en que M y N son
puntos medios de los lados AB y €D (fig. PG.1). Aplicando la simetrfa con |
deslizamiento d_ = S, » S¢ obtiene la célula rectangular Aser. Ahora,
MN = MN MN
aplicando reiteradamente a la célula traslaciones de vectores AR y 23, se

genera el mosaico.

F E F E
D x 4 D N ¢
\ | ! !
] y '
A M B A M B
Fig. PG.1 Fig. PG.2

isometrias del grupo:
etraslaciones de vectores del z-mdédulo ZAB + Z2iB

esimetrias con deslizamiento dMN d D BC (fig. PG.2)

En efecto: J
dMNtAB = (tMNsm)(s sAD) = LdSap = toSap = dAD
t ABdMN = (s S )(s IMN) ] sm:tMN ac be dac

(Notemos que dhmdm Lap + POT lo que teY d generan este grupo de
simetria que también es generado por d.v dMN)

célula reticular: la misma célula rectangular aser adoptada

ejemplo: a partir del dominio fundamental del la fig. PG.3, se obtiene la
simulacién de un mosaico de la Alhambra (fig. PG.49)

V5090~

D N C
PP
A M B
Fig. PG.3

Fig. PG4
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GRUPO CM

Adoptamos como dominio fundamental el rectédngulo aBcp. Aplicando la
simetrfa de eje Bc (fig.CM.1), se obtiene la célula rectangular AeFp. Apli-
cando a la célula traslaciones de vectores 2a8 y A¢, se genera el mosaico.

D < F

=8
™~

=
gD

>

B

Fig. CM.1 Fig. CM.2 (3

isometrias del grupo: Fig. CM.3
etraslaciones de vectores del Z-médulo Z2aB + Zacd
esimetrfas de ejes Bc, Ap, F (fig. CM.2)
esimetrfas con deslizamiento d - dp " (siendo M, N, P Yy Q los puntos
medios de AB, CD, BE Yy CF)

En efecto:
Sactaan = Saclacar’ = S0 ¢ haasSac T S
Sacfac = Saclts’sd = Gachassc = Sitec = hev ¢ tactec = 9o

célula reticular: sustituyendo los tridngulos coa y cFe (fig. CM.3) por sus
imdgenes, EBG y ABG en las respectivas traslaciones de vectores T = 22828
y R = A8, se pasa de la ycélula AEFD a la cace, pudiendo tomar como trasla-
ciones generadoras las de vectores A8 y A8 = ¢E. Como ambos vectores yacen
sobre lados del paralelogramo cage , este rombo es célula reticular

ejemplo: a partir del dominio fundamental del la fig. CM.4, se obtiene la
simulacién de un mosaico de la Alhambra (fig. CM.5)

- 61 -

GRUPO P2

Adoptamos como dominio fundamental el triéngulo rectdngulo asc (fig.P2.1).
Aplicando un giro de 18° con centro en el punto medio, o, de su hipotenusa
AC, se obtiene la célula rectangular ascp. Aplicando a esta traslaciones de
vectores AR y AV (V es un punto de la recta cp), se genera el mosaico.

D__V < D Q¢ 3 _H a ¢ ¢

- B A
A Y

Fig. P2.1 Fig. P22 ' Fig. P2.3

=
~
=
L]
3
x

o™
-]

isometrias del grupo:
straslaciones definidas por vectores del Z-médulo ZAB + ZAV
egiros de 180° con centro en los puntos o M, N, p, @ (fig. P2.2), siendo
M Y N los puntos medios de Ab y BC, y P y Q los respectivos puntos en que
la paralela por o a la recta av corta a las rectas As y ¢

En efecto,

Eo,180%8 = go.mo(go.laogu.xso) =Byis0 ¢ anBouso = Bn.1s0
Eo.1s0"av = go.u;o(go.lsogl’.mo) =8.as0 ° ‘avBousn = 84,180
célula reticular: Sean E y u (respect. F y 6) los puntos en que la paralela
por M (respect. N) corta a las rectas aB y ¢» (fig. P2.3). Sustituyendo los
tridngulos MDH y NBF por/sus respectivas imdgenes, MAE y NCG, en 8yr1s0 Y
gNm.sepasadelacglulamalam.Comolosvecwrcs¥=£y
= AV yacen sobre lados de erau, este paralelogramo es célula reticular.

ejemplo: a partir del dominio fundamental del la fig. P2.4, se obtiene la
simulacién de un mosaico de la Alhambra (fig. P2.5)

h'4

Fig. P2.4




GRUPO PMM

Adoptamos como dominio fundamental el rectdngulo arcp. Aplicando sucesiva-
180 (fig. PMM.1), se obtiene la célula rectangular AerG.
Aplicando a esta traslaciones de vectores 2A8 y 2B, se genera el mosaico.

menie §
BC y gC

& K F
2 2 2
Dz C 2
2 H
2 2 2
A B E
Fig. PMM.1 Fig. PMM.2

isometrias del grupo:
etraslaciones definidas por vectores del Z-médulo Z2a8 + 7253
egiros de 180° con centro en G, B, K, D, H, A, E F, 6 (fig. PMM.2)
ssimetrias de ejes BC, AD, EH, CD, AB, GK

En efecto:
8¢, 1807240 = 8c.mo(gc.u;ogla.n;o) =880 * “anBciso ~ Bx.1s0
Bc.1s0%8c = Con®adac =5 ¢ Soolmp = Sae ¢ ban’o < Sk

(Notemos que en la generacién de la célula aerG, 8¢ 190 puede sustituirse
pors; de ahi el nombre, PMM, de este grupo)

célula reticular: la misma célula rectangular agrG adoptada

ejemplo: a partir del dominio fundamental del la fig. PMM.3, se obtiene la
simulacién de un mosaico de la Alhambra (fig. PMM.4)

GRUPO PMG

Adoptamos como dominio fundamental el rectdngulo ascp. Aplicando sucesiva-
mente g .o (™ es punto medio de Cp) y Spe + 52 obtiene la célula rectangu-
lar Aere (fig. PMG.1). Aplicando a esta traslaciones de vectores 2%8 y 238,
se genera el mosaico.

e K KT
F e - - -—--q-_2 F
13 2 -—-'O:——- e Z:R H
. " SR -
Fig. PMG.1 Fig. PMG2

isometrias del grupo:
etraslaciones definidas por vectores del Z-médulo 2248 + Z2i8
egiros de 180° con centro en M, N, P, R, S, T (fig. PMG.2)
esimetrias de ejes BC, AD, EH

esimetrias con deslizamiento ch . dAB , dox

En efecto:
gu.uo‘m = gmso(gu.lsogn.lso) = 8yis0 tZADgM.lso = 8p 180
snctm = ssc(sacsm) =8, ¢ tmsac =S,

SacBu, 180 = SacCr® = Cachid® = oc’oe = doc ¢ SacBn.1s0 = Yas
(Notemos que en la generacién de la célula aeFo, By 150 puede sustituirse
por ch ; de ahf el nombre, PMG, de este grupo)

célula reticular: la misma célula rectangular asrG adoptada

ejemplo: a partir del dominio fundamental del la fig. PMG.3, se obtiene la
simulacién de un mosaico de la Alhambra (fig. PMG.4)

S B
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GRUPO PGG

Adoptamos como dominio fundamental el rectdngulo Ascp. Aplicando sucesiva-
mented =t S\ (siendo M y N los puntos medios de AB Yy (D) Y 8c.150
obtiene la célula rectangular Aerc (fig. PGG.1). Aplicando a esta célula

traslaciones de vectores 2i8 y 23, se genera el mosaico.

F Gre - oF
o e e e Y
N C g H
H Dz T -
PR==-t—-3@ |
E L W 2 Ny 2
ATTmTTE R ¢
Fig. PGG.1 Fig. PGG.2

isometrias del grupo:
etraslaciones definidas por vectores del Z-médulo 2248 + Z2X3
egiros de 180° con centros en G B, K, D, A, G, H, E, P (fig. PGG2)
esimetrias con deslizamiento dMN , d RS ° d d

Q" TV
En efecto:
E¢, 180%2aD = gc.xso(gc 18088, 130) = 83,180 ° t7.Alagc.u;o = Ex.180
g, xsodMN =g, 130( MN M.N) (s S, )[(SNCSPQ)S = SacSr’Mn
=8s_S§ =d

CB MN PQ PQ PQ PQ
(Notemos que en la generacién de la célula aerg, s 155 puede sustituirse
por dl,Q ; de ahi el nombre, PGG, de este grupo)

célula reticular: la misma célula rectangular Aerc adoptada

ejemplo: a partir del dominio fundamental del la fig. PGG.3, se obtiene la
simulacién de un mosaico de la Alhambra (fig. PGG.4)

/]
N

A B
Fig. PGG.3

Fig. PGG.4
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GRUPO CMM

Adoptamos como dominio fundamental el tridngulo asc &= %"). Aplicando
sucesivamente By 150 (M es punto medio de AcC) y Sac (fig. CMM.1), se obtiene
la célula rectangular aerp. Aplicando a esta célula traslaciones de vectores
228 y A%, se genera el mosaico.

D < F
£ R _le T IF
n f:\ ] JI'* 3
o
Me=-+--3P
I | A 3 E
2 2 J2 N o2
E Al W s E
Fig. CMM.1 Fig. CMM.2
isometrias del grupo: Fig. CMM.3

etraslaciones definidas por vectores del Z-médulo Z2i8 + ZAd
esimetrias de ejes Bc, AD, EF, AB, c» (fig. CMM.2)

egiros de 180° con centros M, P, A, s. ¢, D,E F
esimetrias con deslizamiento d ,d. ., d

Mp ’ NR ST * " PM
En efecto:
s = snc(sncsAn) =50 hBmi1s0 = (gc lBOgM IBO)gM 180 — Bc,180
c.150%c = S0 ¢ Sco'ac = S (t t|:>c) = Syelne MP  Spefac = dNR

célula reticular: sustituyendo los trisngulos cpa y cre (fig. CMM.3) por sus
imdgenes, EBG ¥ ABG en las respectivas traslaciones de vectores T8 = 2a8-a¢
y & = A8, se pasa de la célula AEFD a la cace, pudiendo tomar como trasla-
ciones generadoras las de vectores A& y A8 = CE. Como ambos vectores yacen
sobre lados de cace , este rombo (cuyas diagonales son ejes de simetrfa) es
c€lula reticular (de ahf el nombre del grupo: CMM)

ejemplo: a partir del dominio fundamental del la fig. CMM.4, se obtiene la
simulacién de un mosaico de la Alhambra (fig. CMM.5)

Fig. CMM.4

Fig. CMM.5



GRUPO P3

Adoptamos como dominio fundamental el rombo oasc (ﬁ-soo). Aplicando giros
de 120° con centro en o, se obtiene la célula hexagonal regular ascoer (fig.
P3.1). Ahora, aplicando reiteradamente traslaciones de vectores B y G, se
genera el mosaico.

¢ H
L D
0
A E
£
Fig. P3.1 Fig. P3.2 Fig. P3.3

isometrias del grupo:
etraslaciones definidas por vectores del Z-médulo ZAE + ZAG

egiros de 120° con centros en o, A, B, C, D, B F (fig. P3.2)
En efecto:

Boazo'ar = Cop%odCoc’sr’) = Sos®an = Bmiz0 ¢ 'aBo.120 = Epum
2
8a12080.20™ (ac®s0/o®d = %coc = Beom b Ce12d) = Eoax

célula reticular: Sea w=t, (c). Sustituyendo los trifngulos asc y aer (fig.
P3.3) por sus imégenes en las respectivas traslaciones de vectores AE y ¢,
es decir, por los tridngulos EDH y cHD, se pasa de la célula hexagonal
ABcoeF a la célula aEnc. Como los vectores AE Yy I yacen sobre lados de
AEHC, este paralelogramo es célula reticular.

ejemplo: a partir del dominio fundamental del la fig. P3.4, se obtiene la
simulacién de un mosaico de la Alhambra (fig. P3.5).
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GRUPO P3ML

Adoptamos como dominio fundamental el tridngulo equildtero oaB. Aplicando
la simetria de eje 08 y luego giros de 12° con centro en o, s¢ obtiene la
célula hexagonal aecoer (fig. P3MI.1). Ahora, aplicando reiteradamente
traslaciones de vectores AZ y A¢, se genera el mosaico.

C
H BV >
a "
0
£ A \/ E
F
Fig. P3M1.1 Fig. P3M12 Fig. P3M1.3
isometrias del grupo:
etraslaciones definidas por vectores del Z-médulo ZAE + Zac
sgiros de 120° con centros en 0, A, B, C, D, E F (fig. P3M1.2)
esimetrias de ejes oA, 0B, OC, AB, BC, CD, DE, EF, FA
esimetrias con deslizamiento dm, dQ‘l" dnp’ dm' dNT' dm‘ dQN (siendo M,
N, P, Q, R ¥ T los puntos medios de los lados del hexdgono regular)

En efecto, ademds de lo indicado respecto de P3, se tiene:

012058 = (SOASOB)SOB =Soa ' Baun®on T (sA.BSAO)SOA =Ss

tAE AO = tVEtAVsAO = tA\'I(tVEsAO) = tAVs'IQ = t'l'QsTQ = dTQ

célula reticular: paraleloghmo Asxc de la fig. P3M1.3, que resulta como se
indic6 respecto de P3.

ejemplo: a partir del dominio fundamental del la fig. P3M1.4, se obtiene la
simulacién de un mosaico de la Alhambra (fig. P3ML.5).

B

A
Fig. P3ML.4

Fig. P3IM1.5



GRUPO P3IM

Adoptamos como dominio fundamental el tridnguio oAc (Q=’c\=3o°). Aplicando
la simetria de eje ac y luego giros de 120> con centro en o, s¢ obtiene la
célula hexagonal ascoer (fig. P3IM.1). Ahora, aplicando reiteradamente
traslaciones de vectores AE y A%, se genera el mosaico.

¢
B D
0
Jl"\/E
F

Fig. P31M.1

Fig. P31M.3

isometrias del grupo:
etraslaciones definidas por vectores del Z-médulo ZAB + ZAC
egiros de 120° con centros en 0, A, B, G, D, E F (fig. P3IM.2)
esimetrias de ejes AC, CE, BA
esimetrias con deslizamiento dZY , d vx
medios de las diagonales ac, CE y Ea)
En efecto, adem4s de lo indicado respecto de P3, se tiene:

. d 2 (siendo x, v, z los puntos

gC,l2s()sAC = (SCESCA)SAC = SCE ; gElZOSCE = SEA

tAESAC = (t)CEtAX)SAC = tAX(tJ(EsA‘.‘) = [AXSZY = tZYSZY = dZY

célula reticular; paralelogramo aemc de la fig. P31M.3 (como en caso P3)

ejemplo: a partir del dominio fundamental del la fig. P31M.4, se obtiene la
simulacién de un mosaico de la Alhambra (fig. P31IM.5).
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GRUPO P4

Adoptamos como dominio fundamental el cuadrado ABco. Aplicando giros de
%° con centro en B, se obtiene la célula cuadrada perc (fig. P4.1). Ahora,
reiterando traslaciones de vectores 2ag y 2B, se genera el mosaico.

D ¢ & > 7 Cz ‘@
7 :
A K Al 3 7/
K
E ] rad E 4 HZ F
Fig. P4.1 Fig. P4.2

isometrias del grupo:

etraslaciones de vectores del Z-médulo Z2A2 + 22aB

egiros de %’ con centros en B, D, E, F, G (fig. P4.2)

egiros de 180° con centros en G, A, H, X (puntos medios de lados)
En efecto:

Baso'an = (Snnsac)(sacsw) = Ssp%p = Ep%0
Ep90Bps0 = (SABSDB)(SDBSAD) = Sp8%p ~ Baum
célula reticular: la misma adoptada (cuadrado DEFG)

ejemplo: a partir del dominio fundamental de la fig. P4.3, se obtiene la
simulacién de un mosaicc de la Alhambra (fig. P4.4)

D.J\u

PR

Fig. P4.4
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GRUPO P4M

Adoptamos como dominio fundamental el tridngulo ABD (/A\=900;’B\-450). Apli-
cando SopY luego giros de % con centro en B, resulta la célula cuadrada

perG (fig. P4M.1). Reiterando traslaciones de vectores 228 y 248, se genera
el mosaico.

z C & AID Ic 6
s 2\\ 4
A o k 7N 3
N2 g 2k
i ~ \I\ \ '/ ’
E H 4y E [ F
Fig. PAM.1 Fig. PAM2

isometrias del grupo:
straslaciones de vectores del Z-médulo 728 + 7228
egiros de 90’ con centros en B, D; E, F, G (fig. PAM.2)
egiros de 180° con centros en C, A, H, K (puntos medios de lados)
esimetrias de ejes BD, AB, BE, HB, DE, EF, FG, GD
esimetrias con deslizamiento d.u-t . dm . dHK . ch . dCA,...
En efecto, ademis de lo indicado respecto de P4, se tiene:

= (SABSBD)SBD = SAB ; gBDOSAB . SBE

55080
SeEBais0 SBE(SACSAH = (SBESAC)SAH =t T du-x
célula reticular: la misma adoptada (cuadrado DEFG)

ejemplo: a partir del dominio fundamental de la fig. PAM.3, se obtiene la
simulacién de un mosaico de la Alhambra (fig. PAM.4)

ST A - A
D el
VAWAN AW,

Fig. P4M.3

Fig. PAM.4
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GRUPO P4G

Adoptamos como dominio fundamental el tridngulo asc (f\‘uso;ﬁ\s)oo). Apli-
cando S Y luego giros de %’ de centro B, resulta la célula perc (figura
P4M.1). Reiterando traslaciones de vectores 2A% y 2AD, se genera el mosaico.

Fig. P4G.1

isometrias del grupo:
etraslaciones de vectores del Z-médulo Z2a8 + Z2aB
egiros de % con centros en B, D, E, F, G (fig. P4G.2)
egiros de 180" con centros en G, A, H, K (puntos medios de lados)
ssimetrias de ejes ca, AH, HK, KC
esimetri i i vee
; etrias con deslizamiento dBD , an yeeses dPQ , de , dMN . dNM you
(siendo M, qQ, N, P puntos medios de los lados de ABcD)
En efecto, ademds de lo indicado respecto de P4, se tiene:
Briso¥ca = (SAHSC.A)SCA =Sw 7 Buuean T Smx
SacBB180 ~ SAC(SBESBD) = (SACSBE)SBD = oS = dBD

S = = s = = H =
Ach,so SACSBD AD SPQSMINSAD SPQtPQ dPQ ’ g[),9oSAc dMN
I

célula reticular: la misma adoptada (cuadrado DeFG)

ejemplo: a partir del dominio fundamental de la fig. P4G.3, se obtiene la
simulacién de un mosaico de la Alhambra (fig. P4G.4)

Fig. P4G.3
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GRUPO P

Adoptamos como dominio fundamental el triingulo equildtero oas. Aplicando
giros de 60" con centro en o, se obtiene la célula ascoer (fig.P6.1). Ahora,
aplicando traslaciones de vectores AE y AC, se genera el mosaico.

C
B D 3 3
2 0
A € A .
F F
Fg. P6.1 Fig. P6.2 Fig. P6.3

isometrias del grupo:
straslaciones definidas por vectores del Z-médulo ZAE + ZAd
egiros de 6o’ con centro en el punto o
egiros de 120° con Centros en A, B, C, D, E, F (fig. P6.2)
egiros de 1800 con centros en M, N, P, Q, R, T (puntos medios de lados)

En efecto:
(go.so)stAE = Bousolae = go.xso(go.xsogm.lso) = Byaso
(go.so)at/\ctzp\ = (go.so)atsc = Bpigo tACtEA(gO'SO)S = Byaso
gM.lSO(gO,ﬂ))S = ByagoBos0 ~ GraSordSomSon) = SmaSon = a0
célula reticular: paralelogramo aeuc de la fig. P6.3 (como en P3)

ejemplo: a partir del dominio fundamental de la fig. P6.4, se obtiene la
simulacién de un mosaico de la Alhambra (fig. P6.5).

Fig. P6.4

R o
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GRUPO P6M

Adoptamos como dominio fundamental el tridngulo oma (9-900;3-300). Apli-

cando Som Y luego giros de 6’ de centro o, resulta la célula ascoer (fig.
P6M.1). Mediante traslaciones de vectores AE y AG, se genera el mosaico.

Fig. P6M.1

Fig. P6M.2 Fig. P6M.3

isometrias del grupo:

etraslaciones definidas por vectores del Z-médulo ZAE + ZAd

egiro de s0” con centro en el punto o

egiros de 120° con centros en A, B, G, D, E, F (fig. PEM.2)

egiros de 180° con centros en M, N, P, Q, R, T (puntos medios de lados)
esimetrias de ejes oA, OM, OB, ON, OC, OP, AB, BC, CD, DE, EF, FA

esimetrias con deslizamiento dMN , dNM , de , dPQ e dm . dm youe

En efecto, ademds de lo indicado respecto de P6, se tiene:

s - 4 . -
gom oM (SOASOM)SOM sOA ’ somgo.so sos
Eri2%on = (SABSOA)SOA =S5 SoaBain ~ S

= (SOBSMR)SMN = tMNSMN = dMN

sONSM.lao = sON(SM'I'SM?) = (SONSMT)SMP = tMPSMI’ = dMP

sOBgM.ISO = sOB(SMR MN)

célula reticular: paralelogramo aeuc de la fig. PEM.3 (como en P3)

ejemplo: a partir del dominio fundamental de la fig. P6M.4, se obtiene la
simulacién de un mosaico de la Alhambra (fig. P6M.S5)
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Hasta aqui nos hemos ocupado de la generacién de mosaicos pertenecientes a
cada uno de los diecisiete grupos de simetria del plano. Pero también tiene
interés el problema inverso, consistente en determinar el grupo de simetria
a que pertenece un mosaico ya construido.

Para ello basta observar los tipos de isometrfa que dejan al mosaico
invariante: giros, simetrias axiales y simetrfas deslizantes (no teniendo
interés considerar traslaciones, por ser andlogas para todos los grupos).

El algoritmo de clasificacién m4s conocido es el debido a Rose y Stafford
(puede verse, por ejemplo, en [A-T] o [Var]). En €l se utiliza un sistema de
clasificacién que atiende sucesivamente a los siguientes criterios:

a) existencia de ejes de simetria axial

b) no paralelismo de ejes de simetria

c) existencia de ejes de simetria con deslizamiento

d) perpendicularidad de ejes de .deslizamiento y ejes de simetrfa

e) paralelismo de ejes de deslizamiento y ejes de simetria

f) mdximo orden de giros (2, 3, 4 6 6), es decir, midximo nimero de
superposiciones obtenidas al girar una vuelta completa alrededor de
algtn punto del mosaico

g) tipo de simetria (Cl ,C2 ,C3 .C4 ’Dx ,D2 'Ds) de una parte minimal del

mosaico de forma triangular o rectangular, cuyos lados estén conteni-
dos en ejes de simetria

El algoritmo de clasificacién que se propone a continuacién (basado en
lo indicado en [Mar] y [Scha]) es mds sencillo que el cldsico de Rose y
Stafford, siendo adem4s, en bastantes casos, mis cémodo de ejecutar (depen-
diendo del tipo de mosaico). El sistema de clasificacién que utiliza atiende
sucesivamente a los criterios siguientes (de acuerdo con la denominacién
precedente): g), a), c), b), junto con un nuevo criterio: existencia de cen-
tros de giro de orden mdximo, por los que no pasen ejes de simetrfa. Para
abreviar su escritura, haremos uso del siguiente simbolismo:
n = méximo orden de giros en que el mosaico sea invariante
is? - existencia de simetrfas axiales (que dejen invariante al mosaico)
(d? - existencia de simetrias con deslizamiento (que lo dejen invariante)
diis - existencia de ejes de deslizamiento paralelos y distintos 2 los de
simetrfa
sls’ - existencia de ejes de simetrfa perpendiculares
gnEs - existencia de centros de giro de orden » (mdximo) no pertenecientes a
ejes de simetria

Algoritmo de clasificacién:

no

2.4
(-]

o)

g
£

Q
<

M

no

| e BYEE

3
<

g

;s = P
si
4¢ 2= P4aM
e PAG
is? > - p6 7

P6M
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PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMAS PROPUESTOS EN MADRID EN LA PRIMERA FASE DE LA
IXVII OLINPIADA MATEMATICA ESPASIOLA

PROBLEMA N2 1:

El numero de este afio, 1991, es un capicua, producto de
dos numeros primos, que también son capicias. Desde este afio
hasta el 9999 ¢ Cuales seran los afios cuyos numeros gozarén

de esa misma propiedad 7

PROBLEMA HQ 2:

En un plano, se ha definido un eistema de referencia
cartesiano (ortonormal). Se considera un conjunto M de
puntos (a, b) de ese plano (en numero arbitrario), cuyas
coordenadas a y b son nimeros enteros cualesquiera, y
el punto C de coordenadas (@, ¥3) . Demostrar que ninguna
circunferencia de centro en C pasa por dos de los

puntos pertenecientes a X .

PROBLENA N2 3:

Un +trié&ngulo equilatero LMN estA limitado por 1las
rectas I , m , n , cada una de las cuales divide en dos
partes de A&reas iguales a otro tri&ngulo equilatero ABC .
Suponiendo que el &rea del triangulo LMN sea igual a 30
y el &rea de ABC sea igual a 15000 , se pide calcular las
4dreas de cada una de las partes en que gueda dividido 4BC

per las tres rectas citadas.
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PROBLENA N2 4:

Si para todo x > 0, la funcién f (no constante) es
derivable y goza de la propledad
fx) = f&x) ,

se pilde:

1. Probar que f’(x) se anula en buna infinidad cé}aa puntos.

2, Probar que si b > a > 0, Lf(x)dx = 2f={z. fix)dx .
3, Poner un ejemplo de una funcién que cumpla las

propiedades citadas al principio y hacer un esquema de su
grafica cartesiana.

PROBLENA W2 5:

Se colorean loe lados y las diagonales de un hexAgono
en rojo y azul. Demostrar que siempre bay al menos un trién-
gulo que tieme por vérticee tree puntos del hexAgono y cuyos
lados eon del mismo color. Demostrar que hay eiempre al
menos dos triAngulos monocromos (ambos rojos, ambos azules ©
uno rojo y otro azul). Demoetrar que existen coloraciones de

pentagonos que no tienen ningan triéngulo monocromo.

PROBLENA N2 6:

En el plano se considera un cuadrado ABCD, en que P y Q
son loe puntos medios de los lados BC y DA, respecotivamentae.
Sea f la transformacién del plano consistente en la simeiria
de eje la recta AB compueeta con la traslacién de vector A-i
AnAdlogamente, sea g la transformacién producto de la
simetria de eje PQ por la traslacién de vector ?Q Razonar
qué transformaciones son:

T L B 2) (gef)m 3 grof~
Ssegun que n sea par o impar.
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PROBLENA N2 7:

Dado un cuadrilatero ABCD, tracense las doe diagonales

AC y BD, y hAllese el circulo inecrito en cada uno de los

cuatro tridngulos resultantes. S1 loe cuatro circulos son

iguales, ¢ qué puede asegurarse del cuadrilatero 7

PROBLENA ¥Q 8:

Hallar un namero de tres cifras abc, cuyo cuadrado sea

de la forma bocdbe, donde letras iguales significan numeros
iguales.
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SOLUCIONES PUBLICADAS

propues! procecentas fiimercs de les 2cietines en los que |oG=.
tos en Ser: ararezen las ssiucicnses de los numeros
el n? : 1 20 39 g4° 8 g° 7° ge go i1Qe
1 Varics 4 4 = o e e e e = = [~
2 0¥I-§2 (Paris)|3 3 3 & 4 & = o = = (o
3 OME-f2 1224 12 13 18 12 18 19 12 19 - - |C
a OMI-24 (Praga)l{€ S 6 € 6 l¥yld = = = = c
g Varics 8§ 7 12 7 7 8 - - - = |C¢C
[ Var-ioca 7 7 16 = = = = =« = = (od
7 amr-s= (Fini?yfe 16 16 ¢ 8 - = - =-|¢
8 0m-28{30gotdi{10 10 17 10 10 1! - - =~ = | ¢
9 CME-f2 1986 (18 12 20 18 13 19 - - = = | €
Varios - - - - = = 17 17 1> 17| T
19 Chinz y Ausz® |20 1= 21 20 1s {%ﬁ} 2023 21 - | ¢
1= CME-fL 1886 |13 14 13 14 14 23 20 15/ 20 12 ¢C
OMI-—E5{Varsa®j[26 20 12 21 = = - - =-. - |C
12 CIM-£7(Urug.) |16 i¢ 14 I7 15 17 = - = = |C
OME~-f1-Extrenj= = = = = = 1515 15 21| ¢
13 OME-f2 1687 |20 22 21 22 22 21 - - - - | C
14 Yzrios 15 1§ 1S 1§ = = = = = = c
1% OMI-87 (Cuta) [18 18 18 21 20 21 - - = = | C
15 CME-f1 1987 (22 22 21 18 22 22 22 22 - = | C
17 oME-f2 1983 |26 23 23 25 23 23 - - - - c
c
18 OIM-Peri 1088 |23 23 23 23 26 26 - - = =~
19 |owr—es(aust™@|23 26 24 24 23 26 - - - - |€
20 aME-f1 (1c38) |24 26 24 25 24 26 24 26 26 24| C
21 OME-f2 (1989)f| 24 27 24 27 27 24 /27 25 27 26
OIM-89 (Cuba){26 27 - - - = - = - =
22 CMI-89 (RFA)/|XX XX XX X XX XX /XX X X XX
oposiciones X XX XX - - e e e = -
23 oposiciomes |27 27 XX XX XX XX XX XX - =
24 OME-f1 (1$%50) | X X OO X X X XX = -
25 OXE-£2/4(1990) [ XX XX XX XX XX Xx/XX XX XX g
26 OMI-90 (Chima)}XX XX XX XX XX XX /XX XX XX X
OIM-90 <Vall)[XX XX - - - - - = =
CLAVES: OMI J)impiada Matepatica Internzclonal.

amE

CIM = Climpiada
= Climpiada

Irercamericzna o Mztemiticas
Mztsmatica Espafiela - fazz2 1l o 2 .

.3
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PROBILEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 2 (Boletin n& 21)

Sobre los lados AB, EC y CA de un tri&ngulo ABC se toman res
pectivamente los puntos C', A' y B', de tal modo que

C'B

Solucién

Se tiene que C'B =
c/(x+l), A'C a/(r+l), B'A=
b/(r+1), AC' rc/(r+l), BA'=
ra/(r+l). Sean los trifngulos

de la figura de 8reas X, Y, Z
y T. Recordando que las &reas
de dos tri&ngulos, que tienen,
respectivamente igual (o suple
mentario) un &ngulo, son pro-
porcionales al producto de los

A'C

Las rectas AA',

y CC' determinan
un tri&ngulo AlBlcl' Determinar el
&rea de este trifingulo, si se cono-
cen r y el drea S de ABC.

lados que forman dicho &ngulo, se tiene

X+Y _ AC' - AC

- roc(r+l) r
S AB - AC c r+l
Y+2Z _CA - CA' _a/(r+l) _ 1
S CA - CB a r+l
T+z=-"S_-g acs=-S -
r+1 P r+l
' .
X _ B,C B,A _ BjA . B,C _y
. 1 L[]
T B,C' BjA'" ByA', ByC 2

5

(r+1) 2
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Sr
p2+r+l ’
que por ser independiente de losla

dos indica que S AlBC = 8,p € AB

Resolviendo el sistema Y =

up p 1
= Yc'
Luego,
S B,C S 3y sS|1 3z
A = = = e r— = =
up "17171 1+r+x
(r-1)2
S.
l+r+r

José V. Garcfa Sestafe (Madrid).

- B - B - @®m =

Problema 4 (Boletin n# 21)

Probar que tanto el nfimero 1989 como todas sus potencias,
19897, pueden escribirse como suma de dos cuadrados de nfime-

ros naturales, al menos de dos maneras diferentes.

Solucibén

Como 1989 = 32.13.17 y 13.17 = 221 = 5% + 142 = 102

+ 112, se tiene 1989 = 152 + 422 = 30% + 332, luego 1989 se
puede descomponer en suma de dos cuadrados, de dos formas dig
tintas.

Por otra parte se tiene que el producto de dos nime-

ros que son suma de dos cuadrados es tambi&n un nimero que se

puede expresar como suma de dos cuadrados, de dos formas dis-

tintas; en efecto

2.2 + b2d2 = a2c2 + azd2 +

(a2+b2) (c2+a?) = a%c? + aa? + b3c?

2

+b2c? + b2a? + 2abcd - 2abed = (ac+bd)? + (ad-bc)? =

(ac - bd)? - (ad + be) 2

]

yi

1
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Teniendo en cuenta este resultado, como 1989 es suma
de dos cuadrados, 1989 . 1989 también se descompondri en suma
de dos cuadrados, al menos de dos formas

(42.33 + 15.30)2 + (42.30 - 33.15)2 = 3370896 + 585225 = 19892

(42.33 - 15.30)2 + (42.30 + 33.15)2 3080025-0-876096==19892

Andlogamente 19893 = 19892 . 1982, o sea es el produc
to de dos nfimeros que son suma de dos cuadrados, luego 19893
al menos se podr& descomponer en suma de dos cuadrados de dos
formas distintas.

Procediendo por induccibn, cualquier potencia de 1989
se>descampondrd en suma de dos cuadrados, por lo menos de dos for
mas distintas.

Obsérvese que 19892 = 1989 - 1989771 = 19892 . 19897 2=

= 19893 . 1089773 - ..

y de cada descomposici6n factorial se obtienen dos descomposi-
ciones en sumandos cuadrados perfectos, salvo si los dos facto
res son iguales.

Jos& V. Garcfa Sestafe (Madrid).

Problema 5 (Boletin n2® 21)

Sea D el conjunto de los nfimeros complejos que pueden escribir
se en la forma a + b Y-13, donde a y b son enteros. El nimero
14 = 14 + 0 /=13 puede expresarse como producto de otros dos
nfimeros de D asf: 14 = 2 . 7. Expresar 14 como producto de nd
meros pertenecientes a D, de todos los modos posibles.
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solucibn

Sean z; = a + 1 /Yi3b vy z, =c+1i /13 4, tales que

zy 2 = 14 ycomo a, b, ¢, d € 2, |2;] < 14 vy |2,| < 14, o sea
a? + 13b2 <196 y c2 + 13d2 < 196. Por tanto b y d s6lo pueden
valer 0, *1, +2 y +3., Por otra parte, ac - 13bd = 14 y ad + bc
= 0, que para b = 0 proporciona ac = 14, ad = 0, de donde, co-
mo a# 0, d=0.

a=114, c = 1; a= 7, ¢ = 22; a= 12, c = £7; a=#l, c = 14
Para b =1: ac - 13 d = 14, ad + ¢ = 0, de donde

d=-1, a=%1,c=3;1
y para b = -1

d=1,a= 1, ¢c=*%1

Para b = 2 y b = 3, no existen soluciones, luego las Gnicas
descomposiciones posibles son

(14 + 0.1 /I3). (21 + 0.4 VI3); (27 + 0.1 /13).( 2 + 0.1 V13)

(t1 + 1/ (F1 - 1 V/1I3)
José V. Garcla Sestafe (Madrid).

Problema 7 (Boletin n& 21)

Determinar todas las ternas de nfmeros reales que satisfacenel
sistema de ecuaciones siguilente:

X + X -1

]
N
]

]
]
+
<
+
[N ]
L}

!
'—l

Solucibn

Haciendo x - 2

X+y=-2=-1 +t+y=-1

2 2

x° - y° 4+ 22

x>+ ¥4z

Como y = ~(1+t),
—‘?1.(4+2t)+2p =1; t = p-1,

-(p-l)3

3

3

=1 + (x-z)2

==1+ -(x-z)3
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-p~ - 3p (p-1)

t,

se tiene

+ 2xz -~ y2

=15 t2 - y2

sustituyendo en la segunda

que sblo admite la solucién real p = 1, de donde

y=-1,t=0 y como x-2=¢t=0, x=2,

luego

Xz = p,

2

=1,

x =%1,

z=%1

Las Gnicas ternas solucién son:

"
L}
[y

[
]

Problema 9

Sean a, b,
bar que:

=1, z2=1

-~y " +2p=1

- 3xz(x-2z) + y3=~13 - t3+y3-3pt=-1

(t+y)(tey)+2p=1;

y = -p y sustituyendo en la tercera

' x==1,y=-1, 2 = =1

José V.

Garcifa Sestafe

(Boletfn 21)

(Madrid) .

¢, las longitudes de los lados de un tridngulo. Pro

b-c¢

cC = a

a-> +

a+b

b+ ¢

+

c + a

L
16



Solucidn

La desigualdad de cumple, evidentemente, para un trién.

gulo isbsceles, p. ej., si b =2¢

ab , bb  b-a _ 1,16

a+b b+b a+b

Sea un trifngulo escaleno, tal que a > b > c¢; tomando
como unidad b, se puede escribir, a =1 + x, ¢ = 1 -y, con X,
y >0; coma<b+c,1+x&£L1+1-y->»x+yc<]l.El pro-
blema se reduce a obtener el miximo absoluto de

en el cerrado D: x > 0, ¥y > 0, x +y <£1.

1os extremos relativos de f(x,y) se obtienen de

' 1 1-vy _ v 1 - 1+x =
£' = 2 - =0 £! =2
* l:(z+x) ° (2+x-y)2} Y [(2-y) 2 (24x-y) z:l

de donde resulta (1-y).(2+x)2 = (l+x).(2-y)2 + (x=y) < (x+y)

1
o

xy(x+y); simplificando por x+y, (con lo que se pierde x+y = 0,
.que en D sb6lo proporciona x =y = 0), resulta y = x/(1l+x), que
sustituida en f* = 0, conduce a x2(x2 + 3%x + 3) = 0, gue apar-
te de x = 0 s8lo tiene raices complejas.

En el contorno, para x = 0, £(0, y) = y/(2-y) -
- y/(2-y) = 0 y paray = 0 £(x,0) = 0; a lo largo de x+y = 1,

y = 1-x, se obtiene

Qx) = = + 1-x _ _1

2+x 1+x 1+2x%

de donde Q'(x) = 2[._1/2+x)2 - 1/(1+x)2 + 1/(1+2x)%] = 0 que con
duce a x4 - 2x3 - 7x2 - 2x + 1 = 0, ecuacibn reciproca que en

[0, 1] sblo admite la solucién correspondiente a un méximo pa=
rax = (1 + /10 - /7142 /10) /2 ~ 0,2560 y como 0(0,2560) =
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= 0,0444... 0,0625 = 1/6 el valor que toma f£(x,y) en cualquier
punto del abierto x> 0, y> 0, x + y< 1l es menor 0 a lo su-
mo igual que el méximo absoluto de f(x,y) en el cerrado D, que
da probada la cuestibn propuesta.

José V. Garcfa Sestafe (Madrid).

-B-®B -8 -

Problema 12 (Boletin n2 21)

Mostrar que hay una infinidad de pares de nGmeros naturales
que satisfacen la ecuacibn’

2x2 - 3x - 3y2 -y+1 = 0

Solucibn

Tomando como nuevo origen el punto (1,0) la ecuacién

se escribe 2x2 + x = 3y2 + y; haciendo x = y+a resulta y2 -

day - (2a2 + a) = 0, que admite la raiz positiva

2a + /6a° + a

Y

Para que Yy sea un nfmero natural 6a2 + a = k2 o bien
a(6a+l) = k2 y como a y 6a + 1 son primos entre si se debe cum
plir

2

a=b", 6a+1-= cz, o0 sea 6b2 + 1= c2

que se puede escribir
c? - 6p2 =1 [1]

Supongamos que la ecuacibn [f] admite dos soluciones
Cqs b1 Y €y b2; entonces
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2 2 _ 2 2 _
¢y - 6bl =1 y <, 6b2 1
y multiplicando miembro a miembro
2 2 2,2 _ 2 2 2.2 _
¢y ¢y - 6cl b2 6b1 c, + 36b1 b2 1
que se puede escribir
2 2 2 .2, _ 2 .2
(c1 c, + 12b1 b2 cy €y + 36bl b2) (6c1 b2 + 12 bl b2 c; C, +
2 2 _
+ 6b1 c2) = 1
o bien
2 _6(c, by + by )l =1
(cl c, + 6b1 b2) - (cl 2 1 2

luego

C3 = Cq Cp + 6b1 b2 y by = ¢y b2 + bl c,

son una nueva solucién.

Obsérvese que basta la existencia de una Gnica solu-
cibén (distinta de ¢ = 1 y b = 0) para, a partir de ella, obte
ner nuevas soluciones, pues haciendo Cy = Sy b1 = b2 se ob-
tiene

y by = 2c, b,

y como la ecuacién [I] admite, ademés de la solucibén c¢; = 1,
b1 = 0, la solucién c, = 5, b2 = 2 se obtiene

= 49 , b, = 20

€3 3

b

Reiterando el proceso, a partir de la solucibn Chr Pp

se obtiene

esto es, existe una infinidad de nfimeros naturales que verifi
can la ecuacibn [I].

Resuelta esta ecuacifn, como era
Yy = 2a + Va{63+1) = 2b2 + Vbz c2 = 2b2 + bc

para cada par de valores de b y ¢, se obtiene un valor para Y
Yy un valor para x = y + b2 + 1 con lo que queda demostrada la
existencia de una infinidad de pares de nfimeros naturales que
verifican la ecuacibn dada.

NOTA.- La ecuacibn [I] es del tipo de ecuacién de Pell,
resuelta por el matemitico hindG Baskara en el siglo XII. El al
toritmo de las fracciones continuas permite una elegante solu-

cibén. A partir de /& = |2, Z, 4| se obtienen las sucesivas redu
cidas

2, 5 22 49, 218, 485 2158 4801,

ir 2 9’ 207 89’ 198’ 881’ 1960

Son soluciones de [I]

c=5 b=2; c=49, b =

i
N
(=]
Q

[}
oo
(o]
wn
o
"
h*=
[ee]

0
"
-~
o]
o
s

~

b

[
[ary
(o]
[=)]
o

X, = 23, ¥y = 18; x, = 2181, Yy = 1780; Xq = 213643,

Y3 = 174438; etc.

José V. Garcia Sestafe (Madrid).

Otra solucifn de Miguel A. Cabezén Ochoa
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Problema 1 (Boletfin n#& 23)

Sean a y b enteros positivos. Demostrar que ¢/? siempre esté com
prendido entre las dos fracciones

a/b y (a+2b) / (a+b)

¢Cu8l de las dos fracciones est§ m&s nréxima a v2?

Solucibn

a, b enteros positivos

2 ./7 <= a< V2 b — (V2 b -a)>0
b

Por otra parte,

a+2b
a+b

- /250 e at2b-+/2a-vV2b >0 <= /2(/2b-a) -
- (/2 b =a) = (/2-1) (VY2 b-a) > 0

Como (V/2-1) > 0 queda demostrado la primera parte.

Supongamos % < /7 < 2t2b
a+b
at2b _ 5 _ at2b - V2a - /2 b _ (/2-1).(/2 b-a)
&b a+b a+b
/7-28-/2b-a
b b

Por otra parte (v2 - 1). (V2 b-a) < (V2 b -a) y
a+b > b.

(V2~1) (/2 b-a) < 2 b-a, o sea que a+2b
a+b b a+b

estd mfs cerca de /2 que %.

Se tiene que

- 01 -

a a+2b
sig > 2> 57¢

0</3-2¥2b _V/2a+/2b-a-2b_¢2Z-1) (a-/Zb)
a+b a+b a+b

_a=-/20bp

a
Uﬂs"‘ﬁ b

(V2 -1) (a - V2 Db) < (a - V2D

a+b >b

Se tiene la misma conclusién anterior.

Jos& Miguel Celorrio Laseca (Soria).
Otras soluciones de N.B. Serrano Caballero (Segovia),

J. P. Sénchez Mielgo (Segovia) y J.V. Garcia Sestafe (Nadrid)

Problema 2 (Boletfn nd® 23)

Sea X un conjunto finito y llamemos

K(X) = ) (_1)card B
BeP (X)

siendo P(X) el conjunto de las partes de X.

Demostrar que k(X) = 1 si X =gy k(X) = 0 si x # 2.

NOTA: En el enunciado publicado se omitié "y k(x) = 0".

Solucibn

1) 81 X = #, es evidente que k(X) = (-1)° = 1.

ii) 8i X # 0, sea card X=n

Como el nfmero de conjuntos con 1 (i = 0,..., n)



1 .
elementos es Cn’ se tilene

M.E. Serrano Caballero (Segovia)

Otras soluciones de: J.M. Celorrio laseca (Soria)
J.P. Sanchez Mielgo (Segovia) y
J.V. Garcia Sestafe (Madrid)
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