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ASAMBIL.EA GENERAL EXTRAORDINARIA

Como estaba convocada, nuestra Sociedad celebré una
Asanblea General Extraordinaria el pasado dia 27 de abril de
1991, en los locales del Instituto "Isabel la Catélica® de
Madrid, cuyo Orden de Dia tenia como unico punto el
deliberar, y aprobar, ei procedia, una reforma de euc
Estatutos.

Se tomé como base de discusién el texto del Proyecto
de Estatutos que aparecia en el anterior numero de nuestro
Boletin, y sobre el miemo ese presentaron enmiendas.

Teniendo noticiae de la reciente constitucién de una
Sociedad Extremefia de Profesores de MatemAticas, con la que
deseamos mantener cordialee relaciones, se decidié eliminar
de dicho Proyecto la extensién de nuetro Ambito preferente
de actuacién a Extremadura, ein pPerjuicio de que se puedan
organizar actividadee en coordinaciénm con la nueva Sociedad
citada.

Realizada la oportuna consulta al profesor don Roman
Riaza que, como eiempre, noe ha Prestadoc su entusiasta
colaboracién, se ha fijado como sede provisional de nuestra
Sociedad, el Departamento de Matematica Aplicada a 1la
Ingenieria de 1la E. T. 8. de Ingenieroe Industriales de
Had;id.

Por unanimidad de los asistentes, quedé aprobado,
con lae modificaciones resefiadas, el texto de nustros nuevos
Estatutos, tal como aparece Publicado en pAginas
posteriores, y como serd sometido a los oportunos tréamites
legales.

En consecuencia, queda modificado el nombre de
nuestra Sociedad, desapareciendo de ella el calificativo
“Castellana", que no correepondia a la realidad actual.



ASAMBLEA GENERAL ORDINARIA

A continvacién de 1a Asanmblea BExtraordinaria se
celebré la Ordinaria de nuestra Sociedad correspondiente a
1991, con arreglo al Orden del Dia de la convocatoria.

leida el acta de la sesién anterior, fué aprobada.

4 continuvacién nuestro Presidente, Sr. Garcia
Sestafe se refirié a 1a labor realizada Por nueetra Sociedad
a lo largo del afio Precedente, materializada fundamental-
mente en la publicacién de nuestro Boletin y en los
Concursos de Resolucién de Problemas, teniendo unas palabras
de gratitud para 1los Que colaboran desinteresadamente en
anbas tareas, asi cofio ef lae reiativas a las de secretarfia
Yy tesoreria de la, Sociedad. Hizo publica tambien 1e gratitud
de la Sociedad angoea—Cola Espafia®, que ee ha ofrecido de
nuevo a costear ‘el importe  de 1los Premios que seran
entregados a loe ganadores de nuestro IX Concurso.

Se refiris despuée al trabajo desarrollado por
algunoe eocios Para preparer la reforma de loe Estatutos que
e acababa de aprobar en la Asamblea thraordinaria. que
esperamos redunde en una mejor organizacién de la Junta
Directiva, con el nuevo reparto de funciones que ha
aconsejado la experiencia de los afios precedentes.

Sometié deepués a la Aeamblea la idea de estudiar de
nuevo la poeibilidad de qQue nuestra Sociedad solicite 1la
incorporacién a 1la “Federacién FEetatal de Profesores de
Matemsticas”, cuyoe Eetatutos fueron publicados en el numero
17 de nuestro Bpletin (marzo de 19088). A ella se han
adherido cael todas las Sociedades de Profesores de
MatemAticas existentes. La adhesién tiene el inconveniente

de que supone pagar una cuota federativa de 1.500 pesetas
por socio, pero da derecho, en cambio, a recibir la revista
"SUMA*, a la que nos hemos referido diversas veces en el
Boletin, a importantes descuentoe en las cuotas de
inscripcién en las Jornadas y otras actividades que organiza
la Federacién. Para la Sociedad en conjunto, la relacién con
laes demAs sociedades de objetivos similares, tiene evidentes
ventajas,

Propuso que aunque la Asamblea tiene atribuciones
para tomar la decisién de dincorporarnoe o no, eeria
conveniente, tras entablar conversaciones con la Federecién,
convocar una Asanblea extraordinaria em la que los socios
que tuviesen dificultad ern asistir pudiesen emitir su voto

por correo.

A continuacién, el tesorero, Sr. Alizpén, presents a
la Asamblea las cuentas de ingresoe y gastos de la Sociedad,
que fueron aprobadae por unanimidad. Dié informacién también
sobre las gestiones que estA realizando para obtener el N.
I. F. preceptivo para poder operar con los bancos.

Se refirié a continuacién a la marcha econémica de
la Sociedad, reflejada por las anteriores cuentas, que se
estA viendo muy afectada por la continua elevacién de 1los
costes de edicién y distribucién del Boletin. Se discutié la
conveniencia de convertirlo en Revista, lo que permitiria
insertar publicidad, tener euscriptoree y acogerse a tarifas
de Correos mAs reducidas, aunque también exigiria ciertas
obligaciones y el cumplimiento de requieitos legales. Se
acordé estudiar a fondo esta posibilidad.

El tesorero lementé el gran numero de reciboe que
son devueltos por 1los bancos por causas muy diversas,
ocasionando importantes gastoe de comisiones bancarias. Be

trata de localizar por correoc a loe socios con los que



ocurre esto, pidiéndole 1los datos correctoes de su cuenta,
pero quedan muchos casos ein resolver. También nos devuelve
el servicio de Correos algunos boletines, Por haber cambiado
el domicilio el destinatario. €in comunicarlo a 1a Sociedad.

Pedimos 1a colaboracién de todos para subsanar estas
deficiencias.

Estudiada 1a situacisén econémica, ge llegé a 1la
conclusién de que era necesaria una elevacién de las cuotas
para el curso 1991-92, Discutida 1la cuantia de ésta, se
acordé fijarla en 3.000 pesetas anualee, +tanto para los

s0cios de numero como para los benefactores, quedando
exentos de cuota los de honor.

Se procedié a continuacién a renovar la composicién
de 1la Junta Directiva, de acuerdo con los Estatutos que
acababan de aprobarese. Dicha Junta quedé- nombrada, con el
acuerdo unéAnime de los presentes, en la forma que aparece en
la pagina 2 de aeste Boletin. No se éncontré, en el momento,
candidato para el puesto de Secretario, Por lo que se acordé
que provieionalmente continuase actuando como secretaria

dofia Carmen Garcia-Miguel, a Pesar de haber sido designada
vocal de gestién de publicaciones.

la Junta Directiva Propueoc a la Asamblea el
nombramiento de nuestro Primer socio de honor, en favor de
nuestro querido compafiero don José Ramén Pascual Ibarra, que
continuando una vida dedicada con entusiasmo a2 la mejora de
la ensefianza de las MatemAticas, fué el Primer Presidente de
nuestra Sociedad. La Propuesta fué aceptada Por aclamacién.

Trae un bdreve punto de ruegos Yy ©Ppreguntas, se
levanté la sesién,

ESTATUTOS

DE LA SOCIEDAD "PUIG ADAN®" DE PROFESORES DE NATENATICAS

Aprobados en 1la Asamblea General Extraodinaria
celebrada en Nadrid el dia 27 de Abril de 1991:

Arte 19, La Sociedad "Puilig Adam"® de Profesores de
Matemiticas tilene por Ambito de actuacién preferente lae
Comunidades Auténomas de Madrid, Castilla-La Mancha y
Castilla y Leén, sin excluir 1la posibilidad de actuaciones
en otras comunidades nacionales o0 extranjeras.

Se configura como una sociedad cientifico-cultural, ein
animo de lucro y se acoge al régimen juridico de la vigente
Ley de Asociacionmes.

Arte 2o, La sede de la Sociedad se sitta provieionalmente
en el Departamento de MatemAtica Aplicada a 1la Ingenieria
Industrial de la E. T. S. de Ingenieros Industriales,
eéituada en la calle de José Gutiérrez Abascal de Nadrid.

Arte 32, Son finee de la Sociedad:

a) Elevar y actualizar el nivel profesional, cientifico y
pedagégico de los profesores de MatemAticas.

b) Contribuir al avance y difusién de loe conocimientos
matemAticos.

¢) Impulsar el desarrollo y divulgacién de las investiga-
ciones en MatemAticas y en su DidActica, as{ comn preocupar-
se por su implantacién en los centros docentes,

4) Servir de nexo de unién entre los profesores de Matema-
ticae para el intercambio de experiencias e ideas.

e) Organizar cursos, conferencias, reuniones ¥y concursos,
as{ como la publicaclién de monografias, revistas y boletines
y cuantas medidas contribuyan a la coneecucién de los fines
anteriores.

f) Se excluyen la defensa de intereses econémicos y
profesionales,.

Arte 42, HabrA tres tipoe de socios: de honor, de numero y
benefactores.

Art2 52. Los socios de honor serAn nombrados por la Asamblea
General, a propuesta de la Junta Directiva o de 25 socios de
aimero.

Arte ©02. 1.- SerAn socios de numero todoe los profesores de
MatemAticae que 1o soliciten.

2.- Ser&n socios benefactores todas las personae
fielcas ©o Jjuridicae que lo eoliciten para contribuir de



manera importante a la conse 1
Somera cucién de 1los fines de 1la
3 8.~ Derechos de los Socios:
a 08 socios podran beneficiarse Yy participar
en cuantas
actividades promueva 1la Sociedad. A este ff:. los socios
zenifiii?:fs Podran participar por ei mismos o, en el caso
e En ades
pnel © Instituciones, por persona que loe repre-
b) Los socios recibiran
gratuitamente O con cuotas de
sgsiripcién reducidas, las puhlicncionas'de la Sociedad
c 08 socios de honor benefactores t :
voto en las Asambleas. y RRISEN SRy eeE mo
d) Los sociosndg nimero tendran voz Yy voto en las Asambleas.
+~ Veberes de los Socios de numero o ben b4 :
;) Satisfacer las cuotas fijadas. crmctores:
) Asistir a las Asambleas
> ¥y & las reuniones para las que
&6an expresamante citados Y participar en las oomisiogés
g::: :fs qretﬁéun elegidos por la Asamblea o por la Junta
ctlva (mediante persona que los represente
de Entidades o Instituciones), ? « W chae

Arte 79. Los socios causaraAn b
e aja por alguna de las caueas

a) Por renuncia voluntaria.
b) Cuando hayan dejado de satisf
dlenten & nyan acer las cuotas correspon-

¢) Cuando por su conducta despresti
' 1
Juicio de la Asamblea. P SESELS S8 Secialnd: 2

Art? 82. La Asamblea eec el ér
gano soberano de la S
estad formada por todos los socios. ® Pectedad y

A{tﬂ 92. 1.~ La Asamblea se reunira ordinariamente una vez
; e::gguiz'alj}ugar ¥ fecha que acuerde 1la Junta Directiva
rdinariamente cuando lo 1 '
P 2 €olicite ésta o un tercio de
2.~ Compete a la Asamblea ordinaria;
:; ﬁlogtr los cargos de la Junta Directiva.
probar, sl procede, la memoria cuentas regl
q?elﬁra!ente la Junta Directiva. Y S SRSELstLRs:
c ar facultad a la Junta Directiva o a 1
as Comisiones
nombradas por ésta, para cuantas gestiones sean necesarias
para el cumplimiento de los fines de la Sociedad,
d) Fijar las cuotas de socio,
3.- Compete a la Asamblea extraordina
ria:
:; ﬁ: resclucién de asuntos urgentes,
doptar loe acuerdos relativos a acci
ones =
mente le encomiendan estos Estatutos. e expresa

Arrﬂ 102. La Asamblea queda vAlidamente constituida en
fr meraiconvocatoria con la presencia de la mitad m4s uno de
08 socios, o media hora mas tarde en se

con los socios presentes. ’ gunda convecatoria,

Art2 112. Los acuerdos se tomar&n con el voto favorable de
la mitad m&s uno de los socilos presentes, salvo en los casos
en que estos Estatutos exigen expresamente ottra cosa.

Art? 129. La Junta Directiva, nombrada por la Asamblea en la

forma que regulan estos Estatutos, estar& formada por:

== Un Presidente

-- Tree Vicepresidentes (uno por cada una de las Comunidades
Auténomas de su &mbito de actuacién preferente),

== Un Vocal de actividades y concursos,

=- Un Vocal de relaciones institucionales,

== Un Vocal de gestién de publicaciomnes.

-— Un Vocal de redaccién de publicaciones.

== Un Secretario.

-~ Un Vicesecretario.

== Un Tesorero.

== Un Bibliotecario.

Arte 132. La Junta Directiva podra funcionar en pleno o por
Comieiones, en cada una de las cuales formaran parte el
Presidente, © miembro de la Junta en quien delegue, y el
Secretario o Vicesecretario. La Junta Directiva se reunira
al menos tres veces al afio.

Arte 142. Son funciones de la Junta Directiva:

a) Convocar las Asambleas ordinarias o extraordinarias.

b) Fijar el Orden del Dia de las Asambleas.

©) Promover cuantas actividades estime convenientes para la
coneecuclién de los fines de la Sociedad.

d) Recoger y encauzar lae propuestas o sugerencias de los
soclos.

e) Administrar la Sociedad.

Arte 152. La Junta Directiva ser& nombrada por la Asamblea,
Que en cada sesién ordinaria renovard los cargoe que hayan
quedado vacantes por renuncia justificada de sus titulares o
por haber expirado el plazo para el que fueron nombrados.
Los nombramientos se haran para un periodo de cuatro cursoe
como mAximo. La Asamblea, no obstante, podré reelegir a
mienbros cuyo nombramiento haya expirado. A los efectos de
este Articulo se entiende por curso el tiempo que tramscurre
entre dos Asambleas ordinarias anualee consecutivas.

Arte 162. El1 Presidente representarA a la Sociedad,
presidiré 1las Asambleas, convocard y presidira las Juntas
Directivas, y propondré la constitucién de Comieiones de
trabajo, que presidird por si o representado por un miembro
de la Junta Directiva en quien delegue.

Arte 172. Los Vicepresidentes auxiliaran al Presidente y
representaran a la Sociedad en eu Comunidad de residencia.
El Vicepresidente que resida en la misma Comunidad que el
Presidente, le sustituir& en caso de ausencia, enfermedad o
ceee.
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Art2 182. Los vocales seran los organizadores y responsables
de las acciones, relativas a su cometido especifico, que les
encomiende la Junta Directiva, para la consecucién de loe
fines de la Sociedad. Como tareas principales; tendrédn a su
cargo las silguientes:

El Vocal de actividades ¥y concursos, la organizacién de
Concursne de Problemas, reuniones de profesores, cicloe de
conferencias, etc.

El Voecal de relaciones institucionales, llevar a cabo las
gestiones con centros, personas o entidades poblicas o
privadas que sean precisas para la realizaclén de las
actividades de la Sociedad encaminadas al cumplimiento de
sus fines.

El Vocal de gestién de publicaciones, la programacién de
las revietas, boletines o monografias que edite la Sociedad,
incluidas su impresién, distribucién, suscripeilén, wventa o
intercanbio, captacién de publicidad, etec.

El Vocal de redaccién de publicaciones, 1la recogida vy
selecciédn de originales, confeccién, montaje y edicién de
las publicaciones de 1a Sociedad, y la inclusién en ellas de
editoriales, notas o convocatorias a iniciativa de la Junta
Directiva.

La posible colisién de competencias seré4 resuelta por
decisién del Prsidente.

Art2 192, El Secretario sera el encargado de custodiar y
llevar al dia la documentacién social, informar a los socios
Y coordinar las actividades, Distribuiraé la correspondencia
recibida en la Sociedad y organizara y mantendras actualizado
el fichero de socios, registrando las altas y bajas que me
produzcan. Levantara acta de las reuniones de la Asamblea y
de la Junta Directiva.

El Vicesecretario colaborara con el Secretario en todos
sus comatidos y le sustituird em caso de ausencia,
enfermedad o cese.

Art2 202. El Tesorero sera el encargado de recaudar las
cuotas y demAs ingresos de 1a Sociedad, de ordenar 1los
pagos, de llevar al dia los libros de contabilidad, y de
informar del estado econémico de 1a Sociedad al Presidente,
a la Junta Directiva Yy 2 la Asamblea.

Art? 232, El Bibiotecario tendrd bajo esu costodia 1los
libros, revistas y demis material perteneciente a 1la
Sociedad, y facilitara su utilizacién por los socios.

Art2? 222, Loe socios pagarén una cuota anual, por cureos
académicos, cuya cuantia sers fijada por la Asamblea en sus
reunionee ordinarias. Caso de ésta apruebe una modificacién,
entrara en vigor al Principio del curso académico siguiente,

Arte 2302. La Sociedad ee financia con lae cuotas de sus
socios y con los ingresos que eventualmente produzcan sus
publicaciones, cursos u otras actividades acordes con eus
fines, asi como con las ayudas que reciba de entidades

e
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oficiales o particulares. El limite mAximo del presupuesto

anual sera fijado por la Asamblea yifndra sezﬂrn:;i:;:::cf::
ién de la misma; sin que ello supon

:z:;:I Ze los Estatut;s. La Sociedad carece de patrimonio

fundacional.

tes Estatutos,
Arte 242. Para la modificacién de los presen

serdA neceeario que una Asamblea Extraordinaria lo apruﬁfe.
al menos con los votos favorables de dos tercios de los

socioe presentes.

4 por acuerdo de una

Arte 252. La Sociedad ee disolver )

Asamblea extraordinaria convocada con ese Gnico n%ﬁ;:o'vgt;:
tar con

decisién de disolverla debera con

favorables de dos tercios de loe socioe presentes. Eﬁﬁ?aeo

de disolucién, el patrimonio de la Sociedad, si lo hu ﬁ;:'

se donard a centros de ensefianza, actuando como comisién

liquidadora la dltima Junta Directiva.

sposicién transitoria 18:
& Esta Sociedad es continuacién de la denominada "Sociedad

Castellana Pulg Adam de Profesores de Natemsticas”.

sposiclén transitoria 2a:
. A efectos de aplicacién del Artioulo 152 en la Asamblea

los wniembros de la Junta Directiva cuyo
:gmb;gﬁy;nto. hecho con arregloc a los Estatutos anteriifef:
expire en esta Asamblea, cesaran en el cargo (sin perju : g
de que 1la Asamblea decida su nuevo mnombramiento). 3a
miembros que tengan nombramlento todavia vigaﬁﬁ:. d:ala
cargos que siguen existiendo en la nueva composic ﬁ,do -
Junta Directiva, se consideraran nombrados por un per ? A,
cuatro cursos, pero contado desde la Asamblea en que fue on
nombradoe por Gltima vez, y los que lo tengan par? c;rgtn
que desaparecen, podran continuar formando parte de t: uira
Directiva hasta la Asamblea de 10902, en la que se ex ngutas
el citado cargo. Los nombramientos para loe puestos Zacan °e
o de nueva creaclén se haran unos por doe afios y : ros P
cuatro, con objeto de escalonar lae renovaciones futuras.
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RECORDAMOS NUESTRO
IX CONCURSO DE RESOLUCION DE
PROBLEMAS DE MATEMATICAS

Convocado por
Sociedad "Puig Adan” de Profescres de Matemsticas
Yy Colegio de Doctores y Licenciados en Ciencias y en
Filosofia y Letras

BASES

PRIMERA

Podrén participar los alumnos de B.U.P. y F.P. de los Cen
tros de Albacete, Ciudad Real, Cuenca, Guadalajara, *Madrid,
Segovia y Toledo. Los de F.P.1 lo harédn con los de Primero de
B.U.P., los de 12 de F.P.2 con los de Segundo de B.U.P. y los
de 2¢ y 32 de F.P.2, con los de Tercero de B.U.P.

SEGUNDA

Las pruebas del Concurso se realizaréan en Madrid, en la
segunda quincena del mes de junio (posiblemente el sébado, 22
de ese mes) y consistiran en la resoluciédn de problemas (los

mismos para todos los concursantes de cada uno de los tres ni

veles).

TERCERA

Se concederan diplomas para los mejores de cada nivel,

acompafiados de los premios correspondientes



B
CUARTA

Aquellos centros que deseen presentar a algunos de sus
alumnos (hasta un maximo de dos en cada uno de los tres nive
les) deberan realizar la preinscripcidén antes del dia 30 de
Mayo de 1990, dirigiéndose por carta a esta Socledad (Apartg
do de Correos n¢? 8.479, 28080 - Madrid). En esta preinscrip-
¢idén no es precisoc hacer constar los nombres de los alumnos

seleccionados. Envien las cartas sin certificar.

-

QUINTA .

Se comunicaréd directamente a los Centros preinscrizos la
fecha exacta, lugar y hora de realizacién de las pruetas y es
tos centros entregaran a los alumnes que envien, credenciales
individuales en las que se haga constar el curso en que estén
matriculados en el afio académico 1989~90 y que han sico selec

cionados por su excepcional aprovechamiento en Matematicas.

\
L (et 7
C:_é§2?éﬁaaaa colabora generosamente en este Comncurso,

costeando los premios qQue se entregaran a los ganadores.
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SOCIO DE HONOR

En la Asamblea General de la Sociedad "Puig Adam® de
Profesores de MatemAticas, correspondiente a 1991, ee acordsé
nombrar ®socio de honor al blasta abora socio numerario
profesor don JOSE& RAMON PASCUAL IBARRA. El acuerdo se adopté
POr unanimidad de loe restantes asietentes. Bste Boletin, al
hacerse eco del nombramiento, cree de justicia, respecto al
galardonado, y de utilidad para los lectores, espigar en el
copioceo y admirable curriculum del profesor Pascual Ibarra,
las efemérides mAs destacadas que justifican sobradamente el

haberlo distinguido como nuestro primer socio de honor.

Don José Ramén Pascual Ibarra nacié en Santofia
(Santander) el 23 de Febrero de 1911,

Obtuvo el titulo de Licenciado en Ciencias Exactas,
con la calificacién de Sobreealiente, y también el t{tulo de
Profesor Nercantil.

Fué nombrado profesor encargado de curso de
Matematicas, en el Instituto “Nebrija* de Madrid en 1933.
Tal vez este precoz acceso a la ensefianza, fué uno de los
determinantes de la dedicacién del profesor Pascual Ibarra a
la DidActica de las NatemAticas, que ha mantenido durante
toda su vida profesional, y de la que seguimoe obteniendo
frutos con sus consejos y ejemplo. Obtuvo, por oposicién, la
cAtedra de MatemAticas del Instituto de Avilés, en 1035, y
posteriormente pasé a ocuparla en los Institutos de
Santander y Valladolid.
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Fué nombrado Inspector numerario, por concurso-
Oposicién en 1956, Y en 1959 se reincorporé a la catedra del
Instituto de Valladolid, por excedencia voluntaria en el
cuerpo de Inspectores. En 1961 pasé al Imstituto “Cervantes”
de Madrid, en el que eiguié de catedratico hasta 1969,
volviendo a 1la Inspececcién, en 1a que permanecié tasta su
Jubilacién, en 1981, Durante ocho afios fué profesor adjunto
en la Universidad de Valladolid.

Obtuvo merecidamente la Encomienda con Placa de 1la
Orden de Alfoneo X el Sabdio.

Fué {ntimo colaborador de don Pedro Puig Adam y el
mis entusiasta Yy fiel continuador de esu obra, en relacién
con la Didactica MatemAtica. E1 Centro de Orientacién
Didactica le envié a Italia y a Suiza, en 1955, para
estudiar la Didactica de lae Matemsticae en esos paises.
Mienbro de la Comfeién Internacional para el Bstudio y
Mejora de la Enseflanza de la Natemistica, fué representante
espafiol en diversos congresos celebrados en Francia,
Bélgica, Escocia, Suiza, Brasil, Berkeley,...

El conjunto de Publicaciones, colaboraciones,
conferencias y clases magistrales del Profesor Pascual
Ibarra es, desde luego, numerable, Pero de cardinal my
elevado. Nuestro Boletin reeditard algunas de sue bellas
lecciones, en la éeguridad de que su lectura Serd muy grata
para todos los socios, Y sobre todo, para los de manor edad,
qQue quizae no bayan tenido oportunidad de conocerlas.

La Sociedad “Puig Adan” de Profesorecs de MatemAticas
felicita a su Socio de Honor, pero sobre todo, se felicita a
ei miema, por temerlo.
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XXVII OLIMPIADA MATEMATICA ESPAROLA

FASE FINAL

Las pruebas de la Segunda Fase de la XXVII Olimpiada
Ratemitica BEspafiola, correspondiente al curso 1990-81, han
tenido lugar los pasados dias 15 y 16 de Febrero. Como en
loe afios precedentes, esta Olimpiada esta organizada por la
Real Socledad MNatemAtice FEspafiola bajo el patrocinio de la
Subdireccién General de Becas y Ayudas al Estudio.

A esta Fase Final han concurrido un total de 44
aspirantes, seleccionadoe por los distintos distritos donde
6e realizé la Primera Fase, con un mAximo de tres por cada
uno de ellos. En 1las Islas Canarias sesolamente fueé
seleccionado uno, que realizé lae pruebas de la Fase Final
en su Universidad, mientras que los seleccionados en 1los
restantes distritos, las realizaron en la Escuela Univer-

eitaria de Profesorado de E.G.B. "Pablo MNontesinos®” de

Madrid, todos simultaneamente y con los mismos ejercicios.

Como es tradicional en esta Segunda Fase, las
pruebas consitieron en la resolucién de seis problemas, tres
en cada una de las dos eesiones de cuatro horas, que
tuvieron lugar en dias consecutivos. En nuestra seccién de

Problemas Propuestos, en este mismo Boletin, pueden verse

sus enunciados.
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El Jurado, tras examinar y valorar los ejercicioe
presentados, se reuvnié el pasado 28 de Febrero, e hizo
Piblicos los nombrees de los aspirantes mejor clasificados.
Se asigné a cada particpante una Puntuacién de cero a diez
puntos por problema, con lo que habia una posibilidad
teérica de obtener 60 puntos.

Para que nuestros lectores puedan Juzgar sobre la
dificultad que ofrecieron los distintos problemas
bropuestos, damos a continuacién una tabla con los valores
medios de las puntuaciones alcanzadas en cada uno por todos
los participantes y por 1loe siete primeros clasificados.
Ninguno de los aspirantes llegé a resolver correctamente leos

problemas 22 y 32, aunque algunoe lo hicieron parcialmente.

Problema ne 1 2 3 4 5 6
Media para todos 4,0 0,7 2,4 2,0 3,4 1,7
Media 7 primeros 8,1 1,0 4,1 6,9 7.7 6,0

El nivel de preparacién de los participantee fué muy
desigual, destacando claramente un gTrupoc poco numeroso, del
que se escogieron, por sus mejores puntuaciones, 1los
alumnos que recibira&n 1los premios concedidos por el
Ministerio de Educacién y Ciencia y 1los que han de
Tepresentar a Espafia en lae competiciones internacionales.

Los aspirantes mejor clasificados son los siguientes:
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12 Ignasi MWUENDET RIERA, del I. B. “Prin-
cipe de Gerona"”, de Barcelanma ... 39 puntos <1=r premio)

22 Daniel LASAGSA MEDARDE, de Pamplona
(Havarra) ... ... «¢. +4: +2. ... 38 puntos

32 Roger ESPEL LLIMA, del Liceo Francés
de Barcelona ... ... ... ... ... 36 puntos (22 premio)

42 Narcoe DURANTEZ GANZUKOFF, del Liceo
Francés de Madrid ... ... ... ... 34 puntos (3=~ premio)

52 Ignacio URIARTE TUERO, del Colegio de
“Ne@ S2 del Recuerdo” de Madrid .. 32 puntos

62 Alberto BRAVO DE MAESILLA JIN&NEZ, del
I. B. "Alonso Sénchez” de Buelva .27 puntos

72 Ignacio HARCOS PRIND, del I. B.
“Pipar de la Rubia” de Valladolid 24 puntos

Con 23 puntos quedé Ireme Villegas Barranco, de
Granada y empatados a 22, Manuel Isidro Sam Juan, de
Santiago de Compostela y Juan Ricardo Arcos Sfnchez, de
Elche (Alicante).

El Sr. LASAOSA ya fué premiado en 1la XXVI Olimpiada,
Por lo que loe tree premios concedidos por el Ministerio
serén entregados a los clasificados en los lugares 12, 32 y
42. Su participacién en la Olimpiada de este afio ha eido con
el exclusivo objeto de confirmar su derecho a participar de
nuevo en la préxima Olimpiada Ibercamericana, ya que cumple

los restantes requisitos exigidos para ello. Debemos
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recordar que el afio pasado quedé también en segundo lugar en
la Olimpiada Espafiola y obtuvo medalla de plata en 1la

Iberocamericana.

Salvo contingencias de ultima hora, el equipo que
viajard a Suecia para representar a Espafia en la Olimpiada
MatemAtica Internacional (si no se reduce el numero maximo
de participantes por pais), estaré constituido por los seis
mejores clasificados citados, excepto Lasaosa, ya que el
reglamento de esa Olimpiada 1lo excluye. A 1la Olimpiada
Iberoamericana, que se celebrardA en Septiembre de 1991 emn
Cérdoba (Argentina), iran Lasaosa y los tres que obtengan

los mejores resultados en la Iberoamericana.

Debemos recordar que D. Ignacio Uriarte Tuero fueé
campeén de tercero de B.U.P. en el Concurso de nuestra
Sociledad, en el afio 1990. Lamentamos el error de
transcripcién de su segundo apellido, que cometimos al
citarlo como primer clasificado en el distrito de Madrid, en
la crénica de la Primera Fase de la Olimpiada publicada en

nuestro numero anterior.

La Primra Fase de la préxima Olimpiada Matematica
Espafiola se celebraréd probablemente en el mes de KNoviembre
de este afin, para 1lo que ser& convocada con la debida

antelacién.

Damos la enhorabuena a los ganadoree y a loe Centros
que se han esforzado en su preparacién y deseamos que tengan
una destacada actuacién cuando participen representando a

Espafia en las préximas Olimpiadas Internacionales.
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LA DIVISIBILIDAD COMO RELACION DE ORDEN

Por Rafael Rodriguez Vvidal
Catedrético de Universidad

ORDENACION DE LOS ENTEROS POSITIVOS

Entre los nfimeros enteros conocemos la relacibén de or-
den natural, gue se expresa por el signo g (leido "menor o igual
que"), y asi se escribe, por ejemplo,

a

LN

b siysblosi a-Dbg<c0©

. +
Ahora observemos que en el conjunto Z de los enteros
positivos, la relacibén de divisibilidad, que se expresa con el
signo |, (leido "es divisor de") también es una relacibn de or-

den, pues los caracteres formales de esta:

1) Reflexivo : ala

2) Antisimétrico: Si es a|b y también b|a, entonces

a=>»,

3) Transitivo : Si es a|b y también b|c, entonces

alc
+
condiciones v&lidas para todos los elementos a, b, ¢, de Z .

Nb6tese que la relacibn | no establece un orden en %,
pues entonces falla la condicibn de antisimétrico: 3|-3 y -3|3,
es compatible con 3 # -3,

+
Ahora bien, asi como entre los elementos de Z la re
lacién < establece un orden total, porqgue no hay elementos in-
comparables,

4) Totalidad : 0esatb, oesbz a,



en cambio, la relacifn

establece una ordenacién parcial (otros
autores dicen una semiordenacifn) ,

porque hay elementos incompa

rables, como son el 3 y el 5:

ni 3|5, ni 5|3,
Indiquemos ahora con (Cel sfmbolo de la relaci6n de or

den (segln los casos se leerd, "menor o igual", "divisor de",

"anterior a", "contenido en",... vy otras muchas expresiones ani

logas, seglin la relacibn de gue se trate).

Para todo conjunto con una ordenacién se puede conce-
bir un diagrama, de la siguiente forma. Los elementos a, b,...
se representan por sendos puntos. Si es a C b se unen ambos por
un segmento que descienda desde a hasta b. De este modo ser&
a C m precisamente cuando desde m hasta a se pueda ir por un ca

mino exclusivamente de segmentos descendentes.
Ejemplo.- La ordenacién de los nfimeros del conjunto

2, 4, 6, 8, 5, 10, 11}

segn la relacién £ © seglin la relacién ’, proporciona los dia-

gramas de las figuras 1 Yy 2, respectivamente

10 8

= Orden natural

Fig. 1 Fig. 2.- Orden de divisibilidad

Ejercicio.- Leer, sobre la figura 2, los pares de ele
mentos que son incomparables.

El objeto de esta leccién es incluir la teoria de 1la
divisibilidad dentro de la teorfa m&s general de las estructu-
ras de orden, y examinar a que tipo peculiar de &stas puede asig

narse.

ESTRUCTURAS ORDENADAS EN RETICULO

Se observa enseguida que un mismo diagrama se adapta
a interpretaciones muy diversas. Asf, por ejemplo, el de la Fig.
3 representa el conjunto de las partes del conjunto E = {a,b,c}
ordenado con la relacibn de inclusibn; en la Fig. 4 est4 el con
junto de los divisores de 30, ordenado con la relacién de divi
sibilidad; en la Fig. 5 el conjunto de elementos de un tridngu-
lo T (de vértices A, B, C y lados a, b, c) ordenados con la re-

lacibn de incidencia

30 T
1 6 a |9
5"b Iz C"’ A
1 [+
Fig. 4 Fig. 5

Resulta, pues, evidente el interés de estudiar por sf
mismas las estructuras ordenadas. Los resultados generales obte
nidos pueden luego adaptarse a los diversos casos particulares.

Como signo de orden en general adoptaremos el C (el

cual, en la teorfa de conjuntos indica inclusibn). Es claro que

a Cb significa lo mismo que b D a.

A un conjunto ordenado (total o parcialmente) le lla

+
maeremos una ordenacién. E1 conjunto Z con el orden |, se lla
mard ordenacién XZ.

<+
Z = {Z, I}

Sea 5 una ordenacibn. LLamamos cota superior de un sub
conjunto C de elementos de S a un elemento k € S que sea superior a
todos los elelementos de C:

det. -
o y.v . P— M e 1 o L o - ™ e T T S L TR -~
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En la ordenacifn :Z; el concepto de cota superior coin-
cide con el de mGltiplo com@n.

Claro es gue la cota superior puede no existir, y si
existe no tiene gue ser forzosamente Gnica.

81 entre las cotas superiores del subconjunto C de S
hay una gue sea minima, a &sta se le llama supremo de C, o ex-
tremo superior de C, o cota superior mfnima de C, indicada ;;Eﬂ
mente con una de las notaciones -

sup. C = ¢.s.m. C

En la ordenacibn J{ el concepto de supremo coincide con
el de minimo comfin mGltiplo

sup. (a, b, ¢) = [a, b, ¢]; sup. (6, 8, 12) = 24

De un modo correlativo se define la cota inferior de
un conjunto de elementos de S (que si existe no es forzosamen-
te finica) y el extremo inferior (también llamado infimo, o co-
ta inferior méxima), que si existe es Gnico. ‘ B

En la ordenacién L el concepto de cota inferior coin-

cide con el de divisor comfin, y el fnfimo es el m&ximo comfin di-
visor: o

inf. (a, b, ¢) = (a, b, c); inf. (60, 105) = 15
c h
d g
Fig. 6
a e f

Ejemplo.- En la ordenacibn de Fig. 6

sup. (b, ¢, d) = c, inf., (b, d) = e, sup. (a, g), no existe

Una ordenacibn S se dice dirigida suneriormente cuan-

do cada par de elementos tiene alguna cota superior. Se dice di-

riagida inferiormente cuando cada dos elementos tienen alguna co-

ta inferior

Fig. 7.- Ordenacifén dirigida superiommente e inferiormente

Un sup-reticulo es una ordenacibén en la gque cada par
de elementos tiene un supremo. Un inf-retficulo es una ordenacibn

en la que cada par de elementos tiene un Infimo.

Estos son, pues, casos particulares de conjuntos diri-
gidos, pero no reciprocamente; y asi, el diagrama de la Fig. 7

no es ni sup-reticulo ni inf-reticulo.

Una ordenacién en la gue cada par de elementos tiene
un supremo y también un Infimo se llama retficulo. Un reticulo

es, pues, simulifneamente sup- e inf-retficulo, y viceversa.

El conjunto ordenadoz es un ejemplo de reticulo, si
bien este ejemplo, por constar de infinitos elementos no puede

representarse en un diagrama.

En cambio, las sub-ordenaciones de 2 constituidas por
todos los divisores de un nfimero n son reticulos de los que el
diagrama se puede construir, o al menos concebir, sin dificul-

tad. He agui algunos ejemplos:

1
Fig. 8.- Reticulo de los divisores de 8B

- . . . n
Los divisores de cualquier nfmero primarioc, p , dan

i et €mm1l A an ~adearna =2rS281nacs a1 Ae BPia B
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. 20
1
5 2 4
5

2

1
D(10) = D(2.5) D(20) = D(22 5) D(40) = D(23 5)

Reticulo de los
divisores de 10

Reticulo de los
divisores de 20

Reticulo de los
divisores de 40

D(100) = p(22 59

Reticulo de los
divisores de 100

Fig. 9.- Reticulos de nfimeros con precisamente dos factores primos

30

>

D(30) = D(2.3.5) D(60) = D(22 3.5)

Reticulo de los
divisores de 30

Reticulo de los
divisores de 60

Fig. 10.- Reyiculos de divisores de nmeros con precisamente tres factores
primos

~—— Fig. 11l.- Reticulo de los divisores de 210, isamorfo con el de los diviso

res de cualquier n = pgrs (cuatro factores primos distintos)

Resulta evidente que el reticulo de los divisores de
aguellos nfimeros n en los que u(n) # 0 es en cada caso isomorfo
con el reticulo de partes de un conjunto finito, cuyo n@Gmero de
elementos es precisamente el nlimero de factores primos de n.

DEFINICION ALGEBRAICA DE UN RETICULO

En vez de definir el reticulo como un conjunto con una
relaci6n de orden que cumple ciertas condiciones, se le puede
definir tambi&n como un conjunto provisto de dos operaciones
gue cumplen ciertas condiciones. Veremos luego que estas dos
definiciones son egquivalentes, por lo que indistintamente po-
dremos referirnos al reticulo como ordenacién o al retifculo co
mo &lgebra.

El reticulo como &lgebra es un conjunto provisto de
dos operaciones internas que designaremos con los simbolos
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N, llamado "interseccién" o "cap" lo, este puede ordenarse, bastando a este propbsito definir las

siguientes equivalencias:
U, llamado "unién" o "cup"

aCb siysolosi aflNb=a
las palabras interseccifn y unién estén inspiradas en la teoria

de conjunto, perc las alternativas cap y cup tienen por objeto o, lo que es equivalente

recordarnos que agui se trata la operacién de un modo abstrac-

to o general. Estas operaciones del reticulo deben cumplir las [ aCb si y solo si aUb

b
siguientes condiciones:

De este modo, para las estructuras sobre {z+, |} encon

Asociativas : Ap i (a NbB)N c=afN (bNec), escrito aNbNc tramos
Ay (aUyb)Uec=alV(b \Uc), escrito aUbVUc b — (2, D) =
Conmutativas: Cp; a Nb=DbN a © bien
CU;an=bUa alp == [a, b]l =b
;aN(aUbdb) =a Reticulo distributivo es aquel cuyas operaciones cum

Absorbentes : A
— N plen, ademfs de las citadas, la siguiente condicién

Ab;aU(a(\b)

[}
o]

Distributivas: Dp;: a N (b Ue)

(an b))V (aNe)

para todos los a, b, ¢,... del conjunto.
Dyi; aV (bNec)

n

(aV b)N (aVVe)

Por ejemplo, la estructura de los enteros positivos,

ion ; N
con las operaciones Por ejemplo, el reticulo de los divisores de un nime-

ro es distributivo, pues las operaciones de m.c.d. y de m.c.m.

aNb=(a, b), m.c.d. deayb son distributivas una para otra.
aUb=[a, b], mc.m. deayh Un retfculo no distributivo es el de la Fig. 12
u
es un &lgebra de retfculo. xn(yvz) = %
(xnY)Uxaz)=o
Dada la ordenacién C que defina un reticulo, se en- X z

cuentran dos operaciones N y U que definen el mismo reticulo.
Estas son:
Fig. 12.- Reticglo no distributivo
afN b=inf. (a, B), aVl b= sup. (a, b)
Un reticulo acotado es aguel que tiene dos elementos

I - Y o ST T S ST SO I agque enn cotae 1niverealecs 1A e e renvrecentari nor e. aque
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es la cota superior y otro, gque representaremos por o, que es la
cota inferior, definidos por la siguiente condicibn

Cotas universales: X ; a N e

e a (o bien, a Ve = e, o bien,

sup (a, e) = e)

a (o bien, a N o = o, o bien,

=
o
<
(o)
]

inf (a, o) = o)

para todo a del reticulo.

Un reticulo complementado es aquel que tiene las dos

cotas universales e y o, con esta condicibn:

Complementacifn : Para todo elemento x del reticulo existe

algn otro elemento z tal que

xUz=e, y xNz=o.

El elemento complementario de otro, si existe, no es
forzosamente finico. Asi en el reticulo de la Fig. 13 el elemen
to y tiene los complementos x y z.

Las condiciones de distributividad y de complementa-
cidén son independientes, en el sentido de que un retfculo pue-
de tener una de las dos y carecer de la otra. Ahora bien, siun
reticulo es complementado y distributivo, entonces el complemen
to de cada elemento es finico. Esto es f&cil de demostrar, aun-
gue no lo haremos agqui. En este caso el complemento (Gnico) de
un elemento x se indica por distintas notaciones,

x', Gx, I= ...

y otras. Nosotros adoptaremos la notacién x'.

&
z y tiene dos complementos
y z tiene uno
« X tiene uno
4 o tiene uno
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El retficulo de los divisores de un nmero puede ser
complementado, como en el caso de los divisores de 30, o no ser
lo, como en el de los divisores de 60. Como es evidente falta
la complementacibn si en la factorizacién de n aparece algn pri
mo con exponente mayor que 1, o dicho de otro modo: El retfculo
de los divisores de un nfimero n es complementado si y solo sies
p(n) # 0. (p indica la funcibn de Moebius).

Es interesante aludir a una condicifn menos fuerte que
la distributividad, caracteristica de los llamados reticulos mo-

dulares. Esta es la condicibn

Modular t My si x C z, entonces x U (yNz) = (xUy)N 2z
(adviértase que por hipbtesis xUz =

= 2).

El retfculo no distributivo de la Fig. 11, es un reti-
culo modular. El reticulo de la Fig. 13 no es modular:

xCz; xUlyNz) =x, # (xUy)hz = 2

Esta condicifn la cumplen también algunos reticulos interesan-
tes, como es el de los subespacios de un espacio lineal ordena-
dos por la relacibn C de "contenido en". Este es el caso que ilus
tra la Fig. 14

Fig. 14.- Ejemplo de retfculo modular

E, espacio

r, s, t,... rectas
P1'P2'P3"' planos
rCp, & (xV P,) =P,

e

rCp, rU[Plnpzl (LUPL)(\Pz
" E
P2 = £s
r'¢P,  r'UMR NPy I (xUP) N (U,

‘———v———J et i/ N e/
S E E

Vv, pe———— e ~,
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ALGEBRA DE BOOLE

Un reticulo complementado y distributivo, se llama un
&lgebra de Boole.

Si lo queremos definir como ordenacién, diremos que
un retficulo de Boole es un conjunto ordenado donde cada par de
elementos tiene un supremo y un infimo, que tiene dos elementos
cotas universales, o, e, y donde para cada elemento x se encuen
tra otro complementario x' tal gue

sup (x, x') = e, inf (x, x') = o

El ejemplo m&s sencillo de &lgebra de Boole consta de
s6lo dos elementos, los llamaremos 0 Yy 1, con el siguiente dia-
grama y tabla de operaciones

i x | x' nNlo 1 vulo 1
i 0|1 0|0 o 0|0 1
1o 10 1 1|1 1

Desde luego se advierte la analogfa entre las tablas de vy N
y las de + y x en la aritmética de m8dulo dos (de "pares" e "im
pares").

El retIculoJ{de los divisores de n es precisamente
un &lgebra de Boole cuando p(n) = 0. Esta &lgebra es en el fon
do isomorfa con el Slgebra o retfculo de las partes de un con-
junto, E, donde el nfmero 1 pasa a ser el vacfo g, v el nfmero
n el conjunto referencial E. Asf, en los nGmeros, si p, q, r,..
son primos, con

n=pgrst y x = pgs es x' = rt

La importancia del &lgebra de Boole viene de que su
estructura comprende en particular a la estructura del c&lculo
de proposiciones (16gica simbSlica), y también a la de los cir
cuitos eléctricos, acordes con la aritmética binaria, de donde

E - T T R T T T R T R R D i s a -,
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nicas. Para nuestro objeto no interesa entrar en estos temas.
(Cfr. Birkhoff-MaclLane - Algebra Moderna. Edit. Vicens Vives.
Barcelona; o, para una introduccifn m&s elemental, Bayley. Con
juntos y Légica. Idem.).

RETICULOS ATOMICOS

Dos elementos a y b distintos, se llaman contiguos
en el reticulo cuando, siendo a € b no existe ninglin elemento
2z estrictamente comprendido entre ambos. Por consiguiente,

aCzChb = z = a, 6 z2=b>b

En un reticulo con cota inferior universal, o, se 1lla
ma &tomo a todo elemento contiguo superior de o.

En 2 la cota inferior es 1, v son &tomos los n(Gmeros
primos. En el retfculoN de los divisores de n, también es 1 co
ta inferior y los &tomos son los factores primos de n.

Hay reticulos gque no tienen &tomos. Por ejemplo, el
+
de los racionales positivos con el orden natural Q.

Reticulo atbmico es aguel en que cualquiera de sus

elementos, distinto del fnfimo universal ©, tiene un &tomo infe

rior a E&l:
Vo, Ja tal gque aChpo Yy a es un Stomo

Entre los reticulos atémicos merecen especial atencifn
los que llamaremos naturales. Un reticulo natural es aquel don

de para todo elemento b ocurre que el conjunto de elementos in

feriores a b es finito:
Vb, {a; a Cb} es finito

No es natural el reticulo constituido por 1 como cota

inferior absoluta, los nfmeros primos como &tomos Yy un elemento



Fig. 15.- Esquema de un reticulo no natural

FUNCIONES NUMERICAS EN UN RETICULC NATURAL

Seand?.un retfculo natural, y o su elemento mfnimo.

Para cada elemento a € R y cada nmero natural k, ests determi
nado el valor

Qk(a) = nfimero de conjuntos de k &tomos cuya unién es a.

Naturalmente, este valor es 0 a partir de un cierto valor de k.

Ejemplo.- Tabla de valores de Qk(a) para el reticulo
de la figura

-]
ak 0 1 2 3 4
e 0 0 3 1 0
* % x 0 1 0 0 0
y 01 0 0 0
z 01 0 0 0
% o| 0o 0 0 0 o

Con ayuda de esta funcibn Q: (R-, N) —»N gque acabamos
de definir, definiremos ahora una funcién

v: Rz

a + ufa) €z

por la que a cada elemento a del retfculo le corresponde un en

LT L e SREELF M ST e ATy )
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p(a) = 1 si a=o
- k ]
pla) = 7 (-1) Qk(a) sia#o

k=0

Ejemplo.- Para el mismo retfculo del caso anterior es

u(e) =3 -1 =2
u(x) = uly) = u(z) = -1
u(0) =1

El f&cil ver lo gque dan estas funciones en el caso
particular del retfculo & de los enteros positivos. Si

a=py Py ... P,
siendo Pyr Pyree: Pp primos distintos, entonces
Qk(a) =1 cuando k =r
y en cualguier otro caso es
Q(a) =0

En consecuencia, u(a) es precisamente la funcién de
Moebius de la Teorfa de nGmeros. Asi, la antes definida es su
generalizacién a la Teorfa de reticulos.

La funcibn de Moebius generalizada tiene la siguiente
propiedad: Para todo elemento a de un reticulo es

1si a=o0 (elemento mfinimo del reticulo)

1 u(b)
bca

0si a#o

Esta propiedad es la generalizacién de la que tiene
la funcibén de Moebius de los nfimeros naturales (§, ) a saber:



L[}
o
0
'
o]

h S
o]

Para demostrarla, sea

P, = nGmero de &tomos del retfculo por debajo de a

Llamaremos distinguido (para a) un sistema de k-&tomos distintos
(k-sistema) por debajo de a (siempre sobreentendemos a C a). Por

tanto, el nfimero de k-sistemas distinguidos es,

()

Por otra parte, diremos que un k-sistema de &tomos pertenece a

b si la unién de los elementos de dicho sistema es igual a b. To
do k-sistema de 4tomos distinguidos pertence a un elemento b a,
y solo a uno. Asf, el nfimero de k-sistemas distinguidos se obtie

ne también contando todos los k-sistemas de Stomos que pertene-

cen a los elementos b anteriores a a. El1 nfimero de k-sistemas que
pertenecen a un elemento fijo b es Qk(b), luego el nfimero de los

k-sistemas distinguidos para a viene dado por

p
) o(b)=<a
bla Ig k)
La demostracién concluye ahora asf

. Y
1) 8i a es elemento mfnimo, la suma béa u(b) se redu-
cir&a,&a) Yy por definicién es entonces p(a) = 1.

2) 81 a es distinto del elemento minimo, entonces pa#
0 (por ser el retfculo atdmico) y tenemos

I wo=7 T DXam=1 0% | am= 1 k(pa)= ST
béa uI;akzo k kzo béa k kzo( i) = @D =0
c.d.q.
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IMPORTANCIA Y PAPEL DEL
ALGEBRA CONMUTATIVA EN LA
GEOMETRIA ALGEBRAICA ACTUAL

por Concepcién Romo Santose
del Departamento de Algebra de la
Universidad Complutense de Madrid

El Algebra Conmutativa es una de las piedras fundamentales de la
moderna Geometria Algebraica. Proporciona los instrumentos para esta
rama de las Mateméticas, de forma mé&s o menos anéloga a como el
Anélisis diferencial proporciona los instrumentos para la Geometria
Diferencial. El1 objeto de 1la conferencia es Jjustificar esta
afirmacién y con el fin de clarificar las ideas la dividiremos en 4
partes:

1) Concepto del Algebra

2) Simbiosis Algebra Conmutativa-Geometrie Algebraica.

3) Desarrollo del Algebra Conmutativa desde finales del siglo

XI1X.

4) Resolucitn de singularidades.

1) Concepto del Algebra.-

Voy a referirme brevemente al concepto del Algebra. El Algebra
es una ciencia, en un progreso de elaboracién constante, y, por
consiguiente, como todo lo vital, no puede delimitarse con una
definicién. Cada conquista amplia sus limites, establece nuevas
conexiones con otras ramas de la Matem&tica, hace por tanto més
difusa la linea que las separa, y, como consecuencia, modifica el
concepto que de ella puede formarse.

La palabra "&lgebra" proviene del nombre de un tratado del



matemdtico y astrénomo Mohammed al-Kharizmi, que vivi6 en el siglo
IX. Su tratado sobre &lgebra llevaba por titulo al-jebr w’almugabala,
que significa:"transposicién Y eliminacién". Por transposicién se
entiende la trasferencia de términos al otro miembro de la ecuacién,
Y por eliminacién la cancelacién de terminos iguales en ambos
miembros.

La palabra 4&rabe al-jebr se convirtié en *"8lgebra" al
transcribirla al latin, mientras que al-mugabala fue desechada, lo
cual explica el término moderno "8lgebra" para esta disciplina.

El-origen de este término responde muy bien al contenido real de
la ciencia misma. El1 Algebra es en esencia la doctrina de las
operaciones matem&ticas consideradas formalmente desde un punto de
vista general, con abstraccién, de 1los nfimerocs concretos, y Bsus
problemas estén relacionados fundamentalmente con las reglas formales
para la transformacién de expresiones Y la resolucién de ecuaciones.

Mas tarde, Omar Khayyam definidé el Algebra como la ciencia de
resolver ecuaciones. Esta definicién no tuvo su significado hasta
finales del siglo XIX, cuando el Algebra, junto con la teoria de
ecuaciones, tomdS nuevos derroteros, modificando esencialmente su
carécter, pero no ese espiritu de generalidad que posee como ciencia
de las operaciones formales.

El Algebra contemporanea es el estudio de las operaciones, de
las reglas de cé&lculo. Pero no se circunstribe como el Algebra
claésica, al estudio de las propiedades de las operaciones con
nimeros, sino que aspira a investigar propiedades de operaciones con
elementos de una naturaleza mucho mis general. Esta tendencia viene
dictada por necesidades de orden pr&ctico. Por ejemplo en MecéAnica

sumamos fuerzas, velocidades, rotaciones, etc. Si para un conjunto

dado de objetos se definen ciertas operaciones que satisfacen ciertas
propiedades, se dice entonces gue se ha definido una estructura
algebraica. El actual punto de vista sobre el Algebra consiste en
considerarla comoc el estudic de 1las diferentes estructuras
algebraicas. Puede considerarse que la nocién de estructura aparece
con la definicién por Cayley en 1854 del concepto de grupo abstracto
y se desarrolla hasta la teoria de categorias actual, desarrollada en
los Gltimos cuarenta afios, que proporciona el marco correcto para el
desarrollo de técnicas de gran importancia como la homologia, gque
reunen aspectos aislados que habian ido apareciendo al profundizar en
problemas de teoria de grupos, anillos, médulos, etc... E1 primer
trabajo en el gque se enfoca el Algebra desde el punto de vista de las
estructuras es el famoso libro de Van der Waerden: "Modern Algebra”,
de importancia capital para el desarrollo algebraico posterior.
Hablemos ahora un poco de la influencia del Algebra en otras
ramas de la Matemética, y en otras ciencias en general. El Algebra no
es una ciencia aplicada en el sentido que tienen estas hoy en dia,
sino una ciencia pura. Las ciencias aplicadas tienen, en su acepcién
usual, dos caracteristicas que las definen, la de resolver problemas
concretos del mundo gue nos rodea y la de tomar prestado para este
fin, un cuerpo de doctrina ya elaborado. El Algebra no depende de
nada, salvo de la teoria de conjuntos de la que, en Gltima instancia,
depende la Matemética toda, y ademés es una ciencia pura porque tiene
su propia problemética, independiente de los fenémenos de la vida
real. Pero el Algebra si es una ciencia que se aplica. Ella presta a
otras ramas de la MatemStica y a otras ciencias en general, sus
estructuras para lograr descripciones formales gque las aclaren y

potencien nuevos descubrimientos. Bien conocidas por ejemplo, las



- 40 -

aplicaciones a la Fisica de la teoria de grupos y &lgebras de Lie.

Y es qgue en el fondo de todo objeto matemidtico o coleccién de
objetos, se encuentra la estructura algebraica. Por eso la casi
totalidad de las ramas mateméticas usan de los teoremas del Algebra
en su propio beneficio. Pero esta dependencia del Algebra no es como
la dependencia, por ejemplo, de la L6gica. La Légica suministra el
esquema de razonamiento verdadero pero ahi para su misién. El Algebra
en cambio, como ciencia positiva que es, suministra a otras partes de
la matemética resultados positivos que ellas usan para sacar sus

conclusiones, asimismo positivas.

2) Simbicgis Algebra Conmutativa-Geometrfia Algebraica

Respecto de otras ramas matemé&ticas, el Algebra es una fecunda
auxiliar de su desarrolloc. Hablemos ahora de la relacién Algebra
Conmutativa-Geometria Algebraica. Tomemos un texto modernc de Algebra
Conmutativa; podemos elegir cualquiera entre los dos volimenes de
Zariski-Samuel o uno mé&s moderno como el de Matsumura. Esos textos
contienen t6picos dirigidos hacia el estudio de la teorfa de nimeros.
Pero la inmensa mayoria de los temas tratados en ellos tienen otro
objetivo: La Geometria Algebraica. La mayor parte de los teoremas
interesantes del Algebra Conmutativa tienen una traduccién directa e
inmediata a la Geometria Algebraica. Pero hay mucho més, justamente
lo més importante: el desarrollo del Algebra Conmutativa ha venido
condicionado por la Geometria Algebraica en el sentido de que la
problemética de &sta ha sido la que indujo la de aquella. Asfi es que

una gran parte del Algebra Conmutativa tiene como Gnica y exclusiva

misién servir de basamento a la Geometria Algebraica. Esto establece

la relacién en un sentido, veamos el otro. ¢Existe hoy dia la
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Geometria Algebraica tal como se concebia hace 50 afios?. La respuesta
es casi radicalmente que no. Solo quedan unos pocos cultivadores
esporddicos de la vieja Geometrfa italiana. Y es que Oscar 2Zariski
primero y Grothendieck después convirtieron a la Geometria italiaﬂa
en una rama del Algebra. cuando un matemStico de hoy piensa en una
variedad algebraica piensa automAticamente en un dlgebra finitamente
generada sobre un cuerpo, su anillo de funciones polinémicas; cuando
piensa en una subvariedad de una variedad, piensa en un ideal de este
anillo; cuando piensa en un punto simple, piensa en un anillo local
regular, etc. Simplificando la cuesti6n, Zariski hizo que un texto de
Algebra Conmutativa y otro de Geometria Algebraica sean précticamente
una misma cosa: estudian los mismos puntos solo que usando palabras
diferentes, de las cuales todo especialista tiene “in mente” un
diccionario en loes dos sentidos.

Evidentemente, es imposible distinguir una linea de separaciébn
entre el Algebra Conmutativa y la Geometria Algebraica; sencillamente
no existe. Los nombres de Dedekind, Kronecker, Hilbert, E. N®ether,
Van der Waerden, Krull, Chevalley, Weil, 2ariski, Cohen, Seidenberg,
Samuel, Nagata, Nastold, Serre, Grothendieck, Hironaka, van marcando

el desarrollo del Algebra Conmutativa Y la Geometria Algebraica

simulténeamente.

3) Desarrollo del Algebra Conmutativa desde finales del siglo XIX

El Algebra Conmutativa era una rama de la MatemAtica que tenia
por fin el estudio de las curvas algebraicas en el plano proyectivo
complejo, usando para elle métodos de geometria proyectiva.
Probablemente se habia desarrollado con Abel, Jacobi, Weierstrass y

Riemann 1la teoria de "funciones algebraicas®” de una variable
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compleja. Es evidente la importancia de esta teoria en el desarrollo
del estudio de curvas algebraicas planas, pero los mé&todos utilizados

para el estudio de funciones algebraicas eran sobre todo de

naturaleza trascendente incluso antes de Riemann. Con éste se acentiia

mis este caracter de trascendencia con la introduccién de las

superficies de Riemann Y de funciones analiticas cualesquiera
definidas sobre dichas superficies.

Después de la muerte de Riemann, Roch Y Clebsch reconocieron que
de los resultados obtenidos por los métodos transcendentes de Riemann
e pueden obtener numerosas aplicaciones a la geometria proyectiva de
curvas, lo cual incit6 a los gebmetras de aquella é&poca a hacer
demostraciones de aquellos resultados, puramente geomé&tricas. En esta
linea siguieron Gordan, Brill Y M. Noether. Pero estos razonamientos
geométrico-analiticos no reposaban sobre fundamentos ciertos y es
esencialmente para dar a la teoria de curvas algebraicas una base
sblida, que Dedekind publica en 1882 su gran memoria sobre este
tema. La idea principal de su trabajo es la de calcar la teoria de
funciones algebraicas de una variable sobre la teoria de nimeros
algebraicos tal como acababa de desarrollar Dedekind. Para hacer esto
debia primeramente abordar este tema desde el punto de vista afin,
diferencia esencial con sus contemporéneos que consideraban
invariablemente las curvas algebraicas sumergidas en el espacio
proyectivo complejo.

En el mismo afio 1882 aparece también la memoria de Kronecker,
mucho mis ambiciosa que la de Dedekind pero también més vaga y mé&s

obscura. Su tema central es el estudio de los ideales de un Algebra

finita integra sobre 1los anillos de polinomios C[xl,...,xn] b4

Z[x,..00x ).
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Era natural asociar a cada ideal de estos anillos la variedad
algebraica formada por los ceros comunes a todos los elementos del
ideal. Los estudios realizados en el siglo XIX en las geometrias de
dimensién 2 y de dimensién 3 conducen intuitivamente a la idea de que
toda variedad es unién de variedades irreducibles en ntGmero finito
cuyas dimensiones no son necesariamente las mismas. La demostracién
de este hecho es el fin que se propone Kronecker aungue
explicitamente en ninguna parte de su memoria se encuentra la
definicién de variedad irreducible y de dimensién. Tampoco se sabe si
Kronecker tenia el concepto actual de ideal primo.

Es Lasker quien en su memoria define correctamente el concepto
de variedad irreducible asfi como el concepto de dimensién. En las
interesantes consideraciones hist6ricas que inserta en su trabajo,
Lasker indica que se basa no solamente en la tendencia puramente
algebraica de Kronecker y Dedekind sino también en los métodos
geométricos de la escuela de Clebsch y M. Noether y sobre todo en el
famoso teorema demostrado por é&ste Gltimo en 1873Ipublicado en Math.
Ann. t. VI pag. 351-359, generalizado por Hilbert en 1893 en su
célebre “"teorema de los ceros". Sin duda, inspirado en este
resultado, Lasker introduce en su memoria el concepto de ideal
primario en los anillos Clx,,--erx ] ¥ Z[xx,...,xn] y demuestra la
existencia de una descomposicién primaria para todo ideal de estos
anillos. Aunque no se preocupa de la unicidad de esta descomposicién.
Es muy importante sefialar que Lasker en esta memoria extiende los
resultados anteriores, al anillo de las series enteras convergentes
en el entorno de un punto, apoyéndose para ello en el teorema
preparatorio de Weierstrass. Es en esta parte de su memoria donde por

primera vez se considera este anillo desde un punto de vista



algebraico. Y los métodos empleados aqui por Lasker, influyen de una
manera decisiva en Krull cuando en 1938 crea la teoria general de
anillos locales.

El movimiento de ideas que conduciré al RAlgebra Conmutativa
moderna, comienza a tomar forma en 1910. Aunque la nocién general de
cuerpo esta totalmente adquirida a principios del siglo XX es
chocante que el primer trabajo donde aparece el concepto general de
anillo es en uno de Fraenkel de 1914. En esta época se tenian como
ejemplos no solamente los anillos integros de la teoria de nfimeros y
de la geometria algebraica, sino también los anillos de series
formales o convergentes y también las &lgebras sobre un cuerpo base.

Desde el trabajo de Fraenkel mencionado anteriormente, 1los
primeros trabajos importantes en el estudio de anillos conmutativos
generales son las dos grandes memorias de E. Noether sobre la teoria
de ideales. Con las memorias de E. Noether y los trabajos posteriores
de Artin y de Van der Vaerden sobre los divisores definidos en un
cuerpo y los de Krull que ligan estos ideales con las valoraciones
esenciales, se acaba el estudio de la descomposicién de ideales
comenzada un siglo antes.

Krull es el creador del concepto de anillo local, Krull estudia
a fondo estos anillos y hasta tal punto lo hace, que la técnica
expuesta en sus articulos se conserva en muchos libros de texto de
nuestros dias.

La genialidad matemftica de Krull no puede ser puesta en duda
hoy dia, pues es el padre del algebra conmutativa moderna. En &lgebra
conmutativa, como en todas las ramas de la Matemitica, existen unos
teoremas claves, generalmente muy pocos en nimero, que son los que

prueban la rigueza de una estructura, y los que abren inmensas
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posibilidades a la teoria. Y en el caso del Algebra conmutativa estos
teoremas se deben en su gran mayoria a Krull, aunque no siempre se le
reconozca estea paternidad, de una manera completamente arbitraria. El
ejemplo mis claro de lo que acabamos de decir estd en los llamados
"Going-up theorem® y "Going-down theorem" de "Cohen-Seidenberg" que
se pueden encontrar por primera vez en un articulo de Krull publicado
en 1937. Para darse cuenta de la importancia de estos teoremas basta
pensar un momento y nos darfamos cuenta de que, sin ellos, el &lgebra
conmutativa se reduciria a la mitad y la noci6én de dimensién no
pasarfia de ser poco mAs que una definici6n arbitraria.

Chevalley en 1943 public6é un articulo titulado "On the theory of
local rings". En este trabajo se sientan las bases necesarias para el
desarrollo de una teoria de la interseccién que m&s tarde publicaria
este autor. En 61 se introduce la nocién de multiplicidad de un ideal
primario de un anillo local engendrado por un sistema de parémetros.
A estas alturas ya eran conocidas las anomalias de la nocién de
multiplicidad de Van der Waerden, definida en términos de longitudes
de ideales, por lo gue claramente era necesaria una nueva definicién
de este concepto. Chevalley introduce una definicién correcta de
multiplicidad pero solamente en el caso de anillos locales completos
(la nocién correcta de multiplicided en el caso de un anillo local
cualesquiera serfa introducida posteriormente por Pierre Snmuel).lLa
obra cumbre de Chevalley es su teorfa de la interseccitén, aparecida
en 1945, Este articulo est& dividido en tres grandes partes que,
respectivamente, est&n dedicadas a: preliminares algebraicos, teoria
de la interseccién de variedades algebroides y teoria de la
intersecciébn de variedades algebraicas. Este trabajo tiene como

contribuciones esenciales las siguientes: topologias y complecciones,
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teorema de la dimensién de los anillos locales Yy la nocién de
multiplicidad. A partir de la aparicién de este trabajo comienzan ya
a proliferar los articulos sobre Algebra local. Cohen en el afioc 1946
publica un articulo dedicado al estudio de los teoremas de estructura
de los anillos locales completos. Zariski, en el mismo afio 1946,
publica un trabajo sobre anillos semilocales. Las motivaciones de
este trabajo son de indole geométrica. En la introducci6én, Zariski
hace notar que: "...A esta teoria local, donde se estudian las
propiedades de una variedad algebraica en el entorno de un punto,
pertenecen conceptos analiticos y algebraico-geométricos tales como
funcién holomorfa, rama analitica, punto simple, parémetros
uniformizantee locales, multiplicidad de intersecci6n, etc...". Sin
embargo la teoria local de una variedad V a lo largo de una
subvariedad I', hace perder as.pectos geométricos del par (V,I'). Por
eso, Zariski desarrolla una teoria semilocal, "que estd a mitad de
camino entre lo local y lo global-".

Y llegamos por fin a otro de los grandes trabajos del Algebra
Conmutativa, el trabajo de Samuel sobre la nocién de multiplicidad en
Algebra y en Geometria Algebraica, publicado en el afioc 1951. A 1la
vista de la decisiva influencia de este trabajo en la resolucién de
singularidades hecha por Hironaka, podemos calificarle como el
trabajo més importante del Algebra Local hecho jamés. La idea es
"...generalizar a las componentes excedentarias y singulares dé las
intersecciones de variedades algebraicas la teorfia de las
multiplicidades de interseccién debida a C. Chevalley y A. Weil, y
relativa a las componentes propias”. Para ello se necesita el :
concepto de multiplicidad de un ideal primario de un anillo local,

que se introduce via funcién de Hilbert. La genialidad de Pierre
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Samuel fue precisamente ésta: la de introducir en el Algebra Local
las técnicas de 1la funcién de Hilbert y estudiarla tan
exhaustivamente mostrando su potencia y utilidad, gue desde entonces
ha quedado consagrada definitivamente con el nombre de funcién de
Hilbert-Samuel.

Y con este trabajo entramos de lleno en la década de los
cincuenta que tiene, desde el punto de vista del Algebra, un carébcter
muy definido. Si se tratara de adjetivar las distintas épocas del
Algebra Conmutativa, a 1la década 1950-1960 le corresponderia por
derecho propio el calificativo de edad de oro de los mé&todos
homolSgicos. Y hay una razén evidente para ello: la aparicién del
famoso libro de Cartan-Eilenberg "Homological Algebra®, que lanzé a
una gran cantidad de matem&ticos hacia ese tipo de estudios. Bien es
verdad que el Cartan-Eilenberg apareci6 en 1956 pero ya en 1952
circulaban gran cantidad de “preprints” de él. Entre los me jores
investigadores de esta é&época se encuentran Koszul, Auslander,
Buchsbaum, Tate, Serre, etc. Uno de los principales aQances de esta
época fué el estudio de la dimensi6n homolégica de los anillos
noetherianos.

Y entramos en 1la década de los sesenta en que ya la
proliferacién de trabajos es inmensa. El primer texto aparecido es el
de Nagata "Local rings" que vié la luz el 1962, y que para todo
estudioso es un libro de uso diario. Contiene, junto a muchos
resultados conocidos (pues esa es su misi6n, servir de texto de'
anillos locales) otros muchos originales y que sBe deben a 1la
fructfifera pluma de este matem&tico. Puntos importantes a destacar,

entre otros muchos son los dos siguientes:
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a) En el capitulo III, gque trata de multiplicidades se generaliza la
funci6én de Samuel para definir la multiplicidad de un médulo. Este
punto de vista serd utilizado méAs tarde por Serre en su teoria de
interseccién. .
b) El capitulo VI es uno de los m&s notables. Trata de ani
locales geométricos y sus motivaciones, claro es, provienen de la
Geometria Algebraica.

Otro libro importantisimo es "Algébre locale Multiplic?tés' de
Serre, del que, como en el caso anterior, destacamos lo fundamental:
a) El capitulo IV. Dimensién y codimensién homolégicas. .
b) E1l capitulo V trata de multiplicidades de médulos, su aspec
geométrico y la férmula de los Tor. .

En este estudio no podemos dejar de citar los siguientes
textos:"Nuevos métodos de Algebra Local” de Nastold, tépico pero
completisimo; el magnifico trﬁtado‘ de &lgebras analfticas -de
Grauert-Remmert y poOr Su enorme importancia en el estudio de "lo
étale” el texto de Raynaud sobre anillos locales henselianos.

Por wultimo haremos referencia a un campo del é&lgebra
conmutativa, el &lgebra real que estf tomando ultimamente mucho auge
sobre todo a raiz de la demostracién del teorema de los ceroe real de

i ién
Dubois-Risler, que ha abierto todo un campo de investigac

alrededor de la geometria algebraica real.

4) Resolucién de singularidades

del
Hablaremos ahora un poco de 1la teoria de esguemas Y dae
importante problema de la resolucién de singularidades. .
. . a
La generalizaci6én del concepto de variedad algebra;ca,‘lleva

i do el
ja actual construccién de la Geometria Algebraica, utilizando
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lenguaje de los esquemas.

En esta construccién, el Algebra Y la Topologia intervienen tan

estrechamente unidas, que es con frecuencia dificil deslindar sus

campos. La teoria de haces proporciona el lenguaje indispensable para

interpretar en té&rminos "geométricos" las nociones esenciales del

Algebra Conmutativa, Y para "globalizarlas" y desempefia un papel

fundamental en la elaboracién actual de la Geometria Algebraica. Y en

su base, esté el concepto de haz, donde aparecen intimamente ligados

el aspecto algebraico y el topolégico.

La gran importancia del método de la resolucién de

singularidades est& en que una gran parte de los teoremas de la

Geometria Algebraica "global" se prueban para variedades lisas,

desconociéndose que pasa con ellos en el caso de variedades con
puntos singulares. As{, poseyendo un teorema de desingularizacién, es
decir un proceso que permita pasar de una variedad con gingularidades
& una lisa que sea “"muy semejante a la primera®

(es decir,

birracional equivalente a 1la primera), se pueden extender loe

teoremas de variedades lisas a cualquier variedad.
Finalmente pasaremos ya al estudio de la resolucién de

singularid;des de variedades definidas sobre wun cuerpo de
caraéteristica cualquiera. Hironaka resuelve este problema cuando la
variedad est& definida sobre un Cuerpo de caracteristica cero. Sus
métodos de trabajo son los de Zariski Y su herramienta fundamental la
teoria de esquemas elaborada por Grothendieck.

En el proceso de resolucién de singularidades de Hironaka hay
gue separar dos ideas distintas:

i) Proceso de resolucién local.

ii) Proceso de induccién Y globalizacién.
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El proceso local de Hironaka se basa en un estudio detallado del
comportamiento de las bases de ideales por explosiones Y la
posibilidad de encontrar una base, base standard normalizada, con una
cierta estabilidad respecto a dichas explosiones. A la vez se
desarrolla un método de control del estado de la singularidad
compuesto por dos series de funciones, la funcién de Hilbert-Samuel y
los caracteres uv'. Pero al pasar a la resolucién de singularidades en
caracteristica positiva este proceso de resolucién de Hironaka falla
en los. puntos infinitamente préximos, es decir en los gue se
estabiliza la funcién de Hilbert-Samuel. Este problema nosotros lo
superaremos mediante el contacto maximal. Explicaremos muy brevemente
nuestra resolucién de singularidades de variedades algebroides sobre
un cuerpo de caracteristica cualquiera. En este caso el problema de
resolucién de singularidades, se puede enfocar de la manera
siguiente:

Sea X una variedad algebroide, entonces Ihresolver las
singularidades de X gers lo mismo que conseguir gque disminuya su
funci6én de Hilbert-Samuel.

X serf una variedad algebroide sumergida en K" cuando
XtSpec(K[[zl,...,zn]]/I) con 1 radical y K un cuerpo algebraicamente
cerrado de caracteristica cualquiera.

De lo dicho anteriormente se desprende que la resolucibén de

iente’
singularidades de X nos vendrs dada al demostrar el siguie

teorema.

de
Teorema 1 Sea X una veriedad algebroide. Existe un namero finito
- - - 0) .
formaciones monoidales aPxMx"Y  con X=X, 0<isp
transfo

tal que H <}ix donde li}‘ es la fll!lCiéll de l{‘ lbe l'.-Sa!'ﬂuel de X.
1 r

i a
Analizaremos brevemente los pasos gue hemos seguido para 1
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demostracién de este teorema. En primer lugar daremos otra definicién

de variedad algebroide.

Definici6én 2.- Llamaremos variedad algebroide intrinseca o

simplemente variedad algebroide a Spec(o) siendo o un anillo local

noetheriano, completo, equicaracteristico Y reducido, de dimensién de

inmersién finita y cuerpo de coeficientes algebraicamente cerrado.

Aplicando el teorema de estructura de los anillos locales

completos se demuestra que esta definicién coincide con la definicién

de variedad algebroide dada anteriormente.

Definiremos ahora los transformados monoidales Y cuadréticos del

anillo de coordenadas de una variedad algebroide.

Definici6n 3.- Sean p el anillo de croordenadas de una variedad

algebroide, M el ideal maximal de o y P un ideal primo de o.

que una p-flgebra 1local p°’

Diremos
€8 un transformado monoidal de o con
centro P i y solo si °'-Ai donde:

i) A-n[P/¢1] con ¢ eP

i1) N es un ideal primo de A que contiene a MA. Si P=M diremos que o’
€s un transformado cuadr&tico de o.

Se verifica que si o es el anillo de coordenadas de una variedad

algebroide y o’ un transformado monoidal de o, entonces o' no es el

anillo de coordenadas de una variedad algebroide Pues no es completo.
Debido a ello daremos la definici6n siguiente:

Definicién 4.- Sean o el anillo de una variedad algebroide,

transformado monoidal de o con centro P.

o’ un

Llamaremos transformado
monoidal formal de o con centro P a ;'-compleccién de o’ respecto de

la topologia M’-&dica con M’ ideal maximal de ©’. En el caso de que

P=M con M ideal maximal de o diremos que ;' es un transformado

cuadrético formal de o.



Se verifica que si o es el anillo de coordenadas de una variedad
i ' es
algebroide y ;' un transformado monoidal formal de o, entonces o
también el anillo de una variedad algebroide.

Después de estos preliminares pasamos a un aspecto particular
del problema gque nos ocupa: la resolucién de singularidades en las
hipersuperficies algebroides.

na
Sea R=K[[Z,W,....W 1], H=Spec(R/(p(Z,W,..-,W ,})R) u
1 n-
hipersuperficie algebroide, ¢(z,wl,...,wnq)en.
Después de estudiar con todo detalle la variacién del diagrama
i 6n
de Newton de una hipersuperficie mediante una transformaci
. . i6n
cuadratica formal demostramos los dos teoremas de desingularizaci
en el caso de hipersuperficies. .
= i de la hipersuperficie
Teorema 5.- Sea w(z,wl,...,wmﬂ) 0 la ecuacién de ] :
H cuya forma inicial no es la potencia v-esima de una forma lineal.
. . ShR
Se verifica entonces que la multiplicidad de H decrece mediante
transformacién cuadratica formal. N
= ién de la hipersuperficie
Teorema 6.- Sea p(z,wi,...,wrd) 0 la ecuaci j
ici otencia v-&sima de una
H cuya forma inicial pv(z,wl,...,wmi) sea la p X
S B
forma lineal. Se verifica entonces que la multiplicidad de
hipersuperficie H decrece en un nimero finito de transformaciones
cuadréticas formales.

Una vez resuelto el problema, en el caso de las hipersuperficies

una .
algebroides, pasamos & considerarlo en el caso general de

i hemos
variedad algebroide. Para ello, en nuestro orden de 1dea5,

necesitado utilizar el concepto de contacto maximal.

Sea X una variedad algebroide de anillo coordenadas o.

Designamos

H =H

siendo Hu la funcién de Hilbert-Samuel del anillo local o. El teorema

de Bennett afirma en el caso de ser K algebraicamente cerrado de

caracteristica cero que 1la funcién de Hilbert-Samuel no crece

mediante una transformaci6n monoidal normalmente plana. Hemos

generalizado el teorema de Bennett a nuestro caso de ser K

algebraicamente cerrado de caracteristica arbitraria. De acuerdo con

el teorema de Bennett, H es no creciente, por tanto 6 se mantiene

constante 6 decrece. Si decrece, el problema gqueda resuelto. En el
caso de que Hx 8€ mantenga constante, para resolverlo utilizaremos el
contacto maximal pues sabemos que si X posee contacto maximal 1la
funcién de Hilbert-Samuel baja en un nimero finito de
transformaciones monoidales. El problema, en nuestro caso de ser K de

caracteristica arbitraria es que el contacto meximal no existe
siempre. Para resolver este problema el método que seguiremos sera
considerar la variedad como una intersecci6én tangencial adecuada de

hipersuperficies o 1lo que es lo mismo trabajar con bases standard

normalizadas.

en K,

Sabemos que si X es una variedad algebroide sumergida
¢1,...,pp una base standard normalizada de Jla variedad,
H:""’Hp las hipersuperficies algebroides de ecuaciones
¢1-0,...,¢p=0. Entonces si las hipersuperficies H;""’Hp tienen
contacto maximal, es posible encontrar una variedad algebroide
regular que tenga contacto maximal con la variedad X. Luego el

problema del contacto maximal en variedades algebroides y por 1lo

tanto el de resolucién de singularidades gueda resuelto con el

teorema siguiente que hemos demostrado.

Teorema 7.- Sea X una variedad algebroide y (¢1,...,¢p} una base

standard normalizada de la variedad. Supongamos que las

hipersuperficies Hl de ecuaciones ¢l=0, lsist, t<p tienen contacto



maxiﬁal y sin embargo las hipersuperficies de ecuacicnes ¢‘~Q,
t+lsisp no lo tienen. En estas condicicnes se verifica gue existe un

finito de transformaciones cuadréticas formales que

v

ngémero
g ) todas
transforman la base {p“...,wp} en (¢1’°"'¢p} de manera Qque

i ‘= = ~ tacto
las hipersuperficies H; de ecuaciones ¢, 0, i=1...p tienen con

maximal.

UN DIA DIFERENTE
por Juan Miguel Sanchez Sanche:z

Baint Louis University Madrid Campus

El contenido de este trabajo es un pequefo sucedido, una simple
anecdota resultado de una experiencia personal. Se trata de una
historia cotidiana que sucedid en nuestra universidad cuyo Jdnico
mérito radica en que es real y que pone de relieve la conexidn que
existe entre las distintas partes de las matematicas y Ccomo, aun
para el profesional , results a veces dificil reconocerla .-

Todo sucedid el primer dia de otofio de 1989 . A las 0B:00 horas en
la clase de " Introduction to Line;r Algebra " (MT-E315) estébamos
comenzando a profundizar en €1 estudio de las matrices cuadradas
de orden n . Ese dia los estudiantes proponian ejercicios para
resolver en clase ., El libro de texto era " A primer on linesr
algebra " de Herstein & Winter . Uno de los alumnos propuso los
ejercicios 19 & 20 de la seccion 3.1 { Middle level problems )
basados ambos en la misma idea .

" st A" =o0 Y AB =8B prodbar gue B=0 ”

¢ Ay B son matrices cuadradas de orden n con elementos en el

cuerpo K =R o C O .

La solucidn mas econdmica de este ejercicio seria la siguiente :

m

A"=0 » A"B=0 , pero A" B = 41!

CAB> = A !p =

m=-2 mrEB =0

= A CABO = 4 = AB = B

luego B =0 . ; Muy simple !
En aquél momento ’ mis pensamientos no esiguieron tan fécil

razonamiento . Recordé en voz alta‘algunas de las propiedades de



los endomorfismos nihilpotentes de un K-espacio vectorial E de
dimensidon finita , entre ellas la existencia de una base BE de
E tal que la matriz de wuno cualquiera de esos endomorfismos
respecto de BE es triangular superior con la diagonal principal
nula . Sabia , por tamto , que la matriz (A - 1) era una matriz
invertible y que como consecuencia , la conclusién del enunciado
del ejercicio era correcta , pero no podia usar este razonamiento
porque se salia claramente del nivel en el que estaban planteados
los ejercicios .

Con el 'enunciado equivalente

" st A" =0 , A-1 es tnvertible

»
al que me habia conducido mi forma de abordar el ejercicio , era
evidente gque para resolverlo deberis encontrar une escritura
» agradable " de la inversa de (A -1 ) .

Tras unos minutos de infructuosa bisqueda dejé el ejercicio con el
consabido » ya lo pensaré con m&s calma y os lo contaré en la
proxima clase ™ .

Ese migmo dia , unas horas mas tarde en la clase de Calculus 1
(MT-E143) con el conceptoc de limite como tema en estudio ,de nuevo
los alumnos planteaban ejercicios para resolver en clase . El
libro de texto ere en este Caso , el de Louis Leithold " Calculus
with Analytical Geometry " 5' edition .

Uro de los alumnos propuso el ejercicio 4l de la seccion 1.2

iim x + 5 = 3
X > 4

”»

aplicando la definictdn de limite

~ 867 -
Fijado un € > 0 deseamos determinar un 6> 0 tal que si
i
0< | x-4 ] <8 entonces | x +5 - 3| <e

Utilicé la tgualdad

1o a-b=C ir_; + Vr—ﬁ > < 1/_; - 1,_5 >
para escribir
| x+5 -+ | = | x4
Y + 5 + 3

e impuse ¢ & la resiricectédn & < ¢

para probar gQue st

0< | x-4« | < & entonces - | Yx + 5 -ié— | < =
8 + 3

de modo que para &S < min C { , e ¢¥Y 8 + 3 5>
|Yh+5 -4 |<ce

Despué¢s de terminar el ejercicio y Tesalté la importancia de 1la

i R
gualdad (1) vy pregunté si alguien podria imaginar una

generalizacién natural de (1) que se pudiera usar para probar que

lim s x + 5 = 3#6_

X & 4

d .
espués de unos instantes de reflexién y les escribi en la pizarra

la igualdad

2> a-b=c a1/3 _ b!/S 5 2/3 at/?

¢ o - b1/3 + 32738

) >
cas i
© particular , para n = 1/3 , de la bien conocida expresidn de

algebra

n n -
3 -t =ca-brca®! 4+ 8%+ .



Fué en ese instante , al acabar de escribir 1la igualdad (3) en la

pizarra , cuando me di cuenta de la conexidn de esa formula con el
ejercicio de matrices oque esa misma masana habia dejado sin
resolver .
En efecto , cualesguiera gue sear la natriz Ay el numero
entero m

€z > A ecAa-1>¢c AT v a™E 4 L va+10
de modo que st A es m—nithilpotente A" =0 v

-i>® 1 =cA-15¢c AT e mME 4 v AT

luego

cd> Ca-1>t s At s A w v a0

v esa igualdad (4> define la deseada inversa de la matriz CA-ID.

Se me agolparon entonces en la cabeza un montdn de pensamientos vy

sensaciones , la satisfaccidén por la resolucidon del ejercicio ,por

la belleza de la conexion hallada y por lo insdlito de 1la

situacidn vivida dificilmente repetible, el recuerdo de un articulo

famoso de Henri Poincaré sobre la creaciéon matematica vy la

detalles de la experiencia

necesidad de escribir cuanto antes los

que en caso contrario hublera guedado relegada al olvido .

ACOTACIONES ELEMENTALES INTERMEDIAS ENTRE

LA MEDIA GEOMETRICA Y ARITNETICA

Juan Bosco Romero Mérquez
I.N.B. "Isabel de Castilla". AVILA.

1.,- Exponemos en este artficulo diversas acotaciones intermedias

elementales, entre las medias arménica: h =

etc., donde 0 <a<b,

a+b
2

a,ber’.

Sab

_ a+b *
g =Yab ; media aritmétice: a* = == ; media cuadrética: ¢ = 5.

media geométrica:
2

2

Las técnicas que emplearemos van desde la comparacién por el
orden de los nGmeros Que vamos a definir, a partir, de a,b € RT

O<cac<b, y técnicas de integracién elemental.

El valor didéctico de este trabajo es que, se puede ensayar
con los alumnos de tercero de B.U.P. y C.0.U., como una experiencia
de investigacién en matemdética elemental.

Ver para ampliacién de estas acotaciones la bibliografia

citada.

2.- Resultados previos.

Teorema 2.1.- SI O<ac<h,

a,b € R, entonces

a<hcgca*<ccb,

l?emosmcién.- Es de carécter elemental, y basta para establecer
esta cadena de desigualdades, compararlas mediante resta de dos de

ellas, o de sus cuadrados.
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+
Teorema 2.2.- Si O<e<b, a,b€R, entonces
leoremd -2

1 {a.-b}2<a+b b<1.[_§:.t.’.)_,
8B 2 #

Demostracién.- Se puede hacer por célculo directo, © bien, como

12 <L i muti-
: < *
slternativa, partir de la desigualded, Yo Ya_ﬂrb Ya

plicar, por b-a, da:
1 2(b -a) } S S 2(Vo- Va) (Vo + Va) P

. < —

= < m Ve Yo (b-a)(Vb+Va) Ve

N ﬁ_ﬁ( 1. b-a
2V'E< b-2a 2\/; 2\o \/—

b-8_ Voo Ve <2=8 ; y elevando al cuadraedo, se obtiene
2V2b 2 2V2a
2
{b—a]z B (\(;— \’;)2 < (b-a)

b 2 Ba

De aqui,

(b—a:}2<e_;_g_va_b<_(£;!—}-——

Como queriamos probar.

8
Teorema 2.3.—- 81 0« a<b, 8,bER, ¥ el O <_>.§1. a2 ¢ R, entonce

a+b

Ve < \foes Gonmia-alasar) <

Demostracién.~ La desigualdad de la izquierda se prueba como sigue:

2 2
Sea (i) = (ra+(1-)b)((1-N)a+ib) = - 12(b-a)%+ (b-a)“+ad, con
0 <<l

Entonces,

2 ;
W) —ab = 126012 +2(s-)? = (o= (1-2 20, com 021 Lhe ¥
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de aqui se obtiene el resultado.

La desigualdad de la derecha se prueba como sigue:

2 2
{a;b) - W) = %ﬂ’_l- (-xa(b-a)z-l- k(b-a)zi- ab) =

2
LoeB) _ b = 232 (0-0)2- a(b-0)2+

A
= 22(b-a)2- A(b-2)2+ foa) |
-(b-a)(k -l+-)=(b—a)(-l)230. con 0<A<1; y de

aqui se obtiene e] resultado.

Teorema 2.4,- 8§ O <b <a, a,b& R, entonces

a) V'.? a+b+4ab_Tb.

b) \/— \/iTa' 1 (asb)? a+b

*3 Tap wes SRR e i

2ab -b b
c) a:b b L:-Lb 5-‘—;— » donde L(a,b) = ——-- (media logaritmica).

Demostracién.- a) Sabemos que s 0 <b <a, a,b€R ¥y 0<ac<l,
A € R que

eb < (Aa+ (1-2)b)((1-2)a+ib) < (‘*")2

La integracién con respecto a A, en 10,1, en la desigualdad
anterior, permite llegar a:

s <3 (b-0)° + ab < (BR)2,

Extrayendo, la raiz cuadrada en la Gltima desigualdad, obte-
nemos a).
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.
b) Sabemos, como antes, que si o<b<a, a,b€R, y 0 <2 Ly

AER que

l b
\/:;_(_ \/(xa+(l-x)b)(1->.)a+ ab) < 5;— .

Que podemos escribirla como
2 a+b
\/ab < V— xz(a-b)2+ ala-b)“+ab < 5= .

Integrando esta Gltima, desigualdad respecto @ ), en 10,1}, y des-

. 2(a-b) _ u
pués, de efectuer el cambio de variable e (Y 2) = u,

llegamos a:

a=b
2 a+b =
(a+b) ! 1_u2 du < Lol
w2 ) <7
bra

u Vl-uz-n» arc 880l =~y naciendo, las operaciones

Como f -u du = 2

necesarias, se llega al resultado b).

En particular, tenemos el siguiente resultado:

2(x-1) Vx_ 21 20x1) (o V).
st x >3, ZLX carcsen < (AL

{:“_1} 4SS (3(-!-1)2
° VE
2VE | x+l x-1 _ 20x+1=-Vx) o 5 g,
ZE Maresn < T

c) Como O<b<a, a,b R, ¥ 0<acl, 2€ R, tenemos que

2
b)
ab < (aa+(1-2)b) (1-2)a+rb) < {_a_%__ L

-

Que se puede escribir como:

2
b)
ab i[x(a-b)ﬂﬂ [Mb-a)+a] < '(L}_ .
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Invirtiendo, e integrando respecto a A, en |0,1]|, tenemos gue

LN W I L[l{a-b)-&lﬂ . L[ 2 (b-2)sa] ]1( 1 ‘
(asb)@ ~ 8*D a-b b-a Jo- W

Haciendo, las operacionés de célculo correspondientes, .en esta
Gltima desigualdad, obtenemos que

como queriamos probar.

Ejercicio.- a) Si O<a<b, entonces O <a2< ab <b2.

2 2.2 2
b) Ssi A >0, 32<°_“£2£.b‘a+b+xab<b+nb< 2

- A+l w2 S T aar <P

(Se obtiene, por célculo directo).

c) Integrando respecto & i, en el intervalo [0,3], 120, se
obtiene que,

a2) <(a-ab)L(1+2)+2ab < ab) < (a2+b%)L(1+2)+abr-28bL(x+2) <(b2-ab)L(1+1)+aba<t? ,

82} < (a2-ab)L(1+1)+ 2 ab <abi <(b-8)2L(r+2)+ab) < (b%-ab)L(1s1 )+ abr< b22 .

d) Tomando, raiz cuadrada, en las desigualdades b) y c), se obtie-

nen nuevas definiciones de medias, y cotas, pera la media geomé-
trica.

) De (a+1)(a+2)a® < (2+2)(a%+a8b) < (A+1)(r+2)ab <(1+1)(a2+bZrrab)<
<(3+2) (b%+aab) < b2(a+1) (1 42)

A A A
a? I (A Z43042) a2 if [2%abs+r (a2-2ab)+28°] ar< I
Jo o 1 0

A
= L(‘»\ 2ab+l (32+b2+ab}+a2+b2)dl_<_] (a 2-b+i {b2+2nb)+2b2 }dlﬁj b2(12+3x+2)dx
0 0

(a 2+3A+2)abdk <
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3 ;2 5 2. . b(')‘— + §ﬁ + 2)) < =(1+2){32+b2+2nb]—d(aa+b2+l\ab) 1az-»lh2+2lab+2&2+2b2+4ab—4a2—4b2-4.\ab

2(3+2_x_+2x)< E%_,— (a“+2ab)+28”2 < ablg 2 - 4(r+2) a(a+2)

3 2 3

2 2)) 2( 2
2 _ X 2ab)+2b ;<b (—-+-§—+ o8 (A -2)+b (A=2) - 2eb(2-2) _(a-2) 2_ (r-2)

< }-i ab + —— (a2+b 2, a0)+ (8% PN < b+ (b * 3 4(1+2) ) (a%4b"-2ab) = _ﬁ(a-b) 20, ¥

5 §

En particular, para A= 1, tenemos que, de aqui, ‘2“3::2" ab < %b . Extrayendo la rafz cuadrada se obtiene
i 2.2

'2'62 52.‘. 43'3!3 + 2‘2‘(62+23b)+282 hd ge§ ab 5% ab % (32+b2+8b)+(a e el resultado. En particular, si ) =2, se obtiene en vazﬂi?,_b =

- 932 * '}5. (b+2ab) + 2° < 26§ v? = a%b » media aritmética; y para 1= +e, se obtiene en azdf::;‘ab

3.- En esta ﬁlt;ma seccién presentamos una generalizacitn de los = Veb.

resultados, ya obtenidos en el apartado 2.

b) si © r<2, y abé€ R: » entonces, por célculo directo se tiene

2 .2 2 .2 2
a +b =
Teorema 3.1 \j—m — 82+b2 que, ; - +l;++2'.\nb = ;((a“_;; > 0, es decir,
A + * puestilfiasy
ab < - 2~
@) Si A€R, y 322, yab R, A42 824 1% 2ab ¢ 824 b2
5 2 112 i 2 » Extrayendo la rafz cuadrada se obtiene el
. a+b<\aa +b° +Asb ¢ °"'b
b) Si 0<A<2, ¥ a,b€R, , V&b < 5~ T at2 resultado. Lo mismo por el célculo directo obtenemos que,
@ a+b“+1ab . a+b 2.2 2 2.2 2
, que ab < \'——T—i—- 5 a8 +b +lab _ (a+b) 4(a"+b%+28b) - (24 2){a+b] (a~b)=(2=1)
Demostracién.- a) Baste que veamos, 4 + ) 2 = a(3e2) = A0042) >0,
a “'b ¥ lab es como
g decir, Vab < ' & 20 b2
E1 miembro de la izquierda, es es decir, “:b) <2 +r+;“b . Extrayendo la rafz cuadrada se
sigue: ’ obtiene el resultado. '
2
2.2 = {a-b) )

= rab-iab-2ab _ 18-D) >q. esto es,
n2“" +iab_ . 2 +b + e a2 —
S Teorema 3.2.- Si a, beR » ¥ X > 2, entonces

ltado.
b -———-—-—-aa"bz* A8D | gxtrayendo la raiz cuadrada se obtiene el resu i
ab < °
= A+2 R -b
Zi0%, asb ¢ 40 op como sigue: Vab < \/ab + —-—“' ) L X2 < a2,

. ha, es decir, \|[—™ .5 -2 °'

El miembro de la derecha, A
2.2 D 160, >
(”b)z 24.132... b _ (1+2}(a+b) {_ 42(? +b°+ 18b) . emostracién.- Si x >2, ysi 2 > 2, entonces
- ala+
4 .\1»2

2
824 bt +iab . (a+b
ab < TS £ '4} , a,bgR"




Integrando, en el intervalo |2,x|, la desigualdad anterior, se tiene
que,
x

x %
2 .2 2
X abdr < I e+ b +2“bd>‘5j {a;b) as .
2 2 .M 2

Después de efectuar, las operaciones llegamos, a

x+2 {a+b)2
(x~2)ab < (a=b)"L 7= + ab(x-2) £ —3— (x-2), 8i x2 2.
si x > 2, obteniendo, la raiz cuadrada en la desigualdad anterior,

se obtiene, el res\;].tado propuesto en el teorema.

Ejercicioa

1) Si x>2, ¢ integrando respecto de i, en el intervalo |2,x|, la
desigualdad

4 __as2 1
(asb)2 ~ a24b2s ab P

(a,b>0)
se obtiene una nueva ecotacién

2) Ssi x2>2, e integrando respecto de 1, en el intervalo 12,x},

la desigualdad
\(’2 2
a“w b” +2ab _ a+b
ab < A+2 s 2 !

se cbtiene una nueva acotacién.

3) Plantear los mismos problemes anteriores, para las desigualde-
des del teorema 3.1l. b.

4) Probar la desigualdad de Tung-Po Lin,

- 67 -

L=y = gofy < ) -

Otros resultados interesantes y diversas generalizaciones sobre
medias, ese encuentran en .los artfculos |6|, |7], |8, s}, |10],
f1], 22|, l13], |14]. o

5) Si x,y>0, X#y

(;v- < T(x,y) < L{x,y) < D(x,y) < 8(x,y) < % {x+y) x££y,

T 1/3
donde T(x,y) = [xv -(L;Y-)J (m.Theil, 1973);

S(x,y).- = % [2(xy)1/2 + % (x+y)] (media de Sato; ver teorema 4a.

- 3
D(x,y) = (% (x2/2 + y*/3))  (media de Diewert, 1978).

Con le igualdad entre todas las medias, 8i Xe=y.

4
3 3
6) si x,y >0, entonces Vxy < Vﬂ%"l— < 5:2-! S

Teorema 3.3 (media geométrica y aritmética).- Si xl.xz.....xn> o,
k1+).2 +ooot xn =1,y x1>0. i=1,...,n, 8on nimeros reales, entonces

A, A

1,2 n
Axq + A%y *eoet xnxnz XUy ee X e

Demostracién.- Sea f(x) = Lx (x>0), es una funcién dos veces dife-

renciable, y como f"(x) = - -15 <0, equivale , a decir, que { es con
cava en JO,+«[. *

L Ll $ax) > § T xt
uego, Ax.) 2 JAlx, =L OXT Y
1_111 1_111 i-li

como, f(x) = Lx es creciente, se tiene el resultado.
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Observacién.- Otras demostraciones del teorema de la media geomé-

trica-aritmética, con diversas generalizaciones y refinamientos, se

pueden encontrar en |2[, 131, 1al, Isi.

Teorema 3.4.- a) Si 0 £ d-_ﬁl. y x>0, y>0, x,¥€ R, entoncclas

X+y 3x°y1'°+ xl-aya > 2VXY

b) B, 2ok oVw. x4y

Demostrecién.- a) “Partimos de
X+y = (a+(1-u)(x;+y) = [ox + (1-a)y] + [(l-a)x +oy)

por ell teorema de la media aritmética y geométrica, aplicada a cada

término, se tiene que,

¢ l-0_l-c C \/
x+y3x°y1-°+xl_°y022\/xy X7y =2Vxy .,

a l-0
por el teorema de la media sritmética-geométrica, con & = XY y

b = xl—cya.

b) La integracién respecto de a en |0,1| de la desigualdad obte-

nida en a), se obtiene que

1
1 1 . _ )
,( (x+y)da 31 (x°y1 S, x17%%)da ZZL)V;; do 3
0 o]

efectuando, las operaciones necesarias, se llega, una vez més a,

o A 2T ey
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SOCIEDAD MADRILENA DE
PROFESORES DE MATEMATICAS

El pasado dia 14 de Febrero tuvo lugar la Asamblea
Fundacional de’ “1a nueva "Sociedad Madrilefia de Profesores de

? latenaticas“ en la que quedaron aprobados sus estatutos y

nombrada su Junta Directiva.

La reunién se celebré en el I. B. "San Isidro" de
Madrid, y quedaron expuestos los objetivoe de la Sociedad,
my eemejantes a los de la nuestra, pero centrados tan sé6lo
en la Comunidad Auténoma de Madrid. Resultaron elegidos su
presidente, don Javier Brihuega Nieto, su vicepresidenta,
dofia Maria Jesus Luelmo Verda, su secretaria, dofia Mar{ia
Eugenia Jiménez Aleisandre, y otros ocho miembros de su
Junta Directiva.

Suscitada por uno de los presentes la existencia de
nuestra Sociedad "Puig Adanm" con finalidad muy semejante,
quedé bien claro que emn la creacién de la nueva Sociedad no
hay animo de competencia, perc que el numerosisimo colectivo
de profesores de Matematlcas existente en nuestra Comunidad,
da bamese suficlente para umna diversidad de asociaciones y la
que se estaba creando pretende consegulr la mAxima eficacia
a través de la restriccién de su ambito a nuestra provincia.

La nueva Sociedad ee propone integraree en la
Federacién de Socledadese de Profesores de MatemAticas, 1lo
que deberan aprobar emn una Asamblea Extraordinaria, y f13¢é
la cuota anual en 5.000 pesetas, incluida la cuota de 1la
Federacién, que da derecho 2 recibir la revista SUMA.

La Sociedad *Puig Adan" de Profesores de Matemhaticae
desea a la recién creada Sociedad Madrilefia loe mayores
éxitos en su labor, esperando que nuestras relaciones sean

de estrecha colaboracién.
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EVOLUCION DE LOS CONTENIDOS DE MATEMATICAS
EN LA ENSENANZA PRIMARIA Y SECUNDARIA
A LO LARGO DE LOS ULTIMOS ANOS (1945-1981)

Meria Ortiz Valliejo
Depto. de Algebra y Geometria
Universidad de Valladolid

Es interesante poder valorar y cuantificar distintos aspectos de la
ensefianza de las Matemdticas, como son: importancia que se les otorga,
complejidad y dificultad que presentan los contenidos y problemas, la
distribucién de esta dificultad en el tiempo y la relacién con el entomo
del individuo. En este trabajo se pretende, a traves de distintas
cuantificaciones, conocer como ha sido la evolucion de todas estas variables
para algunos temas de Matemdticas, en tres generaciones de alumnado.

Efectuamos nuestro estudio mediante el anilisis de libros de texto
oficiales correspondientes a tres de los planes de estudio del periodo de
referencia, seleccionados respectivamente por el nimero de afios en activo,
por la introduccién de la Matemdtica Modemna y por estar vigente en estos
momentos. El primero denominado "Plan 45" en el que los estudios de Primaria
pertenecen a "La ley de educacién Primaria de 1945" y los de Secundaria a
"La ley de ordenacién de la Ensefianza Media de 1953"; el segundo denominado
"Plan 70" donde la Primaria, Secundaria y C.0.U. est4n reguladas por "La ley
general de educacién de 1970". Finalmente el "Plan 81" que corresponde 2
"Los programas Renovados de 1981" para la Primaria; el resto de estudios no
se han modificado, puesto que los llamados planes de la Reforma para el
bachillerato ain no son firmes.

La cuantificacién de las magnitudes analizadas se realiza a través de: la
importancia (medida por el nimero de contenidos y problemas), la complejidad
de los contenidos (valorada segin distintos grados de profundidad, tanto
para la E.G.B. como para el B.U.P.), la dificultad de contenidos y problemas
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(medida a través de taxonomfas especificas) y los problemas flel entorno
(medidos por el mimero de problemas). Las taxonomias r'eahzadas para
cuantificar la dificultad de los contenidos son una adaptacién de las de
Wood (2) (1968) que emplea una combinacién de las elaboradas por Bloon (1).y
el modelo presentado por "The International Study of Achleven.lem in
Mathematics” (2) (Husén, 1967), dando lugar a tres niveles. N.n.’el A:
Informacién descriptiva. Nivel B: Informacién de técnicas, habﬂu?ades,
propiedades demostradas con pequefios razonamientos. Nivel C @narmemos
formales o series complejas deductivas. Para la cuanuﬁca?lén de los
problemas, hemos adaptado el modelo presentado por James W. Wilson (2), que
se basa igualmente en la taxonomia de Bloom (op. cit.) presemando. cu?tro
niveles: Nivel A: Computacién. Nivel B: Comprension. Nivel C: Aplicacién.
Nivel D: Andlisis.

El presente trabajo es un resumen de una parte de la tesis doctoral de la
autora realizado en la Universidad de Valladolid.

Evolucién del Algebra Modema
Plan 45: Al existir este tema sélo en Preuniversitario, no tenemos datos
suficientes para obtener conclusiones vdlidas.

Plan 70: En E.G.B. s le da una importancia elevada, mientras que en B.U.P:
disminuye sensiblemente. La complejidad de los contenidos en E.G.B. e.s casi
un 50% mayor que en el 81. La dificultad es similar al 81 pero repatl‘nda de
forma muy irregular, observdndose grandes oscilaciones. Los cont.emdos de
nivel C no existen précticamente; esto dltimo indica la carencxa. de los
aspectos més interesantes del Algebra Modema, que son: capacidad de
sistematizacién y su interés como herramienta de formacién. En cuanto a
problemas, la dificultad es muy baja frente a la que prfeseman .los
contenidos y su distribucién es completamente andrquica. No existe relacién
con el entomo.

La exposicién de este tema es absolutamente formal, y en buena parte de

los casos, complica la experiencia préctica y los conocimientos .mtumvo
del alumno con formulismos y definiciones absolutamente innecesarios.
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Plan 81: Se reduce en gran manera la importancia dada al tema. Disminuye la
complejidad. La dificultad de los contenidos es scmejante, pero su
distribucién en el tiempo es menos oscilante; al igual que en el 70 no
existen pricticamente contenidos de nivel C, los niveles A y B presentan un
descenso casi continuo a lo largo del periodo comprendido entre los cursos
1° y 8, Io que nos indica que los pequefios desarrollos acompafian a las
definiciones en lugar de sustituirlos progresivamente, configurdndose un
Algebra de naturaleza descriptiva, defecto comin a los dos planes. La
dificultad de los problemas es baja respecto a la de los contenidos y su

distribucién es razonable. Inexistencia de problemas relacionados con el
entormno.

La importancia desorbitada de este tema en el plan 70 se ve disminuida en
el 81, olviddndose las complicaciones como operaciones no usuales con
propiedades extrafias o la consideracién de anillos de divisores de cero,
etc., que enmascaran y complican procesos absolutamente elementales.

Evolucién de la Geometria

Plan 45: Destaca la mayor importancia que se otorga a este tema, que supone
el 50% de todos los contenidos matemiticos del plan. Los contenidos de este
plan son los més complejos y su distribucién razonable (entendemos como
razonable aquella que hace concordar la dificuliad de los contenidos
propuestos con la edad psicolégica del alumno) (3). Los problemas en la
E.G.B. presentan la mayor dificultad, pero en B.U.P. ésta se asemeja a la

del 70. Destaca en este plan la importancia que se concede a los problemas
del entomno.

Excesivo nominalismo especialmente en los primeros cursos, as{ mismo
abundan demostraciones formativas, introducidas en su momento adecuado y
que resaltan la belleza del razonamiento matemitico.

Plan 70: La importancia de este tema se reduce a la mitad respecto del
anterior, disminuyendo también la complejidad de sus contenidos. En la
E.G.B. son mis féciles y en B.U.P. similares. En cuanto a la distribucién de
los contenidos es marcadamente irregular. Los problemas en E.G.B. son los
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mis faciles de los tres planes, siendo para B.U.P. similares a los del plan

45. No existen problemas del entorno.

Al no existir pricticamente contenidos de tipo B, se pasa de. las
definiciones elementales a contenidos conceptualmente mas complejos debldo’ a
la pérdida de Geometrfa métrica y del andlisis intuitivo de dich? Geometria.
El razonamiento ligado a la intuicién y observacién se susutu?re por el
Algebra lineal y la Geometria afin, con la consiguiente pérd.xda de la
capacidad de desarrollo del alumno en direcciones que son de interés. En
este plan, los problemas son muy NuUMErosos para todos los temas, pero
abundando los de nivel A.

Plan 81: Aumenta la importancia de este tema, pero sigue siendo muy inferior
al que se le concedia en el 45. Los contenidos de este plan son lo.s menos
complejos y dificiles. La presentacién de los contenidos la co'nm.leramos
razonable. Disminuye el nimero de problemas, lo cual nos puede indicar que
la ensefianza de este tema es més teérica. Los problemas se limitan a los d'e
tipos A y C, exceptuando 8° de E.G.B. en el que existe un porcentaje
apreciable de tipo D.

La Geometria de este plan vuelve a ser métrica, 'repitiendose algunos
resultados cldsicos, intentdndose aumentar el nivel de precisién en el
establecimiento de los conceptos primitivos, de modo, que sin caer en la
exageracién del plan 70, se mejora considerablemente.

Evolucién de Jas Medidas

Plan 45: La importancia que se otorga a este tema €s superior al r‘esto de
los planes, siendo sus contenidos también los méds complejos y dificiles. La
distribucién de los mismos es razonable. Los problemas son, ms;‘)ecu? a su
dificultad, similares al 70 y ligeramente inferior al 81; su distribucién es
16gica aunque un poco descompensada. Como en casi todos los casos, presenta
el mayor procentaje de problemas del entomno. El tema aparece planteado de

modo reiterativo para una mejor comprensién del mismo.

Se cae en el nominalismo, describiendose unidades de medida obso}etas o
de cardcter regional, descripciones que si bien en su momento tenian un
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interés unificador, desde nuestro punto de vista actual, el progreso de los
medios de comunicacién, los vuelve initiles.

Plan 70: Es el plan que concede menor importancia a este tema, estando muy
por debajo de los otros dos, los contenidos se presentan en tres cursos
separados entre sf. La complejidad de los mismos es intermedia entre los
otros dos planes y la dificultad similar a la del 81 e inferior a la del 45.
La dificultad de los problemas es similar a la del 45 e inferior al 81,

siendo su distribucién irregular. En cuanto a problemas del entorno ocupa el
\iltimo lugar,

Plan 81: Se vuelve a la linea del 45 en cuanto a la importancia del tema,
siendo sus contenidos los menos complejos y su dificultad similar a la del
plan 70. Los problemas son los mds dificiles de los tres planes, ocupando
una posicién intermedia en cuanto a su relacién con el entorno.

Evolucién de ]a Aritmética

Plan 45: La importancia del tema en E.G.B. es similar al 70 e inferior ala
del 81, pero en el B.U.P. esta importancia es superior a la del 70. Los
contenidos son los més complejos en E.G.B. aunque se invierte el orden en el
B.U.P,, 1a dificultad en E.G.B. es la menor, invirtiéndose ésta en el B.U.P.
Y la presentacién es razonable. Los problemas son los mis dificiles de los
tres planes y su presentacién concuerda con la de los contenidos. Es el
plan con mayor porcentaje de problemas.

Al contrario que en la Geometria, la ensefianza de la Aritmética es de
nawraleza repetitiva en los primeros aiios, prestando atencién a los
aspectos mas mecénicos de las operaciones; se trata de que el nifioc domine

las "cuatro reglas" y sepa efectuar operaciones con mimeros racionales con
la médxima fluidez.

Plan 70: La importancia la hemos sefialado en el plan 45. Los contenidos de
E.G.B. son los mids dificiles, disminuyendo ésta en B.U.P. sensiblemente
respecto al plan anterior. La distribucién presenta bastantes oscilaciones.
Los problemas son los més ficiles y su relacién con el entorno mifnima.

Aparece este tema muy ligado al Algebra Moderna, por lo cual se tiende a
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darle un cardcter més tedrico; en cuanto al aprendizaje de las operaciones
se omiten los aspectos memoristicos, intentando sustituirlos por el
razonamiento, con la consiguiente pérdida de habilidad operativa.

Plan 81: Se le da la mayor importancia de los tres planes. Sus contenidos
son los menos complejos y la dificultad es intermedia, siendo . su
distribucién razonable para los de nivel A y B, no existiendo los de m.vel
C. Los problemas presentan una dificultad intermedia, asi como la relacién
con el entorno. La posicién en este tema es intermedia acercdndose més a la

linea del plan 45.

Evolucién del Algebra Cldsica

Plan 45: La importancia, que en E.G.B. es superior al resto de lc.)s planes,
baja considerablemente en B.U.P. . La complejidad de sus comefudos es la
menor en E.G.B., sin embargo en B.U.P. pasa a ser la mayor. La dificultad de
los contenidos es superior al resto de planes. La distn’buciér'n de los
contenidos es razonable, aunque con claro cardcter nominalista. Los
problemas presentan una dificultad intermedia en la E.G.B. y supera en
B.U.P. al 70. Es el que presenta mayor nimero de problemas del entorno.

El caricter de este tema, lo mismo que en Aritmética, es marcadame'nte

operativo; de hecho es continuacién de aquella en el papel de crear habitos
y mecanismos de trabajo.
Plan 70: Ocupa un lugar intermedio en cuanto a importancia de ‘contenidos,
siendo los m4s complejos en E.G.B. e intermedios en B.U.P.; la dificultad es
intermedia. La distribucién es irregular, con mantenimiento constante de los
contenidos A y la no aparicién de los C en la EG.B., alcanzandc? en B.U.P.
un porcentaje apreciable. Los problemas son los miés ficiles y los
relacionados con el entorno siguen siendo, excepto en E.G.B. que superan al
81, los menos.

Como en Aritmética, se pierde capacidad de operacién con monomios y
polinomios.

Plan 81: Ultimo lugar en importancia y dificultad de contenidos, f;ue
contrasta con la méxima dificultad de sus problemas. Los contenidos de nivel
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C son précticamente inesistente y la distribucién del resto razonable. La
relacién con el entormo es minima.

Sigue sin recuperar interés por los aspectos operativos.

Evolucién del eflculo
Al presentarse s6lo en B.U.P., la comparacién debe efectuarse entre los
planes 45 y 70. La importancia y la complejidad de los contenidos del plan
45 son inferiores al plan 70, aunque la dificultad es similar. No podemos
verificar como es la distribucién de los contenidos por estar presentes sélo

en dos cursos en el plan 45 y tres en el 70. Los problemas del plan 45 son
mis féciles y més relacionados con el entorno.

Es el tema probablemente m4s discutido del plan 45, puesto que en Célculo
los aspectos formales son extremadamente complejos y todas las
aproximaciones son malas, s6lo se estudia en dos cursos que pricticamente
presentan dos veces los mismos contenidos. Pone énfasis en los aspectos
operativos pero no puede justificarlos por sus aplicaciones précticas. En el
plan 70, el Cdlculo junto con el Algebra Moderna son los dos temas que han
desplazado a la Geometria respecto del plan 45. E! plan 70, adolece de los

defectos del 45, intensificindose el estudio de los aspectos formales y
tedricos.

Evolucién de la Probabilidad y Estadistica
Plan 45: En cuanto a importancia es la menor de los tres planes. En esta
€poca este tema no habfa adquirido el interés Yy resonancia que presenta hoy.
Sin embargo, los contenidos son los mids complejos y dificiles. La
distribucién es bastante razonable. En cuanto a los problemas, los menos
humerosos, son los més féciles y los méds entrocados con la vida real.

Plan 70: Presenta la mayor importancia, sin embargo sus contenidos son los
menos complejos y méds faciles en la E.G.B., aumentando en B.U.P. La
distribucién es bastante coherente. Los problemas presentan fuerte
dificultad en el B.U.P. y la relacién con el entorno es casi inexistente.

En consonancia con la época se incrementan considerablemente y de forma



- 78 -

coherente los contenidos, aunque una elevada parte de ellos corresponden a
un desarrollo extremadamente formal de la Combinatoria.

Plan 81: La importancia que se presta al tema es intermedia entre los dos
planes. En cuanto a complejidad y dificultad es similar al 45. La
distribucién no la analizamos por s6lo presentarse contenidos en dos cursos.
En cuanto a problemas, la dificultad es similar al 70 y su relacién con el
entorno es superior al 70.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLENAS PROPUESTOS EN LA FASE FINAL DE LA XXVII OLINPIADA

MATEMATICA ESPASOLA CELEBRADA EN FEBRERO DE 1991

PROBLEMA 12 :

. En el plano, en el que se ha tomado un sistema de-referencia
cartesiano (ortonormal), se consideran todos los puntos (m,n), cuyas
coordenadas son niimeros enteros. Se suponen trazados todos los segmentos
rectilineos que unen dos cualesquiera de esos puntos y cuya longitud sea un
nimero entero. Probar que no hay dos de esos segmentos que formen un 4ngulo
de 45 grados. )

Si se hace lo mismo con los puntos (m.nk) del espacio, jhabrd algin par
de esos segmentos que formen un 4ngulo de 45 grados?

- e e we m om=

PROBLENA 22 :

Siendo a y b ntimeros enteros, distintos de 0, 1 y -1, se consi-
dera la marriz:

a+b a+b® a+b’ .. a+b”
a%+b  a%+b® ahb® . al+b™
b alvb? 2 L aMb®

a™+b  a™+b® a%+b’ ... a"+b

Determinar un subconjunto, S, de filas de esa matriz, lo menor posible, tal
que cualquier otra fila se pueda expresar como suma de las filas de S
multiplicadas por niimeros enteros apropiados (es decir, como combinacién

lineal con coeficientes enteros de las filas de S). Explicitar dichas
combinaciones lineales.
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PROELEMA 32 : PROBLEMAS RESUELTOS

Sea la ecuacién
X+pl+gX+1r=0 (=0

' itivas: . Determinar PROBLEMA 1 (Boletfn n& 22)
que se supone admite tres raices reales y positivas: X, X, X, De |

i tres
la relacién que debe ligar a los nimeros p, qQ ¥ T, 2 fin de que los

. de un tridngulo.
nimeros e XYV % puedan ser longimdes de los Iados gui la unibn de subconjuntos disjuntos Ai’ (1 =1, 2,..., 117) tales

‘ Demuestre que el conjunto {1, 2,..., 1989} puede expresarse como
que:

i) cada Ai tiene 17 elementos

PROBLENA 42 :

Sean A", B’ y C los puntos de tangencia de los lados, BC, CA ¥ ii) la suma de los elementos de cada A; es la misma, para i =
AB deunnidngtﬂu.cnnmcﬁvunfermciahsmim_SGaDelplmmde 1, 2, ... 117.
hitexsecciéndeCA'conlabisecnizdclingulnA.RmnaIcuﬁnto_:mdeel
éngulo ADC.
------ Solucidn
Se escriben los 1989 primeros nlmeros naturales
PROELENA 52 : _

Dadounmim:mnann'aln,-designamoscons(n)lamaelas

. . g - de mumeracidn (s 1 2 3 Gvaes 58 59 60 ..... 115 116 117
cifras del numero o, ’f‘ ) . ide. determinar, para todo | 18 119 120 ..... 175 176 177 ..... 232 233 234
decir, el nimero de cifraé 1 que tiene). Se pide, ’ = =
ntmero namral k, el mémero: ‘ 235 236 237 ..... 292 293 294 ..... 349 350 351
x k
o) = s(1) + s(2) + s(3) + .. + s(2°-1) + s(2)) I Eeeeeiitiesnnessese nammee vemnesimionieaaie oeeiee e s s e i e BE s aee s e st e itc i 5 aes
e ‘ 820 821 822 ..... 877 878 879 ..... 934 935 936
937 938 939  ..... 994 995 996 ..... 1051 1052 1053
S egc;lcular la tera de 1054 1055 1056 ..... 1111 1112 1113 ..... 1168 1169 1170
parte en
1 1 1 + + . + .
S = + e i eeois o m 1639 1640 1641 ..... 1696 1697 1698 ..... 1753 1754 1755
3
1 £ 1756 1757 1758 ..... 1813 1814 1815 ..... 1870 1871 1872
______ 1873 1874 1875 ..... 1930 1931 1932 ..... 1987 1988 1989

formando una tabla de 17 filas y 117 columnas.




Designando por $§ la suma de todos los nmeros de la ta
bla

(1989 + 1)
2

s = = 995.117.17

Como hay 117 conjuntos A;. la suma de los elementos de

cada Ai’ debe ser

Sl = §/117 = 995-17 = 995-16 + 995 = 1990°8 + 995

Definiendo ZAl como

ZAi =14 119+ 237 + ... + 827 4+ 995 + 1163 + ... + 1753 + 1871 + 1989

s

= (1+1989) + (119+1871) + (237+1753) + oo+ (82741163) + 995 = 1990-8 + 995

Obsérvese que los elementos de Al son los subrayados en la tabla.

El conjunto A, se puede obtener tomando el elemento si
guiente a cada uno de A, en las 9 primeras filas (elementos su-

brayados dos veces), esto es

S'2 = 2+41204238+...+828 + 996 = 1 + 119 + 237 + ... + 827 + 995 + 9 ]

y a continuacibn, el anterior en las 7 filas siguientes y el an-
te-anterior en la Gltima, o sea

55 = 1162+ ...+1752 + 1870 + 1987 = (1163-1) + ...+ (1753-1) + (1871-1) +

+ (1989-2) = 1163 + ... + 1753 + 1871 + 1989 - 9

y por tanto, Sé + sg = EAz = EAl +9-9=58"'.

Reiterando el procedimiento, esto es, a partir de Ay
se obtiene A, 4 de la forma siguiente: Se toma de cada una de
las 9 primeras filas el siguiente al tomado en Ay; de las filas
décima a décimosexta se toma el anterior y de la filtima fila el
que ocupa dos lugares delante, conviniendo en que al agotarse una
fi1a ece vnelve 2 empezar con ella por el extremo opuesto a donde’

De esta forma se obtienen 117 conjuntos disjuntos, ta
les que la suma de sus elementos es en todos S' = 99517, con i;
1
gue queda probado el enunciado.

José V. Garcfa Sestafe, (Magrid) .
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PROBLEMA 2 (Bcletin ne 22)

Sea ABC un tri&ngulo acutfngulo. La bisectrip del &ngulo A cor-
ta al circuncirculo de ABC en A . Se definen los puntos B, y C
de £ i : "
; ormé andloga. Sea A, el punto de intersecci6én de Ar, conlas
bisectrices de los &ngulos exteriores en B y C. Se definen B, vy
Co de forma anfloga. Demuestre que: ’

1

a) & i
b; area Zel tr%éngulo AOBOC0 = 2 x &rea del hexfgono AC BAlCBl,
rea el tri&ngulo AgBoCy 2 4 x Grea del tridngulo ABC.

Solucién

o . ,
Como el valor de un &ngulo interior en una circunferen

cia es i
la semisuma de los arcos que subtienden sus lados (y sus
prolongaciones) se tiene

o_— o~
—~ BA. + AB

N A

AIB, = —% 1 _A_.B

1 5 272
L} 7~~~

A1C+BC A~ A

IaB, = 1 _2A,B

5 273

PN
luego, AIB1 es isbsceles, IB
= AB

1
1°

Por otra parte,

ERB =l -fm 1= (B _T

188y = 3 1 =3
2

PR RV T e~
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En todo tri&ngulo se cumple

luego AB, = BlBO y por tanto B; es el punto medio de IB, ¥ el ‘

drea del tri&ngulo IByA es doble de la del IBlA. Repetido el ra
resulta

gonamiento para los restantes cinco pares de tri&ngulos, N .
2 C
sen 3 sen 3 sen5=_r_
S = 28 4R
20BCo AB, CA,BC, cieha .
endo r el radio del circulo inscrito; el m&ximo valor de r es

como se gueria probar. R/2 que es el caso del tri&ngulo equilireo, luego
r

Siendo R el radio del circulo
circunscrito a ABC y designando por T al
&rea de dicho trifngulo y por E a ladel
ex8gono, se tiene que, como éBb = 23,

A B o 1
sen ] sen 5 sen 7 i F

Multiplicando la desigualdad anterior por 8R2 cos cos B cos
.2

Nl
[N e

2
R” sen A sen B sen C < R2 cos % cos % cos

N O

2

_ 1
SdﬁE =3 R” sen 2A

O sea

y por tanto

2 T/2 < E/4 —s 2T < E

T =R (sen 2A + sen 2B + sen 2C)
2

y como 2E = Sup AOBOCO' resulta, en definitiva
Por otra parte
4T < 2E

Sup AOB (o

= 1 pc.on. = BA'-0A, = (R _ 2 <
SOBAlc = 3 BC-OA; = BA'-OR, = (R-sen &) R =R" sen A .
O bien

luego }
Sup AB,Co > 4 Sup ABC

E = Rz(sen A + sen B + sen C) ‘
José V. Garcia Sestafe, (Madrid).

y como, si A+ B+ C=1n, sen A + sen B + sen C = 4 cos % . .
-8 - B - @ -

B Cc
+COS 3 . COS 3, resulta

E = 4R® cos % cos % cos % PROBLEMA 4 (Boletin n& 22)
g también Sea ABCD un cuadrilitero convexo, tal que:
) i) los lados AB, AD y BC verifican AB = AD + BC,

T =2R° . sen A sen B sen C ii) .
1) existe un punto P en el interior de ABCD a distancia h de la

recta CD, tal qu = o
puesto que sen 2A + sen 2B + sen 2C = 4 sen A sen B sen C. ! que AP = h + AD y BP = h + BC.

Demu .
estre que: 1 N 1 N 1




Solucibn

o de una circunferencia tangente a las
12 recta DC (Fig. 1)

Se busca el radi

circunferencias de centros A Yy By a

El m&ximo de dicho radio se ob
tiene cuando DC es tangente a ambas cir-~

cunferencias (Fig. 2)

Haciendo AB = a, BC = b y de
signando por r al méximo radio, se tiene

pero
55 = Ja+r) % - (a-1)°
A a )\ b B
oc = /o 2- (b-r)2 y a'B = /(a+b) 2+ (a-b)°
Fﬁg. 2
© sea
1 1 1
Var #/br = \ab — — + = =—"7—
ar TeE B /2 /T
y como h £r, resulta
S N
vh va /b

José& V. Garcia Sestafe, (Madrid).
-8 -B - B -

Problema 3 (Boletin n# 23)

Sean A, B y C los vértices de un tridngulo. Sean A', B' ¥y C' los
puntos medios de BC, CRh Yy AB respectivamente. A todo punto M del

plano del triéngulo se le hacen corresponder sus simétricos P,

- 87 -

R
0y con respecto a A', B' y C'. Demostrar que las rectas AP,

BQ y CR, se cortan en un punto M',

Estudiar la correspondencia entre M y M',

Solucién

Sea G el baricentro del
tridngulo ABC. Los simétricos de
A', B' y C' respecto de @ son p',
Q' v R'. Sea M un punto cualquie
ra del plano del trié&ngulo; los—
simétricos respecto de M, de ',
B' y C' son P, Q, R.

En el tridngulo PP'A’' se

tiene PP' ||GM y P'P = 2GM.’ Andlogamente, en los trif&ngulos
QQ'B' y RR'C', resulta QQ'||eM Yy Q" = 26M; RR' ||GM y RR”
2GM.

Sea GM N AP = M'. Como GM||P'P los tri&ngulos AP'P y
AGM' son semejantes y por tanto GM' = 2PP' = 4GM.

An&logamente, sea GM N BQ = M" (no representado en la
figura). Como GM||QQ', los tri&ngulos BQQ' y BGM" son semejan-
tes y por tanto

GM" = 20'Q = AGM — M' z.M"

El mismo razonamiento conduce a que las rectas AP,
BQ y CR son concurrentes en M'.

El punto M' se encuentra alineado con G y My es tal

que
= =3

A

José V. Garcia Sestafe (Madrid).

ey vl vam i R’ sl W B PN =g e Py
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Problema 4 (Boletin n& 23)

iago
Hallar el lugar geométrico de los puntos de corte de las diago
. - un

nales de todos los paralelogramos gue pueden inscribirse en

cuadrilétero dado

Solucibn

Sea O un punto interior al cuadrilftero ABCD. Si dii
cho punto es centro de un paralelogramo inscrito en el czadr;a
1stero, existir&n dos puntos X,Y -respectivamente sob%e Z? a
dos AB'y DC- tales que seran simétricos respecto O (fig. l.s
De manera similar existirén otros dos puntos 2, T, -sobre lo

" lados AD y BC- tam
7 bién sim&tricos res
pecto O. Para que el
simétrico del punto

X que en el segmento

DC, la recta AlBl'
simétrica de AB res
pecto a O debe cor-=
tar a la recta CDen
un punto del segmen
to CD. Por tanto, la
Figura 1 recta A;B; deberé es
tar contenida en la

s a AB, respecti
banda ‘definida por las rectas r' y s' paralela ’

y n-=
r

1 i ente
da limitada por las rectas r Y S, gue distan, respectivam s;
: s
de AB la mitad de la distancia de r' y s' a AB: luegodf y > e
ios
rén incidentes, respectivamente, con N v M, puntos me

las diagonales AC y BD.

T
Pero por la misma razén (fig. 2) el punto O deberé per

lelas
tenecer a la banda delimitada por las rectas p Y 4 para

-1 Y1243 oavunecto CD.

Como es inmedia
to comprobar, la anchura
de la banda paralela al
lado CD es h = AD, sena,
donde o es el &ngulo for
mado por las rectas AD Yy
BC; por tanto, para cada
par de lados opuestos,

la banda de menor ampli
tud es la paralela al ma
yor de ambos lados.

Figura 2

Reiterando el
razonamiento para el otro par de lados opuestos, se obtiene que
O deberd encontrarse en otras dos bandas. La interseccién de las

cuatro bandas es el lugar pedido, pero dicha interseccidn se re
duce a la de las dos bandas de menor amplitud (£ig. 2).

Por tanto, el lugar pedido es el conjunto de los pun-
tos del paralelogramo MPNQ, que se obtiene trazando por los pun
tos M y N (puntos medios de las diagonales) sendas paralelas al
mayor de cada uno de los pares de los lados opuestos.

José V. Garcia Sestafe (Madrid).
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SOLUCIONES PUBLICADAS

pro- Fumeroe de los Boletines en que apare- Obe.
pues-| procedentes cen las soluciones de los problemas de
tos de numeros:
en n? 12 22 32 42 52 62 7% 8e [+2+3 102
1| Varios 4 4 - - N i = - -~ -|C
2| OMI-83-Paris 3 3 38 4 4 4 - - - -1cC
3 | OMB-f2-84 19 19 19 16 18 19 19 19 " - |C
4 | OMI-84-Praga S 5 6 5 6 13-14 - - = -1C
5| Varios 8 7 12 7 7 8 . . - - |C
6 | Varios 7 7 16 - - - - - - - |C
7 | OMI-85-Finlandial © 9 16 16 ° ] b . - - |C
8 | 01-85-Bogoté 10 310 17 10 10 11 - - - - 1cC
9 | OME-£2-86 18 19 20 18 18 19 C
Varios 7 17 1 17 | C
10 | China/Australia [20 15 21 20 15 20-21 20 23 21 - |cC
11 | OME-£1-86 / 13 14 14 14 14 23 20 15/20 12 |C
OMI-86-Varsovia |26 20 12 21 - = = - - L
12 | 0I-87~Uruguay 16 14 14 17 16 17 C
OME-f1-Extremda 15 15 15 21 |C
13 | OME-£2-87 20 21 21 21 21 21 C
14 | Varios 15 15 15 15 B - B - - - |cC
15 | OMI-87-Cuba 18 18 18 21 21 21 - - - - |C
16 | OMB-£1-87 22 22 21 18 22 22 22 =22 T - |C
17 | OME-£2-88 25 23 23 23 28 23 - - - - |C
18 | OI-88-Peru 23 23 23 23 28 25 . = - - |C
10 | OMI-88-Australia|23 26 24 24 23 26 - - - - |C
20 | OMB-f1-88 24 26 24 25 24 26 24 26 c
"Putnan® 26 24 |C
21 | OXE-£2-89 / 24 27 =24 27 27 24/27 25 27 26 |C
0I-89-Cuba 2 27 - - - - - - - -|C
22| oM1-80-R.F.A./ |28 28 XX 28 X XX/ X XX xx X
Oposiciones x XX XX - - - - - - -
23 | Oposiciones 27 27 28 28 X XX X XX - -
24 | OME-£1-90 X XX IX X X XI XX IXX - -
25 | OME-£2/11-90 o OXX XX XX X XX/ X X X
26| OMI-90-China / |XX XX IX¥ XX X XX/ X XX XX xx
OIN-00-Vallad. |XX XX - - - B . - = .
27 | OME-£1-01 X XX XX X X XX Xx XX - -
28 | OME-£2-91 X XX IX XX X XX = . - .
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Como socio de la Sociedad Puig Adam de Profesores de

Matemdticas, deseo

) que me envien gratuitamente
siguientes numeros atrasados del Boleti{n (seflalar co moe
aspas los que Interesen): " oees

3 4 S 10 13 14 15 16 17 18

20 21 22 23 24 25 26 27

Envio adjuntos sellos
pPara el franqueo (23 pts. v
para Madrid y 33 pte. por nimero para provinc;;s).Par nomere

Hagan el envio utili ‘
ante et zando como direccién la consignada en

Los numeros 1, 2, 6, 7, 8, 9, 11, 12 Yy 19 estan agotados.

Si desea acogerse a este of

recimiento
cupén y envielo a la Socledad “Pulg Ad::?o
Matemdticas, Apartado 9479 - 28080 - NADRID.

rte o copie este
de Frofesores de

CLAVES: XX = Pendientes de publicacién . C = Completo.

o

=

—
nan

Olimpiada Matematica Espafiola (fase 1 6 2).
Olimpiada Matematica Internacional.
Olinpiada Iberocamericana de Mateméticas.
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RUEGOS A NUESTROS SOCIOS

Se ruega encarecidamente a nuestros soclios que:

- Nos comuniquen cualquier camblo de domicilio o cuenta corrien
te, pues nos devuelven con frecuencia boletines o recibos,
con el consiguiente perjuicio para todos.

- Procuren que otros compafieros ingresen en la Sociedad, para
lo cual incluimos en cada n@mero del boletfn una hoja de ins
cripcién. El1 futuro de nuestra Sociedad depende de que man-
tenga un colectivo suficiente de socios.

- Moshagan llegar répidamente cualquier noticia sobre congre-
sos, conferencias, Concursos, etc., cuya difusi6én entre los
socios estimen interesante, para su inclusién en nuestro bo
letfn, antes de que pierdan actualidad.

- Nos envfen articulos, trabajos, experiencias didécticas, emin
ciados de problemas © soluciones a los propuestos, para su
publicacién en nuestro boletin.

- Nos hagan llegar iniciativas o sugerencias de cualquier tipo
sobre posibles actividades de la Sociedad o sobre el conteni
do de su publicacibn.

La Junta Directiva agradece 2 todos su coléboracion y recuer
da que la correspondencia debe dirigirse al Aptdo. 9479 de
28080-Hadrid.
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