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CONVOCATORIA DE

ASAMBLEA GENERAL EXTRAORDINARIA

Se convoca Asamblea General Extraordinaria de la
Socledad “Pulg Adam” de Profesores de MNatemsticas, para el
dia 25 de Abril de 1992, a2 las 11 h 15 m, en primera
convocatoria y a las 11 b 45 m en segunda, en nuestra sede
soclal, BHscuela Técnica Superior de Ingenleros Industriales
(c/ José Gutierrez Abascal, 2, Madrid), con el siguiente

ORDEF DEL DIA

Punto Onico: Previa deliberacién, votacién para decidir (por
mayoria simple de los presentes, segin el Art2 11 de
nuestros Estatutos) si se solicita o no la integracién
de nuestra Sociedad en la Federacién Espafiola de So-

ciedades de Profesores de MatemAticas.

CONVOCATORIA DE 1A
ASAMBLEA GENERAL ORDINARIA DE 1991

Se convoca la Asamblea General Ordinaria de la Sociedad
"Pulg Adam” de Profesores de Matemiticas correspondiente a
1092, para el dia 25 de Abril, a las 12 h en primera
convocatoria y a las 12 h 30 m en segunda, en nuestra sede
social, Escuela Técnica Superior de Ingenieros Industriales

(c¢/ José Gutierrez Abascal, 2, Madrid), con el siguiente
ORDEN DEL DIA
1. Lectura y aprobacién, si procede, de las actas de la

Asamblea Extraordinaria precedente y de la Ordinaria

anterior . -



2. Informe del Presidente sobre las actividades de 1g

Sociedad.

3. Presentacién y aprobacién, en su caso, de las cCuentag

de ipgresos y gastos.
4. Fijacién de la cuota para el préximo curso 1992-93,

5. Confirmacién o eleccién, si procede, de cargos en la

Junta Directiva, segun los Estatutos.

6. Ruegos y preguntas.

i ESPERAMOS TU ASISTERCIA !

En phaginas posteriores damos informacién adicional
sobre el asunto que se sometera a votacién en la Asamblea

Extraordinaria y sobre el punto 5 de la Ordinaria.

HOMEFNAJE

Un grupo de socios hemos tenido 1la iniciativa de
brindar un homenaje a nuestros queridos compafieros,
profesores José Javier Etayo Niqueo y Juan Ochoa Mélida, con
motivo de su reciente Jjubilacién; para ello proponemos
reunirnose a comer con ellos, al concluir las Asambleas que
se convocan aqui, en algin establecimiento cercano. No
dudamos de que seran muchoe los que desearé&n adherirse al
acto, o aportar alguna sugerencia; convieneqﬁe}uﬁﬁellos se
pongan en contacto con nuestro Presidente, J. V. Garcia
Sestafe, llamando al teléfono (91> 5839367 <(por la mafiana)
con alguna antelacién, para poder reservar el local adecuado

segun el numero de asistentes previsto.

X CONWNCURSO DE RESOLUCION DE
PROBLEMAS DE MATEMATICAS

Convocado por:
Socledad “Puig Adam” de Profesores de Mateméticas
y Colegio de Doctores y Licenciados en Ciencilas
y en Filosofia y lLetras

BASES

PRINERA:

Podran participar los alumnos de B.U.P. y F.P. de los
centros de las Comunidades Auténomas de Madrid, Castilla-lLa
Mancha y Castilla y Leén. lLos de F.P. 1 lo harén con los de
Primero de B.U.P. y los de 22 y 32 de F.P» 2, con los de
Tercero de B.U.P.

SEGUNDA:

Las pruebas del Concurso se realizaran en Madrid, en la
segunda quincena del mes de Junio (posiblemente el séabado,
20 de ese mes) y consistira&n en la resolucién de problemas
(los mismos para todos los concursantes de cada uno de 1los

tres niveles).

TERCERA:

Se concederé&n diplomas para los mejores éecada nivel,

acompafiados de los premios correspondientes.



CUARTA:

Aquellos centros que deseen presentar a algunos de sus
alumnos (basta un maxime de dos en cada uno de los tres
niveles) deber&n realizar la preinscripcién antes del dia 24
de Mayo de 19092, dirigiéndose por carta sin certificar a
esta Sociedad (Apartado de Correos n? 9.479, 28080-MADRID).
En esta preincripcién no es preciso bhacer constar los

nombres de los alumnos seleccionados

QUINTA:

Se comunicaré directamente a los centros preinscritos
la fecha exacta, lugar y hora de realizacién de las pruebas
y estos centros entregarédn a los alumnos que envien, cre-
denciales individuales, en las que se haga constar el curso
en el que estén matriculados en el afio académico 1991-92, y
que han sido seleccionados por su excepcional aprovechamien-

to en MatemAticas.

SOBRE IL.A POSIBLE INTEGRACION EN LA
FEDERACION ESPANOLA DE SOCIEDADES DE
PROFESORES DE MATEMATICAS

A la vista de las consultas u observaciones efectuadas
POT nunerosos consoclos acerca de si en nuestra Sociedad
kabta algidn proyecto respecto a su posible integracién en la
Federacién Espafiola de Socledades de Profesores de
MatemAticas, nuestira Junta Directiva ha acordado convocar
una Asanblea General Extraordinaria para someter a votacién

la decisién de si procede, o0 no, solicitar dicha integraciénm.

Dada 1la gran importancia de 1la decisién anterior,
exhortamos a nuestros socios a asistir a esa Asamblea, para

influir en ella, con su voto.

El texto de 1los BEstatutos de 1la citada Federaciém
(tomado de su anteproyecto), ©puede consultarse en las
paginas 19 a 26 de nuestro Boletin n2 17 (Marzo de 1988).
Como se recordar&, esta posible integraciém fué tratada ya
en la Asamblea General de 1989, cuya resefla puede verse en
el numero 21 del Boletin; la decisién fué suspendida hasta
otra Asamblea, no alcanzandose los votos necesarios para
aprobarla, por desconocerse en esos momentos las implica-
ciones econémicas que la integracién tendria para nuestra
Sociedad y también debido a2 una serie de malentendidos que
se reflejan en las cartas reproducidas en la pagina 16 del
Boletin ultimamente citado.

En estos momentos, la mayor parte de las Sociedades de
Profesores de Matemhticas de Ambito regional estan
integradas en la Federacién mencionada y, entre ellas, la
Madrilefia recientemente constituida.

La integracién tiene indudables ventajas de participa-

cién en actividades que las distintas Sociedades no pueden



acometer por si mismas, y también la de que nuestros socios

recibirian la revista "SUNA" que edita la Federaciém.

Presenta, en cambioc, el inconveniente, de que la cuota
feaserativa que tendria que abonar nuestra Sociedad, que en
estos momentos esté fijada en 1.500 pesetas anuales por
socio, obligarfia a elevar nuestiras cuotas, para afios suce-
sivos, en la cantidad que se acordase en el punto 4 de 1la

Asamblea General Ordinaria.

COMPONENTES DE LA JUNTA DIRECTIVA

En el punto 5 de la anunciada Asamblea General, debe
fijarse la constitucién de nuestra Junta Directiva hasta que

ce celebre la de 1993.

Como en 1la Asamblea amnterior no pudo nombrarse un
Secretarilo, quedando encargada 1la Junta Directiva de
encontrar la persocna adecuada para este cargo, esta Asamblea
habrad de ratificar, si lo estima oportuno, el nonbramiento
que propuso dicha Junta a favor de don Francisco Gonzélez

Redondo, especificando la duracilén de su mandato.

De acuerdo con 1la Dieposicién Transitoria 28 de
nuestros BEstatutos, 1la Asamblea declararé extinguidas las

vicepresidencias por Cuenca y poOT Segovia.

¥inguno de los restantes componentes de la Junta
Directiva termina su mandato en este afio, por 1o que, de no
haberse anunciado alguna baja, no procedera la renovacién de

otros cargos en esta Asamblea.

CARTA A NUESTROS SOCIOS

Estimados compafieros: Esperamos que el nomero 29 de
nuestro Boletin bhaya llegado a vuestras manos. Lamentancs
el retraso que se produjo en suU distribucién, pese =a

nuestros desvelos para realizarla.

la entrega de los Boletines en las Oficinas de
Correos de Madrid, siempre habia sido una tarea algo
molesta, pero que algun miembro de nuestra Junta Directiva
podia realizar personalmente, con su cock., en una mafiana;
la ultima “reorganizacién” de los servicios de Correos,
han convertido esa gestién en algo que dificilmente puede
llevarse a cabo sin operarios dedicados a ello. Es muy
posible que nuestros socios ‘tengan noticias de esta
absurda situacién a travée de varilas “cartas al Director”,
publicadas en algunos periédicos, en lag que personas que
+rataban de distribuir revistas de corta tirada, semejan-
+es a2 la nuestra, protestaban por los camblos introducidos

por Correos en la recogida de publicaciones en Madrid.

A1 final hubo que ir enviando 1los Boletines,
recorriendo cada dia varias estafetas y entregando unos
pocos en cada ocasién, ya que 1o admiten mayores
cantidades de una vez, y ello, tras haber completado los

franqueos basta la tarife de impresos ordinarios.

Confiamos en que las gestiones que estamos llevando
a cabo nos permitan distribuir el presente antmero del
Boletin con normalidad, aungue ello sea a costa de un
coneiderable mumento en los gastos, y rogamos nos discul-

peis por lo ocurrido con el numero anterior.
Recibid un afectuoso saludo de

LA JUNTA DIRECTIVA



cC. D. I..

CURSOS DE FORMACION DEL PROFESORADO

El Colegio de Doctores y Licenciados en Filosofia y
Letras y en Ciencias sigue organizando sus blen conocidos
Cursos de Formmcién del Profescorado, con seminarios sobre
diversas disciplinas.

En el pasado mes de Noviembre impartié un cursillo
de Estadistica orientado a facilitar 2 los profesores de
distintas disciplinas, la profundizacién en los
conocimientos estdisticos necesarios para resolver algunas
de las cuestiones de esa naturaleza gue se presentan en la
actualidad. Como se esperaba, las profesiones y 1los
conocimientos previos de 1los asistentes eran de lo mas
variado; la experiencia resulté muy positiva y fué preciso
ampliar el horario y el nimero de dias previstos
inicialmante.

E1l curseo fué impartido por nuestro Presidente,
José Vicente Garcia Sestafe y coordinado por Victor Manuel
Sanchez. El1 ultimo dia actué el calculista mental Jaime
CGarcia Serrano, considerado como el més rapido del mundo,

cue dejé asombrados a todos los concurrentes.

En el primer trimestre de este afio, se desarro-
llard también un Seminario titulado “XNedlios para la clase
de NMatemasticas®, en el que participarén, entre otros,
Javier Peralta Coronado, Eugenio Roanes Macias, ZEugenio
Roanes Lozano, José Vicente Garcia Sestafe y José Ramén
Vizmancs Buelta. Tendra lugar en el I. B. de Avenida de

los Toreros, 57.

Puede obtenerse informacién sobre estos cursos en
el Colegio de Doctores y Licenciados, Pza. de Santa
Barbara, 10, de 10 a 14 y de 16 a 18, de lunes & viernes.
El teléfono es (91> 319 27 12.
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NUEVO SECRETARIO DE NUESTRA SOCIEDAD

En nuestra Asamblea General de Abril de 1991, no fue
posible el nombramiento de Secretario, por 1o que se rogé a
nuestra anterior secretaria, Carmen Garcia-Miguel que
siguiese ejerciendo provisionalmente las funciones propias
de este cargo, a pesar de haber sido designada vocal de
gestién de pubdblicaciones; se faculté a la Junta Directiva
para que, a la mayor brevedad, cubriese esa acante con el
nombramiento de un nuevo secretario, que seria ratificado en

la Asamblea Gemeral siguiente.

Haciendo uso de esas atribuciones, ha sido designado
Secretario de 1la Sociedad, nuestro consocio don Francisco
Gonzélez Redordo, profesor ayudante de la seccién
departamental de Algebra de la Escuela Universitaria “Pablo
Montesipos”, perteneciente a la Universidad Complutense de
Madrid.

Agradecemos al nuevo secretario su desinteresada
aceptacién de este cargo, que lleva coneigo la realizaclén
de penosos irabajos, tan sélo compensados por la seguridad

de que se realizan en provecho de todos nuestros socios.

CORRIGENDA

Lamentamos el error que se deslizé en la pagina 77
de nuesetro Bolet{in n2 20 : El firmante de la resefia del
libro de V. Fraile es José Garcia Cafias, y no, como se

transcribié con error, José Garcia Fraile.
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JORNADAS SOBRE LA ENSESANZA EXPERIMENTAL
DE LA MATEHATICA EN LA UNIVERSIDAD

Como anunciabamos en nuestro nomero anterior, en
Jos dias 10 al 12 de Diciembre pasados, se celebraron las
=17 Jorpadas sobre la Enseflanza Experipental de las
Natemiticas®”. Sue eesiones tuvieron lugar en el Rectorado
de la Universidad Politécnica de Madrid, con la partici-
pacién de numerosas acistentes procedentes de todas las

regiones espafiolas.

En una de laes conferencias, Miguel de Guzman hablé
sobre loe peligros para 1la Ensefianza del uso indebido o
del abuso del ordenador, moderando asi, saludablemente, el

encendido entusiasmo que dominaba entre los participantes.

Los profescres Rafael de la Llave y Javier Cabrera,
que 1llevan largo tiempo ensefiando en las Universidades
americanas de Texas (Austin) y Rutgers, mostraron cémo se
hace uso de los ordenadores éen esas Univereidades, cOmo
auxilio de la ensefianza de las Matenmaticae en general y de

l1a Estadistica en particular.

En otras conferencias, los profesores R. Valle,
D. Pefia, R. Guadalupe, J. Villén, R. Moriyén y A. Pérez de
Vargae, trataron temas monograficos de gran interés. El
profesor F. Eysette, de la U. de Niza, no pudo pronunciar
eu conferencia, por enfermedad, peroc su texto apareceré en

las Actas de las Jornadas, que seran publicadas en breve.

Se presentaron diez y ocho comunicaciones, en las
que se dieron a conocer interesantes experiencias docentes
relacionadaes con la ensefianza experimental de las
MatemAticas, con auxilios informaticos.
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ICMER7

vII CONGRESO INTERNACIONATL.
DE EDUCACION MATEMATICA

El préximo ICHE - 7 se celebrara en la ﬁniversidad
Laval de Qubec (Canad&) del 17 al 23 de Agosto de 1992. la
Federacién Bspafiola de Socledades de ‘rofesores de
Matematicas, y en su nombre la Sociedaa Andaluza de
Fducacién Matemistica “Thales”, se han ocupado de preparar

la participacién espafiola en ese cOngreso.

La importancia de este Congreso Mundial, que
orientara la ensefianza de las MatemAticas en los préximos
afios, esth acrecentada para Espafia por el hecho de que el
siguiente, el ICNE - 8, tendra lugar en Sevilla en 1996,
por acuerdo unénime de ja ICKI <(Comisién Internacional
sobre Instruccién Matemhticad. FPor ello, en Quebec, habra
un quiosco publicitario del ICME - 8, y se ha organizado
un servicio informativo y auxiliar para los participantes

espafioles.

La inecripcién para este Congreso, conviene efec-
tuarla antes del 15 de junio, para poder hacer uso de las
ventajosas ofertas de viajes y alojamientos preparadas pcr
1s \Federacién y por 1la Sociedad “Thales”. Se puede
encontrar informacién completa en el namero 8 de la
revista SUNA.



- 14 -

SOCIEDAD MADRILE®A DE
PROFESORES DE MATEMATICAS

Recientemente hemos recibido el numero cero del

Boletin de esta Sociedad, correspondiente a Octubre-

Noviembre de 1991. Tiene tan solo ocho paginas, pero

parecen rebosantes de ilusién y entusiasmo.
Tienen un recuerdo para nuestro maestro don Pedro

Puig Adam, y entre otras actividades, nos anuncian unas

"Jornadas de Video de Matematicas", de dos dias de
duracién.

XI1 JORNADAS DE LA S. C. " ISAAC NEWTOR"

Estas Jornadas organizadas por la Sociedad Canaria
" Isaac Fewton" de Profesores de Mateméaticas, habran tenido
lugar del 6 21 9 de Febrero en Adeje (Tenerife).

VI JAEM

Se ha comenzado la organizacién de la VI JAEM, que
se celebrard en Extremadura en Septiembre de 1993,

44th INTERNATIONAL MEETING OF THE ICSIMT
44iéme RECONTRE INTERFATIONALLE DE LA CIAENM

La International Commision for the Study a»nd
Improvement of Mathematics Taeching organiza el ICSIM44 o

CIAEM44, que se celebrard en Chicago del 27 de Julio al 1€
de Agosto de 1992.
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VI OLIMPIADA IBEROAMERICANA
DE MATEMATICA
Cérdoba <ARGENTINA>, 1991

la VI Olimpiada Ibercamericana de NatemAtica se ha
celebrado este afio en la ciudad de Cérdoba de la Repubiica
Argentina, entre los dilas 22 y 30 de Septiembre de 1991.

En esta Olimpiada han participado 14 palses, cOn un
total de 53 alumnos seleccionados. Esto supone la més alta
participacién, si se excluye la registrada en la anterior,

celebrada en Valladolid, que fué ligeramente superior.

Como de costumbre, la competicién consté de dos
pruebas, cada una de las cuales tuvo cuatro horas y media
de duracién y consistia en la resolucién de tres
problemas; cada solucién fueé calificada de 0 a 10 puntos,
por lo que tedéricarente se podian obtener hasta 60 pﬁntos.
No obstante, parece que este afio los problemas fueron mAs
diffciles que en los anteripres y en consecﬁencia. las

puntuaciones whs bajas, ern general.

los enuncimdoe de 1los problemas citados pueden
veree en la seccién de PROBLEMAS PROPUESTOS de este nismo
Boletin. La dificultad relativa de cada umo de ellos puede
juzgarse a partir de las medias de las calificaciones
obtenidas por los 53 participantes, y de los »numeros de
ellos que alcanzaron 5 puntos © mAs en ese problema, que

fuveron los siguientes:

Problema: 1e 22 32 4¢ 5Q 68
Media: 5.98 1.64 2.89 7.75 3.72 1,83
e G S 34 3 15 T 46 20 4



La mAxima puntuacién la alcanzé el chileno
shristian VILLOUTA, que con 50 puntos, obtuvo la primera

de las cinco medallas de oro que se concedieron.

lLos cuatro alumnos que formaban la representaclén
espafiola tuvieron un=2 destacada participacién, Yya que
reunieron 130 puntos; tan solo los chilenos consiguieron

superarles, con 163. Los resultados individuales fueron

los siguientes:
PUNTOS MEDALLA PUESTO

Daniel LASAOSA MEDARDE, 40 plata 72
Ignasi MUNDET RIERA, 38 plata oL
Ignacio URIARTE TUERO, 31 plata 13¢
Ignacio MARCOS FRINO, 21 bronce 272

Recordaremos que Daniel LASAOSA también obtuvo
medalla de plata en la anterior Olimpiada Iberoamericana
celebrada en Valladolid, pero cumplia lae condiciones para
repetir su participacién en ésta, ¥y que en la
Internacional de 1990 (Chipna) consiguié una medalla de
bronce. Ignasi Mundet también obtuvo el bronce en la XXXII
Olimpiada MatemAtica Internacional celebrada este afio en
Suecia. Ignacio Uriarte Tuero, fué campeén de 32 de BUFP en
el Concurso de Resolucién de Problemas de nuestra Sociedad

de 1990. Fuestra mas cordial felicitacién a todos ellos.

La ¥Copa Puerto Rico”, para el pais que mas haya
progresado en su actuacién respecto a afios anteriores, fué
esta vez para Costa Rica. Espafia quedé en tercer lugar
para esta Copa. Como el afio anterior, tamblén hubo un
concurso extraoficial de Resolucién de Problemas con

Ordenador, del que daremos noticias en otra ocasién.
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En la Tabla siguiente se recogen diversos datos
sobre los resultados obtenidos por los paises participan-

tes. Los significados de los encabezamientos eon:

Relativos a la VI Olimpiada Iberocamericana (1991):

N
ME
PUN

numero de alummos presentados por el pais.

media de las edades de los mismos (afios.meses).

total de puntos obtenidos por ellos.
O P B = numeros de medallas de oro, de plata, de bronce.
ORD

puesto en que ha quedado clasificado el pais.
Relativoe a Olimpiadas de afios anteriores:

NV = numero de veces en que ha participado anteriormente.
OA, PA, BA = nimeros totales de medallas de oro, plata o

bronce conseguidos por el pais en olimpiadas anteriores

PAIS X ME PUXN c P B ORD RV OA PA BA
ARGENTIRA 4 18.02 129 0 3 1 39 5 1 5 8
BRASIL 4 18.01 112 1 1 O 5-62 5 8 ©5 2
CHILE 4 17.11 163 2 1 1 1e 2 0 0 0
COLOMBIA 4 15.04 97 0O 0 3 72 & 8 6 10
COSTA RICA 4 17.10 79 0 1 1 o 2 0 0 1
ESPASA 4 18.06 130 0 3 1 29 5 4 6 8
HONDURAS 2 17.06 20 0 0 o 139 2 0 0 o
MEXICO 4 17.08 112 1 0o 2 5-62 2 0 &5 2
PANAMA 4 17.04 13 o 0 ©° 142 ¢ 0 0 O
PERU 4 16.06 125 1 1 1 49 5 2 8 3
PTO. RICO 4 17.10 52 0 o O 12¢ 4 0 0 3
R.DONIXIC. 3 16.09 54 0 0 1 11e 1 0 0 0o
URUGUAY 4 18.02 72 0o 0 1 102 5 1 4 8
VENEZUELA 4 17.07 88 0 0 2 ag 2 0 o0 3
Totales:

14 PAISES 53 17.06 1246 5 10 14 — 45 19 88 43

(Notese la mayor media de edades de los equipoes

nejor clasificados).
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XXIII (1986-87) 11 , pags. 3 y 87 13 , pags. 9 y 83
XXIV (1987-88) 16 , pags. 7y 70 17 , pags. T y 71
XIV (€1988-89) 20 , page. 13y 79 21 , pags. 7 y 61
XIVI (1989-30) 24 , pags. 11y 67 26 , pags. 9y 73
XXVII (1990-81) 27 , pags. FY U7 28 , pags. 17 y 79
XXVIII (1991-92) 30 , pags. 19 y €7

OLINPIADA MATEMATICA IBERO-ANERICANA @

Nopero, afio y lugar Crénica y enunciados en boletin bt
I (1986) Colombia 8 , pags. 11 y 83
11 (1987) Paraguay 12 , pags. 3y 75
111 (1988) Perd 18 , pags. 5y 78
1V (1989) Cuba 21 , pags. 11 y 63
¥ (1990 Espafia (Valladolid) 26 , pags. 18 y 73
VI (1991) Argentina 30 , pags. 15 y €5

OLIEPIADA WATRHATICA INTERWACIONAL :

Jamero, afio y lugar Crénica y enunciados en boletin n2

XXIV
IIV
vl
IXVII
IXVIII
9904
Ixx
XXXI
XXXI1

(1983)
(1084)
(1985)
(1986)
(1987
€1988)
(1989)
(1990
(1991)

Paris
Praga
Helsinski
Varsovia
Cuba
Australia
R. F. A.
China
Suvecia

2, pag. 15
4 ,pag. 67
7 , phgs. 9 y 89
10 , pag. 11 y 11, pag. 89
15 , pags. 9 y 37
19 , pégs. 23 y 77
26 , pags. 11y 71
29 , pags. 115 79

—19-

XXVIII OLIMPIADA
MATEMATICA ESPAROLA

PRIMERA FASE

Las pruebas de 1& Primera Fase de la *XXVIII
Olimpiada Matemstica Espafiola® correspondientes al curso
1991-92 se han celebrado en el disrito de Madrid los dias
22 y 23 de Roviembre de 1991,

Esta Olimpiada est& organizada por la Real Sociedad
Matemsitica Espafiola, bajo el patrocinio de la Subdireccién
General de Becas y Ayudas al FEstudio. A ella pueden
concurrir los alumnos de C.0.U., los del Gltimo curso de
la F. P. de segundo grado y los de 22 curso del 22 ciclo
del Bachillerato Experimental.

La Primera fase se desarrolla en los respectivos
distritos, en dos sesiones de cuatro horas, en cada una de
las cuales se proponen cuatro problem=s; este afio, en la
mayor parte de 1los distritos, estas pruebas se han
realizado eimultaneamente y con los mismos enunciados.
Nueetos socios pueden ver estos enuncilados en la seccién
de PROBLEMAS PROPUESTOS de este Boletin,

A los tres primeros olasificados de cada distrito,
se les da opcién a una beca para cursar la liocenciatura de
MatemAticas y ademAs la posibilidad de participar en la
Fase Final, en la que se proclaman los ganadores de la
Olimpiada, que reciben diplomas y premios. Los mejores
clasificados en esta fase final, suelen ser seleccionados
para representar a Espafia en la Olimpiada Matembtica
Interpacional y en la Olimpiada
Mateméticas.

Ibercanericana de
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En el distrito de Madrid, las pruebas se realizaron
en locales de la Universidad Complutense, con la asisten-
cla de 92 participantes, numero que puede considerse
normal y que confirma el caracter excepcional de la exigua

concurrencia registrada el afio anterior.

El jurado calificador emitié sus propuestas el dia
18 de Diciembre. El1 nivel medioc de los participantes ha
sido bastante bajo, pero un pequefio numero de ellos ha

destacado nmuy claramente sobre ese nivel.

Los tres ganadores del distrito de Madrid,

propuestos para pasar a la Fase Final y obtener las becas,
han sido:

12 - D. José GARCI{A JUANIEO, del Instituto de Ba-
chillerato "Conde de Orgaz" de Madrid, con 36 puntos

22 - D. José Miguel ATIENZA RIERA, del Colegio
JOYFE de Madrid, con 31 puntos

82 -~ D. F. Javier AVELLANO FERNAWNDEZ, del Cole-—
glo JOYFE de Madrid, . con 30 puntos

Con puntuaciones cercanas a 1las de éstos, bhan
quedado los siguientes:

42 — D. Daniel HORENO GARCfA, del I. B. "MNaria

Yoliner" de Coslada (Madrid), con 27 puntos
52 -~ Dfia. Esther REVILLA AGUILAR, del Colegio
GOYFE, de Madrid, con 25 puntos

62 - D. Jorge Bemesio CASILLAS JORRIN, del Ce

Internacional S. E. K. de San Ildefonso,con 22 puntos
72 - D César ALOBSO GALLEGO, del I. B. "Maria

Yoliner" de Coslada <(Madrid), con 21 puntos
82 - D. Luis Angel GIL GOMEZ, del del I. B.

®*Avenida de los Toreros” de Madrid, con 21 puntos
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Los restantes obtuvieron puntuaciones inferlores a

17 puntos.

Teniendo en cuenta que habfa posibilidad teérica de
obtener hasta 80 puntos (10 por cada problema), podemos
concluir que los problemas propuestos han resultado
bastante dificiles, ademAs de ser bastante bajo el nivel
medio de preparacién mostrado por 1os alumnos. De los 92
participantes, 73 no llegaron 2 obtener 8 puntos. En la
tabla siguiente damos las puntuaciones medias alcanzadas
en cada problema por los 92 concursantes, po. los 8 mejor

clasificados, citados antes, y por los tres ganadores:

Problema: 1e 29 3¢ 42 52 62 7 ae
Medias de los— e— o — — i - —
92 presntds. 0.6 0.7 0.7 0.9 0.5 0.6 0.7 0.4
8 mejores 3.5 3.4 3.8 5.6 2.0 1.0 3.6 3.6
3 mejores 5.0 8.7 1.3 8.7 2.0 0.0 4.0 5.7

Fos complace sefialar que varios de loe clasificados
en esta Olimpiada fueron galardonados en afios anteriores
en los Concursos de Resolucién de Problemas de nuestra
Sociedad. Asf, el tercer clasificado, D. F.J. AVELLAKO
FEREANDEZ, quedé en 52 lugar como alumno de tercero de
B.U.P. en 1991 y en 62 lugar como alumno de segundo en
1090; el cuarto, D. Daniel MOREHD GARCIA, fué 12 como
alummo de tercero de B.U.P. en 1991; el sexto, D. Jorge
CASILLAS JORRfN fué 32 de tercero de B.U.P. en 1991 y
también 32 de segundo en 1990; el séptino, D. César ALONSO
GALLEGO, fué 62 en tercero em 1991, 22 en segundo en 1690
y 12 en primero en 1889 y D. Luis A. GIL GOMBZ, participé
con buen resultado en 1991, Ello demuestra que nuestros
Concursoe juegan un excelente papel como medio de entrena-
miento, estimulo y aliento en la formaclén de los futuros

olimpicos.



Tanto en nuestroe Concursos, como en las pruebas de
.ae Olimpiadas correspondientes a los distritos del ambito
de nuestra Sociedad, entre los ganadores, se repiten con
insistencia loe nombres de unos pocos centros de
ensefanza, 1o que prueba que los brillantes resultados son
fruto de una esmerada labor de preparacién, llevada a
cabn, sin duda, por profesores dotados de gran entusiasmo
y con alumnos muy motivados por eesa labor. Se observa, en
cambio, que un gran numero de estudiantes participa sin
preparacién alguna y con evidente desconocimiento de 1lo

que son las Olimpiadas Matematicas.

La Segunda Fase de esta Olimpiada se celebrard
simultéaneamente en Madrid y La Laguna, los préximos dias
14 y 15 de Febrero de 1992.
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EN TORNO AL LOGOTIPO DE LA
XXVIII OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA

por Julio Fernandez Biarge

Las olimpiadas matemAticas internacionales suelen
adoptar ingeniosos 1logotipos, algunos de los cuales bhemos
reproducido en ©Boletlnes anteriores. La Real Sociedad
Matematica Espafiola, ha ideado, para su XVIII O. M. E.,
uno muy bello, que ademaAs, sugilere al matemdtico multitud de
problemas interesantes. Consta este logotipo de 13 circunfe-
rencias, dispuestas en 1la forma en que puede verse en la
figura que sirve de motivo ornamental para la portada de este
naomero. En tres de los circulos, se distribuye el texto con el
nombre de la Olimpiada y de la Sociedad organizadora, tal como
puede verse en la pequefia figura que ilustra nuestra crénica

de esa Olimpiada. -

El que haya leido el delicioso libro de Miguel de Guzman
» AVENTURAS MATEMATICAS" <(ver resefla en nuestro Boletin ne 12
de Febrero del 87>, quiz&s se acuerde de haber visto en &1 umna
figura parecida; en efecto, la encontramos en la DPag 70,
precisamente con el mismo numero de circunferencias, a

propésito de unas divertidas aplicaciones de la inversién.

Al matem4tico que contempla esta figura, aunque no haya
tenido ocasién de haber disfrutado con 1la lectura del 1libro
mencionado, le asalta inevitablemente un torrente de pregun-
tae. Pero como matematico, sabe que antes de formular
preguntas, debe tener muy claramente definido el objeto de su
estudio, esto es, debe saber exactamente de qué esta hablando.

Tratemos de seguilr sus reacciones ante el mencionado logotipo.



Comenzaréa, sin duda, por considerar una familia de
figuras, sugeridas por la que est& contemplando, a las que,
por ejemplo, denominaré "'11—logotipos". declararando gue un
l11-logotipo es:

“una figura plana formada por 13 circunferencias, dos de
las cuvales (situada una en el interior de la otra) son
tangentes a las 11 restantes, y cada una de éstas once,
es tangente a otras dos de ellas, y exterior a las otras
ocho”.

El matemAtico ha tenido cuidado de incluir el namero 11
en la denominacién, pues sabe que después de estudlar este
concepto no podré resistir a la tentacién de generalizarlo a
otros numeros de circunferencias, llegando as{ al concepto més

general de nlogotipo.

En la familia de los p-logotipos, cabe destacar unos
especiales, con n+2 circunferencias,en 1los que las dos
primeras circunferencias son concéntricas y las »n restantes,

iguales entre si. Denominarda a éstos, * rnlogotipos con
centro®.

Quizés la primera pregunta que se formule sea: & cémp ha
sido dibujado este 1l1-logotipo ?

Ciertamente que cualquier
delineante aficionado sera capaz de
presentar uno limpiamente dibujado,
tras unos pocos tanteos; pero el
matemAtico quiere algo mas: ¢ Es
teéricamente posible su construc-
cién exacta con la regla y el
compas ? ¢ Y &1 se tratase de un
10-logotipo o de un 12-logotipo ?

Tratando de responder a estas preguntas, SuUPODgamos el
problema resuelto y busquemns una inversién que convierta el

logotipo en otro con centro.

El haz de circunferenclas
definido por a y b Pposee dos
puntos limites <(circunferencias
de radio nulo) P y @ Es sabi-
do que las circunferencias gque
pasan por P y & son oripgona-
les a las del haz. En consecuen- s

cia, una inversién de polo en P,

transformara esta Gltimas en un
haz de rectas que pasar&n por
Q°, inverso de @, y las circun-

ferencias del primer bhaz, entre

“msmmsnamag b

ellas a y b, en circunferen-

cias ortogonales a esas rectas, ¥

por tanto, concéntricas. (Es ésta
la inversién utilizada por N. de

GuzmAn en le libro citado antes).

Podemos elegir la potencia de inversién igual a la
potencia de P respectc a a, con 1o que a ee transformaré
en sf miema y ben b° . Llamaremos T a la inversién asi
definida. Las 11 (6 10 é 12> circunferencias restantes
quedaran transformadas por T en otraes inscritas en la corona
circular resultante, y seran, por tanto, iguales, siendo sus

centros los vértices de un poligono regular cOnvexo.

Como es fhcil construir, con regla y compés, un 10-logo-
tipo o un 12-logotipo con centro (comenzando por construilr un
poligono regular convexo de 10 & 12 1lados), utilizando la
inversién m , se puede construir un 10-logotipe o un 12-



iogotipo que no tengan centro. La imposibilidad de comnstruir
con regla y compas el poligono de 11 lados, lleva consigo la
imposibilidad de dibujar asi un 11-logotipo. Esta
.mposibilidad desaparece si se dispone de un poligono regular

de 11 lados dibujado en el mismo plano.

Otras preguntas surgen inmediatamente: Las circunferen-—
cias a vy b ¢ determinan las posiciones de las 11 que
campletan el 11-logotipo ? Con auxilio de la inversién T
definida antes, podemos contestar negativamente. Con las
mismas circunferencias a y b, hay una infinidad de posibi-
lidades para las otras 11 circunferencias; a partir de una de
ellas, basta aplicar 1la inversién T , dar un giro arbitrario
a 1a corona circular obtenida (en torno a su centro) y volver
a aplicar T . Es esta curiosa propiedad la explicada en el

libro de M. de GuzmAn.

El matemético se preguntarad ahora: ¢ FPodemos enunciar
alguna propiedad geométrica importante, comin a todos 1los
11-logotipos 7 La inversién ﬂ considerada antes, nos
proporciona algunas. En el l1i1-logotipo con centro es evidente
que hay una circunferencia que corta ortogonalmente a las 11
iguales, precisamente en 1l0s puntos de tangencia entre ellas.
La inversién T nos permite afirmar que en cualquier 1i-logo-
tipo hay una circunferencia, que llamaremos ¢& . perteneciente
al haz definido por @ y b , que corta ortogonalmente a las
otras 11 en los puntos en que estas son tangentes. De ahi que
estos puntos son conciclicos y las rectas tangentes en ellos,

concurrentes.

El centro C de ¢ , donde concurren las mencionadas
tangentes comunes, tiene la misma potencia respecto a las 11
circunferencias, y en consecuencia, es centro de una inversién

T , que las transforma en si nmismas ( c es la circunferencia

de puntos dobles de T’ ). Esa in-
vereién, transforma a en b y b
en a , y en consecuencia, trans-
forma en s{ mismo el 1l1l-logotipo,
que resulta ser analagmitico. El
punto C , como centro de inversién
que transforma a en b , es
también el centro de la homotecia
de razén negativa que transforma a
en b, y, por tanto. muy facil de

determinar.

De la inversién T° se deduce
que las cuerdas que unen los puntos de tangencia de cada una
de las 11 circunferencias con a y b, también’ concurren en
¢ . El otro centro de homotecia de a y b , también es
centro de una inversién (de potencia negativa) que convierte

el 11-logotipo en otro ll-logotipo, Ppero no en el mismo.

La curiosidad del matemAtico no para ahi: Fijada la
circunferencia a ¢ podemns ascoger arbitrariamente la
circunferencia b ? No, claro esta; la relacién de los radios
B° y a de las circunferencias concéntricas by a, como

ee facil deducir, ha de ser precisamente

°/a = (1 - sen w/11)/<¢1 + sen n/11) ' 1]

lo que no tendra lugar, con una eleccién arbitraria de b en
el interior de a . Lo que i puede ser escogido libremente,
dada & , es el punto limite Q (interior a a2 ) del haz
definido por & y b ; con é1 queda determinado el otro punto
limite, Yy por tanto, la inversién T ; en consecuencia, b~
(segiin [1]) y finalmante, b .
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Si dada la circunferencia a , la b no se puede fijar
arbitrariamente, de modo que existan las 11 circunferencias
er la forma exigida por el 1ll-logotipo ¢ Cual sera 1la
relacién entre los radios a y f de a y Qe b y la
die+ancia d que debe haber entre sus centros ? Es facil de
obtener: Si llamamos p a la distancia entre P y el centro
de a , la potencia de la inversién T es p=* = p* - a= |
designando con pu el valor del segundo miembro de [1), sera
B = pa , y la definicién de la inversién T nos da:

[p—- (d+B)1(pHR > = p= H [p= (aRIC(p-B') = p=
unos sencillos céAlculos nos permiten eliminar py p , resul-

tando:

(¢ = pB) (pax = B) = nd= . [23

AdemAs, esto nos dice que (siendo B < o ) la maxima longitud
que puede tener el radio B es pa . (Cuando B = pa , d =0
y a2 y b han de ser concéntricas). El mateméAtico sonrie al
comprobar la simetria observable en [2]), ya que, al no haber
introducido explicitamente cual era la circunferencia a y cual
la b, [(2) tenfa que quedar inalterada al intercambiar a y 8

y sustituir p por 1/u.

El natemftico vuelve sobre la definicién que dié para
los 11-logotipos: ¢ Mo es antiestética y quizas supérflua 1a
precisién "y exterior a las otras ocho®™ ? . En modo alguno;
recordemoe que hay cuatro tipos de poligonos regulares
estrellados de 11 lados. Las circunferencias con centros en
sus vértices y radios iguales a la mitad de sus lados, son
tangentes cada una a dos de las restantes, y todas se pueden
inscribir en una c¢orona circular, que luego se puede
transformar mediante una inversién. Resulta una bonita figura,

pero el matemAtico no deseaba incluirla en la familia de los

ll~-logotipos. S1i un dia quisiese considerar estas figuras,

las llamaria acaso ll-logotipos-estrellados

Para ellos, casi todo 1lo
anterior serviria, pero el valor de
p considerado, habria que cambiar-
lo por
p =<l - sen mn/11>/¢1 + sen mx/11>
donde =m es 2, 3, 4 6 § segun el
tipo de poligono ecs' .ellado. Pre-
sentamos el dibujo de un l1ll-logoti-
po—-estrellado con centro, corres-

pondiente a m = 2.

Si el matemAtico hubiese olvidado 1la advertencia
"(situvada una en el interior de la otra’>" en eu definicién,
tendria que admitir entre 1los n-logotipos, antlestéticas
figuras, que pueden obtenerse transiormando un ll-logotipo con
centro en una invereién cuyo polo esté situado en el interior

de su corona circular.

Pero 1o normal serd que, para bacer 1las figuras,
olvidando la regla y el compés, el matemAtico se siente ante
el ordenador y haga que un programa adecuado se encargue de
estos dibujos. El obtenerlo es tedioso, perc eimple.
Cualquiera que sea el lenguaje empleado ¥y el dispositivo en
que haya de obtenerse la figura, dispondré, sin duda de una
rutina para dibujar una circunferencia, dAndole las

coordenadas de su centro y el valor de su radio.

Supongamos que enr nuestro programa queremos introducir
como datos el nomero N de circunferencias tangentes a a y
b, las coordenadas XA , YA del centro de la circunferencia

a , y su radio, RA , asi comn las- coordenadas XP, YP, del
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rule de la inversién T (Si los datos de partida fuesen las
coordenadas del puntc @ empleado antes, seria facil obtener
las de P a partir de los otros datos). Un nuevo dato FI

servird para fijar la solucién, entre las infinitas posibles.

Con esos datos se calcularia S = sen(n/N)> , y después
los radios de ¢, b y de las n circunferencias iguales tan-
gentes a estas dos: RC = RA/(1+S), RB = RC#(1-S8), RN = RCeS .
La potencia POT de la inversiénm T, se calcularia mediante:

X=XA-XP, Y=7YA-YP , POT = X#X + Y#Y - RA®RA

La circunferencia a se puede dibujar directamente con la
rutina que hemos supuesto disponible. Convendria construir umna
rutina que, usando también esa, dibuje 1la circunferencila
inversa en la inversién T , de la de centro A , B vy radio
R . Mediante ella, se terminaria el problema con solo hacer un
ciclo para I =1, 2, ..., ¥, y para cada valor de I , poner
ARG = FI+Is2n)/N , A = XA+RC#cos(ANG) , B = YA+RC2sen (ANG) ,
y llamar a la rutina construida antes. Por uUltimo, se llamaria
2 l2a misma, con A =XA, B= YA, R=RB, para dibujar »

La mencionada rutina de dibujar la inversa en T de la
circunferencia de centro en A, B y radio R , consiste
sinplemente en calcular el vector XV = A - XP, YV =B - YP ,
hacerlo unitario mediante D2 = XV#XV + YVaYV , D = SQRT(D2)

Xvu = Xv/D , YUv = Yyv/o ,
y calcular el factor FAC = POT/(D2 - R®R) , con el que se
expresan facilmente el radio de la transformada , RI = FAC#R
y las coordenadas de su centro,
XI = XP + XU#FAC®D , YI = YP + YU#FACsD ,
con lo que ésta puede dibujarse, como se deseaba.

Siguiendo estas pautas, se completa el programa en
cualquier lenguaje, afiladiendo la necesaria lectura de datoe y
tomando, por supuesto, las debidas medidas para prevenir los

datos inadecuados © los denominadores nulos.
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SIMULACION INFORMATICA PARA EL APRENDIZAJE DE LA
ESTRUCTURA OPERATORIA DE LA RAIZ CUADRADA ENTERA
(METODO HEURISTICO DEL PROF. PUIG ADAM)

E. Roanes Macias y E. Roanes Lozano
Seccién Departamental de Algebra
Esc. Univ. Pablo Moniesino
Univ. Complutense de Madrid
c/. Santfsima Trinidad, 37 MADRID-28010

El fundamento de la estructura operatoria de la raiz ¢ adrada fue ya
conocido en las culturas mateméticas antiguas. Aunque el :lgoritmo de la
raiz cuadrada entera es ficil de aplicar, la demostracién de su validez, si
no dificil, si es penosa de exponer. Elio posiblemente indujo a D. Pedro
Puig Adam a ocuparse de ello y escribir su famoso articule didictico sobre
este tema. La winica dificultad que se detecta al introducir la rafz cuadrada
por e! método heuristico propugnado por Puig Adam, proviene de la
incomodidad de manejo del material didictico a utilizar. Ello nos ha
inducido a sustituir la utilizacién de dicho material por una simulacién
informética apropiada al efecto.

Definicién.-
Dado un mimero natural n, el natural k, tal que kzsn<(k+1)2. se denomina
raiz entera de n y la diferencia n-k® es el resto de la raiz.
Regla operatoria de ]a rafz cuadrada.-
La regla usual para calcular la rafz entera (que la calculadora estd
haciendo olvidar) es bien conocida. Por ejemplo, para n = 2345, se tiene:

V2345 48

-16 4x4=16
74 88x8=704
70

4

— n
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Pera justificar la regla observemos que, para el caso de este ejemplo, se
irzta de determinar el entero k, tal que k2S2345<(k+1)2, es decir, el mimero

k = max{xeN : x°<2345)
~ero, siendo 2345<100°, habr4 de ser k<100, es decir, de la forma k=a]10+a2
(donae a ya,son digitos en base decimal). Se trata pues de determinar a
y a,_, lo mayores posibles y tales que (a110+a2)252345, es decir,
a’10° + 2a 10a, + a) < 23010° + 45

lo que implica que el niimero a de decenas de k, haya de verificar als23,
luego a =4, siendo el primer resto parcial r = 23-3‘1" = 23-16 = 7. Ahora, el
nimero a ., de unidades de k, ha de ser el mdximo ndimero natural tal que

22,102, + aj < (23.37)102 + 45 = 1100 + 45 = 745
es decir, tal que (80+a2)a2 < 745, luego a, = 8, siendo el segundo resto
r2=745-(80+a2)az=745-88.8=41. Por tanto, la raiz entera es k=a110+az=48 y el
resto r2=41.

Fundamentacidén del algoritmo de célculo usual de raices cuadradas.-

De acuerdo con lo indicado anteriormente, por ser n = 2345 = 230100 + 45,
denotando al=mix[xe N:x’<23 =4 y rl=23-af=7 , Se tiene

n = 2345 = 236100 + 45 = (2,10)" + 1,100 + 45 = (a,10)" + 745
y denotando a2=mé.x[ye !N:(23110+y)yg45 )=8 y rz=745-(2a110+a2)az=41, resulta
- 2 _ 2 2 = 12
n= (a110) +(2a110+az)a2+r2 = [(a]10) +2al10a2+a2]+r2 k +T,
siendo esencial en este proceso la siguiente igualdad
2 _ 2 _ 2 2 _ 2
kK= (a110+a2) = (a’10) +23110a2+a2 = (al 10) +(221]10+212)xe12
la cual, denotando M=a110 y N=a_, se escribe en la forma

M + N)? = M* + @M + N)N )

€n que ya no aparece la base decimal del sistema de numeracién. Por tanto,
esta igualdad (que se obtiene directamente del desarrollo del cuadrado del
binomio M+N) es el fundamento de la regla operatoria de la raiz de un mimero
de cuatro cifras.

Anélogamente, para el nimero de seis cifras n = 234567 = 23010000 + 4567 ,
denotando al=méx[xeN:x2S23 }=4 y rl=23-a?=7 , 8¢ tiene
n= (a1100)2+r110000+4567 = (a1100)2+74567 = (a’100)2+745-100+67
denotando ahora a =méx(ye |N:(2al 10+y)y<745)=8 y r2=745-(2a110+a2)a2=41, se
obtiene
n= (a1100)2+[(23110+a2)a2+r2]100+67 = (2,100)*+(2a,10+a )a, 10%+,100+67
= (2,100)*+(2a, 10+2,)a, 10+4167
y si finalmente convenimos en denotar a3=mé.x(ze N:[(231100+a210)+z]754167 |=4
y r3=4167-[2(al100+a210)+a3]a3=311 , Tesulta;
n = (a 100)* + (2a,10+2)a,10° + [2(a, 100+a,10)+a,)a - 1, =
= (2,100)° + 22 100+2,10 + a210% + 2(a 100+2,10)8, + 2% + 1, =
= 2 2 -
= (a1100+3210) + 2(:11100+a210)a3 +8, +1, =
= [(2,100+2,10)+a,)" + 1, = (2,100+2,10+2)% + 1, = K’ + 1,
siendo pues la rafz entera del nimero natural 234567 igual al nimero natural

k=a1100+3210+a3=484 y el resto r3=311. Todo ello justifica la (m4s c6moda)
disposicién habitual del c4lculo;

V234567 484
-16 4x4=16
7 88x8=704
7

964x4=3856

En el cdlculo anterior (para n=234567) es esencial la igualdad
K= (2,100 + 210 + aa)’ = [(2100 + 2,10) +2)* =
= 2 2 _
= (a1100 + a210) + 2(aIIOO + azIO)a3 +a’=
= (2,100) + (22,100+2,10)2,10 + [2(2 100+2,10)+2,Ja,
la cual, denotando A=a1100 . B=a210 y C=a3 , se escribe en la forma
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(A+B+C)* = A? + (2A+B)B + [2(A+B)+CIC )

en que ya no aparece la base decimal del sistema de numeracién. Esta ltima
igualdad (que se obtiene directamente del desarrollo del cuadrado del
trinomio A+B+C, o también de la igualdad (1) para M= A y N =B+C)es el
fundamento del algoritmo de la raiz cuadrada.

Antecedentes hisléricos de este algoritmo.-

El matemitico griego Teén de Alejandria (siglo IV) ya describe la igualdad
(2) como fundamento del cdleulo de la rafz cuadrada de un ndimero, y la

demuestra a la usanza griega, "via geométrica”, segin sugiere la figura:

O

A B C

Pero también la cultura cldsica china Hegé a la misma igualdad (2) como
fundamento de la rafz cuadrada, y asi, en una de las nueve secciones del
tratado Jiuzhang Suanshu [5), se describe una disposicién original de
cdlculos para la determinacién de la rafz cuadrada, la cval no se llega a
demostrar, en el sentido que nosotros entendemos por demostracién (ya que
para los matemidticos orientales, demostrar era reducir a evidencia directa).

Descubrimiento de ]a estructura operatoria propugnada por Puig Adam.-

Aunque el algoritmo de la raiz cuadrada entera es ficil de aplicar, la
demostracién de su validez, si no dificil, si es penosa de exponer. Ello
posiblemente indujo a D. Pedro Puig Adam a ocuparse de ello, ideando,
ensayando con sus alumnos y describiendo magistralmente en su célebre

articulo did4ctico sobre "estructura operatoria de la rafz cuadrada" (vease
[4] o [3]).
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Como refiere el autor, no se pretende dar una demostracién en el sentido
usual, sino més bien "reducir a evidencia directa” (al modo de los
matemiticos orientales). El procedimiento consiste esencialmente en
representar las unidades por broches sueltos, las decenas por firas de diez
broches, las centenas por placas de diez tiras de broches, etc, en cantidad
apropiada para representar un conjunto de cardinal el nimero n dado, y
tratar de formar con esas piezas un cuadrado cuyo lado sea lo mayor posible,
admitiendo la posibilidad de intercambiar piezas equivalentes (cada placa-
centena por diez tiras-decenas, etc).

Suponemos que el profesor Puig Adam debia estar bastante satisfecho de su
estructura operatoria de la rafz cuadrada, ya que eligio este tema (de entre
sus numerosos trabajos diddcticos valiosos) para su célebre pon-ncia en la
reunién, promovida por la Unesco, para el mejoramiento de la ensefianza de la
Matemitica, celebrada en Ginebra en julio de 1956.

Los autores de este articulo, modestamente damos fé de haber ensayado con
rotundo éxito este método heuristico para el descubrimiento de la estructura
operatoria de la rafz cuadrada, propuesto por Puig Adam. Con €] mismo éxito,
hemos extendido el método a la rafz cibica, utilizendo como material
manipulable los bloques multibase de Dienes-Golding. Los alumnos no tienen
dificultad en "evidenciar" la mecdnica de la completacién del cuadrado (o
del cubo, en caso de raiz clbica) y posteriormente de inferir la regla
operatoria de la rafz cuadrada (o ctibica, respectivamente).

La dnica dificultad que se detecta al introducir la raiz cuadrada por el
método propugnado por Puig Adam, proviene de la incomodidad material del

manejo de los bloques multibase (ain siendo estos mis précticos que los
broches utilizados en su época).

Ello nos indujo a proponer a nuestros alummos el desarrollo de una
simulacién del referido proceso (en una asignatura optativa de Informética y
Matemitica).

El programa elaborado pide elegir un mimero natural n (de hasta cuatro
cifras), para ir realizando, a partir de €], la simulacién siguiente:
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o

representar un conjunto de unidades, tiras, cuadrados y rectdngulos, cuyo
cardinal sea n

» vambiar cada rectdngulo por diez cuadrados

[}

con los cuadrados iniciales y los resultantes del cambio anterior,
completar un cuadrado de lado lo mayor posible

d

cambiar los cuadrados sobrantes por tiras

€

cen las tiras iniciales y las resultantes del cambio anterior, ampliar lo
inas posible el lado del cuadrado en construccién

f) cambiar las tiras sobrantes por unidades

g) con las unidades iniciales y las resultantes del cambio anterior,
completar el cuadrado en construccién

L' confirmar la raiz (lado del cuadrado construido) y el resto (expresién

numérica de las piezas sobrantes)

El programa puede utilizarse en distintos niveles de dificultad, pudiendo
el alumno usuario prever resultados de las sucesivas fases del proceso (por
ejemplo, prever el nimero de tiras sobranies que conviene cambiar por
unidades), que el programa le confirmars al irlo ejecutando.

La simulacién grifica sélo se ha desarrollado para nimeros de una a cuatro
cifras. En un futuro, cuando se aumente la resolucién de las tarjetas
grificas usuales, no habrd dificultad en extender a nimeros de hasta seis
cifras la simulacién gréfica. No obstante, con nimeros de hasta cuatro
cifras se capta, en general, el fundamento del algoritmo de célculo de la
raiz cuadrada.

Aunque la implementacién fue realizada inicialmente por nuestros alumnos
en lenguaje Logo, posteriormente nosotros la hemos refinado e implementado
en Turbo Pascal.

Eiemplo de ejecucjén.-
A continuacién se representan algunas de las pantallas observables en la

ejecucién de programa, al tratar de desarrollar la estructura operatoria de
la raiz cuadrada entera para el nimero 7777:

RAIZ entgggndel

NAMero. idi
tSimulacion
raficals/n) s
etardo sey.

RAIZ entera del
77

NAMEYD & 7
tSimulacian
grafical(s/n) s
Retardo seg:
Descomposicion

millar-centenas
(E)=pulsa Enter

Construir el
cuadrado mayor
osible

1 lado § dec
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peirdle feabs: Jus il

BESERE

sobran 13cen(E)| HEENEEEE
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RAIZ entera delfF——————

namero.: YVTR
¢81mu1acxon
qraflca(s/n)

etardo seg: B
Descomp05101on
m111ar-cen1enas

¥u sa Enter
ons ruir el
cua rado mayor
go;lb e (E)

i lado & dec
sobhran Licend(E)
Dnscomp05101on
cen-decenas(E)
Descomposicign
dec-unidades(E)
Esta completado
un cuadrado
de lado &2 (B>

- 38 -

i =
i =
il
il

RAIZ entera delff——— —

namero: 7777
(Simulacian
raflca(s/n)

etardo seg: B
Descnmp05101on
millar-centenas
(E)=pulgsa Enten
Construir el
cuadrado mayor
EOSIbIE (E)

i lado 8§ dec
sobran 13cen(E)
Descowmposician
cen—-decenas(E)
Descomposician
dec-unidades(E)
Esta comprletado
un cuadrado

lado 88
ﬁ sobran 23CE)

aiz entera 88
Yy resto 33 (E)
LSiguel(s/n) ! <

)
5

]
EREEEEEE
B
15 5 2 o
T
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Notemos finalmente que el programa usa un color para el conjunto de piezas
representativas del nimero dado y otro color distinto para las piezas del
cuadrado que se va completando.
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LIBROS DE MATEMATICAS EF LA EXPOSICIOK
*LAS EDADES DEL HOMBRE"

por Concepcién Romo Santos
del Departamento de Algebra
de la Universidad Complutense de Madrid

La exposicién "Libros y Documentos de la Iglesia de
Castilla y Leén” fué la segunda etapa del proyecto “Las
Edades del Hombre”, emprendido por las once diécesis de la
regién. Esta muestra se inicié cuando apenas se habian
apagado los ecos que suscité la Exposicién Iconogréafica

abierta durante seis mesee en la Catedral de Valladolid.

En 1990, fueron los claustros de la catedral de
Burgos los que acogieron 1los 1libros y documentos
seleccionados. Se presentaron alli{ quinientas obras,
reflejo de la pericia bhumana, intelectual y religiosa de

nuestro pueblo y de nuestra tierra.

En el apartado Aritmética, Algebra y Geometria - en
el que se mostraron varios ejenplares impresos, uno de
ellos incunable - se encontraban libros dedicados a los
comentarios y a la critica a la obra del gran matemAtico y
gedmetra clasico Buclides (315-225 a. de J.C.), debidosa
Cristébal Clovio <(Roma, 1574), Luis Carducho <(Alcals,
1637> y Francieco MNaurolio (Venecia, 1575), los dos
primeros procedentes de la biblioteca del Seminario Mayor
de Valladolid y el ultimo de la Catedral de Palencia, asi
como la reimpresién, todavia en el esiglo XVIII, del
*Algebra® del gran enciclopedista medieval Raimundo Lulio
(Maguncia, 1723), tanmbién del Seminario vallieocletano.
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También se mostraban diversos tratadoe de
matematicas practicas, que evidentemente aportaron

novedades, como en el caso de la “Summa de Aritmetica” de
Luca Paccioll (Venecia, 1494) y su sistema de contabilidad
por partida doble, o el de Benito Bails, introductor en
Espafia del Céalculo Infinitesimal y de 1la Geometria
Analitica (Madrid, 1790, Seminario Mayor de Valladolid), o
en la obra de Francols Callet sobre “Tablas partitivas de

logaritmos* (Paris, 1795, Biblioteca Diocesana de Zamora).

De absoluto practicismo matemdtico son los trabajos
de Miguel de Santa Cruz ‘“Aritmética especulativa y
préctica* (Madrid,1724) y de José Garcia Caballero “Breve
cotejo y balance de pesas y medidas”, obra de evidente
caracter metodolégico, asi como el estudic de Diego
FHavarro sobre "Aritmética pura y comercial” (Madrid,
1790), conservados en el Seminario vallisoletano, los dos
primeros, y en la Biblioteca Diocesana de Zamora el

ultimo.

Abundantes grabados en madera con figuras
geométricas, laAminas desplegables y ‘tablas diversas,
ilustran y enriquecen aun mAs este conjunto de 1libros

matenstico-geométricos.

En las paginas siguientes, comentaremos brevemente
algunos de los libros seleccionados en esa muestra y que

fueron expuestos en 1os claustros de la Catedral de

Burgos.
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Baltasar Manuel Bovo

De Sphera Mundi libri tres
Valentiae. 1533. Impr. loannemm Mery
Libro impreso

145x105x10 mm.

Archivo de la Catedral. Palencie.

Este libro de caracter sintético est& escrito de una manera
clara y concisa. En &1 el autor revela un profundo conocimiento de
los autores que esccibieron sobre le Esfera recopilando al final del
libro una serie de teblas sobre la situacién de .os astros en
relacién con la latitud de valencia.

El autor dedica su obra a D. Juan Quintana, caballero de 1la
Orden de Santiago y con la finalidad de aclarar algunos puntos
Oecuros acerca de la Esfera que se le habian planteado tras la

lectura de la obra de Juan de Sacro Bosco sobre el tema.

Pedro Amfanc y Rainiero Gemma Prisio
Cosmographia
Amberes 1564

Libro impreso

Archivo de la Catedral. Palencia.

Los hombres del siglo XVI estudiaron con gran interés las
técnicas cartogra&ficas, la medicién de las distancias y en general
todos los temas de astronomia Y cosmograifia. Uno de los mAs famosos
tratadistas de la materia durante esta época es el alemfn Pedro
Amfano, autor de una Cosmographia muy difundida y que fué
especialmente protegido por el emperzdor Carlos V, guien, ademis de
un premic en met&lico, llegs a costearle la primeza edicién.

la Cosmographia conoci6é varias ediciones durente el siglo xvI,
una de ellaes debida & un profesor de Lovaina llamado Rainiero Gemma
Frisio es la que se conserva en el krcitivo cde la Catedral de
Palencia. Esta edici6bn esté enrigquecida con la adicién de un tratado

para la construccién de mapas.
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Cristobal Clavio

Buclides elementorum libri XV
“oma, 1574. Vicentium Accoltum
" ibro impreso

Seminario Mayor Diocesano. Valladolid.

Cristobal Clavio (Bamberg 1537, Roma 1612) fué un jesuite alemén
gue se dedicS con entusiasmo al estudio de lacs matem&ticas. Amigo de
Keplez, algunos historiadores le atzibuyen el usoc del punto parza
separar la parte entera de la decimal de un namero.

En la bibliotecs del Seminario Mayo- de Valladolid se conserva
la primera edicién de 1574, de los Elementos de EBEuclides, en 15
libros, comentada por Clavio. Después aparecieron numerosas ediciones
corregidas y aumentadas. Hist6ricamente, esta obra es digna de
estudio porque los comentarios de Clavio contienen gran parte de los

conocimientos geométricos del siglo XVI.

Francesco Maurolyeco

Opuscula Mathematica-Arithmetica 1ib=i duo
Venecia 1575
Libro impreso

Archivo de la Catedral. Palencia.

Prancesco Maurnlico (Mesina 1494-1575) fué traductor de
Buclides, Arguimedes y Apolonio. Nos ha dejado varias obras
manuscciteas e impresas, entre las que destacan eepecialmente las dos
cue fuercn encuadernadas en este libro de la Biblioteca Capitular
palentina. En su Arithmeticorum libzi duo, terminado de componer en
1557 y no impresc hasta 1575, el afio de su muerte, ademés de un
critica de Euclides y ot-os gefmetras de la Antigiedad por no
estudiar en profundidad los nGmeros poligonales y poliédricos,
enuncia y aplica el principio de 1la Induccidn Matemftica. La més
famosa, sin embargo, es la titulada Opuscula mathematica, en la que
trata con precisién y cleridad temas varios como la esfera, la
medicién de las horas, los instrumentos astronémicos o la misicae,

advi_ctiendose en ella todavia un fuerte influjo de la obra de San
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Luis Carduchi

Elementos geométricos de Euclides
Alcalé de Henares 1637

Libro impreso

Seminario Mayor Diocesano. Valladolid.

Luis Carduchi era hijo de padres italianos y sobrino de los
pintores Bartolomé y Vicente Carduchi. Fué matemAtico y arquitecto
militar. Escribié varios libros sobre matemSticas y disefié una serie
de planos para hacer navegable el rio Tajo.

Los elementos geométricos de Euclides, comentados po' Carduchl y
editados en 1637 en Alcal&, es una de las primeras traduccicnes al
castellano de la obra de Buclides, después de la de Rodrigo Zamorano

de 1576. E1 libro esté dedicado al Conde Duque de Olivares.

Raimundo Lulio

Praecurso; Introductoriae in Algebram Specliosanm
Universalem vel Artem Magnam Universalem
Maguncia 1723. Impr. Hifner

Libro impreso

Seminario Mayor Diocesano. Valladolid

Raimundo LLull naci6é en Palma de Mallorca en 1233 y muri6 en
Bugfia (Argelia) en 1315. De origen nocble, LLull tuvo una vida
dlsolut-.a hasta el nmomento de su repentina conversi6n en 1265, a
consecuencia de la cual decidi6 consagrar su vida a la conversién de
los infieles, Conocedor de la c:_ultu:a y filosofies &rabes escribi6 sus
obras conciliando la cultura islémica y le tradicci6én de la Summa
contra gentiles de Santo TomAe de Aquino.

Dej6 varios tratados sobre Astronomia yIAstrologia, en los que
se trata de la influencia y la significacién de las conjunciones de
los planetas con los signos del Zodiaco, siguiendo la idea medieval.

La influencia del pensamiento luliano fue enorme en 6pocas
posteriores a la suya y rebas6é la Edad Media, pasando al

Renacimiento. Es de destacar la influencie del pensamiento de Llul
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«n Felipe II gque poseia varios libros suyos y en su arguitecto
escurialense Juan de Herrera que compuso su Discurso sobre la figura
~abica basandose en la teorfis filos6fica y geométrica del mallorquin.
®r el siglo XVIII renace una corriente de defensa hacia la obra de
LlLu. en su tierra natal de Palma de Mallorca, como reaccién & los
atagues de Feijdo. Esta simpatia se apoya en el alemén Ivon Salzinger
4ue encabezd en Diisseldorf y Maguncia un brote de interés hacia el

Juliemo. Fruto de ello es la vedicibn de Maguncia de sue obras

completas (entre 1721 y 1737) y de algunos textos como éste de
higebra que comentamos. Desde entonces la bibliografia sqbre Llul es
wuy numerosa, como para que la podamos condensar aqui.

Bs preciso aclarar gue para Llul, la geometria estudia 1la
cantidad de materia inmévil; la astronomia, la cantidad continua
m6vil junto con 1la influencia de los astros, y la aritmética, los
nfimeros y sus operaciones. Dentro de le aritmética, se sitfia el
algebra, cuyo tratado comentamos y que explica en funcién de su
naturaleza vital. Sus propiedades son las del hombre y su destino
ante Dios. Llul explica esto con un didactismo muy sintético, en
cuadros en donde se raelacionan las artes algebraicas con las
potencias del hombre. La memoria, la inteligencia y la voluntad, son
as{ parte del misterio geométrico y matemitico que Dios ha impuesto a
le propia naturaleza y al hombre, sobrepasando as{ la mistica y la
filosofia escoléstica, perc lejos afn de la revoluci6én cientifica

renacentista.

—————————————————
[y

Jorge Juan y Antonio de Ulloa

Observaciones astronémicas y phisicas
Madrid 1748, Por Juan de 2ufiiga
Libro impreso

Agustinos Fllipinos. valladolid.

Les "Observaciones astrbnocmicas" deben su parte matemitica &
Jorge Juan, donde este: demuestra que conoce el anflisis diferencial
que no serfa introducido en Bspafia hasta un cuarto de siglo més tarde

por obra de Benito Bails. Jorge Juan establecié ademés una fo6rmula
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para dar la razén de los semiejes del meridiano terrestre en funcién
de los tamafios de los arcos de un minuto, medidos en distinta
latitud, gracias a la expedicién cientifica que llevé a cabo con
Antonio de Ulloa al Pert.

A pesar del interés de la obra deestos espafioles chocd con la
indiferencia oficial, hasta que el marqués de la Ensenada apoys le
publicacién. Pero no terminaron ahf las dificultades, pues el
caracter copernicano de las (bservaciones le trajo problemas a Jorge
Juan con la Inquisicién. Loe inquisidores exigfen afiadir a las
teorias de Newton y Huygens la observacidn de que estaban condenadas
por la Iglesia. Aunque a Jorge Juan le apoyaron ilustres cientificos
- uno de ellos el jesuita Marcos Burriel - tuvo que afiadir
forzadamente la coletilla "aunque esta hipé6tesis sea falsa". Afics
después el propio Jorge Juan escribi6 un magnifico alegato en favor
del copernicanismo y la ciencia de Newton titulado "Estado de 1la
Astronomf{a en Europa® que aparecié publicada, una vez muerto Jorge

Juan, en la segunda edicién de 1773 de las Observaciones.

Aparte de lo expuesto Bobre la medida del meridiano, para lo que
se ide6 un instrumento a propfSeito, el libro contiene una serie de
interesantes experiencias fisicas, dilatacién de cuerpos, medidas
barométricas, determinacitn de la velocidad del sonido y c&lculo del
péndulo, realizados en altitudes elevadas, como permitfian las
montafias del Perfi. Jorge Juan y Antonio Ulloa también aprovecharon

para hacer experimentos de navegacién durante la travesia del
Atléntico.

Benito Bails

Elementos de matemética. Arquitectura hidréulica
Madrid 1790. Impr. Viuda de Joaquin Ibarra
Libro impreso

Seminario Mayor Diocesano. Valladolid

Benito Bails naci6 en 1730 en San Adrié&n de Besos (Barcelona) y
murié en Madrid en 1797. Fué académico de nfimero de las Reales

Academias Espafiolas, de Historia y de Ciencias Naturales y Artes de
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Barcelona. Se caracterizé por su defensa del copernicanismo junto con
Jorge Juan, Feij6o, Celestino Mutis Y José Mendoza y Rios. Aunque el
motivo no esté aclarado, es posible gque esto influyera en su
destierro a Granada al final de su vida, aunque luego fué indultado.

Bails introdujo diddcticamente en Espafia el célculo
infinitesimal, Junto con 1la geometria analitica. Sus elementos de
Matemfética fué una obra de gran importancia que sirvi6 de texto en
numerosos centros y fué estudiada por casi todos los mateméticos
espafioles de fines del siglo XVIII.

El tomo IX de esta obra es la Arquitectura Hidr&ulica, en ella
habla de la navegaci6n interior en Espafia y elogia al Canal Imperial
de Aragén y a su impulsor Pignatelll.

Teodoro de Almeida

Cartas fisico-matemiticas de Teodosio a Eugenio.
Madrid 17582. Impr. Real

Libro impreso

Biblioteca diocesana. Zamora.

Teodoro de Almeida (1722-1803), £fué un clérigo portugués,
fundador de la Academia Real de Ciencias de Lisboa, miembro de 1la
Royal Society de Londres y ante todo profesor en diversos lugares, en
Prancia durante dieciocho afios.

La intencién del P. Almeida en sus Cartas fisico-mateméticas es
dar a conocer los rudimentos de Geometria necesarios para comprender
la Pisica Experimental, pues sin dominarlos dificilmente podria
estudiarse. Su método consiste en no comenzar ofreciendo el teorema
para luego demostrarlo, eino lanzar las diferentes ideas y
demostraciones que llevan hacia 61, logrando asi, a su entender, que

la persona capte mis facilmente el secreto de lo explicado.

=
—
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Miguel Jer6nimo de Sta. Cruz

Dorado contador. Aritmética especulativa y préctica
Madrid 1794. Impz. Benito Cano

Libro impreso

Seminario Mayor Diocesano. Valladolid

El libro contiene las operaciones elementales de aritmética, los
quebrados, las progresiones aritméticas y geométricas, asi como la
forma de extrae- raices cuedradas y clbicas, todo ello expuesto de
una forma sencilla, al alcance de la cultura de los contadores a gque

va destinada la obca.

Francois Callet

Tables portatives de logarithmes
Paris 1795. Impr. chez Firmin Didor
Libro impreso

Biblioteca Diocesana. Zamora.

La edicién realizada por Frangois Callet de las tablas d
logaritmos pretendié ser en su época un importante avance respecto
todas aguellas gque habfan sido publicadas desde su invencién «
comienzos del siglo XVII po= Neper. Y ello por la exactitud de su
datos, gue deberian estzr exentos de los Iimportantes errore:
tipogr&ficos de las existentes, asfi como por la amplitud de 1lo
nismos. Se daban logaritmos hasta el 108.000 y la conversién d¢

logaritmos hiperb6licos en logaritmos vulgares.




- 50 -

- 851 =

SEMEJANZA BARICENTRICA ENTRE DOS TRIANGULODS
M S.

For Juan Eosco Romero Marguez.

Departamento de Algebra, Geometria y Topologia.
Universidad de Valladolid.

Fresentamos en este articulo un teorema elemental
sobre la semejanza de dos tridngulos homr _éticos,
introduciendo para ello, el concepto de triangulo bari-
céntrico o medio ( es decir, de Varignon ), de los dos

tridngulos dados.

1.~ Comenzamos con el enunciado del teorema que queremos

demostrar.
Teorema. -

a) Sean dos triangulos AEBC y A'R'C’ , directamente
semejantes en posicién de Thales ( es decir, con lados
paralelos, esto es, homotéticos).

8i definimos los puntaos A'’"= BC'NAB'C, B''= AC'NA‘Cy y C"'=
= AB'nA’'B, como interseccién de los pares de rectas

indicadas (ver <fig.l1l) - - Entonces, el triadngulo formado

por los puntos A*’B'’C"*, es inversamente semejante,

homotéticamenfe, E los dos triéﬁgulos dados.

b) Reciprocamente, dados los dos tri&ngulos ABC y

A’'BT'C*?, por ejemplo, en posicién de Thales ( es decir,
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nomotéticos), (fig 17 - y , si A’ = BC''nE°°C, B =
ac ’nA*’C, y C° = BA’'nAB’° ", son puntos definidos por la

interseccidn de los pares de rectas que se indican.
Entonces, el triangulo formado al unir los puntos A'RB'C",
es directamente semejante, a unos de los dos tridngulos

dacos, e inversamente semejante al otro triangulo.

c) Ademds, en ambos casos, si B,B6° y G°' son los centros
de gravedad o baricentros de los triangulos AEC, AETCT vy
AR °CT7, respectivamente, entonces, los puntos G, G' vy

G°° son colineales, es decir, estdn en la misma recta.

Demostracién. -

a) Como los triangulos ABC y A'B°C’ son semejantes, es
decir, homotéticos y con racén t (real) y Y si
designamos los vértices de dichos tridngulos, con

respecto a un origen ( que puede ser en particular el

- §3 ~

centro de la homotecia), por los vectores de posicién Ae—s
a, B*b; C+>c, respectivamente, A*»a’, Baab"™ y Cesc”

sabemos, por hipétesis, que:

A°B° =+ AB, esto es, b'-a®” =t (b - &), y gue, puede
ser escrita :

ta+hb =tb+a’,ysi,t #-1,como:

(ta+Db” )/(1 +t) = (t b+ a3/ (1 + t).

Llamando c’" al vector definido por la altima

relacién, tenemos que:

c’? = (ta+b”)/(1+¢t)=(tb+a") /(1 +¢t) =

(4)
= (£ (1+48)) a + (1/7(1+t)) b" = (t/(1+8))b + (1/(1+t))a’

Es decir, por lo anterior, tenemos que, si C**, es el
punto definido en el enunciado del teorema, es claro, que
si manejamos las ecuaciones baricéntricas, de las rectas
que lo definen, es facil ver que el vector asociado al
punto C*", no es otro, que el vector c’’
aobtenido antes.De la misma forma y por simetria se tiene

que:

A’Te—sa’ =( t b+ c”)/(1+t) = (t € + b7)/(1+1), (D).

B’ "4 H"" = ( ta + c")/(1+t) (t ¢ + a”)/7(1+t), (3).



Veamos, ahora que el tridngulo construido con los

puntos A", pB° y €7, es inversamente semejante a los

triangulos AEC y A'BE'C’. En efecto:

s e

ATTETT = b "-a’" = (t/(1+t)) BA Py,
—p ——
ATE"TT = B T—g?r = (1/(1+t)) B A",

obtenidas al sustituir los valores de b** y &', y hacer

las operaciones correspondientes.

De la misma forma se obtienen las expresiones

siguientes:

—
ATTCTT = g’ —a’ = (t/(1+t)) CA = (171+t)1)C'A7, Yy
—_—

— —
E??C?? = crroprr = (L7 (1+£))CB = (1/(1+t)) C°E’,

Y, de todas las relaciones anteriores es claro que el
tridngulo A’’R*'C*? | es inversamente semejante a cada uno

de los triangulos AEC y A’EB’C’,

b) Es claro, que las relaciones (1), (2) y (3
establecidas antes, prueban que, dadas los pares ternas
de vectores ayb,c y a’’,b’? y ¢’y o, las ternas a’yb" y
c’ y a'*,b"" y c*? determinan, de forma unica, la terna
a’,b” y c’, respectivamente, asby, y ¢, consideradas como

en el caso de la figura 1,
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De otra parte si Geeg, G'ewg® vy G" '@—=g**  son
respectivamente, los centro de gravedad de los triangulos

ABC, A'R'C" y A""B*’C’’.Entonces se tiene que:

g" = ( a"+b"+c")/3 = (t/(1+t)) g + (1/(1+t)) g7,

Es decir, que los baricentros de los tridngulos
antes citados estan en una recta. El teorema gueda

completamente demostrado.

Observaciones y problemas.-

1) El teorema anterior, nos dice que el triangulo
A"B"C" obtenido mediante la reinterpretacién de la
semejanza (homotecia) en términos de baricentros de los
puntos de interseccién que los definen puede ser llamado
tridngulo baricéntrico o medio de Varignon de los

triangulos ABC y ATE’'C".

2) Este teorema tiene una construccioén Yy enunciado
similar para el caso de dos cuadrildteros homotéticos. En
este caso , ver figura 2. se obtiene siempre un
paralelogramo que llamaremos, paralelogramo medio o-
baricentrico o de Varignon de los dos paralel ogramos de
Varignon construijdos con los puntos medios de los
cuadriléteros dados. Este teorema es valido para los .

casos de cuadrilateros convexos, céncavos Y cruzados.
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En la posicién limite o coincidente de los dos
cuadrilateros dados el paralelogramo obtenide tiende al
paralelogramo de Varignon del cuadrilatero.

Un caso interesante particular de este teorema es la
versién del mismo para dos poligonos regularas

homotéticos.

3) Froblema: En todos los casos obtener el area, el
perimetro y otras propiedades del triangulo,
paralelogramo y poligono de Varignon de dos triangulos,
Cuadrilateros y poligonos regulares homotéticos, respec-

tivamente.

4) Intentar encontrar demostraciones de este teorema
dentro de la geometria sintética, de transformaciones, de

complejos, etc.

S5) Intertar encontrar generalizacicnes de este teorema
para dos figuras geométricas cualesquiera, de un espacio

afin de dimensién n > 2.
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SOBRE LA REGLA DE TRES

por Salvador Berrero Pallardo
Catedratico de MatemAticas. Ciudad Real

La Regla de Tres tieme par objeto determinar la cuarta
proporcional X de tres mimeros a , b , ¢ , de modo que se
verifique as/b = c/I . Se suele plantear con cualquiera de las
notaciones siguientes:

a esa b
como i (@ es a b) como (c es a X> ; a:b:i:c:X ; asb = /X
c esa X

La conmutatividad de lops términos medios de sta propor-
cién permite obtener X = b.(c/a) = c.(b/a) = (bc)/a .

De lo anterior se desprende que en la Regla de Tres
~existen dos transformaciones, que son dos homotecias:

H(—>, de razén b =b/a) y H (—3», de razén b’ = c/a )}

cuyo diagrama seria:
HC x b/a )
a
B'(xcrad $
c

—>
_—
Esta composicién de transformaciones es conmutativa:
H .H() = B.H" (a) = (b,c)/a == H.H = EH

X =H.H() = c/a.b/a.a = (bc)/a

M —o

Ejemplo: Si 10 b de pafio valen 1980 pta ¢ Cuanto valdrén 12 m 7
H
10 ~————— 1980
B’ * * B = 1080/10 ; E° = 12/10
12— X
X = H .HQ10) = 12/10. ¢1980/10).10 = 12.198 = 2376 pta

§1 la proporciopalidad fuese inverea, se dice que la Regla
de Tres es inversa; entonces la eegunda homotecia seria la

inversa, o sea (H' )~
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Ejemplo: Si cuatro obreros construyen un muro en 12 dias, seis
abreros ¢ En cuantos dias efectuaran una obra analoga ?
H
4 ——>12
-8 i $ H=12/4 ;3 (H)H= = 4/6
6 ————> X
X =) HW4) = 4/6 . 12/4 . 4 = & dias

Enr el caso de que las transformaciones que intervienen en
la Regla de Tres, no fueran multiplicativas (productos), sino
aditivas (adicién o sustraccién) y ademss, las operaciones de
dichae transformaciones fueran también aditivas, obtendriamos
otra Regla de Tres, que es también conmutativa.

Consideremos las transformaciones:

H ( ——, agregar o disminuir h) y
H'( —>» , 2gregar o disminuir k)
El nuevo diagrama seria
HC +h )
a———=>=5&8+h = b
B ¢ 4k ) *
atk = ¢ =———3 X
X = H'+H (a) = H+H' (a) = k+h+a = b+c-a
Ejemplo:
Ep el diagrama en que H(—>, agregar 5), H' (=p», disminuir 3),
seria: H( 45 )
7 o> 745 = 12
Bo-3) $
7-3 = § —m>» X H
I =H+H (7) = HtE® (7) = -345+7 = @ = 12+4-7

Bn un tercer caso en que las transformaciones fueran una

aditiva y otra multiplicativa:

H( —> ,agregar h) ; B’ ( ~—>» ,miltiplicar por p),
el nuevo diagrama seria
H( 45 >
3 =3 b
B Xp) i H°.H (a) = B’ (ath) = p(a+h)
c X B.H" (2) = H(pa) = path ,
0 sea H'.H # HH" , es decir, H y H° no conmutan.
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Al no haber un diagrama comnmutativo, no existe Regla de

Tres en este caso.

Un caso perticular de Regla de Tres distinto de los
anteriores es aquel en que los elementos que se consideran
pertenecen al conjunto: { Ce(b), circulo blanco ; Cec(r), circulo
rojo ; Cd(b>, cuadrado blanco ; Cd(r),cuadrado rojo }, siendo
sus transformaciones: 1 (idéntica); T(——> ,cambio de color) ;
T’ ( ——3%» ,cambio de forma) ; T’’(cambio de forma y color) . El
diagrama seria:

T

Ce(b) == Ce (1)

T i i T.T(Cc(d)) = T.T" " ¢c(bd> = Cd(r).

Cd (b) ——= Cd(r

Estos cuatro elementos y dichas transformaciuvones forman
un Grupo de Klein, cuyo diagrama completo seria:

O _
| Jr— — T
4 ¥ > ]
T .

]If‘ T :li
Sh D)

1 1
S1 exieten mAs de dos pares de cantidades correlativas

(directa © inversamente . proporcionales), se presenta 1la
denominada Regla de Tres Compuesta; para hallar una cantidad
desconocida, cuando se dan valcres correlativos a2 las restantes,

se plantea (considerando sélo tres pares de valaores), el esquema

siguiente: a b c
a’ b’ X
y la Regla de Tres Compuests se resuelve ’ descompo-

niéndola en varias Reglas de Tres simples y estableciendo
corexiones entre éstas, para obtener el valor de 1la incégnita
deseada. El proceso de resolucién ee expresa en el esquema
sigulente; manteniendo constantes algunos pares de valores se

pueden obtener Reglas de Tres simples
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Con los elementos de la primera y segunda linea se obtiene

el siguiente diagrama

a
T

o
mientras que con los elementos de la segunda y tercera lineas se
obtiene: Hz

b =———> X'= 2a".c/a
B * * X = Hy.Hz (b) = (a".b’.c)/(a.b)

b" ——> X

Hy
—_—
X = H{.Hy (@) = a’.c/a ,
—_—

¢ <0

Ejenplo: Se sabe que 18 obreros construyen 3 zanjas de 6 metros
er 27 dias ¢ Cuantos dias ser&n necesarips para que 20 obreros

construyan 8 zanjas de 5 petros 7

El esquema de resolucién es el siguiente:

18 3 6 27

20 3 6 X
20 8 6 X
20 8 5 X

Considerando las lineas primera y segunda del esquema anterior se
obtiene el sigulente diagramm de Regla de Tres eimple, que en
este caso es inversa (en los demds casos, son directas):
Ha
18 —> 27
By N X' = Hyyt L Hy a8) = 243710
20 ——m> X°
“onsiderando las lineas segunda y tercera, se cbtiene el diagrama
Ha
3 =——> X° = 243/10
1 * * X = Hj.Ha (8) = 824/5
§ ——>» X
Considerando las lineas tercera y cuarta del esquema citado,
Ha
6 ——> I°° = 324/5
34 & * X = H3.Ha (6) = 54 dias
5§ —m>» X

NUEVA SECCION DE NUESTRO BOLETIN

PROBLEMAS PROPUESTOS
POR VWUESTROS SOCIOCS

Nuestra bhabitual seccién de PROBLEMAS PROPUESTCS
recoge normalmente enunciados procedentes de las distintas
Olimpiadas MatemAiicas o de algunas oposiciones a cuerpos
del Estado. Noe proponemos abrir ahora una aueva secccién
destinada a recoger enunciados originales, que nps sean
enviados por nuestros socios, para su inclusién en ella, con

indicaclén de su procedencia.

Invitamos, por tanto, a los lectores de este Boletin
2 que nos remitan aquellos enunciados de problemas que hayan
ideada, y que crean que pueden servir de desafio a los
aficionados que abundan entre nuestros socios. Fo es preciso
que estos problemas se mantengan dentro del repertorio de
materias propio de las Olimpiadas. Los que deseen colaborar
en esta nueva Seccién, deberan enviarnos sus enunciados

acompafiados de la solucién resumida.
Con posterioridad a la publicacién de los menciona-
dos enunciados, invitamos a todos a gue nos envieu sus

solucliones, que seran publicadas en nimeros posteriores.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

INDICE DE SOLUCIONES PUBLICADAS

| pro- Nomeros de los Boletines en que apare- Obs. ENUNCIADOS DE LOS PROBLEMAS PROPUESTGS EN LA
|pues- procedentes cen las soluciones de los problemas de
| tos de nuperos: VI OLIMPIADA IBERO-ANERICANA DE MATENATICAS
Leo B8 18 20 s 49 5¢ 62 72 se g2 100 CELEBRADA EN ARGENTINA EN 1901:
T
| . |Varios 4 4 - - - = . - - = C
z |OKI-83-Paris 3 3 3 4 4 4 - = N - C
EMA Fe 1
3 |OME-£2-84 19 19 19 19 18 19 19 19 - = C PROBL
4 |OMI-84-Praga 5 5 6 5 6 13-14 -~ - B - 1C
5 |Varios 8 712 7 7 6 - - - ol 1B% A cada vértice de un cubo se asigna el valor
6 |Varios 4 7 16 - - - - - N = ] C
7 |OMI-85-Finlandial 9 9 16 16 [+ [*] - - - - |c +1 6 -1, y a cada cara el producto de .os valores
8 |0I-85-Bogota 10 10 17 10 10 11 - - - . |¢ s vértices. ¢ Qué valores puede +omar
o |onE-£2-86 1810 20 18 19 19 c asignados a su < R
Varios 7 17 11 17 | c la suma de los 14 numeros asi obtenidos 7
10 |China/Australia | 20 15 21 20 15 20-21 20 23 21 - 1]C
11 |OME-f1-86 / 13 14 14 14 14 23 20 15 /7 20 12 | C
OMI-86-Varsovia | 26 20 12 21 N . = - - -fcr - e emaaa
12 [0I-87-Uruguay |16 14 14 17 15 17 c
OME-f1-Extremd® 15 15 15 21 C
13 |OME-£2-87 20 21 21 21 21 21 c PROBLENA W2 2 :
14 | Varios 15 15 15 15 . B - - - - |C
15 | OMI-87-Cuba 18 18 18 21 22 21 - - - - |C a
16 |OMB-f1-87 22 22 21 18 22 22 22 22 - - |C Dos rectas perpendiculares dividen un cuadrado
17 | OMB-f2-88 25 23 23 23 23 23 B - . - |C da una
rtes, tres de las cuales tienen ca
18 |0I-88-Perd 28 28 23 23 25 256 - - - - |¢ en cuatro pa drad
19 |OMI-88-Australial 23 26 24 24 23 26 - = = - |C un &rea igual a 1. Demostrar que el Area del cuadrado
20 | OMB-£1-88 24 26 24 25 28 26 24 26 c
*Putnaz” 26 24 |c es cuatro.
21 |OME-£2-89 / 24 27 24 27 27 24/ 27 25 27 26 | C
0I-89-Cuba 26 27 . - - - - - . i (S [
22 |OMI-89-R.F.A./ 28 28 XX 28 29 830/ 30 30 30 xx
Oposiciones XX 30 29 - - = - - B B
23 |Oposiciones 27 27 28 28 29 XX XX 30 - - EMA HQ S
24 |OME-£1-00 30 XX IX so XX so S0 , X = . FROEL
25 |0MB-12/11-90 O X 20 20 XX X/XX XX XX XX
26 |OMI-90-Chima / XX XX XX IX XX X/ @ x xx Sea F una funcién creciente definida para
OIN-90-Vallad. | XX XX - = = - - - - -
27 |OMB-£1-91 X xXr X X X XX XX 1 - - todo nimero real r, O ¢ r ¢ 1, tal que
28 |OME-£2-81 O XX Ir IxxX X xx - - - - a) F(O = 0
29 |OMI-91-Suecia I X IX Imx Xx xx - - B .
30 [0I-91-Argentina/ XX XX IX XX X XX/ XX XX XX XX b> F(x/3> = Fx)/2
OME-£1-91 X XX XX IXx . - . - - - e Fl-x) = 1 - FGo
CLAVES: XX = Pendientes de publicacién . € = Completo. Encontrar F(18/1991)
OXE = Olinpiada MatemAtica Ecpafiola (fase 1 6 2).
ONI = Olimpiada MatemAtica Internacional.
Of = Olimpiada Iberosmericana de Matemsticas. |




PROBLEMA N2 4 :

Encontrar un namero N de cinco cifras

diferentes y no nulas, que sea 1igual a la suma de
todos los numeros de tres cifras distintas que se

pueden formar con las cinco cifras de XN .

PROBLEMA F2 & :

Sea P(X,Y) = 2X= - 6XY + 5Y= Diremos que un
nomero entero A es un valor de P sl existen
numeros enteros B y C tales que A = P(B,O

i) Determinar cuéntos elementos de
{1, 2, 3, y 100 3}

son valores de P

ii> Probar que el producto de valores de P

valor de 2 ,

es un

PROELEMA H2 6 :

Dados 3 puntos no alineados X v ¥y P, esa-

pemos que M y F son puntos medios de dos lados de

un triAngulo y que P ees el punto de interseccién de

las alturas de dicho

triéngulo. Construir el

triangulo.
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ENUNCIADOS DE LOS PROBLEMAS PROPUESTOS
EN LA PRINERA FASE DE LA
XXVIII OLIXPIADA KATENATICA ESPASOLA

PROBLEMA N2 7 :

Sea z un mimero complejo. Demostrar que:
tg(arg(z)) > V2 — 1 = Re(2?) < Im(2?) = cotg (arg(z)) < 1+ V3.

iEs cierto el reciproco?
Nota: para un nimero complejo z, Re(z),Im(z) y arg(z) significan respec-
tivamente, parte real, parte imaginaria y argumento de z.

PROELENA ®2 8 :

Sea S el conjunto de rectas que unen un punto del conjunto

1
A= {(0, z),a € N}
Y un punto del conjunto
B={b+1,0;beN},

Demostrar que una condicién necesaria y suficiente para que el niimero natural
™ sea compuesto es que el punto M = (m, —1) pertenezca a una recta de 5.
Determinar el nimero de rectas de S a las que pertenece el punto M.

PROELENA X2 O :

La abscisa de un punto que se mueve en la parte positiva del
eje de las = estd dada por: |

a
(t+1)°

siendo a una constante positiva. ;Cual es el menor valor de a tal que z(2) > 24
para todo ¢ > 0?

2() = 5(¢ + 1) +



PROBLENMA N2 10 :

Se tienen dos semicircunferencias iguales
i .Y tangentes S
S3 de modo que sus didmetros se encuentran en unz misma recta.g 'I&'azamo);
una tangente comin a ambas r y dibujamos una creunferencia C) tangente o
r, Sl‘y 52, luego trazamos otra circunferencia C; tangente a Cy, Sy v S5, Asi
sucesivamente obtenemos una familia de circunferencias Qs Cayeeiy Cinivia
i} Ca;'cula: el radio r, de la circunferencia C, en funcidn de n y el radio R de
<1 Y 22.
b) Utilizar la construccidn del problema para comprobar que
1 | 1

1.2 3.37 -t n-(n+1)

tiende a 1 cuando n tieade a infinito,

PROBLENA N2 11

Para cada nimero natural n escribimos
(1 + \/§)2n+1 =an T+ bn\/i

definiéndose asf las sucesiones de enteros {a,} y {b,}.
a) Demostrar que @, y b, son impares para todo n.
b) Demostrar que b, es la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo de catetos

en 4+ (-1)" e, - (-1)"

PROBLENA B2 12 :

Se han experimentado dos fairmaco

exI sAy Bend i

En ambos se obtuvo mejor resultado con el firmaco /g que cozs e}:lm? ]t:!:c;
]

! : : e comprobé con estupo

farmaco B obtenia mejores resultados que el A. .Es esto posible o sf clr I:.:lue .

certeza 2 un error de cilculo? S

PROBLENA ¥2 13 :

Sea m un niimero natural. Pruébese que i 2™ + 1 es primo
Y mayor que tres entonces m es par necesariamente.

PROBLEMA PR 14 :

Sea ABC un tridngulo cualquiera. Exteciormente a él se
construyen dos cuadrados BAEP y ACRD de lados AC y AB respectivamente.
Sean M y N respectivamente los puntos medios de BC y ED. Demostrar que
AM es perpendiculer a ED y que AN es perpendicular a BC.
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 6 (Boletin n2 22)

Una permutacién ( %y, ¥z..... oz2n > del conjunto { 1,2,...,2n 1},
con n entero positivo, tiene la propiedad P si1 Ix:i - Xser!l = n
para 21 menos un 1 en {(1,2,...,2n-1 }. Demuestre que para cada

n , hay mAs permutaciones con la propiedad P que sin ella.

Solucién:

Se designa por Ay d=1,2,...,n) el conjunto de todas las
permutaciones que tiemnen consecutivos los nimeros 1 e 1i+n (o
bien i+n e i >. El nimero de permutaciones que tienen 1la
propiledad P seré& el cardinal del conjunto A WU AU ... UA. , que,
segun es sabido, se puede escribir:

c(AVU AzV .. . U Aq) =
= [clAd+c(A=)+. . . +c(An)] - [c(AiN A=) +cChiN Aad+. . . +cAn-1M ARDD +
+ [eCAiMNAzN Aad+. . . +CChAn-2N An-1 N ARD] + ..,

cer DT AN AN L L N AL)

donde el primer corchete tieme 1n sumandos, el segundo (;) y ®1
n
tercero (3)  etc.
El nimero de elementos de A: resulta ser 2.(2n-1)! , puesto

que el par (i, i+n) se puede escribir de dos formae distintas y
dicho par, con los 2n-2 elementos restantes, se puede pernutar de
(2n-2+1>1 = (2n-1)! formas. De manera similar, el cardinal de
AsN Ay resulta ser 22.(2n-2)! , ya que los pares (1, i+m> y
J, J+n se pueden escribir de 2.2 formas y dichos pares, con
los 2n-4 elementos restantes, se pueden permutar de (2n-4+2)! =
= (2n-2>! formas. En general, razonando de manera an&loga, al
cardinal del conjunto A« AN ... N An , formado por b
subconjuntos, sera 2h.(2n-2h+h)! = 2. (2n-h)!
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Por tanto, c(A-\U A=V ... UA) = n.2.(2n-1)! - [2)2‘ (2n-2>! +...
+ (-1)"‘*‘.(;).2"‘.(21\-):)! + ... + (=1)m=1.2n.n1,

Es fgacil observar que cada sumando que figura en el segundo

miembro es, en valor absoluto, menor que el precedente. En efecto,

n
St (;.,4).2~*1 . (2n=h-1>! 2 (n~h)
Sn (}"‘) .2". (2p-h)! T (2n-h) (h+1)

es evidentemente menor que la unidad para todo valor de i . Luego,

para n 3 2 ,

c(AU AzU ... UA~) ? 2n. (2n-1)! - 2=, (';') 2n-2>!
ya que s1 1 > 2 , el primer sumando despreciado es positivo y si
n =2, se cumple el signo igual. El caso n = 1 es trivial. Luego
S(AWU 42U ... U A 3 2n. @o-1>t - 2=.( ). @n-2)1 =

= (2p-2)! (4n*-2n-2n%+2n) = 2n2(2n-2>! = n.2n. (2n-2)! >
> n.(2n-1). (2n-2>! = 2n. (2n~1).(2n-2>!/2 = (2m!/2
O sea:

cAW A2V ... UA) > @iz,
esto es, mas de la mitad de las (2n)! permutacuiones goza de la
propiedad F , luego hay mée permutaciones con la citada propiedad
que sin ella.

José V. Garcia Sestafe (Madrid)

FPROBLENA 7 (Boletin n2 22)

S1 E es el punto medio del lado CA de un triAngulo cualquiera
ABC , y 81 S es el Area de dicho triéngulo, probar:
~
cotg AEB = (BCZ — BAZ)/ (45).

Solucién:

Ca) —
Sea AEB = o y EB = m ; por el teorema del coseno,

c® = m® 4+ b=/4 - bm.cos a ; a® = = 4+ b=/4 + bn.coe «
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de donde a® - c® = 2bm.cos « {1

Como la superiicie & del triéngulo
ABC es el doble de la del <triangulo
AEB, se tiene

S =2.Q72).<(bs/2>).n.sen o ,
28 = bn.senx : (11
Dividiendo (I3 por ([II]
(@® = c=)/(48) = cotg «

como deseabamos probar.
José V. Garc a Sestafe (Madrid)

PROBLENMA 8 <(Boletin n2 22)

Hallar los numeros de seile cifras que sean el cuadrado del numero

formmdo por sus tres Gltimas cifras.

Solucién :
Se tiene, a partir del enunciado, 1000y + x = x® , que se puede
escribir
x(x-1> = 1000y = 8p.125qg ,
elendo p.gq =y ; como X ¥ x-1 son primos entre si,
{ x=8p , x-1 =125q ) o bien { »x=125p , =z-1=8q 1}.

Del primer sistema resulta la ecuacién dioféntica 8p - 125q = 1 ,
que da: P =47 - 125t , q =3 - 8t ,
que sbélo proporciona la solucién (admisibled p = 47 , q = 3 , de
donde x = 8.47 = 376 , y = 47.3 = 141 , verificAandose
| 376= = 141376

Del segundo sicstema se obtieme 125p - 8g = 1 , que da
p=-3-8t , q=-47 - 125¢ ,
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guve sbélo proporcicme p =5, q = 78 , de donde x = 125.5 = 625 ,
y = 5,78 = 390 . En efecto:
625=

890625_]

Observacién: Otro método, totalmente aritmético, se expuso en el
Problema 2 del Boletin n2 3 , cuya solucién se publicé en la Pag.
82 del Boletin ng 19,

José V. Garcia Sestafe (Madrid)

Otra solucién de Amparo Ortega (Valencia)

PROBLEMA 9 (Boletin ne 22)

Estudiar el crecimiento y 1los extremos relativos (basia

determinar sus abscisas) de la funcién:

(x-1)>=
t= - 5t + 4
f(x) = —_— dt
2 + et
0
Solucién:
fx) = F((x-1)=) - F(O) , siendo F'(t) = (t2-5t+4)/ (2+etr) .

Su derivada es £ (x) = 2¢(x-1).F’((x~-1>2) , y sustituyendo:

£ (x) = 2(2-1).[(x—1)4-5(x-1)=+41/[2+exp(<x-1)2)] .
Esta derivada se anula cuando x-1 = 0 , o sea para. o cuan-
do (x=1)4-5(x-1>*+4 = 0 , o sea cuando (x-1)2 = (5 3>/2 , lo que
da x-1 = 2 o x-1 = 1 , es decir,

Lf = ; vy X=-1, x=2, x= 61.

Como f°(z) no tiene puntos de discontinuidad, pues 2 + et no

€e anula para ningtn valor de t , el cambio de signo se realizara
en los ceros mencionados. Como 2 + et > 0 , sélo influye el signo

de (x-1) y el de (x-~1)4-5(x-1)2+4 ; aef{ tenemos (representando con
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las partes en gue se hace positiva y con —-——-- aquellas en
que se hace negativa):
=
signo de (x-1> = TTSssss-sso--o
-4 2 3
signo de (x=1)4-5(x-1>=2+4 do o o T
-4 0 1 2 3
signo de I’ (x> ———-— frf = = = e} = v o e
luego en x = ~1 , x =1 y x =3 bhay minimos relativos yenx =0

y en x = 2 hay maximos relativos.
Amparo QOrt-ga (Valencia)
Otra solucién de José V. Garcia Sestafe (Madrid)

PROBLEMA 12 (Boletin pe 22)

Disponemos de dos urnas A y B . A contiene los =n primeros
nomeros impares y B los 1 primeros pares (a partir del 2). Se
extrae simulténeamente una bola de cada urna ¥y, sin devolucién,
repetimos esta operacién hasta vaciar las urnas.

a) Hallar la probabilidad de que en ninguna extraccién los nameros
sean consecutivos,
b> Hallar el limite de esa probabilidad al aumentar n indefini~

damsnte.

Solucién:

Despuée de extraidas las parejas, se pueden ordenar éstas segan

el nimero impar obtenido en cada extraccién:

Lugar: 1 2 3 N i vee n
Namero impar: 1 3 5 v.. 2i-1 «ee 2mn-1
Namero par: P P= Pa .. P . Pn
Por tento, el nimero de parejas posibles ee n! , tantas comé

ordenaciocnes existen para Py P2y v 5 Pr .
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Se designa por:
Fi ¢ "el numero par 2 ocupa la posicién 1 (ha salido con el 1)>*
Pz : "el numero par 4 ocupa la posicién 2 <(ha salido con el 2)*
Prn ¢ el numero par 2n ocupa la posicién n <ha salido con el 2n-1)"
y por
Py : "el DUmero par 2 ocupa la posicién 2 (ba salido con el 3)"

PL : el numero par 4 ocupa la posicién 3 (ha salido con el 5>
PL_1:‘el numero par 2n-2 ocupa la posiclén n (ha salido con 2n-1>"

Una permutacién de las n! tiene la propiedad P, (o Pl si
en ella se verifica P, (o P! ) . Ordenadas las propiedades:
P Pl P2 PL ... Pn., P., . . (13

se busca el numero de permutaciones que satisfacen k de esas pro-
pledades <(supuestas compatibles), esto es, fijados k numeros
pares, los restantes n-k ee pueden escribir de (n-k>! formas
distintas. Pero para que las propledades sean compatibles, basta
que en {]I] no se tomen dos propiedades consecutivas. Pero, pcr otra
parte, ®se sabe que el numero de formas de elegir, entre m
elementos situados en l{nea, h elementos, de forma que no haya

dos cualesquiera consecutivos, es
h mh+1
Cm-het = ( N )
que es el primesr lem= de Kaplansky.

Usando la férmula de inclusiones ¥ exclusiones (también llamada
férmula de cribado), se tiene que el nimero de casos favorables Nn
es n

K. = Z (=1 (2";k)<n-k>!
k=0
después de hacer m = 2n-1 Y b=k en la férmula de Kaplansky.

La probabilidad pedida, sera&, por tanto

L Zn-k
Z (=1)% ( k (n-k>!

k=0
P" - n!
que se puede escribir:
< 4)l= (2n-k) (2n-k-1) (2n-k-2)... (2n-2k+1) _
pn =1 +Z - E!.n(n=1)(n=2)... (n-k+1)
LY
L]
1 k k-1 k-2 k- (x—-1)
=1+ =a- -2 z-—)......(z-
ke{ k! n n—1 n-2 n
La sucesién p~ , para n > 3 , es monétona creciente, puesto que
los sumandos de pn+1 SOn mayores que los correspondientes de pn

y, ademis ©pne1 tiene un sumando mAs, y como

2= 2> “o2n
Pt 2 p 2 L B 2
1t 2! 3! n!

resulta que p~ tiene limite finito p :

L)

Z 1 k 1

= - L I ), . (= m——— ) =

P lim [ 1+ -1 l‘|(2 n) 2 ked
n=»o0o k=4 .

2 n _2
= {...2_ 4 ol _2_+...+(-1)“i.-\-...= e
1! 2! 3! n!

luego el limite pedido es
p = 1l/e® = 0,135335...

José V. Garcia Sestafe (Madrid)
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PROBLEMA 8 (Boletin n2 23)

Determinar la funcidén f de tal manera qgue la transformacidn
puntual de ecuaciones

u = (x+y) f(xz-yz)
Ve=y-X
conserve las Areas de los recintos.
Solucidn

El determinante jacobiano de la transformacién,

debe ser -en valor absoluto- igual a la unidad. Haciendo

2 -y -z

£+ 2x(x+y) £ f - 2y(x+y) £! |= ¢+ 1
-1 1 z

de donde
2f + 22 fé = +1 4 Engli? = %
e integrando -ln(-2f+l) = 1ln 2 + £ = %E + %
tx? - y)) = - ——t %
2(x"=y")

José V. Garcia Sestafe (Madrid)

* k k x W
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PROBLEMA 1 (Boletin n? 24)
Sin resolver la ecuacidn x3 + ax2 + bx + ¢ = 0 expresa la
suma de los cubos de sus raices en funcién de 1lns coeficien-

tes a, by c.

Solucidn

Sean, x, y, t las 3 raices de la ecuacién cibica.
Puesto que x3 - -ax2 - bx - ¢ resulta que:
(x3+y3+z3)--a(x2+y2+z2)-b(z+y+z)-3c (1)

Teniendo en cuenta las férmulas de Cardano:
X +y+ 2= -2 (2)
Xy + %2 + yz = b

2

y la relacién (x+y+z)2 - x2+y2+z 4+ 2(xy+xz+yz), resulta que

x% + y2 + 2% =2 - 2b (3)

Sustituyendo (2) y (3) en (1) obtenemos
x3 + y3 + z3 = _a3 + 3ab - 3¢
que es la expresidn buscada.
José P. Sénchez Mielgo (Segovia)

% W %k Kk &
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PROBLEMA 4 <(Boletin n® 24)
Determinar el conjunto de numeros n tales que
7m.n + 4.n + 1 sea divisidble por 8 .

Solucién:

Es evidente que n debe ser impar. Sea =n = 2k + 1 (k ¢ R D ;
debemns tener 7=««! (2k+1) + 8k + 5 = 5, O sea 7 %" (2k+1) + 5 = 5. |
Asi pues, 7Rk (2k+1) = 3 (mod 8 ), Pero como 7 «*' = 7 (mpd 8 ),
debe ser 2k+1 & (mod 8 ). Por lo tanto,

n =8k + 5 (con ke B

José P. Sanchez Mielgo (Segovia)

otra solucién de Miguel A. Cabezén Ochoa

PROBLEMA 6 <(Boletin ne 24)

En una circunferencia se consideran g1 puntos P;,...,Pn
que la dividen en » arcos iguales: P, P> , PzPa teeey PaerPn , PnP,.
Fljado un numero natural r, r < n + ¥ partiendo de P, , se trazan
cuerdas: PiPrwr , PrerPrezr , PreznPias, s, .., (donde FPyanm = Py

para cualquier numero natural 7 ). Razonar cual sera el numero de

cuerdas gue han de ser trazadas para volver al punto Py , por
rimera vez. Después, calcularlo Para n = 360 y r = 42 .
Solucién:
Sean r , n, fijos, con r < n i la sucesién de cuerdas sera:
Pi1Prar, ProrPrezr, PrezrPrese , ... ¢ Prack—1>5rPrexn
siendo k& el nimero de cuerdas. Terminamos cuando Pjyewn, = P, '
es decir, €1 kr = 0 mod(n) 0 sea &l y sélo si
k = 0 mod(¢ n/m.c.d(n,r) ) , o sea r = [n/mec.d(n,r)j.t ;
de todas las soluciones, la menor es: kX = n/mec.dCa,r) .
En particular, para n = 360 , r = 42 v €68 mc.d(360,42) = 6 y
€n consecuencia, k = 360/6 = 60 cuerdacs .

Miguel Angel Cabezén Ochoa
Otra solucién de J.P. Sanchez Mielgo (Segovia)
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PROEBELENA 7 <(Boletin n2 24)

Hallar tres nimeros naurales en progresién aritmética de
razén 2, tales que que la suma de sue cuadrados sea un numero de

cuatro cifras iguales.

Solucién:

Sean x - 2, x, x + 2 , los numeros buscados:
N = (x=2)2 + x* + (x+2)=2 = 3x=2 + &
tiene las cuatro cifras iguales y, en consecuencia, es divisible
por 1111
N a.1111 con l1 ¢ ag¢o9
Serd 3x® + 8 = a,1111 , o sea 11lla - 8 = 0 (méd 3) y es decir,
a -2 0 (méd 3> , lo que da a =2+ 3t

1]

Como 1 ¢ a ¢ 9 , las unicas soluciones posibles para a
son 2, 5, 8
-— 81 a=2, x® = (2222 - 8)/3 = 738 , que no es cuadrado perfec-
to, ya que acaba en 8.
(5555 - 8>/3 = 1849 , que proporciona x = 43 ,

!
I
)]
[
o
]
a
"
N
L}

-- 81 a =8, x=

to, ya que acaba en un solo cero.

(8888 - 8>/3 = 2060 , que no es cuadrado perfec-

la tnica solucién estd formada por los numeros 41, 43 y 45 :
41= + 43= + 45= = 5555
Miguel Angel Cabezén Ochoa

Otras soluciénes de José V. Garcia Secstafe
Yy de José P. SAnchez Mielgo
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Como socio de la Sociedad Puig Adam de Profesores de
Matematicas, deseo que me envien gratuitamente los
sigulentes numeros atrasados del Boletin (sefialar con unas
aspas los que interesen):

3 4 5 21 22 23 24

25 20 27 28 29

Envio adjuntos sellos para el frangueo (60 pts. por numero
parsa Madrid y 90 pts. por nomerc para provincias).

Hagan el envio utilizando como direccién la consignada en
este recuadro:

Los nGmeros 1, 2, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16,
17, 18, 19 y 20 estéan agotados.

Si desea acogerse m este ofrecimiento recorte o copie este
cupén y envielo a la Socledad "Pulg Adam®” de Frofesores de
Matemsticas, Apartadc 9479 - 28080 - MADRID,




