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ASAMBLEA GENERAL EXTRAORDINARIA

Como anunciabamos en nuestro anterior Boletin, la
Sociedad “"Puig Adanm" de FProfesores de Matemiticas celebrsd
una Asamblea Geperal Extraordinaria el pasado dia 25 de
Abril. Por no estar disponibles en sabado los locales de la
E. T. S. de Ingenieroe Industriales, esta Asamblea tuvo
lugar en la Escuela Universitaria “Pablo Montesino", como se

bhizo saber a todos los socios mediante uma circular.

E] Orden de Dia de esta Aszmblea tenia como unico
punto el decidir si se solicitaba ©o no la integracién de
nuestra Sociedad en la Federacién Espafiola ae Sociedades de

Profesores de Matemiticas.

Tras una deliberacién acervrca de las ventajas €
inconvenientes de dicha integracién, se sometié a votacién
tal decisién, con el resultado *de 11 votos a favor de la

integracién, 3 abstenciones y ningin voto en contra.

En consecuencia, segin el Art® i1 de nuestros
Estatutos, se tomé el acuerdo de sblicitar 1la integracién de
la Sociedad "Pulg Adan" de Prufesores de ¥atemAticas en la
Federacién Espafiola de Sociedades de Profesores de
Natembticas.



ASAMBLEA GENERAI ORDINARIA

A continuacién se celebré la Asamblea Ordinaria de
nuestra Sociedad correspondiente a 1992, con arreglo al

Orden del Dia de la convocatoria.

En ella se aprobd el Acta de la Asamblea Extraor-
diunaria precedente.

A continuacién nuestro Fresidente, Sr. Garcia
Sestafe se refirié a la labor realizada por nuestra Sociedad
2 lo largo del afio precedente, materializada fundamental -~
mente en la publicacién de nuestro Boletin y en los
Concursos de Resolucién de Problemas, teniendo unas palabras
de gratitud para los que colaboran desinteresadamente en
ambas tareas, asi como en las relativas a las de secretaria
y tesocreria de la Sociedad. Hizo publica tanbién la gratitud
de la Sociedad a "Coca-Cola Espafia", que se ha ofrecido de
nuevo a costear el importe de los premios que seran

entregados a los ganadores de nuestro X Concurso.

Se refirié después a las previsibles consecuencias
de nuestra integracién en la Federacion Espafiola, que nos
permitiréa colaborar con las otras sociedades federadas Yy
participar en las actividades programadas conjuntamente,

como lae reuniones anuales de profescres de MateméAticas.

Dié cuenta a la Asamblea de las dificultadee encon-
tradas para la distribucion de nuestro Boletin a traveés de
Correos, que ya conocen todos nuestroe socios por la carta

publicada en el numero precedente de este Boletin.

4 continuacién, el tesorero, Sr. Aizpun, presento a
1a Asamblea las cuentas de ingresas y gastos de la Sociedad,
que fueron aprobadas poT unanimidad. Se lamenté del elevado
pumerc de recibos que son devueltos por los bancos, la mayor
parte de las veces porque el socio ha cambiado de destino ©
porgue el Centro Benefactor ha cambiado la cuenta, sin que

la Sociedad haya tenido noticila del cambio.

Aungue los 1ingresos producidos por las cuoctas de
nuestros socios apenas son suficientes para cubrir los
gastos de impresion ¥y distribucién de nuestro Boletin, se
acerdé no incrementar este afio la cuota destinada a nuetra
Sociedad, perc a ella habra que afiadir en .o sucesivo la
destinada a la Federacién Espaficla, que esta fijada en 1.500

pesetas anuales.

En consecuencia, la cuota total para el préximo

curso 1992-63, quedé fljada em 4.500 pesetas.

La Asamblea acordé confirmar como Secretario a
nuestro compafiero Francisco Gonzalez Redondo, tal como fueé
designado por la Junta Directiva y anunciado en mnuestro
anterior Boletin. Segin disponen nuestros Estatutos, a par-
tir de esta Asamblea se extinguen las vicepresidencias poTr
Cuenca y Segovia. En consecuencla, la Junta directiva queda

constituida como se indica en la pagina 2.

Tras un breve punta de Truegos Yy preguntas, ee

levanté la sesion.
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CURSOS DE FORMACION DEL PROFESORADO ORGANIZADOS
POR EL COLEGIO DE DOCTORES Y LICENCIADOS DE MADRID

Como ya se habfa indicado en el Boletin 30 de nuestra Sociedad el Colegio Oficial de
Doctores y Licenciados en Filosoffa v Letras y en Ciencias ha organizado, dentro de los Cursos
de Formacién del Profesorado, un cicio de conferencias denominado "Medios para ia clase de
Matemdticas" cuyo objetivo basico era presentar y estudiar algunos temas y materiales con
el fin de ser usados como medios dicdcticos en la clase de matematicas. Los cursos,
coordinados por el profesor D. Victor Manuel Sanchez Gonzélez han tenido lugar, como en
ocasiones anteriores, en el |.B. Avenida de los Toreros a lo largo del mes de marzo.

Las dos primeras sesiones corrieron a cargo del profesor Alberto Garcfa-Milla sobre el tema
"Como optimizar una clase de matemaéticas”,

El segundo dfa actud, también, el conocido calculista D. Jaime Garcfa Serrano presentando
algunas reglas para agilizar el cdlculo matematico.

El profesor D. José Ramén Vizmanos Buelta desarrollé, en la tercera sesion, "Las viejas y
las nuevas tecnologfas en el aula de Matematicas”.

En las sesiones cuarta y quinta, los profesores D. Eugenio Roanes Macfas y D. Eugenio
Roanes Lozano disertaron sobre aplicaciones del ordenador a la clase de Matemdticas, y como
ejemplos de paquetes matematicos trataron los Derive y Macro. También expusieron algunas
posibilidades del 4lgebra computacional.

Las dos dltimas sesiones a cargo del profesor José V. Garcla Sestafe, se dedicaron a

"Algunas cuestiones histéricas de la Estad(stica para la motivacién y orientacién de ios alumnos
de BUP y COU,

CONFERENCIAS EN LA ESCUELA UNIVERSITARIA PABLO MONTESINO
Organizadas por la Seccién Departamental de Algebra y Unidad Docente de Did4ctica de
las Mateméticas, se han celebrado dos conferencias pronunciadas por compaieros nuestros.

En la primera, que tuvo lugar el dfa 2 de abril, el profesor D. Julio Fernandez Biarge disert6
sobre el tema "M, C. Escher supo dibujar lo imposible, pero /sabla matematicas?".

En la segunda, el dfa 8 del mismo mes, el profesor José V. Garcfa Sestafe traté sabre el
"Modelo Loglstico, caos y poblacién™ (un problema de matemdtica aplicada).

NUESTRA INTEGRACION EN LA FEDERACION
ESPANOLA DE PROFESORES DE MATEMATICAS

El deseo expresado por numerosos compaiieros de la Sociedad Puig Adam de
integrarnos en la Federacién Nacional, motivé el que esta Junta Directiva
convocase una Asamblea General Extraordinaria para que en ella se acordase la
referida integracién, si ese era el deseo de nuestros socios.

A pesar de que el nimero de asistentes a la citada Asamblea fue reducido,
como lamentablemente suele ocurrir, creemos que la voluntad de nuestros
companeros, se plasmé adecuadamente al no darse ningdn voto negativo.

En consecuencia, se acordé solicitar nuestra integracién inmediata.

Con motivo de que la Federaciébn Espafnola de Profesores de Matemaéticas
celebraba una reunién de su Junta de Gobierno en el Centro de Profesores de
Benidorm el dia 2 de mayo, nuestro companero y tesorero de la Sociedad D.
Alberto Aizpln se ofreci6 a llevar personalmente nuestra solicitud de integracién.

Nuestra solicitud tuvo una calurosa acogida y fue aprobada en la citada Junta
de Gobierno. Con nuestra incorporacion son ya once las Sociedades federadas,
pues en la misma Junta fue admitida, también, la que acaba de formarse en
Castilia y Leén.

Aunque la integracién tiene efectos inmediatos, los de [ndole econdémica no
tendran lugar hasta el préximo curso académico, en el que a todos nuestros
socios se les pasara el recibo incrementado en 1.500 pts. correspondientes a la
cuota federativa.

Nuestra integracién nos permitiréd participar en las numerosas actividades
promovidas al amparo de la Federacién; como ejemplo de éstas podemos citar:

Jornadas de "Matemaéticas Generales para alumnos singulares” (Diciembre
1992 en el Pazo de Marinan, La Coruiia)



- Reunién de profesores sobre "Software para Matematicas” (Octubre 1992,
Madrid)

Reunién sobre "Las Matematicas en el Bachillerato”™ que se acaba de
realizar en Alicante.

- Il Edici6bn de "Olimpiada Matemdtica Nacional” para alumnos de E.G.B.,
celebrada en Andalucia el pasado afio
- Organizacién del ICME-8 en Sevilla

Confiamos en que las actividades de nuestra sociedad se vean fortalecidas
con esta incorporacién.

LA JUNTA DIRECTIVA

HOMENAJE

Al término de las Asambleas se celebré una comida homenaje para nuestros
compaferos recientemente jubilados, los profesores José Javier Etayo y Juan
Ochoa. Lamentablemente, este Ultimo no pudo asistir como consecuencia de un
accidente que afortunadamente no ha tenido consecuencias graves
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RECORDAMOS NUESTRO

X CONCURSO DE RESOLUCION DE
PROBLEMAS DE MATEMATICAS

Convocado por:
Sociedad "Puig Adam” de Profesores de Katematicas
y Colegio de Doctores y Licenciados en Clencias

y en Filosofia y Letras

BASES

PRIMERA:

Podran participar los alumnos de B.U.P. v ¥.P. de log
centros de las Comunidades Autonomas de Madrid, Castilla-La
Mancha y Castilla y Leén. Los de F.P. 1 1o haran con los de
Primero de B.U.P. y los de 22 y 32 de F.P. 2, con los de
Tercero de B.U.P.

SEGUNRDA:

Las pruebas del Concursp se realizaran en Madrid, en la
segunda quincena del mes de Junio <(posiblerente el sabado,
20 de ese mes> y consistiran en la resolucién de problemss
(los mismos para todos los concursantes de cada uno de los

tres niveles).

TERCERA:

Se concederén diplomas para los mejores 42 cada mnivel,

acompafiados de los premios correspondientes.
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CJARTA: -11 -

Aguellcs centros que desceen presentar a algunos de sus
zlunnhos (hasta un mawimo de dos en cada uno de los tres
niveles) deberén realizar la preinscripcion antes del dia 24 ‘
¢e Mayo de 1092, dirigiéndose por carta sin certificar a XXVIII OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA

ssta Sociedad (Apartadc de Correos n? ©.479, 28080-KADRID).

in esta preincripciou no €S preciso hacer constar los FASE FINAL

aomwbres de 10 alumnos celeccionados

QUINTA: Como anunciabamos en el Gltimo numero de uuestro

Boletin, Las pruebas de 1la Segunda Fase de la XXVIII

Se comunicara directamente a los centros preinscrizes Olimpiada Matemitica Espafiola, correspondiente al ourso
la fecha exactaz, lugar y hora de realizacién de las pruebas 1991-92, han tenido lugar los dias 14 y 15 del pasado
y estos centros entregaran 2 los alumnos que envien, cre- Febrero. Como en los afine precedentes, esta Olimpiada esta
denciales individuales, en las que se haga constar el curso organizada por la Real Sociedad Natematloa Espafiola bajo el
en el que estén matriculados en el afio académico 1991-962, ¥y patrocinio de la Subdireccién General de Becas y Ayudas al
que han sido seleccionados por su excepcional aprovechamien-— Estudio

+p en Matematicaes.
En esta Fese Final han participado un total de 52
aspirantes, seleccionados por loe distintous distritos donde
ok i = O ce realizé la Primera Fase, con umn maximo de tres por cadas
uno de ellos. En las Islas Canarias realizaron las pruebas

tres alumnos jy €n Madrid, simultaneamente, jos restantes 49;

tres de estos lo hicieron "fuera de concurson", con el

P exclusivo objeto de confirmar su incorporacisn al equipo que
éé?vﬁm'é;@9¢f colabora generosamente en este Concurso, Espafia presentaré en las olimpiadas internacionales. Las
costeandc los premios que sé&€ entregaran a los ganadores. pruebas de Madrid se realizaron, como el afho anterior, er la
Escuela Universitaria de Protfesorado de E.G.B. *Pablo

Montesinos®” de Madrid.

Comp es tradicional en esta Segunda Fase, las
pruebas consitieron en 1a resolucién de seis problemas, tres
en cada una de las dos sesiones de cuatro horas, Jue

tuvieron lugar en dias consecutivos, En nuestra seccién de
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Problems Propueston, en este misno Boletain, pueden verse

SuUs enunciados.

El Jurado, traes examinar y valorar los ejercicios
presentados, s reunié el dia 4 de Marzo, e hizo publicos
los nombres de lcos aspirantes mejor clasiiicados. Se asigno
a cada particpante una puntuacion de cero a diez puntos por
pProbiema, con 1o que habia una posibilidad teérica de

cbtener 60 puntos.

Como otras veces, para que nuestros lectores puedan
Juzgar eobre la dificultad que ofrecieron los distintos
problemas propuestos, damos a continuacion una tabla con los
valores medios de las puntuaciones alcanzadas en cada uno
por todos los participantes y por los ocho primeros clasifi-

cados (incluildos dos "“iuera de cncurso").

Problema nv 1 z 3 4 5 [S)

Media para toaos 3,1 1,0 1,6 1, 1,95 )
Media 8 primeros 7,9 z,8 6,4 5, 3,8 5,

Ee curioso sefialar que de las dos partes de que
constaba el problema n2 5, fueron varios los participantes
que resolvieron la primera y varios también 1los que
resolvieron la segunda, pero ninguno logré llegar a 1la

s0lucién correcta de ambas.

Al igual que en afios anteriocres, el nivel de
preparacién de los participantes fue muy desigual,
destacando claramente un Erupo poco numeroso, del que se es-
cogleron, por sus nejores puntuaciones, los alumnos que

recibiran los premios concedidos por el Ministeric de

- 18 -

Educacién y Ciencia y los que han de representar a Espafia en

las competiciones internacionales.

Las puntuaciones mas altas fueron obtenidas por dos
de los alumnos que participaban fuera de concurso, pues ya
fueron premiados en la XXVII O.M.E. (ver nuestro Boletin ne®
28>, pero se presentaban de nuevo para confirmar su selec-~

cién para las olimpiadas internacionales:

Marcos Durantez Ganzukoff .. ... ... ..., ,.. 44 puntos

Roger Espell Llima . ... ... +44 44 +us .. 41 puntos

Aparte de estos, los aspirantes mejor clasificados

fueron los siguientes:

12 Alvaro BEGUE AGUADO, del I.8., "Pinar de la Rubia”,
de Valladolid ... ... ... ... ... 36 puntos (1= premio

22 Javier RIBON HERGUEDAS, del *“Leopoldo Canc” de
Valladolid... ... ... ... ... ... 32 puntos (22 premio>

32 José Maria ATIENZA RIERA, del Colegio JOYFE, de
Madrid .. ... ... ... ..o +vs .. 29 puntos (3er premio’

42 Raquel BARCO MORENO del Colegio "Puesrto Sol”,
de Malaga ... ... ... ... ., ««c. 4. .., ... 25 puntos

52 Vicente GINER BOSCH, del Colegio “San Jose de

Calasapz” de Valemcia ... ... ... ... ... ... 24 puntos

62 Miguel Maria AGUADO MARTINEZ DE COFTRASTA, del
I. B. "Praxedes Mateo Sagasta” de Llogrofic ... 23 puntos
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Con 22 puatos quedo Marcos TORRE GARCIA, del I. B.
“Fadre Jsla" de Lleén, y con 21, Vicente PLA BOSCA, que
concurria fuera de concurso. Los restantes participantes no

llegaron 2 alcanzar los 20 puntos.

La ¥Prinpra Fase de la proxima Olimpiada Matematica
fZepeficla se celebrara probablemente en el mes de Noviembre
de este ato, parsz lo que sera convocada con la debida

antelacion

Damos l2 enhorabuvena a los ganadores y a los Centros
que se han esiorzado en su preparacién y deseamos que tengan
una destacada actuacién cuando participen representando a

Lespafia en las préximas Olimpiadas Internacionales.
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Nuestro socio de honor, don José Ramsn Pascual
[barra, nmns ha autorizado a reproducir el articulo que

e¥Tecemos a continuacien y que fué publicado en 1965 como

Si no fuese porque conocemos la clarividencia con
que abords los problemas de la didactica metemAtica hace un
cuartc de s=iglo, resultaria sorprendente la vigencia actual
de las 1deas que expone en este articulo, si1 se exceptua
acaso alguna referencia a lo que se esperaba de 1la
introduccion de la "MatemaAtica Moderna", +tan en boga por
aquellas fechas, &1 bien, al referirse a ella, ya advierte

sobre los riesgos de una equivocada interpretacién de su

papel en la Ensefianza.

Por ello hemos creido interesante brindar a nuestros
socios la oportunidad de leer la exposiciéen que el profesor
Pascual Ibarra hizo de sus ideas acerca de la Didactica

Matematica, Yy le agradecemos vivamente que nos haya
permitido hacerlo.

1.1

1.2.
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DIDACTICA DE LA MATEMATICA

Por JOSE R. PASCUAL IBARRA

I.—INTRODUCCION

Tres son, primordialmente, los factores que deben informar la
adopcién de una didéactica adecuada para la ensefianza de una ma-
teria dada. E! primer factor a tener en cuenta nos viene impuesto
por la propia naturaleza del objeto de nuestra ensefianza; en nues-
tro caso, el factor matemdtico. E| segundo hace referencia al sujeto
discente, factor psicoldgico, y, el tercero, responde a un problema
de finalidad, o de utilidad, factor social. Una buena didéctica de-
bera realizar la sintesis de estos tres factores; tendra, evidentemen-
te, que atender a estas tres exigencias. Partiendo de las posibili-
dades reales del alumno, en cada etapa del aprendizaje, debera pro-
porcionarle un conocimiento preciso de lo que es hoy la Matemdtica
como ciencia, y del lugar que ocupa en el mundo de la cultura, a
la vez que ha de suministrarle las técnicas y las actividades que
hacen de la Matemdtica un instrumento util en el ejercicio de las
diversas profesiones de la vida social. En términos generales, se
puede decir que estos tres factores nos sefialan, en cierta manera,
el método, el modo y el programa de la ensefianza. Como también
nos indican las cualidades requeridas de un profesorado idéneo
para ejercerla: dominio, cuanto mas elevado mejor, de la ciencia
que ensefia y de sus conexiones con las demas ramas del saber; ca-
pacidad para el conocimiento psicolégico de los alumnos, no sélo
en abstracto, sino de modo concreto, lo que le permitird adaptar
su ensefianza a la realidad de la clase, y, por ultimo, visién clara
de la finalidad perseguida, de la meta a que se propone llegar.

Siguiendo este esquema, analizaremos sucesivamente cada uno
de estos tres factores, con la brevedad obligada por el espacio dis-
ponible, para ver de llegar, como consecuencia, a la elaboracién de
unas normas didédcticas generales, que puedan aplicarse en todos los
casos, pero salvando desde ahora lo que se ha llamado el postula-
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do de la Diddactica: la Diddetica ha sido y seguird siendo una con-
quisic prrsonal. Quiere esto decir que si el fin esencia] de toda ense-
nanza es desarrollar al maximo posible las capacidades del educan-
do, hasia hacer de €l una persona, y aun su propia personalidad, he-
mos de respetar ese sentimiento de libertad inherente a la condicién
de persona; vy, por ende, hemos de salvaguardar la libertad del pro-
fssor para adoptar la didactica apropiada, liberadora en cada caso
de ambas personalidades. No hay, pues, normas rigidas de didacti-
ca. Cada uno, cada profesor, en la medida de sus posibilidades, adop-
taré, sobre principios generales, la didactica que mejor se adapte a
su peculiar idiosincrasia, y la mas adecuada también 2 la realidad
de su clase.

4]

IL.—FACTOR MATEMATICO

¢Qué es la Matemdtica? No pretendemos dar aqui una defini-
cion de esta disciplina, Cualquiera que adoptasemos, desde la que la
considera como ciencia de la cantidad y de la forma, hasta la escép-
tica de BERTRAND RuUsSELL, cuando afirma «en Matematica nunca se
sabe de qué se estd hablando, ni si lo que se dice es verdad», seria
falsa o incompleta. Pero lo que si es cierto es que la Matemadtica
ocupa un lugar muy particular en la clasificacion de las ciencias.
Habré que considerar la Matemdtica, mas que como un acervo de
conocimientos, como una forma especial de la actividad intelectual.
Ocupa, por eso, un lugar intermedio entre las ciencias de la Natura-
leza y las del Espiritu. La Matematica, como la Légica, es una cien-
cia formal, abstracta, creacién del hombre; pero quiza no sea, como
pretendia DEDEKIND, una libre creacién del espiritu humano, Esta
fuertemente condicionada, de una parte, por el mundo fisico al que
debe su nacimiento, y, de otra, por la propia naturaleza de la perso-
na humana. La Matemdtica es un camino hacia la libertad. Para po-
der dominar la inmensa complejidad de los fenémenos naturales,
el hombre se vio obligado a la creacién de esquemas simples, por
abstraccién o idealizacién de los sucesos de la vida real. Nacieron
asi los entes matematicos como conceptos independientes, que pa-
recian poseer una nota caracteristica, la de ser una constante L
versal. En el lenguaje ordinario, todavia hoy, «matematico» es siné-
nimo de verdadero. Esio hizo que las matematicas se calificaran
como Ciencias Exactas, porque sus proposiciones, como, por ejem-
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plo, siete es un mimero primo, se consideraban como verdades abso-
lutas. Pero lo cierto es que, como consecuencia de las revisiones pe-
riédicas que los matematicos han hecho de su ciencia, y, sobre todo,
de la critica de los fundamentos, esta concepcién clasica de la Ma-
temdtica ha cambiado radicalmente. La aparicion de las conocidas
paradojas en el estudio de los conjuntos y e} nacimiento de las Geo-
metrias no euclideas, sobre todo, han llevado a la Matematica a un
grado de méxima abstraccién en la que se prescinde incluso de los
conceptos para estudiar sélo las relaciones entre los mismos. Los
conceptos ya no se definen, sino que se construyen axiomdaticamen-
te. Los axiomas vienen a ser asi la definicién implicita de los concep-
tos; se les exige solamente que sean légicamente compatibles, esto
es, no contradictorios, y, para la perfeccién de la teoria elaborada,
conviene que sean independientes, es decir, que uno cualquiera de
ellos no sea consecuencia de los otros.

Estas dos notas, abstraccion y construccion axiomdtica, son las
caracteristicas esenciales de la llamada Matemdtica Moderna, de la
Matemética de hoy. Como consecuencia, las proposiciones matema-
ticas ya no son verdaderas ni falsas; son simplemente correctas, esto
es, coherentes, demostrables a partir del sistema de axiomas enun-
ciados a priori, y, por tanto, con un dominio de validez restringido
al campo establecido por los axiomas. Estos campos reciben el nom-
bre genérico de estructuras, cuyo estudio constituye hoy el objeto
de la Maremdtica. Las fundamentales, son: algebraicas, de orden y
topoldgicas. En la base comun se encuentra la Teoria de Conjuntos.
El concepto primario de toda la Matemadtica, es, pues, la nocién de
conjunto, nocién que le confiere el sentido unitario y arménico que
preside hoy todo el edificio matematico, cuyas columnas basicas son:
el Algebra, estudio de las estructuras algebraicas (grupo, anillo, cuer-
po, etc.), y la Topologia (limite, continuidad, etc.).

Paralelamente a esta evolucién de la Matemdtica, ha sido ne-
cesaria la creacién de un lenguaje y un simbolismo apropiados, cu-
yas notas esenciales son: concisidn, precisién y universalidad. Un
nuamero muy reducido de palabras y de simbolos, tomados del len-
guaje ordinario, si bien desprovistos de toda significacion real, for-
man hoy el apoyo concreto de las creaciones matematicas. Cada uno
de ellos tiene un significado muy claro, simple y preciso, y respon-
de 2 una necesidad de comunicacién unitaria. Naturalmente que cada
matematico utilizaré en la exposicion de una teoria su propia lengua
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materna, segun su propio estilo; pero sl asistimos a una leccion de
nateraaticas, 3 dejamos en el encerado el desarrollo de los céalculos,
cada asisiente a la leccién podra traducir a su propio idioma todas
las ideas expuestas por el profesor en el suyo. En este sentido deci-
mos que <] lenguaje matematico es universal.

Para muchos «modernos» —los formalistas— este lenguaje for-
malizado, si no es la Matemdtica misma, por lo menos opinan que
ninguna teoria puede calificarse de teoria matematica mientras no
hava llegado a expresarse por medio de esta formalizacién simbéli-
ca. Algunos —los intuicionistas—, €0 cambio, estiman que si detras
de los simbolos y de las palabras no existieran las cosas con toda
su existencia de realidad, la matematica seria solamente una «logo-
maquin» estéril.

Una postura intermedia entre ambas tendencias extremas, como
Ja preconizada por PUIG ApaM, sobre todo desde el punto de vista de
la ensefianza, parece ser la mas aconsejable. La Matemdtica nace y
toma vida, como toda la ciencia, en una integracion de experiencia
y razén, de intuicién y razonamiento. Después, en ascension cons-
tante, se libera del pesado lastre de la realidad, para acceder a las
mas altas cumbres de abstraccion y formalisme. Por un retorno a la
realidad, las teorfas formales elaboradas recobran nueva vida en los
campos concretos mas diversos. Lo que PUIG ApaM, con brillantes
metaforas, acerts a expresar con las siguientes palabras: «He aqui.
pues, como la Matemdtica, que empezd por desnudar al mundo fisi-
co de sus infinitas galas hasta reducirlo 2 esquemas matematicos pu-
ros, ha terminado desnudindose a si misma de sus contenidos con-
ceptuales, quedandose en puro esqueleto legislativo. Pero si este es-
queleto no sustenta aparentemente carne alguna, es capaz de soste-
ner una infinidad de contenidos vitales, y en esta capacidad esté pre-
cisamente su gran poder y fecundidad: la paraddjica y enorme po-
tencialidad de lo vaciado, de lo abstracto...».

II1.—FACTOR PSICOLOGICO

La Didéctica no es una mera consecuencia directa de la Psicolo-
gia, pero las conclusiones de la Psicologia, como ciencia experimen-
tal, base de la Psicopedagogia, deberan aportar un factor imprescin-
dible en la resolucién del problema didactico. Concretamente, en el
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caso de la ensefianza de la Matemadtica, la experiencia psicolégica ha
de proporcionar al pedagogo, por una parte, datos precisos sobre la
forma en que se desarrolla en la mente del alumno la capacidad de
abstraccioén, y, por otra, debera sefialarle cudles son las motivacio-
nes que de la manera mas activa pueden movilizar sus intereses en
el aprendizaje de esta ciencia.

Cualquiera que sea, en la Teoria del Conocimiento, la naturaleza
de la abstraccién, tanto si se acepta la teoria de las ideas universales
de LockEg, como si nos colocamos del lado del nominalismo moderno,
que, siguiendo a STUART MILL, niega la objetividad de tales ideas,
afirmando tan sélo la existencia de intuiciones individuales surgidas
de la atencién sostenida, se puede afirmar que en cualquier caso no
hay un tipo tnico de abstraccién, sino que ésta se organiza en pla-
nos progresivos; v lo que interesa, por tanto, para el objeto de pla-
near una didactica de la Matemadtice consecuente coun la experimen-
tacién psicolégica, es saber como se desarrolla en el nifio la capaci-
dad de abstraccidn, entendiendo como tal la facultad que perinite
ascender de la percepcién de la unidad singular a la concepcién de
la unidad especifica. El paso del objeto al concepto. En términos lin-
giifsticos, la sustantivacion del adjetivo, o lo que es lo mismo, la mu-
tacién del predicado en suieto.

Este proceso corresponde en Matemdticas a la operaciéu que con-
siste en formar un conjunto de elementos, y, en un plano superior,
la formacion de un conjunto de clases, esto es, de] conjunto cocien-
te a partir de un conjunto dado, cuando en éste se ha definido una
relacién de equivalencia. Esta operacién de construccidn de clases
de equivalencia es fundamental para la formacién por abstraccién
de los conceptos matematicos, y aparece desde el comienzo de la
Aritmético por ejemplo, en la construccién del niumero natural como
la clase di: todos los conjuntos coordinables entre si.

Por otra via, si se considera la abstraccién como el resultado de
captacion de lo universal intuido en las singularidades individuales,
entonces ll>gamos al concepto matematico de isomorfismo, recono-
cimiento de una estructura comun en situaciones concretas aparen-
temente diversas.

La experimentacion psicolégica nos muestra que hav una tenden-
cia natural espontanea en la mente infantil a distinguir y agrupar los
elementos semejantes de un conjunto, esto es, a la formacion de
clases de equivalencia, basada en la percepcidén de las formas («Ges-
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taltens); pero lo que caracteriza el acto inteligente no es sélo sim-
ple hecho perceptivo, que muy bien puede conducir a errores, como
s2 comprueba con las conocicas experiencias de rectas que no pare-
cen paralelas, segmentos que decimos no ser congruentes, etc.; sino
que, como ha probado la escuela de PIAGET, hav que distinguir cla-
ramente dos niveles de conocimiento: el simplemente perceptivo, que
corresponde al estadio sensorio-motor, que no es especifico de la in-
teligencia, v ‘de la formacién de estructuras mentales propiamen-
te dichas, las cuales se presentan ya al nivel de la inteligencia.

T_a inteligencia aparece, segun PIAGET, cuando existe una coordi-
nacién de acciones, ciertamente sugeridas por la percepcion, que dan
Jugar a la formacién de esquemas mentales dotados de un dinamis-
mo operatorio, ¥, sobre todo, del cardcter reversible del que carecen
las rigidas estructuras perceptivas. Pues bien, PIAGET reconoce en las
estructuras primitivas de la inteligencia, esencialmente operatorias
v reversibles, tres tipos distintos de organizacién, en corresponden-
cia con la estructura que los matemdticos consideran como funda-
mentales: algebraicas, de orden y topolégicas.

La consecuencia mas importante de este descubrimiento aplicado
a la pedagogia, es que 'a accion didactica deber4 tender a la organi-
zaciéon progresiva de estas estructuras operatorias hasta llegar a
constituirse en estructuras matematicas. El fundamento,pues, de la
psicopedagogia derivada de la escuela de PIAGET, estd en una parti-
cipacién activa v espontinea del alumno, no s6lo limitada a la ob-
servacién del objeto mismo, lo que favoreceria el empirismo, sino
mias bien a partir de acciones ejercidas sobre €l, que, interiorizadas,
dardn lugar a la formacién de las estructuras mentales, y preparan
el camino para acceder al estadio légico-deductivo.

GATTEGNO, matematico, pedagogo, psicélogo, y siempre original,
que ha realizado experiencias con nifios de numerosos paises, ha lle-
gado por otros caminos a conclusiones andlogas a las de PIAGET, pero
hace intervenir en la formacién de la inteligencia, ademas de la per-
cepcion y de la accion, un elemento nuevo: la afectividad. Todo lo
gue se encuentra en la inteligencia infantil no viene sélo de los sen-
tidos, como afirmaba la psicologia clasica. En la formacién de las
estructurales mentales hay algo que viene del mundo exterior, cier-
tamente, pero hay también algo que proviene de la propia naturale-
za humana, y el hombre —dice GATTEGNO— es esencialmente un ser
espiritual, «una energia espiritual en evolucién». La afectividad es
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una forma de esta energia espiritual, fuerza motriz espontanea, que,
al provocar la accién sobre las percepciones, las objetiva en estruc-
turas. De aqui las diferencias individuales de estas estructuras en
contraposicién con los estadios mentales que PIAGET establece en
correspondencia con la edad evolutiva. Notas esenciales de estas es-
tructuras son, segin GATTEGNO, el dinamismo, su multivalencia y la
libertad de creacién. Por eso, la pedagogia de la situacion, propug-
nada por este pedagogo, esencialmente dindmica y liberadora, se basa
en la creacion por parte del maestro de situaciones activas de apren-
dizaje apovadas en un material multivalente: regletas, geoplanos, etc.

En esta misma linea, son, finalmente, notables las aportaciones
sumipistradas por los recientes trabajos de DIENES, sobre todo al ni-
vel de la escuela primaria, acerca de la formacion de estructuras ma-
tematicas a partir de «juegos estructurados». DIENES considera la
abstraccién como reconocimiento de elementos invariantes en una
multiplicidad de «juguetes» formados por objetos concretos, reales
o imaginados, iscraorfos con relacién a una estructura determinada.
Ha mostrado, por ejemplo, cémo es posible la toma de conciencia
de estructuras complejas como la de espacio vectoria! de n dimen-
siones por alumnos de las escuelas elementales.

IV.—FACTOR SOCIOLOGICO

¢Qué utilidad presenta el estudio de la Matematica en orden a Iz
formacién del individuo? ¢ Qué servicio debe prestar la ensefianza de
la Matemadtica a la sociedad contemporanea?

De siempre se ha reconocido a} estudio de esta disciplina una do-
ble finalidad: formativa e instrumental. Por una parte, la Matemit-
tica posee un innegable valor formativo de la personalidad del alum-
no, por actuar directamente sobre las tres potencias del alma: la
actividad razonadora v ¢l estilo propio de la Matemdtica contribi-
yen a la formacién de la inteligencia; la utilizacién de esquemas {5
gicos y de un simbolismo preciso sostiene la memoria; y ¢l estfusreo
que insoslayadamente ha de realizar el alumno para la comprension
de las demostraciones y en el planteamiento y resolucion de proble-
mas, constituye un buen ténico de la voluntad, 2 la vez que desarro-
lla la capacidad creadora y estimula la imaginacién. Recordemos, a
este proposito, la contestacién de HILBERT cuando le comunicaron
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que sierlo aiumnc 2bandenaba los estudios matematicos para dedi-
carse a la literatura: «se ve —dijo— que no tiene suficiente imagina-
ciori para consagrarse a la Matematica». La Matemdtica, por dltimo,
~0omo ya hemos dicho, es un camino hacia la libertad, rinde culto a
!a belleza en Ja unidad y armonia de sus creaciones, y, en definitiva,
conduce a la Verdad.

Por otra parte, es bien sabido e! papel que corresponde a la Ma-
temidtica como auxiliar de la Ciencia y como instrumento de la Téc-
nica. Sin pretender llegar, en el proceso de matematizacién de la
Ciznciz, ) absolutismo de los pitagéricos, para los que «todo es nu-
mero», ni al exclusivismo kantiano, segun el cual «todo conocimien-
to flene de cientifico lo que tiens de matematico», puede afirmarse
¢, por lo menos. la Maremdtice suministra a la Ciencia una forma
de lenguaje y de formalismo simbélico necesarios para representar

los fenémenos naturales, aunque, dada la complejidad de los mis-
mas, no sea suficiente para explicarlos totalmente. Una organizacién
racional de cualquier especie de conocimiento precisa de una forma-
lizacion, y, por consiguiente, de la Matemdtica, ciencia formal por
excelencia, Por eso, el estudio de la Matemadtica de hoy, y de sus es-
tructuras abstractas, se ha hecho imprescindible para la compren-
sion del pensamiento cientifico y filoséfico contemporaneos, cada dia
més influides e impregnados del espiritu de la Matemdtica Moderna.

Igualmente, toda la Técnica, desde la artesania mas modesta y
tradicional, hasta la mas moderna y depurada, basada en la automa-
cién y en la cibernética, necesita de la Matemdtica como herramienta.
De aqui, la importancia creciente que para la Sociedad, y mas con-
cretamente para asegurar el progreso cientifico y técnico de un pafs,
sobre todo en trance de desarrollo, ha adquirido el problema de una
mejor formacién matematica de su juventud.

En este orden de ideas, la caracteristica quizd mas acusada de la
sociedad contemporanea sea la auténtica reaccion en cadena experi-
mentada por la investigacién cientifica, seguida y al mismo tiempo
impulsada, en perfecta simbijosis, por el desarrollo de las aplica-
ciones técnicas. En un periodo de diez afios se construye hoy, en este
campo, y especialmente en el de la investigacién matematica, tanto
como en un siglo de épocas pasadas. Se comprende, pues, que no es
posible, ni siquiera en la ensefianza superior, proporcionar al alum-
no un conocimiento de la Ciencia estrictamente actual, esto es, de la
ciencia en creacién. En este sentido, se ha llegado a decir que la
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ciencia ensefiada, cuando la ensefianza se concib'e como mera trans-
misién de conocimientos yva elaborados, es una ciencia fésil. De aqui
también, por la propia limitacion humana, la: necesidad de la espe-
cializacién en el saber, con el consiguiente T1esgo de deshuma’nma-
cién de la ensefianza. Si se quiere salvar este pellgrq no hay mas re-
medio que cambiar una ensefianza de tipo dcligménco, esto es:,'.qué:
transmite unos conocimientos —cuya vida sera corta y cuya utilida
en el porvenir se desconoce— por otra esencxalrpente dlfeger{te que
se proponga como objetivo suministrar la capacidad de saber; co:ino
suele decirse, saber es saber hacer, o con SPENCER, lo meta de la edu-
cacicn no es va el conocimiento, sino la accion.

Es claro, ademas, que el rapido ritmo de progreso logrado en el
campo de la investigacién cientifica no puede ser seguido por la evo-
lucién de la ensefianza, que forzosamente habré de ser mas lento.
Basta pensar, entre otros factores, que si la vida_medla_de? un profe-
sor se calcula, por ejemplo, en treinta y cinco aflos, existird una es-
pecie de inercia muy explicable, por la cual los jovenes renovadores
encontraran dificilmente eco en los profesores ya maduros. '

Otro elemento importante de caracter social, que no puede olvi-
darse a la hora de planear una didactica, es la profunda transfgrma-
cién experimentada por la poblacién escolar como consecuencia de}
acceso a las aulas de ingentes masas de estudiantes de am'bos' Sex0s,
procedentes de todas las capas sociales, que as'piran en pnncx;n’o réo
precisamente a una mayor cultura, sino mas blex? 2 una elevac,lx.on. e
su forma de vida mediante una mejora de la situacion economica.
Fenémeno que se¢ ha llamado democratizacién de la.ensenanza,. perg
que, en realidad, es sélo un aspecto particular, reflejo de la socieda
de masas tipica del mundo moderno. .

Nos encontramos, por consiguiente, con que la §oc1edad actaal
presenta dos exigencias a la ensefianza de la Mawmm ica. I?e una par-
te, la de aumentar la capacidad matemética media de la J\luventud‘. v,
de otra, la de orientar a los alumnos mejor dotados hacu} los esnl.l-
dios superiores de esta disciplina. Para ello se hace preciso que la
pedagogia matemdtica, adaptandose a l.a {'eahda% social de nues;xja
época, evolucione rapidamente. Los ob;gnvos sefialados no pueden
alcanzarse simplemente con la modificacién de los progx.'amas, y me-
nos aun en el sentido de una elevacién de su nivel, medida que es.t,a-
ria en evidente contradiccion con el fenémenc real de mamﬁcagon
de la ensefianza. Ciertamente, lo que hay que hacer es modernizar
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toda. la ensgﬁanza —-sin entender que Matemdtica Moderna, como
;algngen equivocadamente pudiera pensar, sea sinénimo de' Mate-
mdrica Superior---, organizando programas funcionales en torno de
las estructuras basicas de la Matemdtica de hoy, y, al mismo tiem-
po, elaborar una metodologia y una didactica apropiadas. Es eviden-
r: que una ensefianza dogmatica no puede llenar la finalidad forma-
tiva que se exige a la Matemadrica, como tampoco, en el extremo
opuesto, una acumulacién de férmulas v técnicas operatorias puede
SﬁFleaCCr ]? exigencia utilitaria. Pero ahora nos encontramosp ade-
rads, con el hecho interno de que las nociones estructurales 'de la
Matema:nca Mcderna, esencialmeante creadora y dinamica, son in-
corn.patl‘ole’s ©on una ensefianza rigida de tipo tradicional ’segt'm el
clasico modelo de la Geometria de EUCLIDES.

Por.otra parte, desde un punto de vista cultural o utilitario, los
conocimnientos que hoy deben considerarse necesarios en la él')oca
de las maquinas de calcular, ios ordenadores electrénicos, el control
de calidad, la teoria de los juegos y la investigacién ooer‘;tiva no
pl?eden ser ya los mismos de hace veinte afios. En un sentido, am-
plio, se puede decir, siguiendo a TANNERY, que «util es aquello que
permite satisfacer mejor las necesidades de los hombres», En cigr'ta
marnera, dirfamos que la utilidad de una enseiianza es la ;Iledida de
su humanidad. Y el hombre de hoy tiene, evidentemente uhas nec
sidades espirituales, culturales y profesionales, mucho ;nés anéh: -
que l'os 'de la generacién anterior. La tarea urgente a realizar es f‘
consiguiente, la de humanizar la ensefianza de las Matemdticas' I;I(;-
cer la Matemdtica mas humana en el doble sentido de satisfacexi me-
jor las_neces%dades actuales —y aun futuras— del hombre de ho
y, al mismo tiempo, mas alegre, mas viva, menos tediosa para el niﬁc}: '
que la aprende. Humanizar la ensefianza es, para mi, la razén mas
pgderosa en favor de la introduccién de las nociones 'de la Matemad-
tica Mo'dizrna en los programas, y de una ensefianza moderna de la
Matemdtica en los métodos. Ambas son facetas de una misma ta
que deben considerarse como inseparables, -

V.—CONEECUENCIAS DIDACTICAS

dli))espges del analisis que hemos hecho de los tres factores que
eben informar e] acto didactico, estamos ya en condiciones de ex-

traer algunas consecuencias de orden didactica, que enunciarermos
a manera de principios generales, Nos limitamos 2 la ensefianza de
la Matemdtica encuadrada en la tarea general educativa, esto es, de-
jamos de lado la formacion especializada, estrictamente profesional,
en sus dos vertientes teérica y practica, tarea especifica de la Uni-
versidad o de las Escuelas Especiales.

En primer lugar, se pueden sefalar como fines de la ensefianza
de la Matemdtica, los siguientes:

5.1.1. a) Espiritual—La Matemdtica debe integrarse armoénicamente
con las demas disciplinas del plan de estudios, para contribuir, en
su medida, 2 la finalidad ultima de todo proceso educativo. Esta fi-
nalidad trasciende el concepto de la pura formacién intelectual, en-
tendida como el modo de pensar correctamente; el hombre auténti-
camente formado debe, ademas, pensar rectamente, esio €s, con Una
primacia de los valores espirituales y morales, dirigidos hacia el
Bien v la Verdad. Dentro de este marco general, la ensenanza de la
Matemdtica debera cumplir los siguientes objetivos especificos:

512. b) Cultural—Proporcionar a la persona, sujeto de la educacion,
un conocimiento exacto, aunque elemental, de lo que es la Maiema-
tica actual y del papel relevante que ocupa en }Ja cultura contempo-
ranea.

5.1.3. ¢) Formativo.—Contribucién de ia Matematica tanto a la es
tructuracién del pensamiento como a la formacion del caracter.

5.1.4. d) Utilitario.—~Suministrar los conocimientos y las técnicas e
cesarios en las distintas actividades humanas.

Se concibe asi una ensefianza en que la Matemdtica no tienz ui
fin en si misma, sino gue es un medio para la educacion y up irsirue
mento para la preparacion profesional. La mision, pues, del profe-
sor de Matematicas, en la ensefianza media, por ejeraplo, no es la de
formar matematicos. Pero, dada la necesidad de la sociedad contem
poranea, para asegurar su desenvolvimiento cientifico y técnico. de
disponer de un mayor DUmero de cultivadores y de profesores de
esta ciencia, se puede afiadir a los objetivos anteriores este oira:

5.15. e) Social—Orientacion hacia los estudios superiores de la Ma:
tematica de aquellos alumnos considerados como mias aptos.

5.2. Para el logro de estos fines, convendra tener presente una rmero
dologia fundada en los siguientes principios:

52.1. 1° Concebir la Matemdtica mds como una actividad que «omo
una serie de comocimientos—Tiene aplicacion, a este respecic, la
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conocida maxima de MONTAIGNE: «Cabezas bien hechas, mejor que
bien llenas». Como va se ha indicado, ni ]a finalidad formativa de la
Matemdtica puede alcanzarse por la fria exposicién de teoremas per-
fectamente concatenados, siguiendo un método logico-deductivo, ni
su valor instrumental se consigue por acumulacion pragmatica de
recetas, trucos y formulas muertas, considerados «itiles» para la re-
solucién de problemas. El cultivo simultaneo de las tres fases —abs-
rraccion, formalizacion y concrecion—, que, segin PuiG ADAM, cons-
tituven la auténtica actividad matematica, es indispensable si se
quiere lograr una formacién completa y un adiestramiento conscien-
ic. basados ambos en la adquisicién a partir de la actividad desple-
gada de hdbitos mentales.

2 Resaltar el sentido unitario de la Matemdtica—E] programa
ha de ser funcional y establecerse en torno de unidades estructura-
les, La clasica separacién en Aritmética, Geometria, Algebra..., no
t1ene ya razon de existencia, Hoy la Matemdrica estudia estructuras,
que, afortunadamente, segiin han demostrado los psicélogos, estan
en correspondencia con las estructuras primitivas del pensamiento
infantil. En la base se encuentra la Teoria de Conjuntos, que es per-
fectamente asequible a los nifios desde la escuela primaria. Pueden
dejarse de lado cuestiones particulares «que impiden ver el bosque»,
o relegarse a meros ejercicios de aplicacidn, con la consiguiente eco-
nomia de tiempo y de pensamiento.

3° No olvidar las conexiones de la Matemdtica con las demds
actividades del espiritu y con las otras ciencias.—Estudiar la Mate-
matica por la Matemadtica, desligada de la realidad y de la vida, seria
traicionar, a la vez, a la propia Matemadtica, por ahogo de las fuentes
de la invencién, y al alumno, asfixiado en una atmésfera enrarecida
de férmulas y simbolos desprovistos de contenido vital.

En particular:

4° Cuidar simultineamente la formacion del lenguaje. — Son
bien conocidas las semejanzas entre las didacticas especiales de la
Matemdtica y de la Lengua Materna. Toda formacién de la mente
debe ir acompafada de su expresién en forma verbal. La tolerancia
o la introduccién de expresiones incorrectas no hacen sino falsear
el pensamiento infantil. Se debe huir de todo verbalismo desprovis-

5.2.5.

5.3.
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to de significado preciso, y paso a paso ir formando en el alumno el
habito de expresar correctamente sus intuiciones.

5.° Graduacion en el proceso concreto-abstracto.—El aprendi-
zaje de la Matemdtica se presenta como una ascension co.nst.ante en
el camino concreto-abstracto v discurre paralelo al propie proceso
de creacién matematica. En ambos, tiene un papel importante el
desarrollo de la intuicién. Se deber4, pues, partir de lo concreto, real
o imaginado, pero no para permanecer en él, lo que favoreceria el
empirismo, sino para, por intermedio de la intuicién, acceder al ra-
sonamiento deductivo, Siempre dentro del relativismo de los con-
ceptos concreto y abstracto, cuyos términos ahora no hay que en-
tenderlos en un sentido estrictamente filoséfico, sino sencillamente
como conceptos mas o menos asimilados, que pueden servir de apo-
yo seguro para la adquisicion de nuevos conceptos. Ea resum_f?n, lo
que GATTEGNO designa muy acertadamente con la denomin.aleon de
«pedagogia del dominio continuo». El uso de métodos intuitivos su-
pone, desde luego, una intensa actividad de razonamiento y busca el
acceso a la verdad siguiendo la via natural del aprendizaje. No es
posible colocar al alumno de repente en la cumbre; es necesario ha-
cerle sentir 2 la vez el esfuerzo v la belleza de la ascensién. Por otra
parte, el rigor tiene también sus etapas €n correspondencia con los
procesos del aprendizaje, y solo en el vértice podemos identlﬁch']o
con la formalizacién axiomatico-deductiva. En cada etapa es rigu-
roso lo que es auténtico. El riger que podemos y debemios exigir al
nific en todo momento es la sinceridad.

En cuanto a los modos diddcticos, es tal vez en la ensefianza de
la Mazemdtica donde encuentran una mayo: aplicacion el principio
de la centralidad del alumno y las conquistas de la llamada Escz_dela
Activa. E] paso de lo potencia al acto es. desde ARISTGTELES, la ciave
de la educacién. La grandeza y al mismo tiempo la responsabilidad
del hombre, a diferencia de los demas seres de la creacién, radican
en su libertad, en su posibilidad de hacerse, de educarse. Y esta ta-
rea debera ser primordialmente una labor personel, una conquista.
La misién del profesor queda reducida ahora, nada mds, pero tam-
bién nada menos, a una funcién de guia; aparentemante en segundo
plano, su papel, sin embargo, es fundamental y decisivo.

Imperativo de la moderna Diddctica es, por ianto, la participa-
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cién activa del alumno en la adquisicién del saber; pero también es
evidente que por mucho que marquermos el énfasis sobre el segundo
término del binomio ensefiar-aprender, no puede prescindirse del
primero. En primer lugar, el alumno por si solo nc puede aprender-
i tedo, y, ademas, si el alumno ha de ser activo en el acto de apren-
der, no menos activo ha de serlo el maestro. A €l le corresponde:

a) El planteamiento de situaciones dinamicas de aprendizaje to-
madas de la propia vida del alumno, no del adulto (DEwEY).

b) La observacién de las reacciones psicolégicas de sus alum-
nos, adaptandose a las diferencias individuales de cada uno (Crapa-
REDE).

¢) Encontrar las motivaciones —centros de interés— que movi-
iicen la actividad del alumno hacia el conocimiento (DECRoLY).

d) La organizacién social del trabajo escolar (KERCHENSTEINER).

Y comprobar, en fin:

e} «Que en ningin libro ni tratado existe tanta sustancia peda-
gogica como en el libro abierto de una clase, libro eternamente nue-
vo y sorprendente» (PUIG ADAM).

Mas, evitando siempre el confundir los medios con los fines, prac-
ticard en sus clases un activismo completo, dirigiendo la actividad
del alumno hacia los intereses mas elevados, espirituales y morales,
sin dejarlo abandonado en sus primitivas tendencias puramente ins-
tintivas o bioldgicas. Tratar4, en definitiva, como ya hemos indica-
do, de sembrar y cultivar en el alumno todas las virtudes que haran
de €l una persona (STEFANINI); esto es, un hombre libre, capaz de
realizar un trabajo creador, alegre y fecundo.

Para esta tarea deberd valerse de todos los subsidios didacticos
que las técnicas modernas ponen a su disposicién. En primer lugar,
del libro de texto. Aunque se ha llegado a decir, por los enamorados
de los métodos activos, que todo libro de texto es malo por defini-
cién, puesto que contribuye a la inhibicion del alumno al darle ya
elaborada en sintesis acabada la doctrina que é] deberia adquirir
como resultado de un trabajo analitico y personal, lo cierto es que
también es necesario que el alumno aprenda a estudiar en los libros.
Habra que pensar, no obstante, en una posible reforma del libro de
texto tradicicnal en evitacién de la practica de una ensefianza «li-
bresca». Después, utilizara conscientemente del material didactico,
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preferentemente de aquellos materiales y modelos polivalentes, que,

i 16 traccién de las es-
te, permitan la construccién por abs : _
B y, por otra, atiendan al

it n ellos,
tructuras matematicas subyacentes € ' - atien :
cultivo del sentido de aplicacién de las teorias matematicas: reE]le
tas de CUISENAIRE; geoplanos de GATTEGNO; «bloques légicos» y « o.-
de DIENES; geoespacios y modelos, de Puic ADAM;

aritméticos» G Al
s ; ASTELNUOVO... Ademas, filminas,

«Costruiamo la Geometria», de E. C
peliculas, etc.
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"PRECISION INDEFINIDA" Y MATEMATICA ELEMENTAL

Resumen de conferencias del mismo titulo dictadas por el autor en un curso
organizado por el Colegio de Doctores y Licenciados de Madrid ( J 7-3-92) y
en la Semana de la Metodologia de la Facultad de Ciencias Matematicas de la
Universidad Complutense de Madrid (4-5-92)

Eugenio Roanes Lozano
Prof. Titular E.U. "Pablo Montesino"
Depto. Algebra (Univ. Complutense Madrid)

1.1 Planteamiento.

Comenzaremos con una afirmacién que, probablemente sorprenderd a muchos:

Un programa "matemiticamente” correcto y correctamente
escrito puede dar lugar por un redondeo o aproximacion a

un resultado totalmente erréneo, ni siquiera aproximado.
m
La razon de ello es que la mayorfa de los lenguajes y aplicaciones
escritas para ordenador trabajan con una Aritmética llamada "coma flotante"

(Floating Point). Veamos los principales tipos de problemas que se nos

pueden presentar:

Redondeo de pimeros muy grandes
Hay problemas de representacién incluso en Z (si el tamafio de los nimeros

es excesivo):
234 — 234

3450000000 —_— 345x10°

3450000001 — 5 345x10° jInexacto!
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Truncamiento de Ja representacion decimal (en 0)

La representacidon lampoco es exacla si necesitamos demasiados digilos

para reprssentar el nimero:
0.000000003 ——— 3 x 10°
1.000000003 —— 1.0 ;Inexacto!

Aproximacion de [racciones (en Q)

Tampoco puede representar correcltamente nimeros cuya expresion requiere

nfinitas cifras decimales:
173 ——— 0.333333333 jInexacto!

(es un truncamienio como en el caso anterior)

Aproximacion de raices y de irracionales en general (usualmente sélo T y €l

Con los reales no racionales tenemos el mismo problema: su represenlacion

decimal consla de infinitas cifras decimales (no periddicas):

v 2 —  1.414213562 ;Inexacto!

1.2 Consecuencias.
Una inexactitud puede dar lugar a diversas consecuencias:

1) A un error al tomar una decision

Ejemplo: estudiar si el resultado de unos célculos es cero o no.

2) A un error muy grande

i) Al realizar una iteracion de aproximaciones

1) Al realizar futuras operaciones

(Esta consecuencia 2) se debe a que cuando hablamos de una precision de a
digitos nos referimos a precision en CADA PASO, no del nimero final de

digitos exacios. sobre lo que no se puede afirmar nada).
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Ejemplo: 1 = 3.141592654...
Tomando nt « 3.14 (3 digitos)
. Tendremos hasta la cifra de ceniésimas exacta siempre?
NO: basta hacer una operacién:
1000 x t = 3140
para que el error cometido sea del orden de unidades.

NOTA: En la representacion inlema, como ocurre con las calculadoras, puede
haber mds digitos significativos que los que ve el usuario. Ademds se hacen

"arreglos” como:

-

[\/—z]'=2.0

Aqui ha habido un nuevo redondeo, pues si lo que calcula el ordenador es:

v 2 = 1414213562

si introducimos 1.414213562 desde el teclado y lo elevamos al cuadrado,

obtenemos:
1.414213562° = 1.999999999

En todo caso podemos descubrir el engaiio con célculos del tipo:

V 2 xv 3 -/ 6 =2x10"=0

1.3 Consideraciones.

Pero, ;es realmente TAN importanie?. En la prdctica, por ejemplo los

digitos exactos conocidos de las constanles de la naturaleza son "pocos”.

La idea que tralo de transmilir es que para algunos problemas bastardn
pocos o ningin decimal. Por ejemplo, para calcular el perimetro de la tela
de una mesa camilla a la que hay que ponmerle una cinta de flecos. Para
otros hardn falta muchos. Por ejemplo un problema de balistica o una
cuestién astronémica. Pero hay problemas en los cuales necesitamos TODOS,

como a conlinuacién veremos.

Curiosamente estos problemas estdn relacionados con otras dreas. La
creacion de la Teoria del Caos (May. Fergembaum. Lorenz) estd relacionada

con unas observaciones de Lorenz en Meteorologia que producen tremendos
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errores cuando en una ileracién se loma una aproximacién con pocos
decimales. En Métodos Numeéricos se usa el "exponente de Liapunov”. Siendo
los datos la funcién, el nimero de iteraciones, el punio, y el error,

permite calcular la media de errores al cabo de N ileraciones.

1.4 Algunos problemas escogidos (en distintes lenguajes).

Como observacion sefialaremos que en los programas que siguen se ha

primado la claridad sobre la elegancia y la efectividad, que no son los

P

objenivos del articulo.

Ejemplo 1: Programa en BASIC que eswdia si un niimero entero es milliplo de
otro.

10 REM “"PROGRAMA QUE VERIFICA SI UN NUMERO ES MULTIPLO
DE OTRO"

20 PRINT "ESCRIBE EL PRIMER NUMERO"
30 INPUT A

40 PRINT "ESCRIBE EL SEGUNDO NUMERO"
50 INPUT B

55 PRINT ™

60 IF INT(A/B) = (A/B) THEN GOTO 90

70 PRINT "NO ES MULTIPLO"

80 GOTO 100

90 PRINT "ES MULTIPLO"

100 END

Veamos sus contestaciones en varios ejemplos:
200.20 ~———— ES MULTIPLO
2334 ———— NO ES MULTIPLO
300000001,300000000 ——— ES MULTIPLO (!!})
El programa era correcto y estaba bien escrito en GW-BASIC.

La razon es que ambos han sido representados como 3E+08.

(2

Ejemple 2: Programa en BASIC gue calcula 1.000001

10 REM "CALCULO DE 1.000001 ELEVADO A (2 ELEVADO A 1)’
201=1

0 A = 1.00000!

40 IF | = 25 THEN GOTO 100
Sl =]+

& A = A
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70 PRINT "1.000001 ELEVADO A (2 ELEVADO A" ; I-1 ;") ES " | A
80 GOTO 40
100 END

Al cabo de 24 pasos, el valor calculado es: 8850273

Resulta que hay un grave error en el cuario paso:

I=1 ———— 1.000002 (irunca)

I1=2 ———— 1.000004 (trunca)

=3 —— 1.000008 (trunca)

1=4 ———— 1.000015 (urunca y error: el valor
correcto es ligeramenie
mayor que 1.000016)

(2"

Ejemplo 2 bis: Cdlculo en REDUCE de 1.000001]
Cilculo realizado en los modos: i) Float
it) BigFloat

iii) Aritmética Exacla

1) Coma [flowante:

ON FLOAT;

A := 1.000001;

FORI1:=1:24DOWRITE "l :=",1,"1",A=A%*A:
OFF FLOAT;

El resultado después de 7 pasos es: 1.000128
El resuliado después de 24 pasos es: 19088920

i) Coma [lotanie (con mavor nimerg de digilos de precisidn):

ON BIGFLOAT;

A = 1.000001;
FORI:=1:24 DOWRITE "[:=",1,";",A=A* A}

OFF BIGFLOAT;

El resultado despues de 7 pasos es:  1.000128008

E! resultado despues de 24 pasos es: 19330377.93

(al cabo de 24 pasos la cifra de centenas de millar no coincide con la del
apartado i)).



- 38 -

iil) En precision indghnida;

ON NUMVAL:
D := 1.000001; , o -
FORI=1:7DOWRITE"l:=",1,";", Di=D*D;

E! resultado despues de 7 pasos es: 100012800812834138666....01
1000G0000000006000000. .00

(ocupa mds de una pantalla y tarda en calcularse varios minulos sobre un
PC-486).

Ejemplo 3: Programa en LCS1-LOGO que estudia el nimero de soluciones de un
sistema homogéneo de dos ecuaciones y dos incégnitas.

TO SIST

PRINT [DISCUSION (SISTEMA HOMOGENEO]

PRINT [DE DOS ECUACIONES LINEALES)]

ot 3) - (:A2] * :A12)

MAKE "DET (A1l * :AZ2) - (A2l *

IF .DET = 0 [PRINT [EL SISTEMA TIENE INFINITAS _SOI:UCIONES]]
[PRINT [EL SISTEMA TIENE SOLUCION UNICA]]

END

El sistema: { x+ y=0
2x + 2y =0

es analizado correctamenie: liene infinitas soluciones.

Para el sistema: { x+ y=0
x+2y=0

también contesta correctamente: tiene solucién.

Pero para el sistema: { (/3Hx+ y=0
x+3y=0

yerra: conlesta que tiene solucion tnica (!).

Tampoco acieria con el sisiema: { \/3 X + y=0
2x + x/zy =0

pues conlesta que liene solucion gnica (!).
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Ejemplo 4: Programa en Win-LOGO. que calcula polencias de exponénte
natural. .

PARA ELEVA :A :B

HAZ 'S 1

REPITE.:B- [HAZ "S :S * :A]
DEVUELVE :§ - .

FIN

Por ejemplo:  ES (ELEVA 3 4) -

es calculado correctamente: 3° = 81 g
Mientras.que: ES (ELEVA 10 13) * (ELEVA 10 13) - (ELEVA 10 26)
no: - 10" x 10" ..10% = 0

y lo que responde el ordenador es: 17179869184

Ejemplo 5: Programa en Turbo-Pascal que estudia el nimero de raices de

una ecuacién de segundo grado con coeficientes racionales.

uses
Cr;

var
an,ad,bn,bd,cn,ed : integer;
ab.cdisc : Real;, =

begin
CirSer;.
writeln;
writeln; ’
~write(' Escribe ‘el numerador del coeficiente de x .cuadrado: °);. -
-readln(an); o B : :
_write(* Escribe el denominador del coeficiente -de x cuadrado:. *);
. readln(ad); : : | e 5
a:=an/ad .
-write(" Escribe-el numerador del coeficiente de x: °);
‘readn(bn), - - o
write(" Escribe el denominador del coeficiente de x: ');
readin(bd); .
bi=bn/bd .
-write(' [Escribe’ el numerador del término independiente: ')
readin(cn); o :
write(’ -Escribe el denominador del 1érmino independiente: °);
readin(cd); E 5
c:=cn/cd:
writeln;
disc := b*b - 4*a*c;
if disc = O then write(' Tiene una raiz doble')
else if disc < O then write(' No tiene raices reales’)
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else write(C Tiene dos raices reales’);
readin;
writeln;
write(" El discriminante que ha utilizado ha sido: )
wrileln(disc):
readin
end.

. . . . . 2
Si pedimos que calcule el nimero de raices de, por ejemplo: X - 2X + 1,
conlesta correctamente: Tiene una raiz doble.

Sin embargo, al estudiar: 3xP - 2x + ;’

contesta: Tiene dos raices reales
(la razén es que uliliza como discriminanie en este €aso 7.27595761E-12,
esto es, 7.27595761 x 10" en lugar de 0).

Ejemplo 6: Veamos rdpidamente como MaiLab trabaja en coma flotante.

Si tomamos como mairiz A: A = [1/7,1:1.7]

al calcular su deierminante: del(A)

conlesta, en lugar de 0: -5.5511e-017

El rango s lo calcula correclamente: rank(A)

responde: 1

Y si tratamos de calcular la inversa de A: inv(A)

la calcula (y mal, puesto que A no es invertible), pero al menos avisa de
que la matriz es muy préxima a una singular, con lo que el resultado puede

ser inexacto.
Otros Ejemplos:

Célculo del m.c.d. de polinomios adaptando el algoritmo de Euclides.

Se nos presenté este problema en nuestro libro "MACO". La solucién que le
dimos fué tomar 1000 digitos de precision (el méximo permitido en
LCSI-LOGO) y tratar de controlar el crecimiento de los ndmeros en cdlculos
intermedios. Claro estd que si se supera esa barrera de los 1000 digitos

podemos obtener un resultado erroneo.
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2 Aritmética: Exacta

‘Esta serie de inconvenienies llevan a-la creacién de la  ARITMETICA -
'EXACTA, también llamada PRECISION INDEFINIDA. Esta aritmélica es la que
se usa en los sistemas de Cémpuio Algebraico que.cqr’rien}latemds-"dé‘sﬁués.

:Veamos las principales caracieristicas dé esta aritmética:
*'Los niimeros:se representdn como en notacién matemdlica trabajando.con
expresiones fraccionarias:
137 ——5 137
15

10
V2 —— sqr(2)

(La vinica limitacin a su tamaiio viene dada.por la memoria del ordenador).

® Las operaciones se realizan en la forma usual:

15 31. 15 x 21 + 10 x 31

—t — =

100 . 21 0 x 21

IxX(U+2xm+v 3)=3+6xn+3xvy 3

* Realiza las simplificaciones usuales:
2. 6
— X — =1
6 2

[JTX/T]:=6

® Sélo se hacen aproximaciones:cuando se especilique (por ejemplo'. al final
de. un cédlculo exacto para ver cudl es aproximadamente la cantidad
obtenida). ‘
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2.1 Algunas ideas sobre "Computer Algebra".

El nombre de Computer Algebra parece el aceplado en inglés para denominar
& es:a disciplina, Calcul Formel en francés y Cdlculo Simbdlico es una de

ias traducciones al espaiiol.

Una posible definicién:

« Compwter Algebra es la parte de las ciencias de la

computacién que disefiz, analiza, implementa y aplica

algoriimos algebraicos (R. Loos, [B-C-L]) »

Entre sus caraclerisucas podemos desiacar lus siguientes:

¢ Trabajen en “precisién indefinida”

e Permilen operar con variables a las que no se les ha asignado ningin

valor (esto es, permiten manipular férmulas o expresiones polinémicas).

Las estructuras soportadas son:

- Conjuntes numéricos usuales:

- Extensiones algebraicas
- Antllos cocientes
- Anillos de polinomios

- Anillos de matrices

e Hay diversas cuesliones iipicas que suelen venir ya implementadas, y que

Z,0Q

sueien poder ser ampliadas o mejoradas por el usuario:

- Factorizacién de polinomios
- Derivacién

- Integracién indefinida

- Resolucion de sistemas de ecuaciones

- Resolucién de ecuaciones diferenciales
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* Resumen de los Sistemas de Cémputo Algebraico mas conocidos:

Nombre Versién

comentad

Requerimientos

minimos
/ Leng

Observaciones

DERIVE 2.03
(Soft Warehouse,
Honolulu)

PC-XT 1 Floppy DD

Lenguaje de programacién
"escaso".

Exclusivo PC. Tamafio increible
Grédficos 2d y 3d, diferencia-
cién simbélica,.

REDUCE 3.3
(Univ. Stanford
y Utah y Rand

PC-XT con HD
(recomendable:

AT, al menos)

Interface usuario pésima.
Lenguaje "Pascal-like"
Graficos: NO. Listas.

Corporation, Experimentado. Portable.
USA) Paquetes: Grdbner,...
LISP Novedad: v.4.0 (1992)
MAPLE V.1l PC-386 SX con HD "Friendly"

(Univ. Waterloo,
Canada)

1IMB de RAM (?)
(recom. = 2MB)

Yy Coprocesador

Lenguaje "Pascal-like”
Graficos: 2D y 3D
En plena evolucién. Portable.

Librerias enormes.

MATHEMATICA 2.02
386/7
(Wolfram Research

PC-386 con HD
640K + 1MB de RAM
(recom. z 4MB)

Lenguaje s6lo similar a Pascal
Muy buenos gréficos 2D y 3D
Portable. "Ingenieril”.

Inc., USA) y Coprocesador Existe versién que no usa
c coprocesador.

AXIOM (*) IBM RISC Similar a los anteriores.

SCRATCHPAD (exclusivamente) Gran mejora: "categorias”

(IBM, USA y GB)

LISP

(definimos la estructura en

que vamos a trabajar)

(*) Presentado en Espafia en Abril de 1992.
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* Qtros:
MuMath: Para PC. El precursor de Derive

MathLab: Para PC. Similar a los anleriores. No obstante, no
trabaja en precision indefinida. Necesita coprocesador
(basta emulador). Buenos gréficos.

Macsyma: Data de los atos 70 (M.1.T.). ;Abandonado?.

Cocoa: Para Apple Macintosh (2 Classic). Muy potente para el

‘

equipo requerido y eficiente.
Galois: Para PC. Notacidn incomodisima.

SAC-2: Workstations. Propésito especifico (Descomposicion

Algebraica Cilindrica).

AlPi y BuchMora: Para PC. Propésito especifico (bases
Gribner).

3.2 Aplicacién: Demostracion Computacional de algunos Teoremas
Geométricos Elementales.

En este apartado consideraremos como prerrequisitos ciertos conocimientos
de Teoria de ldeales. Trabajaremos en un anillo conmutativo: el anillo de
polinomios R[x,y] . Realmenle donde puede trabajar el ordenador es en
Q[a].az....,as][x.y] . i.e., el cuerpo base es una exlensién algebraica

finita de 0 (los a_ son los irracionales algebraicos que van apareciendo en
1

nuestros célculos y ciertos irracionales que el sistema conoce).

Consideraremos ideales de esle anillo y necesitamos usar los conceptos de
base de un ideal y variedad de un ideal. También suma e interseccion de

ideales y sus variedades correspondientes.
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3.2.1 Bases de Grobner.

Una "base de Grobner reducida” de un ideal 1 es una base (generalmente
minimal) del ideal, con la siguiente particularidad: dado el ideal y el
orden entre las variables (por ejemplo, lexicografico), demos el ideal por
la base que lo demos, la "base de Grobner reducida” a la que llegamos es
fija (nica) para €] (representaremos por GB(I) la base de Grébner reducida
del ideal 1 ).

Ademds, si el ideal 1 es principal, GB(I) consta exacltamenle de un
elemento. Y: GB(1) = (1} .

También son llamadas "Standard Bases" o "Canonical Bases".

Evidenlemente es una herramienta potentisima en la Teoria de ldeales,
donde muchas veces es muy dificil, por ejemplo, determinar si dos conjuntos
de polinomios generan el mismo ideal o no.

Ejemplo 1: (orden lexicogréfico)

base de Grébner
(x+y,x-y) — 1 = (xy)

—
i

Ejemplo 2: (orden lexicogréfico inverso)

base de Grobner
(x+y,x-y) » 1= (y.x)

—
]

Ejemplo 3: (orden lexicografico)

base de Grobner
I = (2x+1.,x-y,3y) » I = (1)
(el ideal es 10do

el anillo)

En consecuencia se pueden iratar problemas realmente "duros”. Veamos
algunos ejemplos:

Igualdad de ideales:

Sean | y J ideales.
I = J syss GB(l) = GB(J)
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Probleraa de perienencia a un ideal:

Sean p un polinomio e 1 un ideal.

p € 1 syss FormaNormal( GB(I), p ) =0

Problema de pertenencia al radical de un ideal;

Sean p un polinomio e | un ideal.
v € Radical(l) syss GB(1 + (pt-1)) = {1}

(1 es una nueva variable independiente)

Todo ello podria ser una teoria sin posible aplicacion, pero ademds
exisie el algoritmo de Buchberger, algoritmo CONSTRUCTIVO de determinacion

de la base de Cidbrer de un ideal.

Existen implementaciones en: REDUCE 3.3, Maple V. Mathematica 2.
y AXIOM.

Se puede trabajar con estas implementaciones como si de una “caja
negra” se lratara, sin ser imprescindible conocer el algoritmo de obtencidn

de bases de Grobner.

Sintaxis en REDUCE 3.3:

LOAD "GROEBNER";
GROEBNER({poll,pol2,...,polk },{varl.var2,...,varl ]);

i |

(algo similar a una matriz fila de longiud

listas

cualquiera - difiere de "array” en que no hay que
dimensionario y de conjunto en que se pueden

repelir elementos e importa el orden -)

y devuelve una lista.

Sintaxis en Maple V:

with(grobner);
gbasis([poll.pol2....,polk],[varl,var2....,vari]);

"~
t———--l-- listas

B w
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(También es posible trabajar con conjunios
S I |

y devuelve una lista.

Ejemplos de aplicacién podrian ser:
I) Determinar si un lugar geométrico es vacio o no.

Ejemplo: las tres aliuras de un tridngulo cualquiera son concurrentes
(onocentro).

La idea es considerar el ideal generado por los tres polinomios cuyas
variedades son las alwras del tridngulo. Su variedad serd el lugar
geométrico buscado.

Si la base de Grobner es {1) o es base de un ideal cuya variedad es
vacia, no son concurrentes.

Nos da, efectivamente, el ideal de un punto.

En REDUCE 3.3:

load "groebner";

Ol 333 353 3ok 3 5K 9K 30 30 3k 3 3k 30 ae o ok b sk ke o ok ke ok ok ok e ok Sk ok ok oK 3 i 3k o ok 5 K oK 3k oK ok 3K K 3K ok 3k oK ok 3k ok sk ok ok ok

%* Procedimienlos auxiliares:
%*  Ecuacion de una recla dada por dos de sus puntos.
%*  Ecuacion de la perpendicular por un punto a una recla

%* recta dada por dos de sus puntos.
Gl 3033 3 ok 3 M 3o oo o S 0 o O 0 36 3 e o3 s s ok ok o o o o o o ok Sk o sk o sk ok ok ok

procedure recta(abscisaP.ordenadaP abscisaQ,ordenadaQ);
(abscisaQ - abscisaP) * (y - ordenadaQ) - ‘
(ordenadaQ - ordenadaP) * (x - abscisaQ);

procedure rectaperp(abscisaS,ordenada$S,
abscisaP,ordenadaP,abscisaQ,ordenadaQ);
(ordenadaQ - ordenadaP) * (y - ordenadaS) +
(abscisaQ - abscisaP) * (x - abscisaS);

Gl ¥ 3k 2k 3k 3k a3k ok o e sk ok ake sk ko ok sk ak ok ok ok ok ok ke ok ak 3 ok ok ok ok ok 3k

%* Las alturas se cortan en un punio

%* (oriocentro).
%*t**********************************

% Triangulo de vértices: (0.0).(,0),(b.c)
% (triangulo cualquiera, colocado en cualquier posicién)

Orto := groebner( { rectaperp(b.c.0.0.a,0),
reclaperp(0.0.a,0,b.c).
rectaperp(a,0.0.0.b,c) | .

fx vi ¥
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A*B - B2
Devuelve: ORTO = [B*X - B2, Y . — |
C

que es, evidentemente, el ideal de un punto.

En Maple V:
with(grobner),
X = <x>;
y = <y>;
a = <a>;
b = <b>;
c = <c>;

Kk sl ek ok e sk ko 6ok 3 ok 80K ok 5k 3 o 3k 3K Kk 3K o 3K 3 ok sk ok ok ok i s ok i ok Sk o sk ok ok ok oSk

#* Ecuacién de una recta duda por dos de sus puntos

#* v de la perpendicular por un punto a una recia

#* dada por dos de sus puntos.
#**i#**i**?*&&$tttt**t********ﬁ*$#*****M*****H******

recta = proc(abscisaP.ordenadaP,abscisaQ.ordenadaQ)
(abscisaQ - abscisaP) * (y - ordenadaQ) -
(ordenadaQ - ordenadaP) * (x - abscisaQ):
end;

reclaperp = proc(abscisaS.ordenadaS.abscisaP.ordenadaP,abscisaQ,ordenadaQ)
{ordenadaQ - ordenadaP) # (y - ordenadaS) + :
(abscisaQ - abscisaP) * (x - abscisaS);
end;

oK ek sk ok ok ok ok ok o ok ok ak ok sk b ok 3 i ok s ok o b o ok ok ok ok o s ok ok oK

#* Las alturas se cortan en un punto
#* (ortocentro).
$wkk

* ® T Kakkok

Orto := gbasis( [ rectaperp(b,c,0,0.a,0),
rectaperp(0,0,a.0,b.c),
rectaperp(a,0,0,0.b.c) ] ,

[x.y] )%

prini(Orto);
send;

En Maple podemos realizar la representacién grifica (después de
asignarles los valores que queramos a las variables) con plot.



SOCIEDAD "PUIG ADAM™ DE PROFESORES DE MATEMATICAS
BOLET{IN DE IESCRIPCION <(CERTROS)

COMOD + +++ w4+ +0is ...4€1 Centro . ... ... .. oo

domiciliado en ... ... ... ...

ciudad ... ... ... ... ... ... Code Post. . Telfe. .
SOLICITA EL INGRESO DE ESE CENTRO COMO SOCIO BENEFACTOR.

Con esta fecha autorizo al Banco

Sucursal o Agencia ... ... ... .., . en

Direccién de la misma

para que cargue en nuestra cuenta ... ... ng

ablerta al nombre:

los reciboe de las cuotas correspondientes al curso 1992-93

y siguientes. Fecha cer v s ... de ... ... . de 1991

Fdo.:

La cuota anual est& actualmente establecida en 4.500 pesetas
(incluida la cuota federativa de 1.500 pta).

Remi tanse ambae partes a Sociedad “Fulg Adam® de Profesores
de Matemiticas. Apartado 9479. 28080-MADRID.

Fecha ... ... ... ... ... BANCO:
Sucursal o Agencia... ... ... ... en

Direccion de esta

RUEGO ABONEN con cargo a mi cuenta ... ... n®
los recibos de mi cuota anual de la Sociedad “Puig Adam" de i
Profesores de Matemsticas, hasta nueva orden.
Les saluda atentamente: ¢
Firmado:

Nombre y Apellidos

Nombre de la cuenta...

SOCIEDAD "PUIG ADAN® DE PROFESORES DE MATEMATICAS
BOLET{N DE INSCRIPCI6N

D. ... ... ... 4, Telef. ¢...0..
Direccién particular
Ciudad ... ... ..+ +¢vv «4s +44 «1e .. Code Postal

Centro de trabajo
SOLICITA EL INGRESO COMO SOCIO DE NUMERO DE LA SOCIEDAD.
Con esta fecha autorizo al Banco
Sucursal o Agencia ... ... ... ... . en
Direccién de la misma
para que cargue en mi cuenta . ... ... n®
los recibos de las cuotas correspondientes al curso 1992-93

y sigulentes. Fecha e e ees ... de ... ... . de 19092

Fdo.:

La cuota anual esta actualmente establecida en 4.500 pesetas
(incluida la cuota federativa de 1.500 pta).

Remi tanse ambas partes a Sociedad “Pulig Adam” de Profesores
de Matembiticas. Apartado 9479. 28080-MADRID.

Fecha ... ... ... ... ... BANCO: Ca

Sucursal o Agencia... ... ... ... en

Direccién de ésta ... o ii v e

RUEGO ABONEN con cargo a mi cuenta ... ... M2 ... ... ...
los recibos de mi cuota anual de la Sociedad “FPuig Adam” de
Profesores de Matemsticas, hasta nueva orden.

Les saluda atentamente:

Firmado:

Nombre y Apellidos ... ... ...

Direccldn ... o .v .ows @ ws koni et m VG W oae i w8 i
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II) Determinar un lugar geoméirico.

Ejemplo: El baricentro de un triangulo existe y sus coordenadas se pueden
calcular hallando la media de las de los vértices.

Idea: Andlogo al anterior, aunque usa ademds "solve".

En REDUCE 3.3

(Suponemos que lo ejecutamos cargamos después del anterior, por lo que ya
suponemos cargado el paquete de bases de Grobner y definidas "recla” y

"rectaperp”)

Gl 3 3 3k 3k 3ok 3 ke ak ok ok ok o ok o o o 3 ok 3 3k ok 3k 3ok ek ok ok ok ok ok ok ok ok o ok sk ok

%* Célculo del Baricentro en caso de que
%* el 1ridngulo esté en posicion general.
%******!lr'i***********i‘***x*t#ﬁhtas**#********

% Triangulo de vértices: (al,a2).(b1,b2).(c2.c3)
% (triangulo cualquiera, colocado en cualquier posicién)

Bari :=groebner( [ recta(al,a2,(bi+c1)/2.(h2+c2)/2),
recta(bl,b2 (al+c1)/2,(a2+c2)/2),

recta(cl,c2,(al+bl)/2,(a2+b2)/2) | .,
‘val );

solve(firsi(Bari),x);

solve(second(Bari),y);

send;

Al + Bl + CI

3

A2 + B2 + C2
La peniltima linea devuelve: (Y= — |

La peniiltima linea devuelve: {X= |




4t

20
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10 20 0 T [ &0 70

Figura: En Maple V, usando bases de Grobner, se puede probar que las
medianas de un tridgulo cualquiera son concurrentes, (existencia
del baricentro). Como hicimos en REDUCE en el primer caso, se ha
considerado el tridngulo de vériices (0,0),(a.0).(b.c). En las
variables BariX y BarlY hemos almacenado. respectivamente, la
abscisa y ordenada del baricentro, obienidas con "solve” a partir
de la base de Gribner del ideal suma de los ideales de las tres
medianas. Después lo hemos representado grdficamente, para lo cual
hemos dado los valores: a ;= 70 , b := 40 , ¢ := 50 . Para que lo
dibuje, hemos ordenado:

plot(( [0.0.2,0,b.c,0,0] , [BariX,BariY]},

[b.c.af2,0] , [0.0.(b+a)/2.c/2] . [a.0,b/2,c/2] }.

style=LINE);
eslo es, que dibuje la poligonal de vénices:
(0,0).(a,0).(b.c) y (0.0) (la frontera del tridngulo),
el punto: (BariX,BariY) (el baricentro)
y los segmentos de extremos: (b.c) y (a/2,0).(0,0) y ((b+a)2.c/2).
(a.0) y (b/2.c/2) (es decir, las medianas).
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4. Conclusion.

La Aritmética exacta no es sdlo necesaria para cuestiones de “alia
matemdtica”. También a nivel elemental, el poder asegurar la veracidad de

ciertos resultados exige el no trabajar en coma flotante.

Los sistemas de Algebra Computacional, dese mi punto de vista suponen una
valiosisima ayuda en diversos campos (Algebra, Cdlculo, Fisica,
Astronomia,...). Pero incluso a un nivel de ensefianza media ofrece muchas
posibilidades (1engamos en cuenta que 1odos ellos se pueden manejar en modo
interactivo, como una calculadora, por lo que para cuestiones no muy
complejas no hace falta ni siquiera escribir programas).

Por una parte nos permite implementar algoritmos pudiendo confiar en la

cerleza de los resultados obtenidos.

Por otra parte, desde el punto de vista diddctico, permile que el alumno
manipule con gran comodidad célculos tediosos (por ejemplo, desarrollos de
Taylor), lo que puede facilitar su aprendizaje al poder tener una
experiencia mucho mds amplia (lo que desde luego no quiere decir que el
alumno no tenga que conocer la teoria subyacente o que no se sepa hacer el
cdlculo manualmente).

Y por illimo, la comodidad de manejo de férmulas facilita el trabajo del

profesor y economiza tiempo (por ejemplo para proponer problemas).
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SOBRE ANALISIS NO ESTANDAR

Por Manuel Sudrez Fernéndez

-

CAPITULO V: DEFINICIONES NO ESTANDAR DE CONCEPTOS BASICcos
.

DEL ANALISIS INFINITESIMAL.

(PRIMERA PARTE)

, Recordgndo lo referido en el Capitulo IV sobre el Anali-
sis no. estandar que pretendemos construir Y en particular
los axiomas que llamamos "Principio de existencia", "Princ:-

pio qe transferencia" vy "Principio de la sucesidén" (ver Nota
al final) y que,

1] se demugstra que ¢ es un conjunto estandar v (en con-
secuencia) que O es un nuimero natural estandar.

[2] se demuestra que &1 E es un conjunto estandar enton
ces el EU {E ) es un conjunto estandar y (en con-
secuencia) que si n es un numerc natural estandar en-
tonces sg(n) es un nimero natural estandar (Y, en con-

secuencia, que 1, 2, 3, etec, son numeros naturales ec-
tandar).

[2] &}e demuestra que si E es un conjunto, F es un con-
Junto v f es una aplicacién estandar entre E vy F en-
tonces << E es un conjunto estandar Yy si A< E vy
A es un conjunto esténdar entonces f (A) es un ¢
junto esténdar »>>.

[4] se demuestra que N, 2, Q, 2 R, C, son conjuntos es-
tandar.

[5] se demuestra que e, m, i, son nimeros estiandar,

consideramos notaciones, definiciones, y teoremas especifica-
mente no estandar y definiciones no esténdar de conceptos
bésicos del An4lisis infinitesimal (estandar o no estéandar),
asi como los correspondientes teoremas (no estandar) para es=-
tablecer las equivalencias &e dichas definiciones con las
respectivas definiciones esténdar (o clésicas) de los referi-
dos cenceptos, conviniendo en que (por ejemplo) x, ¥y, 2, son
los signos a les que (esplicitamente en este Capitulec V, Pri-
mera parte) llamamos "variables".



[6] Notam
tanda

<
curre
n<€et
haktY

L

08 Ny, al conjunto de lo nimercs naturales =
r (1)

25 un conjunts e

bolie] e" ;ﬁ conjuntc  exnterno entonces
>>, M.z N, Ce N vy si

2}, [51). Luego enton-

rencia). Luego enton-

existencia). Luego N

ot
OO0
ct
H
N W
Q

90 0O g
o B EON ]

( Ovig
a
0
-
(o]
[
o
(o1
)

Mterno.

demuestira  (tecrema gue llamamos "Principio de re-

nciz externa") gque si EcN , 0¢E y si
entonces n+l <€ £ , entonces E = N

4
facto, entences << << si E 2 N, entonces existe n’

sl Jue '€ E vy existe n" tal que n"e N, \ Ey n*

n>»ysi r,r, I, ... es una sucesién de nlmeros
reales, << s1 ne E entonces I, =0 > y si n e N*\ E
zntences r,= 1, entonces <<existe Yoo & &, ... tal
que I, I, §',... 86 una sucesién estindar de nameros
reales vy si n<€ N'N N, entences r! = r_>> >> (Prin-
cipic de le sucesién). Luego entonces,

*r.=l N )

*s1 B = { x| (x€ N (x < n") (ry= 0) } en-

tonces << (x = mdximo de B) ‘es una férmula estan-
dar en la que figura libre x y no figura libre va-
riable alguna distinta de X Yy (se verifica)

3 X (x = médximo de B) >>., Luego entonces (se verifi-
ca ) I*x (% = maximo de B) (Principio de transferen-

ci
m

a). Luego entonces existe m tal que m-<€ Ny vy

= méximo de B. Luego entonces,

*m+l € N'y m+l 4 B

*r! = 0 .Luego entonces m- E . Luego entonces
m+l € E. Luego entonces Taey = 0. Luego enton-
ces m-< B, m+1-e NT They = 0 ¥y m+l 4 B, Luego en
tonces m+l = n".Luego enton'es row= 0.

Luego entonces rjw= 1 ¥ rl.= 0. Luego entonces contra-
diccidén. Luego entonces E = N.

[9] Se demuestra gue sine N, v m-< N \ N;entonces n < m,

En efecto, entonces si % = {x !l (€N ) A (2 <@}
entonces << E ¢ N, 0€ E y si n-< E entonces
n+l € E >> ([1], [2]) Luego entonces E = N, ([8],
Principio de recurrencia externa). Luego entonces n < m.

En anteriores capitulos notamos N al conjunto
de los numeros naturales esté&ndar, pero en lo que
sigue asignaremos esta notacién al conjunto de 1los
que llamaremos "niimeros naturales limitados" si
bien resultaréd que un nimero natural es limitado si
y sélo si es estandar y, en consecuencia, que N = N

(10]

[12]

[13]

(14]

[15]

[20]

[21]
[22]
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Decimes "nUmero natural limitado" a n si y sdélo si
<< n<€NyYysim=<N}\ N, entonces n < m >>,

Notamos N  al conjunto de los nimeros naturales 1limi-
tadoes. '

Se demuestra gue N = N, .

Demostracidén £4cil™([9))

Decimos "nlUmero natural ilimitado" a n siy sélo =i
ne N\N

Notamos N al conjunto de los nimeros naturales ilimi-
tados.

Se demuestra gue _ﬁ es un conjunto externo.

En efecto, <<si N no es un conjuntc externo entonces
N es un conjunto interno >> y N=N\N {111y}, [131,
[14]). Luego entonces N es un conjunto interno. Luego
entonces contradiccién ([7], [12]). Luege N es un con-
junto externec.

Se demuestra que si n N\N yv me<e N entonces n < m.
Demostracidén facil ([9], [11], [12], [13], [141).

Notamos R, al conjunto de los numeros reales estan-
dar.

Se demuestra que R, es un conjunto externo.

En efecto, <<si R; noO es un conjunto externo entonces
R¢ es un conjunto interno>> vy Ne= Nn R, ([6]). Luego
entcnces N, es un conjunto interno. Luego entonces con-
tradlcc1on {[7)). Luego R, es un conjunto externo.

Se demuestra que R¢ es un subcuerpo externo del cuerpo
de los numeros reales.

En efecto, R; ¢ R, <<si r € R, entonces -r € R; >>,

<<si re R, ¥y r # 0 entonces gz R >>, << si re R,
Yy r' - R, entonces << r+r' = Ry ¥ r.r'e Ry >> >> y R
€S un conjunto externo (Principio de transferenc:a,
[17], [18]). Luego R,es un subcuerpo externo del cuerpe
de los numeros reales.

Decimos "ndmero real limitado"™ a r si y séle si << r <
€ R y existe n tal n-< N y Jrl £ n »>>.

Notamos R al conjunto de los nimeros reales limitados.

Se demuestra que R es un conjunto externo.
En efecto, << si R no es un conjunto externo enton-
ces R es un conjunto interno >> y N =NnR ([9], [12],

[20], [21]). Luego entonces N es un conjunto interno.
Luego entonces contradiccién ({71 vy [12])). Luego P
€s un conjunto externo.
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Se demuestra que R, ¢ R.
Zn efecto, si . r € R, entonces <<(x € N)a(ir| ¢ %) es una

férmula estdndar en la que figura libre X y no fi-
gura libre variable alguna distinta de x vy (se ve-
rifica) 3 % ((x-<€ N) a (lr] ¢ s ))>> ({17]). Luego en-

tonces (se verifica) 3"x ((x <€ N) A{lrl £ x)) (Principio

de transferencia)., Luego entonces r< R ([6], [12],
203, [21]). Luego R, ¢ R.

Se demuestra que R, # R. .

En efecto, existe u tal que u-€ N \ N, (Principio de
exlstencia, [6]). Luego entonces u-<€ R \ R, v 1 <p
({21, (6}, 191, [17]). Luego entonces W€ R Yy - wt<
< 1 ({19]). Luego entonces u'<¢ R ([2], [12], [20) ¥

w1l
[211). Luego R, # R.

Se demuestra que R es un subanillo unitario externo del
cuerpo de los numeros reales.

Zn efecto, R ¢c R, 1 < R ,<<si1 r € R entonces =-r ¢ R >>,
<<si r< R § ' € R entonces r+r' € R y r.r' < R >> >>
¥y P &5 un conjunto externc (Principio de transferencia
1217 [12), [20], [21], [22)). Luego R es un subanillo
sxterno del cuerpo de los numeros resales.

Decimos numero real ilimitado a r si y s6lo si = <€ R\

\ R.

Notamos R &l corjunto de los nUmeros reales ilimitados

2 demuestra que @B
En efecto, << si

es un conjunto externo.

R nc es un conjuntc externo enton-
ces R es un conjunto interno >> y R =R\R (r21i;,
{26], [27]). Luego entonces R es un conjunto interno.
Luego entonces contradiccién ([22]). Luego R es un con
junto externo.

Se demuestra que si r< R\ R Yy p-£ R entonces jr] <
< |nl
Demostracidén facil ([20], ({211, (26], [271).

real
6 £ =0 6

N (] -
Decimos 'numero
<< £ €RY

infinitésimo” a € si y sélo si

¢te R >>.

Notamos I
simos.

al conjunto de los numeros reales infinité-

Se demuestra que I es un conjunto externo.

En efecto, «<<si I no e un conjunto externo enton-
ces I es un conjunto interno >> y R = { x | (€ R)a
A (x#0) A (xMeI)) ([1), [12], [20], [21], [26],

{27), [30], [31]). Luego entonces R es un conjunte in-

terno. Luego entonces contradiccidén ([28])). Luego I
es un conjunto externo.
Se demuestra que I N R, = {0}.

En efecto,

* {0} ¢ I nR,
* 51 InR, ¢ {0} entonces existe r tal que
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([18], [30], [31]).

r< I NR

y r # 0. Luego entonces 7t'€ R vy v™¢ R ([19],
[23]. [286], [27), [30], [21]). Luego entonces <con-
tradiccidén. Luego I n Ry ¢ {0}.
Luego I n Rs = {(0}.
[34] se demuestra que si € < I y r< R\ I entonces
lel < |rl.
Zn efecto, entonces,
* sl € = 0 entonces demostracién facil _
* << << si £ # 0 entonces £*€e R >> y T R >>
([30], [31])). Luego entonces |t <jg-*{ ([29]). Lue-
go entonces el < |r}.
[35]) s= demuestra que I es un ideal externo del subanillo

unitario externo R del cuerpo de los nimeros -eales.
En efecto, I ¢ R, << si ¢ € I entonces =-¢ - I >>,
<< s1 ¢ €I Y & <€ I entonces E+6 € I >> , << si
€€ I Yy «r-=< R entonces g.r< I > e I es un
conjunto externo ([2], [6€], [1l1], [1Z}, [17], [19],
t20], {211, (25}, [26], [27], [30], [31], [32]). Luego
I es un ideel externo del subanille externo R del

cuerpo de los nUmeros reales.

[36] si << J€R & 3

es una variable >> y <<m <€ R &6 M

es una variable >> entonces notamos Y = M vy decimos
" 3 es 1ilimitadamente préximo a m"* & " Y es casi
igual a i " a {la f£dérmula) 3 - qm < I
[37] se demuestra que si E es un conjunto £inito (2) v
E ¢ N entonces << I es un conjunto estandar siy
sélo si E ¢ Ne >>.
En efecto, entonces
* 81 E ¢ entonces demostracién facil ([1], [61]).

=1 =
* 81 E # ¢ entonces

* S1 E es un conjunto estdndar entonces << (X =
= méximo de E ) es una férmula esténdar en la que
figura 1libre =x vy no figura 1libre variable al-
guna distinta de x y (se verifica)3j x (x = ma-
ximo de E). Luego entonces (se verifica) It x (% =
= méximo de E) (Principio de transferencia). Lue-
go entonces E ¢ N, ([e], [91).

* 81 E ¢ N; entonces” <<existe m
ximo de E y m-< N Yy existe n' %al que n'=<
€ N Yy existe fF tal que si F={x (%< NY) &
A (X £ n ) ) entonces f es una aplicacidén biyec-

tal gque m = mé-

Decimos "conjunto finito" a
n tal que n<€ N y existe
aplicacién biyectiva entre n y E (es decir, si y
sélo si existe n tal que n-< N y existe § tal
que f es una aplicacién biyectiva entre el
{ x| (<€ N") » (x <n)}y E).

E si y sélo si existe
f tal que f es una

(%)
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tiva entre ¥ y E >>. Luego entonces n' <& m € R)p (x2>0)) = ((vye N )a(l(z € n* Yalz 2 v)) =
(Principio de recurrencia). Luego entonces n’ < =p |z,-=| € x))) ¥ r < R, entonces P(%,v) es-;ha
< N, ([9]). Luego entonces << F es un'conjunFO ) férmula ecténdar (ver Nota &l f£inal) en 1la gque  £ia
estandar y si r,,r,, I, ... es una sucesién de na guran libres X,y y no figura libre variable alguna dis-
meros reales, << si n-<€ F entonces r, = f(n) >> tinta de X,y ¥y << (se verifica) YV ®#3 Yy Plx,y) =i
vy s1 n<€ N*\ F entonces r,= 0, entonces existe y 56lo si r = lim r (versién estandar) >> >». Luego
', r,', ', ... tal que r ', ', 5 entonces, =R
es una sucesién estandar de numeros reales y 51 * si r = lim =, (versidn estandar) entonces <« r < R,
n <€ N*n N,entonces r,_' = r,>> (Principio de la su- Y (se verifica) V¥ x 3 v P(x,Y) >> ([238]). Luego en-
cesidn). Luego entonces si f es una aplicacién tonces (se wverifica) v x3y P(x,v). Luego enton-
entre F yv R Yy sin-< F entonces £ (n) =r,.' , ces (se verifica)v"x iy p(x, v) (Prlnc1plo de trans-
entonces <<f = f y f es una aplicacién esténdar>> ferencia). Luego entcnces (se verifica) v"*x Vy (v <
Luego entonces f es una aplicacién esténdar. Lue- < V) = P(x,v)) ([6], [12], [13), [14], [16]). Lue-
go entonces f (T) es un conjunto estandar (Prin- go entonces si <R, €8>0 v n=eN entorces
cipio de transferencia). Luego entonces E es un r.-rl < e ([17]). Luego entonces si n < N, me< N
coniunto estandar. Yy m % 0 entonces lz,-zl <m™* ([6]1, [12], [17)]
Luege entonces << E es un conjunto estandar si y sélo [19]). Luego entonces si |r,-r| 2 0 entonces
SLE 2N > m < |r,-r|™*. Luego entonces |z, ="' B ({20],
{211, [26], [27]). Luego entonces lrh-rl-e I ([30],
{38] Se demuestra que si r,, L, , ry,... €S una sucesidén es- [31]). Luego entonces r.=r ([35]), [36]). Luego
téndar de nimeros reales (verpNota al final), r€ R vy entonces si n-< N entonces r. = r. Luego entonces
T = lim o (versién estédndar o clésica) (3) entonces (se verifica) (r < Rodav ¥ (%< N = I, r). Luego
r € entonces r = 1im (vne)} =, ([39]).
En efecto, entonces << (x = lim r_ ) es una fdérmula es- * Sir = l&E“(Xng} rh entonces (se verifica) (r € R,)a
té&ndar en la que figura libre" ¥ v no figura libre va- AY X (< N=>r, =r) ([3%8]). Luego entonces si
riable alguna distinta de x y (se verifica) 3 x (% = n, = X, n-< N, n> n, ,€ <€ R, Y ¢ > 0 entonces
= lim r, ) >>. Luego entonces (se verifica) 3" x (x = fry-ri < e ([16], [33], [34], [36]). Luego entonces
= 1im° r,) (Principio de transferencia). Luego enton- | si ¢ ¢ s Y £ >0 entonces existe n, tail gue
ced?®r & R, n, € N*ysi n<« Ny n 2 n, entonces |z, -r] £ ¢
Principio de existenega), ([1], [8], [212 i, [13],
(29} 8ir., r., r,, ... es una sucesién esténdar de nimeros [ [14]). Luego entonces (se verificz) y" xw 3 v P(x
realés, Ty r € R entonces (por ejemplo) << notamos ! ([17]). Luego entonces (se verifica) v x 3 vy ?(.,y)
lim (vne) r, vy decimos "limite versién no estandar de : (Principio de transferencia). Luego entonces r =
frf r,, I, ..." ar siy séle si << r e R, vysineN = k&gﬂr, (versidén esténdar).
entonces r,= r >> >> (es decir si y sélo si (se veri- Luego entonces << r = lim =, (versidén estéandar) si y sé-
fica) (r R AV X (x =< N=r,=1)). ‘ lo 51 = = EEP.(VHQ) . >>

[40] Se demuestra que sir,, r,, r,, ... es una sucesidén es- ‘ [41] 831 I,, I
tdndar de numercs reales Yy r € R entonces << T

= lim_r (versién esténdar) si Y sélo si bo |

= 1Iim" (vne) © >>.

En efecto, entonces si P(x,y) es (la férmula) V¥ z (((x

vr Iy, ... €5 una sucesidén estandar de niumeros
reales entonces << decimos "sucesidén rngula* versién no
estandar" o "sucesién de Cauchy versién no esténdar" a
Ly, I, s Iy, ... si y s8lo si, si n€« N y m<e R en-
tonces r = r >> (es decir si y sélo si (se verifica)
VXYY (((xeN)a(yvye N)) = T,

e ry)).

)

[42) sSe demuestra que si r

» Ty, Iy, ... 85 una sucesidn es-

(3) sir,,»r,, 5, ... es una sucesién de nimeros rea- ' tdndar de nimeros reales entonces << r ¢ Ty T, 0 .. €8
les y r<€ R entonces (versién estandar) << nota- una sucesidén regular (versidén esténdar) (4) si y sdélo si
mos 1lim r, y decimos "limite de r,, r,, r,, ..." L.» L+, %, ... s una sucesidn regular versidén no es-
a r 'si sélo si, sic-< R Yy € > 0 entonces exis téndar »>»>.
ten, tal que n, € N*y si n<« N*  yn 2 n, enton- En efecto, entonces si P(x,y) es la £férmula)
ces |r, - r| €€ >> (es decir, si y solo si para ¥z (((x€R) o (2>0)) => ((y< N » (((z-= NT) a
todo ¢ , si €€ R y £ > 0 entonces existe n, A (2 2y¥)) => |r,-r,| £ x))) entonces << P(x,y) es
tal que n, € N'y para todon, si n-< N  yn 2 n, una férmula estindar en la gue figuran libres XY Y
entonces |r_-r| < ¢. Es decir,si y sélo si (se no figura libre variable alguna distinta de ¥,y y
verifica) v x (((x € R)a (x > 0)) =23y ((y € N*)a << (se verifica) V x 3 y P(x,¥) siy sélo sir,, 5,, 5, ,
AYZ (( (2 NY) A (z22Y)) = |rz-r| < x¥)) ). <+. €5 una sucesioén regular (versién esandar) >> »>>. Lug

v R ——




[44]
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4o entcnces,
* 81 r,, £y, L, es una sucesidén regular (versidn
esténdar) entonces (se verlflca)‘v X3y P(X,Y). Lue-

go entonces v'xv vy (y€ N => P(x,y)) ([40]). Luego
entonces si t € R,, E >0 n < N, n' < N* vy
n'zon entonces |r, -r, ). Luego enton-

ces s1 n<e N, n'—<« N m 0 entonces
[re-r, | < m™ ([8]), [1 Luego
entonces si lr,-r, | <

1

2

N Irm b
Luegc entonces S o

|

2

6 o
e
e R ([20], (21)," [26],
[27]). Luego entonces |
go entonces _r = r,(| 3

n

< I ([30], [31]). Lue
]
ces si n<e« N y n'-« N

5], [36]). Luego enton-
entonces Iw= I, . Luego

entonces (se verifica) VYxvy (((x-<€ N) A (y< N))

= r,= r,). Luego entonces r,, r,, I,, . es una
sucesidén regular verecidén no estandar ([41]).
*8ir,, ry, &, ,... 25 una sucesiodén regular versién no
estandar_entonces (se verifica) v x v y (({x-< N)n
A (y= N)) =» =r,=1r,) ([41]). Luego entonces si

e R,, ¢ >0, 1< N, n=< NY y n 2 n,entonces
ITo-z, ) S € ([18], [16), 1[17), [33]), [34], [36))
Luego entonces si ¢ € R, vy ¢ > 0 entonces existe n,

tal que n,e N* yn 2 n, entonces |r,-r]| S ¢ (Prin—

cipio de existencia, [1], (12}, [13], [14]). Luego
entonces {se verifica) v*x 3y P(x,yY) ([17]). Luego
entonces (se wverifica) Vv x 3 vy P(X,y) (Pr 1ncipio
de transrerencia). Luego entonces r,, T,+ L,,... es
una sucesidén reqular (versién esténdar).
Luego entonces << r,, r,, &, ... 5 una sucesién regu-
lar (versidén esténdar) si y sélo si r,, I,, Ly see €5
una sucesién regular versidédn no estandar >>.
sir,, £, r, ... e una sucesién estandar de numeros
reales y r € R, entonces << decimes "punto de aglome-
racién versidén no esténdar ger,, r,, r;, ..." a r si
y sbélo si existe n tal que n-< N yI = T > (es decir,
si y sdlo si (se verifica) 3 x ((x-€ R) ~ (r,=1))).
Se demuestra que si r, r,, L, ... es una sucesién es-

tédndar de ndmeros reales y r € R entonces << r es

punto de aglomeracién de T,o Tyo Ty (versién estéan-

- -

(4) St r,, r,, 5,, es una sucesidén de nimeros rea-
les entonces (versidén esténdar) << decimos "suce-
sién regular" o "sucesién de Cauchy" a rT L,,

.
1l-‘ ’
siy sélosi, s1 ¢ € R Yy ¢ >0 entonces

i i + ; +
existe n, tal que n,< N7y sin-< N y nzmn,

entonces |r -r, | S ¢ >> (es decir, si y sdélo si
para todo t, sit € Ry & > 0 entonces existe n,
tal que n,€ NTy para todon, sin-< N'y 1n2r,

entonces |r, -r,| < ¢ Es decir si y sélo si (s se
verifica) Vv x({({x-<€ R)a (x > 0)) => 3 y({y< N")a
AY 2 (({z=<€ N*) A (z22Y)) = Irl-ryl S ))) ).
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dar) _(5) sl y sdélo si r es punte de aglomeracién
versién no estandar de r,, r,, r,, ... >>.

L k)
En efecto, entonces si P(X,y) es (la férmula) 3 z (((x <

€R) A (x>0) A (yeN)) =

A

(lz€ N*) & (2 2¥%) A

[[r,-rI € X))} entonces <« P{x y) es una férmula

esténdar en la que figuran libres X,¥ ¥y no figura li-

bre

variable alguna distinta de %,y y << (se verifica)

YXYY P(X,¥) 81 y sblo si r es punto de aglomeracidn

de

tonces,

L 3

Luego entonces << r es punto de aglom2rac:4n de r

Iy,

Lyo Tpo Typeos (versién estandar) »>> >>. Luego en-
Si r es punto de aglomeracién de r,, Too By 7 ¢
(versién estadndar) entonces (se verifica) v x v Y

P(%,y). Luego entonces si ¢ <« I, £ > 0 ¥ n< W en
tonces existe n tal que n-< N* n 2 n vy |r,-r| <
e ([1), [8], [12], [13], (141, ([31])

tonces existe n tal que n<e€ N y r = r (Prin-
cipio de existencia, (6], [12], [13]), [14

[34], [35!t [236]). Luego entonces r es puntoe de
aglomeracidén versidn no estindar de r .
11431y, ¥
Si r es punto de aglomeracién versién no estéandar de

e L+ %, , ... entonces (se verifica) 3 ¥ f(x e N a
Alry=r)) ([43]). Luego entonces i ¢ =< Ryy £ >0
y m€ N*n N, entonces existe n tal que n- NY,
n2n, yir,-rl <e ([12), [13], ([14), [16], [33],
[%4], [35), [36]). Luego entonces (se verifica)
v" xy"y P(x,¥). Luego entonces (se verifica)
v"x ¥y P(x,y) (Principio de transferencia). Lue-
go entonces (se verifica)vavy P(x,y) (Principio
de transferencia). Luego entonces r es punto de

aglomeracién de .+ Tys ;... (versién esténdar).

r
e . ’ . 1’ ""
(versidn estandar) si y sdéio si r es punto de

aglomeracién versidén no estandar de T, L., T, . o>

*

3

NOTA: Recordemos que,

- Admitimos (Principio de existencia) gue existe un (algun)

nimerc natural noestandar.

SL r,, r,, 1, ... e una sucecién de niumercs
reales v r-< R entonces (versién esténdar) << de
cimos "punto de aglomeracién de r , r,, r,, ... "
a r sly sélc si, sict-=< R, ©>0 ¥y n-<NT
entonces existe n tal que np-e N*, n :n by
Ir,=r| £c>> (es decir, si y sélo si para todo ¢ y

para todo n,, sig =€ R, £ >0 y n,e N entonces
existe n tal que n-< NY, n 2 n, y |, =-r] = ¢

Es decir, si y sélo si (se veri ifica) ¥ f?}*(t[x-ﬁ
< R} A (2 >0) A (y= N*)) => I 2z ([z= N") A

A{Z2Y)A(IT,-TI<X))) ).



Admitimos (PFrincipio de transferencia) que si I o ,
? scn  variables Y a es una f£érmula estandar en la gue

figursn libres % P Mo ¥ y no figura libre variable
aﬁguna distinta de , + -++ ,¥% entonces (se verifica)
YOI L ¥ m (V'Y ¢ =Dy ¥ a) (v con el Principio de trans

ferencia se demgestra que entonces (se verifica) v"; .
Vim (3% a = '3 a)).

Adritimos  (Principio de la sucesiédn) que si Tio Lo T3ens
£5 uUna sucesidn (interna o externa) de nimeros reales y si
n  es un numero natural estdndar entonces r, e5 un numero
eal esténdar, entonces existe r!', =!, r), ... tal que 1/,
++ Iy ... 25 una sucesidn esténdar de nUmeros reales y
1 €s un nimeroc natural esténdar entonces r! = r,.

oy e

Decimos que a es una férmula esténdar si y sélo si a es
una fdrmula interna (es decir, de las de la matemética cla-
sica, "de las de siempre") en la que no figura (notacién
aiguna de) conjunto noestandar alguno. Asi por ejemplo,
* 33X (x =0) no es wuna férmula estidndar pues no es una
férmula interna (es, pues, una férmula externa) ya que

el signo = no es un signo de la matematica clasica ( [3¢)

* VY X (x€ N=> x€R) noes una férmula estandar pues
no es una férmula interna ya que N y R no son con-
Juntos internos (es decir, no son conjuntos de la mate-
matica cléasica) ([s6], [7), 1[12], [22]).

* 3°F x (x = 0) no es una férmula estandar pues no es una
férmula interna yva que el signo st no es de la ma-
temdtica clasica (el signo st que significa “"es-
tandar” no es, pues, un signo estandar).

* 81 u es (una notacidén de) un nUmero real ilimitado

entonces 1 X ((x <€ R) A (X < u)) es una férmula inter

na (W, por ser un numero real ilimitado, es un numero
real vy los numeros reales son conjuntos internos, que
son los conjuntos de la matemdtica clasica) pero no
es una férmula esténdar vya que # noes un conjunto ég
tandar ([17], [23], [(26]). ‘

3x3y ({(x€ R)a (Y€ R)A (x<vy)) noes una férmula
estédndar pues no es una férmula interna va que R no
es un conjunto interno ([28]).

* ¥YX (x€ N =p> x<€ 2) es una férmula estédndar (y es,
pues, interna) ([4]).

- Decimos gque r,, r, , I,,... @5 una sucesién estandar de ni-
meros reales si y sélo si <<, r,, L ,... €S una sucesion
de numeros reales y existe F(x,y) tal que F(x,y) es una fér
mula estédndar en la que figuran libres x,y y no figura li-
bre variable alguna distinta de x,y, F(x,y) es una férmu-
la funcional de funcidén y y si n € N* (6) entonces (se
verifica) F(n,r,) >>. Asi por ejemplo la sucesién Tip Ty o
Iy, ... tal que si n € N¥entonces r, =<1}, es una sucesién
estédndar de nlmeros reales ya que (x<€ N'=p> vy = ¥YX*) es
una férmula estédndar en las que figuran libres x,y Y no
figura libre variable alguna distinta de x,v, (x € NY =
=> y = V¥') es una férmula funcional de funcién y si n<€ N*

)
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entonces (se verifica) (ne N* = r -
(Puesto que una sucesidén es un conjunto, puntualizande deci
mos gque L, L., 5, . €5 una sucesidén estandar de nimeros
reales si y é%lo si existe F(x,y) tal que F(x,¥) es una for
mula estandar en la que figuran libres X, ¥y no figura 1i-
bre variable alguna distinta de X.¥, F(x,y) es una férmula
funcional de funcién y y (se verifica) v x ((x < NT) ==b
=3y (ly € R) A F(x,y)) ¥y Lo 4, 5, .... esel (z |3x

3y ((x € N") 4 (v eR)a Flx,¥) & (2 = (x,9)) ) ).

nd),

(6) N* es un conjunto esténdar (N*= N\ {0}, {0)

(2], [4)). =L
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SIMETRIA PLANA EN LA CLASE:GRUPOS Y GEOMETRIA

For Juan Bosco Romero Marquez

I.B. Isabel de Castilla. Avila,

En este articulo relatamos una experiencia sobre
Simetria de las letras del abecedario, vivida con los
alumnos de 1° y 30 de EBUF, en la clase de Matematicas.

El problema principal fue el estudiar las diferentes
simetrias que presentanm las figuras planas: simetrias

#iales (respecto de un eje o una recta), Y la simetria
central u homotecia de razén - 1, o semigiro de 1g80°
(respecto de un punto).

A cada tipo de alumnos se les manddé hacer un trabajo
sobre este tema, de acuerdo con su nivel de conocimientos:
a los alumnos de 1° de BUF, sobre todo, la manipulaci én de
todo tipo de sim2tria; a los alumnos de 3° de EBUF,
aparte de lo anterior se leg pidié el estudio
g=ométrico-algebraico de la simetria: el aspecto amalitico
de coordenadas y la estructura del grupo de simetria de las
letras del abecedario, y los diferentes grupos de simetria
que aparecen cuando estas vienen escritas en la tipografia
de imprentg (figura 1): grupos de un elemento, de dos y de

cuatro elementos.

ABCDEFGHIJKLM -
NOPQRSTUVWXYZ




o ————————

aplicaciones de la mi for que el n
1 namer
o1
"
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. Y por =
o . & veces, ambas se identifican a efectos d o,
i1.- Conceptos iniciales previos.~— € calculog
Notas y obserwvaci ]
iones.—- Una si q
Sea E el planmo euclideo en el gue sSe ha hecho la metria de un objetg F
ec una transformacién o i
, e . . permutacié
ijdentificacién de los puntos y de l1oe vectores libres, n de F que, es una
biyeccién o2 F—» F
. ° conservando c ;
respecto de un origen de coordenadas. ' un conjunto de
propiedades F, es decir
_ ) ) se mueven
Una figura plana F es cualquier subconjunto no vaclo ! todos los puntos
indiwvi = I
ividuales de F, pero deja invariante a F como un tod '
=]

de E.
Si F es un subc j
) onjunto de un espaci i
Una simetria (isometria, movimiento rigido) de una pacio metrico, tal
como una figura F de un es .
i . . . . espacio sucli N ,
figura F es una aplicacion biyectiva s de F sobre F que ideo R" , vy F

consiste de las distancias d(F,Q) entre los distintos

conserva la distancia euclidea: la distancia d(F,Q) entre

puntos F vy Q de F, por tanto la simetria " s" aplicara

dos puntos cualesquiera de F y 1a distancia entre sus
estos puntos, respectivamente, en s(F), y s(®)

imagenes u homélogos st(F) vy (), esto es, que )
verificando: di(s(F),s(Q)) = d(F,Q).

d(F',G) =d (s )!S( )).

P Q La sime ia desde el i

. - ‘ '

| | ‘ jul vista acional del
< ulares de sime 1Es analisis de la estética si 1fica rr 4

];!nDE casos par 1C 11 i
: £3 : : . . . . 1 g a DxaprpD cion e
F 4 ene la si metria tr 1\415-1 L] es ecl los ObjEtDS Y en los seres.

aplicacion identidad gue pasa cada punto de la figura en
I11.- Grupos de simetri
. ia de las
el mismo. Ademis, se comprueba de forma inmediata gue s1 S letras del abecedario.-
Empecemos calculando las simetrias y por tanta, los
9

y s’ son dos simetrias de F, es claro que 1a composicién
ru i .
grupos de simetria de dos letras representativas del

como aplicaciones de s s es otra simetria. Designamos por
abecedario: la letra A y la Z.

S(F) el conjunto de todas las simetrias de la figura F con S
imetrias y grupo de simetri
) : as d . :
la estructura interna dada por la composicién de , ' e la letra A.- (figura
2).- 81 reflejamos la letra A ’
. segin u j i -
aplicaciones se prueba que es un grupo, 1lamado el grupo = n eje vertical s= v

que pasa por su apex (vértice ), entonces cada punto F es

de simetria de la figura F. Supuesto, gue la figura F, =
ransformado o aplicado en su correspondiente punto imagen

tiene un grupo de simetria ,5(F) finito, tendrd una tabla (
v(F) sobre el semiplano contrarioc o opuesto al gue se

)

de Cayley que se construye en la forma habitual. Es claro

encontraba F. Los puntos R sobre el eje (como el vértice
]

que la simetria trivial o identidad "e" (giro de T60°) de )
por ejemplo), quedan fijos o invariantes, esto es v(R)=R)

la figura F es el elemento unidad, ya que si s €s Lat
‘ a transformacién o permutacién anterior se ilustra en la

cualgquier otra cimetria de F, entonces e-s < e = s.La a
igura 2 y
g Z, y deja, la letra A como un tode invariante al no

simetria trivial e actua bajo la composicion de ‘



saber distinguir el lado anterior y posterior de la letra
antes vy después de aplicarle uyr, MAs aun, Vv conserva la
distancia entre dos puntos cualesgquiera de la letra A. For
lo tanto "v" es una isomeﬁria de la letra A. Esta isometria

también la tiemen las letras: A,M,T,H,U,V,W,Y v X, v es

v

B,¢c, D.,E, K
le b
ele h

<
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llamada simetria bilateral, ya que ella intercambia los dos
lados de A. Similarmente, B y E se reflejan sobre un eje
horizontal, y H sobre ambos ejes :thoritontal y vertical.

Otros tipos de isometria o simetria es la formada por

las rotaciones, For ejemplo, si giramos la letra Z
alrededor de su centro por un giro de 1BQ°, como en la
figura 3, entonces la letra Z se transforma en si misma, Vv
la distancias entre pares de puntos originales vy
transformados se conservan por dicha rotacién gque es por 1lo
tanto una simetria de la letra Z, mientras gque la rotacidn
de 90° no lo es, para dicha letra Z.De la misma forma, las
letras H,N, y S tiemen la simetria dada por el giro de 180°
alrededor del centro de la figura de cada letra.El
tridngule equilédtero tiene lacs simetrids dadas por los
giros, respectivamente, 120° y 240°; y la letra O
identificada, a un circulo tiene cualquier tipo de simetria
obtenida por rotacién de la misma, cualquier Angulo
alrededor de su centro.

IIl.- Aplicacion a la obtencién de todas las simetrias
y grupos de simetria de las letras del abecedario escritas
en la tipografia de imprenta.-

Se trata de estudiar y obtener las simetrias de cada
letra y el grupo de simetria asociada a la misma.Clasificar
cada letra por el mismo tipo de simetria cuando tienen el
mismo grupo de simetria o uno isomorfo. Dos letras se dirdn
distintas desde el punto de vista geométrico o algebraico

cuando tengan grupos de simetria no isomorfos.De esta
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forma, obtenemos una relacidén de equivalencia en el
ccnjunto de las letras del abecedario, a saber:

Dos letras son equivalentes "geometrica-algebraica "
cuando sus dos grupos de simetria son el mismo, o siendo
distintos son isomorfos.

Finalmente, obtendremos las clases de equivalencia.

Descripcidén de las simetrids y grupos de simetria:

1.- Las letras A,M,T,U,V,W, ¥ Y admiten el mismo grupo
de simetria: es un grupo con dos elementos: la identidad o
trivial e y la simetria o reflexién
de eje vertical v. Su tabla de Cavyley

es : S(Fr= {e,v?

Ejercicios.- Dibujar otros conjuntos geométricos del
plano que terngan el mismo grupo de simetria anterior.

2.- Las letras E,C,D,E y k admiten el mismo grupo de
simetria ( es decir, tienen los mismos tipos de simetria),
a saber: es un grupo de dos elementos: la identidad e y la

reflexién o simetria de eje horizontal

"h". Su tabla de Cayley es: S(F)={e,hl. e h
ele h
hlh e

Los grupos de los epigrafes 1) y 2) tienen elementos
distintos, pero, son isomorfos, es decir, existen entre
ellos, una aplicacién biyectiva que conserva la estructura

algebraica de los dos, o que transporta la estructura de

grupo ciclico, de uno en el otra.
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Ejercicios.~ Dibujar otros conjuntos geométricos de)
plano que tengan el mismo grupo de simetria anterior.

J.—- Las letras F,G,J,L,F,Q,R paoseen s6lo la simetria
trivial. Su grupo de simetria es el grupo trivial, con un
s6lo elemento, S(F)={l1=e}. Su tabla de multiplicacién es :

1
191

Ejercicios.~ Dibujar otros conjuntos geoméiricos del
plano que tengan el mismo grupo de simetria anterior.

4.- Las letras N,S y Z admiten comc simetria no
trivial g, un semigiro o rotacién de 1B80°, alrededor del
centro de la figura, es decir, de su centro de simetria.El
grupo de simetria de tales letras tiene dos elementos v por
lo tanto, es isomorfo a los grupos obtenides en 1) v 2),

esteo es S(F)= {e,g}.5u tabla de Cayley es la siguiente:

Los grupos de 1), 2) y 4) son isomorfos como grupos
abstractos, aunque, obviamente, tienen significados
geométricos diferentes.

S.~ Las restantes letras con la tipografia en que han
sido dibujadas, H,I,0,X, admiten todas las simetrias
siguientes e,v,h,g consideradas antes, y de hecho no
admiten otras.De aqui, si F designa cualquiera de las
letras anteriores, su grupo de simetris , S(F)={e,v,h,g},

que es isomorfo al grupo de Klein del rectangulo (simetrias

del recténgulo). La tabla de Cayley, de este grupo es:



Fara probar , por ejemplo, gque e,v,h,0 son las
uricas simetrias de la letra H, basta ver que cada
cimetria = cambiaria de posicion las cuatro terminaciones
verticales de esta letra.

Ejercicios.- Dibujar otros conjuntos geometricos del
plano gque tengan el grupo de simetria anterior.

Motas y obrsevaciones.-— S5i la letra I fuera
considerada como una barra vertical delgada, entonces las
aplicaciones e y Vv coinciden como aplicaciones al
restringirlas a diche letra.Y de la misma forma, las

simetrias h y g coinciden y su grupo de simetria es ahora:

Usualmente, las simetrias de una figura F no se
consideran como isometrias gue dejan invariante a F
globalmente sélo, sino que se consideran como
transformaciones (movimientos o isometrias) del plano
euclideo E. Las excepciones a este concepto amplio de
simetria se deben, al caso, en que la figura F esté
contenida en alguna recta de E.

Observemos que si consideramos la letra O como un
circulo, admite todas las rotaciones de cualquier angulo
como simetrias alrededor de su centro, como también

cualquier reflexién o cimetria segun un diametro.VY asi, su
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grupo de simetria seria infinito.

Si consideramos la letra X como una cruz, X como
construida con dos segmentos perpendiculares bisecando
cada uno al otro, entonces su grupo de simetria, tendria
ocho elementos.

Un buen ejercicio como completo de todo lo anterior,
seria el siguiente: Hallar las simetrias y el grupo de
simetrias de un poligono regular de cualquier ndmero de
ladoz.Fera, esto serd hecho en otra aventura del
descubrimiento geométrico-algebraico que en otra ocasioén
abordaremos.
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ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS CUATERNIOS DE HAMILTON

por José Aldeguer Carrillo
Univ. Politécnica de Valencia

1. Itroduccién
Es sabido que los cuaternios de Hamilton son los
elementos del espacio vectorial (Qy/R), definido por

QH = { (aoralra21a3) @y € R}

con la base canénica B = { e,/€q:8y/83 } , cuando
entre ellos se ha definido un producto interno
poniendo:
<ejien> = eq
para i = 1,2,3, <ep,e > = <e;,e > = ey, <e,,e;> = —ey
<e1,e2> = - <e2,e1> = e3 [1]
<@y1€3> T T <€z.€p> = € .
<€3:€)> T T <€ps€3> = &

(que son las llamadas condiciones de Hamilton), Y en

general, para que se cumpla la propiedad distibutiva:

Sia = Z a;e; b = 2 biei ¥ (i=20,1,2,3)
<a,b> = ) ) a;by<e, &> =
€ ©1 €2 &3 by
= e -e e -e b
(ao,al,az,a3) e1 _eo —e3 2 b1 (2]
2 3 0o &1 2
e3 e2 —el —eo b3

N6tese que en esta expresién formal, los elementos
de la matriz cuadrada, gue en lo sucesivo denominaremos
con A , pertenecen a Qu, mientras que los de las otras
matrices son numeros reales. Escribiremos abreviada-
mente [2] en la forma <a,b> = A A B . a veces,
denotaremos con Mg, My, My, My las coordenadas de
<a,b> , con lo que
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3
]

abg=8,b 8,0 magby « Wy = a;bgtagb -agbytarby
a3b0-a2b1+a1b2+a0b3 =

3
[

a,by*tagb +agb,-a,by 4 My

1.1, Propiedades
Son casi evidentes las siguientes propiedades:
a) Dado B , la aplicacién ¢y ¢ QH - QH , definida por
wl(X) = XA Bt , es lineal.
b) Dado A , también lo es ¢, dada por wz(X) =ADR x* .
¢) La multiplicacién <a,b> es distributiva respecto a
la adicién.
d) <a,ey> = <e,,a> = a (e0 es elemento unidad).

Siendo a,b,c € QH , el producto <a,<b,c>> es, por
la propiedad distributiva, z z Z aibjck<ei’<ej’ek>>’
mientras que <<a,b>,c> es z z z aibjck<<ei’ej>’ek> -
como <ei’<ej’ek>>= <<ei,ej>,ek> cualesquiera que sean
i, J, k (como se comprueba directamente), la
multiplicacién resulta ser asociativa, es decir:

e) <a,<b,c>> = <<a,b>,c> ,
lo que permite representar estos dos productos con la

notacién comin <a,b,c>.

Todo elemento a de Qy puede escribirse en la forma
+ 3  donde 3 = a.e +a.e,+a.e, ; direm ue a
20eg a , n = a e tase,tazes remos que a €s
el vector de a y podemos interpretarlo como un elemento
del espacio vectorial euclideo W3 en el gue {el,ez,e3}
es una base ortonormal. El producto de dos vectores,
<3,3> es, con esta interpretacién,
> =» - > - >
<a,b> = -(a.b)e0 + axb ,
donde . y x denotan los productos escalar y vectorial
en N3 , v en general, siendo a,b € QH’ seré
< w==mb-%3m +ag+b3+3ﬁ [31]
ar 0”0 2 2'%g 0 0 g

Resulta asi que la multiplicacién no es conmutativa,

- >
salvo que sea axb = 0 . En concreto:

f) <a,b> - <b,a> = Z.ExB .
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2. Elementos conjugados e inverso.
Se define el conjugado de a = a,e, + +
jug 0%07 8% Ta% 850
Yy Be representa con a* , como
* = =] =) =1
a ap8p 81817258,
a.e

e
3

e. +a, a* =
670

E:

a3
Es decir, si a = a -

Directamente de la definicién se deducen las
propiedades:
g) (aa)* = a(a¥)
h) [ca+Bb)* = qa*+gb* (linealidad).
i) <a,b>* = <b¥*,a*> (Nétese el cambio de orden)
Jj) (a*)* = a (involutiva).

2,.2,.2,.2
kK *> =
) <a,a*> [a0+a1+a2+33]eo

El coeficiente de e, que figura en k) es un numero
real positivo gue representaremos con N(a), cuya raiz
cuadrada recibe el nombre de modulo de a . Es evidente
gque

l) N(0O) =0y sia=0, Na) >0

Como <a,a*> = N(a)e 5 o
erd <a,g—> = 1
Jeo "N(a) €0+ =°
. . ax
permite considerar a N(a) como inverso de a y
representarlo con a *
. -1 ax - =1
m) Siend = = <a’? =
) o a Na] ' ©° <a,a "> = <a T,a> = e

) ) (
La aplicacién N : QH -+ R definida antes, satisface

a las propiedades:
n) N(<a,b>) = N(a).N(b) .

Puede hacerse la comprobacién directa. Esta propie-
dad puede escribirse en la forma

2_ 2 2 .
) mi= ) i -} by (1

que se conoce como identidad de Lagrange.

01112l3)l

3

b,

©0) N(a+b) = N(a) + N(b) + 2 z ib;

a
1I=0

En efecto, N(a+b)e0 = <(a+b), (a+b)*>

<a,a*> + <b,b*> + <a,b*> + <b,a*> =

[N(a)+N(b)]e, + <a,b*> + <a, b*>* =
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= [N(a) + N(b) + 2a0b0 + 2alb1 + 2a2b + 2a3b3] 0 °
De ahi que:
p) Si z a;b; = 0 (y sélo entonces), N(a+b) = N(a)+N(b).
N6étese que Z a, b puede ser positivo, negativo o

nulo.

3, Una aplicacion lineal interesante.

Dado un elemento a € Q , &€ puede definir la
aplicacién Wa :QH - Qy mediante
Wa(x) = <a¥*,x,a> j;

esta aplicacién es evidentemente lineal; poniendo
x’=wa(x) se obtiene fécilmente:

xé N(a) ) g 5z 0 0 Xq
xi 4 0 ao+a1-a2—a3 2(a0a +a a2) 2(a1a3—a0a2} Xy
xé 0 2(a1a2—a0a3) ao-a1+a2—a3 2(a0a +a a3% Xy
xé 0 2(a0a2+a1a3) 2(a2a3—aoal) ao—al—a2+a3 Xq

Denotaremos con A a la matriz cuadrada que figura
en esta expresién y con A a la que resulta de suprimir
su primera fila y su primera columna. De esta expresién
se deduce inmediatamente gque los subespacios de QH de
bases {e;} ¥ {el,e2,e3} son invariantes en Wa y que la
matriz correspondiente a Wa* es la traspuesta de la
correspondiente a W

induce un automorfismo de V

La aplicacién W 3

definido por la matrlz A . Con objeto de calcular la
matriz A A , aplicaremos sucesivamente Wa y Wa* , lo
que nos daré& la aplicacién x - <a,<a*,x,a>, a*> que, por
la propledad asoclativa es x - <<a,a*> X,<a,a*>> =
= N{a) x , es decir AtA = N(a) 14 Yy Xt.A_ = N(a)ZI3
(donde I, es la matriz unidad de orden n). De ahi gque
det(A) = N(a) y det(B) = N(a}3 :

Es importante el caso en que N(a) = 1 . Entonces
las matrices A y A son ortogonales y el automorfismo
inducido en V, por ¥, es una rotacion o giro en ese

espacio vectorial euclideo (con la base ortonormal
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considerada). Como, por la propiedad asociativa e) es:
<p*,<a*,x,a>,b> = <<b*,a*>,x,<a,b>> = <<3a,b>*,x,<a,b>>
resulta, para la composicién de aplicacicnes:

‘b Qa - W<a,b>
Como ademé&s, por la propiedad n), de N(a) = N(b) = 1 se
deduce N(<a,b>) = 1 , el resultado de la composicién de
los giros definidos en V; por los cuaternios a y b es
el giro definido por <a,b>.

Es inmediato que al cuaternio (1,0,0,0) corresponde

la transformacién idéntica de Va Y al cuaternio

(O,al,a2a3) (con a§+a§+a§ = 1), la rotacién de matri:z
(simétrica y ortogonal y por tanto involutiva):
2 )
B 2c1 1 La%az 2a1a3
A = 2a2 1 2a2—1 2& as
2a3a1 2a3a2 2a3—1

gue es una simetria (0 giro de amplitud m) respecto al

eje de vector a 181788 tage, Los giros de amplitud ¢

y ejes segun los vectores e €5 e, son,

respectivamente, los correspondientes a los cuaternios
¢ ¢

(cosTSen-TO,O), (cos—g-,o,sen%,O), (cos-%,o,o,sen-%)

y por composicién de estos giros se pueden obtener
otros cualesquiera.
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NUEVA SECCION DE NUESTRO BOLETIN

PROBLEMAS PROPUESTOS
POR NUESTROS SOCIOS

Nuestra habitual secciéen de PROBLEMAS PROPUESTOS
recoge normalmente enunciados procedentes de las distintas
Olimpiadas Matematicas © de algunas Oposiciones a cuerpos
del Estado. Nos proponemos abrir ahora una nueva esecccién
destinada & recoger enunciados originales, que nOS& Eean
enviados por nuestroe socios, para su inclusién en ella, con

indicacién de su procedencia.

Invitamos, por tanto, a 1os lectores de este Boletin
2 que nos remitan agquellos enunciades de problemas que hayan
ideado, y que crean que pueden servir de desafio a 1los
aficionados que abundan entre nuestros socios. No es preciso
que estos problemas &e mantengan dentro del repertorio de
materias propio de las Olimpiadas. Los que deseen colaborar
en esta nueva Secclén, deberan enviarnos sus enunciados

acompafiados de la solucién resumida.

Con posterioridad a la publicacién de los menciona-
dos enunciados, invitamos a todos a que nos envien sus

soluciones, que seran publicadas en numeros posteriores.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMAS PROPUESTOS ER LA FASE FINAL DFE
LA XXVII1 OLIMPIADA MATEMATICA ESPAROLA
CELEBRADA EN FEBRERO DE 1992

PROBLEMA 192

. Un_anero N, miltiplo de 83, es tal que su cuadrado
tiene 63 divisores. Hallar N, sabiendo gue es el menor numero
que cumple las condiciones anteriores.

PROBLEMA 22

(rdr') gzdagddos_cl;cunferencias exteriores de radios r y r!
direccis dpl e dibujar, razonadamente, una recta paralela a una
n dada, tal gue determine sobre ambas circunferencias dos

cuerdas tales gue la sum i i
Tongitnd a7 a de sus longitudes sea igual a una

PROBLEMA 32 :

Probar que si a, b j
. c, d son
negativos, y es ’ ' ' / s numeros enteros no

2
(a+b)® +2a+b = (c+d)’ ~2c+d, (*)
necesariamente es a=c y b=d.
Probar la misma conclusién, si en vez de (*) es

-
-

(a+b)® +3a+b = (c+d)? +3c+d.

Ver que, en cambio, exi
isten ente
tales que ! ros no negativos a#c, b#d,

2
(a+b)” +4a+b = (c+d)” +4c+d.



- 82 -

PROBLEMA 4¢

Sea la sucesidén (progresién aritmética)
3, 7, 11, 15,...

Demostrar que en dicha sucesidn existen infinitos nimeros primos.

PROBLEMA 52

Dibujadoc el triangulo de vértices A, B, C, se pide
determinar graficamente el punto P tal que

PAB = PBC = PCA.

A
Expresar una funcién trigonométrica de estg\éngulo PAB,

mediante funciones trigonométricas de A, B Yy C.

PROBLEMA 62

Dados un namero natural n>0 Yy un p&mero complejo de
médulo unidad z=x+iy, x-+y° =1, puede verificarse, o no, la
igualdad

(z + 1/2)° = 27" (2"~ 1/27).

Fijado n, designemos por S(n) al subconjunto_de los complejos
de médulo unidad, para los gque se verifica esta igualdad. Se pide

a) Calcular razonadamente S(n), para n=2, 3, 4, 5.

b) Acotar superiormente el nimerc de elementos de S(n),
para n>5, en funcién de n.
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PROBLEMAS ESCOGIDOS ERTRE LOS PROPUESTOS EF DIVERSOS
DISTRITCS EE LA PRIMERA FASE DE LA
XXVIII OLIMPIADA MATEMATICA ESPA%OLA

PROBLEMA 72 : (proypuesto en ALJICANTED
Se denota con htn) el numerc de cincos que apare-
cen en la representacién del entero positive =n . Asi, por
ejemplo: h5203>=2, h(37>=0, h(535)=3, h«4711>=0, etc.
Halla el valor S de la suma siguiente:
h<l) h2> h (3> hdios
5 + 5 +5 + .. +5
PROBLEMA 8¢ : (propuesto en ALICANTE)

Sean r y h el radio y la altura respectivamente,
de un cono recto. Discute, en funcién de h , la existencia
de un punto P sobre la superficie lateral del conc tal que
AP = PB = AB . Se supone que A y B designan puntos
diametralmente opuestos de la circunterencia de la base y
AP, PB 'y AB son los caminos de longitud minima sobre la
superficie lateral del cono, de A a P, de P a B y de
A a B , respectivamente.

Calcula la distancia del punto P a la base del

cono en el caso de que h =4 cm y r = f? cm
PROBLEMA 92 (propuesto en ALICANTE>
Considera un alfiler especial, que cuando se

“pincha" en uno de los puntos del plano, colorea de rojo a
todos aquellos puntos cuya distancia al punto pinchado es
irracional. ¢ Cuéantos pinchazos como mnimo son necesarios
efectuar, para que todos los puntos del plano se coloreen de

rojo 7



PROBLEMA 102 (propuesto en ZARAGOZA>

Se corta un alambre de un metro de longitud en dos
trozos. Con uno de los trozos, se construye un cuadrado y
con el otro, una circunferencia. Calcular por donde hay que
realizar el corte para que la suma de las areas del circulo

y del cuadrado sea: a) Minima. b) Maxima.

PROBLEMA 11¢ :

Un submarino, cuyas velocidades, su-

(propuesto en VALENCIAD

mergido y en superficle, son v y kv <(k21),
respectivamente, se encuentra situado en un

punto P a 30 millas del centro O de un circu-

1o de 60 millas de radio. lLa vigilancia de una

escuadra enemiga le obliga a navegar sumergido

mientras esta en el interior del circulo (si puede navegar
en superficie en 1la circunferencia borde del circulo).
Discutir segun los valores de k el camino mas rapido para
trasladarse a un punto Q (del borde del circulo), opuesto a
P, que esta en el diametro que pasa por F (ver figura).

¢ Para que valores de k el camino mas rapido es una recta A

PROBLEMA 132 : (propuesto en NAVARRA)

En la aburrida conferencia inaugural de la ultima
Olimpiada Matematica Internacional, cuyo idioma oficial era
el sueco, cada uno de los cinco componentes del equipo
ibérico se durmié exactamente dos veces. Para cada dos de
entre esos cinco colegas, hubo algun instante en que ambos
se encontraban dormidos a2l mismo tiempo. Pruébese que, en
algun momento de la conferencia, al menos tres componentes

del equipo se encontraban dormidos.
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ENUNCIADOS DE PROBLEMAS PROPUESTOS POR NUESTROS S0CIos:
(Rueva seccion de nuestro Boletin) :

PROSLEMA 13°:

6, 6
' (2) bc = b2+c
| b“+c
6, 6
1 b +c
(3) _2sz 3 3 2
(b™+c™)

con la igueldad si y sélo si b = ¢

Se sugiere un razonamiento algebraico para (1) y
uno geométrico para (2).

Propuesto por Juan Bosco Romero Marquez.

PROBLEMA 14°

Sea f : A—— R , siendo A no vacio y abierto;
+
gean X, € A y hy e R, tales que si hy >h >0, sea
xo—h ; x0+h € A ; suponemos gue I es una funcién de
la variable real x , tal que las derivadas laterales
fi(xo) vy f;(xo) existen.

Calcular el limite de 2.Ah/h2 cuando h tiende a 0 ,
manteniéndose positivo, donde A, es el A&rea del
tridngulo orientado determinado por los puntos
P(xo, f(xo)) , Q(xo—h, f(xo—h)) , R(x0+h, f(x0+h)) .

Propuesto por Juan Bosco Romero Marquez,

PROBLEMA 15°:

Dar reglas para calcular directamente el valor de

la funcién b(n) definida por:
n
, n ()
P(0) =-1 ysi neN, b(n) =7y (-1) &
| k=0
Propuesto por Juan Bosco Romero Marquez




INDICE DE

SOLUCIONES PUBLICADAS

pro- Numeros de los Boletines en que apare-~ Obs.
pues-| procedentes cen las soluciones de los problemas de
tos de nUIeros:
en ne 1e 29 3¢ 40 52 62 72 8¢ 9Q 10¢
1| Varios 4 4 e . - - - - & - |cC
2 | OMI-83-Paris 3 3 3 4 4 4 B - - - |c
3 | OME-f2-84 19 19 19 19 18 19 19 19 . - |C
4 | OMI-84-Praga 5 5 6 5 6 13-14 - . = - |cC
5| Varios 8 7 12 i 7 8 - - - - @
6 | Varioe 7 7 16 - - - . = - - |C
7 | oM1-85-Finlandia| 9 9 16 16 9 9 - - - - |cC
8 | 01-85-Bogota 10 10 17 10 10 11 B = - - |C
o | oME-f2-86/Varios|1s 19 20 16 19 19 /17 17 11 17 | C
10 | China/Australia |20 15 21 20 15 z0-21 20 23 21 - C
11 | OME-£1-86 / 13 14 14 14 14 23 20 15/ 20 12 |C
OMI-86-Varsovia |26 20 12 21 - - . = . - |C
12 | 01-87-Uru/ONE-£1|16 14 14 17 15 17 ¢+ 15 15 15 21 |C
13 | OME-£2-87 20 21 21 21 21 21 C
14 | Varios 15 15 15 15 = - - - - - ]C
15 | OMI-&7-Cuba 18 18 18 21 21 2l = B = - |cC
16 | OME-11-87 22 2z 21 16 22 22 22 22 - - |c
17 | OME-12-88 25 23 23 23 238 23 - B B - |cC
18 | 01-8&~Peru 25 23 2% 23 25 25 - - - - |C
10 | OMI-88-Australia |23 26 24 24 23 26 - B . - |cC
20 | OME-11-88/Putnam|24 26 24 26 24 26 24 26 26 24 |C
21 | OME-£2-89 / o4 27 24 27 27 24,27 25 27 26 |C
01-89-Cuba 26 27 - B B . - - - - |c
22 | OMI-80-R.F.A./ |28 28 XX 26 29 30 / 30 30 30 31
Oposiciones 31 30 29 B . . - - - - c
23 | Oposiciones o7 27 28 28 29 31 31 30 B - |C
24 | OME-£1-90 50 31 31 30 31 30 30 31 - - |c
25 | OME-£2/£1-90 XX 31 20 29 81 XX/ XX XX XX XX
26 | OMI-90-China / [XX XX XX XX XX XX 7/ XX XX XX XX
0I¥-90-Vallad. [XX XX - - - - - . = B
27 | OME-£1-91 XX XX ¥ XX X XX XX XX - -
28 | OME-£2-91 XX XX XX XX XX XX - - -
29 | OMI-91-Suecia XX XX XX XX XX XX B - - -
30 | 01-01-Argentina/ XX XX XX XX XX XX/ XX XX XX XX
OME-£1-91 X XX XX XX = = B - - -
31 | OME-£2-91/ X XX XX XX XX XX/ XX XX XX XX
OME-£1-91/PHS [xx XX/ XX XX XX - - = - -
CLAVES: XX = Pendientes de publicaclon . C = Completo.
OME = Olimpiada Matematica Espatola (iase 10 2).
OKI = Olimpiada Matematica Internacional.
0l = Olimpiaaa Iberocamericana de Natematicas,
PNS = Propuestos por nuestros S0Cios.
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PROBLEMAS RESUELTOS
PROBLEMA N2 10 (Boletin n2 22)
Sabiendo que z + 1/z = 2 cos =< , z € C , hallar el

valor de zm + 1/zv |, lo mas simplificado posible.

Solucién:

Si 2 = me , Bera 1/z = (1/m) -«

( ; ahors bien, si1 los
médulos m y 1/

fuesen distintos, su suma no podria ser
un numero real, a menos que fuese o = k=xn

(k € 20,

Luego s1 z 4+ 1/z = 2 cos t , salvo en el caso

indicadao, sera

m = 1/m , O sea m = 1 S es o = kn , o4
y 1/z seran reales y zZ + 1/z = Zm + 1/m) = 2 cos T , ©
sea m< 2 mcos t + 1 =0, m= *xcos t=zx cos<t - 1 =
= *cos tx y - sen®t , que sdélo tilene solucién real si es
sen t = 0, con lo cual m==%*1, o por ser un médulo, m = 1,
como en el caso anterior.
Comb m vale 1 , z = cos o + 1 sen o , y también
l/z = cos a - 1 sen a ; z + 1/2z = 2 cos a , luego sera
2 cos a = 2 cos t ; como z™ = cos(nx) + 1 sen(nx) y
(1/2>" = cos(-nx) + 1 sen(-not), serad z" + (1l/z>" = 2 cos(nx)
0 sea, en definitiva: zn 4+ (1l/sz>” = 2 cos (nt) , que es el

valor pedido.

Amparo Ortega (Valencia)

otra soluclon de José V. Garcia Sestafe (Madrid)




- 88 -

PROELEMA F2 11 (Boletin n2 22)

Sea  Rn[x] el espacio vectorial de los polinomios
con coeficientes reales de grado menor O igual que n (n>1)
en una indeterminada x .

Estudiar si forman © no subespacio vectorial de
Ralx] , y en su casoc obtener una base ¥y la dimensioén, 1los

sigulientes conjuntos:

a) L , conjunto de los polinomios de Rn[x] con la raiz real
dada ¢
b) L. , (ltksn)>, conjunto de todos los polinomios de Rnlxl

que tienen k raices reales distintas <con cualquier
orden de multiplicidad> Chr, Cz:ty+evy Cw dadas.
¢) S , conjunto de los polinonmios de RAl ] con una railcz

SIMPLE, ¢ , dada.

Solucién:
a) Todos los polinomios de grado menor o igual que n , que
admiten la raiz x = ¢ (simple o miltiple) forman umn espacio

vectorial, ya que siendo FPx) y Qx> dos polinomios de
L , se tieme P(x) = (x—-c)Py (@ , Q) = (x—c)@ (xd
v tanto su suma como el producto por x € R
P(x)+QRI=(X—CIL P 0 +Q1 (X)] € L ; »PGo=x-c)I[2Py (x0] € L

El polinomio P(x> € L , de grado m ¢ n , se puede
escribir Px) = (x-c)Pix) = (X—C) (AaoX™ ' +a 1 X" TEH, L L F8wm—1)
luego una base del subespacio vectorial L es

{ x-¢c , X=C)x , X—COX= , ... , (=CcHxX™' )

b) Razonando de mmnera analoga resulta que L. es también

un subespacio vectorial de Rnlxl , slendo una base:
{ Pu 4 XPx , XD , ... 4 X7T"Pu ) 2
donde Pr = (X—Ci)(x—Cz)...{(X~Cud . Como la dimensién ee

el numero de elementos de una base,
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dim [ L 1] = n , dim { L. J = n - k + 1

c) S no es subespacio vectorial; se pone de manifiestp
con

un contraejemplo. Sean los polinomios
Py = (x-1)(x—-4)> , QXY = (x-1) (x+2)

ambos con la raiz SIMPLE x = 1 ; ein embargo, su suma
¢

P 4+ Q) = (x-1)(x=4+x+2) = 2(x-1)=

es un polinomio que no admite X = 1 como raiz SIMPLE

José V. Garcia Sestafe (Madrid)

PROBLEMA B2 6 <(Boletin n2 23)

Estudiar la naturaleza y, en su caso, hallar la

oo
suma, de la serie "E‘ ¢ 2n /7 (@+6n2+11n+6) )

Solucioén:

Sea a-~ el término general de la serie a estudiar y

consideremos la serile de termino general bn = 1l/mn* (serie

de Riemann convergente): Como

lim <anm/br) = lim ¢ 2n® / (nd+6n2+11n+6) ) = 2

por el criterioc de comparacién por cociente, la serie [ a

es convergente.

Puesto que arn = 2n /[ (n+1) (n+2> (n+3)) , calculemos

A, B, C para que ar = A/ (n+l) + B/ (n+2) + C/(n+3)

ti i Se ob-
ene A=-1 , B=4 , C=~3 . Asi la suma S de la serie sera:
s = 1im(-_‘.+i___3_ ;
n>00 2 3 4
“Aebl3
3 & § )
iLh
LAY By
¢ b ¢
N 1,64 3 ¢ 3 ) {
~-'- - sesse | = lm (“-'ﬁ'—-—-—- —- 2L,
S‘% ) n-“bat 2 3 3 ne2 ntZl we3/ 2

Miguel E. Serrano Caballero (Segoviad
Otras eoluciones de José M. Celorrio Laseca (Soria)>, José P

Sanchez Mielgo (Segovia’) y Jose V. Garcia Sestafe (Madrid)
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PROBLEMA N2 7 (Boletin n2 23)

Probar que el producto de cuatro nuneros naturales

consecutivos no puede ser el cuadrado de un entero.

Solucion:

Sean los numeros n , n+l , n+2 , n+3 ; su producto
es P = n4+6nP+11nZ+6n = (n=+3n+1>2 - 1

Luego p , producto de cuatro naturales consecutivos,
para n € N , es siempre un cuadrado disminuido en una

unidad, luego no puede ser un cuadrado.
Observacién: Como caso particular, 0.1.2.3 = 02 ,

pero ¢ no lo consideramos como natural.

Jose V. Garcia Sestafe (Madrid»

PROBLEMA K2 2 (Boletin n2 24)

Sean dos angulos o y £ tales que 0 ¢ o ¢ B < m/2

; demostrar que: sen « > sen B tg « < tg B
& B @ 5]
Solucién:
La funcién f(x) = sen X / X es decreciente en el
primer cuadrante; en efecto, f°(x) = {x.cos x - sen Xl/x
y como para 0 < x < m/2, %< tg xy, por tanto, el nume-

rador anterior es negativo, resulta £(x) < 0, luego 1(x)
es decreciente, y 81 U < a < B < m/2 , £ > f(B) , O sea
sen o / &« > sen B / B

La funcion g(x> = tg X / X es creclente; en efecto,

e
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8 x) = [X/cos2x - tg x] / %2 = [x -

Yy como para 0 < x < ®/2 es

Sen x cos X}/ (x~cos=x)

2x - 2sen x cos x = 2x ~ sen 2x
que es positivo, resulta g’(x) > 0
creciente, y si

+ O sea que g(x es
0 < a < B < ms2 , glx) < g(B
tga/ a < tg B/ B , e. d. 4d.

y O sea

José V. Garcia Sestafe (Madrid)
Otras soluciones de J. P, Sanchez Mielgo <(Segovia)

y de Miguel A. Cabezén Ochoa.

PROBLEMA FS 3 <(Boletin n2 24)

Demostrar que si las longitudes a , b, ¢ de loe
lados de un triangulo satisfacen a2 = b2 + be

+ el angulo
A es doble del angulo B

Solucién:

Segun el teorema del coseno,

a% = b#*+c%~2bc,cos A}’ b*+bc = b<*+c=-2bc.cos A cos A = =
b¥ = a<+c<«-2amc.cos B b+ = b=+be+c<-2ac.cos B} cos B =E§jl
El céalculo de cos 2B nos da ahora; 2=

cos 2B - Cos2B - sen2B = 2.c082B ~ ] = 2(‘-“’ 2.—1 = (_t:h): -1 =
an 2a 2a% -

T 3(Pabe) LT (S¥DI/(2D) - 1 = (c-b)/(2b) = cos A

De ahi que cos 2B = cos 4 , lo qQue implica que 2B = A , por

ser angulos menores que =

José P. Sanchez Mielgo (Segovia>
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PROBLEMA N° 5 (Boletin n° 24)

Si le descomposicién en factores primos de un nia-
mero n es aabBc7..., se llama indicador de n y se deno-
ta con ¢(n), al producto aa_l(a-l)bB-l(b-l)c7_l(c—1)...

Determinar todos los numeros impares cuyo
indicador sea el mismo que el de 1990.

Solucion:

Como 1990 = 2.5.199 ,  ¢(1990) = 4.198 = 2°.3%.11
Sea n impar tal que ¢(n) = 23.32.11 . Entonces:
—- La descomposicién de n en factores primos no puede
tener mé&s de 3 <factores distintos, ya gque las
diferencias (a-1) , (b-1) , dan numeros pares Yy soclo
aparece 23 en &o(n)
-- Ninguno de los factores primos de n es 2 , pues
n es impar.

—- Ninguno de los factores primos de n es 1%, pues

no aparece l1-1 = 10 = 2.5 en ¢(n)

~-— Ninguno de los exponentes de la descomposicién de n

puede ser superior a 3, ya que en ¢(n) el méximo

exponente correspondiente a algin factor de n es 2.
Las distintas posibilidades para la descomposicién

de n son:

1) Un solo factor:

i) n=4am= ¢(n) = a-1 = 23.32.11 = & = 793, que no

es primo.
D

(p*1) =» o(n) = aP *(a-1) = 23.32.11 .

= & = 3 , gque es absurdo.

ii)n-=a

2) Dos factores:

i) n = aabB (x¢,B = 1) , no es posible, pues sélo 3
pocria ser factor primo.

ii)n=abfP (B=1) » ¢m) = (a-1)pF L(b-1) =
=233211 , con b=3 y b-1=2;sig=23, sera
a-1 = 44 , que no es posible, pues a = 45 no es primo;
§i B =2, serd a-1 = 132 , a = 133 y n = 133.3% = 1197.

iii) n = ab = ¢(n) = (a-l)(b-1) por lo que a-l
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o b-1 seré miltiplo de 11; estos son los casos
posibles:
a-1 = 22 ,

a=23 , b=37, n =23.37 = 851
a-1 = 66 , a =67 , b=13 , n=67.13 = 871
a-1l = 132, a =133, b= 7 , n=133.7= 931
a-1 = 198, a = 199, b =5 , n = 199.5 = 995
a-l = 396, a = 397, b =3 , n=397.3 = 1191

3) Tres factores:

i) n= a%Pc? (e,B,v » 1) , imposible, por ser 3 el
Gnico factor posible.

ii) n = a.bPc? (B,7#1), ¢(n) = (a-1)bF 1 (b-1)c? "L (c-1)
imposible por la misma razén.

iii) n = a.b.c? (y+¢1), @é(n) = (a-1)(b-1)c? l(c-1) =
3.2

= 2°.3%.11. Debe ser, por tanto, ¢ = 3 ; si ¥y = 3

’ 14

serf (a-1l)(b-1l) = 23.11 ;, imposible puee a-1 y b-1 son
distintos de 2, ya que c = 3.
iv) n = a.b.c e ¢(n) = (a-1)(b-1)(c-1) = 2°.3%.11
lo que nos lleva a otras dos posibilidades:
a-1 =2, b-1 =2.3, ¢-1 = 2,3.11 » n = 3,7,67 = 1407
a-1 =2, b-1 = 2,3%, c-1 = 2.11 = n = 3.19.23 = 1311
En consecuencia, n debe pertenecer al conjunto:
{ 851, 871, 931, 995, 1191, 1197, 1311, 1407, 1449 }

’

José P. S&nchez Mielgo (Segovia)

PROBLEMA N° 8 (Boletin n° 24)

Sea ABC un triéangulo arbitraric. Las bisectrices
exteriores en A Yy B se cortanen C’. Sean &’, b’,
c , los lados del triangulo ABC' opuestos
respectivamente a A, B y C’ . Expresa el cociente
b/b’ en funcién de las razones trigorométricas de A,
B y C.

Solucién

Analizando la figura se observa répidamente que los
angulos del triéngulo ABC' son:
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A =n _B A+B .
T3 T3 Y S5 o sea
C
-5 F-% ¥ 35 . luegal

aplicar el teorema de los senos a
cada uno de los tri&ngulos ABC y ABC'

se tiene: b _. c y
sen B~ sen C
_ [o o b’ - o
sen(m/2-B/2) sen(m/2-C/2) cos(B/2) cos(C/2)

Dividiendo 1las anteriores igualdades y operando

tenemos:
b _ sen B.cos(C/2) _ 2.sen(B/2)cosi(B/2)cos(C/2) _
b’ =~ Tsen C.cos(B/2) 7.sen(C/2)cos(C/2)cos(B/2)
_ sen(B/2) _ l - cos B .
~ Tsen(C/2y 1 - cos C ¢ asi que
b - 1l - cos B
b’ = 1 - cos C

José P. Sé&nchez Mielgo (Segovia)

PROBLEMA N° 2 (Boletin n° 25)
Cada punto del plano esté pintado de un color

elegido entre tres distintos. j Existen necesariamente
dos puntos de ese plano distantes entre si un cm y
pintados del mismo color ?
Solucién
Supongamos que los colores son A, B y C. Por reduc-
cién al absurdo, supongamos que no existen dos puntos
del plano distantes entre si un cm y que estén pintados
* S del mismo color.
Sea P un punto del planoc que suponemos
a xp Qf pintado de un color A. Si trazamos una
circunferencia de centro en P y radio
un cm, sus puntos e6lo pueden estar
coloreados con los colores B o C. Si tomamos un punto Q

de la circunferencia (fig. primera) de color B, el
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punto Q' diametralmente opuesto a Q debe ser de color
C, vya que R, a un cm de Q, seria de color C Yy S, a un
cm de R, seria de color B.

Si tomamos una recta r y un
punto sobre ella Pl ,  que
suponemos de color B (figura
sequnda) y otro P2 a un cm de
Pl, que supondremos de color A, deducimos féacilmente de
lo anterior que el punto P

3 & un cm de P2, sobre r, en
la direccién P1P2, debe ser de color C. Partiendo de
Pos deduciriamos gque P, seria de color B y asi
sucesivamente, con puntos P5, PG’ ...la secuencia de
sus colores seria B, A, C, B, 2, C, B, ...

De esto deducimos gque tomando puntos alineados a un
cm de distancia y ordenados seglin un sentido dado, los
tres primeros tienen colores distintos y la secuencia
de sus tres colores se repite ordenada e
indefinidamente en los restantes puntos. Por ello, los
puntos situados a 3 cm de distancia deben tener el
mismo color.

Trazando ahora un triéngulo isés-

B oM fun celes POQ con d(0,P)=d(0,Q)=3 cm y

- } d(P,0)=1 cm, 1los tres vértices

S b @ deberian ser del mismo color y esto

contradice a la hip6tesis de que no hubiese dos puntos
del plano del mismo color a un cm de distancia.

José Miguel Celorrio Laseca (Soria)

Otra solucién de Manuela Ferné&ndez Manzano (alumna

del I. "Manuel Godoy" de Castuera (Badajoz)

PROBLEMA N° 5 (Boletin n® 25)

Sobre los lados BC, CA, AB de un triéngulo dado
ABC de &rea S , se sitlan respectivamente tres puntos
A', B', C' tales que

AC’ _ BA' _ CB'_
A8 BC T Tx°P



siendo p, O0O<p<l , un paré&metro variable. Determinar:

1. E1 &rea del triéngulo A’B‘C’ en funcién de p.

2. El valor de p para el que dicha &rea es minima.

3. EL lugar geométrico de los puntos M de interseccién
de las paralelas trazadas por A* y C’' a los lados
AB y AC respectivamente, al variar p.

§glucig§i
1., De AB/AC' = 1/p se deduce C'B/AC’ = 1/p = 1
y de AC'/AB = p se deduce C'B/AB =1 -Dp .

Si h es la altura de AB'C’ y H la de ABC, el &rea S' de
AC’'B’' seré .&AC' h Y..S— =A_B. E-: ._1——
2 ) s’ AC''h p(l-p) '
seré: §' = Sp(l-p) . BAndlogamente, el &rea S’'’ de
D BA'C’' ser& S''=Sp(l-p) Yy
"'/ el mismo valor tendrd el
&rea S’’’ de CB'A’. En
definitiva, el &rea bus-
cada, de A'B'C' seré:
& S* = S(1 - 3p(1-p))
2. Pongamos f(p) = S(1 - p(l-p)). La ecuacién £(p) = 0

con lo que

no tiene raices reales, por lo que f(p) conserva el
signo positivo en [0,1]. La derivada es £'(p) = S(6p-3)
que se anula para p = 1/2 . Como £''(1/2) = 6.8 > 0 ,
el Area se hace minima para p =‘%? , siendo el valor
minimo —i—s 8

3. El lugar geométrico pedido es la diagonal AC del
paralelogramo ABOC, como se deduce por simple
aplicacién del teorema de Thales.

Manuela Fernédndez Manzano (alumna del Insti-

tuto “Manuel Godoy" de Castuera (Badajoz)



