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X1 CONCURSO DE RESOLUCION DE
PROBLEMAS DE MATEMATICAS

Convocado por;
Sociedad "Puig Adam" de Profesores de Mateméticas y Colegio
de Doctores y Licenciados en Ciencias y en Flilosofia y Letras

BASES

PRIMERA
Podran participar en el Concurso los alumnos de B.U.P. y F.P. Los de
F.P. | io haran concurriendo con los de 1° de B.U.P. ; los de primer curso de
F.P. Il , con los de 2° de B.U.P. y los de segundo y tercero de F.P.llI, con los

de 3°de B.U.P.

SEGUNDA
Las pruebas consistiran en ia resolucién de problemas (los mismos para

todos los concursantes de cada uno de los tres niveles) y se realizarén en
Madrid, en un solo dia de la segunda quincena del mes de junio.

TERCERA
Se concederan diplomas, acompafnados de los premios correspondien-

tes, a los mejores de cada nivel.

CUARTA
Los Centros que deseen presentar a algunos de sus alumnos (hasta un
maximo de seis) deberan realizar la preinscripcion antes del dia 30 de Abril
de 1993, dirigiéndose por carta sin certificar a esta Sociedad, Apartado de
correos n° 9.479, 28080 - MADRID. En esta preinscripcion no es preciso
hacer constar los nombres de los alumnos seleccionados.

QUINTA
Se comunicara directamente a los Centros preinscritos la fecha exacta,

lugar y hora de realizacidén de las pruebas y estos Centros entregaran a los
alumnos que envien, credenciales individuales en las que se haga constar
el curso en que estan matriculados en el afio académico 1992-93 y que han
sido seleccionados por su excepcional aprovechamiento en Matematicas.

Enero de 1993

Este Concurso cuenta con la colaboracién de @Eﬂ é%aa/w
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tos para la concesién de una Beca, como ocurria en afios
anteriores. Los participantes en las pruebas realizadas
en Madrid, se han considerados como procedentes de dos
distritos, por lo que han sido clasificados para 1la
segunda fase seis alumnos, concediéndoseles dos prime-

ros premios, dos segundos y dos terceros.

El nuamero de participantes en las pruebas
celebradas en Madrid ha sido de 127, muy por encima del
alcanzado en los afios anteriores. Como en éstos, gran
parte de los aspirantes han concurrido sin mostrar la
menor preparacién olimpica: 69 alumnos no han pasado de
8 puntos, o sea de un solo punto por problema; en
cambio, un reducido grupo ha tenido una actuacién
sobresaliente, que augura futuros éxitos en las
proximas pruebas olimpicas. El jurado seleccioné los

sels ganadores cuyos datos damos a continuacién:

D. Miguel CARRION ALVAREZ, del C.0.U. del I.B.

de la Estrella (Madrid) 64 puntos - 1%

premio

D. David SEVILLA GONZALEZ, de 3° de B.U.P.,

I.B. Luis Bufiuel (Alcorcén) 62 puntos - 17 premio

D. Tomas PRIETO RUMEAU, del C.0.U. del Liceo
Francés (Madrid) 61 puntos - 2° premio

D. Juan Manuel de LAIGLESIA LORENZO, del C.0.U.
del Liceo Francés (Madrid) 56 puntos - 2° premio

D. Carlos BENITO SANCHEZ, del C.0.U. del Cole-
gio de San Agustin (Madrid) 50 puntos - 3°r premio

D. Raul BLAZQUEZ FERNANDEZ, del C.0.U del Cole-
gio "El Parque" (Alcobendas) 46 puntos - 3°F premio

Por debajo de los premiados, han obtenido

meritorias puntuaciones los siguientes participantes:

D. José Tomé&s Baeza Oliva, de 3° de B.U.P. del

I.B. Avda. de los Toreros (Madrid) 45 puntos
D. Angel de Castro Martin, de C.0.U. del Cole-

gio Claret (Madrid) 42 puntos
D. Ramén Gordillo Gutierrez, de C.0.U. del Co-

legio San Viator (Madrid) 39 puntos
D. Alvaro Gémez-Rey Romero, de C.0.U. del I.B.

“Gran Capitén" (Madrid) 36 puntos
D. Juan Enrique Pradas Simén, de C.0.U del Co-

legio JOYFE (Madrid) 36 puntos
D. Pablo Vila Rodriguez, del C.0.U. del Cole-

gio del Sagrado Corazén (Madrid) 35 puntos
D. Juan Carlos de Miguel Pérez-Herce, del C.0.U.

del Col. Maristas de Chamberi (Madrid) 35 puntos

Debe destacarse que uno de los primeros premios ha
sido ganado por un alumno de tercer curso de B.U.P.
y otro alumno de este curso ha gquedado a punto de ser

premiado también.

Una vez mas, nos complace sefialar que varios de
los clasificados en esta Olimpiada fueron galardonados
en afios anteriores en los Concursos de Resolucién de
problemas de nuestra Sociedad: David SEVILLA GONZALEZ,
primer premio, gque es alumno de tercer curso de B.U.P.,
qued6 en tercer lugar como alumno de 2° en nuestro
Concurso de este afio y en primer lugar como alumno de
1° en 1991. Carlos BENITO SAENCHEZ, tercer premio, fué
el tercero de 3° de B.U.P. en este afio. Tomds BAEZA
OLIVA, que ha obtenido 45 puntos, siendo alumno de 3°
de B.U.P., fué el 2° de 2° curso en 1992. Ramén
GORDILLO GUTIERREZ, que ha obtenido 39 puntos fué el 4°
de 3% curso este afio y el 2° de 2° en 1991. Alvaro GO-



MEZ REY, que ha alcanzado 36 puntos, fué el 2° de 3° en
1992, el 4° de 2° en 1991 y el primero de 1° en 1990.

Para que nuestros lectores puedan valorar la
dificultad relativa de los problemas propuestos, damos
a continuacién una tabla con las medias de las
puntuaciones alcanzadas por la totalidad de los
presentados y por los seis premiados en cada uno de

esos problemas:

Problema 1
Punt. media:
de todos 2,6 1,7 2,8 0,8 0,5 2,2 1,4 0,6
de los 6 prem. 9,7 7,5 9,7 6,0 6,7 7,7 5,8 3,5

La segunda fase de esta XXIX Olimpiada Matematica
Espafiola tendr& lugar en Madrid y en La Laguna, los
dias 26 y 27 de Febrero de 1993.

7 ICME

En nuestro ultimo numero comunicdbamos la pasada
celebracion del 7° Congreso Internacional del ICME (Comision
Internacional de la Ensefianza de las matematicas), institucién que
preside nuestro compatriota el Prof. Miguel de Guzman, como
informamos en su dia. El Congreso tuvo lugar en los edificios del
campus de la Universidad Laval de Qubec (Canada), los dias 17 al
23 de Agosto pasado.

Se celebraron cuatro conferencias plenarias: la inaugural, a
cargo del Prof. Geoffrey Howson (Gran Bretafia) sobre "Los
docentes de Matematicas”, una segunda, pronunciada por la
profesora Colette Laborde con el titulo de "Ensefiar la Geometria:
Lo que cambia y lo que permanece”, la tercera, dada por el prof.
Maria Klawe (Canada), y la de clausura, por Benoit Mandelbrot
(USA), sobre "Geometria experimental y fractales, un tema al
alcance de cualquiera”.

Ademas tuvieron lugar otras 40 conferencias de una hora,
mas de la mitad de las cuales fueron dadas por el profesorado de
USA o de Canada. Entre ellas destacamos las pronunciadas por el
Presidente del ICME, prof. Miguel de Guzman, sobre "E/ origen y
la evolucién de las teorias matematicas; consecuencias para la
ensefianza" y por el prof. Joaquin Giménez , de la Universidad
Autonoma de Barcelona, que tituld: "De los repartos a las
fracciones”.

Pero, fundamentalmente, y a los efectos de la participacion
directa de los asistentes, el Congreso estuvo organizado en 23
grupos de trabajo (con subgrpos en algunos de ellos) y 17 grupos
tematicos. Sin dar la lista total, si diremos que de los primeros, el
mas concurrido, de lejos, fué el dedicado a la formacion del
profesorado, que necesitd de 12 subgrupos, si bien 11 de ellos
estuvieron presididos por congresistas de Estados Unidos; y si la
participacion era internacional, se dejé notar el sesgo. Otros de los
grupos de trabajo analizaron la formacién de los conceptos en
Matematicas, el aprendizaje del calculo, ensefianza en
poblaciones multiculturales o multilinglies, ensefianza de la Geo-
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metria (con 7 subgrupos), construccion de modelos matematicos

y aplicaciones de los mismos (con subgrupos dedicados a las
ensefanzas primaria, secundaria y universitaria), resolucion de
problernas, la funcion de la tecnologia en la Ensefanza, efc.
Algunos de los temas de interés mas general entre los grupcs
tematicos, fueron: Las competiciones de Matematicas: ensefianzas
para la Formacion Profesional; El contexto social de la educacién
matematica; Juegos matematicos: La ensefianza de las
matematicas por proyectos; Las Matematicas en el contexto del
curriculum total, Arte y Matematicas; Formacion de investigadores
en Didactica de las Matematicas; La utilizacién d= la ielevision en
el aula; Filosofia de la educacion matematica.

En realcion con todo ello se presentaron hasta 440
comunicaciones breves que fueron exhibidas en forma de carteles,
O de video o de software. Como es natural, su grado de interés
ofrecia una gran dispersion.

o Aparie de la participacion directa y como muy interesantes
Informacionss, se pudieron contemplar y exainar 17 Proyectos
Institucionales (Open University, Instituto Freudenthal de Utrech,
los IREMs, la SMP de Southampton, el Shell Cetre for
Mathematical Education de Nottingham, el Harvard Calculos
Projecto, de Cambridge, el grupo internacional Cabri-geometria, el
King's College, de Londres; etc.).

También fué posible asistir a los grupos de estudios de la
CIEM (o ICMI paia los anglosajones): uno sobre: “La influencia de
los ordenadores y de la informética sobre las Matematicas y su
ensefianza”, otro sobre "La popularizacion de las Mateméaticas" y
un tercero sobre "La evaluacion de la educacion matematica y sus
efectos”. Este (ltimo fué organizado por nuestro compatriota el
profesor Claudi Alsina de la Universidad Politécnica de Barcelona
y representante de Espafia en el Comité internacional del programa
del ICME-7.

Como exposicion de actividad que no de resultados y con el
nombre de "Talleres” , se mostré el trabajo de algunos grupos,
como "Matematicas en vaqueros" (Francia), "Juegos para el aula

BB
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de matematicas" (Gran Bretafia), "Desarrollo del pensamiento
matematico con la ayuda de juegos basados en historias”
(Polonia), "Matematicas y caos" (Gran Bretafia) y el taller de la
ATM (Asociacién de Profesores de Matematicas) de la Gran

Bretana.

Incluido en las actividades del Congreso se celebré un tanto
aparte un mini-congreso (asi fué llamado) sobre las calculadoras y
los ordenadores; sus trabajos se dividieron en cinco sesiones,
dedicadas a los alumnos de 5 a 11 anos, de 11 a 16, de 16 a 18,
estudiantes de Matematicas en la Universidad y el quinto sobre la
formacién del profesorado especifico.

Fueron muchas las reuniones que pudieron celebrarse entre
profe-sores dedicados a una misma parcela. Por ejemplo, la de los
responsables de competiciones matematicas internacionales, a la
gue acudio nuestro colega Juan Manuel Conde (Alicante) o la de
representantes de Asociaciones de Profesores de Matematicas, en
la que, en verdad, poco se dijo aparte de la vaga promesa de
intercambio de publicaciones.

Emotivamente, el Congreso rindié homenaje al desaparecido
Caleb Gattegno. Sus trabajos y su figura fueron glosados por el
profesor Dawson (Canada) y se pasaron los fiimes "Numeros en
color"y "Trigonometria”.

Para los asistentes espafoles resultaron particularmente
afectivos los actos que se organizaron como anuncio del proximo
8 - ICME , que se celebrara en Sevilla. La reunién especial para el
profesorado de lenguas ibéricas (espafol y portugués), durante la
que se exhibié un muy bello reportaje en video sobre la Sevilla
actual y posteriormente el acto plenario en el magnifico campus. A
pesar de la masiva asistencia hubo tapas y vino fino andaluz para
todos y cuanto se quiso. Eso no queda en un hecho folklérico
porque en Canada existe monopolio de alcoholes y la organizacion
del acto exigio trabajos previos de altura diplomatica. Después de
coseguir llevar hasta Quebec centenares de botellas de fino no
puede haber obstaculo organizativo que se resista para el ICME-8

de Sevilia.
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No faltd la consabida exposicién de material didactico
comercializado, en la que participaron hasta 34 firmas.

En el acto de clausura, al que acudieron las autoridades
gubernativas de Quebec, el Presidente del ICME, Miguel de
Guzman, intervino para resaltar la impecable organizacion de los
actos por parte de la Universidad Laval y su esperanza de que en
Sevilla se volvieran a encontrar sus asistentes. Por su parte, el
Presidente de la Federacion Espafiola Gonzalo Sanchez
Vazquez, con la emotividad que le caracteriza, prometié a todos
calida acogida y buena organizacion. Aqui sabemos que ambas
cosas son seguras.

Estos fueron, en resumen, los actos. Sobre los resultados
que se obtienen en este tipo de Congresos masivos en relacion
con las expectativas de los asistentes, habria que organizar algun
debate. Pero en este caso particular no hay duda de que la belleza
de Quebec, la de na travesia por el impresionante rio San Lorenzo
y la del paisaje todo no defraudan. En cambio, no espere nadie ver
a la Policia montada; solamente existe en las novelas de Zane
Grey o en las de James O. Coorwood.

Agradecemos a nuestro tesorero, el profesor Alberto
Aizpuan, que participé en el ICME-7, la redaccion de esta cronica,
que brindamos a nuestros socios.
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CURSO DE CONFERENCIAS DE LA REAL ACADEMIA
DE CIENCIAS EXACTAS, FISICAS Y NATURALES

Continuando con los cursos de conferencias sobre la
Historia de las Matemdticas impartidos en los afios an-
teriores, la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas
y Naturales va a desarrollar, en las fechas gque se
indican, a las siete y media de la tarde, en su sede de

la calle de Valverde, 22, un curso sobre:

"HISTORIA DE LA MATEMATICA EN EL SIGLO XIX (Za parte)"

El programa es el siguiente:

16 de febrero Las construcciones de los nidmeros reales
Manuel Ldépez Pellicer
Académico Correspondiente. Catedrdtico de la
Universidad Politécnica de Valencia.

18 de febrero origenes del Andlisis funcional
Fernando Bombal
Académico Correspondiente. Catedrdtico de la
Universidad Complutense.

23 de febrero Evolucién de la integral en el siglo XIX
Pedro Jiménez Guerra
Académico Numerario. Catedrdtico de la U.N.E.D.

25 de febrero Cauchy
Baltasar Rodriguez-Salinas y José Leandro de Maria
Académico Numerario Protesor Titular de
Catedrdtico de la la U.N.E.D.
Universidad Complutense.

2 de marzo La probabilidad de Pascal a Laplace
Francisco J. Girdn
Académico Numerario. Catedrdtico de la Universidad
de Mdlaga.

4 de marzo La revolucidén probabilfstica
Sixto Rios
Académico Numerario. Catedrdtico de la Universidad

Complutense.

9 de marzo De la Geometria Numerativa a la Geometria Algebraica
José Manuel Aroca
Catedrdtico de la Universidad de Valladolid.

11 de marzo Las bases de la Gecmetria Diferencial
José J. Etavo
Académico Numerario. Catedrdtico de la Universidad
Complutense.



16 de

23 de

25 de

30 de

1l de

w14 o
|

marzo La Topologia general desde sus comienzos hasta Hausdorff®

Juan Tarrés

Profesor Titular de la Universidad Complutense.
marzo Los Modelos de la Geometria Hiperbdlica

José M2 Montesinos

Académico Numerario. Catedrdtico de la Universidad

Complutense
marzo Mecdnica y Fisica Matemdtica

Dario Maravall

Académico Numerario. Catedrdtico de la

Universidad Politécnica de Madrid. I
marzo Geodesia

José M& Torroja

Académico Numerario. Catedrdtico de la

Universidad Complutense.
abril Cantor y la Teoria de Conjuntos

Baltasar Rodriguez-Salinas
Académico Numerario. Catedrdtico de la
Universidad Complutense.

Como de costumbre, la entrada es libre.

Vi JAEM.

Las VI Jornadas de Aprendizaje y Ensenanza de las
Matematicas se celebraran este afio en Badajoz,
organizadas por la Sociedad Extremena de Educacion
Matematica "Ventura Reyes Prosper"” y por el
Departamento de Didactica de las Ciencias Expe-
rimentales y de Matemdticas de 1la Universidad de
Extremadura. Estas Jornadas tendrén lugar en la E. U.
de Formacién del Profesorado (Avda. Elvas s/n, Badajoz)
jos dias 31 de Marzo y 1, 2 y 3 de Abril. Nuestra
Federacién (FESPM) es la entidad gque convoca a este
acontecimiento gque trata de ayudar a todas las
personas, grupos Y sociedades relacionadas con la
Educacién Matemdtica a intercambiar experiencias y
difundir los trabajos de innovacién gque se estéan

realizando en nuestro pais.

i% : VI JORNADAS SOBRE APRENDIZAJE
Y ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS.

APEINBOS .o i s
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20
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14.000 Pras.
18.000 Puas.
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eavier ¢l reyguardn de ls Uransiereacia s b
cuents 120,300 .00.1327.1 Je la Caja do
Ahorms de Badajiiz, (Nicima Prligneo de la
Paz.
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XXV ANIVERSARIC DE LA FUNDACION DEL INSTITUTO
"MATEMATICO PUIG ADAM"
DE GETAFE (MADRID)

El instituto de Bachillerato "Matematico Puig Adam”, de Getafe, va a
conmemorar el XXV aniversario de su fundacion con diverses actos, entre los
que figura un homenaje a la figura de don Pedro Puig Adam. que da nombre a
ese Instituto.

Estos actos tendran lugar los dias 4 y 6 de Marzo de 1893, en los
locales de!l mencionado Instituto. Nuestra Sociedad, que comparnte con &l el

e llevar el nombre de "Puig Adam", ha ofrecide su colaboracién para
onrar la memoria de! ilustre Maestro.

=

El Profesor Carlos M?* Rodriguez Calderén, que fué Director del
menclonado instituto, en su primera etapa, pronunciara en dicho acto, una
conferencia sobre "El Matematico Puig Adam".
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I OLIMPIADA MATEMATICA DE ALUCHE

la Junta Municipal del Distrito de Latina de
Madrid y el Club Codaste han organizado, con la cola-
boracién del Seminario de Matemdticas del Colegio de
Doctores y licenciados de Madrid, la I Olimpiada Mate-
matica de Aluche. Las pruebas, consistentes en la reso-
lucién de problemas, han tenido lugar en el Centro Cul-
tural Fernando de los Rios, del Ayuntamiento de Madrid,
los sébados 21 y 28 de Noviembre y 12 de Diciembre. La
relacién de alumnos ganadores fué la siguiente:
PRIMERO DE BUP
Jaime Guerrero Ramén
Ernesto Pérez Alonso
3. Elena Baeza Oliva
SEGUNDO DE BUP
1. Félix Salcedo Ureste
2. Pilar Sebastién Benito
3. Jesls Dorado Manzanares
TERCERO DE BUP
1. José Tom&s Baeza Oliva
Rail Molina Gil
3. David Mufioz Polo

Los enunciados de los problemas propuestos fueron

los siguientes:

PRIMERO DE BUP
1.-a) Uno de los é&ngulos de un tridngulo
recténguloc mide 30 grados, y el cateto menor, r —
centimetros. ¢Cudnto miden la hipotenusa y el otro d ¥
cateto? ,r*\féﬁ\
{ .

b) En un triéngulo equildtero se inscriben
tres circulos iguales de la forma gue se indica en
la figura. Halla el lado 1 del triangulo en funcién
del radio r de los circulos.

s

2.-¢En cuéntos ceros termina el producto 1x2x3X4X..... x19927?
Justifica la respuesta.

3.-Doscientos soldados esta&n formados en cuadro con 10 en cada
linea y 20 en cada fila, De cada linea se escoge el soldado mas bajo,
y de entre estos 20 soldados el més alto es Juan. También de cada
fila del mismo cuadro de 200 soldados se escoge el soldado mds alto,
y de entre éstos, el soldado mas bajo es Pedro. ¢Quién es mas alto,
Juan o Pedro?. Justifica la respuesta.
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4. -Cuando dos pastores se disponian a comer, aparecié un cazador
que habia perdide la merienda. Los pastores le invitaron a comer con
ellos; uno sacé 3 guesos Yy el otro 5. Cuando terminaron, el cazador
les dlq 8 monedas de oro. El gue puso 3 guesos se guedd con 3 monedas
Y le dio al otro las 5§ restantes. (Es justo este reparto? ;Cudntas
monedas debe llevarse cada pastor?

i 5.-Preggntado un hombre por su edad, contesta: si al duplo de
ml edad se guitan 17 afios, se obtiene lo que me falta para llegar a
100. ¢Cudl es la edad de dicha persona?

6. =Resuelve el ejercicio Ma"gna baiaﬂza
de la MALIGNA BALANZA
(De la revirfa oo rMursce)

por el namero de sus ovejas respondid: [
Cuando las cuento de 2 en 2, sobra 1;

si 1o hago de 3 en 3, también sobra 1;

Y lo mismo sucede cuando las agrupo de g—c

4en 4, de 5 en 5, y de 6 en 6; pero 2 z

si las cuento de 7 en 7, no sobra nin-

guna. Curiosamente, a mi vecino, que

tiene mds ovejas gque yo, aunque aun no

ha llegado a las mil, le ocurre lo mis- 3 9 *

mo. ¢Cudntas ovejas tiene cada uno de -

los pastores?

7. -1 sexr preguntad6 un pastor 1 ®

1

&
&
&

8.~Dado un tridnguleo ABC, halla el
conjunto de los puntos M tales que el |4 BSS8HS
drea de cada uno de los tridngulos AMB,
BMC y CMA sea menor que el &rea del

e e

Usted, narz conservar ¢f equilibrio. ;cudntos TIMONES nemu{
I R T'ﬁa B

tridngulo ABC.
9. -;como se puede unir, sin levantar el lapiz y no utili-

zando mas de 4 segmentos, los 9 asteriscos de la figura? -
»

SEGUNDO DE BUP :

x K ¥

1.-Problema 1 de primero de BUP.

$ \ ﬁ 2
2.-Simplifica la siguiente expresién hasta /3 (fE+/2)

obtener la raiz de un namero entero: . 2/2+/3

3.=a) Una vez un hombre entrd en una posada. No tenia dinero,
pero tenia una cadena de plata de siete eslabones. Se llegé al
acuerdo que por cada dia de hospedaje daria al posadero un eslabén
de la cadena. ¢Cual es el menor ndimero de eslabones de la cadena que
hay que cortar para gue el hombre pueda pagar al posadero siete dias,
pagando dia a dia? (Si es preciso, el hombre puede tomar en vuelta
del posadero algunos eslabones contra un trozo de cadena)

b) Una cadena tiene 2000 eslabones. ¢Cual es el menor ntmero
de eslabones de la cadena que hay gue abrir para gue sea posible
tomar cualquier nGmero de eslabones del 1 al 2000 cogiendo trozos de
la cadena que ha sido cortada?

4. =pos amigos practican el siguiente juego: el que comienza
dice un nGmerc menor que 10; luego, alternativamente, van diciendo
un namere mayor gue el anterior pero sin rebasarlo mas de 10 unidades
y gana el primeroc que llega a 100. Escribe los numeros dque tiene que
ir eligiendo el gue empieza para tener la seguridad de ganar y una
regla nemotécnica gue le permita actuar con rapidez.

5. -a) La ecuacién ay?Z - by3 =c tiene, evidentemente, la
solucién a=0, b=0 y c=0. ¢Tiene alguna otra solucién entera?

Justifica la respuesta.
b) Idem para la ecuacién ayZ - bVi§ =c

6. -Halla la relacién existente
entre las longitudes de la circunferen-
cia pequefia y del arco ATB que apare-
cen en la figura. Expresa ambas longitu-
des en funcién del radio r de la circun-

*

7. -Para construir una caja sin tapa cortamos un cuadrado en
cada uno de los 4 vértices de una cartulina rectangular de 50 cm. X
30 em. y hacemos las dobleces pertinentes. Halla la longitud del
lado del cuadrado para gue el volumen de la caja sea de 4 decimetros
cibicos.

8. =Dos hermanos tienen un rebafio de ovejas. Venden las ovejas
y reciben por cada una de ellas tantos doblones como ovejas tiene el
rebaho. ?nra repartir el montén de monedas, cada hermano va tomando
alternativamente diez doblones, empezando por el hermano mayor. Asi
lo hacen hasta gue al tocarle una vez su turno al hermano menor, eéste
se encuentra con gue guedan menos de diez doblones. Toma los gue hay
Y., para igualar la cuenta, el hermano mayor da al menor su precioso
cuchilleo de caza. ;Cu&ntos doblones vale el cuchille?

9--&96mo hay que hacer dos cortes rectilineos en la figura de
linea continua para que quede dividida en dos partes de igual forma
y tamafio?

TERCERO DE BUP

1l.-Problema 1 de primero de BUP.

2.-Dada la sucesién -1’8, -1’9, =1/10, =111, ~1112, =-1713,
—1'14, trereveesecese., halla los extremos superior e inferior y el
limite. Si alguno de estos nimeros no existe, escribe el porqué.

3.-Resuelve el sistema: 2'-4v=7
log(7+x)=-log(y+1)=1

¢Puede haber m&s de una solucién? ¢Por qué?

4. .Halla todas las soluciones enteras positivas de la ecuacién
LI420431+4 14504+, 0 vl HXI=YE,

5. ~-Problema 3 de segundo de BUP.

6, -Dada la sucesién 0,4,3,7,6,10,9,13,........., &scribe los
términos noveno y décimo y la férmula del término general.
Sugerencia: Para escribir esta férmula, usando sélo una igualdad,
conviene usar expresiones del tipo (-1)°.

7. -Problema 1 de segundo de BUP.

8. =Al un;r los vértices A y D de un hexdgono regular, aparecen
dos trapecios iguales. :Qué hay gue hacer para dividir unc de estos
Frapiggps en 4. partes de igual forma y tamafio? Explica por qué soh
iguales. ’ -

. ... 9.-De un polinomioc se sabe que es mGltiplo de x+1 y que al
dividirlo por x-2 el resto es 15. (Qué resto se obtendra al dividirlo
por el producto (x+1) (x-2)?
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Como socio de la Sociedad Puig Adam de Profesores
de Mapemétlcas, deseo que me envien gratuitamente
los siguientes nimeros atrasados del Boletin:

(senalar con una X los que interesen)
3 4 25 26 27 28

S O O -+>a 0O 0O

29 30 31 32

— =B B O

Enyio adjuntos sellos para el franqueo (48 pta
por numero para Madrid - capital y 73 pta por na-
mero para el resto de Espafia).

Utilicen para el envio la direccién consignada
en este recuadro:

Los ntmeros 1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12,
13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23 y 24
estén agotados.

Si desea acogerse a este ofrecimiento, recor-
te o copie este cupdn y envielo a la:

Sociedad "Puig Adam" de Profesores de Matematicas
Aptdo. 9479 - 28.080 ~-MADRID.

ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS CUBICAS

por Julio Fernéndez Biarge
0. LOS MODOS DE RAZONAR EN GEOMETRIA

Los matemdticos de varias generaciones estuvieron
fascinados por la Dbelleza de los razonamientos
geométricos. El recurso a la Geometria Analitica se
hacia imprescindible en ocasiones, pero solia conducir
a farragosos célculos, a lo largo de los cuales se
perdia el significado geométrico, aunque al final se
alcanzase el resultado deseado. La acertada eleccidn
del sistema de referencia simplificaba a veces los
cdlculos, pero entonces era dificil saber si una
conclusién determinada era independiente de esa
eleccién o© no. La introduccién de notaciones
vectoriales o tensoriales, permitidé gque se pudiese
seguir el significado de los simbolos a lo largo de los
calculos intermedios y que éstos fuesen en cierta
medida independientes del sistema de referencia, con lo
cual los métodos analiticos se despojaron de los
atributos de farragosos, cripticos y antiestéticos que

habian merecido.

En este articulo divulgativo, gqueremos mostrar

varios ejemplos de un modo de razonar, dque siendo

esencialmente analitico - ya gque el propio objeto del
razonamiento, las cubicas, estdn definidas  por
ecuaciones - apenas necesita escribir explicitamente

coordenadas, ni se apoya en una eleccién determinada
del sistema de referencia, salvo ocasionalmente. Més
que el interés de las conclusiones gque alcanzamos,
gueremos resaltar cémo se recupera de este modo la
balleza del modo de razonar tradicional de la

Geometria.



1. ALGUNAS PROPIEDADES PROYECTIVAS DE LAS CUBICAS PLANAS

En todo lo que sigue, emplearemos coordenadas

homogéneas en el plano proyectivo, gque representaremos
con Xy, Xy ¥y Razonaremos en el plano complejo,

aungue con especial atencién a los elementos

geométricos reales.

Una cubica serd la curva representada por una

ecuacién de la forma

r=2o0 (1]
donde I es una forma cibica, con coeficientes reales,
en las variables Xor Xqv %, Designaremos con la

misma letra I a la ctbica representada por [1]. Una

cibica puede ocasionalmente “degenerar" en una recta y
rectas (algunas

una cénica no singular o en tres

posiblemente

eventualmente coincidentes y dos

imaginarias conjugadas).

La ecuacién homogénea [1] tiene 10 coeficientes;
por lo que bastarén 9 condiciones lineales entre ellos

(tales como la de que r pase por
determinarla. No

un punto),

linealmente independientes, para

obstante, dos cilibicas Fl y Fz (salvo que tengan

cortan en 9 puntos

infinitos puntos comunes), sé

(algunos posiblemente coincidentes, contados entonces
con su debida multiplicidad), reales o imaginarios (por
por los que pasan todas las

= 0 . De este hecho resulta

pares de conjugados),
cibicas del haz Arl + an
gque el sistema de las 9 ecuaciones lineales homogéneas
entre los coeficientes de [1] gque expresan Qque la
I’ pasa por esos 9 puntos de interseccién, al
tener distintas, debe ser de

superior a 8, lo que indica que una de las 9 ecuaciones

cibica

soluciones rango no

es consecuencia de las otras 8.

_23_

Esto nos permite enunciar el siguiente:

Teorema 1: Todas las cubicas que pasan por ocho puntos

dados, tienen un noveno punto comun.

Los citados puntos pueden ser reales o imaginarios

(por pares) e incluso "coincidentes" en el sentido
habitual, para expresar condiciones de contacto en un
punto, Qque pOTr expresarse como ecuaciones lineales en
como pares,

los coeficientes de [1], se comportan

ternas, ... de puntos, a efectos de este teorema.
Es especialmente
interesante el caso de
que algunas de las
cibicas que pasan por
ocho puntos sean
degeneradas.
Consideremos, por ejemplo
el exagono formado por
las rectas de ecuaciones
a=0, b=0, c=0,
d=0,e =0, £=20
(con cada una de estas letras representamos una forma
y también la recta que define la

Figura 1

lineal en las X
ecuacién gue resulta de igualarla a cero). Las cibicas
ace = 0 y bdf = 0 pasan por los 9
(Figura 1). Por el teorema

degeneradas
puntos Pab ' Pcd poes
anterior, toda cibica que paseé por ocho de ellos pasard

por el noveno. Podemos enunciar asi el:

Teorema 2 (de Pascal generalizado): Si un exdgono estd
inscrito en una cibica, y los puntos de interseccidn de
dos pares de lados opuestos pertenecen a la esa cibica,
tercer par también

el punto de interseccidén del

pertenece a ella.
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Basta considerar les dos clbicas formadas por los
pares de lados opuestos (Figura Za) y la cibica dada
que, al pasar por 8 puntos de interseccién de las

anteriores, pasard también por el noveno.

Figura yia Figura 38

Cuando la cubica dada degenera en una cénica y una

- W - a . .
recta (Figura 3%) se obtiene el conocido

o . P . ,
Teorema 3~ (de Pascal) : Si un exdgono estéd incrito en
ma cénica no singular, los pares de lados opuestos se

cortan en tres puntos alineados.

€. la cénica a su vez degenera en un par de rectas

reales, se obtlene igualmente el

Teorema 4° (de Pappus): Si un exagono tiene sus
vertices situados alternativamente en dos rectas, los
pares de lados opuestos se cortan en tres puntos
alineados.

Un punto de inflexién de una cubica es un punto no
singular cuya tangente tiene 3 intersecciones
confundidas con ella.

- 25 =

Sean I, J dos puntos de inflexién de una cibica T
(Figura 4a) y u =0 la recta
gque los une. Sean i =0 Yy
j = 0 las tangentes de
inflexién en I y J Yy sea
K el tercer punto de
interseccién de la recta u
con la cudbica (que seré
forzosamente punto no
singular) y k = 0 la tangente
en él. Consideremos las

cibicas degeneradas u3 =0 Yy
ijk = 0 . Sus puntos de inter- Figura 48
seccién son I , J y K, triples. La cibica I' tiene
comunes con u3 = 0 , tres puntos confundidos en I ,
tres en J y otros 3 en K . Los que tiene en comin
con ijk = 0 son también tres confundidos en I, tres
confundidos en J vy al menos dos confundidos en K ;
en virtud del Teorema 1°, el noveno punto comin estaré
también confundido con K ; es decir k = 0 tiene
triple su interseccién en K con I , con lo que K
es también punto de inflexién de T . Resulta asi el

o . .
Teorema 5 : La recta que une dos puntos de inflexion
de una cubica, la vuelve a cortar en un tercer punto de

inflexidn.
3, TIPOS DE CUBICAS

En el plano proyectivo, las cibicas no degeneradas
pueden carecer de puntos sigulares, o tener un tinico
punto doble. Si tienen un punto doble, éste puede ser
ordinario (con dos tangentes distintas) o de retroceso.
Un punto doble ordinario puede a su vez ser un nodo
(con dos tangentes reales) o un punto aislado (con
tangentes imaginarias conjugadas). Si una cubica tiene
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dos puntos dobles, la recta que los une tiene al menos
cuatro intersecciones con ella, por lo gue forma parte
de la cubica y ésta es degenerada. Si tiene un punto
triple, las tangentes en él tienen cuatro
intersecciones confundidas al menos con la cibica y por
tanto forman parte de ella: entonces la cuibica es
degenerada, formada por tres rectas gque pasan bpor el

punto (distintas o no).

En algunos de los razonamientos posteriores
convendréd tener en cuenta los resultados que dan para
las cibicas las conocidas formulas de Pllicker. Sabemos
gue se llama clase de una curva al numero de tangentes
(reales o imaginarias) que se le pueden trazar desde un
punto genérico. La primera de las citadas fdérmulas nos
dice gque la clase de una cuibica no degenerada sin
puntos dobles es 3(3-1) = 6 ; si tiene un punto doble
ordinario, la clase es 4 y si lo tiene de retroceso se
reduce a 3. La tercera nos da el numero de puntos de
inflexién (reales o imaginarios), que para las cilibicas
gue no posean puntos dobles, es 9, para las gque tienen
uno ordinario, 3, y para las gque lo tienen de

retroceso, 1.
4, CORRESPONDENCIAS ENTRE LOS PUNTOS DE UNA CUBICA

Si P es un punto ordinario de una cibica I no
degenerada, la tangente en P
cortaréd de nuevo a [I' en un
punto P* ., 8i P fuese un
punto doble, pondriamos P* = P
(lo gque resulta también, segin
la definicién anterior, cuando
P es un punto de inflexidén

de T ). Se establece asi una
correspondencia P —> Px
entre los puntos de I ; esta

Figura 5
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correspondencia es univoca, pero no biunivoca; cada P*
procede de m-2 puntos P (reales o imaginarios), donde
m es la clase de T . Esta correspondencia tiene

propiedades interesantes, como la dada por el

Teorema 6°: si tres puntos A , B, C de una cibica no
degenerada estan alineados, sus correspondientes A¥* ,
B* , C*x , también lo estdn.

En efecto (Figura Sa), si la cdbica es I =0 , la

recta en la que estdn A, B y C es u = 0 , las

tangentes en esos puntos son a = 0 , b=0, c=0y
la recta A*B* es u* = 0 , basta aplicar el Teorema 1°
a las cibicas T =0 , u2u* =0 , abc = 0 para obtener

el resultado de que u* = 0 pasa por C*

Nétese gque también gqueda establecida asi una
correspondencia entre las rectas del plano, u —> u*
En particular, si u es tangente a I', en A (y corta

a I’ en A* ), u*x es la recta

J

A*A**

Supongamos gue una ciibica
no degenerada I' y una cénica
7 tienen 6 intersecciones
confundidas en un punto A
Sea a = 0 1la tangente comin
en A (gue cortard a I' en

A* ) y a* = 0 , la tangente
a

en Ax (Figura 67). La

cibica a3 = 0 corta a T

seis veces en A Yy tres veces Figura 62

en A* . La cibica wya* = 0 corta a las anteriores,
seis veces en A y al menos dos veces en A* . Segun

el Teorema 1°, el noveno punto de interseccién
coincidiré también con A¥ y en consecuencia, A%
serd punto de inflexidn de I . Es inmediata una

proposicidén reciproca.
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Podemos enunciar asi el
Teorema 7°: La condicién necesaria y suficiente para
que exista una cénica gue tenga sus seis intersecciones
con I confundidas en uno de sus puntos A es que el

punto A* sea de inflexidn.

<

Debe observarse que si A es ya de inflexidn

por tanto A* coincide con A, la cénica que tiene

[=,3

intersecciones confundidas es la recta tangente en A

contada dos veces.

También es fécil deducir el
Teorema 8°: Si I es punto de inflexién de I y A ¥y
B son puntos distintos de I tales que A* = B* =1,
el punto C en que la recta AB vuelve a cortar a T

cumple también C* =1

En efecto, siendo a = 0 la recta AA* , D
la BB* y ¢ =0 la CC* (Figura 7%) y siendo e

la recta gue pasa por A,
3 y C y t =20 la
tangente en I , basta
aplicar el Teorema 1° a
las tres cUbicas T = 0 ,
ezt =0 y abc = 0 ;
las dos primeras tienen
las intersecciones A , B
y C , dobles y la I

triple. La primera y la

Figura 7@

tercera tienen las inter-
secciones A , B, C e I, dobles y la C* ; en virtud
del teorema 1°, la novena, C* , coincidiré& también con
I , como desedbamos probar.

N6étese que este teorsma es aplicable tan sélo a
las cGbicas sin punto doble. En las gque lo tienen

ordinario, gue son de clase 4, hay un solo punto A = I
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con A* = I y en las gue poseen uno de retroceso,
gue son de clase 3, no hay tal punto A (téngase en
cuenta gue, entre las tangentes trazadas a I desde
I , la t cuenta tres veces).

Consideremos ahora una cénica y = 0 gue sea
tangente a I’ en A y en B (Figura 7%); sean U y
V los otros dos puntos de interseccién, y sea u = 0

la recta UV que los une. Las cibicas T''=0 y 79c =
0 se cortan en los puntos A , B y C , dobles y en
los U, V e 1 . La cubica e2u = 0 cortaa I' en
los ocho primeros de esos, por lo gue pasard también
por el noveno, I , lo que exige que u ., Vv e I
estén alineados.

Al ser e la polar de I respecto a la cénica 7 ,
sl E es la interseccién de u con e , los puntos U
y V seré&n conjugados arménicos respecto a I y E .
Como para determinar la cénica ¥ , el punto U se
puede elegir arbitrariamente en I , se obtiene en
consecuencia (para las ctbicas sin punto doble), el

siguiente

Teorema 9°: Toda cibica I' con un punto de inflexidn
en I , se transforma en si misma mediante una
homologia involutiva con centro en I y cuyo eje pasa
por los puntos de tangencia (distintos de I ) de las
tangentes trazadas a I’ desde I

Para las cibicas con un punto doble D , el
teorema es también valido, pero emplearemos otro tipo
de demostracién.

Si D es de retroceso, hay una uUnica homologia
que deja invariante a T , con centro en su Unico punto
de inflexién, I , y cuyo eje es la tangente de
retroceso. Si la recta ID es d = 0 , la tangente en
I , t =20, y la tangente de retroceso, e =0 , r
pertenece al haz de cibicas definido por d3 =0 vy

ezt = 0 , o sea r = Ad3 + uezt ; un cambio de
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coordenadas 2 =, 2z, =t , 2z, = d , deja la
ecuacién de T como Azg + uzgz1 = 0 , gue permanece
invariante en la homologia de ecuaciones: 2, = T2y
by =72 0 25 = 2

Si D es doble ordinario, I una inflexién con
tangente t = 0 , A un punto tal que A* =1 , e = 0
la ecuacién de AD y a =0 lade AI y d =0 1la
de DI , la demostracién es anédloga, con T = Aad2 +
uezt y poniendo Zg = e, 2z, = & z, = a, d = at +

Ra = azy + Bz2 + con lo que la ecuacién queda:

- ) 2 2 -
r = Azz(azl+322) + u.zozl =0

gue permanece invariante en la homologia Z, = -2, , 2,
= -z, ZO z, El centro de la homologia es la
inflexién i y el eje es la recta DA . Como
consecuencia, las tangentes en D son conjugadas

arménicas respecto a las DA y DI

Sean ahora I1 7 12 , I3 tres puntos de inflexién

de I vy sean tl , t2 , t3 las tangentes a I en
ellos. Habréd tres homologias involutivas gque dejan
invariante a I con centros en los citados puntos.
Sean e, € . €3 los ejes respectivos y Tl , T2 ,
Ty los vértices del ty

tridngulo feormado por las

€.
tres tangentes citadas hhkkT \: 1 Iy
A 3
(Figura B8%). Llamaremos
h1 P h2 , h

homologias.

3 a estas tres

La homologia h1

debe transformar t2 en

t, + por lo que el eje

3
e serd la recta que une
T, con el conjugado ar-
ménico E de I res- Figura g8

1 1

pecto a T, y T; . Conclusiones anélogas se obtienen
para las otras dos homologias. Al estar alineados I,

12 ' I3 , las rectas TlEl P T2E2 P T3E3 , serén
concurrentes (en el punto P , llamado "polo" de la
recta 111213 "respecto al triéngulo" T1T2T3 ).

Ademds, esté&n alineados 1los puntos de 1las ternas
E2E3I1 , E3E112 vy E1E213 . Queda asi probado el

Teorema 10°: Si I1 , 12 e I3 son tres puntos de
inflexidn alineados de I' , las tres homologias gque
transforman r en si misma, con centros en esos
puntos, tienen sus ejes concurrentes en el polo de la
recta 1112I3 respecto al tridngulo formado por las
tres tangentes a [ en esos puntos de inflexidn.

La proyectividad h3h2h1 , que resulta de aplicar
sucesivamente las homologias h1 7 h2 ; h3 , transforma
T en si misma y las tangentes t1 R t2 . t3 ,
respectivamente en las t2 , t1 R haciendo
corresponder sus puntos de tangencia. El mismo efecto
produce la homologia h2 , por lo que se trata de la
misma proyectividad. tenemos asi que h3h2hl = h2 y

_1_ _
como hl = hl , h3h2 = h2h1 . Resulta asi el

Teorema 11°: Las homologias h, , h2 R h3 , satis-

facen a las relaciones hihj = g;hk (siendo i, j, k
distintos).
Asi (figura 9a), si A es
un punto de T , IlA corta a
' en B y 12A la corta en
C , las rectas IZB Y I3C se

cortan en un punto D de T

Se pueden establecer otras
correspondencias entre los
puntos de I . Por ejemplo, si
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P es un punto cualquiera escogido en TI' , las rectas
que pasan por P cortan de nuevo a I en dos puntos
X , X' . Queda asi establecida, para cada eleccién del
punto P una correspondencia involutiva entre los
puntos de I' , que designaremos con fP , Dboniendo
fP(X) = X' . Ya hemos visto que si P es una inflexidén

de I , £, es la restriccién a I' de una homologia del
plano. Cuando se estudian propiedades métricas, hay
otras elecciones de |4 para las que esta

correspondencia tiene interesantes priopiedades.
5. POLARIDAD EN LAS CUBICAS CON PUNTO DE RETROCESO

Si una cibica T tiene un punto de retroceso, es
de clase 3 y posee un Unico punto de inflexién.
Llamaremos R al punto de retrocesc, r a la tangente
en el, I a su punto de inflexién e i a la tangente
en I . Al ser T de clase 3, y teniendo en cuenta

que los puntos de retroceso son duales de las tangentes

de inflexidn, podemos enunciar el

Teorema 12°; Si r es una cUbica con punto de
retroceso, una polaridad respecto a una cénica 7,
transforma a I' en una cibica TI' , tambien de clase
3. Los puntos de cada una se transforman en las
tangentes & la otra. La clibica TI'' tendra un punto de

retrocesc que sera el polo oy de la tangente de
inflexion 1 de T ; la tangente en él sera la polar
i’ del punto de inflexion I de T ; su punto de

inflexién R' sera el polo de la tangente de retroceso
r de T y la tangente de inflexién r' sera la polar
del punto de retroceso R .

En el caso de que la cbénica ¥ sea dos veces
tangente a [ , en los puntos U y V , la clibica T
sera también tangente a T Yy a r en esos mismos

puntos,

La ultima afirmacién, que es casi trivial, tiene
interés en un caso particular, al estudiar las
propiedades métricas de algunas cibicas.

6. PROPIEDADES AFINES Y METRICAS DE LAS CUBICAS

De los teoremas anteriores se deducen algunas
propiedades de las ctbicas I' = 0 del plano afin, con
solo considerar que Xo = 0 es la recta impropia o del
infinito. Las tangentes en los puntos de interseccidn
de ' con esa recta impropia son las asintotas de T ,
salvo gque alguna de ellas sea la propia recta del
infinito, en cuyo casoc se dice que ' tiene una rama
parabolica. Si una asintota corta a la cibica en un
punto propio, éste recibe el nombre de punto

asintotico.

Si el punto impropio de una asintota es de
inflexién (asintota de inflexién), no hay en ella punto
asintético. En virtud del teorema 60, si una cuabica
tiene tres asintotas y ninguna es de inflexién, los
tres puntos asintéticos est&n alineados; si s&lo una es
de inflexién, los dos puntos asintéticos estan sobre
una paralela a la asintota de inflexién. En virtud del
teorema 50, si dos asintotas son de inflexién, 1la
tercera también lo es. Por el teorema 6°, si una cabica
tiene tres asintotas, la tangente en uno de sus puntos,
A es paralela a una de ellas, y la tangente en otro,
B es paralela a una segunda, la recta AB vuelve a
cortar a la cibica en un punto C cuya tangente es
paralela a la tercera asintota.

El teorema 9° nos dice gue si una ciibica tiene una
asintota de inflexién, es invariante en una simetria
con la direccién de esa asintota y con eje gue corta a
la cuibica en los puntos en los que la tangente es
paralela a aquella y en los dobles, si los tiene. Si
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dos asintotas de una cuibica, la cortan en tno de sus
puntos de inlexidén, I , la tercera asintota también
pasa por 1 , y la cibica tiene centro de simetrfia en

€se punto.

e los teoremas anteriores sz deducen muchas

»roplecades métricas de las ctbicas T = 0 del plano
aslidec, con solo surponer gue las coordenadas
noogéneac Xg o Xy . %, son cartesianas rectan-
vulares, © sea que, ademds de  ser g = 0 la recta
impropia  (del plano euclideo ampliado), los Dpuntos
‘~licos sean los de coordenadas (0,i,i) , (0,1,-i) ,
¢ deciz, fue satlsiegan a las ecuaciones X? i Xg = 0

- 0 N

icularmente interesantes las propiedades

Je lae llamadas cubicas circulares gue son las gue
Dasan por log puntos cficlicos. A ellas dedicaremos un
proximo eviiculo

7. OBSERVACIONES

El brillante modo de razonar mostrado en este
.tievls, ern. el que abundan consideraciones sobre
iv . cades de intersecciones de curvas algebraicas,
T¢swrer une Zundamentacidn rigurosa gque hemos pasado
wsT Llis. En 2! fondo de todo €l subyacen los teoremas
Ze¢  pezout y de Noether., Es sabido que el primero
ectilliece gue dadas dos curvas algebraicas planas del

1.0 proyectivo complejo, de gradecs m y n , sin
componentes comunes, la suma de las multiplicidades de
tcdas sus intersecciones es exactamente mn . Pero la
introduccién rigurosa del concepto de multiplicidad de
interseccién es delicada y trabajosa, y el llegar a las
conclusiones del teorema de Noether lo es mds. Los
libros elementales sobre Geometria Algebraica lo hacen
en forma satisfactoria y en ellos suelen aparecer como

corolarios o ejercicios algunos de los teoremas que

hemos expuesto en este articulo.

A pesar de las dificultades de dar bases rigurosas
a la teoria aplicada, es notable la seguridad con que
se razona en la forma que lo hemos hecho en lo que
precede, alcanzando resultados cuya deduccién por otros
métodos seria muy penosa. En aquellos casos en que las
intersecciones de las curvas o rectas consideradas son
simples, el razonamiento no ofrece dificultad alguna.
En los casos en que aparecen intersecciones miltiples,
suele ayudar mucho el considerarlos comeo casos limites
de otros variables con intersecciones simples; este
modo de proceder llevé a muchos a hablar, desde luego
que impropiamente, de "puntos infinitamente préximos"”.
Supone ello echar mano de propiedades topoldgicas
sencillas de las ecuaciones manejadas, en ayuda de las
puramente algebraicas que corresponden a la naturaleza
del problema estudiado.

Otros prefieren someter los casos de
intersecciones maltiples a pequefias "perturbaciones",
es decir, imaginar modificaciones, tan pequeflas como se
desee, de los coeficientes de las ecuaciones gque
deshagan las singularidades de esas intersecciones y

razonar sobre el resultado.
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EVALUACION DE LA SIMPLICIDAD Y EXACTITUD DE
DOS CONSTRUCCIONES DE CADENAS DE STEINER

E. Roanes Macfas y E. Roanes Lozano
Seccién Deptal. de Algebra
Univ. Complutense de Madrid
Santisima Trinidad, 37 MADRID-28010

El problema geométrico denominado Alternativa de Steiner es bien conocido:
dadas dos circunferencias, o y P, tales que B sea interior a ., se trata de
construir una cadena ciclica de circunferencias tangentes, que sean

tangentes interiormente a . y tangentes exteriormente a B.

Como es sabido, este bello problema, o bien no tiene solucién, o bien
posee infinitas soluciones (de ahi su denominacién de "alternativa”) y estd
de actualidad con motivo de haber sido escogido como logotipo de la XXVIII
Olimpiada Matematica Espaiola.

En la solucién habitual, los centros de las circunferencias de la cadena
son vértices de una poligonal cerrada y convexa, pero, el prof. Ferndndez
Biarge generalizé el problema, de modo que dicha poligonal también pueda ser

estrellada, segin puede verse en el nim. 30 de este boletin [Bia].

Todo ello nos indujo a desarrollar una simulacion del problema, que
presentamos como comunicacién (junto con el prof. Biarge) en el I
Encuentro de Geometria Computacional celebrado en la Univ. de Zaragoza del 1
al 3 de julio de 1992.

Posteriormente, hemos seguido trabajando en el problema, llegando 2 nuevos

resultados, que resumimos en este articulo, cuyos objetivos son:

a) describir un método original y directo de construccién de cadenas de
Steiner, que no requiere reducir al caso de circunferencias concéntricas

b) compararlo con la solucién cldsica, evaluando su simplicidad y exactitud

con los coeficientes de Lemoine

¢) mostrar la implementacion efectuada de estas construccidnes geométricas
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CADENAS DE STEINER. CONSTRUCCION CLASICA.

1. Definicién.- Dadas dos circunferencias, a. y B, tales que B sea interior a
@, se demomina "n-cadena de Steiner" para & y B, a una sucesion de n

circunferencias, ['yl,'yo,....,y ), que verifiquen:
s n

a) Y, es tangente interiormente a Q. y exteriormente a f ; i=1,2,....,n
b) Y., €S langente exteriormente a y ; i=1,2,....,n-1
)

c) Y, € distinta de Y, i=2,....n-1
La n-cadena se dice "cerrada”, si ademds se verifican:

c’) Y EY s i# (i,j=1,2,....,n)
i
d) Y, es tangente exteriormente a Y,

donde obviamente la condicién c’) implica c)

El problema cldsico de Steiner es el de construir una n-cadena cerrada. La
dificultad de este problema es muy distinta, segin que « y B, sean, o no,
concéntricas. Si lo son (fig.1), enlonces la existencia de solucién sélo
depende de o y B, y no de la posicién de la circunferencia inicial Y, (ya
que cualquier rotacién alrededor del centro comin de o y B, deja invariantes
estas dos circunferencias). En consecuencia, o bien el problema no posée

solucién, o bien posée infinitas soluciones.

Figura 1| Figura 2

Si, por el contrario, & y B no son concéntricas entonces puede reducirse
al caso anterior, mediante una inversion apropiada (fig.2). En efecto,
siendo O y L los puntos limite del haz de circunferencias H(c.f),
delerminado por & y B, las circunferencias que pasan por O y L forman el
haz, Q(a,B), de circunferencias ortogonales a las de H(a.B). Considerando
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una inversién, I, de polo O, el inverso de Q(a,B) es el haz de rectas
1(Q(..B)), que pasan por el punto I(L), y el inverso de H(c,B) es el haz de
circunferencias, I(H(c.B)), ortogonales a las rectas de I(Q(o,B)). Por
tanto, las circunferencias I(c) e I{B) han de tener el mismo centro.

CONSTRUCCION DIRECTA

El objetivo de este apartado es describir un método directo (que creemos
original) de construccién de cadenas de Steiner, que no precisa reduccién al

caso de circunferencias concéntricas.

2. Lema.- Sean 0. y B dos circunferencias de centros respectivos A y B, tales
que B sea interior a «. El centro, F, de la homotecia de razén negativa (en
la que B es imagen de ®) coincide con A y B si o y B son concéntricas; si,
por el contrario, @ ¥ B no son concéntricas, entonces F es el punto de
interseccion de la recta de centros AB con la recta determinada por dos

puntos, V. .y W (fig.3), que verifiquen las tres condiciones:

i) Veao ¥y WeAB
ii) Weff y BWIAV
iiiy V y W pertenecen a distinto semiplano respecto de AB

En ambos casos, el punto F estd en el segmento AB y es punto interior de f.

Figura 3 Figura 4
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Demostracién.- Nos limitaremos a probar que F es punto interior a B, en caso
de ser B#*A (el resto del enunciado es bien conocido y ficil de probar). En
efecto, por ser FAV y FBW tridngulos semejantes, se tiene: BF = (Fafrr,
siendo r_y r, los radios de o y B. Pero Fa<sa (por ser F punto interior de
AB) Yy EK<ra (por ser B interior a o), luego ﬂ<r£| y en consecuencia ﬁ/ra<1.

lo que mmplica: Ia,_r=<rb , luego F es punto interior a f.

A . . s he . ..

3. lema.- Respecto de la inversion, 1, de polo F v potencia positiva en que
o » B son homdlogas, dos puntos, Ge o ¥ Pe B, son inversos, syss estdn en la
misma semirrecta de origen F. En caso afirmativo, la recta PG forma dngulos

iguales con las rectas, o ¥ L, . tangentes a O y Ben Gy P (fig4)

Demoslracion.- Sigue de ser I una transformacién isogonal.

(04
T
Gh C BF A
p
Figura 5 Figura 6

4. Pioposicién.- Fijado un punto GeQ, existe una linica circunferencia, v,
rngeate a o en G y tangente exteriormente a B. El punto comiin, P, de y ¥ B
estd en la semirrecta FG {(de origen F y que pasa por G). §i G no estd en la
recta de centros AB (fig.5), entonces el centro, C, de Yy es el punto de
interseccion de las rectas AG y BP; y si Ge AB (fig.6), entonces C es el

punto medio del segmento PG.

Demostracién.- En el haz de circunferencias tangentes a la recta 1. en el
punto G, es claro que existe una y sélo una, ¥, tangente exteriormente a p.
Por otra parte, de acuerdo con el lema precedente, I'(G) serd el punto Pef
que estd en la semirrecta F, y ademds la recta FG forma dngulos iguales con

las respectivas tangentes YL

Si G no estd en la recta AB (caso de la fig.5), entonces la recta GP forma
4ngulos iguales con las rectas AG y BP. Por ser estos dos dngulos iguales al
dngulo agudo BPF, las rectas AG y BP son secantes. Su punto comin, C,
permite considerar el tridngulo PGC, que es isGsceles, siendo pues iguales
los lados ¢ y cG. En consecuencia, la circunferencia de centro C y que pasa
por G también pasa por P y es tangenie a & y a B. Luego esta es (en el caso
Geg AB) la circunferencia ¥, cuya existencia se indicé anteriormente.

Si, por el contrario, G estd en la recta AB (caso de la fig.6), entonces
los 4ngulos de la recta GP con las tangentes t; ¥ t, son ambos rectos, luego
la circunferencia cuyo centro es el punto medio, C, de GP es tangente a Oy
a f. Luego esta es (en el caso Ge AB) la circunferencia 7. L

En el resultado anterior, pueden permutarse los papeles de los puntos

inversos G y P, segiin se comprueba {4cilmente.

5. Corolario.- Sea T el punto de contacto de la circunferencia Y (citada en
la proposicién anterior) con una de las dos rectas tangentes a % trazadas
desde el punto F. El punto T pertenece a la circunferencia, I, de punios

3 . . .z * 3 2z
invariantes en la inversién 1, siendo ademds T1 ortogonal a Y (fig.7).

Demostracién.- La potencia de la inversién I' coincide con la potencia
goemétrica de F respecto de Yy, luego FF-FG = FT, y en consecuencia T es
doble en I'. Al ser FT tangente a Y, es recto el dngulo FTC, luego Y y Il son

circunferencias ortogonales.

6. Proposicién.- Sean Y una circunferencia tangente a o. y a B (fig.8) , C su
centro, T un punto de interseccion de y con la circunferencia Tl (de puntos
invariantes en 1) y S el punto de la semirrecta Tc tal que ST sea el radio
de B. Entonces la mediatriz de 5B es secante con la recta CT y su punto de
interseccién, D, es centro de una circunferencia, 8, tangente exteriormente

a Y en T y tangente interiormente a o y exteriormente a B.



Figura 7 Figura 8

Demostracion.- Por ser y y I oriogonales, son perpendiculares ias rectas CT
v FT, luego la disiancia de S a la recta FT es: dist(S,FT) = 57 = T . pero,
de acuerdo con el lema 1: disy(B,FT) < BF < T luego las rectas BS y FT
son secantes. En consecuencia, sus respectivas perpendiculares, CT y la
mediatriz de Bs también son secantes. El punto de interseccién, D, de estas
dos rectas estd en la recta CT, la cual es exterior a B (por ser tangente a
IT), luego D es exterior a B. Por lanto DB es mayor que el radio, Ty de B, y
en consecuencia DS = DB »> r.. luego bs > T = 1. De esta desigualdad se
sigue que T estd entre D y C. En consecuencia, la circunferencia, 8, de
centro Dy que pasa por T es tangente exteriormente a y en el punto T. Por
otra parte, 8§ es tangente a B, ya que DB = Ds = DI+Ts, que es la suma de los
radios de & y B. Finalmente, por ser FT la recta tangente comiin a v y 8, es
& ortogonal a II, y en consecuencia 1(8) = §&. lo que, por ser ]

tranformacion isogonal. implica que & sea tangente a I (B) = c. u

De todo lo indicado anteriormente, se desprende el siguiente:

7. Método de construccién directa de cadenas de Sieiner.- Siendo o y B dos
circunferencias de centros A y B, tales que P sea interior a @, para
construir una n-cadena de Steiner para o y PB, basta efectuar lo siguiente:

1) determinar el centro de homotecia negativa, F, de « y B, siguiendo el
lema 2 (fig.3)

ii) elegir el punto de contacto, Ge o (0 Pe), de la primera circunferencia
de la cadena, Y, con @ (respect. con B) y determinar ¥ siguiendo la
proposicién 4 (figs. 5 6 6)

ili) trazar la circunferencia, [1, de centro F y ortogonal a ¥ siguiendo el
corolario 5 (fig.7)

iv) elegir un sentido de recorrido (alrededor de P) para la poligonal cuyos
vértices son los centros de las circunferencias de la n-cadena y trazar

las sucesivas circunferencias Y, (i>1), siguiendo la proposicién 6 (fig.8)

8. Nota.- La parte i) de la construccién anterior se abrevia algo tomando

equildtero el tridngulo ACV (fig.3), como se sugiere en [Lem].

SIMPLICIDAD Y EXACTITUD DE AMBAS CONSTRUCCIONES

Emile Lemoine elabord una teoria general de la simplicidad y exactitud del
trazado de construcciones geomélricas [Lem], que vamos a aplicar a comparar

las dos construcciones, la cldsica y nuestra construccion direcia.

Siguiendo a Lemoine, comencemos enumerando las operaciones elemeniales
admisibles con regla y compds (desde el punto de vista del trazado gréfico):

Rl) hacer pasar el borde de la regla por un punto dado

Rz) trazar la linea que sigue el borde de la regla

CI) colocar una punta del compds en un punto dado

C2) colocar una punta del compds en un punto indeterminado de una recla

previamente trazada
C3) trazar una circunferencia

Puesto que el trazado grifico de una construccién geométrica es una
sucesién finita de estas cinco operaciones elementales admisibles, a cada
construccién, K, podemos asignarle un complejo, denotado ¢(K), de la forma

c(K) = mlRl + m2R2 + nlCl + n2C2 + n3C3
donde los nimeros enteros m,m,n,n yn indican el nimero de veces que
se realiza cada una de las cinco operaciones elementales a lo largo del

trazado gréfico de la construccion K.



Es claro que una construccién serd tanto "mds simple", cuanto menor sea el
nimero total de operaciones elementales admisibles a realizar, al efectuar
el trazado gréfico. Pero la fidelidad del trazado dependerd de la precisién
con que se hayan efectuado las operaciones elementales Rl, Cl y Cz‘ luego el
trazado probablemente serd "maés exaclo”, cuanto menor sea el nimero de veces

que hayan de efectuarse estas tres operaciones elementales. Ello justifica:
9. Definicion (Lemoine).- Siendo K una construccion de complejo asociado
(= B : + +n
0:9] m]R1 + m2R2 + nlCl n2C2 3C3
se llama "coeficiente de simplicidad”, o mds brevemente "simplicidad”, de K
al nimero natural
. + +n +n +
s(K) m +m +n +n +n
y se llama "coeficiente de exactitud”, o mds brevemente "exactitud”, de K al

niimero natural
e()'(')=m1+n|+n2
He aqui la lista de las construcciones auxiliares que van a ser utilizadas
en una u otra de las dos construcciones de cadenas de Steiner consideradas

anteriormente, con indicacién de sus correspondientes complejos asociados:

o . Complejo

Construccion auxiliar [ asodiady
Trazar una recta cualquiera, que pase por un punto dado ]Rl+lR2
Trazar una recta que pase por dos puntos dados 2R1+1R2
Trazar una circunferencia de centro y radio arbitrarios lC3
Trazar una circunferencia de centro dado y que pase por
un punto dado 2C]+1C3
Trazar una circunferencia de centro dado y radio igual
a un segmento dado (ninguno de cuyos extremos sea el
centro) 3C‘+1C3
Transportar un segmento dado sobre una semirrecla, a
partir del origen de esta 3C1+1C3

i i
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SOCIEDAD *“PUIG ADAM” DE PROFESORES DE MATEMATICAS

BOLET{N DE IRSCRIPCION

D Telef. ¢...J..

Direccion particular

Ciudad ... ... ... ... ... ... ... ... Cod2 Postal

Centro de trabajo

SOLICITA EL INGRESO COMO SOCIO DE NUMERO DE LA SOCIEDAD.

Con esta fecha autorizo al Banco

Sucursal o Agencia ... ... ... ... . emn

Direccion de la misma

para que cargue en mi cuenta . ... ... ng

los recibos de las cuotas correspondientes al curso 1992-93

y siguientes., Fecha v e vww ... de .. ... . de 19892

Fdo.:

Lla cuota anual esta actualmente establecida en 4.500 pesetas
¢incluida la cuota tfederativa de 1.500 pta’.

Remi tanse ambas partes a Sociedad “Puig Adam” de Profesores
de Matemiticas. Apartado 9479. 28080-MADRID.

Fecha ... ... ... ... .., BANCO:

Sucursal o Agencia... ... ... ... en

Direccion de ésta yuw s e we e wn d wei s wa e w4 W 8 e i s

RUEGO ABONEN con cargo a nmi cuenta ... ... n@
los recibos de mi cuota anual de la Sociedad "Puig Adam” de
Profesores de Matemsticas, hasta nueva orden.

Les saluda atentamente:

Firmado:

Nombre vy Apellidos

Direccion ... .. wege wewm evecn s s w6 e s la wwiTe
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Transportar un dngulo convexo dado a partir de
una semirrecta dada (como lado) y contenido en
uno de los semiplanos (de lo dos que determina

la recta que contiene a dicha semirrecta) 2R1+1R2+5Cl+3C3
Trazar una circunf. que pase por tres puntos 4R1+2R2+5C1+4C3
Trazar la mediatriz de un segmento dado 2R]+1R2+2Cl+2C3

Trazar la perpendicular a una recta por un punto 2Rl+1R2+3C]+3C3

Determinar los puntos de contacto de las
tangentes a una circunferencia dada, trazadas
desde un punto exterior dado (*) 1R1+1R2+7C1+3C3

Determinar el centro de homotecia de razén
negativa de dos circunferencias dadas (**) 4R]+2R2+4Cl+2C3

Determinar la inversa de una circunferencia,
que no pase por el polo de inversién (**¥) 12R]+6R2+14C]+9C3

El complejo (*), asociado a la construccién auxiliar que determina los
punios de contacto de las tangentes a una circunferencia desde un punto
exterior, estd calculado sobre una construccién debida a Lemoine (algo més
simple que la usual, aunque menos cémoda), que se describe a continuacién:
dadas la circunferencia y de centro O y el punto exterior H, trazar

i) una recta cualquiera que pase por O, que cortard a y en dos puntos,
que denotamos M y N (complejo: 1R1+1R2)

ii) dos circunferencias de radio Ho y centros respectivos M y N, para
determinar uno de sus dos puntos de interseccién, que denotamos E
(complejo: 4C1+2C3)

iii) la circunferencia de centro H y radio 8, que cortard en los dos
puntos de tangencia buscados (complejo: 3C1+1C3)

El complejo (*¥), asociado a la construcci6n auxiliar que determina el
centro de homotecia de razén negativa de dos circunferencias, también est4
calculado teniendo en cuenta la abreviacién indicada en la nota 8.

Finalmente, el complejo (**¥), asociado a la construccién auxiliar que
determina la inversa de una circunferencia que no pasa por el polo de
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inversién, se ha calculado determinando los inversos de ciertos punlos por

"antiparalelismo”, lo que resulta ser “menos cosloso”, en cuanto 2

simplicidad, que su determinacién por la condicién de ser "conciclicos”,

segin puede comprobarse.

10. Proposicién.- A la construccion directa de una n-cadena de Steiner,

construccién que denotamos Steiner D , se asocia el complejo:
n

c(Streiner Dn) = (10Rl+6R7+15Cl+7C3) + (n-l)(4Rl+2R2+7Cl+4C3)

siendo su coeficiente de simplicidad

s(Steiner Dn) =17n + 21

v su coeficiente de exactitud

e(Sreiner Dn) = 1ln + 14

interior a o), de centros

Demosiracion.- Dadas las circunferencias .y B (P
siguiendo el proceso de

A y B, las construcciones auxiliares a realizar,
construccion descrito en 7, se indican en el siguiente cuadro:

Construccién auxiliar Complejo Noracion

Sea F dicho centro de

Deteminar el centro .
de homotecia

de homotecia negativa

deayp 4R +2R +4C +2C

Trazar una semirrecta Sean G y P los puntos

arbitraria de origen F IR +1R, * en que tal semirrecla
! cortaacyp

Trazar las rectas AG y BP 2(2RI+IR2) (*) | Sea C]=AGr\BP
Notaremos a esa

Trazar la circunf. de
circunf. por ¥,

centro C, que pasa por G 2C1+1C3

Determinar los puntos de De entre esos dos puntos,
contacto de las rectas sea Tl aquel tal que el
1R|+1R7+7C1+3C3 4ngulo convexo CF'I'l sea

tangentes a ¥, desde F
del sentido elegido

Trazar la circunf. de Sea [T esa circunf. (de

centro F que pasa por T, 2C]+1C3 puntos invariantes)

Trazar la . ;
recta C]TI 2RI+IR2 Sea o, la semirrecta de
origen Tl que pasa por C1
Transportar el radio de B
o e Sea S el olro extremo
mirrecta O 3C]+1C3 del segmento transportado
(:rl-s=radio def)
Trazar 1 iatri SB i
a mediatriz de sB 2RI+1R2-|-2CI+2C3 Sea C2 el punto en que

. la mediatriz corta a CIT]

i Trazar la ci i

it %rcsngifrgga A esta circunf.la notamos
s o pumoz ? 1 Yy ¥ T2 al otro punto de
! | 2C1+1C3 interseccion de Cl'l"I Yy,

Reiterando los cuatro dltimos pasos (desde la linea discontinua en
adelan.le), se van obteniendo las sucesivas circunferencias de la cadena (y.
a partir de Y, ¥ Tz’ Y, @ partir de Y,y Ts"")' de modo que para un;
cadena de n circunferencias habrdn de sumarse los seis complejos que
preceden a la linea discontinua de la tabla anterior a n-1 veces la suma de
los cuatro complejos que siguen a dicha linea discontinua, obteniéndose asi
el valor indicado en elenunciado de la proposicién para c(Steiner D). A
partir de esie complejo, se obtienen los coeficientes de simplicid;d y

exactitud, de acuerdo con la definicién 9.

11. Nota.- Si la semirrecta de origen F, considerada en el segundo paso de
la tabla anterior, estuviera contenida en la recta A.B, entonces los pasos
segundo y tercero de dicha tabla habrian de sustituirse por la determinacién
del punto medio, C,.de Gy P, lo que supone un costo de 2R +1R +2C +2C, y,
por tanto, un coeficiente de simplicidad: 2+1+2+2=7, queles r'fwnorI que3 el
coeficiente de simplicidad que corresponderfa a la suma de los complejos
de los pasos segundo y tercero (sefialados en la tabla con un aslerisco):
1+1+2(2+1)=8. Ello asegura que este caso singular no suponga mayor
coeficiente de simplicidad. )

12. Proposicién.- i6 isi
0sicién.- A la construccion cldsica de una n-cadena de Steiner,
construccion que denotamos Steiner C , se asocia el complejo:
A b

c(Steiner Cn) = (22Rl+13R2+40C1+25C3) + n(12R]+6R2+19C +11C)
i 3
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siendo su coeficiente de simplicidad

s(Steiner Cn) = 100n + 48

¥ su coeficiente de exactitud

e(Steiner Cn) = 62n + 31

Demostracién.- Dadas las circunferencias . y P (B interior a ¢, pero no
concéntricas), de centros A y B, las construcciones auxiliares a realizar,

se indican en el siguiente cuadro:

Construccion awxiliar

Complejo

Notacion

Trazar la recta que pasa
por los centros de o y B

Trazar una circunferencia
secante con 0. y B

Trazar la rectas que pasa
por los puntos de inters.
de & y @, y la que pasa
por los puntos de inters,
de &y

Trazar la perpendicular a
AB por el punto E

Determinar los puntos de
contacto de las rectas
tangentes a o desde M

Trazar la circunferencia
de centro M y que pasa
por el punto T

Trazar desde el punto O
una semirrecta tangente
aoyotra a B (ambas
en el mismo semiplano
respecto de la recta AB)

2R +1R
| 2

1C
3

2(2R1+1R2)

2Rl+lR°+3Cl+3C3

IR +1R +7C +3C
1 2 1 3

2C1+1C3

2(Rl+R2+7C]+3C3)
+2(2Rl+lR2)

Sea AB esa recta
Sea & esta circunferencia

Sea E el punto de inters.
de esas dos rectas

Sea M el punio de
interseccion de esa

: perpendicular con AB

Sea T uno de esos dos
puntos de tangencia

Sean O y L los punitos en
que esta circunferencia
corta a la recta AB

Sean Oa y OB esas dos

semirrectas

semirrectas perpendic. a
las semirrectas Oa y OB

Trazar las circunf. de
centro M que pasan por
A y B respectivamente

Determinar el punto
medio de A"B"

Trazar la circunf. de
centro M que pase por H

Trazar una semirrecta
cualquiera de origen M

Trazar desde el punto M
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2(2R1+R2+3C]+3C3) Sean S(x y SB esas dos

2(2C]+1C3)

2Rl+1R,+2C1+2C3
2C +1C
| 3

IR +1R
1 2

semirrectas y sean

Sean o' y P’ esas dos
circun{. y sean A" y B"

los puntos de intersec.
de ABcon o’y B
tales que MEA"B"

Sea H este punio medio

Sea L esta circunferencia

El punto comin con  de
esa semirrecta es Tl

Trazar la circunf. de
centro Ti y radio Ha",

para determinar los
puntos en que corta a {

Trazar la circunferencia
de centro Ci y que pasa
por el punto 'I‘i
Determinar la circunf.
imagen de Y, » en la

inversién de polo O en
que M y L son homdlogos

3C1+1C3

2C +1C
1 3

12Rl+6R2+14C]+9C3

De entre esos dos puntos

intersec., sea Ci aquel

ta] que el dngulo convexo
TMC sea del sentido
1 L]

elegido para la cadena

Sea ¥ esta circunl.y sea
bl
T. , Su otro punto comiin
1+
con U (distinto del Ti)

Sea v’ la inversa de Y,

Reiterando los tres dltimos pasos (desde la linea discontinua en adelante),

se van obteniendo las sucesivas circunferencias (72 y su inversa 7'2. Y, ¥

su inversa 7’3,...), de modo que, para una cadena de n circunferencias,

habrén de sumarse los doce complejos que preceden a la linea discontinua de

la tabla anterior, a n veces la suma de los tres complejos que siguen a

dicha linea discontinua, obteniéndose asi el valor indicado en el enunciado
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iner Cn). A partir de este complejo, se oblienen

de la proposicién para c(Ste
actitud, de acuerdo con la definicion 9.

los coeficientes de simplicidad y ex

13. Nota.- Si la potencia de inversion se eligiera de modo que C fuera

invariante, entonces seria o'=Q, lo que implicarfa el ahorro de las

siguientes contrucciones auxiliares:

Construccion auxiliar Complejo
Semirrecta Oa (R]+R2+7C]+3C3)+(2R1+R2)
Semirrecta Sa 2R]+1R2+3C]+3C3
Circunferencia o’ 2C1+]C3

siendo la suma de estos complejos:
5R1+3R2+12C]+7C3 ™)
con lo cual la construccién simplificada asi obtenida, que denotamos Steiner
C' , se asociarfa el complejo resultante de restar (*) al complejo obtenido
en 12, es decir,
c(Steiner C’) = (17R1+10R2+28C1+18C3) + n(12Rl+6R2+19C1+11C3)
siendo su coeficiente de simplicidad

48n + 73

s(Steiner C ‘n)

y su coeficiente de exactitud
e(Steiner C‘n) = 3ln + 45

Observemos que, con esta polencia de inversién, el centro de B’ es el
= y que en la determinacién de las circunferencias

los puntos M y L han de sustituirse, por ejemplo,
situados en la recta AB.

dad vy

mismo centro, A, de o’

Y., inversas de las vy,
1 ]

por dos puntos inversos pertenecientes a By B’

observemos que aunque los coeficientes de simplici
ruccién simplificada sean ventajosos frente a los de
dos en 12, esta construccion simplificada

quella, debido a la superposicién

Finalmente,
exactitud de esta const
la construccién cldsica, calcula
es, en la prictica, mds incémoda que a

parcial de las circunferencias v, y Y‘i.

14. Conclusién.- La simplicidad y exactitud de nuestra consiruccién directa
(Srej’mer Dn) es muy ventajosa frente a las construcciones Steiner C 'y
Steiner C’n. Sin embargo, la obtencién de una demostracién cémoda del dilgma
de "alternativa" (dadas dos circunferencias, & y [, una interior a la otra,
o bien no existe para ellas una cadena cerrada de Steiner, o bien existen

infinitas), requiere acudir a la conmstruccién Steiner C o a la Steiner C’.
n n

IMPLEMENTACION

Hemos implantado las construcciones anteriores en Turbo Pascal 6.0, sobre
nuestra unidad grifica Turtgeom [R-R2). El programa elaborado ofrece cuatro

posibles tipos de construcciénes:

1) cadenas de Steiner (método cldsico)
2) n-cadenas cerradas de un sélo ciclo
3) n-cadenas cerradas de varios ciclos

4) método directo de construccién de n-cadenas
pidiendo como dalos:

e razén de radios: k = rb/ra (caso de tipos de construccién 1 y 4)
e excentricidad: € = ﬁ/r. (en todos los tipos de construccién)

® nimero n, de circunferencias (tipos de construccién 2,3,4)

® nimero v, de ciclos (caso de tipo de construccién 3)

® posicién del punto G, mediante la medida del dngulo AFG (tipo 4)
y devolviendo:

e representacién de las circunferencias o y B
e representacién de las circunferencias v (una a una, o de una vez)
)

. ne ¢
® aviso de "€xito" o "fracaso” en el problema cldsico de Steiner
ofreciendo como opciones:

o visualizar paso a paso la construccidén cldsica
e visualizar paso a paso la construccién directa

¢ visualizar otras propiedades de las cadenas de Steiner

Terminamos mostrando unos ejemplos de ejecucidn de algunos de los tipos de

construccién y opciones anteriormente indicados.



ALTERMATIVA STEINER
Posibilidades:

i-cadema de Steiner |

2-cadena cerrada
3-varios cticlos
4-otro método

Lhpcibn nhn.: 4 |

R = radio mayor
r = radic menor
razbn r/R=6.40
D = dist centros
excentr D/R=0.56
circunf iniclales
centros de circ
recta de centros

Paso a pasols/n)in |

polo Inversibn
Inclin.inicial:30
puntos tangencia
1% circunl
sentldo(i,-1): 1
MGw. clreunl: ?
LUna a unals/n):s
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ALTERNATIVA STEINER
Posibllidades:
i-cadena de Steiner
2-cadena cerrada
3-varios ciclos
4-otro método

prolongéndolo. ..
&ngulos iguales
trikng lsésceles
centro 1° circunf

1% circunl
sentido(l,-1): -1
Mam. circunf: 5
tang a 1% circ
circ puntos dobles
tang. en ese punto
prolongar...
long. radlo menor
unir con centro
de circ. menor
su mediatriz
centro 2 circ

2% clrc
LRepetir(s/n):

{ / / .\%Sf/i{xlj;;f /f/ }JL
o)/

- 53 -

BIBLIOGRAFIA
[Ber] Berger: Geometry; Springer-Verlag, 1987.

[Bia] Fernandez Biarge: En torno al logotipo de la XXVIII Olimpiada
Matemdtica Espariola; Bol. de la Soc. Puig Adam, nim. 30 (pdgs. 23-30),
1992,

[B-R-R] Fernandez Biarge - Roanes Macias - Roanes Lozano: Simulacién del
Problema Geométrico "Alternativa de Steiner”; IIl Encuentro de
Geometria Computacional. Univ. de Zaragoza, 1-3 julio 1992.

{Lem] Lemoine: Théorie générale de la Simplicité et de I'Exactitude dans
les constructions géométriques, Nouvelles Annales Mathematiques
(pdgs. 454-462) 1892,

[Ogil Ogilvy: Excursions in Geometry; Dover, 1969.

[R-R1] E. Roanes Macias - E. Roanes Lozano: Simulacién informdtica de la
transformacion geométrica "Inversion”; Actas de las Jomadas sobre
Ensefianza Experimental de la Matemdtica en la Universidad. Reclorado
de Ia Univ.Politécnica de Madrid, 1992

[R-R2] Roanes Macias - Roanes Lozano: Desarrollo de una implementacion
mejorada y flexible de la "Turtle Geometry”; 111 Encuentro de
Geometria Computacional. Univ. de Zaragoza, 1-3 julio 1992.

[Var] Varios: Manuales de Turbo-Pascal 6.0; Borland, 1991.



_54_

- 55 -

MOSAICOS Y OTROS ENTRETENIMIENTOS
EN CLASE DE MATEMATICAS

Bor Juan Bosco Romere Marquez
Catedrético de! 1.B. "Isabel de Castlla"
Prof. Asociado de la Univ. de Salamanca.
Dept®. de Didactica de las Matematicas y de las Cisncias Experimentales.

1.- Un dla cualquiera, en la clase de matemadticas, en el lncégnitc y desvalido
primero de BUP.

Los alumnos como siempre, hquietos, algo desconcertados, porgue no
cchen como se les ve a dar la clase de maiemélicas en ese dla. Tienen, cesi
tedos, Lne gran prevencién contra la asignatura y el profesor, debida a
exporiencias pasadas, muchas veces negativas. Piensan que las matemaéalices
son aburridas, ininteligibles, dificlies, abstractas, pasivas, tedlosas, sin utilidad
para la vida cofidiana. En fin, que los alumnss creen que la malemadtica no es
una asignatura normeal en su ensefanza y aprendizeje, perque les cuesta un
encime trebajo aprenderia, entenceria y esimilaria. Y esta tendencla
gensralizada de desénimo y de cierre hacla la matematica vy la clercla hay que
romperia por parte de los educadores, cen nusvas o antiguas ideas llenas de
inspiracion, imaginacién y creacldn en la fpncic‘m docente.

JQuién tiene la culpa de! fracasc escolar masivo gue se da en esta disciplina
en la ensehanza elemental?.

Las estructuras educativas, que le mayoifa de las veces siguen la ley de la
Inercla.

Los proleéores. que nocs dejernos llevar por este caminar, sin querer dejar
huella perenne de nuestra vocacién docente; no sakiendo entuslasmar a Ios
alumnos con huestra materia.

Los alumnos, quizas minima culpa, porque se les ensefia mas a obedecer
por el mledo, que a aprender con respeto hacla el profesor.

Hay que Intentar buscar la luz y nuevos horizontes, taniendo como brﬁ]ula la
liberted, que haga que el acto da ensefiar, aprender y educar er el aula, sea
Iniclador de una nueva ensefianza y educacion en todas las escuelas e Institutos
de nuestro pals. Por eso, hoy revivimos en el aula un taller de matemaéticas, con
una metodologla ectiva de particlpaclion plena, por parte de mis alumnos de 12
de BUP y una actividad divertida, entrelenida y creadora: " Taller de
construccion y coloracion de mosalcos" como pretexio para el descubrimiento
de las estructuras geoméiricas y de belleza que subyacen en ellos, Un vigje
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ladico al mundo de la geometria y sus transformaciones: el orden, la simetria, el

giro, la traslacion, la semejanza, etc..
El talier de mosaicos se efectuaba una
durante casl un mes. Los alumnos completab

vez por semana en el aula de dibujo,
an sus trabajos en sus casas.

aclendo mosalcos, entre otras cosas sobre
bre un fondo azul Infinito que
malicas, vividas,

Yo me lo pasé muy bien, h
en la alta y verde montaha céntabra so
rimeras jomadas sectoriales sobre mate
segun se nos dijo, por los prolesores de vanguardia de EGB y Medias Yy
organizadas por el Ministerio. Espero, deseo y anhelo que mis alumnos tamblén

en blen y sean felices descubriendo parte de la geometria, con todas las
bre ella con relaclon a sus

geometria,
la acariclaba, en las P

lo pas
preguntas y respuestas que se les susciten 80

mosalcos.
NOTAS.- Circulos ¥ poligono

cruzadas en dos dimenslones de estructuras naturales.
Un circulo se define como el lugar geométrico de puntos en un plano, que

tlenen la propledad de equidistar de un punto fljo de ese plano llamado centro.
Un poligeno es una figura plana acotada por aristas ¥ vértices, El poligono es
simple cuando sus aristas pueden ser deformadas conlinuamente en un circulo
sin camblar en él sus propledades topologicas. Un poligono puede ser concavo
céncavo si, en a menos un wvértice,
ruente el pofigono es equlanguler;
ligono es equilatero. Sl ambas

el poligono €8 regular, y &l

s son las entidades primarias en secciones

© convexo: el a&ngulo 8 es > q; convexo

cuando B es < . Cuando cada B es cong
cuando cada arista 8 congruente el po
equiléteros y equlangulos, se verifican,
a de los angulos de los vértices de un poligono s

8, de un poligono regular es fi(p-2)/p y U angulo

condiciones,
tiene el simbolo {p}. La sum
wp-2). El angulo en el vértice,

central, A, es 21/p.

TESELACIONES PLANAS Y REDES

Una teselacién es un ensamblaje de poligonos que cubren el plano sin
solaparse Y sin interseccion.
Consideremos las condiciones limite siguientes:
(1) Todos los poligonos en una teselacién son congruentes;
(2) Todos los poligonos en una teselacién son regulares;
(3) Todos los vértices en una teselacion son congruenies (es decir, todos los

vértices son n-conexos y hacen una red n-conexa).
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To
das las teselaciones regulares se escriben con los simbolos de Schiéfil
{p.q} significa: p-genos, g en un vértice).
Un i i i
N a condicién necesaria y suficiente para que exista una teselacién de
: bgonos regulares congruentes es que la suma de los angulos en cada vértice
eber: it
‘ 4 ser un entero submuitiplo de 21.. Los Unicos poligonos que satisfacen
estas ¢ ici
: 'ond ciones son {3}, {4} v {6). Y por ello no es posible empaqguetar mas
ue seis poligonos reguleres en un i
veértice en el plane, teniendo | i
estricta2 <p <7. e
2~-Llo
= s mosalcos son unas estructuras geométricas que ponen de manifiesto
el o
| rden y la regularidad. la esencla geométrica que subyace en el mosalco es
a =
repeticién de un modelo o celda, mediante algun tipo de movimiento
geométrico: traslaciéon, semejanza, gire,etc
Se pueden construir muchos modelos de mosaicos, tantos como su creador
uiera i i
'q y 'se imagine. El color les da belleza, varios significados e
interpretaciones y visiones dislintas. En ¢l se resume
psicolégica y pedagégica de su creador.

la personalidad

‘ El clrculo ( figura perfectamente simétrica ), los pcligonos regulares e
iregul T

gulares y ofras celdas o células geométricas bésicas, pueden inspirar la
creacion en un taller matemético activo, relajado v vivo

Para ello
» vamos a proceder a resolver determinados problemes

geométricos sencillos que
s$e Nos van a presentar
en la construccién i
de un mosaico. yereasen

PROBLE .
i ) :IA 1.- Supuesto construido con "regla y compéas" ( instrumentos
cos i
esde los griegos hasta hoy ) un poligono de n lados, écuél serd el

valor d
e cada angulo del poligono? Es decir, dado el poligono de n lados ¢ el

valor de cada angulo es ?
@
A D
Figura 1% \ /
) c

Circulo Tridngul Cuadrad
(a) Algunos poligonos bésicos para la construccién de mosalcos. (b) Célculo del
&ngulo central y angulo de un poligono.

®)
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Sean AB,CD..., los vértices de un poligonode n lados vy O el centro del
B, BOC, COD,..., que son

circulo. Es claro que cada uno de los angulos AO
., son iguales, los

iguales, valen 360°/n. Ademas, como los radios OA, OB, OC,..
triangulos AOB, BOC, cOD,..., son isésceles (figuras (a)y (b)).

<OAB _ <OBA _ 180°-360°/n . 180°n-360° - 90°n-180°
2 2n n

Y como todos los angulos del poligono son iguales, por ser regular, cada

uno de ellos es la suma de dos de estos angulos

<ABC = <OBA + <OBC _ 2 80°n-180° . 180°n-360 . n-2.180"  [2]
n n

n

PROBLEMA.- L Existe un poligono regular de angulo 127° 7

Si asl fuera, 127° . n-2.180%; 127°n = 180°n - 360°;
n

360° = 53°n; n=360°/53°, quenoes natural, luego es imposible.

Mediante la unlén de figuras simples de forma ordenada, se pueden construir

diagramas mas complicados. En la vida real los encontram
y otros objetos; desde la

os con colorido

arménlco y bello, decorando suelos, paredes, techos

suntuosidad de unos, edificios y monumentos, a la simpleza de otros, cosas,

vasos, elc.. En todos se busca la estélica como fin supremo. Normalmente se

presentan formando mosaicos. Un mosaico es por lo tanto, una forma de cubrir

una forma plana utilizando poligonos. En la figura (2) se dan ios tres mas

sencillos que se pueden construlr.

Cuadrados Tridngulos Hexdgonos

Figura 2" : Reticulos y redes pianas.

! Son eslos los unicos poligonos que pue
mosaicos 7. Veamos que sl. En efecto,

poligonos regulares y si m es el NU
punto, se tendré, para los angulos que tienen como vérice P, que
min=2) .450* = 360*; M(N-2)=2n [3].

llegamos a una ecuacién con dos incégnitas my n , que ade

den cubrir el plano formando
sl P es un punto comun a varios
mero de poligonos que coinciden en este

mé&s han de ser

satisfechas o tlenen soluciones que han de ser necesariamente , numeros
naturales, porque m expresa el nimero de angulos que concuiren en el punto P
y n es el nimero de lados del poligeno que cubre el plano (ecuacion dislantica).
Para intentar resoiverla, conviene emplear algunos trucos algebraicos que

nos preparen la ecuacion, para obtener asl sus soluciones.

De m(n-2)=m2n <=> Mn-2m-2n=0 <=> mn-2m-2n+4=4 <=>

<m> M(N-2)-2(N-2)=4 <m> (M-2)(N-2)=4

(m-2<4 y n-2<4 por ser naturales y su producto dar 4).

Comencemos ensayando,
si m=1 (1-2)(n-2)=4 => n=-2 o cual es Imposible
si m=2 (2-2)(n-2)=4 no tlene solucién
sl m=3 (3-2)(n-2)=4 => n= 6. Esta solucién da un mosaico compuesto por
hexagonos. Es decir, poligonos de seis lados gque coinciden tres en cada

vértice (m=3).

sim=4 (4-2)(n-2)=4 => N=4. Esta solucién corresponde al mosaico formado por
cuadrados [m=4, n=4].
si m=5 (5-2)(n-2)=4 => n=3 1/2 impositle, n ha de ser natural.

sl m=6 (6-2)(nN-2)=4 => N=3. Esta solucién corresponde al mosalco formado por

tridngulos equlldteros [nm3, m=6],

Con lo cual, hemos probado lo que nos hablamos propuesto, la existencla de

los tres Gnicos mosaicos regulares antefdormente citados, ya que si m>8, n es

fraccionario y viceversa,

PROBLEMA.- Sl n >3 natural, entonces, 350°/n es natural, sl y sdlo si ,
[(n-2)/n] .180° es natural.
Demostracién:
(=>) S| 360°/n es natural => 360°=nk =>n{360 y es par.
luego 180°(n-2)/n = (N-2)nk/2n = k(n-2)/2 conlo cual
n=pat y por tanto n-2 es per, (n-2)/2 es natural, luego k(n-2)/2 es natural
)
k=par entonces k/2 es natural, luego k(n-2)/2 es natural.

(<=) SI 180°(n-2)/n es natural, 180°(n-2)/n=h natural y como n>3 entonces
0 < (n-2)/n < 1, luego n ha de ser par, por tanto (n-2)180°=kn, 180°n - 360°=kn
n(180°-k)=360° =>180°-k = 360°/n que e3 natural.

[HEEEN
11!l © )

Figura 32 : (a) Mosai
. s 3 .
Eb)) y afco c%ladrado en el que los vértices se apoyan en los lados.
osaico triangular en el que los vértices se apoyan en los lados
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En los tres tipos de mosaicos de la demostracion anterior, los Po\lgonos

vérice. Pero éexisten mosaicos en los que un vértice de

estan unidos vértice a
este problema

un poligonc se apoye en un Jado de otro? (fig 3). Para resolver
ederemos como antes. Seam el numero d_e poligonos que se apoyan en

proc
m=2); entonces si se trala de

un lado de otro poligono (en el caso anterior
poligonos de n jados tendremos

180°m(n-2)/n = 180° <=> m{(n-
(N-2)m2 <=> (m-1)(n-2)=2 [4].

2)mn <m> MN-2Me=n <=> mn-2m-n=0 <=>

<m> MN-2M-N+2m2 <=> m(n-2)-
(de aqul, por la factorizacién en N, m-1<2 6 n-2<2).

cesario considerar el caso m=1 (épor queét), es imposible la

No es ne

ecuacién y por tanto empezamos suponiendo que me=2:

(2-1)}(N-2)=2 => n=4 corresponde a la fig.3a, ya que
180°(4-2)/4=1 80°/2=90°.
De otra parte, cuando m=3: (3-1)}(n-
poligonos es 180°(3-2)/3=1 80°/3=60°, que corresponde a lafigura 3b.
De la factorizacion (Mm-1)(N-2)m2<m=> 1gm-1<2y 1<n-2<2 <=> 2gmg3yY 3<ng4.
s en estas condiciones con m>4.

2)m2 m>n=3 (3,3), cuyos angulos de

Es decir, no exisien mosalco

primeros son obtenidos por traslacion o rotacién, vy los

Los mosaicos

segundos por traslacion.
trulr e Imaginar mosaicos distintos de los ya

Veamos cOmMo €s posible cons
ulares.

estudiados (con un solo poligono) que tengan dos o més poligonos reg

El mas simple que se puede formar estd determinado por octégonos Y

cuadrados, fig 4a.

(8 (b) ()

Figura 4°: [Los mosaicos (a) y (c) son iguales

Analicemos el problema en su forma general: Se trala de construir todos los

mosalcos posibles en los que Intervienen dos poligonos.

Hipétesls primera:

(a) Supuesto que los poligonos estan unidos vértice a vértice. En cada
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vértice P del mosalco concurren m poligonos de n lados y k poligonos de h
lados. Entonces,
180°m(n-2)/n+1 80‘k(h-2)/h-360'<->m(n-2)/n+k(h-2)/h-2<->
<=>mh(n-2)+kn(h-2)=2nh [5] donde m,n,Kh son naturales, resultando una
ecuacion diofantica en varias variables, dificil de resolver. Por ello, la resolucidn
elemental se hace, a titulo de ensayo, con los valores mas pequefios posibles.
Asl, sim=1y k=1 entonces
h(n-2) + n(h-2)=2nh <=> hn-2h+nh-2n=2nh <=> -2h-2n=0 <=>
n+h=0, lo cual es imposible, ya que por definicién h>0 y n>0
Consideremos ahora dos poligonos de un mismo tipo y otro dislinto. Esto da
lugar a las posibllidades de solucicnes simétricas (ecuacion simétrica en todas
las variables) sigulen
(a)m=1yk=2
h(n-2)+2n{h-2)=2nh; hn-2h+2nh-4n=2nh; hn-2h-4n=0
(o) m=2y k=1
2h(n-2)+n(h-2)=2nh; 2hn-4k+nh-2n=2nh; nh-2n-4h=0

Debido a la simetria, ambas ecuaciones son basicamente la misma. Por tanto,
basta sélo estudiar una de ellas. Para resolverias lo haremos por ensayo dando
valores a n. Como n y h representan el mismo numero de lados de los
poligonos, sélo es necesarlo estudiarla para valores por encima de 2.

Sea p=3 3h-2h-12=0, h=12 que es equivalente a la soluclén n=12 y h=3. Este
mosaico se liene en lafig. 4a.

Sitomamos n=4: 4h-2h-16=0; h=8, flg. 4c.

Es evidente que este proceso no puede continuar indefinidamente. En
realidad, podria parecer que existe un gran nimero de soluciones. Sin embargo
sélo existen ocho. Todos se dan en la figura siguiente para los valores
correspondientes de n,mK,h.

En alguno de estos mosaicos no se indican estos valores, ya que estan
formados por mas de dos tipos distintos de poligonos. Es interesante destacar
el hecho de que no se puede construlr ningtin moseico con mas de tres tipos de
poligonos.

Aungue el nimero de moseicos que pueden construirse con poligonos
regulares es limitado, no sucede lo mismo sl con- sideramos poilgoncs
irreguiares. También es pcsible adaptar otras formas regulares para ccnseguir
un mayor efecto artistico.(fig.5)

Se pueden dar dfferentes combinaciones de colores para todos los
mosaicos y a menudo esto es tan importante como dibujarlos. En ocasiones, el
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color tiene el efecto de realzar las propiedades geomsétricas del disefio y

algunas combinaciones ponen de manifiesto diferentes aspectos del mismo.

meZnedkedh=d me2n=8k=2,h=3 me2,n=4k=3.h=3

Figura 5°

Otros mosaicos. frisos. cenefas, teselaciones vy la_simetria

Tanto en el mundo mineral como viviente se describen y se clasifican los
objetos y seres para su estudio. Por ejemplo una de las claslficaciones méas
Gtiles e importantes esta basada en la simetria. Como dice HWeyl: La simetria
establece un exirafic y maravilloso parentesco entre objetos, fendémenos y
teorias, por lo demas totaimente dlferentes: magnetismo terrestre, empallzadas
luz polarizada, seleccién natural, teorla de grupos, invariantes y
transformaciones, habitos laborales de las abejas en la colmena, estructura del

espacio, disefio de bucaros y jarrones, fisica cuantica, escarabajos, pétalos de

las flores, patrones de interferencia de rayos X, divisién celular en los erizos de

mar, posiciones de equilibrio en los cristales, caledrales romanicas, copos de

nieve, musica, teorla de |a relatividad.

El universo en forma global parece manifestarse de forma asimétrica,pero,
localmente, los mamiferos en su forma y tamaho externa, parecen ser
simétricos. De otra parte, los seres microscopicos presentan en su forma una
simetrfa de tipo central (respecto de un punto); los seres superiores protozoos
presentan simetria axial o especular en su forma externa, aunque no asl en su
forma y funclén intema.

En fin, la simetria representa un orden y un equilibrio como base de la

economia de su funcionamiento y de su belleza v estélica. En el sentido

geométrico de la simetria, podemos tener, un eje de simetria, un centro de
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simetria o un plano de simetria, que deflnen respectivamente, ia linea, punto o
plano respecto de los cuales es simétrica una figura o un cuarpo. La presencia
de estos elementos de simetria, casl silempre combinados, da lugar a la
formacién de un gran numero de composiciones y la repro—duccién de un
motlvo por  aplicaclén de operaciones de simetria puede dar lugar a un

cuadro o disposicidn geométrica agradable a los sentidos.

a) (b)
5|7 !
[fig 6]
En la fig. § aparecen los tipos més frecuentes de simetria (a) Un plano de

.slme.ma, cada 7 es la imagen especular del otrc. Esta es la simetra de [a
izquierda y de la derecha o bilalera. (b) Un eje de simetrfa, que se puede

visualizar mediante una linea perpendicutar al plano del papel y que pasa por el
punto.

[fig.7] 7
(@ M~ by FAFFEFF
£

(a) rotaclon de 807 alrededor de un eje vertical que pasa por el punto que se
Indica. La simetria de rotaclén es la que presenta un poligono regular, una
estrelia de mar, ..(un ejs cuaternario de simetria).(b) Simetria de traslacién a lo

largo de unalinea, en el piano, o en espacio.Tamblén girarlo o reflejarlo

Asl obtenemos una ordenacién lineal de sietes como se indica en la figura 2b
Esta es la simetria de la traslaclén o simetria de segmentos equidistantes; se la;
encuantra en las plantas y animales Inferiores, por ejemplo, en los segn;emos
de un gusano o en les patas de un clempiés.

Vamos a describlr a centinuacién dos tipos més de simetria. [fig. 8]

(&) (b)
F777F . - FITT
FF7 7 7 7 7
77777 777 MEAEA
77377 73T A

777 ok L

77 AL % By ¥ ¥y
y 7 ? 3

? 77
(a) Una distribucidn lineal medlante una traslaclén hacla arf—iba. (b) Una nueva

traslacién en una tercera direcclén, la direcclén normal al plano, y esta traslacién
repite el plano entero a inlervalos Iguales, Esto da jugar a una coleccién de
puntos o red espacial que permitiria introducir la estructura cristalina.
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Un poco mas de geomatria plana podemos construir diversos omamentos

como los que se exponen en la fig.9 . Son catorce bandas omamentales , cada
una de las cuales es engendrada por una figura sencilla, periédicamente

repetida alo largo de una linea recta (horizontal).
A cada banda le llamamos friso. Estan

emparejados cada friso del lado izquierdo de la figura marcado con un numero,
con uno del lado derecho marcado con una letra de modo que los dos frisos
ordenados de esta forma tengan el mismo tipo de simetria. Un buen ejercicio

para el estudiante serla el de analizar todo tipo de simetrias que concurren en

un friso dado.

| CEEEE AR
. [2/2M2/2] 525252524
SOOGL MM M -

d

w

PP rErY.
4 LHACTES o i i v

R e v e D 333333333 S
AKX LAY 7
AAAVAAALAA

PR YRR 7

figura 9. Diversas simetrias de frisos.

()}

En las paginas siguientes damos diversos ejemplos de diserios,
teselaciones, mosaicos y frisos que pueden servir para despertar
la imaginacion de los alumnos y como base para el estudio de los
distintos tipos de simetria.
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Tigura 40 «~ Mosaicos y Teselaciones regsulares,

a) Cusdrados b) Tridngulos. ¢) TxEgonos.
figura {{ .~ losaicos o Teselaciones irregulaves,

HE (XX XX

3'303O4'40 3.603060 - 3-3c4-304

3.3l30306 40804 3'40604

3.12.12 4.6.12
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INDICE DE SOLUCIONES PUBLICADAS

Pro- Nuameros de los Boletines en o
pues-— Proceden- gue aparecen las soluciones b
tos en tes de de lgs problemas_de numergs ]
el n8 18 28 38 48 sr‘Sl 6° 7° E;I‘g 9810° ;

1l|varios 4 4 - - = = = = = =IC
2 |OMI-83-Paris 3 3 3 4 4 4 - - - ~|C
3|OME-f2-84 19 19 19 19 18 19 19 19 - -|C
4 |OMI-84-Praga 5 5 6 5 614 - - - -|C
5|varios g8 712 7 7 8 - - - -|C
6 |vVarios 7 716 - = - = = = -=|C
7|0OMI-85-Finlandia 9 91616 9 9 - - - -|C
8 |0I-85-Bogotéa 10 10 17 10 1011 - - - -—|C
9 |OME-f2-86 / Varios|18 19 20 18 19 19/17 17 11 17|C
10|China / Australia |20 15 21 20 15 21 20 23 21 -|C

11 |OME-f1-86 / 13 14 14 14 14 23 20 15/20 12|C

OMI-86-Varsovia 26 20 1221 - - - - - -|C
12|01-87-Urug./OME-f1|16 14 14 17 15 17/15 15 15 21|C
13|OME-f2-87 20 2121212121 - - - ~-—|C

14 |Varios 15151515 - - - - - ~—|C

15|0OMI-87-Cuba 18 18 18 21 21 21 - - - ~—|C

16 | OME-f1-87 22 22 21 18 22 22 22 22 - -—-|C

17 |OME-f2-88 25 23 23 23 23 23 - - - -—-|C

18|0I-88~-Peru 23 23 23 23 2526 - - - -—|C

19 |OMI-88-Australia 23 26 24 24 23 26 - - - -|C

20|OME-f1-88 / Putnam|24 26 24 25 24 26 24 26/26 24|C

21|OME~-£2-89 / 24 27 24 27 27 24/27 25 27 26|C
0I-89-Cuba 26 27 = —- - = = = = =|C

22 |OMI-89-R.F.A. / 28 28 XX 28 29 30/30 30 30 31

Oposiciones 313029 - - - - - - ~-|C

23 |Oposiciones 27 27 28 28 29 31 31 30 - ~-—-|C

24 |OME-f1-90 30 31 31 30 31 30 30 31 - -|C

25|OME-f2 / f£1- 90 XX 31 29 29 31 32/32 32 32 33

26 |OMI-90-China / 32 XX XX 32 XX XX/XX 32 XX XX

0I-90-valladolid XX XX - - - - - - - -=-
27|0OME-f1-91 33 XX 33 33 XX X XX XX - -
28| OME-£f2-91 32 32 XX XX 33 33 - - - -

29 |0OMI-91-Suecia XX XX XX XX XX XX XX XX - =

30|0I-91-Argentina / |XX XX XX 33 XX XX/XX 33 33 33

OME-f1-91 XXX - - = = - -

31|OME-£f2-92 / XX XX XX XX XX XX/XX XX XX XX

OME-f1-91 / PNS XX XX/XXXxXxXxx - - - - =

32 |0OMI-92-Moscu / XX XX XX XX XX XX/XX XX XX XX

0I-92-Venez./ PNSIXX XX/Xx xx - - - - - -

33|OME-£1-92/£1-92(v) XX XX XX XX XX XX/XX XX XX XX

/PNS X XxXxXxx/x - - - - =
CLAVES: XX = Pendiente de publicacién . C = Completo

OME
OMI
OI

PNS

Olimpiada Matemédtica Espafiola (fase 1 o 2).
Olimpiada Matemé&tica Internacional.
Olimpiada Iberoamericana de Mateméticas.
Propuestos por nuestros socios.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Problemas propuestos en la PRIMERA FASE de la XXIX
Olimpiada Matematica Espafilola, en la mayor parte de

los distritos, entre ellos el de Madrid.

PROBLEMA 1°:

Demostrar que el producto de 3 ndmeros naturales consecutivog no
puede ser el cubo de un nimero natural.

PROBLEMA 2°:

Sea ABCD un cuadrado, de lado 2%,

c?nsidera un semicfrculo C de centro O y didmetro el segmento AB,
situado en el plano ", perpendicular a . Un punto M variable

situade en un plano ™, Se

describe el segmento AB. Sea N el simétrico de M con regpecto a O.
En el plano . la perpendicular en M a AB corta al semicitculo C

en E; y en el plano . la perpendicular en N a AB corta a la
diagonal AC del cuadrado en F.

Llamando t = BM, determinar EF? en funcién de x y de t: Encontrar
los valores de t para los que EF = x/7.

PROBLEMA 3°:

Tres personas juegan al tenis de mesa; después de cada partida

] ’ 2 el
gue pierde deja su lugar a la persona gue no Jjuega. AF final, el
prim?r jugador ha jugado 10 partidas, el segundo 15 y el tetcero
17. éQuién perdié la segunda partida?

PROBLEMA 4°;

Sean a y b ntmeros reales tales que 0 ¢ b ¢ a.
Se define por recurrencia la sucesion (x ) como sigue:
n
b "\
X = H = -
1 xn#i 2xn a
Demostrar que (xn) es monétona y acotada; y calcular su limite.

(n21}):
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PROBLEMA 50:
Determinar los polinomios p(x),de grado n, que verifican
p(1) 4 Plx) 4 P(x3) + .oo + P(x") = (1 + x4 x% . 4xMIP(x)
para todo xeR.
(o}
PROBLEMA 6 :
el e ===t
Dado el ntumero real x, se consideran: su partg entera [x] (es
decir, el mayor ntimero entero que es menor o igual que x): su
parte fraccionaria Ix} = x - [x] : y el entero mis préximo a «x,
representado por (x) y que se define como
[x] . si 0 < (x) ¢ 1
(x) = X 2
[x1+1 gl S = {x} ¢ 1
Resolver la ecuacién () - X + Ix] + (x) .
10

PROBLEMA 7°:
PROBLENA L.

Sean z , z_. z_ numeros complejos distintos dos a dos. Probar que
ea ’ ¥
1

: Y tridngulo
i imeros son los vértices de un
s e ¢ es?i squzi verifican las dos igualdades

equildtero si y s©

2
- - = (z = 2_1%
(z3 zi)(z2 23} ; 2
- - = (z_ -z )%
(z‘1 zz)(z3 zi) : .
(o}
PROBLEMA 8 :
Demostrar que si en los triidngulos ABC y A'B'C' se verifica
B b.c
a - L] .
Aok Y a'? b'.c’

entonces esos dos tridngulos son semejantes.
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Problemas escogidos entre los propuestos en la PRIMERA
FASE de la XXIX Olimpiada Matemitica Espahola en
algunos distritos en los que no se propusieron los

anteriores.

PROBLEMA 9°:

Supongamos que tomamos una lista arbitraria de 1993
nimeros enteros positivos, todos ellos menores que 3984
Pruébese que tomemos como tomemos tal lista, siempre
encontraremos dos nimeros A y B tales que A es miltiplo
de B

Propuesto en el Distrito de Navarra.

PROBLEMA 10°:
¢ Es posible encontrar un conjunto finito de

nimeros primos distintos dos a dos { Pysr Ppre--sPy }
tales que la suma de sus reciprocos sea un nlmero
natural ? Razoénese la respuesta (Nota: el 1 no debe
considerarse numero primo).

Propuesto en el Distrito de Navarra.

PROBLEMA 11°:
Dados dos nimeros reales positivos X Y %X, , se

considera la sucesién { Xy } , dada por Xn4o =
= 2/(xn+1 + xn) ’ ( nzl) . Demuestra gque dicha
sucesién es acotada.

Propuesto en el Distrito de Leén.

PROBLEMA 12°:

Se consideran nueve puntos del espacio, tales que
no hay cuatro en el mismo plano. Cada dos puntos se
unen por una arista (es decir, un segmento de recta).
Cada arista o bien se colorea de azul o bien de rojo, o
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se deja sin colorear Hallar el menor valor de n tal

gue siempre gue se colorean exactamente n aristas, se PROBLEMAS RESUELTOS

+iene necesariamente algin triéngulo cuyas aristas son
PROBLEMA 10° (Boletin n® 25)

del mismo color.
Propuesto en el Distrito de Salamanca. Sean a y b nimeros reales. Determinar los

méaximos y los minimos de la funcién
f(x) = |x-~a| + |x-Db|

PROBLEMA 13°:

Sea n un numero natural. Demostrar que sl para
s = k , sn + 1 es un f(x) = Ix'a| + Ix‘b| + [X-c] 2
?

¢ Qué ocurre si, en vez de dos, son tres los numeros y

todo numero entero positivo

cuadrado perfecto, entonces n + 1 es suma de k ¢ Y sison n

cuadrados perfectos.
Propuesto en el Distrito de Salamanca. Solucidn:
Se supone a < b < c

La funcién £(x) = |x-a| + [x-b| se puede escribir
PROBLEMA 140: a + b - 2x , si X < a
El triéngulo rectdngulo ABC estd inscrito en la f(x) = b-a , si a=x=<b
circunferencia O(R) de centro O Yy radio R , de la 2x - (a + b) , si % > b
que AB es un diametro. La circunferencia de centro esto es, es estrictamente decreciente para x < a y
0, v radio r; es tangente a los lados CA y CB ¥ estrictamente creciente para x>Db , siendo constante
ademas es tangente interiormente a O(R) Sea, final- en el intervalo [a , b] ; por tanto, alcanza su minimo
mente, 02(r2) la circunferencia inscrita en ABC . en cada punto de dicho intervalo; este minimo es b - a.

Probar que r, = 2r2 Anélogamente, la funcién £f(x) = |x-a|+|x-b|+|x—c|

Propuesto en el Distrito de Salamanca. se puede escribir

PROBLEMA 150:

""""" b+ ¢ - 3x , si X < a
b+c-a-x , si a=x<b
PROBLEMAS PROPUESTOS POR NUESTROS SOCIOS f(x) = c -a ) gl 2= b
x+c-a-b , 81 b<x=c
3k - (a+b+c), si x>c
(-

En el plano proyectivo complejo, encontrar nueve o sea, es estrictamente decreciente en w , b) y
puntos (tres reales y tres parejas de imaginarios con- estrictamente creciente en (b , +=) ; por tanto
jugados), y doce rectas (reales o imaginarias, por alcanza su minimo en x = b , que vale c - a .

pares de conjugadas) tales que cada una de ellas pase Sea un ntmero par 2n de nimeros
< .

por tres de los puntos citados y cada uno de esos a; < a, ceven €aL < il <Ay

puntos se encuentre sobre cuatro de esas rectas. la funcidn

i erndndez Biarge. f(x) = |x-a,|+|x-a, |+ ... +|x- - =
Propuesto por Julio F g (x) I. 11+1x-a,| |x-a |+|x-a_ |+ ... +|x-a, |
es estrictamente decreciente para X < ay, estric-

tamente creciente para x > a,47 Y toma el valor



= - .6 -x+a, -X =
X-a,+¥X-a,+ ... *tX-a *ta  ,7XY . 8501 on

1 ; +a + +a. )
(an+1+an+2+ +a2n) (an n-1 " ll himo en
en el intervalo [an , an+1} , alcanzandeo el m

cada punto de dicho intervalo.

Si existiese un numero impar

2n+l de sumandos

: < < a se
siendo ay < a, < ... < apig < ... an on+l !
tiene gque la funcidn

. + ... t|X-a
f(x) = |x—al|+|x—a2|+ ce. HX an+l| | 2n+1|

i i i s estric-—
es estrictamente decreciente si X < a .4 : €

i 1 senta un minimo
tamente crecliente si X > a4 y pre

para X = a,.q donde toma el valor

+ + ...t oa;) .
+ ... t a (an an_q 1

2n+l

a + a
n+2 n+3 ‘ . L
la funcidén considerada no tlene maximo

En general,
y alcanza un minimo absoluto en el valor central de los

a. , si éstas estén en numero impar, y en el intervalo
i

central, si hay un numero par de ellas.

José V. Garcia Sestafe (Madrid)

- [o]
PROBLEMA 1° (Boletin n~ 27)
El numeroc de este afo,

producto de dos nuimeros primos, gque también son capil-
¢ Cuales serén los

1991, es un capicla,

ctas. Desde este afio hasta el 9999
afios cuyos numeros gozaréan de esta misma propiedad ?

Solucion: o

Todo ntmero capictia de 4 cifras es divisible por
11. Al ser 9999 < 104 , uno de los factores ha de ser
menor que 100 ; luego al ser de dos cifras, primo y

capictia, uno de los factores es 11 . Asi pues, abba =

= 11 . cdc .

Como la cifra de las unidades del producto 1ll.cdc
es ¢ , se deduce que si abba = 11 . cdc , seréd a = cC.
Luego abba = 11 . ada , ¥ si ad; es p;lmo, entonces
a=3 o a=7.Pero abba = 107a + 102b + 10b + a
d + 10d + a

3 2
(10+1)(10%a + 10d + a) = 10°a + 10%a + 10

..._77_
= 103a + 102(a + d) + 10(a + d) + a , es decir, b = a+d
Y, por tanto, b > a . Luego sia =7, serA b =8 o

b =9, y los posibles nimeros serd&n 7887 y 7997
7887 11.717, no es vélido, pues 717 es miltiplo de 3.
7987 11.727 es valido.

§i, por el contrario, es a = 3 , entonces b es uno de

los 4, 5, 6, 7, 8 6 9, y como 22 = 6 , se eliminan los

afios 3663 'y 3993 cuyos numeros serian divisibles

por 3 . De los cuatro que gquedan, los Unicos vé&lidos

son: 3443 = 11.313 y 3883 = 11.353

Asi, los afios que gozan de la propiedad indicada son:
3443 , 3883 y 7997

Faltan 1452 afios para que se produzca el primeroc de
tales eventos. Pero 1452 es la semisuma de dos primos
consecutivos: 1451 y 1453 ¢ Cuantos afios, hasta 9999
gozan de ese propiedad ?

Rodolfo Esteve Arolas (Valencia)

PROBLEMA N°® 3 (Boletin n° 27)

Un tridngulo equildtero NMN estd limitado por las

rectas 1 , m , n , cada una de las cuales divide en
dos partes de &reas iguales a otro tridngulo equilétero
ABC . Suponiendo que el &rea del tridngulo LMN sea
igual a 30 y el &rea de ABC sea igual a 15000, se
pide calcular las &reas de cada una de las partes en
que queda dividido ABC por las tres rectas citadas.

Solucién;
1°.- Los centros de los dos tridngulos coinciden.
Tomando el tridngulo ABC y la recta 1 que lo divide
en dos partes de &reas iguales, existen dos tunicas
rectas que formen ¢«b ] un angulo de 60° y gue dividan a
ABC en dos partes de &reas iguales. Dichas rectas
deben de ser my n y surgen al girar 120° , dos

veces, la recta 1 respecto al centro O de ABC .



._78_

Al efectuar estos giros gueda formado el tridngulo

LMN , cuyo centro, por su
construccién, es O .

2°.- pPor ser O el
centro de los dos trién-
glos, la figura formada
por las rectas 1, m, n ¥
el tridngulo ABC es
invariante por los giros
de 120° respecto a O

El tridngulo LMN no

puede estar inscrito en c P &

ABC pues de lo contrario, L

sus lados no dividirian a

LMN en dos partes de &reas iguales; por lo Qque los
vértices de LMN estdn en el interior de RABC , quedando
dividido éste en 7 partes Tl’ T2, T3, T4, T5, T6 y
ABC , de A&reas Al, A2, A3, A4, AS’ A6 y 30 , respec-

tivamente. Por el punto 2°. , las figuras T, con i
impar, son iguales, ocurriendo lo mismo con las Ti con
i par, por lo que A, = Ay = Ag Y Ay =R, = Ag .

-+

Ademés Al + A2 + A3 = A4 + A5 6
2A1 + A2 = 2A2 + Al + 30 , o bien A1 - A2 =30 . [1]

También A1 + A2 e A3 + A4 + AS ifi A6 + 30 = 15000 , o

bien 3A1 + 3A2 = 14970 . [2]

Resolviendo el sistema formado por [1] ¥ (2], se

tiene la solucién:

Al = A3 = A5 = 2510 ' A2 = A4 = A6 = 2480 .

José Miguel Celorrio Laseca (Soria)

PROBLEMA N° 4 (Boletin n° 27)
Si para todo x > 0 , la funcién f£ (no cons-

tante) es derivable y goza de la propiedad f(x) = £(2x)

se pide:

= 79 =

1. Probar que f£’(x) se anula en una infiinidad de puntos
2. Probar gue si b>a>0 , JZ f(x)ydx = 2 Jg;g f(x)dx

3. DPoner un ejemplo de una funcién que cumpla las
condiciones citadas al principio y hacer un esguema de

su grafica carcesiana.

Solucion:

1. Aplicando indefinidamente la opropiedad de £ , se
tiene: f(t) = f(2nt) para tdo n € Z Aplicando
el teorema de Rolle a cada uno de los intervalos
[Znt ; 2n+lt] , Obtenemos s. € (2n ; 2n+1t) ., con

n
f’(sn) = 0 ; luego hay una infinidad de puntos dende
£(x)y = 0

2., Realizendo el cambio de variable t = 2s se

tiene que dt = 2ds y ademds los nuevos extremos de

integracién serin a/2 y b/2 por lo que:

,(b/2

Deos £ = b/2 - te =
j £(t)d 5 f(2s)2ds = 2 /2

£(s)ds = 2J§§§ £(t)dc.

3. Para cada n € Z se define, por composicion de
las funciones derivables z = 2n(2_nx - 1), vy = cos z ,
ve anli S -1 n .n+l
q plican el intervalo [27 , 2 ] en [0, 20] ¥y
éste en (-1 , 11 , se obtiene la funcién real de
variable real f_ y = £ (x) = cos 2m(2 %x - 1)
Conjuntando todas las funciones i , dqueda
" . ~ P n
definida una funcién £ , a trozos, con dominio R

®sta funcién es continua. Para verlo basta comprobar
que para todo n e Z ,

£, 50
2™y = cos 2n(2%/2" - 1) =1 = lim £(x) ;
x = (2™t
1im  £(x) = cos 2m(2"/2"7t - 1) =1
X —=(2" )
También es derivable, pues para todo n € Z , en
los puntos de solapamiento x = 2" es:
cuando h— 0*, lim—%—[cos 2n((2n+h)/2n - 1) = 1]
cuando h— 07, lim-- [cos 2m((2%+h) /277 - 1) - 1]
0 sea f'(2n) =0
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Ademas, en la funcién f(x) = cos 2n(x/2p - 1) .
para un cierte valor p e Z , X € [2p 2p+l) im-
plica 2x € [2p+l ‘ 2p+2) y por tanto
f(2x) = cos 2n{2x/2p+1 - 1) = cos 2n(x/2p - 1)
para el mismo P anterior, por lo gque f(x) = £(2X)

Su representacién grafica seria:

O

'?UHW\'f\"

José Miguel Celorrio Laseca (Soria)

NOTA: Un ejemplo més simple, lo proporciona la funcién
(que no es necesario definir a trozos):
f(x) = cos(2n.logzx) o sea f(x) = cos[(2m.log x)/log 2]

PROBLEMA N° 5 (Boletin n° 28)

Dado un numero natural n , designamos con s(n)
la suma de las cifras del numero n expresado en el
sistema binario de numeracién (es decir, el numero de
cifras 1 que tiene). Se pide determinar, para todo

numero natural Kk , el namero:

o(k) = s(l) + s(2) + s(3) + ... * s(2k-1) + s(2k)
Solucion:
Es evidente que cualguier ndmero natural n tal
que 21 < n < 2¥ , en sistema binario, tendréd T

cifras empezando siempre por 1 , y que habré un total
de 2% - 2r—1 = 2r-1 de tales numeros. Consideréando-

los todos, y excluyendo la primera cifra (gque siempre
es 1 ), las restantes son equitativamente ceros y

unos. Por tanto, al sumarlas obtendremos

r=1
__—2-—“"1"2 + 270= (r+l1)-270

46
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Ordenemos ahora los sumandos o(k) del siguiente

modo:
o(k) = s(1) + [s(2)+s(3)] + [s(2%)+...+5(2°-1)] +...+
+ [s(2 M)+ +s(25-1)] + s(2%) =
= 1+ (2+1)-2%%+ (3+1)-2%2 4. . 4(k+1)-2%% 1 =
=2 + i2121+3")-2"= 2+ 3. 22021 v
) = — ML
= -1 #3250 4 [ 2 4 29 4 2% 4wl 29 4L
Sl [
+ 027 2K 4 2% = L1 3¢ (2Rl gy 4o 2l 27y 4
R gk-1_ 5k-3 k=1_ k-2, _ -
- ( ) + (2 2¥7%) = -1 4 3.2 (k-2).2%

- 2T= _1 4+ 3.2%"14 _9y . ak-t k-1 .
) (k22" (270 ) =[x k]

Ramén Fraile Peldez (Pamplona)

PROBLEMA N° 6 (Boletin n° 28)

Calcular la parte entera de:

s= — + L + L 4+ 4 ) + L
V1 V2 V3 V3998 v10000
Solucion:

Por la monotonia de la funcién y = 1/VXx vy la
interpretacién como &rea de la integral, se verifica

10000 1 10000
1 vE o< 8 <1+ ]y o
o sea: 198 < 8§ < 199 , luego la parte entera de

S es 198 .

Franisco Lorenzo Miranda (Madrid)

Ootra solucion (Sin célculo integral):

si s =1+ 1/VZ + ... + 1/v@l , vamos a comprobar que

2vn -2 < S < 2 VA -1 . Pero antes demostremos
_ 1

que 2 VvO+l 2 vn < —= < 2 VA - 2 VAl . En

efecto, multiplicando y dividiendo por vn+l + v@ , se
obtiene 2 VR¥1 -2 Vi =2/ (Vifl + vO) < 2 / (2 vVO) =

= 1 / vO. Andlogamente se obtiene 2 v@ - 2 vn-1 >77L
n
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y en consecuencia, lo gue deseabamos probar. Si en las

desigualdades probadas tomamos n = 2, 3;/+.., n , obte-
nemos n =2, 2VI-2VZI < 1/VZ < 2VZ-2
n=3, 2vE-2V3 < 1/V3 < 2 V3i-2VZ
n , 2 VOFl -2 VE < 1/VO <2 vi - 2 vo-1l

sumando miembro a miembro, obtenemos

2 VA1l - 2V2 < s -1 <2vn-1,
y sumando 1, resulta 1 + 2 VAFL - 2 V2 <S5, <2 Vi - 1
y con mayor motivo, 1 + 2 VR - 2 VZ < s, < 2 von - 1 ;
2 V2 <3, 2VA-2 < s <2vm-1.En el
problema, es n = 10000 , vn = 100 con lo que
198 < S < 199 , luego la parte entera de S

como
o sea
resulta

es 198
Alicia Pedreira Mengotti (La Corufia)

PROBLEMA N° 4 (Boletin n° 30)

Encontrar un namero N

de cinco cifras diferen-
tes y no nulas, que sea igual a la suma de todos los
nameros de tres cifras distintas gque se pueden formar

con las cinco cifras de N .

Solucion:

Sea N el niamero abede y sea S=a+b+c+d+e , puesto que la suma de todos los
nimeros de tres cifras que se puede hacer con abcde es V,, . (100+10+1) .5
se tiene que
N = abede = 12 « 111 + S
entonces deberé ser
N=3 = S§=3 yalser N=12 11185 =

y por otra parte 1+2+3+44+45 < S s S+6+7+8+9 = 15 s § <35

asi, las Gnicas posibilidades son S = 18 6 S =27.

Para § = 18 serfa N = 12 - 111 - 18 = 23976 ntimero cuyas cifras no suman 18

_83_

ypara$S =27 setendrd N = 12 - 111 - 27 = 35964 solucién del problema.

Manuel E. Serrano Caballero (Segovia)

PROBLEMA N° 8 (Boletin n° 30)

Sea S el conjunto de rectas que unen un punto del conjunto

{(0 . —1) ; aeEN }
a
y un punto del conjunto

B ={(+1,0); beN}

gir:lostr:lr que una condicidn necesaria y suficiente para que el nimero natural m sea
« puesto es que el punto M = (m,-1) pertenezca a una recta de S,
eterminar el nimero de rectas de S a las que pertenece el punto M

A

Solucion:

-1

Las rectas de S son de la forma y =
a(b+1)

.(x-b-1) conab €N  entonces

S = {(x,y)eR? | x = (1-ay).(b+1) con a,beN)

Veamos que m es compuesto = M = (m,-1) € S

siM € S =3abeN/ m=(a+1).(b+1) luego m es compuesto

y si m es compuesto, m=p.q con p,gq €N -{1} entonces
tomando a=p-1y b=g-1serd m=(a+1).(b+1)siendo ab €N ,luego (m,-1) € S

De lo anterior €l niimero de rectas a las que pertenece M = (m,-1) serd el niimero

posible de formas con que se puede expresar m=p.q con p,q €N -{1} , es decir el

ntmero de divisores de m exceptuando 1 y m.  Luego si

_ 8 q n
m =66 ...a con «eN y aeN-(1) el nimerode divisoreses ] (a,+1)
i

i=1
n

y asf el nimero de rectas serd ] (,+1) -2.
ix1
Manuel E. Serrano Caballero (Segovia)
Recibida otra solucién de Jests Izal y Unai Garbisu

(alumnos del I.B. "Irrubide" de Pamplona)
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PROBLEMA N® 9 (Boletin n® 30)
La abscisa de un punto que se mueve en la parte

positiva del eje de las x est dada por
x(t) = sl v as(es)®

siendo a una constante positiva, ¢ Cual es el menor
?

valor de a tal que X(t) = 24 para todo t > 0 7

Solucion:

primeramente estudiaremos el crecimiento de x(t)
Para ello procederemos a hallar su primera derivada y a
continuacién estudiaremos su signo:
x'(x) = 10(t+l) - 5a/(t+1)6 = [10(t+1)7 - 5a]/(t+1)6 ;
el denominador es siempre positivo, y por ello el signo
de x'(t) solo depende del numerador:
10(t+1)’ - 5a > 0 & 10(t+1)’ > 5a &> (t41)7 > 5 &
&t o> -1+ 7\/”-; con lo cual

x'(t) >0 &> t > -1+ ! {; ,

y como X(t) serd creciente si x'(t)y » O y
decreciente si X'(t) < 0 , entonces:
x(t) es creciente en el intervalo ( -1 + ! -g—— , oo )
X(t) es decreciente en el intervalo ( 0 , -1 + 7\{.- _a:r )
Esto implica necesariamente que & z 2 y tambiéen
gue habré un minimo en el punto t = -1 # g —%- . Por
consiguiente se verificara gue x(t) = 24 para t z 0,
si x(-1 +7\/—§—) 224 &> 5 7,"—5—+a/?'}_§ > 24 &>
Y 2 V 2

= 25+ a ]/7‘f(a/2)5=24 <>
& 13 7,/25/7\/a5 224 &> az 2 \/(24/7)7 ;

Por tanto tenemos que el valor buscado es
a =2 (24/7)
Jests Izal y Unal Garbisu

(alumnos del I.B. “Irubide" de Pamplona)
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PROBLEMA N° 10 (Boletin n° 30)

e sus didmetros SSee ;Lecrll;rlll :irz; s::lnicircuqferencias iguales y tangentes S, y S, de modo
letr una misma recta. Traz {
gue sus didr : : . amos una tangente comun
Circunfcrzndzug:ar?gggl:lzlz:ec;rc&mfgrengla ,S; tangente ar, S, y S, luego trazamos otr:
i : e ; s,
cireunforond . G G 1 9O, Y S, Asi sucesivamente obtenemos una familia de
a) Calcular el radio r, d 2 ci i
, de la circunferencia C, en funci i
le : cibn de ny el
b) Ultilizar la construcci6n del problema parz; comprobar que el redio R e S ys.

I
12 23 n.(n+1)
tiende a 1 cuando n tiende a infinito.
Solucion:
" = y % - i
a) NP
/ o Nef L
/ i - 3
.- P '"

Calculemos r, , segin la figura adjunta se tiene

(Rer)? - R-r)* =R = 1 =

I

andlogamente para r, , (R+r2)2'(R'2’1"z)2 = R = (R +r2)2—(R- 5_’_ 2 = R
2 2

R? R
= 3Rr,-— = R? wmp=—"0
24 2734

R

Demostremos que en general es 7, = ————
2n(n+1)

1)

Supongamos que se verifica (1) para todo m < n, calculemos el radio r,
n+]

n
(R+rn~l)2 - (R—E 27’," -rywl)2 = R?
m=1
n

y utlizando (1) Y 2r, = 3° —K -Ri(1—1)=l€(1——l-J=R"
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b) Hay que demostrar que: b’= (a; +: + '(4 } =
B al+l+2a,(-1)"+as+1-2a,(-1)" . bie at+1 )
" 4 2-Za -
2
2 o  RR 2 p2 2, R 2_p o
entonces  (R+r,,,)"~(R n+1 Fa)” = RS = (Rer ) (n+1 Fa)” = R Hagamos la demostracién por induccién:
R Para efectuar esta demostracién expresemos primero a;4 Y b,,, en
- n2p Re2r, | =R = 1, = ——— cqd funcién de a, y b;:
n+l n+1 B 2(n+1)(n+2) .
@pay+bpa V2= (1+y2) 200 12 (142) 201 (142) 2= (@,+D,y/2) (3+42V2) =
" la,+2a,/2+3b,y2+4b,=(3a,+4b,) +(2a,+3b,) V2
b) Por construccién debe ser E2r =R = E =R = =1 c.q.d.
= =t n(n+1) o1 n(n+1) Por lo tanto, a,.,=3a,+4b,
b,.,=3b +2a,
1) Suponiendo que (1) es cierto para n, veamos si lo es para n+l:
2 3a +4b,)?
bm-ﬂzl;l <> (3bn+2an)2=(—”+2—"}+l <>
Manuel E. Serrano Caballero (Segovia) i 18b§+8a§+24anbn=9a§+16b§+24anbn+l -
______ “= 2bi-al=1
o N Como estamos suponiendo gque (1) es cierto para n, podemos
PROBLEMA N~ 11 (Boletin n~ 30) "
» . n+
Para cada namero natural n escribimos sustituir b, por 5 + resultando:
1+/2) 2= +b /2 aZ+1
(1+/2 I n\/- <= 2 "2 —a,f=1 <> 1=1
inié i1 i t b i
definiéndose as as sucesiones de enteros la)y b} Luego si se cumple para n, la propiedad también se cumpliréa para
2+i lAhora sblo queda demostrar gque se cumple para el primer
ermino

a) Demostrar que &,y b, son impares para todo n
2) Para n=1 comprobamos que es cierta, ya que:

b) Demostrar que b, es la hipotenusa de un triangulo rectangulo 3 o 3
de catetos a +(-1)7 a-(-1)7 a, (3) (5)7
7 T2 o2y {35
Solucion: 5= 72;1
—~ 1 24
a) (1+/2)%"= (2n+1)+(2n+1)¢§+(2n+1)2+(2n+1)2J§+ e +(2n+1)2“vz - | vemos que para n=0 también se cumple ya que a,=1, b,=1, 12- 1742
0 1 2 3 2n+1 Por lo tanto queda demostrado por induccién lo pedido en la parte
_ (2n+l) (2n+1)2 (2n+1 o2, Zi;l)23+ . +(22;1)2n ) + b del enunciado.
o (2n+l (2n+l) (2n+1)22+(2n+1 23y ... +(2n+l)2n)¢F=
1 i 2mal José Tomas Baeza Oliva (Alumno de 3° de BUP

(1+2) +((2n+1) +2) ) V2= (1+2) +(1+2) V2
en el I.B. Avda de los Toreros (Madrid)

Recibida otra solucién de Manuel E. Serrano Caballero

Como a,=1+2, a, es impar. Lo mismo sucede con b, | = -— -



RUEGOS A NUESTROS SOCIOS

Se ruega encarecidamente a nuestras socios que:

- Nos comuniquen cualguier cambio de domicilio © cuenta corrien
te, pues nos devuelven con frecuencia boletines © recibos,

con el consiguiente perjuicio para todos.

- Procuren gue otros compafieros ingresen en la Sociedad, para
lo cual inclufmos en cada nfmero del boletfn una hoja de ins
cripcién. El futuro de nuestra Sociedad depende de que man-
tenga un colectivo suficiente de socios.

- Nos hagan llegar répidamente cualquier noticia sobre congre-
sos, conferencias, CONCUrsos, etc., cuya difusién entre los
socios estimen interesante, para su inclusién en nuestro bgo

letin, antes de que pierdan actualidad.

- Nos envien articulos, trabajos. experiencias did&cticas, enun
ciados de problemas © soluciones a los propuestos, para su

publicacién en nuestro boletin.

- Nos hagan llegar iniciativas o sugerencias de cualguier tipo
sobre posibles actividades de la Sociedad o sobre el conteni

do de su publicacibn.

La Junta Directiva agradece a todos su colaboracifn yrecuer
da gue la corresﬁondencia debe dirigirse al Aptdo. 9479 de
28080-Madrid..
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